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Sulla teoria
delle funzioni ¢ abeliane pari
a tre argomenti,

(Memoria IV di Erxesto Pascan, @ Napoli.)

La presente Memoria risolve pel caso delle funzioni ¢ abeliane pari, lo
stesso problema risoluto mnella Memoria I per le funzioni dispari, la ricerca
ciod del secondo termine dello sviluppo di ¢ secondo le potenze ascendenti
degli integrali di 1.* specie.

La risoluzione di questo problema per le funzioni par¢ mi ha opposte
difficoltd ben diverse da quelle incontrate per la soluzione del problema analogo
per le funzioni dispari, e tali difficoltd sarebbero forse rimaste insuperate se
non mi fossi giovato di una semplice e luminosa idea che il mio maestro
prof. KLev accennd nel passato estate nel corso delle sue lezioni all’ Universita
di Géttingen (vedi § 10), la quale idea mi ha permesso di passare dalla con-
siderazione di forme quaternarie a quella di forme ternarie.

In tale maniera il richiesto secondo termine diventa un certo particolare
invariante di un connesso (1, 2) nel piano; ed & notevole I’osservare che si
viene in questa maniera a stabilire anche un’analogia maggiore fra i due casi
delle funzioni pari e dispari, giacchd allora anche per le prime, come appunto
accade per le funzioni dispari (vedi Mem. I, § 13), i termini dello sviluppo
debbono soddisfare ad una certa equazione differenziale caratterizzata da un
certo processo di ARroNHOLD.

Ho creduto utile in questa Mem. IV estendermi un poco pilt sui prin-
cipii fondamentali della costruzione delle funzioni o, cercando di riassumere
e sviluppare altri punti della teoria sui quali si era appena sorvolato nelle
Memorie precedenti, e tralasciando quegli altri punti frattati pilt distesamente
nelle stesse Memorie.

Cosi ho toccato qui con maggior estensione la teoria delle curve di con-
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2 Pascal: Sulla teoria delle funzioni o abeliane pari

tatto, e delle cosiddette forme radicali (Wurzelformen), e ho tralasciato quella
delle forme primitive (Primformen) e degli integrali normali @ di Kruem.

In questi ultimi giorni & comparso nei Mathematische Annalen un lavoro
di KuEx, nel quale riassume per sommi capi le sue lezioni sulle funzioni abe-
liane sviluppate a Gottingen nei tre semestri consecutivi: estate 88, inverno
88-89, estate 89. A questo lavoro rimanderd spesso il lettore per i maggiori
dettagli di cui potrd aver bisogno (¥).

Finalmente prendo 1'occasione d’annunziare al lettore che le Mem. V e
VI, che ho gid compiute e che compariranno fra breve in questo stesso Gior-
nale, tratteranno rispettivamente delle cosiddette funzioni Y (*¥) iperellittiche
di genere 2 [i cui rapporti costituiscono le funzioni di 1.* specie (I Stufe)] e
di un problema sulle superficie di Kumuer nelle loro relazioni colle suddette
funzioni iperellittiche.

§ 1. Curve di contatto di una curva algebrica piana.

Sia data una curva algebrica piana C,, (***), di ordine m e di genere p.
Si abbia un’altra curva C; di ordine J tale che i dm punti comuni colla prima
curva si riuniscano a g a g, essendo p un divisore di dm. La curva Cs si
chiamerd una curva di contatto d¢ specie p della curva fondamentale. Si pud
senz’altro cominciare a studiare i sistemi di tali curve di contatto prendendo
per fondamento il teorema di Aper per gli integrali di 1.* specie.

Consideriamo ciog gli integrali di 1.* specie nel campo abeliano corri-
spondente alla curva fondamentale C,, di genere p.

Allora se @, Z:... Tms, G; Go... Gy SONO rispettivamente i punti d’in-
contro di Cyp, con due curve I's, I's di ordine J, & noto dal teorema di ABer che
la somma degli integrali estesi fra i primi punti d’intersezione e i secondi &

(f“ +J‘”ﬂ+...+|"”’"°“)dw¢=gm =1, 2,... p),

a %y am 0

(*) KiEIN, Zur Theorie der Abel'schen Functionen. Math. Ann., Bd. 36.

(**) Non si confondano queste % colle & che hanno relazione invece colle funzioni di
2. specie (I1*" Stufe). Vedi KLEIN, Hyp. Funct. Math. Ann., Bd. 27, § 14.

(¥*¥*) Le considerazioni che si faranno qui si potrebbero trasportare senz’altro al caso
in cui si prenda per fondamento una curva algebrica qualunque in uno spazio ad un numero
qualunque di dimensioni, salvo che allora anziché parlare di curve di contatto, hisognerebhe
parlare di varietda di contatto,
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a tre argomenti. 3

dove w, sono gli integrali di 1.* specie e Q, rappresenta un periodo arbi-
trario degli stessi integrali, cio® una combinazione lineare con coefficienti
inters di tutti 1 2p periodi elementari di w,.

Per un’opportuna scelta dei cammini d’integrazione, e del coordinamento
déi punti @ coi punti z, il secondo membro dell’ espressione superiore pud
evidentemente ridursi a zero.

Ma a noi conviene qui porci dal punto di vista generale e supporre cam-
mini d’integrazione affatto arbitrarii.

Supponiamo ora che I's diventi perfettamente la curva di contatto C; di
cui si & parlato avanti. Allora i punti  si vengono a riunire a x a p e pro-
priamente ponendo pv = md, verranno ad essere solo v punti distinti.

Scegliamo altri v punti arbitrarii b, b,... b,. Allora & chiaro che la re-
lazione superiore potrd scriversi:

H(Jxl +--- +b]w) = Qy + Ca,

1

dove ¢, & una costante dipendente dai punti ¢ e dai punti arbitrarii &.
Da tale relazione si ricava:

nxl xv Co Q,
[ g s
bl b‘)
dove:
91 . hiwoy -[— he oo —l—- s —{'— kzpb)a,zp
b p ’
essendo & numeri énterd.

B chiaro al solito che per la scelta opportuna dei cammini d'integra-
zione fra i punti b e x, noi possiamo al secondo membro della formola supe-
riore supporre aggiunta un’arbitraria combinazione lineare con coefficient: in-
. teri dei periodi w,.

Di qui ne risulta che basta sempre limitarsi a considerare i numeri %
presi in un completo sistema di numeri incongrui secondo il modulo p.

Supponiamo dunque scelto un certo sistema di numeri 4. Allora si avranno
p equazioni che serviranno a determinare i punti di contatto z,... z, (¥).

Poichd in tutto possono darsi solo 9% sistemi fra loro diversi di numeri 7,
cosl possiamo dire che vi sono ¢% classi di curve di contatto Cs.

(*, KLEIN, Abelsche Funct. Math. Ann,, Bd. 36, pag. 31.
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4 Pascal: Sulla teoria delle funzioni ¢ abeliane pari

Ogni altro sistema di » punti corresiduali ai punti , rappresenterd sempre
un’altra soluzione del problema, quindi trovata la curva di contatto passante
per i v punti x, ve ne saranno sempre tante altre della medesima classe per
quanti sono i sistemi di punti corresiduali ai punti z.

Ora il teorema noto di Rirmaxs e Rocm determina appunto quante volte
infinito & il sistema di punti corresiduali ad un sistema di punti = dati.

Se = rappresenta il numero delle forme ¢ fra loro indipendenti (*), che
abbiano fra i loro punti nulli tutti i punti z, cioe, come si usa dire, il numero
delle forme ¢ fra loro indipendenti da cui sono congiunti (verkniipft) i v punti
x, allora i] teorema di Riemaxy e Rocu dice che & v — p 4- = volte infinito il
sistema del punti corresiduali ad x. Dunque tutte le curve di contatto appar-
tenenti ad una medesima classe formano un sistema v — p + 7 volte infinito.

Dati i numeri & & determinata la classe di curve di contatto: i numeri
h formano ciod un assieme di numeri che potremo chiamare la caratteristica
di quella classe; perd & chiaro dalle formole precedenti, a causa dell’arbitra-
rietd della costante c., che tale caratteristica non & assolufe, ma solo relativa
alla scelta della costante ¢,, per modo che per es. una stessa classe di curve
di contatto potrd individuarsi con due caratteristiche diverse scegliendo diver-
samente la costante ¢,. Noi non abblamo finora nessun punto d’appoggio sul
quale potere fissare la scelta di c,.

C’& perd un caso in cui si possono effettivamente distribuire alle diverse
classi delle caratteristiche assolute.

Tal caso si ha quando ¢ & divisibile per p. In tal caso una curva di

. . b .
ordine g passante per 1v=m m punti « e contata p volte rappresentera una

curva di contatto. Quindi in questo caso una delle classi di curve si viene a
distinguere in un modo geometrico e completamente definito dalle altre; esiste

cioé una classe di curve di ordine m in cul ciascuna curva & contata u volte.

Possiamo allora prendere per punto di partenza questa speciale classe, e
darle la caratteristica (0, 0,... 0), ciod determinare in tal modo la costante c,
che tale classe venga ad acquistare la detta caratteristica; allora le caratte-

(*) KLelx, Opera cit., pag. 29. Le forme ¢ sono forme intere nelle coordinate dei
punti della superficie di RiemaNn, e sono proporzionali ai differenziali degli integrali di
1.2 specie, Il loro grado dipende dalla speciale forma canonica della curva fondamentale,
Cosi per curve piane senza singolaritd e di ordine m, le ¢ sono forme di ordine m — 3.
{(KLEIN, Opera cit., pag. 19.)
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a tre argomenti. 5

ristiche di tutte le altri classi saranno riferite a questa e saranno assolute.
Esse si chiamano caratteristiche elementari (elementarcharakteristiken) per di-
stinguerle da un altro genere di caratteristiche che si possono dare alle diverse
classi e che si chiamano caratteristiche primitive (Primcharakteristiken) (¥).

§ 2. Forme e funzioni radicali (Wurzelformen)
su di una superficie di Riemann.

Una considerazione analoga alla considerazione geometrica delle curve
di contatto prendendo per fondamento una data curva algebrica piana, si pud
fare dal punto di vista della teoria analitica delle funzioni, prendendo per
fondamento la superficie di Riemanx corrispondente a quella curva algebrica.

Noi vogliamo considerare sulla superficie di Riemanx delle funzioni che
sieno dotate delle seguenti proprieta:

1. Sieno polidrome a p valori.

2. Sieno non diramate in nessun punto della superficie di Riemaxx.

3. I cangiamenti che subiscono, quando la variabile percorre un cam-
mino periodale sulla superficie, sieno semplicissimi, ciod si riducano al prodotto
della funzione per una certa radice p™ dell’ unita.

E chiaro che la p™ potenza di una tale funzione sard una funzione mo-
nodroma, perché rimarrd inalterata se la variabile percorre sulla superficie
un qualunque cammino periodale, quindi una tale funzione potrd sempre espri-
mersi come la radice p™* di una certa funzione monodroma.

Tali funzioni si chiamano funzion: radicali, (Wurzelfunctionen).

Possiamo costruire funzioni radicali giovandoci delle curve di contatto.
Se C; C's sono i primi mewbri di due curve di contatto di ordine & e di
specie p, e inoltre queste tali due curve di contatto appartenenti a due classi
diverse sieno tali che le differenze h; — %’; dei numeri che formano rispetti-
vamente le loro caratteristiche non sieno tutte divisibili per wumo stesso di-

. : z- l]
VC
C’

sard una funzione che sulla superficie di Riemanx ha per punti zero semplics

(¥*) KiLEwv, Opera cit., pag. 34.
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6 Pascal: Sulla teoria delle funzioni o abeliane pari

1 v punti
X, Ty 7,

nei quali C tocca la curva, e per punti d’infinito semplici i v punti

Yoo Yoo Yy

nei quali C' tocca la curva, e quindi essendo una funzione che diventa solo
semplicemente zero e infinita nei punti detti e in ogni altro punto resta sempre
finita, sard non diramaia; inolire sard evidentemente polidroma, perché

z z N7 .
(f B -l—f ”)dwa = :‘ﬂ—% (mod. periodi), (1)
% Y,

dove h;, k'; sono i numeri interi che compongono le caratteristiche di C, C’
appartenenti a due classi diverse, e quindi non essendo zero il secondo membro
della formola superiore, i punti #, ¥ non possono essere rispett. punti nulli
e infiniti di una funzione monodroma.

In quanto poi all’essere la nostra funzione esattamente a p valori, risulta
dall’ equazione (1).

Infatti se la sua potenza 2®* (A <Zp) potesse essere una funzione mono-
droma risulterebbe che moltiplicando ambo i termini di (1) per 2, il secondo
membro dovrebbe essere congruo a zero.

Ora se A & primo con g cid evidentemente non pud succedere, perche le

differenze h; — &'; non sono divisibili per p. Se ;i & intero = ', allora avendo

precedentemente convenuto che le due curve C, C" hanno tali caratteristiche
che h; — A'; non possono essere tutte divisibili per un divisore di p, tali dif-
ferenze non potranno essere tutte divisibili per ' che & un divisore di p.

Per trovare i fattori col quali la nostra funzione viene a moltiplicarsi
quando la variabile percorre un cammino periodale hasta servirsi di una certa
rappresentazione della nostra funzione mediante le cosiddette forme principali Q
introdotte da KwiEm.

La importanza di tali espressioni chiamate anche forme primitive (Prim-
formen), e delle quali abbiamo gia abbastanza discorso nelle Memorie pre-
cedenti (*), consiste in ¢id che esse sono nel campo abeliano quelle che una
espressione lineare binaria & nel campo razionale.

(¥*) Memoria I, § 2. Memoria III, § 1.
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a tre argomenti. 7

In altri termini tali forme primitive non sono mai déiramate, non sono
mai infinite, e si annullano solo e di 1.° ordine quando i due punti, di cui
sono funzioni, coincidono.

La Q(z y) & nel campo abeliano quello che (z — ) & nel campo ra-
zionale (*).

La funzione radicale di cui si & parlato avanti non essendo una fun-
zione diramata e avendo per punti zero semplici i punti # e per punti d'in-
finito semplici i punti y sard eguale a (**)

1P
15w, —w
Qzzy)..... Q(zzs) * 2,0l = H)noy 4]

In questa formola le » sono i periodi degli integrali normali di 2.* specie.
La verita di questa formola si dimostra elevandola a p™ potenza e mostrando
allora mediante le formole di periodicitd delle Q e le note relazioni bilineari fra
1 periodi degli integrali di 1.* e 2.* specie, che tale potenza p™ non ha alcuna
periodicitd su qualunque dei tagli canonici della superficie di Riemanws; quindi

c 1 . . . ST . C .
poiché essa ha gli stessi zeri ed infiniti della funzione monodroma o sard ad

essa eguale a meno di un fattore costante.
B facile allora da questa formola trovare che la periodicitd della nostra
¢ data dalle formole seguenti:

funzione:
rC
c’
Sui tagli canonici

Ay A,... 4, B, B,... B,
essa acquista rispettivamente i fattori:

Pypy—Rpyy o h’zp, LY

—h,+h
€ yoen g PP

g ’

dove ¢ & una radice p™ dell’unitd, e % e A’ sono rispettivamente i numeri
che compongono le caratteristiche delle curve di contatto C, C'.

Si vede dunque che davvero la nostra funzione soddisfa alle condizioni
per dirsi una funzione radicale.

(*) Krein, Math. Ann., Bd. 36, pag. 11.
(**) KieiN, Opera cit., pag. 33. Si noti che ivi ¢'¢ un errore di stampa.
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8 Pascal: Sulla teoria delle funzioni o abeliane pari

§ 3. Caso delle curve di 4.° ordine di genere 3.
Introduzione di una curva storta di 6.° ordine e dello stesso genere.

Supponiamo che la curva fondamentale sia una curva generale di 4.° or-
dine. Allora & facile specializzare la teoria generale precedente e ottenere il
risultato che: esistono 64 sistemi di cubiche di contatto (di specie 2) alla curva
di 4.° ordine; e ciascuno di tali sistemi & triplamente infinito.

Vogliamo dimostrare una proprietd comune a tutti questi sistemi. Noi
facciamo la dimostrazione per il nostro caso particolare, ma avvertiamo che
la analoga proprietd & generale per le curve di contatto di specie 2.

Sieno z, #,... s 1 6 punti di contatto di una cubica e z', ... z;
quelli di un’altra cubica dello stesso sistema. Allora per le formole del § 1

abbiamo:
2

g ..+(m55_'__2__
(mod. per‘iodi),'

donde sommando:

V' 4o _;_l.x" +.-.=¢, (mod. periodi),
1 bl

e sostituendo per ¢, il suo valore si ha infine:

A e T

%

a a a

1 6 1 12

e poiche per ipotesi i dodici punti @ stanno su di una cubica, staranno dunque
su di una cubica i punti # insieme ai punti 2',. Dunque i dodici punti di con-
tatto di due cubiche di contatto dello stesso sistema stanno su di una nuova
cubica.

Sieno ora ®, ®, due cubiche di contatto dello stesso sistema, e ®,, quella
che passa per i dodici punti di contatto di esse. E chiaro allora che sulla

superficie di Riemasn la funzione:
Dy e

5
3
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a tre argoments. 9

& una costante, perché non ha nd zeri, n¢ infiniti. Possiamo dunque stabilire

la formola fondamentale:
: (I)i (Dz = (I)‘iz, (1)

determinando in modo le equazioni delle cubiche che la costante di cui si
parla risulti eguale all’unitd, cid che si pud sempre fare.
Cid posto esaminiamo la espressione:

X= (u, V‘I)T-i— 223 \/—qg')z.

Dico che y = 0 rappresenta una nuova cubica di contatto dello stesso sistema
di @, e B,.
Infatti dall'equazione precedente si ricava:

x Q= (U, @, + 4, Dy,

Ora essendo il secondo membro il quadrato di una funzione razionale, nei
punti nei quali diventa zero, diventerd sempre almeno zero di 2.° ordine, e
poiche al primo membro @, fa pure lo stesso, lo stesso dovra fare anche y.

Dunque y & una cubica di contatto; appartiene poi allo stesso sistema
di ®, e @, perche

ciod il primo membro & eguale ad una funzione razionale, e quindi i punti
zero di 'y sono corresiduali a quelli di V@,. Nello stesso modo si dimostre-
rebbe che se ®, ®, ®; , sono quattro cubiche di contatto di un sistema, la
espressione: ‘

V= V0, + w0, + 0\ 0 + u,\ 0y, @)

rappresenta la radice quadrata del primo membro dell’equazione di una cu-
bica dello stesso sistema. Indicando con Kreix (*) colla denominazione forma
radicale (da non confondersi con fumzione radicale) tale radice quadrata, pos-
siamo anzi far vedere che nella formola (2) si comprende la espressione pid
generale di una forma radicale appartenente al sistema dato.

Infatti sappiamo che le cubiche di contatto non sono pil di fre wolle
infinite, quindi nella formola (2) non potranno comparire pid di quattro pa-
rametri omogenei arbitrarii.

(*) KreiN, Opera cit., § 11.
Annali di Matematica, tomo XVIIL 2
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10 Pascal: Sulla teoria delle funzioni o abeliane par:

Per modo che possiamo dire anche che fra cinque forme radicali dello
stesso sistema esiste semhpre una relazione del tipo (2).

Prendiamo quattro forme radicali di uno stesso sistema e fra loro indi-
pendenti, e poniamo:

211222 =\0,:\ D, :\®;: VO,

interpretando le 2 come le quattro coordinate omogenee nello spazio ordinario.

Le quattro z omogenee verranno cosi funzioni dei punti della superficie
di Ripmany, onde descriveranno nello spazio una linea storta. E facile dimo-
strare che & una linea di 6.° ordine (. Infatti un piano:

U2y F U2y + Uz 25 w2, =0,

rappresenterd secondo la formola (2) una forma radicale, la quale, come sap-
piamo, & zero e di 1.° ordine solo in sei punti della superficic di Riemanw.
Onde un piano interseca la nostra curva in sei punti semplici. Questi sei punti
nei quali C; ¢ tagliata da un piano corrispondono, sulla C, a 6 punti pei
quali passa una cubica di contatto.

Poiche i rapporti delle V@ sono funzioni razionali sulla superficie di
Riemaxy si ha che i punti della nostra curva C, corrispondono univocamente
ai punti di C,; la Cs & anche di genere 3. Noi potremmo prendere anche in
luogo di C,, la C, per fondamento delle nostre ricerche.

Per una ragione che si svilupperd in seguito vogliamo ora esaminare in
quali casi si annulla 1] seguente determinante.

Sieno z' 2" x z" quattro punti della nostra superficie di Rimmanw, e
formiamo il determinante:

Vo, (@)... . Vo, ")

Vo, (x)..... Vo,(x")

Interpretando i V@ come coordinate nello spazio si ricava evidentemente
che D sard in generale zero quando i quattro punti 2 2” 2" 2V che nella
curva di 4.° ordine corrispondono ai punti ' 2" «” 7 di C,, stanno in
un piano. Supponiamo dati i primi tre punti, e vogliamo vedere quando il
determinante D considerato come funzione del quarto si annulla. In primo
luogo quando il quarto viene a coincidere con uno dei tre primi. Poi quando
2' viene ad essere uno dei tre altri punti in cui il piano determinato da
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a tre argomenti. 11

s

2 2" 2" taglia Cg; e finalmente quando 2’ 2" 2™ sono i tre punti nei quali
C; & tagliata da una frisecante; in tale ultimo caso D & identicamente zero
considerato come funzione di 2", cio¢ & zero qualunque sia 2".

Come conseguenza di un teorema generale sulle curve di contatto (*), si
ricava che i 64 sistemi di cubiche di contatto di C, si distinguono in due
categorie, di proprietd diverse.

L’uno risulta di 28 sistemi ciascuno dei quali & univocamente coordinato
ad una delle 28 tangenti doppie di C,; I'altra risulta dei rimanenti 36 sistemi.

Le caratteristiche corrispondenti a ciascun sistema della prima categoria
sono dispar: cioe tali che:

A=hihy+ hohs + hshy,
forma un numero dispari.

Le caratteristiche di un sistema della seconda categoria sono pari ciod
per essa X & pari.

Nella Mem. I e II abbiamo preso per oggetto delle nostre considerazioni
i sistemi della prima categoria; ora studieremo invece i 36 sistemi della se-
conda, e per far cid porremo le C, sotto una forma canonica speciale e adatta

per il nostro scopo attuale, come gia facemmo analogamente per il caso delle
caratteristiche dispari ponendo le C, sotto un’altra forma canonica.

§ 4. Cenno sulla teoria geometrica di Hesse della C,.

Consideriamo una rete di quadriche (**):
F =2, Jainzizn + 2 X Bin2izn + T3 X yik 2i 2k,
in cui le « sono i parametri della rete, e
ik == Gk, Bir = Bri, Yik = Vhi-

Domandiamo se fra le oo® superficie della rete vi sono coni? Poiché deve
essere soddisfatta una sola condizione perché una F, diventi un cono, & chiaro
che vi saranno nella rete oo! coni. Che cosa formeranno i vertici di questi coni?

(*) Cuepscu-LiNDEMANN, Geometrie (ediz, francese), vol, III, pag. 2483.
(*#*) Hesse, Crelle’s Journal, Bd. 49 (1855).
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12 Pascal: Sulla teoria delle funzioni o abeliane pari

Le condizioni perchd il punto 2z sia vertice di un cono sono espresse da:

oF oF oF oF
2= Y =Y {0
Con considerazioni nei cui dettagli non posso entrare, si dimostra che la
curva che si ottiene da queste equazioni eliminando le z, & effettivamente
di 6.° ordine, a meno di una parte estranea di 3.° ordine che non ha nulla
da fare colla curva dei vertici dei coni.

D’altra parte eliminando fra le stesse equazioni le z si ha una relazione
di 4.° grado in «, che pud interpretarsi come una curva di 4.° ordine nel
piano.

Ponendo:

0

ik = Mg = ik L1 + Bin L2 =+ ik Lsy
1] risultato del)’eliminazione &:

Ty Tye Tz Ty

Ty Tye Tyz Ty

Poiche le relazioni (1) sono lineari sia nelle 2 che nelle z si ha dunque
una corrispondenza univoca fra una curva di 4.° ordine nel piano e una curva
storta di 6.° ordine. Noi faremo vedere che questa corrispondenza fra la C,
e le C; & perfettamente una corrispondenza del genere di quelle di cui si &
parlato nel paragrafo precedente.

In primo punto si pud dimostrare che la C, cosi oftenuta & generale.

Inoltre & facile vedere che la curva di 3.° ordine:

TR Ty U |
oy eeeve Moy Uy
Dy = -;— Mgl eeeen my ¥ | =0,
TuL  eeens Ta Uy
U ..... u, 0

passa per i punti di C, corrispondenti ai dodici punti nei quali due piani:
U Zy F UpZp + Us @5+ Uy 2y ==
0,2+ 0,2, + 032, + 0,2,=0,

tagliano la curva di 6.° ordine.
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a tre argomenti. 13

Donde si ricava che la cubica ®,,, ciod quella che si ricava da @
ponendo v = u, passa doppiamente per i punti corrispondenti a quelli in cui
il piano u, =0 taglia C;; essa & dunque una cubica di contatto, e si ricava
ancora che i sei punti 2z nei quali un piano qualunque taglia C, corrispondono
su C, a sei punti per 1 quali passa una cubica di contatto. Tutte queste cu-
biche di contatto appartengono allo stesso sistema; i piani che intersecano Cj
sono triplamente infiniti, dunque triplamente infinito sard questo sistema di
cubiche, come deve essere (vedi § 3). Su C, dati tre punti esistono sempre
e sono univocamente determinati altri tre punti che coi primi formano i sei
punti di contatto di una cubica.

Dalle cose dette risulta che in generale sard:

Py Pov
Dy

2

una costante sulla superficie di Riemany. Noi potremo dimostrare in un pa-
ragrafo seguente (§ 6) che tale costante & propriamente eguale ad 1, cioé
che si ha:
P Pp = Dy
Chiamiamo rispettivamente &, @, @, @, le ® per i seguenti valori dei
parametri u:
Uiy Uey Uy =1, 0, 0, O;

0, 0

, 1, 0, 0
0, 1
0

o

o

? ?
? 07 ?
Allora si vede subito che, indicando con ®;; le

di contatto di ®; e ®, con C,, si ha:
on
0wik

) )

0
1.
)

)

passanti per i punti

Oip =

Intanto dalle (1) si pud ricavare:

on  onm _ on . on
07k Omen ~ 0%k O=ak

122 =
onde infine:
By 1Ry By iRy = \/<I>, Do \/tl)sz\/(l)”

ciod la nostra curva di 6.° ordine & perfettamente una di quelle definite nel
paragrafo precedente. Ora viene la domanda: Il sistema di cubiche di con-
tatto che siamo qui venuti a trovare & un sistema appartenente alla prima
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14 Pascal: Sulla teoria delle funzioni o abeliane pari

o alla seconda categoria (vedi paragrafo precedente)? Si dimostra che & un
sistema della seconda categoria. Non posso entrare nei dettagli di questa di-
mostrazione ; solo accennerd che la dimostrazione si fa giovandosi della pro-
prietd che una C; della prima categoria giace sempre su di una quadrica F,
mentre si pud dimostrare che la Cg da noi qui introdotta non pud giacere
su aleuna F,.

In conseguenza di ¢id si ha che le dieci grandezze:

2 . 2
2, 21%,y... 21

sono fra loro linearmente indipendenti; o anche sono linearmente indipendenti
le quantitd alle prime proporzionali:

®, Pp... D,

Si ricava dalle cose dette che la curva di 4.° ordine generale si pud
porre in 36 modi diversi sotto la forma II=0 datale al principio di questo
paragrafo; ad ognuno di tali modi corrisponde uno dei 36 sistemi di cubiche
di contatto della seconda categoria.

§ 5. Proprietd geometriche della C; di 2.* specie. Sue trisecanti.
Corrispondenza (3, 3), su di essa.

Facilmente si possono dimostrare le seguenti proprietd geometriche (¥):

1. Ai punti di una retta nel piano corrispondono le quadriche di un
fascio e viceversa.

2. Ai quattro punti comuni ad una retta e C, corrispondono i quattro
coni appartenenti a questo fascio.

3. I piani polari di un punto arbitrario 2' rispetto alle superficie della
rete formano una rete.

4. Se il punto 2’ sta su C, allora si ha solo un fascio di piani polari.

5. I piani polari di un punto 2’ rispetto alla F, di un fascio, formano
un fascio.

6. Se 2’ sta su Cs, e propriamente & uno dei quattro punti di C, che
sono vertici dei quattro coni appartenenti al fascio, il piano polare & umico.
Propriamente tale piano polare & il piano degli altri tre punti che con 2" for-
mano i vertici dei quattro coni.

(*) KrEIN, Lezioni 1888-89.
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7. Per ciascun punto di C; passano tre trisecanti.

8. Facendo passare per ciascuna trisecante il fascio di piani si hanno oo
terne di punti corresiduali.

9. Poiché ad ogni serie di terne di punti corresiduali appartiene un
punto fisso B (Restpunkt) si ha dunque che ad ogni #risecante corrisponde
un punto della C; e viceversa.

10. Il fascio di piani polari del punto R rispetto alla superficie della
rete ha per asse la trisecante di G, corrispondente ad E.

11. Dalla corrispondenza (1, 1) fra i punti di C; e le sue trisecanti
si pud passare ad una corrispondenza (3, 3) fra i punti di C, fia loro. In-
fatti ad ogni punto 2 di C, corrisponde una trisecante, dunque possiamo far
corrispondere a 2 la terna di punti 2 comuni a C, e alla trisecante. D’altra
parte sappiamo che per ogni punto di C; passano tre trisecanti (teor. 7), dunque
ad ogni punto 2’ corrispondono tre trisecanti e quindi ¢re punti 2.

12. La corrispondenza (3, 3) dei punti 2, 2 su C, pud tradursi in
una corrispondenza analoga dei punti 2 su C, nel piano.

Ad ogni punto 2 corrispondono tre punti 2 in linea retta. Facciamo pas-
sare per questa trisecante il fascio di piani. Si hanno terne di punti corre-
siduali fra loro e di cui z & il punto-resto (teor. 9).

Ad ogni gruppo dei sei punti tagliati su C; da ognuno di tali piani del
fascio corrisponde nel piano il gruppo di sei punti di contatto di una cubica.

Possiamo dunque dire che nel piano la corrispondenza (3, 3) & caratte-
rizzata cosl che ad ogni punto # corrispondono tre punti «" i quali insieme
coi tre punti 2" che una retta qualunque passante per x taglia su C, formano
i sel punti di una cubica di contatto.

13. La corrispondenza (3, 3) di cui si parla non ha coincidenze (*).

14. Per trovare le formole analitiche per esprimere la corrispondenza
di cui si parla, osserviamo che se abbiamo un punto z di C; e vogliamo
trovare i tre punti 2’ che vi corrispondono dobbiamo menare 1 piani polari di z
rispetto a tutte le superficie della rete, e trovare le tre infersezioni fisse di
tali piani polari con C, (teor. 10). Onde il piano polare:

hy Yooin2i2'n + b Y Bin2i2'n + bs Ryin2izn =0, ey
dove le % si suppongono arbitrarie, e le 2, 2’ si suppongono punti di C, da

la relazione di corrispondenza fra z, 2.

(¥) Questo teorema & una facile applicazione della teoria trascendente del principio di
corrispondenza; vedi Hurwirz, Ueber ally. Corr. Princip, Math. Ann., Bd. 28.
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16 Pascal: Sulla teoria delle funzioni o abeliane pari

Se ciot #, 2 si corrispondono nella corrispondenza (3, 3), tale relazione
deve aver luogo per qualunque sistema di A, %, k.

Poiché le 2z, 2’ sono punti di ;, possiamo porre per esse i loro valori
(§ 4) e si ha:

[z2] = Ty Xatir{ 0; (£)V D () + by 3 Bax V0 () Vo (z) + )
By YyinV @i (%) 0r (2') = 0,

dove x, x' sono i punti di C, corrispondenti a z, 2.

Tale relazione esprime a sua volta la corrispondenza dei punti , 2’ su C,.

La (2) sarad zero indipendentemente dalle h, allora e solo allora che i
punti z, ' sono legati in modo che dato 2 e fatta passare per essa una retta
arbitraria che tagli C, in tre punti 2", il punto 2’ & uno dei tre punti che
insieme ai tre punti z” formano i sei punti di contatto di una cubica di
2.% specie.

Finalmente vogliamo aggiungere alcune formole che ci occorreranno in
seguito. B facile dimostrare che I'equazione di C, pud porsi sotto la forma
speciale:

(2)

0= ft =, Yair\0; @)V Ok (2) + 7. 3 BirVO; \ Op 4-
. (3)
+ x5 Y yin\ @; V Op;
e che la sua polare pud scriversi:
3 fn = hy DoV 0, (@) Or(x) + hy 3BV O VO + |
— (4)
+ Iy 37\ @ 0.

§ 6. Formole per la C, e e sue cubiche di contatto.
Dimostrazione di @, 9,, = 02,.
Poniamo la rete di quadriche simbolicamente sotto la forma:
0=a¢a:= bxﬁ§="'

La equazione di C, ciot la II del § 4 viene allora simbolicamente

espressa da:
12]]. = (dﬁya)zaxbx('mdmo

Le cubiche di contatto vengono espresse da:
1204, = (aByu) azbscy
120, = (acByu) (aﬁy’v)ax[u Cae
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a tre argomenti. 17

E facile allora di qui dimostrare la espressione (3) del § 5. Infatti pos-
siamo prima di tutto trasformare la (3) in modo da farla venire razionale,
porvi ciod Px(z) in luogo di V®;(x) V¢x(x). Allora la (3) diventa, adoperando
1 coefficienti simbolici:

1 Al
fi= el Na;d; 00k (2B87)i(aBy)razbacs

1
== -1—2-axbxcxdmzaiak(dﬁ“/)i(“57)"7

dove con (2fy) si intende quel minore di 3.° ordine del determinante («8yd)
che corrisponde a d;.
Si ha dunque immediatamente per fi la formola (3) del § 5.
Dimostriamo ora che per ogni punto della superficie di Riemasy si ha

sempre:
(Duu q)uv = q’fw-

Infatti possiamo scrivere giovandoci delle note identitda del calcolo sim-

bolico:
(2By0) (' B Y )02 bz b 5 = (2By0)(a' By U)0sbzCr & 5b 2 s -
[ 3(=fya)(Ey uv) 4 (Byu)(« By v)]-
Trasformiamo il primo termine colla formola:
(2By0) (@ By u)= (o Byv) (2’7 w) + (aa'y) (867 w) +
+ (@B 0)GE Y W)+ (@Bya) (vB 7 ).

Osserviamo che i primi tre termini che si hanno, sono fra loro eguali

perche si ricavano I'uno dall’altro cogli scambi di «, 8, y fra loro. Inoltre

sono anche eguali e di segno contrario a quello da cui si & partiti, percheé
per es. il primo di essi &:

(o' By o) 2By w) («fya) (8 y'uo),
che collo scambio di « in &' diventa eguale e di segno contrario al termine
trasformato. Si ha dunque infine con tale trasformazione solo:

— % (aBya)* (B 7 uv).
Onde infine si ha:
't 3 , '
(«Byu) (@ fy o) =7 (afya) (B uvy

+ (@Byu)(aByv) (& By u)(«' By v),

Annalt di Matematica, tomo XVILI, 3
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18 Pascal: Sulla teoria delle funzioni o abeliane pari

dove per brevitd abbiamo omesso di segnare il fattore simbolico comune
UzbpCz 0 zb z¢'z. Ora sulla superficie di Riemans si ha identicamente:

=By asbscra’'s =0,

dunque ricordando le formole sopra stabilite si ha esattamente la dimostrazione
enunciata.

§ 7. Sull’annullarsi identico delle funzioni $ pari.

Per la costruzione delle funzioni o ci occorre prima di tutto ricordare
alcuni teoremi sull’annullarsi identico delle funzioni jacobiane. Supponiamo
in primo luogo che gli argomenti v delle funzioni S pari sieno rappresentati
dagli integrali normali abeliani di 1. specie estesi fra i seguenti limiti:

=[] 0
Y c'y c”y

fee
c
Y

dove y z z' " " sono cinque punti arbitrarii della superficie di Riemaxx e
i punti ¢, sono tre punti dipendenti solo dal punto y, e nel seguente modo:
si tiri per y una retta arbitraria che tagli C, in altri tre punti; allora da
questi tre altri punti somo univocamente determinati altri tre ¢’ ¢” ¢ che
insieme ad essi formano i sei punti di contatto di una cubica. Tali tre altri
punti sono fissi qualunque sia la trasversale menata per y (§ 5, teor. 12).
Cosl sono fissati i punti c.

Il primo teorema sull’annullarsi delle $ pari che vogliamo citare &:

1. Le funzioni $ pari costruite per argomenti (1) e considerate come
funzioni di z si annullano solo nei tre luoghi z =2/, 2", z"'.

Se poi ' 2" z sono tre punti in linea retta, allora S come funzione
di z si annulla identicamente.

Come caso particolare consideriamo 1’argomento speciale:
g p

| @)

Y

Si ha allora:
2. Le funzioni $ pari cogli argomenti (2), e considerate come funzioni
di z, si annullano solo se z=c¢'y, ¢y, ¢"'y; ciod se x y si corrispondono
nella corrispondenza (3, 3) sulla C; di cui si & parlato al § 5, teor. 12.
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Sappiamo che tale corrispondenza non ha coincidenze se C, non ha punti
doppii (§ 5, teor. 13), il che & d’accordo col fatto che le S pari abeliane di
genere 3 non possono diventar zero per argomenti zero, cioé se x =y. Le
S qui considerate si annullano dunque negli stessi casi in cui si annulla
Vespressione (2) del § 5.

Consideriamo ora in terzo luogo gli argomenti generali:

[T+ 7+ @)

dove i limiti inferiori sieno quattro punti in linea retta. Allora una facile
applicazione del teor. 1 ci da I'altro teorema:
3. Le & pari cogli argomenti (3) si annullano solo quando:

J‘x'+J‘x” +J‘x'" +-‘xlv= _J‘t’_it"_!i

essendo ¢, ¢ y tre punti arbitrarii e le ¢ determinate al solito modo.

Facendo passare per y la retta arbitraria su cui stanno i limiti inferiori
del primo membro, e chiamando & & ™ gli altri tre punti d’incontro, si
ha la relazione da soddisfarsi:

fz' +.[m" +Jm"' n "x.v +th' +J‘t" —o.
SO X y €y ey

b c’ul

Ora per la costruzione dei punti ¢ si ha che per i sei punti 4, ¢ passa
una cubica di contatto; onde lo stesso dovra succedere fra i sei punti x e ¢;
ciot la cubica di contatto che passa per tre punti z dovrd passare per il
quarto. Trasportata questa proprietd sulla C, si ha che la & pari cogli ar-
gomenti (3) si annulla solo quando i quattro punti 2 corrispondenti ai quattro
punti & stanno in un piano. Si annulla ciod negli stessi casi in cui si annulla
il determinante D da noi considerato al § 3, salvo che D si annulla anche
se due dei punti # coincidono, ¢id che non fa 9; perch® per es. se 2’ coincide
con z" la condizione per I’annullarsi di & sarebbe che la cubica di contatto
passante per 2" x" z avesse in =" con C, un contatto di 3.° ordine, cid
che non succede in generale rimanendo arbitrarii i tre punti 2", 2", 2"’
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20 Pascal: Sulla teoria delle funzioni o abeliane pari

§ 8. Introduzione delle funzioni ¢ abeliane pari;
loro costruzione; loro proprieta.

Si & osservato nel § 7 che le funzioni Jacobiane S costruite o per gli
argomenti (2) o per gli argomenti (3) hanno rispett. gli stessi zeri delle
espressioni (2) del § 5 o del determinante D del § 3.

Se quindi vogliamo passare ad una costruzione delle funzioni 9 mediante
i punti della superficie di Riemaxy, & chiaro che prima di tutto dobbiamo
prendere come fattori delle $ le espressioni analitiche dette.

Tenendo poi presenti le proprieta delle S rispetto alla periodicitd, noi
possiamo determinare gli altri fattori o divisori che insieme con quelli detti
compongono le 3.

Non possiamo qui entrare nei dettagli di queste costruzioni; e riman-
diamo il lettore al lavoro di Kuew (¥).

Questi altri fattori di cui si & parlato sono combinazioni delle forme
primitive Q, e delle forme medie p (**).

Le prime servono a togliere dalla formola quei tali punti-nulli posseduti
da D ma non da 9; le seconde servono a dare alla formola completa la
stessa periodicitd nota delle S.

Per la costruzione delle funzioni Q e i si pud prendere per fondamento
un integrale qualunque di 3.% specie; in questa maniera si avrebbero pro-
priamente delle funzioni @ affatto generali; per costruire perd le note fun-
zioni $ di Jacosr definite mediante la nota serie esponenziale, 1’arbitrarieta
della scelta di un tale integrale sparisce, e si ha che dobbiamo prendere
propriamente quell’integrale normale introdotto da Cresscu e Gorpan e da
essi chiamato [1 (**¥), 4

Se prendiamo invece quell’altro speciale integrale normale di 3.* specie di
cui abbiamo discorso nelle Mem. precedenti, e che abbiamo chiamato @ (¥**¥),
allora anziché avere le $ di Jacosr o un’altra funzione © qualunque, otte-
niamo una funzione che chiamiamo g, e che, unica fra tutte quelle della sua
specie, possiede speciali proprietd, da una parte in quanto al comportarsi ri-
spetto alla trasformazione lineare dei periodi, e dell’altra in quanto al com-

(*) Kiein, Opera cit,, § 13, pag. 40.

(*¥) KiLeIiN, Opera cit., § 4, § 5. Vedi anche Mem, I, § 2—4,

(*¥#¥) CLenscH und GORDAN, Abelsche Funct.

(#*#%) KLgIN, Opera cit., § 26, Mem, I, § 1; Mem. III, § 1. Pick, Math. Ann., Bd. 29.
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portarsi rispetto alla trasformazione lineare della curva di 4.° ordine fonda-
mentale; propriamente, riguardo alla seconda trasformazione, & un covariante
trascendcnte di C,, e rispetto alla prima trasformazione le funzioni o pari si
scambiano fra loro semplicemente, senza ciod l'introduzione di alcun fattore
estraneo come fanno al contrario le altre © (*).

Ricordando poi che ogni integrale di 3.* specie si pud esprimere me-
diante @ aggiuntavi un’espressione bilineare negli integrali di 1.* specie, si
ricava, con alcune considerazioni nei cui dettagli non posso entrare, che ogni
altra © si esprime mediante la o moltiplicata per un fattore costante e per
un fattore esponenziale di 2.° grado negli integrali di 1.* specie.

Per il caso in cui si prendono per argomenti delle o gli argomenti (2)
del paragrafo precedente, cioé:

'.xdw,, ’xdw,, J‘wdw,,
y y y

dipendenti solo da due punti z, y della superficie di Riemaxw, la o acquista

la forma: :
x 0
o)== e
y

dove [zy] & l'espressione (2) del § 5.

Questa ¢ non & da confondersi colla o generale che si costruirebbe per gli
argomenti (3) del paragrafo precedente, ma & solo di essa un caso particolare.

Perd la nostra speciale ¢ ha colla generale qualche cosa di comune, e
I'osservazione che adesso stiamo per fare & fondamentale per tutto quello che
diremo in seguito.

Le funzioni ¢ sono tali funzioni dei punt; della superficie di Riemanx che
riescono funzioni analitiche monodrome infere degli integrali w di 1.* spe-
cie (***). Esse possono dunque svilupparsi in serie secondo le potenze ascen-
denti delle w; ora i termini di grado nelle w inferiore al 4.°) sia della o ge-
nerale che della nostra particolare debbono essere mnecessariamente comuni.
Non ripetiamo qui i dettagli di questa conclusione avendoli gia esplicati
nella Mem. I (¥***).

(*) KuEIN, Opera cit., pag. 80-81. Mem. III, § 2,

(**) KreiN, Opera cit., pag. 54 nota.

(#**) BurksARDT, Hyperelliptische Funct. Math. Ann,, Bd. 32, § 21.

(##**) Mem. I, § 7. FroBextus, Ueber Jacobische Funct. dreier Argumente. Crelle,

Bd. 105,
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Riferiamo infine le proprietd fondamentali dello sviluppo in serie delle ¢
pari secondo le potenze delle w (¥):
1. Lo sviluppo & del tipo:

o =14 [l 4 [u) i+

2. Ciascuno di questi termini & funzione razionale ed intera dei coeffi-
cientl a;x, PBir, yir, della rete di quadriche considerata nel § 4.

3. Il termine [w],, & un covariante razionale intero della rete di qua-
driche, in cui le z sieno sostituite dalle tre w, di grado 2v nelle w, di grado 8
nei coefficienti di tale rete, e di grado zero melle z.

§ 9. Sopra certi combinanti di 8.° grado di una rete di quadriche.

Dal paragrafo precedente risulta che il termine [w], ciog il secondo ter-
mine dello sviluppo di ¢ pari deve essere un combinante di 8.° grado mnei
coefficient:1 e di 2.° ordine nelle z della rete a,«® mutandovi le = nelle w.
Ricerchiamo dunque in questo paragrafo quanti sono tutti i siffatti combinanti
fra loro linearmente indipendenti.

Poiche il combinante deve essere di 8.° grado debbo formare tutte le
combinazioni del tipo invariantivo con otto coppie di simboli @ « rispettiva-
mente fra loro equivalenti, che chiamerd:

¢ a b b ¢ ¢ d d
« & BB oy ¥y o d

Dovendo il combinante essere di 2.° ordine in 2z, vi dovranno comparire
due fattori simbolici scelti fra gli otto @@ »bsb' scr¢»dsd 5. Noi sceglieremo
per fissare le idee a,a's.

Vi dovranno poi evidentemente essere due determinanti ternarii formati
colle otto lettere greche, di cui ciascuna deve essere ripetuta due volte, perchd
le leitere greche debbono sempre comparire a seconda potenza.

Inoltre qualunque sia la formazione invariantiva che formiamo possiamo

sempre fare in modo che i simholi « « non siano mai compresi in uno stesso
determinante quaternario, ma ognuno dei quattro determinanti contenga 0 « 0 ',

(*) KLeiv, Opera cit., pag. 81.
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Infatti sieno, in una certa combinazione, « «' compresi in uno stesso
determinante. Allora fra i quattro determinanti ne esisterd certamente uno
che non conterrd né « né «'. Consideriamo allora questo determinante insieme
eoll’altro, e applichiamovi la nota formola d’identitd per determinanti qua-
ternarii, prendendo per elementi fissi nel determinante contenente o e o, tutti
gli elementi meno «'. Allora abbiamo una serie di prodotti di due determi-
nanti in cul « e o« sono sempre separati. Analogamente si procederebbe se
vi fosse anche un altro determinante contenente insieme « e «'. Possiamo
dunque effettivamente limitarci a considerare formazioni invariantive tali che
in ogni determinante vi sia 0 « 0 .
Occupiamoci ora degli altri elementi di ciascun determinante. Dobbiamo
distribuire le lettere 8 y ¢ ' 9" &, di cui ciascuna deve essere ripetuta due
volte, in quattro gruppi ternarii, in modo che due lettere eguali non stieno
mai comprese in uno stesso gruppo.
Non ci sono che i seguenti tre casi possibili:
1. I tre elementi di uno dei gruppi stanno tutti in un altro unico gruppo.
2. Ne stanno solo due in un altro gruppo.
3. Ne sta solo uno.

A tali tre casi corrispondono propriamente i tre tipi:

ByalByo|lB yolE 4ol (1)
Byo|Byd|B/olp 4y (2)
ByolByd By B 40l (3)

nel senso che ogni altra combinazione analoga pud sempre ridursi ad una
di queste collo scambio opportuno di lettere, scambio che finora possiamo
supporre effettuato perche non ancora abbiamo fissati i due determinanti
ternarii colle lettere & ¢ d... Ora & facile vedere che il tipo (1) non pud dar
luogo ad alcuno dei covarianti richiesti, perché in esso aggiungendo la parte
colle lettere latine b, ¢, d, b',... si vede che in qualunque modo 8i raggruppino
in due parti queste sei lettere, sempre due almeno delle lettere b, ¢, d per es.
b, ¢, verranno riunite in uno stesso determinante; quindi la formazione in-
variantiva corrispondente sard zero, come si vede collo scambio di quelle
tali due lettere b, ¢. Consideriamo il tipo (2).

Noi dobbiamo aggiungere a ciascuno dei quattro gruppi ternarii o un «
o un « e formare cosl i quattro determinanti quaternarii.

A prescindere dallo scambio di « con «, si vede che non sono possibili
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che solo le tre combinazioni:

’

|« a |« a

’

afydiaByd JLF S| B Y. 4)
| o @ la/ o

La prima di tali combinazioni la ridurremo a due termini del tipo (3).
Infatti per una nota identita:

(' B79) (@ (7 ) =— (B y) (9 Ba) — (a7 73) ("B B),
e moltiplicando per
(2879) («£7'9),

si vede che si formano due combinazioni tali che i tre elementi (a prescindere
da « e «') di ciascun determinante stanno distribuiti uno per parte in cia-
scuno degli altri tre, quindi si formano due combinazioni del tipo (3).

Una cosa analoga si pud verificare nella terza delle combinazioni (4).
Infatti unendo il secondo e quarto determinamte si ha:

(@B73) (£ By ) [— (o Bad) (€7 9'7) — (4 66 3) (3 y2)
— @By )@ yaB),
e si vede analogamente che il secondo e terzo dei termini che cosi risultano
sono del tipo (3), e Testa a considerare solo il primo termine, in cui « o

stanno congiunti in uno stesso determinante e quindi noi dovremo fare in
modo da separarle. Possiamo scrivere:

— (2879) (' B 9) (¢ Bad) (870 y)=
= («fy0) (&' By ) [(BLaxd) (7 ya) 4+ (yBad) (@ ye )
+(829) (87,
e si vede che i primi due termini sono pure del tipo (3) mentre I'ultimo &
di un tipo analogo alla seconda formazione delle (4).

In quanto finalmente al tipo (3) & chiaro che & perfettamente indifferente
distribuire ivi le «, «' in un modo piuttosto che in un altro. Giacché inco~
minciamo per es. a porre « al primo gruppo; se poi la seconda « la pongo
una volta al secondo gruppo e un’altra volta al terzo, & chiaro che le due

combinazioni ehe cosl si hanno si ricavano l'una dall’altra collo scambio
di B, y fra loro e @8, y fra loro.
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Restano dunque da considerare le sole dué combinazioni:

Ur@n (2Byd) (2Byd) (' By 3) (B ¥ ) (5)

U0z (afyd) (2 fy' ) (&' B 79) (B Y 9), (6)
dove bisogna ancora aggiungere due determinanti ternarii formati colle sei
lettere b, ¢, d, b’y ¢’, d. E chiaro che tali due determinanti che dovranno
moltiplicarsi per (5) dovranno essere formati in modo da non contenere b, ¢
e b', ¢ rispettivamente unite in uno stesso determinante, altrimenti sarebbe
zero l'espressione corrispondente.

Dovendo dunque per (5) b, ¢ e &', ¢' stare sempre separate, si hanno
solo le combinazioni:

(be'd)@d'ed)

(bb d)(cc'd),
di cui la seconda si ricava dalla prima collo scambio di & con ¢, scambio
che non altera (5).

Distribuendo invece le d, d in senso inverso si hanno combinazioni ri-
spettivamente eguali perchd (5) & simmetrico in &, ¢. Dunque da (5) si ha
infine un unico covariante che con opportuno scambio di lettere possiamo
serivere:

r . v ’ ’ " ! ’ ' r
(A)=az0'z(bed) (b'c'd)(afy d) («fy d) (' B yd)(a B'yd)
Esaminiamo ora (6).
E facile prima di tutto verificare che (6) resta inalterato per le seguenti
sostituzioni:

81 =(88)(y7)(aa)
8 = (86) 9) (ad)
S=@y)@d) =85

Si= (4 (y9)
S5 = (y9) (' 8.
Tutte le combinazioni di determinanti ternarii che possono formarsi colle
sei lettere sono dieci e propriamente:

bed)(¥'c'd) (Ty ddc)(ed' d) (12)
(beb)dc' d) (8) b d)(edb) (13)
(bee)('dd) 9) (bdbd)(rc d) (14)
(bdd) @ ec) 10) &b c)(cdd) (15)
(bed) (b c'd) (1) b d)(cdc). (16)
Annali di Matematica, tomo XVIII, 4
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E facile vedere che (11) (12) (13) si riducono a (7) colle sostituzioni
rispett. S,, S;, S; per le quali (6) resta inalterato.

Inoltre (14) (15) (16) si ricavano da (8) colle sostituzioni S;, S;, S, rispett.

Inoltre (9) e (10) si ricavano I'uno dall’altro colla sostituzione Sy; resta
infine a far vedere che (8) (9) possono ridursi 'uno all’altro. Infatti:

(bec)(b'ddy=(bcd)Ydd c)—bed)(d b)Y+ (bed) (b d),

e moltiplicando per (6) si vede che il tipo (9) pud ridursi solo ai tipi (7), (8).
In tutto dunque oltre il covariante trovato (1) si hanno solo gli altri due:

(B) = tada(bed) (¢ d) (2 By 9) (u By &) (' B7) (£ 67 9)
(0) = asta(beb) (@€ &) (27 9) (« By 9) (< B 79) (< 879,

I tre covarianti (4) (B) (C) sono fra loro linearmente indipendenti, come
risulterd da alcune considerazioni che svilupperemo nei paragrafi seguenti.

§ 10. Introduzione di un connesso (1, 2) nel piano
in luogo della rete di quadriche.

Nei paragrafi precedenti noi abbiamo preso per fondamento dello studio
delle funzioni o pari una rete di quadriche; cid porta a dover considerare
dei covarianti di forme quaternarie. Si pud perd fare una notevole riduzione
del problema mediante una semplice idea sviluppata dal Prof. Kiev nelle sue
lezioni all’Universitd di Gottingen (semestre d’estate 1889).

Prendiamo per vertice 2, ==2, =2, =0 del tetraedro fondamentale delle
coordinate uno degli otto punti fondamentali della rete di quadriche. Allora
¢ chiaro, dovendo le equazioni di futfe le quadriche della rete essere soddi-
sfatte da 2, == 2, = 2, = 0, che dovrd sparire nell’equazione della rete il ter-
mine in ZzZ.

Resta quindi un’espressione della forma:

224414(:1,2, -I— 0y 2o + C(3Z3)aw + (diz‘ + oy 2y + a3Z3)2ax-
Facciamo una trasformazione lineare delle coordinate planari  ponendo:
Qa0 0, =10,
2“2 [ axEx’g

2“3&4 Up = x’so
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Allora I'equazione diventa del seguente tipo (mutando poi ancora le z in u):
2 (U 2y + 25 -+ us25) + [(w)s, (2)e],

dove col secondo termine si intende un’espressione di 1.° grado in u,, u,, u,,
e di 2.° in 2,, 2,, 2,. Simbolicamente possiamo scrivere questa forma canonica
della rete di quadriche colla formola:

24Uz + Ua,a:, (1)

dove i coefficienti a; o; ax non hanno lo stesso significato a loro dato avanti.
Le trasformazioni per le quali questa forma canonica non si altera ciod

resta della stessa natura sono di due specie:

1. Trasformazione lineare delle variabili # e corrispondente trasforma-
zione contragrediente delle z, in maniera che u; non si altera.

2. Mutamento di

Ugo; 1IN Ugay — Uz,
e contemporaneamente di
Zy I 2+ pa,

essendo gli p coefficienti arbitrarii. )

Onde quei tali combinanti della rete di quadriche di cui si & tenuto
parola nel § 9 diventano tali covarianti di (1) che restino inalterati per le
due trasformazioni (1) e (2) (¥).

Interpretando le » come le coordinate di rette nel piano, I’ espressione
#ga; rappresenta un connesso generale (1, 2); i nosiri combinanti saranno
invarianti del connesso, ma nello stesso tempo invarianti di (1) dove 2, (per
effetto della trasformazione da cui debbono essere indipendenti, come si &
detto, tali invarianti) pud considerarsi come una quantitd arbitraria. Cid
equivale a dire che i nostri combinanti debbono essere invarianti della co-
siddetta coincidenza principale (Hauptcoincidenz) del conmesso (1, 2) (*¥).

B facile determinare un’equazione differenziale a cui debbono soddisfare
i detti invarianti. Sia J uno di tali invarianti, e facciamo le derivate di esso
rispetto ai coefficienti x, quando suppongo in J poste in luogo dei coefficienti

(¥) Vedi a questo proposito il Programma di Krein all’Universitd di Erlangen: Ver-
gleichenden Betrachtungen iber neuere geometrische Forschungen. Erlangen, 1872

Una traduzione di questo eccellente lavoro del KLEIN é comparso ora in questo stesso
Giornale (trad. Gino Fawo) sotto gli auspici del mio carissimo amico prof. Secre.

(*¥*) CrLeBscH-LINDEMANN, Geometrie (ediz. francese), vol. 1II, pag. 434 e seg. Vedi
anche Gopr, Ueber den Connex erster Ordnung und zweiter Klasse, Gottingen, 1873,
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del connesso, quelli di wsaf—wsu; = C'. Tali derivate debbono essere zero
perché eguali a quelle dell’invariante primitivo J (in cul non entrano le p)
rispetto a u. Possiamo anche dire cosl: quando in J in luogo dei coefficienti
del connesso C introduciamo quelli di C' si ha per primo termine J stesso,
e per secondo termine il risultato del processo di AroxmoLp suJ quando in

luogo dei coefficienti di C pongo quelli di ;.. P01che tutto il primo membro
deve essere lo stesso J, cosl avendosi:

J=J+ Eg@(":#:)'l"

dovra essere:
‘ ac(u:yz>+ ..=0,
e quindi essendo p arbitrario, e poich® i termini seguenti sono di grado

maggiore in yu, ciascun termine deve essere zero, dunque:

38 ey =27=0. @

Tale & I'equazione differenziale a cui debbono soddisfare gli invarianti J.

§ 11. Esgressione, come invarianti del connesso,
dei principali combinanti della rete di quadriche.

1. In primo luogo troviamo I'espressione della curva di 4.° ordine.
Per far cid molto semplicemente gioviamoci dell’ espressione di I data
al § 4
Si ha allora:

Ua a: Uga g Ugdtyoy U
f——'- <29 up 31 Be ubﬁ: Up BBy Uy
UePrys  Veyeys Ue '/; Us
Uy Uy Uy 0
= UgUp(a Bu). )

2. Passiamo alla rappresentazione delle cubiche di contatto (*). Usiamo

(* E ovvio osservare che poiché ora per noi le coordinate fondamentali sono le u, cioé
co rhi todi pette, cosi le a tiche cubiche di contatto acquistano un significato geometrico
dv s rispetto alla curva di quarta classe T Noi lasceremo perd le stes e denominaziond.
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la rappresentazione di ®,, data al § 4. Si ha:

Ugal Ugotiag Ugdios Uy Uy
upBi B Up ,3.5 UpfBeBs U, v,
Dy = ';— Ucyrys UeYayYs Uc 7§ Us Vs

%, Uy Uy 0

vi ’Dg ‘1)3 'U4 0

Da questa formola complessiva di tutte le cubiche di econtatto che sono
in numero triplamente infinito, possiamo ricavare due formole di cui I'una
rappresenti un sistema solo doppiamente infinito di cubiche di contatto e
I’altra rappresenta un’unica cubica non compresa fra le prime.

Facendo v, =0 si ha infatti il sistema di cubiche:

Do = 3 a (U ). @)

Facciamo invece v, =v,=1v,=0v,=1 e si ha:

1
Dy = — 15 Uatp e (2 B7)" 3)

Oltre le cubiche di contatto dobbiamo considerare anche quelle altre cu-
biche che passano per i dodici punti di contatto di due cubiche dello stesso
sistema. Tali cubiche si otterrebbero ponendo nel determinante precedente le v’
in Juogo delle v fra gli elementi dell’ultima linea orizzontale.

Dalla (2) ricaviamo le tre cubiche di contatto fondamentali corrispondenti
ai valori dei parametri:

vi, v?, ’03=17 O, 0

0, 1, 0
0, 0, 1L
Indicando con @, ®, ®, le cubiche corrispondenti si ha:
1
Q= By Uq (’“2 4":«1)2
1
(p’ = § 'u“ (us a,)’ (4)
1 2
(DS = -2’ Ua (u‘ ag) .
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Indicando con ®,; 9,5 Py;... le altre cubiche di cui si & parlato sopra, si ha:

1

D,y = 3 Ug (Ug ai5) (43 1)
1

Oy = 3 Ug (“3 “1) ("h ae)

1
q)” = '2— Ug (u, az) (ug 43)

) ®)
b= 1 Ua Up (u a ﬁ) (“2 ﬁ3)
D,y = i‘ Ug Up (“ % B) (“3 :31)
by = ;41:' U Up (“ ) (“! ﬁ2)

Colle formole date vogliamo ora verificare in primo luogo ®;%; = 0% e
poi la formola che da l'espressione di C, mediante le cubiche di contatto.

Riguardo alla verifica della prima formola, tale verifica & sostanzialmente
diversa secondoché 7 o j sono eguali a 4 oppure nessuno dei due & 4. Nel
secondo caso la verifica & facile partendo dalla formola identica:

[(us xs) (t4s B1) — (%2 Bs) (U5 2)]® = (e 5)* (15 B1)* - (3 Bs)* (3 cy)?
— 2(ths ats) (143 1) (42 Bs) (%3 Bs)
e osservando che:
(w2 t5) (t43 By) — (U2 Bs) (143 ,) == 145 (46 2 B),
si ha immediatamente moltiplicando per w,up:
uz(wa By ugup = 2(9, 9, — 94,),

ed essendo (waf)uzup =0 si ha 1’ assunto.

Verifichiamo _invece la formola:

®, 9, = 07,
Partiamo da:
(ts as)* (B y 0) g Up Ye ug,

e trasformiamo con:

(aas) (By ) = (Beas) (7 9) + (y220) (Bu9) + (d2 25) (By 19).

Facendo per un momento astrazione dai fattori lineari simbolici si ha
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per risultato:

3(Beas) (uyd) (2 5) (B7 9), (6)
il quale colla stessa formola diventa:
3 (Be as)® (uy 9)* — 6(Be ) (72 o5) (wy 9) (u B 9).
Il secondo di questi termini colla formola:
(Bsas) (wy 0) = — (a2 93) (uy B) — (9:85) (W7 &) + (U 75) (B 9),
diventa:

+ 8 [(2 20) (wy @) (% Bs) (B 9) — (72 ais) (2 75) ( B9) (B I)],

PN

di cui il secondo termine & eguale e col segno contrario a (6) da cui siamo
partiti; dunque si ha infine:

. 3 w 3 A .
(et (B O = 5 (B (w7 9 — 5 (ros) (w7) (8:35) (u B 9),
ciot moltiplicando per i fattori lineari tralasciati,
1
¢, 0, — (I)h = Tg (“}'5)2 (62"‘3)2 awbxcwdm =V

B facile infine verificare la formola:
0= Nu;aiojax\ 05O + 2V 0, Su;\0;.
corrispondente alla (3) del § 5.

§ 12. Espressione mediante i coefficienti
del connesso dei combinanti di 8.° grado del § 9.

Ricerchiamo, prima di tutto, il tipo che acquistano 1 covarianti detti
quando in luogo dei coefficienti della rete di quadriche pongo i coefficienti di

Ugas + 24, (u, 2, ternarie).

Le modificazioni da apportare ai coefficienti della rete sono:

1. I coefficienti contenenti due indici 4 sono zero (supponiamo la rete
espressa sotto la forma Y ayru;2;2r dove gli¥« sono coefficienti effettivi).

2. T coefficienti contenenti un solo indice 4 sono zero se gli altri due
indici non sono fra loro eguali; e se tali due indici sono eguali allora tali
coefficienti sono eguali ad 1.

3. Infine i coefficienti non contenenti alcun indice 4 sono gli stessi dei
coefficienti di #, o«f dove u, z sono ambedue variabili ternarie.
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Con queste considerazioni si vede che i combinanti del § 9 che erano di
8.° grado nei coefficienti, restano solo di 4.° grado nei coefficienti del connesso.

Giacche mello sviluppo dei determinanti quaternarii in ogni termine vi
compariranno sempre nel complesso quattro indici 4. Ora se due di tali indiei 4
appartengono alla stessa lettera allora tutto il termine va a zero. Se appar-
tengono invece a quattro lettere diverse per es. o, 3, y, d, allora completando
ciascuno di questi simboli colle lettere a «, b 3, ece. se i due indici della
nuova « e di a, o di 3, e di b ecc. sono disuguali, il termine va a zero, e
se sono eguali i coefficienti a;a;a,, b;3;B,, ecc. sono eguali ad 1, quindi
tutto il termine che conteneva otto simboli, ne viene a contenere quattro.

Si ricava dunque per risultato che i covarianti di cui si parla restano
solo di quarto grado nei coefficienti del connesso.

Ricerchiamo dunque tutti i covarianti di 4.° grado e di seconda classe
di un connesso (1, 2).

§ 13. Ricerca di tutti i covarianti di 4.° grado
e di seconda classe di un connesso (1, 2).

Abbiamo a nostra disposizione da poter combinare invariantivamente
14 elementi, ciod:

2 simboli
4 ” a, b, ¢, d
2 ) P
2 » 8
2 sy
2 » ¢

?
tutti ternarii perd i simboli indicati dalle lettere latine a, b, ¢, d debbono
considerarsi come contragredienti cogli altri simboli u, «, 8, y, &; cid porta
che non potranno mai essere riuniti con quelli in uno stesso determinante.
In primo punto fra le formazioni invariantive che andiamo cercando non
ce ne possono essere di quelle che contengono solo determinanti perché con
14 elementi non possono formarsi un numero intero di determinanti ternarii.
Vi sia dunque un solo fattore lineare che viene ad occupare due ele-
menti; ne restano dodici coi quali possono appunto formarsi quattro deter-
minanti ternarii.
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B facile vedere che non possono aversi formazioni con due o tre fattori
lineari. Resta solo il caso di quatéro fattori lineari e quindi due determinanti
ternarii. Si hanno dunque due tipi diversi di formazioni:

1. Un fattore lineare e quattro determinanti.
2. Quattro fattori lineari e due determinanti.

Esaminiamo i primi.

Un fattore lineare non & che di due tipi, ciot o del tipo u,, o del
tipo a,. Fissato per es. a come indice del fattore lineare, restano le altre
tre lettere b, ¢, d, contragredienti a tutte le altre rimanenti, e quindi non
possono che riunirsi fra loro in un solo determinante (b ¢ d). Ora questo de-
terminante pud accoppiarsi con un altro di quelli che compariscono nella
formazione, e poiché sono due determinanti formati rispett. con elementi con-
tragredienti, cosl, per una identitd simbolica, tale prodotto si scinde in un
aggregato di prodotti di fattori lineari. Dal tipo 1 passiamo dunque al 2. Ma
anche qui possiamo effettuare una ulteriore riduzione; possiamo ciod sempre
supporre che i due simboli % stieno ciascuno in uno dei determinanti. Infatti
supposto che uno di essi comparisca in un fattore lineare, allora vi sard cer-
tamente un determinante non contenente u. Si potrd dunque accoppiare il
fattore lineare in u col determinante che ne & privo, e mediante una nota
identitd simbolica, ridursi a termini contenenti » in ciascuno dei due deter-
minanti. Classifichiamo dunque solo i seguenti invarianti corrispondenti a tutti
i casi possibili che ci si presentano colle fatte riduzioni:

(uaﬁ)(uyf?) ag PBe vb Ya

» aa B ya %
1. ” ab Le ya O
) ” ac Ba ya %
\ » ac fPa v 9a
wdpB)(dy) a5 ap e ya=(1)
» g ap Yo Ba=(2)
S v e B e aa= (9
IL » aa 76 Pe aa=(4)
’ » Ba 75 o ea=(5)
” Ba ap ye aa=(6)
\ » Ba ap ac ya= (1)

cr

Annali di Matematica, tomo X VIII,
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( @y aa By oo fa=(8)
11T ? " a ap Be Ba=(9)
» Ba o e« Ba=(10).

Il caso I corrisponde a quello in cui i due determinanti oltre % non
hanno altro simbolo comune; il caso II corrisponde al caso in cui i due de-
terminanti hanno anche un altro simbolo comune, e IIT quando hanno anche
gli altri due simboli comuni.

Noi dimostreremo ora che il gruppo I & inutile a considerarsi.

Infatti applichiamo alla prima formazione del gruppo 1 I'identita:

(waPB)yp = (axBy)up — ece.
Si hanno allora tutti termini del gruppo II, a meno del termine:
(By) (uyd)eqBeupda.
Applichiamo a questo termine 1’identita:
(«By)dq = ecc. ece.

Si hanno allora da esso altri tre termini, di cui i due primi colle altre
identitd rispett.
(By&)ub=ecc. (75a)ub='-->
si riducono a termini del gruppo II, e I'ultimo con:
(Z‘J\aﬁ) Uup = €ecCcC.,

da a sua volta termini del gruppo II piu il secondo termine del gruppo I.

In modo perfettamente analogo possiamo vedere che la terza espressione
del gruppo I si riduce pure alla seconda, e la quarta si riduce alla quinta,
a meno di termini del II gruppo.

E chiaro dunque che se noi dimostreremo che il secondo e quinto termine

di I sono ambedue zero, resterd con cid dimostrato che & inutile considerare
tutto il gruppo I.

Ora usiamo la formola:
(“al)(uyd) =+ (ay) (pd)— (uad)(upy).
Moltiplichiamo il primo e secondo membro per
aa Pe ya s,

che & il fattore simbolico della seconda espressione di I. Poiché questo fattore
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simbolico resta inalterato per la permutazione circolare dei simboli:
g vy 9,

e quindi corrispondentemente:
b ¢ d,

troviamo I'effetto di tali permutazioni sul secondo membro della formola pre-
cedente. Si vede che con esse il primo termine diventa esattamente il se-
condo; si ottiene dunque in tutto il doppio del secondo termine; ma questo
a sua volta colla stessa permutazione diventa quello da cui siamo partiti, col
segno cambiato, dunque I'espressione detta & zero.

Moltiplichiamo inveee il primo e secondo membro della stessa formola per

a 75 Pa Ya,
che resta inalterato per la permutazione circolare dei simboli:

« y B9
e corrispondentemente:
a ¢ b d

Per tale permutazione il primo termine del secondo membro diventa
esattamente il secondo termine ma col segno positivo, dunque tutto il secondo
membro va a zero. Si conclude che anche la quinta espressione del gruppo I
€ zero.

Restano dunque i dieci covarianti di II e III che sono fra loro linear-
mente indipendenti, come risulterd da alcune considerazioni indirette dei pa-
ragrafi seguenti.

§ 14. Covarianti di 4.° grado e seconda classe
della coincidenza principale (Hauptcoincidenz) del connesso (1, 2).

Come abbiamo sviluppato nel § 10 i covarianti della coincidenza prin-
cipale del connesso dovranno essere tali combinazioni lineari dei dieci cova-
rianti del paragrafo precedente che soddisfino ad una certa equazione diffe-
renziale caratterizzata da un processo di AroxmoLp pel quale ai coefficienti
del connesso si sostituiscono i coefficienti di

uz y't)
dove p, & arbitraria.
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Incominciamo col trovare l'effetto del primo membro di tale equazione
differenziale su tutti i dieci covarianti del paragrafo precedente.
Esponiamo i dettagli del procedimento solo pel primo di essi, perche
analogamente si procederebbe per tutti gli altri.
Osserviamo che (1) si ricava da
C = Ug ﬁ:,
facendo la polare:
Ug oz oy,
e pol mutando 2" in b e ponendo:
Uy 2y == Up 2y = Uy By = 1

u,zz=l¢221='-'=0,

e poi moltiplicando infine per
®98)(@dy)Beya-

Facciamo quindi lo stesso procedimento non prendendo per punto di
partenza C, ma wu;u;.
Facendo la polare si ha:

1
g (Usps + Uz ),
donde:

) .
3 (uz me + ube);
e finalmente:
2(u0B)(udy)Beyaps.

Con cid abbiamo applicato ad (1) il processo di AronroLp, tenendo perd
conto solo della serie di coefficienti @, « che compariscono in (1). Si deve
ora successivamente tener conto di tutte le altre serie di coefficienti:

b, & €y 75 d, 9,
e applicare sempre procedimenti analoghi.
Inseriremo di qui a poco i risultati che cosi otterremo.
Intanto per procedere in seguito pill semplicemente introduciamo le no-
tazioni:
( @yd B B pa=(D
( " Be Ba po=(II)
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& 3By (udy) Bo 7o pa=(I)

» Be n pa=(IV)

/ ” Bo 74 pe= (V)

. » Ba 7 pe=(VI)

‘ Wdw) (wdy) B Ba ye= (VI

? L) By Be ya= (VIID)
» Be fa 7= (IX)

( @WBuw)(dy) B » da=(X)

) ? ﬁc }'d Sd = (XI)

I risultati che verremo ad ottenere coi procedimenti detti sono tutti com-
binazioni lineari di questi undici covarianti.
Dimostriamo che (XI) & zero. Infatti permutando ecircolarmente b, ¢, d

e per conseguenza 3, y, d, la parte composta di fattori lineari resta inalterata,
e Valtra parte diventa:

(uBw) (udy) + (uwyp) (wpBO)+ (udy) (uyB),

che per effetto di una nota identitd simbolica, & identicamente zero.
E utile aggiungere inoltre che nella quarta categoria si potrebbero for-
mare anche altre due combinazioni aggiungendo i seguenti fattori lineari.

By ye 9Oa
ABb 7d 80-

Ma & facile vedere per lo scambio di y, ¢ con J, d che tali combinazioni
SONO Zzero.

Dimostriamo infine che (X) si esprime linearmente mediante gli altri nove.
Infatti esso pud trasformarsi:

(u87) Beyp [Bp8) ta — (uSu)Ba + (uB)ud],

di cui il secondo e terzo termine sono rispettivamente (IX) e (IV), mentre
1l primo si trasforma cosi:

(8y)Bea |(u87) B — CyBus + (7Bu) | =
= — (u3y)Be s [(Sy w)pra — (yup) 32 + (up.8) 4]
— (uy) Beps [(yBu) 02 — (Bud)ya + (udy)pAd]
— ()% [(Buu)ya— (uuy) Ba + (wy B ua,
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onde infine riducendo si ha la formola:

(X) = I) — dL) — AV) + (V) — (VII) — (VIII) 4 2(IX).

I risultati che si ottengono operando il primo membro dell’equazione dif-
ferenziale sui dieci covarianti del § 13 sono dati dalla seguente tabella:

da (1) si ha: 2(VI)+%(VIII)+;—(V)+%(I)

»

(2)

(3)
4)

()
(6)

™

8)
9)
(10)

»

n

”

2(V) + 3 (ITT) + 2(VIII)
2(I1T) + 4(VII)
2(IV) -+ (1) + (VIT) — (X)

5 (1Y) o (V) + (IX) + 3 (1)
5 (D + (V) + 3 (VID) + 2(IX) + £ (X)

5 (V) =+ (VI) -+ 2 (VIII) + 1 (IV)

A1) + 2(VID)
(L) + (I) + 2(VIII)
@ + (II) + 2(IX).

Dimostreremo adesso che le espressioni:

I, 1,. IX,

sono tutte fra loro linearmente indipendenti; questo & un punto essenziale per
la ricerca che seguira.

Sia:

aldeIll 4. +¢IX=0,

la supposta relazione lineare esistente fra i nove covarianti; faremo vedere che
i coefficienti ¢ non possono che essere tutti zero.

Indichiamo per semplicitd con soli #re numeri i coefficienti del connesso C;
indichiamo cio& col simbolo (¢ 7 %) il coefficiente:
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Facciamo ora le seguenti considerazioni:

1. Troviamo in primo luogo in tutti i nove covarianti I, II,... IX il
coefficiente di u p, e propriamente quella parte di tale coefficiente risultante

di tali coefficienti del connesso che i primi indici siano eguali ad 1.
Si trova che:

II

III
v
v

VI

g danno  2(111):(122)—2(111)(112)

danno alwazm—alnulw

VIII
X

VII
é danno (111)*(122)—(111)(L12)
onde fra i coefficienti ¢ dovrebbe sussistere sempre la relazione:
20t ) F (st eotes 4 )+ (2 + cs+¢) =0.
Facciamo ora che il connesso diventi:

’
Up Tz T 2,

«)

dove p, n, n' sieno espressioni effettive, non piti simboliche. Allora I, II,... VI

diventano:
1 no ,
— E(urm) PpTpTp.
D’altra parte VII, VIII, IX diventano:

’

— @m0 @rr) Ty + ) (4 Wl

I

]. ’ ! ’ ! !
— §§(“71‘1T)2P~p7rp7rp - (“”“)(E*“”)“p”pnpg'

Ora (unn')y, e (unn)(unn)up sono fra loro linearmente indipendenti,
percheé per n == va a zero solo la seconda di esse, dunque tenendo in vista
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1 risultati superiori si hanno le seguenti altre relazioni fra le c:

ei+etet+et+es et deste=0 b)
¢, + ¢+ ¢ =0. c)
Le tre relazioni trovate danno:
c,+c¢,=0
e:t+e,+e;+c,=0
C; -+ s 4 co=0.

2. Troviamo con quali coefficienti numerici comparisce, nel coefficiente
di uiu, nei diversi covarianti, I'espressione:

(111)(222):
Si trova che tali coefficienti numerici sono:
per I, +1
» I 0
» II, 41
» IV, +1
» V, 0
» VI, 0
» VI, +1
»  VIIIL, 0
»  IX, 0.
Si ha dunque fra le ¢ I’altra relazione:
¢+ +cei+ e =0. d)

3. Troviamo analogamente con quali coefficienti numerici compariscono
nel coefficiente di #ju, nei vari covarianti, le espressioni:

(112)(332)(311),

(321)(232).

Procedendo quindi in modo analogo al modo tenuto avanti si ricavano
le altre due relazioni:
—2¢,—2¢,—ce=0 ¢)

203\— Cs =0' f)
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Da d) e) f) si ricava:
c;=0.
Quindi da ora in poi sara inutile considerare ulteriormente il covariante VII
il quale & certamente indipendente da tutti gli altri.
4. In ciascuno dei rimanenti otto covarianti, troviamo il modo con
cui compariscono le seguenti espressioni:

(333)(311)(122)
(333)(322)(111)
(332)2(111),
nel coefficiente di u2p,.
Procedendo come avanti, si hanno le relazioni:

('4 + CS =0 g)
€ =0 h)
e+ e, =0. k)

Queste nuove relazioni unite colle precedenti e fra loro danno:
¢, =0 ¢, =0 s =0 Co =10
es4ci=0 ¢+ ¢ =0.
I soli covarianti che restano dunque a considerare sono III, 1V, V, VI,
gli altri essendo gid risultati certamente indipendenti da tutti i rimanenti.
5. Troviamo finalmente in tali ultimi quattro covarianti il coefficiente di
u;ps, € propriamente quella parte di tale coefficiente contenente 1’espressione:

(111)(212)(322).
Si ha la relazione:

2¢;—¢5 + ¢ = 0. 7)
che unita colle precedenti da finalmente anche:
63=0 C4= C5=0 (‘5=O.

Con cid resta definitivamente dimostrato che le nove espressioni I, II,... IX
sono fra loro linearmente indipendenti.

Ritorniamo ora al nostro problema fondamentale, che era di trovare tali
combinazioni lineari dei dieci covarianti del § 13 che soddisfacciano all’equa-
zione differenziale. Moltiplichiamo tali dieci covarianti per a, a,... a, e som-
miamo. Applichiamo a questo aggregato I’equazione differenziale, giovandoci
delle formole gia stabilite, e poniamo eguali a zero 1 coefficienti dei diversi
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covarianti:

1, II,.. IX,

Jra loro linearmente indipendenti, che vengono cosi a comparire (¥).
Si ha il seguente sistema di nove equazioni:

1 1
Ea‘—}-gag-}-élas—i-ag—l—am =0
1 1
a4+§a5_’§a6+2a9+aio =0
1 1
2—a2+2a3+§as =0
1 1 1
304+§'d5—§as+'2-d7 =0
1 3 1
§a1+2a2‘—a4+§ac‘}'§a7 =0
20,4+ as + a, =0
da,+ 2a,+ 2a, =0
1 . 1 1
—2—a,+2az+a4—§as—{—§a5+2a9=0
—2a,4+ a; 4+ 3a; + 20y, =0,

Di queste nove equazioni due sono conseguenza delle altre, per modo che
questo sistema si riduce all’altro:

2 1 1
a4=_‘3—as'_‘ga2+§“ai
32 4 5
625 =—’_3_‘ as+§a2 Edl
aG=—_ 4:03 —612
oo Boote_l,
7 == 3 3 32 31
4 1 1
as=—§as+b—.az gai
@ == 24 L
9 — 3 3 62 31
32 2 7
Ay = ?ag—{—ga:, ga,.

#) Si ricordi di sostituire il X colla sua espressione mediante gli altri nove, gia sta-
P g ?
bilita in questo stesso paragrafo.
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Esistono dunque evidentemente al pi%s #re covarianti soddisfacenti alla
nostra equazione differenziale, cioé esistono al pit tre covarianti della coin-
cidenza principale del connesso. Tali tre covarianti si ottengono scegliendo
valori arbitrarii per ., a;, a; e ricavando dal sistema di equazioni precedenti
i valori degli altri coefficienti numerici. Per es. scegliamo rispett.:

;=1 a,=0 a,=0
a; =0 a, =1 a,=20
a3=0 ag-_——o a1=1.

Si hanno allora le tre formazioni:

B—2@W— 2O —4O+ M- B~ 5O+ 2(10)=(@)
Q—t W+ 30— O—3M+rE— 2 O+ 3 (10)=0)

M) +3 @ — < ©) — s (M= ®)— 5 O)— ¢ (10)=(c).

Il risultato ottenuto, della esistenza, cio& di tre covarianti della coinei-
denza principale, coincide col risultato ottenuto al § 9 dove pure si sono tro-
vati ¢re soli combinanti delle rete di quadriche.

I covarianti qui ottenuti («) () (¢) non sono naturalmente le riduzioni
dirette dei covarianti (4) (B) (C) del § 9, ma debbono essere combinazioni
lineari di essi. Finora non possiamo ancora affermare che (a) (b) (c) [rispett.
(4) (B) (C)] sono fra loro linearmente indipendenti; cid risulterd da alcuni
calcoli che avremo occasione di sviluppare nei paragrafi seguenti, e che ci
pare inutile naturalmente di riprodurre qui.

§ 15. Sviluppo in serie di o(x, ¥)
quando z, y si avvicinano indefinitivamente.

Per le ragioni esposte nel § 8 noi possiamo limitarci a considerare la
funzione o sotto la forma ridotta:
ley]@(ey)

o(z, y)= (=y)

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



44 Pascal: Sulla teoria delle funzioni o abeliane pari

dove [zy] & la nota espressione formata colle curve di contatto, e di cul si
¢ parlato avanti.

Poniamo come abbiamo gia fatto nella Mem. I:
y=z+g,

ciod facciamo avvicinare indefinitivamente i due punti 2, y, e troviamo allora
lo sviluppo di ¢ secondo le potenze ascendenti di &.

Usando notazigni perfettamente analoghe a quelle adoperate nei § 9 e 10
della Mem. I, e giovandoci dei risultati ivi ottenuti per lo sviluppo di

O(zy) 1 e%Hmn
@y) @) fsy)

dove f; & la derivata del primo membro dell’equazione della curva di 4.° ordine
rispetto ad x, e H & il noto integrale di 3. specie (¥), si ha:

)

- -E R e
ST | O

- Resta solo a trovare lo sviluppo di [zy] secondo le potenze di ¢.
Le formole precedenti sussistono quando si sia supposto h, = h, =

I; = 1; quindi anche in [zy] bisogna disporre nello stesso modo delle quantita
arbitrarie /.

La espressione di [zy] & allora rispett. secondoché si prende per fonda-
mento o la rete di quadriche o il connesso (1, 2) (§ 5):

4 P —_—
[zy] = 21‘ i \| 93 (@) 5 (3)
ovvero rispett. @)

[£y] == Si_:daij Vi (@) V5 () + Vs () V 24 (y) + V Do () V 2, (),

dove con ey si indicano la prima volta i coefficienti della rete di quadriche,
¢ la seconda volta 1 coefficienti del connesso.

(¥, Mem. I, §3 e 9.
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Sappiamo inoltre che sussistono poi le seguenti formole (§ 5 e § 11):
b —_
f=;akijxh\/<l>,-\/q>j per la rete di quadriche
ovvero: 3)
3 N —3
f= Xonij xp\ O; \/tpj + 2y, Y\ Pr per il connesso (*),
1 i
e inoltre per le derivate f; di f rispetto ad z;:
“ o
fs=4;¢3ij\/q’ivq’j )
s e (4)
fs= 4[21“3ijv(pi Vo; + 2V, V‘EJ- ’
Da queste formole ricaviamo le altre:

(ﬂf)_4za3l]\(p J’Jf)

J -
(%)
‘ - (25F)  ya (Psf) (4’41’)] %
3] )= sij Y 95 —== 4V O, —_— by
(fs1) 4[2‘4a AR Vo s + Vs Tor
dove ai simboli (£f), (¥f), ecc., si intende dato lo stesso significato dato

loro nella Mem. I (*#).
Dalle (5) si ricavano le altre:

((fsf), f)_ L z » [((dm f)q,§ +((r>zf1)(<i’jf_)}

4112 13 2 ¢ (bj fa /
e
. ¢ o
((f;‘Sf) f) == 4_?_‘0!313 [((1 f) f)(l + w:‘ (6)
J O3 fs 2 9% 02 f; \
a0, a4 4 (S f)ag 4 4 LACD,
(bg & <b3 /2 ‘1’—§ ‘1’3 s

Si noti che in tutte queste formole il segno sommatorio s’intende sempre
esteso alle combinazioni con ripetizione, e inoltre in ciascuno dei gruppi di

(¥) Si noti che in questa formola come nelle analoghe precedenti dovremmo propria-
mente porre # in luogo di @; ma noi per non generare confusione vi lasciamo le @ inter-
pretandole come coordinate u di reite,

(**¥) Mem. I, § 9.
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formole precedenti si intende sempre che la prima formola vale pel caso in

cui si prende per fondamento la rete di quadriche e la seconda pel caso in

cui si prende per fondamento il connesso. I coefficienti « delle prime formole

non hanno nulla da fare coi coefficienti omonimi delle seconde.
Aggiungiamo ancora la formola (¥*):

— — ®
VB) = VI + Lo (5L
2Dt fy oF 7s
Stabilite tutte queste formole possiamo passare facilmente allo sviluppo di [zy].
Propriamente si ha il seguente sistema di due formole valevole al solito
rispett. per la rete o pel connesso:

et 0

1 (fe A L& (9f) (@],
pl=1f+s o+ o ‘Jﬁg,g_g;%w~éfik+ﬂu
) d’%q‘;fs
ovvero:
1 (fsf) 1{(fsf) 13 (@if)(®if)
[xy] = fs E+ 1= —( s [l =5 e —1T 1T (8)
4fs 4\ /s ) 2 4 EEN
_ (q)z]:)(:luf)],gg_l_“_
ESVE

Sostituendo queste espressioni nella formola (1) si vede che il termine senza
alcuna potenza di ¢ & esattamente 1; il termine in & & zero.

Poniamo inoltre (**):
16

T REAE)’
1 ((ef) (v, f) | ((Fsf)y
i [ 1) = R+
Con facili calcoli si ricava allora il termine in z* dello sviluppo, cioé:

((8F), e, L(fsf2 | LB, ) 13 (®if) (d)yf
3 Y — s Yoy ——— 9)
14 8 4 8 f3 2 T :
o} 0 f3

donde si ha:

e nel caso del connesso in luogo dell’ultimo termine vi & J'espressione:

13 (bif) (P Psf)(Psf)
—g.\A 34j ]: 1 in_ ! 3{)_1 Ly (10)

waify  alelsy

(¥) Mem. I, § 10.
(**) Vedi Mem. II, § 1.
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Ora queste espressioni possono notevolmente semplificarsi. Per cid fare ci av-
varremo di trasformazioni analoghe a quelle operate nel § 1 della Mem. II
Si ha colle solite notazioni (*):

(1) Ne=— (fsf)z “waa((“f) f)fi—
—axas(af)(af’)fs-}-gfssbi(bf)(bf’)
+ 3 B0, D

dove @t =bi=..-=f & la curva di 4.° ordine o rispett. di 4.* classe (se si
prende per fondamento il connesso) espressa simbolicamente.

Ora nel luogo citato della Mem. II abbiamo calcolate le espressioni sim-
boliche di

foo (1) (D), 1)y GHOME, (@), -

Nella (9) raccogliamo quindi i termini col denominatore f} e riduciamoli
allo stesso modo sviluppato nel luogo citato. Si trova che essi termini acqui-
stano per fattore un f;, e quindi restano solo col denominatore f3. Sono pro-
priamente :

b d) b 3
+5.8. (be)(a )fscaas'
Aggiungiamo a questo termine quelli che son rimasti e che hanno pure il
denominatore f3.

Tenendo presenti i risultati ottenuti nella Mem. II (§ 1) la espressione (9)

diventa infine semplicemente:

(ab)26t? bx 1 1 ((f3f)7 f) ]- A\ ((]) f)(l]l f)
R TR T JT (b

e nel caso del connesso al solito in luogo dell’ultimo termine vi & il ter-
mine (10).

Tale & dunque il coefficiente di ¢® nello sviluppo (1) di o.

Noi sappiamo che le ¢ sono funzioni infere degli integrali w di 1.* specie
e si possono sviluppare secondo le potenze ascendenti di essi (§ 8).

Supponiamo dunque determinato tale sviluppo delle o, e poi gli sviluppi
delle w in funzione di ¢.

¥) Mem. 1I, § 1.
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Per tali ultimi sviluppi le formole corrispondenti le abbiamo trovate nel
§ 10 della Mem. T.

Allora ponendo nel secondo termine di o, ciod in [w], in luogo delle w
1 primi termini dei loro sviluppi secondo le potenze di ¢, si otterrd esatta-
mente il coefficiente di z* nello sviluppo di ¢ secondo le potenze di ¢; e tale
coefficiente non verra a contenere per denominatore che solo la seconda po-
tenza di f;.

Da cid si ricava che I'espressione (11) dovra certamente potersi trasfor-

mare in modo che a meno di un denominatore f%, comparisca come una fun-
1 i

gione intera; quindi prima di tutto quei denominatori % @ debbono scom-
parire, e poi i secondi due termini debbono essere tali che (tenendo sempre
in vista che la variabile # si muove sulla superficie di Riemany corrispondente
ad f=0) sieno divisibili per f.

Il teorema del paragrafo seguente risolve la prima quistione.

§ 16. Un teorema sulle cubiche di contatto.

Sia ¢, una cubica di contatto di parametro v; dico che I’ espressione:
_O0f 0% OF 0%
)= 3 Tos ~ 5w 7m0
considerata per i punti della superficie di Rizmany, & divisibile per | @,; ciod,
in altri termini, pud porsi sotto la forma:
(f(])v) = (I)w Aw + (Dw sz "|‘ (pstsv + (I)w Aw; (1)

dove ®;, & la cubica passante per i 12 punti di contatto di ®; e di P, colla f.

Dimostrata tale formola, & chiaro che ne risulta senz’altro la divisibilita
del primo membro per | ®,, perchd sulla superficie di Rimmans si ha sempre
DQpp =\ Oz Oy

Con questo teorema si risponde alla quistione stabilita alla fine del para-
grafo precedente, perche in forza di questo teorema, ! ultimo termine della for-
mola (11) viene a perdere la parte \/Tlf\/@ che comparisce al denominatore.

Per la dimostrazione di questo teorema ci gioveremo della rappresenta-

zione mediante i coefficienti della rete di quadriche.
Poniamo:

f =(aBydazbycad,
(D’D == (a' ‘8’ )” '1))2 alw b’x C’x.
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Si ha allora:
(fDu) =12 (a By d)* («' By v)* (40" ) bpCa b nC zdz.
Usiamo ora la identita:
(@By3) (4 By v)=—(By3v) (4 By'a) — (y3va) (< B F)
—(vaf) (B'7y) — (vafy) (4 £7'9).
Si ha allora semplicemente:
(f®o) = 12(afy8) (v873) (' B 7' 0) («'F 7 ) (@ @) boCab'aCaday  (2)

essendo fra loro eguali ed eguali poi addirittura a zero, gli altri tre termini
che si sono lasciati, perch® per es.:

(a j¢ 7 8) (a J 7 ’U) (“' B' 7’ v) (“’ ﬁ, 7’ 8) (d al) byl b'w é'x dw,

& zero, perché muta di segno scambiando tutte le lettere cogli apici nelle cor-
rispondenti senza apici, e inoltre gli altri termini sono eguali a questo segnato,
perché ad esso si riducono con opportune permutazioni di 8, y, 9, fra loro.
La formola (2) & appunto del tipo (1).
Infatti sapendo che in generale:

Doup = (BySu) (Byd0)bpcrdy,
si ha:
Drp = (Beys9)) (vByd)bacads,
onde si ricava anche che:
Ap=12(a'B70) (' By o) (@0 a5V 5C 5. (3)

§ 17. Ricerca definitiva del termine [w], di o.
Prima specializzazione del connesso.

L’ espressione (11) del § 15 trasformata in maniera che venga a tenere
per denominatore solo f2, dovra avere per numeratore una funzione lineare
dei tre covarianti (4) (B) (C) trovati al § 9, o rispett. dei tre covarianti
(@) (b) (c) trovati al § 14. Con cid sarebbe immediatamente trovato [w],.

Perd la trasformazione diretta dell’espressione (11) & effettivamente assai
pitt complicata di quanto potrebbe credersi a prima vista.

B percid che noi per giungere pilt presto al risultato finale useremo alcuni
artifizii di cui esporremo ora i dettagli.

Annali di Matematica, tomo XVIIIL, 7
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Prendiamo il connesso C sotto la forma speciale:

C=2pu2,2 4+ 2qu; 2.2, + 27U 2, 2.
Allora si ha:

f =—2put —2¢%us — 2r*us + dpquiu; + 4qruzul 4 4rpusui
Oy, = — pu,Us U3
Oy = — qu U 3
Oy = —ru,u,u;

1

‘P23=§(7'u1u§ —p“f‘l‘ quluz)
1 2 3 2

D,y =§ (pu2u1 - qu2+ru2u3)
1 5 3 2

Do =3 (q sz — 7+ p 1y u3)

Dy = — pqru,u,u,
1

Q=5 (= PPUl + P g1 + pru) = poy
1

Vo =5 (— ¢ ui+ gruus + g pusui) = 9 Dsy
1 4

®,, =3 (=7 ul+rpugui +rqu,ul) =70,

(0.f)=8p [rPuul— p*utu, — qrudui -+ pqguiu]

(@:f)=8q¢ | idem ]
(@:)=8r [ idem ]
(D, f) =8pgr( idem ]
i =160,
fi=160,,.

Ora noi gia sappiamo in generale che (®:f) deve essere divisibile per {;.
Verifichiamo questo nel nostro caso.
E facile verificare che la espressione:

PR
rub o, — P Ui, — QU Us 1+ pquiug,
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pud porsi sotto ciascuna delle quattro forme:
A0, + B o, + C.0;+ D, Dy
Ay + By 0y + C, 05 + D, Dy,
A3 O3+ By gy + O30y -+ Dy Oy

Al(pdﬂ + B4(I)42 + 04(1)43_1_ -D4(I)44°

Propriamente nel nostro caso speciale si ha:

A=0=0
By=D,=0
A;=C; =0
B,=D,=0.

Infatti la detta espressione pud scriversi:

—2ru2u3-%[ q ths U3 —= 7 U3 + pUusui]

+ 2u,u, -é—[——pzui +pquus+ pru ),

e le due parentesi sono rispettivamente ®,;, ®y,.

(1)
(2)
)
(4)

Se nella seconda parentesi poniamo in vista il fattore p, resta @,, e si
ha quindi la forma (2); cid fatto se introduciamo nella prima parentesi il
fattore » si ha la forma (3); e finalmente introducendo nella prima parentesi

il fattore » e lasciando inalterata la seconda si ha (4).

Abbiamo dunque le seguenti formole:

(:f) _ 16p [— rousus VO, + wu, @]

Vo,

-(()l]Q: 16q [—ruzus\/i—l'l)“i“zvas]

Vor

((I>3f)___16r [_ mm\/a—f—pul%z\/r};]

V@5

Ves

(®4f) = 16pqgr[— w,us \/‘E—!— Muz\/ag—]-
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La espressione (10) del paragrafo precedente (*) si riduce nel nostro caso
(in cui fra i coefficienti oy ve n’¢ solo uno differente da zero, ciod 7):

—p @) (®2f)  (2sf) (P4f) _
V‘I’l V ®e \/E‘ \J‘I’A
=—2-128pgr[ —r2uleui + qrubul — 2pruiulug
+ 3p utuu, — pquiusu,).
In tale espressione possiamo porre in vista un fattore f;.
Per far questo, scriviamola:

— 32pgrruzus - [167®y,]
—32pqruiul - [160,]
— 16 - 64 @y pru, - [—pgru,u,us),

e ricordando le formole stabilite avanti, e inoltre che:
1
Dy Dy = Dy Dy = 16 Dos - f3,

si ha che I'espressione (10) del paragrafo precedente divisa per f; &:
+ 32pr [g°uf — 2qruiu; — 2pquiui]. (5)
Caleoliamo ora la espressione:
(abyat by,

della formola (11) del paragrafo precedente, dove perd (poiché prendiamo qui
per fondamento il connesso) dobbiamo supporre sostituite le z colle u e quindi

seriviamo:
(@ b)ul u}, (6)

essendo uh = f, ciod la curva fondamentale di quarta classe.
Si ha:
afui=§(— 6p*ui + 2pqu; + 2pru)
aul = = (— 60t + 2pr uf + 297 u3)

4
;U2 = gprulus,

(¥) S’intende che adesso in tale espressione (10), come anche in seguito nella (11}, in
Inogo delle @ supponiamo sostituite le % che sono le variabili che nel caso del connesso
tengono il luogo delle a,
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ed essendo poi la (6) eguale a
2(atul - buy — (ayasul)?),
si ha:
= — %pr(p%&{—{—r?u;—Qprufu;)
16 . . 16 ., 8 ()
- ?pzqruiuz — 3 r*pquzus + gpgzrug.
Calcoliamo ora (f;, f). Si ha:
(i) =64 [proug 4 p*rui—pg*ruj — 2p*riuju
+ 4pqgru;ul]

(for 1), =20 D) f
—64[dpriuui —4p*riuiu, + 8pqriuuiu,]- 16 p - Oy,
In questa espressione dobbiamo far comparire per fattore f,. Nel primo
termine ¢’¢ gid un tale fattore; vi sard anche nel secondo, se potremo tras-
formare la parentesi in modo da farle avere per fattore V®,, giacchd allora,

poich® esternamente ¢’'® \®; si forma ®; che & appunto f;.
Ora la parentesi pud scriversi appunto:

(—8pr®uu, 4 4pgriuuiu) + 8pqriu,uiu,
=-—8p1"u4@34— 127‘“2(1)4.
Si ha dunque infine:

(—(fs’%ﬁ=64[p1'3u§+p3ru}—7p_q2ru;—2p?r9u3u§ (8)
4+ 10pgriusui + 10p*q rui ui].

Raccogliendo tutti questi risultati nell’ espressione (11) del § 16, e serven-
dosi della relazione f=0 per togliere tutti i termini in !, uj, uju; [e deve
appunto accadere che tali termini possano contemporaneamente eliminarsi me-
diante f=0, altrimenti la (11) detta non sarebbe riducibile ad una espres-
sione lineare dei covarianti (a) (b) (¢) del § 14, cid che invece deve necessa-
riamente accadere per le proprietd fondamentali della funzione o] si ha quindi

infine che la (11) del § 16 a meno di un divisore f; e ponendovi u, =1 (¥)

(*) Gli sviluppi del § 15 sono fatti sempre dietro I'ipotesi u,=1, come risulta dai
§ 9 e 10 della Mem. I. Quindi a tutto rigore in questo § 17 avremmo dovuto supporre
sin da principio uy =1.
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diventa:
‘64
— 5 [Pervi+pertu+per]. (9)

Esaminiamo ora che cosa diventano i covarianti (a) (b) (c) del § 14 quando
il connesso acquista la forma speciale che gli abbiamo qui data.

Vediamo prima quali dei dieci covarianti (1) (2)... (10) del § 13 diventa
zero. T chiaro che quelli che hanno per fatlori simbolici ¢, 0 85, ecc., sono
senz’altro zero, perch® essi verranno a contenere in ogni termine tali coef-
ficienti del connesso in cui il primo indice & certamente eguale ad uno dei
secondi, ciod o al secondo o al terzo; e siffatti coefficienti si sono supposti
tutti zero.

Restano quindi solo da considerarsi (5) (7) (10) i quali diventano rispet-
tivamente (per u, = 1):

(By=—2[pui +rui+qlpgr
(M =—4] idem lpgr
(10)=—4] idem lpqr,
onde infine: '
(a)=—64[pui+ru;+qlpqr
0)=0

(&) = 2 [pui + o+ qlpgr.

Chiamiamo #ng4, s, n, 1 tre coefficienti numerici che moltiplicati per (a)
(b) (c), danno !'espressione a cui & eguale la (11) del § 16, quando vi si faccia
astrazione di un denominatore f3. Allora chiaramente dai risultati ottenuti si
ha una prima relazione a cui debbono soddisfare tali coefficienti n; propria-
mente:
23 64

§ 18. Seconda specializzazione del connesso (1, 2).

Per trovare ora analogamente altre relazioni fra i coefficienti » introdotti
alla fine del paragrafo precedente, supponiamo che il connesso si riduca a

C=puzi+ q uzs+ 7 u 2.
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Allora:
f =2pquiui+2p v uul+2q r usu,
fo = 4p' ¢ viu,
fr =4p quul+2p 7 ul+6¢ 7+ uwlu,
fu=4p ¢ u: 4+ 129" 7 u,u,
fm = 8]9' qluxus
fos=4p' ¢ ui (),

onde si ha:

2 ’ ! ’ 7 ’ o
(@byues =3 [—pquius +p g7 ujw,].

Si hanno inoltre le altre formole:

1 !’ ‘I‘ ’ 1 ’
(I),=-2—7' u§+§q U, u’ ®23=—§p%4%2@43
1, 1, 1,
(I)2=§p u,u§—|.—§ruiuz <I>31'=—§q U Us
@—lq'uf—!'lp'u g By = — = 3
3""'2 2 1%y i2 2 1 w2

1 1 ! ’
b= —5pq'run

1 v 1 ]- 7 1 ot
bu=gqruit;  QCu=grpwu;  du=zpquu

(@) =2[—p ¢ uus —p q v uyudus — 3% v ud uy 1)

(O f)=2[—P 9 v ud uyus — P> 7" u, w3 5]

(@) =230 " ulu; + p* g i s u] = 43¢’ wd + p 1] ®s,
(@f)=—4p"9"r Wlu,us =8p g w,u, - 0,.

La espressione (10) del § 16 calcolata con queste formole diventa (a
meno di un divisore f73):

=4[3p 27 wdu, + p2q v u,u].

(*) Indichiamo con f1, fi3, ecc. le derivate seconde di f.
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Inoltre:
(sf) = 8[2p°q*uius — p*q'r' wiui — 3p ¢ r' uiu,)
(), )=16[3p" ¢ u,us — p2q'r' usui — 3p" ¢ r' uius] - fs
— 64p2 92 uus [29' Q' wi il + p' v’ ud 4 3¢ v wlus).

1 facile vedere che ciascun termine di questa espressione contiene f2 per
fattore. Dividendo allora per.questo fattore e poi sostituendo i risultati ottenuti
nella (11) del § 16 e eliminando mediante f= 0 i termini con potenze di w,
e u, superiori alla seconda, e ponendo #, =1, si ha infine per espressione
della (11) detta a meno di un divisore [3:

2 U !
VAR (1)

Esaminiamo ora che cosa diventano i dieci covarianti del § 13.
[Facilmente si trovano i seguenti risultati (per w, =1):

=@ =0=—p*¢ru+p°¢u
(B)=(4)=(B)=(6)=p"q u;,
(8) = (9) = (10) = 2p"*q'u3,

e quindi i tre covarianti (@) (b) (c) avranno i valori:
25 / 32 ,, .,

(@) =5 p°qgus— 5 p*qru
1 /3 ’ 9 1 ’2 ’ 7

(b)=—ap q ”a+§1’ qru
7 ’ 19 2 ’ W

() =—-2—p3q Us— 3 g7 .

Fra i coefficienti numerici 1, 7 n. abbiamo dunque per effetto di (1), le
seguenti altre relazioni:

25 1 7
?na—g’nb—gﬂc—o (2)
32 1 2 2

— Gt gmegre=g ®
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le quali unite colla (10) del § 17 ‘danno:

1

ﬂa—'g—e-
2. 52
Hb:.-?

ne = 0.

Possiamo conchiudere che l’espressione (11) del § 16 & identicamente:
FlF@+5Z o) 4)

Ora per passare al secondo termine [w]2 dello sviluppo di o, bisogna ricor-
darsi gli sviluppi degli integrali w secondo le potenze di ¢.
Ponendo (vedi Mem. I, § 10):

Z zida
W; = — 4J‘ m— ’

K

i primi termini di tali sviluppi sono:

w1=—iu—‘c+
_ 4

w2——7§ C‘I"'

wz——ﬂ‘:‘f"

dove abbiamo sostituite le x colle u che, come abbiamo gia avvertito, tengono
il luogo delle z quando si prende per fondamento il connesso.
Per trovare quindi [w], basta in (4) porre in luogo delle u rispetti-

vamente:

1 1 1
—Zw,fg, —szfs, ——ngfs.

Si ha allora infine:

1 5
[w]2 :24_32 ((l) +23) 32 (b)1 (5)
dove nei covarianti (@) (b) biogna supporre poste rispettivamente w,, wsy %

in luogo delle w.
Annali di Matematica, tomo XVIII, 8
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Non vogliamo mancare di giovarci dei risultati numerici ultimamente
ottenuti per ricavarne la dimostrazione di un assunto proposto sin dal § 14,
la dimostrazione cioé della indipendenza lineare dei tre covarianti (a) () (c)
ivi trovati. Se potesse fra tali tre covarianti sussistere una relazione lineare:

ma(a) + my(b) + me(c) =0,

dovrebbero esservi fra i coeflicienti m, per effetto dei risultati dei §§ 17 e 18,

le relazioni:

—64ma—|—2—§mc=0

3 e g T g e
32 1 2
——§“7nu+'3—1’ﬂb_§mc=0,

le quali non possono coesistere.
Con cid resta anche dimostrata la indipendenza dei tre altri covarianti
(4) (B) (C) trovati al § 9.

Ottobre 1889

Napoli, m———ow-—" .
apoit, Gennaio 1890
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Sopra un’equazione a derivate parziali
del quarto ordine.

(D7 Carro Sowmieriava, a Pavia.)

Diversi problemi di fisica matematica, i quali, quando si considerano
corpi omogenei isotropi, conducono alla equazione di Laprace A,V =0, o ad
altre equazioni affini di ordine superiore, come la A,4,V =0, quando invece
si tratta di corpi omogenei cristallizzati, portano a considerare equazioni pil
generali, ma che sono ancora lineari, omogenee ed a coefficienti costanti. Si
presenta pertanto la questione, se sia possibile estendere a queste equazioni
i metodi che si applicano nello studio della equazione di Larrace, metodi
cosi fecondi ed importanti per le considerazioni analitiche, a cui danno luogo.

Quando le equazioni sono di 2.° ordine, come quella ad es. della tem-
peratura stazionaria mnei corpi cristallizzati, si pud dire non vi siano difficolta,
poiché queste equazioni possono, in generale, essere ricondotte alla equazione
di Laprace con una trasformazione lineare delle variabili indipendenti. Ma
la questione & assai meno semplice quando si tratta di equazioni di ordine
superiore.

In cid che segue ho tentato la estensione, sopra accennata, per 1’equa-
zione lineare, omogenea del 4.° ordine, a derivate parziali ed a coefficienti
costanti, con due variabili indipendenti. Alcune, perd, delle considerazioni, di
cui mi servo, sono applicabili anche ad equazioni di ordine superiore, o con
un numero maggiore di variabili indipendenti, ed in special modo a quelle
di ordine pari con due variabili indipendenti.

B nota la relazione che esiste fra la teoria delle forme differenziali qua-
dratiche e quella della equazione di Laprace. Quando si considerano equa-
zioni di ordine superiore si hanno relazioni analoghe colle forme differenziali
di ordine ugualé a quello delle equazioni e dipendenti da uno stesso numero
di variabili. Cosl, per la equazione che studieremo, le espressioni invariabili
delle forme differenziali binarie biquadratiche tengono il posto che i parametri
ditferenziali delle forme quadratiche hanno rispetto alla equazione A,V = 0.
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§ 1.

Si abbia una_forma differenziale binaria biquadratica:
o(dxy, du,) = a,dxi + 4a,daidz, 4 6a,daddr, + 4o, de da3 + a,dat

= Y, tnrim A2y Aoy A2y d T,
hkim
ove le a sono funzioni delle variabili z. Per quanto si sa dalla teoria delle
forme algebriche, la espressione:

2
@ =00 — 4,85 + 305 = @111 Uyooo — 4 C1112 Groee + 3 12,

sara un invariante di g per trasformazioni qualsiasi delle variabili 2. Il modulo
delle trasformazioni & in questo caso il determinante funzionale delle = rispetto
alle nuove variabili.

Poniamo ora:

oy == Ogoep  Cyprp = — Qyggz  Cyysp == Qypop  Oygop == — llyyap  Ugzae = Qyyyyy

ritenendo il valore delle apri, indipendente dall'ordine degli indici, come per
le anrim; e inoltre:

O hklm
Chklm = .

Avremo:

w||—a

kz Uhkim Ahkim

e se consideriamo, insieme a ¢, un’altra forma biquadratica analoga di coef-
ficienti b, essa avrd con ¢ I'invariante simultaneo assoluto:

L (@b — 4a,by + Ba,b,— dasb, + a,by) 0

= 3, bkim Crkim-
hiclm

Cid posto, osserviamo che il differenziale completo dU di una funzione
qualsiasi U delle variabili z,, ;, pud essere considerato come una forma
covariante colla g, e quindi il prodotto dei differenziali di quattro funzioni
U, V, W, T come una forma biquadratica ¢,(dr,, dx,) covariante con
¢(dz,, dz,). Si ha ora:

o (dz,, do) =dUdVawaT =3 2L 0V oW 0T

Wi Oxn Oxk 0% Oam dapdardr;dam,
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e s¢ costruiamo |'invariante assoluto (1) simultaneo di ¢ e di ¢,, otteniamo
la espressione invariabile:

U oV oW 0T

MU, V, W, T] = 0

74'1‘ Chkim 5on Bar 0x 0am (@)

che potremo chiamare, servendoci di una denominazione analoga a quella in uso
per le forme dlﬂ'erenmah quadratiche, parametro dzﬁ”erenzzale di 1.0 ordine.

B chiaro che le funzioni U, ¥, W, T possono in parte, od anche tutte
coincidere fra loro, e si hanno cosl parametri del 1.° ordine dipendenti da
tre, due od una sola funzione che indicheremo rispettivamente con:

A0V, WL ALV MGG T UL
Osserviamo poi che A, [U, ¥V, W, T] & simmetrico rispetto alle quattro
funzioni da cui dipende.
1l parametro A, [U, U, U, U] sard da noi indicato, per semplicita di scrit-
tura, anche con A, [U]; e sostituendo i coefficienti a; ai coefficienti cprzm, avremo:

oy ) 1 G o (B o B ) o)

ants — 4 aias + 3 a3

Consideriamo ora le seguenti espressioni differenziali:
oo(day, dag)y=dUAV AW ¢, (da., da) = UV,
es(dwy, da)y=d*UdV o (dy, day) =d'U
ove perd 1 differenziali delle funzioni U, V, di ordine superiore al primo, si

intendono presi considerando come nulli i differenziali delle variabili z,, z,
di ordine superiore al primo. Avremo:

o ([, doy= Y LUV OW 4t dzidz,,

hklm 0xn0xk 0%l 0%m

y 0:U R4
?g(dxj, dxz) —hklm _813118.171% 8x189; dmhdxkdxldxm

oy, dey =3 —0 0 _ OV 4o drednda,

Wi 01 0ROl OTm

o (21, d2) =3 U Az daydaydzm,

Wit 0n 0 Xk 0 210 Tm

ed & chiaro che queste forme differenziali per {rasformazioni linearsi delle
variabili si possono considerare come covarianti di ¢. Costruendo I'inva-
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riante (1) simultaneo di ¢ e di ciascuna di queste forme avremo altrettante
espressioni invariabili rispetto a ¢ per trasformazioni lineari delle variabili.
Le ¢., ¢, ci danno le seguenti due espressionl invariabili del 2.° ordine:

, »U_ BV AW 6
AUV, W] =h};’fm Crklm Gon dar 0wl Oam
rpv_ 0V | (4)
AT, V] =h%‘m ChkIm G on 0xk 0210 Tm
la ¢, ci di una espressione invariabile del 8.° ordine:
2U_ 2% ®)
AU V] =h;mchklm Dah 0%k 0%l 0%m
e la ¢, una del quarto ordine: -
4
A [U] =hg4m CRRIm 5t Ok 0 010 %m (6)

Come si vede nello scrivere le funzioni, da cui dipendono Tueste espres-
sioni A, abbiamo separato con una virgola quelle che si possono permutare
fra loro senza alterare il valore del secondo membro, e con una linea quelle
che non sono permutabili fra loro. Porremo infine:

MO, V, Wl=A[U |V, W]+ &V W, U]l +4[WI|T, V] )
AU, V=AU | V] a4 [V U] 8)

D’ora innanzi noi considereremo queste espressioni A, di indice superiore

ad uno, unicamente nel caso in cui i coefficienti as di ¢ sono costanti, ed in

questo caso le chiameremo parametri di 2.0, 3.0, 4.2 ordine.

Dalla (2), qualunque siano le as, se si prendono per funzioni U, V, W, T
le z,, ,, otteniamo:

a
Aoy, zy, 2., 2] =;‘ Ay [y, 24y 24, ;) =—-ﬁ;— A [, 24y 24, 25) =“_a*

. a Qo
Ai[x“ Loy X2y wZ] == @ A,[.’L‘z, Loy Xy x?] = ;'
Da queste formule, posto:

A=A‘ [:Ui, 93” x‘, x,] Al [x27 x2’ xg, xe] -

— 44, [z, 21y 2y 2] A [2), @, o, 3] + Az, @, 2,y @]
abbiamo:
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e quindi la ¢ si pud scrivere:

go=-1— [A)[®2y T2y Xy X]dat — 4A 2y, 2oy sy x,]d2dd, -+
+ 6A 2y, 2y, T2y :]dxidal—
— 4A [z, 2, 2, 2]de,da} + Afxy, x,, 2., 2,]d2i],
ed in questa espressione, a cagione della invariabilita dei parametri differen-

ziali, le x,, x, possono essere supposte funzioni qualsiansi delle variabili in-
dipendenti.

§ 2.

La forma genergle di un’equazione a derivate parziali del 4.° ordine,
lineare, omogenea ed a coefficienti costanti &:
U U U 0tU U
%ot Tt omm T8 g A hma T T = O

x5 02

Il primo membro di questa equazione pud essere considerato come il para-
metro A,[U] relativo alla forma differenziale ¢ del paragrafo precedente, la
quale, espressa in funzione delle costanti ¢, diviene:

‘cadzt —desdaddas + 6cedaldat — derday dad - eodat
cocs —4deics 4 3c3

Ora, per quanto si sa dalla teoria delle forme algebriche, & sempre possibile,
mediante una trasformazione lineare delle variabili z,, z, in nuove variabili
z, ¥, ridurre ¢ alla forma:

__dat+ 6mdatdy® + dy* ,

1+ 3m? ©)
e allora la equazione precedente diverrd:
AU otU AU

ed il primo membro sard il parametro A,[U] relativo alla forma differen-
ziale (9). Noi considereremo d’ora innanzi la equazione (10), supponendo che
la forma ¢ sia positiva, per la qual cosa basta che la costante m soddisfaccia
alla condizione:

3m-+41>0.
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64 Somigliana: Sopra un’equazione a derivate parziali

I parametri, che abbiamo definito nel paragrafo precedente, (2), (3), (4),
(5), (6), hanno notevole importanza mnello studio della equazione (10); essi
considerati relativamente alla forma (9) assumono la forma seguente:

oU oVowoT oU oVowoT |, oU oVoWw oT .

oU oVowoT |, oU oVoW oT |, oU oVoWoT |, oU 8V9W9T)+

_____ + = -

+6x8y9y 6x+—9—5/_5;%——8—g/_+8‘y8—a?ﬁﬁ 0y 0y O0x 0x

oU oVowoT

TGy 3y oy 7y

BU OV W, , 8T (gza_w dV oW

de 0y ' dx 0y

02U oVow
Tat 0y 3y T 27a0y

+

A [T, V] =

0:U 0V 0:U 02V U 0V 02U o2V 02U 02V
oa? Oa? m(@?ﬁ+43xay8x6y+ay? 8?)4_
. 2U oV U oV U oV U oV
MU IV = 5 i 8 5y 0y Fengr 02) 50 7y
U AU oAU
-+ 6m

MU=+ 6m g t 55

Per mostrare subito come queste espressioni si presentino naturalmente
quando si prende -a studiare la equazione proposta, supponiamo che si vo-
gliano sostituire alle variabili 2, ¥ due nuove variabili ¢,, ¢. legate alle prime
da relazioni qualsivogliano.

Mediante le formule di derivazione delle funzioni composte si trova per
la trasformata della equazione (10):

y sU
A U] =thImA1 [ny $ry d1y dm] m%m + 2’% Ae[dny dry 1] '9'_%93% 70

+ 2 (38u0m, 01+ 28,10, )] i + B A 2 =0,

e si vede quindi come la trasformazione della equazione in un sistema qua-
lunque di variabili richieda unicamente il calcolo dei parametri A,, A,, A;, A,
delle funzioni, che si vogliono prendere come nuove variabili indipendenti.
Analogamente, se si trasforma uno qualunque dei parametri precedenti
nelle coordinate ¢y, ¢,, i coefficienti delle derivate delle funzioni arbitrarie
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del quarto ordine. 65

U, V, W, T, rispetto alle nuove variabili, sono sempre i parametri delle
nuove variabili rispetto alla forma (9).

Questi parametri si riproducono fra loro anche se nelle formule prece-
denti, che 1i definiscono, alle funzioni U, V, W, T si sostituiscono i prodotti
di due o pid funzioni. Cosl si trova:

ALUV)] = UA[V] 4 44,[0, V4 64.[T, V] 4 Va,[U] \

AUV | W] =VA[UI W]+ 38[UIV, WI4-3a[V| T, W]+
+ UA[V W]

A[UT), Wl=TVA[U, W+ 24,[WIT, V4 UA[V, W], )

ed altre formule analoghe che & assai facile determinare.

(11)

§ 3.

Supponiamo dato un campo C, definito dalla diseguaglianza ¢ (z,, z,) > 0.
E noto che si ha (ammesse certe condizioni circa la continuitd):

ff(axe )d 10, =‘_I(del + Vdz,), (12)

ove il primo integrale & esteso al campo C, ed il secondo al contorno ¢ = 0,
percorso nella direzione che ordinariamente si considera come positiva, quella
ciog per la quale il campo rimane a sinistra.

Supponiamo che la forma ¢ del § 1 sia sempre positiva, almeno in un
certo campo, che comprende C, e nel quale i coefficienti a; sono funzioni
monodrome, finite e continue delle #, y. Introduciamo una variabile s me-
diante la equazione:

dst =o¢ = E Anktm A2p Ay A2 AXyss (13)

hkim

E chiaro che, fissato un arco di curva finito nel piano delle variabili
%,y %z, la s risulterd determinata, quando si prenda:

(2, ;)
s =f U3 aam A A dar d, (14)

hklm
(w] %)

e la integrazione si intenda estesa all’arco dato, di cui i punti (x??) (r, )
siano gli estremi.
Annali di Matematica, tomo XVIIL 0
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66 Somigliana: Sopra un’equazione o derivate parziali

B facile vedere che le formule che ordinariamente si deducono dalla (12)
prendendo per variabile di integrazione nel secondo membro I’arco del con-
torno, si possono stabilire anche ritenendo che gli elementi di arco del con-
torno e della normale siano misurati mediante la (13).

Difatti gli incrementi dx,, dz, lungo il contorno soddisfanno alla rela-
zione:

E’“Loz A+ 22 4z, =0,

e se consideriamo z,, z, come funzioni della s, data dalla (14), intendendo
che (2}2%) sia un punto qualsiasi del contorno, potremo porre:

dx, =
La (13) ci da allora:

24
5o dx, = -——d

L=arl4, 4, 4, 4],

e quindi avremo:
s b g _ 945 0%
{/W 02 2 Vm 0
Poniamo ora:
do=Yadz,dx,,

e la (12) diverra:
([T d)ms ®

Supponiamo ora che le linee definite dalla equazione:

(x4, )= cost.,
incontrino ortogonalmente il contorno ¢ = 0. Indicando con dz,, oz, gli in-
crementi delle coordinate lungo un elemento di linea y = cost., avremo:

oL 0y,
. 6‘:10,—]—8 dz, =0,

e potremo porre pei punti del contorno:
dz, =142, de, == —1dz,,

poiche, per ipotesi, dz,dx, + dx,dx, = 0. Sostituendo questi valori nella (13)
ed indicando con dn 'elemento di normale, abbiamo:

dst = 'c‘an,
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del quarto ordine. 67

o qe ds . <. .
quindi = = 38 sostituendo nelle relazioni precedenti, avremo:

dor _ dxs  dme 3 21

ds  dn  ds  dn
Queste formule sono analoghe a quelle che danno le note relazioni fra i coseni
di direzione della tangente e della normale al contorno. Fissato il senso, in
cui questo deve essere percorso, restano determinati i segni di dx,, di,, e le
formule precedenti determinano quelli di dw,, d%,, intendendo che ds, dn
debbano sempre prendersi come positivi.

La (15) pud quindi essere scritta nella forma seguente:

oV\ds dae d 24
“(awa"%)ﬁ=_f(UW“VW)ds'

Faremo un’applicazione di queste formule di trasformazione di integrali,
trovando, mediante di esse, 1’espressione in coordinate generali del para-
metro A,[U, V, W].

Poniamo:

dM[U, V, W, 1] _ N0 0V 0w T
a(aU) 2. Mr Gan Daon w1

oxr

U, =

e osserviamo che la (15) equivale alla seguente:

oU dc _ 2y ds _
ff dwr § Uax, Q“——m—] (r=1, 2). (16)

Mutando in questa U in U, U{a, e sommando rispetto ad r troviamo:

[[ado, v, w, 11d0 4 [£2 *VAT’M” Tl s = fUz ‘;’

Di qui, osservando che le espressioni che compaiono sotto i segni di integra-
zione del primo membro sono invariabili, per trasformazioni quali si vogliano

delle variabili indipendenti, rispetto alla forma biquadratica ds*, concludiamo (*)
che anche:

1 N 3 T
727 Ol

(*) Di un ragionamento analogo si é servito il prof. Papova per determinare i para-
meiri delle forme differenziali quadratiche nella sua Memoria: Sulle espressiont invariabili,
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68 Somigliana: Sopra un’equazione a derivate parzials

sard invariabile. Noi possiamo, senza ambiguita, indicare questa espressione
con A [V, W, T], poiche, quando le as sono costanti, si riduce appunto a
quella che abbiamo indicato con questa notazione (7), e ne rappresenta quindi
la trasformata in un sistema qualunque di variabili.

A cagione della simmetria di A,[U, ¥, W, T, rispetto alle funzioni da
cui dipende, avremo poi:

UA,[U v, W, T]da-_—fv“‘ - ZV ]ds—foAz[V, W, T)do

= —fV Afg éavf’[%’ U] ds '—JJVAz[W: T, U]d°

Uguagliando fra loro due qualunque dei secondi membri si ottiene una rela-
zione, che pud considerarsi come un’estensione del teorema di Greex pel piano.

§ 4.

Supposta soddisfatta la condizione 3m 4 1> 0, la funzione:
2 Bmatyt 4y
é sempre positiva, e le curve:
oz, y) =a* + 6maty® + y* = cost.

nel piano delle variabili «, y, assunte come coordinate cartesiane di un punto,
sono curve chiuse composte di un sol ramo simmetrico rispetto agli assi coor-
dinati, che gira attorno all’origine.

Introduciamo ora due nuove variabili p, » ponendo:

=\a'+ 6maty® 4 g m=J( # vdzt - 6mdzrdy® 4+ dy’,

(05 9o)

e intendendo che la integrazione debba eseguirsi lungo la curva ¢(z, y) = 1.
Chiamando 2, ¢ le coordinate z, y di un punto qualunque di questa curva,
e ponendo z, =1, ¥, =0, avremo:

(2 )
co=[ T T bmdrde 1 dud,

(1,0)
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del quorto ordine. 69

ed i differenziali d, dg, posto ¢ = 9(}, u), soddisferanno alla relazione:
d) +5 5“’ dyu

La » sard una variabile avente un valore determinato, finito e reale, quando
si percorre la curva ¢ =1 in una direzione determinata a partire dal punto
(A=1, p=0), per es. nella direzione di p crescente, e che aumenta di una
costante per ogni giro percorso sulla curva.

Eliminando successivamente dp e d dalla espressione di w, troviamo:

[ ¢ +on(GE) () + (&)
J""V\/( o (G2 (G2 + (G2

0

(17)

Se introduciamo due variabili #, v definite mediante le equazioni:
A o9\, (Jg)
() =)+ o (G5 (T + ()
09 @?) &)‘.
() o= (G2 + om (G2 G2 + 5

come funzioni di A, g, noi potremo fra queste equazioni e la ¢ =1 eliminare
successivamente w e % ed otterremo due relazioni algebriche razionali fra

u, A e fra v, p:
’ Fiu,)=0  Fyv, )=0,

e avremo allora o in funzione di A oppure di z sotto la forma nota di un
integrale di un differenziale algebrico:

w=J1udX w=fﬁvdy.
A 0

le u e v essendo definite in funzione di X e p rispettivamente dalle due re-
lazioni precedenti.

Reciprocamente noi possiamo considerare A e p come funzioni di w; esse
risulteranno le funzioni inverse degli integrali precedenti e soddisferanno alla
relazione:

M A 6mAzpt o pt = 1. (18)
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70 Somigliana: Sopra un’equazione o derivate parziali

Noi riterremo i segni di 2, p determinati dalla condizione che 2, u rappre-
sentino le coordinate dei punti della curva ¢ = 1.
Dalle (17) avremo per le derivate di 2, p rispetto ad w le formule:

Q=——_y—_(3mkz-|—y.2) ae 2 = (3 + 3mp?), (19)

do Vo, w do Yo, 1
dove:

Q(ty 1) == (4 3mp) 2t + 6m(3 + Bmp?) (Bmde + p))*p? + (SmA* + ),
Poniamo ora v= %; avremo:
v 1
do 2400, )
e possiamo ridurre il secondo membro ad essere una funzione della sola v,
3
moltiplicandolo per (X - 6m1°p? 4 p4)*, quantitd che per la (18) & uguale
ad 1. Si trova cosi:
5
dv _ {e(1, M)
= - (20)
(@, vt

Questa relazione non dipende che da » ed w, e potrebbe servire a trovare
uno sviluppo per serie della « in funzione di ».
Dalla (18) poi ricaviamo:

1 v
)\ = 1 {}, == 1 .
Ve, ) ved, )
Chiameremo Q il valore di » dopo percorso un intero giro sulla curva ¢ =1;
le funzioni 2, p avranno il periodo Q, e per ogni punto del piano x y sard
determinato un valore di p ed un valore di » all'infuori di multipli interi
di Q. Noi possiamo quindi sostituire alle variabili , y le p, w ponendo:

z=pAo) y=pp)
Avremo allora v =% » ¢ quindi w, a cagione della (20) risulterd una funzione
del rapporto % Le linee p= cost., » = cost. saranno rispettivamente le curve

¢(x, y) =rcost. ed il fascio di raggi, che ha il centro nell’ origine.
Le variabili p, » riducono ds* ad una forma che ha qualche analogia
con quella, a cui le coordinate polari riducono I’elemento lineare ordinario
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del piano. Si ha infatti, indicando con A'(w) p'(w) le derivate di A(w), p(w),
do=2dp+ pX(w)dw dy =pdp + pp'(w)da,
e quindi, osservando la (18) e la equazione che da essa si deduce derivando

rispetto ad w, si trova:

dst=dp* 4+ 6p H(w)dp*dw® + 4 K(v)dpdw® + p*d ot
dove:
Hw) =122+ m(Wp® + 42p 2 p 4 2%p7) + ptp®
K(o)==22% 4 2mA ' g’ + X p) + pp”

Vediamo quindi che la espressione di ds* risulta ordinata secondo le
potenze di p, e che & nullo il coefficiente della prima potenza. Gli elementi
ds corrispondenti alle linee p = cost. w = cost. sono rispettivamente dp e pdw.
Di proprietd analoghe gode I'elemento lineare del piano in coordinate polari.

Per l'invariante e della forma precedente abbiamo:

a=p'(1 + 3H* (w),
e quindi, per quanto si & stabilito al § 2, avremo:
do=pdpdwV1 + 3H?(a).

Finalmente per le formule trovate alla fine del § 1, si ha:

1 K ()

Adlpy ps Py P]=m Ailps e P w]=m
A[ @ w]=ﬂ)—-—
1Py Py W, 92(1+3H2(0)))

Blps @y 0y 0] =0 Ao, @, 0, o] = 377G

Alla condizione della ortogonalitd delle coordinate polari, nel nostro caso,
corrisponde la condizione A [p, w, », w] = 0.

§ 5.

Sia U una funzione monodroma, finita e continua insieme alle sue de-
rivate fino a quelle del 4.° ordine, e che soddisfaccia in un certo campo

¢(z, ¥) >0 alla equazione:
U U oAU
MU =G5 +6m g + 5 =0

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



72 Somigliana: Sopra un’equazione a derivate parziali

Chiameremo una tal funzione un ¢nfegrale regolare di questa equazione. Ci
proponiamo ora di trovare alcune condizioni che, soddisfatte al contorno, sono
sufficienti a determinare U in tutto il campo.

Mediante la formula (16), quando si prende per campo di integrazione
quello in cui & data la funzione U, si possono ottenere le seguenti:

[[atm, U]da=—f% as [ [a[U1 U145

—[[a1U1V1ds = fU“[U"“ ~[vavds.
Quindi, se nel campo ¢ >0 si ha A,[U] == 0, sommando otteniamo:

[[2.10, Ude = —[(a[U1 g, U= U [T ) @)

ds
VA Y]
Osserviamo ora che, posto:
02U U [ 02U\ 02U \2
w10 U1 = (s + o (55) (5 + (e

U U (U}
A [U, U] =w[U, U] _4m(5x2 0y* —(9569?))’

[[EEE
ozt 0y 0z0y 7=
U Uy U (8_U8_&L_+ 0U 2y +ﬂ_@_U@) ds
,[-Z)—y_? 0x 0x Oxdy\ox 0y ' Oy 3x) ot dy 0y ) YA (Y]
quindi la (21) diviene:

— —(Iv, — UA, ds ,
[[710, Vo= —[1wu1U1 4, U] = Us 01 911 2

= rink

si ha:

e inoltre:

H

(22)

ove si & posto:

mlq

8U3U8L,a+% (92U oU QJ

Vz[U|¢’7U] 722 9z 0x —7{%

o°U 90U 9¢
T dy® Oy 0y

Ora, per U'ipotesi fatta circa il valore di m, la espressione v, [U, U] & sempre
positiva, e non pud annullarsi se non sono contemporaneamente zero le due
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del quarto ordine.

derivate del secondo ordine, con cui & formata. Dalla (22) risulta allora che
se al contorno del campo si ha:
U=0 V2[U ¢, U]=01
oppure:
v[Uly, UJ=0 AU 4] =0,
si dovrd avere in tutto il campo:

0rU U
g o A
0 oy?

0,

quindi nel primo caso si dovra avere in tutto il campo U= 0, e nel secondo
U=azy+bx+cy+d ove a, b, ¢, d sono costanti.
Da cid segue che un integrale regolare U della nostra equazione:
1.° & completamente determinato in un campo connesso dai valori che
esso e la espressione v, [U| ¢, U] assumono sul contorno;
2.° ¢ determinato, all’infuori di una funzione bilineare, dai valori che
assumono al contorno le espressioni v, [U| ¢, U], A [U| ¢].
Osservando poi che v.[U]| ¢, U], A;[U!l ¢] sono formate linearmente

n [a)
. . . . otU  o2U
colle derivate prime, colle derivate terze e colle derivate seconde = T
y

della funzione U, vediamo che sono sufficienti a determinare U in tutto il
campo anche i valori al contorno:
3. di U e delle sue derivate prime;

U U,
02t 0y’
5. delle derivate prime e delle derivate terze;
02U otU
0% Ty
all’infuori di una costante nel 5.° caso, e di una funzione bilineare nel 6.°

Quando m soddisfa anche alla condizione 0 =m =1 la espressione
A;[U, U] non & mai negativa, e allora nelle considerazioni precedenti, invece
della (22), si pud far uso della (21) ed invece della espressione v, [U| ¢, U]
si pud considerare la A,[U| ¢, U]. Nei casi in cui la U era determinata
all’infuori di una funzione bilineare, ora risulta determinata all’infuori di una
funzione lineare.

Quando m = é—; ds* diviene il quadrato di da® + dy°, e le nostre espres-

4° di U e delle derivate seconde

6.° delle derivate seconde e delle derivate terze,

Annaly di Matematica, tomo XVIII, 10
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sioni A, si possono esprimere mediante le
: oU oV | oU ¢V : U | tU
A‘[U’V]—%%+W37 AQU e

. 0eU ¢2U 02U \:
NolU= fxr Oy _(Z‘:vay) ’

che sono, come & noto, parametri della forma da®4 dy?. In particolare si
trova:
3A3 [LTI U, '[7] == A'j (U, V) A,2U+ A'Q(VAI’ U)
3A2[U, U] = 3(A’2 U)’ —~ 48U
AU V]= AV, A,T)
A [U] = A, AT,

e la (22) si riduce alla seguente:
[[raoparay - *J (——A v-vEa,

(ove n indica la normale al contorno diretta verso I’interno, ed ! 'arco del
contorno stesso) la quale ha servito al sig. MaTHiEU per trovare le condizioni
al contorno che bastano a determinare una funzione che soddisfa alla equa-
zione A, A", U =0 (Journal de Liovvinig, t. XLV, 1869).

Mediante la formula (16) si possono stabilire successivamente le seguenti:

[[oaarias =—fUA3[V| 4 g s — [ (alvi vlds

VALY

[2LV o, [[a.10, 7125

=2

.4

—J'ng[m Ulds

Vai[d]
[ AJU| 7, 4] 5
[ [al0, V]ds=—fm]—ds—HA3[U| V1do
~([swivias= (v Jf{'&}f’ds +[[Vagulis,
da cui sommando otteniamo:
”(UMV] — VA [U])do 2
ds (23)

ngm = VAU 48[V T, 6]~ A[U] 7, “E = 5
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Questa equazione tiene luogo, rispetto alla equazione A,[U] = 0, del teorema
di Greex. Essa esprime del resto una proprietd comune a tutte le equazioni
lineari, a coefficienti costanti, cioé che I'equazione del moltiplicatore (*), per
queste equazioni, coincide coll’equazione stessa.

Ora & notissimo come dal teorema di Greex si possa dedurre mediante
un integrale speciale della equazione A,V =0, o A,A,V =0 una formula
atta a rappresentare qualunque integrale di queste equazioni regolare in un
campo dato. Nel paragrafo seguente noi determineremo analogamente un in-
tegrale speciale della equazione A,[U] = 0, mediante il quale, e servendoci
della (23), potremo ottenere una formula atta a rappresentare qualunque in-
tegrale regolare della equazione stessa. Chiamercmo questo integrale speciale
Vintegrale caratteristico della equazione.

§ G.
La forma biquadratica positiva (quando 3m 4 1> 0)

¢(@, y) =a* 4 bmzy 4y,

pud essere rappreseniata, come tutte le forme biquadratiche positive, col pro-
dotto di due forme quadratiche positive. Si ha cosi:

se I"LIS%‘ ¢(z, ’J)=(x" —2\/1_23mxy+y)(?: +2v1_3ma:y+y‘),

e:

s¢ 7"2;‘ ¢, y) = (m*—{- (B3m — \9me— l)yﬁ) (:cz-{—(fim +V9m— 1)y?).

In cid che segue non considereremo il caso m=§, perche gia mnoto.

(Maruiev, Memoria citata.)

Noi potremo pertanto rappresentare simbelicamente la espressione A, [U]
nel seguente modo:

Ay [U] = (0‘0 Di -+ 204 Da:Dy + 0’-2Dgz:) (ﬁo Dzr + 21341)ny + %, D:,) U,

ove Dy, D, sono simboli di derivazione vispetto ad «, 5, ed i cocfficienti di

(*) Sccondo la denominazione di pu Bois-Revymoxn: Ucber lineare particlle Differen-
tialgleichungen zweiter Ordnung (CriLie, Bd. 104 .
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D:, D,D,, D} hanno gli stessi valori che i coefficienti di 22, 2y, 4* nelle
due precedenti espressioni di ¢(z, y). Percid, se v & una funzione che sod-
disfa alla equazione:

(00 D%+ 2a, Dy Dy + o, DY) v = 0, 24)
qualunque funzione w# che soddisfa alla equazione:
(3 D% + 28, Do Dy + By D2)u = v + cost., (25)

soddisfera pure alla equazione A,[U]=0. Una funzione che soddisfa alla (24) &:

v=1g(a2° — 20, zy -+ aoyz)t".

Noi prenderemo per » questa funzione. Osserviamo inoltre che con una tras-
formazione lineare si potrad sempre ridurre il primo membro della (25) alla
forma:

(D% + D)u,
e che questa trasformazione cambierd o, 2° — 24, 2y + o, %* in una nuova forma
quadratica positiva delle &, ». Per cui la (25) sard riducibile alla seguente:

i
(D4 D)uw=1g (022 + 2y En = y2n°)* 4 cost. (26)

Ci proporremo ora di determinare una funzione che soddisfaccia alla (26)
¢ sia:
1.° monodroma, finita e continua insieme alle sue derivate prime per
tutti 1 valori finiti di &, 3
2.° abbia le derivate seconde e terze pure monodrome, finite e continue
per tutti 1 valori finiti di &, », differenti da £ =0, »=0;
3.° le derivate terze diventino infinite come
n=0.
Vedremo che esiste effettivamente una funzione che soddisfa a tutte queste
condizioni e pud essere presa come integrale caratteristico.

Cerchiamo dapprima le trasformazioni che riducono la equazione (25) alla
forma (26).

quando =0

:'2 +T‘2

1.° caso: |m|<§-
Posto k=\/1 “23”‘ si ha:

(D% + 6m D% DYy + Dy)u = (D} — 2k Dy Dy + D?) (D% -~ 2k D, D, + D})u,
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e la (25) diviene:
(D; +2kDsDy + D)u=Ig(x*+ 2kay + if)% 4 cost.
Poniamo ora:
sty=eVe(l+h r—y=n2(1—F),

e la equazione precedente si trasforma in quest’altra:
0w | O%u ( e re _22§ on’
75 T am =18l F By e+ (1 — B 4 cost. (26°)

2.° caso: m>%~
Posto p* = 3m — \V9m* — 1, si ha:
(D& + 6mD3 D5 -+ Di)u = (D: + 3 D) D2 + 1 D3 Ju,

e la (25) diviene:

Win

e L1 e e ¥
(_D:c + p——’ Dy)u = ]g(x + I?) + cost.,
e ponendo:
troviamo: :
o2 2 , nt)e "
a_g+%=,ggge+1%g + cost. (26")
Queste due equazioni (26) (26”) sono comprese in quest’altra:
. L
Z_}: + 2—“ =lg(a*&® + b0y + cost., (26™)

che basterd considerare. Supporremo a > b, come difatti si ha nelle (26') (26").
Sostituendo alle &; 5 le variabili 7, 6 legate dalle relazioni:

£ =rcosf n=rsend,
la equazione precedente diviene:

19 (. 0 19 . i
757(r a_‘:)+FaTz:=]g)r(azcos’6+b~sen’6} + cost.

e ponendo:

re
u=w-+ Zlgr,
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si ha per w la seguente equazione:

1 0 0w 1 o*w 3
— (¢ W) += Tpr = lg (a* cos? 6 + b*sen?6)® + cost.

Osservando ora la identitd:

a®cos?d 4 bisentd = (a+b) 31+(a‘—b) +2 cosZﬁI

possiamo, mediante una formula notissima, sviluppare in serie il secondo
membro; si trova cosi:

Jg (a® cos® § -+ bsent6)* == Ig att S (= 1r (a—b)ncos2n5,

2 — n a4 b
per cui avremo:

ot w S {—1pfa—b\
b cos2ng ost.
(a+b) to

Porremo ora: ,

N

W= ¥y,

n=1
e determineremo le w, in modo che ciascuna di esse, sostituita nel primo
membro, lo riduca uguale ad uno dei termini del secondo, ed inoltre in modo
che ciascuna di esse soddisfaccia alle condizioni 1.*, 2.%, 3.* stabilite per .
Per questo basta porre:

—b r?
w, = -l-b T cos26lgr,
e per n>1
_(=r(a -b\" r? ¢
Wy = — (a—l—b) 4(ne_l)cos.znﬁ.
Quindi avremo:
1 a—b S (=1 a—1b\
W=5TTe ——72c0s2 0]gr+r2né24n(nz_l)(a+b) cos2nd,  (27)

N

e siccome la serie del secondo membro & certamente convergente per qua-
lunque valore di » e di ¢, e derivabile termine a termine due volte, la espres-
sione cosl determinata per w rappresenterd una funzione che soddisfa alla
nostra equazione.

La serie (27) pud essere sommata, e si pud quindi ottenere per w una
espressione finita.
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Osserviamo infatti che dalla eguaglianza:
lg(l+2)=— 3 (=103,

dove z rappresenta una quantith complessa il cui modulo & <C1, si ricava
integrando:

1 (= < 2
= lg(1 + )z — 2 lgl+2)—2| L =2 4 2 3 (— ' iy,

n(n? - 1)

Ora le integrazioni indicate nel primo membro si possono facilmente eseguire,
e si trova:

1 (* ' z /) 1 B e
S [le+ade— o[ gl 42— 2] L =CT g0 o)~ 1 + 2

Abbiamo quindi:

2n

D0 1 (1420, 3
2y~ = el —5e— 1.

Poniamo ora:

a—b ‘ .
2= m—(cos% + ¢sen2¢),

ed uguagliando le parti reali dei due membri nella eguaglianza precedente,

troviamo:
( l)n(a—b) cos2n0
—h a-+b 4nm2—1)
2 20 — A2 2
%a cosaeg—l;)esen lg(a®cos®d + b° sen’6)2-§-
_a s (a — b)sen 20 __3 — b _
4 pryyrid sen29arcotg(acosz,o_Hmen26 P cos26 — 1.

Troviamo cosi per la funzione %, trascurando i termini che danno luogo a
funzioni intere razionali di secondo grado nelle £, » e che per noi non hanno
importanza,

2 2f 29 2 200820 — 22 L
=%acos a—’{{:l;sen +1_a cos —22sen elm(a?cos?9+bfsen’6)'

(a — b)sen 29 .
acos?d + bsend

-+ pe f’_bbz rfarco tg(

Se ora introduciamo di nuovo le variabili &, » troviamo per « la seguente
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espressione:
U=y - Uy 4 U,
posto:
Uy = — 1_ab g )lg & + nz)%
2 e —62Y
2 —_—
=3 EE g 4 v

ab ) (@ —10b)em
Uy = m Ey;alco tg(m)a

e si potrebbe facilmente verificare che questa espressione di w soddisfa effet-
tivamente la (26").
Noi verificheremo invece, il che & pil semplice, che essa soddisfa alla

trasformata della equazione A,[u] = O nelle coordinate £, ». Osserviamo in-
fatti, che essendo:

Ig(& +7)=Ig [+ in)(E—in)] 18‘(“252 b*n?)=1g [(a& + bn) (@l —iby)]

(a—8)kn (aC—bm) ¢ tin)
arcotg( Eﬁ—l—bn) ] (a’ ern)(*f’—zn)

se si pone:

1
2a2 1)2

¢ =— (?+zn)210~(g+zn)+ b—g(aE-{-éb»)*lg(a'@—]—ibn), (28)
si trova subito che la espressione precedente di # & la parte reale di @.
Ora colle variabili £, » la equazione A,[#] = 0 diviene:

(D: + D) (3 D3 + 3 D3 Ju =0,

e questa equazione ammette 1'integrale generale con quattro funzioni ar-
bitrarie:

w=f(E+1in) + o — in) + fa(@& + ibn) + fi(aé — ibx),

di cui @ & un caso speciale. Vediamo quindi che non solo la parte reale
di ®, ma anche la parte immaginaria soddisfa alla equazione A, [u] = 0.
La funzione u trovata soddisfa anche alle condizioni stabilite circa il
modo di comportarsi nel punto £=0, »=0. Cid & evidente per w,, u,; in
quanto ad u, osserviamo che le sue derivate si comportano come quelle di
#,, 4., ed essa soddisfa anche alla condizione della monodromia, quantunque
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= b)én
la funzione arco tg sia in generale polidroma. Difatti il 1appo1to ? et
essendo @, b numeri positivi, & sempre finito e determinato finehd %, » non
sono contemporaneamente zero; percid, percorrendo una curva chiusa attorno
al punto £ =0 » =0, questo rapporto variera con continuita fra due valori
finiti, e quindi I’arco tg corrispondente varierd con continuitd fra due valori
compresi fra —'2—' e %a se si fissa che in un punto qualunque il suo valore
assoluto sia il minimo, che !'arco tg pud assumere.
Torniamo ora alle variabili z, 7.
1.° caso. Troviamo:

. . k 2
4= li (@ —2kzy + ¥ '42—’1‘=—1—_F(”’”17‘W+?/')

k?
a®— b =4k ab=1-—12
quindi abbiamo:

1y, 2 x~—2kwy—}-r/‘-’$
u‘-—g(w —Exy-l—y’)lg( — 72 )

Inoltre si ha:
L= 2key +y @ =0 =1kt -+ 2ay 4 Ry,

quindi:

= = (ka* + 2z + ) Ig (o -+ 2hwy + 9,

e finalmente:
- k (xc - 7./?)7
T

agt +br=a+y  (c—b)in= V1

¢ Cosl:
V1—%&? k 2! —y )
Uy = —— (B* — ) arco tg|-———= 15|
’ 8k ( 7 W1 =172 r* 4 y?
Trascurando una funzione di secondo grado nelle x, %, e indicando con
Z'(z, y) cid diviene u«, abbiamo cosi:

Z'(@y) = (ﬁ —%wy + ?/’)lg(xz ~2kzy +y) +
+ (x’ + %wy + ?lz)lg(x‘z +2kay +yy

Vi—% i 2t —y ﬂ_\/l-?)m).
+'—k——(x2__y2)alcotg'(vl_k2 ’L““’-!—?f") (7.,-— 2

Annali di Matematica, tomo XVIIL 11
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2.% caso. Si trova:
52—‘7)2=$2'—p2?/2 azse_l_be”z___xz_}_

2

> (a—b)£n=(1—p—12)pxy

. a£2+bn2=x2+y2,

34

'*Q ’%IQ

59+n2=x2+p'2y? Qe — b2y = gt —

=

quindi abbiamo, indicando con Z"(z, y) cid che diviene «,
G 1 2 . é
2Ny =—35 ﬁ (@ — p'y)ig(e* -+ p*y*) +

P (e P Viof e 1 £V
+3P‘——1( p’*)]g(x +p2)

+ pa”/l alcotw( f)(x _i);)y) (p=y3m—yome—1).
I3 chiaro poi che queste due funzioni continuano a soddisfare alle condizioni,
che sono state fissate, aggiungendo ad esse un integrale qualsiasi della equa-
zione A, [U] = 0, che sia regolare per tutti i valori finiti di =, y. Indicheremo
con Z(x, y) la funzione rappresentata nel 1.° caso da Z'(z, y), nel secondo
da Z"(z, y), quando non avremo bisogno di considerare separatamente i due
casl. Vedremo che essa fa |'ufficio di integrale caratteristico per la nostra
equazione.

§ 7.

Nella (23) supponiamo che il campo di integrazione comprenda nel suo
interno il punto 2 =0, y =0; escludiamo poscia questo punto descrivendo
attorno ad esso una curva:

o(@, y)=2a'+6ma*y* +y' =,
ove ¢ & un numero piccolissimo. Al nuovo campo cosi formato sard applicabile
la (23) quando si prenda per V la funzione Z(z, ) e per U un integrale
qualsiasi della equazione A,[U] =0, che sia regolare in tutto il campo pri-
mitivo; difatti I’unico punto, in cui la Z(x, ¥) non sia regolare, & I'origine
delle coordinate. Indicando con y la curva descritta attorno a questo punto,
la (23) ci da:

-”UAS[ZW]—ZAs[UI¢]+A2[ZIUI¢] AU Z, ¢]+

= lim [v2LZLelg
\ Ay [CO] /

¥ L ]‘ (29)

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1
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ove dy si intende determinato in modo analogo all’elemento del contorno, e
quindi, introducendo le coordinate del § 4, p, w, si ha:

dy =¢edo, (30)

e la integrazione rispetto ad o si dovra estendere da ==

=0 ad o = Q. Inoltre
lungo la curva integrazione avremo p=¢, e

VAol =400, p). (31)

Dobbiamo ora calcolare A;[Z | ¢]. Per questo ricordiamo che si pud
porre (28):

Z = R|o},
e indicando con @' e @ le espressioni di ® nei due casi considerati, si ha:

(I)'__-—_-__

11—k . . 1 ' Ne .
5 ez +ayrlglen +a'y) + 55 Bz 4 £y)lg(Bz + &y),

ove sl & posto per brevita:

- 1 ) - 14k L1 —k ,
g m veasn VS

ed «, f sono i numeri coniugati di «, &
Ed inoltre:

" " ii/\\z %1 )
P = ————1)(m+zpy; 10g(x+2pj)+2(p )(x+ p)lg(varp)

Calcoleremo ora A,[®" |¢] servendoci della seconda delle (11); poniamo:

v, = —

:LkQ (az+oy) v, = 8k (Bx+By)
=1g(ez + a'y) V,=lg(Bz 4+ £'y).
S1 trova facilmente:
Al Lel=0  Afe | Vi, el +2[Vilo, ¢] =0
Asfvs | ¢]=0 Afve | Vo 0] + AV | vy, ¢] =0,

quindi la formula citata ci da:

A [0 | ] = v, As[V | 9] + 245V, | o).
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Ora con alcune semplici riduzioni si trova:

4ik 1 09 09
As[Vi | ?]= - \/.TLZ (g4 ' y)3 (a %—Mﬁ)

5[V lqa]_4zlr\/1—k2(ﬁ 22 ?i)

0y
e quindi: 8 3 P P
(D

| o) = SVI=F (T a§+ﬁa_z—3%§

3 = 2k i ax -+ o'y br+py ’
da cui:

{ ’ y 1=k ! LT

R A0 I?]i_ 9 ( =Ty )(xz—Qkxy-l*?/o-l—x Pt 2kxy + 7
ossia:

AZ') ¢ = 401 = B) (@ + )

)

(32)

Con un procedimento perfettamente analogo nel secondo caso si trova:

i 09
Ao | g = gl j ety Y W;
4(pt—1)
(p @ +ipy x_{_ y
da cui:
I L Bcp)( 1 1
R{A,[(I) l?JS“?(xa_x'i'y% w2+p2!/+ of o | B \)’
7)'(1:*—[—-—2)
»
ossia: ’
A[Z7 | ¢] =2(p*+ D) (@ + )
Ora si ha:
R 4\/31)&—[—1
41 =1 =23m+1 2(p*+ 1) =— — ;
(—y=2@m+1) 20+ = 200 L
e 10l porremo:
" 2Bm+1) se |m;<§
h(m) = —
4\/om—|'—1 e m>L.
Vam +1+4+\V3m—1 3

Quindi, osservando le (30) (31) (32) (33), potremo scrivere:

As[Z | o] 2 LS SA
hm U—"—"1%4 —hmkm U, — (Uy—U)| ———-=d
i [0S <>fl (U= U9} =k
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del quarto ordine. 85

ove U, indica il valore di U nel punto 2 =0, y =0, ed U, rappresenta la
funzione U pei punti delle curve p==¢. Nel secondo membro non dipende
da ¢ che la differenza U, — U, e questa, essendo U continua, tende a zero
con ¢; quindi il limite cercato &:

& A4 p
h(m)U,,[ m dw.

°
La funzione che qui comparisce sotto il segno di integrazione & sempre finita
e positiva per tutti i valori di o; quindi ponendo:

H(m) =flg_ﬂ2_ do

)

:/QO‘; )

sara H(m) una costante, dipendente da m, finita e differente da zero. Sosti-
tuendo nella (29) otteniamo:

k(m) H(m)U, =
- J[psiZ 10 - 2001 0+ 81210 A= 001 2 fggmy ©
E chiaro poi che se in questa formula alla funzione Z(z, #) sostituiamo
Z(x—a, y —b), nel primo membro, invece di U,, avremo il valore U(a, b)
della funzione U nel punto # =@, y = b, purché questo punto sia interno
al campo. Se fosse esterno si avrebbe lo zero.

Si ottiene cosi una formula, la quale rappresenta un integrale regolare
qualsiasi dell’equazione considerata nell’interno di un ecampo finito, mediante
elementi relativi soltanto al contorno.

Il problema della integrazione dell’equazione, quando sono dati alcuni
degli elementi earatteristici, enunciati al § 6, si riduce quindi ad eliminare
dalla formula trovata quegli elementi che non sono conosciuti, e ad introdurvi
quelli che sono dati.

In alcuni casi, come ad es. quando gli elementi caratteristici conosciuti
sono quelli dei n.t 3.°, 4.°, 5.°, 6.°, potrd esistere una funzione, analoga a
quella di Greex nella teoria delle funzioni potenziali, la quale risolve il pro-
blema della integrazione in modo generale.

Cosi, se gli elementi dati sono i valori al contorno di

oU oU
U, 'a—w, ‘aTJ,

ed Ya & un integrale della nostra equazione, regolare in tutto il campo, e
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che al contorno soddisfa alle condizioni:

aYab aZab aYab azab__
+ 5 0x =0 oy +

Yab + Zab =0
ove Zgy=Z(x —a, y —b), si trova subito:

h(m) H(m)U(a, b) —“UAg [Zas + Yau | ¢1 + e[ Zap + Yab | U, ¢]1 5 T ‘H

e si ha cosi una espressione della U nella quale non entrano che gli elementi
caratteristici conoseciuti.
Considerazioni analoghe si possono fare negli altri casi indicati.

§ 8.

Accennerd infine brevemente agli sviluppi in serie dell’integrale caratte-
ristico in campi limitati da curve:

¢(@, y) = cost.,

che corrispondono agli sviluppi del potenziale logaritmico elementare in campi
limitati da circonferenze.
Poniamo:

fx, y)=(az + byrlg(ax + by),

ove @, b sono due numeri complessi qualunque. Siano poi «, § due numeri
reali. Per quanto abbiamo visto, sostituendo alle z, y le variabili p, o del
§ 4, potremo porre:

r = ph(w) a == py A ()
y=rpp@) B=pip(a)

La funzione f(x 4 «, y + B) con questa trasformazione diverrd una funzione

fey p1y @, o), di cui cercheremo lo sviluppo secondo le potenze di p e di p,.
Posto 6(w) = a(w) + bp(w), abbiamo:

a@+a)+b(y+p)= p8(w) + pi6(y),

e siccome A(w), w(») non possono essere contemporaneamente zero e sono
sempre finite per qualunque valore di o, esisteranno due costanti finite e dif-
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ferenti da zero I, L dipendenti da a, b, tali che per qualunque valore di w:
1<lo@)I<L.
Percid sara anche per qualeiasi coppia di valori di o, o:

(o) l
== G(m,) =7

e quindi per tutti i valori di p, p, che soddisfano alla condizione:

Pl
o < T (35)
avremo:
EAIC))
pr Oi(w)
Supposta soddisfatta la (35) potremo applicare lo sviluppo del logariimo, e
avremo:

|<1.

lg(p5(0) + pi0(0)) =18 (o)) — 3 =1 (2] 2,

f1

da cul si ricava anche:
_ . 3
fles piy ©, @) =p?6"(wa)1g(m9(wx))+ppx6(w)9(w1) + 5076 ()

Y (—1)» pr 0 (e)
=y n(n—1)(n—2) pr2 67272(en)

(36)

7

Se consideriamo p;, w, come costanti e p, w come variabili questo sviluppo
sard valido in qualunque punto interno al campo limitato dalla curva:

x‘+6mw2y2+y‘=(pr1lj)4- (37)

Se invece consideriamo come costanti p, e come variabili p,, w, lo sviluppo
sard valido in qualunque punto esterno al campo limitato dalla curva:

ot 6mapr + = (p 7 (33)

Se in questo secondo caso scambiamo p, w con p;, w, avremo nel piano z, y
due campi di validith degli sviluppi rispettivamente di f(p, pi, w, »,) € di
f(oiy py w1, ). Questi due campi lasceranno scoperta la regione compresa

fra le due curve:

l L
P=T FP=7"
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Se ora supponiamo di avere N funzioni:

fs(@, 9) = (@:2 + byl lg(asz + bey) (s==1, 2,... N),
ed N costanti e;, e poniamo:

b, )= Jesl@, 9), (39)

dalla (36) potremo avere uno sviluppo di ®(x -+ o, y 4 8); si trova cosl,
posto 85(w) = asA(w) + bsp(w),

@ +a, Y+ B =4¢ : esez(w’)lg(m es(m,)) + pps .] RXOTACHY

9 \ (— 1) v &0 (w)
+ -3_ P 639 (0)) o 3 n(n 1) (’n 2) pn— s=1 e?_2 ((!)!) ’

(40)

ed i campi di validitd di questo sviluppo saranno ancora dati dalle (37) (38)

dove perd per —% si dovra prendere il minimo dei valori dei rapporti % che
soddisfanno alle diseguaglianze:

ls 05 (&))
—_—
Ls — | 0s (1)

s=1, 2,... N).

L’integrale caratteristico che abbiamo trovato al § 6, si pud mettere
sotto la forma (39). Basta porre N =4, e

nel 1.° caso: |ml<%, colle notazioni del § 7,

a,=a ;=B ;= a a,=p
bl= ! b2= ' b3=a b4=
PR Ll P
R T PN T 16k
Si trova poi:
2
L =1, \/3m+1 o=l =1
2
L‘=L— +1 -L2=L4=v3m+1’
quindi avremo:
i_\/3m—i—1
L Y 2 7
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nel 2.° caso, m>%:

a, =1 a, =1 as=1 a,=1
b‘=ip bg=% 53=——'2'p b4==—%
I i o P
“TETTIpon CTAT I

Si trova inoltre:

quindi avremo:

-Ill—=p=\/3m— VOm:—1.

Sostituendo lo sviluppo cosi determinato dell'integrale caratteristico nella

(34), se ne potranno dedurre sviluppi analoghi per qualsiasi integrale regolare
della nostra equazione.

Gennaio, 1890,

NOTA.:

Se per le funzioni arbitrarie che compaiono nei parametri differenziali A;
si prendono delle forme algebriche, & chiaro che, fatta astrazione dal fattore

1 . . . .
~, le espressioni che cosi si ottengono sono forme algebriche, che godono della
a

proprietd invariantiva secondo la solita definizione. Esse sono quindi covarianti
simultanei del sistema delle forme date e della ¢(x,, 2,), tutti di indice 4;
epperd si potranno esprimere come funzioni razionali intere degli invarianti
e covarianti fondamentali del sistema.

Fra i parametri di un sistema di forme algebriche e le loro formazioni
invariantive si hanno quindi delle relazioni, le quali possono essere assai utili
in diversi casi; indicherd un procedimento che si pud seguire per trovarle.

Rappresentando ¢ sotto forma simbolica:

o(ry, T)=at=bl=--->
Annali di Matematica, tomo XVIII, 12
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90 Semigliana: Sopra un’equazione a derivate parziali

le sue formazioni invariantive fondamentali colle notazioni solite sono:
H=(ab)yalb; T=(aby(cb)clalb,
= (ab)* J=1(aby(ac)y(be).
Se ora poniamo simbolicamente:

oU U
(a.Dx)U-—az a a“gT,
U . 0° U
(a.Dx)g —a;oa > —2a’_an ; + 1 ax LRI ]

1 nostri parametri, qualunque siano le funzioni arbitrarie che entrano in essi,
si possono rappresentare come segue:

AU, V, W, S] = —— (aDs)U(aDs) V(@ D) W(aDs) S

(a b)‘
8[U|V, W] = —(—b);(an)zU(a D) V(D)W
AU, V] = @ 1,)4(“1)90) U(aD.yV
M{U| V] = @Day UaDa ¥
3 U] = 55 @Dy .

Si abbiano ora quattro forme algebriche U, V, W, S che, per semplicita,
supporrd biquadratiche:

U= V=g, W=y S=9di.

Dalle formule precedenti si ottiene subito:
ad[U, V, W, 8] =44(ax)(af)(ay)(ad)od Blyid%
ads [U] V, W] =3 4 (aa)(ap)(ay)azfirz

ad: [U, V] =32 42(aa) (af) %6 (4)
ads[Ul V] =23 4 (aa)(af)oxf \
ad[U] =2-3.-4(aa)" I

Queste formule per la forma dei secondi membri dimostrano quanto si ¢ gia
detto da principio, e mediante di esse coi procedimenti soliti del calcolo sim-
bolico si possono trovare le relazioni, a cui abbiamo accennato.
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del quarto ordine. 91

Mi limiterd a considerare il caso in cui tutte le funziom U, V, W, T

sono uguali fra loro ed uguali a ¢; allora tutti i simboli @, «, 8, y, d di-
vengono equivalenti.

Da una nota identita (*) osservando che i simboli «, 5 sono equivalenti,
si ottiene:

1
(@)(@f) 26 = 12(ae) o268 — () d2 (B)
e analogamente:
3 N3 ]' 2 M 242 .2 )2
(@7)(a9)720s =5 | 2(ay) 720t — (7)Y azya oz
Moltiplicando membro a membro ed approfittando della equivalenza dei
simboli a, 7 ¢ 8, & abbiamo:
4(aa)(aﬁ)(ay)(a6)a263 7305 =
=4 (aa)(ay)alBhysos — 4 (@) (y0) alas B 7505 + (2B8)(y9) 0t af BL v 0%
Ma per formule note della teoria delle forme biquadratiche, si ha:

@@ =gis  (aaf(oFaiaisids=H,

qumdl il secondo membro della equazione precedente & uguale a 2¢¢® — 3¢ H?,
e s ha:

Asfg] = (a? —~H’) ¢, 1y,

2 (0o 0%¢ 0?0 Y
e e N e )
Per avere la formula analoga relativa alla seconda della (4) osserviamo
che dalla (B) mutando « in y, e moltiplicando per (a«)®«, otteniamo:

N(aa)(@B)(ay)a:fiyi=
3128y oy st it — (@a) By atol i)

dove:

questa espressione non & altro che E(igo — H*), quindi si ha:

2.3-42
A:fo oy 9]l = (209 — H). (I

(¥ Vedi Cuesscu: Theorie der binidren algebraischen Formen, pag. 41,
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92 Somigliana: Sopra un’equazione a derivate parziali, ecc.

La terza della (4) ci di immediatamente:
A g, 9] =3°- 4% (1D

Finalmente dalla identitd gid invocata abbiamo:

|

3 1 2 22 y
(@a)(af)as s = ) 2(aa)'fss — (2B (ae)? awﬁwf =—19,
e quindi la quarta della (A4) diviene:

Aolo 9] =2
sl | ¢l =59
L’ultima della (4) ba gia la forma voluta qualunque sia la forma bi-

quadratica U.
Possiamo mostrare subito un’applicazione della (I).

La espressione Q (A, w) del § 4 non & altro che:

2 A L0, ),

(IV)

relativo alla forma differenziale:
%W?(dx, dp) = 1+;3m (d)d St emdndy + d;ﬁ) :
Per la (I) abblamo quindi, poiché @ = iﬁn‘? ,
Q0 W= 9’—%(1 + 3m?) H'g,
e poiché 1, p soddisfanno alla relazione ¢ =1,

Q0 p)=1—2 (1 + 3m) I,

ove:
H=2|mx+ (1= 3md)xut + my'].

Quindi @ (2, ) dal 12.° si riduce all'8.° ordine rispetto a 1, p.
Cost la formula dello stesso paragrafo che da la % 81 riduce alla se-

guente:
dv e(1, v)

TS

$2(1, ¥) — 3 (1 + 3m) H(1, %)
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Sulle corrispondenze [m, m,...,m,] continue
che si possono stabilire tra 1 punti
di r gruppi.

(D7 Riccarpo De Paouss, a Pisa.)

In questa Memoria mi propongo di studiare, con semplici considerazioni
di geometria elementare, certe corrispondenze continue che si possono stabilire
tra i punti di pitt gruppi. I risultati che ottengo mi sembrano interessanti per
le applicazioni che se ne possono fare alla geometria ed alla analisi; alcuni
sono noti, quasi tutti perd li dimostro in modo nuovo.

I. Le varieta, i loro elementi, i loro gruppi ed aggruppamenti.

1. I varf modi di determinazione che pud ammettere un concetto ge-
nerale costituiscono una varietd della quale essi sono gli elementi.

Un gruppo di una varietd & I'insieme di quanti si vogliano dei suoi ele-
menti.

2. Diciamo che un elemento & r-plo, o multiplo secondo r, per un dato
gruppo, se, per la legge che da il gruppo, dobbiamo pensarlo appartenente
ad esso » volte, e non piu di » volte.

Un elemento 1-plo per un dato gruppo lo chiamiamo anche un elemento
semplice per esso.

Possiamo dire che in un elemento »-plo per un dato gruppo coincidono r
dei suoi elementi semplici.

Se un dato gruppo contiene uno o pilt elementi r-pli; essendo r = s¢,
possiamo dire che contiene come s-plo, o multiplo secondo s, il gruppo costi-
tuito da ciascuno di essi contato ¢ volte.

Un gruppo~& del grado n, se & costituito da » elementi, intendendo di
contare 7 volte ciascun suo elemento r-plo.

Annali di Matematica, tomo XVIIL 13
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94 De Paolis: Sulle corrispondenze [m,, ms,..., m,] continue

3. Per distinguere uno dall’altro gli elementi di una varietd indichiamo
ciascuno di essi con una delle lettere:

A, B, C, D,....

Per indicare un gruppo adoperiamo la lettera G o g, e se conviene te-
nere presente che n & il suo grado usiamo il simbolo G, o g,.

Se vogliamo porre in evidenza quali elementi A, B, C,... costituiscono
un gruppo G scriviamo:

G(A, B, C,...), ovvero anche: ABC...;

intendendo che, se un elemento A & r-plo per il gruppo G, nel simbolo la
lettera A sia ripetuta » volte, ovvero I'elemento vi si trovi indicato cosi: [A]".

4. 11 concetto generale di gruppo ammette varie determinazioni, si pud
quindi considerare una varietd i cui elementi siano gruppi di un’altra; un
elemento di una tale varietd & un gruppo di gruppi, un aggruppamento.

Un aggruppamento pud contenere gruppi multipli ed aggruppamenti mul-
tipli (2).

Un aggruppamento & di grado n, se & costituito da » gruppi come ele-
menti (2).

Un aggruppamento i cui elementi siano gruppi ciascuno di grado = lo
diciamo di ordine n.

5. Per indicare un aggruppamento adoperiamo la lettera A o a, e se
conviene tenere presente che n & il suo ordine usiamo il simbolo A, o anx.

Se vogliamo porre in evidenza quali elementi G, 6, G",... costituiscono
un aggruppamento .A, scriviamo:

A6, @, 67,...), ovvero anche: GG'G"...,

intendendo che se un gruppo G & #-plo per A nel simbolo la lettera G sia
ripetuta r volte, ovvero il gruppo vi si trovi indicato cosi: [G]".

II. Lo spazio ed i suoi elementi geometrici.

6. Il concetto di punto, di linea, di superficie e di solido, ammette in-
finiti modi di determinazione, quindi lo spazio si pud considerare come una
varietd 1 cui elementi siano punti, o linee, o superficie, o solidi (1).

I punti, le linee, le superficie ed i solidi, sono gli elementi geometrici
dello spazio.
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che st possono stabilire tra i punti di r gruppi. 95

I gruppi di elementi geometrici si dicono anche figure o forme geome-
triche.

7. Onde distinguere uno dall’altro gli elementi di una figura in generale
indichiamo ciascuno di essi con una delle lettere:

A, B, C D

) ) ’ 1°°*

mentre in particolare usiamo le lettere:
A, B, C,...; a, b, c,...; ay By Yoo

per distinguere fra loro rispettivamente i punti, le linee e le superficie.

Per indicare i gruppi geometrici ed i loro aggruppamenti adoperiamo le
stesse lettere G o g A o a e gli stessi altri simboli gid introdotti per le va-
rietd di elementi qualunque.

8. Supponiamo nota la geometria elementare, senza ammettere perd il
postulato di Evcuie sulle parallele ed in modo che i risultati che otteniamo
valgano per tutti gli spazii di curvatura costante, positiva, nulla o negativa,
cioé valgano per ciascuna delle tre geometrie: iperbolica, parabolica o ellit-
tica. Non estendiamo perd il concetto ordinario di punto, retta e piano, esclu-
diamo cioé dalle nostre considerazioni ¢ punts, le rette ed ¢ piani improprii (*).

9. Un gruppo & finito, se si possono trovare due punti i quali siano fra
loro piu lontani di due qualunque punti del gruppo, altrimenti & indefinito.

Nella ipotesi della geometria ellittica lo spazio, e quindi un qualunque
suo gruppo, & finito. '

Nella ipotesi della geometria parabolica o iperbolica un gruppo finito si
pud sempre immaginare interno ad un tetraedro, costruito con piani la cui
distanza da un punto, fissato ad arbitrio, sia maggiore della distanza di esso
da ciascuno dei punti del gruppo. Se il gruppo finito & contenuto in un piano
0 in una retta, possiamo immaginarlo rispettivamente interno ad un triangolo
o ad un segmento.

HIL T gruppi geometrici continui.
10. Un punto L & limite di un gruppo G, se si pud trovare un punto
di Gy, e quindi infiniti altri, che sia tanto vicino ad L quanto si vuole.

Se L & un punto fisso ed 4 & un punto variabile, e se 4 si pud rendere

(*) Pascu: Vorlesungen uber neuere Geometrie, Leipzig, Teubner, 1882,
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96 De Paolis: Sulle corrispondenze [my, ms,..., m,] continue

tanto vieino ad L quanto si vuole, I & limite del gruppo generato da A; in
questo caso diciamo pill brevemente che I & limite di 4.

Un ¢nforno di un punto L & un qualunque solido sferico che ha il centro
in Lj indichiamolo con il simbolo I;. Un intorno I, si pud rendere tanto
piccolo quanto si vuole, rendendo sufficientemente piccolo il suo raggio.

Se L & limite di G, ad un intorno I, preso tanto piccolo quanto si
vuole, appartengono sempre infiniti punti distinéi di Gy, e viceversa.

11. Se di tre punts il primo é limite del secondo ed il terzo si pud ren-
dere tanto vicino al secondo quanto si vuole, il primo é anche limite del terzo.

Infatti se L & limite di 4 e se B si pud rendere tanto vicino ad A quanto
si vuole, L & anche limite di B, perch¢ LB <L A + A B, qualunque sia la
curvatura costante dello spazio.

12. Un gruppo & condensafo in sé stesso, se ciascun suo punto & limite
del gruppo.

Un gruppo & chiuso, se ad esso appartiene ciascuno dei suoi punti limite.

Un gruppo & perfetto, se insieme & condensato in s& stesso e chiuso.

La retta, il piano, il circolo, la sfera e lo spazio, sono gruppi perfetti (*).

13. Una linea poligonale & inscritta ad un gruppo, quando ciascuno dei
suoi vertici & un punto del gruppo.

Un gruppo & ben concatenato, quando fissato un suo punto A, preso un
suo punto qualunque B ed un segmento A’ B' tanto piccolo quanto si vuole,
esiste sempre una linea poligonale inscritta al gruppo, che ha per estremi i
punti 4, B e ciascun lato minore di 4’ B’

Diciamo continuo un gruppo chiuso e ben concatenato (*).

14. Un segmento AB & diviso in due segmenti AC, CB da uno qua-
lunque C dei suoi punti interni, e tutti i punti di ciascun segmento AC, CB
stanno, su A B, da uno stesso lato rispetto a ciascun punto dell’ altro segmento
distinto dall’ estremo C.

Ammettiamo inversamente che ogni divisione di un segmento A B in due
gruppi di punti G'«, G', tali che tutti i punti di ciascuno stiano sul seg-
mento da uno stesso lato rispetto a tutti i punti dell’ altro, sia una divisione
in due segmenti, cio¢ una divisione determinata da un punto, di G’y 0 di G'«,
interno ad A B (**).

11 postulato ora concesso si pud dire postulato della continuiti, perche,

(*¥) CanTor. Acta Mathematica, vol. 2°.
(**) DepExIND: Stetigkeit und irrationale Zahlen, Braunschweig, 1872,
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come & noto (¥), da esso si deduce la possibilita di dividere un segmento in
un numero finito di segmenti uguali ciascuno tanto piccolo quanto si vuole,
e quindi si deduce evidentemente da esso che la retta, il piano, il circolo,
la sfera e lo spazio sono gruppi ben concatenati, e percid continui (12).

IV. Alcune conseguenze della continuitd dello spazio,
del piano e della retta.

15. Se un punto L & limite di un gruppo Gs, possiamo trovare un gruppo,
contenuto in By, il quale abbia per limite il punto L, ed esso solo.

Prendiamo un gruppo §.(M,, M,, M.,..., M;,...) di punti di G, tale
che sia:

MHL MoL
21,

WL g oML <ML””

Potendo rendere M;L tanto piccolo quanto si vuole, prendendo ¢ sufficiente-
mente grande, il punto L & limite di g,.. Ora un altro punto L/, distinto da I,
non pud essere limite di g.. Infatti possiamo prendere un punto M; tale che
sia. M;L<<L'L, e siccome & L' M;1x>L'L — My L, e quindi L' Mirn>
L'L — M; L, il punto L' non pud essere limite del gruppo M; My,... Mirg...;
ma nemmeno pud essere limite del gruppo M, M,... M;_, dei rimanenti punti
di g, che sono in numero finito, dunque L’ non pud essere limite di ..

16. Dato un gruppo di pits punti distinti di un segmento, possiamo sempre
trovare un segmento che lo contengu e sia terminafo da due punii ciascuno
dei quali o appartenga al gruppo, ovvero sia limite del gruppo.

Se si tratta di un gruppo di un numero finito di punti distinti di un seg-
mento, il teorema & evidente. Se si tratta invece di un gruppo G, di infiniti
punti distinti di un segmento, dobbiamo dimostrare che G, & contenuto in
un segmento L,L,, ciascuno dei cui estremi o & un punto di Go, 0 & un
punto limite di 6.

Sia A B il segmento che contiene G.. Se A & un punto di G, Ovvero
se A & un punto limite di G, uno dei punti L,, L,, se esistono, coincide
con 4.

(¥) Stonz: Zur Geometrie der Allen, insbesondere iber ein Axiom des Archimedes.,
M. Annalen, vol. 22.
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Supponiamo che A4 non sia un punto di G, e non sia un suo punto limite.
Allora possiamo trovare infiniti punti P’y di AB, tali che nessun punto di 6,
sia interno al segmento A P’, e possiamo trovare infiniti punti P”, di AB,
tali che almeno un punto di G, sia interno al segmento 4 P”. Un punto qua-
lunque di 4B, distinto da .4, o appartiene al gruppo G'» dei punti P', o
appartiene al gruppo 6", dei punti P”. Ora & chiaro che tutti i punti di G",
stanno, su AB, dallo stesso lato di B rispetto a tutti i punti di 4G, e
quindi tutti 1 punti di 4G’y stanno, su 4B, dallo stesso lato di A rispetto
a tutti i punti di G”,. Ne segue che esiste un punto L, il quale divide 4B
in due segmenti, uno AL, coincidente con AG'y, 'altro L,B contenente
6’ (14). Non vi sono punti di G, interni al segmento A L,, perche se ve
ne fosse uno M i punti interni ad ML, apparterrebbero a G'. Se L, non &
un punto di G., preso un punto N interno ad L,B e tanto vicino ad L,
quanto si vuole, essendo N un punto di G, il segmento AN, e quindi il
segmento L, N, deve contenere almeno un punto di Gy; ne segue che L, deve
essere limite di Gy. Iy dimostrata cosi I’esistenza di uno, L,, dei due punti
che cerchiamo; l'esistenza dell’altro, L,, si dimostra analogamente (*).

Sopra una retta possiamo prendere i punti 4,, 4,, 4,,... in modo che
i segmenti A, 4,, 4, As,... siano uguali a segmenti dati. Se tra essi non se
ne pud trovare uno tanto grande quanto si vuole, il gruppo G(4,, 4., 4,,...)
& finito e quindi & contenuto in un segmento A L,, essendo L, un punto di G
o un punto limite di G, e potendo L, coincidere con A se lo spazio & di cur-
vatura costante negativa. Nel primo caso tra i segmenti dati ne esiste almeno
uno uguale ad AL,, il quale & percid maggiore o uguale a ciascuno degli
altri, & massimo tra i segmenti dati; nel secondo caso diciamo che AL, & il
loro limite superiore. Se tra i-segmenti dati non se ne pud trovare uno tanto
piccolo quanto si vuole, cioé se A, non & limite del gruppo 4,4,..., sulla
retta che lo contiene si pud trovare un punto L, appartenente al gruppo o
limite del gruppo, ed in modo che non vi sia un punto di 4,4.... internc ad
AL,. Nel primo caso tra i segmenti dati ne esiste almeno uno uguale ad A L,,
il quale & percid minore o uguale a ciascuno degli altri, & minimo tra i seg-
menti dati; nel secondo caso diciamo che AL, & il loro limite inferiore.

17. Un gruppo finito, di infiniti punti distints di una retta, possiede al-
meno un punio limite.

(*) E cosi pure dimostrato che dati quanti si vogliano numeri compresi in un intervallo
finito, in quest’intervallo esiste sempre per essi un limite superiore ed un limite inferiore.
Vedi per es. Din1: Fondamentt per la teoria delle funzioni di variabili reali. Pisa, 1872.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



che si possono stabilire tra ¢ punti di r gruppi. 99

Sia G, un gruppo finito di infiniti punti distinti di una retta, e sia AB
un segmento che lo contenga (*). Se A, o B, & limite di G, il teorema &
dimostrato; supponiamo che A e B non siano limite di G.. Allora possiamo
trovare infiniti punti P’, di AB, tali che G non contenga infiniti punti di-
stinti del segmento A P’, e possiamo trovare infiniti punti P, di AB, tali
che G, contenga infiniti punti distinti del segmento AP”. Un punto qua-
lunque di A B, distinto da A, o appartiene al gruppo G'w dei punti P’, o
appartiene al gruppo G” dei punti P”. Ora & chiaro che tutti i punti di 6"«
stanno, su A B, dallo stesso’lato di B rispetto a tutti i punti di 46'«, e quindi
tutti 1 punti di 4Gy stanno, su A B, dallo stesso lato di A rispetto a tutti
i punti di G"«. Ne segue che esiste un punto L il quale divide AB in due
segmenti, uno A L contenente 46y, I'altro L B contenente G'«. Se M, N
sono rispettivamente punti interni ad AL, LB, il segmento 4 M non pud
contenere infiniti punti distinti di G, il segmento A N ne contiene invece in-
finiti, vi sono dunque infiniti punti distinti di G, contenuti in M N, e percid
L ¢ limite di Gu.

Ad una retta appartiene almeno un punto limite di un gruppo finito, se
esso contiene punti tanto vicini alla retta quanto si vuole.

11 gruppo finito G- contenga punti tanto vicini alla retta » quanto si
vuole. Chiamiamo M’ un punto comune alla » e ad una perpendicolare ad
essa condotta da un punto M di G, e chiamiamo G’ il gruppo dei punti M".
Se i punti distinti di & sono in numero finito, almeno per un punto M’ si
possono trovare punti M tanto vicini ad esso quanto si vuole, M’ & quindi
limite di G ed il teorema & dimostrato. Supponiamo che @' contenga infiniti
punti distinti. Se O & un qualunque punto della » e se la curvatura costante
dello spazio & nulla o positiva, abbiamo OM > OM', quindi G in ogni caso
¢ un gruppo finite. Ora prendiamo un gruppo O~ (M,, M,,..., M;,...), di
punti di G, ed il gruppo ¢'(M’,, M',,..., M';,...) dei relativi punti di G,
tali che sia:

M, < 2o, gy, LM I
A[iM,i<M_lMi—l<M0M°7'°'

2 2

(*) Non si potrebbe trovare un segmento 4 B contenente Gy, solamente nel caso dello
spazio di curvatura costante negativa e quando ogni punto della retta che contiene Gy fosse
limite di Gy, nel qual caso perd sarebbe sempre vero il teorema enunciato.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



100 De Paolis: Sulle corrispondenze [m,, ms,..., m,] continue

Se 1 punti distinti di g’ sono in numero finito, almeno uno di essi & limite
di g~ ed il teorema & dimostrato. Se g contiene infiniti punti distinti, sap-
piamo che esiste almeno un punto L, della retta », che & limite di g. In un
intorno I, preso tanto piccolo quanto si vuole, & certo contenuto un punto
M’; di ¢ tanto vicino quanto si vuole al relativo punto M; di g, perche L
¢ limite di g" e perche esiste solamente un numero finito di punti di g~ la
cul distanza dal relativo punto di g' & maggiore di un dato segmento, preso
piceolo a piacere. Si vede percid che L & limite di G, (11).

18. Un gruppo finito, di infiniti punti distinti di un piano, possiede al-
meno un punto limite.

La curvatura costante dello spazio sia nulla o positiva. Un gruppo finito
G, di infiniti punti distinti di un piano, si pud immaginare interno ad un
triangolo A BC (9).

La retta AM, che congiunge il vertice 4 con un punto M di G., in-
contra BC in un punto M. Se il gruppo G dei punti M’ contiene solamente
un numero finito di punti distinti, almeno in un segmento AM" vi sono in-
finiti punti distinti di G, 4M’ contiene almeno un punto limite di G, (17),
ed il teorema & dimostrato. Se il gruppo G contiene infiniti punti distinti,
su BC vi & almeno un punto L' limite di G’ (17), ed allora un segmento B'C’,
tanto piccolo quanto si vuole, contenente all’interno L’ e parte di BC, con-
tiene infiniti punti distinti M’, per cui il triangolo 4B C’' contiene infiniti
punti distinti di Gx. Ora sappiamo che la distanza di un punto del triangolo
AB C' dalla retta AL non & maggiore della distanza B’ o C’ dalla retta
stessa, dunque si possono trovare punti di G, tanto vicini alla retta AL’
quanto si vuole e su di essa vi & almeno un punto limite di G- (17).

Il teorema si dimostrerebbe analogamente se la curvatura costante dello
spazio fosse negativa, prendendo comunque nel piano i punti B, C e pren-
dendo per punto 4 il polo della loro retta BC.

Ad un piano appartiene almeno un punto limite di un gruppo finito, se
esso contiene punti tanto vicini al piano quanto si vuole.

La dimostrazione di questo teorema non differisce da quella del teorema
analogo relativo alla retta.

19. Un gruppo finito, di infiniti punti distinti, possiede almeno un punto
limite.

Se la curvatura costante dello spazio ¢ nulla o positiva, possiamo dimo-
strare il teorema come abbiamo gia dimostrato I’ analogo, relativo al piano (18),
immaginando il gruppo finito G, di infiniti punti distinti, interno ad un te-
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traedro A BCD, congiungendo ogni punto M di G« con A, prendendo il
punto M’ in cui la retta AM incontra il piano BCD, ed osservando che il
gruppo G dei punti M’ o & costituito da un numero finito di punti distinti,
0 possiede almeno un punto limite sul piano BCD (18). Se poi la curvatura
costante dello spazio & negativa, il teorema si dimostra nello stesso modo
prendendo a piacere il piano BCD e per punto 4 il suo polo (¥).

20. Se G, G sono due gruppi finiti e se possiamo trovare due punti, uno
di G e Ualtro di G, tanto vicini fra loro quanto si vuole, 0 G e G hanno un
punto limite comune, ovvero un punto di G, o di G, é limite di G, o di G.

B evidentemente possibile prendere un gruppo g(M,, M,,..., M;,...) di
punti di G, ed un gruppo ¢'(M’y, M',,..., M';,...) di punti di &, tali che sia:

, Mo M’ , MM MM
M(M1< 02 09 l‘[2M2< 2 ‘< 022 o"'

‘o

MiM/i< Mz—-aéM i—1 < Mo2l:l 0 yeee s

Se uno dei gruppi g, g & costituito da un numero finito di punti distinti,
almeno uno di essi & limite dell’altro gruppo e quindi esiste un punto di G,
o di G, che & limite di G, o di G. Se ciascuno dei gruppi g, g contiene in-
finiti punti distinti, preso un punto L limite di uno di essi (19), si dimostra,
come abbiamo fatto in un-caso analogo (17), che L & limite dell’altro, quindi
L o & limite di @ e di G, ovvero & un punto di G, o di @, limite di G, o di G.

Da cid che precede discende immediatamente che due gruppi continui
hanno almeno un punto comune, se ad essi si possono inscrivere due linee
poligonali, che abbiano almeno un punto comune ed i cui lati siano tanto
piccoli quanto si vuole.

V. Le corrispondenze [m, #] continue tra i punti di due gruppi.

21. Consideriamo due gruppi 6™, G*, di elementi qualunque che indi-
chiamo rispettivamente con M, N, e supponiamo che ogni elemento M de-
termini n corrispondenti elementi N, ed # soli, mentre ogni elemento N cor-
risponda cosi ad m elementi M, e ad m soli. Allora diciamo che & stabilita

(*) T teoremi dei ni 17, 18, 19 sono stati enunciati e dimostrati, perd in altro modo,
da WEIERSTRASS nelle sue lezioni orali sulla teoria delle funzioni analitiche.

Annali di Matematica, tomo XVIIIL, 14
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una corrispondenza [m, n] tra 6™ e G, e per distinguere una dall’altra la
legge per cui dagli elementi M si passa a quelli corrispondenti N, e la legge
per cui dagli elementi N si passa a quelli corrispondenti M, chiamiamo la
prima corrispondenza diretta e la seconda corrispondenza inversa.

Una corrispondenza [m, 1], ovvero [1, n], la diciamo univoca. Una cor-
rispondenza [1, 1] la diciamo biunivoca.

22. Ciascuno di due elementi corrispondenti lo chiamiamo polo dell altro.
Se ¢, g" sono due gruppi rispettivamente contenuti in G™, G, e se g" & co-
stituito da tutti i poli di tutti gli elementi di g, diciamo che g" & il gruppo
polare di g', ovvero anche il gruppo corrispondente a g

23. Un elemento M, o N, lo chiamiamo rispettivamente unito di ordine
p#—1, 0 v—1, se & multiplo secondo p, o v, per il gruppo polare di un
elemento N, o M.

Un elemento M, o N, lo chiamiamo rispettivamente eccezionale di ordine
v—1, o p—1, se il suo gruppo polare contiene un elemento unito di ordine
v—1,0p—1

Per generalitd di linguaggio un elemento non eccezionale si pud anche
dire eccezionale di ordine 0, un elemento non unito si pud anche dire unito
di ordine 0.

Ad un elemento M, o N, pud corrispondere rispettivamente un gruppo
0N, [Ny [NaD™), © Gn([M]%, [M]%,.., [M]ow), ed allora pos-
siamo dire che ad esso sono sovrapposti #’, o m’, elementi eccezionali di or-
dine v, — 1, vu,— 1,0, vy —1, 0 pu— 1, ps— 1,00y pw—1L.

Un elemento M, o N, pud essere multiplo per pilt gruppi polari di ele-
menti eccezionali N, o M, ed allora possiamo dire che ad esso sono sovrap-
posti altrettanti punti uniti.

Ad un elemento M, o N, possono insieme essere sovrapposti pili elementi
eccezionali e pill elementi uniti.

24. Un elemento M, o N, & rispettivamente multiplo secondo %, o m, per
il gruppo dei gruppi polari dei suoi poli, 1 rimanenti n(m — 1), o m(n — 1),
elementi del gruppo sono determinati da M, o N. Si vede cosl che si ha una
corrispondenza [n(m — 1), n(m — 1)] di G™ con sé stesso, ed una corrispon-
denza [m(n — 1), m( — 1)] di 6" con s& stesso. Queste due corrispondenze
chiamiamole congiunte alla data [m, n], e precisamente diciamo la prima con-
giunta alla corrispondenza inversa e la seconda congiunta alla corrispondenza
diretta.

Una corrispondenza univoca ammette una sola corrispondenza congiunta.
Una corrispondenza biunivoca non ammette corrispondenze congiunte.
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3

Due gruppi contenuti in 67, o G#, diciamoli congiunti, se ciascuno &
polare dell’altro nella corrispondenza rispettivamente congiunta alla inversa
o alla diretta. ’

25. I gruppi €™, G» siano rispettivamente costituiti da punti M, N. Se
N & un punto unito di ordine v — 1< 0 (23), polo di M, supponiamo che
preso un intorno Iy, tanto piccolo quanto si vuole e sufficientemente piccolo
in modo da contenere il solo polo N di M, esista sempre un intorno I, suf-
ficientemente piccolo in modo che appartengano ad Iy v poli, e solamente v,
di un punto qualunque di G” contenuto in Iy, ed allora chiamiamo continua
la corrispondenza diretta stabilita tra Gm, G~

Analogamente si pud definire la continuitd della corrispondenza inversa.

Se sono insieme continue la corrispondenza diretta e la inversa, diciamo
pit brevemente che & continua la corrispondenza [m, n] stabilita tra 6™, G»;
allora sono evidentemente continue anche le corrispondenze ad essa con-
giunte (24).

26. Se due gruppi di punti G, G* si deducono uno dall’altro con un
numero finito di projezioni e sezioni, ogni punto M di 6~ individua un cor-
rispondente punto N di G», quello che si deduce da M con le dette proje-
zioni e sezioni, e viceversa. Si vede subito che tra G™, G* viene cosl sta-
bilita una corrispondenza biunivoca continua.

Fra un arco di circolo e la sua corda si pud sempre stabilire una cor-
rispondenza biunivoca continua, basta per cid proiettare 1’arco sulla corda,
da un punto non contenuto in esso, ma posto sul suo circolo. Da cid si de-
duce immediatamente che: dato un gruppo di pilt punti distinti di un arco
circolare, possiamo sempre trovare un arco circolare che li contenga e sia
terminato da due punti ciascuno dei quali o appartenga al gruppo, ovvero sia
limite del gruppo (16).

Tra un segmento di una sfera e la superficie del suo circolo base si pud
sempre stabilire una corrispondenza biunivoca continua, basta percid proiettare
1l segmento sulla superficie del circolo base, da un punto non contenuto nel
segmento, ma posto sulla sua sfera.

217. Estendiamo il concetto ordinario di elemento geometrico, chiamando
rispettivamente linea, superficie o solido, anche un gruppo di punti che, in
una corrispondenza [m, n} continua, & rispettivamente polare di una linea,
superficie o solido.

28. La corrispondenza [m, n] diretta, stabilita tra G7, G, sia continua.

Per ogni pole N di un punto M prendiamo un intorno Iy, il cul raggio

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



104  De Paolis: Sulle corrispondenze [my, my,..., m,] continue

sia uguale ad un dato segmento 4 B. Allora & chiaro che possiamo trovare
infiniti intorni Iy, tali che ciascun polo di ciascun punto di G” contenuto in
uno di essi appartenga almeno ad un intorno Iy. I raggi degli intorni Iy o
ammettono un massimo 4 B', o ammettono un limite superiore 4" B', o si pos-
sono rendere tanto grandi quanto si vuole (16). Nel primo e nel secondo caso,
se I'y & l'intorno di M il cui raggio ¢ uguale ad A’ B, & chiaro che ciascun
polo di ciascun punto di €™ ¢nferno ad I'y appartiene almeno ad un intorno
Iy, ed A" B’ lo chiamiamo il raggio di continuite, nel punto M e relativo alla
data distanza 4 B; nel terzo caso ciascun polo di ciascun punto di G™ ap-
partiene almeno ad un intorno Iy, per cui G & contenuto negli intorni Iy,
e diciamo che nel punto M vi & un raggio di continuitd infinito, relativo alla
data distanza A4 B.

29. Supponiamo che sia continua la corrispondenza [m, n] diretta, che G
sia finito e chiuso, e che sia possibile trovare punti di G” nei quali il raggio
di continuitd, relativo ad una data distanza A4 B, sia tanto piccolo quanto si
vuole. Scegliamo un gruppo M, M,... M;... di punti nei quali il raggio di

continuitd, relativo ad 4 B, sia rispettivamente minore di P, %Q, %Qw-':
I;? »-++> essendo PQ un segmento fissato a piacere. Esiste almeno un punto

M limite del gruppo M, M,... M;..., percheé G & per ipotesi finito e chiuso,
ed in un intorno qualunque di M vi sono sempre infiniti punti di G™ nei
quali il raggio di continuita, relativo ad A B, & tanto piccolo quanto si vuole.

. . . . v . 4B
Per ciascun polo N di M prendiamo un intorno I'y il cui raggio sia ==

e sufficientemente piccolo in modo che ciascun intorno I’y contenga il solo
polo di N di M, quindi prendiamo un intorno I'; sufficientemente piccolo in
modo che ciascun intorno I'y, se N & unito di ordine v — 1> 0, contenga v
poli, e solamente v, di ciascun punto di G™ contenuto in I'y.

Se 1”5 & un intorno il cui raggio & la metd di quello di 1"y, e se M’ &
un qualunque punto di 6™ contenuto in I"y, ciascuno degli intorni I'y & con-
{enuto almeno in uno degli intorni I dei poli N’ di M’, che hanno il raggio
uguale ad A B, e I'intorno I, che ha il raggio uguale a quello di 1"y, &
contenuto in I'y. Si vede percid che ciascun polo di ciascun punto di 6” con-
tenuto in I, essendo contenuto in un intorno I'y, & contenuto almeno in un
intorno Iy, dunque il raggio di continuitd in M’, relativo alla distanza A4 B,
non pud essere minore del raggio di I, cioe M non pud essere limite di
punti nei quali il raggio di continuitd, relativo ad 4 B, sia tanto piccolo quanto
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si vuole. Ne segue che i raggi di continuitad, nei punti di 6™, relativi alla
stessa distanza 4 B, o ammettono un minimo, o ammettono un limite inferiore,
che in ogni caso possiamo chiamare raggio minimo di continuity relativo alla
data distanza A B (*). .

30. Supponiamo che 6 sia indefinito. Se N,, N, sono due qualunque
dei suoi punti, possiamo trovarne un altro N, tale che sia N,N,>2N,N,,
quindi un altro N, tale che sia N,N,>2N,N;, e cosi di seguito, ottenendo
un gruppo G« (&,, N;, N;,...). Ora il gruppo polare di G, se G & finito
e chiuso, deve essere finito e deve percid possedere almeno un punto limite M
contenuto in G, quindi, se la corrispondenza dirctta & continua, almeno uno
dei poli di M deve essere limite di G.; ma G, non possiede punti limite,
percht la distanza di due qualunque dei suoi punti & maggiore di N,N,,
dunque G™ deve essere finito.

Sia g* un gruppo, contenuto in G~ il quale abbia per limite un punto L
limite di G*, ed esso solo (15). Almeno un punto M di G™ deve essere limite
del gruppo g™ polare di g, perchd abbiamo supposto 6™ finito e chiuso. Per
ciascun polo N di M, prendiamo un intorno Iy, quindi prendiamo un in-
torno Iy, sufficientemente piccolo in modo che ciascun polo di ciascun punto
di € contenuto in I appartenga almeno ad un intorno Iy. In I, vi sono
infiniti punti di g™, quindi gli intorni Iy devono contenere infiniti punti di g~
e siccome questi intorni si possono prendere tanto piccoli quanto si vuole,
almeno uno dei punti N deve essere limite di g, e percid deve coincidere
con L. Resta cost dimostrato che L & un punto (di €7, ciot che 6” & chiuso.

Se & continua una corrispondenza [m, n] diretta stabilita tra i gruppi
6™, G, e se 6™ ¢ finito e chiuso, anche G* ¢ finito e chiuso.

Si vede poi immediatamente che G* & perfetto, se la corrispondenza di-
retta & continua e se 6™ & finito e perfetto.

Sia M’ un determinato punto di 6™, M sia uno dei poli di un qualunque
punto N di G, ed A'B sia il raggio minimo di continuith relativo ad una

data distanza AT{B (29). Se supponiamo che 6™ sia continuo, possiamo trovare

(*) Come caso particolare, quando G, G* sono due segmenti, resta dimostrato il teo-
rema di CanTor: «Se f(«) é una funzione di variabile reale, monodroma e continua in un
intervallo finito (a, &), dato un numero e tanto piccolo quanto si vuole, possiamo sempre
trovare un numero 8 sufficientemente piceolo, in modo che a due qualunque valori della
variabile, compresi nell'intervallo (@, b) e la cui differenza sia <3, corrispondano due valori
della funzione la cui differenza sia Je. » (HeINE, Die Elemente der Functionenlehre,
CreLLE, vol, 74, — Dr, L ¢.).
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un gruppo di p dei suoi punti M,, M,,..., M,, tali che ciascuno dei segmenti
MM, M\M,,..., M,M' sia minore di A'B'. Ora, essendo MM, << A'B, si

pud trovare almeno un polo N, di M, tale che sia NN1<—AQ—? » essendo

M, M,<< A'B, si pud trovare almeno un polo N, di M, tale che sia N,N2<%g,
e cosi di seguito, per cui avremo p punti N,, N,,..., N,, ed essendo
MPM'<%?, potremo trovare un polo N’ di M tale che sia NPN’<%{—3-

Prendendo ¢ successivamente uguale ad 1, 2, 3,... abbiamo infiniti gruppi
come NN,... N,N’, essendo sempre N' uno dei poli di M'; ma potendo es-
sere diverso per diversi valori di 4. B chiaro perd che, essendo i poli N in
numero finito, almeno uno di essi sara contenuto in infiniti gruppi NN,... N N',
dati da uno stesso punto N di 67, quindi si vede che G* & costituito da un
numero < # di gruppi continui, ed & percid che abbiamo chiamato continue
le corrispondenze che ora stiamo studiando.

Se ¢ continua una corrispondenza [m, n] diretta stabilita tra ¢ gruppi
Gm, Gn, ¢ se B™ ¢ finito e continuo, G* ¢ finito ed é costituito da un numero
< n di gruppt continui. .

31. Se ¢ continua una corrispondenza [m, n] diretta stabilita tra due
gruppi G, G*, e se G™ ¢ finito e chiuso, per un punto qualunque N di G~
possiamo trovare un intorno Iy sufficientemente piccolo, in modo che ciascun
polo di ciascun punto di G contenuto in Iy appartenga almeno ad uno di
dati intorni Iy, dei poli M di N, presi tanto piccoli quanto st vuole.

Supponiamo che N sia limite di un gruppo G, di punti di 6=, tali che
per ciascuno di essi almeno un suo polo sia esterno a ciascuno degli intorni 1.

Se il gruppo g* & contenuto in G ed ha per limite il punto N, ed esso
solo (15), il gruppo polare di g» contiene infiniti punti esterni a ciascun in-
torno I, 1 quali costituiscono un gruppo g”. Issendo per ipotesi 67 finito
e chiuso, esiste almeno un punto M’ di 6 che & limite di g™. Ora & chiaro
che, essendo continua la corrispondenza diretta, almeno uno N' dei poli di M’
deve essere limite di g, e quindi deve coincidere con N; ma cid & impossibile
perché M' & esterno a ciascun intorno Iy e quindi & distinto dai punti M,
dunque N non pud estere limite di G™, e percid si pud prendere un intorno Iy
sufficientemente piccolo in modo che ciascun polo di ciascun punto di G* con-
tenuto in Iy appartenga almeno ad uno degli intorni I,.

Supponendo 7 =1 abbiamo che:

Se ¢ continua una corrispondenza univoca [1, n) diretta stabilita tra 1
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grupps G, 67, e se G™ & finito e chiuso, anche la corrispondenza inversa é
continua.

32. Se sono continue una corrispondenza [m, 1] diretta stabilita tra <
grupps G, G* e la corrispondenza congiunta [m — 1, m — 1], e se G™ ¢ finito
e chiuso, anche la corrispondenza inversa é continud.
~ Sia N un punto qualunque di 6" e sia 0, ([M],..., [Mu]#) il suo
gruppo polare.

Presi gli intorni Iy,, ciascuno tanto piccolo quanto si vuole, possiamo
trovare un intorno Iy sufficientemente piccolo in modo che ciascun polo di
ciascun punto di G~ contenuto in Iy appartenga ad un intorno I, (31). Es-
sendo continua la corrispondenza congiunta, possiamo prendere gli intorni
I,..., Iy, sufficientemente piccoli in modo che un punto qualunque di G™
contenuto in uno qualunque di essi dia sempre, rispetto alla corrispondenza
congiunta, almeno un polo appartenente ad I,,. Allora deve appartenere ad
I, almeno un polo di un punto qualunque di 6 contenuto in I,. Al punto
M, sono congiunti i punti M,, M,,..., M, rispettivamente contati w, —1,
U2y-.+, pm Volte. Essendo continua la corrispondenza congiunta, possiamo
prendere gli intorni I’ , ciascuno tanto piccolo quanto si vuole e sufficiente-
mente piccolo in modo da contenere il solo polo M, di N, e possiamo pren-
dere l'intorno I, contenuto in I’y e sufficientemente piccolo in modo che
dei punti congiunti ad un qualunque punto di 6™ contenuto in I, ve ne siano
rispettivamente g, — 1, pyy..uy o contenuti in I’y , I'y,..., 'y, . Dopo cid,
ricordandoci che appartiene ad I, almeno un polo di un punto qualunque
di 67 contenuto jin Iy, vediamo subito che ad Iy, appartiene il detto polo
insieme ad altri w, — 1, e che ad I'y,..., Iy, appartengono rispettivamente
Usyeeey e Poli, dunque & continua anche la corrispondenza inversa.

33. Supponiamo stabilita una corrispondenza biunivoca continua tra un
segmento M, M, ed un gruppo 6» di punti di uno stesso segmento. I poli dei
punti M,, M, siano rispettivamente N,, N,. Essendo M, M, finito e continuo,
anche G» deve essere finito e continuo (30). Ora se un punto N interno al
segmento N, N, non appartenesse a 6", non potrebbe essere limite di G», e
quindi esisterebbe un intorno Iy, sufficientemente piccolo, non contenente punti
di 6»; ma & chiaro che allora 6 non sarebbe ben concatenato, dunque ogni
punto di N, N, deve appartenere a G~ Inversamente si dimostra, nello stesso
modo, che ogni punto di M, M, deve essere polo di un punto di N,N,, dunque
G» deve coincidere con N, N,.

Supponiamo stabilita una corrispondenza continua [m, #] tra una retta r,,
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ed un gruppo G* di punti di una retta r,, supponiamo che §” sia chiuso,
cid che avviene sempre se la curvatura costante dello spazio & negativa (30),
e supponiamo che i punti uniti della corrispondenza siano in numero finito.
Un polo N di un punto M della »,,, non eccezionale e non unito, deve certo
essere interno ad una parte ¢, della r,, terminata da punti ciascuno dei quali
sia eccezionale o unito, e non contenente altri punti eccezionali o uniti. Ogni
punto di g» deve appartenere a G~. Infatti supponiamo che un punto O di g*
non appartenga a G6°, e quindi nemmeno sia limite di G*. Possiamo allora
trovare un punto N', di G, contenuto nel segmento NO e tale che al seg-
mento N'O non appartengano punti di 6# distinti da N' (16), e se M’ & uno
dei poli di N” ed Iy & un intorno sufficientemente piccolo al quale sia esterno
0, essendo continua la corrispondenza stabilita, possiamo trovare un intorno
I sufficientemente piccolo in modo che, se M', M, & la parte della ,, con-
tenuta in I, ad ogni punto del segmento M', M’, corrisponda un punto di I,
ed uno solo, il quale inversamente sia polo di un solo punto di M',M’,. Ora
abbiamo dimostrato che il gruppo dei poli di M', M'; contenuti in Iy deve
essere un segmento al quale deve essere interno N', dunque N'O deve con-
tenere punti di G* distinti da N'; ma abbiamo preso N'O in modo che non
ne contenga, dunque O, ossia un qualunque punto di g7, deve essere un
punto di G~

Se ¢ stabilita una corrispondenza [m, n] continua tra una retta 7, ed
un gruppo 6 di punti di una retta rn,, se G* ¢é chiuso e se il numero dei
punti unite é finito, 6" é costituito da parti della retta r, terminate da punt
uniti o eccezionale.

In particolare:

Se ¢ stabilita una coryispondenza biunivoca continua tra una retta r., ed
un gruppo G* di punts di una retta ry,, se G* ¢ chiuso coincide con la retta r,.

Analogamente si dimostra che:

Se ¢ stabilita una corrispondenza [m, n] continua tra un circolo c,, ed
un gruppo G* di¢ punti di un circolo c,, e se il numero dei punti uniti ¢
Jinito, G™ & costituito da archi del circolo ¢, terminati da punti uniti o ec-
cezionali.

In particolare:

Se ¢ stabilita una corrispondenza biunivoca continua tra un circolo c,
ed un gruppo 6" di punti di¢ un circolo ¢,, G* coincide con cy.

34. Tra un piano r, ed un gruppo 6» di punti di un piano =, sia sta-
bilita una corrispondenza [m, »] continua, G* sia chiuso ed il numero dei
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punti uniti della corrispondenza sia finito. Supponiamo che un punto O di =,
non appartenga a G?, e quindi non sia limite di G#. Nel piano =, conduciamo
per O una retta r la quale contenga almeno un punto di G?, senza contenere
punti eccezionali o uniti, cid che & evidentemente possibile, perché il numero
‘dei punti eccezionali ed uniti & per ipotesi finito, e perché se ogni punto di
67 fosse sopra una delle rette che li uniscono con O, ad O si potrebbe so-
stituire un altro punto di =, sufficientemente vicino ad esso in modo da non
appartenere a G~. Contenendo la » almeno un punto di G», possiamo trovare
un suo segmento ON, terminato da un punto N di G" e non contenente punti
di G* distinti da N (16). Essendo continua la corrispondenza, e non essendo
N eccezionale o unito, preso un intorno Iy possiamo trovare un intorno I,
di un polo M di N, sufficientemente piccolo in modo che appartenga ad Iy
un polo, ed uno solo, di un punto qualunque di Iy, e che I, non contenga
coppie di punti congiunti, per cui un punto di Iy, se & polo di un punto di I,
lo & di uno solo. Si ha percid una corrispondenza biunivoca continua tra i
punti di Iy ed un gruppo g* di punti di Iy. In n, tiriamo tre raggi MM’
MM", MM" di I, chiamiamo 7', I", [’ rispettivamente le linee ad essi cor-
rispondenti in Iy (27), e chiamiamo N', N', N rispettivamente i poli di
M, M", M posti in Iy. Sia I'y un intorno al quale siano esterni i punti
O, N, N', N”. La I’ contiene il punto N interno ad I'y ed il punto N’
esterno ad I'y, quindi deve incontrare il contorno di I’y almeno in un punto,
perch® esso & incontrato almeno in un punto da una qualunque linea poli-
gonale inscritta alla ' e con gli estremi nei punti N, N' (20). Il gruppo dei
punti comuni alla /' ed al contorno di I'y & chiuso, perché & comune a due
gruppi ciascuno dei quali & chiuso, quindi deve essere chiuso anche il gruppo
dei suoi poli contenuti in MM’ (30), e percid se ne deve trovare uno M, tale
che il segmento M M, non ne contenga altri (16). Ora, se N, & il polo di M,
contenuto sul contorno di I'y, al segmento M M, corrisponde in Iy una linea
l,, parte della I, che ha il solo punto N, sul contorno di I'y e tutti gli altri
suoi punti interni ad I'y. Analogamente possiamo trovare un punto M, in-
terno ad MM"” ed un punto M, interno ad M M", tali che i loro rispettivi
poli N;, N,, contenuti in Ty, stiano sul contorno di I'y e che ai segmenti
MM,, MM, corrispondano in Iy due linee l,, I;, rispettivamente parti delle
", 1" e che abbiano rispettivamente i soli punti &,, N, sul contorno di I’y e
tutti gli altri loro punti interni ad I'y. Se O' & il punto in cui il contorno
di I'y incontra il segmento N O, tra i punti Ny, N,, N,, 0', sul circolo che
Annali di Matematica, tomo XVIIL 15
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li contiene, due devono necessariamente separare gli altri due; supponiamo
che N,, O separino N,, N;, e chiamiamo p, una qualunque linea poligonale
inscritta alla 7, e con gli estremi in N,, N. Sia I’y un intorno sufficiente-
mente piccolo in modo che appartenga ad I’y un polo, e quindi uno solo, di
un suo qualunque punto, siano M’,, M', due punti interni ad I’y e rispetti-
vamente interni ai segmenti M, M, M, M, e siano rispettivamente N',, N'; i
loro poli contenuti in I'y. Nell'intorno I’y possiamo portare M', a coincidere
con M';, facendogli descrivere una linea ¢, senza fargli incontrare il segmento
MM,. Alla linea ¢ costituita dalla ¢ e dai segmenti M, M',, M; M'; corri-
sponde in I'y una linea I. Se p & una qualungne linea poligonale inscritta
nella 7 e con gli estremi in N,, N,, evidentemente la p deve incontrare la
linea poligonale costituita dalla p, e dal segmento NO'; ma i lati delle poli-
gonali p, p, si possono prendere sufficientemente piccoli in modo da non avere
punti comuni, perche altrimenti avrebbero almeno un punto comune le linee
7, 1, (20) e quindi il segmento MM, e la linea ¢, dunque il segmento N O’
deve incontrare la p, comunque siano presi piccoli 1 suoi lati. Ne segue che
NO' e lal devono avere almeno un punto comune, distinto da N perche
la I non contiene N, e percid che vi deve essere almeno un punto di G»
interno ad N0, mentre noi abbiamo preso NO' in modo che contenga il
solo punto N di 6= B dunque impossibile che un punto O di =, non sia un
punto di G~

Se ¢ stabilita una corrispondenza [m, n] continua tra un piano mn, ed
un gruppo G* di punti di un piano m,, se 6" & chiuso e se il numero dei
punti uniti & finito, 6* coincide con my.

In particolare:

Se ¢ stabilita una corrispondenza biunivoca continua tra un piano ., ed
un gruppo G di punti di un piano =, se G* & chiuso coincide con m,.

Analogamente si dimostra che:

Se ¢ stabilita una corrispondenza [m, n] continua tra una sfera o, ed
un gruppo G di punti di una sfera on, e se il numero dei punti uniti ¢ finito,
G coincide con la ay.

In particolare:

Se ¢ stabilita una corrispondenza biunivoca continua tra una sfera o
ed un gruppo G* di punti di una sfeya on, G* coincide con la o,.

I precedenti teoremi sulle sfere si possono anche dimostrare facendo prima
vedere che, se G* non coincide con la o,, si pud trovare un arco NO di cir-
colo massimo della @, che contenga il solo punto N di G, poi prendendo i
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due intorni Iy, Iy come nel caso dei piani, facendo corrispondere biunivoca-
mente e continuamente (26) alle superficie dei loro circoli base i segmenti
delle sfere o,u, o, contenuti in I, Iy, e quindi proseguendo a ragionare come
nel caso dei due piani,

VI. Le corrispondenze [m,, m.,..., m,] continue,
tra i punti di » gruppi.

35. Consideriamo » gruppi 6™, G™,..., 67 di elementi qualunque, che
indichiamo rispettivamente con M!, M2,..., M", e supponiamo che ogni gruppo
G, (M, M%..., M"~") determini m, corrispondenti elementi M;, M;,..., M7 , e
solamente m,, mentre ciascuno di essi corrisponda cosl ad » — 2 elementi M!,
Mey ..., MEY ML, M7=, comunque presi nei rispettivi gruppi, insieme a
ciascuno di m; elementi M?, e solamente insieme a ciascuno di essi. Allora
diciamo che & stabilita una corrispondenza [m;, m,,..., m,] di rango p=1r—1
tra gli » gruppi G™, e per distinguere la legge per cui dai gruppi:

G, (M, M., M=),
si passa agli elementi corrispondent] M”, da quelle per cui dai gruppi:
G, (MY,..., M=t Wit 0 M),

si passa agli elementi corrispondenti M, chiamiamo corrispondenza diretta la
prima e corrispondenza inversa ciascuna delle altre r — 1.

Diciamo h-univoca una corrispondenza [m,, m,,..., m,], se tra i numeri
m; ve ne sono k, e solamente k, uguali ad 1.

Chiamiamo ordine di una corrispondenza [m,, m,,..., m,] 1 numero
Mg, p =My + My + -+ m,.

Le corrispondenze [m, n], che abbiamo finora studiato, sono quelle che
adesso chiamiamo di 1.° rango.

36. Rispetto ad una corrispondenza [m,, m,,..., m,] chiamiamo polo di
un gruppo G,-,(M',..., M-, M+t . M) ciascuno degli m; elementi ad
esso corrispondenti. Se g™, g™,..., g™ sono gruppi contenuti rispettiva-
mente in 6™, 67:,..., G”, e se uno di essi g™ & costituito da tutti i poli
di tutti 1 possibili gruppi di » —1 elementi ciascuno di uno dei gruppi
Gy ey §-1, Gy, 07, diclamo che g™ & il gruppo polare del gruppo
gi (g™, ..., §™-1, §7+1,..., §™), ovvero anche il gruppo corrispondente ad esso.
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Se un gruppo & polare di sé stesso lo chiamiamo aufopolare rispetto alla
data corrispondenza. Diciamo aggruppamento aufopolare, rispetto alla data
corrispondenza, quello A, costituito da tutti 1 possibili gruppi G, (M!, M2,..., M),
tali che ogni elemento di ciascuno sia polo degli altri » — 1.

37. Un gruppo G.(M%,..., M%) costituisce un elemento dell’aggruppa-
mento autopolare A, insieme a ciascun elemento di un aggruppamento di

ordine r — £, che indichiamo con il simbolo A"‘l‘i-"'z’”, ovvero anche A * , e
p _

che chiamiamo aggruppamento polare di Gx rispetto ad A,. L’aggruppamento
A4, polare di un gruppo G,_,(M,..., M- Mi+t ..., M), & di 1.° ordine e
coincide con il gruppo polare di G,_,.

1’ aggruppamento Afih ¢ autopolare rispetto ad una corrispondenza
[mikﬂ,.--, mi ], di ordine Wi, i, =M+ 4 m; e di rango

r—k—l:p—k,

stabilita tra 1 gruppi Gm"kﬂ,..., szr’ e che chiarx;iamo corrispondenza polare
di Gy rispetto a quella data.

38. Supponiamo che tra i gruppi 6m,..., G sia stabilita una corrispon-
denza [m,, M,,..., m,], e che tra i gruppi G™4,..., G™'» sia stabilita una cor-
rispondenza [m'y, my,..., m'»]. Se i gruppi 6™, 6 coincidono, ogni loro
elemento appartiene ad infiniti gruppi G,, G, elementi degli aggruppamentl
autopolari rispetto alle due corrispondenze date, ed i rimanenti elementi di
6, G,» costituiscono un gruppo G,.,_, elemento di un aggruppamento A,.,_,
autopolare rispetto ad una corrispondenza risultante delle due date. Un gruppo
G,_.(M..., M) determina #m, elementi corrispondenti di G”:, ciascuno dei
quali, considerato come elemento di 6, insieme ad » — 2 elementi M*,...,
M'~—1) ciascuno di uno dei gruppi G”%,..., G*'»-s, di m', elementi corrispon-
denti di G'». Si vede cosi che, rispetto alla corrispondenza risultante, vi sono
mym'y poli del gruppo Gy, (M2,.... M~ M2,..., M"~%)  dunque la corrispon-
denza risultante & una corrispondenza [m',ms,..., M (M, MM oy..., mom'],
di ordine m, ,m'\+my »m, —2m,m, essendo m, ,, m'(  gli ordini
delle due corrispondenze date, e di rango r ++' —38 =p+p — 1, essendo
p, p 1 loro ranghi.

39. Un elemento M¢ chiamiamolo unito di ordine p;— 1, se & multiplo
secondo p; per il gruppo polare di un gruppo G,..,(M,..., Mé-1, Mé+t . M)

Un gruppo G, (M',..., M-t Mé+t . M7) chiamiamolo eccezionale di or-
dine p; — 1, se il suo gruppo polare contiene un elemento unito di ordine p; — 1.
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Per generalitda di linguaggio, un gruppo G,._,(M4..., Mi=t, M+, M)
non eccezionale si pud anche dire eccezionale di ordine 0, ed un elemento M
non unito si pud anche dire unito di ordine 0.

Ad un gruppo G,_,(M4..., Mi=1 M+t .. M7) possono corrispondere piu
elementi uniti, ed allora possiamo dire che ad esso sono sovrapposti altrettant
gruppi eccezionali.

Un elemento M? pud essere multiplo per pii gruppi polari di grupp:
G, (M,..., M™', M., M), ed allora possiamo dire che ad esso sono so-
vrapposti altrettanti elementi uniti.

40. Supponiamo che ciascuno dei gruppi G7 coincida con uno stesso
gruppo G, e supponiamo che sia m = m, =m, = .- =m,. Allora un gruppo
G,-,, di » — 1 elementi di G, considerato ciascuno come appartenente ad uno
determinato degli » gruppi sovrapposti 67, individua un gruppo polare g,
di m elementi di G. Se il gruppo €., 9, @ tale che il gruppo di » —1 qua-
lunque dei suoi m 4 — 1 elementi, ciascuno considerato in un modo qua-
lunque come appartenente ad uno di » — 1 dei gruppi 67, ha sempre per
polare il gruppo dei rimanenti m elementi di G,-, g, diciamo che la corri-
spondenza [m, m,..., m], stabilita tra gli » gruppi sovrapposti 67%, & una
corrispondenza involutoria.

I gruppi G,_, g, sono elementi di un aggruppamento A,, essendo:

n=m+r—1=m-p,

e p elementi qualunque di G appartengono sempre ad un gruppo elemento
di A,, e ad un solo. L’aggruppamento A, & la involuzione di ordine n e
di rango p individuata dalla data corrispondenza involutoria, e questa invo-
luzione indichiamola con il simbolo I, ,.

Sono evidentemente involutorie tutte le corrispondenze polari rispetto ad
una corrispondenza involutoria.

Indichiamo con I"”-¥* , ovvero anche con 1% v o_nt 12 involuzione, di
ordine n — % e di rango p— k, individuata dalla corrispondenza involutoria
polare di un gruppo 6x(Mi,..., M&), e chiamiamola dnvoluzione polare di G
rispetto alla I, ,.

41. T gruppi G™ siano rispettivamente costituiti da punti M*.

Una corrispondenza diretta [m,, m.,..., m,] & continua, se preso un qua-
lunque gruppo G,.,(M*, M*,..., M"~*), preso un corrispondente punto unito M7,
di ordine p,— 1>0, e preso un intorno Iy tanto piccolo quanto si vuole;
ma sufficientemente piccolo in modo da contenere il solo polo M~ di G,_,,
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possiamo sempre trovare gli intorni Jy:, Iye,..., Iy~ sufficientemente piccoli
in modo che ad I, appartengano g, poli, e solamente y,, di un qualunque
gruppo G-, (M", M",..., M'™*) di » — 1 punti ciascuno di uno degli intorni
Ijll, IJI‘Z".., IMI'-l.

Analogamente si pud definire la continuitd di ciascuna delle corrispon-
denze inverse.

Se sono insieme continue la corrispondenza diretta e ciascuna delle in-
verse, diciamo pill brevemente che & continua la corrispondenza [my, ms,..., m,]
stabilita tra 1 gruppi 6™, e diciamo che & confinuo il suo aggruppamento
autopolare A,.

I chiaro che allora sono continue tutte le corrispondenze e tutti gli ag-
gruppamenti polari rispetto alla data corrispondenza ed al suo aggruppamento
autopolare.

Se una corrispondenza involutoria & continua, diciamo che & continua la
involuzione da essa determinata, ed allora sono evidentemente continue anche
tutte le involuzioni polari rispetto ad essa.

E continua una corrispondenza risultante di due date corrispondenze con-
tinue (38).

42. Se ¢ continua una corrispondenza [m,, my,..., m,]| stabilita tra r
gruppt G™, e se uno di essi & finito e chiuso, anche ciascuno degli altri ¢
finito e chiuso.

Infatti ciascuno dei gruppi G”4,..., G™-1, G™ire,..,, G corrisponde a
G nella corrispondenza polare di un gruppo di » — 2 punti ciascuno di uno,
e di uno solo, degli altri » — 2 gruppi, e questa corrispondenza polare, di
1.° rango, & continua. Se 6 & finito e perfetto, ciascuno degli altri » — 1
gruppi & pure finito e perfetto.

Se ¢ continua una corrispondenza [my, my,..., m,) stabilita tra r gruppi
6™, e se uno di essi 6" ¢ finito e continuo, ciascuno 6™+ degli altri é finito
e costituito da un numero Zmy di gruppt continui (30),
ed & percid che abbiamo chiamato continue le corrispondenze che ora stiamo
studiando.

43. Se ¢ continua una corrispondenza [my, ms,..., m,] diretta stabilita
tra v gruppi 6™, e se ciascuno dei gruppi G™,..., Gm-1 & finito e chiuso,
preso un gruppo G,._ (MY, Me,..., Mi=, Méiv ... M7), e presi gli intorni
Iyi dei suoi poli M?, ciascuno tanto piccolo quanto si vuole, possiamo tro-
vare gl intorns Iyry..., Iyi-vy Iyivsy..., Iyr sufficientemente piccoli, in modo
che appartenga almeno ad un intorno Iyi ciascun polo di ciascun gruppo
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&, (M., M=, M'iet .., M) di r —1 punti ciascuno contenuto in un
inforno Iysy..., Tyi-vy Tyivagiy Tyr.

Supponiamo che comunque si prendano piceoli gli intorni Ty1,..., Tyi 4,
Iyé+s,..., Iyr vi siano sempre gruppi 6., i quali abbiano almeno un polo
esterno a ciascuno degli intorni I+ Consideriamo questi gruppi G',-, come
elementi di un . aggruppamento A,_,. 1l punto M” & limite del gruppo dei
punti di A,_, contenuti in I-; chiamiamo g" una parte di questo gruppo
la quale abbia per limite il punto M7, ed esso solo, chiamiamo a,., l'ag-
gruppamento costituito da tutti gli elementi di A,., che contengono un punto
di g, e chiamiamo g'y..., g-Y, 6., g”~t 1 gruppi dei punti di #,.- che
sono rispettivamente contenuti in Iyi,..., Iyi 1, Iyit,..., Tyr-a. Se g% & i
gruppo di quei poli M'? degli elementi di a,-, che sono esterni a ciascuno
degli intorni I+, essendo G finito e chiuso, esiste almeno un punto M, di G™,
che & limite di g% Chiamiamo M " i poli del gruppo M'... Mt Mt M+t M7,
ciascuno dei quali & evidentemente distinto dal punto M/". Essendo per ipotesi
continua la corrispondenza diretta, presi gli intorni I, ciascuno tanto piccolo
quanto si vuole, possiamo trovare gli intorni I'ys,..., I'yi-t, I'yiy I'yits,.ee,
1'yr-1, sufficientemente picecoli in modo che ciascun polo di un gruppo qua-
lunque di » —1 punti ciascuno contenuto in uno di questi interni appar-
tenga almeno ad un intorno Iy». Ora vi sono infiniti gruppi:

Gt (M., M-, M., M)

elementi di a,_,, i cui punti M",..., M'™t, M'i+ ..., M7% appartengono
rispettivamente agli intorni 1'y1,..., 1'yi-1, I'yit1y.0., I'yr~1, mentre uno M'¢
dei loro poli appartiene all’intorno I'y+:, e siccome poi un polo del gruppo
Mh Mt M ML M7t @il punto M, di g7, M'" deve appartenere
almeno ad un intorno Iy, almeno uno di questi intorni deve contenere in-
finiti punti di g, almeno uno dei punti M"" deve essere limite di §” e quindi
coincidere con M7; ma abbiamo detto che ciascuno dei punti M'” & invece
distinto da M*, dunque gli intorni Iy:,..., Tyi-1, Tyitt,..., Tyr sl possono
prendere sufficientemente piccoli in modo che ciascun polo di un qualunque
gruppo di » — 1 punti, ciascuno appartenente ad uno di essi, sia contenuto
almeno in uno degli intorni I+, come volévamo dimostrare.

Dalla precedente proprietd discende immediatamente che:

Se & continua una corrispondenza diretta [1, 1,..., 1, m], p univoca
di rango p, stabilita tra r=p+ 1 gruppi 67, e se ciascuno dei grupp:
67 ,y..., G™r—1 ¢ findto e chiuso, anche le corrispondenze inverse sono continue.
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44. Se tra r gruppi G, di elementi qualunque M, & stabilita una cor-
rispondenza [m,, m,,..., m,], ad un gruppo G, (M:,..., Mi-t, Mi=t, .. M)
corrispondono sempre m; elementi, e solamente m;. Possiamo studiare corri-
spondenze le quali posseggano particolar: gruppi G,_,(MY,..., M~ M+, ..., W)
che facciano eccezione alla legge che le regola, perché ad uno di essi cor-
rispondano tutti gli elementi di 6. Uno dei suddetti gruppi si pud chiamare
gruppo apolare rispetto alla data corrispondenza ed al suo aggruppamento
autopolare.

E apolare un gruppo che contiene come parte un gruppo apolare.

Un gruppo apolare G,_,(M!,..., M-, M+t Mr) & comune a tutti gli ag-
gruppamenti polari di tutti gli elementi di G, e viceversa. Un gruppo di
I:<<r —1 elementi del gruppo apolare G,_, & apolare rispetto alla corrispon-
denza polare dei rimanenti r — k& — 1 elementi.

Si pud estendere la definizione di continuitd anche alle corrispondenze
[m,, msy..., m,] stabilite tra » gruppi di G™ di punti e dotate di gruppi
apolari, non considerando questi gruppi particolari.

E facile vedere se e come le proprieta dimostrate per le- corrispondenze
[m., msy..., m,] si estendono al caso in cui esistano gruppi apolari.

45. Stabiliamo una corrispondenza [m,, ni,,..., m,], tra  gruppi 6, il cui
aggruppamento autopolare sia A,, ed una corrispondenza [m',, m',,..., m',],
tra »’ gruppi 6, il cui aggruppamento autopolare sia A,/, e supponiamo che
i gruppt 6m,..., 6™ coincidano rispettivamente con i gruppi 67,..., G,
essendo ¢ < 0. Se prendiamo un gruppo:

Gr+r'-c—1(Mm1,..., MmT, Mm7+l,..., Mm',, Mm"‘{-i,..., Mm""ﬂ)’

possiamo convenire di fargli corrispondere tutti gli elementi di G, , OVVero
gli m', elementi di 6", che corrispondono al gruppo:

G,.'_,‘(me,..., Mms, Mm'c+i,..., Mm’r'—i),
nella seconda corrispondenza data, secondoche il gruppo:
Gy (M7 yeeey M7y M7y M),
¢ o0 non & un elemento di A,. Analogamente se prendiamo un gruppo:
Gr+r’—s-1(Mm1,..., Mm77 Mm7+1,..., Mmr—l7 Mm’cﬂ,..., Mm',.y))

possiamo convenire di fargli corrispondere tutti gli elementi di G=., ovvero
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gli m, elementi di G” che corrispondono al gruppo:
Gy (M7 y.eey Mg Mog L M)

nella prima corrispondenza data, secondoche il gruppo:
G (Mo youey Mo, Mo L. M)

¢ o non & un elemento di .A,.. Se prendiamo un gruppo:
Gr+r'-e—4 (Mml,..., M’-!, Mm7+l,..., Mm,.’ Mm'a-H,..., Mm!,. ),

possiamo convenire di fargli corrispondere gli m, -+ m'; elementi di G che
corrispondono ai gruppi:

G, (M7 ..., Moy N L) M), G/ (M, ..y Moy Moy o M),

rispettivamente nella prima e seconda corrispondenza data. Otteniamo cosi tra
1 gruppi G™,..., 6™, G7oe, .., Gy Gors ) G™' una corrispondenza ri-
ducibile [m,+m'\, .oy s+ M'ay Meryyorny My, Mopyy..., m'y], di rango
r+17r —e¢—1 e di ordine my., -+ m',,.. ., rispetto alla guale sono apolari
tutti 1 gruppi elementi di A,, A,, se non & o =17 =1', e la quale & com-
posta delle due corrispondenze date, che sono le sue parti. Una tale corri-
spondenza riducibile si pud ottenere, e nello stesso modo, anche se A, 0 4.
¢ un aggruppamento A,, costituito da un determinato elemento.

Analogamente si possono definire le corrispondenze riducibili composte
di pit di due parti.

Se una data corrispondenza & riducibile, & riducibile 1'aggruppamento
autopolare rispetto ad essa e le sue paréi sono gli aggruppamenti autopolari
rispetto alle corrispondenze nelle quali si divide quella data.

Roma, 1 gennaio 1890).

Annali di Matematica, tomo XVIII, 16
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Massima dimensione
dei sistemi lineari di curve piane
di dato genere.

(D¢ Gumo Castensvovo, a Torino.)

La ricerca di un limite superiore alla dimensione (e in conseguenza al
numero delle intersezioni variabili) di un sistema lineare di curve piane di
dato genere p, fu gid fatta dal sig. Juna, il quale nelle sue Ricerche sui si-
stemi linear: di curve piane algebriche (*) assegna il valore 5p + 3 per questo
limite (p > 1). Si vede perd facilmente che un tal limite non & mai raggiunto;
sicché restava sempre il problema di determinare il valore massimo (raggiunto)
della dimensione di un sistema lineare, in corrispondenza a ciascun valore
di p. A questo problema appunto ¢ dedicato il presente lavoro; nel quale oltre
alla determinazione di quel massimo (= 3p 4 5), si troveranno pure assegnati
i sistemi di curve di dato genere nei quali la dimensione & massima.

Il concetto che ispira la ricerca & semplice, ma la dimostrazione non pud
procedere tanto rapida quando si voglia porsi al sicuro da ogni obbiezione,
Maggiore speditezza e simmetria si ottiene studiando la questione sulle su-
perficie omaloidi, anzich sui sistemi lineari (il che permette, come mostrerd
altrove, di giungere a teoremi piu generali di quelli qui enunciati); mi parve
perd valesse la pena di trattare un argomento sui sistemi lineari senza in-
vocare nozioni di altre teorie.

1. I sistemi lineari considerati in questo lavoro devono ritenersi com-

pletamente definiti dai punti base; e quando non si dichiari il contrario, si
dovrd intendere che la curva generica del sistema & irriduttibile.

(*) Annali di Matematica, serie 1I, t.1 XV, XVI; vedi in particolare a pag. 319 di
quest’ultimo volume.
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Si indicherd con

p il genere della curva generica (o genere del sistema),

k la molteplicith o dimensione del sistema,

D i1 numero delle intersezioni variabili di due curve del sistema (grado
del sistema).

Si supporrd inoltre che le curve di un tal sistema passanti per un punto
arbitrario del piano non devano in conseguenza passar tutte per altri punti
determinati dal primo e variabili con esso (percid & sufficiente che sia soddis-
fatta una delle seguenti disuguaglianze: ¥ >p + 1, D > 2p) (*). Le altre re-
strizioni che in seguito potranno divenir necessarie saranno esplicitamente di-
chiarate.

In questo lavoro & fondamentale la seguente questione: dati i caratteri
P, k, D di un sistema lineare di curve, trovare i caratteri p', &', D" del si-
stema costituito dalle curve del primo sistema passanti doppiamente per un
punto assegnato ad arbitrio nel piano. Per trattare con ogni rigore il problema,
& utile premettere alcune semplici considerazioni sui sistemi lineari.

2. Bi sappia che un sistema lineare dato oo*S contiene un sistema
lineare oo*~* S’ di curve riduttibili. Per un noto teorema dovuto al sig. Ber-
1INt (*¥), la curva generica C' di S' o si spezza in £k — 1 curve ¢’ di uno
stesso faseio (pili forse qualche curva fissa); o si spezza in una curva semplice
variabile coi parametri del sistema ed in una curva fissa (riduttibile o no).

(*) Qui alludo al teorema II della Nota del sig. SEGRE: Sui sistemi lineari di curve
piane algebriche di genere p. Rendic. Circolo Matem., t, I.

Siccome ai dne teoremi di questa Memoria dovrd ricorrere spesso nel segunito (citandoli
brevemente con Sgere, teor. I o 1I), credo opportuno di ripeterne qui gli enunciati sotto
una forma a me piu comoda.

Teor. I. — Un sistema lineare o* di curve piane irriduttibili di genere p, deter- -
minato dai punti base, ma del resto assolutamente qualunque, abbia il grado D. Se k> p,
si ha D=p+k—1, e le condizioni imposte al sistema da tutto l'insieme dei suoi punti
base, 'qualunque siano i vincoli da cui questi possono esser legati, sono tante quante sa-
rebbero quelle imposte dai singoli punti base, quando ciascuno di essi si prendesse isola-
tamente.

Teor. II. — Se in un sistema lineare oc* (k>2) di genere p, le curve passanti per
un punto arbitrario del piano devono in conseguenza passare per altri punti determinati
dal primo e con esso variabili, deve essere £ <p -+ 1.

Le dimostrazioni dei teoremi cosi modificati si deducono facilmente dalle dimostrazioni
del sig. SeGrE.

(¥*) Sui sistemi lineari. Rendiconti Istituto Lombardo, serie II, t. XV,
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Nel primo caso una curva ¢ non pud segare in pilt di un punto (fuori dei
punti base) una curva generica C di S; perché se le intersezioni fossero due
¢, b, essendo S determinato dal sistema S’ e da C, avverrebbe che ogni curva
di S passante per a dovrebbe contenere anche b, il che, quando si consideri
che a pud assumersi ad arbitrio, contraddice le ipotesi fatte su S. Se poi ogni
¢ sega in un sol punto una curva generica di S, segue che questa curva &
razionale.

Supponiamo invece che da ogni curva C' di S’ si stacchi una curva
fissa ' (ed una curva variabile irriduttibile). La y" non & segata da una curva
generica di S fuori dei punti base, perche se una intersezione vi fosse, questa,
ragionando come sopra, si vedrebbe esser comune a tutte le curve di S; y' &
adunque curva fondamentale per S. Sicché: Se un sistema lineare oo* di ge-
nere p >0 contiene un sistema ook-t di curve tutte riduttibili, ogni curva
di questo si compone di una curva fondamentale del primo sistema e di una
curva irriduttibile.

3. Un sistema lineare oo* S abbia la proprietd che tutte le sue curve
passantl per un punto arbitrario del piano formino un sistema lineare avente
una curva fondamentale, la quale non sia fondamentale per S; dico che ognz
curva di S é razionale. In questa dimostrazione posso supporre (senza im-
porre nuove limitazioni ai.sistemi lineari) che S sia ridotto ad aver soltanto
punti base ordinari (con tangenti distinte per ogni curva generica di S, va-
riabili col parametri del sistema). Sia a un punto arbitrario del piano ed S,
il sistema delle oo*-t curve di S passanti per a. Una curva del piano qua-
lunque y, sard segata in altrettanti punti dalla curva generica di S, e dalla
curva generica di S;; sicche se, come supporrd, y, & fondamentale per S,, ma
non per S, essa dovrd passare per a. Posso anche supporre che y, sia irridut-
tibile (senza escludere che possano esistere altre curve fondamentali per S,
ma non per S); in tale ipotesi si vede che a deve esser punto semplice per y,;
perche, siccome fra le oo*-* curve di S;, oo*-2 contengono la y,, se a fosse
punto doppio per essa, le oot~ curve di S che passano per a dovrebbero ivi
toccarsi; 1] che contraddice una delle ipotesi fatte al n.° 1 sui sistemi S. Segue
che ogni curva di S,, e quindi ogni curva di S, sega in un sol punto (fuori
dei punti base di S) la y,; e da cid che tutte le curve di S passanti per un
punto qualunque di y, costituiscono un siStema lineare avente per curva fon-
damentale la y,. E qui si noti che il numero delle intersezioni variabili di
una curva C di S con la y,, dipende soltanto (poiché i punti base di S si
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suppongono ordinari) dalle molteplicita di questi punti base per la curva C,
dall’ordine di C, ed inoltre dalle molteplicita dei punti base stessi per la y, e
dall’ordine di y,. Ora questi numeri relativi a y, sono interi e quindi non pos-
sono mutare quando ¢ si muove con continuitad nel piano ed insieme ad esso.
varia il sistema S, e la curva y, (fatta eccezione forse per qualche posizione
singolare di @). Questo ci dice che la curva y, in cui si muta la y,, quando a
passa in b, ha lo stesso ordine di y, e le stesse molteplicitd di y, nei punti
base di S. E lo stesso ordine e le stesse molteplicitd spettano ad ogni curva
del fascio determinato da y, e y; dunque ogni curva del fascio sega la curva
generica di S in un sol punto variabile, e tanto basta per provare che le curve
di S sono razionali, come avevo asserito (*).

4. Ed ora passiamo al problema enunciato al n.° 1. Per il sistema
lineare dato S di caratteri p, %, D, supporremo che si abbia:

p>0 (1) k>p+2, @)
(e in conseguenza per il teorema I del sig. SEGrE:
D=p+4k—1). 3)

Le curve di S che hanno un punto doppio in un punto o dato ad arbitrio
vel piano, formano un sistema lineare S la cui dimensione £ non & certo
inferiore a k¥ — 3. Ma %' non pud superare ¥ — 3, perche se fosse &' =k — 2,
tutte le ookt curve di S passanti per a dovrebbero ivi toccarsi, il che non
& possibile se @ & un punto generale, poiche k> p + 1 (**). Dunque anzitutto:

K o=k—3. 4)

Se la curva generica di S ha le stesse singolarita della curva generica C
di S nei punti base di S, ed inoltre ha il punto doppio in a, il suo genere p
¢ dato da:

p=p—L (5)

Perd percheé non si possano muovere obbiezioni a questa formola, & necessario
dimostrare:
) che la curva generica di S’ & irriduttibile;

(¥) Il teorema qui dimostrato puo enunciarsi cosi: Una superficie rigata rappresentabile
univocamente sul piano ha per sezioni curve razionali.
(**) SecrE, teorema I
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B) che la curva generica di 8’ non ha altre singolarity oltre a quelle
della curva generica di S nei punti base di S, ed al punto doppio in a.

5. Il sistema oo*-28’ & contenuto nel sistema oo*~2 delle curve di S
che toccano una stessa retta in a. Sicche se tutte le curve di S’ sono ridut-
tibili, per il teorema del n.° 2 e per la ipotesi (1), ciascuna di esse deve scin-
dersi in una curva y fondamentale per il sistema oo*-* ed in una curva va-
riabile irriduttibile. Siccome perd la retta per @, che ci ha determinato un
sistema ook—* contenente S, & in nostro arbitrio, ne viene che y sard fonda-
mentale anche per il sistema ookt delle curve di S passanti per a. Ora se
non passa per a, essa deve esser fondamentale per S; e in tal caso ogni curva
di S avente un punto doppio (in ¢ o in qualunque punto del piano) deve scin-
dersi in y e in una curva irriduttibile dotata di punto doppio. Ma se ¢id av-
venisse, nel sistema ook—* delle curve di S che passano per un punto di y (e
quindi si spezzano) giacerebbero oo*-? (anziché oo*-*) curve passanti doppia-
mente per un punto assegnato del piano; il che si riconosce assurdo (poiché
k—1>p+41) collo stesso ragionamento fatto al numero precedente per S.

Se poi y passa per @, allora ogni sistema oo*-* costituito dalle curve
di S passanti per uno stesso punto del piano ammette una curva fondamentale
che non & fondamentale per S; quindi per il n.° 3 p =0, contro la (1).

Queste contraddizioni giustificano completamente 1’affermazione o).

Quanto alla ) si osservi che se la curva generica di S’ avesse una mol-
teplicita maggiore che la curva generica di S in un punto base di S, con
una trasformazione quadratica avente quel punto per fondamentale, il sistema
S si muterebbe in un sistema di cui tutte le curve passanti doppiamente per
un punto del piano (corrispondente ad @) dovrebbero spezzarsi. E c¢id fu di-
mostrato impossibile. Le curve di S’ si comportano adunque nei punti base
di S come la curva generica di S; se poi le curve di S’ oltre a questi punti
base ed al punto doppio in ¢, avessero tutte un altro punto multiplo, questo
dovrebbe esser punto base per S’ (*). Eppure esso non imporrebbe nessuna
condizione alle curve di S’, mentre essendo per le (2) e (4) ¥’ > p’ (certa-
mente & p’' = p — 1), ciascun punto base deve imporre ad S’ tante condizioni
quante ne impone preso isolatamente (**). Questa contraddizione giustifica
anche 1’ affermazione 8); cosi la formola (5) & completamente dimostrata. Pos-
siamo adunque enunciare il teorema:

(¥) BerTiNI, Memoria citata.
(**) SecrE, teorema L
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In un sistema lineare di dimensione k e genere p, per cui valgano le
relazions:

»p>0, k>p+42,

le curve che passano doppiamente per un punto assegnato ad arbitrio nel piano,
formano un nuovo sistema di dimensione k — 3 e di genere p — 1 (e di grado
D — 4 per il teor. I del sig. Skerg).

Applicando pil volte questa proposizione si giunge alla seguente pili ge-
nerale:

In un sistema lineare di caratteri k, p e D soddisfacenti alle condizioni:

p>r—1, k>p42r, (6)

le curve che passano doppiamente per r punti fissati ad arbitrio nel piano
formano un nuovo sistema di dimensione k — 3r, di genere p — r e di grado
D —4r.

6. Ora siamo in grado di rispondere alla domanda: Quali sono i mas-
simi valori che possono assumere k e D per sistemi lineari di dato genere p?

B inutile occuparsi del caso p =0, perch® come & noto, si possono co-
struire sistemi di curve razionali nei quali la dimensione e il grado siano tanto
grandi quanto si vuole.

Se p=1, essendo noti tutti i sistemi di curve ellittiche (*), si pud ri-
spondere che il massimo valore tanto per k, quanto per D, & 9, valore rag-
giunto dal sistema di tutte le cubiche piane.

Si & trovato pure colla ricerca effettiva dei sistemi (**), che per p =
il massimo valore di £ & 11 ed il massimo valore di D & 12; valori raggiunti
dai seguenti sistemi d’ordine minimo:

1) curve del quarto ordine con un punto doppio comune,

2) curve del quinto ordine con un punto triplo ed uno doppio,

3) curve del sesto ordine con un punto quadruplo e due punti doppi
infinitamente vicini a questo.

(*) Guccia: Sulla riduszione dei sistemi lineari di curve ellittiche. Rendic, Circolo
Matem,, t. L

(**) 11 sig. June dimostro pel primo (Rend. Istituto Lombardo, maggio 1888) che non
esistono altri sistemi lineari minimi di genere 2 e dimensione superiore a 3 oltre ai si-
stemi qui dati (ed a quelli che ne derivano coll'aggiunta di punti base semplici). Debbo
perd avvertire che i sistemi 1) e 2) erano gid noti anteriormente, e che il sistema 3) ¢
dovuto al sig. Guccia (Rend, Circolo Matem., gingno 87).
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Sia ora p>2; e la dimensione k del sistema verifichi la condizione
k>3p—4 [in cui si muta la seconda delle (6) per r = p — 2]; allora per
il teorema precedente si avrd che le curve del sistema passanti doppiamente
per p — 2 punti assegnati ad arbitrio nel piano, formano un nuovo sistema di
genere 2 e di dimensione £ — 3(p — 2). Ma per c¢id che dissi sui sistemi di
genere 2, si deve avere:

E—3(p—2)<1l ossia k<3p+5;

dunque 3p + 5 & il massimo richiesto per k. Dalla relazione D=*Fk 4-p—1,
si conchiude poi subito che il massimo valore di D & 4p -+ 4.

In un sistema lineare di curve di genere p=>1 la dimensione non pud
superare 3p + 5, ne il grado pud superare 4p 4 4. Questi due massims pos-
sono esser raggiunti qualunque sia p. Infatti [come gid osservd il sig. June (*)]
per un sistema di curve d'ordine # con un punto (» — 2)-uplo e quanti si
vogliano punti doppi, detto p il genere delle curve, si ha:

7. E qui si presenta la questione: saranno questi i soli sistemi lineari
di dato genere superiore ad 1, per i quali la dimensione e il grado raggiun-
gono 1 massimi valori? Per potervi rispondere ci saranno utili alcune nozioni
sui sistemi di curve iperellittiche.

Sia S’ un sistema lineare di curve piane di genere p' soddisfacente alle
condizioni dichiarate al n.° 1; e la curva generica del sistema sia iperellittica.
Se # & 'ordine di questa curva, le curve d’ordine » — 3 aggiunte ad essa
sono aggiunte ad ogni altra curva generica di S’ e formano un sistema 3 di
dimensione p’'— 1; una curva di £’ taglia una curva di S' in 2p’ — 2 punti
appartenenti a p'—1 coppie della involuzione g} che sta su quella curva di S".

Sopra ogni curva di S’ che passi per un punto a fissato ad arbitrio nel
piano, si trova un punto ¢’ coniugato ad a nella involuzione g\ giacente su
quella curva iperellittica; e poiché supponiamo che le curve di S’ passanti
per @ non debbano in conseguenza passar tutte per qualche altro punto del
piano determinato da a, ne viene che infiniti saranno i punti ¢’ coniugati ad
uno stesso a. D’ altra parte ciascuna delle oo ~* curve di 3’ che passano per a,
deve contenere tutti questi punti @'; essi quindi dovranno appartenere ad una

(¥) Annali di Matem., serie 1I, t. XVI,
Annali di Matematica, tomo XVIII, 17
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curva «, che si staccherad da ogni curva di 3' passante per a (*): e due punti
qualunque di «, appartenendo a ocP’~2 curve di X' saranno coniugati in ogni
curva di S’ che li contenga. Da cid segue che « & segata in due soli punti
(variabili) da ogni curva di S’; e quindi che ogni curva di 3’ si scinde in
p — 1 curve, le quali (per il teorema gia citato del sig. Bertini) devono ap-
partenere ad uno stesso fascio (pilt forse qualche curva comune ad ogni curva
di ' e fondamentale per S); da cid il teorema:

Se tutte le curve di un sistema lineare (in cui il passaggio per un punto
non porti di conseguenza il passaggio per altri punti determinati dal primo)
sono iperellittiche di genere p' ed ordine n, ogni curva aggiunta d’ordine
n— 3 st spezza (oltre che forse in curve fisse) in p'— 1 curve di uno stesso
fascio, ciascuna delle quali sega una curva del sistema primitivo in due punti
variabili (**).

Reciprocamente & pur vero (e noto) che se ogni curva d’ordine n—3
aggiunta ad una C» si spezza in pill curve variabili (coi parametri del sistema
delle "curve aggiunte), la C” & iperellittica.

Sia ora S un sistema ock di curve d’ordine #, di genere p, dove k>p + 3;
ed ogni curva di S dotata di un punto doppio fuori dei punti base sia iper-
ellittica; dico che quando p >3 anche la curva generica di S & iperellittica.
Consideriamo percid il sistema 3 delle curve d’ordine » — 3 aggiunte alla
curva generica di S, e il sistema X formato dalle curve di = passanti per un
punto a scelto ad arbitrio mel piano. Ogni curva di 3’ & aggiunta ad ogni
curva del sistema oo¥~*S" costituito dalle curve di S che passano doppiamente
per a; ora per l'ipotesi fatta ogni curva di S & iperellittica ed ha il genere
p=p—1; di piu (poiche k¥ —3>p -+ 1) S’ soddisfa a tutte le condizioni
enunciate nel teorema precedente; quindi ogni curva di ' deve comporsi di
p'—1=p—2 curve variabili in un fascio al variare dei parametri di 3';
(oltre a queste perd, se p >3, nella curva generica di 2’ dovra trovarsi una

(*) Per p' =2 la curva o pud coincidere con la curva di X' che passa per a.

(¥¥) Le curve del fascio sono tutte razionali, infatti una di esse é segata in un sol punto
variabile dalle curve di S che passano per un suo punto. La trasformazione birazionale che
muta quel fascio in un fascio di rette, muta il sistema S in un sistema di curve di un
certo ovdine v con un punto base multiplo secondo v — 2 (e forse altri punti base); cosi si
giunge al teorema (gia dimostrato per via non sostanzialmente diversa nella mia Memoria:
Sulle superficie a sesiont iperellittiche; Rendic. Circolo Matem. di Palermo, t. IV) che
oaui sistema di curve iperellittiche soddisfacente alle condizioni sopra enunciate puo trasfor-
marsi in un sistema di curve di un certo ordine v con un punto base multiplo secondo v — 2,
¢ forse altri punti base.
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curva fissa passante per @). E poiché cid che si disse per il punto a si pud
ripetere per ogni altro punto del piano, si conchiude che ogni curva di X si
compone di almeno p — 2 curve variabili in un fascio al variare dei para-
metri di 3.

Se p> 3 tanto basta per conchiudere che ogni curva di S & iperellittica,
come appunto avevo affermato.

Che se poi & p=3, o la curva generica di X si scinde in due curve va-
riabili, ed allora S si compone di curve iperellittiche. Oppure la curva ge-
nerica di £ & costituita da una curva variabile irriduttibile e forse da una
curva fissa (che si stacca ciod da ogni curva di ). La curva variabile in
virth dell’ultima nota & razionale; sicche (fatta astrazione dalla curva fissa
quando si presenti) possiamo dire che 2 & una rete di curve razionali deter-
minata completamente dai punti base. Per un noto teorema, = pud mutarsi
mediante una trasformazione birazionale mnella rete costituita dalle rette del
piano; e poiché una curva di S & segata da una curva di £ in 2p—2 =14
punti variabili, la stessa trasformazione dovra mutar S in un sistema di curve
generali del quarto ordine. Quindi:

Ogni sistema lineare di curve di genere 3 di dimensione superiore a 6
pud trasformarsi in uno dei seguenti sistemi minimi, o in uno di quelli che
ne derivano coll’aggiunta di punti base semplici:

I) Sistema delle curve generali del quarto ordine.

IT) Sistema di curve iperellittiche ciod (*): 1) curve del sesto ordine
con un punto base quadruplo ed un punto base doppio, 2) sistema di curve
d’ordine 5+ g (u=20, 1, 2, 3) con un punto base multiplo secondo (3 + p)
a cul sono infinitamente vicini p punti doppi.

8. I sistemi qui dati (quando non abbiano punti base semplici) hanno
tutti la dimensione massima 14 ed il grado 16; e sono i soli sistemi di ge-
nere 3, per cui la dimensione ed il grado raggiungono questi valori.

Sia ora S un sistema di genere 4 la cui dimensione abbia il massimo
valore 3p -+ 5=1T; le curve di S che passano doppiamente per un punto
assegnato del piano formano un sistema S’ di genere 3 e dimensione 14. Ma
S’ non pud ridursi al sistema I) di tutte le curve generali del quarto ordine,
perché¢ al punto doppio di S’ dovrebbe corrispondere o un punto doppio nel

(¥) Cfr. la mia Memoria gia citata. Del resto tutti i sistemi di curve di genere 3 qui
dati (insieme ad altri per % < 6) erano gia noti in seguito ai lavori citati del sig. Jung,
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sistema I), o una curva segata da ogni quartica in due soli punti variabili.
Quindi le curve di S’ dovranno esser iperellittiche, e allora per il n.° 7 sa-
ranno pure iperellittiche tutte le curve di S. Ripetendo quest’ultimo ragio-
namento si trova che ogni sistema di curve di genere 5, la cui dimensione
abbia il massimo valore 20, deve comporsi di curve iperellittiche; e cosi via.
Sicch® alla fine (badando all’ultimo numero della mia Memoria citata) si
giunge al teorema:

Un sistema lineare di curve di dato genere p>>1 che abbia la massima
dimensione 3p + 5 (o il massimo grado 4p —+ 4) si compone di curve tperel-
littiche, oppure pud ridursi al sistema delle quartiche piane (p = 3). Nel primo
caso il sistema con una trasformazione birazionale pud mutarsi, qualunque
sia p, in uno dei sequenti sistemi minimi:

1) curve d’ordine p+3 con un punio base multiplo (ordinario) secondo
p+1 ed un punto doppio,

2) curve d’ordine p+2-+p (p=0, 1, 2,... p) con un punto base mul-
tiplo secondo p + p a cui sono infinitamente vicing p punti doppi.

Torino, febbraio 1890.
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Un’osservazione
sul grado massimo dei sistemi lineari
di curve piane algebriche.

(D¢ G. Juxe, a Milano.)

N elle mie Ricerche sui sistemi lineari di genere qualunque e sulla loro
riduzione all’ordine minimo (Ann. Mat., t. XV, Mem. I, t. XVI, Mem. II)
e per la prima volta dimostrato che per qualsivoglia genere p(> 1) si hanno
i seguenti sistemi lineari minimé di curve algebriche piane:

*)  Gpre =[]
Cpes = [a2+! 7]
Cp+s = [aP+* b} b]]

(**) .............

2P+‘ p— [a2p—l b? b? b:_’]
Cgp-{-g [azp bz b2 p]’

(insieme a quelli che se ne possono far derivare con 1’aggiunta di un conve-
niente numero di punti base semplici, ivi assegnato per ogni caso); — i quali
sono i soli sistemi di curve C, del minimo ordine, dotate di un punto base
multiplo secondo g — 2. In generale perd, oltre a questi, esistono altri sistemi
minimi, che si possono determinare per ogni valor dato di p, coi procedimenti
indicati nei §§ 5-8 della Memoria I e nel § 9 della Memoria II.

(4)

(*) T. XV, pag. 291, Tab. I, sist. ¢ e t. XVI, pag. 306, (p).

(**¥) T. XVI, pag. 307. Nel sistema d'ordine p + 3 il punto doppio pud essere o no
infinitamente vicino al punto (p + 1)-plo (t. XV, pag. 294, Tab. II, sist. ¢, per r =p + 1
e s=2); negli altri i punti & .sono tutti 1nﬁn1tam°nte vicini al punto a,
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Giova rammentare anche i due teoremi che si trovano nei §§ 10, 11
della IT Memoria (I. c., t. XVI, pag. 323, 324), ciod:
« In un sistema lineare di genere p(>>1) e di dimensione qualsivoglia
il grado D non supera mai il limite 6p + 2; »
« In un sistema lineare di genere p(>> 1) la dimensione non pud mai
superare il limite 5p 4 3. »
Ora il sig. CasteLnvovo (¥) con un metodo molto elegante-ha mostrato:
1.° che 4p+ 4 e 3p + 5 sono risp. limiti superiori pel grado e per
la dimensione dei sistemi lineari di genere p(>1) e sono, com’#
evidente, effettivamente raggiunti:

a) per ogni genere p(>1), dalle famiglie di sistemi lineari rappre-
sentate dal sistemi minimi (4), gid da me assegnati;

b) per p=3, dalla famiglia di sistemi lineari rappresentata dalla
totalita delle curve piane generali di quart’ordine (l. c., t. XV,
pag. 309, Tab. V, sistema 1).

2.° che oltre al sistemi riducibili a uno degli anzidetti sistemi minimi (4)
oppure alla totalita delle quartiche piane, nessun altro sistema di
genere p >1 pud raggiungere il grado massimo 4p + 4 neé la di-
mensione massima 3p 4 5.

Nel richiamare I’attenzione del lettore su queste notevoli conclusioni, mi
piace osservare che mentre esse non sono in contraddizione coi due teoremi
sopra ricordati, hanno tuttavia per effetto di renderli ormai del tutto superflui.
Perd quei due teoremi inutili non furono, dacch® per un verso hanno contri-
buito a dissipare un errore che gia correva sull’argomento e per I'altro hanno
dato occasione al sig. CasreLnvovo d’intraprendere la ricerca di cui qui ho
riassunto i risultati.

Milano, maggio 1890,

(*) Nella Nota: Massima dimensione det sistemi lineari di curve piane di dato ge-
nere pubblicala in questo stesso fascicolo degli Annali (t. XVIII, pag. 119).
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Sopra le funzioni iperellittiche
di 1. specie (I Stufe) per p=2.

(Memoria V' di Erxesro Pascan, a Napoli.)

Scopo di questa Memoria V & lo studio dettagliato delle cosiddette fun-
zioni iperellittiche di 1.* specie (I*r Stufe) per p =2, e delle funzioni ja-
cobiane corrispondenti.

Mi & parso indispensabile, per poter far comprendere 1'indole e il valore
delle funzioni che studio in questa Memoria, di premettere nei primi paragrafi
un cenno sulla interessante classificazione che il Kueiv stabilisce delle funzioni
iperellittiche, considerandole come funzioni appartenenti al cosiddetto gruppo
di sostituzioni abeliane, o ad un sottogruppo di esso.

Stabilita cosl una funzione iperellittica, essa non sard in generale intera
negli argomenti w (integrali di 1.* specie); perd sempre sard (e questo & un
punto sostanziale della teoria delle trascendenti) il quoziente di funzioni énfere
che chiameremo funzioni jacobiane.

Definiti certi speciali sottogruppi del gruppo abeliano, caratterizzati in
una maniera assai semplice da un numero intero n scelto come modulo, si
viene a stabilire una serie di funzioni di 1.%, 2.%, 3.%,... w™e specie, e corri-
spondentemente un’altra serie di funzioni jacobiane di 1.* 2.* 8.%... specie.
Quelle di 2.* specie corrispondono alle ordinarie funzioni $ di Jacosr, o, se
si vuole, alle ¢ di Kuev; quelle di 1.* specie sono quelle appunto che ei pro-
poniamo di studiare in questo lavoro.

E facile dimostrare che queste ultime [chiamate 3 dal Kue (*)] possono
esprimersi linearmente mediante i quadrati delle ¢; quindi si presenterebbe
Iidea di studiarle giovandosi degli sviluppi noti sulle ¢ (**); perd ho credpto

(*) Math. Ann., Bd. 27, § 14.
(*¥*) Vedi i lavori del Brroscur (Lincei, serie 1V, vol. 2 e 3) e il lavoro del WILTHEISS
Math, Ann., Bd. 29, pag. 272).
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132 Pascal: Sopra le funzioni iperellittiche

pilt conveniente abbandonare quest’idea, a causa della dissimmetria che essa
porterebbe nei calcoli, e studiare addirittura le = direttamente, il che costi-
tuisce certamente un procedimento pill elegante.

Potendosi esprimere le quattro = pari linearmente mediante 1 quadrati di
quattro speciali funzioni ¢ (*), si ricava che le 3 potranno prendersi come le
coordinate omogenee di un punto di una superficie di Kuuuer. Inoltre il qua-
drato della 3, dispari si pud esprimere razionalmente per le prime quattro 3,
e rappresentera (eguagliato a zero) un certo fascio di sestiche tangenti lungo
una curva di 12.° ordine alla superficie di Koumer (**).

L’equazione della superficie di Kuuuer in coordinate = come anche quella
di questo fascio di superficie di 6.° ordine hanno la rimarchevole proprietd di
essere razionali negli invarianti fondamentali della sestica f3 lo studio di tali
equazioni formerd I’dggetto delle Memorie seguenti.

§ 1. Gruppi di punti su di una curva iperellittica di genere 2
e loro relazione cogli integrali di 1.* specie.

Se immaginiamo al modo solito rappresentata una curva iperellittica di
genere p = 2, per mezzo di una superficie di Riemaxy a due falde e con sei
punti di diramazione, possiamo facilmente studiare le coppie di punti esistenti
su questa forma iperellittica.

Propriamente consideriamo due punti qualunque non coniugati, cioé che
non stanno l'uno sovrapposto all’altro in ciascuna delle due falde della su-
perficie.

Allora il teorema di Riemany e Rocn ei dice che tali punti non possono
mai muoversi corresidualmente a loro stessi. Se invece i due punti dati sono
coniugati, allora possono muoversi in una sola maniera corresidualmente a
se stess.

Si ricava dunque che sulla nostra forma iperellittica esistono due specie
di gruppi di due punti, ciod:

1.° gruppi generali;
2.° gruppi speciali, formati di due punti coniugati.

(*) Oltre di ci6 la ¥, puo esprimersi come somma dei quadrati di tutte le 10 ¢ paris
(¥¥*) BurkHARDT, Systematik, ete. Math, Aun., Bd, 35, § 21,
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di 1.2 specie (1" Stufe) per p==2. 133

Immaginiamo ora ciascuno dei due integrali w di 1.* specie scisso nelle
sue parti, reale e immaginaria:

wy, = ap, -+ 6n,

e consideriamo o, o, 8, . come le quattro coordinate di un punto in uno
spazio a quattro dimensioni. Tale punto lo chiamiamo il punto (w).

Incominciamo col fissare in questo spazio il punto origine e prendiamo
poi gli altri punti corrispondenti alle coordinate:

1.° punto W, = oy, Wy == Wy,
2.2 » W, =, Wy == Wy,
3.° » Wy = wy3 Wy == w3
4° » Wy = wyy Wy == tayy

dove le w sono al solito i periodi degl’i integrali. Allora questi quattro punti
insieme al punto origine formano i vertici fondamentali di un parallelepipedo.
Ogni altro vertice sard dato da:

t(D) + t.(AD) + (11D 4 £,(IV),

dove (I) (II) (ITI) (IV) sono i quattro punti fissati sopra e le ¢ sono numeri
interi e propriamente hanno o il valore 0 o il valore 1.

Possiamo dividere tutto lo spazio a quattro dimensioni in tanti paralle-
lepipedi congruenti a questo; ogni altro vertice di questi nuovi parallelepipedi
sard dato dalla stessa formola precedente dove perd le ¢ hanno il valore di
un qualunque numero intero.

E chiaro che ogni punto dello spazio cosi diviso tiene sempre il suo con-
gruente in un punto del parallelepipedo iniziale, nel senso che togliendo o
aggiungendo opportunamente alle sue coordinate un numero snfero di periodi,
si potrd sempre giungere ad un punto del parallelepipedo primitivo. Di qui
si ricava che ogni coppia di punti sulla nostra forma iperellittica trova sempre
un punto (w) ad essa corrispondente nel parallelepipedo iniziale.

Consideriamo prima un gruppo generale di due punti. Poiché esso non
pud, come abbiamo detto, muoversi corresidualmente a sé stesso, cosl non vi
sard che solo esso che corrisponda ad un certo punto (w) del parallelepipedo
iniziale; e d’altra parte & chiaro che non possono esistere due punti (w) nel
parallelepipedo iniziale corrispondenti alla stessa coppia di punti (x).

Esaminiamo ora una coppia speciale z’ z".

Annali di Matematica, tomo XVIII, 18
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134 Pascal: Sopra le funzioni iperellittiche

Per essa gli integrali:

([

sono ambedue zero; onde a tale coppia non corrisponde che solo il punto
origine dello spazio (w).

Ma poich® la coppia speciale pud muoversi corresidualmente a sé stessa,
si ricava che al punto origine delle w corrispondono tutte le infinite coppie
di punti contugati.

Ora capita la domanda: Ad ogni punto del parallelepipedo delle w cor-
risponde sempre una coppia di punti sulla superficie di Riemanx? In altri ter-
mini, la totalitd di tutti i punti w che corrispondono a tutte le coppie possibili
di punii riempiono tutto il parallelepipedo, o solo una parte di esso?

Un celebre teorema di Jacosr detto feorema d’inversione ci da la risposta
a questa domanda, e ci dice che non vi & punto (w) a cui non corrisponda
una coppia di punti sulla superficie di Riemaxn.

Di qui si ricava che: ogni funzione razionale simmetrica dei due punti
sara una funzione monodroma degli integrali w, w,.

Inoltre sard chiaramente una funzione quatiro volte periodica.

Poiché perd, data una coppia di punti sulla superficie di Riemany, non
vi corrisponde un solo punto (w), ma infiniti di tali punti, ciascuno in uno
degli infiniti parallelepipedi congruenti, non si pud dire reciprocamente che
ogni funzione monodroma degli integrali w, sard una funzione razionale dei
due punti z, y (*).

Noi intanto prendiamo per ora questa definizione generale di funzion:
iperellittiche.

Per funzioni iperellittiche si intendono quelle funzioni monodrome degli
argomenti trascendenti che sono funzioni algebriche degli argomenti algebrici,
intendendo per argomenti trascendent: gli integrali di 1.% specie e i loro pe-
riodi, e per argoment: algebrici i punti della superficie di Riemasn e i coef-
ficienti della sestica fondamentale, cioe i moduli di tale superficie.

In seguito ci saranno utili anche i due altri risultati che inseriamo qui
appresso:
1. Gli integrali di 1.* specie sono funzioni non diramate dei gruppi di
punti z della superficie di Riemaxy, il che significa che essi hanno sempre sul

#) Burnuarpr, Systematik, etec. Math. Ann., Bd. 35, § 12
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di 1. specie (Iter Stufe) per p=2. 135

piano # (su cui & distesa la superficie di Riemany) gli stessi punti di dirama-
zione che ha la riemanniana, ciod le radici della sestica fondamentale f(x).

La stessa proprieth vale dunque anche per qualunque funzione mono-
droma delle w.

2. Viceversa ogni funzione simmetrica razionale dei gruppi di punti &
una funzione non diramata nello spazio a quattro dimensioni in cui esten-
diamo i due integrali w; cid dipende da quello che abbiamo detto avanti, che,
cioe, tale funzione & una funzione monodroma delle w.

§ 2. Gruppo abeliano.

Se noi percorriamo colla variabile d’ integrazione, nell’ integrale di
1.* specie, un cosiddetto faglio canonico della superficie di Riemanx, otteniamo
per risultato uno dei periodi w.

Se invece percorriamo un cammino chiuso qualunque, otteniamo in ge-
nerale una funzione lineare, con coefficienti interi, dei periodi.

Onde se noi da un sistema di tagli canonici passiamo ad un altro, i nuovi
periodi (che non sono altro che il risultato dell’integrazione lungo cammini
chiusi nella primitiva superficie) saranno certamente funzioni lineari degli an-
tichi con coefficienti inferd.

Indicando i periodi w con due indiei, di cui il primo rappresenta !'indice
dell’integrale a cui quel periodo si riferisce, e il secondo si riferisce al ¢aglio
canonico percorrendo il quale si ha quel periodo, e indicando con » gli antichi
periodi e con ' i nuovi, si ha propriamente che:

w’u, W’n, w’is, 0)'44,
si esprimono ciascuno linearmente e con coefficienti interi per mezzo di
Wiy, Wiz, Wig, Wige

Analoghe formole sussisteranno fra le w'y € .
Si hanno dunque in tutto due sistemi di variabili fra loro cogredienti.
Analogamente & chiaro che w’; si esprimerd come la somma di w; e di
una combinazione lineare con coefficienti interi delle wj wi iz wiy.
Studiando ora un po’ pilt da vicino queste sostituzioni lineari che chia-
meremo, da ora in poi, sostituzioni abeliane, si trova subito una certa funzione
delle w, la quale deve godere della proprietd invariantiva rispetto a queste
sostituzioni.
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Si sa che 1 periodi » debbono soddisfare a certe relazioni bilineari. Si
dimostra che i primi membri di tali relazioni godono della invariantivitd per
la trasformazione lineare (*).

Cid & appunto che specializza queste sostituzioni e fa che i loro coeffi-
cienti numerici interi debbono sempre soddisfare a certe relazioni facili a
trovarsi (*¥).

Osserviamo inoltre che siccome poi anche reciprocamente gli antichi pe-
riodi debbono esprimersi linearmente per i nuovi, con coefficienti infers, cosi
il determinante della sostituzione deve essere eguale a * 1, e unendo poi
questa proprietd con quelle altre adesso stabilite, si trova propriamente che
tale determinante deve essere eguale a -+ 1.

* Le sostituzioni di tal natura formano un gruppo che si chiama gruppo
abeliano.

Ora si presenta il problema di determinare tutte le sostituzioni mediante
cui possono esprimersi tutte quelle del gruppo abeliano.

Per p=2 si pud dimostrare che esistono solo quatfro di siffatte sosti-
tuzioni elementari (***).

Noi abbiamo visto avanti che vi sono certe condizioni, perche un sistema
di sostituzioni rappresenti un cangiamento di sistema di tagli canonici della
superficie di Rieman.

(*) Burxuarpt, Opera cit., pag. 203. La dimostrazione rigorosa si trova in Jorpan,
Traité des substitutions.
(¥%*) BurkHARDT, loco cit.
(**#*) Krazer, Annali di Mat., vol. 12, pag. 296.
CLEBSCH-GORDAN, Abelsche Funct., pag. 304.
KroNEcKER, Ueber bilineare Formen. Berl,, Monatsb., 1866. — Crelle’s Journal,
vol. 68, pag. 273.
JorpAN, Traité des substitutions, pag. 171.
KRrAUSE, Die Transf. der hyp. Funct. Leipzig, 1886, pag. 69 e seg.
In quanto alla teoria della trasformazione vedi anche:
Hermite, Comptes Rendus, t. 40 (1855).
Brioscui, Sur la transformation des fonct. Abeliennes, Comptes Rendus, t. 47
(1838). — Sulla trasformazione delle funz, iperell. Lincei. Rend. 1885,
THoMAE, Die ally. Trasf. der 8-Funct. Gottingen, 1864 Dissert, — Crelle, vol. 75.
‘— Zeitschrift f. Math. und Phy., Bd. 12,
KOoNISBERGER, Crelle, vol. 65.
‘WEBER, Crelle, vol. 74.
DornN, Die Form und Zahl der Repraesentanten, etc. Math, Ann., Bd. 7.
KRrAUSE, Sur la transformation des fonctions hyp. de 1. ordre. Acta Math.,
t, 3, — Zur Transformation, ete, Crelle, vol. 95—98, — Math. Ann. 17—25.
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Tali condizioni ci si presentano dunque come necessarie. Ora si domanda:
Sono esse anche sufficienti? In altri termini, ogni sostituzione abeliana rap-
presenta sempre un cangiamento del sistema di tagli canonici?

La risposta a questa domanda & affermativa.

Per dimostrarlo si fa vedere geometricamente che ogni cangiamento del
sistema di tagli si pud comporre sempre mediante quattro cangiamenti ele-
mentari che corrispondono poi alle quattro sostituzioni elementari; ogni altra
sostituzione abeliana componendosi mediante queste quattro, corrispondera
dunque ad un cangiamento del sistema di tagli (*).

§ 3. Sottogruppi per congruenze.

Chiamando P in generale i periodi primitivi e P’ i trasformati, le sosti-
tuzioni abeliane sono del tipo:

w =w- 35 hs Pg )

1
I)'a=213 C’qu‘g, 5 ( )
dove le k e ¢ sono numeri interi.
Consideriamo ora le congruenze:
w =w-+ 3ghs P
0 (od. m), )

PlaEchqu‘g

dove n sia numero intero qualunque.

Propriamente si intende che sono i numeri interi 4 e ¢ che debbono con-
siderarsi presi nel campo di modulo »; in altri termini il simbolo (2) non sta
a significare altro se non che noi vogliamo ¢onsiderare come appartenenti ad
una stessa categoria due sostituzioni in cui i coefficienti % e ¢ siano rispett.
fra loro congrui secondo il modulo #.

1 chiaro che il caso (1) & compreso in (2) e da esso si ricava per n = 1.

Il numero di tutte le sostituzioni (2) fra loro incongruenti & finito e di-
pende da n. Esso & stato calcolato da Jorpax (**) ed & in generale:

N = (0 — 1)n?-(n®-* — 1)...(n* — L)n - n%,

(¥) BurgHARrDT, Syst., Math. Ann., Bd. 35, § 7. — Tuowmag, Crelle, Bd. 75.
(**) JorpaN, Traité des substitutions, |ag. 176.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



138 Pascal: Sopra le funzioni iperellittiche

onde per p =2 si ha:
n=2 N="1720-16
n=3 N = 51840 - 81 (*).

Vediamo ora come mediante le congruenze (2) si possono formare dei
gruppi di sostituzioni.

Abbiamo detto che tutte le sostituzioni (2) fra loro congruenti secondo il
modulo 7 noi le vogliamo considerare come racchiuse nella stessa categoria.

Per n =1 cid significa che noi consideriamo addirittura come comprese
in una medesima classe fufte le sostituzioni abeliane, e sappiamo, d’altra parte,
che queste formano un gruppo.

Ma ora si domanda: Sia #>>1 e raccolgo al solito in una medesima
classe tutte le infinite sostituzioni fra loro congruenti (ciod che i coefficient
numerici 4 e ¢ sieno rispett. e separatamente fra loro congruenti); tutte queste
sostituzioni formeranno un gruppo?

In generale, no. Perd pud benissimo accadere che sieno scelti in tal modo
1 coefficienti & e ¢, che tali sostituzioni formino precisamente un gruppo.

Se c¢id accade, esso sara evidentemente un sottogruppo del gruppo prin-
cipale (Hauptgruppe) (quello del paragrafo precedente che si ottiene per n= 1),
e percid lo chiameremo sotlogruppo per congruenze (congruenzuniergruppe).

Oltre di tali sottogruppi, il gruppo principale ne conterrd in generale
altri; e del resto anche limitandosi a quei soli sottogruppi cosi definiti, si pre-
senta il problema interessantissimo di studiare quanti e quali sono i so¢fo-
gruppi per congruenze corrispondenti ad un dato modulo n (**).

L’indice di un sottogruppo & il numero di tutti i valori che una funzione
appartenente al sottogruppo, acquista quando ad essa si applichino tutte le
sostituzioni del gruppo principale.

(¥) Per p =1 vedi GiersTEr, Math. Ann., Bd. 18 e 26. — Per p =2 vedi BoLrza,
Math. Ann., Bd. 33.
(¥%) Per p =1 vedi i seguenti lavori del Dr. FrickEe:
Ueber Systeme ellipt. Modulfunct. Dissert. zu Leipzig. Braunschweig, 1886,
Ueber die substitutionsgruppen, ete. Math. Ann,, Bd. 28, pag. 99.
Die Congruenzgruppen der sechsten Stufe. Math. Ann., Bd. 29, pag. 98.
Ueber die ausgezeichneten Untergruppen, ete. Math. Ann., Bd. 30, pag. 345.
Ueber ausgezeichnete Untergruppen in der Gruppe der ellipt. Modulfunct. Math.
Ann., Bd. 31, pag. 227,
Vedi poi anche i lavori del Krrix (Math, Ann,, Bd. 14, 15, 17), Hurwrrz (Math.
Ann,, Bd. 27), ete.
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Se i gruppi risultano di un numero finifo di sostituzioni, allora I'indice
del sottogruppo si ottiene, come si sa, dividendo il numero delle sostituzioni
del gruppo per il numero di quelle del sottogruppo. Ma nel nostro caso i gruppi
risultano di un numero infinito di sostituzioni; in tal caso 'indice si trova nel
seguente modo.

Sieno:

1 S, Sy

tutte le sostituzioni del sottogruppo. Si prenda una sostituzione 7' non com-
presa in queste e si formino:

T, TS, TS,....

Si prenda daccapo un’altra sostituzione U non compresa né nella prima, nd
nella seconda serie, e si formino:

U, US, US....

E cosi di seguito. Allora il numero di tutte le linee che si verranno a formare
sino ad esaurire tutte le sostituzioni del gruppo principale, rappresentera
Iindice richiesto. Esso in generale potrd essere finito o infinito. Per i sotto-
gruppi che ci occorrerd di considerare in seguito, tale indice & sempre finifo.

§ 4. Sottogruppi principali.

Nel paragrafo precedente abbiamo stabilito che cosa si intenda per sotto-
Jruppo per congruenze.

Ora fra tutti 1 possibili di tali sottogruppi ve ne sono certi speciali che
vogliamo qui studiare.

Consideriamo tutte le infinite sostituzioni abeliane congruenti secondo il
modulo # a quella i cui coefficienti sono rispettivamente:

h=0, 0,.. 0

c=1, 0,... 0
0, 1,.. O (a)
0, O,.. 1.

 facile prima di tutto vedere che tali sostituzioni formano un gruppo;
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infatti il prodotto di due di esse, giusta la regola generale per la formazione
del prodotto di due sostituzioni lineari, ha sempre i suoi coefficienti congruenti
a quelli dello schema («), onde & sempre una sostituzione della medesima
categoria.

11 sottogruppo cosi formato lo chiameremo: sotfogruppo principale di n.me
specte (*¥) (n*r Stufe). '

Cosl si vede che il sottogruppo principale di 1.* specie non & altro che
il gruppo totale abeliano.

La sostituzione i cui coefficienti sono quelli dello schema (a) la chiame-
remo la istituzione identica.

Esaminiamo ora se I’¢ndice del sotfogruppo principale & finito o infinito.

Si pud far vedere che una sostituzione abeliana S moltiplicata per una
sostituzione del sottogruppo principale da luogo ad wun’altra sostituzione S’
congruente ad S secondo il modulo n, e che viceversa due sostituzioni S, &'
fra loro congruenti, possono ricavarsi I'una dall’altra moltiplicando S per una
certa gostituzione del sottogruppo principale. Onde una funzione F apparte-
nente al sottogruppo principale acquista lo stesso valore per due sostituzioni
S, 8’ fra loro congruenti. Onde infine il numero dei valori di F, ciod l'indice
richiesto non & altro che il numero N da noi determinato nel paragrafo pre-
cedente.

§ 5. Le funzioni iperellittiche come funzioni di gruppi.

Nel § 1 abbiamo definite le funzioni iperellittiche come quelle funzioni
monodrome negli argomenti trascendenti, le quali sono algebriche negli argo-
menti algebrici.

Ora noi osserviamo due cose:

1.° Che gli argomenti algebrici restano inalterati se le w si aumentano
di multipli di periodi;

2.° Che gli argomenti algebrici sono indipendenti dal sistema di tagli
canonici della superficie di Riemaxs.

Onde si ricava che quelle tali funzioni iperellittiche di cui abbiamo par-
lato, che sono razionali negli argomenti algebrici, sono funzioni che restano
inalterate per tutte le sostituzioni del gruppo abeliano, ciod appartengono a

quel gruppo.

(*) KLEIN, Lezioni, semestre d’estate 1887, — BurknaRrDT, Systematik, pag. 225 e seg.
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. Se ora consideriamo in generale le funzioni algebriche degli argomenti
algebrici, esse per tutte le sostituzioni abeliane acquisteranno un numero finito
di valori, quindi in generale apparterranno ad un sottogruppo di ordine finito.

Le funzioni iperellittiche quindi ei si presentano qui come funzioni mo-
nodrome delle % e funzioni appartenenti a certi sottogruppi del gruppo abe-
liano, o al gruppo abeliano stesso.

Limitandoci a considerare solo quei sottogruppi che abbiamo chiamati
principali e che sono appunto di ¢ndice finito, abbiamo una serie di funzioni
iperellittiche di 1.%) 2.%... n.me specie secondoché appartengono a sottogruppi
principali di 1.%, 2.,... n™@ specie.

‘£ da questo punto di vista che noi ci poniamo cosl sotto gli occhi tutto
il quadro delle funzioni iperellittiche. Perd ci si presenta qui la domanda:
Le funzioni qui definite sono znfere negli argomenti trascendenti?

Risponderemo che non lo sono; perd, e questo & un punto fondamentale
della teoria delle trascendenti, sono sempre il quoziente di funzioni infere che
chiameremo funzioni jacobiane di 1.%, 2.%... #.m® specie.

Le funzioni jacobiane di 2.* specie sono le ¢ di Krriv, quelle di 1.” specie
sono le = (*).

Queste tali funzioni jacobiane non possono perd includersi nella classifi-
cazione generale da not data sopra, in quantoché esse non appartengono ad
un sottogruppo di indice finito (**).

§ 6. Le funzioni iperellittiche ridotte a covarianti.

Prendiamo per fondamento anziche gli integrali w coi periodi w, i co-
siddetti integrali normals v, cioé tali combinazioni delle w che i quattro periodi
di v, v, sui due tagli canonici 4, 4, di 1.* specie (***) si riducano rispetti-
vamente -a

0
0 1,
mentre gli altri quattro sieno:
Ty Tz
T Toze

(*) Kueix, Hyp. Sigmafunct. Math, Ann,, Bd. 27, pag. 462.
(*#*) BurkHarDT, Syst., pag. 245,
(*#*) BurkHARDT, Opera cit., pag. 202.
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Allora consideriamo una funzione monodroma di tali argomenti trascen-
denti normali.

Poiché questi godono della proprietd invariantiva rispetto alla trasforma-
zione lineare della sestica fondamentale f, la stessa proprietd dovra avere la
funzione wonodroma di cui si parla.

Onde le funzioni iperellittiche definite nel paragrafo precedente diventano
covarianti o invarianti algebrici di f.

Possiamo dunque fare questa notevole riduzione al problema; cioé anziché
considerare funzioni algebriche qualunque delle coppie di punti della superficie
di Riemanx, considerare in ispeciale tali funzioni che godano della proprieta
invariantiva rispetto alla trasformazione lineare della sestica fondamentale.

Tali altre funzioni iperellittiche le potremo poi esprimere a loro volta
come quozienti di funzioni jacobsume, godenti di un’analoga proprieta inva-
riantiva, e che potranno quindi considerarsi come dei covarianti trascendents,
Cosl nel caso di specie 2, le funzioni ® generali rappresentano le funzioni
jacobiane non covarianti, e invece le ¢ di KiEw sono proprio queste tali fun-
zioni covarianti.

Tutto cid che abbiamo detto nei paragrafi precedenti in quanto alle
relazioni fra le funzioni iperellittiche e i gruppi e sottogruppi abeliani, resta
perfettamente inalterato, giacché queste nuove funzioni sebbene immediata-
mente funzioni di v e ¢ pure sono mediatamente funzioni delle w e w e quindi
soddisfanno a tutte le cose dette avanti.

§ 7. Funzioni Jacobiane di 1.% specie Z.

Sia y(«'2") la forma media (mittelform) introdotta da Kuem (*), e pro-
priamente sia quella forma media formata con quello speciale integrale di
3.* specie chiamato @, e sia ¢(x'2') un covariante razionale simmetrico in
z' 2", e di grado 30 (¢ & numero intero positivo), e che inoltre diventi 0°
per ' =z" (*¥).

(¥) Gottinger Nachrichten, 1887, pag. 518. — Math, Ann., Bd. 36. — Vedi anche le
mie Memorie I e, III.

(**) Si noti che qui consideriamo ciascuna delle ', #" come coppia di variabili omo-
genee, cioe per z' intendiamo la coppia di variabili omogenee ') @'y, e cosi per x". Inoltre
si noti che ¢ non deve essere razionale che sulla superficie di RiEMaNN, quindi pud con-

tenere V[ (&'), V/'@") che su questa sono razionali.
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Formiamo I’espressione:
20 = [x @ &")]° 9 (2" 2").

Ricordando allora le formole di periodicitda della forma media y, si trova
subito che la I soddisfa alla seguente equazione funzionale:
30 (w + w) = 2 (1) 2o ?)
Il numero ¢ lo chiameremo ordine della funzione jacobiana di 1.* specie = (*).
Ricordando la proprietd invariantiva della forma y costruita per I'inte-
grale normale di 3.* specie @, si ha che 3 & un covariante trascendente di f.

C o1 T .
Le = sono funzioni dei punti -x—,‘, —~ della superficie di Riemanw, e
i

quindi sono funzioni degli integrali w di 1.* specie come risulta dal teorema
d’inversione.

Perd si pud dimostrare dippili, che cioé esse sono addirittura funzioni
monodrome e intere delle w. Queste due asserzioni si possono dimostrare con
un metodo perfettamente analogo a quello tenuto dal Burkaarpr per dimo-
strare che le funzioni ¢ sono monodrome e intere nelle w (**),

Si incomincia col far vedere che le = possono svilupparsi in serie secondo
le potenze ascendenti di o' —a”, le quali serie convergano in un campo X
piccolissimo attorno al punto z”, ciod al punto coniugato di z".

Ora nel campo che nello spazio delle w corrisponde ad X, le differenze
@ — " possono svilupparsi in serie secondo le potenze intere positive delle
w, wy. Lo stesso dunque potra farsi delle 3. Con una facile considerazione
si pud poi mostrare che il campo in cui convergono queste ultime serie pud
estendersi indefinitivamente. Del resto che = sia una funzione infera delle w
pud dimostrarsi anche nella seguente maniera.

Essendo la forma media y eguale a

RICED)
—_—
V@) f@)

si vede che 3 pud diventare co solo dove @ diventa oo, ovvero dove il de-
nominatore \f(z') f(z”) diventa zero.

(*) KLewN, Math, Ann., Bd. 27, pag. 463.
(**) Burknaror, Hyp. Sigmafunct. Math, Ann., Bd. 32, pag. 431, § 23.
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Ora Q diventa oo solo quando #' = z” e propriamente in tal caso e? di-
venta oo'; ma poiche ¢ & tale che per #' =" diventa 0° si ha che I resta
finito.

Cosi \ (@) f(z") diventa zero solo quando o z' ovvero 2" cadono in un
punto di diramazione; ma allora e? diventa anche (Y perché e? diventa oo
logaritmicamente col residuo — 1; dunque anche in questo caso l'espressione
vesta finita. Da queste due considerazioni risulta dunque che = & una funzione
intera delle w (¥).

Inoltre le X sono intere e monodrome anche nei coefficienti della sestica
fondamentale; quindi riunendo tutte queste proprietd si ricava che esse pos-
sono svilupparsi in serie secondo le potenze ascendenti intere positive delle w;
inoltre i diversi termini dello sviluppo debbono essere covarianti interi e ra-
zionali della sestica fondamentale.

§ 8. Sistema completo di funzioni iperellittiche
e jacobiane di 1.% specie.

B chiaro che il quoziente di due funzioni jacobiane di 1.* specie (de-
finite come nel paragrafo precedente) costituisce una funzione iperellittica di
1.* specie.

Si pud dimostrare che esiste un sistema completo di funzioni iperellit-
tiche di 1." specie, ciod un sistema di tali funzioni che ogni altra & espri-
mibile razionalmente mediante quelle (*¥).

I facile trovare tale sistema completo, se noi per un momento prendiamo
la definizione antica di funzioni iperellittiche, cioé quella nella quale non si
suppone che esse debbano avere la proprietd invariantiva. Allora si tratta di
trovare il sistema completo per tutte le funzioni simmetriche razionali dei
due punti:

@, Vfa') @, Vfa"),

della superficie di Riemaxn.

(*) Kuein, Lezioni sulle funzioni iperellittiche. Gottingen, Sommersemester 1887.

(*#*) Cio é analogo al fatto della esistenza di un sistema completo di covarianti e invs-
rianti di una forma algebrica fondamentale qualunque. In quanto ad una dimostrazione
generalissima di quest’ultimo teorema, e anzi tale che da essa si pud anche dedurre quella
del teorema del testo, vedi due recenti Note del Dr. HiLBerT nei Gottinger Nachrichten di
dicembre 1388 e gennaio 1889,
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Tale sistema completo risulta di (*):
s, e, NI
Vfz' +Vfe
di cul le tre prime sono pari, ciot non cambiano se ciascuno dei due punti
si muta nel suo coniugato, e I'ultima & dispari ciot muta di segno se si fa
il detto mutamento. B chiaro che in un sistema completo, di funzioni dispari
non ve ne pud essere pit di una, perche se ve ne fossero due, il loro prodotto
sarebbe una funzione pari, e quindi una di esse si esprimerebbe razionalmente
mediante 'altra e mediante funzioni pari.

Cost per es. nel sistema completo precedente & inutile includere I’altra

funzione dispari:
V77 + T

Le funzioni di cui si parla si chiamano pari e dispars per la seguente
ragione. Esse sono, come si sa dai paragrafi precedenti, funzioni delle w; ora
le w mutano di segno quando ambedue i punti &' 2" si mutano nei loro
coniugati; quindi le funzioni da noi chiamate pari e dispari, sono precisamente
tali considerate come funzioni delle w.

Per trovare ora il sistema completo pel caso in cui si voglia che le fun-
zioni iperellittiche posseggano la propriety invariantiva rispetto alla trasforma-
zione lineare di f;, non dobbiamo fare altro che sostituire alle quattro fun-
zionl precedenti altre quattro le quali sieno covarianti razionali, simmetrici
in 2', 2" e quindi sieno esprimibili razionalmente mediante le quattro funzioni
precedenti, e tali che viceversa le quattro funzioni precedenti sieno espri-
mibili razionalmente mediante le nuove. Solo nel caso che si verifichi anche
quest’ ultima condizione, si potra dire che il sistema nuovo & sostituibile all’an-
tico. Ora sieno IZ, m2, n} 1 noti tre covarianti quadratici di f; e formiamo:

X‘ == (.’.CI .',13”)2 lx’ lx'; Xz - (x’ x”)g Mw' Mw"; X3 == (CC' x”)2 nw' nm”’
Xi=\f@WF@) +abal  Xs=arlaban Vf(z") — ab e\ (@)} (2" 2",
dove adesso si intendono variabili omogenee, cio¢ introdotte z',2'; #", 2", e

quindi propriamente per f(z') si intende f(z',2’,).
Se formiamo i rapporti di X, a ciascuna delle tre prime X, e poi di X
al prodotto delle stesse, abbiamo quattro funzioni formanti un sistema che si

(¥} BurkHarDT, Syst., pag. 230,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



146 Pascal: Sopra le funziont iperellittiche

pud sostituire all’antico; infatti ciascuna delle antiche potra esprimersi razio-
nalmente mediante queste, come & facile verificare.

Si noti che per la formazione di X; ¢ stata necessaria 1'introduzione del
punto ausiliario £, altrimenti non sarebbe stato possibile costruire un’espres-
sione invariantiva (¥).

Del resto una X costruita con un’altra ¢ si esprimerad razionalmente
mediante quella di sopra.

Se ora moltiplichiamo le quattro prime X per la forma media y (vedi
paragrafo precedente) e I'ultima per »?, si hanno cinque funzioni jacobiane
degli ordini rispett. 1 e 3.

Le nostre quattro funzioni iperellittiche sono allora evidentemente quo-
zienti di funzioni jacobiane.

Poicheé poi ogni altra funzione iperellittica si esprime razionalmente sempre
mediante le quattro dette, si ha per risultato il teorema gid annunziato (§ 5):

Ogni funzione iperellittica di 1.* specie si esprime sempre come il quo-
ziente di funzions jacobiane.

Se gli integrali di 1.* specie anziché porli sotto la forma (vedi § 1):

(7 Yo

li poniamo sotto la forma equivalente:

"z
Wp =J dwh,
Y

allora le cinque forme X diventano:
X, = (@y)lsly
X, = (zy)mgmy
X; = (zy)nany
X, =@V Fly) + aa}
X, = (zyF | asayV f(z) + ay atVFy)l;
le funzioni jacobiane corrispondenti le chiameremo 2 cogli stessi indici.
(¥) Vedi BurksarDT, Opera cit., pag. 234. Si potrebbe costruire una Xy che contenga
il punto ¢ non pin linearmente: e infatti il BurksARDT nell’Opera citata adopera una X

che contiene ¢ a terza potenza. Per i nostri sviluppi ci sard pitt semplice adoperare la
nostra X;, la quale & quella appunto usata nelle citate lezioni di KLEIN (Sommersem. 1887).
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Nei paragrafi seguenti ¢i proponiamo di studiare gli sviluppi delle = cos
formate in funzione degli integrali w.

Le prime quattro sono funzioni pari, e I'ultima & dispari; quindi, per
le cose dette nel paragrafo precedente, risulta che le prime quattro potranno
svilupparsi in serie secondo le potenze intere ascendenti positive pari delle w,
e I'ultima secondo le potenze dispari.

Chiamando [w]* un termine dello sviluppo di una delle prime quattro X,
si pud trovare tale termine di che grado & nei coefficienti di f.

" Osserviamo che essendo I, m, n rispett. dei gradi 3, 5, 7, le 2, 2, 35 3,

. . . . . R . . 3
debbono venire rispettivamente dei gradi 2, 4, 6, 0; inoltre 35 & di grado — 3"
Ora le w sono ciascuna di grado —% onde [w]* viene:

di grado v+2 per 3,

» v+4 0 3,
” V+6 n 23
” v n 2,

e un termine [w]*+ di =5 viene poi di grado » — 1 (¥).

§ 9. Sviluppo dell’integrale di 3.* specie Q.

Nella Memoria di BurkrarpT (**) sta calcolato solo il primo termine dello
sviluppo di @(xy), quando i due punti z, y si avvicinano indefinitivamente.
Per le cose che diremo in seguito ci importa di conoscere gli altri termini
dello sviluppo. Ed & appunto questo I'oggetto della ricerca che intrapren-
diamo ora.

L’espressione di @ &

0 f ”'Vf@)Vf@)-Fa”1aP1 dz  d2

. 2(ed)? V7@ V@)
Poniamo:

z=z+4+¢

d=uz+7,

dove z & il coniugato di =.

(*) KuEiN, Lezioni cit,
(**) Hyp. Sigmaf. Math. Ann, Bd. 82, pag. 407; formola (57).

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



148 Pascal: Sopra le funzioni iperellittiche

Allora lo sviluppo di a?—*a?™ sia:
ai~tapt = f(2)[1 4+ Big + B\¢ + Bt + Bt + B.¢"
+ B;¢* 4+ B¢*¢ + Byeg* 4+ BT 4 .-,
1
Vf(z) Vi)
1
VFavre)  f (x)
Sviluppando dunque il numeratore dell’integrando di @, & facile vedere
che restano solo i termini a cominciare da quello di 2.° ordine in ¢ e ¢.

Inoltre tali termini debbono risultare tutti divisibili per (¢ —¢) (*) e inoltre
debbono essere simmetrici in £ e &

Quindi possiamo dire che i termini di 3.° grado nelle ¢ e ' debbono rac-
cogliersi in M~y + ),

non essendovi altra funzione simmetrica di 1.° grado in ¢ e ¢, che la loro
somma. E per trovare M basta allora evidentemente trovare semplicemente
il coefficiente di ¢® nello sviluppo generale.

Riguardo ai termini di 4.° grado essi dovranno riunirsi a formare:

Pg—¢y @+ + P'g—10)et,
potendosi tutte le altre funzioni simmetriche di 2.° grado in ¢ e ¢ ridurre
solo alle due: G427 e ¢t

Per trovare P possiamo dunque trovare il coefficiente di * e per trovare P’
possiamo trovare il coefficiente di z2¢" al quale aggiungiamo il doppio di P.
Si ha dunque:

e quello di

[I+4+ 4"+ A2+ Ao+

———ff [N+ M@+ &)+ P+ %) + Pt + - ]dede,
dove: v

N =4,+ A,B,4+ B,

M=A4;+ A4,B,+ A, B, + B;

P =A4,4+ A4;B,+ 4,B; + 4, B; + B,
P=A,4+4,B,+A4:B+4,B,4+ 4B, + A B+ AB;+ B, 4 2P.

(*) BurgHARDT, Opera cit., pag. 390.
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Integrando e supponendo poi ¢ =¢ si ha:
Oey)= —%[NC*+M53 + @ P+41P');4 +}

Resta a calcolare i coefficienti N, M, P, P' di cui solo il primo & calcolato

ne] lavoro citato di BurkmarpT.
I coefficienti B, A hanno i seguenti valori:

_p, =1L
B‘—B‘—gf

_p,——2 I AP L R
b=l =1min 7’ Be=30p7D 7

B =—L2=1 I =B, =P+ I
B =P =510 7 Be=Bs =510 7

(p+Dp—-1) s~

p—=D(p—2) . o o
Bi=5 T eep+1(@p—1) f

T323@ptHEp—1 7’

--------------------------

=

=

.u<
I

TN W
‘11—-441— 27
" 3
h— __lff —;51”. oL
2 = L g = Z_fg_, 2774 fe

" 9 1 ” - 15 [
if’f —gfff T'Tf’

4= 4 *T T 12 3
. n 3 ’
PR i
= Ay =g ——
! " 5 ! ” 9 ” ]- !
=S A R e — St — 1
A4 =AIV4=—-— - =
48 i
' vom Y g 15,
N A VA
AI4=A.!”4=‘——
24 74

oooooooooooooooooooooooooooo
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Con queste espressioni troviamo finalmente i richiesti valori dei coeffi-
cienti dello sviluppo di @. Si trova:

— s TR er + 1 — @+ D)

M= ot [ (0 D7 + B+ DT =@+ DF ]

2 15 p_ 1 __ 43p*f21p—22
3P+4P"R_(4p=—1)f4[ 9.64 rre
(4:3p + 32) (2p _ 1) 2 e
_@9p+17)2p—1) rpy e
ol frer

(22p +15) (2p — 1) 4, iy
+ 564 r*f

29(4p* — 1) ,,
+ %% f]'

Per p==2 si hanno le formole:
1 4 12
N =— o 611" —5f")
]- 1 ’ 14 '3
M= 57 (3" + 8f " —517)

225

B — -1—51—f'4(—_f3f1v 48f2ff” fff

2 pra g 435
+ 2 rf me)

{(*) BurkuarpT, loc. cit.
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§ 10. Le tre funzioni jacobiane 3,, 2., 3.

Giusta le cose dette nei paragrafi precedenti queste funzioni hanno la

forma: _
( y)g eQ @y)

L@
e le altre due si ottengono da questa scambiando I con m e n.
Lo sviluppo di 3, & allora per y =2 + ¢, il seguente:

—_— CQ 2 2 1 2 l 3
L= G L[+ AL+ 4+ |1 Ne— e —

— %(R_%Nz)&_{,_.]
~ 8,0+ BB S+

dove:
Sa= li
T f@)
1 1,5
8= (et~ 7't

]. [ 7 " 79 5 19 72 1 1]
Si= (=g P+ Sl =17 1L

1 11 e, 19 e T o
SS:“’(— .ol bt /T h—gglk
7 14 5 7
- lf lxlx+1—6ff2lxl:)
__1_ —_— 7 IV __47__ o £ L de
8= ( sl et s

2 e 211 72 113 T
5-16fffl”+32-5-15ff L

2]. ,32 ll_ 3//!
+8-16 bk 240ff laly

19 ' 7 .,
+ 30 'f'f lml‘_ﬁffﬂxl,).

In quanto poi agli sviluppi degli integrali w si ha:

2 21 d2y
| = — __,=W-‘ sz 'Wlss ceey
w Jvﬂ@ C+ Wi+ Woe+
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dove:
W,y=—2
7
1
f—5f =
W= — —
f2
’ 1 1]
| I =5 et T
W3=——
6 5
fz
1 1y y 'y ! 1 /.
Wom—5|— 5 (rr =5 i1+ ) e —5(rr =317
4f*
Ing o £ o 19 L1 2 £112 ]. 5 N
Wom—S[= g (P —srrr+ 2 -3 =2 s
5f°

—(rr=grrr+ 2

In quanto all’espressione di w., essa ha una forma perfettamente analoga,
salvo che mancano i termini senza x,, e quelli altri termini che in w, sono
moltiplicati per z,, in w, sono invece moltiplicati per 1.

Da queste formole, insieme con quelle precedenti per lo sviluppo di 3,
risulta subito che il primo termine di 3, &, come del resto si pud prevedere,

[#]3, = to-
La parte in ¢ dello sviluppo di 3, risulta quando in questo primo termine
in luogo delle w (che stanno a 2.° grado) pongo i termini in * rispett. dei

quadrati delle w o del loro prodotto.
In altri termini il detto termine in ¢* risulta quando in

l;, = lfwf—{- 2l1 lgW;Wg + lﬁ'w;,
pongo in luogo di
w? I’ espressione 71; (fx, — % f xf)

11 1,
W, W0, ” 'f_z(gf—é‘fxx)

g
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Il termine in ¢* di I risulta:

I. Se in 2%, pongo per w}, w,w,, w: i loro termini in ¢* i quali, come
¢ facile vedere, possono risultare in due modi, cioé:

@) o coi prodotti dei soli termini in ¢* degli sviluppi delle u;
b) o coi prodotti dei termini in & con quelli in &

IT. Se in [w]* pongo per le w i loro termini in &.

La prima parte la possiamo calcolare, ed &:
1 0 1 c Y ) U
g b = LUFF +3 b5 )
Vowpp 1 g0 1 )
|— GBI+ F R =g LUPF |2 t)

Sottraendo ora le espressioni @) ) da S,, si vede che si distruggono i
termini in £ I%, e restano termini tutti divisibili per f, che debbono dunque
costituire la parte seconda.

Si ha per risultato semplicemente:

1 , 1
-1 (al)ra? - 72
dove ponendo w, w, in luogo di % e di —— sl ha infine
0], = — 7 (@lya
Analogamente:
[w]3, = — 7 (am) ai,
[], = — 3 (anyat.

Queste espressioni sono le seconde dberschiebungen di f rispettivamente
su l, m, n.

Le loro espressioni mediante i covarianti del sistema completo della se-
stica sono note (*).

(*) GorpaN, Invariant., 11, pag. 287 e seg, — CrEBscH, Th, d. bin, Form., p, 285 e seg.
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Si ha propriamente:

1 1
[w]§2=—% ——B k— A A
1 1
[W]§3=—Zlm+1—20'k—EB'A,

dove 4, B, C, A, k,... sono i noti invarianti e covarianti della sestica (*).

§ 11. Calcolo del termine [w]® in ciascuna delle tre prime 2.

La parte in ¢¢ dello sviluppo di 3, risulta, oltreché ponendo in [w]® per
le w i loro termini in ¢, anche dalle seguenti altre combinazioni:
I. Ponendo in #;, per le w:
) I1 quadrato dei termini in &* del loro sviluppo;
b) 11 doppio prodotto dei termini in & e &t
¢) Il doppio prodotto dei termini mn ¢ e ¢
II. Ponendo in [w]* per le w:
a) Quattro volte il prodotto della terza potenza dei termini in ¢ per
la prima dei termini in &
b) Sei volte la seconda potenza dei termini in ¢ per la seconda dei
termini in &2
Tali espressioni sono rispettivamente (a meno di un denominatore f*):

L a) 12?12 (ff’f”2+j;f’*-—3ff'2f")z;+3_16(f2f'f~,_:;lffa)lml
+ g 1k
D smlrrr=ger e
R e TR YRR Vi L)
—w(pr=Frr)

| =

(*) Il £ di GorpaN & lo stesso dell’d di CremscH.
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) 14(faf‘v—6f*f’f"+—4g5ff'2f' e 105f)li
— (P =3rrr 175 fre)iat
o) G I + s — s )

(3 4. 5 f“__ff )l“l‘+%(_Tzfzf'z-l-%fsf"\)l?

( 6-5-4-3 5 4.3 f3 fw
(o g — gl ),
+3(-55rr - f'ﬁ) .

Sottragghiamo la somma di tutte queste espressioni da quella di S, del
§ 10. Si vede in primo punto che scompaiono i termini non divisibili per f2,
cid che appunto deve verificarsi, perche I’espressione che rimane, dovendo
essere il risultato che si ottiene ponendo per le w in [w]® i loro termini in e
e inoltre dovendo [w]® essere un’espressione intera, come sappiamo dalla teoria
generale delle =, si ha che vi deve rimanere solo il denominatore f2.
Ponendo £ sotto la forma simbolica il risultato finale &:

1 1
ﬁ[—gbiaiail;-}—ibib,a;ail; Linbatal

f1— e 1)

1
6
1
3
3
b) 3
_3
4

+%bga;aﬁzxz,—}zb;b.a;agzwl,+%bzb.a§;a‘li (1)

1 \
~Litata l;].

Si ricordi che in queste espressioni & tolta I'omogeneitd delle x, z,; essa
¢ apparentemente di 10.° ordine in z, ma effettivamente & solo di 6.° ordine.

B facile vedere che esistono solo i seguenti due covarianti di 6.° ordine,

di 2.° grado nei coefficienti di f, di 1.° grado nei coefficienti di 7, e fra loro
linearmente indipendenti:

@bparbily =1
(aby (@lpat bt =1I,
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onde l'espressione precedente deve essere del tipo:
%3 (eI + ¢ II). @)

Sviluppiamo ora I e II colle formole:
(ad)=2aibt—8alasyb,b%+ 6alalbibl
(el =all; —2aza, 1,1, + a3l
(aby=aibi—2asa, byb, + a b},
e paragoniamo allora (2) con (1). Si ha per risultato:

, 1
C=0 c=—§-;
onde infine:

[iels, = — 5 (@) (al)r e By

—— (o 7).

e mutando ! in m e # si hanno i termini per le altre due =.

Da quest’ultima formola si ricava questo notevole teorema:

« Il termine [w]® in ciascuna delle tre 3 non & altro che, a meno di
un fattore numerico, la seconda diberschiebung del termine precedente [w]*
sopra f. » :

Un’analoga proprietd sussiste fra [w]* e [w]?, perd in quest’ultimo caso,
la cosa & prevedibile, percheé [w]* dovendo avere la forma invariantiva, non
pud avere altra espressione che (f, /)* (a meno di un fattore numerico da noi
avanti determinato) non esistendo altro covariante di 4.° ordine e di 1.° grado
nei coefficienti di f e di /.

Per il caso invece che noi abbiamo posto in vista, non si pud piu prevedere
il risultato, perché esiste effettivamente un altro covariante [oltre ((f1)?, )]
che sia di 6.° ordine, di 2.° grado nei coefficienti di f e di 1.° grado nei coef-
ficienti di /; come abbiamo sopra notato.

Possiamo dunque porre in vista questc risultato:

« Gli sviluppi di 2, 3; 3, sono tali che, sino ai termini di 6.° ordine,
ogni termine si forma dal precedente (a meno di un fattore numerico) facen-
done la seconda wberschiebung sulla sestica fondamentale. »
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§ 12. Espressione definitiva dei termini [w]e.

Come abbiamo fatto per i termini [w]*, cercheremo anche in questo caso
di esprimere [w]® mediante i covarianti del sistema completo della sestica.
Si tratterd di calcolare le seconde dberschiebungen di (f1)5, (fm), (fn)

sopra f.
Ora le (f1)%, (fm), (fn)* sono note (vedi § 10), quindi per calcolare i
nostri termini [w]® tutto si riduce a sapere calcolare le seconde diberschie-

bungen sopra f delle seguenti espressioni:
A, k, l, Im.

Ora (fk)® & proprio un covariante del sistema completo; esso & chiamato p
da CreBscH.
Inoltre:

(f, A =5 lk—2B-f (*),
e infine facilmente si hanno le formole:
(f; by = @lpat- b —z (L1
= (- 1—3 Au-f,
essendo Ay Vinvariante della quadratica I:
(f, Lmp =g (Fm) - 1= 5 (FF - m — 3 A f,

essendo Az, l'invariante simultaneo delle due quadratiche 7, m. Le cspres-
sioni di Ay, Ay, sono note (*¥).
Onde infine:

[w]s = — (2A +4 f)"

ll

00[)-1 m[r—t

k+24Bf— 241”

(¥, Gorpax, Iuvariant.,, 11, pag. 279,
(**) CrEBscH, pag. 299,

Annali di Matematica, tomo XVIII. 21
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. 1(e B, A4 2
[w]z?=—§(§+'§ %‘Aaf)
——Al— A kLt C- f+os ABf B-p
[wls, = — L (im— 1 Ck+7 Ba, f)
1 1 1
= — ol — o Bhl— o AAl— Am— = Akm +
1

+ g B+ 55 40 f+24 Cp-

§ 13. La funzione 3.

Per y =« + ¢ si trova il seguente sviluppo:

7 ” ]- ’
T 1575/
\/f(x)\/f(y)+a2a;=2f+f¢+__f_cz+
11 o
LT} fg o+
L T2+ ff*f fo"” 185f
+—— [ IR EP

73
Tenendo quindi presente l’espressione di =, e gli sviluppi dei paragrafi
precedenti, si ha:

Z4=2+T,C+T2C2—|-Tng—l—Tu:‘—{—--- :

dove:
T.=+@f4+1)
Tz—p( Nf2+—2%ff’—-g—f’f+2A2f2)
o= X[~ Mp— L NP@rA+ )+ 24P +1F At

+{a P =3 1) At g5 (P =S 11 17+ 517
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13 1 2 4_1‘_ 3 N
~ A= (B—p V)P —F MPEr A+ )
—%N(él%fsf”_gfgfl?_i—2‘42f‘)+2A‘f4+
+ A PF AL (G =5 1) ~
’ 11 171 il !
— (S P =S+ )+
1 v 9 L ' L1 2 £1'2 5 ‘4
+m(Prr=2rr gt =S =22
Se per le N, M, A, si pongono i loro valori (vedi § 9) si trova che:
T Tg T3—O

In quanto a 7', si trova semplicemente:

1 Iv— ]- /Il/l l ”2 -
3-3-5ff 3-3-5-8ff '3-5-5-8f f—

-

Onde lo sviluppo di 2, &
So=24 %+ kb +

§ 14. La funzione dispari 3. Termini di 5.° e 7.° ordine.

Lo sviluppo della forma X secondo le potenze di ¢ &:
— i2a,a§f§ -+ at(% Liai +5aia, fz)c +
f2
f'f—
+at(1 ——3———ai+%i +6axa,f‘)c’

1
2

~
N
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P =Sre e rr—grn

ert(i 5 O+ —F Gt daza f)@
12 : 4 2
f* f
’ " ’ " 3 ” 15 ’
B R Y A T AT YA T
+at(‘4_§ 7 >
. f?
"w 1 pt 3 '3
N A VY, .
+13 5 aéa1+amaif2)'€‘+---(-
sz

Inoltre lo sviluppo di [y(xy)]® ¢ dato da:

14348 +(—FN+841434)0+

3

+(-fu—-Fan+ 6A,A2+3A3+Af)2;3+

3 9 .y 9 3 rria se
+(-E R+ 5N = AM-INGA+34)+
+ 340+ 6414+ 3434 344 e 4

onde lo sviluppo di 3; & dato da:
=T+ Tt +--- 5

dove:

T5=_2at5a‘l
7

To=—=|5fata, —= :
fz( a5 fa)a

T — (=1 5 F)a = T7f ata + 6 a2
f2

Ts=—fi%§( SRl S =)

( fzf"+121ff )aiai—-9f2f'a§a'i+4f3a§af!at
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1 3 gy 20T o 8L o
24 e 275 ] s
T 3355 25f2f2+128f]“ e
Uil 217 f 1 !
t-Err e =2

+[_% apr 1 81 fff ]a;afa,—6f3f'a§a?at+f‘awatat :

Il primo termine di 35 & a]lora evidentemente:
[w]3, = 24, a..
Per trovare il secondo termine togliamo da 7', quello che risulta ponendo
in [w]® per le w:
1.° Cinque volte il prodotto delle quarte potenze dei loro termini in ¢
per quelli in ¢%;
2.° Dieci volte il prodotto delle terze potenze dei loro termini in ¢ per
1 quadrati dei termini in &2
Dobbiamo cio¢ togliere:

- [-]— ffata,a;+ = (ff' f )aw at] 1)
%(—- fraiaia; + ff ata,a; — i fea az)- (2)
/2

Allora si vede che i termini in f si distruggono, come deve accadere,
9
perché essi sono i soli che conserverebbero per denominatore f*, mentre che,

per ragioni analoghe a quelle altre volte dette (vedi § 11), debbono restare

7
tutti termini solo col denominatore f
Resta infine:

1 1
— (30 f'a ——f aza, + faa )ac,
- f?
cloe:
—%(b;bg.ag—zb;bla;a,+b;a;a2)a,
/2
Onde il secondo termine di 3; & precisamente:
[w]}, = (ab)*ai, b, a: = H, H,.
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162 Pascal: Sopra le funzioni iperellittiche

§ 15. 11 termine di 9.° ordire di Z;.

Togliamo da T, quello che risulta ponendo per le .
1. In 245 a;:
@) dieci volte i1 prodotto dei quadrati dei loro termini in ¢ per il
cubo dei termini in ¢;
b) venti volte il prodotto dei termini in ¢* per quelli in £* e per i
cubi dei termini in &;
¢) cinque volte il prodotto dei termini in &* per le quarte potenze dei
termini in ¢;
d) trenta volte il prodotto dei termini in ¢* per 1 quadrati dei termini
in ¢* e per i quadrati dei termini in ¢;
¢) cinque volte il prodotto delle quarte potenze dei termini in &* per
la prima di quelli in ¢.
2. In H? H,.
a) sette volte la sesta potenza dei termini in ¢ moltiplicata per la
prima di quelli in ¢%;
b) ventun volte il prodotto della quinta potenza dei termini in § per
la seconda dei termini in &2

Dobbiamo ciod infine togliere da T, la seguente espressione (a meno del
i3

denominatore f*):
~| =S T s + 22 ez
—|=g P+ B =t saa

[ 1474 " 25 . 11
—\‘9 16 fzf2 4fsf]aiafat-l-z—f‘*faiafat—?f‘awafat.

Si ottiene per risultato:

i TR R e
T
7 3 L1 2 £'2] 43 o2 3 £ 42 3 3 4 4
- 5,24ff —gff awaiat_foawaiat"{"gf Gz U1y
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ovvero anche (sopprimendo un fattore comune f%):

— [‘55 e b2 b — % ct et bl bi]ai ar

_[_% S b3b% - 4c% e, b bf]a: ay o

. (1)

_[Z s b b —4c e b b,]ai at a;

3 3
—scrbibiaa o+ <

5 5 s b8 azat a;.

Ora dal sistema delle forme invariantive della sestica risulta che non
esiste altro covariante di 10.° ordine e 3.° grado che solo

K1

Onde il termine di 9.° ordine in e di 1.° ordine in £, che andiamo
cercando, non pud essere che del seguente tipo:

ek fs + kL f2frs )

dove ¢, ¢’ sono due coefficienti numerici da determinare.
Poniamo in (2) per % la espressione (ab)* a2 d%, e poi sviluppiamo i de-
terminanti (@) colla formola simbolica:

(ab)= a, bm_awbi,

(si ricordi che qui le # non sono pil variabili omogenee, ma si & supposto
x,=1), e finalmente si ponga V'indice 1 in luogo dell’indice £. Allora risulta
la seguente espressione:

(¢ +2¢)(012) — 8¢ (113) 4 6 ¢' (122) +
+ 2¢(023) — 4¢(014) 4+ ¢(005),
dove per brevita si & indicata col simbolo (Immn) I'espressione:
aStal bS5 BT e .

Intanto in (1) ponendo anche Vindice 1 in luogo dell’indice ¢ e poi rac-
cogliendo 1 termini simili, si ha:

+ 2 (113)— 2 (122) + > (028) — 3 (014) + 2 (005),
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onde dal paragone si ha:
_3  4__238
¢=%g =T 16
E passando infine dalle z alle « si ha che:

9 3 6 3 4
[w]zs=_'8_kswktfw+ Ekwfz)ft'

. Gennaio
Napoll, W 1890
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Sulla teoria
delle superficie di rivoluzione.

(Di Gemixiano Prronoisi, a Parma.)

§ 1.

Lz’nee tracciale sulla stessa superficie di rivoluzione. — Le superficie
S, S, generate dalla rotazione attorno all’asse delle 2 delle linee L, L, rap-
presentate dalle equazioni:

r=u(w), y=y@), 2=UM; z=20) =9, u=UH),
hanno per meridiani le curve:
x, = \2* + 2, 2, ="U; 2y =\ + o2, Yo = Us;
quindi V'eguaglianza delle superficie S, S, & stabilita quando sia:
x4yt =2 + i, U=U..
La prima condizione & soddisfatta da:
v =\VE T yicosflw), y=\ai T yisenf(u),

con f(u) funzione arbitraria di e la seconda serve a determinare 2,; percid
tutte le linee rappresentate dalle equazioni:

r=DR.cosf(u), y=DR-senf(u), 2="U, (1)
qualunque sia la funzione f(u) di w, ruotando attorno all’asse delle z, ge-
nerano la stessa superficie di rivoluzione, cioé¢ quella generata dalla curva:

zy=R- cosu, y, == R -senu, 2.="U » ()

Le linee (1) abbiano, rispetto alla superﬁcié di rivoluzione sulla quale
sono tracciate, una determinata proprietd geometrica espressa dall’equazione:

a(fi R: U1 f’) R'7 U’r")=07 (3)
Annali di Matematica, tomo XVIII,
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166 Pirondini: Sulla teoria delle superficie di rivoluzione.

che lega fra loro le funzioni f, B, U e le loro derivate dei varii ordini; sup-
ponendo di ricavare coll’integrazione:

f=?(R’ U’ RI; U'r");

aov.remO:
= Reosy(R, U, B, U,..), y=Rseng(R, U, R, U,...), 2=U (4

Si supponga di determinare la funzione arbitraria U in modo da sod-
disfare la condizione:
¢(B, U, B, U)...)==u, ()

e sia U=y (R, F,...) il valore che si ricava per la U integrando la (5);
le (2) divengono allora:

x, = Bcosu, Y, = Bsenu, 2 =¢(R, R,...). (6)

Abbiamo cosl il teorema generale « le linee le quali, per rispetto alla
superficie generata dalla loro rotazione attorno all’ asse delle z, hanno una
determinata proprieta geometrica espressa dall’equuzione differenziale (3) sono
rappresentate dalle equazions (4) ovvero dalle (6), nelle quali (R, U, I', U',...)
¢ il valore della funeione f che si ottiene integrando la (3) e (R, R,...) ¢
il valore della funzione U che si ottiene integrando la (5) ».

Senza insistere soverchiamente sull’uso di queste formole, osserveremo
che le (4) tornano opportune quando sia gida nota o priori la superficie di
rivoluzione che contiene la linea; che se invece la superficie non si conosce
a prior: allora generalmente & pit conveniente 'uso delle (6).

Conviene osservare in fine che in moltissimi casi, dovendosi considerare
sopra una determinata superficie di rivoluzione il sistema di linee aventi una
data proprietd geometrica, & conveniente assumere come generatrice primitiva
anzi che la linea (2), la linea (6) che appartiene al sistema stesso; a questo
scopo basta sostituire nelle equazioni (4) al posto della funzione U la prece-
dente . Perd si deve osservare a questo riguardo che nella (3) entrano, in
generale, varie costanti arbitrarie a, b, ¢,... introdotte per esprimere anali-
ticamente la proprietd geometrica della linea; tali costanti entrano pure nel-
I'integrale di (3) e quindi npella (5); se quindi, assumendo per generatrice
primitiva la (6), vogliamo che le (4) rappresentino qualunque altra linea ap-
partenente a quella determinata famiglia cui appartiene la (6), si deve sup-
porre di aver sostituito nella (3) alle costanti arbitrarie a, b, c,... le altre
costanti a,, by, c,...
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Avremo dunque « le linee le quali, rispetto alla super ficie generata dalla
loro rotazione attorno allasse delle z, hanno una determinata proprieti geo-
metrica espressa dall’equazione differenziale (3), possono venire rappresentate
dalle equazioni:

2= R-cosq.(R, ¢, B, ¢,...), Yo =R -seng,(R, ¢, R 4”7"'))\/ 0
z=y¢(R, R,...) 5

nelle quali ¢ ¢ la funzione che entra nel teorema precedente e ¢, & c¢id che
diviene la funzione ¢ del teorema precedente, cambiando le costanti arbitrarie
a, b, c,... che entrano nella (3) prima della sua integrazione (e dalle quali
dipende il variare delle linee del sistema) in altre costanti arbitrarie a,,
b,, Ciyene ?

Le (7) possono servire pit convenientemente che le (4) per risolvere la
questione di determinare tutte le linee di quella certa famiglia che si con-
sidera, tosto che se ne conosce una; basterd, a questo scopo, far variare in
tutti 1 modi possibili le costanti a,, b,, ¢i,..., lasciando fisse le a, b, c,...

§ 2.

Applichiamo le considerazioni generali precedenti ad alcuni casi parti-
colari.
4) La condizione che la linea (1) sia geodetica della superficie di ri-
voluzione equivale all’altra che la sua normale principale:
X—a2 Y—y Z—z
d*x d*y diz
dst ds? dst

’

nel punto generico (x, ¥, 2) incontri I'asse delle z; tale condizione & soddis-
fatta quando sia:
y_ 4 _,
ds ds

con a costante. La (3) diviene quindi nel nostro caso:

, a [R*4-U"%
=2V m—a="

B) Si supponga che la linea (1) sia lossodromia; se si indicano con
X, Y, Z le coordinate d’un punto qualunque della superficie generata dalla
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rotazione di tale linea attorno all’asse delle 2, si ha:

X = xcosv — ysenv; Y=uasenv 4 yeosv; Z=z2,
dalle quali:
E=2(%‘§)2=;r'9+y'2+z"=R2f"2+R'2+U'2;
DX 0X o o CAXY
F=Z(a—uﬁ)=xy—xy=Rf, G—Z(W)—x + y* = R

Notando quindi che, se ¢ & I'angolo sotto il quale L sega i meridiani,
si ha:

___ &f
VEG \VRf*+ R:4U"

sen¢ ==

nel nostro caso la (3) diviene:

VR'21_|Z_U/2 _o

)

f —tange-

con % costante.
C) La linea (1) sia un’elica tracciata sopra un cilindro avente le ge-

neratrici parallele all’asse delle z; avremo:

dz dez du U’

Se quindi poniamo la condizione che sia 7; = ©0s%, con i costante, si avra:

, U'?tang®: — R'®
f - V R =O7

che & I'equazione (3) corrispondente al caso di cui trattiamo.

D) Esprimiamo la condizione che Ja linea (1) sia una trajettoria orto-
gonale delle eliche dell’elicoide da essa generato muovendosi di moto elicoidale
attorno all’asse delle 2; in tal caso la linea si dice geodetica principale del-
Pelicoide e per essa, qualunque sia la variabile indipendente #, deve essere
soddisfatta la condizione (*):

dx dy dz
ﬁy——w+pa—u_0.

u

(*) Sulle superficie elicoidali. Annali di Matematica, 1888.
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nella quale p & il parametro del moto elicoidale. Applicando le (1) la prece-
dente diviene:

Rf —pU =0,

che & la relazione a cui ora si riduce la (3).

E) Sia la linea (1) la curva di contatto I, della superficie generata
dalla sua rotazione attorno all’asse delle z con un cilindro; la L pud allora
considerarsi come una linea d’ombra della superficie per rispetto a raggi lu-
minosi paralleli.

Chiamando 4, B, C gli angoli che la normale alla superficie in un punto
qualunque fa cogli assi coordinati, si ha:

(81’ 0Z 07 BY)

»
.

cos A :cosB:cosC =

0v Ou v Ou

(BZ /X 00X 8Z)
0v Ou v cu

(Grer _prox

‘\Nov Ou ov ou)’

ciog:

cos A :cosB: cos C = (xcosv — ysenv) 2 : (xsenv 4 ycosv)e : — (xz' + yy).
La condizione esprimente che I, & una linea d’ombra rispetto a raggi

luminosi paralleli alla direzione (cosa, cosB, cosy) & equivalente a quella che

le normali alla superficie lungo I siano perpendicolari alla direzione dei raggi
luminosi; tale condizione ¢ dunque:

ScosAd - cosa =0,

Per pit semplicitd supporremo di considerare la linea L nella posizione ini-
ziale, corrispondente a v = 0; supporremo per di pilt che il piano coordinato
y =0 sia quello che passa per 1'asse di rotazione ed & parallelo alla direzione
dei raggi luminosi (piano meridiano principale); avremo allora:

cosd:cosBicosC=uz:1y2': — (@2 + yy),
coso = gend, cosf3=0, cosy == co08Y,
e la condizione precedente diviene:
zrz = cotd - '(ac:c’ + yy')
Dunque la (3) ‘assume la forma:
U’ cosf(u) — cotd - R = 0.
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———

F) La linea rappresentata dalla (1) sia la curva di contatto della su-
perficie generata dalla sua rotazione attorno all’asse delle #z con un cono; la
linea I pud allora considerarsi come una linea d’ombra della superficie per
rispetto a raggi luminosi uscenti dal vertice di quel cono. Se tale vertice si
trova sull’asse delle # (nel qual caso il piano coordinato y = 0 si dice piano
meridiano principale) alla distanza @ dall’origine, i coseni degli angoli «, 8, y
che il raggio luminoso che va al punto (z, y, 2) della linea d’ombra fa cogli
assi coordinati soddisfano alla condizione:

COSa:CoSB:iCoSy =T —a:iy:2.

Ricordando quindi le espressioni dei coseni direttivi degli angoli 4, B, C
trovate nel caso E), avremo:

(@ 4 y* — ax)? = z(@a' +yy'), ciot: |R—acosf(uw)|U' =UR,

che & T'equazione a cui ora si riduce la (3).

Sulle varie formole trovate nei casi 4), B), C), D), E), F') facciamo
le operazioni e le trasformazioni indicate nel caso generale; si ottengono
allora 1 risultati seguenti:

A) Formole relative alle geodetiche:

z =R. cos( f“lﬂ—}—Uz du) y=~R-. sen( f\/ Ritgzzdu) ze=U \(8)

x,==R.cosu; y,=R - senu; zl=af\/R‘—a?(Rz+R’2)~du (8,

a Rt —qa? [y Rz—a’ .
x,=R. coe( [\/Re—af'd“)" ys= R - sen|{— JVR?—a )

zg——f\/R" Tt B - du..

(8:)

~

B) Formole relative alle lossodromie:

@ =R~cos(tgz'Jn\/—R2—;i%du); y=R-sen(tgz’-,ﬁ\&%———£du); z=U (9)

r,=R-cosu; y,=R-senu; 2z =f\/cot%'- R*—~ E*-du 9.)

— gu . . g — 2., P2 Pz, 9,
t,=R. cos(tgz u), y,=R- sen(tg ) 2s f\/cotz B — Rz du. (%)
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C) Formole relative alle eliche:

x=Rcosjm—_deu’ y=R.senJQWdu; 2=U (10)

B R
r,=R.cosu y,=R.senu; 2, =coti|VR*+ R?.du (10))
\/(Ro _{__ R 2) ttg :1 — R
x2==R.cos[ 7 g’ du;
‘ (10,
Ve 4 my B S
y2=R-sen Rtg du; z2=cotif\/R?+R‘?-du.
D) Formole relative alle geodetiche principali d’elicoids:
U/ U/
& =R-cos(pfﬁdu); y =R'sen(pf§;du); 2 =U (11)
=R cosu; Yy, =R -senu; z‘:.%fde“ (11)
i 1 2
=R-cos(% u); Yy, =R sen(zp u) zg_—.?)fR'du. (11,)

E) Formole relative alle linee d’ombra, essendo i ragyi luminosi pa-
ralleli:

RR R\U * — R cot?0
z, = Rcosu; y, = Esenu 2y ==cotf|—— (12)
__coth, . cot2 0, . _ I
xz_Eat—e-Rcosu, 2_—;\/1_ Y -cos®u; 2, =cotd Sosu du, (12,)

F) Formole relative alle linee d’ombra, essendo i raggi luminoss con-
correnti:

R(RU'—R'U) y = BVatU*— (RU' — R U)

= o —_ 1

v al’ ’ al’ ; e=U (13)
fli—licosu'd“

= Rcosu; y, = Rsenu, Zi="h-¢ (13,)
————— R !
2 —d

we=g—Rcosu; y2=R\/1——Z—Zcos2u; 2o = h. g Bocos¥ (13,)

! 1
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§ 3.

Applicazioni delle formole precedenti. — a) Se, col mezzo delle (8), (8,),
(8,) calcoliamo E, F, G le cui espressioni sono state date al caso B) e chia-
miamo ¢ I’angolo sotto il quale le linee stesse (8), (8,), (8:) segano i meridiani
delle superficie di rotazione, si trova: Rsen¢ = a per le linee (8), (8,) e
Rsent =a, per le linee (8;). Queste relazioni esprimono il noto teorema di
Crairavur relativo alle geodetiche delle superficie di rivoluzione; si ha cosi il
significato geometrico della costante a nelle (8), (8,) e quello della costante ¢,
nella (8,).

b) Determiniamo quella superficie di rivoluzione nella quale vi sono
due geodetiche tali, che il rapporto delle distanze dei loro punti da un piano
fisso passante per l'asse & costante.

Se le geodetiche domandate sono le linee (8,), (8;) e se il piano fisso in

) . . . x s
discorso & il coordinato x = 0, si deve avere m, =%‘ > con k costante; sard

\/Rz—az du = arc - cos| ¥
J’ R — o} - k)

dunque:

dalla quale si ricava:

1—1Fk
R=da, 2 P .
atsen®u -+ alcostu — alk?

Le geodetiche domandate sono quindi rappresentate dalle (8,), (8,) e il
meridiano della superficie di rivoluzione & rappresentato nel piano y = 0 dalle
equazioni:

2o=R, 2= %f\/m — (B T BYdu,

dove R ha il valore precedentemente trovato.

¢) Una geodetica di una superficie di rivoluzione sia una geodetica
principale di un elicoide dello stesso asse; eguagliando fra loro gli argomenti
delle funzioni circolari che entrano nelle (8) e nelle (11), si ha un’equazione
dalla quale si ricava:

aRE
V(pz — az)Re__azpz
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Moltiplicando per dw e integrando, si ottiene:
R: _ (U+m) 1
ap 2 agp_ 2~ )
(\/Eo" —_ a’) (1’2 - az)
equazione di un’iperbole avente I'asse immaginario sull’asse delle 2; in causa
del valore trovato per U’, la seconda delle (11) ci da:

) .
o

pz_az

la quale mostra che la geodetica trovata si trova in un piano parallelo al
coordinato y = 0. )

Percid « la sola superficie di rivoluzione in cui una geodetica é altrest
geodetica principale di un elicoide avente lo stesso asse & Uiperboloide a unu

Jolda e la geodetica che ha tale propriets ¢ una qualunque delle sue geme-
ratrici rettilinee ».

d) Se nelle (9,) poniamo %u=v, si ha:
Xy == R(%gi—f ) COSV; Yy = R(ttgi: v) - senv; (14)

Py

e quindi, se la projezione equatoriale di una lossodromia & rappresentata in
coordinate polari dall’equazione: B = ¢(u), la projezione equatoriale di qual-
sivoglia altra lossodromia della stessa superficie & rappresentata dall’altra
equazione: B = q:(—tg—2 v).

. tgi:
Per es.: se abbiamo ¢(u) == ¢™* ovvero ¢(u) = au, sard rispettivamente:

tgi
tgi \ _ Tgn’ (tgi )__ tgi
?(tgz} ”)_e v Nga )T gl t Y

le quali relazioni dimostrano « se una lossodromia di una superficie di rivo-
luzione ha per projezione equatoriale una spirale logaritmica o una spirale
&’ Archimede, tutte le altre lossodromie della superficie hanno la stessa pro-
prieta ».

Poniamo la condizione che le projezioni equatoriali di due lossodromie
di una stessa superficie di rivoluzione siano due linee omotetiche rispetto al-
Vorigine degli assi; cambiando nelle (14) » in « e confrontando poi le equa-

Annali di Matematica, tomo XVIII, 23
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zioni ottenute colle due prime (9,), la condizione che abbiamo posta ci da:

tge )\ _ bi
R(tg—n u)—nR(u), (L4ypi
essendo » il rapporto di similitudine. Siccome la funzione E(w), cambiando u
in ;:: w non fa che acquistare un fattore costante, deve essere:
1

R{u) = h - uk, (15)

con h e k costanti, Assumendo per E(u) questa forma, si vede che si pud
soddisfare alla (14)" lasciando la costante % arbitraria e prendendo % come
segue:

. logn

~ log-tgi —log-tgan

Osservando che dalla terza (9,) si ricava z = hfuk—‘- Vutcotrs — k- du, si
ha « la linea rappresentate dalle equazioni:
z=h-uwk-cosu; y=~h-uk- senu, z=hfuk-‘\/uﬁcot2i——k2-du,

e Ualtra rappresentata dalle equazions:

tgi tg i
= h.yk. 27 ule = . uk. =2 ul:
Ly=h-u cos(tgi u), Yo=h-u Sen(tgi u),

2, = kfuk—‘ Vurcots — k2 - du,

sono le sole che abbiano per projezione sul piano z =0 due curve simili e

che, ruotando attorno all'asse delle z, generino la medesima superficie di ri-
voluzione di cui esse sono due lossodromie ».

La superficie di rivoluzione sulla quale si trovano le due lossodromie
notevoli determinate ha per meridiano la curva:

%o = huk, zo=hfuk"\}uz-cotﬁi—kz-du,

la quale, per k=1, ovvero k= 2, ovvero k= — 1, diviene rispettivamente
la curva logaritmica:

__xeValcotti —h®  higi Vxﬁcot'z‘——k’—l—xocoti]
o= 2% ~ 73 log[ 7 ’

o la curva di 3.° ordine:

s
o= S (mootti — 44,
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o la trattrice:

;4\ T2 cot?s — 2
2, = hcots. log[kcotz + V2 ot x°] — \(h*cot?é — a2,

La

Si vede quindi che « fra le superficie di rivoluzione determinate si trova
anche la superficie di LiovviLLE; per essa fra le inclinazioni i e 4, e il rap-
tgz’;
tgi
¢) Nella superficie di rivoluzione che ha per meridiano la linea:

porto di similitudine n ha luogo la relazione n = n

20 .
To=a - sen(; tgz),

consideriamo le eliche le cui tangenti sono inclinate all’asse delle z dell’angolo
costante 4. Siccome dalla precedente si ha:

B Zo
2, = acotz - arcsen (;),

e siccome 2, = U, x, = R, si pud prendere: R = u, U ==acots - arc- sen (g)
ed allora, applicando le (10), si deduce:

u'\/cﬁ—u? u® . %
= ——: y=—> 2 =aqcots.arc-sen(—]-
a a a

Eliminando % fra le due prime precedenti, si ha: 2® +4*=ay, equazione di
un cerchio passante per l'origine e il cui centro si trova sull’asse delle y.
Dunque « sulla superficie di vivoluzione che ha per meridiano la curva

T, =. asen( tgz) le eliche, le cui tangenti sono inclinate all’asse di rotazione

dell'angolo costante i, sono eliche circolari e ¢ cilindri sui quali esse sono
descritte contengono lasse ».

Consideriamo su tale superficie un’altra elica appartenente a un eilindro
colle generatrici parallele all’asse di rotazione; la projezione equatoriale del-
I'elica circolare & rappresentata in coordinate polari dall'equazione B = asenw;
- se quindi indichiamo con ¢, I'inclinazione delle tangenti della nuova elica sul-
asse delle 2, si avrd dalle (10,):

T = asenu - cos

——
\/%——cos’u
[ g du,

Senu

z2=a-cots.u.

Y = asenu - sen
senu

t, 2
\/ tg 21’ — Ccos?u
f du,
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Sia ora un’iperboloide di rivoluzione a una falda le cui generatrici sono
inclinate all’asse dell’angolo 7; una di tali rette si pud considerare come una

elica, per la quale si ha: R=g% con b costante; allora le (10,) ci danno

per qualsivoglia altra elica della stessa superficie:

t 2
\/ g :' ~ cos?y
f tg*i du
sen u ’
’tg%;

—_— 2
tgrg T COS" .
y,-—— - sen e du, 2, = — bcots - cotu,

le quali dimostrano che la superficie ha per linea meridiana I'iperbole:
™o m
b®  (b-coti)r

Confrontando queste equazioni colle precedenti, si deduce:

X T Y Y
= —-senu, = - Senu,
aSenu b asenu b

se allora teniamo conto delle formole che ci dinno 2z e 2, e osserviamo che:

senu-.=v cat U b
R
si ricava:
—ab -2 . =qb. 2. —— . are - cot[ 2 tod
2 =ab ol y=ab o S R acots - are cot(btgz) (a)
x‘=ab-x—2:_—y2; y1=ab-;2%y—z; z,==—b-coti-cot(§tgz’). )

Si ha dunque « considerando Uiperboloide di rivoluzione a una falda S,

, %%
di cut la linea meridiana é Uiperbole 5 (ootiy

. . 2 .
voluzione S generata dalla linea meridiana xo=a~sen(7° tgz), le formole

=1 e la superficie di ri-

(@), (b) trasformano rispettivamente S in S, ed S, in S. Proprietd di questa
trasformazione sono le sequenti:
1.° I meridians delle due superficie si trasformano gli uni negli altri.
2.° Le projezions equatoriali di due linee corrispondenti sono inverse
rispetto all’origine degli assi.
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3.° Qualunque elica della superficie primitiva appartenente a un ci-
lindro colle generatrici parallele all’asse di rofazione viene ridofta in wuna
linea della stessa specie sulla superficie trasformata; e per di pitv le incli-
nazions delle due eliche sulle gemeratrici dei rispettivi cilindri sono le me-
desime.

4.° Le generatrici rettilinee dell’ iperboloide corrispondono sulla super-
ficie 8 ad eliche circolari ».

JS) Osservando che le due prime (11,) hanno la stessa forma delle due
prime (9,) si giunge anche per le geodetiche principali d’elicoide alla pro-
prietd « se la projezione equatoriale di una geodetica principale d'elicoide
tracciata sopra una data superficie di rivoluzione & rappresentata in coordi-
nate polari dall’equazione B = ¢(u), la projezione equatoriale di qualsivoglia
altra geodetica principale d'elicoide tracciata sulla stessa superficie & rappre-

sentata dall’ altra equazione: B = go(%;— v) .

E quindi si ricava come conseguenza « se una sola di tali linee ha per
projezione equatoriale una spirale logaritmica o di Archimede tutte le altre
linee della stessa specie tracciate sulla medesima superficie hanno la stessa
proprietd ».

Vediamo se una linea pud avere contemporaneamente le due proprietd
di essere una lossodromia della superficie da essa generata ruotando attorno
a una retta e una geodetica principale dell’elicoide da essa generato muo-
vendosi di moto elicoidale intorno alla stessa retta. Basterd ricavare R dal-
I’equazione che si ottiene eguagliando fra loro le due espressioni di 2, date
dalla terza (9,) e dalla terza (11,), ciod dall’equazione:

R*=pcot?s. B* — p* R™. (16)
Questa si pud scrivere:
dR
' o 15 - Do = du’
R\ p*cotti — R?

p

e quindi coll’integrazione da:

b T _
— log - 2%° z+\/pRcot =Ry eoti —loga,

con ¢ costante. Si deduce da questa:

2ap - cots
ecoti U + a? e—cotz‘ 'y

R=

9
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la quale riduce la terza delle (11,) all’altra:
e— ot u

e — 2 ) . .
&= 2&])00131 ecoti-u_'_aee—coti-u

Eliminando # fra quest’equazione e quella che da R, si ottiene:
R4 2+ 2pcoti-2=0,

la quale rappresenta un cerchio di raggio pcots che passa per l'origine delle
coordinate ed ha il centro sull’asse delle 2.

Dunque « fra le lossodromie delle superficie di rivoluzione quelle che
sono anche geodetiche principali dell’ elicoide da esse generato muovendosi di
moto elicoidale attorno all’asse di rotazione sono descritte sopra una sfera;
Jra il raggio v di tale sfera, il parametro p del moto elicoidale e I'angolo
costante © sotto il quale le linee segano ¢ meridiani ha luogo la relazione
r = pcoti ».

g) Chiamiamo S la superficie di rivoluzione generata dalla linea L
rappresentata dalle equazioni:

tgi tg B TPV Y T
x=R-cos(tg1;.u-), y=R-sen(t§g’7u), =I\/Rcotz—R2-du, (9:)

e S, quella generata dalla linea L, rappresentata dalle equazioni:
1 1 1
2, = R-cos(% u), y1=R-sen(% u), z1=27fR?du. (11,)

Supponendo data la funzione E(u) ed ¢, p fissi, le due superficie S e S,
sono completamente determinate; dando alle costanti 4, e p, tutti i valori pos-
sibili, si hanno nelle (9,) le equazioni di tutte le lossodromie tracciate su di S
e mnelle (11,) le equazioni di tutte le geodetiche principali d’elicoidi tracciate
sopra S,. Osservando allora che, per I'indeterminazione delle costanti ¢ e p,
si pud sempre fare in modo, anche quando ne sia fissata una, che le due
prime equazioni (9,) e le due prime (11,) divengano le medesime, si ha il
teorema « se si considerano le superficie S, S, generate dalla rotazione at-
torno all’ asse delle z delle linee rappresentate dalle equazions (9,), (115), nelle
quals si abbia %’—Z— = —%’ s e ¢ cilindre aventi le generatrici parallele all’asse
di rotazione, si ha che ogni cilindro che intersechi 8 in una lossodromia o
S, in una geodetica principale d’elicoide, interseca rispettivamente S, in una
geodetica principale d’elicoide o S in una lossodromia ».
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Fra le terze equazioni (9:), (11;) si pud eliminare R; infatti si ha;

L]
V4
R =z Rr=P2t,
bz, 42

ed allora:

1 { [p(4coti- 2] —2")
=3 J \/ 2 du. =)

Percid « se st prende una geodetica principale L, di un elicoide avente
per asse Uasse delle z, rappresentata dalle equazioni (11,) e a partire dal
plano z =0 si prendono sulle ordinate parallele all’asse dei segmenti z dati
dallequazione (a), il luogo L degli estremi é una linea che, ruotando attorno
all’asse delle z, genera una superficie di rivoluzione sulla quale essa é los-
sodromia; tale linea sega © meridiani sotto Uangolo i, dato dalla relazione

tgz’i=%tgi .
Questo teorema pud servire a trovare S quando si conosca S,; si sup-

ponga ad es. che S, sia un cono, siccome in questo caso il meridiano & una
retta che incontra I'asse delle z, si potrd nelle (11) prendere:

U=v, R=av,

essendo @ una costante e v una variabile. Se p, & il parametro del moto eli-
coidale, le (11) danno;

av - cos i av - sen Dt 2=
= . ———f = . —_— ] /N
alv Y a’y

Per mettere queste equazioni sotto la forma delle (11,), si ponga:

Py,

a’vy p

ed allora le precedenti divengono:

= L cos(?: = — L gen[Z! =L
xl —_ au GOS(p u), y{ au Sen(p u), z‘ a2u b
le quali dimostrano intanto che « le geodetiche principali d’elicoidi tracciate
sopra un cono di rivoluzione si projettano sul piano dell’ equatore in fante
spirali iperboliche ».

Applicando la («) si ottiene in questo caso:

¢ —2{Y1—wcolii

ol ” +- cots - arc - sen(ucots)|»
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e se fra quest’equazione e I'altra R=;%— si elimina u, si ha:

g=—1
a

aR

(Va?B? — p2cotis
T

+ coté- arc - sen (Z—JCOM)Z )
che rappresenta la linea meridiana della superficie S.

Proponiamoci di vedere come si deve prendere la funzione E(u) acciocchs,
oltre aver luogo la proprietd enunciata nel teorema precedente per le super-
ficie S, S., si abbia snversamente che i cilindri seganti S in una geodetica

principale d’elicoide intersechino S, in una lossodromia.
Dalle (9,) si ricava che le coordinate dei puuti del meridiano di S sono:

R, f VFcoti —R*-du,

e percid, applicando le (11), si trova che le geodetiche principali d’elicoide
tracciate su S sono rappresentate dalle equazioni:

r=~R. cos(nf VR cot’i — R du), y=~R. sen(rrf \/R%Ot;i_ B du);

R?
z=fVR-"2cot”i—R2~du,

essendo = il parametro del moto elicoidale.
Dalle (11,) si ricava che le coordinate dei punti del meridiano di S sono:

R, ifdeu,
r

e percid, applicando le (9), si trova che le lossodromie tracciate su S, sono
rappresentate dalle equazioni:

t 2R'? 1 Rt tor TRT L Rt
x=R-cos(%fvp—~R—t—du), y=R-sen(—§—fﬁ)R—+du,
1
z=;fR2du,

essendo : I'inclinazione delle lossodromie sui meridiani.

La condizione posta & soddisfatta quando riescano eguali gli argomenti
delle funzioni circolari che entrano nelle due terne d’equazioni trovate; tale
eguagliamento conduce all’equazione:

=?eot?, — R? dR
S 1
pf \/pgcot%' .wlcot>r — Rt R # - cost, (1
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Osservando che in questa equazione una delle costanti z, cot: & arbitraria,
poiché esse compariscono moltiplicate fra loro si ha: « se si considerano le
superficie di rivoluzione S, S, generate dalla rotazione attorno all’asse delle z
delle linee rappresentate dalle equazioni (9:), (11;) nelle quali tt—gg%‘ = % ed R
¢ dato in funzione di u dalla relazione (17), e 4 cilindri che hanno le gene-
ratrice parallele all’asse di rotazione, si ha che ogni cilindro che seghi S in
una lossodromia o in una geodetica principale d’elicoide sega S, rispettiva-
mente in una geodetica principale d’elicoide o in una lossodromia. Le super-
Jficie trovate sono le sole che abbiano lo proprietd enunciata ».

§ 4.

Applicazioni delle formole relative alle linee d’ombra. — a) Se, consi-
derando la linea L, rappresentata dalle (12,) formiamo I'altra linea A, definita
dalle equazioni:

51:%; 7 =1Y, Ctzmzl)
con m costante, la nuova linea A, si pud considerare eome una linea d’ombra
relativa a raggi paralleli della superficie di rivoluzione generata dalla sua
rotazione attorno all’asse delle z.

Chiamando 6, !inclinazione su quest’asse del nuovo sistema di raggi

Juminosi, si avra:
cotd, = m . cotd,

se per di pillt si osserva che nella terza (13,), la costante % & arbitraria, si
ha « se st prende una linea d’ombra di una superficie di rivoluzione e si
variano le ordinate parallele all’'asse di rotazione in un rapporto costante
qualunque m, si ottiene sempre una linea d’ombra di una nuova superficie
di rivoluzione ».

b) La superficie che si suppone illuminata da raggi paralleli sia quella
di LiovvitLe; indicando con m la lunghezza costante delle tangenti della trat-
trice meridiana, si ha:
m - \[m? — 3 ,

2, = \|m? — 22 — mlog -
0 V o g o

e a causa dell’arbitrarietd del significato geometrico della variabile u che

entra nelle (12), potremo prendere:
R=u’ U=vm2_u2_m]0g.7_n_—l—\/—1:212_.
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Siccome di qui si ricava: U’ = V’” “ 5 le (12) danno:

2 - misent bt — u?

u?cotd Vuz o u [mPsen*t —u
== Y= = 9 2 2
Vm?—u sen m "

2= \m?—u*—mlog -

m -+ \[m?2 —
%

Se dalle due prime eliminiamo w, si giunge all’equazione di 4.° grado:
(xz + y2)2 cot2o + 22 (662 + ?/2) = m? xz,

e percid « nella superficie di LiouviLLe le projezioni equatoriali delle linee
d’ombra relative a raggi luminosi paralleli sono curve del 4.° ordine passanti
per Uorigine degli assi e simmetriche rispetto a questo punto ».

¢) La linea d’ombra di una superficie di rivoluzione, a causa della sim-
metria della superficie, si compone ordinariamente del sistema di due linee
disposte simmetricamente rispetto al ‘piano meridiano principale; in aleuni casi
queste due linee si riducono a una sola.

Determiniamo la superficie di rivoluzione in cui una linea d’ombra, re-
lativa a raggi paralleli, si compone di due linee tracciate sopra due ecilindri
circolari aventi le generatrici parallele all’asse. Indicando con 25 il raggio
della sezione retta dei cilindri contenenti le eliche, avremo: B =7 .sen(m 4 u),
con m costante; sard quindi:

’

cot&f%du=cot9(rcosm-u+rsenm-logcosu),
e le (12,) danno:
x, =r-sen(m -+ u) - cosu; Y, =1 sen(m -+ u) senw,
2, =rcotd(cosm - u 4 senm - log cosu).

Se dunque indichiamo con #,, 2, le coordinate della curva meridiana, si ha:

o=Vl +y:=r -sen(m-+u); 2 ==z=rcot0(cosm u - senm-logcosw). (18)
Se si fa uso delle (12,), abbiamo:
Ty =17-sen(m + u)> COttee cosu;  y,=rsen(m -+ u)\/l COt cos*u,

2, =rcotd - (cosm - u 4 senm - log cosu),
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che rappresentano qualunque altra linea d’ombra della stessa superficie. Po-

0,
nendo Z25% cosy — cosv, d’onde 385 o osv = cosu i ottiene:
“cot 0 tg 0
; tgen
R=1 sen[m 4 are - cos( £ cosv)],

che & U'equazione polare della projezione equatoriale di una linea d’ombra
qualunque.

Chiamando £, » le coordinate cartesiane dei punti di questa projezione,
I ultima equazione diviene:

2
&40+ rg(tt—gég—%— cos®m )52—7 cos®m « n?==2r- senmtg R IGE L))

Dunque « la superficie di rivoluzione in cui vi é una linea d’ombra com-
posta di due curve tracciate sopra due cilindvi circolari é quella che ha per
meridiano la curva rappresentata dalle (18); qualungue altra linea d’ombra
della stessa superficie si projetta sul piano dell’ equatore nella curva del
4.0 ordine (19) »,

Si suppouga che i due cilindri contenenti le due curve che col loro in-
sieme formano la linea d’ombra della superficie, abbiano i loro assi posti in
un piano passante per l'asse di rotazione; si avrd allora m =0 e quindi in
questo caso il meridiano della superficie & la ecurva:

Lo =1 - sen(z—" tang@),

e qualunque altra linea d’ombra si projetta sul piano dell’equatore nella linea
del 4.° ordine:

N
(& + ) =17 (52 ) — tgg“’e £

che & simmetrica rispetto all’orlgme

Per quanto & stato dimostrato al § 3, caso €) si pud aggiungere che la
linea d’ombra & ora un’elica circolare appartenente a un cilindro colle gene-
ratriel parallele all’asse.

Se poi la linea d’ombra & tracciata sopra un unico cilindro circolare,
allora il cerchio sezione retta ha il centro sull’asse delle x e conseguentemente

m = 5 ; la superficie ha allora per meridiano la curva logaritmica:

m; a

zo—_:r-cote-log(?),
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e qualunque altra linea d’ombra ha per projezione il cerchio:

o
e =r
che ha il centro sull’asse delle z.

d) Nel problema precedente si & trovato una particolare superficie che
ammette per linea d’ombra un’elica; pill generalmente ora vogliamo deter-
minare quelle superficie di rivoluzione in cui ciascuna delle due parti che
compongono una sua linea d’ombra & un’elica di un cilindro colle generatrici
parallele all’asse di rotazione. Eguagliando le due espressioni di z, date dalla
terza (10,) e dalla terza (12,), si ha 'equazione:

’

. cos u
w=cott =
R \ cot2 6 — cot2s - cos?u

la quale, moltiplicata per du e integrata, offre:

R = a(cot - senu -\ cot?d — cot?< - costu),

con g costante arbitraria. Questa & 'equazione in coordinate polari della pro-
jezione equatoriale della linea d’ombra; passando alle coordinate cartesiane,
si ottiene:

(52 + »?)* — 2a - coti - (£2 + »%)n = a®(cot?d — cot?s) (82 + »%),
e dividendo per (£*-+ »%):
£+ »* — 2a - coti -y = a(cot?§ — cot?s),

equazione di un circolo di raggio acotd avente il centro sull’asse delle y alla
distanza acot¢ dall’origine.

Dunque « se, relativamente a raygi luminosi paralleli, una superficie di
rivoluzione ha per linea d’ombra il complesso di due eliche tracciate sopra
cilindri colle generatrici parallele all’asse di rotazione, ciascuna di tali linee
¢ un’elica circolare ».

Determinando la curva meridiana della superficie col solito metodo, si
trova la linea:

2z + a?(cot?s — cot? 0)] _

gt tghz, = a-are cos[ Tacoti 7

V4a2cot?i- a2 — (a2 + a®(cot?i — c0t96}]
b

— @ - arc ‘- sen _
[ 2acoti- xo

Si osservi che le due eliche che col loro insieme formano la linea d’ombra
incontrano l'asse di rotazione sempre e soltanto se § = 1.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Pirondini: Sulla teoria delle superficie di rivoluzione. 185

Se, facendo uso delle (12,) e operando come nel problema precedente,
determiniamo 'equazione in coordinate polari della projezione equatoriale di
qualsivoglia altra linea d’ombra della superficie, si ottiene:

. . -—tggel. 0 2 2.‘tg2el. o )
R__a(cotz\/l 1270 cosv—i—\/cot@—cotz te70 cos’v |,

la quale, trasformata in coordinate cartesiane &, » e resa razionale, diviene:
[£* 4 »* + a(cot®s — cot?6)]® = 4acot®s - cot?6 [(tg®6 — tg?6,)&* + tg%6 - »?],
che rappresenta una curva del 4.° ordine.

Ricordando quindi il teorema immediatamente precedente, si pud aggiun-
gere « sopra una superficie di rivoluzione, illuminata da raggi paralleli, non
pud trovarsi piv di una linea d'ombra di cui ciascuna parte sia un'elica di
un cilindro colle generatrici parallele all’asse ».

¢) Troviamo le superficie di rivoluzione in cui una linea d’ombra, re-

lativa a raggi luminosi paralleli, & I'insieme di due geodetiche della super-

ficie. Eguagliando i due valori di 2, dati dalla terza (12,) e dalla terza (8,)
si ba 1'equazione:

R COS u
a = ’
RYyR*—a®  \cot?0 4 cos?u

la quale, moltiplicata per du e integrata, da:

a

arc . sen(R) =k — arc -sen(send-senu),

da cui:
a

-_— ’
senk\ 1 — sen20 - sen®u — cosk - senf senu

con k costante arbitraria. Tale & I’equazione in coordinate polari della pro-
jezione equatoriale della linea d’ombra: passando alle coordinate cartesiane
£, » si ottiene:

sen’k - £2 4 (cos?6 — cos®k)n® = 2acosk - senf - n + a?,

equazione di una conica.

Avuto D'espressione di R in funzione di # le (12,) ci danno la linea
d’ombra richiesta e sarebbe facile dedurre 1’equazione della linea meridiana
della superficie. Cercando, collo stesso metodo esposto altra volta, 'equazione
della projezione equatoriale di un’altra linea d’ombra qualunque della super-
ficie di rivoluzione, si trova una linea del 4.° ordine.
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E percid « sopra una superficie di rivoluzione, illuminata da ragg: pa-
ralleli, non pud trovarsi che una sola linea d'ombra ciascuna parte della
quale sia geodetica della superficie e ciascuna di queste linee ha per proje-
zione equatoriale una conica ».

La linea d’ombra trovata, essendo geodetica sulla superficie di rivolu-
zione, & pure geodetica sulla superficie cilindrica tangente alla superficie lungo
tale linea; la linea d’ombra & dunque un’elica le cui normali principali in-
contrano 1'asse delle 2.

Abbiamo dunque il teorema « se le normali principali di un’elica in-
contrano una retta fissa r non parallela alle generatrici del cilindro che la
contiene, la projezione normale dell’elica sopra un piano perpendicolare ad r
¢ una conicy ».

Onde la linea d’ombra si riduca a una sola geodetica, occorre che la
projezione equatoriale sia simmetrica rispetto all’asse delle z, il che avviene
quando acosk-send =@; ma non pud essere a =0, in causa del significato
geometrico trovato per la costante a nel § 3: d’altronde send = O corrisponde
all’ipotesi dei raggi luminosi paralleli all’ asse, nel qual caso la linea d’ombra

¢ costituita da paralleli geodetici. Rimane quindi la sola soluzione k:%

~e

allora si ha:
a

" \cos?0 F sen?0 - cos?u
2acos0 ,
(V cos26 -~ sen?0 - cos?u — senb - cosu)® + cos?

.

)

Py

e la linea meridiana & rappresentata dall'equazione:

x§+zg+2a2'o _07

cosh

che & quella di un cerchio” col centro sull’asse delle 2z; in questo caso la
superficie di rivoluzione & una sfera. La presenza di tale superficie fra quelle
che hanno la detta proprietd era da prevedersi.

E da notarsi infine che soddisfano alla condizione proposta tutte le su-
perficie di rivoluzione quando siano illuminate da raggi perpendicolari al-
'’asse; ma siccome in questo caso la linea d’ombra si riduce a un meridiano,
questo caso non pud essere contenuto nelle nostre formole.

f) 1l sig. De-La-Gourserie ha dimostrato che le sole superficie di ri-
voluzione che, rispetto a raggi luminosi paralleli; ammettono una linea d’ombra
piana sono quelle di 2.° ordine.
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Applicando le nostre formole si possono determinare, pill generalmente,
le superficie di rivoluzione che, rispetto a raggi paralleli, ammettono per linea
d’ombra il sistema di due curve piane.

Potendosi supporre, senza togliere nulla alla generalitd, che il piano di
una delle due linee passi per l'origine, le coordinate de’suoi punti verificano
I'equazione:

z1=az, + by,

con ¢ e b costanti. Avendo. allora presenti le (12,), si trova dopo alcuni
calcoli:

(aseny — bcosn)cos u
(acosu + bsenu)cosu — coth

du.

log B + cost. =J‘

Determinato R in funzione di w, il problema si pud considerare risolto.

g) Determiniamo le superficie di rivoluzione che ammettono una linea

d’ombra piana quando sono illuminate da raggi che emanano da un punto
fisso situato a distanza finita fuori dall’asse di rotazione.

Per la simmetria della superficie, il piano della linea d’ombra deve essere
perpendicolare al piano del meridiano principale, ciog¢ al piano coordinato
y = 0; dobbiamo dunque avere: 2=k + coti -z e prendendo le coordinate
dei punti della linea sotto la forma (1), sara:

_ (U—k)tgi
cosf(u) = —
Confrontando questa relazione coll’altra:
RU'—R'U
VCOSf<’M) = —TU,—' ’

che si ricava dalle (13), abbiamo:
, v, U(U—k)
RR—RZF_a tge —

equazione che si rende lineare col porre R .= 2¢; ed allora, integrandola, ci da:
R4+ mU* —2a-tge- U+ ak-tgi=0,

con m costante arbitraria. Quest’equazione, rappresentante il meridiano della
superficie di rivoluzione domandata, & quella di una conica di cui un asse
coincide coll’asse delle z; abbiamo dunque il teorema « le sole superficie di
rivoluzione le quali, rispetto a raggi luminose concorrenti, ammettono una
linea d’ombra piana, sono quelle di 2.° ordine ».
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.

Questo teorema & una generalizzazione di quello ricordato del sig. De-
r.A-GOURNERIE.

k) Determiniamo le superficie di rivoluzione nelle quali una linea di
ombra relativa a raggi concorrenti, si compone di due curve ciascuna delle
quali & tracciata sopra un cilindro circolare colle generatrici parallele all’asse
di rotazione. Avendosi in questo caso:

R=r.sen(m -+ u), (20)
con r, m costantl, risulta:

’

fR~acosu d

v

7 COS M + COSU ~— 7 SeN M - Sen U
rcoSm - Senu + (rsenm — a)cos u

senu-du
rcosm - senu -+ (rcosm — a)cosu

= log |7 cosm .senu 4 (rsenm — a)cos | —af

Notando che I'integrale del 2.° membro si riduce alle funzioni algebriche
ponendo: cotw = v, dopo di che la quadratura si pud completamente effet-
tuare, si ottiene facendo uso della terza delle (13,):

| =—u
z2=1he\* ) - (senw)? . |(rsenm — a)cosu - rcosm - senu|®, 21)
dove «, B, 7 sono costanti definite dalle equazioni:

\ ar? . cos®m . 8 a )
T(rsenm—a)(a2—|—r1-—-2ar-senm) ! T rsenm —a’

o=

ar-CcoSm
o +r?—2ar-senm

7=

S1 conclude quindi « le superficie domandate sono quelle che hanno per
meridiano la curva rappresentata dalle equazioni x,= R, 2,=2, dove R ¢
2 sono dati dalle (20), (21) ».

Operando come si & fatto nell’applicazione ¢) di questo paragrafo si trova
che le altre linee d’ombra della superficie determinata gi projettano sul piano
dell’equatore in curve del 4.° ordine.

Se la linea d’ombra si riduce a una sola curva tracciata sopra un ecilindro
circolare, allora, dovendo la projezione equatoriale della linea essere simme-

. - M )y W b Y
trica rispetto all’asse delle x, si avrd m = g © percid:

r

B=r-cosu, 2=~n(cosu)°
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Chiamando quindi z,, 2, le coordinate dei punti della linea meridiana
posta nel piano y =0 abbiamo:

rs

2,=nh (ﬁ)r_a,

r

s risulta che « l¢

con % costante arbitraria, indicando con m la costante

s

r?‘— a

superficie domandate sono quelle che hanno per linea meridiana la curva:

v

r—a

Z=m-x, ° .

Per quanto & stato dimostrato al caso ¢) di questo paragrafo tutte le altre
linee d’ombra delle superficie ora determinate hanno per projezione equato-
riale dei cerchi i cul centri si trovano sull’asse delle x; la linea precedente
si riduce a una parabola, e la superficie a un paraboloide di rivoluzione,

r . iy . .
uando a = —, cioé quando I’asse del cilindro circolare contenente la linea
2

d’ombra che si considera passa per il punto luminoso. La medesima linea si
riduce a un’iperbole equilatera avente per assintoti gli assi delle z e delle 2
quando @ = 27, ciod quando la distanza del punto luminoso dall’asse di ro-
tazione ¢ doppia del diametro del cerchio nel quale si projetta la linea d’ombra
che si considera.

§ 5.

Corrispondenza fra le linee d’ombra. — Siano Sp, S, due superficie di
rivoluzione aventi 1’asse in comune ed illuminate la prima da raggi paralleli
e la seconda da raggi concorrenti; teniamo ferme le condizioni messe al § 2
circa la posizione dei punti luminosi. Variamo in tutti i modi possibili I'in-
clinazione dei raggi che illuminano S, sull’asse e la distanza del punto che
illumina S, dall’asse; siano Ly(Tp, ¥p, 2p); Lc(@e, e, 2) due qualunque delle
infinite linee d’ombra ottenute sulla S, e sulla S5 avremo per le (12:), (13,):

B tge o \/ tgge ° _ RIP .
2, = R, mcosu, yp =R, 1—tg26. cos’u, &p= cot@f———cosu du;

R,C
—_—m . du
a Py fﬂ —
Cl'c-::Rc;COSM, yc=Rc\/1—J;cos?u, Zs —h.e n.cosu
! 1
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tg 6
Si pud sempre rendere x, = ¢, ¥p = Y. prendendo E = ——, R,=R.=R;

allora, per vedere quale relazione passa fra 2, e 2., basta ehmmare cosu fra
le ultime delle precedenti equazioni e si ottiene:

R RZe—Rz,
tgb-2p azc !

quest’equazione, integrata successivamente rapporto a 2. e a z, da:

J dR. de de
Rdzp—a.cotl.dR e
Ze=1mM ) Zp=n+4a-. cotafR———dc_zedBa

con m, n costanti arbitrarie. In queste equazioni la variabile indipendente non
¢ fissata.
Se indichiamo con £, &, le coordinate dei punti della linea meridiana
di S, e con &, ¢ quelle dei punti della linea meridiana di S, abbiamo:
EP=£C=R; = 2py Le=2e,
e percid se il meridiano di S, & rappresentato dall’equazione:

= ¢(%), (22)

la prima delle precedenti da:

f SE) e,
Le=1M" € 9'(8c) . Ec—acot b , (23)

che & V'equazione del meridiano di S;. E se la curva meridiana di S; & rap-
presentata dall’equazione:

4’(50)1‘ (24)

la seconda delle precedenti da:

& =mn-+acotd. fq) (Ep)q) (&) T “dky, (25)

la quale & 'equazione della linea meridiana di Sp.

Abbiamo cosi il teorema « se due superficie di rivoluzione Sp, S, sono
tali che, dlluminando la prima con raggi paralleli e la seconda con ragyi
concorrenti, st trovi una linea d’ombra dell’ una e una dell’altra che abbiano
per projeziont equatoriali una stessa curva, per qualsivoglia altra linea di
ombra di una delle due superficie si puod trovare una nuova linea dombra
dell’ altra in modo, che le due nuove linee abbiano la stessa projezione equa-
toriale. Se 6 ¢ Uinclinazione dei raggi luminoss sull’ asse di Sp ed a la di-
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stanza del punto luminoso dall’ asse di S,, per tutle le coppie di linee d’ombra
corrispondenti si ha acotd = costante; se il meridiano di Sp o quello di S, é
rappresentato dalla (22) o dalla (24), il meridiano di S. o quello di S, é
rispettivamente rappresentato dalla (23) o dalla (25) ».

Esempio. — Se S, & un paraboloide, la linea meridiana & una parabola
il cui asse coincide coll’asse di rotazione; abbiamo quindi:

1.,
tp = ‘P(EP):E@)
e la (23) ci da:
te=m\E — akcotd,
dalla quale si ricava:
mE: — = akm?cotd,

equazione di un’iperbole avente I’asse reale sull’asse delle  quando akcots >0
e sull’asse delle 2 quando akcotd <<O0.

Percid « se la superficie S, é un paraboloide di rivoluzione, la super-
ficie S. & un’iperboloide di rivoluzione a una falda o a due falde secondo che,

la quantita akcotd é positiva o negativa ».
1

Il meridiano di S, sia la curva logaritmica ¢ = ke¢" , avente per as-
sintoto P'asse delle z; siccome in questo caso:

1

;‘gc
)=k,
la (25) da:
tp=mn -+ acotd - log(% Ep — 1),
dalla quale risulta:

tgo

Ep=a—|—hea .

Quindi « se la superficie S; ha per meridiano una curva logaritmica il
cui assintoto é perpendicolare all’asse di rotazione, la superficie S, ha per
meridiano una curva logaritmica ¢l cui assintoto é parallelo all’asse di ro-
tazione ».

tp

Queste due curve logaritmiche sono eguali fra loro quando 1:‘%6= i—
Vediamo se le due superficie Sp, S possono essere eguali; eguagliando

fra loro le espressioni delle &, 4 date dalle (22), (23) si ottiene I'equazione
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differenziale:

la quale, integrata, da:
t=¢9=c§—acotd,

con ¢ costante. Questa & 'equazione di una retta; allo stesso risultato si giunge
eguagliando fra loro i valori di ¢,, ¢ dati dalle (24), (25).

Dunque « le superficie Sp, S. non possono essere eguali se non quando
sono cilindri o coni di rivoluzione ».

Le superficie Sp, S. hanno, rispetto alle linee d’ombra, la proprietd esposta
quando la prima si illumini con raggi paralleli e la seconda con raggi con-
correnti; vediamo se esse hanno pure la stessa proprieth quando S, sia illu-
minata da raggi concorrenti e S, con raggi paralleli. Chiamiamo S, la su-
perficie S, quando si illumini con raggi concorrenti e sia S,, la superficie
che, secondo il concetto precedente, corrisponde alla S,.; bisogna esprimere
che S,p coincide con S..

Le superficie Sp, Sic, Sc, Sip (di cui le due prime coincidono) hanno per
meridiani le linee rappresentate dalle equazioni:

e
Cp = ?(£P)7 Gie= ‘}’(gic), e = mef? (8c) . &c—acotb ;
Cip="+bcote ? (E‘P) .d;;,‘p,

9" (&1p) &1p — 9 (Eip)

essendo b, ¢ due costanti aventi rispettivamente lo stesso significato delle a, 6.
Prendendo le variabili indipendenti &, £,, sempre eguali fra loro, si potra
porre & =&, =& ed allora I'eguaglianza delle due superficie Sy, S, & sta-

bilita quando sia & = &p; questa condizione porta all'equazione seguente:
I3

i a
mef;’_?—acm' ’

’

=n—|— bCOt&[ﬁ—__—?-dE,

la quale colla derivazione da:

mefcp’.%—?acotti'dE: beote - ‘P'E—' acot 0 .
Pe—09

E derivando questa logaritmicamente, si giunge all’equazione:
¢ (acotd — ¢) =0,
la quale si sdoppia nelle due:

p=uacotd, ¢ =0,
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La prima di queste porta alla superficie che ha per meridiano una retta
perpendicolare all’asse, cioé al piano il quale, nella questione che eci occupa,
non ha alcuna importanza. La seconda, integrata, da:

C=?=05+b,

con @ e b costanti; e percid « le sole superficie di rivoluzione le quali abbiano
la propriett detta sono ¢ cilindri e ¢ coni ».

§ 6.
Intersezione di una superficie di rivoluzione con un cilindro. — La su-
perficie di rivoluzione sia quella generata dalla linea:
z=R-cosu, y==R .senu, z2=U0, (20)

e il cilindro abbia le generatrici parallele al piano coordinato ¥y = 0 e incli-
nate dell’angolo ¢ sull’asse delle 2; considero la sezione retta di questo cilindro
il cui piano passa per I’asse delle y ed & inclinato dell’angolo ¢ sul piano coor-
dinato 2 = 0; se assumo un nuovo sistema di assi rettangolari, prendendo per
nuovo asse delle z 1'intersezione del piano della sezione retta considerata col
piano coordinato y = 0, per nuovo asse delle ¥ quello di prima e per nuovo
asse delle 2 una parallela alle generatrici del cilindro, e chiamiamo z,, %., %
le coordinate di un punto qualunque della sezione retla, si ha:

x, = f(v) - cosv, Y= f(v) - senv, 2,=0,

r = f(), (27)

'equazione polare di quella curva. Se sulle generatrici del cilindro, a partire
dal piano 2, = 0, si prendono dei segmenti x(v) le coordinate 2., y., 2: degli
estremi sono:

essendo.

o, = f(v)cosv - cosf — x(v) -send;  y,=[(v)-send; ) (28)
2, = f(v) - cosv.send + x(v) - cosd. )

Bisogna esprimere che la linea (28) si trova sulla superficie di rotazione ge-
nerata dalla (26); le equazioni esprimenti tale condizione sono:

[f(v)cosv - cosg — y(v)send|® + f*(v) - sen’v = B*; )

(29)
f(v)cosv - send + x(v) - cos6 = U. )
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Supposto che ¢ non sia Z, si pud sostituire alle (29) le altre due:

2
{f(v)- cosv — Useng|® + f*(v)sen*v - cos*d = B2cos?6;
U— osv-senf (30)
x() = f(vchse : '

Dalla prima delle (30) si suppdnga di ricavare: v = ¢(R, U); allora
sl avra:

fO)=Fle(B, U)]=M; y@)=

¢ le (28) divengono:
2, = Mcos¢(R, U)-cos6 — N-senb;  y,=M-seng(R, U); )
2y = Mcos¢(R, U)-sen¢ + N - cosé. A )

Abbiamo dunque il teorema « se la superficie generata dalla rotazione
attorno all’asse delle z della linea (26) viene segata da un cilindro le cui
generatrici sono parallele al piano y =0 e inclinate all’asse di rotazione del-
Pangolo 6, ¢ la cui sezione retta in coordinate polari é rappresentuta dal-
Pequazione (27) (quando asse polare sia parallelo all’intersezione del piano
di una sezione retta del cilindro col coordinato y = 0) la linea d’intersezione
¢ rappresentata dalle (32), nelle quali M, N sono dati dalle (31) e ¢(R, U)
¢ la funzione che si ottiene risolvendo rapporto a v la prima delle equa-
zions (30) ».

U— Mcoso(R, U)-senb
cos 0

=N, (1)

(32)

Caso particolare. — Se il cilindro segante ha le generatrici parallele
all’asse di rotazione, § =0 e la prima delle (30) diviene:
f(v) = E;
quest’equazione, non contenendo U, da:
v =9(R).

Le (31) divengono:
M=fw)=E, N=U,
e le (32):
x, = Reos[p(R)], ¥, = Bsen[¢(R)], 2, ="U. (32)
a) Se il cilindro segante ha per sezione retta la spirale logaritmica:
P == f(,v) = g e®0te .v’
equazione da risolversi rapporto a v diviene:

R = qgecote.v
)

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Pirendini: Sulla teoria delle superficie di rivoluzione. 195

da cui:

v=tge- log(—g)-
Percid le (32)) divengono:

=R-cos[tge-log(§)], Y =R.sen[tge-log(%ﬂ, 2, =0,

e se questa linea & geodetica principale d’elicoide, si ha in forza delle (11):

pf—l% du==tge- log—f;E )
dalla quale si deduce:

tgs R,

La linea meridiana della superﬁcxe di rivoluzione & dunque rappresentata
nel piano y =0 dalle equazioni:

xo——:R, 2’0=-27

dalle quali, eliminando R si ricava:
tge

2y = —/— 2p

3,
equazione di una parabola di cui 'asse coincide coll’asse delle z; la superficie
in discorso & quindi un paraboloide di rivoluzione.

A complemento quindi di un teorema dimostrato al § 3, caso f), si pud
aggiungere « la sola superficie di rivoluzione in cui una geodetica principale
d’elicoide, e quindi tutte, hanno per projezione equatoriale delle spirali loga-
ritmiche col polo sull’asse & il paraboloide di rivoluzione ».

Se poi la linea in discorso & una lossodromia sulla superficie di rivolu-
zione, le (9) ci danno:

(NBr+ 0
tg zj —

du=tge~log~§,
dalla quale si ricava:

U \/_tgfz—:_—_tg_z R+cost

14

Il meridiano della superficie & dunque rappresentato nel piano coordinato
y = 0 dall’equazione:
Vtgre — tg2d

gy = -
’ tg1

x, + cost.,
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e percid esso & una retta. A complemento quindi di un teorema dimostrato
al § 3 caso d) si pud aggiungere « la sola superficie di rivoluzione in cui
una lossodromia, e quindi tutle, hanno per projezioni equatoriali delle spirali
logaritmiche col polo sull’asse é il cono di rotazione ».

b) Se il cilindro segante ha per seziome retta la spirale d’ArcriMeEDE
r =av, con un calcolo analogo al precedente si trova che le (32') divengono:

@ a

x1=R-cos(R)a y1=R~sen(R)a z2,=U,

e se tale linea & una geodetica principale d’elicoide, si ha per le (11):

U’ B
P i du=—>
dalla quale (lasciando una costante arbitraria additiva):
T 1
ap
La linea meridiana & quindi rappresentata dalle equazioni:
1
z, = R, %= % B,
dalle quali, eliminando R, si ha:
2 3
2= 5o %o

Quindi, a complemento di un teorema del § 3 caso f) possiamo dire « la
superficie di rivoluzione che ha per meridiano la parabola del terzo ordine

2 = ?Ti—p x;y ¢ la sola che abbia la proprieti che tutte le geodetiche principali

d’elicoidi tracciate su di essa si projettino equatorialmente in spirali d’'Ar-
chimede col polo sull’asse ».

§ 7.

Sezions piane di una superficie di rivoluzione. — Una linea qualunque L,
tracciata sulla superficie generata dalla rotazione attorno all’asse delle 2 della

curva:
x == Bcosu, y==Rsenu, =1,

& rappresentata dalle equazioni:
z, = Rcosf(u), Y= Rsenf(u), 2z, ="U.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Pirondini: Sulla teoria delle superficie di rivoluzione. 197

Se quindi L, & posta in un piano perpendicolare al coordinato y =0,
“inclinato dell’angolo ¢ all’asse delle z e che incontra quest’asse alla distanza %
dall’origine, deve essere:

2, =k 4 cotz-z,.
Sard dunque: .
cosf(u) = (U;Rk)t& )
e quindi:
z, = (U—k)tgd, ¥, =\ B — (U— k) - tg*¢, 2, = U. .

Se cambiamo il sistema di assi di riferimento, prendendo per asse delle &

'intersezione del piano segante col coordinato y==0 e per asse delle » la per-

pendicolare all’asse delle £ posta nel piano della linea, abbiamo le equazioni:
‘ U— ;
=Lk, VB U —krg, =0

cos¢

Siccome da queste si ricava:
R =\&sen?s + %, U=k + &cost,
potremo enunciare il teorema « si fagli una superficie di rivoluzione con un
piano perpendicolare al coordinato y =0, inclinato dell’angolo ¢ all’asse di
rotazione e distante di k dallorigine degli assi e si riferisca la sezione L
al sistema di assi Q(&, n) in cui Q & Vintersezione del piano segante coll’asse
di rotazione, Q& & I intersezione del piano segante col piano coordinato y = 0

e Qn ¢ la perpendicolare alla Q& posta nel piano segante.
Se il meridiano della superficie é rappresentato dall’equazione:

[(@; 20) =0,
la sezione L é rappresentata dall’ altra:
fIVezsen®s + 2, (k -+ £cosd)] = 0;
¢ se la sezione L ¢ rappresentata dall'equazione:
9, 1) =0,
la linea meridiana é rappresentata dall’ altra:

q,(f° —t  E = — lc)2-tg2i)= 0 1.

cos?

Esempio. — 8i consideri la superficie di rivoluzione che ha per meridiano

la conica a centro:
axt+bz:+ c=0.
Annali di Matematica, tomo XVIII. 20
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L’equazione:
a(ttsen®s + %) 4- b(k + £ - cosi) + ¢ =0,
che contiene le due indeterminate %, ¢, rappresenta tutte le possibili coniche
tracciate sulla data superficie; se combiniamo I'equazione precedente una volta
colla sua derivata rapporto ad 7 e una volta colla sua derivata rapporto a k,
si ottengono rispettivamente le equazioni:

bk c . ¢
2 L= Rt p=—,
Stot= (a——b a)’ sen’s - § g a

la prima delle quali rappresenta un cerchio e la seconda un’ellisse.
Se poi si considera il paraboloide che ha per meridiano la linea: zo=11;a*§,

tutte le coniche situate su di esso sono rappresentate dall’equazione:
k4 cosi &= 2%(E?sen*i + %),
la quale, combinata colla sua derivata rapporto ad ¢ da:

p2
E4n=pk—7>
che rappresenta un cerchio.

Dunque « I. Se si taglia una quadrica di rivoluzione non sviluppabile
con una serie di piani passanti per una retta che incontra perpendicolarmente
Vasse di rotazione in un punto differente dal centro e si fanno ruotare i piani
seganti attorno a questa retta in modo che vengano a coincidere con uno di
esst, le sezioni piane ottenute inviluppano su questo piano un cerchio.

II. Se si taglia una superficie di 2.° ordine di rivoluzione a centro
con una serie di piani paralleli obliqui all’asse e si projettano le sezioni of-
tenute sul piano di una di esse con delle parallele all’asse, queste projezioni
inviluppano sul detto piano un’ellisse ».

Si pud osservare che il cerchio inviluppato dalle coniche nel 1.° caso &
sempre reale nell’ellissoide schiacciato e nell’iperboloide a una falda; nell’el-
lissoide allungato, nell’iperboloide a due falde e nel paraboloide & reale sola-
mente quando:

k<\/—-—”‘(“;b b, k>\/ “a";b’ E>2,
essendo b, = —05, ¢,=—c.

L’ellisse inviluppata dalle coniche nel 2.° caso & reale solamente nel-
Vellissoide e nell’iperboloide a una falda.
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§ 8.

Intersezione di due superficie di rivoluzione. — Le superficie di cui si
considera I'intersezione siano S, S, e le loro linee meridiane, considerate mnei
piani coordinati » =0, », = 0 siano rappresentate dalle equazioni:

E=RB), ¢=U); Li=Ri(u), & =Uw),

nelle quali # e w, sono due parametri indipendenti qualunque. Collochiamo
le superficie S, S, in modo che gli assi coordinati 0&, 0,&, coincidano e che
i loro assi di rotazione siano paralleli alla distanza £ fra loro; chiamando
allora L la linea d’intersezione, (z, y, 2), (¢, ¥:, 2;) le coordinate di un suo
punto qualunque riferito rispettivamente al sistema 0(¢, », ¢) o all’altro
0,(¢:, niy &) si deve avere:

x = R - cosf(u), y = R -senf(u), z = U(u);

xl == Ri + CO8 f,(u,), y‘ = R‘ . Senf‘(ul), zi = U1 (U;),
essendo f(u) e f,(u;) due funzioni convenienti di » e di u,. E siccome:
r=x+k, y=1vy,, 2=u2,, sard:
Reosf(u) = Bycosfi(u;) + k; Esenf(u) = Eysen f, (u,); U(u) = U, (u,).

Dall’ ultima equazione si supponga di ricavare: u, = ¢(u) e si ponga:
Bi(u) = Bi[p(w)] =7 (w);
le due precedenti divengono allora:
reosfi(u) = Reosf(u) —k,  rsenfi(i,) = Rsenf(u),
dalle quali, col quadrare e sommare, si deduce:
_ R — 2 + ke )
cosf(u) = i
Sostituendo questo valore di cosf(«) nelle equazioni che ci danno z, y, 2,
abbiamo « !’ infersezione delle superficie di rivoluzione generate dalle linee
meridiane:

t=Rw), »n=0, ¢=Uu) L, =R,w), n=0, ¢ =U(u),

quando ¢ loro assi siano paralleli alla distanza k fra loro, é rappresentata
dalle equazioni:

R —r2 412 _NiRR =@ —1r + k)
T=——pp > Y= 9% ’

z=T,
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essendo r(u) cid che diviene la funzione R,(u\) sostituendo a w, la funzione
¢(u) che si ottiene risolvendo rapporto a u, Uequazione U,(u,) = U(u) ».
Esempio. — Le superficie che si considerano siano quelle generate dalle

curve Jogaritmiche:
=m e%, E =y - 6%,

che ruotano attorno al loro assintoto. Si potra mettere:
Bu) = mew, U(u)=u, R,(w) = meu*, Uuw)=u,,
e allora 'equazione U(w)= U,(u,) c¢i di u, =u, con che r(u) diviene:
r(u) =men™
Si ha allora per le coordinate dei punti della linea domandata:

me e2ou — ’nf e u + L2
== Iy

2k

= EIZ Vdmekretow — (mPetav — migte v + kP 2 =u.

Se dalle due prime eliminiamo w, si ha che la projezione equatoriale dell’in-
tersezione & rappresentata dall’equazione:

ay

mf(.z:"{'yz a=x2+yz_2kx+k2;

mi
[N . a - .
questa curva & algebrica tutte le volte che ;’ & commensurabile.

Se si suppone a, = @, 'ultima equazione diviene:

ot 4yt = mffsz @z —F),
che & quella di un cerchio di raggio m?"im’;ﬁ avente il centro sull’asse delle »
alla distanza — ——2m§ dall’origine.
§ 9.
Le linee conjugate sopra wuna superficie di rivoluzione. — Sia L una

linea qualunque che facciamo ruotare attorno all’asse delle z; sulla superficie
generata S sia L, una qualunque delle trajettorie ortogonali delle L; le due
linee L e L, si diranno conjugate fra loro. Se la linea che si considera come
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generatrice L, & rappresentata dalle equazioni:
x, = R - cosu, o == R - senu, 2o ="U,
le due linee conjugate L e L, sono rappresentate da equazioni della forma:
z = R .cosf(u), y = R-senf(u), z =U;
x,= R - cosf,(u), Y= R -senf(u), z,=U.
Chiamando quindi ¢ e ¢, V'inclinazione delle linee L e L, sui paralleli, sara:
cosi = ——— 2L _,  C0S%, = Rf's .
VEf*+ B2 4 U VEF{+ R+ U
La condizione imposta alle linee L e L, & espressa dall’equazione ¢ 4 4, =
cid che da:

—

l\.;l:

Bff.=R*+U";
risolvendo quest’equazione rapporto a f, e integrando, si ottiene:

fl"' Eifv—'d%

Dunque « sulla superficie generata dalla rotazione attorno all’ asse delle z
della linea L,:

=R cosu, yo— R -senu, 2 =U,
una linea qualunque:
z = R - cosf(u), y = R -senf(u), z="U, (33)

ha per conjugata Ualtra:

R'2 U'e R2-L U's
.—_-R.cos( -%du) y,:R.sen( —Wdu), 2o =U n. (34)

Se alla linea L di questo teorema, rappresentata dalle (33) si sostituisce
la linea L,, abbiamo: « le linee L, L, rappresentate dalle equazioni:

x =R cosu, = R . senw, z="U,
2 2 s ‘s 35
2, =R. cos(JR +U du) y,:R.sen(fR_;g_Udu), 2, =10, (35)

ruotando attorno all’asse delle z, generano la stessa superficie di rivoluzione
sulla quale esse, nelle varie loro posizioni, costituiscono due sistemi di tra-
Jettorie ortogonali. »
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Se L & lossodromia sulla superficie, le coordinate de’suoi punti sono
date dalle (9,), laonde col confronto si ottiene:

z,= R - cos(cot®¢- ), y,= R -sen(cot®s u), z,=j\/cot2icR2—R'2-du,

le quali hanno la stessa forma delle (9,).

Dunque « le frajettorie ortogonali di un sistema di lossodromie di una
superficie di rivoluzione, identiche fra loro, formano un nuovo sistema di
lossodromie pure identiche fra loro. »

Prendendo come linee coordinate sulla superficie generata dalla linea (9,)
la linea stessa nelle sue varie posizioni e i paralleli, il quadrato dell’elemento
lineare dS* della superficie assume la forma:

)
’

essendo u = cost. i paralleli e v = cost. la lossodromia nelle varie posizioni.
Sostituendo alle u = cost. le trajettorie ortogonali = cost. delle y = cost. e
ponendo quindi: u = f(v, ¢), equazione precedente diviene:

S = R2( dw?
sen?z

il 7 (7]
{ 0t 2 ¢ af( ) ( Uf 2(.
A8 =R |- dt+ 2 (14 o )at-dot (142 2 +sem dv!
La condizione d’ortogonalitd delle linee v, ¢ da:
% = — gen’s,

d’onde integrando:

(v, t)= () — - sen’d,
essendo ¢(#) una funzione arbitraria di f. Senza cambiare il sistema delle
t = cost. si pud sostituire ¢(¢) con ¢ e allora risulta:

dSz—Rz(

7 dv)

si vede quindi che « sopra una superﬁcz’e di rivoluzione qualungue il doppio
sistema di lossodromie ortogonali é isotermo ».
Questa proprietd & verificata ad es. nel doppio sistema dei meridiani e
dei paralleli.
Se mettiamo la condizione che le due linee conjugate L, L, siano eguali
fra loro, le (35) danno:
R4 U

i =1, donde: U’ =\R!— R"
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Le linee (35) vengono allora rappresentate dalle equazioni:

z = Rcosu,  y==Rsenu, z=f\(’R‘2—R'2-du,

—
iv

le quali si ricavano dalle (9,) facendovi z'=:1-~ Dunque « le linee conjugate

equali fra loro sono lossodromie seganti ¢ meridiani sotto un angolo Z ”.

Si supponga che entrambe le linee conjugate L e L, siano geodetiche
principali d’elicoidi; le (11,), (L1) confrontate rispettivamente colle prime e
colle seconde (35) danno:

1 . nlrl que_‘_Ulz
U=§JR2du, pijﬁdu—sj —RT—du,

essendo p, il parametro del moto elicoidale di L,. Da queste relazioni, eli-
minando U, si ha Vequazione:

B =pp, B — p*E",
la quale ha la stessa forma della (16) del § 3.

Ricordando quindi il risultato allora ottenuto, abbiamo « la sola super-
ficie di vivoluzione nella quale due linee conjugate sono contemporaneamente
geodetiche principali d’elicoidi ¢ cui assi coincidono coll’asse di rotazione della
superficie, & la sfera ».

§ 10.

Linee geodeticamente parallele, — Sopra una superficie qualunque sono
linee geodeticamente parallele le trajettorie ortogonali di uno stesso sistema
di geodetiche. Se la linea (33) & geodetica, avremo (§ 2):

[ JR*+U"" du
=]\ o=
e le linee (34) divengono:

r=R-. cos(%tJAV(R2 _az)]ng + U, du)a
’ : : (35)bis
1’/=R.sen(éJV(R—a)l(zR2+Uz)-du), z2="T.

Siccome per le linee conjugate alle (35)bis sussiste la relazione R .seni— a,
come si ¢ dimostrato al § 3, si potrd dire: « sulla superficie generate dalla
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rotazione attorno all'usse delle z della linea (35)* tale linea é una svilup-
pante geodetica del parallelo di raggio a ».
La linea (35)" sia un’elica; confrontando le (35)%s colle equazioni (10)

del § 2 abbiamo un’equazione dalla quale si deduce:
U = cosi- RE
"~ Var— Rrcosti

Moltiplicando per du e integrando, si ha:
U-cosi + h = —\a®— R*cosq,
con kb costante arbitraria; siccome questa relazione si pud scrivere:

cos?t (U + R*)4-2h - cosi- U= a®* — I,

\

si vede che la curva meridiana & un cerchio avente il centro sull’asse di
rotazione.

Dunque « la sfera ¢ la sola superficie di rivoluzione in cui una svilup-
pante geodetica di un parallelo & nel tempo stesso un’elica di un cilindro
avente le generatrici parallele allasse di rotuzione ».

§ 11.

Deformazione per flessione delle superficie di rivoluzione. — Sia L una
linea arbitraria, %, %, 2 le coordinate di un suo punto qualunque e s il suo
arco; le coordinate X, Y, Z di un punto qualunque della superficie S gene-
rata dalla rotazione di L attorno all’asse delle 2 sono espresse dalle equazioni:

X =2zcosv — ysenwv, Y = zsenv + ycosv, Z =z,
nelle quali & manifesto il significato geometrico dell’angolo v. Se, col mezzo

di queste equazioni, si calcola il quadrato dS® dell’elemento lineare della su-
perficie, si trova:

dS*=ds*+ 2(xy — 2'y)dsdv + (2* + y*)dv2.
Si deformi ora per flessione la superficie S in una nuova superficie di
rivoluzione S, e sia L, la linea a cui si riduce L; chiamando allora z,, y,, 2,

le coordinate di un punto qualunque di L, ed s, il suo arco, si trova per il
quadrato d5; dell’elemento lineare della nuova superficie:

dSi == dS? + 2(1134:1/’4 - :U,xyi)dsl d’v. + (wiz + ?/f)d”f'
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Osservando che la condizione ds= ds, pud ritenersi senz’altro soddis-
fatta, bastando contare I’arco s di L e I'arco s, di L, da due punti corri-
spondenti delle due linee corrispondenti, I'identitd delle due espressioni dS?,
dS; & stabilita quando sia:

@y —2y)do, =@y —2'y)dv; (@ +y)doi = (2* + y7)do”
Dalla prima ricavandosi:

& ?/4 — 'y Y dv
zy —2'y  dwn

ed essendo il primo membro funzione di s e il secondo di v, si avra:
’ ’ 1 ! ’
x‘y,_x,y‘=z(xy —2'y), v, = kv, (36)

dove & & una costante arbitraria (modulo di deformazione). In forza della
seconda delle (36) I’ultima condizione da soddisfare diviene:

24 gl =2 @+ y) (37)

E percid le condizioni d’applicabilita sono le (36), (37); si soddisfa nel modo
pit generale alla (37) prendendo:

z, -—Vx’ + 4* - cost, ,-_—Vx2+y2 sené, (38)

essendo 6 una funzione qualunque di s. Questa funzione di s vuole determinata
in modo, da verificare la 1." delle (36); col mezzo delle (38) calcolando il
1.° membro di (36) e mettendo la condizione che sia eguale al 2.° membro,
si ottiene:
¢ — EY =Y
w? + y?

dalla quale, moltiplicando per ds e integrando, si ricava:

H

Osservando che deve essere soddisfatta la condizione:

dx:\? d!/l ¢ da 2 .
[+ +(52) -
colla quale, essendo gid note le z,, ¥, si pud ricavare altresi ‘%ZL e poi 2,
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si ha « le superficie generate dalla rotazione attorno all’asse delle z delle due
lince L e L, rappresentate dulle equazioni:

r=1(s), y=y(), z=J\/1 — (@ +y*)ds;

’ ’
2y —x'y

Yoo, Y
x,——z\/x +y cos(k“[ PR ds),

Y= % Var + o2 - sen(lc %Ads)a

(i & +yyrt+Ey —a'y)?
2 —J \/l B ) ds,

sono applicabili U una all’altra e le due linee in discorso sono corrispondenti ».
Se poniamo:

= Rcosu, y=Rsenu, 2z=1U,

essendo R e U due funzioni di %, si ha:

' ] /d ' ' nd
#+y=R;  wd+y=BRT; ey —vy=R,

du _ ! :

ds VB FR:+U®’

sostituendo allora questi valori nelle equazioni che danno x, y,, 2, si pud
aggiungere al teorema precedente « se la linea data L si ritiene rappresentata
dalle equazioni:

= R-cosu, y=R-.senu, 2=T, (39)

la sua deformata L, ¢ allora rappresentata dalle altre:

x, =% - Reos (ku), Y= 715 - Rsen (ku),
(40)

24 =J.\/U'2 -+ ]-%:—l “R%.du ».

Le equazioni trovate sono, in moltissimi problemi concernenti la defor-
mazione delle superficie di rivoluzione, preferibili a quelle che si sogliono dare
ordinariamente e che si riferiscono alla curva meridiana, anzi che a una ge-
neratrice a doppia curvatura qualunque.
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Applicazioni. — Se tanto L quanto L, sono eliche di cilindri colle ge-
neratrici parallele all’asse delle superficie, abbiamo:
dz _dz du _ U’
ds _du ds VRz R+ U’z’

ds  du ds VR2+-U2ﬁ—R?
essendo ¢ e 4, le inclinazioni costanti delle due linee sulle generatrici dei ri-
spettivi eilindri.
Eliminando fra queste due espressioni la U’, si ottiene un’equazione dalla
quale si deduce:
RI

—_a’

R
dove a & la costante definita dall’equazione:

k\/sen i+ i) - sen (i —d)

sen®¢ — kzsents

Moltiplicando ambo i membri della precedente per du ed inteorando, si
ha: B ==be*, con b costante; la linea L & quindi un’elica cilindro-conica,
ovvero, come caso partlcolare, un’elica circolare.

Abbiamo dunque « se, deformando una superficie di rivoluzione in modo
che essa rimanga di rivoluzione, un’elica descritta su di essa e appartenente
a un cilindro colle generatrici parallele all’asse di rotazione si trasforma in
una linea di equal natura, la superficie data & necessariamente un cono ovvero
un cilindro di rivoluzione ».

Se supponiamo che la sola linea L, sia un’elica d'un cilindro colle ge-
neratrici parallele all’asse delle 2 e segante queste generatrici sotto I'angolo
costante ¢, si ha per il calcolo che precede:

UI

-\ k*cos?i - R* + (1 — k*senti)- R™.

ksen¢

E percid « la sola superficie di rotazione la quale, per mezzo di defor-
mazioni che ne lasciano inalterata la natura, riduce una linea descritta su
di essa a un’elica di un cilindro colle gemeratrici parallele all'asse, é quella
generata dalla rotazione attorno all’asse delle z della linea:

x:R-cosu, y = B -senu,

j\[ k*cos*s - R* + (1 — k?sen?c) R - du.

z—
kSPnz
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La linea che pud subire la trasformazione predetia é la generatrice ora tro-
vata ¢ la deformazione della superficie ha luogo in una sola maniera ».

La linea L, sia assintotica sulla superficie da essa generata ruotando
attorno all’asse delle 2; le binormali di L, incontrano allora questa retta.
Ora la binormale di L, nel punto generico (2., ¥y 2,) & rappresentata dalle
equazioni:

X — Y—u _ Z—z
di d?z dz dgj/l = dzy d® 2 day 2 T dm d‘y; dy dle

ds ds? ds ds® ds ds? ds ds? ds ds? ds dst

essendo (X, Y, Z) le coordinate correnti e s I'arco della linea.
Questa retta incontra 1'asse delle z quando sia:

dz d295| dgy d?z da dy .

ds ( Yds® T ds;):—( ds 3/’-d_s—‘)’

- calcolando le derivate prime e seconde delle coordinate rapporto all’arco
dalle (40), si ottiene dopo qualche riduzione:
32t

® - eR\U + 5 R o R (\/U +*

Quest’equazione si pud scrivere:

BT,y

2 '2
(\/U TE R)_R" 1o B
' — I R

\/U’2I-k—-——1R2

e allora, moltiplicata per du e integrata, da:

=loga +logR — k’J R;g’u >

9 k2 - 1
k2
con a costante. Da questa relazione si deduce:

U= R'\/a’ P

Rdu kg__l

la quale, colla moltiplicazione per du e con un’integrazione, da U ciod 2.
Dunque « lu sola superficie di rotazione la quale, per mezzo di defor-

maziont che ne lascino inalterata la natura, riduce una linea descritta su di

essa ad essere gssinfotica sulla superficie deformata, ‘e quella generata dalla
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rotazione attorno all’asse delle 2 della linea:

Rdu 12

= R-cosu, y=R-senu, z_IR \/az B

= L. du.
La linea che pud subire tale trasformazione é la generairice ora trovata c
la deformazione della superficie non pud farsi che in un sol modo » (¥).

Vediamo se una linea d’ombra di una superficie di rivoluzione illuminata
da raggi paralleli o concorrenti pud mantenerst linea d’ombra della superficie
che si ottiene dalla data deformandola per flessione. Si rammenti che quando
le equazioni di una linea si pongono sotto la forma:

x=RE-cosf(u), y=R-senf(u), =10,

al § 2 s1 & trovato che la condizione esprimente che essa & linea d’ombra
relativa a raggi paralleli &:

I

cosf(u) = cot&

quest’equazione, applicata alla linea rappresentata dalle (40), da:
cot6 - B

\/ ey B = Lpe
dalla quale si deduce:

T e D

\/k2 cot?9 — k >

UI —_ k
cos (ku)

1
7 cos(ku) =

1 cos? (ku)

R

Si conclude di qui che la linea L & rappresentata dalle equazioni:
\/k2 cot?6
-

Allo stesso § 2 si & pure dimostrato che onde una linea sia d’ombra relati-

cOS2 (ku)

r=R.cosu, y=DR- senu, ‘R du. (41)

coS (k u)

(*) La proprietd ultima enunciata é vera per qualunque superficie; infatti un’assin-
totica L ha per curvatura assoluta la curvatura geodetica e per torsione la radice qua-
drata della curvatura totale della superficie, cangiata di segno (teorema di ENNEPER); se
quindi, dopo una certa deformazione della superficie, I'assintotica L si trasformasse nel-
I'assintotica L, questa linea L, dovrebbe avere la stessa curvatura e la stessa torsione
di L. Le due linee L e L, dovrebbero quindi essere identiche, il che non pud avvenire che
per le generatrici rettilinee delle superficie rigate,
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vamente a raggi luminosi concorrenti, deve essere soddisfatta la condizione:

cos f(u) = -szziﬁ ,
la quale, applicata alla linea (40), da:
h? gf R——;:‘cc:):(ku) E?—1
U= S e k ——%2—-R’du,
[R — % cos (ku)]

con I costante arbitraria. Si conclude di qui che la linea L & rappresentata
dalle equazioni:
z = Reosu, y = Rsenu,

R du
ef——a
h? R—=cos(ku) Kk?—1
k2

(42)

2 = — . @ k -_—
a 2
[R % cos(k u)]

Abbiamo cosi il teorema « le linee le quali, dopo una deformazione di
parametro k della superficie gemerata dalla loro rotazione attorno all’asse
delle z divengono linee d’ombra della superficie deformata, rispetfo a raggi
paralleli o concorrenti, sono rappresentate dalle (41), (42), nelle quali 6 indicu
U inclinazione dei ragge luminosi sull’asse e a la distanza del punto luminoso
dall’asse di rotazione ».

Se nelle (41), (42) facciamo k=1, esse si riducono, come & naturale,
rispettivamente alle (12,), (13,).

Se la linea rappresentata dalla (41) &, nella sua forma attuale, linea
d’ombra relativa a raggi luminosi paralleli, si deve avere:

2= cotsf L du.
cOS %

Eguagliando allora questo valore di z a quello dato dalla terza (41), si ottiene
Pequazione:

\/k“’ cot28 — E =L s (few)
cote k2

cosu cos (ku)

H

la quale non pud essere soddisfatta identicamente, ma solo per valori parti-
colari di .
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Se la linea rappresentata dalla (42) & linea d’ombra relativa a raggi
paralleli, si deve avere:
Rdu
2| —————
72 f a

R—cos(ku) E2—1
-0

cowJ‘—R— du = -R'du,
cosu

dalla quale si deduce:

=
——a—-——.du
R——cos(ku)
h-e F __\/cot?@ k? ———1

2
R — % cos (ku) 008

Derivando questa espressione logaritmicamente, si ottiene dopo alcuni calcoli:

1 sen(ku)
R=a.270-cos(ku)— p — kz—-lg. (43)
du log \/cosm + k2

Se la linea rappresentata dalle (41) & una linea d’ombra relativa a raggi
luminosi concorrenti, si deve avere:

\/k%ot?e — k21; 1 cos’(ku) fF__—fmau
f cos (k) Fdu=h-¢ )
dalla quale si ricava:
_ Rdu__
he E—acosu k*cot?0 k—1
— acosu \/0052 Gu) &2

Derivando quest’espressmne logaritmicamente, si deduce:

B=a-!cosu— 5o (44)
( 4 1, \/ki’cot‘-’e _P—1
du g cos?(ku) k2
Se finalmente la linea (42), sulla superficie generata dalla sua rotazione
attorno all’asse delle 2, & linea d’ombra relativa a raggi luminosi concorrenti

in un punto posto alla distanza & dall’asse, si ha:

|,, R du Qf R du
R h2 %2

—bcosu R———cos Lu)
[R — —cos(k u)]

— 1. Rriu
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Elevando a quadrato ambo i membri dell’equazione che si ottiene da questa
colla differenziazione, e derivando poi logaritmicamente l'equazione che ri-
sulta, si ha:

h? ER [asen(ku) — bsenu] — ab[cosusen (ku) — 71; senucos(ku)]g .

R du
2 ——
k2

2 ’ — l
e R kcos(lm)____b = 1 ,senu.[R—%COS(ku)]-

Derivando questa logaritmicamente, si ottiene 1'equazione differenziale del
1.° ordine:

R'[asen (ku) — bsenu] + R[akcos(ku) — bcos u) — ab(k — /%)cosu - cos (ku)

Rlasen(ku) — bsenu] — ab[cOSu -sen(bu) — }Tsenu . cos(ku)]
: 45
3a'sen(ku)+R'_ ()

R—%WMM)

=cotu +

Dunque « Se una superficie di rivoluzione S si deforma per flessione in
un’altra superficie di rivoluzione S, e una linea d’ombra L di S st trasforma
in una linea d’ombra L, di S,:

1.° Le due curve L e L, non possono essere entrambe linee d’ombra
relativamente « ragge luminosi paralleli.

2.° La linea L che nella deformazione della superficie conserva la
proprietd caratteristica suddetta, & rappresentata dalle (42) in cui R ha Ue-
spressione (43), ovvero dalle (41) dove R ha Uespressione (44), ovvero dalle (42),
dove R ¢ definito dall’equazione differenziale (45) rispettivamente, secondo che
la superficie primitiva S é illuminata da raggi paralleli e la deformata S,
da raggi concorrenti, ovvero S da raggi concorrents e S, da ragge paralleli,
ovvero entrambe le superficie S, S\ sono illuminate da raggi concorrenti ».

Parma, aprile 1890.
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Theorie der Elemententripel einstufiger
Elementargebilde.

(Von Besxo Kuewv, i Marburg in Hessen.)

Theil I. — DAS TRIPELNETZ.

EINLEITUNG.

In der Schrift Theorie der trilinear-symmetrisclhen Elementargebilde (*)
ging ich von der trilinearen Verwandtschaft dreier einstufiger Elementargebilde
aus, deren analytischer Ausdruck eine in jeder von drei Variabeln lineare
Gleichung ist, eine Verwandtschaft, welche gleichzeitig von Herrn Scuu-
BERT (**) behandelt worden ist. Als speciellen Fall dieser Verwandtschaft er-
hilt man, wenn man den drei Gebilden denselben Traeger giebt und die
Gleichung symmetrisch in den drei Variabeln annimmt, eine zweifach lineare
Mannigfaltigkeit, das Tripelnetz genannt.

Diesem kommt bei der Untersuchung der Elemententripel eines einstu-
figen Gebilder eine analoge Bedeutung zu, wie der quadratisch-involutorischen
Punktreihe bei der Betrachtung der Elementenpaare eines Gebildes.

Zu der Theorie des Tripelnetzes kann man nun auch unmittelbar, ohne
von jener allgemeineren Beziehung auszugehen, gelangen, indem man gewisse
Saetze ueber Curven zweiter Ordnung und die ihnen eingeschriebenen Dreiecke
zu Hilfe nimmt. Auf diesem Wege sind die Eigenschaften des Tripelnetzes in
den §§ 1-bis 5 der vorliegenden Arbeit von Neuem entwickelt worden.

In einem Tripelnetz giebt es drei Tripel, deren Elemente je in eines
zusammenfallen, und das Netz ist durch diese seine dreifachen Elemente be-

(*) Marburg, Elwert’sche Buchhandlung, 1881.
(**) ScuusgrT, Die trilineare Beziehung zwischen drei einstufigen Gebilden. Math.
Annalen, Bd. 17, p. 457.
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stimmt. Es gilt nun der Satz, der als ein Hauptsatz der Theorie bezeichnet
werden kann:

Ist ein Tripel « in einem Netze enthalten, dessen dreifache Elemente dag
Tripel 8 bilden, so ist auch das Tripel 8 in dem Netze enthalten, dessen drei-
fache Elemente das Tripel « bilden.

Solche Tripel heissen nach Herrn Rosaxes (¥*) conjugirt nach Herrn Reye (*¥)
apolar. Den Beweis des Satzes giebt der § 6. Der § 7 bringt die lineare Con-
struction des sechsten Punktes zweier conjugirter Tripel, von denen die Punkte
des einen und zwei Punkte des anderen gegeben sind, sie ist die Analogie
zu der Construction eines vierten harmonischen Punktes zu drei gegebenen.

Eine Fortsetzung dieser Arbeit (Theil IL.) bildet eine Untersuchung,
welche die Gesammtheit der Elemententripel eines einstufigen Elementarge-
bildes behandelt, und in der der obengenannte Hauptsatz eine wesentliche
Rolle spielt. Auf dieser Grundlage wird dann im Theil III. in neuer Weise
die Geometrie der Raumcurve dritter Ordnung abgeleitet.

Eine andere Arbeit, welche ebenfalls die Saetze der hier vorliegenden
Arbeit zu Grunde legt, enthaelt die Theorie der Curve dritter Klasse mit
einer Doppeltangente, von der ein specieller Fall die Strmer’sche Hypocy-
kloide ist, deren Geometrie Herr Cremona in ausgezeichneter Weise behandelt
hat (***),

Die vorliegende Arbeit, sowie die eben genannten sich an sie anschlies-
senden Arbeiten stammen schon aus dem Jahre 1882, kamen aber damals
nicht zur Veroeffentlichung.

Marburg (Hessen), 15 Juni 1890.

1. Eine Curve II. Ordnung x und eine Gerade p liegen in einer Ebene.
ABC sei ein der Curve eingeschriebenes Dreieck, und man beziehe » pro-
jectiv auf p so, dass man den Ecken des Dreiecks 4 BC auf » die Punkte
A, B, C, von p zuordnet, in denen p von den den Punkten 4 B C gegenueber-
liegenden Seiten BC, CA, .4 B geschnitten wird. Man erhaelt auf p und =
zwei projective Punktreihen welche aus jedem der Punkte 4 B C durch einen

(*) Rosangs, Crelle’s Journal, Bd. 76, p. 314,

(**) REYE, Crelle’s Journal, Bd. 79, p. 163.

(%##) STEINER, Borchardt’s Journal, Bd. 53, p. 231. — W. Werke, Bd, 2, p. 641. —
CreEMoNA, Crelle’s Journal, Bd. 64, p. 101
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involutorischen Strahlenbueschel projicirt werden, denn z. B. in den Strahlen-
buescheln, welche aus B die projectiven Reihen auf p und » projiciren, ent-
spricht dem Strahl B C 4, der Strahl B A C, doppelt: Der involutorische Bue-
schel B schneidet » in einer involutorischen Punktreihe derea Involutions-
Centrum der Punkt B, von p ist, denn zwei Paare einander zugeordneter
Strahlen des involutorischen Bueschels B sind BA, BC und BB, das ist die
Tangente von x in B und B B,, welche » in O schneide. Die Verbindungs-
linien A C und BO schneiden sich nun im Punkte B, von p; also ist B,
das Involutionscentrum der zu B gehoerigen Punktpaarreihe. Verbindet man
daher B mit irgend zwei Punkten D und E von x, die mit B, in gerader
Linie liegen, so werden die Strahlen BD und BE die Gerade p in den
Punkten E, und D, schneiden welche den Punkten E und D von x homolog
sind.

Projicirt man nun die projectiven Punktreihen auf p und » aus dem ganz
beliebigen Punkt E von » durch zwei concentrische Bueschel, so éntspricht
dem Strahl ED B, der Strahl ED, B doppelt, also erhaelt man den Satz:

Bezieht man eine Curve II. Ordnung » und eine mit ihr in einer Ebene
liegende Gerade p projectiv so auf einander, dass man den Eckpunkten eines
der Curve eingeschriebenen Dreiecks die Schnittpunkte der ihnen gegenueber-
liegenden Seiten mit p zuordnet, so werden die projectiven Reihen auf p und x
aus jedem Punkte von x durch einen involutorischen Bueschel projicirt. Sind
daher 4 und A4, zwei homologe Punkte von x und p und B ein beliebiger
Punkt von «, so schneiden die Strahlen B A und B 4, p respective x in zwei
Punkten C, und C, die wieder homologe Punkte von p und » sind.

Den reellen oder conjugirt imaginaeren Schnittpunkten S und T von p
und » sind als Punkten von p die Punkte 7' und S von x zugeordnet. Be-
zieht man umgekehrt p auf x projectiv so, dass den Schnittpunkten S und T
von p mit » als Punkten von p die Punkte 7' und S von » zugeordnet sind,
so werden die projectiven Reihen auf p und x» aus jedem Punkte B von
durch einen involutorischen Strahlenbueschel projicirt.

Denn die Strahlen B'S und BT entsprechen dann einander doppelt. Sind
ST conjugirt-imaginaer, so ist ihr Traeger die Gerade p und durch

x(B) A p(By),

ist das Tripelnetz bestimmt; und auch in diesem Fall entsprechen sich die
Strahlen BS und BT des Bueschels doppelt und der eben ausgesprochene
Satz gilt auch hier.
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Der involutorische Bueschel, durch den die projectiven Reihen auf p
und » aus dem beliebigen Punkt B von » projicirt werden, schneidet » in
einer involutorischen Reihe, deren Involutionscentrum der dem Punkt B von x
homologe Punkt B, von p ist. Die Strahlen BD und BE welche zwei zu-
geordnete Punkte dieser involutorischen Reihe mit B verbinden, schneiden p
in den Punkten E, und D,, die den Punkten I und D von » homolog sind.

Sind nun D und E zwei beliebig angenommene Punkte von x, deren
Verbindungslinie die Gerade p in einem Punkte B, trifft dessen homologer
auf » der Punkt B ist, und schneiden die Geraden BD und BE die Gerade
p in E, und D;, so sind den Punkten BE D von » zugeordnet die Punkte
B,E,D,, in denen p von den den Ecken des Dreiecks BED gegenueber-
liegenden Seiten geschnitten wird. '

Das Dreieck D EB ist durch irgend zwei seiner Punkte bestimmt, denn
deren Verbindungslinie trifft p in einem Punkt, dessen homologer auf » der
dritte Eckpunkt ist.

Oder, wenn D und E gegeben sind, so verbinde man den homologen
Punkt des einen, z. B. von D, also D, mit E, so schneidet D, E die Curve x
in den dritten Eckpunkt B. Die Punkte D und E koennen auch conjugirt-
imaginaer sein, immer gehoert zu ihnen einen dritter Punkt B, der homologe
Punkt des Schnittpunktes B, von p mit der Geraden D E, welche der Traeger
der imaginaeren Punkte D E ist. Wir koennen also sagen:

Bezieht man eine Curve 1I. Ordnung » auf eine Gerade p projectiv so,
dass den Ecken 4 BC eines der Curve eingeschriebenen Dreiecks die Punkte
A, B, C, von p zugeordnet werden, in denen p von den den Eckpunkten A BC
gegenueberliegenden Seiten getroffen wird, so giebt es unendlich viele Drei-
ecke, die der Curve eingeschrieben sind, und deren Ecken denjenigen Punkten
von p zugeordnet sind, in denen p von den den KEcken gegenueberliegenden
Seiten getroffen wird.

Durch zwei Eckpunkte eines Dreiecks ist der dritte bestimmt, und von
den drei Eckpunkten eines Dreiecks bestimmen je zwei den dritten.

Die Tripel der Eckpunkte dieser Dreiecke bilden eine zweifache lineare
Mannigfaltigkeit; sie heisse ein auf der Curve x liegendes Punkttripelnetz.

2. Die vorigen Saetze lassen sich unter einem Gesichtspunkt betrachten,
unter dem sie allgemeine Geltung fuer alle Gebilde die sich zu einer Curve
IT. Ordnung in projective Beziehung setzen lassen, gewinnen.

Eine bisher so genannte involutorische Punktreihe soll eine Punktpaar-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Theil I. — Das Tripelnetz. 217

reshe genannt werden. Von den saemmtlichen Punktpaarreihen eines Traegers
z. B. der Curve II. Ordnung », welche ein Punktpaar gemein haben, wird
gesagt, dass sie ein Bueschel von Punktpaarreihen bilden. Das gemeinsame
Paar heisse das Basispunkipaar des Bueschels.

Die Paare der Doppelpunkte der Punktpaarreiben eines Bueschels
bilden eine Punktpaarreihe.

Denn sie sind saemmtlich durch das Basispaar des Bueschels harmonisch
getrennt. Die Punkte des Basispaares eines Bueschels von Punktpaarreihen
sind zugleich die Doppelpunkte der Punktpaarreihe, welche aus den Dop-
pelpunkten der Reihen des Bueschels besteht. Je nachdem die Punkte des
Basispaares also imaginaer oder reell sind, oder zusammenfallen, sind die
Doppelpunkte saemmtlicher Reihen des Bueschels reell, oder eine Gruppe
derselben ist imaginaer oder die Paare der Doppelpunkte haben einen Punkt
gemein.

Durch ein beliebiges Punktpaar ist eine Punktpaarreihe eines Bueschels
bestimmt.

Das Basispaar der Bueschels ist naemlich ein zweites Punktpaar der
Reihe, oder man erhaelt die Doppelpunkte der Reihe, indem man in der Reihe
der Doppelpunktpaare der Reihen des Bueschels dasjenige aufsucht, welches
durch das gegebene Paar harmonisch getrennt ist.

Durch zwei Punktpaarreihen ist ein Bueschel bestimmt.

Naemlich das gemeinsame Paar des Reihen ist das Basispaar desselben.

Oder: Durch die Paare der Doppelpunkte der beiden Reihen ist die
Punktpaarreihe der Doppelpunkte der Reihen des Bueschels und damit der
Bueschel bestimmt.

Vier Punktpaare einer Punktpaarreihe heissen harmonisch, wenn die vier
Punkte welche durch sie von einem beliebigen Punkte des Traegers harmo-
nisch getrennt sind vier harmonische Punkte sind (*).

Vier Punktpaarreihen”eines Bueschels sollen harmonisch heissen, wenn
ihre Doppelpunktpaare vier harmonische Paare sind.

Vier harmonische Reihen eines Bueschels erhaelt man, wenn man das
Basispaar « des Bueschels, einen festen Punkt 4 und vier harmonische Punkte

(¥) Theorie der trilinear-symmetrischen Verwandtschaft, § 4. — CreMoNa, Lbcne
Curven, p. 29.
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A A, A; A, giebt. Der Punkt A und einer der leizteren vier Punkte bilden
je ein Punktpaar einer Reihe, von der « ein zweites ist, und die vier so be-
stimmten Reihen sind vier harmonische, denn A4, 4,.4; A4, sind von 4 durch
die Doppelpunkte der vier Reihen harmonisch getrennt. Es folgt daraus weiter:

Je vier Punkte, die einem beliebigen Punkte in vier harmonischen Punkt-
paarreihen eines Bueschels zugeordnet sind, sind vier harmonische Punkte.

Vermittelst der aufgestellten Definition kann man Punktpaarreihen und
Punktpaarreihenbueschel auf beliebige Elementar-Gebilde erster Stufe pro-
jectiv beziehen, indem man je vier harmonischen Elementen des einen Ge-
bildes je vier harmonische des anderen entsprechen laesst. Zu den Elementar-
Gebilden rechnen wir nun aber auch die Punktpaarreihen und die Punkt-
paarreihenbueschel, sowie die ihnen analogen Strahlen-und Ebenengebilde und
verstehen unter den Elementen dieser Elementenpaare respective Elementen-
paarreihen.

Dann ist u. A. jeder Bueschel von Punktpaarreihen auch zu der Punkt-
paarreihe der Doppelpunkte des Bueschels projectiv. Ferner sind zwei Punkt-
paarreihen auf zwei Traegern projectiv, wenn je vier harmonischen Paaren
der einen vier harmonische Paare der anderen zugeordnet sind.

3. Kehren wir nun zu dem Tripelnetz auf der Curve » zurueck so ist
jedem Punkte B von x ein Punkt B, von p zugeordnet. Zugleich ist B, das
Involutionscentrum einer auf » liegenden Punktpaarreihe deren Punktpaare
mit dem Punkt B je ein Tripel des Tripelnetzes bilden, denn die Seiten jedes
Dreiecks, dessen Ecken aus einem Punktpaar der Reihe und B bestehen,
schneiden p in Punkten, die den gegenueberliegenden Ecken homolog sind.

Die Punktpaarreihen auf » deren Involutionscentren die Gerade p er-
fuellen bilden einen Bueschel, dessen Basispunkte die Schnittpunkte von p
und x sind. ‘

Es ist aber » projectiv auf diesen Bueschel bezogen, wenn man einem
Punkt B und » diejenige Punktpaarreihe zuordnet, deren Involutionscentrum
der homologe Punkt B, von p ist, wobei vorausgesetzt ist, dass den Punkten
T und S von p die Punkte S und 7' von x entsprechen. In der That sind
die Involutionscentren von vier harmonischen Reihen des Bueschels vier har-
monische Punkte und umgekehrt; denn projicirt man vier harmonische Punkte
von p aus einem Punkt der Curve » auf diese, so erhaelt man vier harmo-
nische Punkte, die dem festen Punkte in vier Reihen des Bueschels zugeordnet,
die also selbst vier harmonische Reihen sind. Da also x projectiv zu p ist, so
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ist x auch zu dem Punktpaarreihenbueschel projectiv, dessen Basispaar die
Schnittpunkte von p und » bilden. Nun ist die projective Beziehung von p
und » durch drei Paare homologer Punkte, also die von » und dem Reihen-
bueschel bestimmt, wenn man drei Punkten von x drei Reihen des Bueschels
zuordnet. Aus der besonderen Art der projectiven Beziehung von = und p,
in der den Punkten 4 BC von » die Punkte 4,B, C; von p zugeordnet sind
folgt aber, dass in der projectiven Beziehung von x zum Reihenbueschel jedem
der drei, Punkte ABC von » diejenige Reihe des Bueschels zugeordnet ist,
welche durch das Paar der beiden anderen Punkte bestimmt ist. 4 B C bilden
ein Tripel des Tripelnetzes auf x; es giebt nun unendlich viele Tripel der-
selben Art; von drei Punkten eines solchen Tripels bilden also je zwei ein
Punktpaar derjenigen Punktpaarreihe des Bueschels, welche dem dritten Punkt
zugeordnet ist in der projectiven Beziehung von » zum Reihenbueschel. Daher
kann man sagen:

Bezieht man die Punkte einer Curve II. Ordnung = projectiv auf einen
auf x liegenden Bueschel von Punktpaarreihen, und zwar so, dass man jedem
von drei beliebig angenommenen Punkten von » diejenige Punktpaarreihe des
Bueschels zuordnet, in der die beiden uebrigen Punkte ein Punktpaar bilden,
so ist durch je zwei Punkte AB von » im Allgemeinen ein dritter von C
bestimmt. Solche drei Punkte 4 B C bilden ein Tripel, von dem je zwei Punkte
den dritten bestimmen, indem naemlich je zwei ein Punktpaar der dem dritten
zugeordneten Punktpaarreihe bilden. Die saemmtlichen so entstehenden Tripel
bilden din Punkttripelnetz auf x.

Aus dieser Erzeugungsweise des Tripelnetzes geht hervor § 2, dass man
ein solches auch auf jedem anderen Gebilde erster Stufe herstellen kann, ferner
aber auch,

dass jedem Tri-pelnetze in dem einen von zwei projectiven Gebilden
erster Stufe auch ein solches in dem anderen Gebilde entspricht. (Schluss
von § 2)

Wir wollen im Folgendem bei der Curve II. Ordnung als Traeger des
Tripelnetzes stehen bleiben.

Wir sahen, dass die projective Beziehung von p und », die zu dem Tri-
pelnetz fuehrt, auch dadurch bestimmt wird, dass man den Schnittpunkten
S und T von p und x als Punkten von p die Punkte T und S von = (und
irgend einem dritten Punkt von p einen dritten von x) zuordnet. Uebertraegt
man dies auf die Beziehung von x» zu dem Bueschel der Punktpaarreihen,
so folgt:
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Sind S und T die Basispunkte eines Bueschels von Punktpaarreihen,
und bezieht man denselben auf den Traeger x des Bueschels projectiv so, dass
den Punkten S und T' des Traegers die beiden Reihen, deren Doppelpunkte
in T respective S zusammenfallen, zugeordnet sind, so bilden die Tripel,
welche man erhaelt, wenn man einen Punkt von x mit einem Punktpaar
der ihm zugeordneten Reihe des Bueschels verbindet, ein Tripelnetz.

Mit dem Bueschel von Punktpaarreiben ist zugleich die Punktpaarreihe
der Doppelpunkte der Reihen des Bueschels projectiv auf » bezogen. Ein
Tripelnetz kann daher auch in der folgenden Weise erzeugt werden:

Bezieht man die Punkte der Curve x auf eine auf x liegende Punkt-
paarreihe projectiv so, dass man jedem von drei beliebig angenommenen
Punkten von x» dasjenige Punktpaar der Reihe zuordnet, welches von dem
Punkte durch die beiden anderen harmonisch getrennt ist, so bilden die Tripel,
welche man erhaelt, wenn man einen Punkt von » mit je zwei Punkten zu
einem Tripel verbindet, das durch das ihm zugeordnete Paar der Reihe har-
monisch getrennt ist, ein Tripelnetz (*).

Ferner:

Ist eine Punktpaarreihe auf » projectiv so auf die Punkte von x
bezogen, dass den Doppelpunkten S und T der ersteren die Punkte T
und S von » entsprechen, so erhaelt man die Tripel eines Tripelnetzes,
wenn man je einen Punkt von x mit je zwei Punkten zu einem Tripel
verbindet, die durch das ihm zugeordnete Paar der Reihe harmonisch
getrennt sind.

4. In einem Tripelnetz giebt es Tripel, von deren Punkten zwei in einen
Doppelpunkt gusammenfallen. Ist 4 der Doppelpunkt eines Tripels A 4 B, so
heisst A ein erster Pol von B in dem Netze. Nun ist der Doppelpunkt 4
eines Tripels 4 A B ein Doppelpunkt der zu B gehoerigen Punktspaarreihe,
also folgt:

Jeder Punkt B von » hat in dem Tripelnetze zwei erste Pole 4 4,;
beschreibt B die Curve, so beschreibt das Paar A4 4, eine zu der von B
beschriebenen Reihe projective Punktpaarreihe. Denn ist P der Pol von p
bezueglich » und &, die Polare von B, welche » in 4 A, schneidet, so ist:

x(B..) A p(Boe. ) N P(bo-) & x(4y 4y...).

(*) Theorie der trilinear-symmetrischen Verwandtschaft, § 14.
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Der einfache Punkt B eines Tripels 4 A B mit einem Doppelpunkt 4
heisst der zweife Pol des Punktes 4 im Netze. Jeder Punkt A hat einen
zweiten Pol, naemlich den Punkt B, durch den der Doppelpunkt 4 zu einem
Tripel ergaenzt wird. Da in dem Tripel AAB A4 und B ein Punktpaar der
A zugehoerigen Punktpaarreihe bilden, so folgt:

Der zweite Pol B eines Punktes A ist von ihm durch die ersten
Pole von 4 harmonisch getrennt, denn 4 B laeuft durch den Punkt 4,
von p.

Aus der Definition von ersten und zweiten Polen folgt zugleich:

Ist A ein erster Pol von B, so ist B der zweite Pol von 4. Und

umgekehrt.

Je zwei Punkte eines Tripels sind durch die ersten Pole des dritten har-
monisch getrennt. Von je zwei Punkten eines Tripels sagt man sie haben den
dritten Punkt zum gemischten Pol im Tripelnetze.

Der gemischte Pol C zweier Punkte 4 und B ist also von jedem der
letzteren durch die ersten Pole des anderen harmonisch getrennt, und A und
B selbst sind durch die ersten Pole von C harmonisch getrennt.

Die Punktpaare welche einen und denselben Punkt zum gemischten

Pol haben, bilden eine Punktpaarreihe, deren Doppelpunkte die ersten
Pole des Punktes sind.

Dies geht aus der Erzeugungsweise des Tripelnetzes unmittelbar hervor.

Den Doppelpunkten S und 7' der von den Paaren erster Pole der Punkte
von » gebildeten Punktpaarreihe sind als Punkten von x diejenigen Punkt-
paarreihen zugeordnet, deren Doppelpunkte in T' respective S zusammenfallen.
Da nun in jeder dieser Reihen, z. B. in derjenigen, deren Doppelpunkte in T'
zusammenfallen, 7' mit jeden beliebigen Punkt ein Punktpaar bildet, so bilden
S und 7T mit jedem beliebigen Punkt ein Tripel des Netzes. Daher:

In einem Tripelnetze giebt es zwei Punkte, deren gemischter Pol
unbestimmt ist.

In jedem der beiden Punkte fallen die ersten Pole des anderen zusammen,
und es sind dies die einzigen Punkte deren erste Pole in einen Punkt zu-
sammenfallen. Den Punkten von x entsprechen die Paare ihrer ersten Pole
projectiv s. 0. § 2. Die beiden projectiven Reihen haben drei Punkte entspre-
chend gemeinschaftlich. Daher:

Annali di Matematica, tomo XVIII, 29
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In jedem Tripelnetz giebt es drei Tripel, deren Punkte in einen zu-
sammenfallen (*). Sie heissen die dreifachen Punkte des Netzes.

In jedem derselben faellt ein Punkt mit einem seiner ersten, und
mit seinem zweiten Pol zusammen.

Ist U ein dreifacher Punkt eines Tripelnetzes auf der Curve II. Ordnung
x und p die Gerade, welche die Involutionscentren der zu den Punkten von =
im Tripelnetz gehoerigen Punkpaarreihen enthaelt und zu » projectiv ist, so
schneidet die Tangente in U an » die Gerade p in dem Involutionscentrum
der zu U gehoerigen Punktpaarreihe, denn in dieser ist U ein Doppelpunkt,
und wenn umgekehrt eine vom Punkte U, von p gehende Tangente die Curve
in dem zu U, homologen Punkte von » beruehrt, so ist U ein dreifacher Punkt
des Netzes, denn ein erster Pol von U faellt dann mit U zusammen. Sind
nun U und V zwei dreifache Punkte, schneiden die Tangenten in U und ¥
die Gerade p in U, und V,, so ist der gemischte Pol von U und ¥V sowohl
dem Punkt V zugeordnet in der zu U gehoerigen, als auch dem Punkt U
zugeordnet in der zu ¥ gehoerigen Punktpaarreihe; es muessen sich daher
die Geraden U,V und UV, in einem Punkte W von z, dem gemischten Pol
von U und V schneiden. In dem Dreieck UV W schneiden nun zwei Seiten
die Tangenten in den gegenueberliegenden Eckpunkten in zwei Punkten U, V,
der Geraden p; deshalb liegt nach dem Satze des Pascar auch der Schnitt-
punkt W, der dritten Seite VU mit der Tangente in W auf p. Es beruehrt
also die Gerade W, W die Curve xz in W. Nun ist ferner W, der homologe
Punkt des Punktes W von =, denn die Seiten des Tripeldreiecks UV W
schneiden p in den Punkten, die den ihnen gegenueberliegenden Ecken ho-
molog sind, folglich ist nach der an die Spitze gestellten Bemerkung W ein
dreifacher Punkt des Netzes. Daher:

Der gemischte Pol von je zwei dreifachen Punkten eines Tripel-
netzes ist der dritte dreifache Punkt. Oder:

Die drei Punkte, in derem jedem drei Punkte eines Tripels des
Netzes zusammenfallen, bilden selbst ein Tripel des Netzes.

Das gilt auch, wenn zwei dreifache Punkte conjugirt-imaginaer sind.
Denn man kann dann zeigen, dass ihre reelle Verbindungs Gerade durch den
Punkt U, von p geht, der das Involutionscentrum der dem dritten reellen
dreifachen Punkte U zugehoerigen involutorischen Reihe ist (**).

(*) Theorie der trilinear-symmetrischen Verwandischaft, p. 23 u. p. 55.
(¥*) Theorie der trilin.-symmetr. Verwandtschaft, p. 56.
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Die Gerade p ist die Pascar’sche Gerade des Dreiecks UV W beziiglich »
und schneidet daher x nicht, wenn UV W reell sind; sie schneidet sie da-
gegen, wenn zwel der drel Punkte imaginaer sind (*). Da nun die Gerade p
die Curve z in den Punkten S und 7' schneidet, so folgt:

Sind die dreifachen Punkte eines Tripelnetzes reell, so sind die beiden
Punkte, deren gemischter Pol unbestimmt ist, imaginaer; sind zwei der
drei Punkte imaginaer, so sind jene beiden Punkte reell. Und umgekehrt.

5. Ein Punkttripelnetz auf der Curve II. Ordnung x ist durch ein Tripel
A BC und die Gerade p bestimmt, auf der die Involutionscentren der zu den
Punkten von » gehoerigen Punktpaarreihen liegen. Man bezieht p projectiv
auf » so, dass jedem der Eckpunkte des Dreiecks 4 B C' der Schnittpunkt mit
der gegenueberliegenden Seite entspricht.

Das Tripelnetz ist auch bestimmt, wenn die Gerade p und zwei homo-
loge Punkte 4, und 4 von p und » gegeben sind. Denn irgend zwei mit 4,
in gerader Linie liegende Punkte B C von x muessen dann mit 4 ein Tripel
des Netzes bilden. Im Speciellen ist das Netz auch durch p und einen drei-
fachen Punkt U bestimmt. Die Tangente an » in U trifft p in dem homologen
Punkt U,.

Von einem Tripelnetz auf » sei nun ein Tripel A BC gegeben, so ge-
hoert dasselbe den zweifach unendlich vielen Netzen an, deren eines bestimmt
ist, wenn man eine beliebige Gerade der Ebene von z als Gerade p annimmt.
Umgekehrt sind durch ein Tripel zweifach unendlich viele Netze bestimmt.
Gehoeren zwei Tripel einem Netze an, zu dem die Gerade p gehoert, so
muessen die Seiten der beiden Tripeldreiecke die Gerade p in Punkten treffen,
die den den Seiten gegenueberliegenden Eckpunkten als Punkten von » pro-
jectiv entsprechen. Diese Bedingung erfuellen alle Geraden p, die dem von
den Seiten der beiden Tripeldreiecke bestimmten Strahlenbueschel II. Ordnung
angehoeren, denn jeder Strahl desselben schneidet den Bueschel in einer zu
ihm perspectiven Punktreihe die auf » projectiv bezogen ist, weil die Strahlen
des Bueschels den Punkten von » nach einem bekannten Satze projectiv ent-
sprechen. Der Bueschel enthaelt unendlich viele Dreiseite, die x eingeschrieben

sind und jeder Seite eines solchen ist der gegenueberliegende Eckpunkt zu-
geordnet.

(¥) Theorie der trilin.-sym. Verwandischaft, p. 62. — ScuroETER, Oberflaechen
II. Ord., p. 277, Anmerkung.
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Die Seiten aller dieser » eingeschriebenen Dreiecke schneiden also jeden
beliebigen Strahl des Strahlenbueschels II. Ordnung in Punkten, die den ge-
genueberliegenden Eckpunkten in einer projectiven Beziechung der Punktreihen
p und x» entsprechen.

Zwei Tripel liegen also in einfach unendlich vielen Tripelnetzen denje-
nigen naemlich, deren dreifache Punkte die Tripel der Reihe bilden, und
umgekehrt sind darch zwei Tripel einfach unendlich viele Netze bestimmt,
in denen gleichzeitig mit jenen zwei einfach unendlich viele Tripel liegen.

Liegen drei Tripel in einem Netze x zu dem die Gerade p gehoert, so
muss p von den Seiten der Tripeldreiecke in Punkten getroffen werden, die
den gegenueberliegenden Eckpunckten projectiv.entsprechen. Diese Bedingung
erfuellt der vierte gemeinschaftliche Strahl p zweier Strahlenbueschel II. Ord-
nung; welche durch die Seiten von je zwei der drei gegebenen Tripeldreiecke
bestimmt werden. Denn sind «8y die Tripel und p der vierte gemeinschaft-
liche Strahl der durch «f und «y bestimmten Bueschel, so ist sowohl der
eine Bueschel als auch der andere projectiv so auf » bezogen, dass den Seiten
des Tripeldreiecks « die gegenueberliegenden Ecken entsprechen, also auch
in doppelter Weise p auf » so, dass den Schnittpunkten mit den Seiten von «
die gegenueberliegenden Ecken entsprechen. Daher schneiden auch die Seiten
der Tripeldreiecke 8 und y die Gerade p in Punkten, die den gegenueber-
liegenden Eckpunkten in der projectiven Beziehung von p und » entsprechen.
Es folgt daraus:

Durch drei Tripel ist im Allgemeinen ein Tripelnetz bestimmt.
Speciell ist ein Netz durch seine dreifachen Punkte bestimmt (¥).

6. Wir beweisen den Satz: Wenn die Punkte A BC ein Tripel eines
durch seine dreifachen Punkte U VW bestimmten Tripelnetzes auf einem be-
liebigen einstufigen Traeger bilden, so bilden auch UV W ein Tripel eines
durch die Punkte A BC als seine dreifachen Punkte bestimmten Netzes auf
diesem Traeger. Denn sind U, V,W, die in jedem Sinne vierten harmonischen
Punkte zu UV W, so bilden UU,, V'V,, WW, eine Involution (**).

Man beziehe nun (UVW)A(UU, VV, WW,) (§ 2) so ist dadurch das
Tripelnetz (UV W) dessen dreifache Punkte U V' W sind, bestimmt, und als ein
Tripel desselben ist 4 B C angenommen. Nun beziehe man auch ABC A UVW.

(*) Anderer Beweiss: Theorie der trilin.-sym. Verwandischaft, § 20, p. 55.
(¥*¥) v. Staupr, Geometrie der Lage, p. 121, — Theorie der trilin.-sym. Verwand-
schayt, p. 57,
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Sind dann 4, B,C, die in jedem Sinne vierten harmonischen Punkte zu
ABC, so bilden A A, BB, CC, eine Involution. Man beziehe nun (4 BC) A
(AA, BB, CC) so ist dadurch ein Tripelnetz (4 B C) bestimmt, dessen drei-
fache Punkte 4 B C sind. Nun entspricht im Netz (UV W) jedem der Punkte
UV W A eine involutorische Reihe. In der A entsprechenden sind B und C
homologe Punkte (bilden ein Punktpaar das zu 4 gehoert). Wegen (UV W)
A(ABC)ist auch (UU, VV, WW)YA (A4, BB, CC) (§ 2) so dass, wenn
U und A homologe Punkte der ersten Beziehung sind, in der zweiten die
Punktpaare UU, und 4 4, und die Punktpaarreihen, deren Doppelpunkte sie
respective sind, einander entsprechen. Nun sind aber B und C ein Punktpaar der
im Netz (UV W) zu A gehoerigen Punktpaarreihe. Wegen (UVW) A (4 B C)
gehoert dann im Netze (A BC) zu U ein Punktpaar der U zugehoerigen
Punktpaarreihe, dessen Punkte in der genannten Beziehung den Punkten BC
entsprechen. Das sind aber die Punkte V' W. Folglich bilden VW mit U ein
Tripel des Netzes (4 BC).

7. Wir leiten hieraus die allgemeine Construction des sechsten Punktes
zweier conjugirter (apolarer) Tripel, welche auf einem beliebigen einfoer-
migen Gebilde als Traeger liegen ab. Es sei das Tripel UV W und von dem
zweiten Tripel seien die Punkte 4 und B gegeben; der dritte Punkt C ist
zu construiren. Man construire zunaechst U, V, W,. Dann ist dem Punkte U
die Punktpaarreihe zugeordnet, deren Doppelpunkte U und U, sind. In dieser
Punktpaarreihe suche man den zu 4 homologen Punkt A' auf, so ist die
zu U gehoerige Punktpaarreihe auch durch U (oder U,) und 4 4" bestimmt.
In der zu V' gehoerigen Punktpaarreihe, deren Doppelpunkte ¥ und V, sind,
suche man den zu 4 gehoerigen Punkt 4" auf (und kann auch den durch W
bestimmten analogen Punkt A™ aufsuchen). Alsdann sind in der zu A4 ge-
hoerigen Punktpaarreihe U und A', V und 4" Punktpaare und die Reibe ist
durch diese beiden Punktpaare bestimmt. Sucht man jetzt in dieser Reihe
den zu B homologen Punkt C auf, so ist auch BC ein Paar der zu 4 ge-
hoerigen Reihe, 4 BC ein Tripel des Netzes (UV W), mithin C der dritte
gesuchte Punkt des Tripels, von dem 4 und B als Punkte gegeben waren.

Die Construction des Punktes C, wenn man sie fuer die Curve II. Ord-
nung x als Traeger der beiden Punktripel UV W und 4 B C ausfuehren will,
setzt » als gegeben voraus; dann kann C durch das Lineal allein erhalten
werden; denn bei gegebenen Punkten UV W kann dann die Gerade p als
Pascar’sche Gerade des Dreiecks UV W, ferner der zu 4 von » homologe
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Punkt 4, von p, und dadurch der Punkt C als Schnittpunkt von » mit der
Geraden A4, B linear construirt werden. Wird dagegen eine Gerade U als der
Traeger der beiden Tripel UV W und 4 BC angenommen, so koennen die
saemmtlichen nothwendigen Constructionen allein mit dem Lineal ausgefuehrt
werden, naemlich die Construction der Punkte U,, V,, W,, 4’ A" durch wie-
derholte Construction eines zu drei Punkten harmonischen vierten Punktes,
und die des Punktes C als eines Punktes der in einer durch zwei Punktpaare
bestimmten involutorischen Reihe der einem gegebenen fuenftem Punkte zu-
geordnete sechste ist. Constructionen, welche wie bekannt, auf die Figur eines
vollstaendigen Vierecks der Ebene sich gruenden.

Die Construction des sechsten Punktes zweier conjugirter Tripel hat in
der Geometrie der Elemententripel einfoermiger Gebilde dieselbe Bedeutung,
wie diejenige des vierten Punktes zweier harmonischer Punktpaare in der
Geometrie der Elementenpaare einfoermiger Gebilde.
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L’equazione razionale
della superficie di Kummer.

(Memoria VI di Erxesto Pascar, a Napoli.)

Nella Memoria V ho studiato con dettaglio le cosiddette funzioni Jaco-
biane 3 di 1.* specie.

In questa nuova Memoria studio la relazione di 4.° grado che deve esi-
stere fra le quattro 3 pari, e che non & altro che la cosiddetta equazione
razionale della superficie di Kummer, inquantoché i coefficienti di tale equa-
zione sono invarianti razionali di una sestica binaria.

Una corrispondenza fra le superficie di Kuumer e una sestica binaria
apparl sin dal lavoro classico del Kiemv in cui si dimostrava che la stessa
superficie di Kummer, olfreche superficie di singolaritd di un solo complesso
quadratico, potea considerarsi come tale rispetto ad un intero sistema di com-
plessi quadratici confocali rappresentati dall’equazione:

6 2
Y= =0.

1 [ 2

Con cid si veniva gid a stabilire una corrispondenza fra le superficie di Kumuer
e la sestica le cui radici erano le k. )

Una relazione di una natura diversa fra la superficie di Kummer e una
sestica binaria, apparve quando fu dimostrato che le coordinate di tale su-
perficie si poteano esprimere come funzioni razionali delle funzioni iperellit-
tiche 3, corrispondenti al campo di irrazionalita di una sestica binaria.

Una relazione infine di una natura anche pili intima e immediata si
presenta nell’equazione della superficie in coordinate 3, in cui i coefficienti
sono invarianti razionali della sestica corrispondente al campo di irrazionalita
delle =.
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228  Pascal: L'equazione razionale della superficie di Kummer.

Nel lavoro che seguird a questo studierd 1'altra relazione esistente fra
il quadrato della = dispari e le 3 pari, la quale relazione corrisponde all’e-
quazione di un fascio di superficie di 6.° ordine che toceano la superficie di
Kunuer.

§ 1. Preliminari sulle superficie di Kummer.

It nota Vesistenza di alcune superficie algebriche, le cui coordinate pos-
sono esprimersi razionalmente mediante le funzioni $ a due argomenti (di
genere 2).

Cosl per es. sono di tal natura le superficie di 2.° ordine (*) e le super-
ficie di 4.° ordine aventi una conica doppia, e fra queste ultime in particolare
le cosiddette ciclidz, ciod quelle in cui la conica doppia & diventata un cerchio
immaginario (**). Fra le superficie godenti della stessa proprieta vi & la co-
siddetta superficie di KumuEr.

Tale superficie & di 4.° ordine e possiede 16 punti nodali e 16 piani
singolari.

Essa fu trovata da Komuer (***) come superficie focale di una congruenza
di 2.° ordine e di 2.* classe; in seguito il Kumn (¥***) dimostrd che si otteneva
la stessa superficie anche come la superficie di singolarita del generale com-
plesso quadratico gia studiata da Pricker, e infine lo stesso Kremv (*¥#¥*)
dimostrd poco dopo che la stessa superficie pud considerarsi come la superficie
di singolaritd degli oo' complessi confocali rappresentati dalla formola:

& a? .
)L A (x arbitrario),
T ki— X

dove z; sono le 6 coordinate omogenee della retta nello spazio, fra le quali
esiste la relazione: O RIpY SRR S )

La superficie di Kommer apparisce dunque in tal maniera in una certa rela-
zione colla binaria di 6.° grado le cui radici sono le k,... k;. Relazioni di

(*) StaubE, Geometrische Deutung der Additionsth. der hyp. Integr. und Funct.
I Ordn. in System der confocalen Flichen 2. Grades. Math, Ann., Bd. 22

#%) Domscn, Ueber die Darstellung der Flichen vierter Ordnung mit Doppelke-
gelschnitt durch hyp. Funct. (Dissert. Leipzig). Greifswald, 1835.

(***) KuMMER, Monat. Berl. Acad., 1864, — Abhand. der Berl, Akad., 1866.

#x#¥) PLiickER, Neuer Geometrie, 2% Abth. (1869), pag. 315.

(*****) Kiewy, Zur Th, der Liniencomplewe des I. w. II. Gr., Math. Ann., Bd. 2,

pag. 198.
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una natura ancora piu intima fra la superficie di Kummer e una sestica bi-
naria appariranno in seguito; per ora vogliamo limitarci ad accennare bre-
vemente la natura della relazione trovata ora.

E chiaro prima di tutto che ogni sestica individua una superficie di
Kuwumer, perche individua il fascio dei complessi confocali; propriamente la
superficie di Kummer & individuata non quando si dinno solo i valori delle
radici della sestica, ma quando si da anche 'ordine col quale si vogliono far
succedere queste radici. Quindi poiché vi sono 720 permutazioni delle 6 radici
vi saranno altrettante superficie di Kuumer. Notiamo intanto che una permu-
tazione fra le radici £ equivale ad una sostituzione:

xi=1an (¢, k, =1, 2,... 6),

fra le coordinate di rette.
D’altra parte il fascio dei complessi confocali ritorna in s& stesso con
una sostituzione:
z',-=ix,- (i=1,..., 6),

che & una sostituzione che fa tornare da coordinate di rette a coordinate di
rette, perché la relazione citata S_]x§=0 resta inalterata e quindi sempre
soddisfatta. ‘

Ora di tali ultime sostituzioni ve ne sono 32, per ciascuna delle quali
dunque la superficie di Kuuner torna in s& stessa (¥).

Possiamo dunque dire che ad ogni sestica binaria f(}) corrispondono 720
superficie di KumMEr.

Ma si verifica la proprietd reciproca? Data, ciod, una superficie di Kumuer
o un numero finito di esse, ¢ determinata una sestica?

La risposta a questa domanda & negativa, perche si pud far vedere fa-
cilmente che il fascio dei complessi confocali non si altera per una stessa so-
stituzione lineare delle quantita k;, ciod ritorna in s& stesso; quindi possiamo
dire che da una superficie di Kunmer, non restano individuati i coefficient
(o le radici) della sestica, ma solamente i suoi invarianti assoluti o moduli.

Da cid si ricava che I’equazione della superficie di Kumuer deve potersi
ridurre sempre a contenere per coefficienti solo invarianti assoluti della sestica.

(*) Vedi la Mcmoria di ReicHARDT, Ueber die Darstellung der Kumimerschen Flicl e
durch hyperelliptische Functionen (Dissertation Leipzig). Halle, 1887. Nel § 2 di questa
Memoria é studiato il gruppo delle 32.720 sostituzioni fra le coordinate di rette, di cui
si parla nel testo.

Annali di Matematica, tomo XVIII, 30

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



230 Pascal: L'equazione razionale della superficie di Kummer.

§ 2. Varie forme dell’equazione della superficie di Kummer.
Relazioni fra questa e le funzioni 9.

Introduciamo, anziché le coordinate di rette, le coordinate di punti v,
Yy, Y Yy, riferite al tetraedro fondamentale (*). Allora si ricavano notoriamente
le relazioni (ponendo pij=19"iy"; —y"iy;):
Xy = (1012 -+ p34)7 T3 = (P:u +P-z4); rs = (]314 +P23)
Xy = 'i(Pxe - Pu), Ty = i(ﬁai —Pu); Lo = ’i(Pu —I’23),

e reciprocamente:
1 . 1 . 1 .
p12=-2—(fci—zx2), Pun= é-(xg——m,), p“=§(x3—mb-)

1 . 1 . 1 .
p34=2—(x,+2x2), P24=§(‘1’3+m4); P23=§(“'5+"xa)7

6
mentre la relazione fondamentale fra le coordinate z, ciog ),

2 =0 diventa:
Piz Pas + Psi Pos + Pua Pos = 0.

Partendo ora dall’equazione del complesso:
Skt = 0.

possiamo esprimere tale equazione in funzione delle coordinate (y') (y") che
sono le coordinate di due punti della retta (). Si ha allora una relazione di
2.° grado in ¢ e y". Fissato y” questa equazione rappresenterd un cono di
2.% ordine il cui vertice & y". Esprimendo la condizione perchd questo cono

si scinda in due piani si ha per luogo del punto 4" precisamente la superficie
di Kunuer,

Si trova cosi 'equazione (**):
ity yi+yi+ Ay g — 2 dssa(yiyE + yiyl)
— 245 (11 y: + 42 93)
— 24.5,(yiyi 4 yiys) = 0,

(*) Keeiv, Math. Ann., Bd. 2.
{*¥*) REicHarpT, Opera cit., pag, 395.
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dove
A=8 Eoke (ks 4 ks — ks — ko) -+ ks ka (ece.) -+ ks ks (ece.)
o (k1 — ke) (ks — ka) (ks — ke)

(ki — Tn) (kj — ki) + (ki — K1) (kj — %n) )
(ki — Ej) (kn — k1)

Si pud dare varie forme a questa equazione e se ne pud anche dare un’altra
nella quale compariscono esplicitamente i cosiddetti moduli di Borcnarpr, ma
per tali argomenti rimandiamo il lettore all’Opera citata di Reicmarot (*).

Passiamo ora ad un altro genere di considerazioni. Fu primo il Kuex (*¥*)
a riconoscere la possibilitd di esprimere le coordinate di un punto della su-
perficie di Kumver mediante quattro speciali’ funzioni & iperellittiche a due
argomenti; poi si successero i lavori di Cayrey (¥*¥), BorcuarpT (¥***), We-
BER (*****), ROHN (******)_

Ecco intanto alcune indicazioni su quest’altro ramo della teoria.

Si sa che per p =2 esistono 16 funzioni iperellittiche $, di cui 10 pari
e 6 dispari. A ciascuna di tali 9 corrisponde una caratteristica:

i
hot)
dove ¢, j, h, I sono quattro numeri interi e propriamente o0 0 ovvero 1 (***¥¥¥¥),
Queste 16 caratteristiche si possono distribuire in gruppi tali che tutte
quelle di un gruppo hanno fra loro relazioni simili a quelle che hanno fra

loro le caratteristiche di un altro gruppo analogo.

Le $ corrispondenti avranno allora fra loro delle speciali relazioni alge-
briche.

Aijny =

(¥) RercHaRDT, loc. cit. I moduli di BorcEARDT possono essere definiti sia come rap-
porti dei valori nulli di certe speciali funzioni 3 (vedi BorcHARDT, Sur le choix des mo-
dules dans les intégr. hyp. Comptes Rendus, t. 88) sia come le coordinate di un nodo
della superficie di Kummex (vedi ReicHarDT, Opera cit., pag. 392),

(**) Math. Ann., Bd. 5, pag. 302. .

#%%) CAYLEY, On the double © fonctions in connexion with a 16 nodal quartic
surface. Crelle, vol. 83.

*%%%) BorcHARDT, Ueber die Darstellung der Kummerschen Fliche, ele. Crelle,
vol. 83, pag. R34.

s#xx#) WEBER, Ueber Kummerschen Fliche,etc. Crelle, vol. 84, pag, 332.

xx#x¥%%) Ronw, Transformation der hyperellipt. Funct. p =2, ete, Math. Ann.,

Bd. 15, pag- 315.
d z‘xi:*g***) Vedi Memoria III, Annali di Matematica, vol, 17, § 2.
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Fra tali gruppi sono mnotevoli le cosiddette quaterne di Gérer (*), e le
quaterne di Rosexmav (**).

Una quaterna di Géper risulta di tali quattro funzioni $ o tutte pari, o
due pari e due dispari, tali che la somma delle loro caratteristiche sia con-
gruente (mod. 2) alla caratteristica fondamentale (g 0)

Una quaterna di Rosexmay risulta di quattro S tali che fra esse vi &
sempre un numero dispari di 9 dispari, e che la somma delle loro caratte-
vistiche sia anche congruente (mod. 2) alla caratteristica fondamentale (0).

Esistono 60 quaterne di GoeeL e 80 quaterne di Rosenmaix.

Una quaterna di GopeL & per es. quella formata colle quattro caratteri-

stiche pari:
0 0 0 0 1 0 1 0
0 0/’ 0 1)’ 0 1)’ 0 !

corrispondenti, secondo la notazione di WeiErsTrAss, alle S coi seguenti indici:

Iy J34y '92, Joi

(***).

Una quaterna di Rosexsaiv & per es. quella formata colle caratteristiche:

R

corrispondenti, secondo le notazioni di WriersTrass, alle & cogli indiei:

Ora sono precisamente queste tali quaterne che hanno una relazione assai
intima colla superficie di Kumuer.

Se indichiamo con v,, v, i due parametri di un punto della superficie di
Kuumer, allora si dimostra che i quadrati delle quattro 3, appartenenti ad
una quaterna di Goper, eguagliati a 0, rappresentano sulla superficie le quattro
coniche che sono tagliate sulla superficie da quattro piani singolar: tali che
il loro tetraedro non ha per vertici aleun nodo.

(¥) GopEL, Crelle, vol, 35, pag. 377.

(*¥) RoSENHAIN, Mémoire sur les fonctions de deux variables et a4 quatre periodes.
Mém. des savants étrang., vol. 11 (1846).

(*¥¥) Per somma di caratteristiche si intende la caratteristica i cui elementi sono ri-
spettivamente le somme degli elementi omologhi dei termini,
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Se invece di una quaterna di GorEL, ne consideriamo una di Rosexmary,
abbiamo le quattro coniche generate da quattro piani singolari tali che i
quattro vertici del tetraedro siemo quattro nodi (*). D’altra parte si sa che
fra i quadrati delle quattro & appartenenti ad una quaterna di Gorer o di
Rosennain esistono delle relazioni algebriche di 4.° grado (**); se dunque sce-
gliamo per tetraedro fondamentale delle coordinate un tetraedro di Gorer o
di Rosexnary, le coordinate omogenee di un punto della superficie di Kumwer
saranno proporzionali ai quadrati delle quattro funzioni $ corrispondenti, e
I'equazione della superficie di Kummer sard data dalla relazione algebrica di
4.° grado di cui si ¢ parlato avanti.

Si hanno cosi due altre forme per I'equazione della nostra superficie; i
coefficienti che entrano in tali equazioni sono funzioni razionali dei valori
nulli di certe funzioni $, e quindi dipendono direttamente, sebbene in ma-
niera trascendente, dai moduli della forma di 6.° grado che & il fondamento
della irrazionalith iperellittica. Per le forme di tali equazioni rimandiamo il
lettore all’Opera pilt volte citata di Recmarpr (**¥).

§ 3. Introduzione delle quattro funzioni 3 pari
come coordinate di un punto della superficie di Kummer,

Introduciamo ora le quattro funzioni 3 pari studiate nella Memoria V.

Esse si possono esprimere linearmente mediante i quadrati di quattro
speciali funzioni ¢ o $ (***¥) (tre dispari e una pari formanti una quaterna
di Rosesmaix). Di qui si ricava che le coordinate di un punto della superficie
di Kvmuer debbono potersi esprimere linearmente mediante le dette funzioni =;
con una trasformazione lineare deve dunque sempre potersi ridurre la super-
ficie di Kunmer in modo che le quattro coordinate omogenee di un suo punto
sieno precisamente le =, =, 3, 3,. Ora & facile far vedere che fra queste
quattro funzioni esiste una relazione algebrica razionale di 4.° grado, la quale
e dunque la richiesta equazione (**¥*¥),

(¥} Vedi, per l'esposizione di queste proprietd, ReicuarDpt, Opera cit., § 9-10.

(¥*) Per la generalizzazione di tali relazioni al caso iperellittico di genere qualunque p,
vedi: Brioscur, Annali di Matem., vol. 10, pag. 161. Ivi il Brioscur dimostra che una
relazione analoga a quella di GOPEL sussiste anche fra certe speciali 2p funzioni 9,

#¥¥) REICHARDT, Opera cit., § 1L

#*¥#) BUuRKHARDT, Systematik, etc. Math. Ann., Bd. 35, pag. 241 in nota.

(*H**) Lezioni di KLein (Estate 1887, Inverno ' 1887-88), — BurkuArDT, Opera cit.,

pag. 23L.
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Per trovare tale relazione cominciamo a trovare la relazione che esiste
fra le quattro espressioni X,, X, Xj, X,, i cui rapporti sono le funzioni ipe-
rellittiche di 1.* specie e che sono state studiate nella Memoria precedente.

Esse sono:

X, =@ ") ly Ly
X, = (&' x") may my
Xy = (&' a") g g
Xi=\fo'\fe + a&al,
essendo af la sestica, e I3, m%, n} i noti suoi tre covarianti quadratici.

Osserviamo che, secondo la posizione dei punti &' &”, il prodotto \ fz"\ fx’
potrd avere il segno positivo o il negativo, quindi in ogni caso possiamo
serivere:

(X, — (VFZVFz" + ad a2 [Xs — (= V7o' Vfa" + % a3)] = 0,

’ L - E 3
X5 —2a% a3 X, + (a2 az) — f(@) f@")] =0 (¥). (@)
Ora si abbia un covariante di f in 2', 2, simmetrico in queste due serie di
variabili e dello stesso grado in ciascuna di esse. Allora, con un metodo per-
fettamente analogo a quello tenuto da Cuessca (**), si pud rappresentarlo come
funzione razionale di lp ly, My My, Ny ny, € coi coefficienti che sieno in-
variants di f.
Al denominatore comparird solo una potenza dell’invariante:
—RB=\|86 L, § |=—(m)@mn)(nl),

mi omym, M

clod:

ny MmN

e I'esponente di tal potenza sard propriamente eguale al grado del primitivo
covariante in 2’ o . B facile vedere che il 3.° termine della formola (a) &
divisibile per (2" «"'), perche si annulla per 2" = 2"; e inoltre essendo poi sim-
metrico in tali due variabili sard addirittura divisibile per (z'z").

Possiamo dunque scrivere (a) sotto I’altra forma:

X5 —2a% @l X, + (@ o) Gu(#' ") = 0,

essendo G, un covariante razionale intero di f.

(¥) BurknarpT, Systematik, ete. Math. Ann., Bd. 35, pag. 231.
(**) Theorie d, alg. Formen, pag. 411.
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Facciamo ora per af alr, e G,(2' z") la trasformazione di cui si & parlato
avanti, e poi moltiplichiamo tutta I'espressione per R‘(x'x")°. Allora si ha
un’espressione della forma:

B@ oy B« X, +R@ "y Hy+ (' 2" H, = 0,

dove H;, H, sono delle funzioni razionali intere dei gradi 3, 4, in /7.,
My ﬂ/’w"’ Ny Ny
Ora, per lo stesso principio sviluppato sopra, si ha che R*(z'z")* pud espri-
mersi come funzione intera di 2.° grado H, di queste ultime variabili, onde
r 77

poi infine accoppiando i fattori esterni (z"z") colle dette variabili che com-
pariscono nelle H, si ha la espressione:

RF,(X, Xo, X)X:4 RF(X, X X)X, 4+ Fu(X, X, X)=0, ()

dove le F' sono funzioni intere di X, X, X,, e che & la richiesta relazione
biquadratica (*).

Basta ora moltiplicare tutta la formola precedente per [x(z'«”)]* essendo
x la forma media di cui si & parlato nella Memoria precedente (**), per otte-
nere la relazione fra le quattro funzioni X pari. Per le cose osservate sopra
si ha che in tale equazione (8) i coeflicienti sono funzioni razionali intere degli
invarianti fondamentali della sestica. L’equazione () in coordinate omogenee
X o 3 rappresenta l’equazione razionale della superficie di Kunmer, per le
cose osservate al principio di questo paragrafo.

Lo scopo dei paragrafi seguenti & di costruire effettivamente 'equazione (3),
esprimendo i suoi coeflicienti razionalmente mediante i quattro invarianti fon-
damentali 4, B, C, D della sestica binaria.

§ 4. Introduzione alla effettiva costruzione dell’equazione (%)
del paragrafo precedente.

Dalle formole:
lplp = Ga' 2’ 4+ L@@ o +22")+ 2,2,
Mgt Mg =M T X'y + iy my (2, 2"y + 25 3") + mi 2’ 2", (1)
Ny Mgt == 022,27, + 00 (', 2" + &s2”) + nia’sa”s,

(*) KLeiN, Lezioni. Gottingen (1887-88), — BurkHARDT, loc, cit.
(**) Memoria V, § 7.
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si ricavano i valori di
’ ’ ! ’
‘—_Rx‘x"1 _R(x‘x’g"]"x“’x’g), —'ergx,,zo
Intanto:
(wl xli)g — (xfi x'l’2 + xlli x12)2 — 4x/‘ xn‘ . xlz x//g,
onde si ha: ‘

R a"y=| I Igly B PP—4| loly L, I oLl Iyl

M Mgy My M3 Mgt My W My TS M My My Mg My
n: NN N Jnxv Ngr N My N5 n, NN, Ny Ny |
= [(m n)(m' n) (m' n) (mn") — (mn)(m' 0y (mm)(nn)] Iy Ly Vg Vg
+ ece. ecc. ecc.
4 2[(mn) (' n"y (' m) (I n) + mn)(n)Y (D) (n )] 1y Ly - Mo Mg ®
+ ecc. ecc. ecc.,

dove le altre linee si ricavano dalle precedenti permutando circolarmente i
simboli I, m, n, e le lettere cogli apici rappresentano simboli equivalenti ri-
spettivamente a quelli rappresentati dalle lettere simili senza apici.

Unendo alle (1) V'altra formola:

@ =aix' 2", + a,a.(2' 2"y + 25 2") + az 2, 2",
e eliminando fra le quattro formole le tre quantita:
.2, 2+, @z,
si ha:
— Ray agr =+ mn)(na)(ma)ly Lo + (nl)(na)(la) my ma
+ (Im) (L a) (ma) ny ng,

ed elevando a 8.* potenza si ha!
— R2a® a¥n = N (mn)(m' 0y (m" n") (ma)(m' @) (m" a)(na) (' a)(n @)y le Vg lpl'wl' s
+ 3 3 (mn)(m'w) (1" V) (ma)(m' a)(na)(w o) (n" @) (" @)y lo Vo U ym” é ]
+ 3 Z(mm)(w' 1) (" 1) (ma)(na) (0 a) (n" @) (T @) (V' @) L Ly’ 1 0" 1" S ¥
F6(mn)(n' Y m")(ma)(m" a) (na)(n a) (U a)(l' a)ly Ly m owm' yn w0’ 4, J

dove col segno Y indichiamo I'assieme di tutte le altre espressioni che si
otterrebbero permutando circolarmente i simboli I, m, n.
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.Se nell’espressione (2) mutiamo:

l¢' lx”, My mw”, n_”' nm",
rispettivamente in

Xi) Xz, Xs,

abbiamo esattamente Pespressione di F, della equazione (b) del paragrafo pre-
cedente.

Analogamente cogli stessi mutamenti, il secondo membro della formola (3)
diventa V'espressione di -;—Fs.

Introducendo le notazioni:

A= (mn)myng, p=mlngls, y=(Ilm)lyms,
possiamo dunque brevemente scrivere:
Fy==2[2(ay X,]%, 4)

dove col segno ¥ si intende al solito che bisogna operare la somma delle
espressioni che si ottengono permutando i simboli circolarmente.

Passiamo ora a trovare V'espressione di F.

Si ha in primo luogo:

a;l aiu . b;f bi” _— aiy bg;n = ail bin (ain biy — ai: bi” £
1
= — (ail birr —_— a,g}/l bil) (ag;rl b;r -_— aiv bil’) (5)
2
1 o Pt
= — L (@bp@ e’y |20 B 4 3k al b1 b 4 b g be B -

Ora applicando la nota formola di Gorpax per le forme binarie si ha (indi-
cando al solito con A le operazioni di polare):

ak by = Atad b 4 %2— (@ ") (ab) Aol b% + % (@' 2") (a b)*
@3 a3 By By = A ay b ~ 2 (o ') (@b Atay By + oo (¢ 2”) (a D)
0 Qg by B = Atal B — % (o o' (b Aay By — o (F 2 (b,
tenendo presente che nelle nostre formole i simboli del primo membro si com-

pletano tutti col determinante (ab), e quindi, poiche si sviluppano funzioni
Annali di Matematica, tomo XVIIL 3l
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. . . ’ . . . . . e «
che sono simmetriche in 2', " (perché @, b sono simboli equivalenti), ¢ inutile
tener conto dei termini contenenti (z'2”) a potenze dispari.

Allora 1l primo membro di (5) diventa:

— é_ (a b)e (.’E’ x”)g QA4 agc, bi, + g (x' 93”)2 (a b)e A2 a;, bi’

3 GPViAY| 4
—rﬁ(xx)(ab) ’
e ponendo:
(@b at bt = H:
(ab)a’ b’ =1}
(ab)c =4,
si ha:

;e r oy 9 3 ' i
—%(x z'2 19 HY Hiu—{—l—,?-(oc x )?zirz;cu-{—ﬁA(:r x )‘%-

Esprimendo ora Hy Hyr, i ier analogamente come abbiamo fatto avanti per
ax @y, si ha infine

F,=—2[S0HrX]*
— 2 R.[30ip X ) (6)
3 2
— 2—0A-F2.

Resta a calcolare ora F,, F,, F, in funzione degli invarianti fondamentali
della sestica.

§ 5. Cenno sugli invarianti e covarianti della sestica binaria f.

In questo paragrafo inseriremo alcune formole sulle forme invariantive
di una sestica, le quali ci serviranno poi in seguito.

In primo punto & noto che una sestica binaria possiede un sistema com-
pleto composto di 26 forme di cui 5 invarianti, e 21 covarianti (¥). Dei 5 in-

* Cuesscu, Theorie d. b. alg. Form., pag. 96. — GorpAN, Invariantenth., Bd. 2,
pag. 283,
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varianti, 4 sono di peso pari & sono quelli chiamati A4, B, C, D, e uno (R)

¢ di peso dispari; quindi il quadrato di B si esprimerd razionalmente me-
diante 4, B, C, D.

Esistono sei covarianti di 2.° ordine che sono i cosiddetti I, m, n, 2, g, »

dove gli ultimi tre non sono che rispettivamente i determinanti funzionali dei
primi tre combinati a due a due.

E interessante poi per i nostri scopi, ricordare il covariante di 4.° ordine
(ponendo f=af=105=.."):

k=i=(abyaibl (%),

e il suo essiano (anche di 4.° ordine) A.

Partendo da questo k£ si possono esprimere assai semplicemente, coma
spinte, 1 principali covarianti e gli invarianti di £.
Cosl si ha:

l=(ak)as, m = (L k)? LK%, = (mkpk
A=(aby, B = (kL) C=EkEYE EYyE kY,
D =(f, ¥y, R = (Im) (mn) (n).

Si usa indicare con An, Ammy Anny Aim,... rispettivamente, gli invarianti
delle quadratiche 7, m, n considerate isolatamente, e considerate a due a due.
Ci occorre qui trascrivere le formole che esprimono tali nuovi invarianti in
funzione dei fondamentali. Tali formole sono:

Ay =2C+:AB Am=3 B +2 0+ 5 ABC
A =3 BD L2 C(B +AC) A =3 (B +AC).

In seguitp ci occorreranno ancora le seguenti altre formole:
a) 2. iiberschiebungen di ¢ su l, m, n, ciod:

(€lP =m, (im)t =mn,

m 2
mp =By Do, “

(*) Cuepscu lo chiama i, GorpaN lo chiama &.
(¥*) Gorpan, Opera cit., pag. 286-287.
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b) 2.2 diberschicbungen di A su I, m, n, ciot (*¥):

Al =n—21 \
, 1 1

(Any =-é— Bn + :1}— Cm.

/
I

¢) 4.2 dberschiebungen di f su prodotti a due a due delle tre quadra-
tiche, cio& (*¥):

B =—1Bl+ L mton
me)e —(%BZ—}—éAC)l——CM-F Bn
) =(§f12+%B3+%ABC)Z+(;—D—1—%BU)M—(éBg—!--?;AC)n
)t = (%BC-*— D)l-}-( B’Z-{—;Ao)m—-éé'n N
alp =g 4CI+(20+1 AB)m4 L Ba |
lm4=§Cl+ Bm+ An.
d) 2. itberschicbungen di f su I, m, n, ciod (**¥);
(b =284 34
(f, myp=g 3 i+ 5 A (5

(f, n)? =—-lm—%0i+§A.

(*) Gorpan, Opera cit., pag. 287,
(**) CLeBscu, Opera cit., pag. 454. — Gorban, Opera cit., pag. 287.
(***) GorpaN, Opera cit., pag, 287 e seg.
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§ 6. Calcolo dell’espressione di F,.

Secondo la formola (2) dell § 4 abbiamo che !'espressione di F, pud
seriversi:
Fy=X[(mn)(m w) (' n) (mn') + (mn) (m ) im" m) (n 0')] X2
+ 2 X [(mn) (¢ w) (0" m) (' m) + (mn) (U w) (mT) (n0)] X, X,

dove col simbolo ¥ si intende che bisogna sommare tutti gli altri termini
analoghi che si ottengono permutando le lettere /, m, » e contemporanea-
mente permutando anche circolarmente X,, X,, X,.

Passiamo ora ad esprimere i coefficienti di F; mediante gli invarianti

del sistema completo.
11 secondo termine del coefficiente di X? trasformiamolo colla formola:

(m' m) (nn') = — (m' n) (n' m) — (m'n') (mn),
onde tutto il coefficiente di X} diventa:
2(mn)(m' n') (m' n)(mn) 4+ A%, =
= 2[— (mm) (n' n) — (mn) (nm)] (m' 0) (m ) + A5 =
— — (mow') (' ) [ ) (') = (mm) (' )] + 3 A2,
= 3 A}y — Amm Ann.

Permutando circolarmente le lettere 7, 7, » si hanno i coefficienti di X3, X;.
Passiamo ora al coefficiente di X, X.
Il primo termine di tal coefficiente &:

(mn) (' n)[(ml)(nn’) + (mn) (@' 1)] =
= % (ml)(nw')[(mn) (U n') — (mn) (' n)] — Apn Ant

= ’;_ (m l') (n ﬂ,) (m l/) (nl ") - Amn Anl = é’ Aml Ann - Amn Anl-
Inoltre il secondo termine &, giusta il calcolo ora eseguito:
(mn) (') (m 1) (1) = 5 At Ana,

onde infine tutto il coefficiente di X, X, &:
Am; A,m - Amn Ani,
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Si ha dunque;
Fz = E l_3A$nn - Amm Ann]Xf

-+ 2 z [Aml Ann - Amn Anl] Xi Xz,

ovvero, esprimendolo mediante gli invarianti fondamentali [giovandosi delle (1)
del § 5], si ha:

1 6 8 4 _1_6_ 2 2 2 4 116 3 4: 2
F2=[§B+§-ABC+27ABO+§C*-,——9~ABC +ipc
1 2 e 2 ]y
~1BD—2B0OD §A0DJX1
2 __1_ 2 ___é 3__2 3
+[3D—BCD SABD-tpo— 2 4pC—
4 2
—§A03—2—7A2302]Xg
4 4 8 1
+[3—B‘+§A20 +§A320—2CD—-3~ABDJX§
4 H 8 2 2 i 2 3’_% 2 __}__
+2[ﬁB‘C+§7ABC+27AC 20D gABGD]JLXe
2 s 1 4 Ly 10 sl 4 o
+2[§OB L AB L D ABO B O~
—-32-B2D—§A0D]X2XS

2 2 }/4~ 4 2 2 4 Y 8 2 2
to[Dr = g GABC— PO - AC— S 4 BO| XX,

§ 7. Osservazioni generali
sulla costruzione delle espressioni F,, F, del § 4.

Dalle formole (4) (6) del § 4 risulta che per trovare F', bisognerebbe
conoscere le seste spinte (%iberschiebungen) di f su tutti i prodotti a tre a tre

delle tre quadratiche A, p, v.
E cosi, per trovare F,, bisognerebbe sapere le ottave spinte di H su pro-

dotti a quattro a quattro di 2, ¢, v, e le quarte spinte di ¢ su prodotti a due

a due di A, g, v
Queste spinte di ordine elevato (6.°, 8.°, 4.°), le possiamo naturalmente

scomporre in successive spinte di 2.° ordine di certi covarianti sopra una delle
tre quadratiche.
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Troviamo le espressioni delle seconde spinte di H (che & di 8.° ordine)
sopra i tre covarianti A g v. Tali spinte verranno espresse mediante i cova-
rianti di 6.° ordine; troviamo ora le seconde spinte di tutti i possibili cova-
rianti di 6.° ordine su ciascuna delle tre quadratiche (dove fra i covarianti
di 6.° ordine bisognerebbe includere anche i covarianti improprii, ciog i pro-
dotti di covarianti di ordini inferiori); troviamo poi analogamente le espres-
sioni delle seconde spinte di tutti i possibili covarianti di 4.° e poi di tutti i
covarianti di 2.° ordine su A p v, e allora con tutte queste formole trovate la
ricerca di F; e F, sard immediata.

Perd se si dovesse effettivamente seguire questa via, la cosa sarebbe dif-
ficile e lunga e bisognerebbe fare entrare nei calcoli non solo i pochi covarianti
che abbiamo sinora considerati, ma ancora tutti gli altri del sistema completo.

Noi faremo vedere in seguito che si pud far di meno di seguire la via
generale e Junghissima indicata avanti, ma con speciali artifizii si pud giun-
gere al risultati finali, senza conoscere le espressioni di tutte le spinte indicate,
e senza introdurre nei calcoli altri covarianti che i pochi introdotti sinora,
cioe H, A, 7, f, e i covarianti quadratici.

§ 8. Seconde spinte di %, ¢, v sopra i sei covarianti di 2.° ordine,
e su prodotti a due a due di essi.

S1 hanno in primo luogo le seguenti formole:
Ol =—R (.my = (An)* =0
@mpp=—R  (ulfp =(@n)=
(vnp =—R wlp =(@mp=0. ’
Inoltre facilmente si ha:
’ 1 r ’ ’ ’ ' ’ ’
ANy = g(mn) (m" 0"y [(mm') (nn') 4 (ma") (nm)].
Ora nel § 6 abbiamo appunto calcolata tale espressione, onde si ha:

O‘) 7‘)2 = % [3 A:nn - Amm Ann]

()

\

1l 4 8 2 8 .
=—=B gABC—Z A B0 —3C'—ABC (

(A

)
2 2 2 1 ]‘ 2 1 )}
—3BC +iBD 2B CD+54CD.

Analogamente si ricavano (u, p), (v, ¥y
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In quanto a (Ap)* & facile vedere che essa & eguale a
1

la cul espressione mediante gli invarianti sta calcolata nel § 6.
Ci pare inutile dunque trascrivere dal § 6 le espressioni di

(we)s (vv)y (Ap)’ (pv) (v )"
Solo notiamo che tali espressioni sono ordinatamente i coefficienti delle po-
tenze delle X, nella formola di F,, moltiplicati pel fattore —;1—-

Passiamo ora a calcolare le seconde spinte di 2, u, v su prodotti a due
a due dei sei covarianti quadratici. E propriamente, prima calcoleremo le se-
conde spinte di A, g, v sui quadrati di !, m, n e sui loro prodotti a due a
due; poi quelle fatte sui quadrati di A, p, ». Le altre non ci occorrono.

81 ha:

O, = SOl 200 (T ) 1, L.

Wi

Ora:
)Vl lo= 5 (mn) [m]) (1) + (00) (11)] L Lo
= () (m D)o [ 1) o+ (D))
= 2 (mn) (1) [(m ) Lo — () L] () (m 1) (m ) U

1
=—§A111—R’l.

Cosi si ricavano le altre formole analoghe; onde infine:

A, &y =—R-1 —%Azz-l
(p,7n2)2=—R'm—:9’1"Amm'H (3)
("7 '”2)2 =—R-n _%‘Ann"’-

Inoltre:

0y M) = :Dl,— [((mXy . m~+ 2(m2) (m' 2ymem's),
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di cui il primo termine & zero [formole (1)] e il secondo &:
1 " r ’
=3 (mm"y? (nm") e m' .

Si ha cosi 1] sistema di formole:

(A, m¥)? = —%Amm Ay (d, ) =——§,—Am.l \
1 ’ 1 (

(y 0 =—5 dun-p;  ( ) =—zdu-p (4)
(v, By ——I—A v (v 77’&2)2——-1—1’1 <y \
? - 3 v, ) = g Simm Ve /

Calcoliamo ora le spinte sopra prodotti a due a due di /, m, n. Si ha:
A, Imy = % [(xm)? - n 4 (An)m + 4(Am) An)my ny).

I due primi termini sono zero, e 1'ultimo &:

= = [0 o) (0 )+ (' ) (' )] (o ) i
= ?1’— ;— (mm'y (nnw)ng n's -+ (m' 1) (n' m)mg [(nn'ym's — (nm)n' ]|
onde si ha infine:
Oy mn) = — 3 Aum )
() nlf =— 3 A (5)
Gy L = — 2 A .
Inoltre: )
O, Iy == Qlrm+ Qmpl+ 400 (m)la mx]
= L= B + 20w n) [ 1) (am) 4 (' m) (n )] 2 ma,]
—_—% _ Rm + 2(m’ n) (m' 1) (nm) ls me 4+ Apm p.]
= Els_ _ Rm + 2(m’ n) Ly mg [(m' n) (Em) + (m' m) (0 )] + Ay p],
Annali di J.l[atematica, tomo XVIIIL, 32
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onde infine si hanno le formole:

Q, lmy =é§—Rm+2Ammp+2Amv}

(ay mnf =3 | = Bt + 24unv +24ui)]

Gy 0l =3[ Bl + 2400 + 244

(O, luy =—é—i—Rn 42 A v +2AW§ ©)
(4, mly =7 [— Rl + 2402 +240y]

o, nm)2=-16§—Rm+2Ammp+2Amzxg-

Inoltre:
(, ¥ = (XA o () ()N X'

QX2 5 (D Q”@XW—(YADM}

N o)

= '3‘0‘}‘,)2‘}7

onde indicando con Ay, 4i,,... rispettivamente gli invarianti delle’ tre qua-
dratiche A, u, », 1 cui valori sono stati trovati dalle formole (2) (e le analoghe)
di questo paragrafo, si ha finalmente il sistema di formole:
2 P
Oy P =2 dud (o 0 =2 Ay (2 =2 Ay (T)

Analogamente si trovano le alire:

1
O p = Aoy p— 5 dpp - 2

1
() ¥V == Ay — 5 Ay pp

(v 22 ==Ap- 2 —ZAn-v

1

2 @
(R, U2)2 = Alu c Yy - 3'1"Ayy' A
QMPY=AMJ—%AMW

1
(vy ) = Ay "'gAM'”'
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§ 9. Seconde spinte di 2, p, v sopra i covarianti di 4.° ordine ¢, e A.
Calcolo del secondo termine di F.

Calcoliamo in questo paragrafo le seconde spinte di A, p, v su ciascuno
dei covarianti ¢, A, Tali spinte sono eovarianti di 2.° ordine, e quindi do-
vranno esprimersi linearmente mediante i 6 covarianti quadratici.

Vogliamo usare un metodo pel quale potessimo direttamente giovarci di
calcolazioni gid eseguite o riportate nei paragrafi precedenti.

Una seconda spinta di una forma Q] sopra una quadratica, per es. 1, pud
esprimersi mediante spinte sopra I, m, n, nel seguente modo:

(Q5, 22 =(QA2 Q52 = (mn) (Qm) (Qn)Q5*
= (Qm) (Qn) Q52 [(Qn) my — (Qm)ny)
={(Q, »)}, m] —[(Q, my, n].
Supponiamo ora che la nostra forma Q sia proprio rispettivamente la bi-
quadratica ¢} ovvero la biquadratica A%. Allora le seconde spinte di tali bi-

quadratiche su I, m, n sono note e le abbiamo riportate al § 5 [formole (2),

(3)]. Possiamo quindi immediatamente da quelle formole ricavare quelle che
¢l occorrono ora.

Si ha cos) il sistema di formole:

@y =50

(6 &) =2+ 5 By @
(@ o =
1 1
(0, W=—1Brt Loy
1 1
(8, B =5 Bpt+3 O @
1
(A, V)2=B—BV+)\. /
Dalla formola (6) del § 4 risulta che il secondo termine dell’espressione di F,
¢ il prodotto di F, per
[ Qe Xi]™ 3)
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Siamo ora nel caso di calcolare questa espressione. Si tratta di calcolare i
diversi coefficienti delle potenze di X, che sono rispettivamente:

[y, 20 X3 [(w)y ] X3+ [68), 4]° X3
+2[0), WP X Xs 4 2[(wi), o] Ko Xe 4+ 2[00, A XX,

Mediante le formole (1) vediamo facilmente che questa espressione, ciog la (3)
diventa:

LOAaXi+ [A;,L +1 B44H,]X§ + 4, X3

+2 04, XX, + [A,; +2 BA,,]X2X3 4+ 243, X, X..

§ 10. Introduzione alla determinazione delle quarte spinte di f
su prodotti a due a due di 1, ¢, »

Esaminiamo l'espressione di (f, 2% Essa &
= (mn) (m' n') (ma) (na) (m o) (n' a)as.
Trasformiamola colle formole:
(mn)ay =— (na)ymy -+ (ma)ny

(' nYay = — (W a)ym'y + (M a)n's.
Allora si ha:
(f; 1) = (nay: (W a)t (m @) (' @)y 'y - (ma) (' aY (n6) (0 @)y '

— (na)(m a)® (ma) (0 @)myn'y — (ma) (v @) (na)(m' a)nym's.
Supponiamo ora di conoscere la quarta spinta di f sul quadrato di » [vedi
formole (4) del § 5]. Tale quarta spinta &

(nay (v ayat, - 1)
e per mezzo delle citate formole (4) del § 5 essa resta espressa linearmente
mediante 1 soli covarianti quadratici I, m, n.

Allora per formare il primo termine dell’espressione di (f; A%)4, dovremmo
in luogo di @}, nella detta quarta spinta (1), porre:

(ma) (m' a)my m's.

Quindi quando tale quarta spinta (1) & invece espressa in 2, m3, nl, dob-
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biamo porre in luogo di tali quantitd le espressioni:
(Im) (Im'ymy m', )
(m” m) (m"” m'ymy m'y 2
‘ (nm) (nm')my m 5. 5
Se noi dunque sappiamo calcolare queste espressioni (2) mediante gli inva-
rianti fondamentali e i covarianti quadratici fondamentali (dimostreremo che
non occorrono per questo tutti i 6 covarianti quadratici ma solo I, m, n)
allora avremo definitivamente calcolata la quarta spinta di 2* su f.

Con un procedimento completamente simile si calcolerebbero tutte le altre

formazioni analoghe.
Calcoliamo intanto per ora le espressioni (2) e tutte le loro analoghe.
E facile trovare la seguente tabella di formole:

QYA l's =5 An-l
1) (1Y Vg o= A L — % Ay-m
(1) (1) Vo V') = A1 — 5 Auen

AmY(@m"Ym'ym"y = Apm-m — ;_ A+ 1

() (Y10 0y = = A - 10

2

! " ! " 1
(nm) (") Mo 'y = Aum - — 5 A - 1

(ln') (ln”)nlx n”w = Aln n — %‘ Ann -

r ” "” 1
() (mn)0's 0'e = dmn 10— 5 Ay - m

7 " ’ " 1
(un) (0" Yo n"s =5 Ape -0

(In)(Im)ynem's = %[" Apm U+ Avm 1 4 A - m]
(mn)y(mm)n'y My = -;— A+ 10
(nn)y(nm)n',me = % Apn - m
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) AU Wole =3 Au-n

(mn)y(ml)n'yly,= % [—A4m-m+ Apn - 1+ Ay - 0]
mnYyml)n'y Uy = ;— Apn -l

ANIm)Ylpm'y, = —;—An .m

(m Z’) (7” ﬁ@l) l’m m’w = él_ Amm ¢ l

(1) ) lam'a =3 [— A1+ Aur-m + A 1].

Mediante questa tabella si faranno le calcolazioni del paragrafo seguente.

§ 11. Determinazione definitiva delle (f, ww')*

Dal paragrafo precedente appare il metodo che possiamo tenere pel cal-
colo delle (f; wo')* dove w, o' sono due qualunque delle quadratiche A, g, v.
Supponiamo che w sia il determinante funzionale di @ e b, e o’ quello di ¢, d
essendo @, b, ¢, d quattro quadratiche scelte fra le 7, m, n. Sieno allora,
secondo le formole (4) del § 5, le quarte spinte di f sui prodotti ac, bd, ad,
bc espresse rispettivamente da:

(f, acyt =A,l4+ Bym 4+ Cyn
(f, bdy=A4,l+ B;m+ C;n
(f, ad)*= A;1+ B;m 4 Csn
(f, be)* = A1+ Bim + Cyn.
Secondo i risultati del paragrafo precedente si ha allora:
(f, o) =[4,(1b)(d) -+ Bi(mb)(md)+ Ci(nbd) (nd)] bydy
+ [4:(le) (lc) + Bs(ma) (mc) + Ce(na) (nc)] ascy
—[4:(1b)(lc) + Bs(mb) (mc) + Cs(nd) (nc)] byes
— [4,(1a) (1) + B.(ma) (md) + Ca(na) (4 D) d e,
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e le espressioni (1b) (ld)bsd,, ece. ecc. sono state tutte calcolate nel para-
grafo precedente.

Nel caso che o, o' sono la stessa quadratica, la terza e quarta linea
sono identiche, perchd allora e =¢, b=d.

Cosl operando si possono stabilire le seguenti formole:

(f; )&2)‘=L“l+M“'m + N“%,

dove:
2 1 4 ., 9 .
IJ“ =9—C2D——27AB202—§TA 03+EBO
1 4 1 1 4
M“=T§B5+ﬁBz.CZ+§AB30+§A03+§TA2B02
1 1
—3D+3BCD
1 4 2 5 .
(f) H2)4=L22l+Mnm+Nun,
dove:
5 2 5
Lzz =—'5—1.330‘—-b—C:‘)—--'2—7A.BC’2
1 1, 1 1
_ERAR—ETAEO+EED+9ACD
1 1 1 1
M22=_6—GD+-1_8-B02_§€A320_‘-_2—7A202
1 1 ; 1 1
Ny=—BC+ 5o AB +5 #BC—3 BD
(f, U2)4=L33Z+M33m+.N33n’
dove: '

1 1 2 41
L33 ﬁ'g—Bzc-——I‘—S-ABs—'éTngBC g‘BD
2 5 1 1
M33=_9_Bs+—18 ABC—G—AD+§ C?

1 1 _2_ 2
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(f; Aw)*=Lyl+ Mym+ Ny, n,

dove:
L =—sp4+2petliperlacs
7718 27 9 9°
4 1 1
+§1—A2BC”—4—:D2+§-BCD
5 2 5
M42=—5_4B30—'9—03—EAB02
1 1 1 1
—§G—AB4—-2—7A’B’C+§B2D+§ACD
1 1 1 1
:z——gABZC—§A20’+ECD+1—2-ABD
1 1
_Q_BOZ_‘__gBA
(f7 HV)4=L23Z+M23M+N23?1,
dove:
—_1 _ 1 1 1
L, = 6AB”O' 27A202+€CD—|——1—2-ABD
—%B02—£1734
__ 1 1 1 1
_2 5 1 1
N23—9B3+1—8ABC—€AD—I—§C
(f’ 71)4=L34Z+M31m+N31n,
dove:

_1 _ 4 2 5
Lsa—gACD EBso—go:’_ﬁABCz

1 1 1 1
My =— AB?O—2—7A202+6—0D+1—2ABD

1 1
_.9_BOZ_§_B4

1 1 2 1
N, =9—B20—ﬁAB3—§A2BC+§BD.
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Il calcolo di tutti questi coefficienti riesce pit agevole se si tien conto del
fatto che debbono sussistere le seguenti relazioni fra essi, come si pud pre-
vedere a priori, e come si trova poi effettivamente verificato:

M11=L12; Nu=L34; L22=M12§
N22 == MZS; L33 = .ng; ll[33 = N23;
N:z = zusx = Lzs-

§ 12. Determinazione dell’espressione di F.

Mediante le formole ottenute nel paragrafo precedente possiamo calcolare
Vespressione definitiva di F, giovandoci della formola (4) del § 4.
Sviluppando tale formola si ha:

Fy=2(f, ¥’ Xi+2(f, @y X7+ 2(f, ¥y X5
+ 6(f, 2y Xi X, 4 6(f, o) X2 X, 4 6(f, 2 X3 X,
60, AP X XD 6, P XX 6(f, v X, X

+12(f, 2pr) X, X, X;.
Ora:

(f, 20 =1, ¥4 25
e cosl analogamente possiamo esprimere tutti gli altri coefficienti come se-
conde spinte sopra A, o u, 0 v, di una delle espressioni calcolate al paragrafo
precedente. Poiche tali ultime espressioni sono funzioni lineari in 7, m, n bi-

sognerd tener presenti le formole semplicissime (1) del § 8.
Onde possiamo serivere senz’ altro:

F3= — 2R Lqu '{' M%Xg + NssX';

180, XX, +3M, X2 X, + 3N, X2 X,
+38L, X, X;4+3M, X, X!+ 3N, X, X}
+ 6.N12X4X2X3 2

dove i coefficienti L, M, N sono calcolati nel paragrafo precedente in fun-
zione degli invarianti fondamentali.

Annali di Matemaiica, tomo XVIIL 23
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§ 13. Introduzione alla costruzione del primo termine di F,.

Tl secondo e terzo termine di F, li abbiamo calcolati nei paragrafi pre-
cedenti. Per poter calcolare il primo termine occorre la conoscenza delle ottave
spinte di H sopra prodotti di quarto grado delle 2, p, v, giusta la formola (6)
del § 4.

Cercheremo dunque prima di tutto di trovare un artifizio col quale, gio-
vandosi solo delle formole stabilite sinora, si possano trovare le seste spinte
di H su prodotti di 3.° grado delle A, p, v. Quando avremo poi conosciute
tali seste spinte, che verranno linearmente espresse mediante i sei covarianti
quadratici, allora coll’applicazione di una ulteriore seconda spinta sopra 2, g,
o v otteniamo i risultati desiderati.

Incominciamo intanto col mostrare che un’espressione del tipo:

(@b) (awy (@) (bo") b, - (1)
dove o, &', »” sieno in un ordine qualunque le tre quadratiche 2, p, » (po-
tendo essere anche tutte tre una stessa A, ovvero due di esse potendo rap-
presentare A e la terza, p, e cosl di seguito) pud esprimersi mediante le
spinte di cui gid ci son noti 1 valori.

Infatti la (1) & chiaramente eguale a

(165, w0y, £170")

Ora (f, ww')* ci & noto dalle formole del § 11, da cui risulta ancora che
esso si esprime linearmente solo mediante I, m, n.

Per operare ora la seconda spinta del risultato ottenuto su f, basta dunque
conoscere le seconde spinte su f, delle tre quadratiche 7, m, n. Tali seconde
spinte sono note (*), e si sa ancora che esse si esprimono solo mediante lé
seguenti formazioni di 4.° ordine [vedi formole (5) § 5]:

A, z, 2, Im.

2

Quindi le seconde spinte finali sopra «" si possono effettuare mediante le for-
mole (3) (4) (5) (6) del § 8 e le formole (1) (2) del § 10.

Vogliamo far vedere ora come si pud dal calcolo dell’espressione (1) ri-
cavare quello della sesta spinta di H sopra il prodotto e «”.

(*) GorpaN, Invariant., Bd. 2, pag. 287-88-89.
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Consideriamo l’espressione:
(ab)al al b} b2, (2)
e trasformiamola colla nota formola di Gorpax che esprime un covariante

con pil serie di variabili cogredienti mediante polari di covarianti contenenti
una sola serie di variabili.

Si ottengono consecutivamente i seguenti sviluppi (indicando al solito
con A le operazioni di polari):

(ab)a af b} b} = A% (ab)ya al bl
— (ab) AL, gAfw 0} 6 b+ 5 (20) (aB) s 05 0
+ 2 () (abya bt
— (aby ot | o [A5. 0t B o+ () @1) g a2 2+ 7 () (@Y i
+5 €9 (@) A 85020+ (1 2) WD) o+ 5 (2 @by 0l
+ :Z— () (ab) [Ajm az % + (yx) (ab) Ayy 0 by + % (yx) (a bﬂg )

e, tenendo conto che a, b sono simboli equivalenti, e quindi sono zero i ter-
mini contenenti (ab) a potenze dispari, resta finalmente:

T AL AL (y )
(0B @} a3 BT By = A%, A% Ao (@) ab b+ | + 5 A% (22) Asa (3 2) By | (abY 2B
+ % AL (zx) AL,
+ ;—Af, (x)* (y x) - A.
Se mutiamo in questa formola le variabili ¢, 2, y nei simboli, o, o', &” ab-
biamo nel primo termine del secondo membro esattamente la sesta spinta di

H = (ab) atb: sopra il prodotto » o «”. B di questa formola appunto che
noi ci serviremo assai opportunamente per calcolare la deita sesta spinta.
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§ 14. Osservazioni sull’applicazione dell’espressione (3)
del paragrafo precedente.

Vediamo quali difficolta presenta I'applicazione della espressione (8) del
paragrafo precedente.

In primo punto mutando 4 2 ¢ in o, ', " 'ultimo termine diventa:

(0o, o) (1)

Ora nel § 8 abbiamo calcolate le seconde spinte di una A, g, » su pro-
dotti di due covarianti quadratici; perd non abbiamo calcolate tutte le pos-
sibili combinazioni di tal tipo; ma & facile mostrare che per il nostro scopo
attuale ci sono sufficienti quelle ivi calcolate. Infatti perché a noi non occorre
altro che di trovare le ottave spinte di H sopra prodotti di 4.° grado di
A, p, v, cosi fra i fattori di tal prodotto ve ne saranno certamente almeno
due eguali; possiamo dunque limitarci a calcolare non tutte le possibili seste
spinte di cul & parola avanti, ma tutte meno quella sul prodotto Apv. Allora
possiamo sempre supporre o = o', e quindi la (1) verrd ricondotta sempre ad
una di quelle comprese nelle formole (7) (8) del § 8.

Passiamo ora a considerare il penultimo termine della formola (3) del
paragrafo precedente.

Tale penultimo termine rappresenta un certo complesso di operazioni di
polari effettuato sopra:

t=(ab)aibi.

Ora mutando %, 2, ¢ in o, o, o  comparirebbero le préime spinte di ¢ sopra
@, (A)" 0)”.

A prescindere dal fatto che tali prime spinte non le conosciamo dalle
formole stabilite avanti e dovremmo quindi calcolarle a parte, si avrebbe
perd ancora che esse verrebbero espresse in generale mediante #uffi 1 cova-
rianti di 4.° ordine; dovremmo quindi introdurre mnel giro di tutte le nostre
calcolazioni tutti i covarianti di 4.° ordine (che sono cinque a prescindere
dai prodotti a due a due dei covarianti quadratici), mentre che noi finora
non abbiamo introdotto altri covarianti di 4.° ordine che ¢, A.

Tutto cid si evita se noi cercheremo di trasformare tutto I'assieme delle
polari espresso dal penultimo termine di (3), in modo che la polare da operare
immediatamente su ? sia sempre una seconda polare.
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Passiamo dunque a trasformare, sotto il detto punto di vista, il simbolo

operativo su ¢:

2
'7" A?x A:;r (!/ x)2

D=!+ g-A%w(zx) Baw (%) Ay

+ 2 Al (22)* Al

§ 15. Trasformazione del simholo operativo D.

In primo luogo si vede che il terzo termine del simbolo D presenta una
difficolty di applicazione che perd si elimina facilmente. Giacche mutando
¥, 2, { In w, &, »” si ha una espressione del tipo:

[(oy €)'y &"]%
Ora (w, ¢)® si esprime linearmente mediante 1, 1, v; bisognerebbe poi cono-
scere le seconde spinte su w”, del prodotto di due di tali quadratiche; ora
noi nel § 8 non abbiamo calcolate tutte le possibili spinte del prodotto di
due quadratiche su di un’altra, quindi avremmo ora la necessitd di comple-

tare questa ricerca del § 8. Perd & facile vedere che cid si pud evitare.
Infatti noi possiamo scrivere:

w (RX)P A}, it = % (2P A+ 4(22) (28) A A2 + (22 AL AY, 02, (1)

ed & facile vedere che nell’applicazione del secondo membro non si incontra
pitt la difficoltd accennata.

Facciamo ora la trasformazione del primo e secondo termine di D.

Si ha in primo luogo:

1 W, 8 e, 2 ry
Ae@ay o=z WS otz (0) o) i2is + 5 (yay 4

(v2) 8% (y2)izie = L[y ) iz i + (y0) i i3
Si trasformi il primo termine della seconda formola con

(y )iz = () iy + (y x) 7.
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Allora risulta un termine in ¢4y 4 ¢, il qual termine si trasformi poi dac-
capo con

(y2) i = (22) iy + (y ) is.

Allora risultano infine sempre termini contenenti ¢2, ovvero i%, ovvero ¢:.
Quindi si ha infine:

A2, (y o z;:—[ or+ - A Aw] i -
+[g(yt (yw)(yt)Am+ (yw)’A +

+ o () (@2) Baa Ao B .

I quattro termini della seconda parentesi possono ridursi ad un numero
minore, usando 1'identita:

(Y 8)boo + (t2) Ay + (2Y) A = 0,

dove con Ay, si intende 'operazione identica.
Con ¢id si ha:

%ac A:w(y iL')z 1; = [—% (y 2)2 _I_ _1_85 (y Z) (:’/ 3}') Azw] %w W
+ [11_5 (y t)z + _18_5 (.7/ x) (y t)Aw — %‘(y Z)z Afw] Al -4 (2)
+ T45_ (@2)(X2)Asy At Al - %

Cerchiamo ora di ridurre ad una forma analoga il secondo termine del simbolo
operativo D.
Si ha:

A%y (@) A (Y ) g - z_l_lj[ (+0)(20) s + 5 (5 5) (1) s +
+3(22)(d) AmAm] AL, g

(3)

2 ()62 g+ 5 (42) (29) Ao |4

+ 6 (yx) (2 1) Aw Ay + Al + 4.
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Raccogliendo ora i risultati (1) (2) (3) si ha:
D= [—7-93 (y2) + o7 (y 2) (2 %) Ay -+ g(y ) (22) Ay Am]z_\zc

7-6-5

2 86 76 2 A2 2

_3_ 2 17 2 A2 1 2 2
+[7 (8 — saes (00 8%+ s (2] AL AL

Questa espressione perd pud anche notevolmente semplificarsi e cid si ottiene
trasformando le prime due parentesi in maniera da far loro acquistare una
forma simile a quella acquistata dalla terza parentesi, ciod contenente solo
polari a seconda potenza e non a prima potenza; e a tal uopo si debbono
adoperare le formole identiche:

(19 Y2 A = 7 |78 + (9 A% — (ta) 8|
Wx)Aey = (22)Ayss + (y 2)
(24) (23) Ay = 3 | (2 + (22 85— (y ) AL

Facendo questa riduzione opportunamente, e osservando poi che 'ordine delle
polari & indifferente, si ha infine, riducendo:

D=—2(y2y Al + > (y O A+ 3 (21 AL

4
4: 2 2 3 2 A2 2 3 2 A2 2 ( )
- '7" (tx>2 Ay:c An, + 7 (?/ x) Azw tx + 7‘ (2’ x) Aym Abac'

Quest’espressione & simmetrica in y e 2 come appunto deve verificarsi, perchs
tale simmetria & posseduta originariamente dal primo membro, e dal primo e
terzo termine del secondo membro, della formola (3) del § 13.

§ 16. Determinazione di alcune formazioni del tipo (H, wo'w")C.

Per lo scopo finale che ci siamo proposti sin da principio, ciod la ricerca
delle ottave spinte di H su prodotti di 4.° grado di 2, g, v, nOn c¢i occorrera
di conoscere che solo le seste spinte di H sopra

2 ¢ v )‘2[‘ ’ v, v A

Ci proponiamo di ecalcolare in questo paragrafo separatamente ciascuna di
queste spinte, e ci serviremo naturalmente della formola (8) del § 13.
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Mutiamo in essa y, 2, £ in 1 e abbiamo:
g, 2y = (I 99 11 2 = 4, 0
=[5 4nt, 3+ 326, ]
= Lyl 4+ Myym-+ Ngyn+4+ L 2+ Mg+ Ny,

dove 1 coefficienti hanno i seguenti valori:

Lm ="‘“12‘RMH
Mm = ""?RNU
Nux =0

, 1 1 1
Liu =""§LHB— gMuAB"" gNuBz—é"AzzM“
— & A—2 CAy
Mux _ LUC"" M“AC'!_ N110B+ AmmN“

Nm-——LuAG"l‘ MuBC "Nuoz‘l':‘)”AmnNuh-;-l-CAn,

(per le L, M, N con due indici vedi il § 11).
Mutando invece gli stessi simboli in g, e servendosi delle formole sta-
bilite si ha:

(H, 11.3)6 = L222l+ M222m -+ Nanﬂ + Lluz)t + M,uz{}- + .N’222V’
dove:

sz = é R ]\722
Mzzz =0
stz = 0

L, =§‘AL22+§‘BM22 —;TCN22+£AJZN22— 2—A

, 1
Mgu=§BLze+'il§ABMzs+ BQN”—“AZZMn-—--——AAmL

—2 g =3 By
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, 2 1 1 1
N'u= 5 CLo+t ACMy — <2 CBNa+ 5 ABLa+1 B M,
1 1
+§ Alnsz—' '7_BA,u,u.
(H, v*)* = Lugs 1 4+ Mgz + Nagzn + L'sssh + M'ssp 4+ N'ssz v,

dove:
Ly, =0
My =0
Ny =0
L,333 =2L33+'13‘AM33+‘;‘BN33

/ 2 1 1, 2
]‘[333=§AL33+3—B1‘ 33—:9’—(/1 33—'7’Aw

7 l 1 1
Nsss ’=T§‘BL33+ Tlé A.Bﬂfss + TS;BZNSS— é‘AllMas— g‘AmZNss

2 2
- 1—5‘ AA,., b ‘,Z-A‘uv-
Mutiamo invece nella (3) del § 13 le vaviabili y, z in %, e ¢ in g Si ha:
¥ 1 22
e =(16 9 11 8] =5 4G, 27+
4 . 6 .
+ = A, @)t — 7 A(t; A

+§_[(i7 Ay Jt]2'!"_'5_[(7:7 A7, P‘]z'la

e colla permutazione circolare di A, g, » si hanno le altre formole che ci
0CCOrTono.
Da questa si ricava:
(H7 )\E,U-)G = Luzl -+ Muzm + Nyen 4+ Lruzl + Mluzfi + -N’usy,
dove:

Lo =— ¢ RN,
Mue =0
Nme =0
, 2 1 1 1 1
Ln2 =§ALH+§B]”“—§CN“-I-gAuNu—gAAF_;

4 2
+ ',I‘A)nl - 7— 014;“

Annali di Matematica, tomo XVIII, 34
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) 1 1 1 1
Mue=§ BLu +E ABM“—E- EB?NM —'EAllMu + TlgAA).l
+‘iOAvl
N =5 CNu+ g ACH, — 5 BON, + 2 4L+ L B,
+5 AN+ 3 Bdn—2 o4,

(H, H2V)6= L,y + Myosme + Nopsn + L'y ) + Mlee:;{l« + Nlest,

dove:
223 =0
Mszs =0
an =0
L’223 =2L22+1AM27+£BN90—§‘A
M,23=§-AL22+ BMH——CNgg VR —2 Ay
szs—ial;BLzz")‘ ABM22+ -BzN?z“—AllMge
— & At Na +——AA,L,L——BA,“+—A;,L
(H ve )\)6 Ly, 1 + My m +Nasxn+L33x)‘+M'331{£+N331”,
dove:
L331 =—";‘RM33
M33i ="‘%RN33
-Nsal =0
' 2 1
La:u =""§BL33“"gABMaa—%BgNsa'—é'Alle

1 4
+ 1—5'AAW +,'7"A‘u.9
Mlsss =§' CL33+%ACM3 +%BC-N33 +?1)‘AmmN33
6

—?Avl

Nlasa——'— -52)_ ACLss +l BCMas—bl‘CQNas +%AmnN33

1 6
— = Ay + ﬁ Cd— 3 4.
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§ 17. Determinazione del primo termine di F.

Resta ora semplicemente a determinare il primo termine di F, ciog
(vedi § 4):

[(XQHy X, 1)

I varii coefficienti delle potenze delle X, come appare da questa formola sono

spinte di 8.° ordine di H sopra prodotti di 4.° grado delle quadratiche 3, p, .

Tali spinte le possiamo calcolare facilmente per mezzo dei risultati del
paragrafo precedente.

Indicando simbolicamente con S% la espressione (1), abbiamo per i coef-
ficienti simbolici S i seguenti valori:

St=—RLu+ L4y +Mudp+ Nty
St=1Lo A3y + Mo App + N'g30 Ay
Sé = L'ys A3y + M55 A/.w + N'gss Ao
S81S:=—RM,y+ L's Ay + My App + N'yi A,
S38; = L's5 Ay, + Moo Apy + N'aos Ao
5381 = Lisss Az + M'sss Ase 4 N’ Ay,
8:8;=—RLy+ Lss A + Mo Aip + N 402 45,
8283 = L'sss Ay + M'ss App + N'sgs Ay
S8 =LAy + M A, + Ny A,
818 =LAy + My Ay + N'iys 4gy
S38t =Ly Asy + Moy Ay + N'ss A,y
838t = — RLg + LissnAn + My Ay + N'3, 4y,
818: 8 =Ly 4Ays + My Apy + N' i 4o
S818:8i =L'ys Ay + My Ay + N'sos A
8388 = — BMy, + L'ssi Ay + M's3e Ay + N'ia 4,,,.

Marzo
Giugno

Napoli, 1890.
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FELICE CASORATL

.

E con sentimento di profonda tristezza che io devo annunciare ai lettori
di questi Annalé la morte avvenuta !'undici settembre scorso di uno dei
collaboratori di essi, del Prof. Felice Casorati.

L'Universith di Pavia, alla quale egli apparteneva dall’anno 1858, ha
perduto In lui un insegnante valentissimo, la scienza matematica uno degli
uomini che maggiormente la onorarono in questa seconda metd del secolo
decimonono.

Egli ebbe molta parte, tanto cogli scritti, quanto coll'insegnamento, a
quel risveglio degli studi matematici in Italia, che permette a noi, oggi pro-
vetti, di confidare nell’avvenire.

Le sue pubblicazioni, molte delle quali in questi Annali, sommano a
cinquanta; e fra esse quel Volume che ha per titolo: Teorica delle funzioni
di variabili complesse, in cui si ammirano accoppiate le eminenti qualita del-
I'ingegno dell’Autore, la sua estesa coltura ed una esattezza nelle citazioni,
pur troppo non comune.

Riservandomi di apprezzare fra breve in questi Annalé I'opera scientifica
del Casorati, mi limito ora all’annuncio della dolorosa sua perdita.

Fr. Brioscar
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Sulla trasformazione
delle equazioni lineari, omogenee,
a derivate parziali,
con coefficienti costanti.

(D¢ Carro SomreniaNa, a Pavia.)

Le regole ordinarie del calcolo differenziale danno il modo di trovare
in generale la trasformata di una equazione lineare, omogenea, a derivate
parziali, ton coefficienti costanti, quando alle variabili indipendenti si sosti-
tuiscono nuove variabili, legate alle prime da relazioni qualsivogliano, e danno
per la trasformata una nuova equazione lineare, in generale non piu omo-
genea, né a coefficienti costanti. Questi procedimenti perd sono soggetti a
due inconvenienti; in primo luogo conducono, specialmente per le equazioni
di ordine elevato, a calcoli assai laboriosi, ed in secondo luogo lasciano com-
pletamente nell’ombra le relazioni, che pure devono esistere fra i coefficienti
dell’equazione trasformata, poiché questa non & generale, ma gode evidente-
mente delle proprietd di essere, mediante la trasformazione inversa, ridotta
omogenea, a coefficienti costanti. Tali relazioni poi sono di grande impor-
tanza, quando si tratta della integrazione delle equazioni; difatti, per citare
un esempio notissimo, si sa come Ja forma concisa che si pud dare alla trasfor-
mata della equazione di Laprace, in forza appunto di queste relazioni, permetta
in molti casi di assegnarne degli integrali particolari con grandissima facilita.

La trasformazione della equazione di Laprace, o pill in generale delle
equazioni lineari, omogenee, a derivate parziali, del 2.° ordine, con coeffi-
cienti costanti & stata oggetto di molte ricerche. Basti citare Cavcay, Lamg e
Jacosr fra i primi che si occuparono della questione; e, dei moderni, Brroscar (¥)

(*) Teorica dei determinanti, § 10. Pavia, 1854,
Annalr di Matematica, tomo XVIII, 30
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e specialmente BerTrami (*), che portd alla sua attuale generalitd la teoria
dei parametri differenziali, la quale comprende, come caso speciale, quella
della trasformazione. B notissimo quale sia il risultato di queste ricerche, ciod
che la trasformazione della equazione si pud ridurre a quella di una forma -
differenziale quadratica, evitando cosl il calcolo diretto delle derivate di 2.° or-
dine delle variabili di un sistema rispetto a quelle dell’altro.

Ora rispetto alle equazioni di ordine superiore al secondo, per quanto
80, non sono state stabilite ricerche analoghe a quelle ora ricordate, né si &
cercato se i risultati ottenuti per quelle di 2.° ordine si potessero estendere ad
equazioni di ordine superiore, quantunque queste, come la equazione di La-
PLACE, sebbene pidt raramente, si presentino in diversi problemi di fisica ma-
tematlca B questa appunto la questione, che mi sono proposto di trattare, e
di cui, come si vedrd, mi pare di aver dato in via generale la soluzione.

Il problema della trasformazione si connette essenzialmente con un altro
pure assai interessante: la determinazione di quelle espressioni invariabili ri-
spetto ad una forma differenziale, che, estendendo la denominazione introdotta
dapprima da Lawmg, si possono chlamare parametrs differenzialz, anche quando
la forma dlﬁ'erenzm]e & di ordine superiore al secondo.

Nell’ ultimo paragrafo di questo lavoro, generalizzando un teorema di
CrristorreL, sul quale si pud dire fondato un metodo elegantissimo dovuto al
prof. Ricer per costruire i parametri differenziali delle forme quadratiche (**),
ho ridotto la ricerca dei parametri delle forme di grado qualunque a quella
degli invarianti algebrici simultanei di certi sistemi di forme differenziali, ana-
logamente a quanto il prof. Riccr ha fatto per le forme quadratiche. 11 pro-
blema algebrico essendo di gran lunga pilt semplice, e potendo in generale
essere risoluto, ne viene che nello stesso modo anche la formazione dei para-
metri delle forme differenziali di grado qualsiasi potra considerarsi, entro certi
limiti, come un problema risoluto. Come applicazione del metodo generale
ho trovato la espressione effettiva, per le forme del 4.° grado, di un gruppo
di parametri che si presentano in certo modo come i corrispondenti di quelli
noti delle forme quadratiche.

(*) Sulla teorica gemerale dei parametri differensiali. Accademia delle Scienze dels
I'Istituto di Bologna, 1869,

(*¥*) Ricct, Sui parametri e gli invarianti delle forme gquadratiche differenziali
(Annali di Mat., S, 2%, T. 14). — Sulla derivazione covariante ad una forma quadratica
differenziale (Rend. della R. Acc. dei Lincei, 1887).
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§ 1. Principio di Jacobi.

Il metodo piu semplice ed elegante che si conosca per la trasformazione
dell’equazione di Laprace & quello che & stato dato da Jacosr nella Memoria:

Ueber eine particulire Lisung der partiellen Differentialgleichung % 4+

+ ?;—;: + 88’_:::0 (Crelle, Bd. 36, G. W., Bd. 2) e che & fondato sopra un

principio di trasformazione che egli deduce dal calcolo delle variazioni. Questo
principio non & esclusivamente applicabile alle equazioni di 2.° ordine, ma
possiede una assai maggiore generalita. Noi, traducendo in formule I’enunciato
di Jacosr, possiamo esprimerlo nel seguente modo.

Si abbia una espressione F' formata in modo qualunque con una fun-
zione U di n variabili ,, 2,... 2, e colle sue derivate parziali fino a quelle
di un certo ordine; costruiamo I'espressione:

G BF_wD(2E ) x 0 (BE
oU i oxi ) _a_U 18 8x18x.s a( 0t U
8.13[ bxia;vs

e supponiamo che della F' si conosca la trasformata ¢ in un certo sistema di
variabili ¥,, ¥s,... Yn, che sard una funzione di U e delle sue derivate par-

ziali rispetto alle ¥y, #s,-.. ¥». Se ora si pone:
100 14 0 0o 1g 0 ( 0 )_
=3 2)_U'—Z‘¢‘3,1/i(A a(ﬂ))—I—A = 0yidys Aa( U )
oy: 0Yi0ys

ove A rappresenta il determinante funzionale:

0(xz1, T2yee. TH)
a(?/h Yeyeo o .7/")

I' & la trasformata della G, ossia si ha identicamente:
G= F; (1)
in virtd delle formule che legano le z alle ¥. '
La eguaglianza precedente si dimostra assai facilmente coi principii del

calcolo delle variazioni. Difatti, fissato un campo finito di integrazione nello
spazio ad n dimensioni delle variabili x, per la formula di trasformazione
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degli integrali multipli si ha:
(n n
)Fdxi...dxnz’()(I)Ady“..dyn,

ove il primo integrale & esteso al campo fissato, ed il secondo al campo cor-
rispondente mnello spazio delle variabili y. Se ora calcoliamo le variazioni di
questi due integrali quando U diviene U + ¢ U, e riduciamo coi procedimenti
soliti le espressioni sotto i segni d’integrazione ad essere funzioni lineari di
oU, troviamo, poiché le variazioni al contorno del campo sono indipendenti
da quelle all’interno,

" 3UGda,...dz, =j‘"’ SUATdy,... dyn.

Da questa equazione osservando che nel primo integrale, se si mutano le va-
riabili  nelle y, 'elemento d#,... dz, i muta in Ady;,... dya., e che il campo
d’integrazione & arbitrario, si ottiene subito la (1), ammessa naturalmente la
continuitd delle espressioni G, I

B questa la dimostrazione di Jacosr. Se per F' prendiamo la espressione:

F=Sango 4 =AU, V],

ove U, V sono due funzioni arbitrarie, e le a; sono costanti, le sua trasfor-
mata sara:

oU 0 V
D= Y b;
ATk s Tgn
ove le by sono funzioni delle y, e troviamo:
s 0tU
G=— )a,ha "y — A, [U],
considerando F, ® come dipendenti dalla V; e quindi:
1y 0 ou
== =— \ h ~—— 1 *
A G oy (A bin ﬁyi) @)
Le formule di trasformazione delle E or nelle 8_0_’, oV sono lineari,
Owi = Own Oyi  Oyn

quindi la espressione A, [U, V] considerata come forma bilineare di questi due
sistemi di variabili ammette come invariante il discriminante:

a = z i Ayyeee ann7
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rispetto alle trasformazioni lineari il cui modulo & il determinante funzionale:

_ O(y1,y yzye.. Yn),
0(x1, Teyer. Tn)'

v

indicando con & il discriminante della forma trasformata:
b= 2 i b“.-. bnn,

avremo quindi, poich® il discriminante & d'indice 2,

b=va,
08sia:

1 5

a2~ Yo

Sostituendo questo valore di A nella (2) il secondo membro viene ad essere
formato unicamente colle iz, le loro derivate prime e le derivate della U. La
trasformazione della espressione A, [U] richiede quindi unicamente la cono-
scenza del coefficienti &;,.

Cid posto, la maggiore generalith del principio di Jacesi, a cui abbiamo
accennato, fa subito pensare se, mediante di esso, non sia possibile in generale
ridurre la trasformazione delle espressioni lineari omogenee a coeflicienti co-
stanti di ordine qualunque »:

)
AUl= X i, Ll

.2 ; ; i
1 42ty ? 0%i, 0%iy... 0%i,

alla trasformazione delle espressioni del 1.° ordine:

U Bl 0T
Whed G Oz, 0w,

Al[Uj, Uz,-.- Uy]= i E a

21 12400 by

come avviene nel caso di v==2.

Ora & facile persuadersi che questa riduzione mediante il principio di
Jacosr non & possibile appena si oltrepassano le espressioni del 2.° ordine;
soltanto si pud ridurre la trasformazione a quella di certe espressioni di or-
dine inferiore a v, ma maggiore di 1, come ora vedremo. Intanto una delle
ragioni che rendono impossibile la riduzione accennata sta nel fatto che ad
espressioni come la A, [U,, U,... U,] il principio di Jacosr non pud essere
applicato due volte. Se infatti prendiamo per F' questa espressione e la con-
sideriamo come dipendente dalla funzione U,, per la G corrispondente, che
possiamo indicare con @, troviamo:

G’= - z_aﬁiz..

y iy T
7143ty 0 Xi,

0 (8Uz 303)

oxi, O,
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per cui il principio di Jacosr ci insegna a trasformare G,; ma se ora pren-
diamo per F la G,, e la consideriamo come dipendente da U,, osservando
che si pud scrivere:

G = N g 0tU: 0Us oU, oU: 0 [0Us ELE)
= —

a' . '. = .o 0 ———— ——— —— e ——
aimds, VY 0w 0mi, 0w,  Omi, ' 0w, 0xi \Oxi, O

troviamo per la G' corrispondente:

0 0 Gy ik xes
v 0 0G| N _
Gz ‘;‘;‘ Ba:;e 2 0 Us +1';-1i bxi, al"z'z ) otU 0,

(@aci2 (8 xi, ﬁxi,)

quindi & zero anche la I' corrispondente.

Vediamo ora quali sono invece le riduzioni che il principio di Jacos:
permette di fare. Lia espressione A,[U] pud essere scritta:
v ak \ av—lU

AN ai ;
Ny . ad 1 22..
#1920, 7) oxll dxlz"' axll iH,l..-'iy

U] =

.0
0wy, 0,

e questa espressione pud considerarsi come la G corrispondente alla F' defi-
nita da:

) v-2
F=(-1) ¥ as, il i

iy P 0Tiy... 0 iy 0Fiyy,... 0Fi,

e considerata come dipendente da V. Quindi se » & pari possiamo prendere:

).=V—"7t=-;-7
e se v ¢ dispar:
=yt =1
A= 5 v— A= 3

Nel primo caso la trasformazione si riduce a quella di una espressione di
+1

. v . . v . -
ordine 3 nel secondo di ordine - In ogni caso poi potremo sempre

prendere per X uno qualunque dei valori 1, 2,.., v—1.

Visto adunque che il principio di Jacorr non basta per eseguire la ridu-
zione indicata, cerchiamo per altra via di decidere se tale riduzione non sia
effettivamente possibile in modo assoluto, oppure se la difficoltd incontrata si
debba al metodo, che abbiamo seguito. Osserviamo che nella trasformata (2)
della espressione A, [U] fra i coeflicienti delle derivate del 1.° ordine e quelli
delle derivate del 2.° esistono delle relazioni, per cui i primi si possono espri-
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mere in funzione dei secondi, e che la stessa riduzione alla forma (2) si po-
trebbe ottenere qualora si trovassero per altra via le relazioni che esistono
fra le due serie di coefficienti. Noi ci proporremo quindi la ricerca diretta
delle relazioni fra i coefficienti di una equazione lineare che sia la trasformata
di una equazione lineare, omogenea, a coefficienti costanti. Alcune di queste
relazioni intanto ci sono fornite dalle riduzioni che si deducono dal principio
di Jacosr; noi perd col metodo, che ora indicheremo, arriveremo a trovare
anche queste relazioni indipendentemente dal principio stesso.

§ 2. Proprieta delle funzioni Hy, 5, Ky p-

Prima di indicare il metodo generale che seguiremo per eseguire la tras-
formazione, tenendo conto delle relazioni fra 1 coefficienti, & necessario sta-
bhilire alecune proprietd di certe espressioni, che ora definiremo e che godono
di una importanza notevolissima in tutta la teoria della trasformazione.

Dalle formule ordinarie per il cambiamento delle variabili indipendenti
si ha:

\ 0yp O
-}TZ@%=EM (p,q:l, 2,...’)2) 2 ;
v _OYyp 0w Qwn v 0w Oyp 5 ©)

T 0wxidan Dyq Oyr ' S O0ygCyr Omi () 05 7=1, 2;... ),

dove epq & zero quando p & differente da ¢, ed 1 quando p —=g. Altre for-
mule analoghe alle precedenti si hanno scambiando le z colle y. Noi potremo
ora porre:

L 0typ Oxi Orn . 0% Oy
— § p =moon __ VY _— = YJP
Hyp= o dxidxn Oyq O0yr ‘?‘Byqayr oxi ’

e derivando queste due espressioni equivalenti di Hyrp troviamo:

OHyrp __ v __ 0%yp _ O dxn 0xl
0ys G lxilznowl 0yq Oyr 0Ys
*yp ( 0txi O0%n , O 9’xh)

< dadly —_—
+’,-’7f@xi3xh 8yq8ys ay" 9yq 3yr3ys

qur,p__‘v 03x; M_\* 0’z agyp a_@_.
dys A 0yqoyroys 0m 7 0yadyr Oxi0%h 0Ys
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Noi porremo:

. _y Pyp  Dwi Dan dm
5P 51 0xidzndxm Oyq Oyr OYs

RN 0% xi 0yp
Kyrs,p = A 0yq0yrdys dmi

e poiche si ha:

Oyp  0%wi Oxh 5 O%yp 0°% O%h x5 0% Oyr
7 0widan 0yqdys Oyr 1% Owidwn Jyqlys Oyr T Oyr O0xj
= ;Hrk,qus,k

0w  0'yp Ozh v 0%z Oyp Oxn  Owi Oyn
R O0ygOyr 0xiOzn Oys iy 0yqlyr 0xiOan Oys 4 Oyr 0xj

= — %Hsk:qur,k1
troviamo:
aH(r -
?3;3’? = Hyys,p— ':* (Hri,p Hys,5 + Hop,p Hyo 1)
4
aqu’p =K1’S —}-‘Ksk K?‘ k
0ys P g Tep AN ® /

ove, per simmetria, abbiamo introdotto anche il simbolo:

A aga:i 3y
B —_ ‘ ——— _p—o
NP = Gy Oyr Owi

Da queste relazioni si ricava la seguente:

- qus,P = qus,p — ;(qu,p Hrs,k + Hrk,p qu,k + Hsk,p qu, k):

la quale non & altro che quella che risulta dalla seconda delle (8) derivando
rispetto ad y,.

Dalle (4) si possono ricavare le Hyps p, Kyrs,p in funzione delle Hy, , e
delle loro derivate prime; questa proprieta non & che un caso particolare di
una assai pill generale. Poniamo infatti:

8 dryp  Dwi dwi, 0%
Hy, Gl = ;l,g‘j,-ﬂ. 0%i, 0 %iy. .. i, 0Ygy Y, o 9]/q: ’

e deriviamo rispetto ad y, .. Con un artificio analogo a quello che ci ha
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servito a stabilire le (4) troviamo subito:

BH% Q20 Gy P
Hy gy.0gpy0 = _a?qulp— + ( )

+ % (Hy, g0 Hiptoogu o + 0+ + Hopgpp Hyogr gy 1, 9)-

Questa formula dimostra che, se Hyg,..q,,p ¢ esprimibile in funzione delle
Hy, p e delle loro derivate, anche Hy g,..q,,,» gode della stessa proprietd;
da cid, e dalla prima delle (4), segue che tutte le Hy,q,..q,,p con qualsiasi

numero di indici sono funzioni razionali intere delle Hy, p e delle loro derivate
rispetto alle .

I1 primo membro della (5) & smmetrlco rispetto ai g 4 1 indici ¢, ¢,,..
gu+1, Don cosl il secondo; questa formula ci da quindi w4 1 espressioni equl-
valenti di Hy,q,.. GuyoP*

Similmente se si pone:

\ orx; E)yp
K, . = s
i gur = 2 gy Yg- .- 0yq, 0
si trova:
aKq Qo q 1)
1420 Gy B
an Prelpy? = T 5 y_q_—1l+1 + ; Kq[L_H k,p qu Q2o g B (8"

Questa formula, insieme alla seconda delle (4), dimostra per le Ky 4,..q,,5
una proprietd analoga a quella dimostrata per le Hy, g;..q,,p-

Queste proprietd sono importanti nella teoria della trasformazione, poiche
da esse risulta che una volta calcolate le H,, , in funzione delle nuove va-
riabili indipendenti, tutte le altre quantitda H e K con un numero qualsiasi
di indici, si potranno avere dalle prime senza ricorrere alle formule, che
legano le antiche variabili alle nuove.

Indicando ancora con A il determinante funzionale delle x rispetto alle y,
come nel § 1, si ha:

oyn 1 0A
L a(%)’
a_l/h
e quindi:
oA + 8A 0% zi , 0tz ayh
dys & a(amz) oyndys S Oyndys omi
oyn
Annali di Matematica, tomo XVIII, 36
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ossla:

194 190
ST = v =" SHn (6)

formula di cui faremo frequente uso in seguito.

§ 3. Metodo generale per la trasformazione.

Riprendiamo I'espressione generale che dobbiamo trasformare:

U
A, [U] a 124 @i dy...q, m ' (7)

Sostituendo alle variabili 2 le y, la trasformata sard della forma seguente:

v U
&501= 3 Xbyu.y Ty d (8)

Ll v 0yl,...0yy°

ove i coefficienti by 4,7, sono funzioni delle y, la cui forma generale é:

A

9 A aylv
bll la.v. Z all i2.. .1 ail‘ S

21 ’tz

8901)
oy, Oy, O /
= Z azlzz zv( L LN 2 ‘+)

I Owi 0xi, 0wiy,  Owi,_

e |
|

2‘ i __3_9Z_

- 0wi, 0%i,...0 i,

In ciascuno dei termini, che compaiono sotto i segni sommatori nei secondi
membri, & costante ed uguale a » il numero delle derivazioni che vi si de-
vono eseguire; quindi possiamo dire che i coefficienti b sono funzioni lineari
a coefficienti numerici di tutte le espressioni che si possono formare dalla

Alynlyn .1y ] =
My, 0" y1, 0" y1, 10
2‘ azlzg By oz .4 L ] ( )

11 1.

e Omiy 0@y e 0Ty, 0By, oo 00y, )

attribuendo a A, p,... p, o tutti i possibili valori interi positivi o nulli, che
soddisfanno alla equazione:

Abptotpto=n
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Ora osserviamo che, ricorrendo al solito artificio, possiamo scrivere nel se-
condo membro dellu (10) al posto di
o y1,
A ity T 0
89:1‘6931, i)xz,\
'espressione:
o* y1, oxi, Oyn, Oy Oyn ,

L O0Tiy. . Oy B Oyny, Oxjy %) Oyny 0,

\
a- - . . . -
J‘I;.‘jx A P
e quel secondo membro dwerra:

2', Hy w0 2 0 gy i, Oyn ¥ " Y,
) y .. N . . ..
_;) Ry Iy, ! A ‘).+, e ly Jre-dh tige v 8"1’]1 Bx“ Bxl;“...axl)‘w

Eseguendo una riduzione analoga rispetto a tutte le altre derivate di ordine
{ye.. p, o troveremo al fine per la Alyy lys|...1y;] la espressione:
2 Huyowg,tw Hewgtyeo s Hey ot 1, bng om0y e+ (100)
I Tey DYY Py R s
Quindi, ricordando la proprieta dimostrata nel paragrafo precedente per le
funzioni Hy,..q,,p, possiamo enunciare il seguente teorema:

T coefficienti by, . 1, della trasformata della espressione (T) sono funzioni
lineari delle by, .1, a v indici, cioé dei coefficienti delle derivate di ordine v,
e di certe espressioni razionali intere delle Hy. » e delle loro derivate rispetto
alle y.

Da cid segue, che se noi potremo esprimere le Hy, , in funzione delle
by, ..1,, tutti i coefficienti della (8) si potranno esprimere in funzione unica-
mente di queste quantita, e delle loro derivate; ossia dei coefficienti (9) ba-
stera conoscere, in funzione delle y, quelli dati dalla prima eguaglianza per
poterne dedurre tutti i rimanenti.

Ora i coefficienti &; .7, sono anche quelli della trasformata di:

MU Ul == 3 i oo s
sicche la quistione, che ci siamo proposti al § 1, & ora ridotta a vedere se
le funzioni Hy, , possono essere espresse mediante i coefficienti by, ;, e le
loro derivate.

Ora osserviamo che derivando la prima delle (9) ed introducendo col-
Y artificio solito le Hy, , si trova:

0051,
_Byz— (th ywhhiy o, 4+ Hy, by, 1, 1)- (11)
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Queste identitd sono in numero di

o aED @ty —1)
M——%' 1.2-.5 ’

quindi da esse, in generale, si potranno ricavare le

- nln+1)
N=n—73—

’

quantitd Hy, p, che vi compariscono linearmente, m funzione delle b4, 7, ©
delle loro derivate prime.

Possiamo quindi dire: la riduzione della trasformazione della A,[U] a
quella della A, [Uy,..., U] ¢ effettuabile, compatibilmente colla possibilita di
risolvere le equazions linear: (11) rispetto alle Hy, p.

Nella maggior parte dei casi perd, invece delle (11), si possono consi-
derare altre equazioni, la cui risoluzione & assai pill semplice, poiche da esse
si possono dedurre dei gruppi di » equazioni, ciascuno dei quali contiene
linearmente soltanto n delle Hy, »; la determinazione di queste funzioni si ri-
duce quindi alla risoluzione successiva di questi sistemi di # equazioni soltanto.
Cid avviene tutte le volte che la espressione A, [U,,..., U,] pud essere consi-
derata come un invariante assoluto di una forma differenziale di un grado qual-
siasi p, maggiore di 1. Sia infatti:

9= X arr.r, Ay dp...d2, "
T 78 eee 7'{)
questa forma, ove le « sono funzioni delle a. Sostituendo alle variabili z le ¥,
essa diverra:

¢ =Q 2 55’1 S200 8p d?/sl d?/sz"' dysp
81 82... SP

e, per ipotesi, le @ saranno formate colle & in modo identico a quello con
cui le « sono formate colle a. Avremo poi:

168182...8(;= z Ay vg.nr ——.-._8_1_3....

1730 Tg £ ?) Ys,

Derivando rispetto ad y, troviamo:

0Bsisins, ' ’
0Yys L= % (Kesy 2 Bkaz...sp + 4 K“’p’kﬁs‘- K ""P-lh)’ (11)

equazioni che sono analoghe alle (11). Noi porremo, per semplicita,

%Kss‘.,kﬁsl w8y B8, = (33{) [31... St Sitiese S{,J,
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e avremo dalla (11') le seguenti formule:

aBSe,..s
;ys £ = (£8,) [S2-+- 8] + (8:8:) [£850.8,] -+« + (8,8.) [£82+ -+ Spmi]
a?)sltss,.. o ) ’
g = G s s ]+ () [8185 8] Ao T (5 8) [:885... 8,i]
aB‘x p Wt .
g, (818:) [Seeer So=t 8] + (328, [S1Ssees Somaf] + -+ -+ (ES,) [S1+ . 8pmi]
aps,s,.__sp
—W—:(Slt)[s?"'sr’]+(Szt)[3133---8p]+"'+(Sr,t)[8,...8p_,];
da queste equazioni ponendo:
0 ﬁt.?g o ¢ ?As, o Spi t 0 psl
St s, 12
2( 0.7/31 + + 8y«,, ay ) ﬁ‘ ( )
si ottiene:
“wSpt Z(Slsh) [tsi « 851 8it1ees Shey Shttses 8(,], (13)

ove il simbolo (¢/), posto sotto il segno sommatorio, indica che la somma ri-

c o qe e nin—1 . .

spetto agli indici 4, h va estesa alle ~(—1——2—) combinazioni due a due dei
numeri 1, 2,... n

Delle (13) possiamo servirei per ricavare le Hy, p; difatti facciamo dap-

prima §, =8, =...=g,==s e sostituiamo alle parentesi del secondo membro

le loro espressioni effettive. Avremo:
nin—1
Bss,..s,t= ( )gﬂw B Bris..s-

Se ora attribuiamo a ¢ tutti i valori da 1 ad », otterremo un sistema di n
equazioni lineari rispetto alle #» quantitdh Hs, s, Hes oy..o His p. Quindi se in-
dichiamo con By s il complemento algebrico dell’elemento Bpss..s nel deter-
minante:

ﬁus.._s. ﬁ:zs...s--- ﬁms...s

............... , (14)
671,13... s .Bnes,.. RN ﬁnns...s
diviso pel determinante stesso, avremo:
Hss,p= Zﬁs s, tht S (15)

nin — 1)
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Otteniamo cosi, quando gli » determinanti che si hanno dal precedente fa-
cendo s =1, 2,... n sono differenti da zero, la espressione delle Hy. p, i cui
due primi indici sono uguali, in funzione delle 8 e delle loro derivate prime,
quindi anche delle & e delle loro derivate.

Per ottenere ora anche le espressioni delle Iy, ,, i cui due primi indiei
sono disuguali, facciamo nella (13) s, =s,=---=5,_, =35, s, =1, avremo:

(n—1 -2
Bs...sr,t= - LLT)(Z——) ;Hss,k ﬁtkrs. s = (71« - I)Zk“H:w,kﬁtks,. s

da cui ponendo per le Hx i valori dati dalle (15) si ha:

n— 2
(" - 1)}2 Hsr, 3 ﬁzks.‘ § == = .33.. sr,t + T ,’:‘.’4:‘83... s, h Bkh, s ﬁtkrs...s;

e risolvendo:

Hsr.p= "—12,83.37' tBP‘3+
(15
+ n(n__l)%ﬁs shBhk SBptsﬁtk)s .s-,

La condizione perché questa formula abbia sempre un significato &, come per
la (15), che siano differenti da zero gli » determinanti (14). Osserviamo che
nel solo caso in cui p =2, questi n determinanti si riducono ad uno solo.

Notiamo infine che, se scriviamo tutte le M equazioni (11) e formiamo
la matrice dei coefficienti delle H,, ,, la quale conterra N colonne ed M
linee, basterd che uno almeno dei determinanti di ordine N, che se ne pos-
sono dedurre sia differente da zero, perché si possano risolvere le equazioni
stesse rispetto alle Hy, ,. Per v=2 si ha M = N.

Riguardo a tutte queste condizioni si presenta una questione interes-
sante: se cioe¢ pud avvenire che esistano trasformazioni per le quali esse sono
soddisfatte, mentre per altre non Jo sono; se cosi fosse, ne verrebbero delle
limitazioni circa le trasformazioni per le quah p0s51b11e determinare le Hy, p
nel modo indicato. Non sembra perd facile stabilire in proposito una dlSCllS-
sione generale, ma conviene esaminare, caso per caso, il significato delle con-
dizioni enunciate; noi ne vedremo qualche esempio in seguito.

Riassumendo possiamo dire che per trovare la trasformata di una espres-
sione A, [U], in funzione soltanto dei coefficienti delle derivate di ordine v,
noi dovremo dapprima trovare colle formule ordinarie come i coefficienti di
tutte le derivate che compaiono nella trasformata siano composti colle espres-
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sioni A [yy|ys|...]y:,]; poi costruire le corrispondenti espressioni (10) e ri-
durle a dipendere soltanto dalle Hy, , colle formule del paragrafo precedente;
infine sostituire per le Hy, p 1 valori (15) (15", oppure i valori che si deducono
dalle (11), secondo che esiste 0 no una forma differenziale covariante della
AU, U

Le espressioni A[U,|U,|...|U,] godono di una importanza notevole
quando si studiano le equazioni:

A [U] =0,

come in parte abbiamo gid visto. Di esse ne esistono tante quante sono le
partizioni possibili del numero v; i coefficienti delle loro trasformate sono della
stessa forma (10) dei coefficienti della A,[U]; quindi la loro trasformazione
si riduce, come per questa espressione, al calcolo dei coefficienti b; . a v
indici. Noi, per questa ragione, diremo che costituiscono il gruppo dei cova-
rianti dell’equazione.

Applicheremo ora il metodo generale esposto ad alcuni casi speciali.

§ 4. Equazioni di 2.° ordine.

Per le equazioni del 2.° ordine le nostre formule conducone immediata-
mente ai risultati conosciuti. Si ha infatti per la trasformata della

8 [0) = B g )

la espressione:

A [U] = szqay ayq+2. i 3 v

P
ove:
bpg = Ay [Ypy Y4l bp = A [yp].

Le formule (10°) ¢i danno:

bp = gHrw bm (ﬁ)
e le (11):
%’f = X (Har.p brg + Hr.q brp),

relazioni, la cui verificazione & inoltre semplicissima. Se in quest’ultima fac-
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ciamo 7 =g¢ e sommiamo rispetto a ¢, ricordando la (6) troviamo:

0 bpg R
; 29q —%Hh%}’bhq Zayh hp,

ossia:

Sostituendo questa espressione nella (a) troviamo:

ou
AU (8t gl):
2 [ ] 24 ay pq 3?/10
che & la formula a cui si arriva col principio di Jacosr; in essa poi, come
abbiamo visto nel § 1, al posto di A si pud sostituire V%, ove b= £ by...bpn

La espressione:
oU 8V
Tt 5z Tan

AT, V)= Z

e in questo caso il solo covariante dell’equazione. Formiamo ora le due forme

differenziali:

U ov
g:c; 0 p” dx;d

9= Mandz;dan,
th

avav =3

ove, posto @ =3 + ayy... lpy a2 = X F ayy... anq, si ha:

1 da e quindi « 1 0«
a. == - ih == — ’
= Tam q 7T 0 Dain

considerando come distinti @ € api, ain € axi. Queste forme, considerate come
forme algebriche dei differenziali, hanno 1'invariante simultaneo assoluto:

Ly 65 QU BV _ . 00 OV

f7- 2h adzh sz axh h : b‘xi 8xh

e quindi A[U, V] pud considerarsi come un invariante di ¢.
La trasformata di ¢ sia:

== 2: ,Brsd?/rdys,

ove le B,s sono formate colle b,, come le «i colle @;; le espressioni (12)
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sono in questo caso le seguenti:

o= & (1 4 S8
g \Dye  Bys Oge)
e le (13) divengono:

Brst = — X H.o 1 Bre.
e

I determinanti (14) si viducono al solo discriminante:
B= X% Lur Buny
e le (15), (15") alle segﬁenﬁ:
My == R iy
valevoli tanto per # = s, che per » differente da s. Sostituendo questo valove
di H,s, nella (8) si trova:
by = - Y Bes,t byt be,

rs

e, se poniamo:

,, oU
Ut = %bpt—c;ﬁf/—[ ?
si ha:
., oU 5
%bpm = %’:ﬁvs,tbrs Ut'

Sostituendo nella («) infine troviamo:
o
8 U) = by (o — N g V)
[U] ﬁble(ayngq «flgpqi ¢
Questa forma dell’espressione A.[U] & stata considerata dal prof. Riccr nelle
ricerche, che abbiamo citato precedentemente.

Il diseriminante g deve essere differente da zero; ora, se questa condi-
zione & soddisfatta per un sistema di variabili, lo & per qualsiasi altro, poickd
st ha:

B=An=—
a
e quindi si vede che essa riguarda unicamente i coefficienti della espressione

data A,{U].
Annall di Matematica, tomo X VI 37
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§ 5. Equazioni di 3.° ordine.

Nel caso delle equazioni del 3.° ordine I'espressionc:

8 [0) = 3 aim gogmrgar g

&% i bwn 0ok
s1 trasforma nella seguente:
- U
A, [U] =7%,A1[?/p7 Yoy Yol

Qyp0yy v +3 ‘5‘ Ao [yplyql =

U
0/)5y1+
Ay 2
‘ +..;Aa[}/}1] ag/ ’
ove si ha:

3/7) aJ(/ 87/7'
AYsy Yy ¥rl= a’h Owi Oxn Owr P

¥y 0yp Oy
A [yplyg) = ‘7:‘ Qihk a—a‘a—;; 89:1 bpg

o yp
A ik 57— =1/
s [yl = z Wk owioxndx, P
¢ si pud osservare che, se si introduce la notazione:

Aefypy Yg) = Be[p Y] + A:lyal Ya),
si ha anche:
0rU

2 A*[Uplyq] Oypoys

Le (10) ci danno:

aJ ay _';-«A [JP) ./9]

bpq == E Hlm P blmq

on

p = Z I{lmn P blmn,

Lcn

quindi abbiamo:

03U 0t U oU
A [U] = 71-]« pm(m*‘*g,«fqu E)ypé)J +.4 pqudﬂ) ()

Dalle (5) (11) poi si hanno le relazioni:

Hpyr 1= 0 H;‘i'—’ + % (Hpr,k Hyr,t + Hyr & Hyr, 1) (8)
bpgr y .
%— = jf‘ (HIS,p Z)zq, + Hls, q blrp + }Ils,r blpq), (/)

per eliminare dalla («) le Hpg 1, Hpyr, introducendo invece le derivate
delle bpg..
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Se indichiamo con B una opportuna potenza di un invariante gualsiasi
della cspressione A,[U, V, W], considerata come forma algebrica delle de-
rivate delle tre funzioni U, ¥, IV, noi nella (6) al posto di A potremo sosti-
tuire B, analogamente a quanto abbiamo fatto nel caso delle equaziomt di
2.° ordine (vedi § 1), ¢ avremo quindi:

\ 10B
%f]—lp P = - § 5—3/_1 .
Cid posto facendo nella (y) s =p, e sommando rispetto a p si trova:

1 0 \
B fz‘ b (Bbigr) = bgr + brqg. (9)
Inoltre si ha:
\ 86 \ 3 Him 0 bl
| Yt S \ P gobag ),
( ?3y [)lmq + Hlm P 8‘%1

“ oyg A
e sostituendo nel secondo membro i valori delle derivate che risultano dalle
(B) (7), si trova:

\ b \
W 991 _Z) + ‘ HquHlm_pbklm;

H
q 0 Yq lmqk
oss1a:

115 o (B bpg) = bp. ()

Queste due relazioni (d) (¢) sono quelle, a, cui si arriverebbe col principio di
Jacosr; esse perd, come si vede, non bastano per determinare le bpg, bp in
funzione delle by, .

Supponiamo ora che sia n = 2. In questo caso possiamo costruire una
forma differenziale cubica, rispetto alla quale la espressione:

cU ¢V 8W
a'hk 0z Oxh 0wk

AU, V, W] =

sia un invariante. Difatti due forme binarie cubiche I'una di coefficienti «,
altra di coeflicienti y, hanno I'invariante simultaneo rappresentato simboli-
camente da (ay)?, che diviene un invariante assoluto, se noi lo dividiamo per

1 P . :
la potenza 3 del discriminante di una delle forme. Le due forme siano:

P = Eaihkdxidxhdxk = a,d 2} + 3y dxidr, + e da,da; + a;dat

ke

duavaw =y 20 0V oW 4 dx.dzk.

0% Dxn Omk
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II discriminante di ¢ é&:
R, = 4(aga, — &) (2 o5 — @) — (g5 — 04 22)},
e |"invariante simultaneo sovracennato &:

1( UV oW _ (_9_0'@1_3_”’ ..
gl“"axz 7o 9s  “\0m 9w Tae T )+
) oU oV oW oU oV oW

Se vogliamo che esso coincida con A, [U, V, W] dovremo determinare le
in modo che sia:

oo oy g o3

—~1=([3 ——_l=a2 ——_l=a1 -—-‘=-—a“
2 2 2

By R R:. R

OVE (g == Qyy1,... Q3= s di qui, indicando con R, 1l discriminante della
forma di coefficienti «, si ha:

R, RB,=1,
quindi abbiamo:
as az a4 o
% = —T Oy = -7 ey = —7 O = — —71°
7 B} R,

Con questi valori la ¢ diviene:

¢ = — |a,dat — Ba,daida, + 3a,dr, dzi — a,dat),
k;

Questa cubica ammette A, [U, ¥, W] come invariante, e mediante di essa,
col procedimento del § 3, possiamo determinare le Hy, p in funzione dei coef-
ficienti B della sua trasformata, i quali saranno formati coi coefficienti &,
come i coeflicienti di ¢ sono formati colle a. [ determinanti (14) che devono
essere differenti da zero, perch la determinazione delle H, , sia possibile
sono in questo caso:

1 y o 1 . /-
1_3{; (/30 ,Bz - ,81) R——,?. (ﬁl 183 - ﬁz)- (,)

La determinazione delle Hy, , si pud fare anche mediante una forma
quadratica; difatti la ¢ ammectte la forma covariante assoluta quadratica:

¢ = i, [(a,as — a3)dx} — (@, a; — @, @) dx, dx, + (aya, — af)dai],
z;
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la quale ammetterd pure per invariante A,[U, V, W]. Possiamo quindi ap-
plicare a questa forma il procedimento del paragrafo precedente per deter-
minare le Hy. ». La condizione per la risolubilita delle equazioni corrispon-
denti &, in questo caso, che sia differente da zero il discriminante R,; esso
inoltre dovrd essere supposto positivo, per non introdurre immaginari. Se 17,
& positivo, anche B sard positivo, qualunque siano le variabili 4, e da cid
segue pure che i due determinanti (£) non potranno mai essere zero.

Due forme binarie di grado dispari 2p 4 1 di coefficienti o ¢ y, am-
mettono 1'invariante simultaneo rappresentato simbolicamente da:

(“ 7)?‘u+{7

il quale & lineare nei coeffieienti di ciascuna forma; inoltre una forma binaria
di grado dispari «lft! = B2+ =... ammette il covariante quadratico:

(oc B) agp Py,

Da cid segue che le considerazioni precedenti sono applicabili a tutte le equa-
zioni di ordine dispari con due variabili indipendenti, ciot si ha il teorema:

La trasformazione di un’equazione a derivate parziuli, lineare, onogeneq,
a coefficienty costanti, d'ordine dispari 2p.+ 1, con due variabili indipendents
¢ riducibile in generale a quella di una forma differenziale binaria di grado
2u + 15 dnoltre la determinazione delle funzioni Hy, , si pud fare mediante
¢ coefficienti di una forma differenziale binaria quadratica.

Scriviamo infine la forma generale della trasformata dell’equazione dcl
3.° ordine quale risulta dalle relazioni (¢) (), oppurc dal prineipio di Jacosi.

Cominciamo ad osservare che il gruppo dei covarianti della equazione &
in questo caso costituito dai seguenti due:

oU oV oW
UV, W)l==3 bygr =— +—
Al ] ;‘mpq Dyp 0yq Oyr

BU OV, U 3V
BLU V] =X boar yp0yq 0yr ' 74 7 na Oyp 0yg

Se ora si pone:
0A:[U| V] v oU

e () e
8yr
gi ha;
A [U]=1 3 %(B U,). )
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— e

Ponendo invece:

U* — MUV, W] DAV U] vy U
e a(L)a(?_W_)" a( v )—:.-‘ PGy
0Yp 0Yq 0ypdyg
. @Az[V' L]_‘ 5 oU
= B(Ez"—%bp%
yp )
si ha:
1y o° 7% _i\i_ %
Sl =5 X5 BV~ 275, PV (th

Infine s1 ha:

m ecui:
oMU, YV, W oU ov
a(oW) =T Oyp Oyy

i
b
%W

cyr

§ 6. Forme algebriche reciproche.

Per le espressioni A [U,, U,,... U,], quando v & pari, & possibile stabilire
un procedimento generale per costruire delle forme differenziali di grado v,
rispetto alle quali esse sono invariabili. Prima perd & mecessario estendere
alle forme di ordine pari qualsiasi il concetto ordinario della reciprocita delle
forme quadratiche.

Cominciamo a richiamare la definizione delle forme quadratiche reci-
proche, servendoei della notazione simbolica. Consideriamo il determinante:

@b a... a¥

(1) (2) ()
(72 a’... @

(@ al).. ay={ ° " * (16)
al a? ay

e poniamo:

(1) «z)_ .. (%) A a a(i) a 2‘_ . a(n)
ola c;aw a™) _ @ a®,.. am);, ... ( ) _ (@ 4. g
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Costruiamo ora il determinante:

a(iu oc’f\. e a("‘)
(1) (2) (1)
o’ oy e.s O
(W a®)., a01) = \ * ) (17)

\afl‘) P o
i cui elementi siano definiti in funzione di quelli del precedente mediante le

formule:
(a(l) a®, .. a(n)) af,” o (a(2) a®... a(“))i

...... (18)

(a(i) ald. . 0/(“)) ocf-“) — (a(i) al®. .. a(7z~a))i.
Avremo allora, come & noto dalla teoria dei determinanti,
(2 o), .. o) @ = (a1 0, ., o),

(19)
(o) ). a00) g = () o)., 1),

Si abbia ora una forma quadratica ad » variabili:
¢ = }_‘aih Zi%h,
th
oppure simbolicamente:

N (VN 0 N ('8
90_—“5 =a; = —(l: ?

il cui diseriminante, all'infuori di un fattore numerico che, per semplicita, tra-
seuriamo, pud essere rappresentato con

a = (al a®... gy,

Si chiama forma reciproca di ¢, una forma @ i cui coefficienti’ aj, sono de-
finiti simbolicamente da:
0 40,

Oih == &; %),

ove per a}’, o’ si intendono le espressioni definite dalle (18), ed #» & un indice
determinato qualunque; & chiaro che il secondo membro della formula prece-
dente ha un significato reale, e non identicamente zero, in funzione dei coef-
ficienti di ¢. Noi porremo:

b= NanZiZy,

h

oppure simbolicamente:

) 9 2
2 2)° Y
(I)-:-a(z)za_/“j)—_----=a;.
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La ragione della denominazione introdotta per ® sta nel fatto che, se noi
da ¢ deduciamo una nuova forma quadratica collo stesso procedimento che
ha servito a dedurre ® da ¢, ritroviamo la ¢. Difatti siano o', 1 coefficienti
di questa nuova forma; dalla (19) abbiamo subito:

' S
ain=a) a; = a;.

Avremo inoltre:
0? (a’i‘ a?... a(n))z
da? 0ay

2 2 ]'
(@t a0 ey g, = o ;

e reciprocamente:

(a(l) a.(?)... a(n))za,l — _1_ 82(0.(1) PACU OC(n))z
=T B ap
Inoltre, essendo uguale all’unita il prodetto dei determinanti (16) (17) avremo
anche:
(@™ a®... al)? (0t b, ., 2ty = 1.
Queste considerazioni possono essere immediatamente estese a qualsiasi
forma di grado pari. Sia:

— ¥V
9’ '—" H_ ah 1:2 ..'ig) zil zi; zfg.,)
63 .. 29
oppure simbolicamente:
q; == a;‘gv = aizﬂv = == a;”gv’

la forma data di grado 2v, essa ammette I’invariante di grado n:
o = (a(” a®, .. a(%))?”.

Definiremo forma reciproca una forma @ di grado 2, i cui coeflicienti o; 5, i,
sono determinati dalla formula:

v

. )
Ofy dydyy = O Qyere &y y

ove le a” sono le espressioni definite dalle (18), ed » & un indice determinato
qualunque; il secondo membro della formula precedente ha un significato reale,
e non identicamente zero, in funzione dei coefficienti di ¢. Noi porremo:

= N aiii, 2l Zi
iy7z . dgv
oppure simbolicamente:
(I) = a’,/f‘” = aﬁ‘“ == v s = a’g‘”

Se deduciamo da @ una nuova forma di grado 2v, collo stesso procedi-
mento, col quale abbiamo dedotto @ da ¢, ritroviamo la ¢. Difatti, indicando
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con «; ;.. 4, 1 coefficienti di questa nuova forma, dalla (19) abbiamo:

L ) R (U} L) T
X gy dy. dyy T aq‘; a’ig s aig,, - az, 190 22y %

Abbiamo poi:

1 o¥(a'V a...am)?
(@ a0 ) o iy = 357 g am g, Gap, )

e reciprocamente:
0¥ ('t a?,,, aln)w

daPgal. .. oal

1
(a(i) PACI I 0'.(77))” Wiy iy iy, = 2_\1—1. (21)
Finalmente, se formiamo per la ¢ Iinvariante « analogo all’invariante a
della ¢,

o= (a(') @, ., tx("))”,

b

osservando che i1 prodotto dei due determinanti (16) (17) & uguale all’unité,
avremo:
ao=1.

In tutte queste considerazioni naturalmente si deve supporre che la forma ¢
abbia V'invariante @ differente da zero.

Ricordando la formula di Eurrro per la espressione di una funzione omo-
genea di » variabili mediante le derivate di ordine 2v, e osservando la (20)
st trova:

(at... @t Zalr+t', . an)»

o= (@t a...am)? ’

e cosl per la (21) si ha anche:

(0., =t galret) gln e
(2 a?,,, an)? )

Q =
1

La prima di queste formule mostra che la @ & una forma contravariante di ¢
in modo assoluto.

Per avere un’idea delle legge di formazione dei coefficienti della forma
reciproca possiamo osservare per es. che i coefficient: della reciproca di una
ternaria quadratica, sc si fa astrazione del denominatore comune, sono deter-
minanti di 2.° ordine, ciod hanno forma analoga a quella dell’invariante {(ad)
di una binaria quadratica; i coefficienti della reciproca di una quartica ter-
naria hanno forma analoga a quella dell’ invariante (¢ b)* di una quartica
binaria, ecc.; in generale i coefficienti della reciproca di una nm-aria di
grado 2y sono formati in modo analogo all’invariante (a(" a®... "~ di
una (» — 1)-aria, sempre all’infuori del denominatore comune (al") a®... a®)>,

Annali di Matematica, tomo XVIII, 38
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Dalle considerazioni precedenti e dall’osservazione che le derivate prime
di una funzione di » variabili sono controgredienti ai differenziali delle va-
riabili stesse, risulta subito che data un’espressione:
an 8U2v
A\l
AJ[U47 Uz,--- Uzv == 24 0’1112 :

iy, ot — -
i1 1g.. 2y * axll ax‘w

si otterrda una forma differenziale di grado 2v rispetto alla quale tale espres-
sione sara invariabile, costruendo la forma differenziale reciproca della pre-
cedente, considerata come forma 2v-plo lineare delle derivate delle funzioni
U,... Uy.

Inversamente, data nna forma differenziale di grado 2, lo stesso proce-

dimento condurrd ad una espressione A,[U,,... U] invariabile rispetto alla
forma.

7. Equazioni del 4.° ordine.
S q

Le formule pel cambiamento delle variabili indipendenti per la trasfor-
mazione della espressione:

U
MUY= & e

c1 danno:

MU
A U] -—M AsLpy Ygr Urs J]m
02U
-+ 6 Z.A2[?/P [ %4, Vr]m

+ %(3&['!}’13.7 Yol + 43:[yp | /4])8/ 09y + 3 "‘* 4[l)’p] 9”1’

dove abbiamo:
Oyp Oyq Oyr 0ys

Altips Ygs Yry y] = "/‘ LT polpengl pevalpos = bpgrs
8efyp | ygs v = T.J azhkldfjgih gi’;i 882,;; = by
Beltle) 4l = z-"/f inkl Bngpwh di;z/aqwz = byy
Aslyp | yg) = Z_%;t Ainkl Bxi?:'vipﬁxk Zgg = b'pg
AJyp) = ifl';fz @inkl %—%m = byp.
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Col metodo che abbiamo indicato per stabilire la (10°) si trova:
bpqr = E ZYlm.p blnzqr

Ln

Z’pq = Z Hlm;p I]m', q blmni /

Linnt

’ \ (0’
b Py = Z%L Hlmn P blmnq ~ )

]/p = ; E IIlmm' P blmni-

Dalle (5) poi abbiamo:
0 fIlm, P v I
]Ilmn,p = 8]/11 + -k‘ (][ln,k an,p + I{mn, k L lk p)

(6

]I}]”Z A
}I[mm p= ? aljji L + %(IIH, k Ennk D + [Imi P ]]nlk p + ]Im', k ]Jlmk p);‘)

e finalmente dalla (11):
dbpq - = “ (L{lt P blqm + Hlt q blrvp =+ I]h r bl9pq + I]'Zt s Z)lpqa) ("/)

e
Il problema, secondo il metodo generale, si riduce alla eliminazione delle H,, ,
dalle («) () mediante le (y).
0 1(J

I covarianti del gruppo dell’equazione in questo caso sono quattro;

loro espressioni colle variabili  sono:
ou v ow oT

AUV, W, Tl= A o5 Y45 yry Yl yp Oyqg Oyr 0Ys

- *U oV oW
A?[UI V7 IV] A![%ﬂa Yas Yry /8]3,/ 9yq 3?/,« ays

oU oV oW

+ MA Y| m—— 57— 5

],?,‘ 2[Yp | Yas /]ayp 99q Oy
orU oV

A?[U1 V] “A[ylh Yay Yry ‘/]ija,/g ayrays
5 oty oV oV oU
‘A? 5 5 11‘ ( )
ta o 1 5 9] Tyaty ays T Gyt Bip .
v LA
+ ;).;A2[yp; Yql 997 091

\ asU
= ¥ Do Dure D1
As[Ul V] 17717"3A‘[yp7 Yqr Yrs ?/s] Jyp Mqay +

U | v
T3 X0l y0 vl 7, 5 8y +‘A3[Jpqu]3/ o
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292 Somigliana: Sulla trasformazione

Si puo osservare che tutte queste espressioni, al pari di quella della A, [U],
in virth delle (10%) si possono rappresentare come funzioni lineari delle bpgys.

Le relazioni che si deducono dalle («) derivando rispetto alle y, e sosti-
tuendo poi alle derivate delle My, py, Himn p € delle bypn; 1 valori dati dalle
(B) (y) sono le seguenti:

1 \
qu + bN(I + b»"qr = B %‘ (B bPQrs)
' 1 S
Upg + bpg = B ;4 (B bpgr) (9)
1
bp:ﬁz (Bb17q>7
q
ove possiamo prendere:
1
B = —0=
Vb

indicando con & 1'invariante rappresentato simbolicamente da (6 3. .. 00y,

Per quanto abbiamo visto nel paragrafo precedente otterremo poi una
forma differenziale di 4.° ordine, rispetto alla quale la forma A,[U, V, W, T']
sard invariabile, costruendone la forma differenziale a coefficienti reciproci.
Nel seguente paragrafo vedremo meglio le relazioni fra questa forma ed i
covarianti dell’equazione; qui mi limiterd a dare la forma della trasformata
dell’equazione, quale risulta dal principio di Jacosr oppure dalle relazioni (d).
Come nel caso dell’equazione di 3.° ordine abbiamo trovato due forme della
trasformata, qui invece ne abbiamo tre.

Se si pone:

_aAS[UIV]_\\ EU \] 52U \‘ ' _a_[].
Ve= oV T T GupDyg Oy Tl Gy TR Ty
0 Ty
s1 ha:
AU = (BUS) (I)
Ponendo invece:
8A2[LT, V] \1 9 U aU
U;q::—(—z‘eV )=ﬁbqrca/ a'/s-*-‘.{ rpq a’
¢
0Yp0yq
aAE[U, V] Al \\ aU
S i et N R bpp ——
s o) X Sy T 20 5y
dyp
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si trova:
1 0 .
U ) BU*Y— = ¥ (BU* I
MU= 5 Y05, P30 = 5 3BV an
Finalmente ponendo:
pee — O8IVIUL @MUV, W TNy rs?U
pgr 3(— >V ) a(@V)a(ﬁW 5(81') A TPINS gy
0yp0yq0yr 0Yp 3’Jq) 0yr
0As|V | U] o 2
Ui = —(‘a—y*) = 2hes g
0yp 0yp
g U238l 7 1 4 — ,
UP == (aV) - 61)357
o L
dYp
s1 ha:
A4[U] 0° (BU*x* ___i\‘ e (BU**)—{-
B 3 Mpajq dyr Pl B gtoypoyy M1

] , (IID)
IR BU** . 3
Altre relazioni fra i quattro covarianti si possono ottenere assai facil-

mente col principio di Jacosr

§ 8. Parametri differenziali.

Quelle espressioni, che nei paragrafi precedenti abbiamo chiamato cova-

rianti dell’equazione:
A[U]=0,

allorché esiste una forma differenziale rispetto alla quale le espressioni del
1.° ordine A,[U,,..., U,] sono invariabili, godono tutte di proprietd invarian-
tiva rispetto alla forma stessa, e possono quindi essere chiamati parametri
differenziali di questa, per analogia colla denominazione in uso per le forme
quadratiche. Le forme, che abbiamo considerato perd non erano generali, ma
implicitamente era ammessa la condizione che fossero riducibili, con oppor-
tune trasformazioni di variabili, ad essere a coefficienti costanti. Ora possiamo
affrancarci anche da questa restrizione e dare un procedimento generale per
la formazione dei parametri di qualunque forma differenziale. Tale procedi-
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294 Somigliana: Sulla trasformazione

mento non & che la estensione, mediante una osservazione assai semplice, del
metodo trovato dal prof. Ricor pel caso delle forme quadratiche, e pud essere
soggetto soltanto a quella restrizione a cui abbiamo accennato nel § 3.
Consideriamo una forma differenziale:
N\
9= 2‘ iy 4y...1, d:c,-l... dx,-,,
183, 7y

di grado v, 1 cui coefficienti siano {unzioni delle variabili #; mutando le va-
riabili « in altre variabili y, si ottenga:

o= bii..i,dYi.. dYi; (22)

i1 iga. 1y
e mutando similmente le z in altre variabili 2 si abbia:

g= N Viviy i, d2i... dz,. (229
1 72400 1y

Poniamo come nei paragrafi precedenti:

— ‘\ aeyp 8-ﬂt 8%]7/ ¢
My, p W Ooxioxn Cyq 0Yrs ’ (23)

e inoltre:
, , 0%z 0xi 0xn
‘ ] el . 99
g p= M oxidrn Cag Do (23
Sappiamo che queste espressioni Hy, p, g p si potranno in generale rap-
presentare in medo identico mediante le (15) (15"), come funzioni dei coeffi-
cienti b e delle loro derivate, e come funzioni dei coefficienti " e delle loro
derivate, rispettivamente. Cerchiamo ora quali relazioni esistono fra le H,, ,
e le Hy p.
La (23) pud essere scritta nel seguente modo:

. 0%zp Oyl O \ Ozp O'yr \ Owi Orn
. A p_0Yl OYym P Y ) 0rh
Hyrp = o (zmaﬂaym oxi Oxn +2 "‘ Jyn Dwiown) 02q Ozr

ossia:

’ aZp 32;;)3/1 9ym
Hgrp= %ﬁ(ajld/nn—l—"“ bk Sy ) Dog Do

da cul st ha:

- 02q 02r 0%z 0z
\ q — P D 921
A AP G Yy Dy E)yldys_i-":‘ sk ok (24)

Stabilita questa formula, supponiamo che si conosca una forma differenziale
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di grado 2:
b= X

Qe i)

.Pil 1:2... i)_ dxil cee dxi)‘,

la quale sia covariante di ¢, ed 1 cui coeflicienti siano funzioni delle a;, . ;,,
e delle loro derivate, ed inoltre delle derivate di una o pil funzioni arbitrarie
U, V,... Nelle due trasformate di @ nelle variabili y e z

b= E‘ thg.hik dyil"'dyil

i1t3...7)

o = EZ;Qll L.l dzzl... dzl”

i coefficienti saranno, per ipotesi, formati in modo identico ai coefficienti P;, _ ;
coi coeflicienti delle (22) (22') e colle derivate di questi e delle funzioni U,

V,... rispetto alle variabili y e 2 rispettivamente. Fra i coefficienti Qs .4 e
Q'1,..1, poi avremo le relazioni:

Qis = X O aﬂ%
iy 4y, . 4) . l«“ 5 L. b 8?/1'1 8%.1
Derivando i due membri rispetto ad y; avremo:
0Qiiy. iy IR ?Q'll L.bh 021 0z, 021
0yi =y G 0yi Oy, 0y
, 0*z, 0z 0z
+ bty Cun dyidyi Oyi, Oy t
2 oz,_, 0%z
0 yi, CYiy_, Oyi0yi

Eliminando ora dal secondo membro le derivate

seconde delle 2 rispetto alle y
mediante la (24) e posto:

EQi,,‘_iA \ )
- —_ 7 A . - 25
szl,.. D B_?/i + %fflolmz} kzj+| ) IL/J.,k (—‘)\
0911 2
’ . L £} BRANIN ‘ ’ .):)’
Q1. .1, =T + ,]:_48‘:,1@11 ikl o Haw, (29)
s1 trova:
Q AN Q' 321 82f1 92’}
iy = Lol 75— -
Gy T ey B G By ay,
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Da questa formula risulta il teorema: La forma d¢ grado %+ 1

V= X Qy.ndedry...dz,,
T . T)

¢ cui coefficienti sono dedotti da quelli di ® mediante le (25) ¢, come , co-

variante di ¢. Di qui si ha un procedimento per dedurre da una data forma

covariante una serie di altre forme covarianti, di grado successivamente cre-

scente di una unita.

Nella Memoria: Ueber die Transformation der homogenen Differential-
ausdriicke zweiten Grades (Crelle, Bd. 70), Curmstorrer. ha dimostrato un
teorema perfettamente analogo al precedente (*), nel quale perd, al posto delle
H,. , compaiono i valori che per queste quantitd abbiamo trovato al § 4 nel
caso delle forme quadratiche; il teorema vale quindi soltanto pel caso in cui ¢
& quadratica. Noi, avendo sostituito le H, ,, abbiamo reso il teorema appli-
cabile a forme di qualsiasi grado.

Se ora U & una funzione arbitraria delle variabili #,,... 2,, ¢ poniamo:

U |
r = 8_1” 3
la forma lineare
AU=3¥U,dz,,

che rappresenta il differenziale completo del 1.° ordine della funzione U, pud
sempre essere considerata come covariante di ¢; applicando ad essa il teorema
di CurisTorreL generalizzato, potremo dedurne altre forme di grado successi-
vamente crescente di una unitd, i cui coeflicienti conterranno le derivate par-
ziali della U di ordine uguale al grado della forma, ed inoltre le a; ; e le
loro derivate. Noi porremo secondo la (25):

861', r )

- T N -

U _ " 7 N N1 ’
L. ) Dzr ‘lt‘y‘{ U SR krj+1 Sy II, i ky (2‘) )

ove si intende che le ij,k siano espresse mediante le a; i, e le loro de-
rivate, come abbiamo visto al § 3; e ayremo allora che la m-esima forma
covariante di ¢ sard:

MU= % U,p.r de,....dz, .

ri1rsa... 7‘m

(¥) CurisForFrFeL considera invece della forma @ di grado A, una forma A volle lineare
rispetto a A serie di differenziali delle variahili; noi, per semplicitd, non abbiamo introdotto
questa estensione, che del resto ¢ evidente potersi fare anche nel nostro caso.
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Tutti gli invarianti algebrici simultanei della forma ¢ e delle
AU, aA*U,... a"U,..., (26)

saranno altrettante espressioni invariabili rispetto a ¢ per qualsiasi trasforma-
zione di variabili {ossia parametri differenziali di ¢) salvo al piu quella re-
strizione, a cui accennato al § 3, relativamente alle condizioni per la riso-
lubilita delle equazioni, da cui si devono ricavare le H,, x.

Nel caso in cui ¢ & di 2.° grado il metodo precedente per la formazione
dei parametri coincide con quello citato del prof. Riccr

Insieme alle serie delle forme (26), potremo considerare altre serie ana-
loghe formate con altre funziomi arbitrarie V, W,... ed ottenere cosi dei
parametri dipendenti da parecchie funzioni.

Moltiplicando fra loro le forme di » di queste serie si potrd formare un
numero finito di forme di grado », uguale al grado della forma differenziale
data; chiameremo gruppo principale dei parametri I'insieme di quelli che si
ottengono dalla considerazione degli invarianti simultanei di questo sistema
di forme. Una qualunque di queste forme sara:

o= AL U, AL T,.. A T,
e dovrd essere:

bl A, =0

Considerando come identiche alla ¢,, quelle forme che si ottengono da essa
permutando fra loro le funzioni U,,... U,, il numero delle forme che com-
pongono il sistema sard uguale a quello delle soluzioni intere della equazione
precedente, per p=1, 2,... ».
Come applicazione, costruiamo le forme del gruppo principale per » = 4.
Sia:
o= N anmdx;day dry day,
thivt
la forma data di 4.° grado; si hanno in questo caso 5 forme del gruppo
principale :
9r=AUAVAWAS ¢, =AUANTV o= AT @1
La ¢ ammette I'invariante rappresentato simbolicamente da
(a(i) a®,.. a(ﬂ))4 =a,

che supporremo differente da zero. Se nella espressione simbolica di @, al
Annali di Matematica, tomo XVIII, 39
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? sostituiamo un’altra serie C?,... C?
di simboli relativi ad un’altra forma di 4.° grado di coefficienti Cizi, e for-
miamo P'espressione simbolica:

posto di una serie di simboli a?,... a?

1 . o s
= (al... ali-=9 C@ glirs), | g)t) (28)

questa rappresenterd un invariante simultaneo delle due forme, il quale & li-
neare nei coefficienti Ciuz, e sard quindi della forma:
!
¥ Airwi Cinney (28")
inkl
Le Ainn saranno i coefficienti della forma reciproca di ¢. Se per forma di
coefficienti Cj;z; prendiamo successivamente ciascuna delle (27) otteniamo 5
parametri, che sono lineari nei coefficienti di queste forme, e che possiamo
rappresentare con:

AV, W, 8], &[UGV, W], &[0, V], &[ULTV] AJU] (29)

Supponiamo che le A coincidono colle byys del § 7, e le variabili z
colle y dello stesso paragrafo; allora la ¢ coinciderd colla forma, i cui coef-
ficienti sono reciproci delle b,,.s. L'invariante (28) diviene:

2 bpgrs Cpgrs
Pyrs

ed i cinque parametri ora trovati si possono scrivere:
MGV, Wy T] = 3 bpges Up Vo Wi T
pyrs

A, [UJ V’ W] = E bp(p‘s qu V,- W

pyrs
A [U, V] = X bpgrs Upg Vis
pyrs
8 [U| V] = 2 bpgrs Upgr Vs
pqrs
A U] = 3 bpgrs Upgrs,
PpQr8
ove le Uy, Upy,... V4,... sono determinati colla legge che risulta dalla (25).
B ora assai facile verificare che le espressioni dei secondi membri coincidono
con quelle rappresentate colle notazioni dei primi membri nel § 4, cioé colle
trasformate del primo membro dell’equazione del 4.° ordine e dei suoi quatiro
covarianti. La invariabilith di queste espressioni resta cosi dimostrata, salvo
le solite condizioni, senza la limitazione della riducibilita a coefficienti costanti.
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Questi risultati completano quelli a cui io era arrivato considerando le
forme differenziali binarie del 4.° grado, rispetto alle trasformazioni lineari
(tomo 18 di questi Annali).

Se le variabili sono in numero maggiore di 2, le due forme di coeffi-
cienti @z, Cinwg, oltre I'invariante simultaneo (28), hanno tutti quelli che
si ottengono dalla espressione simbolica:

L(aW...ad G0, g,

facendo ¢ =0, 1, 2,..., n — 2. Supponendo che i simboli C si riferiscano
ai coefficenti delle forme (27), otteniamo oltre i parametri (29) che sono li-
neari nei coeflicienti di queste forme, altri 5(n — 1) parametri, che conten-
gono i coefficienti delle forme stesse ai gradi n, n —1,... 3, 2,

E chiaro che risultati analoghi si possono trovare per tutte le forme di
grado pari. '

Luglio, 1890.

Correzione. Le formule generali del § 8 stanno, come & detto in prin-
cipio del paragrafo stesso, per forme differenziali, i cui coefficienti sono fun-
zioni qualsiansi delle variabili indipendenti; ma non & esatto asserire che il
procedimento indicato conduca alla formazione dei parametri di forme non
riducibili a coefficienti costanti, poiché in questo caso le equazioni (117) del
§ 3 assumono una forma diversa. Il procedimento si deve dunque, per ora,
ritenere applicabile soltanto a forme che possono essere ridotte, con opportune
trasformazioni di variabili, ad avere tutti 1 coefficienti costanti.
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Sopra alcune nuove classi di superficie
e di sistemi tripli ortogonali.

(Dé Luier Biaxcur, @ Pisa.)

PREFAZIONE.

I principali risultati sulla teoria delle superficie e dei sistemi di raggi,
contenuti nel presente lavoro, furono gia da me enunciati in due note inserite
nei Rendiconti della R. Accademia dei Lincei (¥).

Nel § 1 riproduco alcune formole generali ben note, relative alla teoria
delle linec assintotiche di una superficie, che qui mi & sembrato utile riunire
per facilitare la lettura della Memoria.

I1 § 2 tratta di una singolare classe di sistemi di raggi, che stanno in
relazione colla teoria delle deformazioni infinitesime delle superficie e furono
per la prima volta considerati dal sig. RiBaucour nella sua bella Memoria
sulle superficie d’area minima (**). Questi sistemi di raggi si ottengono, con-
siderando una coppia qualunque di superficie S, S, che si corrispondono punto
per punto per ortogonalita d’elementi, e conducendo pei punti dell'una su-
perficie, per es. della S, i raggi paralleli alle normali nei punti corrispondenti
dell’altra S. Li diciamo congruenze d¢ Ripaucour e chiamiamo superficie ge-
neratrice la superficie S, alle cui normali sono paralleli i raggi della con-
gruenza. Govandomi delle eleganti formole per le deformazioni infinitesime
dovute al sig. WEeixgarTEN, dimostro i principali teoremi enunciati da Risav-
cour alla fine della citata Memoria, fermandomi anche ad aleuni che, seb-
bene non mnecessarii per il seguito, derivano troppo spontaneamente dalle for-
mole generali stabilite per essere omessi. Quando la congruenza di Risaucour

(¥*) Vol. 6, 1890, fascicoli 10 e 12 (pag. 435 e 552).
(*¥*) Etude des élassoides. Mémoire couronnée par I’Académie Royale de Belgique, 1830,
tomo 44,
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e a fuochi reali, le sviluppabili della congruenza tagliano la superficie media
secondo linee coniugate. Tale proprieta & d’altronde caratteristica per le
congruenze di RiBavcour che, sotto questo secondo aspetto, furono recente-
mente studiate dal sig. Guicnarp in una interessante Memoria (¥) a cui pil
volte dovrd ricorrere nel corso del presente lavoro.

Nel § 8 pongo in relazione le congruenze di RiBaucour coi sistemi oo?
di circoli che ammettono una serie di superficie ortogonali. Un tale sistema
di circoli si dird brevemente un sistema normale. Alla considerazione di
questi sistemi & utile associare quella della congruenza formata dagli assi dei
circoli, ciot dalle normali elevate ai piani dei circoli nei loro centri. Una
congruenza si dird ciclica quando ai suoi raggi si pud coordinare un sistema
normale di circoli, di cui i raggi stessi siano gli assi. A punto di partenza
delle ricerche seguenti pongo il problema: Quali congruenze di Risavcour
sono cicliche? Dimostro che, affinche cid accada, & necessario e sufficiente
che, riferendo la superficie generatrice S della congruenza alle sue linee as-
sintotiche u, v, 'espressione della sua curvatura K abbia la forma:

1

== Fwrior’ “
dove ¢(u), ¢(v) sono funzioni di w, v rispettivamente. Due circostanze degne
di nota sono qui da rilevarsi. In primo luogo tutte le congruenze di Risau-
cour, che hanno a superficie generatrice una superficie della classe @), sono
cicliche, comunque si scelga la superficie S corrispondente alla S per orto-
gonalita d’elementi. In secondo luogo una tale congruenza é infinite volte
ciclica, poiché ad essa possono associarsi oo! sistemi normali di circoli, di
cui 1 raggi della congruenza sono assi. La determinazione effettiva dclle su-
perficie ortogonali ai circoli dipende da un’equazione di Riccati, che ha la
notevole proprieta di cangiare soltanto colla superficie generatrice della con-
gruenza.

Nei paragrafi seguenti tratto direttamente le superficie della classe «),
delle quali si ha subito un effettivo esempio nelle superficie conoidali rette.
Ma per rendere queste nuove ricerche indipendenti da quelle dei §§ 2, 3
(colle quali offrono tuttavia strette e notevoli relazioni) ho riprodotto nel § 4

(¥) Surfaces rapporties d leurs lignes asymtoliques et congruences rapportées d
leurs deévéloppables. Annales de 1" Ecole Normale Supérieure, tomo 6, 3. s¢rie, fa-
gina 333-348.
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la determinazione analitica, data dal sig. Guicmarp, per le congruenze sulle
cui falde della superficie focale si corrispondono le assintotiche, aggiungendovi
un’ interpretazione geometrica, che collega nuovamente questa teoria con
quella delle deformazioni infinitesime.

Nel § 5 comincio dal provare che alle superficie della classe a), sopra
mentovata, si & condotti anche dall’esame della questione seguente: Quando
accade che le due falde della superficie focale di una congruenza, olire al
corrispondersi per le loro linee assintotiche, abbiano in ogni coppia di punti
corrispondenti equale curvatura?

Si trova infatti che, in tale ipotesi, ambedue le falde appartengono alla
classe @). Inversamente ogni superficie S della classe a) & una falda della
superficie focale di oc® congruenze della specie richiesta; ne segue che ogni
volta anche la 2.* falda S, viene nuovamente ad appartenere alla classe a).
La determinazione di queste congruenze, assegnata la superficie S, dipende
da un’equazione di Riccary, la quale coincide precisamente con quella trovata
al § 3 per l'altro problema ivi trattato. Cosi alle superficic generali della
classe @) sono applicabili quel metodi di trasformazione, che per le superficie
pseudosferiche [corrispondenti al caso di ¢(u), ¢(v) costanti] ho studiato in
dettaglio, sotto il nome di trasformazione complementare e di Backruxp, in
una Memoria precedente (*) e che vengono quindi a costituire un caso par-
ticolarissimo della teoria qui esposta.

I1 § 6 tratta di una classe di superficie intermedia fra le superficie ge-
nerali della classe a) e le superficie pseudosferiche, queclle ciod in cui una
soltanto delle funzioni ¢(u), ¢(v) & costante, nel qual caso le linee K == cost.’
(linee di egual curvatura) sono altresi assintotiche. Pel teorema di Exnerer
queste superficie sono anche definite dalla proprietd che ciascuna linea as-
sintotica 4n un sistema & una curva a torsione costante. Se ne ha un primo
e semplice esempio mnell’ordinaria elicoide rigata ad area minima. Dimostro
che in ogni tale superficie le linee assintotiche a torsione costante sono divise
in parti proporzionali dalle assintotiche del 2.° sistema e la stessa proprieta
compete alle immagini sferiche delle linee assintotiche. S¢ ad una di queste
superficie S si applica la trasformazione sopra descritta per ottenerne una
nuova S,, si offre I"ulteriore particolaritd che gli archi corrispondenti delle
assintotiche a torsione costante sopra S, S, sono eguali.

(*) Tomo 13, serie 2.* di questi Annali,
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Alla teoria di queste superficie e delle loro deformazioni infinitesime si
riconduce 1'altro problema di trovare le superficie il cui elemento lineare,
riferito alle linee di curvatura u, v prende la forma:

ds* = Edu+ Gdv’,
P 1 VG . . . .
ove VE ¢ funzione della sola . Queste ultime superficie si ottengono

infatti come superficie focali delle congruenze di Risaucour, aventi per su-
perficie generatrice S una superficie della particolare classe @) di cui qui &
parola.

Nel § 7 riprendo in esame 1 sistemi normali di circoli e i sistemi tripli
di superficie ortogonali, cui danno luogo le congruenze di Riavcour trattate
al § 3, limitandomi al caso di superficie generatrici pseudosferiche. Tali si-
stemi tripli ortogonali sono caratterizzati dalla proprietd che sopra ciascuna
delle superficie ortogonali ai circoli le linee, Jungo le quali & costante 1] seg-
mento infinitesimo di normale a questa superficie, intercetto dalla consecutiva
nel sistema (linee di livello), tagliano sotto angolo costante « le linee di cur-
vatura. Queste superficie 3 possono anche definirsi direttamente per mezzo
della seguente proprieth. Il doppio sistema di traiettorie sotto 1'angolo co-
stante o di un sistema di linee di curvatura divide la superficie = in paral-
lelogrammi infinitesimi equivalenti, proprieta che pud utilizzarsi per tracciare
una carta della superficie che conservi le aree. Inversamente tutte le super-
ficie, dotate della proprieta enunciata, si deducono dalle deformazioni infini-
tesime delle superficie pseudosferiche per meczzo della trasformazione di Bi-
ckLunp. Notevole & il caso di « = 45° mnel quale le traiettorie isogonali in
questione delle linee di curvatura sono le loro bisettrici; esso corrisponde alla
trasformazione complementare.

La sfera pud considerarsi in infiniti modi come superficie della classe
superiore e cosl la ricerca dei doppii sistemi di linee che, intersecandosi sotto
angolo costante, dividono la sfera in parallelogrammi infinitesimi equivalenti,
si riconduce alla teoria delle superficie pseudosferiche.

In una Memoria che fard seguito alla presente tratterd la teoria di quei
sistemi tripli di superficie ortogonali, che contengono una serie di superficie
con un sistema di linee di curvatura piane, teoria che si collega intimamente
coi risultati del presente lavoro.
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§ 1. Superficie riferite alle loro linee assintotiche.

1. Consideriamo una superficie a curvature opposte e riferiamola alle sue
linee assintotiche w, v. Siano z, ¥, 2 le coordinate cartesiane ortogonali di
un punto della superficie e X, Y, Z i coseni di direzione della normale. Se
poniamo:

dX*+dY*+dZ*=Edw +2Fdudv 4+ Gdv®, 8))
avremo le note formole:
0t X 00X 0X
I 1 u +§ 1—5— EX
X _(12)8X | (12)0X
dudv j gdu+(2la——FX 2)
X 29 BX 20
=l s —ex

e le analoghe per Y, Z, dove gisrg sono i simboli introdotti dal sig. Cari-

sTorreL nella teoria delle forme differenziali quadratiche, calcolati per la
forma (1) (*). Le formole generali della teoria delle superficie applicate al
caso attuale danno i risultati seguenti (**). Indicando con

1
=
la curvatura della superficie, si ha:
ologh (12 olog: 12)
ou 2§ Z, T 1) )
de? + dy* + dot =2 (Lduw — 2 Fdudv 4 Gdo?). 4)

. e g (e . . . .
(*) I valori effetlivi dei simboli s s E che a noi occorrerd consilerare sono soltanto i

due seguenti:

3E _ ,0C
2y " T
(1}‘ 2(EG — F%

G E
12) Eau_P v
32,_ R(EG — k2

(**) 11 primo a porre in rilievo le formole del presente numero fu, per quanto io so,
il prof. Din1 {tomo 4, serie 2, di questi Annali).

Annali di Matematica, tomo XVIII, 40
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Affinche le linee sferiche u, v siano le immagini delle assintotiche di una su-
perficie ¢ adunque necessario che si abbia:

0 (12 0 (12
1)l R
Questa condizione & d’altronde sufficiente e, quando sia soddisfatta, la super-

ficie corrispondente sard ‘definita, a meno di un’omotetia, dalle formole (3) e
dalle altre:

0_x__ )\FaX RE@X(;

Eu—_TW' A 00 —_—
A=VEG - F? 6

0 a6 ox_awax | STVEETTY ©

ov A Ou A ov

insieme alle analoghe per y, 2, le quali, note le espressioni di X, ¥, Z per
u, v, permettono di determinare la superficie per quadrature.

2. Le formole (6) sono suscettibili di un’elegante ed utile trasforma-
zione (*). In forza delle identita:

_FoX  E X Y(')Z Z3Y>

A du A Gv ou 7 ou
GoX FoX
T s 1 2
le (6) possono scriversi:
Y 7 Yy 7
ox oz
e =M 0Y 82 | Zy,=—*0Y 0z
u Ou v do
ovvero, ponendo: . 3 3
t=\3X, »=WY, ¢=\1%, M
bn ¢ ¢ & § g
oz . 0 . 0z .
Fe=|0n L Ge—| 0L 8| =2 on
0 u w Ou u Ou
. (®)
n & ¢ ¢ & 7
0x oy . 07 "
=== 9n 00 |> 7z -=—1| 00 0% |> m-="1 0% 0n
0v ga2= ov = 2= v £ 22
ov 0o ov 0v v Ov

(*) Leuieuvre, Bulletin des Sciences Mathématiques, tomo 12, Pag. 126, ~ GuUICHARD,
Comptes Rendus, tomo 110, pag. 126,
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E poiche, per la seconda delle (2), X, ¥, Z sono integrali dell'equazione:

o | 2log\h 9o 8log\/13<p
8u3v_} 0v 8u+ ou +F

saranno £, n, ¢ tre integrali dellaltra:
020

dudv M, ()

ove sl ponga: .
1 (% .
M_V)t duco - &%)

Inversamente & importante osservare che, presa ad arbitrio un’equazione di
Laruace dalla forma (9) e tre sue soluzioni &, », ¢ linearmente indipendenti,
le formole (8) daranno per quadrature una superficie che avra le linee u,
per linee assintotiche e per curvatura totale:

1
E infatti, essendo &, », ¢ soluzioni della medesima equazione (9), le condizioni
d’mtegrablhth delle (8) sono identicamente soddisfatte. Riguardando z, ¥, 2
come coordinate di un punto P, la superficie S luogo del punte P avra evi-
dentemente 1 coseni di direzione della normale X, Y, Z proporzionali a £, », &,
siccheé ponendo:

K=—

A=E+» 1,
si avranno le (7). Dalle (8) seguono subito le formole:

oz ¢ oy 0Y |, 0z 0Z
Tu 8u+8u T T 50 Tu

oz 0 oy 0Y |, 0z 02
v av+3v 80+80 v

le quali esprimono che le linee u, v sono assintotiche sulla S. In fine, se si
pone, come sopra: :

dX*4+dY*+dZ*=Edw -+ 2Fdudv 4 Gdv’,
si avrd ancora, per le (8) o per le equivalenti (6),
de? 4+ dy* + dz2 = 2 (Edu* — 2Fdudv + Gdv?),

=0

=0,

ovvero:

il che dimostra la proprietd enunciata.
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§ 2. Congruenze di Ribaucour-Guichard.

3. Secondo un’osservazione fondamentale del sig. MouTsrp, la ricerca
delle deformazioni infinitesime di una data superficie S, supposta flessibile ed
inestendibile, equivale a quella delle superficie S corrispondenti punto per
punto alla S per orfogonalita d’elementi, in guisa cioe che due elementi lineari
qualunque che si corrispondono sopra S, S siano fra loro perpendicolari. B
infatti se ogni punto P=(x, y, 2) di S riceve, nella deformazione, uno spo-
stamento infinitesimo, le cui componenti secondo gli assi coordinati siano:

. €T, £Y, €z,

dove ¢ & una costante infinitesima (di cui si trascurano le potenze superiori), la
condizione perché I'elemento lineare di S non varii & espressa dalla relazione:

dedz 4+ dydy +dzdz=0.

Ora questa, riguardando x, y, 2 come coordinate di un punto P, le cui su-
perficie luogo si indichi con S, esprime appunto che S, S si corrispondono
per ortogonalitd d’elementi.

Chiameremo congruenza di RiBavcour il sistema di raggi che si ottiene,
conducendo per ogni punto P di S la parallela alla normale nel corrispon-
dente punto P di S, e diremo la S superficie generairice della congruenza.
Per stabilire, secondo Kumuer (*), le formole fondamentali relative a queste
congruenze, ricorreremo alle formole date dal sig. WEeiNearTEN nel vol. 100
del Giornale di Crelle (**). Quivi la ricerca delle deformazioni infinitesime di
una superficie S, ossia delle superficie S corrispondenti ad S per ortogonalita
d’elementi, & ridotta alla determinazione di un’unica funzione ¢ (Verschie-
bungs function). Riferendo la superficie S a un sistema di linee coordinate u, v
e ponendo:

det -+ dy* +dz* =Edw* 4 2Fdudv + Gdv?

—[@dzdX+dydY +dzdZ)y= Ddw + 2D dudv + D"dv’,

(¥) Allgemeine Theorie der geradlinigen Stralensysteme. Crelle’s Journal, Bd. 54.
(¥*) Ueber die Deformationen einer biegsamen unausdehnbaren Fliche.
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la funzione ¢ di WemvesrTen & definita dall’equazione a derivate parziali:

09 0,09 09 __ 1y0¢%
e (b___l’_a) 42 (D_a__&)] ;
VEG—F:.0u\ KVEG —F® 0v \ KVEG—F*

6D +ED" —3F D'
T te—r =0

(1)

D————-ED H : F: e la curvatura totale della superficie. Nota una soluzione

dove K =

qualunque ¢ di questa equazione si ha per quadrature una corrispondente su-
perficie S dalle formole:

p(x2 o EX)_p(x72 _,E)

ﬁ_g_ 0v ov _ du_ ° du

ou KVEG—F® @
[~ 00 0X [ ~09 0X

@=_D@ﬁrW§ﬂ—ﬂX%_?ﬂ)

dv KJVEG—F:

e dalle analoghe in 7, 2.

Giova per noi considerare il caso particolare in cui le linee coordinate
u, v siano le assintotiche della S. Mantenendo le notazioni del n$ 1, si dovra
porre allora:

D=0, D =WEG—F?, D'"=0
KVEG—F= —\EG— F?, F=—2F,
e quindi le (1), (2) diventano:

020 1 9logk 99 |, 1 dlogr o9 . *
8u80+ Tov Bu+2 ou 3_0+F?_ 1%
oz ( 09 BX)
oz _ a\x2e_,7%4
du ou ou 2%
ow de 80X
%——WXE—V%)

4. Cid posto, consideriamo la congruenza di Risaucour che si ottiene
conducendo per i punti della S le parallele alle normali nei punti corrispon-
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denti della S. Se poniamo:
AX*+dY*+dZ*=Eduw 4+ 2Fdudv 4+ Gdv®

0X ox 0X 0z 0X 0x 8X oz

e=27 o [=igoas =3 g=3am s

ed applichiamo le formole di Kummer (loc. cit.), avremo le due equazioni di
2.° grado:

(BG—FY)d+ [gE—(F+[)F +eGld+eg—1(F+fF=0 (3
(BEG—F3t + gE—(F+{)F+eGlo+eg—ff =0, (4

delle quali la prima ba per radici le ascisse d,, d, dei punti limiti e la se-
conda quelle d,, J, dei fuochi, mentre I'equazione differenziale:

(f'E—eF)du + |gE — (f— )F — ¢G}dudv + (9 F — fG)dv* = 0,

determina le due serie di superficie sviluppabili della congruenza. Ora., per
le (2), essendo:
K\VEG —F == —\VEG — F?,

si trova:
_FD—ED FD —ED . GD—FD
Vm g f= VEG —F* g f= VEG — F* i 2)
GD — FD"
~Tpe=r "

Sostituiamo nelle (3), (4), (5), osservando che se si indicano con r,, 7, i ragg;
principali di curvatura della S si hanno le formole:

DD"— D" : 2FD —ED"— GD

EG—pr " EG— F =rtr
e troveremo rispettivamente:
: 2__(1'1—7‘2\)2. 2 o%
32 == =17y ?2 (4:*)
Ddw 4+ 2D'dudv + D"dv* = 0. (%)

Si ha quindi il risultato: _
In ogni congruenza di RiBavcour la superficie S di partenza dei ragyi,
corrispondente per ortogonaliti d'elementi alla superficie generatrice S, & lu
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superficie media del sistema. Le sviluppabili della congruenza corrispondono
alle assintotiche della superficie generatrice (*).

5. Supponiamo che la superficie generatrice S sia a curvature opposte e
quindi, pel teorema precedente, le sviluppabili della congruenza siano reali.
Le linee sferiche, che ne sono le immagini, essendo altresi le immagini delle
assintotiche della superficie S, segue subito da un teorema di GuicHarp (Mem.
cit., § 4) che: Le sviluppabili della congruenza tagliano la superficie media
secondo un sistema di linee coniugate.

Inversamente: Ogni congruenza, le cui sviluppabili tagliano la superficie
media secondo un sistema di linee coniugate, é una congruenza di RiBAUCOUR.

Per dimostrarlo osserviamo che esiste allora (Guicaarp, loc. cit.) una su-
perficie, le immagini sferiche delle cul assintotiche coincidono con quelle delle
sviluppabili della congruenza. Prendendo queste linee per linee coordinate %, v,
per la superficie media della congruenza si hanno le formole (ibid.):

0z [op , o (12 DX
ou [%Jrzézip]x_f’au 2

TN

()

e le analoghe in 7, z, dove p, che rappresenta la semidistanza dei fuochi, &
una soluzione qualunque dell’equazione:
0% 12)0p | (1 2) dp [0 ¢ f
3u00+§ §9u+) V0v [Buz +3 é §+F )
Ora se si pone:
p=12g,

avendo riguardo alle formole del § 1, le 8) «) si mutano appunto nelle equa-
zioni (1*) (2*) di Wemearrex. Dunque la S corrisponde per ortogonalith d’e-
lementi alla S e la congruenza & una congruenza di Risavcour.

6. Facciamo una prima applicazione delle formole (3%), (4*) al caso in
cui la superficie generatrice S della congruenza & una sfera. Allora, avendosi
d=0, i due punti limiti coincidono e la (5*) diventando:

Edw 4+ 2Fdudv 4+ Gdvt =

dimostra che le sviluppabili (immaginarie) della congruenza hanno le gene-

(*) RiBaucoTr, loc. cit., § 188.
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ratricl appoggiate al circolo immaginario all’infinito; tali congruenze si dicono,
secondo Risaucour, ésofrope. Inversamente se in una congruenza i punti limiti
coincidono, essa & una congruenza isotropa. E infatti scegliendo per superficie

di partenza la superficie media S e per linee coordinate quelle che rendono
simultaneamente:

F=0, f+f=

ne seguird altresi:

Ora le equazioni:

3X oz

0X 0z , 0X 0x\__
¢= au u =0 f+f—z(—5— _1;+—_v-_u)~0’
0X Bx

esprimono appunto che la superficie media S corrisponde per ortogonalith
d’elementi alla sfera.

In secondo luogo ricerchiamo se una congruenza di Risaucour pud essere
costituita dalle normali ad una superficie. Per cid si deve avere:

d® =22, cioe r +7r,=0;

dunque: Le congruenze di RiBavcour che ammettono superficie ortogonali sono
tutte e sole quelle.che hanno per superficie generatrice una superficie d’area
minima.

Poicht le sviluppabili della congruenza corrispondono alle assintotiche
della superficie generatrice (n.” 4), ne segue che nel caso attuale: Le super-
ficie ortogonali alla congruenza sono a rappresentazione isoterma delle linee
di curvatura (*).

Inversamente si dimostra subito: Le normali ad una superficie con rap-
presentazione isoterma delle linee di curvatura jformano una congruenza di
RiBavcour la cui superficie generatrice é ad area wminima.

7. In una congruenza di Risavcour consideriamo i piani normali ai raggi
nei punti medii e la loro superficie inviluppo =. Ponendo:

W=3Xz,
sarh W la distanza del piano tangente della superficie = dall’origine. Appli-

(*) Ripavcour, loc. cit,. § 189.
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chiamo ora le formole di WeivearteN, relative alle coordinate tangenziali (*),

per trovare la somma dei raggi principali di curvatura p,, p, della superficie
inviluppo 2, avremo:

1 ? G%—F%
prtpe =2W 4+ —e= u — +-

VEG — F? VEG — F*? "
oW oW ©
ES— — F-—
+i( ov 8%)]
v\ VEG—F* /.
Ora dalle (2) segue: P 5
pzt—p2t
ow 0v 0 +2 X
0w JEG—F¢ u
e _ ple
ow Ym P Fu Gy g 0X,
ov VEG—=F: ov’

sostituendo mella (6) coll'osservare che per le (2) § 1 si ha identicamente:

1 3 sz%‘f FXE% 5 Emaa‘:f Fﬁo%—f
2W+'___: _— = — —}—80 e =0’

VEG — 7+ L0u VEG — F* VEG—F:
risulterd la formola richiesta:
) ((FD"—GD) 4+ (@D — rp)a‘f’)
u EG—F: +

(o +p)WEG — F?* = —

((FD’ ED) £ 1 (ED ~ FD)M)
+3v EG I )

Se la superficie generatrice della congruenza di Risaucour & una sfera, ciod
se la congruenza & isotropa si ha:

D:D:D'=E:F:Q,
e perd p, 4 p» = 0. Sussiste adunque il teorema (Risavcour, loc. cit., § 26).
In ogni congruenza isotropa ¢ piani normali ai ragge nel punto limite
inviluppano una superficie ad area minima.

(¥) Ueber die Theorie der auf einander abwickelbaren Oberflichen. Festschrift der
K. Technischen Hochschule zu Berlin, 1884, — Vedi anche K~osravcu: Allgemeine Theorie
der krummen Flichen, § 30.

Annali di Matematica, tomo XVIII, 41
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§ 3. Congruenze di Ribaucour cicliche.

8. Un sistema oo® di circoli si dirh normale quando ammetta una serie
di superficie ortogonali 2. Per un teorema di Riavcour, le superficie = fanno
sempre parte di un sistema triplo ortogonale e le superficie 2,, =, degli altri
due sistemi, avendo ciascuna un sistema di linee di curvatura circolari, sono
inviluppi di sfere (*). Insieme al sistcma normale di circoli consideriamo la
congruenza formata dai loro assi. Essa & una congruenza a fuochi reali, come
si rileva subito dall’osservare che il luogo dei centri delle sfere inviluppanti
una superficie 3, (0 Z,) ha appunto per tangenti gli assi dei circoli sopra X,
(0 3,). Riguardando ad ogni circolo del sistema come associato il suo asse,
si vede adunque che le sviluppabili della congruenza degli assi corrispondono
appunto alle superficie =,, X,, essendo queste il luogo dei circoli associati alle
loro generatrici. Inoltre se sopra 1’asse di un ecircolo del sistema il cui centro
sia O ed il raggio R i punti F,, F, sono i fuochi, l'ortogonality delle due
sfere che, avendo i centri rispettivamente in F,, I, passano pel circolo, ci
da subito la relazione che occorre ricordare:

OF,.OF,= R 1)

Diremo che una congruenza di raggi & ciclica quando essa & formata
dagli assi di un sistema normale di circoli.

Proponiamoci ora la questione: Quali congruenze di Risavcour sono ci-
clicke?

Sia S la superficie generatrice di una tale congruenza. Le sviluppabili
della congruenza essendo reali, saranno pure reali le assintotiche wu, v della
superficie S, alle quali potremo riferire la S colle formole del n.” 1. Indicando
con p la semidistanza dei fuochi sopra ogni raggio della congruenza, ciod
ponendo (n.t 4, 5):

p =19,
le coordinate x, y, 2 del punto medio del raggio saranno determinale dalle
formole:
0x 90 . 5(12 0X
= e el x et o
ox _ [dp 12 . 00X
me et 2|l x e Ty

(*) Cfr. il § 7 della mia Nota 2.*: Sui sistemi ciclict, Giornale di Battaglini, vol. 22.
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e dalle analoghe in y, z e p sard un integrale (qualunque) dell’cquazione:

322591;-1—%112 gzi+l2 69_{_[3?‘3 §+£/§1222+F] =0. 3)

Supponendo ora che la congruenza sia ciclica denotiamo con gcoss, essendo ¢
un conveniente angolo ausiliario (*), la distanza del centro del circolo dal
punto medio (z, ¥, 2) talche, per la (1), il raggio R del circolo sara dato da:

R = psena.

9. Dobbiamo ricercare la condizione perche il sistema oo® di circoli cos
racciato ammetta una serie di superficie ortogonali. 1ano di ogni circolo
tracclato tt erie di superficie ortogonali. Nel di og ]
del sistema tracciamo per il centro le due rette ortogonali parallele alle tan-
genti alle linee di curvatura nel corrispondente punto della superficic gene-
ratrice S e indichiamone con

ary By 74 %y fay 7
i coseni di direzione. Ponendo:
F=cosQVEG, 4)

cio¢ indicando con Q 1’angolo delle linee sferiche coordinate u, v, trovercmo
subito le formole:

o = _i_jL 0x 1 EE
| 2sen2 \/E Ou Vﬁ oo
2 =
1 | 12X, 1 axi ©)
Oy = - + ———‘_‘_ ~—(?
2cos Vi cu v Y
e le analoghe per B, 71, B, 7.. K utile dare a queste formole anche la forma:
%—}g =\E (alsen + ;08 %)

n*
0X _ VG (= Q 0 4%
-8_1) = — 2,560 — + agc(.)s?

Ora, essendo:

2, =« + peosa X, y, =y + pcosa, 2,=1z+pcossZ, (6)

(*) Il suo significato geometrico é il seguente:

w|a

¢ 'angolo sotto cui il yiano del

circolo taglia una delle sfere sopra considerate.
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le coordinate del centro del circolo, se nel circolo (%, v) del sistema tracciamo
un raggio qualunque e indichiamo con ¢ I’angolo che esso fa colla direzione
(a4y Biy 71) le coordinate &, », ¢ dell’estremo del raggio saranno:

£ =1, + R(«, c086 + a;s€nd), n =191+ R(B,cos6 + B,senb), )

1
¢ =2+ R(yico86 + y,send). @
Ponendo:
1 (B _ 1508808 1 0% 9k
T—Ez(a_eJ’ U=3 fraa’ V=Ew33, 500

dove le derivate parziali sono prese riguardando in £, », ¢ le u, v, 9 come
variabili indipendenti, per ogni superficie ortogonale ai circoli dovra essere §
una tale funzione di #, v da soddisfare I'equazione a differenziali totali:

Tdo + Udu+ Vo =0, A)

e, nell’ipotesi fatta, dovra essere identicamente soddisfatta la condizione d’in-
tegrabilita:

ou oV oV orT or oU
T(av 8u)+U(aO W)—I—V(a—u_ ”6) 0. B)

Essendo:
o+ B +vi=1, at+B+i=1, ayas + BB+ 717 =0,
si trova nel caso nostro:

T = pseno, U—cosﬁzagaa —senfla ,8—-1-psena2oc28a )
8)

V= cosezfxz% —senb3a, 88 -+ psencZa, aav S

10. Calcoliamo le somme che figurano nelle espressioni di T, U, V. Per
cid osserviamo che dalle (2), (5*), (6) segue intanto:

%x—z:= [%§(1+COSG)PE+23122IP]X—
— VE (1 — cosa)p [a, sen — - 2, €08 %]
o|x+
+VG(1+cOSG)p[—a,sen%+azcos%],

%ﬁ‘-= [aﬁ-gl—COSa)p +2§
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e quindi:
ox - Q 0 _
Zaig—'——\/E(l —QOSa)psenE, Sap ax; =—VE(1 —COSU)pGOS% z
ox Q ¢ - ©)
E“‘?,,“z— (1—}-cos<;)psen§, Say ax‘= \/G(l—{-cow)pcos?—-)
Per la somma 3« 0au tenend ti 1 !
) 25 endo presenti le (5) e I'altra Zaya, =0, troviamo
dapprima:
Sa S I {i@_)&i(i@_)ﬁ)_iaX 0 (1 9X\].
*u 2sen0 " |G 0v Ou VE Ou VE _87%(\/_(; W)J
ora:
10X 1 ox_ o
VE Ou @ 0 = 085
e percid, essendo:
.1 89X 9 (1 0X 00 1 0X 0 (1 0X
ZVG v 5u(vE 61&) SQDQW ZE%%(TG—W)
avremo:
pou 1 90 | 2 80X 2(1 0X
S = = g | W"‘TE ’a‘Ja‘J(\/—ga—)g

Facendo uso della formola (2) n.°

a%%“ 12;9){_” f _Fx,

la precedente diviene:

0o 1 0Q 2 12 F 0G
Z“M)u: 2seansenQW+\/_E;g—;[i E+F¥ Z 2Gﬂ-]’

e poiche identicamente:
Ejllzg_i_lefzg_i 0G _ EG—F2§112K=EseHZQj112(,

avremo finalmente:

3«; 8012 1 39 \/—E 12
—-Zag—a—u--—-zaiau—é-—u'-l' Gi I;SG‘DQ. (10)
Similmente troviamo:
kD das 1 90 \/E 12; %
Su 0t e =2 2 Ei2 sen (. (10%)
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Le formole (9), (10), (10*) bastano gia allo scopo indicato, ma nel seguito
ne occorrono altre che deduciamo facilmente da queste. Osserviamo percid
che dalle (5*) si deducono subito le seguenti:

Ea,aX —3X a——a' = \/ESGDEQ EagaX zXa”” = \/Ecos2
ou 2 ou 2
0X 0 Q 0X 0 9} (1)
Sa—— o = X—ﬂ———\/GsenE, Say = v:—ZX-—d—z_\/Gcoslgi-
Dalle (10), (10%), (11) risolvendo rapporto a Ooa O 02 O 00 ool
’ ! PP ou’ oo Ou O K

Posservare che le tre direzioni (X, Y, Z), (o, Bi) 71), (22, Bs, 7.) formano
una terna ortogonale otteniamo le formole accennate:

dau 1L 90, [E(12 Foon 2

=z %-{-\/53 . gsenQ az—\/Esen—Q—X

30(1_ 1 G(IQ Q

= |3 7, AR lsenﬂ]a,—{—\/GsenEX 0
g 1 \/E 12066 Q} 2x

ow |2 8u g . OS2

oo 1 12

_a_~_[§ Bv+\/E KSO]]Q]U,——\/GCOS—X /

11. Per il calcolo dell’equazione a differenziali totali & utile dare alle

(10) (10*) un’altra forma. Indicando con 1, 1 % curvature geodetiche delle

Pu  Po

G 90 G (12
"W+ij 9 gsensz

0@ E"12(
W_l—\/@i L sen Q.

e percid le (10) (10*) possono seriversi:

a1 00 E 9 o 190 VG
2 Ty Tu s T2 e T

linee sferiche %, v si ha:

Sostituendo i valori trovati nella .4) e dividendola per psens, troviamo per
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I'equazione a differenziali totali:

d@—g\/Etg—;—cos(ﬁ—l— ) ;%Z+‘/Pffdu+ -
—l—i&/@cot%cos(@—%)-—%%"—2+-\§—ldv=0. /

Sviluppiamo la condizione d’integrabilith B) osservando che l'elemento lineare:

ds}=FEduw 4 2Fdudv + Gdv

appartiene alla sfera di raggio =1 e quindi, per la nota formola di LiovvitLE
che da la curvatura, si ha:

1 (oo 9 (V_Z;_‘) av(\/E)E_l’

VEG — F20udv ou Pu v

clog:

e 9 (VG VE o yE
dudv 0 (Px) 30(’0) VE Gsen Q.

Col calcolo effettivo troviamo che tale condizione assume la forma:

Asend — Beosd = 0,

dove A, B hanno i valori seguenti:
A:sen%j%(\/ﬁtg -;-)—-a%('\/ﬁcot %) +
+2\/E!112£cot%coszg-—mlagljitg
B=cosglai(\/E ) %(V@cot%)-}-
—1-2VE§11 icot—senz +2\/Gz Itg%sen’%(-

Percheé la congruenza di Riavcour sia ciclica occorre adunque che si possa
determinare ¢ in funzione di %, v in guisa da rendere 4 =0, B =0, cioé:

0 (7 .6 —(12 6 —(12 G
%(VGcot—)=\/1&j ;cot—cosQ—\/(IS Etg§

%(Vﬁtg%) \/@i . g g 5 cosQ — \/ngicot . s
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Osservando le identita:
B Heman i
G Ou G(1 2
L@._VEEIQ 0039_112§
2F Ov E2 1y
possiamo dare a queste ultime equazioni la forma:

05 __ 12), s
gu 21 2§tg§ )

14
os _ _ Elggcoti- S "
ov 1 2
Eguagliando i due valori che ne risultano per 9—225%, col ricordare che si ha:
(12 l arﬂ
dul 1 0v ’
sl trova:
12 3 1 2 (12
2= 210 =2 f 2 (15)
ovvero per le (3) n.°
ﬂ_ = 15%
Budy (15%)

Perveniamo quindi al risultato: Perché una congruenza di Ripaucour sia ci-
clica é mecessario e sufficiente che la curvatura K della superficie genera-
trice S, espressa pei parametri w, v delle linee assintotiche abbia la forma:

- a)
{p(u) + ¢ (o))

dove ¢(u) & funzione della sola u e §(v) della sola v.
Si noti ancora che, essendo A = ¢(u) + ¢(v), le (14) integrate danno:

5 q.l(v)— k
tg?‘\/wwk’ (16)
denotando k£ una costante arbitraria. Ne segue che ad ogni congruenza di

RiBavcour, la cui superficie generatrice appartenga alla classe a), possono
associarsi oot sistemi normali di circoli 1 cui assi siano i raggi della con-
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gruenza, ciascuno di questi sistemi corrispondendo ad un particolar valore
di k& (*).

12. L’equazione a differenziali totali (13) offre la notevole particolarita
di dipendere soltanto dalla superficie generatrice S della congruenza e dal
valore scelto per % nella (16), mentre & affatto indipendente dalla soluzione p
della (3), ciod dalla particolare deformazione infinitesima della S che di luogo

alla congruenza. La (13), prendendo per incognita tg%, & un’equazione del tipo

di Riccatr e s'integra per quadrature, appena noto un suo integrale particolare.
Se indichiamo con w la costante arbitraria che figura nell’integrale 6
della (13), le formole (7), ovvero:

£ =1 + peosa X 4 psena(x cosh + a;5en 6)
n =1y + pcosa ¥ -+ psena(B,coss + B,sen6) (17)
£ = 2z -+ pcose Z + psena(y,c088 + 7:5€n6).

danno le coordinate &, », £ di un punto dello spazio in funzione dei parametri
u, v, w di un sistema triplo ortogonale (n.° 8). Qui verifichiamo direttamente
tale proprieth e troviamo la forma effettiva:

det 4 dn 4+ det = Hrdw 4+ Hido®* + Hidw?, (18

dell’elemento lineare dello spazio servendoci delle formole (5%), (12), (13), (14).
E infatti, ponendo:

E_AX-}-Ba‘—{-Cag, gg AX+B¢;+O°‘2)
BE =A"X+B'ay+C"a
Z_=AY+B/3,+032, —a—=A’Y+B'B‘+C'ﬁu
a—"—~A”Y—{— BB, +C"

0% a2 ,
s2=AZ+ By, + Op, so=AZ+By+Cp,
ZC —A',Z+B )’A+O 721

(*) La proprieta di essere infinite volte cicliche é una proprietd caratteristica di queste
congruenze ; ad ogni altra congruenza ciclica corrisponde un solo sistema normale di circoli
come dimostrerd nella prossima Memoria,

Annali di Matematica, tomo XVIII. 42
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troviamo:
A = (cose + 1)L, B —coséseno L, C —sendsencl )
A = (cose — 1)L, B' = cosfsens L/, C' — sendsenc L’
’ 1! e "
A"=0, B =—psen6sena%, C —_—‘ocosesenag—is
dove L, L' hanno i valori seguenti:
_0p .0 Q coss (12
L~9u VEthSen(6+2)p+2l+coscg2!‘0
. 0p Ao O Q) ., coss 12;
L—%+\/Gcot2sen(€ E)p p S8,
Ora si verificano subito le formole:
AA+BB +CC' =0, AA"+BB"+0CC"=0,
A"A4+ BB+ C"C=0,
e ne risulta quindi la (18) coi seguenti valori per H,, H,, H,:
. s[op _ Fi. 5 Q 2coss (12)
H,-—2cos2 [?m \/Iith sen(e-l— 2)p+ 1+cosa§ 9 S‘o]
. s[op Tt O o 2¢o0s 3 (12i
H2_2sen2[av+\/Gcot2sen(€~§)p—-1—_—€08—c? ] p] (19)
00
H, = psenc 5

13. T raggi principali di curvatura 7;,, 75, delle superficie w = cost.® or-
togonali ai circoli sono dati, secondo le note formole di Lawmk, da:

— Q — Q
1 8H¢__VECOS(6+§) 11 8H2=VG°°S( 2).
131 - HsHl Bw - COS% 'Hl ’ 732 HsHe 8w seng- . Hz

Per mezzo di queste formole & facile vedere che scegliendo convenientemente
la soluzione p della (3), si pud sempre ottenere che fra le superficie ortogonali
ai circoli figuri una sfera di raggio arbitrario a. Indicando infatti con 4, 1'in-
tegrale particolare della (13), che sostituito nelle (17) deve dare una sfera di
raggio a, basterd determinare p in guisa che soddisfi la (3) e insieme le
altre due:

Yau= 0« T3 = @,
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ovvero:
20 = s Q) _g_oose (12)
e \/Etggsen(ﬁo-!-?)P Zl—-f-COSO' i‘o
a\'E o
._1+cosccos(90+§)
; 12 0
- cosa
5;-—--—\/Gcot—sen( )P"‘ 00863 1 EP+
G Q
+1_COSGCOS(50~———2—)'

Ora, tenendo presenti le (13), (14), si verifica con facilith che la condizione
d’integrabilitd per le equazioni simultanee (20) & soddisfatta e il loro integrale
comune, che, per la forma lineare delle (20), si ottiene con quadrature, sod-
disfa altrest la (3).

Particolarmente interessante & il caso in cui si faceia ¢ = 0, cioé la sfera
si riduca ad un punto. Per questo punto fisso vengono allora a passare tutti
i circoli del sistema normale. Gli integrali particolari della (3), qui considerati,
danno luogo (n.° 5) a speciali deformazioni infinitesime della superficie gene-
ratrice S, sulle quali avremo occasione di ritornare in seguito. (Cfr. n.° 22.)

§ 4. Congruenze sulle cui falde della superficie focale
si corrispondono le linee assintotiche.

14. Supponiamo che in una congruenza di raggi le assintotiche (reali)
delle due falde S, S, della superficie focale si corrispondano. Sulla S pren-
diamo a linee coordinate le assintotiche #, v e riteniamo le notazioni del
§ 1 mentre per la superficie S, le quantitd analoghe si distingueranno col-
Pindice 1. Siano adunque z, ¥, 2; 2, ¥, 2, le coordinate di due punti cor-
rispondenti ¥, F, sopra S, S; avremo le formole (§ 1):

n & g ¢ i
0 0 0z .
ou Ou 5@&&:5"5 “5 “ o)
n € n
0 01 Y Az iz..—- .
Zo==| ol =T R BEp gy T 0k o
90 v dv Ov dv 00
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9 M C'l ’ Byx__ & E: 1 924__ g1 m ’ \
ErR A A i (ISR A Fu | 25 m
ou Ou { 0u Ou ou Ou
. J @)
. m & a?/ g & ” £, m
1 . 1 .
To |0 0Ly Gy =0k B4 e Gy =T 04 dn
0v v ov 80‘ ov  0v | |

Il raggio F'F,, essendo per ipotesi tangente in F alla S e in F, alla S,,
dovremo avere:

E@y —o) Yy —y)+¢( —2) =0

@ —a)+nyy—y)+ (e —2) =0,
e potremo quindi porre, indicando con # un conveniente fattore di propor-
zionalita:
n & & &
n & £
Derivando queste ultime rispetto ad u e moltiplicando le equazioni ottenute

ordinatamente una prima volta per &, », ¢, una seconda volta per £, », ¢, e,
ciascuna volta, sommando otteniamo:

X, — X =="m

, pi—y=m (3)

, & —z=m
&

& 7 ¢ | & »n ¢ | £ 2 ¢ & n
54 m & —m ‘Ea A C: , &'x 4 & —m 51 n ¢
0w 0u Ou ou Ou Ou . ou du Ou ou 0w Ou

Se adunque non sono nulli 1 due determinanti del 3.° ordine seritti, cid che,
per le (1), implicherebbe la relazione:

Exg—z-}-m ny-{-Cx 0, a)

ou

sara m®==1. Ora operando nello stesso modo sulle (3) col derivare rispetto
a v, se ne trae nuovamente m® =1 a meno che insieme alla «) non sussista
altra:

Cla +ﬂia'/+gl"‘—0 ﬁ)

Ma la coesistenza delle «) B) porterebbe la proporzione:

Evimigy =4 i,
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ciod le normali in F, I, alle S, S, sarebbero parallele e conseguentemente S, S,
coinciderebbero, caso che naturalmente escludiamo. Sara dunque m = %1 e
potremo senz’altro porre m ==1, bastando nel caso opposto cangiare per es.
i segni di &, », & cioé il senso positivo della normale alla S,. Cosi le (3)
diventeranno:

m & & &

n & g &

e quelle che se ne ottengono per derivazione rapporto ad » e v potranno
seriversi, per le (1) (2):

Ea R

, (3
AN CY

X, — T = ) 2y — R =

y %“3/:]

i+, &i+¢ &L+¢, E o+ ¢
di—n) 3L =0 =0, 0L —10 {)(E,_E_l =0,
bu ou ou ou
£+ ¢, m
0 —58  m—n)|=0
tu Ou
M, &i—¢ L — ¢, E— %
am4m  9&L4+9 =09 2G+Y  aE+E =0,
| av ’ 50 ap ? 80

I 51_57 n—n

l 3(61+£) a(m—l—‘n)
v 0o

= 0.

Indicando adunque con «, 8 due convenienti funzioni di #, v possiamo porre:
L — & ; 0(n — nq) ol —U , ,
?_(_E_)=a(g+gi)’ i("_i=a(,,+m)’ ‘_M_).=a(g+ z) (4

ou ou
0(¢+¢& . 0n 26420 .
CED _pe—g), 2o g, M gr—r) 4
Deriviamo ciascuna delle (4) rapporto a » e sommiamola colla corrispon-
dente (4*) derivata rapporto a w, ricordando (n.° 2) che &, », ¢ sono inte-

grali della medesima equazione di LarrLacE:

0t

duov

Mo, M=l7 Ve p. )
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otteniamo cosi:

(230 —2ap -5 — P)_(ex o),
(230205 — 2~ 22}, 212 _28), )
(2M— 2af— 2% — -g—i);=(%% — %)gl, |

Moltiplicando ordinatamente queste ultime per —g%, Z—Z 5 g—z e sommando e

e oy o
dv’ 0v’ Ov
o o 0~ 0P 0y

(5‘7; ‘(E'E)u-lp“ﬁu—'_g’au) 0, (8@ 8z¢)(g’ﬁv+ gy T4 )

I secondi fattori non potendo essere simultaneamente nulli per quanto si &
visto sopra, sara necessariamente:

similmente per abbiamo:

dopo di che le y) danno:

81480=MP’

e dimostrano che p & un’altra soluzione della equazione (5) di Larrace cui
soddisfano &, », ¢. In fine la (4) (4*) diventano:

. dp  0(E—E&) 0p _ 0(n—mny)
(€+E‘)%— du ? (n+nl)a_—_p 'du ’
_p_ B(C-—Cs)
(C+c1)a au
9o 0+ &0 9+ m) ©)
(5—51)3_52’10 P ('ﬂ"“‘m)a—;_—' BT
69__ 0L+ L)
(c'—‘:l)'%*lo 70 ? k
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e possono anche scriversi sotto la forma:

? _ B¢ Lo 2 _,0n __ 0p
T PE) =p g —ig, 5g P =po =g
0 ot dp
o PE) =Pz — L5,

(6%)
2 AT on , 0
go P =—egytEg g em =g gy g

0 . 0% dp
8—0(.051)——92—0-1‘?;5';'

15. Inversamente & facile ora vedere che, supponendo data S, si ottiene
sempre una congruenza della specie voluta di cui S & una falda della super-
ficie focale, prendendo per p una soluzione qualunque dell’equazione (5) di
Laprace cui soddisfano &, 5, ¢, calcolando con quadrature &, », ¢, dalle (6%)
che soddisfano allora alle condizioni d'integrabilitd e sostituendo nelle (3%).
E infatti derivando ora le (3*) osservando che le (6%) equivalgono alle (6) ne
risultano le (2) per cui le linee #, v sono intanto assintotiche anche sulla S,.
Poiche inoltre:

E@ —2)+nlyy —y)+ (e —2)=0
Ei(xi — x) -+ Vh(?/t _fl/) + cl(zi - z) = 0,

la congiungente FF, di due punti F=(z, y, 2), F,=(z, y, 2,) che si cor-
rispondono sopra S, S, tocca in F'la Se in F,la S,, ciot S, & la 2.* falda
della superficie focale della congruenza formata dai raggi F F,, ¢. d. d.

B questa la soluzione analitica, dovuta al sig. Guicaarp, del problema
enunciato.

Pogsiamo dedurne subito una conseguenza che merita di essere rilevata.
Avendosi:

ElZVTIXU m=\/3\—1Y4, Ci=vTiZ1;

se indichiamo con ¢ 1’angolo dei due piani focali, ossia I’angolo di due nor-
mali corrispondenti di S, S, risultera:

£& 4 an+ C&i= VX X,cosa.
Le (3*) danno quindi:
(&, — 2)* + (y» — y)* + (2, — 2)* = Ak,8en’c,
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e poiché & =V (z, — )t -+ (y, — y)* + (2, — 2)* rappresenta la distanza dei
due fuochi e conseguentemente ST(\I’I—' quella dei punti limiti, mentre le curva-

ture K, K, di S, S, sono date da:

1 1
=—3? K, =— 37
avremo:
5 \4

KK = +(%52
ciot il teorema: In ogni congruenza, sulle cui falde della superficie focale
st corrispondono le linee assintotiche, il prodotto delle curvature delle due
falde in due punti corrispondenti uguaglia Uinversa della quarta potenza
della distanza dei punti limiti.

Nel caso di o =g— la congruenza ammette una serie di superficie orto-
gonali, 1 cui raggi principali di curvatura sono funzioni I’uno dell’altro, e si
ricade nel noto teorema di HarpueN relativo alle due falde dell’evoluta di una
tale superficie. )

16. Perveniamo facilmente ad una notevole interpretazione geometrica
delle formole (6) (6*) di Guicnarp osservando che ove si ponga:

pbi=x, pm=y, pL=2
t=\1X, n=\/—l—Y, t=\V1Z

p= V—X‘P )
Pequazione:

1 oeyn

dudv (ﬁ a_u%_F)f”
cui soddisfa p e le (6*) si mutano appunto nelle formole di WemaarTEN (1%)
(2%) n.° 8, che definiscono una deformazione infinitesima della superficie S.

Per quanto sopra si & visto, ne risulta quindi la seguente generale co-
struzione geometrica per trovare le congruenze della specie proposta, asse-
gnata che sia una falda S della superficie focale:

4) Si consideri una deformazione infinitesima qualunque della super-

ficie S e per ogni punto F di S, nel piano ivi tangente, si conduca il raggio
perpendicolare alla direzione dello spostamento che subisce il punto F' nella
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deformazione; i ragg: tangenti alla S cost costruiti formeranno una con-
gruenza della specie voluta (*).
Inversamente sussiste il teorema:

B) Quando sulle due falde della superficie focale di una congruenza si
corrispondono le linee assintotiche, ciascuna di queste superficie é suscettibile
di una deformazione infinitesima, nella quale ogni suo punto si sposta pa-
rallelamente alla normale nel punto corrispondente all’ altra falda (**¥).

Come esempio, consideriamo una superficie S applicabile sopra una su-
perficie di rotazione. Essa ammette una deformazione infinitesima in sé stessa,
nella quale ogni punto P di S si muove sulla superficie nella direzione di
una linea trasformata di un parallelo. Dal teorema I) segue quindi che le
tangenti alle deformate dei meridiani formano una congruenza della specie
in questione. Si ha ciot il teorema di Risavcour: Sulle due falde dell evo-
luta di una superficie, © cui raggi principali di curvatura sono funzions
Puno dell’ altro, si corrispondono le linee assintotiche.

Similmente da B) segue il teorema inverso.

Senza trattenermi per ora a rilevare ulteriori conseguenze dei teoremi
A) B) mi limiterd qui ad osservare che le note proprieta della trasformazione
di Backrusp per le superficie pseudosferiche (***) provano Vesistenza di par-
ticolari deformazioni infinitesime di queste superficie nelle quali la direzione
dello spostamento di ciascun punto & inclinata di un angolo costante sulla
superficie.

(*) Si osserverd che la costruzione riuscirebbe indeterminata solo quando ogni punto
ricevesse uno spostamento normale alla superficie; ma allora la .S sarebbe un piano, caso
ovvio che trascuriamo.

(¥¥) Si osserverd che nei teoremi A) B) non vi & pin traccia dell’ipotesi fatta che le
linee assintotiche siano reali. E infatti essi valgono anche nel caso di superficie focali a
curvatura positiva. Per queste superficie si pud stabilire un sistema di formole perfetta-
mennte analogo a quelle di LELIEUVRE e GUICHARD riportate nel presente paragrafo, senza
rinunciare alla realitd delle linee coordinate. Basta per ci0 introdurre a sistema coordinato
un sistema (%, v) isotermo rispetto alla forma differenziale Ddu?+2 D'dudv + D" dv?
che renda cioe D= D" D'=3. Su tali formole, importanti per la teoria generale delle su-
perficie, ritornerd forse in seguito.

(¥#%) V. la mia Memoria nel tomo 13, serie 2.* di questi Annali e il § 5, 6 della
presente.

Annali di Matematica, tomo X VIII, 43
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330 Bianchi: Sopra alcune nuove classi di superficie

§ 5. Superficie in cui la curvatura K,
espressa pei parametri #, v delle assintotiche, ha la forma

—_— __.1__.. a)
lp(u) +d(o)f

17. Arriviamo in altro modo alla considerazione della superficie del § 3,
generatrici di congruenze di Risaucour cicliche, proponendoci la questione
seguente:

In quali congruenze accade che sulle due falde della superficie focale si
corrispondano le linee assintotiche e inolire le curvature totali delle due falde
in ogni coppia di punti corrispondenti siano eguali?

Per risolverla ricorriamo ai risultati e alle formole del paragrafo pre-
cedente, osservando che nel caso attuale si ha per ipotesi:

=840+ 8=2 M
e indicando con ¢ I'angolo dei piani focali si ha inoltre:
E& + nm + L& = Acosa. (2)

Ora moltiplicando le tre prime (6) n.° 14 per &, 5, £ e sommando risulta

per le (1) (2):
1 92 0

0p _
7&(1—|—COSG)-3—1-¢-—‘0(§8-—%—25% ) )

mentre operando nello stesso modo sulle medesime equazioni con &, ni, &
risulta:

0o (¢r 06 1 0%
)\(l—I—COSc)%—p(ZE,a—@?——?— %), ,8)
e confrontando «) ) coll’osservare la (2), abbiamo:
(1 — cos )alog ——senc%- o¥)
Trattando analogamente le tre seconde (6) n.° 14, si ottiene:
(1 + cos )alog = senq g—:- £%)
Le equazioni a*) ﬁ*) possono scriversi come le (14) n.° 11:
s G
232 tgr, o= 2§ gcot§,
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2
e danno nuovamente per condizione d’integrabilita 53—;@ =0, cioé:
1

{o(w) + ¢ ()
Dunque: Se in una congruenza si presenta la circostanza supposta, ambedue
le falde della superficie focale appartengono alla classe a).

Nei seguenti numeri vedremo che ogni superficie della classe a) & su-
perficie focale di oo® congruenze della specie richiesta.

18. Prima di procedere alle indicate ricerche sard bene che esaminiamo
un caso semplice di superficie delld classe a). Intanto tutte le superficie pseu-
dosferiche vi appartengono corrispondendo al caso di ¢(u), ¢ (v) costanti; un
‘ulteriore caso di particolare interesse, quando ciod una sola delle funzioni
¢(u), ¢(v) & costante, verrdh esaminato nel paragrafo seguente. Qui, rimanendo
nel caso generale, dimostriamo:

Tutte le superficie conoidali rette appartengono alla classe a).

Prendiamo ’asse del conoide retto per asse delle z e indichiamo con w,
la lunghezza di generatrice, contata dall’asse e con » I'angolo che essa fa

coll’asse delle z. Le formole che danno le coordinate di un punto del co-
noide sono:

K=K‘=

X =u,c08v, Y =1usenvy, z2=¢(v),
essendo ¢(v) una funzione arbitraria di », la cui forma speciale individua il
conoide. Tenendo le solite notazioni, troviamo qui:
E=1, F=0, 6 =i+ ¢*(v)
D = O D, = - __________—_@ (U) 5 .D” = ———____.u‘cp (1’)) b)
Vi + 972 (0) Vg + ¢ (v)
et
tul + 9 (o))

L’equazione differenziale delle linee assintotiche del 2.° sistema sard dunque:

2D'du,+ D"dv =0,

quindi:

ossia:
dus 1 o' (v)
) 9’ (v) do.
Ponendo adunque:
U1
=u
Vo)
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332 Bianchi: Sopra alcune nuove classi di superficie

le linee assintotiche del conoide retto sono le u = cost.® e le v = cost.® (ge-
neratrici). Ora, risultando:

1
K=

RGN
vediamo appunto che la superficie appartiene alla classe a).
Per queste superficie 1’equazione (5) n.° 14 da cui dipende la ricerca
delle deformazioni infinitesime della superficie diventa:
il )
duge 7
e s'integra immediatamente.
In modo diretto si pud far derivare il teorema del presente numero dai
risultati dei n.t 14, 15 considerando i tre seguenti integrali della y):

E=v, n=¢(v), §=u,
ove ¢ (v) & funzione arbitraria di », che danno appunto per X =& 4 n* ¢

la forma voluta. La corrispondente superficie della classe a) si ottiene se-
condo le (8) n.° 2 dalle formole:

=), y=—ur, z=[[pO)—o¥)dv,

ed & appunto un conoide retto (generale) le cui assintotiche somo le u, v. In
fine osserviamo che prendendo !’integrale ¢ =1 della y) per costruire una
superficie corrispondente al conoide per ortogonalita d’elementi troviamo la
superficie cilindrica:

v =v, ¥ = ¢(v), Z=—1u,

e la corrispondente congruenza ciclica di Riaucour consta delle rette ap-
poggiate all’asse delle z e ad una curva arbitraria tracciata in un piano
perpendicolare all’asse stesso (¥).

19. Supponiamo ora data una superficie qualunque S della classe a) e
cerchiamo di costruire effettivamente una congruenza della specie indicata al
n.° 17, di cui la S sia una falda della superficie focale.

Riteniamo per questa superficie le solite notazioni e indichiamo, come
al n.° 9, con ay, Biy 715 a3, Bsy 72 i coseni di direzione delle tangenti alle
sue linee di curvatura, sicché sussistano le (5) (5*%) n.° 8 e le (12) n.° 10.
Sia poi S, la 2.* falda della superficie focale e o I’angolo delle due normali

(*) Cfr. GuicHarD, loc. cit., § 4.
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alle 8, S, in due punti corrispondenti F, F,; pel n.° 15 la lunghezza del
segmento F'F' sard:
FF,=)senos.

Se indichiamo in fine con 9—; I’angolo che la direzione F'F, fa colla

(215 Biy 70) (*), le coordinate z, y, 2 di F, saranno date dalle formole:
Z, = & + Asena (e, 5end — a,cos6)
Yy, ==1y -+ Asenc(B,send — B, cosf) (3)
2, =2 -+ ksena(y,send — y,cos4),
e dovremo ora ricercare se si possono determinare g, ¢ in funzione di u, v
in guisa da soddisfare alle condizioni imposte.
Per cid, cominciamo dall’osservare che la normale in F, alla S, dovendo

formare !'angolo ¢ colla normale in F" alla S ed essere perpendicolare al seg-
mento F'F',, avrd per coseni di direzione X,, Y., Z, le espressioni seguenti:

X, = cosa X + sena (2,089 4 «,sen6)
Y, = cosa Y + sena(B,cos8 -+ B,send) (4)
Z, = cosa Z -+ sena(y,cos6 + y.senb),

e si dovrd avere in primo luogo:

X224 v % 7% 0 |
x, 0o Bxi i Y‘b’y, 170 8za ~0, S (%)
ove per X,, Y,, Z, si pongano i valori (4) e si calcolino %, % cee.
dalle (3). Ora, avendo riguardo alle (5*) n.° 9 e alle (12) n.° 10, troviamo:
021 — AX + Bai+ Ca, . _AY 4+ B, + Cfi,
Y% AZ + By + Cre
2y at,i (6)
—a— =AX+ Ba + Ca, =AY+ BB+ C'B,
aaz. AZ+B74+C}'27

(*) Come si vedra, conviene adottare questa denominazione pel confronto colle for-
mole del § 3.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



334 Bianchi: Sopra alcune nuove clussi di superficie

dove A, B, C; 4, B, C’ hanno i valori seguenti:
A= l\lFsemcos(@ + 2)

W e 2 g2 sen o) 00 1_89_\/‘57 12 ]
= —A\E cos 3 -+ send T +2s enccose[g—— M 7,;1 1 zsenQ_
— WFeen @, 0(Asens) 06 190 _\/E 12

C= \Esen 5 — 0080 ———— —}—Asenasenelau 5 T ai 0 gsenﬂ]
, — Q

A= IVGsenacos(e—-g-)
- e o(hsens) 06 , 100 v 12

B = 1/Gcos 3 -+ send . +7nsenc;vcos9[a —{-2 T 4 E senQJ
- Q 0 (Asen 1) 06 100 \/ 12

C'= 1\/Gsen—2——co 86 —— 7 -{—Xsenasen&[8 + = 35, + Eé Esenﬂ]

Le (5) diventano quindi:
Acose + seng(Bceosd 4 Csend) =0
A'coss + sens(B'cosd + C'send) =0,

ovvero:
06 =, 6 1 0Q E(l12
Sy = \/Etggcos(e—l— 5 8u+\/Gl 1 senQ / .
> i
00 — ., a Q 1 00 G(l12
a—5=—VGCOt§COS(9—§)—§' W_\/E' 2 gsenQ, \

queste equivalgono precisamente alla equazione a differenziali totali (13) n.° 11.
Esprimendo ora che anche sopra la superficie S, le linee u, v sono assin-
totiche, dimostreremo che I’angolo ¢ deve soddisfare le equazioni (14) n.° {1:

312;t o5 12

G
02 _ g %=—-211§cot§, )

ou
le quali integrate danno la (16) n.°

%
to 2 \/Y (v) . ]
53 Vet &
Come ivi si & visto, le (7) ammetteranno allora un integrale comune 6 con-
tenente una costante arbitraria.
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1 Jxy
A

+ g(l - cos::)\}E'cosecos(O—l— ﬂ) + senfcosc 0s _ 2senfsenc

1 O
A

+ ;— (1 4+ cosa) VG cos6 005(9 - —g) -+ send 003022 — 2senfsenag l

+ 3—- (1 4 coso) \/Esené’ cos (9 — %) — cos6 cose g-% 4 2cos6sens 112g + V_G- sen —(2}— oy
D’altronde derivando le (4) troviamo:
05‘%— —seno \/Esen(e—}— 2)+8 E +
-+ 5(0080. — 1)\/F_sen9cos(6 + -2-) + cos&co&:% + \/Eco&:sen% ay +
= Q 06 5 o)
-+ ’(1 — ¢080) \/Ecosﬁcos(@ + 5) + sengcoss -+ VEcosa cos 3{ ds)
(10)
%'-:—senc VGsen(@———)—l—av X+
+ ’(1 + coso) |G sendcos (9 — -2—) -+ cosfcora g—: — {G'cosesen %— o+
— Q 06 — Q
4 1— (14 cOSa)\/(xcosﬁcos(e — ?) + sengcoss — + VG cose €08 {2
e costruendo le equazioni:
0X1 0 00Xy 02
2w P a0 %)

e di sistemi tripli ortogonali. 335

20. Le equazioni (6) diventano per le (7):

= VEsenac%(e—{— )X+

ou

g(l — cos::)VEsen@cos(&-{— ) — cosecOSa — + 2cosdsena g + VEsen o

i VG senacos(e— —)X+

dv

le quali esprimono che le linee u, » sulla S, sono assintotiche, troviamo ap-
punto le (8).

Inversamente & facile ora provare che assegnando nella (8*) alla eo-
stante & un valore arbitrario e prendendo per ¢ una soluzione comune delle (7)
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336 Bianchi: Sopra alcune nuove classi di superficie

si avrd una congruenza della specie voluta. E infatti, avendosi:

0 RN
ZX‘W'—_—-O, 2X1%=0,

la superficie S, luogo del punto (z, ¥, 2,) sard la 2.* superficie focale della
congruenza costruita e le linee u, v, trovandosi verificate le «), ne saranno
le linee assintotiche. Resta a provarsi che le curvature K, K, di S, S, in
due punti corrispondenti sono eguali. Cid risulta facilmente dal teorema del
n.° 15 e discende anche subito dalle (8), (9), (10) poiché troviamo:

< 0x\2 ~2 e X1 \? 0xs 0.y e ;_3_};1 ?_)é
‘(0—‘)=2(—) 2 T T TN e T
Bx. 2__ o B_X_:)?
Z(%-)—)\E(av 5
e quindi:
1
K‘——__)F:K'

Perveniamo adunque al risultato:

Ogni superficie della classe a) é superficie focale di oo® congruenze della
specie richiesta; queste sono definite dalle formole (T) (8).

Si osservera che, per la dimostrazione fatta, queste sono le uniche con-
gruenze per le quali accade che sulle due falde della superficie focale si cor-
rispondono le assintotiche e le curvature delle due falde in due punti corri-
spondenti sono eguali.

E utile osservare che dalle (10) ponendo:

dX;+dY'4+dZi=Edw + 2F ,dudv 4+ G,d?,

seguono le altre:

B, = E+43122§tg§[%122§tg%+ \(Esen(ﬁ—kg)] )

(11)
G, =G+ 4ill2gcot%“]12§cot23 - \/ﬁsen(e— %)] 5

21. La coincidenza delle equazioni (7) colle (13) n.° 11 dimostra che
fra il problema del presente paragrafo e quello trattato al § 3 passa una
notevole relazione di cui sarebbe interessante conoscere l'origine geometrica.

Per fissare le idee, supponiamo nella formola (8%) assegnato alla co-
stante £ un determinato valore, cosicché corrispondentemente alle oo! solu-
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zionl ¢ delle (7) avremo oo! congruenze A della specie richiesta, aventi a
comune la prima falda S della superficie focale, mentre le seconde falde S,
formeranno un sistema oo!. D’altronde se scegliamo una particolare super-
ficie S, corrispondente alla S per ortogonalith d’elementi, avremo una con-
gruenza ciclica I' di Risavcour conducendo pei punti di S i raggi paralleli
alle normali nei punti corrispondenti di S (§ 3). Dal valore scelto per £ verra
fissato un sistema normale di circoli C di cui i raggi della T' sono gli assi
ed ogni soluzione particolare ¢ delle (7) individuera altresi una delle super-
ficie 3 ortogonali ai circoli C; per tal modo viene stabilita una corrispon-
denza univoca fra le oo superficie S, e le oot superficie X. Riguardando ad
ogni punto I, sulla S, come corrispondente sopra 2 il punto M ove 3 in-
contra (normalmente) il circolo C, dalla notata coincidenza risulta la seguente
costruzione geometrica per dedurre da una S, nota la corrispondente 3. Sia
I', un punto di S,, F il corrispondente di S talché la retta I'F', & un raggio
della congruenza A che ha per superficie focale S ed S,; sia poi « il raggio
della congruenza I' corrispondente al punto F' di S e C il circolo del si-
stema normale avente per asse il raggio «. Conducendo il raggio del ecir-
colo C perpendicolare alla F'F, il suo estremo 3 dard il punto della 3 cor-
rispondente ad F sulla S,.

22. Delle proprieta al n.° 20 diamo un’altra dimostrazione che si ap-
poggia direttamente sui risultati generali dei n.i 14-15 (*). Per cid basta pro-
vare che se si pone:

, - - _ S (12)
L=VX, w=0Y, =\17,
e si determina convenientemente una soluzione E dell’equazione:
R - 1 dlogx dlogx
—auav = — {¢08Q V.EG - 4— -—‘805 oof KR, a)
sussistono le formole (6) n.° 14:
. R _ pd(E—&) OR _ 5 0(n—m) ()
)t ple =S, 9a __ g — ), or_
G+2) ou E ou (7 +m) ou R ou ((:Jr(:’)?ju k ou (13
. L 0R _ LDELE) 6R o 0(n-tn,) 0R Lo+ VY
C-f)gy=B—g" t—n)gy=R—7F— (-t y=0=F""

(¥) Si osservera che i caleoli al n.° 20 si potrebbero molto abbreviare assumendo gia
come necessarie le equazioni (8), quali risultano effettivamente dal n° 17,

Annali di Matematica, tomo XVIII, 44
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Ora, tenendo presente le (12) e le (10), troviamo:

3gr=1, =1, 3¢, =coso \
0% 98, 1 02 0% 08 1 01X
-2 — -—i=— — v — — -—;l-=— e
23 cu 24, ou 2 Ju Z‘Eav 25 ov 2 0v
0% — o) 12
r 95 : 2l ,
E"Bu l[\/Esem%en(@-}— 2) co&;; 5 ”
L 08 _ O(hcoss) sk o€ £)
T O0u ou ‘ou

0% - Q
3¢, P 7;[\/(} senosen (6 — ?)_ cosg
€

12

1 ”

0 (Xeos s)
0v

Alle (13) possiamo sostituire quelle che si ottengono moltiplicando ordirata-
mente le tre di una stessa linea una prima volta per £, 5, ¢, una seconda per
£\, miy &1, Una terza infine per «,sené — a,cosf, B,send — 3,086, y,send — y,084
e ogni volta sommando. Ora I'ultima volta si ottiene un’identitd e le altre
due risulta concordemente per le f):

25— — 38 =

o[Fuenfs oSt |
%—f [ \/GCOt—sen(e___) 512£ Otzg]R. \ (14)

Queste soddisfano, per le (7) (8) alle condizioni d’integrabilita e determinano
I a meno di un fattore costante. D’altronde dalle (14) segue subito che R
soddisfa la ).

Infine osserviamo che se si pone R = %, le (14) si mutano nelle (20)

n.° 13 ove si faccia @ = 0. La deformazione infinitesima della superﬁme S a
cui corrispondono i sistemi normali di circoli, considerati al n.° 13, che pas-
sano per un punto fisso, ¢ adunque quella in cui ogni punto di S si sposta
parallelamente alla normale nel punto corrispondente della 2.* superficie fo-
cale S,. (Cfr. n.° 16.)

23. Facciamo un’applicazione dei risultati del presente paragrafo pren-
dendo per superficie di partenza S della classe a) il paraboloide iperbolico
equilatero (n.” 18):

xt— Yyt =2z
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Le formole che danno le coordinate di un punto del paraboloide espresse pei
parametri u, v delle assintotiche (generatrici) sono le seguenti:

1 1

= vg(u—kv), y=v—§-(u——v), 2 =uv.
Se ne trae:
det + dy* + dz* = (1 4+ v)dw® + 2uvdudv + (1 + w?)dv?,
indi:
1 2 2
I(:—ma l=u+@ }1
Avremo poi:
X = ute ) s =1
VeVur + o2 1 Vayu + 2 + 1 Var 241
dXi’—l—dYZ—!—dZ?=WT:———H_1)Z%(1+1;2)du?—2uvdudv+(l+u? d-!,
e quindi:
= V41 = Nuee+1
\/E—u*—l—'v?—l—l, VG—u?-}—'ﬂ-{—l
COSQ o= — v, senQ = Vur 4ot 1

Vur 4+ 1Vo2 41 Vi 4- 1yer 1 1
E(12 20 G (12
55 1 EsenQ—{— au=0’ \/—Ei 2

Le equazioni (7) che determinano 4 diventano:

senQ + %g'-=0.

dorg) L
a(e ”) S
—5 — G Q
—?——=—\,Gcot§cos(9——2)~

Secondo la formola (8%) dobbiamo prendere:

to ° \/ vt —k
QO — = —
® 9 w14k’

e facendo k= — 1 risultera:

n)_ Vue 02+ 1

1 Q—
tg =16 = —
t>2( + 2 zr:C’\/iﬂ—i—l——v(
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Qualunque valore si attribuisca alla costante arbitraria C, si vede facilmente
che le (3) n.° 19 danno per la 2.* falda della superficie focale una superficie
algebrica. In particolare se si fa C =0, si trova:

1—3u?

1 —3u’ _uv 3 —u*
1+ u?

1
’ y“\/_ag?’““m » AT R T e

x,=V1§ Su—wv

in tal caso la superficie S, & una superficie rigata del 4.° ordine le cui as-
sintotiche del 2.° sistema v = cost.® sono cubiche gobbe.

Come si vede, nel caso considerato nel presente numero, I'integrazione
della equazione di Riccarr si fa per quadrature e, per note considerazioni, lo
stesso accadra applicando alle nuove superficie ottenute la medesima trasfor-
mazione e cosi di seguito. Per tutte le superficie della classe @) in tal modo
ottenute si pud integrare completamente, con sole quadrature, I'equazione che
ne determina le deformazioni infinitesime,

§ 6. Superficie le cui linee assintotiche in un sistema
sono curve a torsione costante.

24. Fra le superficie della classe @) del paragrafo precedente, definite
dalla proprieta:
1
INCICER IO 2

consideriamo ora in modo particolare quelle in cui una delle due funzioni
o(u), ¢(v), per es. $(v) & costante. In queste le linee assintotiche u = cost.®
sono altresi le linee lungo le quali & costante la curvatura K, o, come di-
remo, le linee di egual curvatura. Pel noto teorema di Exneper, il raggio di

K=

torsione delle assintotiche in ogni punto & dato da \/—%; ciog le assinto-

tiche u = cost.® delle nostre superficie sono curve a torsione costante. Inver-
samente, pel teorema stesso, se le lince assintotiche di un sistema sono curve
a torsione costante esse sono anche linee di egual curvatura. Per c¢id: Le
superficie in queslione possono anche definirse come quelle in cui ciascuna
linea assintotica di un sistema é una curva a torsione costanfe. Si aggiunga
che se la torsione & la stessa per tutte le assintotiche considerate, la super-
ficie sard a curvatura costante e anche le assintotiche del 2.° sistema sa-
ranno curve colla medesima torsione.
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La determinazione delle attuali superficie dipende da un’equazione alle
derivate parziali ferze, che facilmente si pud formare. Supposto che sia
Z =z(z, y) I'equazione ordinaria di una tale superficie, e servendoci delle
solite notazioni per le derivate parziali di 2, avremo per l'equazione indicata:

Ky . 0K 0K . (0K
(o) = 2% 5 + il =0 )
ove:
t— st
K=t
(1 +p* + ¢
Fra le superficie di questa classe citeremo, come semplice esempio, elicoide

rigata ad area minima, cioé il conoide retto z = mare tg%, che corrisponde,

nelle notazioni del n.° 18, all’ipotesi ¢(v) = mv.

Ora sembra notevole che i risultati del paragrafo precedente permettano,
partendo da questo integrale particolare della «), di ottenere, con sole qua-
drature, quanti si vogliano nuovi integrali contenenti un numero grande ad
arbitrio di costanti arbitrarie.

25. Per le speciali superficie della classe @), che qui consideriamo,

essendo:
A =g(w),
le formole (3) del n.° 1 danno:
0E oG 50G 0E
;12§_G—3?——F—Et___0 g g=_- 9u_F_8;= o' (w)
[ 1) 2(EG— F?) ! 2(EG — F?) 20(u)
‘ 0E _F 0@
La 2% essendo per la 1.* =G T’ pud seriversi:
12;__1__3_64 L _ Y
5 2" 2G 0w 29w

e da quindi:

7
)

dove V & funzione della sola ». Cangiando il parametro v potremo fare sen-
z’altro V=1 ed avremo:

X 4+dY: + 7 —= Edu2+zcos9\/——du 4 22

de* +dy* - dz* = ¢ (u)SEdu’-—2cosQ\/ o )dudv+ dm‘ (2)
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Ora consideriamo sulla mnostra superficie un quadrilatero A BC D racchiuso
da quattro linee assintotiche AB, BC, CD, DA di cui la 1.* e la 3.* ap-
partengono al sistema w e siano le 4 —u,, u=1wu, e la 2. e la 4.* al si-
stema v e siano le v = v,, » =v,. Indicando con ds, 1'arco elementare di
una linea u, abbiamo dalla (2):
ds. = \¢(u)dv,
e quindi: L
arc(4 B) = ¢ (u,) (vi — v,)

are(D C) = Vo (w) (v, — v,),
da cui:

arc(4B) __ \/(P(Ho)! .
arc(DC) @ (21)

Questo rapporto & adunque indipendente dalle speciali assintotiche » = v,

= v, del 2.° sistema e poiche, per la (1), la stessa proprieta compete evi-
dentemente alle linee sferiche #, v immagini delle assintotiche della super-
ficie, possiamo enunciare il teorema:

Sulle assintotiche a torsione costante delle attuali superficie le assinto-
tiche del 2. sistema staccano archi proporzionali; la medesima proprieti
sussiste per le immagini sferiche delle linee assintotiche.

Questa doppia proprietd & d’altronde ecaratteristica, come facilmente si
dimostra, per le nostre superficie.

Nel caso particolare delle superficie pseudosferiche si ha arc(4 B) =
arc(D C) come pure arc(BC)= arc(4 D), teorema osservato la prima volta
dal prof. Dt (¥). .

26. Se applichiamo il processo generale descritto ai n. 19-20 ad una
superficie S della particolare classe considerata nel presente paragrafo, ve-
diamo immediatamente che le nuove superficie S, ottenute appartengono alla
classe stessa. Di piu nel caso attuale si verifica una circostanza particolare

degna d’osservazione. Le formole (11) n.° 20, essendo 5112(=0, danno:
G,=G, 2@ =>»140,
e si ha in conseguenza il teorema: La trasformazione dei n.t 19-20, appli-

cata alle attuali superficie, conserva gli archi di assintotiche corrispondenti
a torsione costunte.

(*) Annali, serie 2.%, iomo 4.
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Considerata per ogni singola assintotica a torsione costante questa tra-
sformazione & precisamente la stessa che si presenta per le assintotiche delle
superficie pseudosferiche nella trasformazione di Bickiuwsp, la quale si ottiene
nel caso particolare di ¢(u) = cost.’.

Osserveremo che dal teorema B) n.° 16 segue che le nostre superficie
sono suscettibili di deformazioni infinitesime, nelle quali tutti i punti situati
sopra una linea assintotica a torsione costante subiscono spostamenti, le cui
direzioni sono egualmente inclinate sulla superficie. (Cfr. n.° 16 in fine.)

Nella mia Nota citata nella prefazione i risultati precedenti sono stabiliti
per altra via, prendendo per linee coordinate le assintotiche a torsione co-
stante « = cost.® e le loro traiettorie ortogonali v = cost.’. Con queste coor-
dinate si ha:

Do
VEG
dove U & funzione della sola w e le formole di Copazz1i diventano:

CE D V& _,

F=0 D'=0 V—K=T,

U_E)? + V—‘—E— e
éa—(v% %)-—-2 2 TVE) 3)
TS = 454 5 4

Mediante queste formole, data una superficie qualunque, si pud facilmente
decidere se esiste una superficie della nostra classe applicabile sopra di esca.
Cosl per es. se la superficie data & di rotazione, basterd fare nella (8):

E=1 G=§o(u),

e ne risulterdh D = 0. La superficie deformata, avendo le assintotiche #, v
ortogonali & adunque una superficie d’area minima; di pil le v = cost.?, es-
sendo geodetiche, sono linee rette. Conseguentemente la superficie deformata
& I'elicoide rigata ad area minima e la superficie di rotazione su cui & ap-
plicabile, il catenoide.

27 Facciamo un’applicazione della teoria generale per dedurre dall’eli-
coide rigata ad area minima nuove superficie a linee di egual curvatura as-
sintotiche. Osserviamo che, ammettendo questa superficie un movimento con-
tinuo che la sovrappone a s¢ medesima, le superficie derivate distinte for-
meranno in realtd una semplice anzicheé una doppia infinita.
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Prescindendo da una similitudine, le formole che danno le coordinate di
un punto della elicoide espresse pei parametri u, v delle eliche e delle ge-
neratrici sono le seguenti:

= senhucosv, y = senhusenv, z2=0.
Qui abbiamo:
sen v oS
= “coshu’ — 7 Coshuw Z = tghu,
e percid:
1
dX*4-dY* +dZ*= e (v + dv).
Dobbiamo quindi fare nelle nostre formole generali:
= ol 1 7:
VE:VG:coshu ? Q=§
12 12
A == cosh®u, j 1 §=0, 2 2§=—tghu.

Le equazioni (7) n.° 19 diventano:

G )

tg — cot —
00 2 06 2

7u " coshu ° S(€+ ) 9v  coshu cos(e——)+tghu,
e poiché si ha per la (8%) dello stesso numero:

a

U
g \/coshzu—az,

denotando ¢ una costante arbitraria, le precedenti ponendo:
T
6= 1 + ¢,
integrate danno:

¢ 3=V00511'ﬁ—m+asenhut (Vaz__lv C)
S3 Va* — 1coshu g\ 2a +C),

(4)

ove C iudica una nuova costante arbitraria, che essendo per altro additiva
in v non influisce, come & chiaro, sulla forma della superficie derivata. So-
stituendo nella (3) n.° 19 si ottengono facilmente le nuove superficie. Qui no-

teremo soltanto le formole corrispondenti al valore @ =1; allora la (4) &
surrogata dall’altra:

tg§=vtghu,
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e per la superficie derivata risulta:

2. — senhu 3 cosh?u — »?senh?u v+ 4vsenh3u onw
! vtsenh®u + cosh?y vtsenh?u -+ cosh®u
_ sephu® cosh?u — o®senh®w senw 4vsenh’y 080 [ )
Yo=r v?senh®u 4 coshfu v*senh®u 4 cosh®u \
4 vsenh?u
2y =0V —

vrsenh®uy -4 coshzu

La superficie S, cosl definita ha le linee assintotiche # = cost.® a torsione
costante mentre quelle del 2.° sistema, v = cost.’, sono cubiche gobbe.

28. Consideriamo una congruenza di RiBavcour la cui superficie genera-
trice S abbia le linee assintotiche » a torsione costante. In queste congruenze
cicliche (§ 3) la superficie focale luogo degli spigoli di regresso delle svilup-
pabili » = cost. gode di una proprietd caratteristica di cui ora andiamo a
trattare. Ricordiamo che, secondo i risultati gia ecitati del sig. GuicnarDp (cfr.
n.° 8), se si indicano con &, y, ¢ le coordinate di un punto mobile sulla su-
perficie focale indicata, si hanno le formole:

z
Eoolle ]y, Ee—cfex+ni. @
e le analoghe in », ¢, dove p, che rappresenta la semidistanza focale, & una
soluzione della equazione (3) n.° 8.
Nel nostro caso, essendo (n.° 25):

(12%2 12;__ o' () _ 1
(1 0 3 2y T 2em)’ @ <p(u)’
la equazione per p e le (6) diventano:
0 p 1 V@ op .
Ouov +2V§ ou 80+0059VEGP_0 (7
0 ,[0¢ o' () 08 o, 0X
= )% m=2en, )

onde risulta intanto:
0% 9% , 0m on |, 0L 0%
u B0 T Fude " Fude

ciot le linee u, v sulla superficie focale sono ortogonali e poiché sono anche
coniugate ne saranpo le linee di curvatura. Inversamente segue dalle (6) che
Annali di Matematica, tomo XVIII, 45
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se le linee u, » sulla superficie focale somo le linee di curvatura, si avra
12 . . . .
) ) z=0, ciot la superficie generatrice della congruenza di Riaucour avra

le linee assintotiche u a torsione costante. Calcoliamo ora 'elemento lineare:
A&t +dnt 4 dgt = Edu + Gdo?,
della superficie focale riferito alle linee di curvatura u, v. Abbiamo dalle (8):

E—2(ff— 200,),  yE- 2L

Ou 2<o(u) Vo () ’
e percid: .
1 oove 1 (9)
VE 2 Vo)

E questa la proprietd caratteristica delle superficie focali considerate che vo-
levamo stabilire.

Facendo uso dei! risultati all’ultimo paragrafo della mia Nota 2.": Sui
sistems ciclici (*), la formola (9) dimostra nuovamente che le congruenze di
Risavcour, aventi per superficie generatrice una superficie a linee di egual
curvatura assintotiche, sono cicliche.

29. Inversamente dimostriamo: Tuite le superficie per le quali i coeffi-
cienti dell’espressione dell’elemento lineare:

2 __ 2 2
ds* =Eduw® 4 Gd?,
riferito alle linee di curvatura w, v, soddisfano la condizione:

1 o6 _
\/E ou !

dove U ¢ funzione della sola wu, derivano dalle superficie con un sistema di
linee assintotiche a torsione costante nel modo descritto.

Indichiamo con z, %, 2z le coordinate di un punto della 3, con X, ¥, Z
i coseni di direzione della normale e con r,, 7, i raggi principali di curva-
tura. Dimostreremo che le tangenti alle linee di curvatura v = cost.® formano
una congruenza di Risavcour, la cui superficie generatrice appartiene alla
classe del presente paragrafo. Se poniamo:

_1 o= ~ L% _ 1 oz
X(——V.—E— 8’“, Y’—Vfa ? Zi—vf a“ ’
1 0= 1 0y 1 ¢z
Xg:v:_a—_%, Yg 'V_E_.a_’ Zg:—V—E-Ta—v, /\

(*) Giornale di matematiche, vol. 22
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avremo per note formole:

341
6Xe 1 VE VE 0Xy
TV TR Y 5 UKy
e analogamente per Y, Z;. Ponendo adunque:
dXi+dYi+dZi=FEdw+2Fdudv 4+ Gdv, (10)
avremo:
(L Ey (VEY p_ L BVE
=)+ (%) r-

—— —_ 2 *
7§ 00 U, G = U (10%)
e poiché X,, Y,, Z, sono appunto i coseni di direzione delle tangenti alle
linee di curvatura v, la proprietd enunciata sard provata quando si verifichi
che per espressione (10) dell’elemento lineare sferico risulta:
12 9 (12) o /%
ilizo 8_52;_0()‘
Ora si ha:
1(~0E oG\ 1 9VE 3
65 I %)=Vl % al

1 9JE\, VE 0 (VE
V& ov B0 VE_av)+_' ()
e per la nota formola:

T o\E]
re 0o\ ) (G 00)
2 (E)_ 1 o
v\ re o ov
possiamo scrivere:
1({,0FE 06 Uz 9VE( @
565~ F )

_ Ut oVE(D (1 BVE VEG)
_\/E ov (0v (\/E ov )+U + rire)
La quantitd fra parentesi & nulla per la formola che da la curvatura della
superficie = e quindi appunto 2112E=0. Inoltre si ha:

12;_2’ 0 (12
12 ST’

T S =0, ea

Esempio. Un caso particolare delle superficie = qui considerate si ha nelle

superficie modanate (moulures) a sviluppabile direttrice cilindrica, il cui ele-
mento lineare, riferito alle linee di curvatura u, v, ha la forma:

ds*=duw + |« (u) + (v)|*dv*.

(¥) Ofr. n.° 1 e la Memoria di GuiCHARD,
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Risultando di qui; per le (10¥) ' = 0, vediamo che esse corrispondono,
nel modo indicato, alle deformazioni infinitesime dell’elicoide rigata ad area
minima.

30. Applichiamo questi ultimi risultati alla risoluzione del problema:

Ridurre delemento lineure sferico alla forma:

dst = Edw + Gdv,
collu condizione:;

essendo U funzione della sola wu.

Per cid dobbiamo esaminare quando accade che la superficie focale con-
siderata al n.° 28 si riduce ad una sfera, il cui raggio potremo porre = 1.
Ora colle formole (8) troviamo che i coseni di direzione X, Y, Z della nor-
male all’indicata superficie sono dati da:

v _ 1 0X  cosh @_)E (11

VEsenQ 0u  \Gsenq 00
e analogamente per Y, Z. Essendo le linee u, v linee di curvatura per la
superficie focale (n.° 28), ove si indichino con R,, R, i raggi principali di
curvatura si avra:
80X 1 9% X _ 1 4%

Derivando le (11), colle formole (5*) (12) n.° 10 troviamo:

= 2¢ R=_.__2_§@P_ 1 3‘/(’
sen® oVG | 1 _8_01’ : VEsen0 [0u ' 2@ ou f

VEG 0u V_E— ov

Se la superficie deve essere una sfera di raggio =1, dovremo avere:

1 (sen® NG 1 00

*=5J5c = T e o) o
1 G 1.3 _

+2VG ——p+ 5 (Esen =0. (13)

Ora osservando che ’elemento lineare:
dsi=Edu* 4+ 2Fdudv + Gdv?,
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appartiene alla sfera di raggio = 1, per la formola che da la curvatura si ha:

1 020 G 12
- vmsena[au’o‘v+au(\/ ise"g)}:]’

00 0 (sen® G =
oudv + %(V_EE ou )+ VE Gsen = 0;
da questa si deduce subito che la (13) & una conseguenza della (12). D’altronde
derivando la (13) rapporto a v si trova che p soddisfa ’equazione (7) n.° 28.
Cosi: Ad ogni superficie con un sistema di linee assintotiche a torsione co-
stante corrisponde una forma dell’elemento lineare sferico della specie indicata
che si ottiene dando a p 1l valore (10), e assumendo per le coordinate X, Y, Z
di un punto mobile sulla sfera Uespressione (11) e le analoghe per Y, Z.
Per i risultati della mia Nota gid sopra citata (*) la questione qui trat-
tata equivale alla ricerca delle congruenze cicliche di cui una falda della su-
perficie focale sia una sfera.

ossia:

§ 7. Superficie che da un doppio sistema di traiettorie isogonali
delle linee di curvatura
sono divise in parallelogrammi infinitesimi equivalenti.

31. Ritorniamo ora ai risultati del § 3 per studiare pilt da vicino i si-
stemi tripli ortogonali considerati al n.° 12 e in particolare le superficie or-
togonali ai eircoli. Qui perd mi limiterd al caso dei sistemi corrispondenti a
quelle congruenze cicliche di Risavcour che hanno una superficie generatrice
pseudosferica.

Nelle formole generali del § 3 dovremo porre in conseguenza:

E=1, G =1, 112§=0, 5122 = 0;

la funzione Q di #, v sarh un integrale dell’equazione:

81 8 +senQ =0, (N
mentre p rappresenta una soluﬂone qualunque dell’altra:
a 3 + cosQ . p==0. (2)

(*) Giornale di matematiche, vol, 22,
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-

La formola (16) n.° 11 dimostra che nel caso attuale I'angolo o pud avere
un valore costante qualunque e le equazioni che determinano ¢ diveutano:

- (9] .
0(9—5)—t Gco 9{—9) (9+2)—-——cot 08
T ow %83 s( ) Y ‘° (

3 ®

esse coincidono, salvo le denominazioni colle formole generalizzate di Dar-
Boux per la trasformazione di BickLuxp che ho dato nella Memoria citata (*).

Per P'elemento lineare dello spazio riferito al sistema triplo ortogonale
avremo [vedi (19) n.° 22].

ds* = Hidw 4 Midv + Hidw, (4)

dove H,, H,, H, hanno i valori seguenti:

op )
H = 2cos§[5—— —tg—sen(9+ 2)p]

— 2sen |22 4 oot 2 _2

H,—Qseng[av+cot2sen(6 2)p] ()
09

H3=psena§—u—)-

Osservando le (2), (3), per i raggi principali di curvatura del sistema triplo
ortogonale troviamo (**):

0 a\
11 9H Se“("”?) 11 am, =_Se“(6+§) \
re  HiHe O0u H. > vu H:H o0 H, |
Q
1 1 0H 1 1 1 0H, cos |9+ E)
— — ) —_— = ee——— —_—— T — —— .
i3 Hi H; 0u 9008~ o Tt HsH, ow chosc_ (6)
2 2
- e Q
11 8H 1 1 _ 1 0H _ GOS( —E)_
T H:H: 90 ’ 732 H:H: 0w 6
256“29 Husen

Sopra ogni superficie w = cost.® le linee H, = cost.® si diranno linee di Ui-

#) Annali, tomo 13, serie 2.%,
(**) Per le notazioni, vedi Memoria citata.
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vello, come quelle lungo le quali & costante il segmento infinitesimo di nor-
male che sulla superficie w = cost.® stacca la superficie consecutiva nel si-
stema. Le formole precedenti dimostrano che: Sulle superficie w ortogonali

ai circoli le linee di livello tagliano sotto angolo costante% le linee dz cur-

vatura v = cost.’

Risultera poi dai numeri seguenti che inversamente se in un sistema
normale di circoli le superficie ortogonali ai circoli hanno le linee di livello
inclinate di un angolo costante sulle linee di curvature, la congruenza degli
assi dei circoli & una congruenza di Risaucour a superficie generatrice pseu-
dosferica.

32. Indipendentemente dai sistemi tripli ortogomali, cui appartengono, le
superficie w sono caratterizzate da una proprietd geometrica che ora andiamo
a stabilire. Per ¢id osserviamo che in ogni tale superficie ’elemento lineare,
riferito alle linee di curvatura u, v, prende la forma:

dst = Hidw + Hidv®, O
ove, in forza delle (3), (5), sussiste la relazione:
c 0 (1 0H: c 9(1 0H,
w5 75 (7 7) =5 7aa 7 ®
L’ espressione:
5 1 ?)H, 1 0H.
65 7 5, v+ ooty T 7w 70

¢ quindi un differenziale esatto, e noi porremo:

s 1 0H, 1 0H:
r:f(t $5 I a’du-{—cotgH o dv) (9)

Consideriamo ora il doppio sistema di traiettorie (isogonali) sotto 1’angolo %

delle linee di curvatura v = cost.®; le loro rispettive equazioni differenziali
Sono:

H,sen%du+chos%dv=O a)

H‘sengdu—chosgdvz—-O. b)

I loro primi membri ammettono i rispettivi fattori integranti ¢*, ¢ * e se de-
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finiamo due funzioni «, 8 di u, v colle relazioni:

e’(H‘sengidu + 1%0032i dv) = senodo

e-*(H,sen-;—du— Hzcos% dv):senodﬁ,
ne risultera:
H,du = cos f; (e"da +e7dp), H,dv = sen 22(6”6705 — e dB),
e quindi:
ds* = Hidw + Hydv* = e do* + 2c0sodadf + e d . (10)

Le linee o = cost.’, §==cost.® sono appunto le indicate traiettorie isogonali
delle linee di curvatura, e la forma (10) dell’elemento lineare riferito alle
linee «, B dimostrano la proprieta:

delle linee di

curvatura v = cost.® divide la superficie in parallelogrammsi infinitesimi di
equale area (*).

L’elemento d’area essendo infatti: senocdad@B, basta supporre do, df
costantl per ottenere la voluta distribuzione delle linee a, S.

Questa proprietad analoga, in certo modo, a quella dei sistemi isotermi
(mediante 1 quali una superficie vien divisa in quadrati infinitesimi) pud uti-
lizzarsi per fare una rappresentazione equivalente della superficie sul piano,
come 1’altra per stabilirne una rappresentazione conforme. Se si riguardano
infatti «, B come coordinate cartesiane ortogonali di un punto nel piano,
avremo una rappresentazione piana della nostra superficie che conserva i rap-
porti delle aree e alle dette traiettorie isogonali delle linee di curvatura fa
corrispondere un doppio sistema di rette ortogonali nel piano.

Osservazione. Benché qui abbiamo considerato soltanto i sistemi tripli
ortogonali ciclici, cul appartengono le nostre superficie, il risultato conseguito
& generale, ciod, se in un sistema triplo ortogonale una superficie ha le linee
di livello egualmente inclinate sulle linee di curvatura, essa appartiene alla
nostra classe.

33. Sussiste il teorema: Escluse le superficie sviluppabili, e quelle in cui
le sezioni fatte con un sistema di piani paralleli somo traiettorie isogonali

Il doppio sistema di traiettorie isogonali sotto I angolo

5

Dot 9

{¥) Proprieta del medesimo genere s'incontrano anche in altre ricerche. Per es. sus-
siste 1l teorema: Le superficie che hanno costante la differenza delle curvature prin-
cipali sono divise in rettangoli equivalenti delle loro linee di curvatura,
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delle linee di curvatura, tutte le superficie, che risultano divise in paralle-
logramms infinitesimi equivalenti da un doppio sistema de traiettorie isogonali
delle linee di curvatura, si ottengono dalle superficie pseudosferiche nel modo
descritiv. Riguardo ai due casi eccezionali menzionati osserviamo subito che
per le superficie sviluppabili la (8) & identicamente soddisfatta, qualunque sia o,
e percid ogni doppio sistema di traiettorie isogonali delle generatrici gode
della proprieta geometrica descritta. Della seconda classe che comprende come
caso particolare le superficie modanate a sviluppabile direttrice cilindrica, trat-
terd in altro luogo.

Nel dimostrare il teorema ricorrerd, per abbreviare, ai risultati della mia
Nota gia citata (*). Prendendo per linee coordinate sulla superficie supposta S

le dette traiettorie isogonali, sotto I’angolo -;-o delle linee di curvatura, l'ele-

mento lineare prenderd, per ipotesi, la forma:
ds* =e*"da® + 2cosadadf + e d 2

Le equazioni differenziali delle linee di curvatura che sono le bisettrici
del doppio sistema o, § saranno:

e"da+tedB=0, e*da—edB=0,
e, indicando con Vlf ) E’% due rispettivi fattori integranti dei loro primi mem-
bri, potremo porre:
VE du = cos —;— (e "do+ €7 dp), VG dv . sen g—(e “do— e df), (11)

essendo %, v convenienti funzioni di o, & che eguagliate a costanti danno le
equazioni delle linee di curvatura; avremo per tal modo:
dst= Edu® 4 Gdv.

Ora riguardando come variabili indipendenti u, v segue dalle (11):

dr €& VE oa __ & e
u—COSi, av~Sellq
3 5 "
0B _ e\E o NG
4 COS ¢ o0 c
B sen é_
(¥) Giornale di matematiche, vol, 22,
Annali di Matematica, tomo XVIII, 46
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indi:
PR R 5 0, =
sen o =~ (¢ \/E)—coqé—ﬂ(e VG)—0,
G 0 - 5 0 —
Q —_ (T 29— —
sen = =— (¢ \/E)—l—cos2 PG VG)— 0,
e perd: .
ot . s 1 8\JE 0~ 1 NG
il Rv-ar PR P v (13)
Dalle (12), (13) risulta che «, 8 sono due integrali dell’equazione di CayrEy:
2y 1 \E ) 1 VG 9y
Juto VB v 9u T g 0w v’ 4)

e pei risultati del § 4 della Nota citata si pud quindi descrivere un sistema
normale di circoli ortogonali alla superficie S, sulla quale le linee di livello
siano appunto le « o le B8 (¥). Dalle formole del § 7 (loc. cit.) segue ora che
nella congruenza formata dagli assi dei circoli il centro di ogni circolo divide
in rapporto costante il segmento fra i due fuochi. Due casi eccezionali si pos-
sono perd presentare e cioe: 1.° gli assi dei circoli possono formare una sem-
plice infinitd e allora le superficie ortogonali ai eircoli sono sviluppabili; 2.° la
congruenza degli assi pud constare di tutte le rette di un piano; in tal caso
1 circoli sono ortogonali a questo piano e le linee di livello « = cost.® sono in
piani paralleli. Questi sono appunto i casi eccezionali menzionati nel teorema.
Ricorrendo nel caso generale alle formole del § 22 (loc. cit.), -relative alla

superficie focale, ed osservando che la quantitd ivi indicata con T © costante,

risulta che le linee inviluppate dai raggi della congruenza su ciascuna super-
ficie focale sono linee di curvatura e percid, secondo un teorema del sig. Gui-
cEArD (Mem. cit., § 5), la congruenza degli assi dei circoli & una congruenza
di RiBaocour a superficie generatrice pseudosferica.

Fra le superficie considerate nel presente paragrafo meritano speciale

. . . ™ )
considerazione quelle che corrispondono al valore 5 ber I’angolo o} esse go-
dono, per quanto si & dimostrato in generale, della proprietd caratieristica

(*) Propriamente di tali sistemi di cireoli possono tracciarsene infiniti, poiché = + cost.®,
8 + cost.® sono pure integrali della 4). E, benché qui basti considerarne uno, non savebbe

privo d’interesse esaminare la relazione geometrica fra gli infiniti sistemi di raggi di Gui-
CHARD, che possono dedursi da uno noto dietro 'osservazione superiore.
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seguente: Le linee bisettrici delle linee di curvatura le dividono in rettangol
infinitesimi d’eguale area. Queste superficie derivano dalle congruenze di Ri-
BaUCOUR a superficie generatrice pseudosferica nel modo seguente. Si descriva
nel piano normale ad ogni raggio nel punto medio e col centro in questo
punto un eircolo di raggio eguale alla semidistanza focale; il sistema di circoli
& un sistema normale e le superficie ortogonali ai circoli sono le superficie
richieste. E come nel caso generale la determinazione delle superficie orto-
gonali ai circoli si effettua colle formole della trasformazione di BackLusp,
cosl nel caso particolare, ora considerato, si effettua colle formole della tra-
sformazione complementare.

Osservazione. Per le ricerche dei numeri seguenti & importante osservare
che sebbene le formole qui utilizzate suppongano ehe la superficie S non sia
sferica, la conclusione vale anche in questo caso, come risulta da semplici
considerazioni. ,

34. Da ultimo applicheremo 1 risultati conseguiti alla risoluzione del pro-
blema: Trovare i doppii sistemi di linee tracciate sopra una sfera, che, in-
tersecandosi sotto angolo costante, la dividono in parallelogramme infinitesimi
equivalenti.

Basterd esaminare, secondo quanto & detto sopra, quando accade che nel
sistema triplo ortogonale del n.” 31 una delle superficie ortogonali ai circoli,
per es. la w = w,, & una sfera. Tale questione & gia stata risoluta in generale
al n.° 13 per i sistemi che derivano dalle congruenze cicliche di Risavcous.
Applicando quelle formole al caso attuale, vediamo che bastera conoscere una
soluzione 6, delle (3), cioé una trasformata di BickLusp della superficie pseu-
dosferica data, indi determinare p dalle equazioni:

) . cos(‘io -l-—g)
= tggsen(% + ;)F T T 1Fcoss

Q
cos (Oo — ?)
T —9

1 —cosec

0p _ G Q
rrie cot-2- sen(a0 —-E)p +

ove, per semplicita si & fatto il raggio a della sfera = 1. Dopo di ¢id le
formole (4) (5) danno per I'elemento lineare sferico la formas:

0052(00 F (2—2) cos’(eo - —;l)
d83=—w——q——~du?+——r—dv’, (14)
cos® o sen? E
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colla proprieth caratteristica (8) segnalata al n.° 32, dalla quale discende che
il doppio sistema di traiettorie sotto 1’angolo Z delle linee v = cost.® divide

la sfera in parallelogrammi infinitesimi eqmvalentl
B facile dare le formole effettive che esprimono le coordinate , », £ di
un punto della sfera per le variabili %, v. Basta infatti osservare che %, », ¢
sono 1 coseni di direzione della tangente al circolo (u, v) nel punto ove in-
contra (normalmente) la sfera w —= w,. Ora questa tangente & parallela (n.° 21)
al corrispondente raggio (u, v) della congruenza (pseudosferica) le cui due
superficie focali sono la superficie pseudosferica iniziale S e la sua trasformata
di BickLusp corrispondente alla soluzione 4, scelta delle (3); si avra quindi
(n.° 19):
£ — a,8€n6, — a,C086,, n = f,sen b, — B,0s4,, ) 5
g = y,8€N 6, — 7,C085,. (19)
Col caleolo diretto si constata facilmente Pesattezza di queste formole, os-
servando che per le (12) n.° 10 e per le (3) n.° 31 sussistono le formole:

(90 + - ° )O[tcr g (a,€085, + a,senby) + X] o

‘))[COt_(“xCOM —{-—aqsenﬁ)—X] \

&

os _
du
o<

a—— = — C0S (50
e le analoghe per », ¢, che diuno appunto per dé®+ d»* 4 dg® I'espressione
del 2.° membro della (14). Dal n.° 32 vediamo poi che le linee o, 3, alle
quali riferito V'elemento lineare sferico prende la forma cercata:

dst=e"da® 4 2cosgdadf + e d B

sl trovano con sole quadrature. Abbiamo quindi il risultato:

Da ogni congruenza pseudosferica nota, si deduce con sole quadrature
una divisione della sfera della specie indicata.

35. Resta in fine a determinarsi la dipendenza geometrica delle linee
2, B che effettuano sulla sfera la divisione richiesta colla congruenza pseu-
dosferica. Per cid calcoliamo, secondo le formole di Kummer riportate al n.° 4
le quantith fondamentali relative alla congruenza pseudosferica. La superficie
di partenza essendo la superficie pseudosferica S avremo per le (6) n.° I:

oz _ 0X 1 00X cx 1 9X 0X
ou Otndu+senn_?)—5’ o sent ow ’
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ovvero per le (5%) n.° 9:
0 Q Q 0 0
9—z="‘005‘2‘“t+sen§°‘2’ a—f:cos —2—a,+sen72a2,
colle analoghe per y, 2. Da queste e dalle (15*) numero precedente dedu-
clamo:
cos?(eo + —!23) cos?(e — %—)
e —nr——«—) Ir—o, G— —m——

G
sen? g

[«

<

w2
©

5 (O3
=—tg§(}082(60+—2—)1

x

I

™M
=]

D
R |

> VD DO
§'%

08 tx 5 Q y)
f =Za—u a—; = tgé-COS(go —,'E) COS(&O—E)
, g% 0 5 o) Q
A :Z-g—va—z =cot§ cos(80+§)cos(60—§),
G080 L o)
9_2_8_0 %_—cotgcosz(ao—-?)-

Per V'equazione (5) n.° 4 che determina le sviluppabili della congruenza, tro-
viamo quindi:

cosz(ﬁo -+ %)du’ — cos?(e0 — %)dvz — 0,

ciog le due equazioni separate:
cos(ﬁ0 + g)du <+ cos (00 — %)dv =0
cos (0., + %)du — cosj(e0 — %)dv =0.
Consideriamo le linee sferiche definite da queste equazioni differenziali,

ossia le immagini delle sviluppabili della congruenza; le loro rispettive tra-

1ettorie ortogonali, a causa della forma (14) dell’elemento lineare sferico,
avranno per equazioni differenziali:

G Q G Q

tg§ cos(éi0 + g)du — cot & cos(&0 -3

o)

G Q G ¢
tg 37 cos(e,, + —g)du + cot 3 cos(&o —3
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358 Bianchi: Sopra alcune nuove classi di superficie, ecc.

e per le @) b) n.° 32 saranno quindi le linee o, B cercate. Ne coneludiamo:
Ogni doppio sistema di linee sferiche che s intersecano sotto angolo costante
e dwidono la sfera in parallelogrammi infinitesimi equivalenti, si ottiene fa-
cendo la rappresentazione sferica di una qualsiasi congruenza pseudosferica
e prendendo le traiettorie ortogonali delle immagini delle sviluppabili della
congruenza.

Termineremo coll’osservare che la curvatura K della forma differenziale:

W 4 2c0sadudy + Gdv,

dove o & costante, essendo data da:

b

o1 é&fG 0?(21%")%

T 92sen?s| ou? v?

il problema che qui abbiamo ricondotto alla teoria delle congruenze pseudo-
sferiche, trattato direttamente, conduce all’equazione a derivate parziali:

e ag(é)
02
Fw T Tl

in cul ¢ & una costante positiva. I casi di ¢ =0 o ¢ negativa corrispondono
al problema analogo per le superficie sviluppabili e pseudosferiche e possono
risolversi in modo simile.

Fwe pen Tomo XVIIL (Seriz IL7).
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1
N= — —ok
{p(u) + v(v),°
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Superficie che da un doppio sistema di traiettorie isogonali delle
linee di curvatura sono divise in parallelogrammi infinitesimi
equivalenti . . . .,
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