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Sulla teoria 
delle funzioni 0 abeliane pari 

a tre argomenti. 

(Memoria I V  di ERNESTO PASCAT., CC Napali.) 

L a  presente Yemoria risolve pel caso delle funzioni o abeliane puri, 10 
stesso problema risoluto nella Memoria 1 per le funzioni dispuri, la  ricerca 
cioè del secondo termine dello sviluppo di o secondo le potenze ascendenti 
degli integrali di 1." specie. 

L a  risoluzione di guesto problema per le funzioni pari n i  h a  opposte 
difficoltà ben diverse da quelle incontrate per la soluzione del problema analogo 
per le funzioni dispari, e tali difficoltà sarebbero forse rimaste insuperate se 
non mi fossi giovato di una semplice e luminosa idea che il mio maestro 
prof. KLEIN accennb ne1 passato estate ne1 corso delle sue lezioni alllUniversità 
di Gottingen (vedi $ IO), la quale idea mi ha permesso di passare dalla coii- 
siderazione di forme quaternarie a quella d i  forme ternarie. 

I n  tale maniera il richiesto secondo termine diventa un certo particolare 
invariante di un connesso (1, 2) ne1 piano; ed è notevole l'osservare che si 
viene in questa maniera a stabilire anche un'analogia maggiore fra i due casi 
delle funzioni pari e dispari, giacchè allora anche per le prime, corne appunto 
accade per le funzioni dispari (vedi Mem. 1, 5 19), i termini dello sviluppo 
debbono soddisfare ad una certa equazione differenziale caratterizzata da un 
certo processo di ARONKOLD. 

R o  creduto utile in questa Nem. IV estendermi un poco pih sui prin- 
cipii fondamentali della costruzione delle funzioni c l  cercando di riassumere 
e sviluppare altri punti della teoria sui quali si era appena sorvolato nelle 
Memorie precedenti, e tralasciando quegli altri punti trattati pih distesamente 
nelle stesse Memorie. 

Cosi ho toccato qui con maggior estensione la teoria delle curve di con- 
Annali di Matemutica, tomo XVIII. 1 
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2 P a s c a l :  Sulla teoria delle furzxioni 0 abeliane pari 

tatto, e delle cosiddette forme radicali (Wurzelformen), e ho tralasciato quella 
delle forme primitive (Primformen) e degli integrali normali Q di KLEIN. 

I n  questi ultimi giorni è comparso riei Mathematische Annalen un lavoro 
di KLEIN, ne1 quale riassume per sommi cspi le sue lezioni sulle funzioni abe- 
liane sviluppate a Gottingen nei tre sernestri ~~onsecutivi: estate 88, inrerno 
88-89, estate 89. A questo lavoro rimanderb spesso il lettore per i maggiori 
dettagli di cui potrà aver bisogno (*). 

Pinalmente prendo l'occasione d'annunziare al lettore che le Mem. V e 
VI, che ho già compiute e che compariranno fra breve in questo stesso Qior- 
nale, tratteranno rispettivamente delle cosiddette funzioni 2; (**) iperellittiche 
di genere 2 [i cui rapporti costituiscono le funzioni di 1.' specie (1 Stufe)] e 
di un probleina wlle superficie di KUMMER nelle loro relazioni colle suddette 
funzioni iperellittiche. 

$ 1. Curve di contatto di una curva algebrica piana. 

Sia data una curva algebrica Cm (***), di ordine m e di genere p. 
Si abbia un'altra curva CJ di ordine 8 tale che i Bm punti comuni colla prima 
curva si riuniscano a p a p, essendo p un divisore di dm. L a  curva Ca si 
chiamerà una curva di contatto di specie p della curva fondamentale. Si pub 
senz'altro cominciare a studiare i sistemi di tali curve di contatto prendendo 
per fondamento il teorema di ABEL per gli integrali di l.a specie. 

Consideriamo cioè gli integrali di l.a specie ne1 campo abeliano corri- 
spondente alla curva fondamentale Cm di genere p. 

Allora se x, a, .  .. s,a, a,  ae . .  . ama sono rispettiramente i punti d'in- 
contro di Cm con due curve ra, r'a di ûrdine 6, è noto da1 teorema di ABEL che 
la somma degli integrali estesi fra i primi punti d'intersezione e i secondi è 

(*) KLEIN, Zur Theorie der Abel'sclzen Funclionen. hlath. Ann., Bd. 36. 
(**) Non si confondano queste L colle cr clle hanno relazione invece colle funzioni di 

2.a specie (IItw Stufe). Vedi KLEIN, Hyp. Funct. Math. Ann., Bd. 27, 3 14. 
(***) Le considerazioni che si faranno qui si potrebbero trssportare senz'altro al caqo 

in cui si prenda per foiidarnento una curva algebrica qualunque in uno spazio ad un numero 
qualunque di dimensioni, salvo che allora anziché parlare di curve d i  contatto, bisognerehhe 
parlare di  varieth di contntto. 
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a tre argornenti. 3 

dove zu, sono gli integrali di 1." specie e a, rappresenta un periodo arbi- 
trario degli stessi integrali, cioè una combinazione lineare con coefficienti 
interi di tutti i 2 p  periodi eleinentari di w,. 

Pe r  un'opportuna scelta dei cammini d'integrazione, e del coordinamento 
d& punti <c coi punti x, il secondo membro dell'espressione superiore pub 
evidentemente ridursi a zero. 

Ma a noi conviene qui porci da1 punto di vista generale e supporre cam- 
mini d'integrazione affatto arbitrarii. 

Supponiamo ora che rs diventi perfettamente la curva di contatto CJ di 
cui si è parlato avanti. Allora i punti x si vengono a riunire a p a p e pro- 
priamente ponendo pv = m$, verranno ad essere solo u punti distinti. 

Scegliamo altri v punti arbitrarii b, b,. . . b,. Allora è chiaro che la re- 
lazione superiore potrh scriversi : 

dove c, è una costante dipendente dai punti a e dai punti arbitrarii b. 
Da tale relazione si ricava: 

dove : 
n, hi o,i f hew,~ $ . . + hzP06, t p  -- - 
IJ. tJ. 

cammini d' integra- 
della formola supe- 

essendo h numeri interi. 
È chiaro al solito che per la scelta opportuna dei 

zione fra i punti b e x, noi possiamo al secondo membro 
riore supporre aggiunta un'arbitraria combinazione lineare cor, coeficienti in- 
teri dei periodi w,. 

Di qui ne  risulta che basta sempre limitarsi a considerare i numeri k 
presi in un completo sistema di numeri incongrui secondo il modulo p. 

Supponiamo dunque scelto un certo sistema di numeri h. Allora si avranno 
p equazioni che serviranno a determinare i punti di contatto x,... x, (*). 

Poichè in tutto possono darsi solo PP sistemi fra loro diversi di numeri l z ,  
cosi possiamo dire che vi sono classi di curve di contatto Ca. 

(*, KLEIN, Abelsclbe Fwzct. Ptlatli. Ann. ,  Bd. 36, pag. 31. 
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4 P a s r n  l :  Sulla teolein delle fii?axioni a abdinne par i  

Ogni altro sistema di u punti corresiduali ai punti z, rappresenterh sempre 
un'altra soluzione del problema, quindi trovata la curva di contatto passante 
per i Y punti x, ve ne saranno sempre tante altre della medesima classe per 
quanti sono i sistemi di punti corresiduali ai punti x. 

Ora il teorema noto di RIEMANN e ROCH determina appunto quante volte 
infinito è il sistema di punti corresiduali ad  un sistema di punti x dati. 

Se r rappresenta il numero delle forme y fra loro indipendenti (*), che 
abbiano fra i loro punti nulli tutti i punti x ,  cioè, corne si usa dire, il numero 
delle forme rf fra loro indipendenti da cui sono congiunti (verknüpft) i v punti 
z, allora il teorema di RIEMANN e ROCH dice che è v - p  $- r volte infinito il 
sistema dei punti corresiduali ad x. Dunque tutte le curve d i  contatto appar- 
tenenti ad una rnedesima classe formano un sisterna u - p  + T volte infinito. 

Dati i nurneri 12 è determinata la classe di curve di contatto: i riumeri 
IL formano cioè un assieme di numeri che potremo chiarnare la camtteristica 
di quella classe; perb è chiaro dalle formole precedenti, a causa dell'arbitra- 
rietà della costante c,, che tale caratteristica non B assok ta ,  m a  solo relativa 
alla scelta della costante c,, per modo che per es. una stessa classe di curve 
di contatto potrà indiaiduarsi con due caratteristiche diverse scegliendo diver- 
samente la costante c,. Noi non abbiamo finora nessun punto d'appoggio su1 
quale potere fissare la sceltn di c,. 

C'è perb un cas0 in cui si possono effettivamente distribuire alle diverse 
classi delle caratteristiche assolute. 

Ta1 caso si ha  quando 8 è divisibile per p. In ta1 cas0 una curva di 
8 8 

ordine - passante per i Y = m - punti x e contata p volte rappresenterà una 
P P 

curra di contatto. Quindi in q;esto cas0 una delle classi di curve si viene a 
distinguere in un modo geometrico e completamente definito dalle altre; esiste 

S 
cioè una classe di curve di ordine - in cui ciascuna curva è contata p volte. 

P 
Possiamo allora prendere per purito di partenza questa speciale classe, e 

darle la caratteristica (O, 0, ... O), cioè determinare in ta1 modo la costante c, 
che tale classe venga ad acquistare la detta caratteristica; allora le caratte- 

("1 KLEIN, Opera cit., pag. 29. Le forme y sono forme intere nelle coordinate dei 
punti della superficie di RIEMANN, e sono proporzionali ai differenziali degli integrali di 
l.a specie. Il loro grado dipende dalla speciale forma cationica della curvtl fondamentale. 
Cosi per curve piane senza singolarita e di ordine rn, le p, sono forme di ordine m - 3. 
(KLEIN, Opera cit., pag. 19.) 
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a tre argornenti. 5 

ristiche di tutte le altri classi saranno riferite a questa e saranno assolute. 
Esse si chiamano caratteristiche elementari (elementa~charakteristiken) per di- 
stingiierle da un altrû genere di caratteristiche che si possono dare alle diverse 
classi e che si chiamano caratteristiche primitive (Primckarakteristiken) (*). 

5 2. Forme e funzioni radicali (Wurzelformen) 
s u  di una  superficie di Riemann. 

Una considerazione analoga alla considerazione geometrica delle curve 
di contatto prendendo per fondamento una data curva algebrica piana, si pub 
fare da1 punto di vista della teoria analitica delle funzioni, prendendo per 
fondamento la  superficie di RIEMANN corrispondente a quella curva algebrica. 

Noi voglianio considerare sulla superficie di RIEMANN delle funzioni che 
sieno dotate delle seguenti proprietà: 

1. Sieno polidrome a p valori. 
2. Sieno non diramate in nessun punto della superficie di RIEMANN. 
3. 1 cangiamenti che subiucono, quando la variabile percorre un cam- 

mino periodale sulla superficie, sieno semplicissimi, cioh si riducano al prodotto 
della funzione per una certa radice pma dell'unità. 

È chiaro che la pma potenza di una tale funzione sarà una funzione mo- 
nodroma, perché rimarrà inalterata se la variabile percorre sulla superficie 
un qualunque cammino periodale, quindi una tale funzione potrà sempre espri- 
mersi come la  radice pma di una certa funzione monodroma. 

Tali funzioiii si chiamano funxioni radicali, (Wurxelfunctionen). 
Possiamo costruire funzioni raclicali giovandoci delle curve di contatto. 

Se Cs C'a sono i primi membri di due curve di contatto di ordine d e di 
specie p ,  e inoltre queste tali due curvc di contatto appartenenti a due classi 
diverse sieno tali che le differenze hi - h'i dei numeri che formano rispetti- 
vamente le loro caratteristiche noti sieno tzitte divisibili per zcno stesso di- 
visore 1*' d i  p ,  allora: 

sarà una funzione che sulla superficie di RIEMANN h a  per punti zero semptici 

(*) KLEIN, Opera cit., pag. 34. 
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6 Pasca l :  Sulla teoria delle funzioni O abeliane puri 

i Y punti 
x i  r 2 .  .. r.d , 

nei quali C tocca la curva, e per punti d'infinito sernplici i Y punti 

nei quali .C'  tocca la curva, e quindi essendo una funzione che diventa solo 
semp1iceîl;ente zero e infinita nei punti detti e in ogni altro punto resta sempre 
finita, sarà non diramata; inoltre sarà evidentemente polidroma, perchè 

y [hi - h'il (dei (mod. periodi), 
r- 

dove hi, hli sono i numeri interi che compongono le caratteristiche di C, C '  
appartenenti a due classi diverse, e quindi non essendo zero il secondo membro 
della formola superiore, i punti x ,  y non possono essere rispett, punti nulli 
e ZnJiniti di una funzione monodroma. 

I n  quanto poi all'essere la  nostra funzione esattamente a p valori, risulta 
dall' equazione (1). 

Infatti se la sua potenza Ihma (1. < p )  potesse essere una funzione mono- 
droma risulterebbe che moltiplicando ambo i termini di (1) per A, il secondo 
membro dovrebbe essere congru0 a zero. 

Ora se A è primo con p cib evidentemente non pub succedere, perchè le 
r- differenze hi - h'i non sono divisibili peï p. Se - è intero = p', allora avendo A 

precedentemente convenuto che le due curve C, C' hanno tali caratteristiche 
che hi - hli non possono essere tutte divisibili per un divisore di p ,  tali dif- 
ferenze non potranno essere tutte divisibili per ,a' che è un divisore di p. 

Pe r  trovare i fattori coi quali la nostra funzione viene a moltiplicarsi 
quando la variabile percorre un cammino periodale basta servirsi di una certa 
rappresentnzione della nostra funzione mediante le cosiddette forme principali $2 
introdotte da KLEIN. 

L a  importanza di tali espressioni chiamate anche forme primitive (Prim- 
formen), e delle quali abbiarno già abbastanza discorso nelle Memorie pre- 
cedenti ("), consiste in cib che esse sono ne1 campo abeliano quello che una 
espressione lineare binaria è ne1 campo razionale. 

(") Memoria 1, § 3. hlemoria III, !j 1. 
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a tre argomenti. 7 

In altri termini tali forme primitive non sono mai dimmate, non sono 
mai infinite, e si annullano solo e di 1." ordine quando i due punti, di cui 
sono funzioni, coincidono. 

L a  n(x y) è ne1 campo abeliano quel10 che (x - y) è ne1 campo ra- 
zionale (*). 

L a  funzione radicale di cui si è parlato avanti non essendo una fun- 
zione diramata e avendo per punti zero semplici i punti x e per punti d'in- 
finito semplici i punti y sarà eguale a (**) 

In  questa formola le q sono i periodi degli integrali normali di 2." specie. 
L a  verità di questa formola si dimostra elevandola a pma potenza e mostrando 
allora mediante le formole di periodicità delle e le note relazioni bilineari fra 
i periodi degli integrali di 1." e 2.a specie, che tale potenza pma non ha alcuna 
periodicità su qualunque dei tagli canonici della superficie di RIEMANN; quindi 

C poichè essa ha gli stessi zeri ed infiniti della funzione monodroma , sarà ad 
C 

essa eguale a meno di un fattore costante. 
È facile allora da questa formola trovare che la periodicith della nostra 

funzione : 

è data dalle formole seguenti: 
Sui tagli canonici 

A ,  A , . . .  A, Bi B,... Bp, 

essa acqiiista rispettivarnente i fattori : 

dove E è una radice I * m ~ e l l ' u n i t i 7  e h e h' sono rispettivamente i numeri 
che compongono le caratteristiche delle curve di contatto C, C'. 

Si vede dunque che davvero la nostra funzione soddisfa alle condizioni 
per dirsi una funzione radicale. 

(*) KLEIN, Mûth. Ann., Bd. 36, pag. 11. 
(**) KLEIN, Opera cit., pag. 33. Si noti che ivi c'é un errore di stampa. 
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8 Pa sca 1 : Sulla teoria delle fitnzioni o abeliane p a r i  

5 3. Caso delle curve di  4.' ordine di genere  3. 
Introduzione di una curva s tor ta  di 6." ordine e del10 s tesso genere. 

Supponiamo che la curva fondamentale sia una curva generale di 4.' or- 
dine. Allora è facile specializzare la  teoria generale precedente e ottenere il 
risultato che: esistono 64 sistemi di cubiche di contatto (di specie 2) alla curva 
di 4." ordine; e ciascuno di tali sistemi è triplamente infinito. 

Yogliamo dimostrare una proprietà comune a tutti questi sistemi. Noi 
facciamo la dimostrazione per il nostro caso particolare, ma avvertiamo che 
la analoga proprietà è generale per le curve di  contatto di specie 2. 

Sieno x, x ,... x, i 6 punti di  contatto di una cubica e x', x', ... x', 
quelli di un'altra cubica dello stesso sistema. Allora per le formole del § 1 
abbiamo : 

"6 Go + R" r"'+ . .+ f  -.--- 

2 
4 b, S, 

(mod. periodi), 
"'a ~a + Rn + -  .+( G 

2 
i l  bti i 

donde sommando: 

f X ' +  . . .  +r+.. .= - c, (mocl. periodi), 

b1 b, 

e aostitueiido per c, il suo valore si h a  infine: 

I + . . . + ï6 + y" + . . . +r"- O (mod. periodi), 

e poichè per ipotesi i dodici punti a stanno su di una cubica, staranno dunque 
eu di una cubica i punti x insieme ai punti x',. Dunque i dodici punti di con- 
tatto di due cubiche di contatto dello stesso sistema stanno su di una nuova 
cubica. 

Sieno ora 9, @, due cubiche di contatto del10 stesso sistema, e a,, quella 
che passa per i dodici punti di contatto di esse. È chiaro allora che sulla 
superficie di RIEMANN la funzione: 

a1 
0 ' q2 
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è una costante, yerchè non ha né zeri, né infiniti. Possiamo dunque etabilire 
la formola fondamentale: 

ai a3 = @PI2 , (1) 
determinando in modo Ie equazioni delle cubiche che la costante di cui si 
parla risulti eguale all'unità, cib che si pub sempre fare. 

Cib posto esaminiamo la espressione: 

y" = (ut \lm- ~2 \IE)e. 
Dico che x = O rappresenta una nuova cubica di contatto dello stesso sistema 
di @, e cp,. 

Infatti dall'equazione precedente si ricava: 

Ora essendo il secondo membro il quadrato di una funzione razionale, nei 
punti nei quali diventa zero, diventerà sempre almeno zero di 2." ordine, e 
poichè al primo membro @, fa pure 10 stesso, 10 stesso dovrà fare anche X. 

Dunque y" è una cubica di contatto; appartiene poi al10 stesso sistema 
di @, e Qe perchè 

.- 

cioè il primo membro B eguale ad una funzione razionale, e qiiindi i punti 
zero di Jy sono corresidzcali a quelli di \IK. Nello ~tesso modo si dimostre- 
rebbe che se a, a, 'P, a, sono quattro cubiche di contatto di un sistema, la 
espressione : 

\i;= u, iù;; i- 212 \/K + a3 \/3 4- ~4 \lK, (2) 

rappresenta la radice quadrata del primo membro dell'equazione di una cu- 
bica dello stesso sistema. Indicando con KLEIN (*) colla denominazione forma 
radicale (da non confondersi con funzione radicale) tale radice quadrata, pos- 
siamo anzi far vedere che nella formola (2) si comprende la espressione pi& 
generale di una forma radicale appartenente al sistema dato. 

Infatti sappiamo che le cubiche di contatto non sono più di tre volte 
infinite, quindi nella formola (2) non potranno cornparire pih di quattro pa- 
rametri omogenei arbitrarii. 

(*) KLEIN, Opera cit., § 11. 
Amzali di Matematiea, tomo XVIII. 
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1 O P a s c a l :  Sulla teoria delle ficnxioni o abeliane pari 

P e r  modo che possiamo dire anche che fra cinque forme radicali del10 
stesso sistema &ide sedipre una relazione del tipo (2). 

Prendiamo quattro forme radicali di uno stesso sistema e fra loro indi- 
pendenti, e poniamo : 

interpretando le x corne le quattro coordinate omogenee nello spazio ordinario. 
L e  quattro x omogenee verranno cosi funzioni dei punti della superficie 

di RIEMANN, onde descriveranno nello spazio una linea storta. h facile dirno- 
strare che è una linea di 6." ordine Cs. Infatti un piano: 

rappresenterà secondo la formola (2) una forma radicale, la quale, come sap- 
- - 

piamo, è zero e di 1." ordine solo in sei punti della superficie di RIEMANN. 
Onde un piano interseca la nostra curva in sei punti semplici. Questi sei punti 
nei quali C, è tagliata da un piano corrispondono, sulla C, a 6 punti pei 
quali passa una cubica di contatto. 

Poichè i rapporti delle \(% sono funxioni ~ax iona l i  sulla superficie d i  
RIEMANN si ha  che i puuti della nostra curva C, corrispondono univocamente 
a i  punti di C,; la C, è anche di genere 3. Noi potremmo prendere anche in 
luogo di C,, la C, per fondamento delle nostre ricerche. 

P e r  una ragione che si svilupperà in seguito vogliamo ora esaminare in 
quali casi si annulla il seguente determinante. 

Sieno x' x" x"' x" quattro punti della nostra superficie di RIEMANN, e 
formiarno il determinante: 

Interpretando i \I% come coordinate nello spazio si ricnva evidentetnente 
che D sarà in generale zero quando i quattro punti x' z" 8"' x" che nella 
curva di 4.' ordine corrispondono ai  punti x' x" x"' x" di C,, stanno in 
un piano. Supponiamo dati i primi tre punti, e vogliamo vedere quando il 
determinante D considerato corne funzione del quarto si annulla. In primo 
luogo quando il quarto viene a coincidere con uno dei tre primi. Poi quando 
z1 viene ad essere uno dei tre altri punti in cui il piano determinato da  
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a tre argomenti. I l  

z' z" z"' taglia Cs; e finalmente quando z' z" 2"' sono i tre punti nei quali 
Cs è tagliata da una trisecante; in tale ultimo cas0 D è identicamente zero 
considerato come funzione di z", cioè è zero qualunque sia z". 

Corne conseguenza di un teorema generale sulle curve di contatto (*), si 
ricava che i 64 sisterni di cubiche di contatto di Cc si distinguono in due 
categorie, di proprietà diverse. 

L'uno risulta di 28 sistemi ciascuno dei quali è univocamente coordinat0 
ad una delle 28 tangenti doppie di C,; l'altra risulta dei rimanenti 36 sistemi. 

Le  caratteristiche corrispondenti a cjascun sistema della prima categoria 
sono dispari cioè tali che: 

h= h , h , +  h2h5+ h,h,, 

forma un numero dispari. 
Le  caratteristiche di un sistema della seconda categoria sono pari cioè 

per essa 1 è pari. 
Nella Mem. 1 e II abbiamo preso per oggetto delle nostre considerazioni 

i sistemi della prima categoria; ora studieremo invece i 36 sistemi della se- 
conda, e per far cib porremo le C, sotto una forma canonica speciale e adatta 
per il nostro scopo attuale, come già facernmo analogamente per il caso delle 
caratteristiche dispari ponendo le C, sotto iin'altra forma caronica. 

§ 4. Cenno sulla teoria geometrica di Hesse della C,. 

Consideriamo una rete di quadriche (**): 

F =  x i z a i k ~ i ~ k  + xzZ&kXi~k + r ,Zyik&zk,  

in cui le x sono i parametri della rete, e 

Domandiamo se fra le 0û2 superficie della rete vi sono coni? Poichè deve 
essere soddisfatta una sola condizione perchè una F, diventi un cono, è chiaro 
che vi saranno nella rete mi coni. Che cosa formeranno i vertici di questi coni? 

(*) CLEBSCH-LINDEMANN, Geometrie (ediz. francese), vol. III, pag. 243. 
(**) HESSE, Crelle's Journal, Bd. 49 (1856). 
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Le condizioni perché il punto z sia vertice di un con0 sono espresse da: 

Con considerazioni nei cui dettagli non posso entrare, si dimostra che la 
curva che si ottiene d a  queste equazioni eliminando le x, è effettivamente 
di 6.' ordine, a meno di una parte estranea di 3." ordine che non ha  nulla 
da fare colla curva dei vertici dei coiii. 

D'altra parte eliminarido fra le stesse equazioni le x si ha  una relazione 
di 4." grado in x, che pub interpretarsi corne una curva di 4." ordine ne1 
piano. 

Ponendo: 
n i k  = nki = U i k  xi + Bik $2 $ Yik X3 , 

il risultato dell'eliminazione è: 

Poiché le relazioni (1) sono lineari sia nelle x che nelle x si h a  dunque 
una corrispondenza univoca fra una curva di 4." ordine ne1 piano e una curva 
storta di 6.' ordine. Noi faremo vedere che questa corrispondenza fra la C4 
e le C, è perfettamente una corrispondenza del genere di quelle di cui si è 
parlato ne1 paragrafo precedente. 

In  primo punto si pub dimostrare che la C, cosi ottenuta è generale. 
Inoltre è facile vedere che la curva di 3.' ordine: 

passa per i punti di C, corrispondenti ai  dodici punti nei quali due piani: 

u , x ~ $ u ~ x ~ $ u J x ~ $ . u ~ x ~ = ~  

vizi + ~ 2 %  $ v3xa + 214x4 = O, 
tagliano la curva di 6." ordine. 
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Donde si ricava che la  cubica a,,, cioè quella che si ricava da b,,, 
ponendo v = u,  passa doppiamente per i punti corrispondenti a quelli in cui 
il piano u, = O taglia C,; essa è dunque una cubica di contatto, e si ricava 
ancora che i sei punti x nei quali un piano qualunque taglia C, corrispondono 
su Co a sei punti per i quali passa una cubica di contatto. Tutte queste cu- 
biche di contatto appartengono al10 stesso sistema; i piani che intersecano C, 
sono triplamente infiniti, dunque triplamente infinito sarà questo sistema di 
cubiche, corne deve essere (vedi 8 3). Su C, dati tre punti esistono sempre 
e sono univocarnente determinati altri tre punti che coi primi formano i sei 
punti di contatto di una cubica. 

Dalle cose dette risulta che in generale sarà: 

una costante sulla superficie di RIEMANN. Noi potremo dimostrare in un pa- 
ragrafo seguente (8 6 )  che tale costante è propriamente eguale ad l ,  cioè 
che si ha: 

@uu @UV = - 
Chiamiamo rispettivaniente <Pi a, a, @, le a peï i seguenti valori dei 

parametri u: 
U4, u,, u3, u , = = 1 ,  O, O ,  O ;  

O ,  1 ,  O ,  O; 

O ,  0, 1 ,  O; 
O ,  O ,  O ,  1. 

Allora si vede subito che, indicando con @ik le <P passanti per i punti 
di contatto di ai e QI,  con C,, si ha: 

Intanto dalle (1) si pub ricavare: 

cioè la nostra curva di 6." ordine è perfettamente una di qudle definite ne1 
paragrafo precedente. Ora viene la domanda: Il sistema di cubiche di con- 
tatto che siamo qui venuti a trovare è un sistema appartenente alla prima 
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O alla seconda categoria (vedi paragrafo precedente)? Si dimostra che è un 
sistema della seconda categoria. Non posso entrare nei dettagli di questa di- 
mostrazione; solo accennerb che la dimostrazione si fa giovandosi della pro- 
prietà che una Co della prima categoria giace sernpre su di una quadrica F2, 
mentre si pub dimostrare che la C'c da noi qui introdotta non pub giacere 
-su alcuna F,. 

In conseguenza di cib si ha che le dieci grandezze: 

sono fra loro linearmente indipendenti; O anche sono linearmente indipendenti 
le quantità alle prime proporzionali: 

Si ricava dalle cose dette che la curva di 4." ordine generale si pub 
porre in 36 modi diversi sotto la forma 1T = O datale al principio di questo 
paragrafo; ad ognuno di tali modi corrisponde uno dei 36 sistemi di cubiche 
di contatto della seconda categoria. 

$ 5. Proprietà geometriche della C, di 2." specie. Sue trisecanti. 
Corrispondenza (3, 3), su di essa. 

Facilmente si possono dimostrare le seguenti proprietà geometriche (*): 
1. Ai punti di una retta ne1 piano corrispondono le quadriche di un 

fascio e viceversa. 
S. Ai quattro punti comuni ad una retta e Cd corrispondono i quattro 

coni appartenenti a questo fascio. 
3. 1 piani polari di un punto arbitrario z' rispetto alle superficie della 

rete formano una rete. 
4. Se il puntc? x' sta su C, allora si ha solo un fascio di piani polari. 
5.  1 piani polari di un phnto x' rispetto alla F, di un fascio, formano 

un fascio. 
6. Se x' sta su C,,  e propriamente è uno dei quattro punti di c6 che 

sono vertici dei quattro coni appartenenti al fascio, il piano polare è unico. 
Propriamente tale piano polare è il piano degli altri tre puiiti che con 2' for- 
mano i vertici dei quattro coni. 
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7. Per  ciascun punto di C, passano tre trisecanti. 
8. Facendo passare per ciascuna trisecante il fascio di piani si hanno no 

terne di punti corresiduali. 
9. Poichè ad ogni serie di terne di punti cowesiduali appartiene un 

punto fisso R (Restpurzkt) si h a  dunque che ad ogni trisecante corrisponde 
un punto della C, e viceversa. 

10. I l  fascio di piani polari del punto R rispetto alla superficie della 
rete ha  per asse la trisecante di (;, corrispondente ad R. 

Il. Dalla corrispondenza (1, 1) fra i punti di C, e le sue trisecanti 
si pub passare ad una corrispondenza (3 ,  3) fra i punti di C, f ia loro. In- 
fatti ad ogni punto x di C6 corrisponde una trisecante, dunque possiamo far 
corrispondere a x la  terna di punti z' cornuni a C, e alla trisecante. D'altra 
parte sappiamo che per ogni punto di passano tre trisecanti (teor. 7), dunque 
ad ogni punto z' corrispondono tre trisecanti e quindi t r e  punti 2. 

12. La corrispondenza (3, 3) dei punti z ,  z' su C, pub trndursi in 
iina corrispondenza analoga dei punti z su C, ne1 piano. 

A d  ogni punto z corrispondono tre punti z' in linea retta. Facciamo pas- 
sare per questa trisecante il fascio di piani. Si hanno terne di punti corre- 
siduali fra loro e di cui z é il punto-resto (teor. 9). 

Ad ogni gruppo dei sei punti tagliati su C6 da ognuno di tali piani del 
fascio corrisponde ne1 piano il gruppo di sei punti di contatto di una cubica. 

Possiamo dunque dire che ne1 piano la corrispondenza (3, 3) é carntte- 
rizzata cos1 che ad ogni punto x corrispondono tre punti x' i quali insieme 
coi tre punti x" che una retta qualunque passante per x taglia su C, formano 
i sei punti di  una cubica di contatto. 

13. L a  corrispondenza (3, 3) di cui si parla non h a  coi~zcidenxe (*). 
14. Per  trovare le formole analitiche per esprimere la corrispondenza 

di cui si parla, osserviamo che se abbiamo un punto z di C, e vogliamo 
trovare i tre punti z' che vi corrispondono dobbiamo menare i piani polari di z 
rispetto a tutte le superficie della rete, e trovare le tre intersexiorzi Jisse di 
tali piani polari con C, (teor. 10). Onde il piano polare: 

dove le h si suppongono arbitrarie, e le z, z' si suppongono punti di Cc dà 
la  relazione di corrispondenza fra z ,  z'. 

(*) Questo teorema é una facile applicazione della teoria trascendente del principio di 
corrispondenza; vedi HURWITZ, Ueber allg. Corr. Princip. Math. h n n . ,  Bd. 28. 
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Se cioè x, x' si corrispondono nella corrispondenza (3, 3), tale relazione 
dev'e aver luogo per qualunque sistema di h,,  A , ,  h,. 

Poichè le x ,  x' sono punti di (=,, possiamo porre per esse i loro valori 
(5 4) e si ha: 

[xx'] = hi X a i k  \ I ~ ( x )  dG(xr) hz Z P i k  \I%(x) \Ik ($3 f 
h, x ~ i k  \/&(x) \lk(xl) = 0, 

dove z, x' sono i punti di C4 corrispondenti a z ,  x'. 
Tale relazione esprime a sua volta la corrispondenza dei punti z, x' su C,. 
La (2) sarà zero indipendentemente dalle h ,  allora e solo allora che i 

punti x, x' sono legati in modo che dato x e fatta passare per essa una retta 
arbitraria che tagli C, in tre punti x", il punto x' è uno dei tre punti che 
insieme a i  tre punti x" formano i sei punti di contatto di una cubica di 
2." specie. 

Finalmente vogliamo aggiungere alcune formole che ci occorreranno in 
seguito. È facile dimostrare che l'equazione di C4 pub porsi sotto la forma 
speciale : 

n = f: = r , > ; a c  f,(x)\lk(~) 4- + ~ n z ~ i k d k  J à a  + 
- - j (3) 

-k x ~ ~ ~ i k d ~ d & ;  

e che la sua polare pub scriversi: 

$ 6. Formole p e r  l a  C4 e Ie sue cubiche di  contatto. 
Dimosfrazione di a,, q,, = (l$, . 

Poniamo la  rete di quadriche simbolicamente sotto la forma: 

L a  equazione di C4 cioè la del tj 4 viene allora simbolicamente 
espressa da: 

12n = ( ~ ( B ~ d ' ) ~ a 3 : b ~ ~ m d ~ .  

L e  cubiche di contatto vengono espresse d a :  
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È facile allora di qui dimostrare la espressione (3) del § 5. Infatti pos- 
siamo prima di tutto trasformare la (3) in modo da farla venire razionale, 
porvi cioè @a($) in luogo di \ I q ( x )  vak(%).  Allora la (3) diventa, adoperando 
i coefficienti simbolici: 

dove con (apy){ si intende quel minore di 3.' ordine del determinante (ap  yd) 
che corrispoiide a Ji .  

Si ha dunque immediatamente per f 2  la formola (3) del 5 5. 
Dimostriamo ora cbe per ogni punto della superficie di RIEMANN si ha 

sempre : 
@,,@UV = @tu.  

Infatti possiamo scrivere giovandoci delle note identità del calcolo sim- 
bolico : 

Trasformiamo il primo termine colla forrnola: 

Osserviamo che i priini tre termini che si hanno, sono fra loro eguali 
perche si ricavano l'uno dall'altro cogli scambi di a ,  P ,  y fia loro. Tnoltre 
sono anche eguali e di segno contrario a quel10 da cui si è partiti, percliè 
per es. il primo di essi è: 

che col10 scamhio di a in a' diventa eguale e di segno coiitrario al termine 
trasformato. Si h a  dunque infine con tale traaformazione solo: 

3 - - (a p a')' 03' ./' u vy. 
4 

Onde infine si ha: 
3 

(a fi (ar$ y ' ~ ) i  = - (a a')' (0' y' u v)e 4 
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dove per brevità abbiamo omesso di segnare il fattore simbolico comune 
a, b ,  c, a', b', c', . Ora sulla superficie di RIEXANN si ha identicamente : 

f ~ ( a ~ y a ' ) e u , 6 , c , a ' ,  = O ,  

dunque ricordando le formole sopra stabilite si ha  esattamente la dimostrazione 
enunciata. 

5 7. Sull'annullarsi identico delle funzioni 9 pari. 

Per la costruzione delle funzioni 5 ci occorre prima di tutto ricordare 
alcuni teoremi sull'annullarsi identico delle funzioni jacobiane. Supponiamo 
in primo luogo che gli argomenti u delle funzioni 2 pari sieno rappresentati 
dagli integrali normali abeliani di 1." specie estesi fra i seguenti limiti: 

dove y x  x' x" x'" sono cinque punti arbitrarii della superficie di RIEMANN e 
i puiiti cy sono tre punti djpendenti solo da1 punto y, e ne1 seguente modo: 
si tiri per y una retta arbitraria che tagli C4 in altri tre punti; allora da 
questi tre altri punti sono univocamente determinati altri tre c' c" c"' che 
insieme ad essi formano i sei punti di contatto di uua cubica. Tali tre altri 
punti sono fissi qualunque sia la trasversale menata per y ($ 5, teor. 12). 
Cos1 sono fissati i punti c. 

I l  primo teorema sull'annullarsi delle 9 pari che vogliamo citare è: 
, 1. Le funzioni 4 pari costruite per argomenti (1) e considerate come 

funzioni di x  si annullano solo nei tre luoghi x  = x', x", x"'. 
Se poi x' x" x"' sono tre punti in linea retta, d o r a  2 corne funzione 

di x si annulla identicamente. 
Corne caso particolare consideriamo l'argomento speciale: 

iI 
Si ha allora: 

2. Le funzioni 4 pari cogli argomenti (2), e considerate corne funzioni 
di x, si annullano solo se x = c f y ,  c",, c"',; cioè se x y si corrispondono 
nella corrispondenza (3, 3) sulla C4 di cui si è parlato al €J 5, teor. 12. 
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Sappiamo che tale corrispondenza non ha coincidenxe se C4 non ha punti 
doppii (3 5, teor. 13), il che è d'accord0 col fatto che le 3 pari abeliane di 
genere 3 non posuono diventar zero per argomenti zero, cioè se x = y. Le 
4 qui considerate si annullano dunque negli stessi casi in ciii si annulla 
l'espressione (2) del $ 5. 

Consideriamo ora in terzo luogo gli argomenti generali: 

dove i lirniti inferiori sieno quattro punti in linea retta. Allors una facile 
applicazione del teor. 1 ci dà, l'altro teorema: 

3. Le 9 pari cogli argomenti (3) si annullano solo quando: 

essendo t', tu y tre punti arbitrarii e le c determinate al solito modo. 
Facendo passare per y la retta a~bitraria su cui stanno i limiti inferiori 

del primo membro, e chiamando b' b" b"' gli altri tre punti d'incontro, si 
ha la relazione da soddisfarsi: 

Ora per la costruzione dei punti c si ha che per i sei punti b, c passa 
una cubica di contatto; onde Io stesso dovrà succedere fra i sei punti x e t; 
cioè la cubica di contatto che passa Fer tre punti x dovrà passare per il 
quarto. Trasportata questa proprietà sulla Cs si ha che la 4 pari cogli ar- 
gomenti (3) si annulla solo quando i quattro punti z corrispondenti ai quattro 
punti x stanno in un piano. Si annulla cioè negli stessi casi in cui si annulla 
il determinante D da noi considerato al $ 3,  salvo che D si annulla anche 
se due dei punti x coincidono, cib che non fa 9; perchè per es. se x' coincide 
con x" la condizione per l'annullarsi di 9 ~arebbe che la cubica di contatto 
passante per x" x'" x" avesse in x" con C4 un contatto di 3." ordine, cib 
che non succede in generale rimanendo arbitrarii i tre punti x", x'", x". 
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$ 8. Introduzione delle funzioni o abeliane pari;  
loro costruzione; loro proprieta. 

Si è o~servato ne1 7 che le funzioni Jacobiane 4 costruite O per gli 
argomerlti (2) O 'per gli argonienti (3) hanno rispett. gli stessi zeri delle 
espressioni (2) del $ 5 O del determinante D del $ 3. 

Se quindi vogliamo passive ad una costruzione dclle fiitizioni 9 mediarite 
i punti della super.ficie di RIEMANN, è chiaro che prima di tutto dobbiamo 
pretidrre corne fattciri delle .$ le espressioni analitiche dette. 

Tenerido poi presenti le proprietà delle 9 rispetto alla periodicità, noi 
possiiimo determinare gli altri fattori O divisori che insieme con quelli detti 
compongono le 3. 

Non possiamo qui entrare nei dettagli di queste costruzioni; e riman- 
diarno il lettore al lavoro di KLEIN (*). 

Qiiesti altri fattori di cui si è parlato sono combinazioni delle forme 
prirnitivt: 12, e delle forme rnedie p (**). 

Le prime fiervono a togliere dalla formola quei tali punti-nulli posseduti 
da D ma non da 9; le seconde servono a dare alla formola completa la 
stessa periodicità nota delle 3. 

Per la costruzione delle funzioni fi e p si pub prendere per fondamento 
un iiitegrale qualunque di 3." specie; in questa maniera si avrebbero pro- 
priainente delle funzioni @ affatto generali; per costruire perb le note fun- 
zioni 3 di  JACOB^ definjte mediante la nota serie esponenziale, l'arbitrarietà 
della scelta di un tale integrale sparisce, e si ha che dobbiamo prendere 
propriamente quell'integrale normale introdotto da CLEBSCH e GORDAN e da 
essi chiamato fl (***). 

Se preridiamo invece quell'altro speciale intcgrale normale di 3." specie di 
cui abbiamo discorso nelle Mem. precedenti, e che abbiamo chiamato & (****), 
allora anzichè avere le 3 di JACOBI O un'altra funzione O qualunque, otte- 
niamo una funzione che chiaminmo g, e che, unica fra tutte quelle dalla sua 
specie, possiede speciali proprietà, da una parte in quanto al comportarsi ri- 
spetto alla trasformazione lineare dei periodi, e dell'altra in quanto al com- 

(*) K I  EIN, Opera cit., 5 13, pag. 40. 
(*%) K L E I N ,  Opera cit., § 4, § 5. Vedi ariche Rlem. 1. 3 2-4. 
(***) CI.EHSCH und GORDAN, Abelsche Funct. 
(a***) KLEIN, Opera cit., 5 26, Mem, 1, 5 1; Mem. III, § 1. Plcri, Math. Ann.,  Bd, 29. 
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portarsi rispetto alla trasformazione lineare della curva di 4.' ordine fonda- 
mentale; propriamente, riguardo alla seconda trasformazione, è un covariunte 
trascendcnte di C,2 e rispetto alla prima trasformazione le funzioni o pari si 
scambiano fra loro semplicemente, sema cioè l'introc'uzione di alcun fattore 
estraneo corne fanno a l  contrario le altre O (*). 

Ricordando poi che ogni integrale di 3.' specie si pub esprimere me- 
diante Q aggiuntavi un'espressione bilineare negli integrali di 1." specie, si 
ricava, con alcune considerazioni nei cui dettagli non posso entrare, che ogni 
altra O si esprime mediante la a moltiplicata per un fattore costante e per 
un fattore esponenziale di 2." grado negli integrali d i  l.a specie. 

P e r  il caso in cui si prendono per argomenti delle g gli argomenti (2) 
del paragrafo precedente, cioè: 

dipendenti solo da due punti x, y della superficie di RIEMANN, la a acquista 
la forma: 

dove [xy] è l'espressione (2) del § 5. 
Questa u non è da confondersi colla u generale che si costruirebbe per gli 

argomenti (3) del paragrafo precedente, ma è solo di essa un caso particolare. 
Perb la nostra speciale 5 ha colla generale qualche cosa di comune, e 

l'osservazione che adesso stiamo per fare è fondamentale per tutto quel10 che 
diremo in seguito. 

L e  funzioni u sono tali funzioni dei punti della ~uperficie di RIEMANN che 
riescono funzioni analiticbe monodrorrie intere degli integrali u: di 1." spe- 
cie (***). Esse yossono dunque svilupparsi in serie secondo le potenze ascen- 
denti delle w ;  ora i termini di grado nelle w inferiore al 4.", sia della a ge- 
nerale che della nostra particolare debbono essere necessariamente comuni. 
Non ripetiamo qui i dettagli di qiiesta conclusione averidoli già esplicati 
nella Mem. 1 (****). 

(*) KLEIN, Opera cit., pag. 80-81. Mem. III: 3 2. 
(**) KLEIN, Opera cit., pag. 54 nota. 
(***) BURKHARDT, Ryperelliptische Funct. Math. Ann., Bd. 32, § 21. 
(****) Mem. 1, § 7. FROBENIUS, Ueber Jacobische Fzcnct. dreier Argumente. Crelle, 

Bd. 105, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Infatti sieno, in una certa combinazione, a a' cornpresi in uno stesso 
determinante. Allora fra i quattro determinanti ne esjsterh certamente uno 
che non conterrà né a n6 a'. Consideriamo allora questo determinante insierne 
eoll'altro, e applichiamovi la nota formola d'identità per determinanti qua- 
ternarii, prendendo per elementi fissi ne1 determinante contenente a e a', tutti 
gli elementi meno a'. Allora abbiamo una serie di prodotti di due determi- 
nanti in cui a. e a' sono sempre separati. Analogamente si procederebbe se 
vi fosse anche un altro determinarite contenente insieme a e a'. Possiamo 
dunque effettivamente limitarci a considerare formazioni invariantive tali che 
in ogni deterniinante vi sia O a O a'. 

Occupiamoci ora degli altri elementi di ciascun deterrninante. Dobbiamo 
distribuire le lettere P y d F' y' a', di cui ciascuna deve essere ripetuta due 
volte, in quattro gruppi ternarii, in modo che due lettere eguali non stieno 
mai comprese in uno stesso gruppo. 

Non ci sono che i seguenti tre casi possibili: 
1. 1 tre elernenti di uno dei gruppi stanno tutti in un altro unico gruppo. 
2. Ne stanno solo due in un altro gruppo. 
3. Ne sta solo uno. 

A tali tre casi corrispondono propriamente i tre tipi: 

ne1 senso che ogni altra combinazione analoga pub sempre ridursi ad una 
di queste collo scambio opportune di lettere, scamhio che finora possiamo 
supporre effettuato perchè non ancora abbiamo fissati i due determinanti 
ternarii colle lettere b c d .  .. Ora è facile vedere che il tipo (1) non pub dar 
luogo ad alcuno dei covarianti richiesti, percliè in esso aggiungendo la parte 
colle lettere latine b, c, d, b', ... si vede che in qualunque modo si raggruppino 
in due parti queste sei lettere, sempre due almeno delle lettere b, c ,  d per es. 
b, c, verranno riunite in uno stesso determinante; quindi la formazione in- 
variantiva corrispondente sarà zero, corne si vede collo scambio di quelle 
tali due lettere b, c. Consideriamo il tjpo (2). 

Noi dobbiamo aggiungere a ciascuno dei quattro gruppi ternarii O un a 

O un a' e formare cosi i quattro determinanti quaternarii. 
A prescindere dallo scambio di 0: con a', si vede che non sono possibili 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



24 Pa sca 1 :  Sulla teoria delle funzz'oni a abeliane pari 

che solo le tre eombinazioni: 

L a  prima di tali combinazioni la ridurrerno a due termini del tipo (3). 
Infatti per una nota identità: 

(a' 0 y 8) (a' a' -/' 8') = - (a' Pr 7 8) (-/' 8' 6 a') - (u' y' y 8') (a' Ba' P') , 
e moltiplicando per 

(+cl) ( a / 3 ' j 8 ) ,  

si sede che si formano due combinazioni tali che i tre elementi (a prescindere 
da a  e a') di ciasc.un determinante stanno distribuiti uno per parte in cia- 
scuno degli altri tre, quindi si formano due combinazioni del tipo (3). 

Una cosa analoga si pu6 verificare nella terza delle combinazioni (4). 
Infatti unendo il secondo e quarto determinante si ha: 

e si vede analogamente che il secondo e terzo dei termini che cos1 risultaiio 
sono del tipo (3), e 'resta a considerare solo il primo termine, in cui a a' 

stanno congiunti in uno stesso determinante e quindi noi dovremo fare in  
modo da separarle. Possiamo scrivere : 

e si vede che i primi due termini sono pure del tipo (3) mentre l'ultimo è 
di un tipo analogo alla seconda formazione delle (4). 

I n  quanto finalmente al tipo (3) è chiaro che è perfettamente indifferente 
distribuire ivi le a ,  a' in un modo piuttosto che in un altro. Giacchè inco- 
minciamo per es. a porre a  al primo gruppo; se poi la seconda a la pongo 
una volta al secondo gruppo e un'altra volta al terzo, è chiaro che le due 
combinazioni ehe cos1 si hanno si ricavano l'una dall'altra col10 scambio 
di 0, y fra loro e ,O1, y' fra loro. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Restano dunque da considerare le sole du8 combinazioni: 

a,  a', (a .  B y d) (a B y 6') (a' 13' 1' 8) (a' B' y' 6') ( 5 )  
axa1,  . (a  y  8) ( a  p y' 8) (af F' y 8') (a' fi' y' 8)  , ( 6 )  

dove bisogna ancora aggiungere due determinanti ternarii formati colle sei 
lettere b ,  c ,  cl, b', c', da. È rhiaro che tali due determinanti che dorranno 
moltiplicarsi per ( 5 )  dovranno essere formati in modo da non contenere 6 ,  c 
e b', c' rispettivamente uiiite in uno stesso determinante, altrimenti sarebbe 
zero l'espressione corrispondente. 

Duvendo dunque per ( 5 )  b, c e b', cf stare sempre separate, si hanno 
solo le combinazioni: 

(b c' d )  (b' c d')  
(b b d )  (c cf d ' ) ,  

di cui la  seconda si ricava dalla prima col10 scambio di 6' con c', scambio 
che non altera (5) .  

Distribuendo invece le dl d' in senso inverso si hanno combinazioni ri- 
spettivamente eguali percha (5) è .simmetrico in 6 ,  $'. Dunque da  (5) si ha 
jnfine un unico covariante che con opportuno scambio di lettere possiamo 
scrivere : 

b 
( A )  = a,  a', (b c d )  (b' c' d') (a  8) (a  y' 8') (a' B y 8)  (a' p' y 6'). 

Esaminiamo ora ( 6 ) .  
facile prima di tutto verificare d e  (6) resta inalterato per le seguenti 

sostituzioni : 
= ( B  F')  (Y Y ) )  (e a') 

AS, = (fi f i ' )  \a 8') !a a') 

&-(7y')(d\&') = S , . S *  

Tutte le combinazioni di determinanti ternarii che possono formarsi colle 
sei lettere sono dieci e propriamente: 

(b c d)  (b' c' d') (7 ) (b d c') ( r  1)' d') (12) 

(b c b') (d  c' dl) (8) (b  cl d') (c  d Cf) (1 3) 

(b c  c') (b' d d') ( 9 )  ( bd  b )  (rc'd')  (14) 

(b  d  d') (b' c c') ( 1  0 )  (b b' c') (c  d d') (15) 

(b c d' )  (b' c' d)  (1 1) (6 b' d')  (c d c'). (1 6) 
Annali di Matematica, tomo XVllI. 4 
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È facile vedere che ( 1 1 )  ( 1 2 )  (13) si ridueono a (7) colle sostituzioni 
rispett. Si, S,, S, per le quali ( 6 )  resta inalterato. 

Inoltre ( 1 4 )  (15) (16)  si ricavano da (8) colle sostituzioni S5, S,, S, rispett. 
Inoltre (9) e ( 1 0 )  si ricavano l'uno dall'altro colla sostituzione S,; resta 

infine a far vedere che (8) (9) possono ridursi l'uno all'altro. Infatti: 

(b  c c') (b' d d') = (b c b') (d dl c') - (6 c d )  (d' c' b') + ( b  c d ' )  (c' 6' d) , 
e moltiplicando per (6) si vede che il tipo (9) pub ridursi solo ai  tipi (7), (8).  

In tutto dunque oltre il covariante trovato ( 1 )  si hanno solo gli altri due: 

(B) = a, a', (b  c d )  (b' c' d ' )  (a B y d) (u  B y' d') (a' Br y 3') (4.1 0' y' d) 

( C )  = a,  a', ( b  c b') (d c' d ' )  (a ,6 î/ 4) (u B y' d') (a' ,6' -/ 5') (cc' 0' ^/r 8). 

1 tre covarianti ( A )  (B) (C) sono fra loro linearmente indipendenti, come 
risulterà da alcune considerazioni che svilupperemo nei paragrafi seguenti. 

3 10. Introduzione di un connesso ( 1 ,  2) ne1 piano 
in luogo della re te  di quadriche. 

Nei paragrafi precedenti noi abbiamo preso per fondamento del10 studio 
delle funzioni o pari una rete di quadriche; cib porta a dover considerare 
dei covarianti di forme quaternarie. Si pub perb fare una notevole riduzione 
del problema mediante una sernplice idea sviluppata da1 Prof. KLEIN nelle sue 
lezioni all'Università di Gottingen (semestre d'estate 1889) .  

Prendiamo per vertice xi --= x, = 2, = O del tetraedro fondamentale delle 
coordinate uno degli otto punti fondamentali della rete di quadriche. Allora 
é chiaro, dovendo le equazioni di tutte le quadriche della rete essere soddi- 
sfatte da z,  = x, = 2, = 0, che dovrà sparire nell'equazione della rete il ter- 
mine in 2:. 

Resta quindi un'espressione della forma: 

Facciamo una trasformazione lineare delle coordinate planari x ponendo: 
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Allora l'equazione diventa del seguente tipo (rnutando poi ancora le x in zc): 

dove col secondo termine si intende un'espressione di 1." grado in u , ,  u,, u 3 ,  
e di 2.' in x,, 2,) 2,. Sirnbolicamente possiamo scrivere questa forma canonica 
della rete di quadriche colla formola: 

dove i coefficienti ai y ak non hanno 10 stesso significato a loro dato avanti. 
L e  trasformazioni per le quali questa forma canonica non si altera cioh 

resta della stessa natura sono di due specie: 
1. Trasformazione lineare delle variabili u e corrispondente trasforma- 

zione contragrediente delle z, in maniera che u, non si altera. 
2. Mutamento di 

u,cr.: in u,a; - u,p,, 
e contemporaneamente di 

2 4  in 2 4  $ P Z )  

essendo gli p coefficienti arbitrarii. 
Onde quei tali combinanti della rete di quadriche di oui si è tenuto 

parola ne1 9 9 diventano tali covarianti di (1) che restino inalterati per le 
due trasformazioni (1) e (2) (*). 

Interpretando le u come le cooidinate d i  rette ne1 piano, l'espressione 
tt,a: rappresenta un connesso generale (1, 2); i nosiri combinanti saranno 
invarianti del connesso, ma nello stesso tempo invarianti di (1) dove z, (per 
effetto della trasformazione da cui debbono essere indipendenti, corne si è 
detto, tali invarianti) pub considerarsi come una quantità arbitraria. Cib 
equivale a dire che i nostri combinanti debbono essere invarianti della co- 
siddetta coincidenza principale (Hauptcoincidenz) del connesso (1, 2) (**). 

2 facile determinare un'equazione differenziale a cui debbono soddisfare 
i detti invarianti. Sia J uno di tali invarianti, e facciamo le derivate di esso 
rispetto a i  coefficienti p, quando suppongo in J poste in luogo dei coefficienti 

(%) Vedi a questo proposito il Programma di KLEIN all'Universit8 di Erlangen: Ver- 
yleichenden Betrachtungen über neuere geometrische Forschungen. Erlangen, 1872. 

Una traduzione di qiiesto eccellente lavoro del KLEIN è comparso o r a  in questo stesso 
Giornale (trad. GINO FANO) sotto gli auspici del mio carissimo amico prof. SEGRE. 

(**) C L E B S C H - L I N D E M A N N ,  Gemnetrie (ediz. francese), vol. III, pag. 434 e seg. Vedi 
anche GODT, Ueber den Connex erster Ordnzcng und ztoeiter Klasse. Gottingen, 1873, 
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del conneso, quelli di u,a: -urpr = 6'. Tali deriviate debbono essere zero 
perchè eguali a quelle dell'invariante primitivo J (in cui non entrano le p) 
rispetto a p. Possiamo anche dire cosi: quando in J in luogo dei coefficienti 
del connesso C introduciamo quelli di C' si ha per primo termine J stesso, 
e per secondo termine il risultato del processo di ARONHOLD SU J quand0 in 
luogo dei coeficienti di C pongo quelli di u,p,. Poichè tutto il primo membro 
deve essere 10 stesso J, cos1 avendosi: 

J ' = J + ~ $ $ U ~ ~ ~ ) + . . . ,  

dovrh essere: 
8 J Zac (usp.) $. . . . =  O, 

e quindi essendo p arbitrario, e poiché i termini seguenti Bono di grado 
maggiore in p, ciascun termine deve essere zero, dunque: 

Tale è l'equazione differeriziale a cui debbono soddisfare gli invarianti J. 

5 I l .  Esyressione, corne invarianti del conneaso, 
dei principali combinanti della rete di quadriche. 

1. Tn primo luogo troviamo l'espressione della curva di 4." ordine. 
Per far cib molto semplicemente gioviamoci dell'espressione di II data 

al 5 4 
Si ha allora: 

1 u.4 ai a1 %ai Gr % 1 

2. Passiamo alla rappresentazione delle cubiche di contatto (*). Usiamo 

(O È ov\io osservare che poicli6 or% prr noi le roordinate fondamentali sono le zc, cioé 
car i a l i  i t, .  i l i  rrtte. cosi le a tiche cuhiche di m r ~ t c ~ t l o  acquisiano un sipnifictlto geomet,rico 

\ I*. i ~-pritci alla curva t h  qiiavta clusse n. boi 1~~sçt.i.euio perd le stes e 4enurpiqazio~i 
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la rappresentazione di @,, data al $ 4. Si ha: 

Da  questa formola cornplessiva di tutte le cubiche di contatto che sono 
in numero triplamente infinito, possiamo ricavare due formole di cui l'una 
rappresenti un sistema solo doppiamente infinito di cubiche di contatto e 
l'altra rappresenta un'unica cubica non compresa fra le prime. 

Facendo v, =: 0 si ha jiifatti il sistema di cubiche: 

1 
CP,, = - u, (a  2C vy. 

2 

Facciamo invece u, = vo = v3 = O v, = 1 e si ha: 

Olt,re le cubiche di contatto dobbiamo considerare anche quelle altre cu- 
biche che passano per i dodici punti di contatto di due cubiche del10 stesso 
sistema. Tali cubiche si otterrebtiero ponendo ne1 determinante precedente le v' 
in luogo delle u fra gli elementi dell'ultima linea orizzontale. 

Dalla (2) ricaviamo le tre cubiche di contatto fondamentali corrispondenti 
ai valori dei parametri: 

Vi) v2, v 3 = 1 ,  O, 0 

O, 1 ,  0 

Indicando con ai @, @, le cubiche corrispondenti si ha: 

1 
Qi = a ua ( ~ z  as)' 
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Indicando con @,, ai, @,,. . . le altre cubiche di cui si è parlato sopra, si ha: 

1 
04, = z va (uz a3) ( ~ 3  " 1 )  

Colle formole date vogliamo ora verificare in primo luogo QiGj = @Fj e 
poi la  formola che dà  l'espressione di C, mediante le cubiche di contatto. 

Riguasdo alla verifica della prima formola, tale verificn è sostanzialmente 
diversa secondochè i O j sono eguali a 4 oppure nessuno dei due è 4. Ne1 
secondo cas0 la verifica è facile partendo dalla formola identica: 

[(uo 4 ( ~ 3  P i )  - (ut B3) (a3 al)] ' = (uz a3)' (u3 B1)e + (u2 P3)' (u, al)' 

- 2 ( ' 1 ~ 2  Q3) ( ~ 3  a l )  ( ~ 2  P 3 )  (u3 Pl ) ,  

e osservando che: 

(212 a3) ( U S  P I )  - ( ~ 2  PJ (743 a 1) '- 213 (26 B)  , 
si h a  imrnediatamente moltiplicando per uaub: 

U: (U a P)' ua ~b = 2 (@a @9 - (Pi4), 
ed essendo (u u  ua ua = O si ha 1' assunto. 

Verifichiamo invece la formola: 

ai @, = y,. 
Partiamo da: 

(ut ~ 3 ) 0  (P y a)2 U, NO uc Ua, 

e trasformiamo con: 

Facendo per un momento astrazione dai fattori lineari simbolici si ha 
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il quale colla stessa formola diventa: 

11 secondo di questi termini colla formola: 

di cui il secondo termine è eguale e col segno contrario a (6) da cui siamo 
partiti ; dunque si ha infine: 

cioè moltiplicando per i fattori lineari tralasciati, 

h facile infine verificare la formola: 
- -  

n = ~ ~ ~ a ~ a ~ a ~ ~ @ ~ ~ \ I ~ + 2 d ~ ~ ~ ~ \ I ~ .  

corrispondente alla (3j del 3 5. 

$ 12. Espressione mediante i coefficienti 
del connesso dei combinanti di 8.' grado del 3 9. 

Ricerchjamo, prima di tutto, il tipo che acquistano i covarianti detti 
quando in luogo dei coefficienti della rete di quadriche pongo i coefficienti di 

U ,  c r i  + z, uz (u , z  , ternarie). 

Le modificazioni da apportare ai coeficienti della rete sono: 
1. 1 coefficienti contenenti due indici 4 sono zero (supponiamo la rete 

espressa sotto la forma z u i j k ~ i z j z k  dove gliVa sono coefficienti effettivi). 
2. 1 coefficienti contenenti un solo indice 4 sono zero se gli altri due 

indici non sono fra loro eguali; e se tali due indici sono eguali allora tali 
coefficienti sono eguali ad 1. 

3. Infine i coefficienti non contenenti alcun indice 4 sono gli stessi dei 
coefficienti di u, a: dove u, z sono ambedue variabili ternarie. 
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Con queste considerazioni si vede che i combinanti del $ 9 che erano d i  
8.' grado nei coefficienti, restano solo di 4." grado nei coefficienti del connesso. 

Giacchè nello sviluppo dei determinanti quaternarii in ogni termine vi 
compariranno sempre ne1 complesso quattro indici 4. Ora se due d i  tali indici 4 
appartengono alla stessa lettera allora tutto il termine va a zero. Se appar- 
tengono invece a quattro lettere diverse per es. a., P,  y, 6, allora completando 
ciascuno di questi simboli colle lettere a a ,  b P ,  ecc. se i due indici della 
nuovn u e di a, O di B, e di b ecc. sono disuguali, il termine va a zero, e 
se sono eguali i coefficienti ai aiad, bjpj B,, ecc. sono eguali ad 1, quindi 
tutto il termine che conteneva otto simboli, ne viene a contenere quattro. 

Si ricavn dunque per risultato che i covarianti di cui si parla restano 
solo di quarto grado nei coefficienti del connesso. 

Ricerchiamo dunque tutti i covarianti di 4.' grado e di seconda classe 
di un connesso (1, 2). 

$ 13. Ricerca di tutti i covarianti di 4.' grado 
e di seconda classe di un connesso (1, 2). 

Abbiamo a nostra disposizione da poter combinare i~va~%mtioamente  
14 elementi, cioè: 

2 sirnboli u 

4 n a ,  b ,  c ,  d 
2 n a 

2 B 

2 n Y 

2 Il $ 9  

tutti ternarii perb i simboli indicati dalle lettere latine a ,  b ,  c ,  d debbono 
considerarsi corne contragredienti cogli altri simboli u, a, P, y, 8; cib porta 
che non potranno mai essere riuniti con qiielli in uno stesso determinante. 

I n  primo punto fra le formazioni invariantive che andiamo cercando non 
ce ne possono essere di quelle che contengono solo determinanti perchè con 
14 elementi non possono formarsi un numero intero di determinanti ternarii. 

Vi sia dunque un solo fattore lineare che viene ad occupare due ele- 
menti; ne restano dodici coi quali possono appunto formarsi quattro deter- 
minanti ternarii. 
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È facile vedere che non possono aversi formazioni con due O tre fattori 
lineari. Resta solo il cas0 di quattr.0 fattori lineari e quindi due determinanti 
ternarii. Si hanno dunque due tipi diversi di formazioni: 

1. U n  fattore lineare e quattro determinanti. 
2. Quattro fattori lineari e due determinanti. 

Esaminiamo i primi. 
Un  fattore lineare non è che di due tipi, cioè O del tipo pl,, o del 

tipo a,. Fissato per es. a come indice del fattore lineare, restano le altre 
tre lettere b ,  c,  cl, contragredienti a tutte le altre rimanenti, e quindi non 
possono che riunissi fra loro in un solo determinante (b c d). Ora questo de- 
terminante pub accoppiarsi con un altro di quelli che compariscono nella 
formazione, e poichè sono due determinanti formati rispett. con elementi con- 
tragredienti, cod,  per una identità simbolica, tale prodotto si scinde in un 
aggregato di prodotti di fattori lineari. Da1 tipo 1 passiamo dunque al 2. Ma 
anche qui possiamo effettuare una ulteriore riduzione; possiamo cioè sempre 
supporre che i due simboli u stieno ciascuno in uno dei determinanti. Infatti 
supposto che uno di essi comparisca in un fattore lineare, allora vi sarà cer- 
tamente un determinante non contenente u. Si  potrà dunque accoppiare il 
fattore lineare in u col determinante che ne è privo, e mediante una nota 
identith simbolica, ridursi a termjni contenenti u in ciascuno dei due deter- 
minanti. Classi6chiamo dunque solo i seguenti invarianti corrispondenti a tutti 
i casi possibili che ci si presentano colle fatte riduzioni: 
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I l  caso 1 corrisponde a quel10 in cui i due determinanti oltre zl non 
hanno altro simbolo comune; il caso II corrisponde al caso in cui i due de- 
terminanti hanno anche un altro simbolo comune, e III quando hanno anche 
gli altri due simboli comuni. 

Noi dimostreremo ora che il gruppo 1 è inutile a considerarsi. 
Infatti applichiamo alla prima formazione del gruppo 1 l'identità: 

(U u fi) = (CI. /3 Y )  ub - ecc. 

Si hanno allora tutti termini del gruppo II, a meno del termine: 

(.Br) ( ~ ~ 8 ) a a p c ~ ~ J d -  

Applichiamo a questo termine l'identità: 

(a B 31d = ecc. ecc. 

Si hanno allora da esso altri tre termini, di cui i due primi colle altre 
identità rispett. 

(py;2)ub=ecc. ( , d ~ ) u ~ = . . . ,  

si riducono a termini del gruppo II, e l'ultimo con: 

(3 u B) Z C ~  = ecc., 

dà  a sua volta termini del gruppo II più il secondo termine del gruppo 1. 
I n  modo perfettamente analogo possiamo vedere che la terza espressione 

del gruppo 1 si riduce pure alla seconda, e la quarta si riduce alla quinta, 
a meno di termini del II gruppo. 

e chiaro dunque che se noi dimostreremo che il secondo e quinto termine 
di 1 sono ambedue zero, resterà con cib dimostrato che è inutile considerare 
tutto il gruppo 1. 

Ora usiamo la formola: 

( u a P ) ( q J Q  = + ( , ~ u y ) ( u P +  (ug$)(uPy)*  

Moltiplichiamo il primo e secondo membro per 

aa p c  yd d b ,  

che è il fattore simbolico della seconda espressione di 1. Poichè questo fattore 
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simbolico resta inalterato per la permutazione circolare dei simboli: 

P Y 3, 
e quindi corrispondentemente : 

b c d ,  

troviamo l'effetto di tali permutazioni su1 secondo membro della formola pre- 
cedente. Si vede che con esse il primo termine diventa esattamente il se- 
condo; si ottiene dunque in tutto il doppio del secondo termine; ma questo 
a sua volta colla stessa permutazione diventa quel10 da cui siamo partiti, col 
segno cambiato, dunque l'espressione detta è zero. 

Moltiplichiamo invece il primo e secondo membro della stessa formola per 

ac ~b P d  Ja, 

che resta inalterato per la permutazione circolare dei simboli: 

a 7 P d  
e corrispondentemente : 

a c b d .  

Per  tale permutazione il primo termine del secondo membro diventa 
esattamente il secondo termine ma col segno positivo, dunque tutto il secorido 
membro va n zero. Si conclude che anche la qujnta espressione del gruppo 1 
è zero. 

Restano dunque i dieci covarizlnti di II e III che sono fra loro linear- 
mente indipendenti, come risulterà da alcune considerazioni indirette dei pa- 
ragrafi seguenti. 

3 14. Covarianti di 4.' grado e seconda classe 
della coimzoidsnxa principale (Hauptcoincidenz) del connesso (1, 2). 

Corne abbiamo sviluppato ne1 § 10 i covariaiiti della coincidenza prin- 
cipale del connesso dovranno essere tali combinazioni lineari dei dieci cova- 
rianti del paragrafo precedente che soddisfino ad una certa equazione diffe- 
renziale caratterizzata da un processo di ARONHOLD pel quale ai coefficienti 
del connesso si sostituiscono i coefficienti di 

us Pl. 1 

dove ,us è arbitraria. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



3 6 P a s c a l :  Sulla teorzh delle funzioni O abeliane pari 

Incominciamo col trovare l'effetto del primo membro di tale equazione 
differenziale su tutti i dieci covarianti del paragrafo precedente. 

Esponismo i dettagli del procedimento solo pel primo di essi, perché 
analogamente si procederebbe per tutti gli altri. 

Osserviamo che (1) si ricava da 

C = alla:, 

facerido ln polare: 
aa a x  W ,  

e poi mutando z' in b e poilendo: 

e poi moltiplicando infine per 

( u J B )  ( a d y ) P e ~ d ,  

Facciamo quindi 10 stesso procedimento non prendendo per punto di 
partenza C, ma 24, Pa.  

Facendo la polare si ha: 

Con ci6 abbiamo applicato ad (1) il processo di ARONHOLD, tenendo perb 
conto solo della serie di coefficienti a ,  u che compariscono in (1). Si deve 
ora successivamente tener conto di tutte le altre serie di coefficienti: 

b ,  P ;  c,  y ;  d ,  8 ,  

e applicare sempre procedimenti analoghi. 
Inseriremo di qui a poco i risultati che cosi otterremo. 
Intanto per procedere in seguito più semplicemente introduciamo le no- 

tazioni : 
( ( ~ 7  6)' P b  Pc Pd = (1) 

n Bc Pd ,a = (II) 
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a tre argomenti. 3 7 

1 risultati che verremo ad ottenere coi pr~cedimenti detti sono tutti com- 
binazioni linezlri di questi undici covarianti. 

Dimostriamo che (XI) é zero. Infatti permutando circolarmente b, c, d 
e per conseguenza fi, y, 8, la parte composta di fattori lineari resta inalterata, 
e l'altra parte diventa: 

che per effetto di una nota identità simbolica, é identicamente zero. 
È utile aggiungere inoltre che nella quarta categoria si potrebbero for- 

mare anche altre due combinazioni aggiungendo i seguenti fattori lineari. 

Ma é facile vedere per Io scambio di y, c con 8, d che tali combinazioni 
sono zero. 

Dimostriamo infine che (X) si esprime linearmente mediante gli altri nove. 
Infatti esso pub trasformarsi : 

di cui il secondo e terzo termine sono rispettivamente (lx) e (IV) ,  mentre 
il primo si trasforma. cos): 

( ~ a r ) ~ c ~ d  [ ( P S y ) P b  - ( 8 ~ ~ ) f l b  $ b P ! ~ , ) ' b /  = 

= - ( " 8 ~ ) B c P b [ ( 6 y f 4 ) ~ d - ( y u p ) S d  -k j ~ ~ ~ ) Y d ]  

- (U8y)Pcpb [ ( Y P ~ ) ~ ~ -  @ u 8 ) y a  + ( u a y ) ~ d ]  

- ( u ~ Y ) & %  [ ( P P ~ Y ~ -  ( P U Y ) P ~  + ( W ) p d l ,  
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38 P a s  c a 1 : Sullu teoria delle funzioni a abeliane pari 

onde infine riducendo si h a  la formola: 

(X) = (1) - (Il) - (IV) + (V) - (VIT) - (VIII) + 2 (IX). 

1 risultati che si ottengono operando il primo membro dell'equazione dif- 
ferenziale sui dieci covarianti del 5 13 sono dati dalla seguente tabella: 

1 da (1) si ha:  2(VI) + a (VIII) + a (V) + (1) 

1 
- 2 07 + (VI) + ; (VIII) + ; (IV) 

Dimostreremo adesso che le espressioni: 

sono tutte fra loro linearmente indipendenti; questo è un punto essenziale per 
la ricerca che seguirà. 

Sia : 
c , I + c , I I $  . -+c , IX=O,  

la supposta relazione lineare esistente fra i nove covarianti; faremo vedere che 
i coefficienti c non possono che essere tutti zero. 

Indichiamo per semplicità con soli tre numeri i coefficienti del connesso C ;  
indichiamo cioh col sirnbolo (i j k) il coefficiente: 
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Facciamo ora le seguenti considerazioni: 
1. Troviamo in primo luogo in tutti i nove covarianti 1, II,. .. IX il 

coefficiente di u3 p, e propriamente quella parte di tale coefficiente risultante 
di  tali coefficienti del connesso che i primi indici siano eguali ad 1. 

Si trova che: 

1 

II 
dànno 2 ( 1 1 1 ) 2 ( 1 2 2 ) - 2 ( 1 1 1 ) ( 1 1 2 ) ~  

III 

onde fra i coefficienti c dovrebbe sussistere sempre la relazione: 

2 ( c ,  + c,) + (c3 + c, 4- c, + 4 + ( ~ 7  + CI + CO) = 0. 4 
Facciamo ora che il connesso diventi: 

up na n'z ) 

dove p, sr, nt sieno espressioni effettive, non più simboliche. Allora 1, II,.  . . VI 
diventano : 

D'altra parte VII, VIII ,  IX d' iventano: 

0 r a  (U ~ n ' ) ~  pp e (ec nn') (p  n n') up sono fra loro linearmente indipendenti , 
perchè per p = n va a zero solo la seconda di esse, dunque tenendo in vista 
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40 Pa sca  2: Szclla teoria delle funziotti o abeliune pari 

i risultati superiori si hanno le seguenti altre relazioni fra le c: 

Le tre relazioni trovate dànno: 

2. Troviamo con quali coefficienti numerici comparisce, ne1 coefficiente 
di U; p, nei diversi covarianti , l'espressione : 

(1 1 1) (2 2 2)". 

Si trova che tali coefficienti numerici sono: 

Si ha dunque fra le c l'altra relazione: 

3. Troviamo analogamente con quali coefficienti numerici compsriscono 
ne1 coefficiente di uip, nei vari covarianti, le cspressioni: 

Procedendo quindi in modo analogo al modo tenuto avanti si ricavano 
le altre due relazioni: 

- 2 c ,  - 2 c ,  - c, = O 4 
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Da d) e) f )  si ricava: 
c, = o. 

Quindi da ora in poi sarà inutile considerare ulteriormente il covariante VI1 
il quale è certaniente indipendente da tutti gli altri. 

4. In ciascuno dei rimanenti otto covarianti, trovianlo il modo con 
cui compariscono le seguenti espressioni : 

(3 3 3) (3 1 1) (1 2 2) 

(3 3 3) (3 2 2) (1 1 1) 
(3 3 (1 1 1))  

ne1 coefficiente di zcip,. 
Procedendo corne avanti, si hanno le relazioiii: 

Queste nuove relazioni unite colle precedenti e fsa loro dhnno: 

1 soli covarianti che restano dunque a considerare sono I I I ,  IV, V, V I ,  
gli altri essendo già risultati certamente indipendenti da  tutti i rimanenti. 

5. Troviamo finalmente in tali ultimi quattro covarianti il coefficiente di 
26:p3, e propriamente quella parte di  tale coefficiente contenente l'espressione: 

(1 1 1) (2 1 2) (3 2 2). 
Si h a  la relazione: 

2 c ,  - c, + c, = o. 
che unita colle precedenti dà finalmente anche: 

Con cib resta definitivamente dimostrato che le nove espressioni 1, I I ,  ... IX 
sono fra loro linearmente indipendenti. 

Ritorniamo ora al nostro problema fondamentale, clie era di trovare tali 
combinazioni lineari dei dieci covarianti del $ 13 che soddisfacciano all'equa- 
zione differenziale. Moltiplichiamo tali dieci covnrianti per a, a,... a, ,  e som- 
miamo. Applichiamo a questo aggregato l'equazione differenziale, giovandoci 
delle formole gih stabilite, e poniamo eguali a zero i coefficienti dei di\ersi 

A w t n  li di A&temntica, tomo XTIII. G 
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4 2 Pas c a E :  Szllla teoria delle ficnxioni abeliane pari 

covarianti : 
1, II, ... IX,  

f ~ a  loro lineurnzente indipendenti, che vengono cos1 a cornparire (*). 
Si h a  il seguente sistema di nove equazioni: . 

Di queste nove equazioni due sono conseguenza delle altre, per modo che 
questo sistema si riduce all' altro : 

ac = - 4a3 - a 2  

32 4 1 a, - - a 3 - - a , - -  
3 3 3 ai 

4 1 1 
a, = - - a , + - a , - - a ,  

3 6 3 

1 O a9 =--  5 1 
3 

a s - - a , - -  
6 3 ai 

32 2 7 
a,,= - a , + 3 a 2 - 6 u i .  3 

(*) Si ricordi di sostituire il X colla sua espressione mediante gli altri nove, gih sta- 
Mita  in  qnesto stesso paragrafo. 
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a tre argomentz'. 4 3 

Esistono dunque evidentemente a l  pz3 tr.e covarianti sûddisfacenti alla 
nostra equazione differenziale, cioè esistono a l  pi& tre covarianti della coin- 
cidenza principale del connesso. Tali tre covarianti si ottengono scegliendo 
valori arbitrarii per a,, a,, a, e ricavando da1 sistema di equazioni precedenti 
i valori degli altri coefficienti numerici. Per es. scegliamo rispett.: 

Si hanno allora le tre formazioni: 

5 1 1 1 7 
(1) f 5 (4 - jj- (5) - - 3 (7) - 5 (8) - (9) - (10) = (c). 

Il risultato ottenuto, della esistenza, cioè di tre covarianti della coinci- 
denza principale,' coincide col risultato ottenuto al § 9 dove pure si sono tro- 
vat,i tre soli combjnanti delle rete di quadriche. 

1 covarianti qui ottenuti (a) (b) (c) non sono naturalmente le riduzioni 
dirette dei covarianti ( A )  (B) (C) del $ 9, ma debbono essere combinazioni 
lineari di essi. Finora non possiamo ancora affermare che (a) ( b )  (c) [rispett. 
(A) (B) ( C ) ]  sono Pa loro litzearmente z'ndipendetzti; cib ïisulterh da alcuni 
calcoli che avremo occasione di sviluppare nei paragrafi seguenti, e che ci 
pare inutile naturalmente di riprodurre qui. 

$ 15. Sviluppo in serie di U ( X ,  y) 
quando x ,  y s i  avvicinano indefinitivamente. 

Per le ragioni esposte ne1 €j 8 noi possiamo liinitarci a considerare In 
funzione o sotto la forma ridotta: 
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4 4 Pa sca 2: Sulla teoria delle funxioni 5 abeliane pari 

dove [xy] è la nota espiessione formata colle curve di contatto, e di cui si 
è parlato avanti. 

Poniamo conie abbiauio già fatto nella Mem. 1: 

b 

cioè facciaino avvicinare indefinitivamente i due punti x, y ,  e troviamo allora 
10 sviluppo di 5 secondo le potenze ascendenti di 5. 

Usando notazipni perfettamente analoghe a quelle adoperate nei $ 9 e 10 
della Mem. 1, e giovandoci dei risultati ivi ottenuti per 10 sviluppo di 

dove f, è la derivata del primo membro dell'equazione della curva di 4." ordine 
rispetto ad x, e H è il noto integrale di specie (*), si ha:  

- Resta, solo a trovare 10 sviluppo di [xy] secondo le potenze di 5. 
Le formole precedenti sussistono quando si sia supposto 72, = h ,  = O 

h, = 1 ; quindi anche in [x y] bisogna disporre nello stesso modo delle quantità 
arbitrarie 11. 

L a  espressione di [xy] è allora rispett. secondoché si prende per fonda- 
mento O la rete di quadriche O il connesso (1, %) ($ 5) :  

4 

[x y] = y U3i j  m ( x )  \I q) j  (y) 
1 

ovvero rispett. 1 (2) 

dove con d3ij si indicano la prima volta i coefficienti della rete di quadriche, 
e la seconda volta i coefficienti del connesso. 
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Sappiamo inoltre che sussistono poi le seguenti formole ( 5  5 e $ 11): 
4 ,- - 

f = Fnkij xkV (Di \ j @ j  per la rete di quadriclie 

ovvero : 
3 - 3 

f = F ahil xk \'q \iq+ 2 j 2 x k  \jK per il connesso (*), 
i 

e inoltre per le derivate f ,  di f rispetto ad x3: 

Da queste formole ricaviamo le altre: 

dove ai simboli (f, f ) ,  ( Q , f ) ,  ecc., si intende dnto Io stesso significato dato 
loro nella Mem. 1 (**). 

Dalle ( 5 )  si rinavano le altre: 

Si noti che in tutte queste formole il segno sornmatorio s'intende sempre 
esteso alle combinazioni con ripetixione, e inoltre i n  ciascuno dei gruppi di 

(*) Si noti che in  questa formola corne nelle ann1o;lie precedenti dovremnio propria- 
mente porre zc in luogo di x; ma  noi per non generare confusione ~i lawianio le  x inter- 
pretandole corne coordinate u di relte. 

(**) Mem. 1, § 9. 
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4 6 Pascal: Sulla, teoria delle funxioni o abeliune pari 

formole precedenti si intende sempre che la prima formola vale pel caso in 
cui si prende per fondamento la rete di quadriche e la seconda pel cas0 in 
cui si prende per fondamento il connesso. 1 coefficienti u delle prime formole 
non hanno nulla da fare coi coefficienti omonimi delle seconde. 

Aggiungiamo ancora la formola (*) : 

Stabilite tutte queste formole possiamo passare facilmente al10 sviluppo di [z y]. 
Propriamente si ha  il seguente sistema di due formole valevole al solito 

rispett. per la rete O pel connesso: 

1 1 ( f 3  f )  
[ x ~ I = ~ f 3  L E T  c+4f; l [' 7 (Y' f ) -  

a): f 3  

ovvero : I 

Sostituendo queste espressioni nella formola (1) si vede che il termine senza 
alcuna potenza di c è esattamente 1; il termine in è zero. 

Poniamo inoltre (**) : 
16 4 

donde si ha:  

Con facili calcoli si ricava allora il termine in c2 del10 sviluppo, cioè: 

e ne1 caso del connesso in luogo dell'ultimo termine vi è l'espressione: 

(*) Mem. 1, § 10. 
(**) Vedi Mem. II, § 1. 
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Ora qiieste espressioni possono notevolmente semplificarsi. Per  cib fare ci av- 
varremo di trasformazioni analoghe a quelle operate ne1 § 1 della Mem. II. 

Si ha  colle solite notazioni (*): 

dove a: = b$ = . . = f è la curva di 4." ordine O rispett. di 4.a classe (se si 
prende per fondarnento il connesso) espressa sirnbolicamente. 

Ora ne1 luogo citato della Mem. II abbiamo calcolate le espressioni sini- 
boliche di 

Nella (9) raccogliamo quindi i termini col denûminatore f i  e riduciamoli . . - 
al10 stesso modo sviluppato ne1 luogo citato. Si trova che essi termini acqui- 
stano per fattore un f,, e quiridi restano solo col denominatore f i .  Sono pro- 
priamente : 

$ 5 . 8 .  (6 c )  (a cl) 65 c: a: as 

f3 
Aggiungiamo a questo termine quelli che son rimasti e che hanno pure il 
denominatore f i .  

Tenendo presenti i risultati ottenuti nella Mem. II (§ 1) la espressione (9) 
diventa infine semplicemente : 

e ne1 caso del connesso al solito in luogo dell'ultimo termine vi è il ter- 
mine (10). 

Tale è dunque il coefficiente di ce ne110 sviluppo (1) di o. 
Noi sappiamo che le o soilo funzioni intere degli integrali zu di 1." specie 

e si possono sviluppare secondo le potenze ascendenti di essi (§ 8). 
Supponiamo dunque determinato tale svjluppo dellc o, e poi gli sviluppi 

delle w in funzione di <. 
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4 8 P a s c a l :  Sulla teoritx delle funxioni o abeliane pari 

Per  tali ultimi sviluppi le formole corrispondenti le abbiamo trovate ne1 
$ 10 della Mem. T. 

Allora ponendo ne1 secondo termine di a ,  cioè in [w], in luogo delle w 
i primi termini dei loro sviluppi secondo le potenze di c ,  si otterrà esatta- 
mente il coefficiente di c2 ne110 sviluppo di o secondo le potenze di <; e tale 
coefficiente non verrà a contenere per denominatore che solo la seconda PO- 

tenza di &. 
Da cib si ricava che l'espressione ( I l )  dovrà certamente potersi trasfor- 

mare in modo che a meno di un denominatore f i ,  comparisca corne una fim- 
* !  

xione intera; quindi prima di tutto quei denominatori @: bj debbono scom- 
parire, e poi i secondi due termini debbono essere tali che (tenendo sempre 
in vista che la variabile x si muove sulla superficie di RIEMANN corrispondente 
ad f = O) &no divisibili per f 3 .  

Il teorema del paragrafo seguente risolve la prima quistione. 

5 16. Un teorema sulle cubiche di contatto. 

Sia @c una cubica di contatto di parametro v ;  dico che l'espressione: 

considerata per i punti della superficie di RIEMANN, è divisibile per \ix; cioè, 
in altri termini, pub porsi sotto la  forma: 

dove è la cubica passante per i 12 punti di contatto di ai e di Q9 colla f. 
Dimostrata tale formola, è chiaro che ne risulta senz'altro la divisibilità 

del primo membro per lz, perchè sulla superficie di RIEMANN si ha sempre - - 
aie = y Qi 

Con questo teorema si risponde alla quistione stabilita alla fine del para- 
grafo precedente, perchè in forza di questo teorema, l'ultimo termine della for- -- 
mola (11) viene a perdere la parte \ I ( D ~  daj che cornparisce al denominatore. 

P e r  la dimostrazione di questo teorema ci gioveremo della rappresenta- 
zione medinnte i coefficienti della rete di quadriche. 

Poniamo : 
f == (U /5 y a)%, ,Os cX dx 

==   CI'^‘ y' O)? a', b', c', . 
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Si h a  allora: 
(f%) = 12 (a p y 8)' (a' ,Or y r  v ) ~  (a a') hx c, br, c', d, . 

Usiamo ora la identità: 

( u f l y a )  (u 'p ' y ' v )  = - ( B y  8v)  ( a 'B ry ' u )  - ( y 6 v a )  ( u rB ' y rB )  

- (8v.B) (u 'P 'y l y )  - ( v u P y )  ( a r P ' i 8 ) .  

Si ha allora semplicernente : 

( f @ v ) = l 2 ( o ! ~ r 8 ) ( v ~ r 8 ) ( a r ~ ' y ' v ) ( u ' ~ r r ' ~ ) ( a a ' ) b x c x b r x c r x d , ,  (2) 

essendo fra loro eguali ed eguali poi addirittura a zero, gli altri tre termini 
che si sono lasciati, perchè per es.: 

(a P y 8) (a  P y V )  (zr P' y' v )  (ar PrY' 8 )  (a a') b, c, r, cf,  & , 
è zero, perchè muta di segno scambiando tutte le lettere cogli apici nelle cor- 
rispondenti senza apici, e inoltre gli altri termirii sono eguali a questo segnato, 
perchè ad esso si riducono con opportune permutazioni di P ,  y ,  8, fra loro. 

L a  formola (2) è appunto del tipo (1). 
Infatti sapendo che in generale: 

si ha: 

onde si ricava anche che: 
r l  A,  = 1 2 ( ~ ' ~ ' ~ ' v )  ( u ' ~ ' ~ ' u )  ( a u t ) a i b , c , .  

3 17. Ricerca definitiva del termine [w] ,  di o. 
Prima specializzazione del  connesso. 

L'espressione (11) del $ 15 trasformata in maniera che venga a tenere 
per denominatore solo f : ,  dovrà avere per numeratore una funzione lineare 
dei tre covarianti ( A )  (B) (C) trovati al $ 9, O rispett. dei tre covarianti 
(a) (b) ( c )  trovati al $ 14. Con cib sarebbe immediatarriente trovato [w],. 

Perb la trasformazione diretta dell'espressione (11) è effettivamente assai 
più complicata di quanto potrebbe credersi a prima vista. 

h percib che noi per giungere più presto al risultato finale useremo alcuni 
artifizii di cui esporremo ora i dettagli. 

Annali di Matematica, tom0 XVIII. 7 
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50 P a s c a  1: Su l la  teoria delle fulzxioni a abeliane pari 

Prendiamo il connesso C sotto la forma speciale: 

Ora noi gih sappiamo in generale che (@ i f )  deve essere divisibile per i5; 
Verifichiamo questo ne1 nostro caso. 

fi facile verificare che la espressione: 
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Propriamente ne1 nostro caso speciale si ha: 

A , = C ,  = O  

B, - D2 = O 

A , -  C3 = O  

BA = Dl = 0. 

Infatti la detta espressione pub scriversi: 

e le due parentesi sono rispettivamente a,,, @,(. 
Se nella seconda parentesi poniamo in vista il fattore p, resta @, , e si 

lia quindi la forma (2); cib fatto se introduciamo nellii prima parentesi il 
fattore r si ha la forma (3); e finalmente introducendo nella prima parentesi 
il fattore r e lasciando inalterata la seconda si ha (4). 

Abbiamo dunque le seguenti formole : 
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5 2 Pusca 1 : Sulla teoria delle furcxioni O abeliane pari 

La espressione (10) del paragrafo precedente (*) si riduce ne1 nostro caso 
(in cui fra i coefficienti a3ij ve n'è solo un0 differente da zero, cioè r): 

I n  tale espressione possiamo porre in vista un fattore f,. 
Per far questo, scriviamola: 

e ricordando le formole stabilite avanti, e inoltre che: 

si ha che l'espressione (10) del paragrafo precedente divisa per f ,  è: 

+ 3 2 p r  [q2u: - 2qru?,zig - 2pyu:u:l. ( 5 )  

Calcoliamo ora la espressione: 

della forniola (11) del paragrafo precedente, dove perb (poichè prendiamo qui 
per fondamento il connesso) dobbiamo supporre sostituite le x colle u e quindi 
scriviamo : 

(a b)%u", ui , (6) 

essendo ui = f ,  cioè la curva fondamentale di guarta classe. 
Si ha: 

(") S'interide clie adesso in tale espressione (IO), corne anche in seguito nella (ll), in 
luogo delle x supponiarno sostituite le zç che sono le variabili che ne1 caso del connesso 
tengono il luogo delle x. 
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ed essendo poi la (6) eguale a 

2 (al u", 6: U: - (a, a, 2~2 , )~ )~  
si ha: 

Calcoliamo ora (f,, f). Si ha: 

- 64 [4p r3 uu, u: - 4pV2  u; u3 + Sp q rS ui uZ u,] . 16p a,,. 
In questa espressione dobbiamo far cornparire per fattore fiJ. Ne1 primo 

termine c'è già un tale fattore; vi sarà anche ne1 secondo, se potremo tras- 
formare la parentesi in modo da farle avere per fattore VK, giacchh allora, 
poichè esternamente c'b \I<p, si forma @,, che è appunto f,. 

Ora la parentesi pub scriversi appunto: 

(- 8pr(P34ui + 4pqr2.uiu:u3) $- Spqr2uiu:u3 
=- 8pru,@,, - 12r«,(P,. 

Si lia dunque infine: 

Raccogliendo tutti questi risultati nell' espressione (1 1) del $ 16, e serven- 
dosi della relazione f = O per togliere tutti i termini in ab:, u:, uiac3 [e deve 
appunto accadere che tali termini possano conteniporaneamente eliminarsi me- 
diante f = O ,  altrimenti la (1 1) detta non sarebbe riducibile ad una espres- 
sione lineare dei covarianti (a) (b) (c) del $ 14,  cib che invece deve necessa- 
riamente accadere per le proprietà fondanientali della funzione o] si ha quindi 
infine che la (11) del €j 16 a meno di un divisore f i  e psnendovi u, = 1 (*) 

(*) Gli sviluppi del 5 15 sono fatti sempre dietro l'ipotesi u2 = 1, corne risulta dai 
§ 9 e 10 della Mem. 1. Quindi a tut to rigore in questo 3 17 avremmo dovuto supporre 
sin da principio % = 1. 
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diventa : 
'64 - - 9 C p " W  + p q w  + p q 2 r l .  (9) 

Esaminiamo ora che cosa diventano i covarianti (a) (b) (c) del €j 14 quando 
il connesso acquista la forma speciale che gli abbiamo qui data. 

Vediamo prima quali dei dieci covarianti (1)  (2) ... (10) del 3 13 diventa 
zero. È chiaro che quelli che hanno per fattori simbolici aa, o Bs,  ecc., sono 
senz'altro zero, perchè essi verranno a contenere in ogni termine tali coef- 
ficienti del connesso in cui il primo indice B certamente eguale ad uno dei 
secondi, cioè O al secondo O al terzo; e siffatti coefficienti si sono supposti 
tutti zero. 

Restano quindi solo da considerarsi (5) (7) (10) i quali diventano rispet- 
tivamente (per u, = 1): 

( 5 )  = - 3 [put  + r u ;  + q1pq.r. 

( 7 ) = - 4 [  idem ] p q r  

(10) = - 4 [, idem ] p q r ,  
onde infine: 

( a ) = - 6 4 [ p u i + r ~ " , q ] p q r  

( b )  = O  

Chiamiamo ?ta, ?ab, n, i tre coefficienti numerici che moltiplicati per (a) 

( B )  (c), dànno l'espressione a cui è eguale la (Il) del § 16, quando vi si faccia 
astrazione di un denominatore f i .  Allora chiaramente dai risultati ottenuti si 
lia una prima relazione a cui debbono soddisfare tali coefficienti f i ;  propria- 
mente : 

2 3 6 4 -64n,+3nc=--- 9 (10) 

$ 18. Seconda specializzazione del connesso ( 1 ,  2). 

Per trovare ora analogamente altre relazioni fra i coefficienti n introdotti 
alla fine del pnragrafo precedente, supponiamo che il connesso si riduca a 

C=plu,xS + qlu,xP + rlu,xa. 
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Allora : 
f = 2p1g1u~ut  + 2p'r1uiu2 + 2q'rru;uz  

7 3  = 4p1 qr ZC; ZC3 

fi - 4pfq1u,u; + 2p'rrup + 6 g ' r 1 u ~ u ,  

fil = 4prq'u3 + 12q'r'u,zc, 

fi3 = 8p1 q 1 w 3  

f33 = 4pr qr al ("), 
onde si ha: 

Si hanno inoltre le altre formole: 

La espressione (10) del 3 16 calcolata con queste formole diventa (a 
meno d i  un divisore f i ) :  

= 4 [3p' qi2 r' @ u, + p'"' r' u, uY]. 
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Inoltre : 

( f3  f )  = 8 [2pf2 q12 2~: u: - pf2 q' r1 a: u; - 3p' qPe r1 ut un] 

((f? f )  , f ) = 16 [3pI2 q'%l u2, - pl2 q' r' u, t.4 - 3pf q f 2  r' ai a,] f, 

- 64~1'"'~ u; u3 [2p1 q' u, u: + p' r' ui + 3 q' r' ut zc,]. 

È facile vedere che ciascun termine di questa espressione contiene f, per 
fattore. Dividendo allora per .questo fattore e poi sostituendo i risultati ottenuti 
nella (11) del § 16 e eliminando mediante f = O i termini con potenze di u,  
e 24, superiori alla seconda, e ponendo u, = 1 ,  si ha infine per espressione 
della (11) detta a meno di un divisore f 3 :  

Esarniniamo ora che cosa diventano i dieci covarianti del § 13. 
Facilmente si trovano i seguenti risultati (per a, = 1): 

( 1 )  = (2) = (7 )  = -pf"'r'a, + ~ ' ~ q ' a :  

(3) = ( 4 )  = ( 5 )  = ( 6 )  = pf3 qr u3 , 
(8) = (9) = (10) = 2p13 qru;, 

e quindi i tre covarianti (a) (b) (c) avranno i valori: 

25 t ( a )  = T p ' 3 ~  U: - - prz qi rf ui 

1 1 ( b )  = - - p f 3 q ' z c ~  + - p'Zq'r 'ul  
6 3 

Fra  i coefficienti numerici 92,  nb nc abbiamo dunque per effetto di ( l ) ,  le 
seguenti altre relazioni: 
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le qud i  unite colla (10) del S 17 'dànno: 

Possiamo conchiudere che l'espressione (11) del €j 16 è identicamente: 

Ora per passare al secondo termine [w], del10 sviluppo di o, bisogna ricor- 
darsi gli sviluppi degli integrali w secondo le potenze di c. 

Ponendo (vedi Mem. 1, 5 10): 

i prinii termini di tali sviluppi sono: 

dove abbiamo sostituite le x colle u cbe, corne abbiamo già avvertito, tengono 
il luogo delle x quando si p e n d e  per fondamento il corinesso. 

Per  trovare quindi [ tu],  basta in (4) porre in luogo delle u rispetti- 
vamente : 

Si ha allora infine: 

dove nei covarianti (a) (b) biogila supporre poste rispettivamente w , ,  tu , )  Ir3 

in luogo delle zc. 
Annali di Matemntica, tom0 XTIII. 8 
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Non vogliamo mancare di giovarci dei risultati numerici ultimamente 
ottenuti per ricavarne la dimostrazione di un assunto proposto sin da1 tj 14, 
la dimostrazione cioè della indipendenza lineare dei tre covarianti (a) (b) (c) 
ivi trovati. Se potesse fra tali tre covarianti sussistere unn relazione lineare: 

m a ( a )  + mb(b) + m ( ~ )  = 0, 

dovrebbero esservi fra i coefficienti m, per effetto dei risultati dei §tj 17 e 18, 
le relazioni: 

le quali non possono coesistere. 
Con cib resta anche dimostrata la indipendenza dei tre altri covarianti 

( A )  (B)  (C) trovati al .j 9. 

Napoli, 
Ottobro 1889 
Cierinaio 1890 
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Sopra un'equazione a derivate parziali 
del quarto ordine. 

(Di CARLO SOMI~LIANA, a Pavia.) 

D i v e r s i  problemi di fisioa matematica, i quali, quando si oonsiderano 
corpi omogenei isotropi, conducono alla equazione di LAPLACE A,V= O, O ad  
altre equazioni affini di ordine superiore, come la A, A,V == O, quando invece 
si tratta di corpi ornogenei cristallizzatj, portano a considerare equazioni più 
generali, ma che sono ancora lineari, omogenee ed a coefficienti costanti. S i  
presenta pertanto la questione, se sia possibile estendere a queste equazioni 
i metodi che si applicano nello studio della equazione di  LAPLACE, metodi 
cos1 fecondi ed importanti per le considerazioni analitiche, a cui dànno luogo. 

Quando le equazioni sono di 2." ordine, come quella ad es. della tem- 
peratura stazionaria nei corpi cristallizzati, si pub dire non vi siano difficoltà, 
poichè queste equazioni possono, in generale, essere ricondotte alla equazione 
di LAPLACE con una trasformazione lineare delle variabili indipendenti. Ma 
la questione è assai meno semplice quando si tratta di equazioni di ordine 
superiore. 

I n  cib che segue ho tentato la  estensione, sopra accennata, per l'equa- 
zione lineare, omogenea del 4.' ordine, a derivate parziali ed a coefficienti 
costanti, con due variabili indipendeiiti. Alcune, perb, delle considerazioni, di 
cui mi servo, sono applicabili anche ad cquazioni di ordine superiore, O con 
un numero maggiore di variabili indipendenti, ed in special modo a quelle 
di ordine pari con due variabili indipendenti. 

È nota la  relazione che esiste fra la teoria delle forme differenziali qua- 
dratiche e quella della equazione di LAPLACE. Quando si considerano equa- 
zioni di ordine superiore si hanno relazioni analoghe colle forme differenziali 
di ordine uguale a quel10 delle equazioni e dipendenti da uno stesso numero 
di variabili. Cosi, per la equazione che studieremo, le espressioni invariabili 
delle forme differenziali binarie biquadratiche tengono il posto che i parametri 
differenziali delle forme quadratiche hanno rispetto alla equazione A,V = O. 
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Si  abbia una - forma differenziale binaria biquadratica: 

rg(dx,, d x 2 ) =  a,&%: + 4a ,dx idx2  + 6u2dxSdx, + 4a ,dx ,dx ;  $ a,dx:  

= 2 al~kzm d xh d5k d ~ m ,  
hklm 

ove le a sono funzioni delle variabili x. Per  quanto si sa  dalla teoi'ia delle 
forme algebriche, la espressione: 

a = @,a4 - 4a1a3  + 3a; = a,, , ,a, , , ,  - 4ai ,12ai?22 + 3a?,,,,  

sarà un invariante di  y per trasformazioni qualsiasi delle variabili x. Il modulo 
delle trasformazioni è in questo cas0 il determinante funzionale delle x rispetto 
alle nuove variabili. 

Poniamo ora: 

a1141 = ~ ~ ~ ~ 2 . 2  al112 = - h 2 2  a1122 = ~ I Z ? Z  = - ai l i2  a2822  = a l l l l ,  

ritenendo il valore delle Uhkzm indipendente dall'ordine degli indici, come per 
le ahklm; e inoltre: 

ahklm 
Chklm - - ' 

a 
Avremo : 

e se coiisideriamo, insieme a y ,  un'altra forma biquadratica analoga di coef- 
ficienti b ,  essa avrà con y l'invariante simultaneo assoluto: 

Cib posto, osserviamo che il differ~nziale complet0 d U di una funzione 
qualsiasi U delle variabili xi, x2, pub essere considerato come una forma 
covariante colla y,  e quindi il prodotto dei differenziali di quattro funzioni 
U, V, W, T come una forma biquadratica rf,(cix,, dz,) covariante con 
p (dx, , d x,). Si ha  ora: 
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del quarto ordine. 6 1 

e se costruiamo l'invariante assoluto (1) simultaneo di cp e di y, ,  otteniamo 
la espressione invariabile : 

au a v  aw aT 
hklm 

che potremo chiamare, servendoci di una denominazione analoga a quella in uso 
per le forme differenziali quadratiche, pavametro differenxiaic! di 1.0 ordine. 

È chiaro che le funzioni U, V, TV, T possono in parte, od anche tutte 
coincidere fra loro, e si hanno cos) parametri del 1." ordine dipendenti da 
tre, due od una sola funzione che indicheremo rispettivamente con: 

A i [ U , u J , W ] ,  Ai[u,u,u,v]j Ai[u1u,u,u]. 

Osserviamo poi che A ,  [U, V, W, Tl è simmetrico rispetto alle quattro 
funzioni da  cui dipende. 

Il parametro A, [U, U, U, U] sarà da  noi indicato, per semplicità di scrit- 
tura, anche con A, [U] ; e sostituendo i coefficienti a, ai  coefficienti avremo: 

Consideriamo ors  le seguenti espressioni differenziali: 

9 ) 2 ( d ~ 4 , '  dxn) = d 2 U d V d W  (pf2(d~I ,  dxe) = d z U d 2 V l  

cp,(dr,, dx.) = d 3 U d V  cp, (dx,, dx,) = d 4 U  

ove perb i differenziali delle funzioni U, V, di ordine superiore al primo, si 
intendono presi considerando come nulli i differenziali delle variabili x i ,  r ,  
di ordine superiore al primo. Avremo: 

ed è chiaro che queste forme differenziali yer t~~asfornzuxioni  linenvi delle 
variabili si possono considerare come covarianti di (p. Costruendo l'inva- 
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62 So na ig l ian a : Sopra zcn'equazione a derivate parxial i  

riante (1) simultaneo di y, e di ciascuna di queste forme avremo altrettante 
espressioni invariabili rispetto a p per t r a s f o r m a z h i  lineuri delle varialili .  

L e  pz, ci danno le seguenti due espressioni invariabili del 2.' ordine: 

e la  (pp una del quarto ordine: 
a 4  U 

Ad [Ul = 2 chklm a xh i i z h  a al a x ~ ,  ' 
hlilm 

(6) 

Corne ai vede ne110 scrjvere le funzioni, da cui dipendono pueste espres- 
sioni A ,  abbiamo separato con uns virgola quelle che si possono permutare 
fra loro senza alterare il valore del secondo membro, e con una linea quelle 
che non sono permu.tabili fra loro, Porremo infine: 

&[u ,  V, W ]  =A,[UI V, W ]  + A e [ v (  W, U] +A2[WI  U, V ]  (7) 
& [ u ,  'CT] = A 3 [ u )  v] $ A3 [VI u]. (8) 

D'ora innanzi noi considereremo queste espressioni A, di indice superiore 
ad uno, unicamente ne1 cas0 in cui i coefficienti a,  di rf sono costanti, ed in 
questo cas0 le chiameremo parametri d i  2.0, 3.0, 4.0 ordine. 

Dalla (2), qualunque siano le a,, se si prendono per funzioni U, V, TV, T 
le x,, x,, otteniamo: 

a1 Ai[xi, xz, xz, $21 = - - a0 
4 [ x 2 ,  2 2 ,  $2, G]=- a 

Da queste formule, posto: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



del quarto ordine. 63 

e quindi la a, si pub scrivere: 

ed in questa espressione, a cagione della invariabilith dei parametri differen- 
ziali, le x,, x, possono essere supposte funzioni qualsiansi delle variabili in- 
dipenden ti. 

L a  forma generstle di un7 equazione a 
lineare, omogenea ed a coefficieriti costanti 

Il primo membro di questa equazione pub 

derivate parziali del 4." ordine, 
è: 

essere considerato come il para- 
metro A, [U] relativo alla forma differenziale y del paragrafo precedente, la 
quale, espressa in funzione delle costanti c,, diviene: 

Ora, per quanto si sa dalla teoria delle forme algebriche, è sempre possibile, 
mediante una trasformazione lineare delle variabili xi ,  x, in nuove variabili 
x, y, ridurre y, alla forma: 

e allora la equazione 

ed il ~ r i m o  membro 

d x 4  + 6 m d x g d y g  $ dg4 
y , =  1 + 3 m 2  

Y 

precedente diverrh : 

sarà il parametro A4[U] relativo alla forma differen- 
I 

ziale (9). Noi considereremo d70ra innanzi la equazione (IO), supponendo che 
la forma y, sia positiva, per la qua1 cosa basta che la costante m soddisfaccia 
alla condizione : 

3 m + 1 > 0 .  
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1 parametri, che abbiamo definito ne1 paragrafo precedente, (2), (3), (4), 
(5), (6), hanno notevole importanza nello studio della equazione (10); essi 
considerati relativamente alla forma (9) assurnono la forma segiiente: 

auavawaT 
A i  [U, V, W, Tl = - - - - 

au avawaT au avaw aT m  - - - - + - - - --+ a x  a ~ :  a;.  a x  + ( a  x a x  a y  a $  ax  a y  a x  a9 

aw avaw avavaw aw avaw avaw 
A2[VI ": ~ l = ~ ~ ~ + m [ ~ ~ ~ + 2 ~  ( 

Per mostrare subito corne queste espressioni si presentino naturalmente 
quando si prende a studiare la equazione proposta, supponiarno chc si vo- 
gliano sostituire alle variabili x, y due nuove varjabili +, , +, legate alle prime 
da relazioni qualsivogliano. 

Mediante le formule di derivazione delle funzioni composte si trova per 
la trasformata della equazione (10): 

a4u a3u 
*4['I = hklm 2 A l  [ h 7  h> $ 1 7  #ml a+k a+i a,+, + 2 ~ K Z  Z A Z [ # ~ >  h> $11 agi a+k a + i  

e si vede quindi come la trasformazione della equazione in un sistema qua- 
lunque di variabili richieda unicamente il calcolo dei parametri A , ,  A,, A,, A, 
delle funzioni, che si vogliono prendere come nuove variabili indipendenti. 

Analogamente, se si tmsforma uno qualunque dei parametri precedenti 
nelle coordin~te +, , +, , i coefficienti delle derivate delle funzioni arbitrarie 
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U, V, W, T, rispetto alle nuove variabili, sono sempre i parametri delle 
nuove variabili rispetto alla forma (9). 

Questi parametri si riproducono fra loro anche se nelle formule prece- 
denti, che li definiscono, alle funzioni U, T, W, T si sostituiscono i prodotti 
di due O più funzioni. Cod si trova: 

ed altre formule analoghe che è assai facile determinare. 

Supponiamo dato un campo C, definito dalla diseguaglianza + (x,, x,) > O. 
h noto che si ha  (ammesse certe condizioni circa la continuità): 

JI(E - g ) d x i  d x ,  = -f iudxi  + V ~ X J ,  

ove il primo integrale B esteso al campo C, ed il secondo al contorno S, = O ,  
percorso nella direzione che ordinariamente si considera come positiva, quella 
cioè per la  quale il campo rimane a sinistra. 

Supponiamo che l a  forma y del $ 1 sia sempre positiva, almeno in un 
certo campo, che comprende C, e ne1 quale i coefficienti a, sono funzioni 
monodrome, finite e continue delle x, y. Introduciamo una variabile s me- 
diante la  equazione : 

ds"== F ah,, d x h  (la d x i  dx,. 
h -lm 

(13) 

È chiaro che, fissato un arco di curra finito ne1 piano delle varinbili 
x i ,  x,, l a  s risulterà determinata, quando si prenda: 

(q % 1 
s =I 2 a h r i m d ~ n d ~ a d ~ i d z ,  

hidrn 
(14) 

(~"l;) 

e la integrazione si intenda estesa all'arco dato, di cui i punti (x?xS) (x,r,)  
siano gli estremi. 

Annali di Matematica, tom0 XVIII. 9 
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È facile vedere che le formule che ordinariamente si deducono dalla (12) 
prendendo per variabile di jntegrazione ne1 seconda membro I'arco del con- 
torno, si possono stabilire anche ritenendo che gli elementi di arco del con- 
torno e della normale siano misurati mediante la (13). 

Difatti gli incrementi dg i ,  dx, lungo il contorno soddisfanno alla rela- 
zione : 

e se consideriamo x,, x, corne funzioni della s, data dalla (14), intendendo 
che (x!x!) sia un punto qualsiasi del contorno, potremo porre: 

L a  (13) ci dà, allora: 

e quindi avremo: 
- ds  a+  d s  dX2=--  -. dg,= - 

v a h i  [SI 8x2 q q j q  axi 
Poniamo ora: 

d o =  vÜdz,d~,, 
e la (12) diverrà: 

Supponiamo ora che le linee definite dalla equazione: 

incontrino ortogonalmente il contorno + = O. Indicando con Jx,,  Jx, gli in- 
crementi delle coordinate lungo un elemento di linea x = cost., avremo: 

e potreino porre pei punti del contorno: 

poich8, per ipotesi, dx, 6 x ,  + dx,  bx2 = O. Sostituendo questi valori nella (13) 
ed indicando con d'n l'elemento di normale, abbiamo: 
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ds 
quindi .r = - 9  e sostituendo nelle relazioni precedenti, avremo: 

8 n 
dxi -axe  d ~ e  --- axi -.=--. 
d s  Sn d s  Sn 

Queste formule sono analoghe a quelle che dànno le note relazioni fra i coseni 
di direzione della tangente e della normale al contorno. Fissato il senso, in 
cui questo deve essere percorso, restano determinati i segni di dx,, dx,, e le 
formule 
debbano 

L a  

precedenti determinano quelli di àx,, dx,, intendendo che ds, d'fi 

sernpre prendersi corne positivi. 
(15) pub quindi essere scritta nella forma seguente: 

Faremo un'applicazione di queste formule di trasformazione di integrali, 
trovando, mediarite di esse, 1' espressione in coordinate generali del para- 
metro A, [U, V, W].  

Poniamo : 
av a w a T  

Ur = 
hkl 

e osserviamo che la (15) equivale alla seguente: 

Mutando in questa ï7 in U,U~; ,  e sommando rispetto ad r troviamo: 

Di qui, osservando che le espressioni che compaiono ~ o t t o  i segni di integra- 
zione del primo membro sono invariabili, per trasformazioni quali si vogliano 
delle variabili indipendenti, rispetto alla forma biquadratica ds4, concludiamo (*) 
che anche: 

(*) Di un ragionamento analogo si è servit0 il prof. PADOVA per determinare i para- 
mctri  delle forme differenziali quadratiche nella sua Rfemoria: Szclle espressioni invariabili. 
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sarh invariabile. Noi possiamo, senza ambjguità, indicare questa espressione 
con &[V, W, Tl, poichè, quando le a, sono costanti, si riduce appunto a 
quella che abbiarno indicato con questa notazione (7), e ne rappresenta quindi 
la trasformata in un sistema qualunque di variabili. 

A cagione della simmetria di A, [U, V, W, Tl, rispetto alle funzioni da  
cui dipende, avremo poi: 

[(a, [u, V, W, Tl d o  = -Iu [$' '' " ds - UA, [V, W, T] d g  ;.q 

Uguagliando fra loro due qualunque dei secondi membri si ottiene una rela- 
zione, che pub considerarsi come un'estensione del teorema di GREEN pel piano. 

Supposta soddisfatta la condizione 3m + 1 > 0, la funzione: 

x4 f 6 mxe y"$- y4 

è sempre positiva, e le ciirve: 

y (x, y) = 2' + 6 m x2 y' + y4 = cost. 

ne1 piano delle variabili x, y, assunte come coordinate cartesiaile di un punto, 
sono curve chiuse composte di un sol ramo sinimetrico rispetto agli assi coor- 
dinat;, che gira attorno all'origine. 

Introduciamo ora due nuove variabili p, w ponendo: 

e intendendo che la  integrazione debba eseguirsi lungo la curva yj(x, y) = 1. 
Chiamando l . ,  p le coordinate x, y di un punto qualunque di questa curva, 
e ponendo x, = 1, y, = 0, avremo: 
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ed j differenziali d 1, dp, posto ;= y ( l ,  p), soddisferanno alla relazione : 

La w sarà uns variabile avente un valore determinato, finito e reale, quando 
si percorre la curva cp = 1 in una direzione determinata a partjre da1 punto 
(A = 1, p = O), per es. nella direzione di p crescente, e che aumenta di una 
costante per ogni giro percorso sulla curva. 

Eliminando successivamente d p  e d l  dalla espressione di o ,  troviamo: 

Se introduciamo due variabili zc, v definite mediante le equazioni: 

come funzioni di A, p, noi potremo fra queste equazioni e la p= 1 eliminare 
successivamente p e h ed otterremo due relazioni algebriche razionali fra 
u, h e fra v, p: 

F ,@, i , )=O F , (v ,p )=O,  

e avremo allora w in funzione di i, oppure di p sotto la forma nota di un 
integrale di un differenziale algebrico: 

le u e v essendo definite in funzione di 1 e p rispettivamente dalle due re- 
lazioni precedenti. 

Reciprocamente noi possiamo considerare 1 e p come funzioni di w ;  esse 
risulteranno le funzioni inverse degli integrali precedenti e soddisferanno alla 
relazione : 

A4 + 6mi,2iei.Le + p4 = 1. 
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Noi riterrerno i segni di IL, p determinati dalla condizione che A, p rappre- 
sentino le coordinate dei punti della curva i= 1. 

Dalle (17) avremo per le derivate di h, p rispetto ad w le formule: 

dove : 

&(A, p) - (1: $ 3mp2)'14 + 6m(A2+ 3mp2)(3mA2+ p2)A2pz + (3rni2 + p2)4p4. 

P Poniamo ora Y = -; avremo: 
1. 

e possiamo ridurse il secondo membro ad essere una funzione della sola U ,  

5 

rnoltiplicandolo per (1,' $ 6 miop" p4Y, quantità che per la (18) è uguale 
ad 1. Si trova cosi: 

Questa relazione non dipende che da  v ed w ,  e potrebbe servire a trovare 
uno sviluppo per serie della in funzione di v .  

Dalla (18) poi ricaviamo: 

Chiameremo Q il valore di w dopo percorso un intero giro sulla curva cp = 1; 
le funzioni A ,  p avranno il periodo Q ,  e per ogni punto del piano x y sarà 
determinato un valore di p ed un valore di w all'infuori di multipli interi 
di Q. Noi possiamo quindi sostituire alle variabili x, y le p, w ponendo: 

x = p W  y=pp(w). 
Y Avremo allora Y = - e quindi o, a cagione della (20) risulterà una funzione 
5 

Y del rapport0 - . L e  linee p = cost., w = c,ost. saranno rispettivamente le curve 
X 

cp(x, y)  = cost. ed il fascio di raggi, che ha il centro nell'origine. 
Le variabili p ,  w riducono ds4 ad una forma che ha qualclie analogia 

con quella, a cui le coordinate polari riducono 17elemento lineare ordinario 
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del qzcarto ordine. 71 

del piano. Si h a  infatti, indicando con Ar(w) ,ur(o) le derivate di Ab), ,U(W), 

d x  == ?.dp +ph'(w)dw d y  = ,udp + pPr(o)do ,  

e quindi, osservando l a  (18) e la equazione che d a  essa si deduce derivando 
rispetto ad  o, si trova: 

ds '=  dp'+ 6p2H(w)dp2d02 + 4p31<(w)dpdw3 +p4dw4, 
dove: 

H ( o )  = A2 Ars + m (A2 ,uf2 + 4 A p Ar [Ir + Are + ,ur2 

K(o) =-- A Al3 + 2 m A' ,ur(A ,ut + A r  ,u) + ,ur3. 

Vediamo quiiidi che la  espressiorie di ds4 risulta ordinata secondo le 
potenze di pl  e che è nul10 il coefficiente della prima potenza. Gli elementi 
ds  corrispondenti alle linee p = cost. w = cost. sono rispettivamente clp e , ~ d w .  
Di proprietà analoghe gode I'elemento lineare del piano in coordinate polari. 

P e r  l'invariante a della forma precedente abbiamo: 

a = p4(l + 3 H2(w)), 

e quindi, per quanto si è stabilito al 3 2, avremo: 

t i r  = pdpdwS 1 + 3H2(o).  

Finalmente per formule trovate alla fine del 5 1, si ha: 

Alla condizione della ortogonalità delle coordinate polari, ne1 nostro C ~ S O ,  

corrisponde la  condizione A i  [p, o,  o, w] = 0. 

Sia U una funzione monodroma, finita e continiia insieme alle sue de- 
rivate fino a quelle del 4." ordine, e che soddisfaccia in un certo campo 
$(x, y) > O alla equazione : 
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72 So mig 1 ia n a : Sopra un'equaxione a deriua te parxiali 

Chiameremo una ta1 funzione un integrale reyolare di questa equazione. Ci 
proponiarno ora di trovare alcune condizioni che, soddisfatte al contorno, sono 
sufficienti a determinare ZJ iti tutto il campo. 

Mediante la formula (16), quando si prende per campo di integrazione 
quel10 in cui è data la funzione U, si possono ottenere le seguenti: 

Quindi, se ne1 campo # > O si h a  A4 [U]  = O ,  sommando otteniamo: 

Osserviamo ora che, posto: 

si ha: 

e inoltre: 

quindi la (21) diviene: 

ove si è posto: 

Ora, per l'ipotesi fatta circa il valore di m, la espressione V, [U, U ]  B sempre 
positiva, e non pub annullsrsi se non sono contemporaneamente zero le due 
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deïivate del secondo ordine, con cui è formata. Dalla (22) risulta allora che 
se al contorno del campo si lia: 

si dovrà avere in tutto il campo: 

quindi ne1 primo caso si dovrà avere in tutto il campo U =  O, e ilel secoridu 
U=ltxy+bx+cy+d ove a ,  O ,  c, d sono costanti. 

Da cib segue che un integrale regolare U della nostra equazione: 
1." è completamente determinato in un campo connesso dai valori che 

esso e la espressione V, [U 1 #, U] assumono su1 contorno; 
2." È! determinato, all'infuori di una funzione bilineare, dai ralori clie 

assumono al contorno le espressioni V, [U 1 $, U], A, [U 1 $1. 
Osservando poi che V, [U 1 #, U], A3 [U 1 $JI sono formate linearmentc 

azu a*u colle derivate prime, colle derivate terze e colle derivate seconde - 
OS- a,e  

iI 

della funzione U, vediamo che sono sufficienti a determinare U in tutto il 
campo anche i valori al contorno: 

3." di U e delle sue deïivate prime; 
a o u  aw , 4." di U e delle derirate seconde - y - 
a x z  a l / ? ,  

B." delle derivate prime e delle derivate terze; 
Ô z i 7  8 l J  

6." delle derivate seconde - - e delle derivate terze, 
a x 2  aq2 

nll1iiifiiori di una costante ne1 5.' caso, e di una funzione bilineare ne1 6.", 
Quando m soddisfa anche alla condizioiie O r m r 1 la  espressione 

A2 [U, U] non è mai negativa, e allora nelle considerazioni precedenti, invece 
della (23,  si pub far uso della (2 1) ed invece della espressione v, [U 1 9, U ]  
si pub considerare 1s A,[U 1 +, U]. Nei casi in cui la U era determinata 
all'infuori di una funzione bilineare, ora risulta determinata a117infuori di una 
funzione liueare. 

1 Quando m = 3 ds4 diviene il quadrato di d x 2  + d y P ,  e le nostre espres- 
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sioni A ,  si possono esprimere mediante le 

a u a v  auôv A',[u, VI=-  - +- - WY aw 2 %  ax a y  a9 
A'g U= 7 + 7 ax a y  

C ~ P  sono, come è noto, parsmetri della forma dxL + dyg.  In particolare si 
trol.,? : 

3 A? [ I T  1 U, PI == A', (U7 1') A'. U + A',(VA', U) 
3 1 2  [U, UJ = 3 (A', U)' - 4 A',, GT 

4: [U 1 V ]  = A',(K A'?;CT) 

II [ U ]  == arp A'? tT7 

c I:i ('2.2) si riduce alla seguente: 

(ove 1% indica la normale al contorno diretta verso l'interno, ed 2 l'arco del 
coritorno stesso) la  quale ha seïvito al sig. MATHIEU per trornre le condizioni 
al contorno d i e  bastano a determinare una funzione che soddisfa alla equn- 
xione A', A', U = O (Journal de LIOUVILLE, t. XLV, 1869). 

Mediante la  formula (16) si possono stabilire successivamente le seguenti: 

da. cui son~manilo otteniamo : 

[!(UA, [VI - VA, [U])do  
cl s i (931 

= - ~ [ U ~ J V I  +I - UFJI w + WI U, $1 - L W  V, 
I 
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Questa equazione tiene luogo, rispetto alla equazione A, [ U ]  = O ,  del teorenln 
di GREEN. Essa esprime del resto una proprietà comune a tutte le equazioni 
lineari, a coefficienti costanti, cioè che l'epuanione del nzoltiplicatore (*), per 
queste equazioni, coincide coll'equazione stessa. 

Ora é notissimo corne da1 teorema di GREEN si possa dedurre mediantc 
un integrale speciale della equazione A? V = O ,  O A,A, V =  O una formula 
atta a rappresentare qualunque integrale di queste equazioni regolaie in un 
campo dato. Ne1 paragrafo seguente noi determineremo analogamente un in- 
tegrale speciale della equazione A, [Cl = O ,  mediaiite il quale, e servendoci 
della (23), potremo ottenere una formula ntta a rappresentare qualunque in- 
tegrale regolare della equazione stessa. Cliiamescmo qiiesto intcgs:ile ~ p e c i a l c  
1' inteyra le cnrat teris tico della equazioiie. 

Ln forma Liquaclratica positiva (rluando 3 111 4- 1 > 0) 

pu6 essere rappresentuta, corne tutte le forme biquadratictie positive, col IN- 
dotto di due forme quadratiche positive. Si ha cos:: 

1 I n  ciù clie segue non considereremo il caso 111 = -, percliè gis noto. 
3 

(MSTIIIEU, Mernoria ci tata.) 
Noi potremo pertatito rappresentare simbolicaineiite la espre+sioiie A,  [ U ]  

ncl seguente modo: 

Ac[U] = (zoo: +2aiD~Dv+ u?D.~,)(FoDL-t 2F1DZDy+ 5. Bi)V, 

ove D,, Dy sono simboli di derivnzioiic rispetto ad r, y ,  ed i cocffioicnti ili 

(") Sccondo la denominazione di DU B u r s - R ~ n ~ o s ~ :  lieber tigtenl.e pn,.tiellc D i f f c r e ~ p  
ciaig~cicLunge~û zzoeiter Ordnzcng (CRELI,E, Bd. 101 . 
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Di, D x  D y ,  Di hanno gli stessi valori che i coefficienti di 9, ~ y ,  pP nelle 
due precedenti espressioni di q(x, y). Percià, se v è una funzione che sod- 
disfa alla equazione : 

(croD1+ 2 a i D x D y  + a ? D i ) ~  = 0, ( 2 4 )  
qualunque funzione zc che soddisfa alla equazione: 

soddisferà pure alla equazione Ar [U] =O. Una funzione che soddisfa alla (24) è: 

.Noi prenderemo per v questa funzione. Osserviamo inoltre che con una tras- 
formazione lineare si potrà sempre ridurre il primo membro della (25) alla 
forma : 

(Dz + D:,) u , 
e che questa trasfornlazione canibierà a ,  x2 - 2 Y., x y + ~ , 9 ~  in una nuova forma 
quaclratica positiva delle 4, q. Per  cui la (25) sarà riducibile alla seguente: 

Ci proporremo ora di determinare una fuwione che soddisfaccia alla (26) 
c sia: 

1." inonodroma, finita e continua insieme alle sue derivate prime per 
tutti i valori finiti di (, xi; 

2." abbia le derivate seconde e terze pure monodrome, finite e continue 
l m  tutti i valori finiti di 5 ,  q ,  differenti da 5 = O, q = O; 

1 3." le derivate terze diventino infinite come - quando ; = 0 15" riz 
n = o. 

Vedremo clie esiste effettivamente una funzione che soddisfa a tutte queste 
condiziorii e pub essere presa come integrale caratteristico. 

Cerchiamo dapprima le trasformazioni che riducono la equazionc ( 2 5 )  alla 
forma (26).  

1 
1.' osso: lm1<3.  
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del quarto ordine. 77 

e la (25) diviene: 

(Di + 2kD$Dy + Di)u =; lg(x2 + 2 k x y  + tj2; + cost. 

Pouiamo ora: 
-. 

x + y = t J 2 ( 1  + k )  x - y = q v 2 ( 1 - k ) ,  

e 1s equazione precedente si trasforma in quest'altra: 

1 2.' caso : n z  > - . 
3 

POS~O pz= 3 m  - \/91n2 - 1,  si ha: 

( D : + ~ ~ D ~ D ~ - +  

e la (25) diviene: 
4 

1 (DL +, P D;)U = is(:x2+ 
P" 

e ponendo: 

troviamo : 

Queste due equazioni (26') (26") sono comprese in quest'altra: 

che basterà considerare. Supporremo a > b, corne difatti si ha nelle (26') (26"). 
Sostitiiendo alle 5 ;  le variabili r ,  û legate dalle relazioni: 

5 = rcose q = rsens,  

la equazione precedente diviene : 

1 a 1 a'u - -  Y ar(<.  ~ ) + - + , = i g / r ( a ~ ~ o s ~ û +  b2sen281t+cost., 

e ponendo: 
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78 So n 2  i g  1 i a  n a:  Sopra un'equuxione a deviuute parxiali 

si ha per 20 la seguente equazione: 

i a 1 alm - -(Y al. 2) c - re -= a Oz lg(atcos28 + btsenz8j + cost. 

Osservando ora la identità: 

(a + hl' n -- t a  -- b a? cos? 0 + b? sent 8 = 
4 

cos 2 O ]  > 

possiaino, mediante una formula notissima, sviluppare in serie il secondo 
membro; si trova cos\: 

L a + b  " ( - l ) n  - 6 '  
lg (a2 cos2 8 + b2 sen' 8)' == lg - - 7 ( o r  cos 2 f i  Ç , 

2 rr-1 a S b 
per cui avremo: 

1 8 ' 2 ~ 0  l ô e l u  g (- l p  a -  o f i  

ra;(t,ar)+ïm=- V L = ~  Y -(ml cos2 1 2 4  + cost. 

Porremo ora: , 
bO 

e determineremo le wn in modo che ciascuna di esse, sostituita ne1 prinlo 
membro, Io riduca uguale ad uno dei termini del secondo, ed inoltre in modo 
che ciascuna di esse soddisfaccia alle condizioni laa, 2.", 3.a stabilite per u. 
Per questo basta porre: 

a - b  r2  w, = - - cos 2 8 ]gr ,  
a + b  4 

e per n > 1 

Quindi avremo : 

1 a - b  
20 -7 - - 4 a + b  v 2 ~ o s 2 0 l g r  + r2 .,a4n(nz-1) 5 (- lr (*rcos2n9, a + b  (27) 

e siccome la serie del secondo membro è certamerite convergente per qua- 
lunque valore di e di 8 ,  e derivabile termine a termine due volte, la espres- 
sione cosi determinata per zo rappresenterù una funzione chc soddisfa alla 
nostra equazicme. 

La serie (27) pub essere sonimata, e si pub quindi ottenere per zu una 
espressione finita. 
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Osserviarno infatti che dalla eguaglianza: 

dove z rappresenta una quantith complessa il cui modulo è < 1, si r i caw 
integrando: 

Ora le integiazioni indicate ne1 primo membro si possono facilmente eseguire, 
e si trova: 

Abbiamo quindi: 

Poniamo ora: 
la-b 

X e -  
a + b  

(cos28 + isen26), 

ed uguagliando le parti reali dei due membri nella eguaglianza precedente, 
troviamo : 

a b  (a-b)sen20 3 a - b  re sen 2 O srco tg 4- ~2 
~ 0 ~ 2 8 -  1. 

ncos20 -j- bsen'F) 

Troviamo cosi per la funzione u, trascurando i termini che dànno luogo a 
funzioni intere razionali di secondo grado nelle 5 ,  e che per noi non hanno 
importanza, 

Se ora introduciamo di nuovo le variabili E ,  trovinmo per u In segiiente 
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espressione: 

posto : 

e si potrebbe facilmente verificare che questa espressione di tr soddisfsl effet- 
tivamente la (26"'). 

Noi verificheremo invece, il clie è più semplice, che essa soddisfa alla 
trasformata della equazione A, [u] = O nelle coordinate 5 ,  q. Osserviamo in- 
fatti, che essendo: 

l g (52+i lg )=Ig[ (E+iq ) (E- i r l ) ]  l g ( a g 5 2 f b 2 r l e ) = l g [ ( a t + i b ~ ) ( a 5 - i b ~ ) ]  

se si pone: 

1 a b  
@ = - - - -  1 1  

2 a2 - bz (5 + i~) ']g(t  + iq) + - -- 2 a2 - b2 (a5 f ibq)21g(aS + i b q ) ,  (28) 

si trova subito che la espressione precedente di u è la parte reale di 9. 
Ora colle variabili 5 ,  q la equazione A,[u] = O diviene: 

e questa equaxione ammette I'integrnle generale con quattro funzioni nr- 
bitrarie : 

u = f &  + iv )  + f?(t-iv)+f3(a5 + & ) + f 4 ( a 5 - i b ) ,  

di cui è un caso speciale. Vediamo quindi che non solo la parte reale 
di Q ,  ma anche la parte immaginaria soddisfa alla equazione A4 [u] = 0. 

La  funzione u trovata soddisfa anche alle condizioni stabilite circa il 
modo di comportarsi ne1 punto 5 = 0,  q = O .  Cib è evidente per u,, u,; in 
quanto ad u, osserviamo che le sue derivate si comportano corne quelle di 
u,, uo, ed essa soddisfa anche alla condizione della monodromia, quantunque 
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(CI -- b )  t q ln funzione GPCO tg  6ia in generale polidroma. Difatti iI ~ p p o r t o  ---- 
aSe+ A T , ~ '  

essendo a ,  b numeïi posi t i~i ,  è sempre finito e determinato finclib 5 ,  ;;. iim 

sono contemporaneamente zero; percib, percmrendo nila curva cliiusa attori-io 
al punto 5 = O a = O, questo rapport0 varierh con continuitk fra due ra1oi.i 
finiti, e quindi l'arco tg corrispondente vnrierà con continuità fra due ralori 

7 - 
I r  #i 

compresi fra - - e -, se si fissa che in un punto qualunqine il suo vnlorc 
2 2 

assoluto sia il minimo, che l'arco t g  pub assumere. 
Torniamo ora alle variabili s, y. 

1 .O caso. Troviamo : 

e findmente: 

Sïnscurando una funzione di secondo grado nelle x ,  y ,  e indictiiido roii 
Z1(x, y) cib diriene u, abbiamo cod: 

Annlrli di  Motemafirn, tomo XVIII. 11 
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2.' caso. Si trova: 

quindi abbiamo, indicando con Z"(x,  y) cib che diviene u, 

p3 "11 +- aïco tg p4 - 1 ( p = \ / 3 > i i - ~ 9 m ' - l ) .  

.b chiaro poi ohe queste due funzioni oontinumo a soddisfare alle condizioni, 
che sono state fissate, aggiungendo ad esse un integrale qualsiasi della equa- 
zione A, [U] = 0, che sia regolare per tutti i valori finiti di x ,  y. Indicheremo 
con Z(x, y) la funzione rappresentata ne1 1." easo da Z'(x, y), ne1 secondo 
da Z1'(x ,  y), quando non avremo bisogno di considerare separatamente i due 
casi. Vedremo che essa fa l'ufficio di integrale caratteristico per la nostra 
equazione. 

Nella (23) supponiamo che il campo di integrazione compreiida ne1 su9 
interno il punto x = O,  y = O ;  escludiamo poscia questo punto descrivendo 
attorno ad esso una curva: 

ove B è un numero piccolissirno. Al nuoro campo cod format0 sarà applicabile 
la (23) quando si prenda per V la funzione Z(x ,  y) e per U un integrale 
qualsiasi della equazione A, [U] = 0, che sia regolare in tutto il campo pri- 
mitivo; difatti l'unico punto, in cui la Z(x,  y) non sia regolare, è l'origine 
delle coordinate. Indicando con y la curva descritta attorno a questo punto, 
la (23) ci dà: 
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del qzcut.to orditte. 8 3 

ove d y  si intende determinato in modo analogo all'elemento del contoïno, e 
quindi, introducendo le coordinate del $ 4 ,  p ,  W: si ha: 

d y  = e d w ,  (30) 

e la integrazione rispetto ad o ai dovrà estendere da w - O ad w - fi. Inoltre 
lungo la curva integrazione avremo p = E ,  e 

- 
? A , [ ~ ]  = e s t  &(A, p.). 

1)obbiamo ora calcolare A,[Z 1 Per  questo ricordianio che sj 
porre (28): 

Z =  B p i ,  

e indicando con 9' e @" le espressioni di @ nei due casi considerati, si ha: 

oye si é posto per brevith: 

ed a', 13' sono i numeri coniugati di a ,  B. 
Ed inoltre: 

Cillcolerenio ora &pli' servendoci della seconda delle (Il); poniamo: 
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3 4 So rrz iy 1 ia ?a a : S o p a  zcn'eqzcaziotae a derivate pamiu l i  

Ora con alcune semplici riduzioni si trova: 

ossia: 

Con un procedimento perfettamente analoço ne1 ~econdo cas0 si trova: 

da cui: 
1î2 89 a? 1 1 

R ~ A ~ [ e ' '  1 P . I I = ~ ( ~ ~ $  Y ay)(x2+y2y+ 

ossia: 
A3 [Z" 1 y ]  = 2 (pz + 1) (x" y'). (33) 

Ora si ha: 

Quindi, osservando le (30) (31) (32) (33), potremo scrivere: 
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de2 quarto ordine. 8 5 

ove' U, indica il valore di U ne1 punto x = O, y = O, ed U, rappresenta la 
funzione U pei punti delle curve p -. E.  Ne1 secondo membro non dipende 
da E cbe l a  differenza U, - U,, e questa, essendo U continua, tende a zero 
con E ;  quindi il limite cercato è: 

La funzione che qui cornparisce sotto i l  segno di integrazione è sempre finita 
e positiva per tutti i valori di w ;  quindi ponendo: 

sarà H(m) una costante, dipendente da m, finita e differente da zero. Sosti- 
tuendo nella (29) otteniamo: 

È cbiaro poi che se in questa formula alla funzione Z(z,  y) sostituianio 
Z(x - a ,  y - b), ne1 primo membro, invece di 'I;, , avremo il valore U ( c c ,  b) 
della funzione U ne1 punto x = a ,  y = b, purchè questo punto sia interno 
al campo. Se fosse esterno si avrebbe Io zero. 

Si ottiene cos1 una formula, la quale rappresenta un integrale regolare 
qualsiasi dell'equazione considerata nell'interno di un campo finito, mediante 
elernenti relativi soltanto al contorno. 

Il problema della integrazione dell'equazione, quando sono dati alcuni 
degli elementi earatteristici, enunciati al f~ 6, si riduce quindi ad eliminare 
dalla formula trovatn quegli elementi che non sono conosciuti, e ad introdurvi 
quelli che sono dati. 

In alcuni casi, come ad es. quando gli elementi caratteristici conosciuti 
sono quelli dei n.i 3.", 4.", 5.", 6." potrà esistere una funzione, analoga a 
quella di GREEN nella teoria delle funzioni potenziali, la quale risolve il pro- 
blema della integrazione in modo generale. 

Cosi, se gli elementi dati sono i valori al contorno di 

ed Y a b  è un integrde della nostra equazione, regolare in t d t o  il campo, e 
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86 Somég lia na : Sopra un'equazione a deiivate parziali 

che al contorno soddisfa alle condizioni: 

ove Zab = Z ( X  - a ,  y - h),  si trova subito: 

e si ha cosi m a  espressione della U nella quale non entrano che gli elernenti 
caratteristici conosciuti. 

Considerazioni analoghe si possorio fare negli altri casi indicati. 

Accennerb infine brevemente agli sviluppi in serie dell'integrale carattc- 
ristico in campi limitati da curve: 

cbe corrispondono agli sviluppi del poteiiziale logaritmico elementare in campi 
limitati da circonferenze. 

Poniamo: 

f ( x ,  ~ )=(ax+by!21g(ax+W,  

ove a ,  b sono due numeri complessi qualunque. Siano poi a ,  fi due numeri 
reali. Per quanto abbiarno visto, sostituendo alle x ,  y le variabili p ,  w del 
$ 4 ,  potremo porre: 

~ = p h ( w )  a = p I l ( w , )  

L a  funzione f (x + a ,  y $ p) con questa trasformazione diverrà unà funzione 
T ( p ,  p , ,  w ,  o,), di cui cercheremo 10 sviluppo secondo le potenze di p e di p,. 

Posto 8 (w) = a h  (a) + b p (o), abbiamo : 

e siccome A i w ) ,  p(o) non possono essere contemporaneamente zero e sono 
sempre finite per qualunque valore di o, esisteranno due costanti finite e dif- 
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ferenti da zero 1, 

Percib sarà anche 

e quindi peï tutti 

L dipendenti da a ,  6, tali che per qualunque valore di o: 

Z ~ S ( O ) ~ <  - L. 

per qualsiasi coppia di valori di w ,  o,: 

i valori di p, pi che soddisfano alla condizione: 

Supposta soddisfatta la (35) potremo applicaïe 10 sviluppo del logaritmo, e 
avremo : 

da cui si ricava anche: 

Se consideriamo pi,  oi come costanti e p,  w corne variabili questo sviluppo 
sarà ~ a l i d o  in qualunque punto interno al campo limitato dalla curva: 

Se invece consideriamo aome costanti p ,  w e corne variabili p i ,  w, Io sviluppo 
sarà valido in qualunque punto esterno al campo limitato dalla curva: 

Se in questo secondo caso scambiamo p ,  o con p l ,  o, avremo ne1 piano x ,  y 
due campi d i  validith degli sviluppi rispettivamente di f ' (p ,  pi ,  w,  w,) e di 
f(Pi, p ,  O,, w). Questi due campi lasceranno scoperta la regione compresa 
fra le due curve: 

1 L P=x ,O=- '  1 
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88 So mig l i a  na : Sopa uiz'equaxione a derivute parxiali 

Se ora supponiamo di avere N funzioni: 

ed N costanti es, e poniamo: 

dalla (36) potremo avere uno sviluppo di @ (X + a ,  y + 6); si trova cos?, 
p s t 0  O&) = a d ( ~ )  + bsp(m), 

A- N 

s= 1 
+ P P I ' ( ~ S Q S ( ~ ) ~ S ( ( ~ )  

s= 1 

2 -Y (- 1 P  6; (o) + -P" es8:(w)- 2 2 , 
3 ,-i %=3 n(?z - 1) (rz - 2) p Y 2  #=1 ?9-2(0i) 

ed i campi di validità di questo sviluppo saranno ancora daii dalle (37) (38) 
1 dove perb per - si dovrà prendere il minimo dei valori dei rapporti - d i e  L Ls 

soddisfanno al1e diseguaglianze: 

1s 
(s = 1, 2 ,  ... N ) .  

L'integrale caratteristico che ahbiamo trovato al 5 6 ,  si pub inettere 
sotto la forma (39). Basta porre N =  4 ,  e 

1 ne1 1." caso: l m \ < - ,  colle uotazioni del 9 7, 
3 

1-k2 e , = e , = - -  1 e, - e, = - . 
1 6 k  16 k 

Si trova poi: 

quindi avremo: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



del quarto ordine. 

e,  = e, = - p2 21' 

4 (p2  - 1) e2 = e4 = 4 ( p <  

Si trova inoltre: 
1 , = l 3 = p  1 2 = Z , = 1  

quindi avremo: 

Sostituendo 10 sviluppo cos] determinato dell'integrale caratteristico nella 
(341, se ne potranno dedurre sviluppi analoghi per qualsiasi integrale regolaïe 
della nostra equazione. 

N O T A .  

Se per le funzioni arbitrarie che compaiono nei parametri differenziuli Ai 
si prendono delle forme algebriche, è chiaro che, fatta nstrazione da1 fattore 
1 .-, le espressioni che cosi si ottengono sono forme algebriche, che godono della 
a 
proprietà invariantiva secondo la solita definizione. Esse sono quindi covarianti 
simultanei del sisterna delle forme date e della ~ ( x , ,  x,), tutti di indice 4;  
epperb si potranno esprimere corne funzioni razionali intere degli jnvariariti 
e covarianti fondarnentali del sistema. 

F r a  i parametri di un sistema di forme algebrjche e le loro foïinazioni 
invariantive si hanno quindi delle relazioni, le quali possono essere assai utili 
in diversi casi; indiclierb un procedimento clie si pub seguire per trovarle. 

Rappresentando rf sotto forma simbolica: 

?(xi, x 2 ) = a $ = b Z . = . - .  3 

Annali di  Mntemztica, tom0 XT'III. 
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le sue fornîazioni invariantive fondarnentali colle notazioiii solite sono 

H = (a  O)2 a: bJi T = (a b)P (C b) CO ai b, 

i = (ab)( j = (a by (a cy ( b ~ ) ~ .  

Se ora poniamo simbolicamente : 

i nostri parametri, qualunque siano le funzioni arbitrarie che entrano in essi, 
si possono rappreaentare corne segue: 

Si abbiano ora quattro forme algebriche U, V, TV7 5' che, per semplicith, 
supporrb biquadratiche : 

u= a: v=,5:, w=./:: S= J i .  

Dalle foriiiulc precedenti si ottieiie subito: 
3 3 3  tri, [U, V, ',Tt7 S ]  = 44(aa ) (aF) (~~y ) (ad )a :F , r ,8 ,  

a ~ ,  [UI v, ?Y] = 3 4s (acc )2 (a f i ) (a r )a3 ,@~y~  

a  A, [U, VI = 3e . 4% (a (a CI-: B i  
1 
l 

(4 
aA, [U 1 V ]  = 2 3.4"aa)"(crfi)ol.,fi3ï 

a A, [U]  = 2 3 . 4 (au)'. 1 

Queste formule per l a  forma dei secondi mernbri dimostrailo quanto si i: già 
detto da principio, e mediante di esse coi procedimenti soliti del calcolo sim- 
bolico si possono trovare le relazioni, a cui abbiamo accennato. 
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de l  quarto ordine. 9 1 

Mi limiterb a considerare il caso in cui tutte le funzioni C, V, Er, T 
sono uguali fra loro ed uguali a y ;  allora tutti i simboli a ,  a ,  B ,  y ,  d di- 
vengono equivalenti. 

Da una nota identità (*) osservando che i simboli a, ti sono equivalenti, 
si ottieue: 

e analogamente : 

Moltiplicando membro a membro ed approfittando della equivalenza dei 
simboli a ,  y e B,  d abbiamo: 

4 (a. cc) (a f i )  (a y) (a 8) 4 BJ: y: 6; = 
d O l t 2  = 4(~da)~(ay)Zat.B3,~l:8: - 4 ( a a ) ~ y 8 ~ a , a x P X y , 8 ,  +(aP)'(r3)eakuZPiyZ82:. 

X a  per formule note della teoria delle forme biquadratiche, si ha: 

quindi il secondo membro della equazione precedente è uguale a 2 i y 3  - 3 y Hz, 
e si ha:  

dove : 

Per  avere la formula analoga relativa alla seconda della ( A )  osserviamo 
che dalla (B) mutando a in y ,  e moltiplicando per ( a ~ ) ~ a : ,  otteniamo: 

1 questa espressione uon è altro che - (iy - IF), quindi si ha: 
2 

2 - 3 . 4 "  
A z [ ' P I Y ,  YI=- a (2 a y - Hz). 

(*: Vedi CLEBSCH: Theorie der b i ~ z i i ~ e . ~ t  a7yeirrniscJte.rt Formeil, pag. 41. 
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9 2 Som i g  Zia n a : Sopa un'eqtmione a clerivate $arxiaZi, ecc. 

La  terza della ( A )  ci dà immediatamente: 

A2 [y, p l  = 32 ' 49. 

Finalmente dalla identità già invocata abbiamo; 

e quindi la quarta della ( A )  diviene: 
3 

A3 r, I PI = 2 Y -  

L'ultima della (A) ha già la forma voluta qualunque sia In forrna bi- 
quadratica t!. 

Possiamo mostrare subito un'applicazione della (1). 
La  espressione & ( A ,  p) del 5 4 non è altro che: 

relativo alla forma differenziale: 

1 
Per la (1) abbiamo quindi, poichè a = 

1 -j- 3m2 ' 

e poichè A ,  p soddisfanno alla relazione y = 1, 

ove : 
H= 2 / m l 4  + (1 - 3m2)À2p2+ rnp4) .  

Quindi & ( A ,  p) da1 12." si riduce a11'8.O ordine rispetto a A, p. 
d v Cod la formula del10 stesso paragrafo che da la d; si riduce alla se- 
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Sulle corrispondenze [ml, m ,,..., m,] continue 
che si possono stabilire tra i punti 

di r gruppi. 

( D i  RICCARDO DE PAOLIS, II  Pisa.) 

I n  questa Memoria mi propongo di stridiare, con sernplici eonsidernzioni 
di geometria elementare, certe corrispondenze continue che si possono stabilire 
tra i punti di più gruppi. 1 .risultati che ottengo mi sembrano interessanti per 
le applicazioni che se ne possono fare alla geometria ed alla analisi; alcuni 
sono noti, quasi tutti perb li diniostro in modo nuovo. 

1. Le varietà, i loro elementi, i loro gruppi ed aggruppamenti. 

1. 1 varî modi di determinazione che pub ammettere un concetto ge- 
nerale costituiscono una varietà della quale essi sono gli elementi. 

Un gruppo di una varieth è l'insieme di quanti si vogliano dei suoi ele- 
menti. 

2. Diciarno che un elemento é r-plo, O nzultiplo secondo r ,  per un dato 
gruppo, se, per la legge che dà il gruppo, dobbiamo pensarlo appartenente 
ad esso r volte, e non più di r volte. 

Un elemento 1-plo per un dato gruppo Io chiamiamo anche un elenzento 
senzpiice per esso. 

Possiamo dire che in un elemento r-plo per un dato gruppo coincidono r 
dei suoi elementi semplici. 

Se un dato gruppo contiene uno O pih elementi r-pli, essendo 9. = s t ,  
possiamo dire che contiene corne s-plo, O multiple secondo s, il gruppo costi- 
tuito da ciascuno di essi contato t volte. 

Un gruppobè del grado r z ,  se è costituito d a  n elementi, intendendo di 
contare r volte ciascun suo elemento r-plo. 

Annnli di  Mnfematica, tomo XTIII. 13 
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3. Per  distinguere uno dall'altro gli elementi di una varietà indichiamo 
ciascuno di essi con una delle lettere: 

A , B , C , D )  .... 
Per  indicare un gruppo adoperiamo la  lettera G O g ,  e se conviene te- 

nere presente che n è il suo grado usianlo il simbolo G, O g,. 
Se vogliamo porre in evidenza. quali elementi A ,  B, C ,  ... costituiscono 

un gruppo G scriviamo: 

G(A, B, C ,... ), ovvero anche: A B C  ...; 
intendendo che, se un elemento A è r-plo per il gruppo 6,  ne1 simbolo la 
lettera A sia ripetuta r volte, ovvero l'elemento vi si trovi indicato CO&: [A]'. 

4. I l  concetto generale di gruppo ammette varie determinazioni, si pub 
quindi considerare una varietà i cui elementi siano gruppi di un'altra; un 
elemento di una tale varietà è un gruppo di gruppi, un agg~appamento. 

Un aggruppamento pub contenere gruppi multipli ed aggruppamenti niul- 
tipi; (2). 

Un aggruppamento è di grado n, se è costituito da n gruppi come ele- 
menti (2). 

Un aggruppamento i cui elementi siano gruppi ciascuno di grado n Io 
dichmo di ordine iiz. 

5. Per  indicare un aggruppamento adoperiamo la lettera A O a, e se 
conviene tenere presente che la B il suo ordine usiamo il simbolo A, O a,. 

Se vogliamo porre in evidenza quali elementi G ,  Gr, Gu, ... costituiscono 
un aggruppamento A, scriviamo : 

A G G r ,  . j ,  ovvero anche: G G'  G". . . , 
intendendo che se un gruppo G è r-plo per A ne1 simbolo la lettern G sia 
ripetuta r volte, ovvero il gruppo vi si trovi indicato cosi: [G].. 

II. Lo spazio e d  i suoi elementi geometrici. 

6. 11 concetto di punto, di linea, di superficie e di solido, ammette in- 
finiti modi di determinazione, quindi lo spazio si pub considerare come una 
varieth i cui elementi siano punti, O linee, O superficie, O solidi (1). 

1 punti, le linee, le superficie ed i solidi, sono gli elenjenti yeometrici 
del10 spazio. 
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che si possono stubi2ir.e tra i punti di r gruppi. 9 5 

1 gruppi di elementi geometrici si dicono anche figure O forme geonze- 
triche. 

7. Onde distinguere uno dall'altro gli elementi di una figura in generale 
indichiamo ciascuno di essi con una delle lettere: 

mentre in particolare usiamo le lettere: 

per distinguere fra loro rispettivamente i punti, le linee e le superfic.ie. 
Per indicare i gruppi geometrici ed i loro aggruppamenti adoperiamo le 

stesse lettere G O g A O a e gli stessi altri simboli già introdotti per le va- 
rietà di elementi qualunque. 

8. Supponiamo nota la geometria elementare, senza ammettere perb il 
postulato di EUCLIDE sulle parallele ed in modo che i risultati che otteniamo 
valgano per tutti gli spazii di curvatura costante, positiva, nulla O negativa, 
cioè valgano per ciascuna delle tre geometrie: iperbolica, parabolica O ellit- 
tica. Non estendiamo perb il concetto ordinario di punto, retta e piano, esclu- 
diamo cioè dalle nostre considerazioni i punti, le rette ed i piani improprii(*). 

9. Un  gruppo è$nito, se si possono trovare due punti i quali siano fra 
loro più lontani di due qualunque punti del gruppo, altrimenti è indefinito. 

Nella ipotesi della geometria ellittica Io spazio, e quindi un qualunque 
suo gruppo, è finito. 

Nella ipotesi della geometria parabolica O iperbolica un gruppo finito si 
pub sempre immaginare interno ad un tetraedro, costruito con piani la  cui 
distanza da un punto, fissato ad arbitrio, sia maggiore della distanza di esso 
da ciascuno dei punti del gruppo. Se il gruppo finito é contenuto in un piano 
O in una retta, possiamo immaginarlo rispettivaniente interno ad un triangolo 
O ad un segmento. 

III. 1 gruppi yeometrici continui. 

10. Un punto L è limite di un gruppo G,, se si pub trovare un puiito 
di G,, e quindi infiniti altri, che sia tanto vicino ad L quanto si vuole. 

Se L è un punto fisso ed A è un punto variabile, e se A si pub rendere 

(') PASCH: Vorleszii?gen %ber neuere Geometrie. Leipzig, Teubner, 1882. 
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96 De P a o l i s :  Sulle corrispondenxe [mi, m,, . . ., m,] continue 

tanto vicino ad L quanto si  vuole, L è limite del gruppo generato da A; in 
questo caso diciamo più brevemente che L è limite di A. 

Un intorno di un punto L é un qualunque solido sferico che ha  il centro 
in L; iridichiamolo con il simbolo IL. Un intorno IL si pub rendere tanto 
piccolo quanto si vuole, rendendo sufficientemnte piccolo il suo raggio. 

Se L è limite di G,, ad  un intorno IL, preso tanto piccolo quanto si 
vuole, appartengono sempre infiniti punti distinti di G,, e viceversa. 

11. Se d i  tre punti il primo è limite del secondo ed il terxo si pub ren- 
dere tanto vicino al secondo qualzto si vuole, i l  primo è anche limite del terxo. 

Infatti se L è limite di A e se B si pub rendere tanto vicino ad A quanto 
si vuole, L è anche limite di B, perchè L B < L A  + A B ,  qualunque sia la 
curvatura costante del10 spazio. 

12. Un gruppo è condensuto in sè stesso, se ciascun suo punto è limite 
del gruppo. 

Un gruppo è chiuso, se ad esso appartiene ciascuno dei suoi punti limite. 
Un  gruppo è perfetto, se insieme è condensato in sè stesso e chiuso. 
La  retta, il piano, il circolo, la sfera e 10 spazio, sono gruppi perfetti (*). 
13. Una linea poligonale è inscritta ad un gruppo, quando ciascuno dei 

suoi vertici è un punto del gruppo. 
' 

Un gruppo è ben concatenato, quando fissato un suo punto A ,  preso un 
suo punto qualunque B ed un segmento A'B' tanto piccolo quanto si vuole, 
esiste sempre una linea poligonale inscritta al gruppo, che ha per estremi i 
punti A ,  B e ciascun lato minore di A'B'. 

Diciamo continuo un gruppo chiuso e ben concatenato (*). 
14. Un segmento A B  è diviso in due segmenti A C ,  CB da uno qua- 

lunque C dei suoi punti interni, e tutti i punti di ciascun segmento A C ,  CB 
stanno, su A B ,  da uno stesso lato rispetto a ciascun punto dell' altro segmento 
distinto dall' estremo C. 

Ammettiamo inversamente che ogni divisione di un segment0 A B  in due 
gruppi di punti G',, G",, tali che tutti i punti di ciascuno stiano su1 seg- 
mento da uno stesso lato rispetto a tutti i punti dell'altro, sia una divisione 
in due segmenti, cioè una divisione determinata da un punto, di G', O di Gu,, 
interno ad A B  (**). 

II postulato ora concesso si pub dire postulato della continuità, perché, 

(*) CANTOR. Acta Mathematica, vol. 2'. 
(**) DEDEKIND: Stetigkeit und irrationale Zahlen. Braunschweig, 1872. 
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corne è noto ("), da esso si deduce la possibilità di dividere un segmento in 
un numero finito di segmenti uguali ciascuno tanto piccolo qiianto si vuole, 
e quindi si deduce evidentemente da esso che la retta, il piano, il circolo, 
la sfera e Io spazio sono gruppi ben concatenati, e percib continu; (12). 

IV. Alcune conseguenze della continuita del10 spazio, 
del piano e della retta. 

15. Se un punto L è limite d i  un grzrppo G,, possiawo trouare ztn gruppo, 
contenuto in G,, i l  quale abbiil per limite il pulzto 5, ed esso solo. 

Prendiamo un gruppo g,(M,, Mi, X2 ,..., JIi ,...) di punti di  G,, tale 
che sia: 

M O L  McL & L  Mi-r L M o  L Jf,L<<? MJ<T<,,...9 MiL<- 2 <--.,..O 2% 

Potendo rendere MiL tanto piccolo quanto si vuole, prendendo i sufficiente- 
mente grande, il punto L è limite di 9,. Ora un altro punto L', distinto da L, 
non pub essere limite di g,. Infatti possiamo prendere un punto ilfi tale che 
sia M; L < L' L , e siccome è L' Mi+k > L' L - Mi+k L ,  e quindi L' Jfà+k > 
L'L - Mi L ,  il punto L' non pub essere limite del gruppo Mi Mi+, ... Mi+k...; 

ma nemmeno pub essere limite del gruppo Mo Mi... Mi-, dei rirnanenti punti 
di g,, che sono in numero finito, dunque L' non pub essere limite di g,. 

16. Dato un gruppo d i  pih punti distinti di un segmento, possiamo sempre 
trouare un segmento che 10 contenp e sia termimto da due punti ciascuno 
dei quali O appartenga al gruppo, ovvero siu limite del gruppo. 

Se si tratta d i  un gruppo di un numero finito di punti djstinti di un seg- 
m e n t ~ ,  il teorerna è evidente. Se si tratta invece di un gruppo G, di infiniti 
punti distinti di un segmento, dobbiamo dimostrare che G, è contenuto in 
un segmento L, L,, ciascuno dei cui estremi O è un punto di G,, O é un 
punto limite di  G,. 

Sia A B  il segmento che contiene G,. Se A è un punto di G,, ovvero 
se A è un punto limite di G,, ilno dei punti L,, L,, se esistono, coincide 
con A. 

(*) STOLZ: Zur Geometrie der Alten, inubesondere iiber ein Axiom des Archimedes. 
M. Annalen, vol. 32. 
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98 De Pao 1 i s  : Sulle corrispondenxe [ml, m2, . . . , m,] continue 

Supponiamo che A non sia un gunto di 6, e non sia un suo punto limite. 
Allora possiamo trovare infiniti punti P', di A B ,  tali che nessun punto di 6, 
sia interno al segmento A P', e possiamo trovare infiniti punti Pu, di AB, 
tali che almeno un punto di  G, sia interno al segmento AP" .  Un punto qua- 
lunque di AB, distinto d a  .,4, O appartiene al gruppo G', dei punti P', O 

appartiene al gruppo Gu,  dei punti P". Ora B chiaro che tutti i punti di G", 
stanno, su AB, dallo stesso lato di B rispetto a tutti i punti di AG',, e 
quindi tutti i punti di AG', stanno, su AB,  dallo stesso lato di A rispetto 
a tutti i punti di G",. Ne segue che esiste un punto L, il quale divide ,4R 
in due segmenti, uno A L ,  coincidente con AG',, l'altro Li B contenente 
G", (14). Non vi sono punti di G, interni al segmento A L , ,  perchè se ve 
ne fosse uno M i punti interni ad  ML, apparterrebbero a G",. Se  L, non è 
un punto di G,, preso un punto N interno ad L,B e tanto vicino ad Li 
quanto si vuole, essendo N un punto di G",, il segmento A N ,  e quindi il 
segmento Li N, deve contenere almeno uri punto di G,; ne segue che L, deve 
essere limite di G,. È dimostrata cosi l'esistenza di un", LI, dei due punti 
che cerchiamo; l'esistenza dell'altro, L,, si dimostra, analogamente (*). 

Sopra una retta possiamo prendere i punti ,4,, A,, A,, ... in modo che 
i segmenti A, A,, A, A s ,  ... siano uguali a segmenti dati. Se tra essi non se 
ue pub trovare uno tanto grande quanto si vuole, il gruppo G ( A , ,  A , ,  A,, . . .) 
è finito e quindi è contenuto in un segmento A L , ,  essendo L, un punto di G 
o un punto limite di G ,  e potendo Lp coincidere con A se Io spazio è di cur- 
vatura costante negativa. Ne1 primo caso tra i segmenti dati ne esiste almeno 
uno uguale ad AL,, il quale è percib maggiore O uguale a ciascuno degli 
altri, è massimo tra i segmenti dati; ne1 secondo naso diniamo che AL,  è il 
loro limite superiore. Se tra i -  segmenti dati non se ne pub trovare uno tanto 
piccolo quanto si vuole, cioè se A. non è limite del gruppo A, A , .  .., sulla 
retta che 10 contiene si pub trovare un punto L, appartenente al gruppo O 

limite del gruppo, ed in modo che non vi sia un punto di A, A?.. . i n t e r n ~  ad 
A L , .  Ne1 pritno caso tra i segmenti dati ne esiste almeno uno uguale ad A L , ,  
il quale è percib minore o uguale a ciascuno degli altri, è minimo tra i seg- 
menti dati; ne1 secondo cas0 diciamo che AL,  è il loro lignite inferiore. 

17. Un gruppo finito, d i  injniti punti disthti d i  ana retta, possiede al- 
meno zln punto limite. 

(*) cosi pure dimostrato che dati quanti si vogliano numeri compresi in un intervallo 
finito, in  quest'intervallo esiste sempre per essi un limite soperiore cd un  limite inferiore. 
Vedi per es. DINI: Fondamenti per la teoria delle funzioui d i  variabili reali. Pisa, 1872. 
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Sia 6, un gruppo finito di infiniti punti distinti di una retta, e sia A B  
un segmento che 10 contenga (*). Se A ,  O B, è limite di G,, il teorema B 
dimostrato; supponiamo che A e B non siano limite di 6,. Allora possiamo 
trovare infiniti punti P', di AB, tali che G, non contenga infiniti punti di- 
stinti del segmento AY', e possiamo trovare infiniti punti P", di AB, tali 
che G, contenga iiifiniti punti distinti del segment0 AP". Un punto qua- 
lunque di AB, distinto da A ,  o appartiene al gruppo Gr,  dei punti P', O 

appartiene al gruppo G", dei punti P". Ora è chiaro che tutti i punti di G", 
stanno, su A B ,  dallo stesso?ato di B rispetto a tutti i punti di A G', , e quindi 
tutti i punti di AG', stanno, su A B, dallo stesso lato di A rispetto a tutti 
i punti di G",. Ne segue che esiste un punto L il quale divide AB in due 
segmenti , uno A L  contenente A G',, l'altro L B contenente G ',. Se M, N 
sono rispettivamente punti interni ad AL, LB, il segmento ,4M non pub 
contenere infiniti punti distinti di G,, il segmento AN ne contiene invece in- 
finiti, vi sono dunque infiniti punti distinti di G, contenuti in MN, e percib 
L è limite di 6,. 

Ad ulza retta appartiene almeno un pulzto limite di un gruppo finito, se 
esso contielze punti tunto vicini alla retta quauzto si vuole. 

21 gruppo finito G, contenga punti tanto vicini alla retta r quanto si 
vuole. Chiamiamo M' un punto comune alla r e ad una perpendicolare ad 
essa condotta da  un punto M di G,, e chiamiamo G' il gruppo dei punti M'. 
Se i punti distinti di G' sono in numero finito, almeno per un punto M' si 
possono trovare punti M tanto vicini ad esso quanto si vuole, JI' è qiiindi 
limite di 6, ed il teorema B dimostrato. Supponiamo che G' contenga infiniti 
punti distinti. Se O é un qualunque punto della r e se la curvatura costante 
dello spazio B nulla O positiva, abbiamo 0 M )  O M S ,  quindi G'  in ogni cas0 
è un gruppo finito. Ora prendiamo un gruppo g, (Mo, Mi ,.. ., Mi ,... ), di 
punti di G w ,  ed il gruppo gf(M',,  Mt, ,  ..., M'i ,...) dei relativi punti di G', 
tali che sia: 

(*) Non si potrebbe trovare un segmento A B contenente G,, solamente ne1 caso dello 
spazio d i  curvatura costante negativa e quando ogni punto della r e t t a  che contiene 6, fosse 
limite di G,, ne1 qunl cas0 perb sarebbe sempre vero il teorema enunciato. 
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Se i punti distinti di g' sono in numero finito, almeno uno di essi é limite 
di  g, ed il teorema è dimostrato. Se g' contiene infiniti punti distinti, sap- 
piamo che esiste almeno un punto L, della retta r ,  che è limite di g'. In  un 
intorno IL, preso tanto piccolo quanto si vuole, è certo contenuto un punto 
M ' i  di g' tanto vicino quanto si vuole al relativo punto Mi di g,, perchè L 
è limite di g r  e perché esiste solamente un numero finito di punti di g, la 
cui distanza da1 relativo punto di g r  è maggiore di un dato segmento, preso 
piccolo a piacere. Si vede percib che L è limite di G, (11). 

18. Un gruppo finito, di infiniti punti distirzti di u,?z piano, possiede al- 
meno un punto limite. 

L a  curvatura costailte dello spazio sia nulla O positiva. Un gruppo finito 
G,, di infiniti punti distinti di un piano, si pub immaginare interno ad un 
triangolo A B  C (9). 

L a  retta AM, che congiunge il vertice A con un punto M di G,, in- 
contra BC in un punto ,K. Se il gruppo (;' dei punti M' contiene solanlente 
un numero finito di punti distinti, almeno in un segmento AN' vi sono in- 
fiiiiti punti distinti di G,, A M '  contiene almeno un punto limite di G, (l7), 
ed il teorerna è dimostrato. Se il gruppo G' contiene infiniti punti distinti, 
su B C vi è almeno un punto L' limite di G' (17), ed allora un segmento B'C", 
tanto piccolo quanto si vuole, contenente all'interno L' e parte di RC, con- 
tiene infiniti punti distinti M t ,  per cui il triangolo AB'C' contiene infiniti 
punti distinti di G,. Ora sappiamo che la distanzn di un punto del triangolo 
AB' C' dalla retta AL' non è maggiore della distanza Br O C' dalla retta 
stessa, dunque si possono trovare punti di G, tanto vicini alla retta AL' 
quanto si vuole e su di essa vi è almeno un punto limite di G, (17). 

I l  teorema si dimostrerebbe analogamente se la curvatura costante dello 
spazio fosse negativa, prendendo comunque ne1 piano i punti B, C e pren- 
dendo per punto A il polo della loro retta BC. 

Ad un piano appartiene almeno un punto limite d i  un gruppo $nitu, se 
esso contiene punti tanto vicini al piano quanto si mole. 

La dimostrazione di questo teorema non differisce da  quella del teorema 
analogo relativo alla retta. 

19. Un gruppo Jinito, d i  infiniti punti distifz ta', possiede almeno un punto 
limite. 

Se la curvatura costante del10 spazio è nulla O positim, possiamo dimo- 
strare il teorema corne abbiamo già dimostrato l'analogo, relativo al piano (18), 
immaginando il gruppo finito G m ,  di infiniti punti distinti, interno ad un te- 
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traedro ABCD, congiungendo ogni punto M di G ,  con A ,  prendendo il 
punto M' in cui la retta AM incontrn il piano B CD, ed osservando che il 
gruppo Gr dei punti M' O è costituito da un numero finito di punti distinti, 
O possiede almeno un punto limite su1 piano B C D  (18). Se poi l a  curvatura 
~ o s t , ~ n t e  del10 spazio è negativa, il teorema si dimostra nello stesso modo 
prendendo a piacere il piano BCD e per punto A il suo polo (*). 

20. Se G,  G' sono due gruppi finiti e se possiamo troval-e due punti, uno 
d i  G e l'altro d i  G', tanto vicini fisa loro qzranto si r u d e ,  o G e G' hanno zin 
punto limite comune, ovvero un pzinto di G, O di G', è limite di G', O di G. 

evidentemente possibile prendere un gruppo g (Mo,  MI,. . . , JIi,. . .) di 
punti di G ,  ed un gruppo g1(M' , ,  Mt,, .  .,, ,$Ifi ,...) di punti di G', tali che sin: 

Se uno dei gruppi g,  g' è costituito da lin numero finito d i  punti distinti, 
almeno uno di essi è limite dell'altro gruppo e quindi esiste un punto di G, 
O di G', che è limite di G', O di G. Se ciascuno dei gruppi 9, g' contiene in- 
finiti punti distinti, preso un punto L limite di uno di  essi ( ly) ,  si dimostra, 
come abbiamo fatto in unbcaso analogo (17), che L B limite dell'altro, quindi 
I; O & limite di G e di Gr, ovvero è un punto di G ,  O di G', limite di Gr,  O di G. 

Da cib che precede discende immediatamente che due gruppi continui 
hanno almeno un punto comune, se ad essi si possono inscrivere due linee 
poligonali, che abbiano almeno un punto comune ed i cui lati ainno tanto 
piccoli quanto si vuole. 

V. Le corrisponclerize [m, n] continue tra i punti di due gruppi. 

21. Consideriamo due gruppi Gtn, Gn, di elementi qualunque c.he indi- 
cliiamo rispettivarnente con M, N,  e supponiamo che ogni elemento M de- 
termini a corrispondenti elementi N, ed +z soli, mentre agni elemento N cor- 
risponda cos) ad m elementi M, e ad nt soli. Allora diciamo che B stabilitn 

(") 1 teoremi dei n.i 17, 18, 19 sono stati  eniinciati e dimost ra t i ,  per6 i n  altro modo, 
ch WEIERSTRASS nelle sue lezioni orsli sulla t e o r i ~  delle funzioni analitiche. 

Annali di  Matemuticu, tomo XVIII. 14 
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una corrispondenza [m,  n] tra Gm e Gn, e per distinguere una dall'altra la 
legge per cui dagli elementi M si passa a quelli corrispondenti N, e la legge 
per cui dagli elementi N si passa a quelli corrispondenti M ,  chiamiarno la 
prima corrispondenxa diretta e la seconda corrispondenza hzversa. 

Una corrispondenza [m,  11, ovvero [l, n], la diciamo univocu. Una cor- 
rjspondenza [l, 11 la diciamo biunivoca. 

22. Ciascuno di due elementi corrispondenti Io chiamiamo polo dell'altro. 
Se g r ,  g" sono due gruppi rispettivamente contenuti in Gm, Gn, e se g" è co- 
stituito da tutti i poli di  tutti gli elernenti d i  g', diciamo che g" è il gruppo 
po1ar.e di g', ovvero anche il gruppo cort.ispondeate a g'. 

23. Un elemento M, O N, Io chiamiamo rispettivamente unito d i  ordine 
p - 1 ,  O v - 1, se è multiplo secondo [r, O v ,  per il gruppo polare di un 
elemento N,  O M. 

Un  elemento M ,  O NI, Io chiamiamo rispettivamente eccexionale di ordine 
v - 1, O p - 1, se il suo gruppo polare contiene un elemento unito di ordine 
Y - 1 ,  O p-1. 

Per  generalità di linguaggio un elemento non eccezionale si pub anche 
dire eccezionale di ordine O ,  un elcmento non unito si pub anche dire unito 
di ordine O. 

Ad un elemento M, O I l ,  pub corrispondere rispettivamente un gruppo 
gn ([NI] '1 , [N2] '2,. . . , LNn.] 'nt), O grn([Mi]%, [M, ]b , .  . . , [Mrn]Pml), ed allora POS- - 
siamo dire ohe ad esso sono sovrapposti n', o m', elementi eccezionali di or- 
dine u ,  - 1, uz - 1 ,. .. , Unv - 1, O pi - 1, pE - 1,. . ., [ r n t l  - 1. 

ITn elemento M, O N ,  pu6 essere multiplo per più gruppi polari di ele- 
menti eccezionali N ,  O M, ed allora possiamo dire che ad esso sono sovrap- 
posti altrettanti punti uniti. 

Ad un elemento M ,  O N ,  possono insieme essere sovrapposti più elementi 
eccezionali e più elementi uniti. 

24. Un elemento hi, O N ,  è r;spettivamente multiplo secondo n, O l n ,  per 
il gruppo dei gruppi polari dei moi poli, i rimanenti n ( m  - 1), O m (n - l), 
elementi del gruppo sono determinati d a  M ,  O N. Si vede cos1 che si ha una 
corrispondenza [n(m - 1) )  ~ ( m  - l j]  di  Gm con sè stesso, ed una corrispon- 
denza [m(n - l), m (w - l)] di Gn con sè stesso. Queste due corrispondenze 
chiamiamole congiunte alla data [m, n], e precisamente diciamo la prima con- 
giiinta alla corrispondenza inversa e la seconda congiunta alla corrispondenza 
diretta. 

Una corrispondenza univoca ammette un& sola corrispondenza congiunta. 
Una corrispondenza biunivoca non ammettc corr!spondenze congiunte. 
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Due gruppi contenuti in Gm, O GR, diciamoli congiunti, se ciascuno è 
polare dell'altro nelln corrispondenza rispettivamente congiunta alla inversa 
O alla diretta. 

25. 1 gruppi Gm, G n  siano rispettivamente oostituiti da punti M, II. Se 
N è un punto unito di ordine Y - 1 7 0 (23), polo di M, supponiamo che 
preso un intorno I N ,  tarito piccolo quanto si vuole e sufficientemente piccolo 
in modo da contenere il solo polo N di M, esista sempre un intorno IJ, suf- 
ficientemente piccolo in modo che appartengano ad Ix IJ poli, e solamente V ,  

di un punto qualunque di 6" contenuto in IJP,  ed allora chiamiamo continua 
la corrispondenza diretta stabilita tra Gm, Gn. 

Analogamente si pub definire la continuità della corrispondenza inversa. 
Se sono insienle continue la corrispondenza diretta e la inversa, dicinmo 

più brevemente che è continua la corrispondenza [m, f i ]  stabilita tra Gm, G n ;  
allora sono evidentemente continue anche le corrispondenze ad essa con- 
giunte (24). 

26. Se due gruppi di punti Gm, 6" si deducono uno dall'altro con un 
numero finito di projezioni e sezioni, ogni punto III di Gm individua un cor- 
rispondente punto N di 6 1 2 ,  quel10 che si deduce da M con le dette proje- 
zioni e sezioni, e viceversa. Si vede subito che tra Gm, Gn viene cosi sta- 
bilita una corrispondenza biunivoca continua. 

F r a  un arco di circolo e la sua corda si pub sempre stabilire una cor- 
rispondenza biunivoca continua, basta per cib proiettare l'arco sulla corda, 
da un punto non contenuto in esso, ma posto su1 suo circolo. Da  cib si de- 
duce immediatamente Che: dato un gruppo di più punti distinti di un arco 
circolare, possiamo sempre trovare un arc0 circolare che li contenga e sia 
terminato da due punti ciascuno dei quali O appartenga al gruppo, ovvero sia 
limite del gruppo (16). 

T r a  un segmento di una sfera e la superficie del silo circolo base si pub 
sempre stabilire una corrispondenza biunivoca continua, basta percib proiettare 
il segmento sulla superficie del circolo base, da un punto non contenuto ne1 
segmento, ma posto sulla sua sfera. 

27. Estendiamo il aoncetto ordinario di elemento geometrico, chiamando 
rispettivamente linea, supe7-$rie O solido, anche un gruppo di punti che, in 
una corrispondenza [ O ? ,  n] continua, B rispettivamente polare di una linea , 
superficie O solido. 

28. L a  corrispondenza [m ,  n] diretta, stabilita tra Gm, Gn, sia continua. 
Fer  ogni polo N di un punto M prendiamo un intorno IA7, il cui raggio 
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sia iiguale ad un dato segmento AB. Allora è chiaro che possiano trovare 
infiniti intorni Ix ,  tali che ciascun polo di ciascun punto di Gm contenuto in 
uno di essi appartenga almeno ad un intorno IN. 1 raggi degli intorni IH o 
ammettono un massimo A Br, O ammettono un limite superiore A'B', O si pos- 
sono rendere tanto grandi quanto si vuole (16). Ne1 primo e ne1 secondo caso, 
se I', è l'intorno di JI il cui raggio è uguale ad A'B', è chiaro che ciascun 
polo di ciascun punto di Gm interno ad TX appartiene almeno ad un intorno 
IN,  ed A'B' Io chiainiauio il raggio di continuità, ne1 punto M e relativo alla 
data distanza ,4 B; ne1 terzo cas0 ciascun polo di ciascun punto di 6'" ap- 
partiene almeno ad un intorno IAv, per cui G7t è contenuto negli intorni IA,, 
e diciamo che ncl punto Jl vi è un raggio di continuità infinito, relativo alla 
data distanza AB. 

29. Supponiamo che sia continua la corrispondenza [m, n] diretta, che 6"' 
sia finito e chiuso, e che sia possibile trovare punti di Gm nei quali il raggio 
di continuità, relativo ad una data distanza AB, sia tanto piccolo quanto si 
vuole. Scegliamo un gruppo Mo Mi.. . Mi.. . di punti nei quali il raggio di 

- PQ PQ continuità, relativo ad AB, sia rispettivamente minore di P Q, 2 a; 9 . . . 9 

, - - , essendo PQ un segmento fissato a piaaere. Esiste almeno un punto 2i 

Ji? limite del gruppo Mo Mi. .. Xi.. ., perche Gm è per iyotesi finito e chiuso, 
ed in un intorno qualunque di M vi sono sempre infiniti punti di Gm nei 
quali il raggio di continuità, relativa ad A B ,  è tanto piccolo quanto si vuole. 

. S B  Per  ciascuii polo N di M prendiamo un intorno T N  il cui raggio sja 5- 
2 '  

e sufficienteinente piccolo in modo che ciascun intorno Ilfl contenga il solo 
polo di N di Ilil, quindi prendianio un intorno I f ,  sufficientemente piccolo in 
modo che ciascun intorno I I N ,  se N è unito di ordine Y - 1 ) 0 ,  contenga Y 

poli, e solamente' U ,  di ciascun punto di Gm contenuto in ItJI. 
Se I", è un intorno il cui raggio è la metà di quello di If,, e se M' è 

un qualunque punto di Gm contenuto in IVx, ciascuno degli intorrii IlN è con- 
tenuto almeno in uno degli intorni IN! dei poli N' di M', che hanno il raggio 
uguale ad AB, e l'iritorno I.,,r, che ha il raggio ugixale a quello di IVJl ,  è 
contenuto in Tt,,. Si vede percib che ciascun polo di ciascun punto di Gm con- 
tenuto in I,,?, essendo contenuto in un intorno If,,  è contenuto almeno in un 
intorno 1-y, dunque il raggio di continuità in M', relativo alla distanza AB, 
non pub essere minore del raggio di I,,f, cioè M non pub essere limite di 
punti nei quali il raggio di continuità, relativo ad AB, sia tanto piccolo quanto 
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si vuole. Ne segue che i raggi di continuità, nei punti di Pn, relativi alla 
stessa distanza k B, O ammettono un minimo, O ammettono un limite inferiore, 
che in ogni caso possiamo cliiamare raggio rninimo di conthzcità relativo alla 
data distanza A B  (*). 

30. Supponiamo che Gn sis indefinito. Se N,, 1% sono due qualunque 
dei suoi punti, possiamo trovarne un altro N3 tale che sia N,N3> 2 N , N 2 ,  
qiiindi un altro N, tale che sia N, N, > 2 N ,  N,, e cosi di seguito, otteiiendo 
un gruppo G,(N,, N , ,  N3 ,... ), Ora il gruppo polare di G,, se Gm è finito 
e chiuso, deve essere finito e deve percib possedere almeno un punto limite M 
contenuto in Gm, quindi, se la corrispondenza dirctta è continua, almeno uno 
dei poli di 211 deve essere limite di 6,; ma G, non possiede punti limite, 
Ferchè la distanza di due qualunque dei suoi punti è maggiore di N,N,, 
dunque Gg'deve essere finito. 

Sia un un gruppo, contenuto in Ggz, il quale abbia per limite un punto L 
limite di Gn, ed esso solo (15). Almeno un punto JI di GV"eve essere limite 
del gruppo gm polare di gn, perchè abbiamo supposto Gm finito e chiuso. Per 
ciascun polo N di M, prendiamo un intorno IN,  quindi prendiamo un in- 
torno IX, sufficientemente piccolo in modo che ciascun polo di ciascun punto 
di G712 contenuto in IJI appartenga almeno ad un intorno IA-. I n  IN vi sono 
infiniti punti di yn2, quindi gli intorni TA- devono contenere infiniti punti di yn, 
e siccome questi intorni si possono prendere tanto piccoli quanto si vuole, 
alnieno uno dei punti N deve essere limite di gn, e percib deve coincidere 
con L. Resta COB) dimostrato che L è un punto ,di @, cioè che Gn è chiuso. 

Se è continua una corrispondenza [na, n] direetta stabilita tra i yruypi 
Gnz, Gg2, e se Gm è finito e chiuso, anche Gy& è finito e chiuso. 

Si vede poi immediatamente che Gn è perfetto, se la corrispondenza di- 
retta è continua e se Gm è finito e perfetto. 

Sia M' un determinato puhto di Gin, M sia uno dei poli di un qualunque 
punto N di Gn, ed A'B' sia il raggio minimo di continuità relativo ad una 

A B  data distanza - (29). Se  supponiamo che G p n  sia continua, possiamo trovare 
2i 

(") Coine ras0 particolare, quando G", G1' sono due segmenti, resta dimostrato il teo- 
rema di CANTOR: u Se f(x) é una fonzione di variabile r e a l ~ ,  monodroma e continua in  un  
intervallo finito ( a ,  b ) ,  dato un numero E tanto piccolo quanto si vuole, possiamo sempre 
trovare un numero 6 sufficientemente piccolo, in modo che a due qualunque valori della 
variabile, compresi nell'intervallo ( a ,  b) e la cui differenzs sia 7 6,  corrispoiidano due valori 
clclla fimione la  cui differenza sia =( E ,  P (HEINE, Die Blemente der Functionenlehre, 
CREI.IS, vol. 74. - DINI, 1. c.). 
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un gruppo di p dei suoi punti M, , M2,. . . , M,, tali che ciascuno dei segmenti 
M M L ,  34, x,. .., M, M' sia miriore di A'E'. Ora, essendo MJIi  < A'B', si 

AB 
pub trovare almeno un polo Ni di M, tale ohe sia NN,< essendo 

AB 11, U, < A'B', si pub trovare almeno un polo N2 di M2 tale che sia NiN, < -, 
21 

e cos) di seguito, per cui avremo p punti Ni, N, ,..., Np, ed essendo 
A B A B  M P M 1  < 7 9 potremo trovare un polo N' di M tale che sia N,N1< 7. 

Prendendo i successivarnente uguale ad 1, 2,  3 , .  .. abbiamo infiniti gruppi 
corne NN,. .. N,N1, essendo sempre N' uno dei poli di Mt; nia potendo es- 
sere diverso per diversi valori di i È chiaro perb che, essendo i poli N' in 
numero finito, almeno uno di essi sarà contenuto in infiniti gruppi ïî7N4.. . N,N', 
dati da uno stesso punto N di Gy., quindi si vede che G n  k costituito da un 
numero y n  di gruppi continui, ed è percib che abbiamo chiarnato continue 
le corrispondenze che ora stiamo studiando. 

Se è continua ulza corrisyondenxa [m, n] diretta stabilita tru i gruppi 
Gm, Gn, e se GflQ finit0 e continuo, Gn è finito ed è costituito da un w.mtero 
- 7 n di yruppi continui. 

31. Se d cotztinua una corl-ispondelzxu [m, n] diretta stabilita tra (Sue 

gruppi Gm, Gn, e se Gm è jnito e chiziso, per un punto qualunque N d i  Gn 

possiawo trovare un intorflo IN suficientemente piccolo, in modo che ciascun 
polo di ciascun punto di Gn contenuto in IN appartenga almeno ad uno di 
dati intorni IH, dei poli M di N, presi tanto piccoli quanto si vzcole. 

Supponiamo che N sia limite di un gruppo G'n, di punti di Gn, tali che 
per ciascuno di essi almeno un suo polo sia esterno a ciascuno degli intorni IJI. 

Se il gruppo gn è contenuto in G'n ed h a  per limite il punto N, ed esso 
solo (15), il gruppo polare di gn contiene infiniti punti esterni a ciascun in- 
torno I,,, i quali costituiscono un gruppo gm. Essendo per ipotesi Gn"nito 
e chiuso, esiste almeno un punto M' di G7" che è limite di gm.  Ora è chiaro 
che, essendo continua la corrispondenza diretta, almeno uno N' dei poli di III' 
deve essere limite di yn, e quindi deve coincidere con N; ma cib è impossilde 
perchè M' è esterno a ciascun intorno Ix e quiridi i: distinto dai punti M ,  
dunque N non pub estere limite di G'., e percib si pub prendere un intorno I, 
sufficientemente piccolo in modo che ciascun polo di ciascun punto di Gn con- 
tenuto in IN appartenga almeno ad uno degli intorni IM.  

Supponendo nî = 1 abbiamo che: 
Se è continua una corrispondenxa univoca I l ,  ri] diretta stabilita tra i 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



che si possono stabilire tra i punti di gruppi. 107 

gwppi  Gm, Gn, e se Gm è Jinito e elîiuso, anche la corrispondenza inversa è 
continua. 

32. Se sono continue una corrispondenza [n î ,  11 diretfa stahilita tra a' 
qrzlppi W, Gn e la corrispondenza congiunta [m - 1, m - 11, e se Gîn è Jinito 
e ehiuso, anche ln corrispondenxa inljersn è conti~~ua. 

Sia N un punto qualunque di Gn e sia p, , ( [M, ]h , .  .., [Mml]pnhl) il suo 
gruppo polare. 

Presi gli intorni INr, ciascuno tanto piccolo quanto si vuolc, possiamo 
trovare un intorno IN sufficientemente piccolo in modo che ciascun polo di 
riascun punto di Gn contenuto in IN appartenga ad un intorno l,l,. (31). Es- 
sendo continua la corrispondenza congiunta, possiamo prendme gli intorni 
IAII2,. .., IaIn,, sufficientemente piccoli in modo che un punto qualunque di Gm 
contenuto in uno qualunque di essi dia sempre, rispetto alla corrispondenza 
congiunta, almeno un polo appartenente ad IJI,. Allora deve appartenere a d  
IJrl almeno un polo di un punto qualunque di 611 contenuto in IL,. Al punto 
M, sono congiunti i punti Mi, M,, . . ., Mm, rispettivamente contati pi - 1, 
pz,. . . , Pm. volte. Essendo continua la corrispondenza congiunta, possiamo 
prendere gli intorni TJ,,, ciascuno tanto piccolo quanto si vuole e sufficiente- 
mente piccolo in modo da contenere il solo polo N,. di N, e possiamo pren- 
dere l'intorno IN, contenuto in Taf1 e sufficientemente piccolo in modo che 
dei punti congiunti ad un qualunque punto di Gm contenuto in Iar, ve ne siano 
rispettivamente pi - 1, p2 ,..., Pm' contenuti in 3'J1,, TAN,. Dopo cib, 
ricordandoci che appartiene ad INl almeno un polo di un punto qualunque 
d i  Gn contenuto ,in IN, vediamo subito che ad IldI, appartiene il detto polo 
insieme ad d t r i  p, - 1, e che ad I'a12,. . . , T',Ifi,, appartengono rispettivamente 
M, , . . . , p,. poli, dunque è continua anche la corrispondenza inversa. 

33. Supponiamo stahilita una corrispondenza biunivoca continua tra un 
segmento MiM2 ed un gruppo Gn di punti di uno stesso segmento. 1 poli dei 
punti JI,, II2 siano rispettivamente N , ,  N,. Essendo M,111, finito e continuo, 
anche Gn deve essere finito e continuo (30). Ora se un punto N interno al 
segmento I V , ~ ~ ~  non appartenesse a Gn, non potrebbe essere limite di Ga, e 
qi&di esisterebbe un intorno IN, sufficienteniente piccolo, non conteriente punti 
di G n ;  ma è chiaro che d o r a  CP non sarebbe ben concatenato, dunque ogni 
punto di N,N,  deve appartenere a Gn, Inversamente si dimostra, nello stesso 
modo, che ogni punto di M, M, deve essere polo di un punto di Ni N,,  dunque 
Gn deve coincidere con N,N,.  

Supponiamo stabilita una corrispondenza continua [m, n] t ra  una retta Y,,, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



108 De P a  O l i s :  Sulle corrispol-ldenxe [m,, rn, , . . . , m,.] continue 

ed un gruppo Gn di punti di una retta r,, supponiamo che 6" sia chiuso, 
cib che avviene sempre se l a  curvatura costante del10 spazio ii negativa (30), 
e supponiamo che i punti uniti della corrispondenza siano in numero finito. 
Un polo N di un punto M della r,, non eccezionale e non unito, deve certo 
essere inteïno ad una parte gn, della r,, terminata da punti ciascuno dei quali 
sia eccezionale O unito, e non contenente altri punti eccezionali O uniti. Ogni 
punto di gn deve appartenere a Gn. Infatti supponiamo che un punto O di gj2 

non appartenga a Gd, e quindi nemmeno sia limite di Gn. Possiamo allora 
trovare un punto N', di Gn, contenuto ne1 segmento NO c tale che al seg- 
niento N ' O  non appartengano punti di Gn distinti da N' (16), e se M' è uno 
dei poli di N' ed INI è un intorno sufficientemente piccolo al quale sia esterno 
O, essendo continua la corrispondenza stabilita, possiamo trovare un intorno 
IN,  sufficientemente piccolo in modo che, se M1,M',  è la parte della r,, con- 
tenuta in IJit7 ad ogni punto del segmento M', M', corrisponda un punto di IA' ,  
ed uno solo, il quale inversamente sia polo di un solo punto di M ' , M 1 , .  Ora 
abbiarno dimostrato che il gruppo dei poli di M f , X ' ,  contenuti in ILY' deve 
essere un segmento al quale deve essere interno N', dunque N'O deve con- 
tenere punti di Ga distinti da NI; ma abbiamo preso hT'O in modo che noii 
ne contenga, dunque O,  ossia un qualunque punto di gn, deve essere un 
punto di G". 

Se è stabilita una corrispondenxa [rn, n] continua trcc ztna rettcl rm ed 
un gruppo G?' di punti di una retta rn, se Gn è chiuso e se i l  numero dei  
punti uniti è finito, Gn è costituito da parti della retta r ,  termifzate da punti 
ulaiti O eccezionali 

In  particolare : 
Se è stabilita una corris~ondenxa biunivoca co~ttinua tra ulza retta r ,  ed 

un gruppo Gn di punti di una retta r,, se Gn è chiuso coincide con la retta r,. 
Analogamente si dimostra che : 
Se è stabilita una corrispondenxa [nt ,  n] continua t m  un circolo cm ed 

un gruppo Gn d i  punti di  un circolo c,, e se i l  numero dei pwzti uniti é 
$!nitu, Gn è costituito da archi del circolo c, teminati  da punti uniti u ec- 
ceaionali. 

I n  particolare : 
Se è stabilita una corrispondenxa biunivoca continua tra an circolo c, 

ed ulz grz~ppo Gn di punti d i  un civcolo c,, Fn  coincide con c,. 
34. T r a  un piano sr, ed un gruppp Gn di  punti di un piano nn sia sta- 

Mi ta  una corrispondenza [m,  n] continua, Gn sia chiuso ed il numero dei 
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punti uniti della corrispondenza sia finito. Supponiamo che un punto O di ?;, 

non appartenga a Gn, e quindi non sia limite di Gn. Ne1 piano n, conduciamo 
per O una retta r la  quale contenga almeno un punto di G", senza contenere 
punti eccezionali O uniti, ci6 che è evidentemente possibile, perchè il numero 
'dei punti eccezionali ed uniti è per ipotesi finito, e perchè se ogni purito di 
Gn fosse sopra una delle rette che li uniscono con 0, a d  O si potrebbe so- 
stituire un altro punto di sr, sufficientemente vicino a d  esso in modo d a  non 
appartenere a Ga. Contenendo la r almeno un punto di Gn, possiamo trovare 
un suo segmento O N ,  terminato d a  un punto N  di Gn e non contenente punti 
di Gn distinti d a  N (16). Essendo continua l a  corrispondenza, e non essendo 
N eccezionale O unito, preso un intorno IN possiamo trovare un intorno IN, 
di un polo M di 3, sufficientemente piccolo in modo che appartenga ad  1-,- 
un polo, ed uno solo, di un punto qualunque di Ix, e che IJr non contenga 
coppie di punti congiunti, per cui un punto di IN, se è polo d i  un punto di ILM, 
Io è di uno solo. Si h a  percib una corrispondenza. biunivoca continua tra  i 
punti di IJf ed un gruppo gn di punti di I,-. In  n, tiriamo tre  raggi M H ' ,  
MM", MM"' di I,, chiamiamo l', l", 1"' rispettivamente le linee a d  essi cor- 
rispondenti in  IN (27), e chiamiamo N', N t ,  N"' rispettivamente i poli di 
M', M", M"' posti in  ILv. Sia I r N  uri intorno a l  quale siano esterni i punti 
O, N',  Nu, N"'. La 1' contiene il punto N  interno ad  IrN ed il punto N' 
esterno ad  IrB, quindi deve incontrare il contorno di I r ,  almeno in un punto, 
perchè esso è incontrato almeno in un punto d a  una qualunque linea poli- 
gonale inscritta alla 1' e con gli estrerni nei punti N, N' (20). Il gruppo dei 
punti comuni alla 1' ed al  contorno di TX è chiuso, perchè è comune a due 
gruppi ciascuno dei quali è chiuso, quindi deve essere chiuso anche il gruppo 
dei suoi poli contenuti in MM' (30), e percib se ne deve trovare uno MI tale 
che il segmento MM, non ne contenga altri (16). Ora,  se N, è il polo d i  M, 
contenuto su1 contorilo di I f N ,  al  segmento M M ,  corrisponde in Ix una linea 
I I ,  parte della l', che h a  il solo punto NI su1 contorno di I I N  e tutti gli altri 
suoi punti interni a d  IfA-. Analogamente possiamo trovare un punto JI2 in- 
terno a d  MM" ed un punto M, interno a d  J1M"' ,  tali che i loro rispettivi 
poli N,, Ar3, contenuti in  IA7, stiano su1 contorno di IfA- e che ai  segmenti 
MM,, MM, corrispondano in 1,- due linee l,, l,, rispettivamente parti delle 
l", 1"  e che abbiano rispettivamente i soli punti N,, N, su1 contorno di I', e 
tutti gli altri loro punti interni, ad  I r N .  S e  O' B il punto in cui il contorno 
di I', incoiitra il segment0 hTO, t r a  i punti N , ,  N, ,  AT3, Or, su1 circolo che 

AnnaEi di Mntematicn, tonio XVIII. 15 
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li contiene, due devono necessariamente separare gli altri due; supponiamo 
che AT,, O' separino N2, N,,  e chiamiamo p, una qualunque linea poligonale 
inscritta alla 1, e con gli estremi in N, ,  N. Sia un intorno sufficiente- 
mente piccolo in modo che appartenga ad Z', un polo, e quindi uno solo, di 
un suo qualunque puntn, siano M T , ,  M', due punti interni ad If, e rispetti- 
vamente interni ai  segmenti M, M, 1 i 3 M ,  e siano rispettivi-imente N',, Nfg i 
loro poli contenuti in I f N .  Nell'intorno I f M  possiamo portare M', a coincidere 
con M',, facendogli descrivere una linea c,  senza fa.rgli incontrare il segmento 
MM,. Alla linea cf costituita dalla c e dai segmenti M 2 M 1 , ,  M,M', corri- 
sponde in T N  una liilea 1. Se p è una qualunqne linea poligonale inscritta 
nella 1 e con gli estremi in NI, x, evidentemente la p dere incontrare la 
linea poligonale costituita dalla pi e da1 segmento N O ' ;  ma i lati delle poli- 
gonali p, p,  si possono prendere sufficientemente piccoli in modo da. non arere 
punti comuni, perchè altrimenti avrebbero almeno un punto comune le linee 
I ,  1, (20) e quindi il segmento ZM, e la h e a  c', dunque il segmento NO' 
deve incontrare la p,  comunque siano presi piccdi i suoi lati. Ne segue che 
N O '  e la 1 devono avere alineno un punto comme, distinto da N perchè 
la, 1 non contiene N, e percib che vi deve essere almeno un punto di Gn 
interno ad NO', mentre noi abbiarno preso NO' in modo che contenga il 
solo punto N di 6". È dunque irnpossibile che un punto O di n, non sia un 
punto di G1l. 

Se è stabilita una corrispondenxa [m, n]  continua tra un piano .rrm ed 
wz gruppo GR di punti d i  un piano nn, se Gn è chiuso e se i l  nunzero dei 
p n t i  zrniti è finito, Gn coincide con n,. 

I n  particolare : 
Se è stabilita una corrispondenxa biunz'uoca continuu tra un piano .rrm ed 

2112 puppo G 9 z  di  punti d i  un piano xn, se Gn é chiuso coincide con x,. 
Analogamente si dimostra Che: 
Se ? stabilita una corrispondenxa [tn,  n] continua tra una sfera a, ed 

u n  gruppo G9z di yunti di  una sfera a,, e se il numero dei punti uniti è finito, 
G9' coincide con la 5,. 

I n  p~rticolare: 
Se f? stabilila ana co~rispondenza biunivoca continua tra wza sfera a, 

ed un grupp Gn di  punti di una s f y a  a., 6% coincide con la un. 
1 precedenti teoremi sulle sfere ai possono anche diinostrare facendo prima 

vedere che, se Gn non eoincide con la on, si pub trovare un arco NÔ di cir- 
colo massimo della u,, che contenga il solo punto N di Gn, poi prendendo i 
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due intorni IJf,  ILv conie ne1 caso dei piani, facendo corrispondere biunivoca- 
mente e continuamente (26) alle superficie dei loro circoli base i segmenti 
delle sfere a,,,, 5, contenuti in I X ,  El7, e quindi proseguendo a ragionare come 
ne1 cas0 dei due piani. 

VI. Le corrispondenze [m,, nz2 ,..., m,] continue, 
tra i punti di r gruppi. 

33. Consideriamo r gruppi Gml,  Gmj , . . . , G"'i di elementi qualunque, che 
indichiamo rispettivamente con Mi, M2,. .., Mr, e supponiamo che ogni gruppo 
Gr-,(Mi, M' ,..., MT-l) determini m, cowispondenti elementi M;, M i , .  . ., M k r ,  e 
solamente m,, mentre ciascuno di essi corrisponda cosi ad r - 2 elementi Ml, 
M?, . ,., ~ i - l  ? Mifi , .  .. , Kr-', cornunque presi nei rispettivi gruppi, insieme s 
ciascuno di mi elementi Mi, e solamente insierne a ciascuno di essi. Allora 
diciarno che è stabilita una corrispondenza [m,, al,, . . . , m,] d i  vango p = 1. - 1 
tra gli r gruppi Gm;, e per distinguere la legge per cui dai gruppi: 

si passa agli elementi corrispondenti Kr, da quelle per cui dai gruppi: 

si passa agli elementi c,orrispondenti hii, chianiiamo corrispo~zde?txa cliretta la 
prima e corrispondenxa inversa ciascuna delle altre r - 1. 

Diciamo h-univocu una corrispondenza [w, , ln, , . . . , nt,], se tra i numeri 
m; ve ne sono 11, e solamente h ,  uguali ad 1. 

Chianiiamo ordine di una corrispondenza [mi, m,, ..., m,] il numero 
mi2.  . , = m i  + m, +. - .+  m,. 

Le corrispondenze [m, n ] ,  che abbiamo finora studiato, sono quelle che 
adesso chiamiamo di 1." rango. 

36. Iiispetto ad una corrispondenza [ml, nz,, .. . , m,] cliiamiamo polo di 
un gruppo Gr-i (M1, .  . . , Ki-', M i t i ,  ..., Mr)  ciascuno degli ?tti elementi ad 
esso corrispondenti. Se gm, , gm2,. . ., gm,. sono gruppi contenuti rispettiva- 
mente in Gm,, Gm2, ..., Ge&,, e se uno di essi gmi è costituito da tutti i poli 
di tutti i possibili gruppi di r - 1 elementi ciascuno di uno dei grupl~i 
G~~~ ,..., gmi-i, grn;ti ,,.., gmr, diciamo che gmi è il gruppo polare del gruppo - 
g i  ( g l ? ~ ,  , , .. , g ~ ~ ~ i - 1 ,  g t n i + i , .  . ., gml-), ovvero anche il gruppo corrispondente ad esso. 
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Se un gruppo è polare di sè stesso Io chiamiamo nutopolare rispetto alla 
data corrispondenza. Diciamo aggruppamento autopolare, rispetto alla data 
corrispondenza, quel10 A, costituito da tutti i possibili gruppi G,(M1, Ni2, .  . . , Ur), 
tali che ogni elemento di ciascuno sia polo degli altri r - 1. 

37. Un gruppo ( 4 ,  . Nt:) costituisce un eiernento del17 aggruppa- 
mento autopolare A, insieme a ciascun elemento di un aggruppamento di 

. . 
ordioe r - k, che indichiamo con il simbolo A~"..."", ovvero anche A?,, e 

1.- k 

che chiamiamo aggruppamento potare di Gk rispetto ad A, .  L'aggruppamento 
A?-', polare di un gruppo Gv-i(M1,..., ML1, MG,,. .., M3, è di 1.' ordine e 
coincide con il gruppo polare di G,-,. 

L'aggruppamento A $ ~  è autopolare rispetto ad unn corrispondenza 
,. .., 1~4) di Ordine mi ..,i = mi + . + mi e di rango 

k + i  >' kt i 

stabilita tra i gruppi GrnL+1 ,.. . , G r n i ,  e che chiamiamo orrispondetzza ppulare 
di Gk rispetto a quella data. 

38. Supponiamo che tra i gruppi G m l , .  .. , Grni sia stabilita una corrispon- 
denza [nz, ,  rn ,,..., m,], e che tra i gruppi Gm'1, ..., Gm'p sia stabilita una cor- 
rispondenza [m', , m',, . . . , m.,]. Se  i gruppi Gntl, Gmfl coincidono, ogni loro 
elemento appartiene ad infiniti gruppi G,, G,! elernenti degli aggruppamenti 
autopolari rispetto alle due corrispondenze date, ed i rimanenti elementi di 
G,G,r costituiscono un gruppo Gr+,!-, elemento di un aggruppamento A,+,L., 

autopolare rispetto ad una corrispondenza risultante delle due date. Un gruppo 
Gr-, (MZ, . . ., Kr) determina m, elementi corrispondenti di Gy, ciascuno dei 
quali, considerato corne elemento di Gna'l, insieme ad  r - 2 elementi M'", . . . , 
M'f-1, ciascuno di uno dei gruppi G7nf9,. . ., G ~ " ' I J - ~ ,  dh m', elernenti corrispon- 
denti di Grn'~q. S i  vede cosi che, rispetto alla corrispondenza risultante, vi sono 
In, m',! poli del gruppo (M2,. . . , W, M'21.. . , M v'-I), dunque la corrispon- 
denza risultante B una corrispondenza [m',m ,,..., m'imr, m,ml ,,... , m,rn',r], 
di ordine ml.,  , m', + rn'' ,.., . m, - 2mi  m',, essendo rn,. .,, m' ,...,, gli ordini 
delle due corrispondenze date, e di rango r + r' - 3 = p + p' - 1, essendo 
p ,  p' i loro ranghi. 

39. U n  elemento Mi chiamiamolo unito di ordine pi - 1, se è multiplo 
secondo pi  per il gruppo polare di un gruppo Gr-, (ML,. . . , Mi-' 7 Mi+' ,.. ., Kr). 

Un gruppo Gr-,(Mi ,..., Mi-i 9 ,..., MT) chiamiamolo eccexionale di or- 
dine pi - 1, se il suo gruppo polare contiene un elemento unito di ordine pi - 1. 
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Per generalità di linguaggio, un gruppo G,-, (Mi,. .., hlf+', .. , W.) 
non eccezionale si pub anche dire eccezionale di ordine O ,  ed un elemento Ki  
non unito si pub anche dire unito di ordine O. 

Ad un gruppo G,-, (Mi ,... , Mi-, 7 Mi+', . .., My) possono corrispondere piU 
elementi uniti, ed allora possiamo dire che ad esso sono sovrapposti altrettanti 
gruppi eccezionali. 

Un elemento M i  pub essere multiplo per più gruppi polari di grupp; 
G ,.-, (Mi ,..., Ki-' 7 Mi+', ..., MT), ed allora possiamo dire che ad esso sono so- 
vrapposti altrettanti elementi uniti. 

40. Supponianio che ciascuno dei gruppi Gnzi coincida con uno stesso 
gruppo 6 ,  e supponiamo che sia m = m, = m, = - - = m,. Allora un gruppo 
Gr-, , di r - 1 elementi di G ,  considerato ciascuno come appartenente ad uno 
determinato degli r gruppi sovrapposti Gml, individua un gruppo polare g,,,, 
di m elementi di 6. Se il gruppo G,,-, g, é tale che il gruppo di r - 1 qua- 
lunque dei suoi m + r - 1 elementi, ciascuno considerato in un modo qua- 
lunque come appartenente ad uno di r - 1 dei gruppi Gr7ti, ha senipre per 
polare il gruppo dei rimanenti m elementi di 6,-, y,, diciamo che la corri- 
spondenza [m, m, ..., ml,  stabilita tra gli rr. gruppi sovrapposti làn", è una 
corrispondenza involutoria. 

1 gruppi 6,-, g, sono elementi di un aggruppamento A,, essendo: 

e p elementi qualunque di G appartengono sempre ad un gruppo elemento 
di A,, e ad un solo. L'aggruppamento A, è la involuzione di ordine n e 
d i  rnngo p individuata dalla data corrispondenza involutoria, e questa invo- 
luzione indichiamola con il simbolo I,,,. 

Sono evidentemente involutorie tutte le corrispondenze polari rispetto ad 
una corrispondenza involutoria. . . 

~ndichiamo con I*" n-k, ..."" P-k 7 ovvero anche con I 4k, p - k ,  la inroluzione, di 
ordine n - k e di rango p - k ,  individuata dalla corrispondenza involutoria 

di un gruppo Gk (Mil,. . . , Mi.), e chiamiamola i?wolzcxione polare di G A  
rispetto alla 1, ,. 

41. 1 gruppi G"i siano rispetthamente costituiti da punti Ni. 
Una corrispondenza diretta [m,, m,, ..., m,] è continua, se preso un qua- 

lunque gruppo GT--L(&f', MZ, ..., Mr-I), preso un corrispondente punto unito Jfr, 
di ordine p, - 12 - O ,  e preso un intorno I,r tanto piccolo quanto si vuole; 
ma sufficientemente piccolo in modo d a  contenere il solo polo Mr di G,.-,, 
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possiamo sempre trovare gli intorni I,,i, i,2,. .. , Ip-i sufticienteinente piccoli 
in modo che ad I,,r appartengano p, poli, e solamente p., di un qualunque 
gruppo Gf.-, M'?, . . . , Mlr-') di r - 1 punti ciascuno di uno degli intorni 
I.i1, IJ1z,. .., I J Z l . - i .  

Analogamente si pub definire la continuità di chscuna delle corrispon- 
denze inverse. 

Se sono insieme continue la corrispondenza direka e ciascuna delle in- 
yerse, diciamo più brevemente che è continuu la corrispondenza [m, ,  nz,, ..., ~n,] 
stabilita tra i gruppi Gmi, e diciamo che è continuo il suo aggruppamento 
autopolare A,. 

È chiaro che alliira sono 'ontinue tutte le corrispondenze e tutti gli ag- 
gi.uppamenti polari rispetto alla data corrispondenza ed al suo aggïuppamento 
uutopolare. 

Se una corrispondenza involutoria è continua, diciamo che è continua la 
involuzione da essa determinata, ed allora sono evidentemente continue anche 
tutte le involuzioni polari rispetto ad  essa. 

È continoa m a  corrispondenza risultante di due date corrispondenze con- 
tinue (38). 

42. Se è continua zina corrispondenxa [m,, m,, . . . , m,] stabilita tra r 
y u p p i  G p n i ,  e se uno d i  essi è finito e chiziso, anche ciascuno degli altri è 
finito e cl~iuso. 

Infatti ciascuno dei gruppi Gmi ,. .. , Gmi-1, Gmi+i,. . . , Gmr corrisponde a 
G1jLi riella corrispondenza polare di un gruppo di r - 2 punti ciascuno di uno, 
e di urio solo, degli altri r - 2 gruppi, e questa corrispondenza polare, d i ,  
1." rango, é continua. Se  Gmi è finit0 e perfetto, ciascuno degli altri Y - 1 
gruppi è pure finito e perfetto. 

Se è continua una corrispondenxa [ l n , ,  m,, . . ., rn,.] stabilita tra r gruppi 
Gn%, e se wzo di  essi Gnti è finito e continuo, ciascuno G m k  degli altri è finito 
e costituito da un numero 7 mk di grzdppi continui (30), 
ed è percià che abbiamo chiamato continue le corrispondenze che ora stiamo 
studiando. 

43. Se è continua una cor ris pond en,^^ [m,, na,,. . . , m,] diretta stabilita 
ira r gruppi Glni ,  e se ciuscuno dei gruppi Gml,. . ., Gmr-i B Jinito e chiuso, 
preso un gruppo Gr-, (Mi,  M 8  ,..., Mi-* 7 M i t i  ,..., MT) ,  e pîesi yli intorai 
Ixi dei suoi poli Mi ,  ciascuno tunto piccolo quanlo si vuole, possiamo tro- 
vure gli intorni -lai,. . . , IN;-1, Ixi+j,. . . , .TM' suficienteinente piccoli, {n modo 
che appartenga almano ad un intorno IXi ciascun polo d i  c i u s c ~ n  gruppo 
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Gr,-,(M" ,..., M'i-4 9 Mri+', . . ., Mt?) d i  r - 1 punti  ciascuno contewto in u n  
i~ttortto IJp ,. .., I M i - l 7  I,,~+~,.. ., IAFj r .  

Xupponiamo che cornunque si prendano piccoli gli intorni IMi ,... , I,r 4 ,  

Ixi+i, ..., I.,r vi siano sempre gruppi G',-, i quali abhiano almeno un polo 
esterno a ciascuno degli intorni IN;. Consideriamo questi gruppi Gr,-, come 
elementi di un . aggruppamento A,-, . 21 punto MT è limite del gruppo dei 
punti di  A,-, contenuti in  1,'; chiamiamo 5r una  parte di questo gruppo 
la quale abbia per limite il punto MT, ed esso solo, chiamiamo a,.-, l'ag- 
griippamento costituito d a  tutti  gli elementi di a,-, che contengono un piinto 
di sr, e chiamiamo g' ,..., gi-i7 gi+', ..., gr-( i gruppi dei punti di a,-, che 
sono rispettivaniente contenuti in  IJ11, ..., I,t i ,  I , i+i ,  ..., Ix~--i. Se  gIi è jl 
gruppo di  quei poli M'' degli elementi di a,-, che sono esterni a cinscuno 
degli intorni I,;, essendo Gmi finito e chiuso, esiste almeno un punto dfrf, di Glni ,  

che è limite di g'i. Chiamiamo JI' i poli del gruppo Mi.. . Mi-, M';  Mi+'. . . JIr-', 
ciascuno dei quali é evidentemente distinto da1 punto dlr .  Essendo per ipotesi 
continua la  corrispondenza diretta, presi gli intorni I,,~~I-, ciascuno tanto piccolo 
quanto si vuole, possiamo trovare gli intorni 1r611 , .. ., I'dli-i, TM!;, Ily i+i,. . ., 
Ir,.-1, sufficientemente piccoli in modo che ciascun polo di un gruppo qua- 
lunque di r - 1 punti ciascuno contenuto in uno di questi i n t ~ r n i  appar- 
tenga almeno ad  un  intorno ldl~f>-. Ora vi sorio infiniti gruppi: 

G ' P ~  (W1 , .  . . , 1z!i-1 7 MI+ 7 * . * 7  M PT) 

elemeriti di a,-,, i cui punti M" ,..., Mi-', Jl'bt' Jfr - '  appartengono 
rispettivamente agli intorni I'Jr~ ,. .. , l ' n r i - i ,  IlH**, . . ., Ildi-i  , mentre uno M ' f  
dei loro poli appartiene all'intorno I f M l ; ,  e siccome poi un polo del gruppo 
JIf i . .  . Mi-1 M'i  M'i+i. . . Mrr-I è il punto JP, di gr, Mlr deve appartenere 
almeno ad  u n  intorno .I,,~IJ-, alrneno uno di questi intoriii deve contenere in- 
finiti punti di gr,  almeno uno dei punti MOr deve essere limite di gr e quindi 
coincidere con Mr; ma abbiamo detto che ciascuno dei punti Ji''' è invece 
distinto d a  MT, dunque gli intorni IH1,.. . , IHi-i,  I i M 4 + i , .  .. , i , p  si possono 
prendere sufficientemente piccoli i n  modo che ciascun polo di un qualunque 
gruppo di r - 1 punti, ciascuno appartenente ad uno di essi, sia contenuto 
nlmeno in uno degli intorni TJ1;, come volevarno dimostrare. 

Dalla precedente proprietà discende immediatamente che: 
Se è continua una corrispondenza d+etta [l , 1 ,. .. , 1, m] , p r&voca 

di rango p ,  stabilita t ra  r = p + 1 gruppi G'";, e se ciuscuno dei gruppi 
GJ", , . . . , Gmr-i è finito e chiuso, anche le corrispotzdenxe inverse sono continue. 
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44. Se tra r gruppi Gmi, di elementi qualunque Mi, B stabilita ixna cor- 
rispo'denza [m,, m ,,..., m,], ad un gruppo Gr-,(Mi ,..., Mi-' , Mi+l ,..., Mr) 
corrispondono sempre mi elementi, e solamente rni. Possiamo studiare corri- 
spondenze le quali posseggano parficolari gruppi G,-, (Mi,. .. , Mi-i 7 Mi+', . . . , Ky) 
che facciano eccezione alla legge che le regola, perchè ad uno di essi cor- 
rispondano tutti gli elementi di Gmi, Uno dei suddetti gruppi si pub chiamare 
yrzippo apolare rispetto alla data corrispondenza ed al suo aggruppamento 
autopolare. 

È apolare un gruppo che contiene come parte un gruppo apolare. 
Un gruppo apolare G,-, (Mg,. . ., Mi-' y Ki+', I r )  è comune a tutti gli ag- 

gruppamenti polari di tutti gli elementi di Gmi, e viceversa. Un gruppo di 
1; < r - 1 elementi del griippo apolare Gr-, è apolare rispetto alla corrispon- 
denza polare dei rimanenti r - Ic - 1 elementi. 

Si pub estendere la definizione di continuità anche alle corrispondenze 
[?ni, nz,, ... , m,] stabilite tra r gruppi di Gmi di punti e dotate di gruppi 
apolari, non considerando questi gruppi particolari. 

È facile vedere se e come le proprietà dimostrate per leeorrispondenre 
[m , ,  m,, . .., m,] si estendono al caao in cui esistano gruppi apolari. 

45. Stabiliamo una corrispondenza [ m , ,  nt,, . .  ., nz,], tra r gruppi Grni, il cui 
aggriipyarnento autopolare sia A,, ed una corrispondenza [m', , m', ,. . . , m',Il, 
tra r' gruppi Gm'<, il cui aggruppamento autopolare sia A,!, e supponiamo che 
i gruppi Gml , .. . , Gmo coincidano rispettivamente con i gruppi Ggntl,. . . , pt"- - 7 

essendo > O. Se prendiamo un gruppo: 

possiamo convenire di fargli corrispondere tutti gli elementi di G~n',,, ovvero 
gli m',, elementi di G"",, che corrispondono al gruppo: 

nella seconda corrispondenza data, secondochè il gruppo: 

Gr (Mm,, ,, . , Mm,, Mm;+i , . . . , Mm>.), 

è O non è un elemento di A,. Analogamente se prendiamo un gruppo: 

possiamo convenire di fargli corrispondere tutti gli elementi di Gm,., ovvero 
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gli m, elementi di Gmr che corrispondono al gruppo: 

G,-, (Mm,, . . . , Mme, Mm,+, , . . , , Mm,-i), 

nella prima corrispondenza data, secondoché il gruppo: 

G,, (M"l1 , . , , , K'nn, Mm1~+,  , . . , , Mm'r ), 

é O non S un elemento di A,!. Se prendiamo un gruppo: 

possinmo convenire di fargli corrispondere gli m, $ m', elementi di Gia. che 
corrispondono ai  gruppi : 

rispettivarnente nella prima e seconda corrispondenza data. Otteniamo cosi trn 
i gruppi Gml,  .. ., Gmb, Gmr+l ,..., G?., Gln'5+,, ... , Gmrvt una corrispondetzza 1.i- 

ducibile [rn, + m',, ..., m, + ml,, m ,,.,,. .. , m,,  nzl,+,, ..., m',] , di rango 
r + r' - u - 1 e di ordine $ni, . , + m',, . . ,#, rispetto alla quale sono apolari 
tutti i gruppi elementi di A,, A,!, se non è u = r - Y', e la quale è conz- 
posta delle due corrispondenze date, che sono le sue parti. Una tale corri- 
spondenza riducibile si pub ottenere, e nello stesso modo, anche se A, O A ,  
S un aggruppamento A,, costituito da un determinato elemento. 

Analogamente si possono definire le corrispondenze riducibili composte 
di più di due parti. 

Se una data corrispondenza è riducibile, è riducibile l'aggruppamento 
autopolare rispetto ad essa e le sue parti sono gli aggruppamenti autopolari 
rjspetto alle corrispondenze nelle quali si divide quella data. 

Roma, 1 çennaio 1890. 
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Massima dimensione 
dei sistemi lineari di curve piane 

di dato genere. 

(Di GUIDO CASTELNUOVO, a Torino.) 

ha ricerca di un limite superiore alla dimensione (e in oonseguenza al 
numero delle intersezioni variabili) di un sistema lineare di curve piane di 
dato genere p ,  fu già fatta da1 sig. JUNG, il quale nelle sue R i c e d e  sui si- 
stemi Eineari d i  curve piane algebriche (*) assegna il valore 5 p  + 3 per questo 
limite (p > 1). Si vede perb facilmente che un ta1 limite non è mai raggiunto; 
sicchè restava sempre il problema di determinare il valore massimo (raggiunto) 
della dimensione di un sistema lineare, in corrispondenza a ciascuii valore 
di p. A questo problema appunto è dedicato il presente lavoro; ne1 quale oltre 
alla determinazioiie di quel masvimo (= 3 p  $ 5), si troveranno pure assegnati 
i sistemi di curve di dato genere nei quali la dimensione S massima. 

Il concetto che ispira la ricerca è semplice, ma la dirnostrazione non pub 
procedere tanto rapida quando si voglia porsi al sicuro da ogni obbiezione. 
Maggiore speditezza e simmetria si ottiene studiando la questione sulle su- 
perficie ornaloidi, anzicliè sui sistemi lineari (il che permette, corne mostrerb 
altrove, di giungere a teoremi più generali di quelli qui enunciati); mi parve 
perb valesse la pena di trattare un argomento sui sistemi lineari senza in- 
vocare nozioni di altre teorie. 

1. 1 sistemi lineari considerati in questo lavoro devono ritenersi com- 
pletamente definiti dai punti base; e quando non si dichiari il contrario, si 
dovrà intendere che la curva generica del sistema è irriduttibile. 

(*) Annali di Matematica, serie II, t.i XV, XVI; vedi in particolare a pag. 310 di 
quest' ultimo volume. 
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Si indicherà con 

p il genere della curva generica (O genere del sistema), 
k la molteplicità O dimensione del sistema, 
D il numero delle intersezioni variabili di due curve del sistema (yrado 

del sistema). 

Si supporrà inoltre che le curve di un ta1 sistema passanti per iin punto 
arbitrario del piano non devano in conseguenza passar tutte per altri punti 
determinati da1 primo e variabili con esso (percib è sufficiente che sia soddis- 
fatta una delle seguenti disuguaglianze: k > p  + 1, D > 2p) (*). Le altre re- 
strizioni che in seguito potranno divenir necessarie saranno esplicitamente di- 
chiarate. 

In  questo lavoro è fondamentale la seguente questione: dati i caratteri 
1 1 ,  k ,  D di un sistema lineare di curve, trovare i caratteri p', k', D' del si- 
stema costituito dalle curve del primo sistema passanti doppiamente per un 
punto assegnato ad arbitrio ne1 piano. Per trattare con ogni rigore il problema, 
è utile premettere alcune semplici considerazioni sui sistemi lineari. 

2. Si sappia che un sistema lineare dato ookS contiene un sistema 
lineare aok--'Sr di curve riduttibili, Per un noto teorema dovuto al sig. BER- 
TINi (**), la curva generica C' di S' O si spezza in k - 1 curve c' di uno 
stesso fascio (più forse qualche curva fissa); O si spezza in una curva semplice 
variabile coi parametri del sistema ed in una curva fissa (riduttibile O no). 

(*) Qui alludo a l  teorema II della Nota del sig. SEGRE: Sui sistemi lineari d i  curve 
piane azgebriche di genere p. Rendic. Circolo Matem., t. 1. 

Siccome a i  due teoremi di questa Memoria dovr6 ricnrrere spesso ne1 seguito (citandoli 
brevemente con SEGRE, teor. 1 O l I ) ,  credo opportuno di ripeterne qui gli enunciati sotto 
una forma a me più cornoda. 

Teor. 1. - Un sistema lineare ock di curve piane irriduttibili di genere p, deter- 
ininato dai punti base, m a  del resto assolutamente qualunque, abbia il  grado D. Se  k > p ,  
s i  ha  D - p  + K - 1 ,  e l e  coiidizioni imposte al sistema da  tut to  l'insieme dei suoi punti 
base, 'qualunque siano i vincoli da cui questi possono esser legati,  sono tante  quante sa- 
rebbero quelle imposte dai singoli pnnti base, quando ciascuno di  essi si prendesse isola- 
tamente. 

Teor. II. - Se  in un sistema lineare ock (k > 2 )  di genere p ,  le  curve passanti per. 
un punto arbitrario del piano devono in conseguenza passare per al t r i  p m t i  determinati 
da1 primo e con esso variabili, deve essere k z p  + 1. 

L e  dimostrazioni dei teoremi cosi modificati si  deducono facilmente dalle dimostrazioni 
del sig. SEGRE. 

(**) Sui sistemi Zineari. Rendiconti Istituto Lombardo, serie II, t. XV, 
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Ne1 primo caso una curva c' non pub segare in più di un punto (fuori dei 
punti base) una curva generica C di S ;  perchè se le intersezioni foasero due 
u ,  b ,  essendo S determinato da1 sistema S' e da C, avverrebbe che ogni curva 
di S passante per a dovrebbe contenere anche O ,  il che, quando si consideri 
che a pub assumersi ad  arbitrio, contraddice le ipotesi fatte su S. Se poi ogni 
c' sega in un sol punto una curva generica di S, segue che questa curva è 
razionale. 

Supponiamo invece che da ogni curva C' di S' si stacchi una cuïva 
fissa y' (ed una curva variabile irriduttibile). L a  y' non è segata da  una curva 
generjca di S fuori dei punti base, perché se una intersezione vi fosse, questa, 
ragionando come sopra, si vedrehbe esser comune a tutte le curre di S ;  y' è 
adunque curva fondamentale per 8. Sicchè: Se un sistema lineare ciiok di ge- 
nere p> O contiene un sistema mk-i di curve tutte riduttibili, ogni curvn 
di questo si compone di una curva fondamentale del primo sistema e di una 
curva irriduttibile. 

3. Un sistema lineare aokS abbia la proprietà che tutte le sue curve 
passanti per un punto arbitrario del piano formino uu sistema lineare avente 
una curva fondamentale, la quale non sia fondamentale per S; dico che ogni 
curva di  S è razionale.  I n  questa diniostrazione posso supporre (senza im- 
porre nuove limitazioni ai.sistemi lineari) che S sia ridotto ad aver soltanto 
punti base ordinari (con tangenti distinte per ogni curva generica di S, va- 
riabili coi parametri del sistema). Sia a un punto arbitrario del piano ed Sc, 
il sistema delle O+-' curve di S passanti per a. Una curva del piano qua- 
lunque y, sarà segata in altrettanti punti dalla curva generica di S, e dalia 
curva generica di Su; sicchè se, come supporrb, y, è fondamentale per Sa, ma 
non per S, essa dovrà passare per a. Posso anche supporre che y, sia irridut- 
tibile (senza escludere che possano esistere altre curve fondamentali per Su 
ma non per S ) ;  in tale ipotesi si vede che a deve esser punto semplice per y,; 
perchè, siccome fra le O&--' curve di Sa, mk-2  contengono la y,, se a fosse 
punto doppio per essa, le ook--' curve di S che passano per a dovrebbero ivi 
toccarsi; il che contraddice una delle ipotesi fatte al n." 1 sui sistemi S. Segue 
che ogni curva di &, e quindi ogni curva di S, sega in un sol punto (fuori 
dei punti base di X) la y,; e da cib che tutte le curve di S passanti per un 
punto qualunque di y, costituiscono un siktema lineare avente per curva fon- 
damentale la  y,. E qui si noti che il numero delle intersezioni variabili di 
una curva C di S con la y,, dipende soltanto (poichè i punti base di S s i  
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suppongono ordinari) dalle molteplicità di questi punti base per la curva C, 
dall'ordine di C, ed inoltre dalle molteplicità dei punti base stessi per la y, e 
dall'ordine di y,. Ora questi nurneri relativi a y, sono interi e quindi non pos- 
sono mutare quando a si muove con continuità ne1 piano ed insieme ad esso 
varia il sistema Sa e la curva y, (fatta eccezione forse per qualche posizione 
singolare di a). Questo ci dice che la curva y b  in cui si muta la  y,, quando a 
passa in b ,  h a  10 stesso ordine di y, e le stesse molteplicità di y, nei punti 
base di S. E Io stesso ordine e le stesse molteplioità spettario ad ogni curva 
del fascio determinato da y, e yb; dunque ogni curva del fascio sega la curva 
generica di S in un sol punto variabile, e tanto basta per provare che le curve 
di S sono razionali, come avevo asserito (*). 

4. E d  ora passiamo al problema ennnciato al na0 1. P e r  il sistema 
lineare dato S di caratteri p ,  k ,  D, supporremo che si abbia: 

(e in conseguenza per il teorema 1 del sig. SEGRE: 

L e  curve di S che hanno un punto doppio in un punto a dato ad arbitrio 
ne1 piano, formano un sistema lineare S' la cui dimensione k' non è certo 
inferiore a k - 3. Ma k' non pub superare k - 3, perchè se fosse Ic' = k - 2, 
tutte le cd-' curve di S passanti per a dovrebbero ivi toccarsi, il che non 
B possibile se a è un punto generale, poichè k > p  + 1 (*"). Dunque anzitutto: 

Se la curva generica di S' ha le stesse singolarità della curva generica C 
di S nei punti base di S, ed inoltre ha  il punto doppio in a ,  il suo genere p 
è dato da:  

p f=p-1 .  ( 5 )  

Perb perchè non si possano muorere obbiezioni a questa formola, è necessario 
dimostrare : 

a) che la curva generica di S' é irriduttibile; 

(*) Il teorema qui dimostrato pub enunciarsi cosi: Una superficie r içata  rappresentabile 
univocamente su1 piano ha per sezioni curve razionali. 

(**) SEGRE, teorema II. 
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@) che la curva generica di S' non h a  altre singolarità oltre a quelle 
della curva generica di S nei punti base di S, ed al punto doppio in  a. 

5. I l  sistema ~ Q " ~ S '  è contenuto ne1 sistema ao"2 delle curve di S 
che toccano una stessa retta in a. Sicchè se tutte le curve di S' sono ridut- 
tibili, per il teorema del n." 2 e per la ipotesi (l), ciascuna di esse deve scin- 
dersi in una curva y fondamentale per il sisterna mk-2 ed in una curva va- 
riabile irriduttibile. Siccome perb l a  retta per a ,  che ci h a  determinato uii 
sistema ook-"ontenente S', è in  nostro arbitrio, ne viene che y sarà. fonda- 
mentale anche per il sistema cd-- i  delle curve di S passanti per a. Ora se ./ 
non passa per a ,  essa deve esser fondamentale per S;  e in ta1 caso ogni curva 
di S avente un punto doppio (in a O in qualunque punto del piano) deve scin- 
dersi in y e in una curva irriduttibile dotata di punto doppio. Ma se ci6 av- 
venisse, ne1 sistema 00"~ delle curve di S che passano per un punto di y (e 
quindi si spezzano) giacerebbero mk-3 (anzichè 0 0 ~ - ~ )  curve passanti doppia- 
mente per un punto assegnato del piano; il che si riconosce assurdo (poichè 
12 - 1 >p + 1) collo stesso ragisnamento fatto al numero precedente per S. 

Se poi y passa per a ,  allora ogni sistema mk--' costituito dalle curve 
di S passanti per uno stesso punto del piano ammette una curva fondamentale 
che non è fondamentale per S;  quindi per il n." 3 p = O ,  contro la (1). 

Queste contraddizioni giustificano completamente l'affermazione a). 

Quanto alla f i )  si osservi che se la curva generica di S' avesse una mol- 
teplicità maggiore che la curva generica di S in un punto base di S, con 
una trasfortnazione quadratica avente quel punto per fondamentale, il sistema 
S si muterebbe in un sistema di cui tutte le curve passanti doppiamente per 
un punto del piano (corrispondente ad a) dovrebbero spezzarsi. E cib fu di- 
mostrato impossibile. L e  curve di S' si comportano adunque nei punti base 
di S corne la curva generica di S; se poi le curve di S' oltre a questi punti 
base ed al punto doppio in a ,  avessero tutte un altro punto multiplo, questo 
dovrebbe esser punto ,base per S' (*). Eppure esso non imporrebbe nessuna 
condizione alle curve di S', mentre essendo per le (2) e (4) k'>p' (certa- 
mente è p' r p  - l ) ,  ciascun punto base deve imporre ad S' tante condizioni 
quante ne impone preso isolatamente (**). Questa contraddizione giustifica 
anche l'affermazione P ) ;  cos1 la formola (5) è completamente dimostrata. Pos- 
siamo adunque enunciare il teorema: 

(*) BERTIN, Memoria ritata. 
(**) SEGRE, teorema 1. 
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In u n  sistema 2Meare d i  dimensione k e genere p ,  per cui  valgano le 
reiaxioni: 

p>o ,  O p S 2 ,  

le czwoe che passano doppiamente per u n  punto assegnato ad arbitrio fiel piano, 
f o~maf io  un nuovo sistema d i  dimensione k - 3 e d i  genere p - 1 (e di grado 
D - 4 per il teor. 1 del sig. SEGRE). 

Applicando più volte questa proposizione si giunge alla seguente più ge- 
nerale : 

I n  u n  sistema Zineare d i  caratteri k ,  p e D soddisfacenti alle condixioni: 

le curve cke passano doppiamente per r puszti j issati  ad a ~ b i t r i o  ne1 piano 
formano un nuovo sistema d i  dimensione k - 3 r ,  d i  genere p - r e d i  grado 
D - 4 r. 

6. Ora siamo in grado di rispondere alla domanda: Quali sono i mas- 
simi valori che possono assumere k e D per sistemi lineari d i  dato genere p? 

È inutile occuparsi del cas0 p = 0, perchè corne è noto, si possono oo- 
struire sistemi di curve razionali nei quali la dimensione e il grado siano tanto 
grandi quanto si vuole. 

Se p = 1, essendo noti tutti i sistenii di curve ellittiche (*), si pub ri- 
spondere che il massimo valore tanto per I C ,  quanto per D, è 9,  valore rag- 
giunto da1 sistema di tutte le cubiche piane. 

Si è trovato pure colla ricerca effettiva dei sistemi (**), che per p = 2 
il massimo valore di k è 11 ed il massimo valore di D è 1.2; valori raggiunti 
dai seguenti sistemi d'ordine minixno : 

1) curve del quarto ordine con un punto doppio comune, 
2) curve del quinto ordine con un punto trip10 ed uno doppio, 
3) curve del sesto ordine con un punto quadruplo e due punti doppi 

infinitamente vicini a questo. 

(m) GUCCIA: Sulla r i d d o n e  dei sisterni tineari di curve ellittiche. Rendic. Circolo 
Alatem,, t. 1. 

(**) Il sig. JUNG dirnostrb pel primo (Rend. k t i t u t o  Lombardo, rnaggio 1888) che non 
esistono altri sistemi lineari minimi di genere 2 e dimensione stiperiore a 3 oltre ai si- 
sterrii q u i  dati (ed a quelli che ne derivano coll'aggiunta di punti base semplici). Debbo 
per6 avvert i re  che i sistemi 1) e 2) erano gih noti anteriormente, e che il sistema 3) è 
ilovtito al sig. G a c c r ~  (Rend. Circolo Matem., çiligno 87). 
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Sin ora p > 2 ;  e la dimensione k del sistema verifichi la  coadizione 
k > 3 p  - 4 [in cui si muta la seconda delle (6) per r = p - 21; allora per 
il teorema precedente si avrà che le curve del sistema passanti doppiamente 
per p - 2 punti assegnati ad arbitrio ne1 piano, formano un nuovo sisterna di 
venere 2 e di dimensione Ic - 3(p - 2). Ma per cib che dissi sui sistemi di 
D 

genere 2 ,  si deve avere: 

k - 3 ( p - 2 ) 5 1 1  ossia k 2 3 p C 5 ;  

dunque 3 p  + 5 è il massimo richiesto per k. Dalla relazione D = k $ - p  - 1, 
si conchiude poi subito che il massimo valore di D è 4p + 4. 

In un sistema lineare d i  curve d i  genere p > 1 la dimensione ?ton pub 
superare 3 p  + 5 ,  né il grado puii superare 4p + 4. Questi due massifni pos- 
sono esser raggiutzti quc~lunpue sia p.  Infatti [come già osservb il sig. JUNG (*)j 
per un sistema di curve d'ordine n con un punto (n - 2j-upl0 e quanti si 
vogliano punti doppi, detto p il genere delle curve, si ha: 

7. E qui si presenta la questione: saranno questi i soli sistemi lineari 
di dato genere superiore ad 1, per i quali l a  dimensione e il grado raggiun- 
gono i massimi valori? Per  potervi rispondeïe ci saranno utili alcune nozioni 
sui sistemi di curve iperellittiche. 

Sia S' un sistema lineare di curve piane di genere p' soddisfacente alle 
condizioni dichiarate al n." 1; e la curva generica del sistema sia iperellittica. 
Se n è l'ordine di questa curva, le curve d'ordine n - 3  aggiunte ad essa 
sono aggiunte ad ogni altra curva generica di S' e formano un sistema 2' di 
dimensione pl- 1; una curva di 2 taglia una curra di Sr in 2p' - 2 punti 
sippartenenti a p' - 1 coppie della involuzione che sta su quella curva di S'. 

Sopra ogni curva di S' che paasi per un punto a 6ssato ad arbitrio ne1 
piano, si trova un punto a' coniugato ad a nella irivoluzione 92' giacente su 
quella curva iperellittica; e poichè supponiarno che le curve di Sr  passanti 
per a non debbano in conseguenm passar tutte per qualche altro punto del 
piano determinato da a ,  ne viene che infiniti saranno i punti u' coniugati ad 
uno stesso a. D' altra parte ciascuna delle  no^'-- curve di 2' che passano per a ,  
deve contenere tutti questi punti a'; essi quindi dovranno appartenere ad una 

(y Annali di Matetn., serie II, t. XVI. 
Anrcali d i  Matematica, tomo XVIII. 
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curva fissa passante per a). E poichè cib che si disse per il punto a. si pub 
ripetere per ogni altro punto del piano, si conchiude che ogni curva di 2 si 
cornpone di almeno p - 2 curve variabili in un fascio al variare dei para- 
rnetri di 8. 

Se p > 3 tanto basta per conchiudere che ogni curva di S è iperellittica, 
corne appunto avevo affermato. 

Che se poi è p = 3, O la curva generica di 2 si scinde in due curve va- 
riahili, ed allora S si compone di curve iperellittiche. Oppure la curva ge- 
nerica di 2 è costituita da una curva variabile irridixttibile e forse da una 
curva fissa (che si stacca cioè da ogni curva di 2). La curva variabile in 
~ ~ i r t ù  dell'ultima nota è razionale; siccliè (fatta astrazione dalla curva fissa 
quando si presenti) possiamo dire che Z è una rete di curve razionali deter- 
minata completamente dai punti base. Per un noto teorema, 2 pub inutarsi 
mediante una trasformazione birazionale nella rete costituita dalle rette del 
piano; e poichè una curva di S è segata da una curva di 2 in 2 p  - 2 = 4 
punti variabili, la stessa trasforrnazione dovrh mutar S in un sistema di curve 
generali del quarto ordine. Quindi: 

Ogni sistema lineare di curve di genere 3 di dimensione superiore a G 
pub trasformarsi in uno dei seguenti sistemi minimi, O iii uno di quelli che 
ne derivano coll' aggiunta di punti base semplici : 

1) Sistema delle curve generali del quarto ordine. 
II) Sistema di curve iperellittiche cioè (*): 1) curre del sesto ordine 

con un punto base quadruplo ed un punto base doppio, 2) sistema di curve 
d'ordine 5 + p (,u = 0 ,  1, 2,  3) con un punto base multiplo secondo (3 + IL) 
a cui sono infinitamente vicini p. punti doppi. 

8. 1 sistemi qui dati (quando non abbiano punti base semplici) hanno 
tutti la dimensione massima 14 ed il grado 16; e sono i soli sistemi di ge- 
nere 3, per cui la dimensione ed il grado raggiungono questi valori. 

Sia ora S un sistema di genere 4 la cui dimensione abbia il massimo 
valore 3 p  + 5 = 17; le curve di S che passano doppiamente per un punto 
assegnato del piano forhano un sistema S' di genere 3 e dimensione 14. Ma 
S' non pub ridursi al sistema 1) di tutte le curve generali del quarto ordine, 
perchè al punto doppio di S' dovrebbe corrispondere O un punto doppio ne1 

(*) Cfr. la mia Memoria già citata. Del resto tutti i sistemi di curve di genere 3 q u i  
dati (iiisieme ad al t r i  per k s  6) erano giA noti in seguito ai lavori citati del sig. JUNG, 
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sistema 1), O una curva segata da ogni quartica in due soli punti variabili. 
Quindi le curve di S' dovranno esser iperellittiche, e allora per il n." 7 sa- 
ranno pure iperellittiche tutte le curve di S. Ripetendo quest'ultimo ragio- 
namento si trova che ogni sistema di curve di genere 5, la  ciii dimensione 
abbia il massimo valore 20, deve comporsi di curve iperellittiche; e cos1 via. 
Sicchè alla fine (badando all'ultimo numero della mia Memoria citata) si 
giunge al teorema: 

Un sistema lineare di curve di  dato genere p > 1 che nbbia la massima 
dimensione 3 p  f 5 (O il massimo grado 4 p  + 4) si compone di curve iperel- 
littiche, oppire pub ridwsi al sfstema delle quartiche pialze ( p  = 3). Nel primo 
cnso i l  sistema con ana trasformazione birazionale pub mutarsi, palunque 
sia p, in uno dei seguenti sistemi minirni: 

1) curve d'ordine p + 3 con un punto base mtdt$lo (ordinario) secondo 
p + 1 ed un punto doppio, 

2) czcrve d'ordine p + 2 -+ p (p  = 0, 1, 2 , .  . . p) con un punto base mul- 
tiplo secondo p + p a cui sono infirlitamente vicini p punti doppi. 

Toriuo, fehbraio 1890. 
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Un' osservazione 
su1 grado massimo dei sistemi lineari 

di curve piane algebriche. 

(Di G. JUNG, a Milano.) 

N e l i e  mie Ricevche sui sistemi lineari di genere puah,que e sulla lwo 
w&xione all'ovdi?ze minimo (Ann. Mat., t. XV, Mem. 1, t. XVI, Mem. II) 
è per la prima volta dimostrato che per qualsivoglia genere p(> 1) si hanno 
i seguenti sistemi lineari minimi di curve algebriche piane: 

(insieme a quelli che se ne possono far derivare con I'aggiunta di un conve- 
niente numero di punti base semplici, ivi assegnato per ogni caso); - i quali 
sono i soli sistemi di curve C, del tninimo ordine, dotate di un punto base 
multiplo secondo p - 2. In generale perb, oltre a questi, esistono altri sistemi 
minimi, che si possono determinare per ogni valor dato di p, coi procedimenti 
indicati nei 5s 5-8 della Memoria 1 e ne1 5 9 della Memoria II. 

(*) T. XV, pag. 291, Tab. 1, sist. c e t. XVI, png. 306, (p). 
(**) T. XVI, pag. 307. Eel siatema d'ordine p + 3 il punto doppio pu6 essere O no 

infinitamente vicino al punto ( p  + 2)-plo (t. XV, pag. 294, Tab. II, sist. c ,  per r =JI + 1 
e s =  2); iiegli a l t r i  i punti b .sono tutti  infinitamente vicini al punto a, 
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Giova rammentare anehe i due teoremi che si trovano ~ l e i  $3 10, 11 
della II Mcmoria (1. c., t. XVI, pag. 323, 324), cioè: 

u In un sistema lineare di genere p(> 1) e di dimensione qualsivoglia 
il grado D non supera mai il limite 6 p  + 2;  n 

u In un sistema lineare di genere p(> 1) la dimensione non pub mai 
superare il limite 5 p  + 3. n 

Ora il sig. CASTELNUOVO (*) con un metodo molto elegante - ha mostrato: 
1." che 4 p  + 4 e 3 p  + 5 sono risp. limiti superiori pel grado e per 

la dimensione dei sistemi lineari di genere p (> 1) e sono, corn' è 
evidente, effettivarnente raggiunti: 

a) per ogni genere p(> 1), dalle famiglie di sistemi lineari rappre- 
sentate dai sistemi minimi (A), già da me assegnati; 

b) per p = 3,  dalla famiglia di sistemi lineari rappresentata dalla 
totalità delle curve piane generali di quart'ordine (1. c., t. XV, 
pag. 309, Tab. V, sistema 1). 

2." che oltre ai eistemi riducibili a uno degli anzidetti sistemi minimi (A)  
oppure alla totalità delle quartiche piane, nessun altro sisterna di 
genere p > 1 pub raggiungere il grado massimo 4 p  + 4 nè la di-' 
mensione massima 3 p  + 5. 

Ne1 richiamare l'attenzione del lettore su queste notevoli conclusioni, mi 
piace osservare che mentre esse non sono in contraddizione coi due teoremi 
sopra ricordati, hanno tuttavia per effetto di renderli ormai del tutto superflui. 
Perb quei due teoremi inutili non furono, dacchè per un verso hanno contri- 
buito a dissipare un errore cbe già correva sull'argomento e per l'altro hanno 
dato occasione al sig. CASTELNUOVO d'intraprendere la ricerca di cui qui ho 
riassunto i risultati. 

Alilano, maggio 1890. 

(*) Nella Nota: Massima dimensione dei sistemi lineari d i  curve piane d i  dato ge- 
glere pulihlicala in  questo stesso fascicolo degli Annali (t. XVIII, pag. 119). 
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Sopra le funzioni iperellittiche 
di 1.' specie (1'"' Stufe) per p = 2. 

(Memoria V di ERNESTO PASCAL, a Napoli.) 

Scopo  di questa Memoria V é Io studio dettagliato delle cosiddette fun- 
xioni iperellittiche di l.a specie (Iter SStufe) per p = 2, e delle funzioni j a -  
cobiane corrispondenti. 

Mi è parso indispensabile, per poter far comprendere l'indole e il valore 
delle funzioni che studio in questa Memoria, di preinettere nei primi paragrafi 
un cenno sulla interessante classificazione che il KLEIN stabilisce delle funzioni 
iperellittiche, considerandole come funzioni appartenenti al cosiddetto gruppo 
di sostituzioni abeliane, O ad un sottogruppo di esso. 

Stabilita cos) una funzz'one +erellittica, essa non sarà in getierale intera 
negli argomenti w (integrali di 1." specie); perb sempre sarà (e questo è un 
punto sostanziale della teoria delle trascendenti) il quoziente di funzioni intere 
che chiameremo funziotti jacobiane. 

Definiti certi speciali sottogruppi del gruppo abeliano, caratterizzati in 
una maniera assai semplice da un numero intero n scelto come ntodulo, si 
viene a stabilire una serie di funzioni di lna, 2.', 3.", . .. finaa specie, e corri- 
spondentemente un' altra serie di funzioni jac.obiane di  l.a 2.a 3.a,. .. specie. 
Quelle di 2." specie corrispondono alle ordinarie funzioni 9 di Jacosr, O, se 
si vuole, alle u di KLEIN; quelle di l.a specie sono quelle appunto che ci pro- 
poniamo di studiare in questo lavoro. 

fi facile dimostrare che quede ultime [chiamate 2 da1 KLEIN (*)] possono 
esprimersi linearmente mediante i quadrati delle ri; quindi si presenterebbe 
l'idea di studiarle giovandosi degli sviluppi noti sulle o (**); perb ho credpto 

(*) Matt. Ann., Bd. 27, 5 14. 
(*') TTedi i lavori del BRIOSCHI (Lincei, serie IV, vol. 2 e 3) e il lavoro del WILTHEISS 

(Math. Ann.,  Bd. 29, pag. 272). 
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piii conveniente abbandonare quest'idea, a causa della dissimmetria che essa 
porterebbe nei calcoli, e studiare addirittura le 2 direttamente, il che costi- 
tuisce certamente un procedimento più elegante. 

Potendosi esprimere le quattro 2 pari linearmente mediante i quadrati di 
quattro speciali funzioni u (*), si ricava che le 2 potranno prendersi come le 
coordinate ornogenee di un punto di una superficie di KUMMER. Inoltre il qua- 
drato della 8, dispari si pub esprimere razionalrnente per le prime quattro 2 ,  
e rappresenterà (eguagliato a zero) un certo fascio di sestiche tangenti lungo 
una curva di 12.m0 ordine alla superficie di KUMMER (**). 

L'equazione della auperficie di KUMMER in coordinate 2 come anche quella 
di questo fascio di superficie di 6." ordine hanno la rimarchevole proprietà di 
essere razionali negli invarianti fondamentali della sestica f ;  10 studio di tali 
equazioni formerà l'dggetto delle Memorie seguenti. 

5 1. Gruppi di punti su di una curva iperellittica di genere 2 
e loro relazione cogli integrali di 1." specie. 

Se immaginiamo al modo solito rappresentata una curva iperellittica di 
genere p .= 2 ,  per mezzo di una superficie di RIEMANN a due falde e con sei 
punti di diramazione, possiamo facilmente studiare le coppie di punti esistenti 
su questa forma iperellittica. 

Propriamente consideriamo due punti qualunque non coniugati, cioè che 
non stanno l'uno sovrapposto all'altro in ciascuna delle due falde della su- 
perficie. 

Allora il teorema di RIEMANN e ROCH ci dice che tali punti non possono 
mai muoversi corresidualmente a loro stessi. Se invece i due punti dati sono 
coniugati, allora possono muoversi in una sola maniera corresidualmente a 
sè stessi. 

Si  ricava dunque che sulla nostra forma iperellittica esistono due specie 
di gruppi di due punti, cioè: 

1." gruppi generali; 
2." gruppi speciali, formati di due punti coniugati. 

(*) Oltre di ci6 l a  X4 pub esprimersi corne somma dei quadrati di tutte le 10 o p a ~ L  
(**) BURKHARDT, Systenzatik, etc. Math. Ann., Bd. 35, § 21. 
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Immaginiamo ora ciascuno dei due integrali w di 1." specie scisso nelle 
sue parti, reale e iminaginaria: 

e consideriamo ai cr.2 pi 6 ,  come le quattro coordinate di un punto in uno 
spazio a quattro dimensioni. Tale punto 10 chiamiamo il punto (w). 

Incominciamo col fissare in questo spazio il punto origine e prendiamo 
poi gli altri punti corrispondenti alle coordinate: 

1." punto Wi = 0 4 1  W2 = 0 2 1  

dove le o sono al solito i periodi degi i  integrali. Allora questi quattro punti 
insieme al punto origine formano i vertici fondarnentali di un parallelepipedo. 
Ogni altro rertice sarà dato da: 

4 (1) + t 2  (11) + t,(III) + t,(IV), 

dove (1) (II) (III) (IV) sono i quattro punti fissati sopra e le t sono numeri 
interi e propriamente hanno O il valore O O il valore 1. 

Possiamo dividere tutto 10 spazio a quattro dimensioni in tanti paralle- 
lepipedi congruenti a questo; ogni altro vertice di questi nuovi parallelepipedi 
sarà dato dalla stessa formola precedente dove perb le t hanno il valore di 
un qualunque numero intero. 

È chiaro che ogni punto del10 spazio cod diviso tiene sempre il suo con- 
gruente in un punto del parallelepipedo iniziale, ne1 senso che togliendo O 

nggiungendo opportunamente alle sue coordinate un numero in tero di periodi, 
si potrà sempre giungere ad un punto del parallelepipedo primitivo. Di qui 
si ricava che ogni coppia di punti sulla nostra forma iperellittica trova sempre 
un punto (w) ad essa corrispondente ne1 parallelepipedo iniziale. 

Consideriamo prima un gruppo gene?.de di due punti. Poichè esso non 
pub, come abbiamo detto, muoversi corresidualmente a sè stesso, cos1 non vi 
~ a r à  che solo esso che corrisponda ad un certo punto (w) del parallelepipedo 
iniziale; e d'altra parte è chiaro che non possono esistere due punti (w) ne1 
parallelepipedo iniziale corrispondenti alla stessa coppia di punti (x). 

Esaminiamo ora una coppia speciale x' x". 
AnnaZZ d i  Matematica, tom0 XVIII. 18 
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Per essa gli in tegrali : 

sono ambedue zero; onde a tale coppia non corrjsponde che solo il punto 
origine del10 spazio (w). 

Ma poichè la coppia specz'ccle pub muoversi corresidualmente a sè stessa, 
si ricava clle al punto origine delle zo corrispondono tutte le infinite coppie 
d i  punti coniugati. 

Ora capita la domanda: Ad ogni punto del parallelepipedo delle w cor- 
risponde sempre una coppia di punti sulla superficie di RIEMANN? In  altri ter- 
inini, la totalità di tutti i punti w che corrispondono a tutte le coppie possibili 
di pudi  riempiono tutto il parallelepipedo, O solo una parte di esso? 

Un celebre teorema di Jacosr detto teorema d'inversione ci dà la risposta 
a questa domanda, e ci dice che non vi è punto (w) a cui non corrisponda 
una coppia di punti sulla superficie di RIEMANN. 

Di qui si ricava che : ogni funxione razionale szinmetrica dei due punti 
sarà una funxione rnonodroma degli integrali w, w,. 

hol t re  sarà chiaramente ulca funxione quattro volte periodica. 
Poichè perb, data una coppia di punti sulla superficie di RIEMANN, non 

vi corrisponde un solo punto (w), ma infiniti di tali punti, ciascuno in uno 
degli infiniti parallelepipedi congruenti, non si pub dire reciprocamente che 
ogni funzione monodroma degli integrali w, sarà una funzione razionale dei 
due punti x, y (*). 

Noi intanto prendiamo per ora questa definizione generale di fu?zsioni 
iperellittiche. 

Per fidnxioni iperellittiche si intendono pelle funzioni rnonodrome deyli 
cwgonzenti trascende~zti che sono funxioni algebriche degli argomenti algebrici, 
intendendo per argomenti truscendenti gli integrali di l.a specie e i loro pe- 
riodi, e per argomenti algehrici i spunti della superficie di RIEMANN e i coef- 
ficienti della sestica fondamentale, cioè i nzoduli di tale superficie. 

In seguito ci saranno utili anche i due altri risultati che inseriamo qui 
appresso : 

1. Gli integrali di 1." specie sono funzioni non diramate dei gruppi di 
punti x della superficie di RIEMANN, il che significa che essi hanno sempre su1 

*) D U R I ~ H A R D T ,  Sptemat ik ,  etc. Math. A n n . ,  Bd. 35, S 12. 
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piano x (BU cui è distesa la superficie di RIEMANN) gli stessi punti di diraina- 
zione che h a  la  riemanniana, cioè le radici della sestica fondamentale f(x). 

La stessa proprietà vale dunque anche per qualunque funzione n-iono- 
d~oma delle W.  

2. Viceversa ogni funzione simmetricn raxionale dei gruppi di punti é 
una funzione non dirarnata nello spazio a quattro dimensioni in cui esten- 
diamo i due integrali w;  cib dipende da quel10 che abbiamo detto avanti, che, 
cioè, tale funzione è una funzione monodroma delle W .  

f$ 2. Gruppo abeliano. 

Se noi percorriamo colla variabile d' integrazione , nell' integrale di 
l.a specie, un cosiddetto taglio canonico della superficie di RIEMANN, otteniamo 
per risultato uno dei periodi o. 

Se invece percorriamo un cammino chiuso qualunque, otteniamo in ge- 
nerale una funzione lineare, con coefficienti interi, dei periodi. 

Onde se noi da  un sistenia di tagli canonici passiamo ad un altro, i nuovi 
periodi (che non sono altro che il risultato dell'integrazione lungo cammini 
chiusi nella primitiva superficie) saranno certamente funzioni lineari degli an- 
tichi con coefficienti interi. 

Indicando i periodi w con due indici, di cui il primo rappresenta l'indice 
dell'integrale a cui quel periodo si riferisce, e il secondo si riferisce al taylio 
cnnonico percorrendo il quale si ha quel periodo, e indicando con o gli antichi 
periodi e con w' i nuovi, si ha propriamente che: 

wlll ) ~ ' i 2 )  ~ ' 1 3 )  ~ ' 4 4 )  

si esprimono ciascuno linearmente e con coefficienti interi per mezzo di 

Analoghe formole sussisteranno fra le wtZi e oei. 

Si hanno dunque in tutto due sistemi di variabili fra loro cog~ediepzti. 
Analogamente è chiaro che w'; si esprimerà come la somma di wi e di 

una combinazione lineare con coefficienti interi delle wii  W i g  

Studiando ora un po' più da vicino queste sostituzioni lineari che chia- 
meremo, d a  ora in poi, sostituzioni abeliane, si trova subito una certa funzione 
delle w ,  la quale deve godere della proprietà invariantiva rispetto a queste 
sostituzioni. 
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Si sa  che i periodi OI debbono soddisfare a certe relazioni bilineari. Si 
dimostra che i primi membri di tali relazioni godono della invariantività per 
la trasformazione lineare (*). 

Cib è appunto che specializza queste sostituzioni e fa che i loro coeffi- 
cienti numerici interi debbono sempre soddisfare a certe relazioni facili a 
trovarsi (**). 

Osserviamo inoltre che siccome poi anche reciprocamente gli antichi pe- 
riodi debbono esprimersi linenrmente per i nuovi, con coefficienti inter?; cosi 
il determinante della sostituzione deve essere eguale a + 1, e unendo poi 
questa proprietà con quelle altre adesso stabilite, si trova propriamente che 
tale determinante deve essere eguale a + 1. 

' Le sostituzioni di ta1 natura formano un gruppo che si chiama gruppo 
abeliano. 

Ora si presenta il problems, di determinare tutte le sostituzioni mediante 
cui possono esprimersi tutte quelle del gruppo abeliano. 

Per  p = 2 si pub dimostrare che esistono solo yuattro di siffatte sosti- 
tuzioni elementari (***). 

Noi abbiamo visto avanti che vi sono certe condizioni, perché un sistema 
di sostituzioni rappresenti un cangiamento di sistema di tagli canonioi della 
superficie di RIEMANN. 

(*) BURKHARDT, Opera cit., pag. 203. La dimostrazione rigorosa si trova in JORDAN, 
Traite' des substitutions. 

(**) BURKHARDT, loco cit. 
(***) KRAZER, Annali di Mat., vol. 12, pag. 296. 

CLEBSCH-GORDAN, Abelsche Funct., pag. 304. 
KRONECKER, Ueber bilineare Formen. Berl., Monatsb., 1866. - Crelle's Journal, 

vol. 68, pag. 273. 
JORDAN, Traité des substitutions, pag. 171. 
KRAUSE, Die Transf. der hyp. Funct. Leipzig, 1886, pag. 69 e seg. 

In quanto alla teoria della trasformazione vedi anche: 
HERMITE, Comptes Rendus, t. 40 (1855). 
BRIOSCHI, 5ur la transformation des fonct. Abeliennes, Comptes Rendus, t. 47 

(1858). - Sulla trasfornzazione delle funz. &erell. Lincei. Rend. 1885. 
THOMAE, Die allg. Trasf. d e r  O-Funct. Gottingen, 1864 Dissert. - Crelle, vol. 75. 

.- Zeitschrift f. Mat,h. und Phy., Bd. 12. 
K~NISBERGER, Crelle, vol. 65. 
WEBER, Crelle, vol. 74. 
DORN, Die Form und Zahl der Repraesentanten, etc. Math. Ann., Bd. 7. 
KRAUSE, Sur la transformation des fonctions hyp. de IsW ordre. Acta Math.! 

t ,  3, - Zur Transformation, etc. Crelle, vol. 95-98. - Math. Ann. 17-25. 
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Tali condizioni ci si presentano dunque corne necessarie. Ora si domanda: 
Sono esse anche sufficienti? I n  altri termini, ogni sostituzione abeliana rap- 
presenta sempre un cangiamento del sistema di tagli canonici? 

La risposta a questa domanda è affermativa. 
Per  dimostrarlo si fa vedere geometricamente che ogni cangiamento del 

sistema di tagli si pub comporre sempre niediante quattro cangiamenti ele- 
meritari che corrispondono poi alle quattro sostituzioni elementari; ogni altra 
sostituzione abeliana cornponendosi mediante queste quattro , corrisponderh 
dunque ad un cangiamento del sistema di tagli (*), 

3 3. Sottogruppi per congruenze. 

Chiamando P in generale i periodi primitivi e P' i trasformati, le sosti- 
tiizioni abeliane sono del tipo: 

dove le h e c sono nuineri interi. 
Consideriamo ora le congruenze: 

W' = w + Bp hp Y@ 
(mod. n) ,  

P'a Bp Ca@ PB 

dove ra sia numero intero qualunque. 
Propriamente si intende che sono i numeri iiiteri h e c che debbono con- 

siderarsi presi ne1 campo di modulo n ;  in altri termini il simbolo (2) non sta 
a significare altro se non che noi vogliamo çonsiderare corne appartenenti ad 
una stessa catcgoria due sostituzioni in cui i coefficienti h e c siano rispett. 
fra loro congriii secondo il modulo n. 

È: chiaro che il caso (1) è comproso in (2) e da  esso si ricava per n = 1. 
Il numeso di tutte le sostituzioni (2) fra loro incongruenti è finito e di- 

pende da n. Esso è stato calcolato da JORDAN (**) ed è in  generale: 

(*) BURKHARDT, Syst. Math. A n n . ,  Bd, 35, § 7. - THOMAE, Crelle, Bd. 75. 
(**) JORDAN, Traité des substibutions, 1 ag. 176. 
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onde per p = 2 si ha: 

Vediamo ora come mediante le congruenze (2) si possono formare dei 
gruppi di sostituzioni. 

Abbiamo detto che tutte le sostituzioni (2) fra loro congruenti secondo il 
modulo n noi le vogliamo considerare come racchiuse nella stessa catcgoria. 

Yer n = 1 cib signifioa che noi consideriamo addirittura corne comprese 
in una medesima classe tutte le sostituzioni abeliane, e sappiamo, d'altra parte, 
che queste formano un gruppo. 

Ma ora si domanda; Sia n> 1 e raccolgo al solito in una medesima 
classe tutte le infinite sostituzioni fra loro congruenti (cioè che i coefficienti 
numerici h e c sieno rispett. e separatamente fra loro congruenti); tutte queste 
sostituzioni formeranno un gruppo? 

In generale, no. Perb benissimo accadere che sieno scelti in ta1 modo 
i coefficienti h e c, che tali sostituzioni formino precisamente un gruppo. 

Se oib aceade, esso sarà evidentemente un s&togruppo del gruppo prin- 
cipale (Hauptgruppe) (quel10 del paragrafo precedente che si ottiene per n = l), 
e percib 10 chiameremo sottoyruppo per congruenxe (congruenxuntergruppe). 

Oltre di tali sottogruppi, il gruppo principale ne conterrà in generale 
altri; e del resto anche limitandosi a quei soli sottogruppi cosi definiti, si pre- 
senta il problema interessantissimo di studiare quanti e quali sono i sotto- 
gwppi per congruenxe corrispondenti ad un dato modulo n (**). 

L'indice di un sottogruppo è il ilumero di tutti i valori che una funzione 
appartenente al sottogruppo, acquista quando ad essa si applichino tutte le 
sostituzioni del gruppo principale. 

(*) Per  p = 1 vedi GIERSTER, Math. Ann., Bd. 18 e 26. - Per  p = 2 vedi BOLZA, 
Math. Ann., Bd. 33. 

(**) Per  p = 1 vedi i seguenti lavori del Dr. FRICKE: 
Ueber Systeme ell@t. Modulfunct. Dissert. zu Leipzig. Braunschweig, 1886. 
Ueber die substitutionsgruppen, etc. Math. Ann., Bd. 28, pag. 99. 
Die Congruenzgru3pen der sechsten Stufe. Math. Ann., Bd. 29,  pag. 98. 
Ueber die ausgezeichneten Untergruppen, etc. Math. Ann., Bd. 30, pag. 345. 
Ueber ausgezeichnete Untergruppen in der Gruppe der elE$f. Modulfunct. Math. 

Ann., Bd. 31, pag. 227. 
Vedi poi anche i lavori del KLEIN (Math. Ann., Bd. 14,  15, 17), HURWITZ (Math. 

Ann., Bd. 27), etc. 
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Se i gruppi risultano di un numero Jinito di sostituzioni, allora l'indice 
- - 

del sottogruppo si ottiene, come si sa, dividende il numero delle sostituzioni 
del gruppo per il numeïo di quelle del sottogruppo. Ma ne1 nostro caso i gruppi 
risultano di un numero infinito di sostituzioni; in ta1 caso l'indice si trova ne1 
seguente modo. 

Sieno : 
1 si &..., 

tutte le sostituzioni del sottogruppo. Si prenda una sostituzione T non corn- 
presa in queste e si formino: 

Si prenda daccapo un'altra sostituzione U non compresa nè nella prima, nè 
nella seconda serie, e si formino: 

us, ... . 
E cos1 di seguito. Allora il numero di tutte le linee che si verranno a formare 
sino ad esaiirire tutte le sostituzioni del gruppo principale, rappresenterà 
l'indice richiesto. Esso in generale potrà essere j n i t o  O in$nito. Per i sotto- 
gruppi che ci occorrerà di considerare in seguito, tale indice è sempre finito. 

9 4. Sottogruppi principali. 

Ne1 paragrafo precedente abbiamo stabilito che cosa si intenda per sotto- 
yruppo pet- congvuenxe. 

Ora fra tutti i possibili di tali sottogruppi ve ne sono certi speciali che 
vogliamo qui studiare. 

Consideriamo tutte le infinite sostituzioni abeliane congruenti secondo il 
modulo n a quella i cui coefficienti sono rispettivamente: 

h = 0 ,  O, ... O 

c = 1, O, ... O 

O, 1, ... O (4 
S . . . . . . . . .  1 
O, O, ... 1. / 

h facile prima di tutto vedere che tali sostituzioni formano un gruppo; 
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infatti il prodotto di due di esse, giusta la regola generale per la formazione 
del prodotto di d i e  sostituzioni lineari, ha sempre i suoi coefficienti congruenti 
a quelli dello schema (a ) ,  onde B sempre una sostituzione della medesima 
categoria. 

I l  sottogruppo cos1 formato 10 chiameremo: sottograppo prhcipale di n.ma 
specie (*) (ater Stufe). 

Cos1 si vede che il sottogruppo principale di 1." specie non è altro che 
il gruppo totale abeliano. 

L a  sostituzione i cui coefficienti sono quelli dello schema (a) la chiame- - 
rem0 la istitiizione identica. 

Esaminiamo ora se l'indice del sottogrzcppo prificipale è finito O infinito. 
Si pub far vedere che una sostituzione abeliana S rnoltiplicata per una 

sostituzione del sottogruppo principale dà luogo ad un'altra sostituzione S' 
congruente ad S secondo il modulo lz, e che viceversa due sostituzioni S, Sr 
fra loro congruenti, possono ricavarsi l 'ma  dall'altra moltiplicando S per ;na 
certa sostituzione del sottogruppo principale. Onde una funzione F apparte- 
nente al sottogruppo principale acquista 10 stesso valore per due sostituzioni 
S, S' fra loro congruenti. Onde infine il numero dei valori di F, cioè 2'indke 
richiesto non è altro che il numero N da noi determinato ne1 paragrafo pre- 
cedente. 

5. Le funzioni iperellittiche come funzioni di gruppi. 

Ne1 § 1 abbiamo definite le funzioni iperellittiche come quelle funzioni 
monodrome negli argomenti trascendenti, le quali sono algebriche negli argo- 
menti algebrici. 

Ora noi osserviamo due cose: 
1." Che gli argomenti algebrici restano inalterati se le w si aumentano 

di multipli di periodi; 
2." Che gli argomenti algebrici sono indipendenti da1 sistema di tagli 

canonici della superficie di RIEMANN. 
Onde si ricava che quelle tali funzioni iperellittiche di cui abbiamo par- 

lato, che sono raxknuli negli argomenti algebrici, sono funzioni che restano 
inalterate per tutte le sostituzioni del gruppo abeliano, cioh appartengono n 
quel gruppo. 

(*) KLEIN, Leaioni, semestre d'estate 1887. - BURKHARDT, Systematik, pag. 225 e seg. 
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Se a r a  consideriamo in generale le funzioni algebriche àegli argomenti 
algebrici, esse per tutte le sostituzioni abeliane acquisteranno un numero firzito 
di ~ a l o r i ,  quindi in generale apparterranno ad un sottogruppo di ordine finito. 

Le funzioni iperellittiche quindi ci si presentano qui corne funzioni mo- 
nodrome delle w e funzioni appartenenti a certi sottogruppi del gruppo abe- 
liano, O al gruppo abeliano stesso. . 

Limitandoci a considerare solo quei sottogruppi che abbiamo cliiamati 
principali e che sono appunto di indice finito, abbiamo una serie di funzioni 
iperellittiche di l.a, 2.a,. . . n.*a specie secondochè appartengono a sottogruppi 
principali di l.", Z.", . .: nma specie. 

È da qucsto punto di vista che noi ci poniamo cos1 sotto gli occlii tutto 
il quadro delle funzioni iperellittiche. Perb ci si presenta qui la domaiida: 
Le funzioni qu i  definite sono, intere negli argomenti trascendenti? 

Risponderemo che non 10 sono; perb, e questo è un punto fondamentale 
della teoria delle trasceiidenti, sono sempre il quoziente di funzioni it1te2.e che 
chiameremo funzioni jacobiane di 1 .", 2.", . . . n.ma specie. 

L e  funzioni jacobiane di 2.a specie sono le o di KLEIN, quelle di l.a specie 
sono le 2 (*). 

Qucste tali funzioni jacobiane non possono perb includersi nella classifi- 
cazione generale da noi data sopra, in quantochè esse non appartengono ad 
un sottogruppo di indice finito (**). 

3 6. Le funzioni iperellittiche ridotte a covarianti. 

Prendiamo per fondamento anzichè gli integrali w coi periodi w ,  i co- 
siddetti integrali normali  u, cioè tali combinazioni delle w che i quattro periodi 
di v, v, sui due tagli canonici A ,  A ,  di l.a specie (***) si riducano rispetti- 
vamente -a 

1 O 

0 1, 
mentre gli altri quattro sieno: 

i riz 

(") K L E I N ,  Hyp. Sigmafunct. Math. Ann., Bd. 27, pag. 462. 
(**! BURKHARDT, Syst., pag. 245. 
("**) BURKHARDT, Opera cit., pag. 202. 

Annali d i  Matematica, tom0 XVIII. 
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Allora consideriamo una funzione monodroma di tali argomenti trascen- 
denti raormali. 

PoichQ questi godono della proprietà invariantiva rispetto alla trasforma- 
zione lineare della sestica fondamentale f ,  la stessa proprietà dovrà avere la 
funzione monodroma di cui si parla. 

Onde le funzioni iperellittiche definite ne1 paragrafo precedente diventano 
covarianti O invarianti algebrici di f. - 

Possiamo dunque fare questa notevole riduzione al problema; cioé anzichè 
considerare funzioni algebriche qualunque delle coppie di punti della superficie 
di RIEMANN, considerare in ispeciale tali funzioni che godano della proprietà 
invariantiva rispetto alla trasforrnazione lineare della sestica fondamentale. 

Tali altre funzioni iperellittiche le potremo poi esprimere a loro volta 
come quozienti di funzioni jacobiane, godenti di un'arialoga proprietà inva- 
riantiva, e che potranno quindi considerarsi come dei covuriatati trascendenti. 
Cos) ne1 caso di specie 2, le funzioni @ generali rappresentano le funzioni 
jacobiane non covarianti, e invece le o di KLEIN sono proprio queste tali fun- 
zioni cûvarianti. 

Tutto cib che abbiamo detto nei paragrafi precedenti in quaiito alle 
relazioni fra le funzioni iperellittiche e i gruppi e sottogruppi abeliani, resta 
perfettamente inalterato, giacchè queste nuove funzioni sebbene immediata- 
mente funzioni di v e t pure sono mediatamente funzioni delle w e w e quindi 
soddisfanno a tutte le cose dette avanti. 

3 7. Punzioni Jacobiane di l .a  specie 2. 

Sia X(x' x") la forma media (mittelform) introdotta da KLEIN (*), e pro- 
priamente sia quella forma media formata con quel10 speciale integrale di 
3." specie chiamato Q, e sia cp(x 'x ' )  un covariante razionale simmetrico in 
x' x", e di grado 38 (8 15 nurnero intero positivo), e che inoltre diventi O" 
per x' = x" (**). 

(*) Gottinger Nachrichten, 1687, pag. 518. - Math. Ann., Bd. 36. - Vedi anche le 
mie Memorie 1 e, III. 

(**) Si noti che qui consideriamo ciascuna delle x', m" come coppia di variabili omo- 
genee, cioe per x' intendiarno la coppia di variabili omogenee x', x ' ~ ,  e cosi per x". Inoltre 
si noti che cp non deve essere razionale che siilla superficie di RIEMANN, quindi pu6 con- - - 
tenere \lf(alJ, \lf.!zl') che su questa sono razionali. 
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Formiamo 1' espressione : 

2'" = (x' x'l)] y (x' x"). 

Ricordando allora le formole di periodicità della forma media X ,  si trova 
subito che la I; soddisfa alla seguente equazione funzionale: 

92% ( lo + j) 
Z(8 (w + o) = WJ (w) e 

Il numero 8 10 chiameremo ordine della funzione jacobinna di l.a specie 2 (*). 
Ricordarido la proprietà jnvariantiva della forma x costruita per l'inte- 

grale normale di 3." specie Q, si ha  che 2 13 un covariante t~usccndenta di f. 
xli xOi L e  2 sono funzioni dei punti - 9  - della superficie di RIEMANN, e 
2 ' 9  X"P 

quindi sono funzioni degli integrali w di 1.8 specie corne risulta da1 teorema 
d' inversione. 

Perb si pub dimostrare dippiù, che cioè esse sono addirittura funzioni 
rnonodro~ne e intere delle tu. Queste due asserzioni s i ,  possono dimostrare con 
un metodo perfettamente analogo a quel10 tenuto da1 BURKRARDT per dimo- 
strare che le funzioni CJ sono monodrome e intere nelle w (**). 

Si incomincia col far vedere che le 2 possono svilupparsi in serie secondo - 
le potenze ascendenti di x'- x", Ic quali serie convergano in un campo X 
piccolissirno attorno al punto Z", cioè al punto coniugato di x". 

Ora ne1 campo che nello spazio delle w corrisponde ad X, le differenze - 
x' - x" possono svilupparsi in serie secondo le potenze intere positive delle 
wi w,.' Lo stesso dunque potrà farsi delle 8. Con una facile considerazione 
si pub poi mostrare che il campo in cui convergono queste ultime serie pub 
estendersi indefinitivamente. Del resto che 2 sia una funzione intera delle w 
pub dimostrarsi anche nella seguente maniera. 

Essendo la forma media x eguale a 

C Q i ~ l  XII)  

5 f ( X I )  f (z") ' 
si vede che 2 pub diventare CO solo dove Q diventa oo, ovvero dove il de- 
nominatore \/ f (x') f (x") diventa zero. 

(*) KLEIN, Math. Ann., Bd. 27, pag. 463. 
("") BURKHARDT, Hyp. Siyrnafunct. Math. Ann., Bd. 32, pag. 431 3 23. 
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Ora Q diventa no solo quando x' = x" e propriamente in ta1 caso eQ di- 
venta soi; ma poichè (p è tale che per x' = x" diventa OQi ha  che 2 resta 
finito. 

Cos1 Vf(x1) f(x") diventa zero solo quando O z' ovverox" cadono. in un 
punto di diramazione; ma allora eQ diventa anche ôL, perchè eQ diventa m 
logaritmicamente col resi'duo - 1; dunque anche in questo caso l'espressione 
resta finita. Da queste due considerazioni risulta dunque che 2 è una funzione 
intera delle zc: (*). 

Inoltre le 2 sono in tere  e monodvo~ne anche nei coefficienti della sestica 
fondamentale; quindi riunendo tutte queste proprietà si ricava che esse pos- 
sono svilupparsi in serie secondo le potenze ascendenti intere positive delle 21;; 

inoltre i diversi terrnini del10 sviluppo debbono essere covarianti interi e ra- 
zionali della sestica fondamentale. 

$ 8. Sistema completo di funzioni iperellittiche 
e jacobiane di l.a specie. 

È chiaro che il quoziente di due funzioni jacobiane di 1." specie (de- 
firiite corne ne1 paragrafo precedente) costituisce una funzione iperellittica di 
1." specie. 

Si  pub dimostrare che esiste un sistema cornpleto di funzioiii ipeïellit- 
tiche di 1." specie, cioè un sistema di tali funzioni che ogni altra è espri- 
mibile razionalmente mediante quelle (**). 

È facile trovare tale sistema completo, se noi per un moment0 prebdiamo 
la defiiiizione antica di funzioni iperellittiche, cioè quella nella quale non si 
suppone che esse debbano avere la proprietà invariantiva. Allora si tratta di 
trovare il sistema coinpleto per tutte le funzioni simmetriche razionali dei 
due punti: 

( ' 7  ) (x", VV), 
della superficie di RIEMANN. 

(") KLEIN, Lezioni sulle funzioni iperellittiche. Gottingen, Sommersemester 1887. 
(**) Ci6 è analogo a l  fatto della esistenza di un sistema corxpleto di covarianti e invr- 

rianti di uria forma algebrica fondamentale pualunque. In quanta ad una dimostrazionc 
generalissima di quest'ultimo teorema, e anzi tale che da  essa si pub anche dedurre quelln 
del teorema del testo, vedi due recenti Note del Dr. HILBERT nei Gottinger Nachrichten di 
dicembre 1888 e gennaio 1889. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



d i  1." specie (Iter S t u f e )  per p - 2. 145 

Tale sistema completo risulta di (*): 

x' + x", x' x", df.'Jf." 

di cui le tre prime sono pari, cioè non cambiano se ciascuno dei due yunti 
si muta ne1 suo coniugato, e l'ultima è dispari cioè muta di segno se si fa 
il detto mutamento. È chiaro che in un sistema cornpleto, di funzioni dispari 
non ve ne pub essere più di unu, perchè se ve ne fossero due, il loro prodotto 
sarebbe una funzione pari,  e quindi una di esse si esprimerebbe razionalmente 
mediante l'altra e mediante funzioni pari. 

Cod per es. ne1 sistenia completo precedente è inutile includere l'altsa 
funzione dispari : 

xr\lf.' + x" if.". 
L e  funzioni di cui si parla si chiamano pari e dispari per la seguente 

ragione. Esse sono, come si sa dai paragrafi precedenti, funzioni delle w ;  ora 
le w mutano di segno quando ambedue i punti x' x" si mutano nei loro 
coniugati; quindi le funzioni da  noi chiamate pari e dispari, sono precisamente 
tali cunsiderate come funzioni delle W .  

Per  trovare ora il sistema completo ne1 caso in cui si voglia che le fun- 
zioni iperellittiche posseggano la proprietà invariantiva rispetto alla trasforma- 
zione lineare di f,, non dobbiarno fare altro che sostituire alle quattro fun- 
zioni precedenti altre quattro le quali sieno covarianti razionali, simmetrici 
in x', x" e quindi sieno esprimibili razionalmente mediante le quattro funzioni 
precedenti, e tali che viceversa le quattro funzioni precedenti sieno espri- 
mibili razionalmente mediante le nuove. Solo ne1 caso che si verifichi anche 
quest'ultima condizione, si potrà dire che il sistema nuovo è sostituibile all'an- 
tico. Ora sieno Zi, mi, i noti tre covarianti quadratici di f, e formiamo: 

Xi = (XI x " ) ~  Z,! 1,r ; Xz = (x' x " ) ~  m,. m,fl ; X3 = (2' x")e fiml ndr, 
-- 

X,  - f ( x ' )  \If (x") + a:~ aZ,ff X5 = a, 1 a$ a, \If0 - a.$, a,~ \If01 (XI x")~, 

dove adesso si intendono variabili omogenee, cioè introdotte xl,x',; x " , ~ " ,  e 
quindi propriamente per f(xf) si intende f(x',xl,). 

Se formiamo i rapporti di X, a ciascuna delle tre prime X, e poi di X, 
al prodotto delle stesse, abbiamo quattro funzioni formanti un sistema che si 

(*) BVRKHARDT, Syst., pag. 230. 
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pub sostituire all'antico; infatti ciascuna delle antiche potrà esprimersi razio- 
nalrnente mediante queste, come è facile verificare. 

Si  noti che per la formazione di X ,  è stata necessaria l'introduzione del 
punto ausiliario t ,  altrimenti non sarebbe stato possibile costruire un'espres- 
sione invariantiva ("). 

Del resto una X5 costruita con un'altra t si esprimerà razionalmente 
mediante quella di sopra. 

Se ora m~lt i~l ichiarno le quattro prime X per la  forma media x (vedi 
paragrafo precedente) e l'ultima per x3 ,  si hanno cinque funzioni jaçobiane 
degli ordini rispett. 1 e 3. 

L e  nostre quattro funzioni iperellittiche sono allora evidentemente quo- 
zienti di funzioni jacobiane. 

Poichè poi ogrii altra funzione iperellittica si esprime razionalmente sempre 
mediante le quattro dette, si h a  per risultato il teorema già annunziato (5  5): 

Ogni ficnxione iperellittica d i  1." specie si esprime sempre come il puo- 
xiente d i  funxioni jacobiane. 

Se gli integrali di l.a specie anzichè porli sotto la  forma (vedi $ 1): 

li poniamo sotto la forma equivalente: 

allora le cinque forme X diventano: 

le funzioni jacobiane corrispondenti le cbiameremo 2 cogli stessi indici. 

(*) Vedi BURKHARDT, Opera cit., pag. %4. Si potrehbe costruire una X5 che conteiiga 
il punto t non più linearmente: e infatti il BURKHARDT nell'opera citata ndopera una Xj 
che contiene t a terza potenza. Per i nostri sviluppi ci sarh phi semplice adoperare la 
nostra X5, la quale é quella appunto usata nelle citate lezioni di KLEIN (Sommersem. 1187). 
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di l . a  specie (It@ Stzcfe) per p = 2. 147 

Nei paragrafi seguenti ci proponiamo di studiare gli sviluppi delle 2 cos1 
formate in funzione degli integrali W. 

Le prime quattro sono funzioni pari, e l'ultima è dispari; quindi, per 
le cose dette ne1 paragrafo precedente, risulta che le prime quattro potranno 
svilupparsi in serie secondo le potenze intere ascendenti positive pari delle w, 
e l'ultima secondo le potenze dispari. 

Chiamando [wIg' un termine dello sviluppo di una delle prime quattro 2 ,  
si pub trovare tale termine di che grado è nei coefficienti di f i  

Osservjamo che essendo 1, m, n rispett. dei gradi 3, 5, 7, le 8,  2, 2, 2, 
3 

debbono venire rispettivamente dei gradi 2,  4, 6, O; inoltre 8, è di grado - - . 2 
1 

Ora le w sono ciascuna di grado - - onde [wIzv viene: 
2 

di grado v + 2 per 2 ,  

n Y f l  24, 

e un termine [wIgv+' di 2, viene poi di  grado Y - 1 (*). 

3 9. Sviluppo dell'integrale di 3." specie Q. 

Nella Memoria di BURKHARDT (**) sta calcolato solo il primo termine dello 
sviluppo di Q ( x  y), quando i due punti x;, y si avvicinano indefinitivamente. 
Per le cose che diremo in seguito ci importa di conoscere gli altri termini 
dello sviluppo. E d  è appunto questo l'oggetto della ricerca che intrapren- 
diamo ora. 

L'espressione di & è: 

x = x + <  
- 

2' = x + <', 
dove è il coniugato di x. 

(*) KLEIN, Lezioni cit. 
("8) Hyp. Sigrnafi Math. Ann., Bd. 32, pag. 407; formola (57). 
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Allora Io sviluppo di ~,p-~a;,-4 sia: 

1 I 
e quello di -;=-; -= sia: 

Vf (2)  d f ( 2 ' )  

Sviluppando dunque il numeratore dell'integrando di &, è facile vedere 
che restano solo i termini a corninciare da  quello di 2." ordine in 5 e , ~ ' .  
Inoltre tali termini debbono risultare tutti divisibili per (r  - c ' ) ~  (*) e inoltre 
debbono essere simrnetrici in c e c'. 

Quindi possiamo dire che i termini di 3." grado nelle g e c' debbono rac- 
cogliersi in M(c - C'Y (< + cf), 
non essendovi altra funzione simnietricn di 1." grado in e g', che la loro 
somma. E per trovare M basta allora evidentemente trovare semplicemente 
il coefficiente di g3 ne110 sviluppo generale. 

Kiguardo ai termini di 4.' grado essi dovranno riunirsi a formare: 

potendosi tutte le altre funzioni simmetriche di 2." grado in < e C' ridurre 
solo alle due: 

(ta + cl2) e r cf. 
Per  trovare P possiamo dunque trovare il coefficiente di c4 e per trovare Y' 

possiamo trovare il coefliciente di g3 cf a1 quale aggiungiamo il doppio di P. 
Si h a  dunque: 

i*) BURKHARDT, Opera cit., pag. 390. 
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di 1 . O  specie (Fer Stufe) per p = 2. 149 

lntegrando e supponendo poi g r =  g si ha: 

Resta a calcolare i coefficienti N, M ,  P, P' di cui solo il primo è csilcolato 
ne1 lavoro citato di BURKHARDT. 

1 coefficienti B, A hanno i seguenti valori: 

4 = B.', = P f " .  
4 V p  + 1) 7' 

Brg = p l 3  = P + l  f"' 
8 ( 2 p + l )  f 

9 15 f ' f ' f "  - - f f 1 9 f "  f --f'4 
1 Al4 = Arrr4 = - 2 
24 f 4  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
Annali di Matematica, tom0 XVIIT. 
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150 Pas ca 1 : Sopra le f m z i o n i  iprel l i t t iche 

Con queste espressioni troviamo finalmente i richiesti valori dei coeffi- 
cienti del10 sviluppo di Q. Si trova: 

Per p =-= 2 si hanno le formole: 
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di 1." specie (It" Stufe) per p = 2. 15 1 

5 10. Le tre funzioni jacobiane 8 , ,  Z,, 2,. 

Giusta le cose dette nei paragra6 precedenti queste funzioni hanno la 
forma : 

e le altre due si ottengono da questa scambiando 1 con m e n. 
Lo sviluppo di 2, è allora per y = x + C, il seguente: 

dove : 

In  quanto poi agli sviluppi degli integrali zo si ha: 
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152 Pasca  1: Sopra le funxioni iperellittiche 

dove : 

In quanto all'espressione di we, essa ha una forma perfettamente analoga, 
salvo che mancano i termini senza xi,  e quelli altri termini che in w, sono 
moltiplicati per x,, in w, sono invece moltiplicati per 1. 

Da queste formole, insieme con quelle precedenti per 10 sviluppo di &, 
risulta subito che il primo termine di 2, è, corne del resto si pub prevedere, 

[w] ;, = 1;. 

La  parte in c3 del10 sviluppo di 2, risulta quando in questo primo termine 
in luogo delle w (Che stanno a 2." grado) pongo i termini in r3 rispett. dei 
quadrati delle w O del loro prodotto. 

In altri termini il detto termine in c3 risulta quando in 

2: = 1; w: + 21i2, w,  ut,+ 1; w:, 
pongo in luogo di 

loi 1' espreasione ( x  - 
f' 
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di 1 .a specie (Itw Stuf) per p = 2. 153 
- - 

Ii termine in c4 di 2 risulta: 

1. Se in 1; pongo per w:, w ,  w,, w; i loro termini in c4, i quali, corne 
è facile vedere, possono risultsre in due modi, cioè: 

a) O coi prodotti dei soli termini in ("egli sviluppi delle w ;  
b) o coi prodotti dei termini in c con quelli in  CS. 

II. Se in [wI4 pongo per le w i loro termini in C. 

L a  prima parte la possiamo calcolare, ed è: 

Sottraendo ora le espressioni a) 6) da S,, si vede che si distruggono i 
termini in f"' ZJ., e restano termini tutti divisibili per f ,  che debbono dunque 
costituire la  parte seconda. 

Si ha per risultato semplicemente: 

1 - - (u 1y a:: 
4 

XI dove ponendo w ,  w, in luogo di , e di  
i f  

Analogamente : 

Queste espressioni sono le seconde àiberschiebungen di f rispettivamente 
SU 1, m,  ta. 

L e  loro espressioni mediante i covarianti del sistema completo della se- 
stica sono note (*). 

(W)  ORD DAN, Ifwuriant., II, pag. 287 e seg, - CLERSCH, Th, d. 6iu. Form., p. 285 e seg. 
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15 1 P a s c a l :  Sopra le fwaxioîzi iperellittiche 

Si ha  propriamente: 
1 1 [ w ] i , = - - A - - A . k  2  1 2  

dove A ,  B, C, A ,  k, ... sono i noti invarianti e covarianti della sestica (*). 

tj 11. Calcolo del termine [w]"n ciascuna delle tre prime 8. 

L a  parte in te del10 sviluppo di 2, risulta, oltrechè ponendo in [w]6 per 
le w i loro termini in t, anche dalle seguenti altre combinazioni: 

1. Ponendo in 12, per le w :  
a) Il  quadrato dei termini in c3 del loro sviluppo; 
6) I l  doppio prodotto dei terinini in c2 e c4; 
c)  I l  doppio prodotto dei termini in < e ci. 

II. Ponendo in [wI4 per le w :  
a) Quattro volte il prodotto della terza potenza dei termini in t per 

la prima dei termini in c3; 
b) Sei volte la seconda potenza dei termini in per l a  seconda dei 

termini in t2. 
Tali espressioni sono rispettivamente (a meno di un denominatore f5):  

1 9 ' 15 
6 )  , (f f'f'" - - 2 f f f 2 f "  + , f")l: 

(*) Il k d i  GORDAN è 10 stesso dell'i di CLEBSCH. 
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d i  1." specie (Fer Stufe) per p = 2. 155 

1 1 1 :(- 6 . 5 . 4 . 3  f fl' 4- K4 f f'f '" - ,, f f " f . ~ ) E  

Sottragghiamo la  somma di tutte queste espressioni da quella di S, del 
5 10. Si vede in primo punto che scompaiono i termini non divisibili per f", 
cib che appunto deve verificarsi, perchè l'espressione che rimane, dovendo 
essere il risultato che si ottiene ponendo per le w in [w]s i loro termini in 1.0, 

e inoltre dovendo [w]6 essere un'espressione intera, come sappiamo dalla teoria 
generale delle 2 ,  si ha  che vi deve rimanere solo il denominatore f3. 

Ponendo f sotto la. forma simbolica il risultato finale è: 

Xi ricordi che in queste espressioni è tolta l'omogeneità delle xi x,; essa 
è apparentemente di  10.0 ordine in x,  ma effettivamente è solo di 6.' ordine. 

$ facile vedere che esistono solo i seguenti due covarianti di 6." ordine, 
di 2.0 grado nei coefficienti di f, di 1." grado nei coefficienti di 1 ,  e fra loro 
linearmente indipendenti : 

(ab)' ui bS, 1; = 1 

(a b)nc (U 1)2 a: bX = II, 
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156 P a s c a  1: Sopra le funza'oni iperell i t t iche 

onde l'espressione precedente deve essere del tipo: 

Sviluppiamo ora 1 e II colle formole: 

(ab)4=2a:b3:-8aia,b ,b5$6a:aZ,b:b' ,  

( a  1)1 = a: 1; - 2 a, a i  1, 1, + u: 1: 

(ab)" a; bl: - 2 a, a, b, b,  $ ai b:, 

e paragoniamo allora ( 2 )  con (1) .  Si ha per risultato: 

onde infine: 

= - 8 '((f 1): f ] .  

e mutando 1 in m e n si hanno i termini psr le altre due 2. 
Da quest'ultima formola si ricava questo notevole teorema: 

u Il termine [ w I 6  in ciascuna delle tre 2 non è altro che, a xneno di 
un fattore numerico, la seconda überschiebung del termine precedente [wI4 
sopra f. n 

Un'analoga proprietà sussiste fra [wI4 e [wIe, perb in quest'ultimo caso, 
la cosa è prevedibile, perchè [wI4 dovendo avere la forma invariantiva, non 
pub svere altra espressione che (f, 1)' (a meno di un fattore numerico da noi 
avanti determinato) non esistendo altro covariante di 4." ordine e di 1." grado 
nei coefficienti di f e di 1. 

Per il caso invece che noi abbiamo posto in vista, non si pub più prevedere 
il risultato, perchè esiste effettivamente un altro covariante [oltre ((fl)', f)o] 
che sia di 6." ordine, di 2." grado nei coefficienti di f e di 1.' grado nei coef- 
ficienti di 1;  corne abbiamo sopra notato. 

Possiamo dunque porre in vista ques t~  risultato: 
a Gli sviluppi di 8,  2, Z, sono tali che, sino ai termini di  6.0 ordine, 

ogni termine si forma da1 precedente (a meno di un fattore numerico) facen- 
done la seconda überschiebung sulla sestica fondamentale, n 
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$ 12. Espressione definitha dei termini [wI6. 

Come abbiamo fatto per i termini [w]" cercheremo anche in questo caso 
di esprimere [wI6 mediante i covarianti del sistema completo della sestica. 

Si tratterà di calcolare le seconde überschiebzcngen di ( f1 )2 ,  (fm)?, ( fn)? 
sopra f. 

0 r a  le ( f l )"  ( fm)%, (fn)? sono note (vedi €j IO), quindi per calccdare i 
nostri termini [wI6 tutto si riduce a sapere calcolare le seconde iiberschie- 
bunyen sopra f delle seguenti espressioni : 

Ora ( f  lc)2 è proprio un covariante del sistema completo; esso è chiamato p 
da CLEBSCH. 

Inoltre: 
1 1 

( f ,  ~ ) ' = ~ l k - - B . f  6 (*), 

e infine facilmente si hanno le formole: 

1 ( f ,  12)$ = (a 1)" ai 1; - - (1 . a: 3 

essendo An l'invariante della quadratica Z: 

essendo A2m l'invariante simultaneo delle due quadrntiche Z, m. Le cspres- 
sioni di Alz, Al, sono note (**). 

Onde infine: 

(", GORDAN, Ii~variant., II, png. 279. 
(""1 CLEBSCH, pag. 299. 

Aanali di Matematica, tom0 XVIII. 
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158 Pu sca  1: Sopru le funxioni iperellitticlte 

Per y = x + < si trova il seguente sviluppo: 

Tenendo quindi presente l'espressione di 2, e gli sviluppi dei paragrafi 
precedenti, si ha: 

2, = 2 + T, c f T, r" !Ir, L-" 7'4 r4 + . . 
dove : 
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di 1." specie (Iter Ttufe) pey  p = 2. 159 

Se Ver le X, M, A ,  si pongono i loro valori (vedi 9) si trova che: 

Ti - Te = T3 = O. 

In  quanto a T, si trova semplicemente: 

1 1. 
= - / - ( a b ) 4 a t b ' ] .  f" 

Onde Io sviluppo di 2, è: 

5 14. La funzione dispari 8,. Termini di 5.' e 7.' ordine. 

Lo s v h p p o  della forma X, secondo le  potenze di A: 

- r5 / sa ,a :P+at ( '  2 c a : + 5 a : a , k ) t +  

f "  
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160 Pa s c a 1 : Sopru le funxioni iperellit tiche 

Inoltre 10 sviluppo di [X(xy)]3 è dato da: 

+ 3 A , + 6 A i A , + 3 A : f  ~ A : A , ) c ~ + . . .  

onde Io sviluppo di  8, è dato da: 

8, = T5C5+ T ~ < 6 + . - .  3 

dove : 

2 3 137 
f " f ' "  + - f f ' f  - 

8 - 16 80 
f "  
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Il primo termine di 2, è allora evidentemente: 

[w]:~ = 2 a5, a,. 

Per trovare il secondo termine togliamo da. Ty quel10 che risulta ponendo 
in [wI5 per le w: 

1." Cinque volte il prodotto delle quarte potenze dei loro termini in 
per quelli in c3; 

2." Dieci volte il prodotto delle terze potenze dei loro termini in per 
i quadrati dei termini in t2. 

Dobbiamo cioè togliere: 

Allora si vede ohe i termini in f t Z  si distruggono, corne deve accadere, 
9 

perchè essi sono i soli che conserverebbero per denominatore f', mentre che, 
per ragioni analoghe a quelle altre volte dette (vedi 5 II), debbono restare 

Y 

tutti termini solo col denominatore f i .  
Resta infine: 

1 
- ~ ( $ f l a : - - f ~ a ~ a , + f a : o :  3 

f' 
cioè : 

Onde il secondo termine di 8; é precisamente: 

[w];, = (aQeaW bLat = HLH,. 
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162 Pa sca l :  Sopra le fimxioni iperellittiche 

Togliamo da T, quel10 che risulta ponendo per le Ir-. 

1. I n  2a5,at: 
a) dieci volte il prodotto dei quadrati dei loro termini in c3 per il 

cubo dei termini in 5 ;  
B) venti volte il prodotto dei termini in c4 per quelli in ce e per i 

cubi dei termini in <; 
c) cinque volte il prodotto dei termini in t5 per le quarte potenze dei 

terrnini in I ; ;  
cl) trenta volte il prodotto dei termini in c3 per i quadrati dei termini 

in c h  per i quadrati dei termini in 5 ;  
e) cinque volte il prodott,~ delle quarte potenze dei termini in 5' per 

la prima di quelli in c. 
2. In Hy, Ht. 

a) sette volte la sesta potenza dei termini in 5 moltiplicata per la 
prima di quelli in C3; 

6) ventun volte il prodotto della quinta potenza dei termini in per 
la seconda dei termini in c2. 

Dobbiamo cioè infine togliere da T, la seguente espressione (a meno del 
i s 

denominatore f T ) :  

Si ottiene per risultato: 
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d i  1.a specie ( P r  Stufe) per p = 8. 163 

ovvero anche (sopprimendo un fattore cornune fe): 

Osa da1 sistema delle forme invariantive della sestica risulta che non 
esiste altro covariante di  10.' ordine e 3.' grado che solo 

k: f:. 

Onde il termine di 9." ordine in x e di 1.' ordine in t ,  che andiamo 
cercando, non pub essere che del seguente tipo: 

c k 3 t f 3 ; + c 1 & f 3 ; f t ,  (2) 

dove c ,  c' sono due coeficienti numerici da determinare. 
Poniamo in (2) per ic la espressione (a b)4 ai bi ,  e poi sviluppiamo i de- 

terminanti (ab) colla formola simbolica: 

(ab) = a ,  b, - a,b,, 

(si ricordi che qui le z non sono più variabili omogenee, ma si è supposto 
x, = l ) ,  e finalmente si ponga l'indice 1 in luogo dell'indice t. Allora risuha 
la seguente espressione: 

( c  $ 2  c') (012) - 8 cr(113) + 6 c' (122) + 
+- 2c(023) - 4c(014) + c(005), 

dove per brevità si è indicata col simbolo (1 mn) l'espressione: 

Intanto in (1) ponendo anche l'indice 1 in luogo dell'indice t e poi rac- 
cogliendo i termini simili, si ha :  
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164 Pu s ca 1: Sopra le funxioni ipereiiittiche, ecc. 

onde da1 paragone si ha: 

E passando infine dalle x alle tu si ha che: 

Gennaio 
Napoli, - 

Nllarzo 
1890. 
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Sulla teoria 
delle superficie di rivoluzione. 

(Di GEMINIANO PIRONDINI , 11 P a ~ ~ n a . )  

--- 

L i n e e  trocciale sulla stessa superficie d i  ~ivoluzioae. - Le superficie 
8, Si generate dalla rotazione attorno all'asse delle x delle linee L ,  L, rap- 
presentate dalle equazioni: 

x=x(u ) ,  y - y ( 4 ,  x = U ( u ) ;  x,=:x,(u), y,=yi(21)) x ,=U,(u) ,  

hanno per meridiani le curve: 

x0 = \/x2 + ye7 2, = U; Xi0 = \I 2: + y:? y,, = Ui ; 

quindi l'eguagliauza delle superficie 8, S, è stabilita quando sia: 

xL + y2 =xi + y;, U =  U,. 
La prima condizione è soddisfatta da: 

~ = \ , x i + ~ : c o s f ( u ) ,  y=\Ixi+y:senf(u), 

con f (u) funzione arbitraria di u e la seconda, serve a determinare z,;  percib 
tutte le linee rappresentate dalle epaxioni :  

x =  R-cosf(u),  y =  R.senf(u),  z = U ,  (1) 

qualunque sia la funxione f(u) d i  zc, ruotando attorno all'asse delle z ,  ge- 
nerano lu stessa superJicie d i  rivolzcxione, cioè quella generata dalla curva: 

X, = R. cosu, y, - R senu, 2 ,  = U n. (2) 

Le linee (1) abbiano, rispetto alla superficie di rivoluzione sulla quale 
sono tracciate, una determinata proprietà geometrica espressa dall'equazione: 

û ( f ,  R, U7 f', R', U',... )= O, (3) 
Annali di  Matemntica, tom0 XVIII. 32 
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166 Pi?. O tzd i n  i: Sulla teoriu delle superficie d i  ~.ivolu,' y~one. 

che lega fra loro le funzioni f ,  R, U e le loro derivate dei varii ordini; sup- 
ponendo di ricavare coli'integrazione: 

f=rp(R, U, R', U',... ), 
avremo: 

x-Rcoscf(R,  U, R', Ut,.. .), y=Rsenr f (R,  U, R', U',  ... ), a - U .  (4) 

Si supponga di determinare la funzione arbitraria U in modo da sod- 
disfare la condizione : 

cf (R , U, R', U', . . .) - U, (5) 

e sia U = +(R, R', . . .) il valore che si ricava per la U integrando Ia (5); 
le (2) divengono allora: 

x i=Rcosu ,  y , = R s e n u ,  x i = $ ( R ,  R',...). (6) 

Abbiamo cos1 il teorema generale u le littee le qacali, per rispetto alla 
superJicie generata dalla loro rotaxione attorno all'asse delle x ,  ha?zîzo una 
deter-minata proprietà geometrica espressa dall'equuxione differenxiale (3) sono 
rappresentate dalle equaxiotzi (4) ovvero dnlle (6), neièe puali rp (R ,  U, IZ', Ut, ...) 
è i l  valore della funxione f cke s i  ottiene i?;liteyrumio la (3) e $(R, R' ,...) è 
il valore della funxione U che si ottiene integrando la (5) n. 

Sema insistere soverchiamente sull'uso di queste formole, osserveremo 
che le (4) tornano opportune quando sia gih nota a priori la superficie di 
rivoluzione che contiene la linea; che se invece la superficie non si conosce 
a priori allora generalmente è più conveniente l'uso delle (6). 

Conviene osservare in fine che in moltissimi casi, dovendosi considerare 
sopra uiia determinata superficie di rivoluzione il sistema di linee aventi m a  
data proprietà geometrica, è conveniente assumere corne generatrice primitiva 
anzi che la linea (2), la linea (6) che appartiene al sistema stesso; a questo 
scopo basta sostituire nelle equazioni (4) al posto della funzione U la prece- 
dente +. Perb si deve osservare a questo riguardo che nella (3) entrano, in 
generale, varie costanti arbitrarie a ,  b, c,  . . . izitrodotte per esprimere anali- 
ticamente la proprietà geometrica della linea; tali costanti entrano pure nel- 
l'integrale di (3) e quindi nella (5); se quindi, assumendo per generatrice 
prirnitiva la  (6), vogliamo che le (4) rappresentino qualunque altra linea ap- 
partenente a quella determinata famiglia cui appartiene la (6)) si deve sup- 
porre di aver sostituito nella (3) alle costanti arbitrarie a ,  b, c , .  . . le dtre 
costanti a, ,  b, ,  ci !... 
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P i r  O n d i n i  : Sulla teoria delle superficie d i  n%olunione. 163' 

Avïemo duiique u le litzee le quaii, rispetto alla supeijcie ge~zeratct dalla 
Ioro rotnxiolze attorno all'asse delle x, h a m o  una determinata p~wprietà geo- 
metrica espressa dall'eqtrnxione diffel.enxiale (3), possono uerzire rappesmtate  
dalle equaxioni : 

nelTe quali + è la funxione cke entra nel teo~enza precedente e y ,  è cid d e  
fioiene la funzione rp del teorerna pvecedente, catnbintzdo Te costanti arbitrarie 
a ,  h ,  c ,  ... che atztrano nella (3) p inza  della sua integrasione (e dalle quali 
clipende i l  variare delle lifzee del sz'stevza) i n  altre costatzti arbitrarie a , ,  
O , ,  c i ,  ... n 

Le (7) possono servire più convenientemerite che le (4) per risolvere la 
questione di determinare tutte le linee di quella certa famiglia che si con- 
sidera, tosto che se ne conosce una; basterà, a questo scopo, far variare in  
tutti i modi possibili le costanti a , ,  b, ,  c ,,..., lasciando fisse le a ,  b: c , .  . . 

Applichiamo le considerazioni generali precedenti ad alcuiii casi parti- 
colari. 

A) L a  condizione che la linea (1) sia geodetica della superficie di ri- 
voluzione equivale alllaltra che la sua normale principale: 

ne1 punto generico (x, y, x) incontri I'asse delle x ;  tale condizione è soddis- 
fatta quando sin: 

con a costante. La (3) diviene quindi ne1 nostro caso: 

B) Si supponga clie la linea (1) sia lossodromia; se si indicano con 
X, Y, Z le ooordinate d'un punto qualunque della superficie generata dalla 
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rotaziorie di tale linea attorno all'asse delle x, si ha: 

Notando quindi che, se i è l'angolo sotto il quale L sega i meridiani, 
si ha: 

P se112 - -- = 
R f '  

( I B G  ~ n ~ f f ~ + ~ ' 2 + u f ~ '  
ne1 nostro caso la (3) diviene: 

con i costante. 
C) La linea (1) sia un'elica tracciata sopra un cilindro avente le ge- 

neratrici parallele all'asse delle x ;  avremo: 

dx Se quindi poniamo la condizione che sia - = cosi, con i cogtante, si avrà: 
ds 

che è l'equazione (3) corrispondente al caso di cui trattiamo. 
D) Esprimiamo la condizione che la linea (1) Qia una trajettoria orto- 

gonale delle eliche dell'elicoide da essa generato muovendosi di moto elicoidale 
attorno all'asse delle x ;  in ta1 cas0 la linea si dice geodetica pî.incipale del- 
l'elicoide e per essa, qualunque sia la variabile indipendente zc, deve essere 
soddisfatta la condizione (*): 

(*) S d l e  superFcie elicoiclali. Annali di RIaternatica, 1888. 
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nella quale p è il parametro del moto elicoidale. Applicando le (1) la prece- 
dente diviene : 

R 2 f ' - p u r =  0, 

che è la relazione a cui ora si riduce la (3). 
E) Sia la linea (1) la curva di contatto L della superficie generata 

dalla sua rotazione attorno all'asse delle x con un cilindro; la L pub allora 
considerarsi come una linea d'ombra della superficie per rispetto a raggi lu- 
minosi paralleli. 

Chiamando A ,  B, C gli angoli che la normale alla superficie in un punto 
qualunque fa cogli assi coordinati, si ha: 

ayaz azar azax ax az cosA:cosB:cosC= - --- - ( a .  a u  a @  au):(à;a;;-zz 

cioè: 

cosA:cosB: cosC=(xcosv-. ysenu)xf: (xsenv + ycosv)x':-@x'+ yy'). 

La  condizione 'esprimente che 1, è una linea d'ombra rispetto a raggi 
lurninosi paralleli alla direzione (cosil, cos f i ,  cos y )  è equivalente a quella che 
le normali alla supe;ficie lungo L &no perpendicolari alla direzione dei raggi 
luminosi; tale condizione è dunque: 

Per più semplicità supporremo di considerare la linea L nella posizione ini- 
ziale, corrispondente a z; = O; supporremo per di più che il piano coordinato 
y = 0 sia quel10 che passa per l'asse di rotazione ed b parallelo alla direzionc 
dei raggi lurninosi (piano meridiano principale); avremo allora: 

cosA: cosB: cosC=xx ' :  yx': - ( z x l +  yy'); 

e la condizione precedente divjene: 

xz' = cote.  (xx' + y$), 

Dunque Ia (3) 'assume la forma: 

U1cosf(zc) - cotOSR'=  0. 
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F) La linea rappresentata dalla (1) sia la curva di contatto della su- 
perficie generata dalla sua rotazione attorno all'asse deIle x con un cono; la 
linea L pub allora considerarsi corne una linea d'ombra della superficie per 
rispetto a ritggi luminosi uscenti da1 vertice di quel cono. Se tale vertice si 
trova sull'asse delle x: (ne1 qua1 cas0 il piano coordinat0 y = O si dice piano 
meridiano principale) alla distanza a dall'orjgine, i coseni degli angoli a ,  P, y 
che il raggio luminoso che va al punto (x, y, x )  della linea d'ombra fa cogli 
assi coordinati soddisfano alla condizione : 

Ricordando quindi le espressioni dei coseni direttivi degli angoli A ,  R, C 
trovate ne1 caso E), avremo: 

che è I'equazione a cui ora si riduce la (3). 
Sulle varie formole trovate nei casi A), B), C), D), E), F )  facciamo 

le operazioni e le trasformazioni indicate ne1 cas0 generale; si ottengono 
d o r a  i risultati seguenti: 

A) Forrnole relative allei geodetiche: 

x =R.cos  ( a Si"' + "' . du); y = R sen(al \ lRi2+ '" du); z = U (8) 
R2 - a' - ae 

RZ - aZ 
x , = ~ . c o s ~ J \ l f - = - ~ d u  Rz - nf  ; y 2 = R s s e n ( ~ ~ \ I - d u ) ;  RP - ui 

x2 = - l [VR' - a 2 ( R 2  + R") d u . .  
a 1 

B) Formole ~ e l a t i v e  alle lossodromie: 
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C )  Formole  relative ulle eliche: 

4t 2i -R'2  
1: = ~ . c o s l ~ ~ '  gB d u ;  y= R - s e n  ! u'2 

- R ' 2 d u ;  x = U  (10) 

tgg ii (A+ f R ' z ) - -  R ' e  
x2 == R * cos tge i 

R 
d u ;  

tgz ii 
I(RZ + R'Z) 7 - R'2 

y2  = R - sen  tg 2 

H 
d u ;  x, = \IR? + R ' ?  d u .  

D) E7oz.nzole relative nlle geodetiche p ~ i s t c i p u l i  d'elicoidi: 

xi = R n  c o s u ;  y,= R - s e n u ;  

x, = R. cos(: u ) ;  y, = R .  sen(: u) ;  z, =. ' p w u .  (11,) 
2' 

E )  Formole  relative al le  2inee d'ornbra, essendo i r a g y i  l zc t~s i?mi  lia- 
ralleli:  

RR' x =- cot 0 ;  R ~ U ~ - R , ~ C O ~ Z O  ; x = U  (12) 
U ' Y = U' 

xi = R c o s u ;  y, = Rsenu z ,  -; cot S(RL. d u  (12,) 
COS U 

cot O, x*=-, cot2 01 
cot F) R o o s u ;  y,=\I;--.cosgui cote F) COS 16 

F )  Formole  relative al le  Zinee d'ombru, e s s e d o  i m g g i  lu?îzijzosi coll- 
COrrenti: 

XI = R cos u ;  y ,  = R s e n u ;  

a a2 
. cl t' 

Xz = - R c o s u ;  c o s 2 u ;  z 2 = h . e  
ni 

(1 3 2 )  
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Appl icaxioni  delle formole  precedeioti. - a)  Se, col mezm delle (8), (8,), 
(8,) calcoliamo E, F, G le cui espressioni sono state date al caso B) e chia- 
miamo i l'angolo sotto il quale le linee stesse (B), (&), (8,) segano i meridiani 
delle superficie di rotazione, si trova: R s e n i  = a per le linee (€9, (8,) e 
Rsen i  = a ,  per le linee (8,). Queste relazioni esprimono il noto teorenia di 
CLAIRAUT relativo alle geodetiche delle superficie di rivoluzione; si ha cos) il 
significato geometrico della costante a nelle (8), (8,). e quel10 della costante a ,  
nella (8,). 

b)  Determiniamo quella superficie di rivoluzione nella quale vi sono 
due geodetiche tali, che il rapport0 delle distanze dei loro punti da  un piano 
fisso passante per l'asse è costante. 

Se le geodetiche domandate sono le linee (Bi), (8,) e se il piano fisso in 
xi discorso é il coordinclto x = O, si deve avere x, = - , con Ic costante; sarà 
k 

dunque : 

dalla quale si ricava: 

Le geodetiche domandate sono quindi rappresentate dalle (B,), (8,) e il 
meridiano della superficie di rivoluzione B rappresentato ne1 piano y = O dalle 
equazioni: 

dove R ha il valore precedentemente trovato. 
c) Una geodetica di una superficie di rivoluzione sia una geodetica 

principale di un elicoide del10 stesso asse; eguagliando fra loro gli argomenti 
delle funzioni circolari che entrano nelle (8 )  e nelle (Il), si ha un'equazione 
dalla quale si ricava: 

n RB' 
= U'. 

( I ( p 2  - aP)R2- nepz 
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Moltiplicando per d u  e integrando, si ottiene: 

equazione di uii'iperbole avente l'asse immaginario sull'asse delle 2 ;  in causa 
del valore trovato per U', la seconda delle (11) ci dà: 

la quale mostra che la geodetica trovata si trova in un piano parallelo al 
coordinato y = 0. 

Percib u la sola superj'icie d i  rivoltcxione in c u i  iuu geodetica è altresi 
geodetica principale d i  ulz elicoide avente 10 stesso asse è Z'ipe~boloide a unu 
falda e lu geodetica che ha tale proprietà è una gualunque delle sue gene- 
ru trici ~ettilinee n. 

tg il d) Se nelle (9,) poniamo - u == v ,  si ha : 
tg2 

' tgi 
~ ~ = ~ ( ~ ~ ~ ) . o o s v ;  y r = ~ ( $ v ) . s e n v ;  

e quindi, se la projezione equatoriale di una lossodromia è rappresentata in 
coordinate polari dall'equazione: R = q(u), la projezione equatoriale di qual- 
sivoglia altra lossodromia della stessa superficie è rappresentata dall'altra 

Per es.: se abbiamo q(u) =. emU ovvero rf(z4) = a u ,  sarà rispettivamente: 

le quali relazioni dimostrano cr se una lossodromia d i  una superficie di rivo- 
luxione ha per projexione eqzcatoriule una spirale logaritmicu O una spirale 
d'rl~chimede, tutte le altre lossodroîîzie della sulperficie hanno la stessu pro- 
prietà n. 

Poniamo la condizione che le projezioni equatoriali di due lossodromie 
di una stessa superficie di rivoluzioue siano due linee omotetiche rispetto al- 
l'origine degli assi; cambiando nelle (14) v in u e confrontando poi le equa- 

Anlzali di Matematica, torqo XVJII, 23 
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zioni ottenute colle due prime (9,), la  condizione che abbiamo posta ci dà: 

essendo n il rapport0 di similitudine. Siccome la funzione R(u), cambiando u 

in  * u non fa che acquistare un fattore costante, deve essere: 
tg il 

R {u) = h uk, (15) 
con h e k costantj. Assumendo per R(u) questa forma, si vede che si pub 
soddisfare alla (14)bi4asciando la costante h arbitraria e prendendo k corne 
segue: 

log n k =  
log t g i  - log . tg ii 

Osservando che dalla terza (9,) si ricava z = h [uk-1. J uzcot8i - kz d u ,  si 
J 

ha u la  linea rappresentata dalle equazioni: 

e l'altra raypesentata dalle equaxioni: 

zi = h uk-'\1u2cot2i- k2.  d u ,  S 
sono le sole c h  abbiano per projexione su1 piano z = 0 due curve simili e 
che, ruotando attorno all'asse delle x, generino la medesima superficie d i  ri- 
voluzione d i  cui esse sono due lossodromie 8 .  

La superficie di rivoluzione sulla quale si trovano le due 1ossodromi.e 
notevoli determinate ha per meridiano la curva: 

la quale, per k = 1, ovvero k = 2,  ovvero k = - 1, diviene rispettivamente 
la curva logaritmica: 

O la curva di 3." ordine: 
tg4 i x; = - (x, cot2 i - 4 h)S, 
9h  
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O la trattrice: 
[hcoti + \lhzcotzi- x, = h coti . log 

xll 

Si vede quindi che u f r a  le superficie d i  rivokuxiot~e deter~ninate si tram 
anche la superficie di LIOUVILLE; per essa f r a  le incliliazioni i e ii e il rap- 

tg  i i  porto di  similitudine n ha luogo la relaxione n = - n. 
t g  i 

e) Nella superficie di rivoluzione che ha per meridiano la linea: 

consideriamo le eliche le cui tangenti sono inclinate all'asse delle x dell'angolo 
costante i. Siccome dalla precedente si ha: 

e siccorne x, = U, x, = R,  si pub prendere: R = u, U == acot i  arc sen 

ed allora, applicando le (IO), si deduce: 

Eliminando u fra le due prime precedenti, si ha: x2 + yS = a y ,  equazione di 
un cerchio passante per l'origine e il cui centro si trova sull'asse delle y. 

Dunque u sulla superJicie d i  rivoluxione che ha per meridiano la cuwa 

z, = . u s e n t  tg i) le eliche, le cui tangenti sono inclinate ull'asse d i  rotazione 

dell'angolo costante i ,  sono eliche circolari e i cilindri sui puali esse sono 
descritte contengono l'asse n. 

Consideriamo su tale superficie un'altra elica appartenente a un cilindro 
colle generatrici parallele all'asse di rotazione; la projezione equatoriale del- 
l'elica circolare è rappresentata in coordinate polari dall'equazione R = asenu; 
se qnindi indichiamo con i, l'inclinazione delle tangenti della nuova elica sul- 
l'asse delle x ,  si avrà dalle (10,): 

x = a sen u cos J 
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Sia ara un'iperboloide di rivoluzione a una falda le cui generatrici sono 
inclinate all'clsse dell'angolo i; una di tali rette si pub considerare come una 

elica, per la quale si ha: R = - ' con b costante; allora le (10,) ci dànno 
sen zc 

per qualsivoglia altra elica della stessa superficie: 

tg2 ii 
COS2 U 

2, = - sen u sen u d u ,  

it% - CO,, ' - senJ Y i  = senu d u ,  xi = - l c o t i  - cotu, 
sen u 

le quali dimostrano che la superficie ha per linea meridiana l'iperbole: 

Confrontando queste equazioni colle precedenti, si deduce: 

x -- 21 - - senu, -- Y --senu; asenu b asenu b 

se allora teniamo conto delle formole che ci dànno x e xi e osserviamo che: 

% .  Y 2 , + y 2 ,  y,=ab.-. si== - 6 . c o t i . r o t  xi=ab---- xZ + y2 ' 
Si ha dunque K considerando l'iperboloide di rivoluxione a una falda A', 

x2 20" - 1 e la superjeie di ri- di cui la. lineu meridiana è l'iperbole o- - - - 
b2 ( b  cot i)g 

voluzione S generata dalla linea meridiona s, = a sen(: tgi), le formole 

(a), (b) trasformano rispettivamente S in Si ed Si irt 8. Proprietà di  qzcesta 
trasformaxione sono le seguenti: 

1.' P meridiani delle due super$cie s i  tvasformano gl i  uni negli altri. 
2." Le projexioni equatoriali di  due linee eorrispondenti sono inverse 

rispetto all'origine degli assi. 
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3." Qzcalunque elica della superficie primitiva appartenente a u n  ci- 
lindro colle generatrici parallele ail'asse d i  rotaxione viene ridotta in unu  
linea della stessa specie sul la  superficie trasformata;  e per d i  più le incli- 
naxioni delle due eliche sulle generatrici dei rispettivi cilindri sono le me- 
desime. 

4." L e  generatrici rettilirtee dell'iperboloide corrisponclono sd2a  super- 
ficie S ad eliche circolari n. 

f )  Osservando che le due prime (11,) hanno la stessa forma delle due 
prime (9,) si giunge anche per le geodetiche princjpali d'elicoide alla pro- 
prietà u se la  projexione equatoriale d i  una geodetica prirzcipale d'elicoide 
tracciata sopra una  datu superjîcie d i  rivoluxione è rappresentuta ita coordi- 
nate polari dall'equaxione R = <p(u), la  projexione equatoriale d i  yualsivoglia 
altra geodetica prilzc+ale d'elicoide traccinta szclla stessa superficie è rappre- 

sentatu dal l 'al tra epuaxione: R = y, - v n. t 1 
E quindi si ricava corne conseguenza u se una  sola d i  ta l i  lzizee ha pev 

projexione equatoriale una spirale logaritn~ica O d i  Archimede tutte le altre 
linee della stessa specie tracciate sulla medesinza superficie hanno la stessa 
proprietà n .  

Vediamo se una linea pub avere contemporaneamente le due proprietà 
di essere dna lossodromia della superficie da essa generata ruotando attorno 
a una retta e una geodetica principale dell'elicoide da essa generato muo- 
vendosi di moto elicoidale intorno alla stessa retta. Bwterà ricavare R dal- 
l'equazione che si ottiene egiiagliando fra loro le due espressioni di x, date 
dalla terza (9,) e dalla terza (I l , ) ,  cioè dall'equazione: 

R* =: pzcot2i. RZ - p"~, (1%) 
Questa si pub scrivere: 

d R  
P. = d u ,  R(1pcot2i - RI 

e quindi coll' integrazione dà : 

p cot i  + \ jpzcotz i  - Rz - log. 
R - ucoti - loga, 

con a costante. Si deduce da questa: 
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la quale riduce la terza delle (11,) all'altra: 

Eliminando u fra quest'equazione e quella che dà R, si ottiene: 

la quale rappresenta un cerchio di raggio p c o t i  che passa per l'origine delle 
coordinate ed ha il centro sull'asse delle x. 

Dunque u f r a  le lossodromie delle superficie d i  rivoluxione quelle che 
sono anche geodetiche prineipali dell'elicoide da  esse genernto muoven'dosi d i  
moto elicoidale ccttorno a117usse d i  rotaxione sono descritte sopra una sfera; 
f r a  i l  ~ a g g i o  r d i  tale s fera,  i l  paratnetro p del moto elicoidale e l'angolo 
costante i sotto i l  quale le linee segano i meridiani h a  luogo la relaxione 

= p c o t i  n. 

9 )  Chiarniamo S la superficie di rivoluzione generata dalla linea L 
rappresentata dalle equazioni: 

tgi  %=R.cos (~-u) ,  tg i y = ~ . s e n ( l u ) ,  tg i z = ~ ~ ~ ~ c o t ~ i - ~ " . d u , ( 9 , )  

e Si quella generata dalla linea Li rappresentata dalle equazioni: 

Supponendo data la funzione R(u) ed i, p fissi, le due superficie S e Si 
sono completamente determinate; dando alle costanti i, e p ,  tutti i valori pos- 
sibili, si hanno nelle (9,) le equazioni di tutte le lossodromie tracciate su di S 
e nelle (11,) le equazioni di tutte le geodetiche principali d'elicoidi tracciate 
sopra S,. Osservando alloïa che, per l'indeterminazione delle costanti i, e p, 
si pub sempre fare in modo, anche quando ne sia fissata una,  che le due 
prime equazioni (9,) e le due prime (11,) divengano le medesime, si ha il 
teorema u se s i  considerano le superJicie S, S,  generate dalla rotaxione at- 
torno all'asse delle x delle linee rappresentate dalle equazioni (9,), (Il,), nelle 

quuli  s i  aBbia - tgii = - " 9 e i cilindri uventi le generatrici parallele a117asse 
tgi P 

d i  rotaxione, si  ha d ie  ogni cilindro che intersechi N i n  una  lossodromia O 

S, in ana geodetica principale d'elicoide, intersecu rispettivamente SI in una 
geodetira princ-ale d'elicoide O S i a  una lossodromia n. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Pir O n d in i: Sul la teoria delle superficie d i  rivoluxionc. 179 

Fra le terze equazioni (92)) (llz) si pub eliminare R; infatti ~ii ha; 
"O 

R2 = p z f , ,  R)P-P~,  
4 z'i 

ed allora: 
= / \ lp (4cot ' i .  2': -a":)  

2 
d u. 

xl i  (4 
Percih u se s i  prende una  geodetica princ-ale Li d i  ula elicoide avettte 

per asse E'asse delle z, rappresentata dalle equaxz'oni (11,) e a partire dal 
piano x = O s i  prendono serlle ordinate parallele all'asse dei segmenti z dati 
dall'equazione ( a ) ,  i l  luogo L degl i  estremi è una linea che, ruotundo attorno 
all'asse delle x ,  genera ulza superjicie d i  rivoluxione sulla quale essa è ios- 
sodromia; tale linea segn i meridiani sotto Z'angolo i, dato dal la relaxione 

Pi tg& = - tg i  n. 
P 

Questo teoïema pub servire a trovare S quando si conosca Si; si sup- 
ponga ad es. che Si sia un cono, siccome in questo cas0 il meridiano è una 
retta che incontra l'asse delle x ,  si potrà nelle (11) prendere: 

U = v ,  R = a v ,  

essendo a una costante e v una variabile. Se pi è il parametro del moto eli- 
coidale, le (11) dànno; 

Per mettere queste eqiiazioni sotto la forma delle (Il,), si ponga: 

ed allorn le precedenti divengono: 

le quali dimostrano intanto che u 2e geodetiche principali d'elicoidi traccz'ate 
sopra u n  con0 d i  rivoluzione s i  projettano su1 p i a m  dell'epuatore i n  tante 
spirali $erbolicile n .  

Applicando la (a) si ottiene in questo caso: 

p \ i l  - g2eot2 i  z = - -  $- coti . arc . sen (u cot i) 
a 1 w 
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e se fra quest'equazione e l'altra R = 2 si elirnina u ,  si ha:  
a u  

p ' \ ( a 2 ~ ' ! - p 2 c o t 2 i  
,y=--  

a i u 
+ cot i arc . sen (pg) 1 . 

che rappresenta la linea meridiana della superficie S. 
Proponiamoci di vedere corne si deve prendere la funzione R(u) acciocchè, 

oltre aver Iuogo la  proprieta enunciata ne1 teorema precedente per le super- 
ficie S, s,, si abbia inversumente che i cilindri seganti S in una geodetica 
principale d'elicoide intersechino Si in una lossodromia. 

Dalle (9,) si ricava che le coordinate dei puuti del meridiano di S sono: 

e percib, applicando le (1 l ) ,  si trova che le geodetiche principsli d'elicoide 
tracciate su S sono rappresentate dalle equazioni : 

V@ Cot2 i - 
x = R .  C O S ( ~ J  ( 

J \/ ~ ~ e o t ;  - RI2 
R2 du), y = ~ s e n  

essendo n il parametro del moto elicoidale. 
Dalle (11,) si ricava che le coordinate dei punti del meridiano di S sono: 

e percib, applicando le (9), si trova che le lossodrornie tracciate su S, sorio' 
rappresentate dalle equazioni: 

essendo r l'inclinazione delle lossodromie sui meridiani. 
L a  condizione posta è soddisfatta quando rieecano eguali gli argomenti 

delle funzioni circolari che entrano nelle due terne d'equazioni trovate; tale 
eguagliamento conduce all'equazione : 

pJ ,/ r2 cote L - R2 d R  - = u + cost, pz  c0t2i .  z2cot2 : - R4 R 
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Osservando che in questa equazione uua delle costanti T ,  cotr é arbitraria, 
poichè esse compariscono moltiplicate fra loro si ha: rc se si consideerano le 
superjcie d i  riuolunione S, S, generate dalla rotnxione attorno all'asse delle x 

tgii pi delle linee rappresentate dalle equaxioni cg,), (11,) taelle qual i  - = - ed R 
tg i  22 

é dnto i n  funzione d i  zc dalla relaxione (17), e i cilindri che hanno le gem-  
m t r i c i  para2lele all'asse d i  rotaxione, s i  Iza che ogni cz'lindro che seghi S in 
ilna lossodromia O i n  una  ggeodetica principale d'elicoide sega Si ~ i spe t t i va -  
vzelzte i n  usa geodetica principale d'elicoide O i n  u n a  Eossodromia. Le super.- 
jicie trovate solzo le sole clle abbiano lu  proprietà enunciata a .  

Applicaxioni delle formole velatioe alle 2inee d'onzbra. - a)  Se, consi- 
derando la linea Li rappresentata dalle (12,) formiamo l'altra linea A, definita 
dalle equazioni : 

5 i = x i ,  = y ,  5 i = m z , ,  

con nz costante, la nuova linea A, si pub considerare corne una linea d'ombra 
relativa a raggi paralleli della superficie di rivoluzione generata dalla sua 
rotazione attorno all'asse delle x. 

Chiamando 8 ,  l'inclinazione su quest'asse del nuovo sistema di raggi 
luminosi, si avrà: 

cote, = m. cote; 

se per di più si osserva che nella terza (13,), la costante h è arbitraria, si - 

ha u se s i  plsende una linea d'ombra d i  una  superficie d i  ~ ivo luz ione  e s i  
variano le ordinate parallele all'asse d i  rotaxione i n  u n  rapport0 costante 
qualunque tn, s i  ottiene setnpre una l k e a  d'ombra d i  una  nuova superjcie 
d i  rivoluxiolle n. 

b)  L a  superficie che si suppnne illuminata da raggi paralleli sia quella 
di LIOUVILLE; indicando con m la lunghezza costante delle tangenti della tsat- - 

trice meridiana, si ha: 
m + \ 1 t n 2 - x i  

zo = \1m2 - xi - mlog Y 
50 

e a causa dell'arbitrarietà del significato geometrico della variabile u che 
entra nelle (12), potremo prendere: 

pnnali d i  Matematica, tom0 XVIIJ, S4 
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\l me - 2 2  
Siccome di qui si ricava: U' = --- 

t6 le (12) dànno : 

dalle due prime eliminiamo zc, si giunge all'equazione di 4." grado: 

e percib u nella superficie d i  LIOUVILLE le projezioni equatoriali delle linee 
d'ombra retutive a raggi lunzinosi paralleli sono curve del 4 . O  ordine pussanti 
per l'origine deyli assi e sirnmetriclze rispetto a questo punto n. 

c) L a  linea d'ombra di una superficie di rivoluzione, a causa della sim- 
metria della superficie, si compone ordinariamente del sistema di due lime 
disposte simmetricamente rispetto a lpiano meridiano principale; in alcuni casi 
queste due linee si riducono a una sola. 

Determiniamo la superficie di rivoluzioiie in cui una linea d'ombra, re- 
lativa a raggi paralleli, si compone di due linee tracciate sopra due cilindri 

r 
circolari aventi le generatrici parallele all' asse. Iridicando con - il raggio 

2 
della sezione retta dei cilindri contenenti le eliche, avremo: R = r sen(m f u), 
con tn costante; sarà quindi: 

cotel-du = cot8(rcosm u + r senm logcosu), 
COS U 

e le (12J dànno: 

xi = r cot 8(cosm . a + sen m . log cos u). 

Se dunque indichiamo con x,, x, le coordinate della curva meridiana, si ha :  

x O =  Jx:+y;- r . sen(m+u);  x , = z = r c o t ~ ( c o s m ~ u ~ s e n m ~ l o g c o s a ) .  (18) 

Se si fa uso delle (12,), abhiamo: 

 CO^ ei  x z = r a s e n ( m  +a),-cosu; y ,= rsen(m$u) 
cot 0 
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clie rappresentano qualunque altra linea d'ombra della stessa superficie. Po- 
c o t  ol nendo - cot O 

COSU = COSV, d'onde - cosv = cosu si ottiene : 
tg 0 

cbe è l'equazione polare della projezione equatoriale di una linea d'ombra 
qualunque. 

Chianiando 5 ,  rl le coordinate cartesiane dei punti di questa projezione, 
1' ultima equazione diviene : 

Dixnque .a la s u ~ e r j c i e  d i  ~z'uoltlxione in cui vi è ulza linea cl'onzb~a com- 
posta d i  due curve tracciclte s o p a  due c i1 i1d . i  circolari è quella clze ha per 
meridiano la curua rappresentata dalle (18); quulzinque altra litaea d'onzbra 
della stessa superficie si  projetta sut piano dell'eyuatore ttella curva del 
4 . O  ordine (19) n . 

Si supponga che i due cilindri contenenti le due curve che col loro in- 
sieme formano la linea d'ombra della superficie, ab'oiano i loro assi posti in 
un piano passante per l ' m e  di rotazione; si avrà allora m = O e quindi in 
questo cas0 il meridiano della superficie è la rurva: 

e qualunque altra linea d'ombra si projetta su1 piano 
del 4.' ordine: 

dell'equatore nella linea 

che è simmetrica rispetto all'origine. 
Per quanto è stato dimostrato al $ 3, caso e )  si pub aggiiingere che la 

linea d'ombra è ora un'elica circolare appartenente a un cilindro colle gene- 
ratrici parallele all' asse. 

Se poi la l ima d'ombra è tracciata sopra un unico cilindro circolare, 
allorn il cerchio sezione retta ha il centro sull'asse delle x e conseguentemente - 
In = L. la superficie ha d o r a  per meridiano la  curvn logaritmica: 2 '  
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e qualunque altra linea d'ombra ha  per projezione il cerchio: 

che ha  il centro sul17 asse delle x. 
d )  Ne1 problema precedente si è trovato una particolare superficie che 

ammette per linea d'ombra un'elica; più generalmente ora vogliamo deter- 
minare quelle superficie di rivoluzione in cui ciascuna delle due parti che 
compongono una sua linea d'ombra è un'elica di un cilindro colle generatrici 
parallele a117asse di rotazione. Eguagliando le due espressioni di xi date dalla 
terza (10,) e dalla terza (12,), si ha 17equazione: 

R ' COS u - = c o t i .  
R 

---' 
\jG20 - cotei .  COS" 

la  quale, moltiplicata per du e integrata, offre: 

con a costante arbitraria. Questn è l'equazione in coordinate polari della prn- 
jezione equatoriale della linea d'ombra; passando alle coordinate cartesiane, 
si ottiene: 

(t2 + >7")e - 2 a  . çoti  . (te + >72)1 = a2(cot26 - cot2i) (E2 + $), 

e dividendo per ( 6 2  -+ ?') : 

equazione di un circolo di raggio a cot 6 avente il centro sull' asse delle y alla 
distanza a cot i dall'origine. 

Dunque u se, relativarnente a r a y y i  luminosi paralleli, uulza superjcie d i  
rivoluxione ha per linea d'ombra i l  covydesso d i  due eliche tracciate sopva 
cilindri colle generatrici pcrrallele all'asse d i  rotaxio~ze, ciuscuna d i  ta& lilzee 
é un'elica civcolare n. 

Determinando la curva meridiana della superficie col eiolito metodo, si 
trova la linea: 

t g i .  tgOx, = a .  a r c - c o s  [ x i  + a2(cot2i - cota 8) 
2acot i -xo 1- 

4 a2cot2i-  xi - [x: + a2(cot2i - cot?O} - a .  arc . sen 
2 a c o t i .  xo 

Si osservi che le due eliche che col loro insieme formano l a  linea d'ombra 
incontrano l'asse di rotazione sempre e soltanto se 6 - i. 
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Se, facendo uso delle (12,) e operando corne ne1 problema precedente, 
determiniamo l'equazione in coordinate polari della projezione equatoriale di 
qualsivoglia altra linea d'ombra della superficie, si ottiene: 

R=a ( cotz '\I 1 - a  cos2v + \ /co12~ - co tz i .  - . cos2v , 
tg2 O tg2ei tg2 0 1 

la quale, trasformata in coordinate cartesiane 5 ,  yl e resa razionale, diviene: 

che rappresenta una curva del 4.' ordine. 
Ricordando quindi il teorema immediatamente precedente, si pub aggiun- 

gere u sopra una superficie d i  rivoluxione, illu?ninata da  raggi paralleli, non 
yud trovarsi più di una lima d'ombra di cui ciascuna purte sia un'elica d i  
un cilindro colle generatrici parallele all'asse n. 

e) Troviamo le superficie di rivoluzione in cui una linea d'ombra, re- 
lativa a raggi luminosi paralleli, è l'insieme di due geodetiche della super- 
ficie. Eguagliando i due valori di x, dati dalla terza (12,) e dalla terza (8,) 
si ha 17equazione : 

la quale, moltiplicata per d a  e integrata, dà: 

arc . sen (;) = k - arc . sen (sen O . sen u), 

da cui: 

con k. costante arbitraria. Tale è 17equazione in coordinate polari della pro- 
jezione equatoriale della linea d'ombra: passando alle coordinate cartesiane 
5, q si ottiene: 

sen2k -5" (cos2 8 - cos2 k)q2 = 2 a cos k . sen O q + aS, 

equazione di una conioa. 
Avuto 17espressione di R in funzione di u le (12,) ci dànno la liiiea 

d'ombra richiesta e sarebbe facile dedurre l'equazione della linea meridiana 
della superficie. Cercando, col10 stesso metodo esposto altra volta, l'equazione 
della projezione equatoriale di un'altra linea d'ombra qualunque della super- 
ficie di rivoluzione, si trova una linea del 4." ordine. 
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E percib u sopra una superficie d i  ~ivoluxione, iltuminatn da raggi pu- 
rulleli, non pu6 trovarsi che una sola Zirtea d'ombra ciascuna parte della 
quale sia geodetica della superficie e ciascuna di queste linee ka per proje- 
xione equatoriale una conica n. 

La  linea d'ombra trovata, essendo geodetica sulla superficie di rivolu- 
zione, è pure geodetica sulla superficie cilindrica tangente alla superficie lungo 
tale linea; la linea d'ombra è dunque un'elica le cui normali principali in- 
contrano l'asse delle x .  

Abbiamo dunque il teorema u se le no~mal i  principal2 d i  un'elica in- 
contrano una retta fissu r non parallela alle generatrici del cilirzdro che la 
contiene, la projexione normule dell'elica sopra un piano perpendicolure ad r 
è una conicu n. 

Onde la linea d'ombra si riduca a una sola geodetica, occorre che la 
projezione equatoriale sia simmetrica rispetto all'asse delle x, il che avviene 
quando a cos k . sen 0 = Q ; ma non pub essere a = O ,  in causa del significato 
geometrico trovato per la costante a ne1 Ej 3 :  d'altronde sen6 = O corrisponde 
all'ipotesi dei raggi luminosi paralleli all' asae, ne1 qua1 cas0 la linea d'ombra 

Tc 
è costituita da paralleli geodetici. Rimane quindi la sola soluzione 7c = - . 

2 ' 
allora si ha: 

$ = -  
2acos0 

s 
(\( cos20 + seu2 0 . cos2zc - sen 9 cos zc)" cos2 0 

e la linea meridiana è rappresentata dall'equazione: 

clie é quella di un cerchio' col centro sull'asse delle x ;  in questo caso la 
superficie di rivoluzione è una sfera. La  presenza di tale superficie fra quelle 
che hanno la detta proprietà era da prevedersi. 

$ da notarsi infine che soddisfano alla condizione proposta tutte le su- 
perficie di rivoluzione quando siano illuminate da raggi perpendicolari al- 
l'asse; ma siccome in questo cas0 la linea d'ombra si riduce a un meridiann, 
questo caso non pub essere contenuto nelle nostre formole. 

f) Il sig. DE-LA-GOURNERIE ha dimostrato che le sole superficie di ri- 
voluzione che, rispetto a raggi luminosi paralleli, ammettono una linea d'ombra 
piana sono quelle di 2.' ordine. 
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Applicando le nostre formole si possono determinare, più generalmente, 
le superficie di rivoluzione che, rispetto a raggi paralleli, ammettono per linea 
d'ombra il sistema di due curve piane. 

Potendosi supporre, senza togliere nulla alla generalità, che il piano di 
una delle due linee passi per l'origine, le coordinate de'suoi punti verificano 
l'equazione : 

z ,=ax i  + by,, 
con a e b costanti Avendo. allora presenti le (12,), si trova dopo alcuni 
calcoli : 

(asenu - bcosu)cosu logR + cost. =J 
(a cos u + b senu) cosu - cot O du. 

Determinato R in funzione di u, il probletna si pub considerare risolto. 
g) Determiniamo le superficie di rivoluzione che ammettono una linea 

d'ombra piana quando sono illuminate da raggi che emanano da un punto 
fisso situato a distanza finita fuori dall'asse di rotazione. 

Yer la simmetria della superficie, il piano della linea d'ombra deve essere 
perpendicolare al piano del meridiano principale, cioè al piano coordinato 
y = O ;  dobbiamo dunque avere: x - E + coti x e prendendo le coordinate 
dei punti della linea sotto la forma (l), sarà: 

(U- k)tgi 
cos f (u) = 

R 

Confrontando questa relazione coll' altra : 

RU1-  R'U 
cosf(2c) = -- 

a U' 9 

che si ricava dalle (13), abbiamo: 

equazione che si rende lineare col porre R L  2 t ;  ed allora, integrandola, ci dà: 

R 8 +  m u 2 - Z a . t g i . U + a k . t g i = O ,  

con m costante arbitraria. Quest'equazione, rappresentante il meridiano della 
superficie d i  rivoluzione domandata, è quella di una conica di cui un asse 
coincide coll'asse delle x ;  abbiamo dunque il teorema u le sole superficie di 
rivoluzione le quali, rispetto a raggi lumiazosi concorrenti, ammettono una 
linea d'ombra piana, sono quelle di 2." ordine n.  
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Questo teorema i? una generalizzazione di  quel10 ricordato del sig. DE- 
LA-G OURNERIE. 

h) Determiniamo le superficie di rivoluoione rielle quali Uha linea di 
ombra relativa a raggi concorrenti, si coinpone di due curve ciascuna delle 
quali è tracciata sopra un cilindro circolare colle generatrici parallele all'asse 
di rotazione, Avendosi in questo caso: 

R = r . sen(m + u), (20) 
con r ,  m costanti, risulta: 

S senuadu 
= log[rcosm.senu+(rsenm-a)cos.uI - a  

rcosm senu + (rcosm - a)cosu 

Notando che l'integrale del 2.' membro si riduce alle funzioni algebriche 
ponendo: cotu = v ,  dopo di che la quadratura si pub cornpletamente effet- 
tuare, si ottiene fac,endo uso della terza delle (13,): 

dove ~ 1 ,  P ,  Y sono costanti definite dalle equazioni: 

Si conclude quindi rr le superficie domandate sono quelle che hanno pei. 
meridiano la curva rappresentata d a l b  equaxioni x, - R, x, = x ,  dove R e 
x sono dati  dalle (20), (21)  r. 

Operando come si è fatto nell'applicazione c) di questo paragrafo si trova 
che le altre linee d'ombra della superficie determinata ~ii  projettano su1 piano 
dell'equatore in curve del 4." ordine. 

Se la linea d'ombra si riduce a una sola curva traccinta sopra un cilindro 
circolare, allora, dovendo la projezione equatoriale della 

trica rispetto all'asse delle x ,  si avrà m = 5 e percib: 
2 

linea essere simme- 

r - 
R = r . cosu, x = h .    CO SU)^-^, 
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Chiamando quindi x,, x, le coordinate dei punti della linea meridiana 
posta ne1 piano y = O abbiamo: 

v 
r-a 

2% = h($)  9 

h con 2i costante arbitraria, indicando con nl la costante risulta che u le - 

superjîcie domundate sono quelle che hanrio per linea meridiana la c u ~ w ~ :  
r - 

,zo= ~n n. 

Per quanto è stato dimostrato al cas0 c )  di questo paragrafo tutte le altre 
linee d'ombra delle superficie ora determinate hanno per projezione equato- 
riale dei cerchi i cui centri si trovano sull'asse delle x ;  la linea precedente 
si riduce a iina parabola, e la superficie a un paraboloide di rivoluzione, 

r quando a = -, cio& quando l'asse del cilindro circolare contenente la 1ine;i 
2 

d'ombra che si considera passa per il punto luminoso. La medesima ljnea si 
riduce R un'iperbole equilatera avente per assintoti gli assi delle z e delle z 
quando a = 2r, cioh quando la distanza del punto lurninoso dall'asse di ro- 
tazione C doppia del diametro del cerchio ne1 quale si projetta la linea d'ombra 
che si considera. 

Cor~ispondenxa fra le linee d'ombra. - Siano S,, Sc due superficie di 
rivoluzione aventi l'asse in comune ed illuminate la prima da raggi paralleli 
e la seconda da raggi concorrenti; teniamo ferme le condizioni messe al tj 2 
circa la posizione dei punti luminosi. Variamo in tutti i modi possibili l'in- 
clinazione dei raggi che illuminano S, sull'asse e la distanza del punto clic 
illumina Sc dall'tlsse; siano Lp(xp, yp, xp), Lc(xc, y,, x,) due qiialunque delle 
infinite linee d'ombra ottenute sulla Sp e sulla Sc; avremo Fer le (12,), (13,): 

x - R  - tg2 6 R' 
t g e ~ o s u ,  ?I ,=~p\ /1- tneos2u,  z p = c o t ~ l ~ d u .  

- - "0, COS u > 
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tg8  a Si pub sempre rendere xp = xc, yp = y, prendendo - = - Rp = Re = R; 
tg6t at 

allora, per vedere quale relazione passa fra zp e zc, basta eliminare cosu fra 
le ultime delle precedenti equazioni e si ottiene: 

quest'equazione, integrata successivamente rapport0 a 2, e a xp dh: 

con m,  rt costanti arbitrarie. I n  queste equazioni la variabile indipendente non 
è fissata. 

Se indichiamo con tp ,  Cp le coordinate dei punti della linea meridiann 
di Sp e con t e ,  cc quelle dei punti della liiiea meridiana d i  Sc, abbiamo: 

e percib se il meridiano di Sp è rappresentato dall'equazione: 

che è l'equazione del meridiano di Sc. E se ln curva meridiana di Sc è rap- 
presentata dall'equazione : 

t e  = $J ( 5 c )  , (2.1) 
la sep.onda delle precedenti dà: 

la quale è l'equazione della linea meridiana di Sp. 
Abbiamo cos1 il teorema u se due superficie di rivoizuione Sp, Sc sono 

tali che, illunzinando la prima con raggi paralleli e la seconda con ragyi 
concorrenti, si troei una linea d'ombra dell'una e una dell'altra che abbiano 
per projexioni equatoriali una stessa curua, per qualsivoglia ultra linea d i  
ombra d i  una delle due superficie si pub trovare una nuova linea d'olnbra 
dell'altra in  nzodo, che le due nuove Iinee abbiano la stessa projexione equa- 
toriale. Se 8 è l'inclirzaxione dei raggi luminosi sd17asse di  Sp ed a ta di- 
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stafiza de2 punto luminoso dall'asse d i  S c ,  per tutte le coppie d i  linee d'omhra 
corrispondenti s i  ha acot 0 = costan te; se i l  meridiano di  Sp O p e l l o  di  Sc è 
rappresentato dalla (22) O dalla (24), i l  meridiano d i  Sc o. quel10 d i  Sp è 
~ispettivamente rappresentato dalla (23) ci dalla (25) n. 

Esempio. - Se Sp è un paraboloide, la Iinea meridiana è una parabola 
il cui aese coincide coll'asse di rotazione; abbiamo quindi: 

e la (23) ci dà: 
Çr = rn\IE; - akcot8,  

dalla quale si ricava: 
m25C - 1;; = akm2cot6, 

equazione di un'iperbole avente l'asse reale sull'asse delle x quando ukcot 6) O 
e sull'asse delle x quando d c o t e < O .  

Percib u se la superjcie Sp è u n  paraboloide d i  rivoluzione, la suller- 
jc ie  Sc è un'iperboloide d i  rivoluxione a una faldu O a due falde secondo che, 
Ta qzcuntitic akcote è positiva O negativa n. 

1 - 5c 

Il meridiano di Se sia la curva logaritmica Cc = ke" , avente per as- 
siritoto l'asse delle x ;  siccome in questo caso: 

la (23) dà: 

dalla quale risulta: 

Quindi u se la superficie Sc ha per meridiano una curva locjarit?m?a i l  
cui assintoto è perpendicolare all'asse d i  rotaxione, la  superficie Sp ha per 
meridiano una curva logaritmicu' i l  cui assintoto è parullelo all'asse d i  ro- 
taxione n. 

tg8 11 Queste due curve logaritmiche sono eguali fra loro quando - a = a --. 
Vediamo se le due superficie S,, Sc possono essere eguali; eguagliando 

fra loro le espressioni delle cp,  cc date dalle (22), (23) si ottiene l'equazione 
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differenziale : 
1 aco t  ô 

y - ? ? = -  
3 t; ' 

la quale, integrata, dà: 
5 = = C E  - acote,  

con c costante. Questa è l'equazione di una retta; allo stesso risultato si giiinge 
eguagliando fra loro i valori di Cp, CC dati dalle (24), (25). 

Dunque u le superficie S,, Sc lzolz possono essere egzlali se non quand0 
sono cilindri O coni d i  rivoluxione n. 

Le  superficie Sp, Sc hanno, rispetto alle linee d'ombra, la proprietà esposta 
quand0 la prima si illumini con raggi paralleli e la seconda con raggi con- 
correnti; vediamo se esse hanno pure la stessa proprietà quando Sp sia illu- 
niinata da raggi concorrenti e Sc con raggi paralleli. Chiamiamo SIC la su- 
perficie &, quando si illumini con raggi concorrenti e sia SIP la superficie 
che, secondo il concetto yrecedente, corrisponde alla Si,; bisogna esprjmere 
che Sip coincide con Sc. 

Le superficie S,, Sic, Sc, S,, (di cui le due prime coincidnno) hanno per 
nieridiani le linee rappresentate dalle equazioni : 

cssendo b, s due costanti aventi rispettivamente 10 stesso sjgnificato delle a ,  8. 
Prendendo le variabili indipendenti te, tjP sempre eguali fra loro, si potrà 

porre 5, = tiP = 5 ed allora l'eguaglianza delle due superficie S,,, Se è sta- 
Mita quando sia cc = tip; questa condizione porta all'equazione seguente: 

la quale colla derivazione dà: 

J I "  . d i  
m e  .5-ac0t0 

p'E - a c o t 8  
= bcota . 

9'5-cp 

E derivando questa logaritmicamente, si giunge all'equazione: 

la quale si sdoppia nelle due: 

(p = acote, (p" = 0. 
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La prima di queste porta alla superficie che ha per meridiano una retta 
perpendicolare all'asse, cioè al piano il qiiale, nella questione che ci occupa, 
non ha alcuna importanza. La seconda, integrata, dà: 

t = c p = a 5 + h ,  

con a e b costanti; e percib u le sole superficie d i  rivoluxione le pcali abbiano 
la proprietà detta sono i cilirtdri e i coni n. 

Intersezione d i  una superJicie d i  rivoluxione col2 un cilindro. - La su- 
perficie di rivoluzione sia quella generata dalla linea: 

$ = R - C O S U ,  y = = R . s e n ~ ,  x=U,  P6> 
e il cilindro abbia le generatrici parallele al piano coordinato y = O e incli- 
nate dell'angolo O sull'asse delle x ;  considero la sezioiie retta di questo cilindro 
il cui piano passa per l'asse delle y ed è inclinato dell'angolo e su1 piano coor- 
d ina t~  z = O ;  se assumo un nuovo sistenla di assi rettangolari, prendendo per 
nuovo asse delle x l'intersezione del piano della sezione retta considerata col 
piano coordinato y = 0, per nuovo asse delle y quel10 di primtc e per nuovo 
asse delle x una parallela alle generatrici del cilindro, e chiamiamo x,, y,, x, 
le coordinate di un punto qualunque della sezione retta, si ha: 

x , = ~ ( v ) . c o s v ,  y,=f(v).senv, z , = 0 ,  
essendo ; 

= f(4, (27) 

l'equazione polare di quella curva. Se sulle generatrici del cilindro, a partire 
da1 piano i, = O, si prendono dei segmenti x(v) le coordinate x,,  y , ,  xi degli 
estremi sono : 

~ , = f ( v ) c o s v ~ c o s ~ - ~ ( v ) ~ a e n 8 ;  y ,=f (v) . senQ;  j 

x ,  = f(v) . cosv . sen8 + x(v) COSO. 
(28) 

Bisogna esprimere che la linea (28) si trova sulla superficie di rotazione ge- 
nerata dalla (26); le equazioni esprimenti tale condizione sono: 

~ f ( . ) c ~ s v ~ c o s e - ~ ( ~ ) s e n ~ ] ~ + f " ( v ) ~ s e n ~ v = R ~ ;  ) 
f (v) cos v . sen 8 ( v )  . cos O = U. ) 

(29) 
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7i 
Siipposto che 6 non sia - 3  si pub sostituire alle (29) le altre due: a 

Dalla prima delle (30) si supponga di ricavare: v = y(R, U); allora 
si avrà: 

U- Mcosp(R, U).senO 
f W = f W ,  U)I=M; x(4= COS e = N ,  (31) 

c le (28) divengono: 

Abbiamo dunque il teorema u se la superjîcie generata dalla rotaxione 
attorno all'usse delle x della li,zea (26)  viene segata da u n  cilindro le cui 
generatrici sono parallele al piano y = O e inclinade all'asse d i  rotaxione del- 
l'angolo 8 ,  e la cui sexione retta i n  coordinate polari è rappresentuta dal- 
l'equaxione (27) (quando Z'asse polare sia parallelo all'intersexione del piano 
d i  utza sexione  ett ta del cilindro col coordinat0 y = O )  la linea d'intersexione 
è rappresentata dalle (32), nelle yuali M, N sojzo dati dalle (31) e ?(R, U) 
è la funxione c h  s i  ottiene risolvendo rapport0 a v la prima delle epua- 
xioni (30) n. 

Caso particolare. - Se il cilindro segante ha le generatrici parallele 
all'asse di rotazione, 8 = 0 e la prima delle (30) diviene: 

quest'equazione, non contenendo U, dà: 

v = y(R). 
Le (31) divengono: 

Il= f(v)= R,  N =  U, 
e le (32): 

xi = R cos [y@)], yi = Rsen [y(R)], Z, = U. (32') 

a) Se il cilindro segante ha per sezione retta la spirale logaritmica: 

y == f (v)  = a eCOt6 u 
> 

l'equazione da risolversi rapport0 a u diviene: 
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da cui: 

Percib le (32') divengono-: 

e se p e s t a  linea è geodetica principale d'eIicoide, si ha  in forza delle (11): 

dalla quale si deduce: 

L a  linea meridiana della superficie di rivoluzione è dunque rapprescntata 
ne1 piano y = O clalle equazioni: 

dalle quali, eliminando R si ricava: 

equazione di una parabola di cui l'asse coincide coll'asse delle z ;  la superficie 
in discorso é quindi un paraboloide di rivoluzione. 

A complemento quindi di un teorema dimostrato al 5 3, caso f ) ,  si pub 
aggiungere u l a  sola superficie d i  rivoluzione in cui una yeodetica pritzcipctle 
d'elicoide, e quindi tutte, h m n o  per projezione equatoriale delle spimli  logu- 
ritmiche col polo sull'asse è i l  paraboloide d i  ~ i v o l u x i o n e  n. 

Se poi la linea in discorso è una lossodromia sulla superficie di rivolu- 
zione, le (9) ci dànno: 

dalla quale si ricavx: 
\j tge, - tg" U =  

tg i 
R + cost. 

Il meridiano della superficie è duuque rappresentati, ne1 piano cooïdinato 
y = O dall'equazione : 

\I tgoc - tgSi 
X ,  = 2, f cost., 

t g  i 
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e percib esso è una retta. A complemento quindi di un teorema dimostrato 
al 3 3 caso d )  si pub aggiungere u la sola superficie d i  rivoluxione i n  cui 
una lossodronaia, e quindi tutte, hallno per projexioni equatoriali delle spiruli 
logaritmiche col polo sull'usse è i l  cono d i  rotazione n. 

b) Se il cilindro segante ha per sezione retta la spirale  ARCHI HI ME DE 
r = U V ,  con un calcolo analogo al precedente si trova che le (32') divengono: 

e se tale linea è una geodetica principale d7elicoide, si ha per le (11): 

dalla quale (lasciando una costante arbitraria additiva): 

La linea meridiana è quindi rappresentata dalle equazioni : 

1 
x o = R ,  x 0 -- - 3 n p  R37 

dalle quali, eliminando R,  si ha: 
1 

Xo = - 
3 up  

Quindi, a complemento di un teorema del 5 3 caso f )  possiamo dire u la 
superjcie d i  rivoluxione che ha per meridiano la pnrabola del terxo ordine 

1 
x,, = - x: è la sola the a.bbia la  proprietà che tutte le geodetiche principali 

3 a p  
d'elicoidi tracciate s u  d i  essa si p~oje t t ino  epuatoriaknente in spirali d7Ar- 
chimede col polo sull'asse n. 

Sexioni piane d i  una superficie d i  rivoluxione. - Una linea qualunque Li 
tracciata sulla superficie generata dalla rotazione attoino al17asse delle z della 
curva : 

x - Rcosu, y = Rsenu, x = U, 

è rappresentata dalle equazioni : 

x,==Rcosf(u), y,=Rsenf(u),  x i = U .  
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Se quindi L, è posta in un piano perpendicolare al coordinato y = O ,  
inclinato dell'angolo i all'asse delle x e che incontra quest'asse alla distanza k 
dall'origine, deve essere : 

xi = k + c o t i . x , .  
Sarà dunque: 

cos f (u)  = 
( U -  k ) t g i  

R ' 
e quindi: 

zi = (U- k) tgi ,  y, = \IRz - ( U -  k)' . tg%, xi = U. 
Se cambiamo il sistema di assi di riferimento, prendendo per asse delle i 

l'intersezione del piano segante col coordinato y --- O e per asse delle la per- 
pendicolare all'asse delle E posta ne1 piano della linea, abbiamo le equazioni: 

. U - k  
(=- Y q 4 , 1 ~ f -  (U- k) ' tg2 i ,  c = 0. 

cos i 

Siccome da queste si ricava: 

potremo enunciare il teorema u s i  tagli unu superficie d i  rivoluxione con u n  
piano perpendicolare a l  coordinuto y = 0 ,  inclinato de2l'angolo i all'asse di 
rotuxione e distante d i  k dall'origine degli assi  e s i  rver i sca  la sexione L 
al s i s t e m  d i  assi  U(t, vi) i n  cui fi è l'intersezione del piano seyante coll'usse 
d i  roiuzione, 125 é E'intersexione del piano segante col piano coordinato y = O 
e !2a è la perpendicolare al la RE postte ne1 piano segante. 

Se i l  meridiano della supe~ficie è rappresentato dali'epuaxione: 

f(x0, 20) = 0, 
la sexione L è rappresentutu dall 'altra: 

f [i (%en2i  + $, (k  + E cos i)] - 0; 

e se Eu sexione Tl è mppresentata dall'equaxione: 

y(<, a)=O, 

la linea mer id iam è rappresentata dall 'altra: 

Esempio. - Si consideri la superficie di rivoluzione che ha per nieridiano 
la conica a centro: 

axg + b x ;  + c = 0. 
Antiali di  Matem~t ica ,  tom0 XT'III. 26 
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L'equazione : 

a(5P~en2i+)70)  $- b(k + t ; - ~ o s i ) ~  + c = 0 ,  

che contiene le due indeterminate k ,  i, rappresenta tutte le possibili coniche 
tracciate sulla data superficie; se combiniamo l'equazione precedente una voltn 
colla sua derivata rapporto ad i e una volta colla sua derivata rapporto a k ,  
si ottengono rispettivamente le equazioni : 

la prima delle quali rappresenta un cerchio e la seconda un'ellisse. 
1' Se poi si considera il paraboloide che ha per rneridiano la linea: x, =-r i ,  
P 

tutte le coniche situate su di esso sono rappresentate dall'equazione: 

la quale, coinbinata colla sua derivata rapporto ad i dB:  

che rappresenta un cerchio. 
Ilunque rr 1. Se  s i  taglia una  yuadrica di  rivoluxione non sviluppatiile 

con una serie d i  piani passanti per una retta che incontra perpendicoZarmentr? 
E'asse d i  rotaxione in u n  punto differente da1 centro e s i  fanno ruotare i piani 
~ g a n t i  a t tomo cr: p e s t a  ~ e t t n  in modo clle vengano a coincidere con erno d i  
essi, le sexioni piane ottenute inviluppnno su  questo piano un cerchio. 

I I .  Se si  taglia unn superficie d i  2.0 ordine d i  rivoluxione a cendre 
con una serie d i  piani puralleli obliyui all'asse e s i  projettuno le sexioni ot- 
tenute su1 piano d i  una d i  esse cotz delle parallele all'asse, p e s t e  projexio~zi 
invilzcppano su1 detto piano un'ellisse a .  

Si pub osservare che il cerchio inviluppato dalle coniche ne1 1." cas0 è 
sempre reale nell'ellissoide schiacciato e nell'iperboloide a una falda; nell'cl- 
lissoide allungato, nell'iperboloide a due falde e ne1 paraboloide è reale sola- 
mente quando: 

essendo b, = - b, ci = - c. 
L'ellisse inviluppata dalle coniche ne1 2." caso é reale solamente nel- 

l'ellissoide e nell'ipeuboloide a una. faldn. 
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Intersexione d i  due superjîcie di rivolzi~ione. - Le superficie di cui si 
considera l'intersezione siano S, Si e le loro linee meridiane, considerate nei 
piani coordinati 1 = 0 ,  v l  = 0 siano rappresentate dalle equazioni: 

t = R(24), t = U(u); ti = Ri (uJ, 6 ,  = Ui (uJ, 

nelle quali u e u i  sono due parametri indipendenti qualunque. Collochiamo 
le superficie 8, Si in modo che gli assi coordinati 05,  0,5, coincidano e che 
i loro assi di rotazione siano paralleli alla distariza k fra loro; chiamando 
allora L la linea d'intersezione, (x, y, x), (xi, y,, xi) le coordinate di un suo 
punto qualunque riferito rispettivamente al sistema O((, q ,  <) O all' altro 
Oi(ti, v i ,  ci) si deve avere: 

x = R. cosf(zc), y = R .  senf(u), z = U(u); 

XI = Ri . cos fi(ui), y, = Ri . senfi(ui), zi  = Ui ( t ~ ~ ) ,  

essendo f(u) e fi(uI) due funzioni convenienti di 16 e di u,. E aiccon~e: 
x = x i + k ,  y=y,,  x = x I ,  sarà: 

R ~ ~ ~ ~ ( U ) = R ~ C O S ~ ~ ( U ~ ) + ~ ;  Rsenf(u)=Risenfi(u,); U(u)=U1(z4,). 

Dall'ultima equazione si supponga di ricavare: zl, = ?(u) e si ponga: 

&(uJ = Ri [cp(u)] = r@); 

le due precedenti divengono allora : 

r cos fi(ui) =: Rcosf(u) - k ,  rsen fi (il,) - R sen f(u), 

dalle quali, col quadrare e sommare, si deduce: 

Re - r" k2 
cos f (21) = 

2 k R  

Sostituendo questo valore di cosf(u) nelle equazioni che ci dànno x, y, 2, 
abbiamo u 2'infersezione delle superficie d i  rivoluxione genernte dalle linec 
nle~idiane : 

5=R(u) ,  v = 0 ,  <=U(U);  51=R1(~1), v l i = O ,  < ~ = U , ( U , ) ,  

quundo i loro assi siano paralleli alla distanxa k f i a  201.0, è rapprese~itata 
dalle eqzraxioni: 

R' - rZ + kZ J 4 k 2 R ~ - ( R z - r ~ + k z ) ~  
x =  

2 k  
9 y =  

2 7c 
i z=U,  
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essetzdo r (u) ci3 cke diviene la funxione R i ( ~ , )  sostituendo a u ,  la funxione 
y(u) che si ottkne rkolvenilo rapporto a u,  l'equaxione U, (ui)  = U(u)  n .  

Esempio. - Le superficie che si considerano siano quelle generate dalle 
curve logaritmiche: 

5 = m ea: , t i=?ni.ea1C~, 

che ruotano attorno al loro assintoto. Si potrh mettere: 

R(u)=meaU, U(u)=u;  Ri (u , )=m,eniU~,  U(u , )=ui ,  

e allora l'equazione U(u) = U,(u,) ci dà u, = u ,  con che r (u )  diviene: 

Si h a  allora per le coordinate dei punti della linea domandata: 

Se dalle due prime eliminiamo u, si h a  che la projezione equatoriale dell'in- 
tersezione è rappresentata dall'equazione: 

questa curva è algebrica tutte le volte che 2 è commensurabile. 
a 

Se si suppone a, = a, l'ultima equazione diviene: 

k m  tnr che è quella di un cerchio di raggio avente il centro sull'asse delle x 
m? - m; 

k m2 
alla 'distanza dall'origine. 

m2 - ln: 

Le linee conjugate soprn m a  superjcie di rivoluzione. - Sia L una 
linea qualunque che facciamo ruotare attorno all'asse delle n; sulla superficie 
generata S sia Li ilna qualunque delle trajettorie ortogonali delle L; le due 
liriee L e Li si diranno conjugate fra loro. Se la  linea che si considera corne 
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generatrice L, è rappreseotata dalle equazioni: 

le due linee conjugate L e L, sono rappresentate da equazioni della forma: 

x = R - c o s f ( u ) ,  y = R . s e n f ( u ) ,  x = U ;  

x i = I Z ~ c o ~ f i ( u ) ,  y l = R - s e n f , ( u ) ,  x i = U .  

Chiamando quindi i e il l'inclinazione delle linee L e L, sui paralleli, sarà: 

- 
La condizione irnposta alle linee L e Li è espressa, dall'equazione i + i 1 -  - 2 2 , 

ïisolvendo quest'equazione rapporto a f, e integrando, si ottiene: 

Dunque u szclla superficie getzerata dalla rotctzione attorno ai2'asse delle z 
clella lhea L,: 

una linea qualunqzce: 

x = R - c o s f ( u ) ,  y = R - s e n f ( u ) ,  x = U , .  (3 3) 

ha per conjugata Z'altra: 

Se alla linea L di questo teorema, rappresentata dalle (33) si sostituisce 
la linea L,, abbiamo: u le linee L, L, rapp~esentate dalle equazioni: 

ruotando attorno al17asse delle x, generano la stessn superficie d i  riooluxione 
sulla quale esse, nelle carie loro posizioni, costituiscono due sisterni d i  tra- 
jettorzé ortogonali. a 
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Se L è lossodromia sulla superficie, le coordinate de'suoi punti sono 
date dalle (9,), laonde col confronto si ottiene: 

le quali lianno la stessa forma delle (9,). 
Dunque a le trajettorie ortogonali di un sisterna di lossodromie d i  una 

superjcie di rivoluzione, identicke fra loro, forrnano un nziovo sistema d i  
lossodromie pure identiche fra loro. n 

Prendendo corne linee coordinate sulla superficie generata dalla linea (9,) 
la linea stessa nelle sue varie posizioni e i paralleli, il quadrato dell'elemento 
lineare dSZ della superficie assume la forma: 

essendo u = cost. i paralleli e v = cost. la lossodromia nelle varie posizioni. 
Sostituendo alle u = cost. le trajettorie ortogonali t = cost. delle v = cost. e 
ponendo quindi: u = f (v, t ) ,  l'equazione precedente diviene: 

L a  condizione d'ortogonalità delle linee v,  t dà: 

-- -- af ,en2i, a v 
d'onde integrando: 

f(v, t )  = y ( t )  - v . sen2i, 

essendo ?(t) una funzione arbitraria di t. Senza cambiare il sistema delle 
t = cost. si pub sostituire ~ ( t )  cor1 t e allora risulta: 

si vede quindi che u sopa un.a superficie d i  r+volu,zione cyualz~~zpzce il d o p b  
sistema di lossodromie ortogonali è isoterrno n. 

Questa proprietà B verificata ad es. ne1 doppio sistema dei meridiani e 
l i u i  paralleli. 

Se mettiamo la condizione che le due linee conjugate L, Li siano eguali 
fra loro, le (35) dànno: 
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Le linee (35) vengono allora rappreseritate dalle equazioni: 

- 
le quali si ricavano dalle (9,) facendovi i = Dunque u le litzee conjugale 

4 - 
eguali fra loro sono lossod~omie seganti i meridiani sotto un angolo II n. 

4 
Si supponga che entrainbe le linee conjugats L e LI siano geodetiche 

principali d'elicoidi; le (Il,), ( I l )  confrontate rispettivainente colle prime c 
col1.e seconde (35) dànno: 

essendo p, il parainetro del moto elicoidale di LI. D a  p e s t e  relazioni, eli- 
minando U, si ha I'equazione: 

R4 = p p i R 2  -p2R'e, 

la quale ha la stessa forma della (16) del $ 3. 
Ricordando quindi il risultato allora ottenuto, abbiamo u la  sola super- 

ficie d i  rivoluxione nella quale due linee conjugute sono contenzparaneame,de 
geodetiche principali d'elicoidi i ceii ussi  coincidolto coll'lïsse d i  ~.otaxiolze della 
superficie, è la sfera n .  

Linee geodetica?lzente parnl2ele. - S0pi.a una superficie qudunque soiio 
linee goodeticamente parallele le trajettorie ortogonali di uno stesso siçtema 
di geodetiche. Se la linea. (33) 15 geodetica, avremo ( 5  2): 

e le linee (34) divengono: 
' 1 " d (Re - aZ) (RI2 + UfZ) 

x--;  R*COS(;- R da), 
(3 5)"" 

1 d (Re - ne) (R'2 + U'z) y = ~ . s e n ( ; J  R d u ) ,  z=U. 

Siccome per le linee coiijizgste alle (35)bis sussiste la relazione R .  s e n i =  a ,  
cdme si è dimostrato a1 5 3, si potrh dire: u sulla superficie getzerata dalla 
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rotaxione attorno all'usse delle x della linea (35)bi8 tale linea è una svilup 
panle geodetica del parallelo d i  raggio a n. 

La linea (35)bis sia un'elica; confsontando le ( 3 5 ) b i ~ o l l e  equazioni (10) 
del 3 2 abbiamo un'equazione dalla quale si deduce: 

U' - cos i . R R' 
J ag - R2 cosPi  

Moltiplicando per dzc e integrando, si ha:  
- 

U -  cosi + h = - va" R2cosi,  

con h. costante arbitraria; siccome questa relazione si pub scrivere: 

cos2i(U" R 2 ) + - 2 h . c m o s i .  U = a S -  h', 

si vede che la curva meridiana è un cerchio avente il centro sull'asse di 
rotazione. 

Dunque u la sfera è la solu superjicie di rivoluxione in  cui una svilup- 
pante geodetica di  un paralielo è nel tempo stesso udelica di. ula cilindro- 
avente le generatrici parallele a ll'asse d i  rotaxione n .  

Deformaxione per flessione delle superficie d i  vivoluxione. - Sia L una 
linea arbitraria, x ,  y ,  x le coordinate di un suo punto qualunque e s il suo 
arco; le coordinate X ,  Y, Z di un punto qualunque della superficie S gene- 
rata dalla rotazione di L attorno all'asse delle x sono espresse dalle equazioni: 

nelle quali è manifesto il significato geometsico dell'angolo v. Se, col mezzo 
di queste equazioni, si calcola il quadrato dS2 dell'elemento lineare della su- 
perficie, si trova: 

Si deformi ora per flessione la superficie S in una nuova superficie di 
rivoluzione Si e sia L, la linea a cui si riduce L; chiamando allorst xi, y,, x, 
le coordinate di un punto qualunque di Li ed si il suo arco, si trova per il 
quadrato d 8: dell'elemento lineare della nuova superficie : 

dS< = ds: + 2(x,y1, - x ' ,y , )ds ,dv,  + (2: + yl)dv:. 
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Osservando che la condizione ds = ds, pub ritenersi senz'altro soddis- 
fatta, bastando contare l'arco s di L e l'arco s, di LI da due punti corri- 
spondenti delle due linee corrispondenti , 1' identità delle due espressioni d S2, 
dSi  è stabilita quando sia: 

Dalla prima ricavandosi: 

ed essendo il primo membro funzione di s e il secondo di v, si avrà: 

dove k è una costante arbitraria (modulo di deformazione). In  forea della 
seconda delle (36) l'ultima condizione da soddisfare diviene: 

E percib le condizioni d'applicabilità sono le (36), (37); si soddisfa ne1 modo 
più generale alla (37) prendendo: 

essendo 6 una funzione qualunque di s. Questa funzione di s vuole determinata 
in modo, da verificare la l.a delle (36); col mezzo delle (38) calcolando il 
1." membro di (36) e mettendo la condizione che sic?, eguale al 2." membro, 
si ottiene: 

dalla quale, moltiplicando per ds e integrando, si ricava: 

Osservando che deve essere soddisfatta la condizione: 

colla quale, essendo gih note le r , ,  y,, si pub ricavare altresl e poi z,, d s 
Annali di Matematica, tomo XVIII. 27 
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si ha u le superficie generate dalla rotaxione attorno ali'asse delle x delle due 
linee L e Li rappresentate dulle equaxioni: 

sono applicabili l'una all 'alt~a e le due linee in discorso sono corrispondenti n. 

Se poniaino : 

x = Rcosu, y = Rsenu, x = U, 

essendo R e U due funzioni di u ,  si ha: 

sostituendo allora questi valori nelle equazioni che dànno xi, y,, z, si pub 
aggiungere al teorema precedente u se la linea data L si  ritiene rappreseetatu 
dalle equaxioni: 

x = R . c o s u ,  y = R . s e n u ,  z=U,  (39) 

la sua cleformata Li è allora rappresentata dalle altre: 

1 1 x ,= - .Rcos (ku ) ,  k y ,=k ,Rsen (ku ) ,  

k2 - 1 (40) 
Z , = / \ / U ' ~  +r .R12 .du  n. 

Le equazioni trovate sono, in moltissimi problemi concernenti la defor- 
mazione delle superficie di rivoluzione, preferibili a quelle che si sogliono dare 
ordinariamente e che si riferiscono alla curva meridiana, anzi che a una ge- 
neratrice a doppia curvatura qualunque. 
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Applicazioni. - Se tanto L quanto L, sono eliche di cilindri colle ge- 
neratrici parallele all'asse delle superficie, abbiarno: 

essendo i e i, le inclinazioni costanti delle due linee sulle generatrici dei ri- 
spettivi cilindri. 

Eliminando fra queste due espressioni la U', si ottiene un'equazione dalla 
quale si deduce: 

dom a é la costante definita dall'equszione: 

a = k\ l  sen (ii + i) . sen (ii - i) 
senzi - kg senD ii 

Moltiplicando ambo i membri della precedente per du ed integrando, si 
ha: R == beau, con b costante; la linea L è quindi un'elica cjlindro-conica, 
ovvero, corne caso particolare, un'elica circolare. 

Abbiamo dunque u se) deformando una szcperfccie d i  rivoluxione in  nzodo 
che essa rzinanga di rivoluzione, un'elica descritta su di essa e appavtenente 
a un cilindro colle generatrici parallele all'asse di rotaxione si t~asforrna itz 

zma lineu di egual natura, la superficie data è necessariamente un colzo ovuero 
un cilindro di  rivoluzione n .  

Se supponiamo che la sola linea L, sia un'elica d'un cilindro colle ge- 
neratrici parallele all' asse delle x e segante queste generatrici sotto l' angolo 
costante i, si ha per il calcolo che precede: 

1 U' = - d kgcos2i  . R g  + ( 1  - kg  sen Si) - E2. 
k sen i 

E percià u la sola superjicie d i  rotaxione la quale, per mexzo d i  defot.- 
wazioni che ne lasciano inalterata la nn tu~a ,  riduce zlna linea descritta szc 
di essa a un'elica di un cilirzdro colle generatrici pa~allele all'asse, è quella 
generata dalla rotazione altorno all'asse delle x dellu linetr: 

x = R - c o s u ,  y = R . s e n u ,  

-. ( J  k2cosZi - R2 + (1 - kzsen2i) R z  - du. 
kssni 
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La Zinea che pub subire la trasformazione predetta è la generatrice ora tro- 
cata e lu deformaxione della suprjcie ha luogo in  uva sota maniera n .  

La linea Li sia assintotica sulla superficie da essa generata ruotando 
attorno all'asse delle i ;  le binormali di L <  incontrano afiora questa retta. 
Ora la binormale di Li ne1 punto generico (x,, y,, xi) è rappresentata dalle - .  
equazioni : 

x-xi Y-yi  z - zi - =---, 
d y ~  daxi dxi da y; - dxi d2 X I  dx i  d'xi dxi d2y i  dyi # X I  ----- ----- ----- 
d s  d s 2  ds d s 2  d s  d s 2  d s  ds2 d s  ds2 d s  ds2 

essendo (X, Y, 2) le coordinate correnti e s l'arco della linea. 
Questa retta incontra l'asse delle z quando sia: 

calcolando le derivate prime e seconde delle coordinate rapport0 all'arco 
dalle (40), si ottiene dopo qualche riduzione: 

Quest'equazione si pub scrivere: 

e '  allors, moltiplicata per dzc e integrata, dà : 

con a costante. Da questa relazione si deduce: 

la quale, colla moltiplicazione per du e con un'integrazione, dà U cioè z. 
Dunque u lu sola superficie di rotaxione la pale, per mezno d i  defor- 

mazioni che ne lascino inalterata la natura, riduce una linea descritta su d i  
essa ad essere assintotica sulla superficie deformotu,'2 puellu generata dalla 
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rotaxz'otte attorrço all'asse delle x clellu Iinea: 
R d  t c  

e = ~ ~ \ l a z .  e -  PIS^^ kz - 1 x = = R . c o s u ,  y =  R - s e n u ,  --. 
k2 

du. 

La linea che pub subire tale trasformaxione è la generatrice ora trovatn c 
la deformaxione della super-ficie nova pu6 f a r s i  clze in un sol  nzodo n (*). 

Vediamo se una linea d'ombra di una superficie di rivoluzione illuminata 
da raggi paralleli O concorrenti pub mantenersi linea d'ombra della superficie 
che si ottiene dalla data deformandola per flessione. Si rammenti che quando 
le equazioni di una liiiea si poiigono sotto la forma: 

x = Rs cosf(u), y = R.senf(u),  x = U, 

al $ 2 si è trovato che la condizione esprimente che essa è linea d'ombra 
relativo a rnggi paralleli è: 

n ' 
cosf(u) = , cot 6 ;  

2 

quest'equazione, applicata alla linea rappresentata dalle (40), dà : 

dalla quale si deduce: 
k2  - 

k2 c0t2O - - 
k2 

cos2 (k U) 
U ' E  R'. 

cos (k u) 

Si conclude di qui che la linea L è rappresentata dalle equazioni: 

k2 - 1 k2cot29 - - 
k2  

cos2 ( l z  21) 

x = R . c o s u ,  y = R . s e n u ,  x = /  
cos (k u) ~ R ' d u .  (41) 

Al10 stesso $ 2 si è pure dimostrato che onde una linea sia d'ombra relati- 

(*) L a  proprieth ultima enuiiciata è vera per qualunque superficie; infatti un'aesin- 
totica L ha per curvatura assoluta la curvatura geodetica e per torsione la radice qua- 
drata della curvatora totale della superficie, cangiata di segno (teorema di ENNEPER); se 
quindi, dopo una certa deformazione della superficie, l'assintotica L si trasformaese nel- 

oione l'assintotica L!, questa linea L, dovrebhe avere la  stessa curvatura e la stessa toi. ' 
di L. Le due linee L e L1 dovrebbero quindi essere identiche, il che non pu9 avvenire che 
per le generatrici rettilinee delle superficie rigate, 
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vamente a raggi luminosi concorrenti, deve essere soddisfatta la condjzione: 

Rz' - R'z cos f (u) = 
a x' 

Y 

la quale, applicata alla linea (40), dà: 

con IL costante arbitraria. Si conclude di qui che la linea L é rappresentata 
dalle equazioni : 

x = Rcosu, y = Rsenu, 

Abbiamo cos'i il teorema u le linee le quali, dopo una deformaxione di 
pavatnetro k della superficie generata dalla loro rotaxione attorno all'asse 
clelle x divelzgono linee d'onzbra della superficie deformata, rispetto a raggi 
puralleli o concowenti, eono rappresentate dalle (41), (42), nelle quali B indicu 
l7i.ric1inaxione dei raggi lunzinosi sull'asse e a la distanxa del punto luminoso 
clall'asse d i  rotaxione n. 

Se nelle (41), (42) facciamo k = 1, esse si riducono, corne è naturale, 
rispettivamente alle (12,), (1 3,). 

Se la linea rappresentata dalla (41) è, nella sua forma attuale, linea 
d'ombra relativa a raggi luminosi paralleli, si deve avere: 

z = cot . du. 
COS U 

Eguagliando allora questo valore di x a quel10 dato dalla terza (41), si ottiene 
I'equazione : 

.- -= > 
COS u cos (k U) 

la quale non pub essere soddisfatta identicamente, ma solo per valori parti- 
colari di zt. 
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Se la linea rappresentata dalla (42) è linea d'ombra relativa a raggi 
paralleli, si deve avere: 

R ' d u  

h2 'S R--cos(ki i )  a Ji2 - 1 
k --. 

COS u a k2 
R'du,  

IC - - COS (k u) 
k 

dalla quale si deduce: 

R - ; C O S ( ~ L C )  

h - e  , Icot"  , k2 - 1 

Derivando questa espressione logaritmicamente, si ottiene dopo alcuni calci 

sen (k u) 

cot" 6 i 2 -  1 (43) 

d u  cos2u + kP 
Se la linea rappïesentata dalle (41) è una linea d'ombra relativa a raggi 
liiminosi concorrenti, si deve avere: 

k2- 1 
c0s2(k U) S B - L  lt d ic 

R r d u = h . e  
cos (k u) 7 

dalla quale si ricava: 

h e 
- 
k2 cot2 0 k2 - 1 

= /cos2 (k %) 
-- 

R - acosu lk2, 

Derivando quest'espressione l~garitmicamente, si deduce : 

Se finalmente la linea (42), sulla superficie generata dalla sua rotazione 
attorno all'asse delle x ,  è linea d'ombra relativa a raggi luminosi concorrenti 
in un punto posto alla distanza b dall'asse, si ha: 

.) R - bcos 
11, o - . e -- 

k2 
. n au. 1 V [ R  - 1; cos(ku)]i 
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Elevando a quadrato m b o  i membri dell'equazione che si ottiene da questa 
colla differenziazione, e derivaildo poi logaritmicamente l'equazione che ri- 
sulta, si ha:  

1 ? A ~ I R  [asen(ku) - bsenu] - ab cosusen(ku) - -senucos(ku)]l k . 
R'du 

R-- cos (kt&) 
k 

k2 - 1 . e 
k2 

Derivando questa logaritmicamente, si ottiene l'equazione differenziale del 
1." ordine: 

Dunque u Se una supe~jcie di  rivoluxione S si deforma per JEessione in 
un'altra superjicie d i  rivoluxione Si e una Zz'rtea d'ombra L d i  S si trasfornm 
in una linea d'ombra L, di $: 

1." Le due curve L e Li non possono essere entrambe lirzee d'ombra 
relativamente a raggi luwilzosi paralleli. 

2.' La  linea L cke nella deformaxione della superficie conserva la 
proprietà caratteristica szddetta, è ruppresektata dalle (42) in  cui R ha l'e- 
spressione (43), ovvero dalle (41) doue R ha l'espressione (44), ovvero dalle (42), 
doue R è defilzito dall'equaxione differenxiale (45)  rispettivamente, secondo che 
lu superficie primitiva S è illuminata da raggi paralleli e la deformatu S,  
da raggi concorrenti, ovvero S da rhgyi comorrenti e S, da raggi paralleli, 
ovvero entrambe le superficie S, X, sono illuminate da vaggi concorrenti n.. 

R1[asen(ku)-bsenu]+ R[akcos(ku)-bcosu]-ab 
- - 

1 R[asen(kec) - bsenul-ab cosu~sen(7~u)--senzc~cos(7c~)  
/c 

3 a .  sen(ku) + R' 
1 

= cotu f a R - - COS (7; U) 

Parina, aprilc 1890. 

(45) 

k 1 
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Theorie der Elemententripel einstufiger 
Elementargebilde. 

(Von BEBNO KLEIN, il1 1I~ut'bzwg il8 Hcss~I?.)  

Theil 1. - DAS TRIPELNETZ. 

EINLEITUKG. 

I n  der Schrift Theorie der trilinear-symmebiselien Eleuienturgebilde (*) 
ging ich von der trilinearen Verwandtschaft dreier einstufiger Elementargebilde 
aus, deren analytischer Ausdruck eine in  jeder von drei Variabeln linenre 
Gleichung ist,  eine Verwandtschaft, welche gleichzeitig von Herrn SCHU- 
BERT (**) behandelt worden ist. Als speciellen Fall dieser Verwandtschaft er- 
halt man, wenn man den drei Gebilden denselben Traeger giebt und die 
Gleichung symmetrisch in den drei Variabeln annimmt, eine zweifach lineare 
Mannigfaltigkeit, das Tripelne tz genannt. 

Diesem kommt bei der Untersuchung der Elemententripel eines einstu- 
figen Gebilder eine analoge Bedeutung zu, wie der quadratisch-involutorischen 
Ponktreihe bei der Betrachtung der Elementenpaare eines Gebildes. 

Zu der Theorie des Tripelnetzes kann man nun auch unmittelbar, ohne 
von jener allgemeineren Reziehung auszugehen, gelangen, indem n l m  gewisse 
Sactze ueber Curven zweiter Ordnung und die ihnen eingeschriebenen Dreiecke 
zu Hilfe nimmt. Auf dieseni Wege sind die Eigenschaften des Tripelnetzes in 
den $§ 1-bis 5 der vorliegenden Arbeit von Neuem entwickelt worden. 

In einem Tripelnetz giebt es drei Tripel, deren Elemente je in eines 
zusamrnenfallen, und das Netz ist durch diese seine dreifachen Elemente be- 

(*) Marburg, Elwert'sche Buchhandlung, 1881. 
("*) SCHUBERT, Die trililzeare Bez iehung  zwischejz d r e i  einstzcl.ge)z GebiZdeu. Math. 

Annalen, Bd. 17, p. 437. 
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stimmt. Es gilt nun der Satz, der als ein Hauptsatz der Theorie bezeichnet 
werden kann: 

1st ein Tripe1 a in einem Netze enthalten, dessen dreifache Elemente das 
Tripe1 ,û bilden, so ist auch das Tripe1 0 in dem Netze enthalten, dessen drei- 
fache Elemente das Tripe1 a bilden. 

Solche Tripe1 heissen nach Herrn ROSANES (*) conjugirt nach Herrn REYE (**) 
apolar. Den Bemeis des Satzes giebt der $ 6. Der § 7 bringt die lineare Con- 
structioil des sechsten Punktes zweier conjugirter Tripel, von denen die Punkte 
des einen und zwei Punkte des anderen gegeben sind, sie ist die Analogie 
zu der Construction eines vierten harmonischen Punktes zu drei gegebenen. 

Eine Fortsetzung dieser Arbeit (Theil II.) bildet eine Untersuchung, 
welche die Gesammtheit der Elemententripel eines einstufigen Elementarge- 
bildes behandelt , und in der der obengenannte Hauptsatz eine wesentliche 
Rolle spielt. Auf dieser Grundlage wird dann im Theil III. in neuer Weise 
die Geornetrie der Raumcurve dritter Ordnung abgeleitet. 

Eine andere Arbeit, welche ebenfalls die Saetze der hier vorliegenden 
Arbeit zu Grunde legt, enthaelt die Theorie der Curve dritter Klasse mit 
einer Doppeltangente, von der ein specider Fa11 die STEINER'SC~~ Hypocy- 
kloide ist, deren Geometrie Herr CREMONA in ausgezeichneter Weise behandelt 
hat (***). 

Die vorliegende Arbeit, sowie die eben genannten sich an sie anschlies- 
senden Arbeiten stamrnen schon aus dem Jahre 1882, kamen aber damals 
nicht zur Veroeffentlichung. 

Marburg (Hessen), 15 Juni 1800. 

1. Eine Curve II. Ordnung x und eine Gerade p liegen in einer Ebene. 
A B C  sei ein der Curve eingeschriebenes Dreiec.k, und man beziehe x pro- 
jectiv auf p so, dass man den Ecken des Dreiecks A B C  auf x die Punkte 
A, Bo Co von p zuordnet, in denen p von den den Punkten A B  C gegenueber- --- 
liegenden Seiten BC, C A ,  AB geschnitten wird. Man erhaelt auf p und x 

zwei projective Punktreihen welche aus jedem der Punkte A B C durch einen 

(*) ROSANES, Crelle's Journal, Bd. 76, p. 314. 
(**) REYE, Crelle's Joornal, Bd. 79, p. 163. 
tx*.lt) STEINER, Borchardt's Journal, Bd. 53, p. 231. - W. Werke, Bd. 2, p. 641. - 

CREMONA, Crelle's Journal, Bd. 64, p. 101. 
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involutorischen Strahlenbueschel projicirt werden, denn z. B. in den Strahlen- 
buescheln, welche aus B die projectiven Reihen auf p und x projiciren, ent- 
spricht dem Strahl B C A ,  der Strahl B A C O  doppelt: Der involutorische Bue- 
schel B schneidet x in einer involutorischen Punktreihe deren Involutions- 
Centrum der Punkt Bo von p ist, denn zwei Paare einander zugeordneter -- - - 
Strahlen des involutorischen Bueschels B sind B A ,  B C und B 13, das ist die 
Tangente von x in B und B Bo, welche v. in O schneide. Die Verbindungs- 
linien A C  und BO schneiden sich nun im Punkte Bo von p; also ist Bo 
das Involutionscentrum der zu B gehoerigen Punktpaarreihe. Verbindet man 
daher R mit irgend zwei Punkten D und E von x ,  die mit Bo in gerader - - 
Linie liegen, so werden die Strahlen BD und BE die Gerade p in den 
Punkten E, und Do schneiden welche den Punkten E und D von x homolog 
sind. 

Projicirt man nun die projectiven Punktreihen auf p und x aus dem ganz 
beliebigen Punkt E von x durch zwei concentrische Bueschel, so entspricht -- 
dem Strahl E D  Bo der Strahl E Do B doppelt, also erhaelt man den Satz: 

Bezieht man eine Curve II. Ordnung x und eine mit ihr in einer Ebene 
liegende Gerade p projectiv so auf einander, dass man den Eckpunkten eines 
der Curve eingeschriebenen Dreiecks die Schnittpunkte der ilinen gegenueber- 
liegenden Seiten mit p zuordnet, so werden die projectiven Reihen auf p und x 
aus jedem Punkte von n durch einen involutorischen Bueschel projicirt. Sind 
daher A und A, zwei homologe Punkte von x und p und B ein beliebjger 

- - 
Punkt von X ,  so schneiden die Strahlen B A  und B A ,  p respective x in zwei 
Punkten Co und C, -d ie  wieder homologe Punkte von p und x sind. 

Den reellen oder conjugirt imaginaeren Schnittpunkten S und T von p 
und x sind als Punkten von p die Punkte T und X von x zugeordnet. Be- 
zieht man umgekehrt p auf x projectiv so, dass den Sclinittpunkten S und T 
von p mit x als Punkten von p die Punkte T und S von x zugeordnet sind, 
so werden die projectiven Reihen auf p und n aus jedem Punkte B von x 

durch einen involutorischen Strahlenbueschel projicirt. - - 
Denn die Strahlen B S  und B T entsprechen dann einander doppelt. Sind 

S T  conjugirt-imaginaer, so ist ihr Traeger die Gerade p und durch 

ist das Tripelnetz bestimmt; und auch in diesem Fa11 entsprechen sich die 
Strahlen B S  und B T  des Rueschels doppelt und der eben ausgesprochene 
Satz gilt auch hier. 
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Der involutorische Bueschel, durch den die projectiven Reilien auf p 
und x aus dem beliebigen Punkt B von x projicirt werden, schneidet x in 
einer involutorischen Reihe, deren Involutionscentrum der dem Punkt B von Ï, 

homologe Puiîkt Bo von p ist. Die Strahlen B D und B E  welche zwei zu- 
geordnete Punkte dieser involutorischen Reihe mit B verbinden, schneiden 11 
in den Punkten Eo und D,, die den Punkten E und D von x homolog sind. 

Sind nun D und E zwei beliebig angenommene Punkte von x,  deren 
Verbindungsliiiie die Gerade p in einem Punkte Bo trifft dessen homologer - - 
auf x der Punkt I? ist, und schneiden die Geraden B D und B E  die Gerade 
p in Eo und Do, so sind den Punkten B E D  von x zugeordnet die Punkte 
B,Eo Do, in denen p vol1 den den Ecken des Dreiecks B ED gegenueber- 
liegenden Seiten geschnitten wird. 

Das Dreieck DEB ist durch irgend zwei seiner Punkte bestimmt, denn 
deren Verbiiidungslinie trifft p in einem Punkt, dessen homologer auf x der 
dritte Eckpunkt ist. 

Oder, menn D und E gegeben sind, so verbinde man den homologen 
Punkt des einen, z. B. von D, also Do mit E, so schneidet Do E die Curve x 

in den dritten Eckpunkt B. Die Punkte D und E koennen auch conjugirt- 
imaginaer sein, immer gehoert zu ihnen einen dritter Punkt B, der homologe - 
Punkt des Schnittpunktes Bo von p mit der Geraden D E ,  welche der Traeger 
der imaginaeren Punkte D E  ist. Wir  koeiinen also sagen: 

Bezieht man eine Curve II. Ordnung x auf eine Gerade p projectiv so, 
dass den Ecken A B C  eines der Curve eingeschriebenen Dreiecks die Punkte 
AoB, Co von p zugeordnet werden, in denen p von den den Eckpunkten A.BC 
gegenueberliegenden Seiten getroffen wird, fia giebt es unendlich viele Drei- 
ecke, die der Curve eingeschrieben sind, und deren Ecken denjenigen Punkten 
von p zugeordnet sind, in denen p von den den Ecken gegenueberliegenden 
Seiten getroffen wird. 

Durch zwei Eckpunkte eines Dreiecks ist der dritte bestimmt, und von 
den drei Eckpunkten eines Dreiecks bestimmen je zwei den dritten. 

Die Tripe1 der Eckpunlite dieser Dreiecke bilden eine zweifache lineare 
Maniiigfaltigkeit; sie heisse ein auf der Curve x liegendes Punkt tr ipelnetx .  

2. Die vorigen Saetze lassen sich unter einenî Gesichtspunkt betrachten, 
unter dem sie allgemeine Geltung fuer alle ~ e b i l d e  die sich zu einer Curve 
II. Ordnung in projective Beziehung setzen lassen, gewinnen. 

Eine bisher so genannte involutorische Punktreihe sol1 eine Punktpaar-  
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reilte genannt werden. Von den saemmtlichcn Punktpaarreihen eines Traegers 
z. B. der Curve II. Ordnung x ,  welche ein Punktpaar gemein haben, wird 
gesagt, dass sie ein Bueschel von Punktpaarreihen bilden. Das gemeinsame 
Paar heisse das Basispunktpaar des Bueschels. 

Die Paare der Doppelpunkte der Punktpaarreihen eines Bueschels 
bilden eine Punktpaarreihe. 

Denn sie sind saemnltlich durch das Basispaar des Bueschels harmoniscli 
getrennt. Die Punkte des Basispaares eines Bueschels von Punktpaarreihen 
sind zugleich die Doppelpunkte der Punktpaarreihe, welche aus den Dop- 
pelpunkten der Reihen des Bueschels besteht. J e  riachdem die Punkte des 
Basispaares also imaginaer oder reell sind, oder zusammenfallen, sind die 
Doppelpunkte saemmtlicher Reihen des Bueschels reell, oder eine Gruppe 
derselben ist imaginaer oder die Paare der Doppelpunkte haben einen Punkt 
gemein. 

Durch ein belielniges Punktpaar ist eine Punktpaarreihe eines Bueschels 
bestimmt. 

Das Basispaar der Bueschels ist naemlich ein zweites Punktpaar der 
Reihe, oder man erhaelt die Doppelpunkte der Reihe, indem man in der Reihe 
der Doppelpunktpaare der Reihen des Bueschels dasjenige aufsucht, welches 
durch das gegebene Paar harmonisch getrennt ist. 

Durch zwei Punktpaarreihen k t  ein Buescliel bestimmt. 

Naemlich das gemeinsame Paar des Reihen ist das Basispaar desselben. 
Oder: Durch die Paare der Doppelpunkte der beiden Reihen ist die 

Punktpaarreilie der Doppelpunkte der Reihen des Bueschels und damit der 
Bueschel bestimmt. 

Vier Punktpaare einer Punktpaarreihe heissen harmonisch, wenn die vier 
Punkte welche durch sie von einem beliebigen Punkte des Traegers harmo- 
nisch getrennt sind vier harmonische Punkte sind (*). 

Vier Punktpaarreihen" eines Bueschels sollen harmonhch heissen, wenn 
ihre Doppelpunktpaare vier harmonische Paare sind. 

Vier harmonische Reihen eines Bueschels erhaelt man, wenn man das 
Basispaar a des Bueschels, einen festen Punkt A und vier harmonische Punkte 

(*) Theorie der trilinear-synzmetrisdien Iferzoandlschnft, 3 4. - CREIIONA , E b t  ne 
Curven, p. 2% 
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Ai  A, A, A, giebt. Der Punkt A und einer der letzteren vier Punkte bilden 
je ein Punktpaar einer Reihe, von der a ein zweites ist, und die vier so be- 
stimmten Reihen sind vier harmonische, denn AiA,..4,A, sind von A durch 
die Doppelpunkte der vier Reihen harmonisch getrennt. E s  folgt daraus weiter: 

J e  vier Punkte, die einem beliebigen Punkte in vier harmonischen Punkt- 
paarreihen eines Bueschels zugeordnet sind, sind vier harmonische Punkte. 

Vermittelst der aufgestellten Definition kann man Punktpaarreihen und 
Punktpaarreihenbueschel auf beliebige Elemeniar-Gebilde erster Stufe pro- 
jectiv beziehen, indem man je vier harmonischen Elementen des einen Ge- 
bildes je vier harmonische des anderen entsprechen laesst. Zu den Elementar- 
Gebilden rechnen wir nun aber auch die Punktpaarreihen und die Punkt- 
paarreibenbueschel, sowie die ihnen analogen Strahlen-und Ebenengebilde und 
verstehen unter den Elementen dieser Elernentenpaare respective Elementen- 
paarreihen. 

Dann ist u. A. jeder Rueschel von Punktpaarreihen auch zu der Punkt- 
paarreihe der Doppelpunkte des Bueschels projectiv. Ferner sind zwei Punkt- 
paarreihen auf zwei Traegern projectiv, wenn je vier harmonischen Paaren 
der einen vier harmonische Paare der anderen zugeordnet sind. 

3. Kehren wir nun zu dem Tripelnetz auf der Curve r, zurueck so ist 
jedem Punkte B von r. ein Punkt Bo von p zugeordnet. Zugleich ist Bo das 
Jnvolutionscentrum einer auf r. liegenden Punktpaarreihe deren Punktpaare 
mit dem Punkt B je ein Tripe1 des Tripelnetzes bilden, denn die Seiten jedes 
Dreiecks, dessen Ecken stus einern Punktpaar der Reihe und B bestehen, 
schneiden p in Punkten, die den gegenueherliegenden Ecken homolog sind. 

Die Punktpaarreihen auf x deren Involutionscentren die Gerade p er- 
fuelleri bilden einen Bueschel, dessen Basispunkte die Schnittpunkte von p 
und x sind. 

E s  ist aber x projectiv auf diesen Bueschel bezogen, wenn man einem 
Punkt B und x diejenige Punktpaarreihe zuordnet, deren Involutionscentrum 
der homologe Punkt Bo von p id ,  wobei vorausgesetzt ist, dass den Punkten 
T und ,S von p die Punkte S und T von x entsprechen. I n  der That sind 
die Involutionscentren von vier harmonischen Reihen des Bueschels vier har- 
monische Punkte und umgekehrt; denn projicirt man vier harmonische Punkte 
von p aus einem Punkt der Curve x. auf diese, so erhaelt man vier harmo- 
nische Punkte, die dem festen Punkte in vier Reihen des Bueschels zugeordnet, 
die also selbst vier harmonische Reihen sind. Da also x projectiv zu p ist, so 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Theil I. - Das Tr-elnetx. 219 

ist x auch zu dem Punktpaarreihenbueschel projectiv, dessen Basispaar die 
Schnittpunkte von p und x bilden. Nun ist die projective Beziehung von p 
und x durch drei Paare homologer Punkte, also die von x und dem Reihen- 
bueschel bestimmt, wenn man drei Punkten von x drei Reihen des Bueschels 
zuordnet. Bus  der besonderen Art  der projectiven Beziehung von x und p, 
in der den Punkten A B C von x die Punkte A, Bo Co von p zugeordnet sind 
folgt aber, dass in der projectiven Beziehung von x zum Reihenbueschel jedem 
der d r e i  Punkte ABC von x diejenige Reille des Buesohels zugeordnet ist, 
welche durch das Paar  der beiden anderen Punkte bestimmt kt. AB C bilden 
ein Tripel des Tripelnetzes auf x; es giebt nun unendlich viele Tripel der- 
selben Art ;  von drei Punkten eines solchen Tripels bilden also je zwei ein 
Punktpaar derjenigen Punktpaarreihe des Bueschels, welche dem dritten Punkt 
zugeordnet ist in der projectiven Beziehung von x zum Reilienbuescliel. Daher 
kann man sagen: 

Bezieht man die Punkte einer Curve II. Ordnung x projectiv auf einen 
auf x liegenden Bueschel von Punktpaarreihen, und zwar so, dass man jedem 
von drei beliebig angenommenen Punkten von x diejenige Punktpaarreihe des 
Bueschels zuordnet, in der die beiden uebrigen Punkte ein Punktpaar bilden, 
so ist durch je zwei Punkte AB von x im Allgemeinen ein dritter von C 
bestimmt. Solche drei Punkte A B  C bilden ein Tripel, von deni je zwei Punkte 
den dritten bestimmen, indem naemlich je zwei ein Punktpaar der dern dritten 
zugeordneten Punktpaarreihe bilden. Die saemrntlichen so entstehenden Tripe1 
bilden din Punkttripeinetx auf x .  

Aus dieser Erzeugungsweise des Tripelnetzes geht liervor § 2, dass man 
ein solches auch auf jedem anderen Gebilde erster Stufe lierstellen Irann, ferner 
aber auch, 

dass jedem Tripelnetze in dem einen von zwei projectiven Gebilden 
erster Stiife auch ein solches in dem anderen Gebilde entspricht. (Schluss 
von 5 2.) 

W i r  wollen im Bolgendem bei der Curve II. Ordnung als Traeger des 
Tripelnetzes stehen bleiben. 

Wir  sahen, dass die projective Beziehung von p und x ,  die zu dem Tri- 
pelnetz fuehrt, auch dadurch bestinimt wird, dass man den Schnittpunkten 
S und T von p und x als Punkten von p die Punkte T und S von x (und 
irgend einem dritten Punkt von p einen dritten von x) zuordnet. Uebertraegt 
man dies auf die Beziehung von x zu dem Bueschel der Punktpaarreihen, 
so folgt: 
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Sind S und T die Basispunkte eines Bueschels von Punktpaarreihen, 
und bezieht man denselben auf den Traeger x des Bueschels projectiv so? dass 
den Punkten S und T des Traegers die beiden Reihen, deren Doppelpunkte 
in T respective S zusammenfallen, zugeordnet sind, so bilden die Tripel, 
welche man erhaelt, wenn man einen Punkt von x mit einem Punktpaar 
der ihm zugeordneten Reihe des Bueschels verbindet, ein Tripelnetz. 

Mit dem Bueschel von Punktpaarreihen ist zugleich die Punktpaarreihe 
der Doppelpunkte der Reihen des Bueschels projectiv auf x bezogcn. Ein 
Tripelnetz kann daher auch in der folgenden Weise erzeugt werden: 

Bezieht man die Punkte der Curve x auf eine auf x liegende Punkt- 
paarreihe projectiv so, dass man jedem von drei beliebig angenommenen 
Punkten von x dasjenige Punktpaar der Keihe zuordnet, welches von dem 
Punkte durch die beiden anderen harmonisch getrennt ist, so bilden die Tripel, 
welche man erhaelt, wenn man einen Punkt von x mit je zwei Punkten zu 
einem Tripe1 verbindet, das durch das ihm zugeordnete Paar der Reihe har- 
nmnisch getreniit ist, ein Tripelnetz (*). 

Ferner : 

1st eine Punktpaarreihe aiif x projectiv so auf die Punkte von x 

bezogen, dass den Doppelpuokten S und 'T der ersteren die Punkte T 
und S von x entsprechen, so erhaelt man die Tripe1 eines Tripelnetzes, 
wenn inan je einen Punkt von x mit je zwei Punkteri zu einem Tripe1 
verbindet, die durch das ihm zugeordnete Paar der Reihe harmonisch 
getrennt sind. 

4. In einem Tripelnetz giebt es Tripel, von deren Punkten zwei in einen 
Doppelpunkt wsammenfallen. 1st A der Doppelpunkt eines Tripels A A B ,  so 
heisst A ein erster Pol von B in dem Netze. Nun ist der Doppelpunkt A 
eines Tripels A A B  ein Doppelpunkt der zu B gehoerigen Punktspaarreihe, 
also folgt: 

Jeder Punkt B von x hat in dem Tripelnetze zwei erste Pole A A,;  
beschreibt B die Curve, so beschreibt das Paar A A ,  eine zu der von B 
beschriebenen Reihe projective Punktpaarreihe. Denn ist Y der Pol von p 
bezueglich x und 6, die Polare von Bo welche x in AB,  schneidet, so ist: 

(*) Theorie der trilinenr-symmetrischen Verwandtschaft, § 14. 
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Der einfache Punkt B  eines Tripels A  A R  mit einem Doppelpunkt A  
heisst der xweite Po2 des Punktes A im Netze. Jeder Punkt A  hat einetz 
zweiten Pol, naemlich den Punkt B, durcli den der Doppelpunkt A  zu einem 
Tripe1 ergaenzt wird. Da in dem Tripe1 A A B  A und B ein Punktpaar der 
A zugehoerigen Punktpaarreihe bilden, so folgt: 

Der zweite Pol B eines Punktes A ist von ihm durch die ersten 
Yole von A harmonisch getrennt, denn A B  laeuft durch den Punkt A ,  
von p. 
Aus der Definition von ersten und zweiten Polen folgt zugleich: 

1st A ein erster Pol von B, so ist B  der zweite Pol von A .  Und 
umgekehrt. 

J e  zwei Punkte eines Tripels sind durch die ersten Pole des dritten har- 
rnonisch getrennt. Von je zwei Punkten eines Tripels sagt man sie haben den 
dritten Punkt zum gemischten Pol im Tripelnetze. 

Der gemischte Pol C zweier Punkte A und B ist also von jedeni der 
letzteren durch die ersten Pole des anderen harmonisch getreniit, und A  und 
B selbst sind durch die ersten Pole von C harmonisch getrennt. 

Die Punktpaare welche einen und denselben Punkt zum gemischten 
Pol haben, bilden eine Punktpaarreihe, deren Doppelpunkte die ersten 
Pole des Punktes sind. 

Dies geht ails der Erzeugungsweise des Tripelnetzes unmittelbar hervor. 
Den Doppelpunkten S und T der von den Paaren erster Pole der l'unkte 

von x gebildeten Punktpaarreihe sind als Punkten von x diejenigen Pankt- 
paarreiherl zugeordnet, deren Doppelpunkte in T respective S zusamrnenfallen. 
Da nun in jeder dieser Reihen, z. B. in derjenigen, deren Doppelpunkte in T 
zusammenfallen, T mit jeden beliebigen Punkt ein Punktpaar bildet, so bilden 
S und T mit jedem beliebigen Punkt ein Tripe1 des Netzes. Daher: 

In einem Tripelnetze giebt es zwei Punkte, deren gemischter Pol 
unbestimmt kt.  

I n  jedem der beiden Punkte fallen die ersten Pole des anderen zusammen, 
und es sind dies die einzigen Punkte deren erste Pole in einen Punkt zu- 
sammenfallen. Den Punkten von x entsprechen die Paare ihrer ersten Pole 
piojectiv S. o. § 2. Die beiden projectiven Reihen haben drei Punkte entspre- 
chend gemeinschaftlich. Daher : 

Annali d i  Maternatica, tomo XVIII. 20 
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In jedem Tripelnetz giebt es drei Tripel, deren Punkte in einen zu- 
sammenfallen (*). Sie heissen die dreifachen Punkte des Netzes. 

In  jedem derselben faellt ein Punkt mit einem seiner ersten, und 
mit seinem zweiten Pol zusammen. 

1st U eiri dreifacher Punkt eines Tripelnetzes auf der Curve II. Ordnung 
x und p die Gerade, welche die Involutionscentren der zu den Punkten von r. 

im Tripelnetz gehoerigen Punkpaarreihen enthaelt und zu x projectiv ist, so 
schneidet die Tangente in U a n  x die Gerade p in dern Involutionscentrum 
der zu U gehoerigen Punktpaarreihe, denn in dieser ist U ein Doppelpunkt, 
und wenn umgekehrt eine vom Punkte U, von p gehende Tangente die Curve 
in dern zu U, homologen Punkte von x beruehrt, so ist U ein dreifacher Punkt 
des Netzes, denn ein erster Pol von U faellt dann mit U zusammen. Sind 
nun U und V zwei dreifache Punkte, schneiden die Tangenten in U und V 
die Gerade JJ in Uo und Vol so ist der gemischte Pol von U und V sowohl 
dern Punkt V zugeordnet in der zu U gehoerigen, als auch dern Punkt U 
zugeordnet in der zu V gehoerigen Punktpaarreihe; es muessen sich daher 
die Geraden U, V und UVo in einem Punkte W von X ,  dern gemischten Pol 
von U und V schneiden. In  dern Dreieck UV W schneiden nun zwei Seiten 
die Tangenten in den gegenueberliegenden Eckpunkten in zwei Punkten Uo Vo 
der Geraden p ;  deshalb liegt nach dern Satze des PASCAL auch der Schnitt- 
punkt W, der dritten Seite B U  mit der Tangente in TV aiif p. E s  beruehrt 
also die Gerade Wo W die Curve x in W. Nun ist ferner W, der homologe 
Punkt des Yunktes W von X ,  denn die Seiten des Tripeldreiecks UVTV 
schneiden p in den Punkten, die den ihnen gegenueberliegenden Ecken ho- 
molog sind, folglich ist nach der an  die Spitze gestellten Bemerkung W7 ein 
dreifacher Punkt des Netzes. Daher : 

Der gemischte Pol von je zwei dreifachen Punkten eines Tripel- 
iletzes ist der dritte dreifache Punkt. Oder: 

Die drei Punkte, in derem jedem drei Punkte eines Tripels des 
Netzes zusammenfallen, bilden selbst ein Tripe1 des Netzes. 

Das gilt auch, wenn zwei dreifache Punkte conjugirt-imaginaer sind. 
Denn man kann dann zejgen, dass ihre reelle Verbindungs üerade durch den 
Yunkt Uo von p geht, der das Involutionscentrum der dern dritten reellen 
dreifachen Punkte U zugehoerigen involutorischen Reihe ist (**). 

(*) Theorie der trilinear-symmetrischelz Verwandtschaft, p. 23 u. p. 55. 
(**) Theorie der trilin.-symmetr. Verwandtschuft, p. 56. 
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Die Gerade p ist die PASCAL'SC~~ Gerade des Dreiecks U V  W bezüglich 
und schneidet daher x nicht, wenn U V W  reell sind; sie schneidet sie da- 
gegen, wenn zwei der drei Punkte imaginaer sind (*). D a  nun die Gerade p 
die Curve x in den Punkten S und T schneidet, so folgt: 

Sind die dreifachen Punkte eines Tripelnetzes reell, so sind die beiden 
Punkte, deren gemischter Pol unbestimmt ist, imaginaer; sind zwei der 
drei Punkte iinaginaer, so sind jene beiden Punkte reell. Und umgekehrt. 

5 .  E i n  Punkttripelnetz auf der Curve II. Ordnung x ist durch ein Tripe1 
AB C' und die Gerade p bestimmt, auf der die Involutionscentren der zu den 
Punkten von x gehoerigen Punktpaarreihen liegen. Man bezieht p projectiv 
auf x so, dass jedem der Eckpunkte des Dreiecks A B C  der Schnittpunkt mit 
der gegenueberliegenden Seite entspricht. 

Das Tripelnetz ist auch bestimmt, wenn die Gerade p und zwei homo- 
loge Punkte A, und A von p und x gegeben sind. Denn irgend zwei mit A ,  
in gerader Linie liegende Piinkte B C von x muessen dann mit A ein Tripe1 
des Netzes bilden. Im Speciellen ist das Netz auch durch p und einen drej- 
fachen Punkt U bestimmt. Die Tangente an x in U trifft p in dem homologen 
Punkt U,. 

Von einem Tripelnetz auf x sei nun ein Tripe1 A B C  gegeben, so ge- 
hoert dasselbe den zweifach unendlich vielen Netzen an, deren eines bestimmt 
kt ,  wenn man eine beliebige Gerade der Ebene von x als Gerade p anriimmt. 
Umgekehrt sind durch ein Tripe1 zweifach unendlich viele Netze bestimmt. 
Gehoeren zwei Tripe1 einem Netze an ,  zu dem die Gerade p gelioert, so 
muessen die Seiten der beiden Tripeldreiecke die Gerade p in Punkten treffen, 
die den den Seiten gegenueberliegenden Eckpunkten als Punkten von x pro- 
jectiv entsprechen. Diese Bedingung erfuellen alle Geraden p,  die dem von 
den Seiten der beiden Tripeldreiecke bestimmten Strahlenbueschel II. Ordnung 
angehoeren, denn jeder Strahl desselben schneidet den Bueschel in einer zu 
ihm perspectiven Punktreihe die auf x projectiv bezogen ist, weil die Strahlm 
des Bueschels den Punkten von x nach einem bekannten Satze projectiv ent- 
sprechen. Der Bueschel enthaelt unendlich viele Dreiseite, die x eingeschrieben 
sincl und jeder Seite eines solchen ist der gegeniieberliegende Eckpunkt zu- 
geordnet. 

(") Theorie der trilin.-sym. Verwandischaft, p. 62. - SCHROETER, Oberflneche~~ 
II. Ord., p. 277. Anmerkung. 
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Die Seiten aller dieser x eingeschriebenen Dreiecke schneiden also jeden 
beliebigen Strahl des Strahlenbueschels II. Ordnung in Punkten, die den ge- 
genueberliegenden Eckpunkten in einer projectiven Beziehung der Punktreihen 
p und x entsprechen. . 

Zwei Tripe1 liegen also in einfach unendlich vielen Tripelnetzen denje- 
nigen naemlich, deren dreifache Punkte die Tripe1 der Rcihe bilden, und 
umgekehrt sina durch zwei Tripe1 einfach unendlich viele Netze bestimrnt, 
in denen gleichzeitig mit jenen zwei einfach unendlich viele Tripe1 liegen. 

Liegen drei Tripe1 in einem Netze x zu dem die Gerade p gehoert, so 
muss p von den Seiten der Tripeldreiecke in Punkten getroffen werden, die 
den gegenueberliegenden Eckpunckten projectiv.entsprechen. Diese Bedingung 
erfuellt der vierte gemeinschaftliche Strahl p zweier Strahlenbueschel II. Ord- 
nung; welche durch die Seiten von je zwei der drei gegebenen Tripeldreiecke 
bestimmt werden. Denn sind a P y  die Tripe,l und p der vierte gemeinschaft- 
liche Stsahl der durch af i  und ay bestimmten Bueschel, so ist sowohl der 
eine Bueschel als auch der andere projectiv so auf x bezogen, dass den Seiten 
des Tripeldreiecks a die gegenueberliegenden Ecken entsprechen, also auch 
in doppelter Weise p auf x so, dass den Schnittpunkten mit den Seiten von u 

die gegenueberliegenden Ecken entsprechen. Daher schneiden auch die Seiten 
der Tripeldreiecke f i  und y die Gerade p in Punkten, die den gegenueber- 
liegenden Eckpunkten in der projectiven Beziehung von p und x entsprechen. 
Es folgt daraus : 

Durch drei Tripe1 ist im Allgemeinen ein Tripelnetz bestimmt. 
Speciell ist ein Netz durch seine dreifachen Punkte bestimmt (*). 

6. Wir beweisen den Satz: Wenn die Punkte A B C  ein Tripe1 eines 
durch seine dreifachen Punkte 77 VW bestimmten Tripelnetzes auf einem be- 
liebigen einstufigen Traeger bilden, so bilden auch UVW ein Tripe1 eines 
durch die Punkte A B C  als seine dreifachen Punkte bestimmten Netzes auf 
diesem Traeger. Denn sind U,  V, W, die in jedem Sinne vierten harmonischen 
Punkte zu U V W, so bilden U IJ , P Vi , W W, eine Involution (**). 

Man beziehe nun (U V W) /\ (U U,  V Vi WW,) (8 2) so ist ditdusch das 
Tripelnetz (UVW) dessen dreifache Punkte U V  W sind, bestimmt, und als ein 
Tripe1 desselben ist A.BC angenommen. Nun beziehe man auch ABC 7 UPW. 

(*) Anderer Beweiss: Theorie der trilin.-sym. Verwandtschaft, 5 20,  p. 55. 
(*") v. STAUDT, Geometrie der Laye, p. 121. - Theorie der trilin.-syrn. Verzuand- 

scltafb, p. 57. 
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Sind dann A,  Bi Ci die in jedem Sinne vierten harmonischen Punkte zu 
A B  C, so bilden A A, B Bi C Ci eine Involution. Man beziehe nun (A B C )  A 
( A  A, B Bi C Ci) so ist dadurch ein Tripelnetz (AB C) bestimmt, dessen drei- 
fache Punkte A B  C sind. Nun entspricht im Netz ( U P W )  jedem der Punkte 
UVWA eine involutorische Reihe. In der A entsprechenden sind B und C 
homologe Punkte (bilden ein Punktpaar das zu -4 gehoert). Wegen (U VIV) 
/2 ( A B  C) ist auch (U U, V VI TV W,) (A A ,  B BI  C Ci) (5  2) so dass, wenn 
U und A homologe Punkte der ersten Beziehung sind, in der zweiten die 
Punktpaare UU, und A Ai und die Punktpaarreihen, deren Doppelpunkte sie 
respective sind, einander entsprechen. Nun sind aber B und C ein Punktpaar der 
irn Netz (UV W) zu A gehoerigen Punktpaarreihe. Wegen (UVW) A ( A  B C) 
gehoert dann im Netze (ABC)  zu U ein Punktpaar der U zugehoerigen 
Punktpaarreihe, dessen Punkte in der genannten Beziehung den Punkten B C 
entsprechen. Das sind aber die Punkte VW. Folglich bilden VW mit U ein 
Tripe1 des Netzes (ABC).  

7. Wir leiten hieraus die allgemeine Construction des sechsten Punktes 
zweier conjugirter (apolarer) Tripel, welche auf einem beliebigen einfoer- 
migen Gebilde als Traeger {iegen ab. Es sei das Tripel U 'V W und von dem 
zweiten Tripe1 seien die Punkte A und B gegeben; der dritte Punkt C ist 
zu construiren. Man construire zunnechst U, Vi Wi.  Dann ist dem Punkte U 
die Punktpaarreihe zugeordnet, deren Doppelpunkte U und U, sind. In  dieser 
Punktpaarreihe suche man den zu A homologen Punkt A' auf, so ist die 
zu U gehoerige Punktpaarreihe auch durch U (oder U,) und A A' bestimmt. 
In der zu P gehoerigen Punktpaarreihe, deren Doppelpunkte V und Vi sind, 
suche man den zu A gehoerigen Punkt A" auf (und kann auch den durch W 
bestimmten analogen Punkt A"' aufsuchen). Alsdann sind in der zu A ge- 
hoerigen Punktpaarreihe U und A', P und A" Punktpaare und die Reibe ist 
durch diese beiden Punktpaare bestimmt. Sucht man jetzt in dieser Reihe 
den zu B  homologen Punkt C auf, so ist auch BC ein Paar der zu A ge- 
hoerigen Reihe, A B  C ein Tripe1 des Netzes (U B W), mithin G der dritte 
gesuchte Punkt des Tripels, von dem A und B als Punkte gegeben waren. 

Die Construction des Punktes C, wenn man sie fuer die Curve II. Ord- 
nung x als Traeger der beiden Punktripel UV W und A B  C ausfuehren will, 
setzt x als gegeben voraus; dann kann C durch das Lineal allein erhalten 
werden; denn bei gegebenen Punkten UV W kann d a m  die Gerade p als 
PASCAL'SC~~ Gerade des Dreiecks U V W ,  ferner der zu A von x homologe 
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Punkt A ,  von p,  und dadurch der Punkt C als Schnittpunkt von x mit der 
Geraden A, B linear construirt werden. Wird dagegen eine Gerade 0 als der 
Traeger der beiden Tripe1 U-7 W und A B C  angenommen, so koennen die 
saemmtlichen nothwendigen Constructionen allein mit dem Lineal ausgefuehrt 
werden, naemlich die Construction der Punkte U,, V,, W, ,  A', A" durch wie- 
derholte Construction eines zu drei Punkten harrnonischen vierten Punktes, 
und die des Punktes C als eines Punktes der in einer durch zwei Punktpaare 
bestimmten involutorischen Reihe der einem gegebenen fuenftem Punkto zu- 
geordnete sechste ist. Constructionen, welche wie bekannt, auf die Figur eines 
vollstaendigen Vierecks der Ebene sich gruenden. 

Die Construction des sechsten Punktes zweier conjugirter Tripe1 hat in 
der Geometrie der Elemententripel einfoerrnjger Gebilde dieselbe Bedeutung, 
\vie diejenige des vierten Punktes zweier harmonischer Punktpaare in der 
Geometrie der Elementenpaare einfoermiger Gehilde. 
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L'equazione razionale 
della superficie di Kummer. 

(Memoria VI d i  ERNESTO PASCAL, a Napoli.) 

N e l i a  Memoria V ho studiato con dettaglio le cosiddette funzioni Jaco- 
biane 2 di 1." specie. 

In questa nuova Memoria studio la relazione di 4." grado che deve esi- 
stere fra le quattro 2 pari, e che non è altro che la cosiddetta equaxione 
razionale della superficie di KUMMER, inquantochè i coefficienti di tale equa- 
zione sono invarianti ruxionali di una sestica binaria. 

Una corrispondenza fra le superficie di KUNMER e una sestica binaria 
appari sin da1 lavoro classico del KLEIN in cui si dimostrava che la stessa 
superficie di KUMMER, oltrechè superficie di singolarità di un solo complesso 
quadratico, potea considerarsi come tale rispetto ad un intero sistema di com- 
plessi quadratici confocali rappresentati dall'equazione: 

Con cib si veniva già a stabilire una corrispondenza fra le superficie di KUMMER 
e la sestica le cui radici erano le k. 

Una relazione di una natura diversa fra la superficie di KUMMER e una 
sestica binaria, apparve quando fu dirnostrato che le coordinate di tale su- 
perficie si poteano esprimere corne funzioni rnzionali delle funzioni iperellit- 
tiche 9, corrispondenti al campo di irrazionalità di una sestica binaria. 

Una relazione infine di una natura anche pih intima e immediata si 
presenta nell'equazione della superficie in coordinate 2, in cui i coefficienti 
sono invarianti razionali della sestica corrispondente al campo di irrazionalità 
delle 2. 
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N d  lavoro che seguirà a guesto studierb l'altra relazione esistente fra 
il quadrato della 2 dispari e le 2 pari, la quale relazione corrisponde all'e- 
quazione di un fascio di superficie di 6." ordine che toccano la superficie di 
KUMMER. 

§ 1. Preliminari sulle superficie di Kummer. 

fi nota I'esistenza di alcune superficie algebriche, le oui coordinate pos- 
sono esprimersi razionalmente mediante le funzioni 9 a due argomenti (di 
genere 2). 

Cos1 per es. sono di ta1 natura le superficie di 2." ordine (*) e le super- 
ficie di 4." ordine aventi una conica doppia, e fra queste ultime in particolare 
le cosiddette ciclidi, cioè quelle in cui la conica doppia 6 diventata un cerchio 
immaginario (**). Fra  le superficie godenti della stessa proprietà vi è la co- 
siddetta superjicie d i  KUMMER. 

Tale superficie è di 4." ordine e possiede 16 punti nodali e 16 piani 
singolari. 

Essa fu trovata da KUMMER (***) come superfic,ie focale di una congruenza 
di 2." ordine e di 2.a classe; in seguito il KLEIN (****) dimostrb che si otteneva 
la stessa superficie anche come la superficie di singolarità del generale com- 
plesso quadratico già studiata da PL~CKER, e infine 10 stesso KLEIN (*****) 
dimostrb poco dopo che la stessa superficie pub considerarsi come la superficie 
di singolarità degli soi complessi confocali rappresentati dalla formola: 

6 x? 
-- = O (1 arbitrario), 
k i - h  

dove Xi sono le 6 coordinate omogenee della retta nello spazio, fra le quali 
esiste la relazione : 

x : + x ; + . .  .+x:=o.  

La  superficie di KUMMER apparisce dunque in ta1 maniera in una certa rela- 
zione colla binaria di 6." grado le cui radici sono le k, .  . . Ic,. Relazioni di 

(") STAUDE, Geonzetrische Deutung der  Adclitionsth, der hyp, Integr. und Fun&, 
1. Ordn. in Systern der confocale% Flüchen 2. Grades. Math. Ann., Bd. 22. 

(**) DOMSCH, Ueber die Darstellung der Flüchen vierfer Ordnung mit Doppelke- 
yeEschnitt durch hyp. Fzwct. (Dissert. Leipzig). Greifswald, 1885. 

(***) KUMMER, Monat. Berl. Acad., 1864. - Abhand. der Berl. Akad., 1866. 
(ab.**) PL~CKER, Neuer Geometvie, 2"' A b t ï .  (1869), pag. 315. 
(+I*M) KLEIN, Zw Th. der Liniencom$leae des 1. zi. II. Gr., Y;th. Ann., Bd. 2, 

pag, 19% 
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una natura ancora più intima fra la superficie di KUMMER e una sestica bi- 
naria appariranno in seguito; per ora vogliamo limitarci ad accennare bre- 
vemente la natura della relazione trovata ora. 

È chiaro prima di tutto che ogni sestica individua una superficie di 
KUMMER, perchè individua il fascio dei complessi confocali; propriamente 1â 
superficie di KUMMER è individuata non quando si dànno solo i ralori delle 
radici della sestica, ma quando si dà anche l'ordine col quale si vogliono far 
succedere queste radici. Quindi poichè vi sono 720 permutazioni delle 6 radici 
vi saranno altrettante superficie di KUMMER. Notiamo intanto che una permii- 
tazione fia le radici k equivale ad una sostituzione: 

x ' ~  = xk ( i ,  k ,  == 1, 2,. . . 6), 

fra le coordinate di rette. 
D'altra parte il fascio dei complessi confocali ritorna in sè stesso con 

una sostituzione: 
xf i=  + xi (i= 1, ..., 61, 

che è una sostituzione che fa tornare da coordinate di rette a coordiaate di 
6 

rette, perchè la telazione citata 2%; = O resta inalterata e quindi sempre 
i 

soddisfatta. 
Ora di tali ultime sostituzioni ve ne sono 32, per ciascuna delle qudi 

dunque la superficie di KUMMER torna in sè stessa (*). 
Possiamo dunque dire che ad ogni sestica binaria f ( A )  corrispondono 720 

superficie di KUMMER. 
Ma si verifica la proprietà reciproca? Data, cioè, una superficie di KUMMER 

O un numero finito di esse, è determinata una sestica? 
La  risposta a questa domanda è negativa, perchè si pub far vedere fa- 

cilmente che il fascio dei complessi confocali non si altera per una stessa so- 
stituzione lineare delle quantità k i ,  cioè ritorna in sè stesso; quindi possiamo 
dire che da una superficie di KUMMER, non restano individuati i coefficient; 
(O le radici) della sestica, ma solamente i suoi invarianti assoluti O moduli. 

Da cib si ricava che l'equazione della superficie di KUMMER deve potersi 
ridurre sempre a contenere per coefficienti solo invarianti assoluti della sestica. 

(*) Vedi la Mernoria di REICHARDT, UeCer die Darstellung der Kzmamerschen Fliicle 
durch hyperelliptische Functionen (Dissertation Leipzig). Halle, 1887. Ne1 § 2 di questa 
Memoria é studiato il gruppo delle 33.720 sostituzioni fra le coordinate di rette, di cui 
si parla ne1 testo. 

Annati d i  Matematica, tom0 XVIII .  30 
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€j 2. Varie forme dell'equaeione della superficie di  Kummer. 
Relazioni f ra  questa  e l e  funzioni 3. 

Introduciamo, anzichè le coordinate di rette, le coordinate di punti y, 
y? y, y, riferite al tetraedro fondamentale (*). Allora si ricavano notoriamente 
le relazioni (ponendo pij = y'i y'j- - y"; y f j )  : 

e reciprocamente: 

6 

mentre la relazione fondamentale fra le coordinate x ,  cioè xx: = O diventa: 
1 

Partendo ora dall'equazione del complesso: 

possiamo esprimere tale equazioiie in funzione delle coordinnte ( y ' )  (y" )  che 
sono le coordiiiate di due punti della retta (x). Si  ha allora una relazione di 
< 2. 0 grado in y' e y". Fissato y" questa equazione rappresenterà un con0 di 

2." ordine il cui vertice è y". Esprimendo la condizione perché questo con0 
si scinda in due piani si ha per luogo del punto y" precisamente la superficie 
di KUXMER, 

Si trova cosi l'equazione (**): 

(*) KLEIN, Alatli. Ann. ,  Bd. 2. 
(**) REICHAKDT, Opera cit., pag. 395. 
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dove 
ki he (k3 + kc - kg - k6) + k 3  kr (ecc.) -l- ks ks (ecc.) A=8 

(kt - ko) (k3 - kr) (k5 - kd) 

Si pub dare varie forme a questa equazione e se ne pub anche dare un'altra 
nella quale compariscono esplicitamente i cosiddetti moduli di BORCHARDT, ma 
per tali argomenti rimandiamo il lettore all'opera citata di RE~CHBRDT (*). 

Passiamo oïa. ad un altro genere di considerazioni. F u  primo il KLEIN (**) 
a riconoscere la possibilità di espriinere le coordinate di un punto della su- 
perficie di KUMMER mediante quattro speciali' funzioni 9 iperellittiche a due 
argomenti; poi si successero i lavori di CAYLEY (***), BORCHARDT (****), WE- 
BER (*****), ROHN (******). 

Ecco intanto alcune indicazioni su quest'altro ramo della teoria. 
Si sa che per p = 2 esistono 16 funzioni iperellittiche 9, di  cui 10 pari 

e 6 dispari. A ciasouna di tali $ corrisponde una caratteristica: 

dove e', j ,  h, 1 sono quattro numeri interi e propriamente O O ovvero 1 (******* 1. 
Queste 16 caratteristiche si possono distribuire in gruppi tali che tutte 

quelle di un gruppo hanno fra loro relazioni simili a quelle che haniio fra 
loro le oaratteristiche di un altro gruppo analogo. 

Le  3 corrispondenti avranno allora fra loro delle speciali relazioni alge- 
briche. 

(*) REICHARDT, IOC. cit. 1 moduli di BOBCHARDT possono essere definiti sia come rap- 
parti dei valori nulli di certe speciali f~inzioni 3 (vedi BORCHARDT, SUT le choix des mo- 
dules dans  les iratégr. hyp. Comptes Rendus, t. 88) sia come le coordinate di un nodo 
della superficie di KUMMEI~ (yedi REICHARDT, Opera cit., pag. 392). 

(**) Math. Am. ,  Bd. 5, pag. 302. 
(***) CAYLEY, On the double @ fonctions in connerçion with a 16 nodal qunrtic 

surface. Crelle, vol. 83. 
(a***) BORCHARDT, Ueber die Darstellung d e r  Kummerschen Flache, etc. Crelle, 

vol. 83, pag. 234. 
po***) WEBER, Ueber Kuwamersche% FZache,etc. Crelle, vol. 84, pan. 332. 
;O*J~'K&) ROHN, Transformation der  hyperellipt. ~unct. .  p = 2, etc; Math. Ann., 

~ d .  b, 315. 
Yedi Memoria III. Annali di Matematica, vol. 17, § 2. 
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F r a  tali gruppi sono notevoli le cosiddette quaterne di GOPEL (*), e le 
quaterne di ROSENRAIN (**). 

Una quaterna di GOPEL risulta di tali quattro funzioni 9 O tutte pari, O 

due pari e due dispari, tali che la somma delle loro caratteristiche sia con- 

gruente (mod. 2) alla caratteristica fondamentale (:) (***). 

Una quaterna di ROSENHAIN risulta di quattro 3 tali che fra esse vi è 
sempre un numero dispari di 3 dispari, e che la somma delle loro caratte- 
iistiche sia anche congruente (mod. 2) alla caratteristica fondamentale (O). 

Esistono 60 quaterne di GOPEL e 80  quaterne di ROSENHAIN. 
Uiia quaterna di GOPEL è per es. quella formata colle quattro caratteri- 

stiche pari: 

corrispondenti, secondo la notazione di WEIERSTRASS, alle 9 coi seguenti indici: 

.9'5) 3 3 4  ) >2 ) 

Una quaterna di ROSENHAIN è per es. quella 

9 0 1 .  

formata colle caratteristiche 

corrispondenti , secondo le notazioni di WEIERSTRASS , alle ,O cogli inclici : 

Ora sono precisamente queste tali quaterne che hanno una relazione assai 
intima colla superficie di KUMMER. 

Se indichiamo con vl ,  v, i due parametri di un punto della superficie di 
KUMMER, allora si dimostra che i quadrati delle quattro 3 ,  appartenenti ad 
una quaterna di GOPEL, eguagliati a O, rappresentano sulla superficie le quattro 
coniche che sono tagliate sulla superficie da quattro piani singoluri tali che 
il loro tetraedro non ha  per vertici aloun .nodo. 

(*) GOPEL, Crelle, vol, 35, pag. 377. 
(**) ROSENHAIN, Mdmoire sur les fonctions de deux variables e t  a quatre periodes. 

Ném. des savants étrang.,  vol. 11 (1846). 
(*a*) P e r  somma di caratteristiche si intende l a  caratteristica i cui elementi sono ri- 

spettivamente le  somme degli elementi ornologhi dei termini. 
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Se invece di una quaterna di G~PEL,  ne oonsideriaino una di ROSENHAIN, 
abbiamo le quattro coniche generate da quattro piani singolari tali che i 
quattro vertici del tetraedro sieno: quattro tzodi (*). D'altra parte si sa che 
fra i quadrati delle quattro 9 appartenenti ad una quaterna, di GOPEL O di 
ROSENHAIN esistono delle relazioni algebriche di 4.' grado (**); se dunque sce- 
gliamo per tetraedro fondamentale delle coordinate un tetraedro di GOPEL O 

di ROSENHAIN, le coordinate omogenee di un punto della superficie di KUMMER 
saranno proporzionali ai quadrati delle quattro funzioni 9 corrispondenti, e 
l'equazione della superficie di KUMMER sarà data dalla relazione algebrica di 
4." grado di cui si è parlato avanti. 

Si hanno cos1 due altre forme per l'equazione della nostra superficie; i 
coefficienti che entrano in tali equazioni sono funzioni razionali dei valori 
nulli di certe funzioni 3 ,  e quindi dipendono direttamente, sebbene in ma- 
niera trascendente, dai moduli della forma di 6." grado che è il fondamento 
della irrazionalità iperellittica. Per  le fornie di tali equazioni rimandiamo il 
lettore d ' O p e r a  più volte citata di REI~HARDT (***), 

$ 3. Introduzione delle quattro funzioni 2 pari 
corne coordinate di un punto della superficie di Kummer. 

Introduciamo ora le quattro funzioni 2 pari studiate nella Memoria V. 
Esse si possono esprimere linearmente mediante i quadrati di quattro 

speciali funzioni O o 2 (****) (tre dispari e una pari formanti una quaterna 
di ROSENH~N).  Di qui si ricava che le coordinate di un punto della superficie 
di KUMMER debbono potersi esprimere linearmente rnediante le dette funzioni 2 ;  
con una trasformazione lineare deve dunque sempre potersi ridurre la super- 
ficie di KUMMER in modo che le quattro coordinate omogenee di un suo punto 
sieno precisamente le 2, 2, 2, 2,. Ora è facile far vedere che fra queste 
quattro funzioni esiste una relazione algebrica razionale di 4.' grado, la quale 
è dunque la richiesta equazione (*****). 

(*) Vedi, per l'esposizione di queste proprieth, REICHARDT, Opera cit., 3 9-10. 
(**) Per l a  generalizzazione di tali relazioni al caso iperellittico di genere qualunque p, 

vedi: BRIOSCHI, Annali di Matem., vol. 10 ,  pag. 161. Ivi il BRIOSCHI dimostra che un8 
relazione analoga a quella d i  GOPEL sussiste anche fra certe speciali 22, funzioni 9. 

(#*a) REICHARDT, Opera cit., 3 11. 
(e**%) BURKHARDT, Systematik, etc. Math. Ann., Bd. 35, pag. 241 in nota. 
pi~ie*) Lezioni di KLEIN (Estate 1887, Inverno.1887-88), - BURKHARDT, Opera cit., 

pag, $31. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



234 B a s  c a 2 :  L'eyumione razionale della supe~ficie di Kzlmmer. 

J?er trovare tale relazione cominciamo et trovare la relazione che esiste 
fra le quattro espressioni ,Yi, X,,  ;Y3, X,, i cui rapporti sono le funzioni ipe- 
rellittiche di l.a specie e che sono state studiate nella Memoria precedente. 

Esse sono: 
Xi = (x' x " ) ~  lx' lm'' 

essendo a! la sestica, e Li, mi, n2, i noti suoi tre covarianti quadratici. -- 
Osserviamo che, secondo la posizione dei punti x' x", il prodotto \l f x '  i f x  ' 

potrh avere il segno positivo O il negativo, quindi in ogrii cas0 possiamo 
acrivere: 

--  [,x, - (if.' \IF+ art a:ll)l [x4 - (- \i fxl V f x "  + ab! a:~;)] = O ,  
cioè : 

Xi - 2 a:! a:11 X, $- [(a:! a$<>" - f(xt) f(x")] = O (*). (a) 

Ora si abbia un covariante di f iii X I ,  x", simmetrico in queste due serie di 
variabili e del10 stesso grado in ciascuna di esse. Allora, con un metodo per- 
fettaniente analogo a quel10 tenuto da CLEBSCH (**), si pub rappresentai'lo corne 
funzione razionale di 1,~  l,lf, m,' nz, 1 ,  12,. n,,~, e coi coefficienti che sieno in- 
carianti di f. 

Al denominatore cornparirà solo una potenza dell'invariante: 

e l'esponente di ta1 potenza sarà propriamente eguale al grado del primitive 
covariante in x' o x". È facile vedere che il 3." termine della formola (a) è 
divisibile per (x' x"), perchè si annulla per z' = x" ;  o inoltre essendo poi sim- 
metrico in tali due variabili sarà addirittura divisibile per (x ' x ' ' )~ .  

Possiaino dunque scrivere (a) sotto I'altra forma: 

X i  - 2 a:! a:11 X4 + (x' XII)'? G4 (x' x") = 0, 

essendo G ,  un covariante razionale intero di f i  

(*) B U L ~ ~ I I A R D T ,  Systematik, etc. Math. Ann., Rd. 35, pag. 331. 
("3) Theorie d. alg. For~en ,  pag. 411. 
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Facciamo ora per a:! a:,(, e G,(xf x") la trasformazione di cui si è parlato 
avanti, e poi inoltiplichiamo tutta l'espressione per R4(g'x")% Allora si ha 
un'espressione della forma : 

R2 (xr xl')O , R2 (x' xrr)( X 4  + R (x' x " ) ~  H3 + (x' x"j8 H, = 0 ,  

dove IJ,, H, sono delle funzioni razionali intere dei gradi 3, 4 ,  in 1,11,11, 

?H,# ?n,,,, n,, fi,,,. 

Ora, per 10 stesso principio sviluppato sopra, si ha che R"X'X")~ pub espri- 
mersi corne funzione iiitera di 2.' grado N, di queste ultime variabili, onde 
poi infine accoppiando i fattori esterni (x 'x")  colle dette variabili che com- 
pariscono nelle H, si ha la espressione: 

R2 Fz ( X , ,  X2 , Xs) X: $ R F3 (Xi Xz X3) X4 + 3 ' 4  (XI X2 X3) = 0 , (6) 

dove le F sono funzioni intere di X, X, X,, e che è la richiesta relazione 
biquadratica (*). 

Basta ora moltiplicare tutta la formola precedente per CX(xl x'')]' essendo 
x la 'forma media di cui si è ~ a r l a t o  nella Memoria precedente (**), per otte- 
nere la relazione fra le quattro funzioni Z pari. Fe r  le cose osservate sopra 
si ha che in tale equazione (b) i coefficienti sono funzioni razionali intere degli 
invarianti Fondamentali della sestica. L'equazione ( 6 )  in coordinate omogenee 
X O 2 rappresenta l'equaxione raxionnle della supe~ficie di KUMNER, per le 
cose osservate al principio di questo paragrafo. 

Lo scopo dei paragrafi seguenti è di costruire effettivamente l'equazione (b) ,  
esprimendo i suoi coefficienti razionalmente mediante i quattro invarianti fon- 
damentali A ,  B, C ,  D della sestica binaria. 

5 4. lntroduzione alla effettiva costruzione dell'equaziorie ( h )  
del paragrafo precedente. 

Dalle formole : 

(") KLEIN, Lezioni. Gottingen (1857-88). - BURKHARDT, lot. cit. 
(**) Memoria TT, g 7. 
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si ricavano i valori di 

- R x l , x " , ,  - R ( X ' , X ~ ' , + X ' ~ ~ X ' ~ ) ,  - R X ' ~ X ' ' ~ .  
Tntanto: 

(XI 5")' = (XI, xrt2 x", 2'2)' - 4 x'~ . X t Z  x f rp ,  

onde si ha: 

= [(m n) ( r d  nt) (ml n)  (m n') - (m n) (ml n') (m ml) (n nl)] E x (  lxfl . I',, l1,~1 \ + ecc. ecc. ecc. 
+ 2 [(w1 n )  ( E r  n') (n' m) (2' n)  + (m n) (1' n') (m 1 ) (n nt)] 7,~ 1,!1 . n z ,  nz,,l 

R ~ x '  x")* = 

+ ecc. ecc. ecc., 

1; 1 1; 

1ni m.,! m,,~ mi 

ni n,~ nXlr ne 

" 4 

dove le altre linee si r ica~ano dalle precedenti perrnutando circolarmente i 
simboli 1 ,  m, n ,  e le lettere cogli apici rappresentano simboli equivulenti ri- 
spettivarnente a quelli rappresentati dalle lettere simili senza apici. 

Unendo alle (1) l ' a h  formola: 

a,, U,II = a: x', x", + a, a,(xf, x", + 2Is x",) + a; x', x", , 
e eliminando fra le quattro formole le tre quantità: 

gri x " ~  X I (  x " ~  + x''~ j x ' ~  x " ~ ,  
si ha: 

- R cr,l a,ll = + (m n) (12 a) (m a) lx! 1,11 + (n  1) (n a) (1 a) m,~ m,lI 

+ (2 m) (1 a) (m a) fin,' n , , ~ ,  , 
ed elevando a 3." potenza si ha: 

ld ZXu 1, Z2 1; 

rn,lm$~ rn, m, mi 

n,l n,~! n,n, ne 

- k3 u> a:!! = x ( m  n) (m'nl)(m" n") (m a) (m' a) (mu a) (n a) (n' a) (12 ' a )  Z,I Z x ' l  I',, I8,l1 z",, z",,~ 

+ 3 2 (tn n) (112' n') (n" 2") (m a) (mi a) (n a)  ( d a )  (n" a) (l" a) 1,. lx,, l',. l',.>  PH",^ na", , 

-+ 3 2 (m n)  (n' 1') (n" 1 ') (m a) (n  a) (n' a) (n" a) (I '  a) (Z" a) lx, 1,,1 na',, rn',~~ m",, m", 
1 I l  ,r + 6 ( m  n) (n' Z') (1" m") (m a) (m" a) (n  a) (n'a) (E' a) ( 1  a) l,, Z,fl m m ,II n ,, n ,*I, 

1; II 1, lx* 1 , g j  

mi mi m, n~,~rn,lf 

nt n,n, nx.nx8, 1 

dove col segno 2 indichiamo l'assietne di tutte le altre espressioni che si 
otterrebbero permutando c.ircolarmente i simboli 1, m, n. 
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.Se nell'espressione (2) mutiamo: 

rispettivamente in 
xi, x*, x3 7 

abbiamo esattamente l'espressione di fi della equazione (b)  del paragrafo pre- 
cedente. 

Analogamente cogli stessi mutamenti, il secondo membro della formola (3) 
1 diventa l'espregsione di - F,. 
2 

Tntroducendo le notazioni : 

possiamo dunque brevemente scrivere: 

dove col segno si intende al solito che bisogna operare la somma delle 
espressioni che si ottengono permutando i simboli circolarmente. 

Passiamo orn a trovare l'espressione di  F,. 
Si ha in primo luogo: 

Ura applicando la nota formola di GORDAN per le forme binarie si ha (indi- 
cando al solito con A le operazioni di polare): 

tenendo presente che nelle nostre formole i siinboli del primo membro si com- 
pletano tutti col determinante (a b)', e quindi, poichè si sviluppano funzioni 

Annali di Matematica, tom0 XVIII. 31 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



238 Pascal :  L'eguuxioi~e razionale dellao superficie d i  Kummer. 

ehe sono sirnmetriche in x', 2' (perehè a, b sono sirnboli equivalenti), è inutile 
tener conto dei termini contenenti (x' x") a potenze diapari. 

Allora il primo membro di (5)  diventa: 

1 12 - - (a O)( (i [ 9  A4 a$ b> + - (z' xl')P (ab)> At a:! b$ a 7 

e ponendo: 
(a b)2 a.: bi  = H" E 

(a b)4 a: bi = i: 

(a b)" - A ,  
si ha: 

1 3 - - ( X I  xrf)2 19 H$ II:,! + ( X I  x1,)2i$ ;il, + - A (y' ~ 7 4  i a 1 O 1 
Esprinlendo ora II,, IISll, iSl i,,~ analogamente corne abbiamo fatto avanti per 
a,! a,'~, si ha infine 

9 F 4 = - -  a L U A H ) ~ X J '  
6 - - F2 [z (À i)2 X,]  
7 

-- A . F : .  
2 O 

Resta a calcolare ora F,, F,, F4 in funzione degli 
della sestica. 

§ 5. Cenno sugli irivarianti e covarianti della sestica binaria f. 

In questo paragrafo inseriremo alcune formole sulle forme invariantive 
di una sestica, le guali ci serviranno poi in seguito. 

In primo punto è noto che una sestica binaria possiede un sistema cornm 
pleto composto di 26 forme di cui 5 invarianti, e 21 covarianti (*). Dei 5 in- 

,* CLEBSCH, Z'fteorie d .  b. alg. Form., pag. 296. - GORDAN, Iizvnriantenth., Bd. 2, 
pag. 283, 
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varianti, 4 sono di peso pari e sono quelli chiamati A ,  B, C, D, e uno (R)  
è di peso dispari; quindi il quadrato di R si esprimerà razionalmente me- 
diante A ,  B, Cl D. 

Esistono sei covarianti di '2." ordine che sono i cosiddetti 1 ,  m ,  n ,  A, p., 9 

dove gli ultimi tre non sono che rispettivamente i determinanti funzionali dei 
primi tre combinati a due a due. 

$ interessante p i  per i nostri scopi, ricordare il covariante di 4.' ordine 
(ponendo f = a5 = Ofi, = a ) :  

k = i = (u b)4 a i  b2, (*)) 

e il suo essiano (anche di 4.' ordine) 8. 
Partendo da questo 7c si possono esprimere assai semplicemente, corne 

spinte, i principal; covariant; e gli invarianti di f. 
Cod si ha:  

A = (ab); B = ( k  C = (k k')Z (kl k")Z (Ic" k)', 

Si usa indioare con Ali, A,,, A,,, Alml ... rispettivamente, gli invarianti 
delle quadratiche 1, rn, n considerate isolatnmente, e considerate a due a due. 
Ci occorre qui trascrivere le formole che esprimono tali nuovi invarianti in 
funzione dei fondamentali. Tali formole sono: 

AT,, = D A d  = D 
1 2 

A,, = ? B D  + g  C(B2+ AC) Alm = a ( B 2 +  AC). 
3 

In  s e g u i t ~  ci occorreranno ancora le seguenti altre formole: 
a) 2." überschiebungen di i su 1, m, lz, cioè: 

B m  C l  
(in)' = - + (**). a i 

(") CLEBSCH 10 chiama i, GORDAN 10 chiaina k. 
(**) GORDAN, Opera cit. ,  pag. 286-287. 
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b) iiberschiebungen di  b su 1 ,  m, r c ,  cioè (*): 

c)  4 . e  ~berschiebungela di  f su prodotti a due a due delle tre quadra- 
tiche, cioè (**): 

1 1 ( f i  n l ) .  = - A C $ +  r n d 5 B n  1 
9 

1 

d) 2: dberschiebwngen di f su 1, na, f i ,  cioè (***): 

(*) GORDAN, Opera cit., pag. 287. 
(**) CLEBSGH, Opera cit., pag. 454. - GORDAN, Opera cit., pag, 287. 
("**) GORDAN, Opera cit., pag. 28'7 e seg. 
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5 6. Calcolo dell'espressione di F2. 

Secondo la formola (2) del; § 4 abbiamo che l'espressione di F, pub 
scriversi : 

27, = 2 [(m n) (mr nt) (m' n) (TH nr) $ (m n) (m' nr)  (m' m) (n  nt)] Xi  
+ 2 2 [(m 12) (l' n') (n' m) ( Z r  n) + (rn n) (1' n') (m 1') (n  n')] Xi Xe,  

dove col simbolo i, si intende che bisogna sommare tutti gli altri termini 
analoghi che si ottengono permutando le lettere 1,  m ,  n e contemporariea- 
mente permutando anche circolarmente X,, X,, X,. 

Passiamo ora ad esprimere i coefficienti di F, mediante gli invariaiiti 
del sistema completo. 

Il secondo termine del coefficiente di X i  trasformiamolo colla formola: 

(mr m) (n n') = - (ml n) (nt m) - (m' nr) (m n),  

onde tutto il coefficiente di Xi  d i ~ e n t a :  

2 (m n) jm' nr) (m' n) (m nr) + Ag, = 

= 2 [- (m m') (n' n) - (m n') (n ml)] (ml n)  (m n') $- A", = 

= - (m m') (nt n) [(m' n) (m nr) - (m n) (ml nl)] $ 3  A i ,  

= 3Ahn- A m ,  A,,, 

Permutando circolarmente le lettere 1, m ,  n si hanno i coefficienti di X i ,  Xi. 
Passiamo ora al coefficiente di X,X2. 
Il primo termine di ta1 coefficiente è: 

(w n) (1' n') [(m E r )  (n n') + (m n) (n' l')] = 
1 

= - (m 1') ( n  n') [(m n) (1' nt) - (m nr) (1' n)] - A,, A,Z 
2 

1 1 
=. - - (m 1') (n  n') (m 1') (n' n) - Amfi  An1 = 5 Ami At,n - Antw Aa t .  

2 

Inoltre il secondo termine è, giusta il calcolo ora eseguito: 

1 
(m n) (1' nr) (m E r )  (n  n') = - 2 A n n j  

onde infine tutto il coefiiciente di Xi& è: 

Am$ A,, - A m n  Ani r 
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ovvero, esprirnendolo rnediante gli invarianti fondamentali [giovaridosi delle (1) 
del $j 51, si ha: 

$ 7. Osservazioni generali 
sulla costruzione delle espressioni F3, F, del § 4. 

Dalle formole (4) (6) del 5 4 risulta che per trovare lij bisognerebbe 
conoscere le seste spinte (überschiebungen) di f su tutti i prodotti a tre a tre 
delle tre quadratiche A ,  p l  v .  

E cosi, per trovare PI,  bisognerebbe sapere le ottave spinte di H su pso- 
dotti a quattro a quattro di 2, p ,  v ,  e le quarte spinte di i su prvdotti a due 
a due di A ,  p, v. 

Queste spinte di ordine elevato (6.") B.", 4.")) le possiamo naturalmente 
scomporre in successive spinte di 2." ordine di oerti covarianti sopra una delle 
tre guadratiche. 
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Troviamo le espressioni delle seconde spinte di H (che è di 8." ordine) 
sopra i tre covarianti A p Y. Tali spinte verranno espresse mediante i cova- 
rianti di 6.' ordine; troviamo ora le seconde spinte di tutti i possibili cova- 
rianti di 6.' ordine su ciascuna delle tre quadratiche (dove fra i covarianti 
di 6." ordine bisognerebbe includere anche i covarianti improprii, cioè i pro- 
dotti di covarianti di ordini inferiori); troviamo poi analogamente le espres- 
sioni delle seconde spinte d i  tutti i possibili covnrianti di 4.0 e poi di tutti i 
covarianti di 2.' ordine su A ,U Y ,  e allora con tutte queste fornîole trovate la 
ricerca di F3 e F4 sarà irnmedjata. 

Perb se si dovesse effettivamente seguire questa via, la cosa sarebbe dif- 
ficile e lunga e bisognerebbe fare entrare nei calcoli non solo i pochi covarianti 
che abbiamo sinora considerati, ma ancora tutti gli altri del sistema completo, 

Noi faremo vedere in seguito che si pub far di meno di seguire la ~ i r t  

generale e lunghissima indicata avanti, ma con speciali artifizii si pub giun- 
gere ai risultati finali, senza conoscere le espressioni di tutte le spinte indicate, 
e senza introdurre nei calcoli altri covarianti  ch^ i pochi introdotti sinora, 
cioè H ,  A ,  i, f, e i covarianti quadratici 

§ 8. Seconde spinte di 1, p ,  u sopra i sei covarianti di 2 . O  ordine, 
e su prodotti a due a due di essi. 

Si hanno in primo luogo le seguenti formolei 
(A i)2 = - R (lm)'. = (An)P = O 
(pm)e=-R ( p ~ ) 2  = ( U n ) 2 = 0  I 
(un)' = - R  ( ~ 1 ) y  =(um)l=O. 

Inoltre facilmente si ha: 
1 (A YY = a (m n) (m' nr) [(m mr) (n n') + (m i l ' )  (n na')]. 

Ora ne1 5 6 abbiamo appunto calcolata tale espressione, onde si ha: 

Analogamente si rieamno (p, p): (Y) ,)p. 
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In  q u a n t ~  a ( A P ) g  è facile vedere che essa é eguale a 

1 - - [Adml Anfi - Amn Ani], 2 

la cui espressione mediante gli invarianti sta calcolata ne1 $ 6. 
Ci pare inutile dunque trascrivere da1 3 6 le espressioni di 

Solo notiamo che tali espressioni sono ordinatamente i coefficienti delle po- 
1 

tenze delle X, nella formols. di F,, moltiplicati pel fattore - 5 - 
Passiamo ora a calcolare le seconde spinte di 1, p ,  Y SU prodotti a due 

a due dei sei covarianti quadratici. E propriamente, prima calcoleremo le se- 
conde spinte di A ,  p ,  v sui quadrati di l ,  m ,  n e sui loro prodotti a due a 
due; poi quelle fntte sui quadrati di A ,  p, v. Le altre non ci occorrono. 

Si ha: 

(1 1) (1' 1) 11, I ,  = (tn n) [(m 1) (n 1') + (m 1') (n  1)) L l'n 

= (m n) (m 1) E', [(l I') 12% + (n Z) Z',] 
1 

= - (m n) (1 2') n, [(m 1) l', - (m I') 1,) + (m 12) (m 1) ( ~ n  l )  l'i 
2 

Cosi si ricavano le altre formole andoghe; onde infne: 

1 (1,  z2)e = - B .  i - - A ~ ~ .  1 
3 

1 
( ( * ,  m*)2=-Rem--A,,.p 3 

1 
(Y,  d92 = - R - YZ - - A,, v.  

3 I 
fnoltre : 

1 O., m2)2 = - [(m A)2 . m + 2 (m A )  (m' 1-) m, m',] , 
3 
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di cui iI primo termine è zero [formole (l)] e il secondo è: 

1 
= - (m  na " ) 2  (n m ') n, w ', . 

2 

Si ha cos1 il sistema di formole: 

1 1 (Y, 1" = - - A l l . v ;  (v ,m2)e=--A mm ' Y. 
1 

3 1 

Calcoliamo ora le spinte sopra prodotti a due a due di 1, m., n. Si ha: 

1 (1, lm)2=6[(1m)" ~ + ( A n ) ~ r n +  4(lm)(An)m,n,]. 

1 due primi termini sono zero, e l'ultimo 3:  

1 - - [(ml m) (n' PZ) + (m' n) (n' m)] (m' n') Pa, nx 
3 

= 1 ' (m mr)z (n nr) n, ta; + (ml n) (n' m) m, [(n 12') m', - (n ml) ntl]/ , 3 2 
onde si ha infine: 

(A, ~ n ) ~ =  - 1 3 An, .  

1 
(,u7 n1)2 = - - A l n . p  

3 

1 
( v ,  lm)2 = - - A , z . Y .  

3 
Inoltre : 

1 (A, 1 m)z = - [(A m + (1% a212 1 + 4 (A Z) (A m) 1, wix 
6 1 

-. R m f 2 (m' n) [(m' 1) (n. m) + (m' m) (n Z)] 1, m, 
6 1 

-R~n- t2(m'n)~ ,m,[ (m'n) (~1î .1 )+(m'n t ) (nZ)]+~, ,~  6 
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onde infine si hanno Ie formole: 
1 ' (A, Jar = - ] - R ~ + ~ A , , ~ + ~ A , . Y )  6 \ 

(p,  m n ) 2 = i [ - ~ a  6 + 2 A , , v  + 2 ~ , r A /  

1 
( v ,  nt)< R Z  + 2 A n l  + Z A ~ , ~ /  

1 
( A  1 =  fi + 2 A n n v  + 2An.il ' 
( p ,  ml) .  = L [ - R ~  6 +2Ai i ; i  + ~ A z , u [  

1 
(u, nm)' = - 1 -  6 ~ n +  2 8 , , r  + 2 A , Z A / .  

Inoltre : 
1 2 (1) A*)' = 5 (A I ) e  1 + 3 (1' A) (A" 1) If2 AItr 

2 - 3 (Alf). h ,  

onde indicando con Axl ,  A + ,  . . . rispettivamente gli invarianti delle. tre qua- 
draticha h ,  p ,  v ,  i cui valori sono stati trovati dalle formole (2) (e le analoghe) 
di questo paragrafo, si ha. finalmente il sistema di formole: 
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5 9. Seconde spinte di h ,  p ,  u sopra i covarianti di 4." ordine i, e A. 
Calcolo del secondo termine di P,. 

Calcoliamo in questo paragrafo le seconde spinte di A ,  p ,  v su ciascuno 
dei covarianti i, A. Tali spinte sono covarianti di 2." ordine, e quindi do- 
vranno esprimersi linearmente mediante i 6 covarianti quadratici. 

Vogliamo usare un metodo pel quale potessimo direttamente giovarci di 
calcolazioni già eseguite O riportate nei paragrafi precedenti. 

Una seconda spinta di una forma 12; sopra una quadratica, per es. A ,  pub 
esprimersi mediante spinte sopra I ,  nz, n ,  ne1 fieguente modo: 

(ix, À l e  = (CI A)0 QY2 = (m 12)  (R m) (Q jz) 

Supponiamo ora clle la nostra forma sia proprio rifipetthamente la bi- 
quadratica 2; ovvero la biquadratica AC. Allora le seconde spinte di tali bi- 
quadratiche su 1, m, n sono note e le abbiamo riportate al g 5 [forrnole (2), 
(3)]. Possiamo quindi immediatamente da  quelle formole ricavare quelle che 
ci occorrono ora. 

Si ha cos1 il sistema di formole: 

1 
(i, - - CY 

3 

(i,  u)2 = p 

1 1 
( A ,  hy=--BA+3Cp 3 \ 

1 
( A ,  v)' = - B v $  6 h. 

Dalla formola (6) del 8 4 risulta che il secondo termine dell'espressione di F,  
è il prodotto di F, per [z ( A  i)2 xi] 2. (3) 
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Siamo ora ne1 caso di calcolare questa eapressione. Si tratta di calcolare i 
diversi coefficienti delle potenze di X, che sono rispettivamente: 

[ (h i )e ,  A l g  X9 + [(pi)', pl2 Xi + [(Y  i)" Y ]  ' X: 
+ 2 [(?. i)" ,] Xi X2 + 2 [(P i)2, v ]  Xe X3 + 2 [(Y i)e, A] ' X3 Xi. 

Mediante le formole (1) vediamo facilmente che questa espressione, cioh la (3) 
diventa : 

1 - C A , I X :  + [AI, -+ $ BA,,]x: + A,.x: 
3 

5 10. Introduzione alla determinazione delle quarte spinte di f 
su prodotti a due a due di 1, p,  v. 

Esaminiamo l'espressione di .(f, 12)". Essa è 

= (m n) (rn' n') (m a) (n a.) (m' a )  (ri' a) ai .  

Trasformiamola colle formole: 

(912' n') a, = - (n' a) m', + (rn' a) n', . 
Allora si ha: 

(f, At)' == (n a)"n' a)e (m a) (m' a) In, m', + (.m a)e (TE' a)e (n a) (n' a) n, nt, 

- (n a)2 (m' a)2 (m a) (n' a) m, nt, - (m a)g (n' a)Z (n a) (ml a) n11, ml,:. 

Supponiamo ora di conoscere la quarta spinta di f su1 quadrato di n [vedi 
formole (4) del Ej 51. Tale quarta spinta è 

e per mezzo delle citate formole (4) del $j 5 essa resta espressa linearmente 
mediante i soli covarianti quadratici 1, m, n. 

Allora per formare il 'primo termine dell'espressione di (f, i.")", dovremmo 
in luogo di a:, nella detta quarta spinta (l), porre: 

(m u) (m' a) M, m', . 
Quindi quando tale qunrta spinta (1) é invece espressa in ES, mi, 9zf, dob- 
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biamo porre in luogo di tali quantità le espressioni: 

( 1  m) ( 1  m') m, m', 

(m" m) (m" m') m, ml, i 
I (2) 

(n m) (n m') rn, m', . 
Se noi dunque sappiamo calcolare queste espressioni (2) mediante gli inva- 
rianti fondamentali e i covarianti quadratici fondamentali (dimostreremo che 
non occorrono per questo tutti i 6 covarianti quadratici ma solo 1, m, n) 
allora avremo definitivarnente calcolata la  quarta spinta di l2 su f. 

Con un procedimento completamente simile si calcolerebbero tutte le altre 
formazioni analoghe. 

Calcoliamo intanto per ora le espressioni (2) e tutte le loro analoghe. 
È facile trovare la seguente tabella di formole: 

1 ( 1 ) ( 1 ) "  = - A n w  1 
2 

1 
(in 1') (m 1") l', l I>  .= Amr 1 - à Ail . m 

1 
(~m')(lm")m',m", =Al , .m--~ , , . l  2 

1 
(m m') cm mm") m', mrl, = - 2 A,, . m 

1 (n m') (n m") m', m", = A,, . m - - A,, . 
2 

1 
(1  n )  (Z n )  n r i '  = Ain n - - A,, . 1 

2 

1 (m n') (m n") n', d ' ,  = Amn . n - - Ann . m  
2 

1 
(n n') (n  nt') dr  n'', = 5 A,, . n 

1 
(ln')(1m')nr,m', = a [ - A , m ~ Z + A z m . n + A z n ~ m ]  

1 
(m n') (rn m') n', 4, = 5 A,, . 7% 

1 
(n n') (n m') n', m'a = - Ana . m a 
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1 (1 n )  ( 1  l') n  1 ,  = A lr  . n 

1 
(PI n') (n  l') n> l', = a A,, . 1 

1 (m 1') ( ~ n  nz') I', mlx - - A,, 1 
2 

1 (n E') (12 m') Z', m', = - [- A,z . n + A,I . m 3- A,, e l ] .  
2 

Mediante questa tabella si faranno le calcolazioni del paragrafo seguente. 

5 11. Determinazione definitiva delle (f, wu' ) ' .  

Da1 paragrafo precedente appare il metodo che possiamo tenere pel cal- 
col0 delle (f, o w')' dove a ,  w' sono due qiialunque delle quadratiche 1, p, y. 

Supponiamo che w sia il determinante funzionale di a e b ,  e w' quel10 di c ,  d 
essendo a ,  b, c ,  d qiiattro quadratiche seelte fra le 1 ,  m, n. Sieno allora, 
secondo le formole (4) del 5, le quarte spinte di f sui prodotti a c ,  bd, a d ,  
b c espresse rispettivamente da : 

(f, ac)l = A i l +  B,m + C,n 
( f i  ha) '=  A Z l +  B,m+ C,n 

(fi ad)'= A31 + B,m + C,n 

(f, 6c)' = A41 + B 4 m  + C412. 

Secondo i riaultati del paragrafo precedente si ha allora: 

(f, wur) '= [ A @ ) ( l d ) - t  B , (mb)(md)  + G ( f i b ) ( n (  
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e le espressioni ( 1  b) (ld)bsds, ecc. ecc. sono state tutte calcolate ne1 para- 
grafo precedente. 

Ne1 caso che w,  w' sono la stessa quadratica, la terza e quarta linea 
sono identiche, perché allora a = c ,  b ~ d .  

Cos1 operando si possoiio stabilire le segucnti formole: 
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Il  calcolo di tutti questi coefficienti riesce più agevole se si tien conto del 
fatto che debbono sussistere le seguenti relazioni fra essi, coine si pub pre- 
vedere a priori, e come si trova poi effettivamente verificato: 

M,I=L,2;  N I L 3  L23-Mi2; 
N = M ;  L,, = IY,,; JI,, = N,,; 

Ni2 = $!31 = L23. 

3 12. Determinazione dell'espressione di F3. 

Mediante le formole ottenute ne1 paragrafo precedente possiamo calcolare 
l'espressione definitiva di F3,  giovandoci della formola (4) del 5 4. 

Sviluppando tale formola si ha: 

F3=2( f )  h3)6x!$2(f) p3)6xe+2C-f, ~')6x: 
+ 6 (f, P p)?X: X2 $ 6  ( f, v)B Xi X3 + 6 (f, v2 h)6 X i  XI 

+ 6 (f, h XI Xi $ 6 (f, Er vP)' Xt X i  + 6 (f, Y À2)6 X3 X t  

+ 12(f, Apv)fiXiXzX3. 
Ora : 

(6 h3)" = [( f i  w4, 1.1 ?> 

e cos1 analogamente possiamo esprimere tutti gli altri coefficienti come se- 
conde spinte sopra l, O p ,  O Y ,  di una delle espressioni calcolate al païagrafo 
precedente. Poichè tali ultime espressioni sono funzioni lineari in 1, nz, n bi- 
sognerà, tener presenti le formole semplicissime (1) del $ 8. 

Onde possiamo scrivere sen2 altro : 

dove i coefficieati L, M, N sono calcolati ne1 paragrafo precedente in fun- 
zione degli invarianti fondamentali. 

A~zr~nEi di  Maternaticu, tomo XTIII. f ?  3 
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$ 13. Introduzione alla costruzione del primo termine di F,. 

11 secondo e terzo termine di F, li abbiamo calcolati nei paragrafi pre- 
cedenti. Pe r  poter calcolare il primo termine occorre la conoscenza delle ottave 
spinte di H sopra prodotti di quarto grado delle h ,  p, U ,  giusta la  formola (6) 
del Ej 4. 

Cercheremo dunque prima di tutto di trovare un artifizio col quale, gio- 
vartdosi solo delle formole stabilite sinora, si possano trovare le seste spinte 
di H su prodotti di 3." grado delle À ,  p,  V .  Quando avremo poi conosciute 
tali seste spinte, che verrauno linearmente espresse mediante i sei covarianti 
quadratici, allora coll'applicazione di una ulteriore seconda spinta sopra 1, p, 
O Y otteniamo i risultati desiderati. 

Incominciamo intanto col mostrare che un'espressione del tipo: 

dove w, o', w" sieno in un ordine qualunque le t re  quadratiche A, p ,  u (po- 
tendo essere anche tutte tre una stessa 1, ovvero due di esse potendo rap- 
presentare h e la terza, p ,  e cos1 di seguito) pub esprimersi mediante le 
spinte di cui già ci son noti i valori. 

Infatti la (1) è chiaramente eguale a 

Ora (f, ci è noto dalle formole del 5 11, d a  cui risulta ancora che 
esso si esprime linearmente solo mediante 1,  m ,  n.. 

Per  operare ora la  seconda spinta del risultato ottenuto su f, basta dunque 
conoscere le seconde spinte su f, delle tre quadratiche 1 ,  m ,  n. Tali seconde 
spinte sono note (*), e si sa ancora che esse si esprimono solo mediante lé 
seguenti formazioni di 4." ordine [vedi formole (5) $ 51: 

Quindi le seconde spinte finali sopra w" si possono effettuare mediante le for- 
mole (3) (4) (5) (6) del $ 8 e le formole (1) (2) del fj 10. 

Vogliamo far vedere ora corne si pub da1 calcolo dell'espressione (1) ri- 
cavare quel10 della sesta spinta di H sopra il prodotto oo'w". 

(*) GORDAN, Azvarinnt., Bd. 2, pas. 287-88-89. 
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Consideriamo l'espressione: 

e trasformiamola colla nota formola di GORDAN che esprime un covariante 
con più serie di variabili cogredienti mediante polari di covarianti contenenti 
una sola serie di variabili. 

Si ottengono consecutivarnente i seguenti sviluppi (indicando al solito 
con A le operazioni di polari): 

(a b)e ai a), ba bJ, = (a b)o ai  a), bi 

e, tenendo conto che a ,  b sono simboli equivalenti, e quindi sono zero i ter- 
mini contenenti (a b) a potenze dispari, resta finalmente : 

Se mutianio in questa formola le variabili t ,  2 ,  y nei simboli, a, w', a" ab- 
biamo ne1 primo termine del secondo membro esattamente la sesta spinta di 
H= (a,b)%ibk sopra il prodotto w w' w". È di questa formola cippunto che 
noi ci serviremo assai opportunamente per calcolare la detta sesta spinta. 
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5 14. Osservazioni sull'applicazione dell'espressione (3) 
del paragrafo precedente. 

Vediamo quali difficoltà presenta l'applicazione della espressione (3) del 
paragrafo precedente. 

Tn primo punto mutando y x t in w, w', w" l'ultimo termine diventa: 

Ora ne1 § 8 abbiamo calcolate le seconde spinte di una A ,  p., v su pro- 
dotti di due covarianti quadratici; perb non abbiamo calcolate tutte le pos- 
sibili combinazioni di tal tipo; ma è facile mostrare che per il nostro scopo 
attuale ci sono sufficienti quelle ivi calcolate. Infatti perchè a noi non occorre 
altro che di trovare le ottave spinte di H sopra prodotti di 4." grado di 
A ,  p ,  Y ,  CO" fra i fattori di ta1 prodotto ve ne saranno certamente almeno 
due eguali; possiamo dunque limitarci a calcolare non tutte le possibili seste 
spinte di  cui é parola avauti, ma tutte meno quella su1 prodotto I p u .  Allora 
possiamo sempre supporre = w', e quindi la (1) verrà ricondotta sempre ad 
una di quelle comprese nelle formole (7) (8) del 5 8. 

Passiamo ora a considerare il penultimo termine della forrnola (3) del 
paragrafo precedente. 

Tale penultimo termine rappresenta un certo complesso di operazioni di 
polari effettuato sopra: 

i = (CC b)4 a i  O:. 

Ora mutando y, x, t in o, o', w" cornparirebbero le prime spinte di i sopra 
1 !/ 

W, 0 ,  W .  

A prescindere da1 fatto che tali prime spinte non le conosciamo dalle 
formole stabilite avanti e dovremmo quindi calcolarle a parte, si avrebbe 
perb ancora che esse verrebbero espresse in generale mediante tutti i cova- 
rianti di 4." ordine; dovremmo quindi introdurre ne1 giro di tutte le nostre 
calcolazioni tutti i covarianti di 4." ordine (che sono cinque a prescindere 
dai prodotti a due a due dei covarianti quadratici), meritre che noi finora 
non abbiamo introdotto altri covarianti d i  4." ordine che i, A. 

Tutto cib si evita se noi cercheremo di trasformare tutto l'aseieme delle 
polari espresso da1 penultirno termine di (3)) in modo che la polare da operare 
jmmediatamente su è sia sempre una seconda polare. 
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Passiamo dunque a trasformare, sotto il detto punto di vista, il simbolo 
operativo su i: 

5 15. Trasformazione del simbolo operativo D. 

In  primo luogo si vede che il terzo termine del simbolo D presenta una 
difficoltà di applicazione che perb si elimina facilmente. Giacchè mutando 
y, x, t in w, w', w" si ha  una espressione del tipo: 

[(O, i)2 o', u1'I2. 

Ora (w ,  i)2 si esprime linearmente mediante A ,  p ,  Y;  bisognerebbe poi cono- 
scere le seconde spinte su O", del prodotto di due di tali quadratiche; ora 
noi ne1 $ 8 non abbiamo calcolate tutte le possibili spirite del prodotto di  
due quadratiche su di un'altra, quindi avremmo ora la necessità di comple- 
tare questa ricerca del § 8. Perb è facile vedere che cib si pub evitare. 

Infatti noi possiamo scrivere: 

ed è facile vedere che nell'applicazione del secondo membro non si incontra 
più la  difficoltà accennata. 

Facciamo ora la  trasformazione del primo e secondo termine di D. 
Si ha in primo luogo: 

Si traaformi il primo termine della seconda formola con 
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Allora risulta un termine in  ix i,iy i, it, il qua1 termine si trasformi poi dac- 
capo con 

(y.) 230 = (x.& + ( y x )  i Z D  

Allora. risultano infine sempre termini contenenti i;, ovvero it, ovvero il. 
Quindi si ha infine: 

1 quattro termini della seconda parentesi possono ridursi ad un numero 
minore, usando l'identith : 

(Y t )  Axx $ ( t  x) A y x  $ (x  Y) Atz = 0, 

dove con A, si intende l'operazione identica. 
Con cib si ha:  

Cerchiamo ors  di ridurre ad una forma analoga ii secondo termine del simbolo 
operativo D. 

Si ha: 

' 1[3 ( z t ) ( ~ x ) & ~  -t ; ( z t ) ( x t ) ~  + Ai, ( z x ) A ~ ~  ( y r ) A v x .  2 \ 
+ ~ ( Z X ) ( X ~ ) A , A ~ ~ ] A ~ ~ ~  i 

3 > (3) + [+ (y  X) ((z $1 ~ z s  + a (Y 2)  (Z 2) ~ ~ x ]  . i 
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Raccogliendo ora i risultati (1) (2) (3) si ha: 

Questa espressione perb pub anche notevolmente semplificarsi e cib si ottiene 
trasformando le prime due parentesi in maniera da far loro acquistare una 
forma simile a quella acquistata dalla terza parentesi, cioè contenente 6010 

polari a seconda potenza e non a prima potenza; e a ta1 uopo si debbono 
adoperare le formole identiche : 

Facendo questa riduzione opportunamente, e osservando poi che l'ordine delle 
polari è indifferente, si ha infine, riducendo: 

4 LI=-- 3 
7 (y q A:, + ; (y t)< A:, + , (2 0' A i x  

3 3 - 4 ( t  Aix A:% + 7 (y z)' A, As, + 5 (5 x)' Ai. AL 7 

Quest'espressione B sirnrnetrica in y e x corne appunto deve verificarsi, perchè 
tale simmetria è posseduta originariamente da1 primo membro, e da1 primo e 
terzo termine del secondo membro, della furmola (3) del 13. 

5 16. Determinazione di alcune formazioni del tipo (H, w w ' ~ " ) ~ .  

Per Io scopo finale che ci siarno proposti sin da principio, cioè Ia ricerca 
delle ottave spinte di  .E su prodotti di 4.' grado di A ,  p, u ,  non ci occorrerà 
di conoscere che solo le seste spinte di H sopra 

Ci proponiamo di calcolare in questo paragrafo separatamente ciascuna di 
queste spinte, e ci serviremo naturalinente della formola (3) del $ 13. 
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Mutiarno in essa y, x ,  t in 1 e abbiamo: 

1 W, h3)6 =(IV, 12y, f 1 2 ,  1) - g~ -(A, v2 
2 2 

- [, ~ u ( i ,  ;iy + A .  (i, 1 9 4 1  

= L,IJ + Miim I- N,,ifl + L'Ui A i- M'i,, p + N ' I l ,  y ,  

dove i coefficienti hanno i seguenti valori: 

(per le L,  M ,  N con due indici vedi il 5 11). 
Mutando invece gli stessi simboli in p ,  e servendosi delle formole sta- 

bilite si ha: 
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Mutiamo invece nella (3) del S 13 le variabili y, .z in 1, e t in p. Si ha: 

e colla permutazione circolare d i  1, p ,  v si hanno le altre formole che ci 
occorrono. 

Da questa si ricava: 

(H, À2p)6 = LIi21 + MlI2 nz + Njl2n 4 L',,,A $ M',,,p + N ' , , , Y ,  
dove : 
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2 1 1 1 
w33i = - A C L33 + 9 B C Ms - - C' Na, + 5 Na3 9 9 

1 4 6 - %AAiV + -. C A ,  - Ai,. 2 1 
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8 17. Determinazione del primo termine di F,.  

Resta ora semplicemente a determinare il primo termine di F, cioè 
(vedi 5 4): 

[Y (1 H)" Xi] (1) 

1 varii coefficienti delle potenze delle X, corne appare da  questa formola sono 
spinte di 8." ordine di H sopra prodotti di 4." grado delle quadratiche 1, p ,  V .  

Tali spinte le possiamo calcolare facilmente per mezzo dei ïisultati del 
paragrafo precedente. 

Indicando simbolicamente con S i  la espressione (1), abbiamo per i coef- 
ficienti simbolioi S i seguenti valori: 

Marzo 
Napoli, - 1890. Giugno 
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FELICE CASORATI. 

E con sentiment0 di profouda tristezza clie io devo annunciare ai lettori 

di questi A,nnali la morte avvenuta l'undici setternbre scorso di uno dei 
collaboratori di essi, del Prof. ' Felice Casorati. 

L'Università di Pavia, alla quale egli apparteneva dall'anno 1858, ha 
perduto in lui un insegnante valentissimo, la scienza matematica uno degli 
uomini che maggiormente la onorarono in questa seconda metà del sec010 

decimonono. 
Egli ebhe molta parte, tardo cogli scritti, quanto coll'insegnamento, a 

quel risveglio degli studi matematici in Italia, che permette a noi, oggi pro- 
vetti, di confidare nell'avvenire. 

Le  sue pubblicazioni, molte delle quali in questi Annali, sommano a 
cinquaiita; e fra esse quel Volume che ha per titolo: Teorica delle fu~x20ni 

di variabili cornplesse, in cui si ammirano accoppiate le eminenti qualità del- 
l'ingegno dell'Autore, la sua estesa coltura ed una esattezza nelle citazioni, 
pur troppo non comme. 

Riservandomi di apprezzare fra breve in questi Annali l'opera scientifica 

del Casorati, mi limito ora all'annuncio della dolorosa sua perdita. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Sulla trasformazione 
delle equazioni lineari, omogenee, 

a derivate parziali, 
con coeEcienli costanti. 

(Di CARLO SOMI~LIANA, a Pavia.) 

L e  regole ordinarie del calcolo difîerenniale danno il modo di trovare 
in generale la trasformata di una equazione lineare, omogenea, a derivate 
parziali, con coefficienti costanti, quando alle variabili indipendenti si sosti- 
tuiscono nuove variabili, legate alle prime da relazioni qualsivogliano, e dànno 
per la trasformata una nuova equazione lineare, in generale non più omo- 
genea, nt3 a coefficienti costanti. Questi procedimenti perb sono soggetti a 
due inconvenienti; in primo luogo conducono, specialmente per le equazioni 
di ordine elevato, a calcoli assai laboriosi, ed in secondo luogo lasciano com- 
pletamente nell'ombra le relazioni, che pure devono esistere fra i coefficienti 
dell'equazione trasformata, poichè questa non è generale, ma gode evidente- 
mente delle proprietà di essere, mediante la  trasformazione inversa, ridotta 
omogenea, a coefficienti costanti. Tali relazioni poi sono di grande impor- 
tanza, quando si tratta della integrazione delle equazioni; difatti, per citare 
un esempio notissimo, si sa corne la forma concisa che si pub dare alla trasfor- 
mata della equazione di LAPLACE) in forza appunto di queste relazioni, permetta 
in molti casi di assegnarne degli integrali particolari con grandissima facilità. 

L a  trasformazione della equazione di LAPLACE, O più in generale delle 
equazioni lineari, omogenee, a derivate parziali, del 2." ordine, con coeffi- 
cienti costanti è da ta  oggetto di molte ricerche. Basti citare CAUCHY, LAMÉ e 
JACOBE fra i primi che si occuparono della questione; e, dei modern;, Br t rosc~~  (*) 

(*) Teorica dei determinanti, 3 10. Pavia, 1854. 

Annnli di Mntemnticn, tom0 XVIII. 
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e specialmente BELTRAMI (*), che porto alla sua attuale generalità la teoria 
dei parametri differenziali, la quale comprende, come caso speciale, quella 
della trasformazione. & notissirno quale sia il risultato di queste ricerche, cioè 
che la trasformazione della equazione si pub ridurre a quella di una forma . 

differenziale quadratica, evitando cos1 il calcolo diretto delle derivate di 2." or- 
dine delle variabili di un sistema rispetto a quelle dell'altro. 

Ora rispetto alle equazioni di ordine superiore al secondo, per quanto 
so, non sono state stabilite ricerche analoghe a quelle ora ricordate, nè si è 
cercato se i risultati ottenuti per quelle di 2." ordine si potessero estendere ad 
equazioni di ordine superiore, quantunque queste, come la equazione di LA- 
PLACE, sebbene più raramente, si presentino in diversi problemi di fisica ma- 
tematica. & questa appunto la questione, che mi sono proposto di trattare, o 
di cui, come si vedrà, mi pare di aver dato in via generale la soluzione. 

11 problema della trasformazione si connette essenzialmente con un altro 
pure assai interessante: la determinazione di quelle espressioni invariabili ri- 
spetto ad una forma differenziale, che, estendendo la denominazione introdotta 
dapprima da LAM$, si possono chiamare p a r a m e t r i  differenziali ,  anche quando 
la forma differenziale è di ordine superiore al secondo. 

Nell'ultimo paragrafo di questo lavoro, generalizzando un teorema di  
CHRISTOFFEL, su1 quale si pub dire fondato un metodo elegantissimo dovuto al 
prof. RICCI per costruire i parametri differenziali delle forme quadratiche (**), 
ho ridotto la ricerca dei parametri delle forme di grado qualunque a quella 
degli invarianti algebrici simultanei di certi sistemi di forme differenziali, ana- 
logamente a quanto il prof. RICCI ha fatto per le forme quadratiche. 21 pro- 
blema algebrico essendo di gran lunga più semplice, e potendo in generale 
essere risoluto, ne viene che nello stesso modo anche la formazione dei para- 
rnetri delle forme differenziali di grado qualsiasi potrh considerarsi, entro certi 
limiti, come un problema risoluto. Come applicazione del metodo generale 
ho trovato la espressione effettiva, per le forme del 4." grado, di un gruppo 
di parametri che si presentano in certo modo come i corrispondenti di quelli 
noti delle forme quadratiche. 

(" Szclla teorica generate dei parametri differenaiali. Accademia delle Scienae del. 
1'Istituto di Bologna, 1869. 

(**) Rrcc~,  Sui parametri e gli inçarianti delle forme quadratiche diferenziali 
(Annali d i  Nat., S. 2.a, T. 14). - Sulla derivazione covariante ad unn forma quadratica 
d iprenzia le  (Rend. della R .  -4cc. dei Lincei, 1887). 
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5 1. Principio di Jacobi. 

Il metodo più semplice ed elegante che si conosca per la trasformazione 
dell'equazione di LAPLACE è quel10 che è stato dato da  JACOBI nella Mernoria: 

5 2  V Ueber eine particulare L6szutg der pnrtiellen Diffe~entialgZeichung - + a X% 
aev a2v - -= O (Crelle, Rd. 36, G. W., Bd. 2) e che è fondato sopra un +a;i;+ a g z  

principio di trasformazione che egli deduce da1 calcolo delle variazioni. Questo 
principio non è esclusivamente applicabile alle equazioni di 2.' ordine, ma 
possiede una assai maggiore generalità. Noi, traducendo in formule l'enunciato 
di JACOBI, possiamo esprimerlo ne1 seguente modo. 

Si abbia una espressione 3' formata in modo qualunque con iina fun- 
zione U di n varjabili x i ,  x,, . . . x, e colle sue derivate parziali fino a quelle 
di un certo ordine; coctruiamo l'espressione: 

e supponiamo che della F si conosca la trasformata 0 in un certo sistemn di 
variabili y , ,  y,, . . . y,, che sarà una funzione di U e delle sue derivate par- 
ziali rispetto alle y i ,  y,,. . . y,. Se ora si pone: 

ove A rappresenta il determinante funzionale: 

ï è la trasformata della CT, ossia si ha identicamente: 

G = r, (1) 

in virtù delle formule che legano le x alle y. 
L a  eguaplianza precedente si dimostra assai facilmente 'coi principii del 

calcolo delle variazioni. Difatti, fissato un campo finito di integrazione nello 
spazio ad n dimensioni delle variabili x, per la formula di trasformazione 
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degli integrali multipli si ha: 

ove il primo integrale è esteso al canipo fissato, ed il secondo al campo cor- 
rispondente nello spazio delle variabili y. Se ora calcoliamo le variazioni di 
questi due integrali quando U diviene U +  cl U, e riduciamo coi procedimenti 
soliti le espressioni sotto i segni d'integrazione ad essere funzioni lineari di 
6U, troviamo, poichè le variazioni al contorno del campo sono indipendenti 
da  quelle all' interno, 

Da  questa equazione osservando che ne1 primo integrale, se si mutano le va- 
riabili x nelle y, l'elemento d 2 , .  . . d x n  si muta in Ady,. . . dy,, e che il campo 
d'integrazione è arbitrario, si ottiene subito la (l), arnmessa naturalmente la 
continuità delle espressioni G, I'. 

È questa la dimostrazione di J a c o ~ i .  Se per F prendiamo la espressione: 

ove U, V sono due funzioni arbitrarie, e le aih sono costanti, le sua trasfor- 
mata sarà: 

ove le bih sono funzionj delle y, e troviamo: 

considerando F, Q, corne dipendenti dalla V; e quindi: 

au a v  Le formule di trasformazione delle - , - au av nelle - 9 - sono lineari, 
85% a ~ h  aye a y h  

quindi la espressione Ai [U, Pl considerata come forma bilineare di questi due 
sistemi di variabili ammette come invariante il discriminante: 

a = 2 + a,,... a,,, 
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rispetto alle trasformazioni lineari il cui modulo è il determinante funzionale: 

a(yi ,  Y S , - - -  Pd. 
Q (xi, xz , . . . ~ n )  ' 

indicando con b il discriminante della forma trasformata: 

avremo quindi, poichè il discriminante è d'indice 2,  

ossia : 

Sostituendo questo valore di A nella (2) il secondo inembro viene ad essere 
format0 unicamente colle bih, le loro derivate prime e le derivate della U. L a  
trasformazione della espressione A, [U]  richiede quiridi unicamente la cono- 
scenza dei coefficicnti bih. 

Cib posto, la maggiore generalità del principio di JACOBI, a cui abbiamo 
accennato, fa subito pensare se, mediante di esso, non sia possibile in generale 
ridurre la trasformazione delle espressioni lineari omogenee a coeflicienti CO- 

stanti di ordine qualunque v :  

alla trasformazione delle espressioni del 1." ordine: 

2u,au8 au, 
A J U ~ ,  U2 ,... U V ] =  x . a i , i  2... i,,---.--, 

cl ii ... 2, a xi, 3 xi2 a xi, 
come avvjene ne1 caso di Y - 2. 

Ora è facile persuadersi che questa riduzione mediante il principio di 
JACOBI non è possihile appena si oltrepassano le  espressioni del 2." ordine; 
soltanto si pub ridurre la trasformazione a quella di certe espressioni di or- 
dine inferiore a Y ,  ma rnaggiore di 1, come ora vedremo. Intanto una delle 
ragioni che rendono impossibile la riduzione accennata sta ne1 fatto che ad 
espressioni come la A, [Uî7 U, , ... Un] il principio di JACOBI non pub essere 
applicato due volte. Se infatti prendiamo per F questa espressione e la con- 
sideriamo come dipendente dalla funzione U,, per la G corrispondente, che 
possiamo indicare con G,, troviamo: 
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per cui il principio di J ~ c o s r  ci insegna a irasformare G,;  ma se ora pren- 
diamo per F la G , ,  e la coiisideriamo come dipendente da U,, osservsndo 
che si pub scrivere: 

G , = -  v au, au, au, a au, 
ail i 2  .,. iy i azu8 -.. . -- - - 

i l  i a  ... i, I a r i , a z i 8 a x i 8  a $ ; * +  a x i i a x i l ( 2 &  

t ro~ iamo per la  G corrispondente: 

quindi è zero 
Qediamo 

a a G i  - -v - -  FI a 2  â G, = O ,  
t a x i ,  auz + i $ h ~ i , a ~ i ,  a y T i  

a (G) ( a  z;, a x i , )  

anche la  l? corrispondente. 
ora quali sono invece le riduzioni che il principio di JACOBI 

permette di fare. L a  espressione A,[U] pub essere scritta: 

al a+j, u 
& [u] = V n r V A ail i 2  ... ig 

il iZ!, iX  0 xi, xi,. . . a xiX i l+, ... i ,  a xi ,+,  . . . xi, ' 
e questa espressione pub considerarsi corne la G corrispondente alla F defi- 
nita da: 

e considerata come dipendente da P. Quindi se u è pari possiamo preiidere: 

V À = Y - h = - ,  
2 

e se r è dispari: 
v - 1  u - l = - - .  A=- 

2 2 

Ne1 primo caso la trasformazione si riduce a quella di una espressione di 
v v -k 1 

ordine - , ne1 secondo di ordine - . 
2 2 

In  ogni caso poi potremo sempre 

prendere per 1, uno qualunque dei valori 1, 2 , .  . , D - 1. 
Visto adunque che il principio di JACOBI non basta per eseguire la ridu- 

zione indicata, cerchiamo per altra via di decidere se tale riduzione non sia 
effett,ivamente possibile in modo assoluto, oppure se la difficoltà incontrata si 
debba al metodo, che abbiamo seguito. Osserviamo che nella trasfvrmata (2) 
della espressione A, [U] fra i coefficienti delle derivate del 1.' ordine e quelli 
delle derivate del 2." esistono delle relazioni, per cui i primi si possono espri- 
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mere in funzione dei secondi, e che la stessa riduzione alla forma (2) si po- 
trebbe, ottenere qualora si trovassero per nltra via le relazioni che esistono 
fra le due serie di coefficienti. Noi ci proporremo quindi la ricerca diretta 
delle relazioni fra i coefficienti di una equazione lineare che s i a  la trasformata 
di iina equazione lineare, omogenea, a coefficienti costanti. Alcune di queste 
relazioni intanto ci sono fornite dalle riduzioni che si deducono da1 principio 
di Jacosr; noi perb col metodo, che ora indicheremo, arriveremo a trovare 
anche queste relazioni indipendentemente da1 principio stesao. 

5 2. Proprietà delle funzioni Hqc,p, Kqrlp. 

Prima di indicare il metodo generale che seguiremo per eseguire la tras- 
forrnazione, tenendo conto delle relazioni fra i coefficienti, B necessario sta- 
Idire alcune proprieth di certe espressioni, che ora definiremo e che godono 
di iina importanza notevolissima in tutta la teoria della trasformazione. 

Dalle formule ordinarie per il cambiamento delle variabili indipeiidenti 
si lia: 

dove cpq 6 zero qiiando p è differente da q ,  ed 1 quando p - q. Altre for- 
mule analoghe alle precedenti si hanno scambiando le x colle y. Noi potremo 
nra porre: 

e derivando queste due espressioni equivalenti di Elqrlp troviamo: 
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Noi porrerno: 

e poichè si ha: 

troviamo : 

ove, per simmetria, abbiamo introdotto anche il simbolo: 

Da p e s t e  relazioni si ricava la seguente: 

la quale non è altro che quella che risulta dalla seconda delle (3) derivando 
rispetto ad y.. 

Dalle (4) si possono ricavare le Hq,,p,  KpS,p in funzione delle Hqr,, e 
delle loro derivate prime; questa proprietà non é che un cas0 particolare di 
una assai più generale. Poniamo infatti: 

e deriviamo rispetto ad y,,,,. Con un artificio analogo a quel10 che ci ha 
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servit0 a stabilire le (4) troviamo subito: 

Questa formula dimostra che, se Hql q 2 , . . q p i P  è esprimibile in funzione delle 
H q r , p  e delle loro derivate, anche H,, ,,,,. qp+l ,p  gode della stessa proprietà ; 
da cib, e dalla prima delle (4), segue che tutte le Hql qe .,. q F , p  con qiialsiasi 
numero di indici sono funzioni razionali intere delle H q , p  e delle loro derivate 
rispetto alle y. 

Il primo membro della (5) è simmetrico rispetto ai ,IL + 1 indici q , ,  q,,.  . . 
q,+,, non cos1 il secondo ; questa formula ci dà quindi p + 1 espressioni equi- 
valenti di Bq, q2 qp++i7P.  

Similmente se si pone: 
apxi - a & ,  

K q l q 2 - - q , 3 ~ =  4 aaqla  ~ . . . a ~ , ~  a ~ i  

si trova: 

Questa formula, insieme alla seconda delle (4), dimostra per le Kg, qz ,., q u , P  

una proprietà analoga a quella dimostrata per le Hg, q1 ,., 

Queste proprieth sono importanti nella teoria della tragformazione, poichè 
da esse risulta che una volta calcolate le H q V , ,  in funzione delle nuove va- 
riabili indipendenti, tutte le altre quantità H e K con un numero qualsiasi 
di indici, si potranno avere dalle prime sema ricorrere alle formule, che 
legano le antiche variabili alle nuove. - 

Indicando ancora con A il determinante funzionale delle x rispetto alle y, 
corne ne1 $ 1 ,  si ha: 

a yh 1 ais. = - ,  
a xi A a($)  

e quindi: 

nt; Anuali di  Mntemnticn, tomo XT'III. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



274 Somig l i a  fia : Sulla trasformaxione 

ossia : 

formula di cni faremo frequente uso in seguito. 

5 3. Metodo generale per  la trasformazione. 

Riprendiamo l'espressione generale che dobbiamo trasformare: 

ayu 
A Y  [u] = 2; ail i2 ... i., 

ii iri. .. iy a xil 8 xi,. . . a xi, 
Sostituendo alle variabili z le y, la trasformata sarà della forma seguente: 

ove i coefficienti bl, z , , , ,  1, sono funiioni delle y ,  la cui forma generale è: 

ayll ayrV 
1 .  a i l i  Z . . . i Y - . . . -  

il i a  ... i., a xil a xi., 

In ciascuno dei termini, che compaiono sotto i segni sommatori nei secondi 
membri, è costante ed uguale a v il iiumero delle derivazioni che vi si de- 
vono eseguire; quindi poesiamo dire che i coefficienti b sono funzioni lineari 
a eoeffi&nti numerici d i  tutte le espressioni che si possono formare dalla 

attribuendo a A ,  p ,  .. . p,  a tutti i possibili valori interi positivi O nulli, che 
soddisfanno alla equazione : 

A+?+ + p + o = l J .  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



delle equaxioni Zineari, onzogenee, a derivate parxial i ,  ecc. 275 
,-- -- - -- - _____C_ 

Ora osserviaino che, ricorrendo al solito artificio, possiamo scrivere ne1 se- 
condo meinbro della (10) al posto di 

l'espressione : 

e quel secondo membro diverrà: 

Eseguendo una riduzione analoga rispetto a tutte 
p ,... p ,  5 troveremo al fine per la A [yll 1 yl, 1.. . 1 

2 Zjlq -. 3" y r ,  
S . .  

ûxj, axij+ ,... 8xi) 
le altre derivate di ordine 
yl,] la  espressione: 

Quindi , ricordando la proprietà dimostrata ne1 paragrafo precedente per le 
fui~zioni Hyl...,p,p, possiamo enunciare il seguente teorenia: 

I coeficienti bll.. E,, della trasforqnata del la  espressione (7) sono funxioni  
Eineari delle bz, . -1" a v indici ,  cioè dei  coeficienti  delle derivate d i  ordine V ,  

e d i  certe espressioni raxionai i  in tere  delle Bq,,,, e delle loro durivate rispetto 
alle y. 

Da cib segue, che se noi potremo esprimere le HqV,,, in funzione delle 
bl, .. E , ,  tutti i coefficienti della (8) si potranno esprimere in funzione unicii- 
mente di queste quantita, e delle loro derivate; ossia dei coefficienti (9) ba- 
sterà conoscere, in funzione delle y, quelli dati dalla prima eguaglianza per 
poterne dedurre tutti i rimanenti. 

Ora i coefficienti bl,...l, sono anche quelli della trasforinata di: 

ou, a u ,  A,[V ,,... UV]' 2 a i l , . . i Y - . . * -  9 
il ... i, axi, 8x1.;~ 

sicchè la  quistione, che ci siamo proposti al fj 1, è ora ridotta a vedere se 
le funzioni Hq,,P possono essere espresse mediante i coefficienti b l , . , . lY  e le 
loro derivate. 

Ora osserviamo che derivando la prima delle (9) ed introducendo col- 
l'artificio solito le H,,.,, si trova: 
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Queste identità sono in numero di 

quindi da esse, in generale, si potranno ricavare le 

quantità Hq,.,P, che vi compariscono linearmente, Li funzione delle hk l ,  . , l ,  e 
delle loro derivate prime. 

Possiamo quindi dire: l a  r i dux ime  della trusformcrxioi~e della A, [U] a 
yuella della A, [VI,.  . . , U,] è effettuabile, compatibilrnente colla possibilità d i  
risolvere ie eyuaxioni li'rzeavi (11)  rispetto alle Hpr,p. 

Nella maggior parte dei cas; perb, invece delle (I l) ,  si possono consi- 
derare altre equazioni, la cui risoluzione è assai più semplice, poichè da esse 
si possono dedurre dei gruppi di 9% equazioni, ciascuno dei quali contiene 
linearmente soltanto n delle Hpr,p;  la deterrninazione di queste funzioni si ri- 
duce quindi alla risoluzione successiva di questi sistemi di pz equazioni soltanto. 
Cib avviene tutte le volte che la espressione A, [O,, . . . , U,] pub essere consi- 
derata corne un invariante assoluto di una forma differenziale di un grado qual- 
siasi p ,  maggiore di 1. Sia infatti: 

questa forma, ove le a sono funzioni delle a. Sostituendo alle variabili x le y, 
essa diverrà : 

e, per ipotesi, le B saranno formate colle b in modo identico a quel10 con 
cui le a sono formate colle a.  Avrerno poi: 

Derivando rispetto ad y, troviamo : 

equazioni che sono analoghe alle (11). Noi porremo, per semplicità, 

ZKs,, k 6 8 ,  ... 5-, ksi+ ,... s, = ( s s ~ )  [si* 81-1 si+i . spj, 
k 
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e avremo dalla (11') le seguenti formule: 

a Fs, s,... 3 

... . a . *  ... a P 
= ( s ,  t )  [s2 s,] + (s* t )  [si S 3 . .  sp] + + (sp t )  [Si  si>-,] ; 

da queste equazioni ponendo: 

si ottiene: 
Ps,..,sl,,t= I ; ( s i ~ h ) [ t s i . . .  Si-i Si+i..- S ~ i - i S ~ + i . a .  s,], 

( th)  
(13) 

ove il simbolo (ih), posto sotto il segno sommatoïio, indica che la somma ri- 
rz (92 - 1) spetto agli indici i, h va estesa alle -- combinazioni due a due dei 

1 . 2  
numeri 1, 2 ,  ... n. 

Delle (13) possiamo servirci per ricavare le Hql..p; difatti facciamo dap- 
prima si = s, = . . = s, = s e sostituiamo alle parentesi del secondo membro 
le loro espressioni effettive. Avremo: 

?a(% - 1) 
Pss ... s, t - - 1 . 2  

Se ora attribuiamo a t tutti i valori da 1 ad n ,  otterremo un sistema di n 
equazioni lineari rispetto alle n quantità Hss, j ,  Hss, . , ... Hss, h .  Quindi se in- . dichiamo con Elkt,, il coruiplemento algebrico dell'elemento Bkt,s... ne1 deter- 
rninante: 

.... ...S. ...S... Pjis 812s Pins 

. . . . . . . . . . . . . . .  
7 (14) 

... .... Bnis, . .  s Pnss , . .  Pnns s 

diviso pel determinante etesso, avremo: . 
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Otteniamo cosi, - quando gli n determinanti che si hanno da1 precedente fa- 
cendo s = 1 , 2 , .  . . n sono differenti da zero, la espressione delle Hqj.,p, i cui 
due primi indici sono uguali, in funzione delle f i  e delle loro derivate prime, 
quindi anche delle b e delle loro derivate. 

Per  ottenere ora anche le espressioni delle Hqr,p, i cui due primi indici 
sono disuguali, facciamo nella (13) si = s, = . . = s ~ - ~  .= S, S, = Y; avremo: 

da cui ponendo per le H s s , k  i valori dati da& (15) si ha:  

e risolvendo : 

L a  condizione 1)erchè questa formula abbia sempre un significato è, come per 
la ( l s ) ,  che siano differenti da zero gli 1î deterininanti (14). Osserviamo che 
ne1 solo cas0 in cui p = 2 ,  questi n determinanti si riducono ad uno solo. 

Notiamo infine che, se scriviarno tutte le M equazioni (11) e formiamo 
la matrice dei coefficienti delle H4,,,, la quale conterrà N colonne ed ICI 
linee, basterh che uno almeno dei determinanti di ordine N, che se ne pos- 
sono dedurre sia differente da zero, perché si possano risolvere le equazioni 
stesse rispetto alle Hqr,p. Per  Y = 2 si ha M = 11'. 

Riguardo a tutte queste condizioni si presenta una questione interes- 
sante: se cioè pub avvenire che esistano trasformazioni per le quali esse sono 
soddisfatte, mentre per altre non 10 sono; se cos\ fosse, ne verrebbero delle 
liniitazioni circa le trasformazioni per le quali è possibile determinare le Hp*,p 
ne1 modo indicato. Non sembra perh facile stabilire in proposito una discus- 
sione generale, ma conviene esaminare, cas0 per caso, il significato delle con- 
dizioni enuiiciate; noi ne vedremo qualche esempio in seguito. 

Riassumendo possiamo dire che per trovare la trasformata di una espres- 
sione A, [U], in funzione soltanto dei coefficienti delle derivate di ordine Y ,  

noi dovremo dapprima trovare colle formule ordinarie come i coefficienti di 
tutte le derivate che compaiono nella trasformata siano composti colle espres- 
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sioni A [yl, 1 y1,\.. . 1 y l,.] ; poi costruire le corrispondenti espressioni (10') e ri- 
durle a dipendere soltanto dalle Hpr,p colle formule del paragrafo precedente; 
infine sostituire per le Hq,,, i valori (15) (15'), oppure i valori che si deducono 
dalle (Il), secondo che esiste O no una forma differenziale covariante della 
qui, . . . ,  UV]. 

Le espressioni A [U, 1 U2 1.. . 1 U,I godono di una importanza notevole 
quando si studiano le equazioni: 

corne in parte abbiamo già visto. Di esse ne esistono tante quante sono le 
partizioni possibili del nuuiero u ;  i coefficienti delle loro trasformate sono della 
stessa forma (10) dei coefficienti della A, [ U ]  ; quindi la loro trasformazione 
si riduce, conie per questa espressione, al calcolo dei coefficienti b l . . . ~ ,  a u 

indici. Noi, per questa ragione, diremo che costituiscono il g~z(pp0 dei cova- 
rzàlzti deli'equaxione. 

Applichererno ora il método generale esposto ad alouni casi speriali. 

§ 4. Equazioni di 2 . O  ordine. 

Per le equazioni del 2.' ordine le nostre formule conducono immediata- 
mente ai risultati conosciuti. Si ha infatti per la trasforinata della 

la espressione: 

Le formule (10') ci dànno: 

relazioni, la cui verificazione è inoltre seinplicissima. Se in quest'ultirna fac- 
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ciamo .r = q e sommiamo rispetto a q, ricordando la (6) troviamo: 

ossia: 

Sostituendo questa espressione nella (a) troviamo: 

ohe è la formula a cui si arriva col principio di JACOBI; in essa poi, come 
1 abbiamo visto ne1 5 1, al posto di A si pub sostituire -, ove b = 2 & b i t . .  . b,,. 

d6 
L a  espressione : 

è in questo caso il solo covariante dell'equazione. Formiamo ora le due forme 
differenziali : 

ove, posto a = 2 + a i t  . . . a,, a = 2 * ail.. . a,,, si ha : 

considerando come distinti aih e a h i ,  aih e ahi. Queste forme, considerate corne 
forme algebriche dei differenziali, hanno l'invariante simultaneo assoluto: 

e quindi A i  [U, V ]  pub considerarsi come un invariante di  p. 
La trasformata di y sia: 

p = 2 pvsdydys, 
TS 

ove le p,, sono formate colle b,., come le aih colle aih;  le espressioni (12) 
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sono in questo caso le seguenti: 

e Ic (1 3 )  divengono : 
BF$,l - - 1;H,,,kFkc* 

(i 

I determimnti (14) si riducono al solo discriminante: 

e le (lj), (15') alle seguenti: 

vdevoli tanto per - s, clie per Y differente da S. Sostituetido queeto valore 
di 7-I,,,, nelln (fi) si trova: 

si ha: 

Sostituerido nella (a) infine t ïovimo:  

Questa forma del17espressiane A,/UJ & stats considerata da1 prof. RICCI rielle 
ricerche, che abbiamo citato precedetitemente. 

II discriminante p deve essere differente da zero; ora, se qucsta condi- 
zione è soddisfdta per un sisteuia di variabili, Io è per qunlsinsi altro, puic1:è 
si ha: 

d2 B = A ~ . =  -, 
n 

e quindi si vede che esea riguarda unicnmente i coefficienti della espressione 
data A, [UCTJ. 

A.nnnZi di liillcctem~licn, tOmo VIIL. 57 
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$ 5 .  Equazioni di 3." ordine. 

Wel caso delle equmioni del 3." ordine l'espressionc: 

ove si lin: 

e si pub osservare che, se  si introduce la notazionc: 

Dallc (5) (11) poi si lianno le relazioni: 

per eliminare clnlln (a) le fI,,, i ,  , introducendo invece le deiivnte 
delle b,,,. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



S e  indichianio con B una opportuns potenzn di un invariante qunlsiasi 
della cspressione A,[U, V, W], considerata come forma algebrica delle de- 
rivate delle t re  funzioni U ,  TT, W, noi nella (6) al posto di 1 potremo sosti- 
iuire B, analogamente a quarito abbiamo fatto ne1 cas0 delle equnziorii d i  
2." ordine (vedi § l), e avrenio quindi: 

Cih posto faceiido nella (y) s = p ,  e sommatido rispctto a 11 si trovn 

i a - - (BOzp) = O p -  t opa.  B a y l  (4 
Inoltre si ha:  

e sostituendo ncl secondo membro i valori delle derivatc clie risultano dd lc  
(p)  ( y ) ,  si trovn: 

ossia : 

Queste due relazioni (3') ( E )  sono quelle, a, cui si arriverebbe col pincipio d i  
Jacosr; esse perb, come si vede, non bastano per determiriare le b,,, b, i i i  

fuiîziune delle &,.. 
Supponiamo ora clie sia = 2. In  questo cas0 possianlo costruire una 

forina differenziale cubica, rispetto alla quale la  espiessione: 

sia un invariante. Difatti due forme binarie cubiche l 'una di coefficienti a, 
l 'altra di coefficienti y ,  hanno l'invariante simiiltaneo raypresentato simboli- 
camente d a  che diviene un invariante assoluto, se noi 10 dividiamo per 

1 
la potenza - del discriminante di una delle forme. Le. due forme s i m o  

2 
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II discriminante di p, è: 

e l'invariante simultaneo sovracennato è: 

Se vogliamo che esso coincida con A , [ U ,  V, TT] dovremo determinare le c! 

in modo che sia: 

ove no = a,,, , . . . a, = a,22; di qui, indicando con Ra il discriminante della 
forma di coefficienti a ,  si lia: 

RaRa= 1 ,  
quilidi abbianio: 

Con questi valori la (p diviene: 

1 
cp =, ln3dr :  - 3n2dx:dx, $- 3n, d r l d x ;  - aodx~I. 

Iz'a 
Questa cubica ammette A ,  [U, Y, W] come invariante, e inediante di essa, 
col procedimento del $ 3, possiamo determinare le H,, , in funzione dei coef- 
ficienti B della sua trasformata, i quali saranno fomat i  coi c~efficienti b ,  
come i coeficienti di rp sono formati 
essere differenti da  zero, perchè la 
sono in questo caso; 

La determinazione delle II,,, , 

colle a. 1 determinanti (14) che devono 
detcrmjnazione delle H,, , sja possjbjle 

si pub fare anche m e d i d e  una forma 
quadratica; difatti la rp nmmctte la forma covariante assoluta quadratica 
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13 quale amnietterà pure per invariante A,[U, V, IV]. Possiamo quindi ap- 
plicare a questa forma il procedimento del paragrafo precedente yer detcr- 
ininare le H,,,. La condizione per la risolubilità delle equazioni corrispon- 
deuti è, in questo caso, che sia differe~ite da zero il discriminante R,; esso 
inoltre dovrà essere supposto positiro, per non introdurre immqinar i  Se Il, 
è positivo, anche RF sarà positivo, qualiinque siano le variabili y, e da cib 
segue pure che i due determinanti ( i )  lion potranuo mai essere zero. 

Due forme binarie di grado dispari 2 p  + 1 di coefficienti a e y ,  am- 
mettono l'invariante simultaneo rappresentato simbolicamente da :  

il qiiale è linenie nei coefficienti di ciascuna forma; inoltre una forma, biilarin 
di grado dispari a;,+' = -- . . a ammette il covariante quadratico: 

Da cib segue clle le considerazioni precedenti sono applicabili n tutte le equa- 
zioni di ordine dispari con due variabili indipendenti, cioè si ha  il teorema: 

Ln trusfornzaxione d i  un~'epuaxione n d e r i m t e  parxiuli ,  lineare, omogenea, 
a coeflcienti costanti, d'orditze d i spar i  2 p  + 1, con due cnrinbi l i  indipendetzti 
è riducibile in generale a quelln d i  una forma di$ére)wiale O i n a ~ i a  d i  grado 
211 + 1 ; i1zo1tr.e la dete~~nzinaxione delle funxioni Hqr,, si  pu6 f n r e  w~edicode 
i coeficienti d i  Z ~ ~ I U  foî'ma clifferenxiale bi?taria qzmclraticu. 

Scriviamo infine la forma generale della trasformnta dell'equazione dcl 
3.' ordine quale risulta dalle relazioni ( 2 )  (c), oppurc da1 principio di JACOBI. 

Cominciamo ad osservare che il gruppo dei covarianti della equazione è 
in questo casn costituito dai seguenti due: 

Se ora si pone: 

lia: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Ponendo invece : 

si ha: 

iri cui: 

5 6. Forme algebriche reciproche. 

Per le espressioni A , [ U , ,  U 2 , .  . . UV], quando v è pari, è possibile stabilire 
un procedimento generale per cosiruire delle forme differenziali di grado v ,  

rispetto nlle qiiali esse sono invariabili. Prima perb è necessario estendere 
alle forme di ordirie pari qualsiasi il concetto ordinario della reciprocità delle 
forme quadratiche. 

Cominciamo a richiamare la definizione delle forme quadratiche reoi- 
proche, servendoci della notazione ~irribolica. Considerinino il determinante: 
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Costruiamo ora il determinante: 
1 a a?. .. a:" 1 

a <'... a;:" 1 

Avremo allors,  corne è noto dalla teoria, dei cletermiiianti, 

Si abbia ora unn forinn quadratica ad n varialdi:  

y := b ( ü i h ~ i ~ h ,  
i h  

oppure simbolicamente : 
q, = = = . . .  = CI! 2, 

il cui discriminante, all'infuori di un fattore numerico clle, per sernplicith, tra- 
scurinmo, piib essere rappresentato con 

Si chiama fonna reciproca di y ,  una forma CI> i cui coeficienti' c l i ~  sono de- 
firiiti simbolicamente da : 

11 ) ailL = x , ~  , 
ore  per a:", a? si inteildono le espressioni definite dalle (18), ed r è un indice 
determinato qualunque; è chiaro che il secondo membro della formula prece- 
dente h a  un  significato rcale, e non identioamente zero, in funzione dei coef- 
ficieiiti di p. Noi porremo: 

(IJ = ai,L Zi Zh,  
rh 
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L a  ragione della deriominazione introdottn per @ sta ne1 fatto clle,  se noi 
d a  @ deduciaino una  nuova forma quadratica collo stesso procedimento che 
lia servit0 a dedurre da  y ,  ritroviamo la cf. Difatti siano alill i coefficienti 
di queata n u o n  forma; dalla (19) abbiamo subito: 

a'ih = a!" a:' = ail,. 

Avremo inoltre: 

e recjprocamente: 
1 a 2  ja( i i  a(* ' ,  , . a i g t ) ) 2  

( a ( l )  &(?). . , a ( l z ) ) e  ail, = - 
2 !  a q] 8 a i )  

Inoltre, essendo uguale al19unitB il prodotto dei determinanti (16) (17) avremo 

Qiieste coiisidernzioni possono essere inimediatamente estese a qunlsinsi 
forriia di grado pari. Siil: 

In f o m n  data di grndo 2 v ,  essa ammette l 'invariante di grado n: 

Definiremo fo l -wa  t.ecip*oca una forma 9 di grado 2v ,  i cui coeficienti a;, i, , i,., 

sono cletern~innti dalla formula: 

ove le al!" sono le espressioni definite dalle (18), ed Y B un indice determinnto 
qudunque;  il secondo membro della formula precedente h a  un significato reale, 
e non identicamente zero, in funzione dei coefficienti di  1. Noi porremo: 

S e  deducianio d a  i> una  iiuova forma di grado 2v ,  collo stesso procecii- 
mcnto, col qiinle abbiamo dedotto d a  9, ritroviamo la y. Difattj, indicando 
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con a';,;,. .,, i coefficienti di questa nuova forma, dalla (19) abbiamo: 

e reciprocamente : 

Finalmente, se formiamo per la 9 l 'inrariante o! analogo dl7 invariante a 
della y ,  

a = (a( ' )  a(?) .  . , ,(lz))v~ 
7 

osservando che il prodotto dei due determinanti (16) (17) h ugunle all'unità, 
RVTemO: 

a u =  1. 

In tutte queste considerazioni naturalmente si deve supporre che la forma y 
abbia l'invariante a differcnte da zero. 

Ricordando la formula di Eurano per la espressione di una funzione omo- 
gmea  di n variabili mcdiantc le clerivate di ordinc 2 v ,  e osservando la (20) 

e COS] pcr la (21) si ha  anche: 

La prima di queste formule mostrst che la <I, è iina fcrmn contravariante di y 
in modo assoluto. 

Per  avere un'idea delle legge di formaziono dei coefficienti delln forma 
reciproca possiaino osservare per es. che i coefficienti della reciproca di  dila 

ternaria quadratica, sc si fa astrnzione del dcnominatore conlune, sono detcr- 
minanti di 2." ordine, cioè hanno forma analoga a quella dell'invariante (ab)? 
di una binaria quadratica; i coefficienti della reciproca di una quartica ter- 
naria hanno forma analoga a qiiella dell' invariante (a b)' di una quartica 
binaria, ecc.'; in generale i coefficienti della reciproca rli una fi-aria di 
grado 2~ sono fornmti in modo analogo all' invariante (a ( ! )  a(?). . . a ( ~ - ~ ) ) ~ *  di  
una (12 - 1)-aria, sempre all'infuori del denominatore comme (a(') a(?) ... 

Avznali di  hiatematicn, toino XT'III. 38 
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Dalle considerazioni prec,edenti e dall'osservazione che le dcrivate prime 
di uns  funzione di +t variabili sono oontrogredienti ai differeiiziali delle va- 
riabili stesse, risulta subito che data un' espressione : 

ari, au;, 
Ai[U1, Uz, ... U2y]== A, \' aii i2 . iz, -...-. 

il ia ... la.) x i  a ~ i , ,  

si otterrà una forma differenziale di grado 2u rispetto alla quale tale esprcs- 
sione sarà invariabile, costruendo la forma. difkrenziale reciproca delln pre- 
cedente, considerata corne forma 2u-plo lineare delle derivate delle funzioiii 
U,, ... ETpv.  

Inversamente, data nna forma. differenziale di grado 2 ~ ,  lo stesso pr0c.e- 
dimento condurrà ad una espressione A l  [U,, . . . U2v] invariabile rispetto alla 
forma. 

§ 7. Equazioni del 4." ordine. 

L e  formule pel cainbiamento delle variabili indipendenti per la trasfor- 
mezione della espresione: 
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e finalmente dalla (II): 

11 problerna, secondo il metodo generale, si ridoce alla eliminazione delle Hpq, ,  
dalle (a )  (p) medinnte le (y). 

1 covarianti del gruppo dell'equazione in questo caso sono quattro; le 
loro es~ressioni  colle variabili z/ sono: " 

au av aTv aT 
A ,  [u7 v7 Tl = pql's 3 A1 [Y,, Y*, Y?, Ys] a, a, a, 
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Si pub osservare che tutte queste espressioni, al pari di quella della A ,  [U], 
in virtù delle (10') si possono rappresentare corne funzioni lineari delle bP,,.,. 

L e  relazioni che si dediicono dalle (a) derivando rispetto alle y ,  e sosti- 
tuendo poi alle derivate delle IIIEnt,p, Hhn,p e delle i valori dati dalle 
(p) (y) sono le seguenti: 

jn~dicarido con O l'invariante rappresentato simbolicamnte da b(') ... b(11) )4 .  
Per  quanto abbiamo visto ne1 paragrafo precedente otterreino poi uiin 

forma differenziale di 4." ordine, rispetto alla quale la forma A,[TJ,  V, W, Tl 
sarà invariabile, costruendone la forma differenziale a coefficienti reciproci. 
Ne1 seguente paragrafo vedremo meglio le relazioni fra questa forma ed i 
covarianti dell'equazione; qui mi limiterb a dare la forma della trasformata 
dell'equazione, quale risulta da1 principio di JACOBI oppure dalle relazioni (8). 
Come ne1 caso dell'equazione di 3.' ordine abbiamo trovato due forme della 
trasformata, qui invece ne abbiamo tre. 

Se si pone: 

si ha:  

Ponendo invece : 
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si trova: 
1 ô 1 AJU] =- v- 
B $ a!@ a!!, ( B  up,: - 37 ( B  q). 

Finalmente ponendo: 

si ha:  

Altre relazioni fra i quattro covariaiiti si possono ottenere assai fiicil- 
mente col principio di JACOBI. 

8. Parainetri  differenziali. 

Quelle espressioni, che nei paragrafi precedenti abbiamo cliiainato col;u- 
riatzti dell'equazione : 

&[U] = O ,  

allorcliè esiste una forma differenziale rispetto alla quale le esprrsçioni del 
1 .O ordine il, [U, , . . . , Uy] sono invariabili, godono tutte di proprietà invarian- 
tiva rispetto alla forma stessa, e possono quindi essese cliiamati pcwmzet~. i  
dif ferenxiali  di questa, per analogia colla denominazione in uso per le forme 
quadratiche. Le forme, clie abbiamo considerato perb non e rmo generali, ma 
implicitamente era ammessa la condizione clle fossero riducibili, con oppor- 
tune trasformazioni di variabili, ad essere a coefficienti costanti. Ors possiamo 
affrancarci anche da questa restrizione e dare un procedimento gerierale per 
la formazione dei parametri di qualunque forma differenziale. Tale procedi- 
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mento noii è che la estensione, mediante una osservazione assai semplice, del 
nietodo trovato da1 prof. Rrccr yel cas0 delle forme quadratiche, e pub essere 
soggetto soltanto a quella restrizione a cui abbiamo accennato ne1 €j 3. 

Consideriamo iina forma differenziale: 

di grado Y ,  i cui coefficienti siano îunzioni delle variabili x ;  mutando le Ira- 
riabili x iu d t r e  variabili y ,  si ottenga: 

e mutando siniilmente le x in altre variabili x si abbin: 

Poriiamo comc nei paragrafi precedenti: 

e inoltre: 

Sappiamo che queste espressioni Hq, , , ,  Ii'qy,p si potranno in gcrierale rnp- 
presentare in modo identico mediante le (15) (15'), come funzioni dei coeffi- 
cienti b e delle loro derivate, e come funzioni dei coefficienti b' e delle 101.0 

derivate, rispettivamente. Cercl-iiamo ora quali relazioni esistono fra. le Hq, ,, 
e le H',,,,. 

La (23') pub essere scritta ne1 seguente modo: 

ossia: 

Stabilitn queda  formula, s~ipponiamo che si conosca una forma differenziale 
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. L _ _ _ . . _ L _ _ _ _ _ - _ _ _ _ _ _ _ _ _ L _ _ . . _ _ _ _ I _ _ C I  

la quale sin covariante di y ,  ed i oui coeGcienti sisno funzioni delle ai,., i,, 
e delle loro derivate, ed inoltre del!e derivate di una O più funzioni arbitrarie 
U, 7,. .. Nelle due trîsformate di Q nelle variabili y e z 

i coefficienti saranno, per ipotesi, formati in modo identico ai coefficieiiti Pi ,  ;; 
coi eoefficienti delle (22) (22') e colle derivate di questi e delle funzioni U, 
V,  ... rispetto alle variabili y e z rispettivamente. Fra i coefficienti Q I  . e 
Q't,.,, 1, poi avremo le relazioni: 

Derivando i due membri rispetto ad y; avremo: 

Eliminando o r s  da1 sec,ondo inembro le derivate seconde delle z rispetto d l c  y 
mediante la (24) e posto: 

si trova: 
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D a  questa formula risulta il teorerna: La fomza di grado A + 1 

i czti coe$cienti sono dedotti  da pzielli d i  ~IJ  mediante le (23) i., couze ID, co- 
variutzte di y. Di qui si ha un procedimento per dedurre da  una deta  forma 
covariante una serie di altre forme covariaiiti, di grado successivamente cre- 
scente di una unità. 

Nella Memoria: Ueber die T r u m f w m u t i o l z  der l~onîogenen Differeutiul-  
azlsd~.iicke zztieite~~ Grades  (Crelle, Bd. 70), CIIRISTOFFEL h a  dimostrato un 
teorema perfettamente analogo al precedente (*), ncl quale perà, al posto delle 
H4,. compaiono i valori che per queste qiiantità abbiarno trovato al $ 4 ne1 
caso delle forme quadratiche; il teorema vale quindi soltanto pel caso in cui 1 
é quddratica. Noi, avendo sostituito le Hq,,,, abbiamo reso il teoretna appli- 
cabile a forme di qunlsiasi grado. 

Se ora iJ è una. fiinzione arbitraria delle variabili x, ,  ... x,, e poniamo: 

la forma linearc 
AU= S U , . d x , ,  

r 

cbe rappresenta il differenziale completo del 1 . h r d i n e  della funzione U, pub 
sempre essere considerata come covariante di y ;  applicanclo ad essa il teorema 
di CHRISTOFFEL generalizznto, potremo dedurne altre forme di grado successi- 
vanlente crescente di una unit&, i cui coefficienti conterranno le derivate par- 
z id i  della U di ordine uguale al grado della forma, cd inoltre le u;, .,;, o le 
loro derivate. Noi porremo secondo la (25): 

ove si intendc clie le Il,, ., k siano espresse mediante le u;, ,..i9 e le loro de- 
rivaie, come abbiamo visto a l  5 3; e avrcmo allora clie In nz-esimn forma 
covariante di  y sarà: 

(*) CHRISFOFFEL consiclern invecc clella forma @ di çrado 1, una forma A volle lineare 
rispetto a A serie di differenziali delle variahili; noi, perd sernpliciti, non :tl)liiamo introtlotto 
questn est en si on^, che del resto é e ~ i d e n t e  potersi fare anclic ne1 nostro caso. 
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Tutti gli invarianti algebrici simultanei della forma (p e delle 

Au, A" ,... AmU ,..., (w 
saranilo altrettante espressioni invariabili rispetto a q, per qunlsiasi trasfornia- 
zione di variabili (ossia parcunetri differenziali di y) salvo al più quella re- 
strizione, a cui accennato al S 3, relativamente alle condizioni per la riso- 
lubilità delle equazioni, da oui si devono ricavare le HP?+. 

Ne1 cas0 in cui y è di 2." grado il metodo precedente per ln  formazione 
dei parametri coincide con quello citato del prof. Rrccr. 

Insieme alle serie delle forme (26), potreino considerare altre serie ana- 
loghe formate con altre funzioni arbitrarie V, W, ... ed ottenere cos: dci 
parametri dipendenti da parecchie funzioni. 

Moltiplicando fra loro le forme di v di queste serie si potrh formare un 
numero finito di forme di grado v, uguale al grado della forma differenzinle 
data; chiameremo g r u p p  principale dei paraïnetri l'insieme di quelli clie si 
ottengono dalla considerazione dcgli invarinnti simultanei di questo sistema. 
di forme. Una qualunque di queste forme sarà: 

y, = ~ ' i  uj A'* O*... A'P U,, 
e dovrh essere: 

?., + +. . . $ À,, = v. 

Considerando corne idenfiche alla y,,, quelle forme che si ottengono da essa 
permutando fra loro le funzioni U , ,  . . . UV, il numero delle forme che com- 
pongono il sistema sarà uguale a quello delle soluzioni intere della equazione 
precedente, per p == 1, 2 ,... V .  

Corne applicazione, costruiamo le forme del gruppo principale per v = 4. 
Sia : 

la forma data di 4." grado; si hanno in questo caso 5 forme del gruppo 
principale : 

~ , = A U A V A W A S  r f l o = ~ ' U h P V  y 4 = A 4 U  

y , = A t u A V A W  p = A 3 u A ~ .  

La y ammette l'invariante rappresentato simbolicarnente da 

che supporremo differente da zero. Se nella espresaione simbolica di a ,  al 
Annali di Mcrtemntica, tom0 XVIII. 39 
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posto di una serie di simboli a i , .  .. al?, sostituiamo un' altra serie Cy),  . . . 17::) 
di simboli relativi ad u n ' d t r a  forma di 4." grado di coefficienti e for- 
miamo l'espressione simbulica: 

questa rappresenterà un invariante simultaneo delle due forme, il quale è li- 
neare nei coefficienti CilLr;l, e sarh quindi della forma: 

1,e Aihkl snranno i coefficienti della forma reciproca di p. Se per fornia di 
coefficienti C J , ~ ~ ~  prendjarno successivamente ciascuna delle (27) otteniamo 5 
parametri, clie sono linenri nei coefficienti di queste forme, e che possianio 
rappresentare con : 

A I  [U, v, W, SI, [u j v, VI, A, [u, VI, A, [u 1 VI, A, [U]. (29) 

Supponiamo che le Ai/,~;l coincidono colle l ~ , , ~ , ,  del $ 7 ,  e le variabili x 
colle y del10 stwso paragrafo; allora la y coinciderh colla forma, i cui coef- 
ficienti sono reciproci delle h2,,,., . L' invariante (28') diviene : 

ove le U,, Upq,. .. T,., . . . sono determinati colla lcgge che risulta dalla (25"). 
È ora assai facile verificnre che le e sp ress ik  dei secondi membri coincidono 
con quelle rappreseritate colle notazioni dei primi membri ne1 $ 4, cioè colle 
trasformate del primo membro dell'equazione del 4." ordine e dei suoi quattro 
covarianti. L a  invariabilità di questc espressioni resta cos1 dimostrata, salvo 
le solite condizioni, sema  la limitazione della riducibilith a coeficienti costanti. 
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Questi risultati completano quelli a cui io era arrivato considerando le 
forme differenziali binarie del 4." grado, risyetto alle trasformazioni li~ienri 
(tomo 1s di questi Annali). 

Se  le variabili sono in numero niaggiore di 2 ,  le due forme di coeffi- 
cienti a;r,,,l, Cillkl, oltre l'invariante simultaneo (28), hniino tutti quelli clle 
si ottengono dalla espressione simbolica: 

facendo i = O ,  1, 2 , .  .. , tz - 2. Supponendo clle i simboli C si rifcriscnno 
ai coefficenti delle forme (27), otteniamo oltre i parametri (23) che sono li- 
neaïi nei coeflicienti di queste forme, altri 5(12 - 1) paramelri, clie contcn- 
gono i coefficienti delle forme stesse ai gradi n ,  IZ - 1 ,. . . 3,  2. 

h cliiaro che risultati analoglii si possono trovare per tutte le forme di  
grado pari. 

Correaione. Le formule generali del $ 8 stanno, come è detto in prin- 
cipio del paragrafo stesso, per forme djfferenziali, i cui coefficieriti sono fun- 
zioni qualsiansi delle variabili indipendenti; ma non è esatto asserire che il 
procedimento indicato conàuoa alla formazione dei parametri di forme non 
riducibili a coefficienti costanti, poichè in questo caso le equazioni (Il ' )  del 
8 3 assumono una forma diversa. 11 procedimento si deve dunque, per ora, 
ritenere applicabile soltanto a forme che possono essere ridotte, con opportune 
trasformazioni di variabili, ad avere tutti i coefficienti costanti. 
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Sopra alcune nuove classi di  superficie 
e di sistemi tripli ortogonali. 

(Di L u i a ~  Brmm, a Pisu.) 

PREFAZIONE. 

1 principali risultati sulla teoria delle superficie e dei sistemi di raggi, 
contenuti ne1 presente lavoro, furono già da me enunciati in due note inserite 
nei Rendiconti della R. Accademia dei Lincei (*). 

Ne1 $ 1 riproduco alcune formole generali ben note, relative alla teoria 
delle linee assintotiche di una superficie, che qui mi è sembrato utile riunire 
per facilitare la lettura della Memoria. 

11 3 2 tratta di una singolare classe d i  sistemi di raggi, che stanno in 
relazione colla teoria delle deformazioni infinitesime delle superficie e furono 
per In prinia volta considerati da1 sig. ~ i B i & o n n  nella sua bella Mernoria 
sulle superficie d' area minima (**). Questi sistemi di raggi si ottengono, con- 
siderando unn coppia qualunque di superficie S7 ,!?, che si corrispondono punto 
per punto per ortogoilalità d'elementi, e conducendo pei punti dell'iina su- 
perficie, per es. della 8 i raggi paralleli alle normali nei punti corrispondenti 
dell'altra S. Li diciamo congruefixe di RIBAUCOUR e chiamiamo strperyîcie ge- 
?lemtrice la  superficie S ,  alle cui normali sono paralleli i raggi della con- 
gruenza. Giovandomi delle eleganti formole per le deformazioni infinitesirrie 
dovute al sig. WEINGBRTEN, dimostro i principali teoremi enunciati da R~BAU-  
COUR alla fine della citata Memoria, fermandoini anche ad &uni clie, seb- 
bene non neccssarii per il seguito, derivano troppo spontaneamente dalle for- 
mole generali stabilite per essere omessi. Quando la conçruenza di RIBAUCOUR 

(*) Vol. 6, 1890, fascicoli 10 e 12 (pag. 435 e 562). 
(**) É'tude des e'lassoides. Mémoire couronnée par I'Acndémie Roy:ilc de Belgique, lSSO, 

toino 44. 
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è a fuochi reali, le sviluppabili della congruenza tagliano la superficie media 
secondo liuee coniugate. Tale proprietà è d'altronde caratteristica per le 
congruenze di RIBAUCOUR che, sotto questo secondo aspetto, furono recente- 
mente studiate da] sig. GUICHARD in una interessante Memoria (*) a cui più 
volte dovrb ricorrere ne1 corso del presente lavoro. 

Ne1 3 pongo in relazione le congruenze di RIBAUCOUR coi sistemi so2 
di ciïcoli che ammettono uila serie di superficie ortogonali. Un tale sisiema 
di circoli si dirà brevemente un sistema normale. Alla considerazione di 
questi sistemi è utile associare quella della congruenza formata dagli assi dei 
circoli, cioè dalle normali elevate ai piani dei circoli nei loro centri. Una 
congruenza si dirà ciclicn quando ai suoi raggi si pub cocirdinare un sistema 
normale di circoli, di cui i raggi stessi siano gli assi. A punto di partenza 
delle ricerche eeguenti pongo il problema: QuaJi congruenze di RIBAUCO~R 
sono ciclicl~? Dimostro che, aEncht: cib accada, è necessario e sufficiente 
clie, riferendo la superficie generatrice S della congruenza alle sue linee as- 
sintotiche u, v ,  l'espressione della sua curvatura R abhia la forma: 

dove g(zc), $(u)  sono funzioni di zc, v rispettivamente. Due circostanze degne 
di nota, sono qui da rilevarsi. In primo luogo tutte le congruenze di RIBAU- 
COUR, che lianno a superficie generatrice una superficie della classe a), sono 
cicliche, cornunque si scelga la superficie S corrispondente alla S per orto- 
gonalità d'elementi. I n  secondo luogo una tale congruenza è itzfinite volte 
ciclica, poiché ad essa possono associarsi cmi sistemi normali di circoli, di 
cui i raggi della congruenza sono assi. La  determinazione effettiva dclle su- 
prficie ortogonali ai circoli dipende da un'equazione di RICCATI, che ha la 
notevole proprietà di cangiare soltanto colla superficie generatrice della con- 
grueriza. 

Nei paragrafi seguenti tratto direttamente le superficie della classe u) ,  
delle quali si ha subito un effettivo esempio nelle superficie conoidali rette. 
Ma pet- rendere queste nuove ricerche indipendenti da quelle dei 2 ,  3 
(colle quali offrono tuttavia strette e notevoli relazioni) ho riprodotto ne1 3 4 

(*) Szcrfuces rcipporties a l e w s  ligaes asy~ntof iques et co~~grue~zces  rrrp11ort&es a 
k t w s  d&véloppd~Zes. Annales dc 1' Ecole Norrnalc SupCrieure, tomo 6 ,  3.'"" sckie, Ka- 
gina 333-548. 
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la determinazione analitica, data da1 sig. GUICHARD, per le congruenze sulle 
cui falde della superficie focale si corrispondono le assintotiche, aggiungendovi 
un'interpretazione geornetrica, che collega nuovamente questa teoria con 
quelln delle deformazioni infinitesime. 

Ne1 5 5 comincio da1 provare che alle superficie della classe a), sopra 
mentovata, si è condotti anche dall'esame della questione seguente: Qzinnclo 
accade cAe le due faide della s u p e ~ j î c i e  focale d i  u m  c o n g m e m n ,  oltre a l  
cowisponders i  Ter  le l o ~ o  l i m e  assi~ztoticlze, uLOia9zo in ogni  copia d i  p m t i  
c o ~ r i s y o n d e n t i  eg~rale  c u ~ v n t u r a  ? 

Si trova infatti che, in tale ipotesi, ambedue le falde appartengono alln 
classe a). Invcrsamente ogni superficie S della classe a )  è una falda della 
superficie focale di dccongruenze della specie richiesta; ne segue che ogni 
volta anche la 2." falda S, viene nuovamente ad appartenere alla classe a). 
L a  determinazione di queste congruenze, assegnata la superficie S, dipende 
da un'equazione di RICCATI, la quale coincide precisamerite con quella trovata 
a1 tj 3 per 17altro problema ivi trattato. Co6 alle superficie generali della 
classe a )  sono applicabili quei metodi di trasformazione, che per le superficic 
pseuclosferiche [cori.ispondenti al caso di cp(zl), +(v) costantil ho studiato in 
dettaglio, sotto il nome di trasformazione complementare e di BACICLUND, in 
una Memoria precedente (*) e che vengono quindi a costituire un caso par- 
ticolarissimo della teoria qui esposta. 

11 S 6 tratta di une classe di superficie intermedia frn le superficie ge- 
nerali della classe a) e le superficie pseudosferiche, quclle cioè in cui una 
soltanto delle funzioni ?(u.), + (v )  è costarite, ne1 qua1 caso le linec K== ~ o s t . ~  
(linee di egual curvatura) sono altresi assintotiche. Pel teorema di ERNEPER 
queste superficie sono anche definite dalla proprietà che ciascuna line* as- 
sintotica in un sistenzn é una curva a torsione costante. Se ne ha  un primo 
e semplice esempio nell'ordinaria elicoide rigata ad area minima. Dimostro 
che in ogni tale superficie le linee assintotiche a torsione costante sono divise 
in parti proporzionali dalle assintotiche del 2." sistema e la stessa proprieth 
compete alle immagini sferiche delle linee assintotiche. Se ad una. di questc 
superficie S si applica la trasformaoione sopra descritta peï ottenerne unn 
niiova S,, si offre l'ulteriore particolarità clle gli archi corrispondenti dclle 
assintotiche a torsione costante sopra S ,  Si sono eguali. 

(*) Tomo 13, serie 2.a di que.qti Annali. 
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Alla teoria di pe s t e  superficie e delle loro deformazioni infinitesime si 
riconduce l'altro problema di trovare le superficie il ciii elemento lineare, 
riferito alle linee di curvatura zt, v prende la forma: 

l a\iG è fuuzione della sola zi. Queste ultime superficie si ottmgono dove -= - 
\IX a z c  

infatti come superficie focali delle congruenze di ris au cou^, aventi per su- 
perficie geiieratrice X una superficie della particolare classe a) di cui qui è 
pnrola. 

Ne1 $ 7 riprendo in esame i sistemi normali di circoli e i sistemi tripli 
di superficie ortogonnli, cui danno luogo le congruenze di RIBAUCOUR trattate 
a1 3 3, limitandomi al caso di superficie generatrici pseudosferiche. Tali si- 
stemi tripli ortogonali sono caratterizzati dalla proprietà che sopra ciascunn 
delle superficie ortogonali ai  ciïcoli le linee, lungo le quali è costante il beg- 
mento infinitesirno di normale a questa superficie, intercetto dalla conçecutiva 
ne1 sistema (linee di livello), tagliano sotto angolo costante a le linee di cur- 
vatura. Queste superficie 2 possono anche definirsi direttamente per mezzo 
della seguentc proprietà. Il doppio sistema di traiettorie sotto l'angolo co- 
stante u di un sistema di linee di curvatura divide la superficie 2 in paral- 
lelogrammi infinitesimi equivalenti, proprietà che pub utilizzarsi per tracciare 
m a  carta della superficie che conservi le aree. Inversamente tutte le super- 
ficie, dotate della proprietà enunciata, si deducono dalle deformazioni infini- 
tesime delle superficie pseudosferiche per mczzo della trasformazione di Bi-  
CKLUND. Notevole é il caso di a = 45", ne1 quale le traiettorie isogonali in 
questionc delle linee di curvatura sono le loro bisettrici; esso corrisponde alla 
trasformazione cornpleinentare. 

L a  sfera pub consiclerarai in infiniti modi come superficie della classe 
superiore e cos1 la ricerca dei duppii sistemi di linee che, intersecandosi sotto 
angolo costante, dividono la sfera in parallelogrammi infinitesimi equivalenti, 
si riconduce alla teoria delle superficie pseudosferiche. 

In  una Memorin che far i  seguito alla presente tratterb la teoria di quei 
sistemi tripli di superficie ortogonali, che contengono una serie di superficie 
con un sistema di linee di curvaturn piane, teoria che si collega intimamente 
coi risultati del presente lavoro. 
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$ 1. Superficie riferite alle loro linee assintotiche. 

1. Consideriamo una superficie a curvature opposte e riferiamola alle sue 
linee assintotiehe u ,  u. Siano x ,  y, z le coordinate cartesiane ortogonali di  
un punto della superficie e X, Y, Z i coseni di direzione della norniale. Se 
poniam O : 

d X Z  + dY" dZ2 = Edw' + 2Fdzcdv  + Gdv2, (1) 

avremo le note formole: 

e le analogbe per Y, 2, dove lisrl sono i simboli introdotti da1 sig. C m -  

STOFFEL nella teoria delle forme differenziali quadratiche, calcolati per la. 
forma (1) (7. Le forrnole generâli della teoria delle superficie applicate al 
caso attuale dhnno i risultati seguenti (**). Indicando con 

la curvatura della superficie, si ha: 

(*) 1 valori effetiivi dei simboli ii 1 clie a noi occorrcrh conri l t - i m e  sono svltrnio i . , 
due sementi:  

(**) II primo a porre in rilievo le formole del presente numero fu, per quanto io so, 
il prof. DINI (tomo 4, serie 2," di questi Annali). 

Anna li di Mntemn tien, tom0 XVIII. 40 
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Afinchè le linee sferiche u ,  v siano le immagini delle assintatiche di una su- 
perficie è adurique necessario che si abbia: 

Questa condizione è d'altronde sufficiente e, quando sia soddisfatta, 1st super- 
ficie corrispondente sarà'definita, a meno di un'omotetia., dalle formole (3) e 
dalle altre: 

a x  I F ~ X  > E ~ X  ' - - - - A - -  Z- A a u  ' A a u  
A = \IËG - P2, a c  A G  ax IF  ax 1 

--4 ----- 
(6) 

a u  A afc  A a, 
insieme alle analoghe per y, x ,  le quali, note le espressioni di X, Y, Z per 
u,  v, permettono di determinare la superficie per quadrature. 

2. Le  formoIe (6) sono suscettibili di un'elegante ed utile trasforma- 
zione (*). In forza delle identità: 

le (6) possono scriversi: 

ovvero, ponendo: . 

r~ = V X X ,  v = ( I h ~ ,  <=\IAZ, (7) 

(*) LELIEUVRE, Bulletin des Sciences Mathématiques, tom0 12, Pag. 126. - GUICHARD, 
Comptes Rendus, tom0 110, pag. 136. 
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E poichè, per la seconda delle (2), X, Y, Z sono integrali dell'equazione: 

saranno <, q ,  < tre integrali dell'altra: 

ove si ponga: 

a 2 0  -- - M e ,  au av 

Inversamente è importante osservare che, presa ad arbitrio un'equazione di 
LAPLACE dalla forma (9) e tre sue soluzioni 5 ,  g ,  t linearmente indipendenti, 
le formole (8) daranno per quadrature una superficie che avrà le linee u, v 
per linee assintotiche e per curvatura totale: 

E infatti, essendo [, g ,  r; soluzioni della medesima equazione (9), le condizioni 
d'integrabilità delle (8) sono identicamente soddisfatte. Riguardando x, y, a 
come coordinate di un punto Y,  la superficie S luogo del punto Y avrà elri- 
dentemente i coseni di direzione della normale X, Y, Z proporzionali a E , v , t , 
sicchè ponendo: 

i\ = E" as" + C2? 

si avranno le (7). Dalle (8) seguono subito le formole: 

le quali espriinono che le liliee zc, v sono assintotiche sulla S. In  fine, se si 
pone, come sopra: 

dXe j d Y Z  + dZ" EEd -+ 2 Fdudv + Gdvr, 
si avra ancora, per le (8) O per le equivalenti (6), 

d x 2  $ dy2  + dx" 12(Eduz - 2 Fdzcdv + Gdv"), 
ovvero: 

K= - 1 -=- 1 
AS 

.- 9 
( S t  + .1' + Q)' 

il che diinostra la proprieth enunciata. 
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§ 2. Congruenze di Rihaucour-Guichard. 

3. Secondo un'osservazione fondainentale del sig. MOUTARD, la ricerca 
delle deformazioni infinitesime di una data superficie S, supposta flessibile ed 
inestendibile, equivsle a quella delle superficie 3 corrispondenti punto per 
punto alla S per ortogonulith d'elementi, in guisa cioè che due elementi lineari 
qualunque che si corrispondono sopra S, S siano fra ]or(, perpendicolari. E 
infatti se ogni punto P= (x, y, x) di S riceve, nella deformazione, uno spo- 
stamento infinitesirno, le cui componenti secondo gli nssi coordinati siano: 

dove E è una costante infinitesima (di cui si trascurano le potenze superiori), la 
condizione perchè l'elemento lineare di S non varii è espressa dalla relazione: 

- - -  
Ora questa, riguardando x ,  y, z corne coordinate di un punto Y, le cui su- 
perficie luogo si indichi con S ,  esprime appunto che S, s si corrispondono 
per ortogonalità d'elementi. 

Chiameremo congruenxa di RIBAUCOUR il sistema di raggi che si ottiene, 
conducendo per ogni punto P di d la parallela alla normale ne1 corrispon- 
dente punto P di S ,  e diremo la S superficie generatrice della congruenza. 
Per  stabilire, secondo KUMNER (*), le formole fondamentdi relative ' a  queste 
congruenze, ricorreremo alle formole date da1 sig. WEINGARTEN ne1 vol. 100 
del Giornale di Crelle (**). Quivi la ricerca delle deformazioni infinitesime di 
una superficie S, ossia delle superficie 3 corrispondenti ad S per ortogonalità 
d'elementi, è ridotta alla determinazione di un'unica funzione rp (Verschie- 
bungs function). Riferendo la superficie S a un sistema di linee coordinate u, v 
e ponendo: 

d x 2 - f  d y 2 + d z 2 = E d u Z $ 2 F d u d v $ G d v 2  

- (dx dX + d y  d Y + dxdZ) = Ddu2 $ 2  D ' d u  dv + D"dv2, 

(*) Allgemeine Theorie der geradlinigen Strnlensysteme. Crelle's Journal, Bd. 54. 
(**) Ueber die De formalionen ciller biegsamen unausdehr~baren Flache. 
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la funzione y di WEINUARTEN è definita dall'equazione a derivate parziali: 

DD" - n'2 

dove K= è la curvatura totale della superficie. Nota una soluzione 
EG-Fz  

qualunque 9 di questa equazione si ha per quadrature una corrispondente su- 
perficie S dalle formole : 

- - 
e dalle analoghe in y,  z. 

Giova per noi considerare il caso particolare in cui le linee coordinate 
u,  v siano le assintotiche della S. Mantenendo le notazioni del n.8 1, si dovrh 
porre allora: 

D = O ,  D ' = ~ \ I E G - F ~ ,  D"=O 

e quindi le (l), (2) diveritano: 

4. Cib posto, consideriamo la congruenza di RIBAUCO~R che si ottiene 
conducendo per i punti della 3 le parallele alle normali nei punti corrjspon- 
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denti della S. Se poniamo: 

d X g  + d Y 2  -+ dZ' = Edu2 + 2 F d u d v  + G d v 2  

ed applichiamo le formole di KUMMER (loc. cit.), avremo le due equazioni di 
2." grado: 

( E G - F 2 ) a 2  + + g E - ( f + f ' ) F $ e G I $  + e g  - f f '  = 0, (4) 

delle quali la prima ha per radici le ascisse d , ,  d ,  dei punti limiti e la se- 
conda quelle d , ,  8, dei fuochi, mentre l'equazione differenziale: 

determina le due serie di superficie sviluppabili della congruenza. Ora,, per 
le (21, essendo: 

K \ I E G -  F,== - V E G - F I ,  
si trova: 

e  - F D - E D '  F D ' -  ED" G D - F U '  
YEG- 3'' 

- Y ,  f =  VEG-  F? - Y ,  f l =  \I E G -  3'2 Y ?  

Sostituiamo nelle (3), (4), (5), osservando che se si indicano con r i ,  r, i ragg; 
principali di curvatura della S si hanno le formole: 

e troveremo rispettivamente: 

& = (ri - rzY 
4 -Y= 

Si ha quindi il risultato: 
In ogtzi congruenza d i  ris au cou^ la superjcie 3 d i  p a r t e w u  dei ragji, 

co~rispondente per o~~togonali tà  d'elementi alla superficie generatrice S, è 1u 
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superficie media del sistem.a. L e  sviluppa6ili della congruenza corrispondono 
alle assintot.iche della super$cie genera trice (*). 

5. Supponiamo che la superficie generatrice S sia a curvature opposte e 
quindi , pel teorema precedente, le svilupyiabili della congruenza siano reali. 
Le  linee sferiche, che ne sono le immagini, essendo altresi le immagini delle 
assintotiche della superficie S, segue subito da un teorema di GTJICHARD (Mem. 
cit., ij 4) che: L e  svilz.qpahili della congruenxa tagliatzo la superficie media 
secondo un  sistema d i  linee coniugute. 

Inversamente : Oglzi congruenxa, le czii svilzippabili tngliano la sz-pevficie 
nzediu secondo u?z sistema d i  linee coniugate, è ana congruenxa d i  RIBAUCOUR. 

Per  dimostrarlo osserviamo che esiste allora (GUICHARD, loc. cit.) una SU- 

perficie, le immagirii sferiche delle cui assintotiche coincidono con quelle delle 
sviluppabili della 
per la  superficie 

cangruenza. Prendendo queste linee per linee ooordinate u ,  v, 
media della congruenza si hanno le formole (ibid.): 

- - 
e le analoghe in y, 2, dove p ,  che rappresenta la sernidistanza dei fuochi, é 
una soluzione qualunque dell'equazione: 

Ora se si pone: 
f = A r p ,  

avendo riguardo alle formole del 1, le B)  a) si mutano appunto nelle equa- 
zioni (1") (2*) di WEING~ARTEN. Dunqiie la S corrisponde per ortogonalità d'e- 
lementi alla S e la congruenza è una congruenza di RIB~UCOUR. 

6. Facciamo una prima applicazione delle formole (3*), (4" al caso in 
cui la superficie generatrice S della congruenza è una sfera. Allora, avendosi 
d = O,  i due punti limiti coincidono e la (5") diventando: 

Edu" 2Fdudv + Gdv" O, 

dimostra che le sviluppabili (immaginarie) della congriienza hanno le gene- 

(*) R I B A U C O ~ R ,  loc. cit., 3 18s. 
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ratrici appoggiate a l  circolo immaginario all'infinito; tali congruenze si dicono, 
secondo RIBAUCOUR, isotrope. Inversamente se in una congruenza i punti limiti 
coincidono, essa è una congruenza isotropa. E infatti scegliendo per superficie 
di partenza la  superficie médis $' e per linee coordinate quelle che rendono 
sirnultaneamente : 

F = O ,  f + f ' = O ,  
ne seguirà altresi: 

e = O ,  g = 0 .  
Ora le equazioni: 

esprimono appunto che la superficie media S corrisponde per ortogonalità 
d'elementi alla sfera. 

In secondo luogo ricerchiamo se una congruenza di RIB~UCOUR pub essere 
costituita dalle normali ad  uiia superficie. Per cib si d e ~ e  avere: 

ilunque : Le congruenxe d i  RIBAUCOUR che amt~zettono superficie ortogonali sotzo 
futte e sole quelle-che hanno per superficie generatrice una sqerficie d'area 
minima. 

Poichè le sviluppabili della congruenza corrispondono alle assintotiche 
della superficie generatrice (n.' 4), ne segue che ne1 caso at tual~:  Le super- 
ficie ortogonali alla congruenxa sono a wppresentaxione isoterma delle linee 
di curvatwa (*). 

Inversamente si dimostra subito: Le no~mal i  ad unn superficie con vap- 
presentaxione isoterma delle linee d i  curvutura formano una congruenza di 
RIBAUCOUR la cui szcperficie generatrice è ad area minima. 

7. In una congruenza di RIBAUCOUR consideriamo i piani normali ai raggi 
nei punti medii e la loro superficie inviluppo 8. Ponendo: 

sarà W la distanza del piano tangente della superficie 2 dall'origine. Appli- 
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chiamo ora le formole di WEINQARTEN, relative alle coordinate tangenziali (*), 
per trovare la somma dei raggi principali di curvatura p , ,  p, della superficie 
inviluppo 2 ,  avremo ; 

1 
pc+pz=2w+ -t - 

Ora dalle (2) segue : 

sostituendo nella (6) coll'osservare che per le (2) $ 1 si ha identicamente: 

risulterh la formola richiesta: 

Se la superficie generatrice della congrueriza di R I B A U C O ~  è una sfera, cioè 
se la congruenza è isotropa si ha: 

D:  D': D" = E :  F :  G,  

e perb p i  + pe = O. Sussiste adunque il teorema (Rrssucou~, loc. cit., fj 26). 
In ogni congruenza i so t ro~a  i piani normali ai raggi lzel punto limite 

inviluppno una superficie ad area minima. 

(*) Ueber die Theorie der auf einnnder abmickelbaren Oberfliichen. Festschrift der  
K. Sechnischeii Hochscliule zu Berlin, 1884. - Vedi anche KKOBLAVCH: Allgemeine Thcorie 
der krummen FZac7zen, 5 30. 

Annali d i  Mntemntica, tomo XVIII. 4 1 
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$ 3. Congruenze di Ribaucour cicliche. 

8. Un sistema wZ di circoli si dirà normale quando ammetta una serie 
di superficie ortogonali 2. Per un teorema di RIBAWCOUR, le superficie 2 fanno 
sempre parte di un sistema trip10 ortogonale e le superficie Z,, 2, degli altri 
due sistemi, avendo ciascuna un sistema di linee di curvatura circolari, sono 
inviluppi di sfera (*). Insieme al sistcma normale di circoli consideriamo la 
congruenza formata dai loro assi. Essa è una congruenza a fuochi reali, come 
si rileva subito dall'osservare che il Iliogo dei centri delle sfere inviluppanti 
una superficie 8 ,  (O &j ha appunto per tangenti gli assi dei circoli sopra 8,  

(O 2,). Riguardando ad ogni circolo del sistema corne associato il suo asse, 
si vede adunque che le sviluppabili della congruenza degli assi corrispondono 
appunto alle superficie 8,, Z,, essendo queste il luogo dei circoli associati alle 
loro generatrici. Inoltre se sopra l'asse di un circolo del sistema il cui centro 
sia O ed il raggio R i punti F,, F, sono i fuochi, I'ortogonalità delle due 
sfere che, avendo i centri rispettivamente in F,, F,, passano pel circolo, ci 
dà subito la relazione che occorre ricordare: 

Diremo che una congruenza di raggi è ciclica quando essa è formata 
dagli assi di un sistema normale di circoli. 

Proponiamoci ora la questione: Qzcali congruenxe di RIBAU~OUR sono ci- 
ctiche ? 

Sia S la superficie generatrice di una tale congruenza. Le sviluppabili 
della congruenza essendo reali, saranno pure reali le assintotiche u,  v della 
superficie S, alle quali potremo riferire la S colle formole del n." 1. Indicando 
con p la semidistanza dei fuochi sopra ogni raggio della congruenza, cioè 
ponendo (n.i 4 ,  5): 

p = A T ,  
- -- - 

le coordinate x ,  y, x del punto medio del raggio saraiino determinate dalle 
formole : 

(*) Cfr. il § 7 della mia Nota 2.": Sui sistemi cictici, Giornale di Battaçlini, vol. 22. 
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- - 
e dalle analoghc in  y, x e ,O sarà un integrale (qualunque) dell'cquazione: 

Supponendo ora che la congïuenza sia ciclica denotiamo con pcoss, esçendo G 

un conveniente angolo ausiliario (*), la distanza del centro del circolo da1 - - -  
punto medio (x, y, x) talchè, per la (l), il raggio R del circolo sa& dato da: 

9. Dobbiamo ricercare la condizione pt:rchè il sistema cme di circdi cosi 
tracciato ammetta una serie di superficie ortogonali. Ne1 piano di ogni circolo 
del sistema trncciamo per il ceritro le due rette ortogonnli parallelc allc tnn- 
genti alle linee di curvatura ne1 corrispondente punto della superficie geiie- 
ratrice S e indichiamone con 

a , ,  P l ]  7 , ;  E?,  P L ,  72, 

i coseni di direzione. Ponendo: 

cioè indicando con il l'angolo delle linee sferiche ooordinate 21, v ,  trovei.cmo 
subito le formole: 

1 i ax 
2 sen 

'2 

e le analoghe per BI ,  y , ,  fi2, y 2 .  È utile dare a queste formole anche la forrn:,: 

Ora , essendo : 

(8 )  Il su0 significato geometrico e il ~eguente: 5 è l'angolo sotto cui il liano del 
Z 

circolo taglia una delle sfere sopra considerate. 
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le coordinate del centro del circolo, se ne1 circolo (u ,  v )  del sjstema tracciamo 
un raggio qualunque e indichiamo con 0 l'angolo che esso fa colla direzione 
(a,, Pi ,  Yi)  le coordjnate 5 ,  q ,  < dell'estremo del raggio saranno: 

~ = ~ , + R ( ~ , c o s Q + ~ , s e n 8 ) ,  ~ = y ~ + R ( B , c o s 5 + B , s e n Q ) , )  

c = + R(yi cos e $ ys sen O). 
) (7) 

Ponendo : 

dove le derivate parziali sono prese rjguardando in E ,  r ] ,  < le u ,  v ,  6 corne 
variabili indipendenti, per ogni superficie ortogonale ai  circoli dovrà essere 8 
una tale funzione di u, v  da soddisfare l'equazione a differenziali totali: 

T d e  + Udu + Vdv = 0 ,  A) 

e, nell' jpotesi fatta, dovrà essere identicamente soddisfatta la condizione d'in- 
tegrabilità: 

Essendo : 

si trova ne1 caso nostro: 

10. Calcoliamo le somme che figurano nelle espressioni di T, U, V. Per  
cib osserviamo che dalle (2), (5*)), (6) segue intanto: 

5 au = [$ [(l + coso)pj + 2 ( l Jp ]~ -  

R + \iG(l+ cosclp [- a, sen - 2 + a, cos - 2 
O I 9  J 
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e quindi: 

I 

a U, Pm la somma z a, - r tenendo presenti le (5) e l'altra B U ,  a ,  = O7 troviamo 
a u  

dapprima : 

a R ,  1 
Z u ,  - = - 1 a a i ax - - - - - - _ _ _  . au >sena q i g  a v  au (\iE 3.) & :: :u ({G 7 

ora : 
z . =  l l ax c o q  

\jg au \ ~ g  au 
e percib, essendo: 

avremo : 

Facendo uso della formola (2) n." 1: 

la precedente diviene : 

a 1 an 2 1 2  Ha2-- =-- a u  2 sen n [ s e n n ~ + G [ E ( 1 1 2 j  

e poichè identicamente : 

avremo finalrnente : 
a al aan  1 a n  

- X E 2 -  = H a i - = -  - a. l sen fi. a. 2 ? u + / & /  

Similmente troviamo: 
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L e  formole (9)', (IO), (IO*) bastano già al10 scopo indicato, ma ne1 seguito 
ne occorrono altre che deduciamo facilmente da quoste. Osserviamo percib 
che dalle (5') si deducono subito le seguenti: . 

aai aai a ,  a c ~ ,  
Dalle (IO), (IO*), (11) rjsolvendo rapport0 a - -, - ,- ecc., col- au a v  az6 ov 
l'osservare che le tre direzioni (x, Y, Z), (a,, p, ,  y, ) ,  (a,, p,, y,) furmano 
una terna ortogonale otteniamo le formole acceniiate: 

11. Per  il calcolo dell'equazione a differenziali totali é utile dare alle 
1 (10) (IO*) un'nltra forma. Indicando con 1 9  - le curvature geodetirlie delle 

Pu Pu 
linee sferiche u ,  v si ha: 

e percib le (10) (IO*) possono scriversi: 

~ C L I  1 a R  \IE 
Za,  - =----  

a a, II an JG 
y Ba,--1;-- -$-. a u  2 au p, a v  a a v  

Sostituendo i valori trovati nella A) e dividendola per p s e n ~ ,  troviamo per 
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l'equazione a differenziali totali : 

Sviluppiamo la condizione d'integrabilità B) osservando che l'elemento lineare: 

ds: = Edu" 2 2 d u d v  + Gdue; 

appartiene alla sfera di raggio = 1 e quindi, per la nota formola di LIOUVI~~LE 
che dà la curvatura, si ha: 

Col calcolo effettivo troviamo che tale condizione assume la forma: 

Asen8 - Bcos8 = O ,  

dove A ,  B hanno i valori seguenti: 

Perché la congruenza di RIBAUCOUR sia ciclica occorre adunque che si possa 
determinare a in funzione di 1 4 ,  v in guisa da rendere A = O,  B = 0, cioè: 
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Osservando le identità: 

possiamo dare a queste ultime equazioni la forma: 

Eguagliando i due valori che ne risultano per - a'G , col ricordare che si ha: au au 

ovvero per le (3) n.' 1 : 

Perveniarno quindi al risultato: Perckè una congruenxa d i  R~BAUCOUR sz'a ci- 
clica è necessario e suficiente che la curvutzcrcs ITi della superjcie genera- 
trice S, espressa pei paraîrzetri u, v delle linee assintotiche abbia la forma: 

doue p(u) è firnzione della sola zd e +(v) della sola v. 
Si noti ancora che, essendo 1 = y(u)  + $(v), le (14) integrate dànno: 

denotando k una costante arbitraria. Ne segue che ad ogni congruenza di 
Rrsaucou~, la cui superficie generatrice appartenga alla classe a), possono 
associarsi mi sistemi normali d i  circoli i cui assi siano i raggi della con- 
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gruenza, ciascuno di questi sistemi corrispondendo ad un particolar valore 
di k (*). 

12. L'equazione a differenziali totali (13) offre la notevole particolarità 
di dipendere soltanto dalla superficie generatrice S della congruenza e da1 
valore scelto per Zc nella (16), mentre è affatto indipendente dalla soluzione p 
della (3), cioè dalla particolare deformazione infinitesima della S che dà luogo 

8 
alla congruenza. L a  (13), prendendo per incognita tg 5, è un'equazione del tipo 

di RICCATI e s'integra per quadrature, appena noto un suo integrale particolare. 
Se  indichiamo con w la costnnte arbitraria che figura nell'integrale 8 

della (13), le formole (7), ovvero: 

d h n o  le coordinate t ,  q ,  < di un punto del10 spazio in funzione dei parametri 
u ,  v, w di un sistema trip10 ortogonnle (n." 8). Qui verifichiamo direttamente 
tale proprietà e troviamo l a  forma effettiva: 

dell'elemento lineare del10 spazio servendoci delle formole (5*) ,  (12), (13), (14). 
E infatti, ponendo: 

3 = n r l Z  + R f g y ,  + C"y2, 
iiw 

(*) L a  proprietà di  essere infinite volte cicliche é una proprieth caratterjstica di queste 
congruenze ; ad ogni a l t r a  congruenza ciclica corrisponde un solo sistcnia normale di circoli 
corne dimostrerb nella prossima Memoria. 

Annali di Matematica, tomo XVIII. 42 
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troviamo : 

A = ( c o s o + l ) L ,  B =cosGsenaL, C = s e n e s e n ~ L  

A' = (cos0 - 1) L', B' = cos 8 seu CY L', C' = sen8senoL1 

A" = 0, a e a e B"= -psenBsenu- 9 C" = pcosbsenu- a lu aw 
dove L, L' hanno i valori seguenti : 

Ora si verificano subito le formole: 

A A f + B B ' + -  C C r = O ,  A ' A " + B ' B " + C r C " = O l  

Af 'A + B"B+ C"C=O,  

e ne risulta quindi la (18) coi seguenti valori per Hi, H,, H3: 

r; 
Hi = 2 sen 2 [% + jGcot a sen B - 2 cos .J 1 2  

2 a v  ( i ) p -  l-cos?[ 1 j p ]  

a e H3 =: psenu - + 

abc 

13. 1 raggi principali di curvatura r,,, r3, delle superficie w = c o ~ t . ~  or- 
togonali ai circoli sono dati, secondo le note formole di LAME, da: 

R 
1 i a ~ i  \ l ~ c o s  (e + a) i ~ H Z -  ~ F C O S  (e -- 

- 1  - 
7 ----- 

~ . s i  H3Hi ô~ G ~ 3 2  &He a~ 
COS - . Hi 

2 
sen H 4  

2 

Per mezzo di  queste formole è facile vedere che scegliendo convenientemente 
la soluzione p della (3), si pub sempre ottenere che fra le superficie ortogonali 
ai circoli figuri una sfera di raggio arbitrario a. Indicando infatti con 8, l'in- 
tegrale particolare della (13), che sostituito nelle (17) deve dare unn sfera di 
raggio a,  basterà determinare p in guisa che soddisfi la (3) e insieme le 
altre due: 

r 3 , = U  T p e - U ,  
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4 1 - Lx" COS O ws(+ J 
Ora, tenendo presenti le (13), (141, si verifica con facilità che la condizione 
d'integrabilità per le equazioni simultanee (20) è soddisfatta e il loro integrale 
comune, che, per la forma lineare delle (20), si ottiene con quadrature, sod- 
disfa altresi la (3). 

Particolarrnente interessante è il cas0 in cui si faccia a = 0, cioè la sfern 
si riduca ad un punto. Per questo punto fisso vengono allora a passare tutti 
i circoli del sistema normale. Gli jntegrali particolari della (3), qui considerati, 
dànno Iuogo (n.' 5) a speaiali deformazioni infinitesime della superficie gene- 
ratrice S, sulle quali avremo occasione di ritornare in seguito. (Cfr. II." 22.) 

€j 4. Congruenze sulle cui falde della superficie focale 
si corrispondono le linee assintotiche. 

14. Supponiamo che in una congruenza di raggi le assintotiche (reali) 
delle due falde S, S, della superficie focale si corrispondano. Sulla S pren- 
diamo a linee coordinate le assintotiche 2 6 ,  v e riteniamo le notazioni del 
3 1 mentre per la superficie S, le quantità analoghe si distingueranno col- 
l'indice 1. Sia.no adunque x ,  y,  x; x,, y,, z, le coordinate di due punti cor- 
rispondenti P, P, sopra S,  Si; avremo le formole ($ 1): 
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Il raggio FF,, essendo per ipotesi tangente in F alla S e in FI alla S,, 
dovremo avere: 

E(xi -x) + ~ ( y i  - y)+ C ( x ,  - x )  = 0 

e potremo quindi porre, indicando con m un conveniente fattore di propor- 
zionalità: 

Derivando queste ultime rispetto ad u. e moltiplicando le equazioni ottenute 
ordinatamente una prima volta per 5 ,  q ,  g, una seconda volta per il q ,  r ,  e,  
ciascuna volta, sommando otteniarno : 

Se adunque non sono ilulli i due determinanti del 3." ordine scritti, cib c,he, 
per le (l), implicherebbe la  relazione: 

sarà rn2 = 1. Ora operando nello stesso modo sulle (3) col derivare rispetto 
a v ,  se ne trae nuovamente mZ = 1 a meno che insieme alla a) non sussista 
l'altra : 

Ma la coesistenza delle CL) B)  por.terebbe la proporzione: 
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cioè le normali in F, FI alle S, S, sarebbero parallele e conseguentemente S, S, 
coinciderebbero, cas0 che naturalmente escludiamo. Sarà dunque m = f 1 e 
potremo senz'altro porre m == 1, bastando ne1 cas0 opposto cangiare per es. 
i segni di t,, ~ 1 , )  ci  cioè il sens0 positivo della normale alla S,. Cosi le (3) 
diventeranno: 

e quelle che se rie ottengono per derivazione rapporto ad zc e v potranno 
scriversi, per le (1) (2): 

Indicando adunque con U ,  f i  due convenienti funzioni di u ,  v possiamo porre: 

Deriviamo 
dente (4*) 
grali della 

ciascuna delle (4) rapporto a v e sommiamola colla corrispon- 
derivata rapporto a u ,  ricordando (n." 2 )  che 5 ,  q ,  5 sono jnte- 
medesima equazione di LAPLACE: 
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otteniamo cosi: 

ax a  z Jloltiplioando ordinatamente queste ultime per -, - - e sornmando e au au a u  
ax  " abbiamo: similmente per - , - a v  a v  ' 5 

1 secondi fattori non potendo essere sirnultaneamente nulli 
visto sopra, sarà necessariamente: 

a Y a z f v . , + s , ,  

per quanto si 

Indicando con p una conveniente funzione di u ,  v potremo dunque poïre: 

dopo di che le y )  dànno: 

e dirnostrano che p B un'altra soluzione della equazione ( 5 )  di LAPLACE cui 
soddisfano E ,  a ,  c. In  fine la (4) (4*) diventano: 
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e possono anche scriversi sotto la forma: 

15. Inversamente è facile ora vedere che, supponendo data S ,  si ottiene 
sempre una congruenza della specie voluta di cui S è una falda della super- 
ficie focale, prendendo per p una soluzione qualunque dell'equazione (5 )  di 
LAPLACE cui soddisfano 5 ,  q ,  C, calcolando con quadrature 5 ,  q, <, dalle (6*) 
che soddisfano allora alle condizioni d'integrabilità e sostituendo nelle (3"). 
E infatti derivando ora le (3*) osservando che le (6") equivalgono alle (6) ne 
risultano le (2) per cui le linee u ,  v sono intanto assintotiche anche sulla 8,. 
Poichè inoltre : 

[(xi - x)+v(y ,  - y )+  i(% - 4 - 0  

la congiungente FF, di due punti F r  (x, y ,  z),  Fi =(xi  y1 zl) che si cor- 
rispondono sopra S, S, tocca in F la S e in F, la 81, cioè S, è la 2.a falda 
della superficie focale della congruenza formata dai raggi F Fi, c. d. d. 

& questa la soluzione analitica, dovuta al sig. GUICHARD, del problema 
enunciato. 

Possiamo dedurne subito una conseguenza che merita di essere rilevata. 
Avendosi : 

t = d h X ,  q = dh Y, r =VLZ 
= x i ,  v,= \ IXY, ,  r,  = dhTZ,, 

se indichiamo con CJ l'angolo dei due piani focal;, ossia l'angolo di due nor- 
mali corrispondenti di S, Si risulterà: 

+ r ] ) l ,  + c i ,  = ~ ~ c o s 5 .  

Le (3*) dhnno quindi: 

(x, - x)e $ (yI - y)e + (xi - z)g = À Alsen%, 
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e poichè d' = \I(x, - x ) ~  $ (y, - y)e + (xi - x)e rappresenta la distanza dei 
6 

due fuochi e conseguentemente - quella dei punti limiti, mentre le curvil- sen o 

ture K, R, di S, Si sono date da: 

avremo: 

cioè il teorema: I n  oyni congruema, sulle cui falcle della szcper$cie focale 
s i  corrispotzdono le linee assintotiche, il prodotto delle curvature delle due 
falde in due punti corrispondenti uguaglia l'inversa della quarta potenxa 
della distanxa dei punti Zimiti. 

7L 
Ne1 caso di u = - la  congrueriza ammette una serie di superficie orto- 

2 
gonali, i cui raggi principali di curvatura sono funzioni l'uno dell'altro, e si 
ricade ne1 noto teorema di HALPHEN relativo alle due falde dell'evoluta di una 
tale superficie. 

16. Perveniamo facilmente ad una notevole interpretazione geometrica 
delle formole (6) (6") di GUICHARD osservando che ove si ponga: 

cui soddisfa p e le (6*) si mutano appunto nelle formole di WEINGARTEN (l*) 
(2*) n." 3, che definiscono una deformazione infinitesima della superficie S. 

Per  quanto sopra si è visto, ne risulta quindi la seguente generale co- 
struzione geometrica per trovare le congruenze della specie proposta, asse- 
gnata che sia una falda S della superficie focale: 

A) S i  consideri unu deformaxione infinitesima qualunque della super- 
ficie S e per ogni punto P di S, ne1 piano ivi tangente, si conduca i l  raygio 
perpendicolare alla direxione del20 spostamento che szcbisce i l  pzcnto F nella 
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deformaxione; i raggi tangenti alla S cos; costruiti formeranno una con- 
gruenxu della specie voluta (*). 

Inversamente sussiste il teorema : 
B) Quando su21e due falde della supei.Jicie focale d i  una congruema si 

cor~ispondono le linee assintotiche, ciascuna d i  pes te  superficie è suscettibile 
d i  una deformaxione infinitesima, nellu quale ogni suo punto si sposta pa- 
rallelanzente alla normale nel punto corrispondente all'altra falda (**). 

Come esempio, consideriamo una superficie S applicabile sopra una su- 
perficie di rotazione. Essa ammette una deformazione infinitesima in sè stessa, 
nella quale ogrii punto P di S si muove sulla superficie nella direzione di 
una linea trasformata di un parallelo. Da1 teoretua 1) segue quindi che le 
tangenti alle deformate dei meridiani formano una congruenza della specie 
in questione. Si ha  cioè il teorema di RIBAUCOUR: Sulle due falde dell'euo- 
luta d i  una superficie, i cui raggi principali d i  curvatura sono funxioni 
l'uno dell'altro, si corrispondono le linee assintotiche. 

Similniente da B) segue il teorema inverso. 
Senza trattenermi per ora a rilevare ulteriorj conseguenze dei teoremi 

A) B) mi limitera qui ad osservare che le note proprietà della trasformazione 
di BACKLUND per le superficie pseudosferiche (***) provano l'esistenza di par- 
ticolari deformazioni infinitesime di queste superficie nelle quali la direzione 
del10 spostamento di ciascun punto è inclinata di un angolo costante sulla 
superficie. 

(*) Si osserverk che la costruzione riuscirebbe indeterminata solo quando ogni punto 
riceveise uno spostamento normale alla superficie; ma  allora l a  S sarebbe un caso 
ovvio che trascuriamo. 

(**) Si osserverii che nei teoremi A )  B) non vi é più traccia dell'ipotesi fa t ta  che le 
linee- assintotiche siano reali. E infatti &si.valgono a i c h e  ne1 caso di Superficie focali a 
curvatura positiva. P e r  queste superficie si pu6 stabilire un sistema di formole perfetta- 
mennte analogo a quelle di LELIEUVRE e GUICHARD riportate ne1 presente paragrafo, senza 
rinunciare alla realità delle linee coordinate. Basta ci6 introdurre a sistema coordinato 
un sistema (w, v) isoterrfio rispetto alla forma differenziale Ddu2 t 2 D'dzcdv + D"dv2 
che rencla cioe D = DI' Dl= 3. Su tali  formole, importanti per l a  teoria generale delle su- 
perficie, ritornerd foree in seguito. 

(***) V. la  mia Memoria ne1 tom0 13, serie 2.a di questi Annali e il 5 5, 6 della 
presen te. 

Annali d i  Matematicn, tom0 X V I I I .  43 
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- 

5 5. Superficie in cui la curvatura K, 
espressa pei parametri u, v delle assintotiche, ha la forma 

17. Arririamo in altro modo alla considerazione della superficie del fj 3, 
generatrici di congruenze di RIBAUCOUR cicliche, proponendoci la questione 
seguente: 

I n  qual i  congruenze accade che sulle due falde della superjcie focale s i  
cowispondarzo le linee assidotiche e inoltre le curvature tota,li delle dzde falde 
in ogni coppia di pzcnti corrispondenti siano eguali? 

Per  risolverla ricorriamo ai  risultati e alle formole del paragrafo pre- 
cedente, osservando ohe ne1 cas0 attuale si h a  per ipotesi: 

e indicando con u l'angolo dei piani focali si ha inoltre: 

Ora moltiplicando le tre prime (6) n." 14 per 5, r i ,  g e sommando risulta 
per le (1) (2): 

a P 1 a l  a 6, 1(1  +COS.)- a zc =,O(- - 
2 a u  4 

mentre operando nello stesso modo sulle medesime equazioni con E l ,  v i ,  Cl 
risulta : 

e confrontando a)  P) coll'osservare la (2), abbianlo: 

a log 1 a~ (1   COS^)- = - seno - *  a u  a u  
Trattando analogamente le tre seconde (6) n." 14, si ottiene: 

L e  equazioni a") fi*) possono scriversi corne le (14) n.' 11: 
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a s 1  e dànno nuovamente per condizione d'integrabilità - - - 0, cioè: 
au a v  

Dunque: Se in una congruenxa si presenta la circostanxa supposta, a~nbedue 
le fdde  della superfirie focale appartengorzo alla classe a). 

Nei seguenti numeri vedremo clle ogni superficie della classe a) è su- 
perficie focale di cdcongruenze della specie richiesta. 

18. Prima di procedere alle indicate ricerche sarà bene che esaminiamo 
un cas0 semplice di superficie della classe a). Intanto tutte le superficie pseu- 
dosferiche vi appartengono corrispondendo al caso di rp(u), #(v) costanti; un 
'ulteriore caso di particolare interesse, quando cioh una sola delle funzioni 
y (u), $ (v) è costante, verrà esaminato ne1 paragrafo seguente. Qui, rimanendo 
ne1 caso generale, dimostriamo: 

Tzltte le superficie conoidali rette appartengono alla classe a). 
Prendiamo l'asse del conoide retto per asse delle x e indichiamo con u, 

la lunghezza di generatrice, contata dall'asse e con v l'angolo che essa fa 
coll'asse delle x. Le formole che dànno le coordinate di un punto del co- 
noide sono: 

essendo cp(v)  una funzione arbitraria di v, la cui forma speciale individus il 
conoide. Tenendo le solite notazioni, troviamo qui: 

L'equazione differenziale delle linee assintotiche del 2." sistema sarà dunque: 

ossia : 
dui 1 ?"(O) -- -- d u .  
ui 2 y l ( v )  

Ponendo adunque : 
Ui 
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le Iinee assintotiche del conoide retto sono le z4 = cost." e le v E= cost." (ge- 
neratrici). Ora, risultando : 

K 5  - 1 

{.Y $'"(VI" 

vediamo appunto che la superficie appartiene alla classe a). 
Per  queste superficie l'equazione (5) n." 14 da cui dipende la ricerca 

delle deformazioni infinitesime della superficie diventa: 

e s'integra immediatauiente. 
In  modo diretto si pub far derivare il teorema del presente numero dai 

risultati dei n.' 14, 15 consideraildo i tre seguenti integrali della y): 

ove + (v) è funzione arbitraria di v, che dànno appunto per L = E 2  + v2 $ tZ 
la forma voluta. L a  corrispondente superficie della classe a) si ottiene se- 
condo le (8) n." 2 dalle formole: 

ed è appunto un conoide retto (generale) le cui assintotiche sono le U ,  v .  In 
fine osserviamo che prendendo l'integïale 0 = 1 della y )  per costruire una 
superficie corrispondente al conoide per ortogorialità d'elementi troviamo la 
superficie cilindrica : 

e la corrispondente congruenza ciclics di RIBAUCOUR consta delle rette ap- 
poggiate all'asse delle x e ad una curva arbitraria tracciata in un piano 
perpendicolare all' asse stesso (*). 

19. Supponiamo ora data una superficie qualunque S della classe a) e 
cerchiamo di costruire effettivamente una congruenza della specie indicata a l  
n." 17, di cui la  S sia una falda della superficie focale. 

Riteniamo per questa superficie le solite notaziorii e indichiamo, come 
al n.' 9 ,  con a,, f i , ,  y , ;  cc,, fi,, 7, i coseni di direzione delle tangenti alle 
sue linee di  curvatura, sicchè sussistano le (5) (5") n.' 8 e le (12) n." 10. 
Sia poi S, la 2.a falda della superficie focale e o l'angolo delle due normali 

(*) Cfr. GUICHARD, loc. cit.,  S 4 
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alle S, 8, in due punti corrispondenti F, Fi; pel n." 15 la lunghezza del 
segment0 FE: sa&: - 

FFI = A sen 5. 

7C 
Se indiohiamo in fine con 6 - - l'angolo che la direzione FFI fa colla 

2 
(a,, Pi ,  yi) (*), le coordinate xi yi  xi di P, saranno date dalle formole: 

X ,  = x + Asena(u,senO - u,cos8) 

y , =  y + hsena(p,senB - p2cosO) i (3) 
X~ = x + A s e n ~ ( ~ ~ s e n e  - yzcosO), 

e dovremo ora ricercare se si possono determinare a, 8 in funzione di u,  v 
in guisa da soddisfare alle condizioni imposte. 

Per  cib, cominciamo dall'osservare che la normale in F,  alla Si dovendo 
formare l'angolo o colla normale in F alla S ed essere perpendicolare al seg- 
mento m, avrh per coseni di direzione Xi, Y,, Z, le espressioni seguenti: 

Xi = COSÛX + sen5 (u,cosO 3 &,sen 8) 

Y, = cos o Y + sen o (0, cos O 3. /3, sen 8) 

Zi = COSOZ + seno(ylcose + y2sen0), 

e si dovrà avere in primo luogo: 

a ~ ,  a x i  ove per Xi, Y,, Z, si pongano i valori (4) e si calcolino -, - ecc. au a u  
dalle (3). Ora, avendo riguardo alle (5*) n." 9 e alle (12) n." 10, trnvinmo: 

a X, -.- A X  + Ba, + Ca,,  a 
au a : = ~ ~ + ~ p ,  -t-cp,, , 

azi  - = A Z $  By1+ Cyz a u  
a XI -- - d l X +  Br., + CL,,  a-= A'.+ B ' ~ , + C ' ~ , ,  

(6) 
a v a v 

a Z ,  -= a u  . A'Z + B'y, + C'y,, 

C*) Corne si vedrh, conviene adottare questa denominazione pel confronto colle for- 
mole del § 3. 
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dove A ,  B, C; A', B', C' hanno i valori seguenti: 

R a (A sen a )  C =  ~\IEsen--cos8 
2 

a u  f À senosene - - - - - " \i~#enfi] 

- 
n a 0 sen a)  

B'= ~yGcos-+sene ae 1 an 
2 a v + iseno e o a ~ [ ~  + a -z + /; / 'p/i ;en~] 

- 
n a (a  sen T) 1 an C' = i\lDsen - - cos e -- + i seno sene - + - - + \/% ['J senfi]. 
2 a v [K 2 av 

Le (5) diventano quindi: 

Acoso + sen a (Bcos e + Csen e) = O 

A' cos o + sen u (B' cos 9 + C' sen 8) = 0, 
ovvero : 

queste equivalgono precisamente alla equazione a differenziali totali (13) n.' 11. 
Esprimendo ora che anche sopra la superficie Si le linee u,  v sono assin- 

totiche, dimostrererno che l'angolo u deve soddisfare le equazioni (14) n." I l :  

le quali integrnte d h o  la (16) n." 11: 

Corne ivi si è visto, le (7) ammetteranno allora un integrale cornune 0 con- 
tenente una costante arbitraria. 
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20. L e  equazioni (6) diventano per le (7): 

D'altronde derivando le (4) troviamo: 

e costruendo le equazioni: 

ax, a ~ ,  
2- - = O ,  z--- ax, axi au  au  a. a. -O? 

le quali esprimono che le linee u, u sulla 8, sono assintotiche, trovjarno ap- 
punto le (8). 

Inversamente è facile ora provare che assegnando nella (a*) alla eo- 
stante Ic un valore arbitrario e prendendo per 0 una soluzione comune delle (7) 
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si avrh una congruenza della specie voluta. E infatti, avendosi: 

a X, a ~ ,  LX, - = O ,  ZX, - = 0 au a v , 
la  superficie SI luogo del punto (xi y, x,) sarà la 2.8 superficie focale della 
congruenza costruita e le linee 21,  v ,  trovandosi verificate le a) ,  ne saranno 
le linee assintotiche. Resta a provarsi che le curvature R, Ki di S, S, in 
due punti corrispondenti sono eguali. Cib risulta facilmente da1 teorema del 
n." 15 e discende anche subito dalle (B), (9), (10) poichè troviamo: 

e quindi: 

Perveniamo adunque al risultato : 
Ogr~ i  su~er j îc ie  della classe a)  è superficie focale d i  ao2 congrueme dellu 

specie richiesta; p e s t e  sono de$nite dalle formole (7)  (8). 
Si osserverà che, per la dimostrazione fatta, queste sono le uniche con- 

gruenze per le quali accade che sulle due falde della superficie focale si cor- 
rispondono le assintotiche e le curvature delle due falde in due punti corri- 
spondenti sono eguali. 

È utile osservare che dalle (10) ponendo: 

seguono le altre: 

21. La coincidenza delle equazioni (7) colle (13) n." 11 dimostra che 
fra il problema del presente paragrafo e quel10 trattato al 5 3 passa una 
notevole relazione di cui sarebbe interessante conoscere l'origine geometrica. 

Per fissare le idee, supponiamo nella formola (B*) assegnato alla CO- 

stante k un determinato valore, cosicchè corrispondentemente alle ooi solu- 
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zioni 6 delle (7) avremo cm1 congruenze A della specie richiesta, aventi a. 
cornune l a  prima falda S della superficie focale, inentre le seconde- falde Si 
formeranno un sisterna ool. D'altronde se scegliamo una particolare super- 
ficie $, corrispondente alla S per ortogonalità d'elementi, avrenio una con- 
gruenza ciclica r di RIBAUCOUR conducendo pei punti di 8 i raggi paralleli 
alle normali nei punti corrispondenti di S ($ 3). Da1 valore scelto per k verrà 
fissato un sistema normale di circoli C di cui i raggi della r sorio gli assi 
ed ogni soluzione particolare 6 delle (7) individuerà altresi una delle super- 
ficie 2 ortogonali ai  circoli C ;  per ta1 modo viene stabilitn una corrispon- 
denza univoca fra le ooL superficie Si e le ool superficie 8. Riguardando ad 
ogni punto F ,  sulla S, come corrispondente sopra 2 il punto JI ove 2 in- 
contra (normalmente) il circolo C, dalla notata coincidenza risulta la seguente 
costruzione geometrica per dedurre da una Si nota la corrispondente 2. Sia 
Fi un punto di S,,  F il corrispondente di S talcliè la retta TFi è un raggio 
della congruenza A clle ha per superficie focale S ed SI; sia poi LX il raggio 
della congruenza r corrispondente al punto F di S e C il circolo del si- 
sterna normale avente per asse il raggio &. Conducendo il raggio del cir- - 
cola C perpendicolare alla E'F,, il suo estremo JI darà il punto della 2 cor- 
rispondente ad Fi sulla s,. 

22. Delle proprietà al n." 20 diamo un'altïa dimostrazione che si ap- 
poggia direttamente sui risultati generali dei n.i 14-15 (*). Per  cib basta pro- 
vare che se si pone: 

e si determina convenientemente una soluzione R dell'equazione: 

sussistono le forrnole (6) na0 14: 

(*) Si osserverh che i calcoli al n.' 20 si potrebbero molto n b h r e ~ i a r e  assumendo çih  
come necessarie l e  equazioni (a), qusli risultaiio effettivaniente da1 n.O 17. 

Anna Ei di Matematica, tom0 XVIII. 44 
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Osa, tenendo presente le (12) e le (IO), troviamo: 

Alle (13) possiamo sostituire quelle che si ottengono moltiplicando ordimta- 
mente le tre di una stessa linea una prima volta per 5 ,  q ,  Ç, una seconda per 
5,, V ,  , C i ,  una terza infine per a ,  sen8 - a ,  cos8, 6,  sens - /3,cosQ, 7, sen0 - y,coss 
P ogni volta sommando. Ora I'ultima volta si ottiene un'identità, e le altre 
due risulta concordemente per le p): 

Queste soddisfano, per le (7) (8) alle condizioni d'iiztegrabilità e determinano 
ii! a meno di ui i  fattore costante. D'altronde dalle (14) segue subito che R 
soddisfa la  a). 

P Infine osserviamo che se si pone R = = le (14) si mutano nelle (20) 
0 

n." 1 3  ove si faccia a - O. L a  deforn~azione infinitesirna della superficie S a 
cui corrispondono i sistemi normali di circoli, considerati al n.' 13, che pas- 
sano per un punto fisso, è adunque quella in cui ogni punto di S si sposta. 
parallelamente alla normale ne1 punto corrispondente della 2." superficie fo- 
cale Si. (Cfr. n." 16.) 

23. Facciaino ~n 'ap~l icaz iono  dei risultati del presente paragrafo pren- 
dendo per superficie di partenza S della classe a) il paraBoloide iperholico 
equilatero (n? 18): 

x" y" 2 x. 
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L e  formole che dànno le coordinate di un purito del pninboloide espresse pei 
parametri u,  v delle assintotiche (neneratrici) sono le s ~ g u e n t i  : 

L e  equazioni (7) che determinano 6 diventano: 

Secoiido la formola (8") dobbiaino prendere: 

e facendo Ic = - 1 rjsulterà: 
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-- - - - - - - . - 

Qualunque valore si attribuisca alla costante arbitraria C, si vede facilmente 
che le (3) n." 19 dànno per la 2." falda della superficie focale una supwficie 
nlgebrica. In  particolare se si fa Cf = O ,  si trova: 

in ta1 caso la superficie Si è una superficie rigata del 4." ordine le cui as- 
sintotiche del 2." sistema v = ~ o s t . ~  sono cubiche gobbe. 

Corne si vede, ne1 caso considerato ne1 presente numero, 1' integrazione 
della equazione di RICCATI si fa per quadrature e, per note considerazioni, 10 
stesso accadrà applicando alle nuove superficie ottenute la medesima trasfor- 
mazione e cos1 di seguito. Per  tutte le superficie della classe a )  in ta1 modo 
ottenute si pub integrare completamente, con sole quadrature, l'equazione che 
ne detcrrnina le deformazioni infinitesime. 

$ 6. Superficie le cui linee assintotiche in un sistema 
sons curve a torsione costante. 

24. Fra le superficie della classe a) del paragrafo precedente, definite 
dalla proprietà: 

consideriamo ora in modo particolare quelle in cui una delle due funzioni 
?(u) ,  +(u), ber es. +(v) è costante. In queste le linee assintotiche u = c o ~ t . ~  
sono altresi le linee lungo le quali è costante la curvatura K,  O ,  come di- 
remo, le linee di egual curvatura. Pel noto teorema di ENNEPER, il raggio di 

torsione delle assintotiche in ogni pnnto è dato da cioè le assinto- 

tiche u = cost.* delle nostre superficie sono curve a torsione costante. Inrer- 
samente, pel teorema stesso, se le lince assintotiche di un sistema sono cuive 
a torsione costante esse sono anche linee di egual curvatura. Per cib: Le 
superjîcie in qzcesiione possono anche dejînirsi corne' quelle in cui ciascz~~zn 
linea assintotica d i  u n  sistema è una curva a torsione costante. Si aggiiinga 
che se la torsione è la stessa per tutte le assintotiche considerate, la super- 
ficie sarà a curvatura costante e anche le assintotiche del 2." sistema sa- 
ranno curve colla medesima 'torsione. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



e da' sistemi tripli ortogonalz'. 341 

L a  deterininazione delle attuali superficie dipende da un'equazione alle 
derivate parziali terze, che facilmente si pub formare. Supposto che sin 
z = x ( x ,  y) l'equazione ordinaria di una tale superficie, e servendoci delle 
solite notazioni per le derivate parziali di x, avremo per l'equazione indicata: 

ove : 

F r a  le superficie di questa classe citeremo, corne semplice esempio, l'elicoide 

rigata ad urea minima, oioè il oonoide retto s = tnarc tg 7 che corrisponde, 

nelle notazioni del n." 18, all'ipotesi y(v) - m u .  
Ora sembra notevole che i risultati del paragrafo precedente permettano, 

partendo da questo integrale particolare della a), di ottenere, con sole qua- 
drature, quanti si ~og l iano  nuovi integrali contenenti un nuniero grande ad 
arhitrio di costanti arbitrarie. 

25. Per le speciali superficie della classe a), che qui consideriamo, 
essendo : 

1 = 9, (4 7 

le formole (3) del n." 1 dànno: 

a E  F a G  
L a  2.", essendo per la l.a - = - - 7 pub scriversi : av ~ 3 %  

dove 'C/' è funzione della sola v. Cangiando il parametro v potremo fare sen- 
z'altro V =  1 ed avremo: 
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Ora consideriamo sulla nostra superficie un qundrilatero A BCD racchiuso 
da quattro linee assintotiche A B ,  BC,  CD, DA di cui la 1." e la 3." ap- 
partengono al sistema 76 e siano le .u = u,, u = a, e la 2." e la 4." al si- 
stema v e siano le v = v,, v = v , .  Indicando con d s ,  l'arco elementare di 
una linea u,  abbiamo dalla (2): - 

as,  = i l rp (u )dv ,  
e quindi: 

arc (AB) = iIcp(u,) (oi - v,) 

Questo rapport0 è adunque indipendente dalle speciali assintotiche v =v , ,  
v = v, del 2." sistema e poichè, per la (l), la stessa proprietà compete evi- 
dentemente alle linee sferiche zi, v immagini delle assintotiche della super- 
ficie, possiamo enunciare il teorema: 

Sulle assintotiche a torsione costante delle at tual i  sttperficie le assinto- 
tiche del 2.0 sis fema staccano a w h i  proporxz'anali; la medesirna prop~ ie th  
sussiste per le i ~ n m n g i n i  s feriche delle linee assintotiche. 

Questa doppia proprietà è d'altronde caratteristica, corne facilmente si 
dimostra, per le nostre superficie. 

Ne1 cas0 particolare delle superficie pseudosferiche si ha arc(AB) = 

arc(D Cj corne pure arc(BC) = arc(AD), teorema osservato la prima volta 
da1 prof. DINI (*). 

b 
26. Se applichiamo il processo generale descritto ai n.i 19-20 ad unn 

superficie S della particolare classe considerata ne1 presente paragrafo, vc- 
dianio immediatamente clie le nuove superficie Si ottenute appartengono alla 
classe stessa. Di più ne1 cas0 attuale si verifica uiia circostanza particolare 

degna d'osservazione. Le formole (11) n." 20, essendo (':/ = 0, dhnno: 

GA = G, A* G,  = A' G, 

e si ha in conseguenza il teorema: L a  trasformaxione dei 19-20, uppli- 
cata aile at tual i  suyerJicie, conserva g l i  archi d i  assintotiche corrisponde~lfi  
a torsione costunte. 

(*) Annali ,  serie Z5, iomo 4. 
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Considerata per ogni singola assintotica a torsione costante questa tra- 
sformazione è precisamente la stessa che si presenta per le assintotiche delle 
superficie pseudosferiche nella trasformazionc di B~CKLUND, la quale si ottiene 
ne1 caso particolare di rf ( I L )  = c o ~ t . ~ .  

Osserveremo che da1 teorema R) n." 16  segue clie le nostre superficie 
sono suscettibili di deformazioni infinitesime, nelle quali tutti i punti situati 
sopra una linea assintotica a torsione costante subiecono spostamenti, le cui 
direzioni sono egualmente inclinate sulln superficie. (Cfr. ri." 16 in fine.) 

Nella mia Nota citata nella prefazione i risultati precedenti sono stabiliti 
per altra via,  prendendo per linee coordinate le assintotiche a torsione CO- 

stante u = C O S ~ . ~  e le loro .traiettorie ortogonali v = C O S ~ . ~ .  Con queste coor- 
dinate si ha:  

dove i7 è funzione della sola u e le formole di CODAZZI diventano: 

Mediante queste formole, data una superficie qualunque, si pub facilmente 
decidere se esiste una superficie della nostra classe applicabile sopra di eska. 
Cos1 per es. se la superficie data è di rotazione, basterà fare nella (3): 

e ne  risulterà D = O. L a  superficie deformata, avendo le assintotiche u ,  v 
ortogonali è adunque una superficie d'area minima; di più le v = cost.", es- 
sendo geodetiche, sono linee rette. Conseguentemente la superficie deformata 
è l'elicoide rigata ad area minima e la superficie di rotazione su ciii é ap- 
plicabile, il catenoide. 

27 Facciamo un'applicazione della teoria gmerale per dedurre dall'eli- 
coide rigata ad area minima nuove superficie a linee di egual curvatura as- 
sintotiche. Osserviamo che, ammettendo questa superficie un movimento con- 
tinuo che l a  sovrappone a s& medesima, le supvficie derivate distinte for- 
meranno in realtà una semplice anzichè una doppia infinità. 
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Prescindendo da una similitudine, le formoIe che dànno Ie coordinate di 
un punto della elicoide espresse pei parametri u ,  v delle eliche e delle ge- 
neratrici sono le seguenti: 

x=senhucosv, y=senhusenv,  x = v .  
Qui abbiamo: 

sen v x=- COS v , y=-- 
cosh zc cosh zc Z = t g b u ,  

e percib: 

Dobbiamo quindi fare nelle nostre formole genersali: 

Le equazioni (7) n." 19 diventano: 
ij 

a e cot - 
2 --- :h++ G -  

cosh U cos(B - :) + tghu, 4 ,  

e poichè si ha per la (S*) del10 stesso numero: 

denotando a una costante arbitraria, le precedenti ponendo: 

\/ C O S ~ ~ U  - a0 -+ asenhu 
\ l X c o s l i  M tg 2 a  + c), (4) 

ove C indica una nuova costante arbitraria, che essendo per altro additiva 
in v non influisce, corne è chiaro, sulla forma della superficie derivata. So- 
stituendo nella (3) n." 19 si ottengono facilmente le nu8ve superficie. Qui no- 
terem0 soltant0 le forrnole corriçpondenti al valore a = 1; allora la (4) è 
surrogata dall'altra : 

<P tg- = vtghu, 
2 
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e per la  superficie derivata risulta: 

3 coshe u - vg senlie u 4vsenh3a xi = senhu cos v + 
v P  senheu + cosh" zc v e  senhsu -+- coshtu 1 

3 cosh2 u - vP senli2 u 4 v senh3 u y ,  = senhu sent - 
ve senhzu + coshtu v P  senht u + cosh2u 

L a  superficie Si cos1 definita ha le linee assintotiche u = cost." a torsione 
costante mentre quelle del 2." sistema, v = ~ o s t . ~ ,  sono cubiche gobbe. 

28. Consideriamo una congruenza di RIBAUCOUR l a  cui superficie genera- 
trice S abbia le linee assintotiche 24 a torsione costante. In queste congruenze 
cicliche ($ 3) la  superficie focale luogo degli spigoli di regresso delle svilup- 
pabili v = cosLe gode di una proprietà caratteristica di cui ora andiamo a 
trattare. Ricordiarno che, secondo i risultati già citati del sig. GUICHARD (cfr. 
II." 8), se si indicano con 5 ,  q ,  < le coordinate di un punto mobile sulla su- 
perficie focale indicata, si hanno le formole: 

e le analoghe in v ,  5 ,  dove p ,  che rappresenta la semidistanzn focale, è una 
soluzione della equazione (3) n." 8. 

Ne1 .nostro caso, essendo (n." 25): 

la equazione per p e le (6) diventano: 

onde risulta intanto: 
a 5  a 5  a l  a l  ar, a <  à - + a - + - - = O  av a av a u  a v  

cioè le linee u,  v sulla superficie focale sono ortogonali e poichè sono anche 
coniugate ne saranno le linee di curvatura. Inversamente segue dalle (6) che 

Annnli di Mntematica, torno XVIII. 45 
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se le linee el, v sulla superficie focale sono le linee di curvatura, si avrà 

1': 1 = 0, ciol: la superficie generatrice della congruenza di R i s ~ u c o o ~  avrk 

le linee assintotiche u a torsione costante. Cc?lcoliamo ora l'elemento lineare: 

ap4- a p  = E ~ U "  G G ~ V ~ ,  

della superficie focale riferito alle linee di curvaturs u ,  v .  hbbiamo dalle (8): 

È questa la proprieta caratteristica delle superficie focali considerate che vo- 
levamo stabiliie. 

Facendo uso dei/ risultati all'ultimo paragrafo della mia Nota 2.": Sui 
sisterizi ciclici (*), la formola (9) dimostra nuovamente che le congruenze di  
Rrslmcoc~, aventi per superficie generatrice un8 superficie a linee di egual 
curvatura assintotiche, sono cicliche. 

29. Inversamente dimostriamo: Tzd te  le superficie peî. le q u a l i  i coefi- 
cienti  dell'espressio9te dell'elernento l ineare: 

ds2  = EdzP + GdcO,  

r i f ev i to  alle linee d i  curuatura u ,  v ,  soddisfano la condisione: 

doue U è funxione clella solu zc, derivuno dalle superficie con t tn sistenza d i  
lilzee assintotiche a torsione cosfafi te ne2 modo descritto. 

Indichiamo con x ,  y ,  z le coordinate di un punto della 2,  con X, Y, Z 
i coseni di direzione della normale e con r , ,  r ,  i raggi principali di curva- 
tura. Dimostreremo che le tangenti alle linee di curvatura v = cost." formano 
una congruenza di RIBAUCOUR, la cui superficie generatrice appartient? alla 
classe del presente paragrafo. Se  poniaino: 

(*) Giornale di matematiche, vol. 22. 
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avremo per note formole: 

e analogamente yer Y, 2,. Ponendo adunque: 

d X f  + d Y i  + dZ f -  E d u 2  + 2E'dudv + G d v 2 ,  (10) 
avremo : 

e poichè X,, Y,, 2, sono appunto i coseni di direzione delle tangenti alle 
linee di curvatura v ,  la proprietà enunciata. isarà provata quando si verifichi 
che per l'espressione (10) dell'elemento ljneare sferico risulta: 

Ora si ha: 

e per la nota formola: 

possiamo scrivere: 

L a  quantith fra parentesi è nulla per la formola che dà la curvatura della 

superficie 2 e quindi appunto 1 = 0. Inoltre si ha: 

Esempio. Un cas0 particolare delle'superficie 2 qui considerate si h a  nelle 
superficie modanate (moulures) a sviluppabile direttrice cilindrica, il cui ele- 
mento lineare, riferito alle linee di curvatura a, v ,  ha In forma: 

d s 2  = dzr" Su(u) + p(v)12dv2. 

(*) Cfr. n." 1 e la Mernoria di G-UICHARD. 
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348 E i n n c  h i: Sopm nlczme nuove clnssi  di superjîcie 

Risultando di qui, peï le (IO*) F = O ,  vediamo che esse co~sispondono, 
nt4 modo indicato, alle deformazioni infinitesime dell'elicoide rjgata ad area 
minima. 

30. Bpplichimio questi ultimi risiiltati alla risoluzione del problenm: 
Riclzwe d'elemevtto Iinewe sfwico ctila forma: 

essendo U fziiwione della sola u. 
Per  cib dobbiamo esaminare quando accade che la superficie focale con- 

siderata al n." 28 si riduce ad una sfera, il cui raggio potremo porre = 1. 
- - -  

Ora colle formole (8) troviamo che i coserii di direzione X, Y, Z della nor- 
male all'indicata superficie sono dati da: 

- - 
e analogamente per Y, 2. Essendo le linee u ,  v linee di curvatura per la 
superficie focale (n." 28), ove si indichino con R,, R, i raggi principali di 
curvatura si avrh: 

ax - l a i  ---- ax- 1 et - - - - .  au Rza26' av R, a v  
Derivando le ( I l ) ,  colle forinole (5*)  (12) n.' 10 troviamo: 

Se la superficie deve essere una sfera di raggio = 1, dovremo avere: 

Ora osservando che l'elemento lineare: 
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appartiene alla sfera di raggio = 1, per la formola che dà la curvatura si ha: 

da ouesta si deduce subito che la (13) è una coiiseguenza della (12). D'altronde 
derivando la (13) rapport0 a z; si trova che p soddkfa l'equaziorie (7) n." 28. 
Cod: Ad ogni superficie con un sistemu d i  Zirhee assintoticl~e a torsione co- 
stnnte corrisponde una forma dell'elemento lineare sferico della s~ecie inclicatu 

- - -  
the si ottiene dando a p il valore ( I O ) ,  e assurnendo per le coorditzate X ,  Y ,  Z 
di  un punto mobile szclla sferu E'espressione (11) e le amloghe per 7, 2. 

Per i risultati della mia Nota già sopra citata (*) la questione qui trat- 
tata equivale alla ricerca delle congruenze cicliche di cui una falda d ~ l l n  su- 
perficie focale sia una sfera. 

5 7. Superficie che da un doppio sistema di traiettorie isogonali 
delle l ime di curvatura 

sono divise in parallelogrammi infinitesimi equivalenti. 

31. Ritorniamo ora ai risultati del 5 3 per studisre più da vicino i si- 
stemi tripli ortogonali considerati al n." 1 2  e in particolare le superficie or- 
togonali ai  circoli. Qui perb mi liniiterb al caso dei sistemi corrispondenti a 
quelle congruenze cicliche di RIBAUCOUR che haiino una superficie generatrice 
pseudosferica. 

Nelle formole generali del § 3 dovrenio porre jii coiiseguenzn: 

la funzione Q di 14, v sarh un integrale dell'equazione: 

mentre p rappresenta una soluzione qualuilque dell' altra : 

(") Giornale di matematiche, vol, 22, 
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350 B i a n  c h i :  Sopa alcwle nuove classi d i  s i q ~ e ~ j c i e  

La formola (16) na0 11 dimostra che ne1 cas0 attuale l'angolo u pub avere 
un valore costante qualunque e le equazioni clie determinano 8 diveiltano: 

esse coincidono, salvo le denominazioni colle formole generalizzate di DAR- 
BOUX per la trasformazione di BACKLUND che ho dato nella Memoria citata (*). 

Per l'elemento lineare del10 spazio riferito al sisterna trip10 ortogonale 
avrenio [vedi (19) na0 221. 

ds2 = II:du? + l c d v '  + H i d w 2 ,  (4) 

dore Hi, Hz,  IT, hanno i valori seguenti : 

Osserrando le (2), (3), per i raggi principali d i  curvatiira del sistema trip10 
ortogonale troviamo (**) : 

i aR, -- 1 - 
H3 HP 8 w 

Ho sen - 

Sopra opni superficie w = costne le linee H3 =  COS^.^ si diranno Zinee di li- 

*) Annali, tom0 13, serie 
b*) Per le notaeioni, vedi Memoria citata. 
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vello, corne quelle lungo le quali è costante il segment~  infinitesirno di nor- 
male che sulla superficie w = c o ~ t . ~  stacca l a  superficie consecutiva ne1 si- 
stema. Le  formole precedenti dimostrano d e :  Sulle superficie w ortogonali 

ni ciwoli le linee d i  livello tagliano sotto angolo costante le linee d i  na.- 

v ~ t u ? ~ a  v = c o ~ t . ~ .  
Risulterà poi dai numeri seguenti che inversamente se in un sistema 

normale di circoli le superficie ortogonoli ai circoli hanno le linee di livello 
inclinate di un angolo costante sulle linee di curvature, la congruenza degli 
assi dei circoli è iina congruenza di R~BAUCOUR a superficie generatrice pseu- 
dosferica. 

32. Indipendentemente dai sistemi tripli ortogonali, cui appartengono, le 
superficie w sono caratterizzate da una proprietà geometrics che ora andiamo 
a stabilire. Per  cib osserviamo clie in ogni tale superficie 17elemento lineare, 
riferito alle l ime di curvatura u ,  v ,  prende la forma: 

ove, in forzn delle (3), (5),  sussiste In relazione: 

L' espressione : 

t: quindi un differenziale esatto, e noi porremo: 

ri 1 aH, - du + cot - - - 

G 
Consideriamo ora il doppio sistema di traiettorie (isogonali) sotto l'angolo - 

2 
delle linee di curratura v = ~ o s t . ~ ;  le loro rispettive equazioni differenziali 
sono : 

0 H, sen du  + H,cos - du = O 
2 4 

G Q 
H, sen - du  - H, cos - du = 0. 

2 2 6) 

1 loro prirni membri ammettono i rispettivi fattori integranti e', e ' e s e  de- 
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352 B i a  ne h i :  Sopra aicune I z z m e  classi di  superjîrie 

finianio due funzioni a ,  p di u, v colle relazioni: 

Q 
e-' H , s e n - d u -  Hzcos-dv  =senodp,  ( 2 2 

ne risulterà : 
" 1 

ITidu= coso(e-'da f eTdp), H,du = sen :(c 'da - e ' d ~ ) ,  
2 2 

e quindi: 
ds2  = Ec121' + I c d v ?  = e-"daz + 2 ~ 0 s o d a d B  $ eWdfip'. ( 10) 

Le linee o: = cost.", f i  - ~ o s t . ~  sono appunto le indicate traiettorie isogonali 
delle linee di curvatura, e la  forma (10) dell'elemento lineare riferito alle 
linee a ,  B dimostrano la proprietà: 

i3 Il doppio sistema d i  tleaiettorie isogonali sotto E'ungolo - delle liîlee d i  a 
curccttz~ru v = cost." divide 7a superficie in paral2elogrammi injnitestmi d i  
eguule area (*). 

L'elemento d'area essendo infatti: seno d a  dB, basta supporre d a ,  d fi  
costanti per ottenere la voluta distribuzione delle linee cc, P. 

Questa proprietà analoga, in certo modo, a quella dei sistemi isotermi 
(mediante i quali una superficie vien divisa in quadrati infinitesimi) pub uti- 
lizzarsi per fare una rappresentazione equivalente della superficie su1 piano, 
corne l'altra per stabilirne una rappresentazione conforme. Se si riguardano 
infatti a ,  B corne cooidinnte cartesiane ortogonali di un punto ne1 piano, 
clvremo una rappresentazione piana della nostra superficie che conserva i rap- 
porti delle aree e alle dette traiettorie isogonali delle linee di curvatiira fa 
corrispondere un doppio sistema. d i  ïette ortogonali ne1 piano. 

Osservaxione. Benchè qui abbiamo considerato soltanto i sistemi tripli 
ortogonali ciclici, cui appartengono le nostre superficie, il risultato consegnito 
è generale, ci&, se in un sistema trip10 ortogonale una superficie ha le linee 
di livello egualmente inclinate sulle linee di curvatura, essa appartiene alla 
nostra classe. 

33. Sussiste il teorema: Escluse le szqe~ficie sviluppabili, e puelle in cui 
le sezioni futte con un sistemu d i  piani  puralleli sono traiettorie isogonnli 

(*) Proprieth del medesimo genere s'incontrario anche i n  altre ricerche. Per es. sus- 
siste il teorerna: L e  superpcie che hanno costante la differenza delle curvnture p i n -  
cipali sono divise in rettangoli equivalenti delle loro linee d i  curvatura. 
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e d i  sistemi tr ipl i  ortogonali. 353 

delle Zhee d i  curvatura,  tutte le supe~f ic ie ,  che 9.isultano divise in paralie- 
logrammi  infinitesimi equivalenti da un doppio sistema d i  t r a i e t i o ~ i e  isogonali  
delle linee d i  curvatura, s i  ottengono dalle superficie pseudosferiche ne1 modo 
descritto. Riguardo ai due oasi eccezionali menzionati osserviamo subito che 
per le superficie sviluppabili la (8) è identicamente soddisfatta, qualunque sia 5,  

e percib ogni doppio sistena di traiettorie isogonali delle generatrici gode 
della pioprietà geometrica descritta. Della seconda classe che comprende come 
caso particolare le superficie modanate a sviluppabile direttrice cjlindricn, trat- 
terb in altro luogo. 

Ne1 dimostrare il teorema ricorrerb, per abbreviaïe, ai risultati della mia 
Nota già citata (*). Prendendo per linee coordinate sulla superficie supposta S 

G 
le dette traiettorie isogonali, sotto l'angolo delle linee di curvatura, l'ele- a ?  
trient0 lineare prenderh, per jpotesi, la forma: 

d s 2  = e-Z7dae + 2cosodcc d p  -+ elT dpe.  

Le equazioni differenziali delle linee di curvatura che sono le bisettrici 
del doppio sisterna a ,  saranno: 

e-'du + e r d p  = O ,  e-'da - e 'dp = 0 ,  

1 1  
e, indicando con , , due rispettivi fattori integranti dei loro primi meni- 

VE VG 
bri, potremo porre: 

essendo u ,  v convenienti funzioni di a ,  fi che eguagliate a costanti dbnno le 
equazioni delle linee di curvatura; arremo Fer ta1 modo: 

dse  = E d u e  + Gdv2 .  

Ora riguiirdando come variahili indipmdenti u ,  v seguP dalle (1  1): 

a p  e-:\IE - = --- a P -=-- a t h  tT a v 
COS - 

2 
sen - 

2 

(*) Giornale di matematiche, vol. 232. 

Ama2i  di Matematica, tomo XVIII. 
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f7 ô fl a - 
sen- -(eT JE) -COS-  - ( c ~ G ) - o ,  

2 ûu 2 ih 

a - a sen - - \iE) + cos 1 - (e-T iG) - O ,  2 a v  a au  
e perb: 

Dalle (12), (13) risulta che a ,  sono due integrali dell'equazione di CAYLEY: 

e pei risultati del $ 4 della Nota citata si pub quindi descrivere un sistema 
normale di circoli ortogonali alla superficie 8,  suila quale le linee di livello 
siano appunto le o: O le /3 (*). Dalle formole del S 7 (loc. cit.) segue ora che 
nella congruenza formata dagli assi dei circoli il centro di ogni circolo divide 
in rapport0 costante il segment0 fra i due fuochi. Due casi eccezionali si pos- 
sono perb presentare e cioè: 1." gli assi dei circoli possono formare una sem- 
plice infinith e allora le superficie ortogonali ai circoli sono s-viluppabili; 2." la 
congruenza degli assi pub constare di tutte le rette di un piano; in ta1 caso 
i circoli sono ortogonali a questo piano e le linee di livello a = c o ~ t . ~  sono in 
piani paralleli. Questi sono appunto i casi eccezionali menzionati ne1 teorema. 
Ricorrendo ne1 caso generale alle formole del 5 22 (1oc. cit.), .relative alla 

A 
superficie focale, ed osservando che la quantith ivi indicata con - è costante, 

B 
risulta che le linee inviluppate dai raggi della congruenza su ciascuna super- 
ficie focale sono linee di curvatura e percib, secondo un teorema del sig. GUI- 
CHARD (Mem. cit., €j 5), la congruenza degli assi dei circoli è una congruenza 
di RIBAU~OUR a superficie generatrice pseudosferica. 

Fra  le superficie considerate ne1 presente paragrafo meritano speciale 
7i considerazione quelle che corrispondono al valore - per l'angolo a ;  esse go- 
2 

dono, per quanto si è dimostrato in generale, della proprietà caratteristica 

(*) Propriamente di tali  sistemi di circoli possono tracciarsene infiniti, poichè u + c o ~ t . ~ ,  
p + cosLe sono pure integrali  della A). E, benché qui basti considerarne uno, non saretbe 
privo d'interesse esaminare l a  relazione geometrica f r a  gli infiniti sistemi di raggi di GUI- 
CHARD, che poseono dedursi da uno noto dietro l'osservazione superiore. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



e cli s is temi  t t i p l i  or-togumli. 355 

seguente: Le linee bisettrici delle llliee d i  curuaturn le dividono in  rettangolz' 
in f in i tes imi  d'eguale area. Queste superficie derivano dalle congruenze di RI- 
saucom a superficie generatrice pseudosfeïica ne1 modo seguente. S i  descriva 
ne1 piano normale ad ogni raggio ne1 punto medio e col centro in questo 
punto un circolo di raggio eguale alla semidistanza focale; il sistema di circoli 
è un sistema normale e le superficie ortogonali ai  cjïcoli sono le superficie 
richieste. E come ne1 caso generale la determinazione delle superficie orto- 
gonali ai circoli si effettua colle formole della trasformazione di BACKLCND, 
COSI ne1 cas0 particolare, ora considerato, si effettua colle formole della tra- 
sformazione complementare. 

Osservuxione. Per  le ricerche dei numeri seguenti è importante osservare 
clle sebbene le formole qui utilizzate suppongano clie la superficie S non sia 
sferica, la conclusione vale anche in questo caso, come risulta da seniplici 
considerazioni. 

34. D a  ultimo agplicheremo i risultati conseguiti alla risoluzione del pro- 
blema: T r o v u ~ e  i doppii  sistelni  d i  l ir~ee tracciate sopra una s f e ra ,  che, in- 
tersecandosi sotto a?zgolo costa~zte,  la diridono in p u r a l l e l o g ~ a m m i  in j t z i t e s iw i  
eqzcivalenti. 

Basterà esaminare, secondo quarito è detto sopra, quando accade clle ne1 
sistema trip10 ortogonale del n." 31 una delle superficie ortogonali ai circoli, 
per es. la w = zoo, è una sfera. Tale questione è già stata risoluta in generale 
al n.' 13 per i sistemi che derivano dalle congruenze cicliche di RIBAUCOUR. 
Applicando quelle formole al caso attuale, vediamo che basterà conoscere una 
soluzione 8, delle (3), cioè una trasformata di B~CKLUND della superficie pseu- 
dosferica data, indi determinare p dalle equazioiii: 

cas (0, - s) 
-- a ?  - - cot 2 sen($, - S)p + a v 2 1 - COS G y 

ove, per semplicità si è fatto il raggio a della sfera = 1. Dopo di cib le 
formole (4) (5) dànno per l'elemento lineare sferico la forma: 

du? $ 
G 
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356 B i a n c  hi:  Sopra alcune nuove classi d i  super$cie 

colla proprietà caratteristica (8) segnalata al n." 32, dalla quale discende che 

il doppio sistema di traiettorie sotto l'angolo delle linee v = cost.' divide 
2 

la sfera in parallelogrammi infinitesimi equivalenti. 
È facile dare le formole effettive che esprimono le coordinate E ,  r ,  di 

un punto della sfera per le variabili zc, 2;. Basts infatti osservare che 2, q ,  5 
sono i coseni di direzione della tangente al circolo (u,  v )  ne1 punto ove in- 
contra (normalmente) la  sfera w - w,. Ora qiiesta tangente è parallela (n." 21) 
al corrispondente raggio (u, v) della congruenza (pseudosferica) le cui due 
superficie focali sono la superficie pseudosferica iniziale S e la sua trasforniata 
di  BBCKLUND corrispondente alla soluzione 0, scelta delle (3); si avrà quiildi 
(n." 19): 

Col calcolo diretto si constata facilmente l'esattezza di qucste formole, os- 
servalido che per le (12) n.' IO e per le (3) n." 31 sussistono le formole: 

ai 6 - = cos (O, + ;)[tg p (a ,  cos 6. + a, sen O,,) + x 
8 l 6  

( 1 3 )  a s  - --- (cc, cos 5, + a, seii F i , )  - a u  
e le analoghe per q ,  <, che dàiino appunto per tl;" +t l$  + dc2 l'espressioiie 
del 2." membro della (14). Da1 n." 32 vediamo poi che le l ime a ,  P ,  alle 
quali riferito l'elemento lineare sferico prende la forma cercata: 

ai trovaiio coii sole quadrature. Abbiamo quindi il risultato: 
Da ogni corzyruenxa psezdosferica nota, si deduce con sole qucrdvutzue 

zrtzu divisione della sfevu della specie iladicata. 
35. Resta in fine a determinarsi ln dipendenza geometrica delle liiiee 

a ,  f i  clie effettuano sulla sfera la divisione richiesta colla congruenza pseu- 
clobferica. Pe r  cib calcoliamo, secondo le formole di KUMMER riportate al 11." 4, 
le qiiantità fondamentali relative alla congruenza pseudosferica. L a  superficie 
di partenza essendo la superficie pseudosferica S avremo per le (6) n." 1: 

ax - . . - -  ax 1 ax cx - i ax c o t a -  + - -, ----- ax 
3 zc ~ Z G  sel10 C U  s e u n i r u  a u  cot l2 , - 
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e d i  sistewi tripli ortogonuli. 337 

ovvero per le (5*) n." 9: 

3% -- R R 

au- COS - &, + sen - &,, 
2 2 

colle analoghe per y ,  x. Da queste e 
c.iamo: 

cos" 
2 

a$ R R 
- - COS + sen - a, ,  au a a 

dalle (15") numero precedente dedu- 

ai ax e =I---- - tg 5 COS' (6'. + :), 
au au 

r n  

f = z - - -  au a s  a v  'x - t g L o s ( 8 ,  -+   cos(^,-+) 
2 

8 5  ax 
f 1 = Z a v  a; = cot 2 cos (8, + :) cos (O,, - a), a 

a i  8% O 9 =2&- a;= -  CO^ - COS' (8 ,  - i). 
2 

Per  l'equazione (5) n." 4 che determina le sviluppabili della congruenza, tro- 
viamo qiiindi : 

drc' - cos2(& - +) d v 2  - 0, 

cioè le due equazioni separate: 

Cos (o. + +)au -  COS(^^ - %)du = o. 

Oonsideriamo le linee sferiche definite da  queste equazioni differenziali, 
ossia le immagini delle sviluppabili della congruenza; le loro rispetthe tra- 
iettorie ortogonali, a causa della forma (14) dell'elemerito lineai-e sferico, 
avranrio per equazioni differenziali : 

tg-cos  O , + -  a " ( 8)  
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e per le a )  t )  n." 32 saranno quindi le linée a ,  ,9 cercate. Ne concludiamo: 
Ogni doppio sistema d i  linee i fer iche c l e  s'intersecaao sotto ongolo costaftte 
e dividono la sfera i n  parallelogrummi infinitesimi equivalenti, s i  ottle?te fa- 
cendo la rnppt.ese?ttaxione sferica d i  rtna qualsiasi congwenxa pseuclosferica 
e prendetdo le t~a ie t tor ie  o~togolzali  delle iïmnagirvi delle sviluppabili della 
congmenxa. 

Termineremo coll'osservare che la curvatura K della forma differenziale: 

dove 5 è costante, essendo data da: 

il problema che qui abbiamo ricondotto alla teoria delle congruenze pseiido- 
sferiche, trattato direttamente, conduce all'equazione a derivate parziali: 

in cui c è una costaute yositivu. 1 casi di c = O O c negativa corrispondono 
al problema analogo per le superficie sviluppabili e pseudosferiche e possono 
risolversi in modo simile. 

FINE DEL TOPO XV1II.O (SERIE II.a). 
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