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Sulle algebi-e pseiidoiiiille cli ordiiie inassiiilo. 

Xemoria di G A E : T A N ~  SUOKISA (a Napoli). 

Bunto. - Con questa Nota s i  dimostra che le algebre pseudo~zulle d i  ordine massitrao colt 
indice r > 2  sowo tutte irriducibili e s i  dete~minano le alyebre cke le contengono corne 
eotto-dgebre eccezionali. 

In  una Nota recentemente presentata alla .r R. dccademia dei Lincei >) 

ho stabilito che, se un'algebra pseudonulla 15 di ordine n ed indice Y, detto ô 
il suo ücarto, ciob la differenm fra i'l suo ordine e quel10 del suo quadrato, 
si ha 

che se poi si siippone che l'algrbra sia coinmutativa si  ha, pih prccisaineiite, 

Ho stabilito inoltre che esistono - in qualsivoglia corpo numerico 
algebre pseudonulle (non commutative) di scarto ô, indice r ed ordine 

ed algebre pseudonulle comniutative di scarto ô, indice r ed ordine 

si le une, che le altre, riuscendo equivalenti fra di loro, qlinndo sia fissnto 
il corpo ne1 quale si intendono definite ('). 

Sono queste le algebre pseudonulle che, per sVmplicità di discorso, ilirt~ino 
di ordine massirno, e che formano l'oggetto delle seguenti considei.azioiii. 

(i) G.  SCORZA, Sulla struttura delle algebre pseudonulle [ Rendiconti dell;i R .  Acca- 
demia dei Lincei ., serie VI, vo l .  XX (19?4). pp. 143-1491. 

.lanali di Matematrca, Seris IV. Tomo XIV. 1 
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2 G. SCORZA: Sulle cclgebre yseudowulle d i  ordiwe nzccssimo 

$ 1. Quali sono le algebre pseudonulle d'ordine 
massimo irriducibili. 

1. Le zero-algebre sono evidentemente delle algebre pseudonulle di or- 
dine inassirno; per esse l'indice vale 2 e l'ordine non differisce da110 scarto. 
Ora una zero-algebra 6 irriducibile O riducibile secondo che il suo ordine 

è 1 O > 1 ; invece : 
L e  algebre pseudonulle d'ordine massimo e indice  r > 2 sono tutte i rr iducib i l i .  
Sia infxtti t' una tale algebra con 10 scarto 6 ;  di guisa che il silo ordine 

sarà dato da 

(1) n = 6 + 62 + .,. + Er-', 
oppure da 

(2) 

secondo che essa non é od b commutativa; e snpponiamo, se é possibile, 
che 1' si spezzi nella somma diretta di due algebre Pi e P, con gli ordini 
n i ,  n, e gli scarti 6, e 6,. 

Insieme con 
P= Pi -i- P, , 

sarà pure 
PZ = p; / P i ;  

quindi sarà, 

(3) n = n , + n , ,  
ed 

( n  - 6) =(n,  - 6,) + (n, - 6,); 
da cui si trae 

(4) 6=6, +6, .  

Se gli indici di P, e P, si indioano con Y, ed r, si ha 

- in una almeno di queste relazioni valendo il segno inferiore -; quindi sarà 

che se poi P è commutativa, indi sono tali anche P, e P,, sarà 
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Ora, se r > 2, le (5) sono incompatibili con le (1)) (3) e (4), percha, 
per s = 2 ,  3, 4 ,..., é 

(ô, + ô,)* 3 ô,S + ô,s, 
e le (6) sono incompatibili con le (2)) (3) e (4)) percliè, per s = 1, 2, ..., A (') 

dunque è assurdo supporre che l'algebra P sia riducibile. 
Quando 10 scarto di un'algebra pseudonulla è l'unità, l'algebra 8 po- 

tenziale (3); dunque, come già è stato dedotto a titolo di corollario da un 
criterio di riducibilitlt per le algebre potenziali stabilito altrove ('): 

Le algebre pseudonulle potenziali sono irriducibili. 
Occorre appena avvertire che qui non è il caso di porre nell'enunciato 

la limitazione r >  2, perche una zero-algebra potenziale é del i0 orcline e 
quindi necessariamente irriducibile. 

$j 2. Comportamento delle algebre pseixdonnlle d'ordine mas- 
sinio rispetto agli automoduli d i  algebre che le conten- 
gano come sotto-algebre invarianti. 

3. Il comportamento cui allude il titolo di questo paragrafo è singolnr- 
mente semplice, quando si intendano escluse le zero-algebre: giacch+, coine 
ora passiamo a dimostrare: 

Se u è u n  autonzodulo d i  uuz'algebra A c o n f e ~ e n t e  come sotto-algeb~.ct 
invariante un'algebra pseudonulla P d'ordine messimo, con 10 sccrrfo 8 e 
l'indice r > 2, gli elelnenti d i  P i n  u O henno tuf t i  ?rn nztllifico O 7ictnno t?rfti 
un nzodulo ( 5 ) .  

(2) P e r  convincersene basta osservare che fra le  combinazioni ad s +  1 ad s t  1 dei . . 
6, + 6 ,  + s oggetti 

a , ,  a2 ,..., a s , ,  b i ,  b2 ,..., bsz ,  c i ,  c2 ,.... ch 

quelle formate con gli oggetti a e c eono tutte diverse da quelle formate con gli oggetti b 
e c - in quanto ciascuna delle prime contiene alineno lin oegetto a e ciascuna delle seconde 
almeno u n  oggetto b -, e che le  combinazioni di queste due specie sono poi tutte diverse 
da quelle clie contengono almeno u n  oggetto a e almeno un oggetto b. 

(3) Loc. cit. (i), pag. 146. 
(4) G. SCORZA, Le algebre per ciascufla elle quali la sotto-algebva eceezio+tale e poten- 

ziale (<< Atti della R. Accademia d i  Torino », vol. 70 (1934-35-XIII). 
(5) P e r  ? =1 i l  teoiema del testo si riduce a quel10 per  l e  algebre pseudonulle poten- 

eiali dimostrato a l  luogo citato in (4). 
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Se P P coinmutativa, l'asserzione qui fatta rientra in un teorenia che ho 
o.ih precedentemente stabilito ("1; giovn dunque supporre clie P non sin corn. 
23 

mutativa, indi di ordine 
8'- - 1 

- 1. 
8 - 1  

Se Si è un sistemn complementare di  PL in P si ha 

e i sistemi S , ,  Si, ..., 87-' - degli ordini rispettivi 8, 6?, ..., 6"-' - sono 
complementari in P. 

Siano v,, v,, ..., 96, 6 elementi indipendenti di Si; allora i prodotti 
del tipo 

VilVg... vi, (h=Z7 3, ..., r-1 ; ii ,  i?, ..., ih=17 2 ,  .,., € 1  

saranno 6h elementi indipendenti di S,h e qlli~ldi gli elementi 11 insirine con 
tutti qiiesti prudotti costituiranno un aggregiitu di unitA di P. 

httesa l'invarianaa di P in A, i prodotti uvi, (i, = 1, ... , 6) appartengono 
a P al pari degli elernenti vil; siissistei-anno diinque delle eguaglianze del tipo 

1 . 3  1...o l . . .d 

(7) u = a -1- 2 a + . + 2 a . . .  . , (i,=i ... Cl, 
i,i: 11 t , , . . .  ' . i,. 

dove le a saranno numeri opportuni del corpo in cwi A t\ definita e che 
diremo 1'. 

Dalle ('7) si trae 

dunque da1 paragone delle (7) e (8) si  deduce intanto che deve essere 

(9 Loc. cit. (9, ultima annotnzione a pi& di pagina. 
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Le (9) esprimono che l a  matrice d'ordine ô 

coincide col proprio quadrato; e dnnque codesta matrice o 6 nulla, O 15 un 
automodulo. 

3. Se w,, ru ,,..., rus sono altri ô elementi indipendenti di S, e si sup- 
pone che le vi  ei esprimano in  fiinzione delle n,, mediante le formule 

i...S 

.vi = 3 Yi, . l lyuf ,  
j 

con le  y,,., numeri d i  r, il determinante 1 1 sara divergo cla zero, e 
detto y',,,, il reciproco di yj,i  nella matrice 1 yi,j ( 1 ,  si a ~ r R  

Cib posto, in virtù delle (11) e (7) sarh 

di guisa ohe, se si pone 
l...S 1. ..S 

(12) U T U ~ ~  = ri Phkgvil + E ~iii.i,t~lh~~'i, + ... , 
itis 

sarh 
l...S 

Le (13) esprimono che la matrice [J P i j l l  è l a  tranformata di Ila,,f,l me- 
diante Iyijll;  per consegnenza il pnssare in SI dagli elementi ai agli .eles 
menti ru, ha per effetto di far passare dalle (7) alle forinnle (121, nelle quali 
al posto della matrice ( 1  a i j(I  si presenta la  sua trasformata 1 Pi., 1 1 .  

Ora se Ilai,jjl B una matrice autoinodulo di caratteristica 6, (O < 6 ,  < 6), 
fra le sue trasformate ve n 'è  necessariamente una per ln  quale all'infuori 
dei primi 6, elementi principali che sono egiiali ad  1 tutti gli altri sono 
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6 G. SCORZA: Sulle dgebre  pseudo~zd le  di ordifie rnassimo 

nulli (7), dunque, premettendo, ove occorra, un opportuno cambiamento di  
elementi indipendenti in S,, si  pub supporre che nelle (7) per la matrice 
II a i j  (1 O si abbia 

ai,, = O per i,$=l ,..., ô, 
O si abbia 

a, ,=a, ,=. . .=as, , l=l ,  

e le rimanenti arj nulle. 

Indicando, a volta a volta, con le xi2' degli opportuni elementi di Pe, ne1 
primo caso si avrà 

(2) uvI = xi (i = 1, ... , ô j  ; 
ne1 secondo 

uu.-qji+ 
P -  per i = l, .,. , 8, , 

e 
(2) uui = ri , p w  i = 6, +- 1, ... , 6. 

4. Poniamocai ne1 prinio caso e consideriamo i ô elementi di P: 

Per ognuno di essi u è un nullifico sinistro, giacchè 

inoltre nessuna loro combinazione lineare a coefficienti non tutti nulli ap- 
partiene a Pz, perchè se fosse .- 

con le A numeri.non tutti nulli di  I' e in P', l'espressione 

A,v, + ... i- Asus 
riescirebbe eguale all' altra * 

e sarebbe un elemento di Pz, che, attesa l'indipendenza di u,, ..., us, sarebbe 
diverso da zero; mentre, per ipotesi, S, è complementare a P2 in P. 

Segue, in particolare, che gli elementi (14) sono indipendenti e Che, posto 

(7) Vedi, per es., G. SCORZA, Corpi nu~nelici e algebve (Messina, Principato, 1921h 
pag. 419. 
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il sistema S,', d'ordine 6, generato da u,', ..., us' riesce complementare a P" 
in P; di guisa che sarà 

Ma u, essendo un nullifico per tutti gli elementi (141, riesce tale per ogni 
elemento di S,', indi di SIt', ... , S,"'-l, cio& di P, clunque è dimostrato, in- 
tanto, che ne1 caso attuale u & un nullifico sinistro per ogni elemento di P. 

5. Poniamuci ora ne1 secondo cas0 e consideriamo gli e l e ~ i i ~ n t i  

Di essi i primi 6, hanno in u un modulo sinistro, giacchb per i =  1, ... , 6, 

e gli ultimi 6 - 6, hanno in u, per quanto già è stato visto, un nullifico 
sinistro. Inoltre A chiaro, per ragioni già addotte, che nessuna loro combi- 
nasione lineare a coefficienti non tutti nulli appartiene a P" quindi essi 
sono indipendenti, e, se si pone 

\ v,+xi2', per i = l ,  ..., 6 , ,  
viv = 

) ui-xia', per i = 6 ,  tl,..., 6, 

il sistema 8," generato dagli elementi u," riesce d'ordine 6 e complementare 
a P q n  P. 

Segue che, sema venir meno alla generalità si pub supporre ne1 caso 
in esame che già le ui siano state &celte in modo che u riesca un modulo 
sinistro per u,, ... , vs, ed un nullifico sinistro per  us,.,^, ... , us. 

Dico ora che non pub essere 6, < 6 ;  ossia che u è nzodulo sinistro per 
tutte le u, ,  ..., v8. 

Supponiamo, se è possibile, che cib non sia, di guisa che u sarà certo 
per us un nullifico sinistro. 

Sarà 
/U,U.Vg= u,.uvg=O, 

e quindi, se si pone 

badando che Pr = 0, risulterai 
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8 G. S c o n z ~ :  S d l e  algebre pseudomdle di orcline ntassinto 

Attesa l'indipendenaa dei prodotti delle vi a due a due, a tre a tre, ... , 
ad r - 1 ad r - 1, dalla (17) si trae che sono nulle tutte le  p con 1, 2, ... , r 2 
indici; per conseguenaa la  (16) si riduce a :  

Ma allora, essendo 
u.vi = Y ,  

e P" = 0, sarà 
1 . d  . 

2): = 'ü,.lAV1 = 'üiU*'Ul = [jjl ..., ~v-iVjUjl ... Vj,-lVl =o. 
Il ... 3,-, 

Questa conseguenza contrasta con l'ipotesi che sia r ;  2;  dunque u 13, 
come volevasi, un modulo sinistro per tutte le vi ,  indi per ogni elemento di P. 

6. Giunti a questo punto B dimostrato che in u gli elementi di P hanno 
tutti O un  nullifico sinistro O un modulo sinistro. 

I n  maniera simile si dimostrerebbe che in u gli elenienti di P hanno 
tutti O un nullifico destro O un inodulo destro; e quindi perchè i l  teorema 
enunciato a priiicipio del no 2 sia del tiitto stabilito basterà fax vedere che, 
per es., u non pub essere per gli elementi di  P lin modulo sinistro e un 
nullifico destro. 

Ora cib è immediato: e, infatti, se fosse 

sarebbe 

9 3. Le algebre che hanno come sotto-algebre eccezionali 
algebre pseudonulle d'ordine massimo e indice > 2. 

t 
7. Per  procedere alla determinazione delle algebre, di cui ne1 titolo di  

questo paragrafo, indichiamo con A . un'algebra la cui sotto-algebra ecce- 
zionale E sia un' algebra pseudonulla d' ordine massimo con 1' indice r > 2 (*). 

Se A è pseudonulla, essa coincide addirittura con E ;  in cas0 contrario 
essa è certo dotata di automoduli. 

P e r  alcuni dei 
ho creduto più cornodo 

ragionamenti che segiiono potrei rimandare alla &a citata in (4): 

per il lettore riprodurli rapidamente. 
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Poniamoci in questa ipotesi e sin u un automodulo principale di  A ;  allora 
potrà scriversi (') 

(18) A = u A u + S ,  

con uAu ed S complementari in A e con S ç E. 
Per quanto precede, in u, gli elementi di E hanno tutti O un nullifico 

O un modulo: intanto uAu 6 l'insieme degli elementi di A che hanno un 
modiilo in u, dunque uAu O nou contiene alcun elemento non nul10 di E O 

li contiene tutti. Segue che é S = E, oppure S= O. 
Se S = E, ossia se u é un nullifico per ogni elemento di E, accanto 

all'eguaglianza, in cui si converte la  (181, 

A = u A u + E ,  
si  hanno le altre 

e dunque A è la  somma diretta di uAu ed E. Intanto uAu è priva di  ele- 
menti eccezionali, perche se ne avesse essi sarebbero eccezionali anche per A, 
pur non appartenendo a d  E, dunque: 

Nell'ipotesi attuale A è la  somma diretta di  un'algebra serr&semnplice e di E. 

8. Supponiamo in secondo luogo che sia S = O ,  cioè 

di guisa che A sarh dotata di modulo e questo sarà u. 
Indichiamo con (p,, p,, ... , p,) l a  segnatura di A ('7 e cominciamo dal- 

l'esaminare il caso in cui è t = 1. 

9. Allora l a  segnatura di A é (p,), e dunque A pub considerarsi (IL) come 
il prodotto diretto di due sue sotto-algebre B e C, aventi 10 stesso suo mo- 
dulo, delle quali una, poniamo B, 6 a modulo primitivo e l'altra, C, é re- 
golare e dell' ordine pf . Inoltre se E, è la sotto-algebra eccezionale di B, si ha 

E = E , X C ,  

indi, qualsiasi l'inter0 positivo S .  

ES = ElS X CS = ElS  X C; 

(9) hoc. cit. (î), pag, 277. 
(10) Loc. cit. (7, pag, 350. 
(fi) Loo. oit. (7, pag. 370. 

Annali di  Matematica, Serie IV, 'Porno XIV. 
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per consegaenza l'indice di E, eguaglia quello, r, di E, e, se gli scarti di E 
ed E, si indicano con 6 e a , ,  essendo 

sarà 

(19) 

Cio posto, dico che è necessariametzte p, = 1. 
Infatti si indichino con n ed n,  gli ordini di  E ed EL, per modo che sarh 

Se E non è commutativa, si ha 

se invece E, indi anche E,  é commutativa, si ha  

ora le (21) e (22), e cosi le (22) e (23), essendo r > 2, non potrebbero coesi- 
stere con le (19) e (201, se fosse pl > 1, dunque si ha, corne volevasi p, = 1. 

Si conclude intanto che: 
Ne1 caso i n  esalne A è a înodulo primitive, cioè 1' nlgebra A - E è prk~i t iun .  

10. La  proposizione, cui  ora sianio pervennti, p u b  essere ulteriormente 
precisata, se si suppone che il corpo numerico - diciamo i' - entro il 
quale A é data, sia infinito O finito, secondo che tale A il sno sottocorpo 
fondamentale. 

Dico infatti che: 
Sotto quest'ipotesi Z'algebra pri~r~itiucr A - E è del Io ordine. 
Sia [x] la classe mod E iiidividuatit dall'elemento x di A e siil 

l 'quazione minima dell'elemento [x ]  di A - E. Sark y(S) irridiicibile in 1 ' ;  
di più, per un ragionainento clie ho esposto nltrove (12), A lecito wpporre 

('" 6. Sco~zs ,  Sopra  un teol-erna foitdarnentale della teoria delle cclgebre [G Reiidiconti 
della R. Accadeniia dei Lincei B, serie VI, vol. XX, pp. @-'721. 
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che y ( [ )  =- O sia anche 17equaeione minima di x  in A, por modo ohe sarii 

Pndichiamo con v ,  , ... , vs ,  6  elementi di E, tali che, insieme con i loro 
prodotti a due a due, a tre a tre, ... , ad r 1 ad r - i, costituiscano un 
aggregato di unith di E: natnralmente di codesti prodotti quelli distinti 
saranno 

z2 + a.. + 8- i, 

O, soltanto, 
6 + 1  6 - 1 - r - 2  ( 2 )+-.+( ï - i  ), 

secondo che E si suppone non commutativa O commutativa. 
Attesa l9invarian5a di E in A il prodotto xv ,  sarà al pari di  v, un ele- 

mento di E e quindi si avrh, indicando con le A dei numeri convenienti di i', 
1...S 1. ..S 1...S 

 WU^ = l i . j ~ , j  i- 2 ~ijxjs~j1~js + + . 2 . Aj =... j,-,vj, v,jV-, (i=l) , a ,  , ô). 
i jlj~ JI ...I,.-, 

Per s intero positivo qualsiasi poniamo 

11 A$' Il = Il Li , j  Ils; 
snrA. tralasciando di scrivere i termini che stanno certo in E2: 

ma dalla (25) si trae 

xVvi  -1- a , x ~ - ' 9 ~  + ... i- t ly- ,~vi  t a,wi = 0, 

dunque, per le (27), sarà 

Poichè le vi sono indipendenti dai termini di E2,  la (28) esiye che sia 

Per  procedere innanzi giova ora distinguere il caso in  cui E è commu- 
tativa da quel10 in cui non è tale. 
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12 Gr. Scoxza: Srde nlgebre ysezcdonzclle di ordine mnssimo 

Nella prima alternativa 6, qualunque siano i e Ic nella successione 
1) 2, ... , 8, 

= xVkvi; 

m$ per le (26)) tralasciando di scrivere i termini che stanno certo in E3, é 

Dalla (30) si deduce, supposto i f k. 

cosicchb, insomma, indicando con A un numero opportuno, sarà. 

Ma allora, per s intero positivo qualsiasi, è 

Cib significa che A è una radice del17equn5ione y([) = O, e allora, poiehé 
questa B irriducibile, deve essere necessariamente v = 1. 

Segue che [x] 6 un multiplo scalare del modulo [u] di  A - E; ma [x] è 

un qualsiasi elemento di d - E, dunque A - E è, come volevasi, di ordine 1. 
Supponiamo ora ehe E non sia commutativa e poniamo 

Sarà, tralasciando di  scrivere i termini che stanno certo in E3, 
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G. SPORZA: Sulle cclgebre pse~cdolzzclle di ordine mnssimo 13 

Di qua si trae che le (e cosi le y,,,) con i +  j sono tutte nulle, 
quindi é, per s intero positivo qualsiasi, 

( hik,  per i = k, "i=, 
per i + k, 

e la (29) dà, per i = 1, ... , 6 

Segue, come più sopra che é v = 1 e che A - E 13 del lo ordine. 

I l .  ~ossiamo rinssumere le osservaaioni fatte nei ni 8, 9 e 10 dicendo die:  
Se A è dotata di rnodulo e la sua segnatura è del tipo (p,), è necessa- 

riamente p, = 1, ossia A è a modulo primitive; che, se, poi, il corpo ne1 yuale 
A è data, è infinito O finito, secondo che taie è i l  suo sottocorpo fondu+nentale, 
A è la sowma (non diretta;) di E e dell'algebra del I o  ordine generutu dui 
suo modulo. 

ln. Supponiamo ora che la segnatura di A sin (p, , ... , p,), con t > 1. 
Allora sussiste per A un'eguaglianza del tipo (13) 

dove Hi é un'algebra con modulo di segnatura (pi), N <  E ed H, , ... , H, 
sono complementari in A .  

Se il modulo di Hi si indica con ui, si ha 

e gli automoduli ui sono a due a due mutuamente nullifici 
Per quanto precede, in ciascuno degli automoduli ui ,  gli elementi di E 

hanno O tutti un modulo, O tutti un nullifico; d'altronde, se in uno degli 
automoduli u i  essi hanno un modulo, in tutti gli altri hanno dei nullifici, 
dunque, giacché, per l'ipotesi quivi in discussione, in u hanno un modulo, 
essi avranno un modulo in uno degli u i ,  poniamo in u,  e dei nullifici 
in u2 ,  ..., u t .  

('3) hoc. cit. (7)) pp. 374-373. 
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14 G. SCORZA: Sztlle algebre pseudonztlle d i  ordirce mccssiwco 

Cib posto, basta ricordare che Hi è l'insieme degli elementi di A aventi 
per modulo ui e che un elemento è eccezionale per una qualsiasi delle Hi 
quando, e solo quando, sia tale per A, per concludere che E < Hi, che 
N = 0, che le algebre H , ,  ... , H, sono semplici e che dunque A è In somma 
diretta di H,  e dell' algebra semi-semplice 

Qui per Hl pu6 esser ripetuto naturalmente quanto nei ni 9, 10, 11 è 

stato detto per A ;  quindi è p ,  = 1 ed H,  B a modulo primitivo. Che se i' è 

infinito O finito, secondo che tale B il suo sottocorpo fondamentale7 Hl & 

semplicemente la  somma (non diretta) di E e dell'algebra del 10 ordine co- 
stituita dai multipli scalari di u,. 

13. Raccogliendo in un enunciato coinplessivo tutto quanto siamo venuti 
dicendo in questo paragrafo, si ha il seguente teorema: 

S e  A è un 'a lgebra  ne1 corpo nurnerico I' avente per sotto-algebra eccezio- 
ncrle un '  algebra pseudonulla E d' ordine wbassi??zo e indice > 2 : 

1 )  O A è pr iva  d i  ~riodulo ed al lora O coincide con E O è l a  s o n m a  
diretta d i  E e d i  un 'algebra s e d - s e ~ n p l i c e ;  

2) O A è dotata d i  modulo ed allora essa O è a modulo primitiuo O è 
s o w m a  diretta d i  u n a  tale algebra e d i  un 'algebra semi-semplice. 

Aggiungasi che, se r è in f in i to  O finito, secolzdo che tale è i l  suo  sotto- 
corpo fondamentale, ed A è a modulo  primitivo,  essa è a d d i r i t t u r a ' l a  somma 
( n o n  diretta) d i  E e dell'algebra costituita d a i  .irzzdtipli scnlnri del ~ ~ i o d u l o .  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Retti f i a  alla, Mernoria, : Stclle direzioî~i  di  Borel  di funxioni 

olonzorfe. ((( Aun. di Malt. O,  S. IV, t. XII, 1933, yy. 173-196). 

Nota cli VLADIMIRO BERNSTEIN (a Milano). 

I l  prof. W. SAXER mi ha fatto notare una evista in cui sono incorso 
nella Memoria citata ne1 titolo di questa Nota: ne1 valutare l'ordine di gran- 
dezza de117 espressione dell'ultima riga della pag. 185 [ciob nella dimostrazione 
della diseguaglianza 

mi sono servit0 della diseguagliansa (14) di pag. 181 ; orbene, ,tale diseg~ia- 
glianza è dimostrata solo per h fisso (oppure, cib che è 10 stesso, per 7% l i~ni-  
tato), mentre ne1 ragionamento citato i valori che s'i daànno ad h non sono 
limitati. Diinque, la  dimostrazione della (a) data nella Ueinoria non è soddi- 
sfacente, e l a  validità della diseguaglianza stessa rimane incerta. 

Siccome 10 stesso dubbio del prof. SAXER p i ~ b  legittiinamente venire ad 
ogni altro lettore, sarà utile chiarire corne stiano le cose. I n  primo luogo 
giova precisare che la ualidità dei teoremi I, II e III della Memoria (ai 
quali essa è consacrata) non dipende in nessun modo dalla validita O +neno 
della diseguaglianza (a). Infatti, se il lettore riprende la dimostrazione di 
quei teoremi (no 6 e segy. della Xemoria), eyli si accorgerà subito che tutti 
i richiami alla la parte del le~nma I [la cui dia~ostrazione dipende dalla (a)] 
possono senz'&ltro essere sostituiti da altrettanti richiami alla proposizione 
contenuta nelle righe 12-14 della pug. 185; e tale proposizionelè indepe~dente 
dalla (a), la quale non interviene poi in altro modo nella di+nostrazlione di cui 
ora yarlianzo. 

Cornunque, siccome la (a) interviene nella dimostrazione dellal ia parte 
del lernrna 1, e non è peraltro del tutto priva di interesse intriiiseco, credo 
utile darne qui una dimostraaione rigorosa. 

Dalla definizione degli ordiiii precisati (Memoria, pag. 173) si dediice 
subito che la funzione e ~ ( x )  B certo non decrescente per x abbastansa grande, 
e per esempio, per x/ X; 13 poi chiaro ohe si pub ammettere che si abbia 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



@i Z X  (notazioni del no 5 della &ternoria). Cib fatto, si ponga 

xpi4 = W(l0.g x) ; 
e ovvio che allora sarà 

Ora. integrando per parti, si ottiene 

Per la definizione degli ordini precisati, l'espressione rinchiusa fra le paren- 
tesi quadre tende al limite p - 1 quando U- 00. Pertanto, anmentando ove 
occorra il valore di X, si pub ammettere che, per u 2 X, il valore della pa- 
rentesi differisca per meno di o da p - l. La (c) dà dunque 

e da qui scende subito che 
x 

La (b) diventa pertanto 

Ora, il rapport0 [P+','r 6 inferiore a g2, dunpue esso è limitato da wna 

costante indipendente da r ;  pertanto basta applicare al secondo membro 
1 

della (d) le diseguaglianze (14) clella Nemoria con h = Sp+'/r ed cc = , per 2 
constatare che la (d) é equivalente alla (a), la quale risiilta cos1 dimostrata. 

(1) L' ultima diseguaglittnza si ottione ponendo k t  = u ne1 penultinio integrale. 
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Sull'eqiiazioiie biarmoiiica non liilenïe :L clue vnriabili 
indipenclenti in un' area geiierale se~riplicemeilte coiiiiessa. 

Mernoria di ALFREDO ROSENBLATT (Krakow - Polonia). 

1. I n  due Note recenti dei Comptes Rendus >> (') ho studiato 1' equazione 
biarmonica non lineare 

(1) AAu = F(x, y, u, u,, ... mua/)  

in  un cerchio K, di raggio R nonchè in un dominio D che si rappresenta 
sopra il cerchio. Ho supposto verificata una condizione yeneralizzata di 
LIPSCHITZ. Il dominio era sottoposto a qualche restrizione concernente 10 

della funzione analitica ~=o,(z,) che rappresenta il dorninio D del piano 
complesso z su1 cerchio KI cli centro O, ilel piano coinplesso z,. 

Ora vorrei mostrare che si pub anche ne1 caso di un dorninio arbi- 
trario ottenere un integrale u(x, y) dell'eyuazione (1) che si  annulla colla sua 

du 
derivata normale - su1 contorno C del dominio D. I l  procedimento è 10 

dn 
stesso delle approssimazioni successive del sig. E. PICARD, m a  il punto di 
partenza è un'epuazione integrale con un nucleo singolare. 

la funzione che rappresenta D su1 K,. Sia 

( l )  Sur l'application cEe lu méthode des approxiinatiom successiues de Jf. PYavrZ à 
l'étude de certuines éqtcations non linéaires d u  quatriéme ordve, p. 197, 1933; Sur l'équatiwz 
biharmonique à cleuz variables ,indépenda&es. Ibid., t. 198, 1934. 

Veggasi aiieho la rnia Nota: Sur les équatiom m-hamnoniques ~ogz li~zéaires c i  deux 
variables indépedumtes. Ibid., p. 198, 1934. 

Gli sviluppi dei risultati di queste Note saranno esposti in aluiiiii lavori di prossinia 
pubblicazione. 

Annali d i  Matemat ica .  Serie lV, 'Porno XIV. 3 
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18 A. ROSENBLATI: S u l E ' e q ~ ~ ~ ~ i o ~ e  biwmonicu non Ziutewre ch due vnriccbili 

la funzione inversa. Supponiamo che i l  contorno C di D sia format0 da una 
curva chiusa semplice di JORDAN, della quale D é il campo interno. Questa, 
curva 6 supposta dotata di una tangente t continua e delle proprieth con- 
cernenti le  derivate delle funzioni xjs), y(s), s arco di C. Queste proprietà 
sono tali che assicurano la continuità e limitazione delle derivate s" e e"' 

elf = witt(si), dlt = ~ , ~ ' y s J  

ne1 doniinio chiuso D + C. Si hanno dunque le disuguaglianze 

Denotiamo / wil(z,)  1 con H. 
Noi supponia~no che la funzione P sia una funzione continua degli ar-  

gomenti indicati ne1 dominio seguente: P(z, y) in D -+ C, e u colle de- 
rivate soddisfacenti alle disuguaglian~e 

d essendo il diametro di D. Sia N il modulo massimo di P in D. 
Noi supponiamo, di più, che la funzione F soddisfi corne funzione deyli 

argomenti z, y ad una condizione di LIPSCHITZ in tutto il doininio D -f C. 
Come funzione di u e delle derivate di u, P soddisfa per tntti i valori di 
questi argornenti dati dalle disugnaglianae (6) alla seguente condizione gelte. 

raliazata di Lipschitz 

nella quale Ai sono numeri positivi, e 6 è la  distanza PM del punto P(x, y) 
del contoimo C di D, Jl essendo uno dei punti di C prossimi a P. 

3. Sin P,(x,  , y,)  i l  punto del cerchio K, trasformato di P e sia 6, =Pin, 
la distanza di  Pl della circonferenza C, di K I ,  NI essendo il punto (O uno 
dei punti) pro8si1no a P l .  Si hanno allora le seguenti cliouguaglianze 

Sia %,(a , ,  3,)  la funzione trasformata della funzione u(x, g). hbbiamo 
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indipendenti in  z~n'rrren genemle sencplicewzente connessn 19 

e si ottiene la relnzione 

nella quale A' è 170peratore di LAPLACE nelle variabili LX,, y , .  
Per  il bi-operatore A A u  si ottiene 17espressione seguente 

nell'equazione segnente per la  fun. 
nella quale A.,' é il bi-operatore A,A,ui. 

L' equazione ( 1 )  si trasforma dnnquc 
zione u , ( x , ,  3,) 

(11) 
aAfui 2 log H P  

A2?ut - 2lK 7 4- 

4. Poniamo adesso 
(12) u ,  - u2H. 

Si ottiene l' equazione 

AtHX, Hz, + A'Hy, Hg, 'Hoxl  + H2y, ]  1 
C U *  1- - 4 

H H' 
-+ 4AfH' 

H" 

Introducendo k al posto di  log H otteniamo 1' equa~ione 

Ora si vede facilmente che, denotando con R e con I . l a  parte reale ed 
il coefficiente dell'imaginaria di S(z), si ha  
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Si ottiene cosi l'equazione seguente 

(13) A r u + 4 (  uz,,,,)R-8uz,,,Ii-4u,)SI"H3F=HY@. 

I n  un lavoro precedente (cfr. la seconda delle Note dei « C. R. » citate) 
ho applicato a questa equazione il ~rocedimento delle approssimazioni suc- 
cessive, scrivendo T(x,, y,,  u  ,,...) al  posto di 

e formando le approssimazioni successive 

O i u, , u, ) ... 
date dalle espressioni integrali 

Le serie ottenute erano convergenti solamente pei piccoli valori del pro- 
dotto 1 R"S(a) !. Ponendo dunque 

E 
(15) i 4 4  1 5 p, 

si doveva supporre E piccolo. Si pub prendere 

G, é la fiinzione di GREEN dell'equazione biarmonica data ilal LAURI- 
CELLA. I l  prof. T. LETI-CITITA ha già mostrato che solamente per le trasfor- 
mazioni lineari i l  bilaplaciano Ad gode della proprieth d'invarianza. 

5.  Adcsso il nostro punto di partenza sarh l'eyuaaione integrale 

Le derivazioni sono secondo 5 , )  "q,, che sono anche gli argomenti di 
R, I, S, u, ,  ecc., a destra. Scriveremo P, Pr a1 p s t o  delle coordinate x,, y, 
et 5 , )  y,  . Y3 è la  funzione 

Segue dalle relazioni che intercedono tra u e le sue derivate e tra u, e 
le sue derivate che U! socldisfa anche corne funzioiie di x , ,  y, ad iina con- 
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indipendenti i n  un'nren genernle sewzplicemente connessn 2 1 

diziono di LIPSCHITZ in uno dominio chiiiso interno al10 cerchio K , .  Come 
funzione di u, e delle derivate, iZî soddisfa ad una condizione generalizznta 
di  LIPSCHITE della forma analoga alla (7) 

Si possono determinare i numeri positivi Ai, i =O,  1, 2 in modo rhe 
la  disugu~giianza (7) abbia come conseguenza la disuguaglianza (19). Infatti 

basta chc i numeri A, abbiano i valori 

- S' F3y A" = A " ,  4- u, , + sa, P3(3a6 -t- 5y2) 
uB 7 

Dobbiamo anche determinare numeri positivi z, p, Lu tali che le dian- 

abbiano come conseguenza le disuguaglianze (6). Ho mostrato nei lavori citati 

che si possono prendere numeri z, L', L" soddisfacenti alle disuguaglianze 

d 
d o m  h B uguale a - R 

fi. Consideriamo allora l'equazione (17) che, introducendo i punti P, Pr 
al posto delle loro coordinate x.,, ?J, e c,, y , ,  scriveremo sotto la forma 
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22 A. ROSRNBLATT : Sull' eqwmione biarrnonica lzom linenre a due uarinbili 
- 

Supponiamo di avere stabilito l'esistenza di una funzione u , ( P )  continua 
colle derivate fino al secondo ordine e soddisfacente all' equazione (23). Questa 
funzione si mnulla evidentemente sulla circonferenza C , .  Di più, secondo 
HOLDER e DINI, le derivate seconde di u, soddisfano ad una condiaione di 
H ~ L D E R  con un esponente arbitrariamente vicino ad 1. 

Segue che i coefficienti di G ,  considerati corne funzioni di P t  soddisfano 
in ogni dominio chiuso interno al cerchio K, ad una condiaione di HOLDER 
con un esponente arbitrariamente vicino ad 1. Dunque u, possiede derivate 
continue fino al 40 ordine e soddisfa all'equazione differenziale (13). 

Trasformiamo adesso l'equazione diferenzia le  integrale (32) integrando 
per parti. Abbiamo le relazioni seguenti 

G, si annulla colle derivate prime su C,. Dunque abbiamo 

Si ha ancora 

G2u2s,I = (G&~,)E - ugn(G,I)c = - [u2(G21)& -+ uZ(G21)cT ,  
dunque 

L' equazione (23) si trasforma diinque nell' equazione seguente 

7. L'equazione (24) puo ancora trasformarsi. Si ha 
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inclipenclenti irt urt'ccrerc yerterrde sewy~licemede cormesscc TJ 

Otteniamo dunque l'equazione seguente 

Abbiamo un' quaaione integrale col nucleo singolare 

e colla funzione <( nota » 

Un integrale di questa equazione continua colle derivate fino al 20 or- 
dine soddisfa all' equazione differenziale (13). 

L' equazione integrale m o g e n e a  ottenuta dall' eyua~ione (28) annullando 
il secondo membro possiede l'unica solu~ione u,(P) r O. Infatti,, questa solu- 
zione soddisfa all'equazione differenziale (13) e si annulla colla derivata nor- 
male su C, . Dunque la  funzione %(a, y) corrispondente in D soddisfa all'equa- 
zione biarmonica A h  = O e si annulla su C colla derivata normale. Infatti, 
zc, e le derivate ua,,, mn essendo nulle, anche u e u,, u, si annullano su  C. 

du 
Reciprocamente da u = 0, - = O,. segue 

dn 

dunque u, = U, = 0. 

8. La singolarità dell'equltzione (28) è Eogaritn~iça. Possiamo dunque ri- 
solvere l'equazione integrale col procedimonto d i  FREDHOLM niodificato da 
HILBERT. Si formano le serie 
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24 A. ROSENBLATT : Sull'equazione binrnzorciccc non lirceare a dwe variubili 

e si costruisce il nucleo risolvente 

dove A(A; 6, t) 13 la. funzione 

Le 6, sono date dagli integrali h-pli 

e la A,(;) dagli integrali h-pli 

ds,  ... dsh . 

1 campi d'integrazione sono adesso il cerchio K, .  1 punti variabili sa- 
ranno denotati con P , ,  ... P h .  Abbiamo duilque per i l  nualeo K(P,  P') risol- 
vente 1' espressione seguente 

K(P, P') = K(P, P') - 

0, K(P, P,), ..- K ( P ,  Ph) 

nella quale si deve porre 1 - 1, 6(1) essendo =/= 1. 

e quindi 

(37 1 G,(P, Pf)W[P', u,(Pr)]dP' + 

(P, P')G,(Pt, P1)iIr[P", u,(P")]dPU. 
KI 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



indipendent2 in wz'aren generrde sevnplicemente connessn 20 

Dunqrie è 

1 
u,(P, = .- J'! G,(P, P'J +- K(P,  P")G2iPt: P1)dP" 1 Y[PrJ u2(P'l1dP1. 

an 1 
Ki J 

La formula (33) per i l  nucleo risolvente ci dN in conformit;2 

Questa formula sarà il nostro punto di partenza per le approssimazioni 
successive. Noi partiremo da una fun~ione U,~(X,, y,) che soddisfa colle de- 
rivate seconde continue alle disuguaglianze (21), e formeremo la  serie delle 
approssimazioni date dalle formole 

Le funaioni u,", n= 1, 2, ... soddisfano ad una condizione di H~LDER.  
Dunque le funaioni usn, n = 2, 3, ... soddisfanno alle equazioni differenziali 
ehe si ottengono dal17eq11a5ione (13) ponendo zc, = z ~ , ~  a destra e U, = u,*-' 
a sinistra. 

10. Per  dimostrare 1' esistenza delle funzioni u,", n = 1, 2, ... e la loro 
convergenaa verso una funzione u, limite, dobbiamo trasformare le espres- 
sioni (38), e per conseguenaa gli integrali che figurano in queste formole. 

Consideriamo dappriina 1' integrale 

dove le derivaaioni sono da  effettuarsi secondo r, q". R, I, S sono funzioni 
di Pu. 

lirtaali d i  Matematica, Serie I V ,  Tomo YIV. 4 
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26 A. R~SENBLATT: S.ullJeq.uu~iome binrmorcicu mon lineare a dzce vuriubili 

Abbiamo le relazioni 

Abbiamo anche 

G, e le sue derivate del primo ordine si annullano se P" è su Ci.  Ab- 
biamo dunque l a  formula 

Possiamo anche trasformare questa formula. Abbiamo 

Otteniamo cosi la formula importante 

I l .  Avremo ne1 seguito da considerare integrali della forma 

Trasformando seoondo la formula (42) si vede che si pub trasformare suc- 
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Consideriamo anche 1' integrale 

(45) ( P l ,  P2)K(P2, PJ ... K(PS-,  , Ps)K(Ps, P,)dP, ... dP,. 

Invertendo i simboli P i ,  P,, ... P,, si ottiene 

J = K(P,, P,-,)TK(P,-, , P+,) ... K(Po, P,)K(Pi, P,)dP, ... dP,, ! 
si ha dunque 

(46 1 ' J =  R(P? ,  P,) ... IiiP,, P,-,)Ti'(Y,, Ps)dP, .-. dP,. S 
Consideriamo adesso 1' integrale 

La funzione Y soddisfa corne fnnaione di P' solo ad una condizione di  
H ~ L D E R  in ogni dominio chiuso interno a Ci.  Supponiamo che essa soddisfi 
in TC, ad una disuguaglianaa della forma seguente 

6' essendo la distanza di P1(S,, qi) da Ci e p un numero positivo e tale che 
1 

si abbia O < p < - 
2 '  

Abbiamo mostrato nei lavori precedenti che I(1"') soddisfa alla disugua- 
glianza 

(48) ( I(  Pu) 1 5 B,MG"2-~ 

e le sue derivate alle disuguaglianze 

(401 1 I,, h ( ~ f f )  1 2 B , M V ~ ~ - P - ~ ,  j+k- - - i=l ,  2 

i Bi, i = 0. 1, 2 essendo numeri positivi che abbiaino calcolati. 
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28 A. ROSENBLATT: S t d l ' e q ~ a & o a e  binrntorticn n o a  Zilzecwe a d u e  va l lab i l i  

Supponiamo d'altra parte che W soddisfi alla disuguaglianza 

Qiiesto accade per la funzione W che figura nell'equaaione differenaiale (13) 
purchè u, e le sue derivate soddisfino alle disuguaglianze (21). I n  questo 
cas0 abbiamo le ulteriori disuguaglianze : 

dove Ci sono numeri positivi che abbiamo anche calcolati. 

12. Adesso considereremo gli integrali della forma 

che figiirnno anche nella formula (38). Abbiamo 

dove gli argomenti di G sono E', PM, e di R, 1, S 13 argomento Pr'. Integrando 
per parti otteniamo 

Gg5r,sRI(P") = ( G ~ E ~ , R I ( P " ) ) ~ ~ ~  - GzE,1(RI( P' '))Q~, 

- G2E,r(RI(P''))p, = - [G,(RI(P"))frr],rt + G,[RI(PU)]:rrr , 
G.>,llaRI(P") = (GB.,,~RI(P")),~~ - G%d,t(RI(I"')),Ir, 

- G.L,r,(RI(P"))v~~ =: - [G,(RI(P")),t'],tt -1- G,[RI(P1')],IIa , 
G2irlnrrII(P'') = [G2:,rII(P")lT,t - G2Str(II(P")),qrllr, 

- G2~r/(II( l"')),'r = - [G,(It (P"));Il],ol, 4 G2(II(P"))ir,.6r/. 

Abbiamo cos1 

GJP, P") 1 - 4(RI(p"))dtt~ 4- 4(RI(Pf')).,y,~ -t- 
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Siamo diinque giunti alla formula 

(55) J (P)  = GJP, P") U(P")d Pu, 

dove abbiamo posto 
S 

Ï = I( PU). 
Ricordando le disuguaglianze stabilite precedentemente, vediamo che ne1 

caso della disuguaglianza (47) per la  funzione Vr ai h a  la  disuguaglianza 

e ne1 caso della disuguaglianza (50) si ha la disuguaglianza 

Bof, Cot sono due costanti positive che si determinano facilniente. 
Segue che J ( I ' )  ne1 primo caso soddisfa adla disiiguaglianza 

perché nella disuguaglianza (57) si  pub mettere Pz-? al posto di R-?~"-P. 
Ne1 secondo caso abbiamo 

(60) 1 J (  P )  i 2 NC,,"R26', 
ô = R - a .  

13. La formula (38) si trasforma adesso nella formula segiiente 

Consideriamo i determinanti che figurano in  questa formula. Si ha una 
somma di prodotti di h t l  fattori. Ciascun prodotto contiene un K(P,  Pa).  
Questo K(P, P,) è moltiplicato per un elemento della cl + lma riga che pub 
essere G,(P,,  P"). Or bene questo eleinento é K( P,, P,), a + P. Questo ele- 
mento è moltiplicato per un K(PB,  Pr) della P + l m a  riga ecc. Si deve, pro- 
seguendo cosi, arrivare ad un elemento G,(P8, Pt'). Infatti, altrimenti si  
otterrebbe un K(P8, PT) tale che 6 sarebbe il primo numero uguale ad uno 
dei numeri precedenti cc, p, y,.. . Questo numero non piib essere a, poichh 
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30 A. R,OSENBLATF : Sud' eqzcazione biccrmonica mon, l inewe n due warinbili 

ne1 prodotto si avrebbero due elementi della u + 1 colonna, K ( P ,  P,) e K ( q ,  Ph'). 
Neinmeno pub essere F ugoale ad uno dei numeri P,... perche si avrebbe 
K(P,, P,), K ( P y ,  P,) ne1 prodotto. 

Dunque abbiamo prodotti del tipo 

Ora abbiamo visto che si ha 

Segue che il determinante 

pub esseie sostituito da1 determinante 

Possiaino dunque considerare al posto della serie (61) la serie 
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i.ndipetzde.nti ix m'urecc  generde  sentplicemente corcnesscc 31 

14. Risulta dalla formiila (26) che si ha la disugaaglianza 

kRz- 2 

1 K(P, P') 1 
F - P t  

nella quale k , O è un niiinero fisso e a è lin numero che soddisfa alle 
1 

disugurglianze O < a  < 4; a pub essere arbitrariamente piccolo; p, p' sono 

le distanae OP7 OP'. 
Consideria ino adesso gli integrdi 

Essi dipendono da u,. Segue dalle disiiguaglianae precedenti che si ha ne1 
caso della disuguaglianaa (47) la disuguaglianza 

e ne1 caso della disuguaglianea (50) la disuguaglianza 

Ma abbiamo le disuguaglianae 

1 
?, 

< h M j  dp" - - 
1 p i  - plf Ia(R - pU)i.= (pi - p " ) ~  1 P 

p =O O 

ZC 
e ponendo --- - - v si ha 

R - p i  

R 1 
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32 A. ROSENBLATT : Sull' eqzcnxione biccrmonicn non linenre a dwe vccriccbili 

Si ottiene dunque la disuguaglianza 

essendo B," un numero positivo fisso. 
Ne1 secondo caso della disuguaglianza (50) si  ha invece 

R R 

C 2 z R  dp" 1 2nR(R - p,)'-5 = PnR - (pl' . p,)i-a 1 = ---. 
J ~ P ~ ~ ~ , - ~ ~ ~ ~ =  J(p"-pi)s 1 - u  ?i 1 - a  ' 

Otteniamo pslrtanto la  disuguaglianza 

essendo Co" un numero positivo fisso. 

15. Adesso effettiwremmo nella formula (68) le integrazioni secondo Pu. 
Potremo allora scrivere la  formula 

Questa formula sarà il nostro punto di partenza per le approssimazioni 
successive che otterremo ne1 modo seguente: 
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I n  qiiesta formula abbianio posto 

Consideriaino adesso gli integrali h-pli clie figurano nella formula (76). 
Possiamo dividere con il sig. HILBERT il campo d'integrazione in h !  cainpi 
corrispondenti alle hl permuta~ioni degli indici 1, 2? ... h dei punti P, ... Ph. 
Dico che tutti questi integrali sono uguali. Irifatti consideriamo il campo 
definito dalle condiaioni 

Pi, > Pi, > ... > Pik. 

Possiamo effettuare la  trasposiaione dei punti P che ci dh la permuta- 
aione Pi,, Pi,, ... PiPi,. Possiamo trasporre le righe e le colonne del determi- 

nante d'ordine h 4- 1 mettendo al posto delle ïighe e colonne dei punti P l ,  
P,,  ... Ph quelle dei punti Pi ... Pih. Il determinante non cambia di valore; 

e poi si possono cambiare le notazioni. 
1 due numeri h !  ne1 denominatore e hl ne1 numeratore si elidono. Pos- 

siarno diinque supporre che le integrazioni sono da effettnarsi nell' ipotesi 

P , > Y , > . . . >  P,. 

16. Vogliamo adesso tnnggiorare con il sig. HILBERT i determinanti. Di- 
videremo la prima colonna per il numero B,"MR-r ne1 primo caso e per 

c,"NR~ ne1 caso secondo. Allora, in entrambi i casi, secondo le disugua- 
glianze (73), (74), gli elementi di yuesta colonna saranno in valore assoluto 

Moltiplichiaino ora le righe 2, 3, ... h t 1 per le espressioni seguenti 

Evidontemente tiitte queste esyressioni non sorpassa no RE. Dunqiie si 
vecle, attese le disugiiaglianze (69)' che tutti gli e l e~r~en t i  del deterruinante 

annal; d i  Yatarnat iaa ,  Serie IT. Tomo XIV. 6 
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Y4 A. ROSENBLATT: Sull'eyua~ione biarnzofiica non lineure a due vnriabili 

d7 ordiue h -+ 1 delle righe 2, ... h + 1 non sorpassano il numero 

~ R S L - ~ .  

Possiamo adesso sviluppare il determinante d'ordine h + 1 ed applicare 
il celebre teorema del Sig. HADAMARD per ottenere ie disuguaglianze seguenti 

h 1 
I B,"MR- l ~ ( k R ^ - ~ ) ~  \ h" 2 /I G(P, P,) 1 (p i  - pz)-^ [ + 

hl 1 
] ... 

(Pi  - p J a  (PI - ~ 3 1 %  

colla condinione Pi > P, > ... > Ph. 
Ne1 secondo caso si ha c,"GR' al posto di BOUAIR-P. 
L'integrale a destra nella formola (81) 6 una somma di 3h-1 integrali 

della forma seguente 

h-l 
La somma dei numeri cli,  Z a ,  A sempre uguale ad ah ed i numeri z, sono 

1 
uguali a O, a O 2a. 

17. Ora abbiamo secondo SCHWARZ , 

Consideriamo il secondo integrale e poniamo 

donde si ha inversamente 

? h 

(85) p i = L o l ,  p z = Z o ,  ,... p h = o h .  
1 2 

Abbiamo 
R 

o i > O ,  i = l ,  ... h, O < L o , = p i L I t .  
1 

Il secondo integrale sarll 
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i n d i p e n d e n f i  i r l  us' ares gesera le  semplicemente conn,essa 35 

Cf Introducendo Io nuove variabili Si = i = 1, ... h avremo R' 

O 

Ora l'integrale B ugiiale a 
h 

Otteniamo dunque la disuguaglianza 

Consideriamo adesso il primo integrale 

(891 J i -  1 -1 1 G,'(P' Pi) 1 dpi S.. dph, P , > p , >  ... > p h s  

Questo integrale sarà maggiorato dall'integrale ne1 quale Pi varia d a  O a R. 
Diinque si h a  

Oia abbiamo la  disuguaglianza 

(92) 

ed anche 

18. Dobbiamo allora maggiorare l'integrale 

(94) G,'(Y, Pi) / dl',. 
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Questo integrale va trasformato colla trasformazione, che abbiamo già, 
applicata, del cerchio Ki in sè stesso: 

o' ianm P,(j,) è trasfornlato ne1 punto P,'(l;[). Otteniamo allora la disiigua,l' 

dove a = OP, C O é un niimero noto. Dunqiie abbiamo la formula 

R 2 ~ i  
E'(R2 - a')' (R - pif)'  (R' - a2)j 

(97) I J,< I 5 ~j'P, 'dP,' /d% - - - 0 1 R' + el;: 1' 1 R2 .-i- l 4  
O O 

secoiido le formule da noi otteniite precedentemente. D'altra parte dobbianio 

Dividende in diie parti 0, a e a, R abbiamo 

Otteniamo cosi la disuguaglianaa 
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ifidipen den f i  41% uw,' aven gsw ernle senzp licemefite comtessa 37 

Si ottiene cos1 la disiiguaglianza 

I R .  Possiamo adesso scrivere le maggiorazioni degli integrali h-pli che 
figurano nella formula (76) e che abbiamo già maggiorato colle formule $311. 
Le maggiorazioni sono ne1 primo caso 

mentre ne1 secondo cas0 si  deve mettere Co"NR4 al posto di B,"MR-P. Ab- 
biamo dunque le n~aggiorazioni 

Aivh 
B,"'MR-P(R - a)' - 

"1-21) 

ne1 prinio caso, e ne1 secondo dobbiamo mettere C,~~NRW posto di B;"A~R-I~. 
Otteniamo infine le serie wmggioranti seguenti: 

ne1 primo C ~ O ;  e 

ne1 secondo caso. 
Risulta che l e  funzioni zc,", n = 1, 2, ... esistono tutte e sono contenute 

colle derivate entro i limiti dati dalle formule (21) purchè N soddisfi alle 
disuguaglianze segiienti 

(107) D,@R L* ) i =O, 1, 2. 

Abbiamo già calcolato il valore di Do che è uguale a 

Si pub evidentemente calcolare ne110 stesso modo i numeri D,, D, che 
sono tali da rendere 

( 109) I u2, i = < N Q R ~ R  - a)'-i, i=  1, 2. 
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20. Adesso formiamo le differenze v,", n = 2, 3, .... Ponendo 

M 
l W(Y,, Y, , ~ 2 ~ 9  ) - W(x,, y , ,  uzo, ...) 1 2 Wp) 

1 
O < p .< - si vede che le serie delle approssimazioni successive convergono 

2 
assolutamente ed miformemente purchè la  condiaione seguente sin soddisfatta. 
Denotiamo con E, il numero positivo 

Denotiamo anche con E , ,  i =  1, 2 i numeri analoghi, facilmente calcolabili, 
tali Che, valendo la (110), risulti 

(1 12) 2 
V2.i 1 M E i ( R  - 

Purche si abbia la disuguaglianza 

(113) A,E, 4.- 2 & ~ ,  + 3 & ~ ,  6 1 

la  serie delle funzioni vZn, n = 2, 3, ... converge assolutamente ed uniforme- 
mente, perche si h a  

(114) I ~ , i ~ - E . ê 2 - ~ - i ( À , ~ o + 2 A i E i + - 3 A z ~ , ) 7 ' - ~  87~ x = 2 , 3  ,.... 

21. Possiamo infine enunciare il teorema seguente: 
TEOREMA. - Esiste un integrale dell'equazione biarmonica non lineare 

ne1 dominio generale D limitato da iina curva C di JORDAN senza piinti doppi 
colla tangente continua. F soddisfa in D alle condizioni enunciate. u si an- 

d u  
nulla colla derivata normale - su C. Per ottenere u(x, y) si rappresenta D 

d n  
sopra il cercliio K, di raggio R ottenendo u,(x,, y,) = u(x, y). Poniamo 

dz H essendo il modulo della derivata - della funzione rappresentante D su K,. 
dz, 

Si ottiene la  funaione u,(x,, y,) colle approssimazioni successive 

(38) G,(P, P') + K(P,  P")G,(PU, P1)dP" 

KI Kt 1 
. Vr[Pt, u,"-'(Pr), ...] dP1, n = 1, 2, ... 

partendo da una funzione u," che soddisfa alle disuguaglianze date. G, é la 
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,ittdipendenti in m'cweu gemerccle sencplicenzente connessa 39 
-- 

funzione di GREEN biarinoiiica pel cerchio Ti ,  . W B l a  funzione H3F(x,  y, u, , ...) 
corne funzione di xi,  y , ,  u,, ... K(P, P") 15 il wucleo risolvente del nucleo 
K(P, P") dato dalla formula 

5, 7 essendo le coordinate di  Pu. 
Poniamo 

(79) 1"--'(Pu) = G,(P"! P1)WIP', u,"-'(P')]dP1, S n = 1, 2, ... 

Allora si ha 

1 cn-i(P,), O, ... K(Ph,  P,) 
. . . . . . . . .  . . .  . . C .  

Cn-'(Ph), K(P, , Ph), ... O 

6(1) è il determinante di  FREDHOLM ne1 caso singolare per A = 1 : 

dove i 6, sono dati dalle formole (33). 
La serie delle u-" esiste e converge assolutamente ed uniformemente 

colle serie derivate di primo ordine in K, + Cl e colle serie derivnte di se- 
condo ordine in un dominio arbitrario chiuso interiore a c,. Le condizioni 
di esistenza e di convergenaa sono le (107) e (113). Queste condizioni saranno 
certamente verificate, se N e A , ,  A , ,  A, saranno abbastanza piccoli pei 
valori fissi di L, L', L". 

La funnione Sta) pub essere arbitraria ed influisce solamente sui valori 
di N, AA,, A , ,  A , .  

La funzione limite u,(x , ,  y,) soddisfa all'equaaione differenziale (13) e 
ci da la funzione u(x, y) richiesta ne1 dominio D, nulla colla derivata nor- 

male su C. 
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Fuiiziolii di Bessel del campo polixrriiouico. 

Memoiia di VIILGILTO GIULOTTO (a Bergamo). 

Suiito. - Seguendo l a  v i a  tracciata da  HEINE per passare dalle ordinarie fum4oni sfwiche 
alle ordimarie fimaiotzi d i  UIOSSEI, s i  cleducono, dalle f u n a i m i  sferiche poliarino~ticke,  
nuove funzioni alle quali  s i  d à  l a  rlenowzinuzioue di fulrzioni poliarmoniche d i  BESSEL 
e d i  esse s i  ri levano parecchie proprietà differenziali, integral6 e ricorrenti. 

Nel 1732 DANIELE BERNOULLI ( '),  studiando le condizioni necessarie perchè 
una catena pesante, omogenea, sospesa per un estremo compia oscilla~ioni 
periodiche infinitesime, trova che il rapporto fra 10 spostamento di un punto 
generico la cui distanza sia x dall' estremo libero e la  lungheeea 1 della catena 
6 dato, esprimendomi con l'odierno linguaggio scientifico, dalla funzione cilin- 

drica d70rdine eero avente per variabile 2 , purchb n sia tale da annullare il: 
la, funzione cilindrica d'ordine zero avente per variabile 2 -. V I  

I n  una successiva Memoria del10 stesso BERNOULLI (') la  accennata 
funzione che dà il rapporto fra 10 spostamento del punto e la  lunghezaa 
della catena B dedotta da un'equazione differenaiale che, con sostitueione 
della variabile, si riconduce all' ordinalria equaeione caratteristica della fun- 
zione cilindrica d'ordine zero. 

Alla stessa equazione perviene LEONARDO EULERO (>) in una nota in- 
serita ne110 stesso tom0 dei Commentari contenente la seconda Memoria del 
Bernoulli studiando, con metodo diverso, 10 stesso argomento. 

Il Bernoulli nelle sopracitate due Memorie e L. EULER (3 anche in suc- 

(') I). BEI~NOULJJ, Theoremata de oscillationibus ..., x. Commentarii Academiae Scien- 
tiaruin Impeiialis Petropolilanae a (anni 1738-33, t. 6, pag. 108-123). 

(7 D. BERNOULLI, Demonstrationes theorematuîn de oscillatiowibus ..., << Comm. ~ c a d .  Sc. 
Imp. Petropolitanae D (anni 1734-35, t. 7, pag. 162-179). 

( 3 )  L. EULERO, De m i n i m i s  oscillationibus corporum t a m  r ig idorum q u a m  fiexibilium, 
Coinm. Acad. Petrop. 2 ,  anni 1KX-35, t. 7, pag. 99. 

(4) I1. EULER, De oscillationibus min imi s  funis libere suspensi. De perturbataone motus  
chordarum ab aerurn pondere oriuncla, (< Acta Acad. Sc. Imp. Petropolitanae u (anno 1781, 
t. 5, p. 157, y.  1781. 

Annala di  Maternatica, Serie IV. Toino X1V. 6 
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42 V. GIULOTTO: Fulû~iomi d i  Besse l  del  c a m p o  p o l i a r m o n i c o  

cessive, studiano le proprieth degli integrali di detta equazione differenziale, 
della quale Enlero determina l'integrale completo, introdncendo cosi nel- 
l'analisi la fanzione cilindrica d'indice zero e di seconda specie. 

Ne1 1822 la funzione cilinclrica d' indice zero si presenta a 5.-B. J. FOUR~ER (') 
che stndia la distribusione della temperatura al tempo t in un cilindro cir- 
colare solido infinitamente lungo abbandonato a sb stesso in un ambiente 
mantenuto a zero gradi riscaldato in moclo che la  temperatura, iti ogni pnnto 
dell'interno, dipenda solamente dalla distanza del punto stesso clall'asse del 
cilindro. Due anni piii tardi il BESSEL ( 6 )  é condotto al10 studio drlle fun- 
zioni cilindriche d'indice tz effettuanclo 10 sviluppo in serie delle coordinate 
di un pianeta. 

Dopo Bessel le  funzioni cilindriche forrnano oggrtto di namerosissiiiii 
studi da  parte di  matematici insigni e prendono cornunemente nome da questo 
illustre astronomo. 

La precedenza di Fourier rispetto a Bessel fu fatta notare da HEINE (') 
ne1 1868, ma fu merito del prof. G. A. MAGGI (s), da1 quale ricavai i prece- 
denti dati storiei, d'aver messo in evidenza, ne1 1879, la  precedenza su tutti 
di Daniele Bernoulli. 

Le funzioni cilindriche O di Bessel trovano applicazioiie in vari problemi 
di fisica-matematica e più specialrnente in quelli riguardanti il inoviinento 
del pendolo di lunghezza variabile, la propugazioiie del calore, ln diffrasione 
della luce, la propagazione delle correnti oscillanti lungo fili conduttori, e 
inoltre nelle moderne ricerelie di ineccanica ondu1atori;i e in aeroclinamica. 
I n  meccanica celeste poi sono la base degli sviliippi in serie delle coordinate 
di un pianeta ne1 moto ellittico. 

Problemi di  fisica-rnatematica relativi al cilindro (al disco) ellittico e 
parabolico conducono, verso i l  1880, al10 studio delle funzioni del cilindro 
ellittico e del cilindro para,bolico. Fra  i mateinatici che si occuparono delle 
prime fun~ioni  vanno ricordati in modo speciale: H. E. HEINE (9, F. LIN- 

J.-B. J .  FOURIER,  Thdorie awxl@yz~e de l a  clzaleur, Paris 1833, p. 369. O~iivres 
publiées par les soins de M G. Ua~i io~ ix ,  t. 1, Paris 1888, p. 3 3 .  

(6) F.  W .  BESSEL,  Untersuchztny des Tlzeils der pla~zetavisshen S tomnyen ,  welchev a u s  
der Beruegztng der Sonne entsteht, c A4bhandlurigen dei. Berl. Akad. der Wissensühaft, math. 
klasse (1816-17), p. 49; id. (1824), p. 1. 

( 7 )  E. H E I N E ,  Ueber die Fourier-Bessel'sche Function, Crelle t. 69 
G. A. MAMI, Su l la  storia delle fuwion i  cili~trlriche. Atti Reale Aüü. dei Iiincei B, 

Serie III, 1879-80, t. IV. 
( 9 )  H.  E. H E I N E ,  Handbuch der Kuyelfunctionen, 2" eil. 1, p. 401; 2. p. 20% 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



V. GIULOTTO: Fun~ioni d i  Bessel del campo polinrmowico 43 

DEMANN ('O), E. SAERCHINGER ("), E. HAENTECHEL ("); fra coloro che s i  occu- 
parono dello studio delle seconde, K. BAER (':'), E. HAENTZCHEL (14), E. T. 
N T ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~  ( 1 5 ) ,  G. N. TYA'PGON (IB), RI. BOCHER ( 1 7 ) .  

Ne1 1 9 1 5  da P. APPELL ( I s )  sono studiate funzioni di Bessel a più va- 
riabili che, corne egli dimostra, trovano applicazione nell'inversione di un 

'l! 

integrale della forma e nella risoluzione di problerni di meccanica 

-1 

nei quali interviene 17equ;izione di Képler generalizzata. La  teoria d i  tali 
funzioni B in segaito svilnppatn da J. P ~ R ~ s  ('"), da JEKHOWSKI ("'1 e da 
Ji. AKIMOPF (") che, ne1 1926, iinpiega i risultati otteiiuti per 10 sviluppo in 
serie trigonoinetriche di  funzioni condizionalmente periodiche. 

Ne1 1920 da P. HUMBERT (") sono introdotte per la prima volta nel- 
l7 analisi le funzioni ipercilindriche che, rispetto alle funaioni ttrmoniche dello 
spaaio a un numero qualunque di dimensioni, hanno rapporti analoghi a 
giielli delle note fun~ioni  di Bessel rispetto alle funzioni arnioniche dello 
spaqio ordinario. La loro teoria & sviluppata in successive Xemorie dello 
stesso Humbert e in una nota d i  M .  J. KAAIPI? DE FÉRIET (?''). 

( 'O)  F. LINDEMANN, « Methcm. Annalcn >>, 22 (1883), p. 117. 
( 4 ' )  E. SAERUEINGER, (< Programme Chemnitz n, 1894. 
(in) E. HAENTZSCHEL, « Programnie Dnisburg s, 1886. 
('3) K. BAER, « Programme Küstrin B, 1883. 
( '4) E. HAENTZSUIIEL, « Zeitschrift. Math. Phyu. *, 33 (1H88), p. 22. 
( ' 5 )  E. !P. WHITTAKER: « Proceecling London math. Soc. », (l), 35 (1902-H), p. 417. 
('0) G. N. WATSON, Idem (2), 8 (1910), p. 393. 
(17) M. ROCIIER, Ueber die Reihenentwickelung der Potentialtheorie eec., L c i p ~ i g  1894, 

p. 103. 
('8) P. APPELL, Sur l'inversion aprochée de certai~zes iiitég3.ales reelles et sur l'extension 

de l'équation de Képler et cles fonctio+zs de Bessel (« Comptes Rendus », t. 160, 1916, p. 419). 
(1" J. PÉaÈs, Sur les folzctions de Fourier-Bessel à plusieurs variubles, ( c  Comptes 

Rendus a,  t. 161, 1915, p. 168). 
("1 JEKEKROWSKI, S'ur les fonctions de Bessel à piusieurs variables, (u Comptes Rendus », 

t. 1@2, 1916, p. 318; t. 164, 1917, p 519; « Boulletin des Sciences math. D, t. XLI. 1917, 
p. 58; << Billletin astronomique ., t. XXXlV) .  Sur les fonctiom de Bessel à deux variables, 
(* Comptes Rendus ., t. CLXXII, 1921, p. 1331). 

(") M. AKIMO~F,  u Comptes Rendns B, t. 163, 1916, p. 26; t. 165, 1917, pp- 23 e 1100; 
t. 17, 1924, p. 435; t. 1S3, IY26, p. 333; Th6se (piibbl. in  russo), 1922. 

( 2 ' )  P. HUMBERT, Sur les fonctions hypercyl$ndriques, (=  Comptes Rendils D, t. 171, 1920, 
p. 490). Les folzctions hypercylindriques dans l'espace à n + 2 dimensions, ( 3  Comptes Ren- 
dus  =+, t. 171, 1920, p. 537). The Confluent hypergeometric Functions of two variables, ( e  Proc- 
cediiigs of the Royal Society of Edimbnrgh ., v. 41, Paris  1, n. 9, 1921). 

(23) M. J. KA~IPÉ DE F~ILIET, SUI' les fonctions hypercylindriques, ( c  Comptes Rendus B, 
t. CLXXII ,  1921, p. 1464). 
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Oltre a queste iinportanti generalizzazioni, altre ne furono escogitate, in 
tempi recenti, da E. ROTEE, da J. COULOMB e da alcuni matemntici inglesi 
che condussero a funzioni che conservano ora l 'una ora l 'altra proprietà 
delle ordinarie funzioni cilindriche. 

Nella presente Nemoria studio una nuova generalizzazione che non ha 
collegamenti con le ricerche alle quali ho accennato. 

Sono noti i tentativi per gettare, corne dice Heine, un ponte di passagyio 
tra le funzioni sferiche e le funzioni cilindriche. Neritano, s questo riguardo, 
di eesere particolarmente ricordati il trattato di C. N E U ~ ~ A N N  ("), edito 
ne1 1867, ne1 quale la teoria delle funzioni di Bessel é svoltd in analogia 
con la teorica, delle funzioni sferiche e una Memoria di G. MEHLER ("5) in 
cui egli dimostra che la  fonzione d i  Bessel d'indice zero é il limite, per 

0 
n =  oc, dell'ordiiiaria funzione di Legendre di argomento -. I l  risultato 

12 

piu notevole in queste ricerche è raggiunto da HEINE (26) che ricava l'equa- 
zione differenziale cnratteristiea delle fwnziorii di Bessel d'indice n dall'equa- 
zione differenziale della funaione sferica aggiunta del10 stesso ordine e di 

0 
argomento - passando al limite per l z  = + W. 

n 
La generalizaazione delle funzioni di Bessel, clie fornia oggetto della 

presente Nemoria, si riallaccia ai miei precdent i  studi sulle funzioni sfe- 
riche poliarnioniche (?:) in quanto 1' equazione differenziale caratteristien di 
queste nuove funzioni, che chianierb funzioni cilindriche O di Bessel del 
campo poliarmonico d7 indice n e d'ordine q: e che indicherb col simbolo 
J,,q(r) O semplicemente col simbolo J,," é ottenuta estendendo al più vasto 
dominio i l  procedimento soprainclicato seguito da Heine ne1 dominio sempli- 
c ~ m e n t e  armonico. 

Sviluppando in serie secondo le potense di z la funzione 

(E base dei logaritini neperiani) che per q: = 1 si riduce alla nota genera- 

(24) C .  NAUDIANN, Theovie der Bessel'schen fuilctionen ein analogon ..., (Lr ip~ ig -G.  B. 
'Peubner, 1867). 

(45) G. MEHLER, J. reine angew. Math., 68 (1868), p. 140. 
('=) E. HEINE, Hatldbuch der Kugelfutzctio~zen, 1, pp. 216 e 2'33. 
(P7) V. GICI-OTTO, Sopva una nuoca estensiom delle funziowi sferiche di Legendre, 

n Rendiconti del Circolo Natematico d i  Palerrno R, t. XVII, 1903, p. 1-43; V. GIULOTTO, 
Fun~ioni  ipersferiche poliavmoniehe a due variabili, Annali d i  Blatematicn ., Serie IV, t. 1 
(1923-84), pp. 219-210. 
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Y. GIULOTTO : R~nzioni di Bessel del campo polinrmonico 45 

trice che dà luogo al10 sviluppo da1 quale presr le mosse O. SCLOMICH ('R) 
per 10 studio delle ordinarie funzioni di Bessel, ottengo come coefficiente 
di an-(Q-')  (con lit limitazione n, > q - 1 che in seguito viene tolta), una 
funzione trascendente che indico col siinbolo J,,Q(r) la quale, per q -- 1, si 
identifica con la nota funzione cilindrica del campo semplicemente armonico. 
Tale funzione soddisfa a numerose relazioni ricorrenti che legano le J,,q di 
ordine uguale, ma di diverso indice e ad una equazione differenziale del 
secondo ordine. Tale equazione ottengo anche con passaggio al limite per 
n = + oc, dalla equazione caratteristica delle funzioni sferiche aggiunto 
q-arinoniche, da me studiate nella Memoria pubblicata ne1 1924, d'ordine n 

0 
e d'argornento - e cib giustifica la denominazione di funzioni di Bessel del 

n 
campo poliarmonico datn alla J,"x). Cercando Ia soluzione generale di detta 
equazione differenziale trovo, come integrali particolari, la  J,,q(x) e una 
niiova funzione (della, y u d e  stabilisco in seguito due interessanti relazioni 
ricorrenti) che per analogia con la teorica delle ordinarie funzioni di Bessel 
chiamo funzione ausiliaria e rappresento col simbolo lilr,,q(x). Tolta la limi- 
tazione di n intero, determino quindi alcune interessanti espressioni della 
J,q(x) per mezzo di integrali definiti e fra esse quella che estende al campo 
poliarmonico la  definizione datn da Bessel nella Mernoria già citata per le 
ordinarie J,,'. 

Partendo da essa ritrovo l'equazione differenziale caratteristica delle J,Q 
e, con procedimento giti, seguito in una mia nota riguardante le ordinarie 
funzioni cilindriche ( '9) ,  risalgo dalle relazioni ricorrenti precedentemente sta- 
bilite alla funzione generatrice. 

Considerazioni sulla nccennata formula di definizione di Bessel estesa 
al campo poIiarmonico mi conducono a determinare alcune relazioni ricor- 
renti fra J,,q di uguale indice, ma di diverso ordine, relazioni che fanno 
riscontro a quelle precedentemente stabilite: partendo da esse deduco nuo- 
vamente l'equazione differenziale caratteristica delle funzioni poliarmoniche 
di Bessel e determino una nuova funaione di x e di z che sviluppata in 
serie (supposto q variabile da - cc e 3- boJ dà, ne1 coefficiente di zQ-', la 

funzione J,,q con la limitazione q 2 n + 1 limitaaione che in seguito è tolta 
in quanto si pub dare un significato alle J,q con armonicità nulla O negativa. 

(2s) O. SCHLOMII,CH, Ueber (lie Bessel'che Futaction, a Zeitschiift für Jlath. und Phyüik n, 
II. Jahïgang, p. 137 (1857). 

('9) V. G-IIJLOTTO, Sopra zcn sistema di 9-elaziorbi ricorrenti al quale soddisfano le fuw 
zioizi cilirulriche, ( u  Boll. Un. Mat. Italiana 0 ?  Anno XIV, n. 1, Pebbr. 1935). 
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Infine, estese al più vasto doiniriio alcune fra le più note relazioni della teoria 
delle ordinarie funaioni di Bessel, generalizzo la formida di addizione e 
studio brevemente i punti zero della funzione J , ,Q(x) .  

L'irnportanza sempre maggiore che va assumendo la teoria delle ordi- 
narie funzioni cilindriche e la  perfetta analogia tra le funzioni qui studiate 
e le classiche trascendenti di Bessel, mi fanno ritenere possa non esscre 
priva di qualche interesse la  generalizzazione, condotta a un termine relative, 
che forma oggetto del presente lavoro. 

5 1. Consideriaino la fnnzione : 

nella quale E indica l a  base dei logaritmi neperiani, x c z due quantitl qua- 
lunque, reali O imrnaginarie, q un nuinero intero positivo. 

Essa, per p = 1, si  riduce alla nota fun~ione  generatrice delle ordinarie 
x 

trascendenti di BESSEL. La fuimione E" 6 sviluppabile in swie convtbrg~ntr 
x 

X 
secondo le potcnze di Tz: ed E - ~ '  & sviluppabile in seric conveigentc se- 

2 
x 

condo le potenze di - - eccettuato il caso di mod z = 0 per ciii si avrA: 
22 

Poniamo ora : 
a - p = n - ( q - 1 )  

e indichiaino con J,,Q(x), O più semplicemente con J,,Q (n indice, (r ordine 
della funaione), il coefficiente di z ? ~ - [ Q - ' ) .  Sarh: 

D'&a parte si ha pure: 
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Nettiaino in evidenza il fatto che la  (3) B valida per n 2 q - 1 e la (3) 
per n < q  - 1, poilendo nella (2) n = y -  1 + s  e nella (3) n= y -  1 - s  
con s intero e positivo. Si ricavn da1 confronto delle espressioni cos1 ottenute: 

Qiiestii relazione vonferisce un significato alle J, ,Q con indice intero non 
maggiore di y  - 1 e qnindi anche con indice negativo e permette di limitare 
lo stiidio alle J, ,Q con 9% ;z y  - 1. 

La (4) pub ossere verificiitn nrl segnente modo: 
Scriviimo per estoso Io aviliippo : 

1 
Cambiando z in -- la P non cambiü, per cui si avrà: 

2 

e diil confronto delle (6) e (7) si deduce di nuovo la (4). 
La (2) puh scriversi più distesamente cos1 : 

Facilmente si  dimostra la convergenza della serie a secondo memhro 
poichè, se consideriamo due termini consecutivi di essa a partire da u,,, e 
cioB (- l)%, e (- l ) ~ + î u p + ,  , si ha la relazione: 

nella quale, essendo n y y - 1 ,  il denominatore 6 positivo e i l  rapporto tende 
a zero col crescere indefinito di p. Fissato q, la convergenza sarh tanto piii 
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rapida qiianto più z sarà piccola ed n grande. Se x sarà considerata come 
una piccola quantità del primo ordine, J,,4 sarà dell'ordine n. 

Ne1 cas0 particoiare di n = q - 1 la (8) diventa: 

La trascendente J, ,Q,  definita per ora ne1 caso di n qualunque purch6 
intero,. che per q = 1 si ridiice alla ordinaria funaione di Bessel, sarh in 
segnito indicata con la denominazione di fiinaione di Bessel d'indice n e 
d'ordine q O, per ragioni che vedremo ne1 terzo paragrafo, con la denonii- 
nazione di funsione di Bessel ne1 campo poliarmonico. 

La (8), ne1 caso di q = 1, co~titiiisce per J. H. GRAF et1 E. GUBLER (') 
il punto di partenza per 10 sviluppo della teoria delle ordinnrie funzioni 
cilindriche. 

5 2. Fra le J,,Q del10 stesso ordine, ma di vario indice, sussistono rela- 
zioni ricorrenti notevoli. 

Riprendiamo la  (2) del precedente paragrafo : 

deduciamo : 

e da essa, cambiando s in s + 1 nella seconda sommatoria, si ricava: 

Questa relazione ricorrente è particolarmente interessante perche è indipen- 
dente dall'ordine di arrnonicità del campo. 

Dalla (5) del precedente paragrafo derivando rispetto ad x e sostituendo 
all' espressione del primo membro quella del secondo, si ottiene : 

(') J. H. G I ~ A Y  e E .  GUELER, Einleituny in die .Theode der Hesselsehelz l h ~ k t i n n e n ,  
1, Berne 1898; 2, Berne 1900. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



V. GIULOTTO : Ftbt~~iomi di Bessel del cccn%po polinrnzomico 49 

e uguagliando in questa relazione i coefficienti di ~ " - q + '  si ha:  

Tale espressione si pu0 ricavare direttamente dalla (1) del presente pa. 
ragrafo 

avendo posto nell' ultima sommatoria s = r + 1. Da quest' ultima uguaglianza, 
per la (1)' segue sena'altro la (3). 

Eliminando Jz+i fra l a  ( Y )  e la (3) si ottiene: 

dJnP si ha : similmente eliminando fra la (2) e la  (3) -- 
dx 

Dalla (3)' derivando rispetto ad x, si ricava: 

e tenendo presente la (3) si  ottiene: 

Qnest'ultima relazione ci sarà utile in seguito per la  determinazione 
dell'equaaione differen~iale cui soddisfa la J,,Q. 

Deriviamo la (5) del precedente paragrafo rispetto a z ricordando la 
formula di definizione della F e sostituiamo, in detta derivata, all'espressione 

Annali d i  Maternatica, Serie I F ,  Tomo XIV. 7 
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del primo rnembro, quella del secondo; otteniamo: 

Uguagliando i coefficienti di e'+q si perviene alla rehaione : 

(7) 
x 

(la - q + I)J,,'==Z [JL +J.+1] 

identica alla (5). 
Per  l a  determinazione dell'eqiiazione clifferenziale alla quale soddixfii 

la J,,Q cambiamo successivainente nella (7) îz  in n + 1 e in 12 - 1 ; soinmaido 
membro a membro le rtllazioni cosi otteiiute abbiamo: 

Per la (7) e per la (3) quest7 altima relazione diventa: 

Moltiplicata la (6) per -2x risolviainola rispetto nl17ultin10 termine a se- 

condo membro e sostituiaino ne1 risultato alla clifferenza J*-t - J i ,  t il valore 
fornito dalla (3); si otterrh: 

Sostituendo nella (8) e ordinando opportunamente si giunge 
equazione differenziale : 

dV,,q 3 - 2q dJ,,q w(n - 2q -t- 2) 
dx" + x: da3 1 J>#P = O 

X" 

valida per ogni valore intero di  n. 

Ej 3. L'interesse delle funzioni di ciii l a  (9). coine vedrerno, é l'equazione 
caratteristica, sta specialniente in questo che la (9) si detluce dalle funzioni 
sferiche del campo q-armonico coine l'eynazione caratteristica delle ordinarie 
funzioni di Bessel si deduce dalle funzioni sferiche ordinarie. 
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-- - 

I n  due mie precedenti Memorie (') mi sono occupato del10 studio delle 
funzioni sferiche poliarinoniche, che ho definite come funzioni razionali, in- 
tere, omogenee di grado n, soddisfacenti all'equazione di Laplace reiterata q 
volte in cui le variabili siano coordinate di un punto generico della sfera di  
raggio uno e centro nell'origine e quincli legate dalla relaaione: 

Nella Meinoria pubblicata ne1 1924 determino. n ~ l  primo paragrafo, per 
ogni valore di î2, 2n I 1 fiuizioni sferiche q-armoniche linearmeiite indipen- 
drnti che coiisidero come l'estensione, ne1 campo poliarinonico, delle ordinarie 
fuuzioni sferiche fondarnenhali. Tali funzioni sono: 

(2) COS tnSPZ,,; sen H Z S P : , ~  ( m  =O, 1, 2 ... 9%). 

I n  esse + rappresenta la  longitudine del punto variabile sulla sfera ri- 
spetto a l  piano xy e P,,,, ,  13 definita, per ogni valore di  wz da zero ad n 
(gli estremi inclusi), dalla relazione: 

intendendosi che la derivata d'ordine xero rappresenti la  funzione X,,Q(x).  
Tale funzione X,,'J(x), della quale nella Memoria pubblicata ne1 1903 do nu- 
merose espressioni analitiche, è l' unica f unzione sferica poliarmonica dipen- 
dente dalla sola variabile x che rappresenta i l  coseno della colatitudine del 
punto mobile sulla sfera r i~pe t to  al polo determinato dall'interseaione della 
sfera stessa con l'asse delle ascisse. 

Le P,,, , definite dalla (3) sono la generalizzazione delle note funzioni ag- 
giunte studiate da HEINE ("). L'equazione differenziale caratteristica di esse, 
come abbiamo in detta Memoria dimostrato al paragrafo secondo, è la seguente: 

d2s tn(m - 2q + 2 )  
- + (3 - 2q) cotg. C) n(n -- 2q i- 3) - 4 ,,z 1 a =o. 

senz 0 

6 
Cambiato ora 0 in - si ha:  

n 

(') Y. GIULOTTO, Sopra ttna nuova es te~~siofze  delle futzzioni sfel-iche d i  Legendre, 
Rend. Circolo Mat. d i  Palerino >, t. XVlI  (1903), pp. 1-43; Fu~zzioni sferichepoliarmojziche 

a &ce vaviabil i ,  c Anriali Mat. a ,  Sciie IV, t. 1 (1952.3-24), pp. 219-240. 
( 2 )  E .  H E I N E .  H m ~ d b ~ c c h  (lei hugel f icnct io~~en,  1 Theil (p. 216 e p. 233). 
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0 
Moltiplicato il primo membro per si ha 1' equazione: 

n- 

0 
- un(m - 2q + 2) 

d'z 
Q2 2 + ( 3 - 2 q ) - - -  

do 
0 - 

n 0 a0 n 0 
= 

sen - 0 sen' - 
9% n 

e passando al limite per n = ao si ottiene: 

Questa 
grafo ed B 
1' equazione 

equaaione differenziale coiucide con la (9) del prec,edente para- 
stata ottenuta con 10 stesso procediinento col quale Heine dal- 
differenziale delle ordinarie aggiunte ricava 1' equazione caratte- 

ristica delle funzioni di  Bessel. Resterà cos1 giustificata, dopo le ricerche del 
seguente paragrafo, la  denominazione di funzione d i .  Bessel del campo poliar- 
monico data alla J,,4(x). E poichh ne1 caso di m = 0 la  (4) coincide con 
1' equazione differenziale caratteristica delle X,,Q(cos 0) avremo la  relazione: 

che estende al campo poliarmonico l'interessante formula di NEHLER ("1. 

§ 4. Ci  proponiamo di trovare l a  soluzione generale dell'equazione dif- 
ferenziale (9) del paragrafo secondo. 

Indicato i l  primo membro con W(y) e sostituito per un moment0 v a 
2q - 2,  si ha:  

(1) 
de?4 d?4 W(y) = xP - + (1 + v)x - + [x' - n(n + v)]y. 
dxz dx 

I n  accordo con la  teoria generale delle equazioni differenziali lineari 
cerchiamo di soddisfare alla equazione ehe si ottiene uguagliando a zero 
la (1) con la:  

m 

(2) y = x - ~ - ~  2 (a, + bS 1g x)xS. 
s=o 

Essendo z una funzione di x poniamo in generale: 

(S) G. &HLF,R, J. reine angelu. Math., 68 (1868), p. 140. 
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Si trova con facili calcoli: 

Tenendo presente ln (2) si deduce: 

DO 

+ Z [a,(s- n-V)(S - n) + b,(s-n-v)(s-n) l g x  + bs(2~-2n-v)]xS-"-v. 
s=2 

Per la (2) è anche: 

Ricordato il valore di v, poiché le (5) e (6) sommate danno V(?/), possiamo 
concludere clie essendo : 

qualora si faccia 
ea 

(8) 

si h a :  

(9) +/y) = - 2(n + 1 - y)b, + 
+ [(i -2n +2qP2)a, + (- 2n i- 2p)b,]x-"+'"-' + (-2n i- 1 + 2q)O,z-"+"-' Ig x 

Ora perchè la  y definita dalla (8) sia solunione dell 'equa~ione differen- 
ziale che si ottiene uguagliando a zero la (71, è necessario che la (9) sin nulln 
per qualsivoglia valore di x e quindi siano nulli i ooefficienti dei vari termini. 
Dovranno pertanto annullarsi b, e 6 ,  e quindi, per l 'ultima sominatoria, 
tutte le b (di indice pari e dispari) fino a b,,,+,-,, cornpreso; non è neces- 
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sario sia nul10 b,,+,-,, perche il coefficiente di xn lg x di detta sommatoria 
si annulla per s = 2n +- 2 - 2q. 1 coefficienti di b  con indice dispari conti- 
nuano ad essere nulli anche dopo b,,,+,-,,. Essendo b ,  = O  è necessaria- 
mente, per 1' annullarsi del secondo termine di V(g), ai = O e per l'annullarsi 
della prima sommatoria saranno zero a,, a s ,  ... ossia tutte le  a con indice 
dispari. Osservo che a, 6 arbitrario e scelto a ,  si possono calcolare succes- 
sivamente a,, a, ... a,,-,, . È chiaro che questi coefficienti si possono dedurre 
da uno di  essi preso ad arbitrio. Sceglieremo a tale fine a,,,-,, . I l  coeffi- 
ciente a,,,+,-,, si pub assurnere ad arhitrio perche l'espressione che 10 mol- 
tiplica ne1 coefficiente di x n  si anniilla di per st3. L'anniillaisi de1 coeffi- 
ciente di xn lega b,,,, ,-,, con a ,,,-,,. Dopo tali considorazioni appaiono 
chiari i calcoli seguenti: 

La (10) determina, in funnione di b,,,, ,-,,, tutti i coefficienti b cliversi da zero. 
Per cib che riyuarda i coefficienti CL abbiaino: 

e in  generale : 
- 22n-29+1 x(?% - Q + l ) x ( n  - ~ ) b , , , + ? - ~ ~  

( l l j  CC ,,,-,,- 2 s =  - (s=O, 1,  ... n-q). 2 - 4  ... (2n-2q-2s)- (2+ %)(4 + 2s) ... (2% - 2q) 

La (11) determina, in funaione di b,,,+,-,,, i coefficienti n con indice 
pari non superiore a 2n - 2p purchè, ne1 caso di s = 9% - q, si dia a1 denoini- 
natore il valore nno. II  coefficiente a,,,-,,+,, coine abbiaino detto, è arbi- 
trario e yli altri coefficienti cc, con indice pari  siilmiore a 212 - 2q -+ 2, 
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tenendo conto della (l), sono: 

[ 
1 1 ) ]  (s= 1, a, a...). a 2 n - 2 , + 2  - b 2 7 1 - 2 q + 2 ~ ( z t - 2 n . - I q + 2  S-1 + J s  

La (1%) determina, in funzione di a ,,,-,, + ,  e di b  i l , - ? q  + z ,  tntte le a di 
indice pari superiore a 2% - 2q + 2 e poiché le a con indice dispari sono 
nulle, le ( i l )  e (12) determinano tutte le a diverse da zero. 

Scriviamo per esteso la (8) omettendo i termini che sappiamo essere 
nulli ; avremo : 

Sostituiamo ai singoli coefficienti i valori dati dalle (IO), (il), (12) e 
raccogliamo i termini in a ,,-,, +, e in b z n - 2 7 + e .  Allorit posto a,,,-,,+, = A 
e b,,,-,,+, = B (A  e B costanti arbitrariej la soluzione generale dell' equazione: 
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è : 

essendo : 

Possiaino assumere come integrali particolari y, e y, eiitrambi divisi per 
2 ~ q n  + i - q), 

Per la. (2) del primo paragrafo Q: 

E poichè il coefficiente di log. x in y, diviso per 2117c(n + 1 - q) è pure 
iiguale a J,,Q; indicando con W,,Q(x) l7 integrale y, divis0 per detta espressione, 
;tvremo corne soluaione generale della (4): 

y = AJ,,4 -i- BmT,.q 
essendo 
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La T;li,Q, per x=O, diventa infinita dell'ordine di ~ - ( ~ - ~ q + "  per n> 2q - 2 
e quindi per n > O ne1 caso delle ordinarie funzioni di Bessel; per ogni altro 
valore di x ha valore finito, ma non unico in causa del logaritmo. 

Nella teoria delle ordinarie trascendenti di Bessel detta funzione è gene. 
ralmente conosciuta col nome di funzione ausiliare; essa non soddisfa alle 
relazioni ricorrenti che si  deducono da quelle stabilite al paragrafo secondo 
(fatta eccezione come vedremo in seguito per la (2)) ponendo in esse q = 1, 
ma a forniule analoghe deducibili con procediineiiti affatto simili. 

Sempre no1 cas0 di q - 1 si giunge a costruire una funaione che sia, 
della equazione differenziale caratteristica ottenuta in detto paragrafo, solu- 
zione distinta della Jlli e pure soddisfi alle stesse relazioni ricorrenti fonda- 
mentali, combinando linearmente la W,,' e la  J,,' secondo un criterio sug- 
gerito da  C. Neumann. 

Noi perb lasciamo a questo punto, come meno interessante, 10 studio 
della W,,q e riprendiamo a considerare la J,,q, non senza prima osservare 
che il secondo termine della (8) fornisce la seguente espressione analitica 
per i polinomi di  SCHLAEFLI (') estesi al campo poliarmonico: 

5 5. Si pub estendere l a  Jl,Q, definita dalla (2) del primo paragrafo, a l  
caso di n non intero facendo uso della funzione n(m) di Gauss (generalmente 
indicata col simbolo ï ( w z  -+ 1)). Corne é noto, detta funzione A definita dal- 
1' es~ress ione : 

1 .2  ... k 
~ ( 9 1 2 )  = lim 

k = ~ ( r n  +l)(rn -t 2) ... (m +L) 
3cn 

Por +n intero e positivo n(112) ha il significato ben noto di 9 n !  = 1.2  ... 112. 

(i) SCHLAEPLI, a Math. Ann. *, 3, yp. 134-149 (1871). 

Annali di  M a t e ~ a t i c a ,  üerie IV,  Tomo XIV. 
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Infatti in ta1 cas0 A :  
1 - 2  ... (m + l ) ( m  + 2) ... k - n(m) = lim - 

h.=oo(rn + l ) ( m  + 2) ... k(k+ 1 )  ... (k + nt) 

n~ ! = lim - -  knz = V I L  ! . 
B=m k7)' i- a,km-' + ... allx 

Si estende poi in modo assai facile a l  caso di IM non intero la proprictà: 

Per conveneione si assume n(0) = 1. 
L'estensiolie data alla n(wt) porta un'analoga estensione alla J,,?. I l  caso 

piii interessante, che terremo anche in seguito particolarinentc presente, 
perb sempre quel10 di n intero. 

5 6. Diamo alcuno interessanti espressioni della Jl,q per meeao di inte- 
grali definiti. Sviluppando la (2) del primo paragrafo possianio scrivore: 

dove per p = O devesi porre : 

1 - 3 . 5  ... ( 2 p -  1) = 1. 
1.293 ... (2p)  

Ricordiamo la formula : 

[ l a3  ... ( 2 A  - 1 ) ] [ 1 . 3  ... ( 2 B  - 1)1 
sen" y cos" cp dv = I n 

2 . 4 . . .  2 ( A +  B )  
O 

nella quale A e B indicano due iiumeri interi e positivi e ne1 caso cli B = O é : 

Diamo ad A il valore n -- q + 1 (12 q - 1 )  e a B successivamente i 
valori zero e p ;  si ottiene: 
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e portati questi valori nella (1) si ha: 

O anche 

Questa formula, valida per rt > p - 1, ha il vantaggio di mettere in 
evidenza i l  fattore xn. Se x è considerata corne grandezza infinitesirna del 
primo ordine, J,,q sarà infinitesima dell'ordine n. corne fu già osservato. 
L'espressione (2) ,  ne1 caso di p = 1 é dovuta a BESSEL ('). 

I n  seguito la  ritrovb J A ~ O B I  (") con un procedimento più generale. 
Un'altra espressione notevole della J,,Q mediante integrale definito si 

pub ottenere ne1 seguente modo: 
Nella (5) del primo paragrafo: 

poniamo : 

Avremo : 

e quindi: 

ed essendo: 

O per h Z O 
) 2n >> h=O 

(i) P. W .  BESSEL, Un€ersuchu'~2g des Theils der planetavischen Storulzgen, nielcher aus 
der Bervegung der Sonne edsteht, . Abhandliing der  Math. Classe der Berliner Akademie D, 

mis dem Jahre 1824, S. 22. 
(2) Jacour. P o ' m z z c l ~  transformafionis ideg~aliuwz definitorum, a Crelle' s Journal D, 

Bd. 15, S. 13. 
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e quindi : 
rr 

Questa formula estende al campo polisrmonico la 
BESSEL (') per le ordinarie J,,@. 

(n> q -- 1 e intcro). 

dcfini~ione data da 

S 7. La (31 del precedente paragrafo costituisce per Bessel il piiiito da 
cui prende le mosse per 10 sviluppo di tutta la teorin. Pnrtericlo da essa noi 
ricavereino di nuovo l'equazione carattesistica delle J , ,4  e risalircm~ all;~ 
funzione generatrice. 

La (3), ne1 cnso di n > q - 1 puh scrivemi corne segue: 

9 := - p+ II r = F o a  (fi q + - x sen yl( jy  
O 

nc segue: 

(2) I = kxi-QJ,,g 
dove k rappresenta la qiinntità costante n2q-'(n - q 4 l ) i d g .  

Osa si ha: 

Con una intcgra~ione pcr parti la (3) diventa 

d I  
- = (a - p -+ 1)[- cos y sen (n - g -i- l)(y - r sen dx O 
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e da essa si deduce: 

- (n - q + 1)2 cose cp COS (n - q + 1)(q - tr sen cp)dig r' 
O 

e quiiidi: 

d21  1 d I  + - - = - (n - q + (n - q + l)(y - x sen ?)dcp + 
dx2 zdx 

(n - p 3- I)'/' 
+ x 

cos ip cos (n - q + l)(y - sen rp)drp 
U 

- (n - q + l)] cos (n - q + l)(y - x sen rq)drq 

- ' + [sen ($8 - 4 + 1121 - 2' 

Posto (rt - q i- i)e = xi ,  e Boppresso l'indice coine insigiiificante, si ot- 
t h e  per I 1' equazione differenziale : 

dalla quale, in virtù della (2), si ricava per la J,,Q la (9) del secondo para- 
grafo. Essa & valida anche per n = q - i, corne si pub facilmente verificare 
ripetendo i calcoli fatti dopo aver attribiiito ad tale valore nella relazione (3) 
del paragrafo precedente. Integrando la (9) in ta1 giiisa ottenuta giungiamo, 
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corne B noto, alla J,,q espressa dalla (7) del paragrafo quarto, coincidente con 
la (2) del primo paragrafo, dalla quale, corne s ' B  visto, si 6 condotti alle 
relazioni ricorrenti (2) e (3) del paragrafo secondo. 

Ora ci proponiamo, di  determinare la Biinzione di x e di  z pih generale 
che sviluppata in serie secondo le potenze di z dia, nei coefficienti del10 
sviluppo, funzioni soddisfacenti alle relazioni ricorrenti (2) e (3). Indichiamo 
uiia tale funzione con @(x, 8) e poniamo: 

Ammessa la convergenza in ugual grado della serie a secondo menilm c 
delle serie delle derivate pareiali rispctto ad x e a 8, si ricava: 

OPA fa.cciaino l'ipotesi che l e  y,, soddisfino allo relazioni sclguenti: 

1 
Sostitiiendo nella (2) la  (4) e aggiungendo e togliendo - (1 - q ) r p , , ~ " - P + ~  

%;-ou 

si ottiene: 

O anche: 

e per le  (1) e (3): 

(6) -- 1 a@2E+q5@-;@. 
ax x 2~ x w 
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-- 

Sostituondo invece nella (2) la (5) si ha:  

Dalle (6) e (7) uguiiglinndo fra loro i secondi meinbri si ricava: 

per cui pii è condotti al sistema più semplice formikt0 dalla (8) t! dalla (7) 
ossia al seguente: 

La condiaione d'intagrabilità del sistema espressa d d l a  relazione: 

é ~oddisfatta. 
La (IO), integrata, dà: 

- 
e per l a  (9) si  ottiene: 

f '(2) - O 

p t ~  cui, indicando con Ic una costante arbitraria, si ha:  

f (z) = k. 

Detta E la  base dei logaritmi neperiani si ha dalla ( i l):  

Finalinente indicando con C uns, costante qualsiasi si ha: 

Poichè le  condiaioni imposte alla @ sono soddisfatte, essa definisce la 
funaione più generale che sviluppatii in serie da - oo e -t- oo secondo le 
potenae di 8, dà nei coefficienti di ~ " - @ + ~ ( q  1) un sistema di f~inzioni y, 
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soddisfacenti alle relazioni ricorrenti (4) e (5). Quando sia C = 2'-5 le y, ,  
coincidono con le funzioni poliarinoniche di Bessel. 

S 8. L'espressione della J,,Q data dalla (3) do1 paragrafo Ci permette di 
ricavare alcone relazioni ricorrenti fra le J,,q di diverso ordine. Prima perù 
di determinarle, diamo una piii ampia estensione alla relazione (2) del se- 
condo paragrafo. 

Osserviamo che detta U una yualunque fnnaione di x, è ethiilpro vcrificnta 
la seguente uguaglianza : 

a a-u 3 - 2qaU x c n ( n + 2  - 2 4  ---  -+---- (11 ( , x ) [ w  x a~ + x .2 -ul= 

Cib signifies clie se U b soluzione dell'equazione caratteristica delle funzioni 
di Besscl poliarmonichc a' indice n, l a  funzione definita dalla relazione : 

è soluaione dcll'equazione stessa nella quale sia cambiato 98 in n -t 1. 
Poüto diinque 

Z,,g = a J I 1 q  + b W,Q, 

dove a e b sono costanti arbitrarie, J,,@ è la nota funzione di Bessel e W,,q 
la fiinzione ansiliaria del paragrafo quarto, avremo la relazione : 

valida in particolare p t r  la J,,q e la /V,,q. 
È interessante notare clle le operaaioni di calcolo con le quali si passa 

dalla Z,,q alla 21, , 1  sono indipendenti dall' ordine della fiinzione. 
Xella espressione di Bessel estesa a l  campo poliarinonico: 

poniamo : 

(4 U = (n - q + 1 )w  - x sen o. 
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xQ i 

(5) J,,q = -- 2Q-In /Cos U d w  
O 

Differenaiando la (4) rispetto ad o, integrando poi f i a  0 e TC, tenendo 
yresente la (5),  si ottiene: 

Ora é identicainente: 

pcr cui, tenendo presente le re la~ioni  (6), (7), (S), si ottiene: 

Si  deduce dalla (3) tenendo conto della (4) e dell'identità: 

sen Usen w =cos(U-w)- cos(U+ w )  

cos (U  - w )  - cos (U + w) ]  dw 

O 

e per le (5), (ô), (7) si ottiene: 

dnna l i  d i  Macematica, S e r i e  I l 7 .  l 'oino XIV. 
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Con la eliminazione della JZ-' fra le (9) e (10) si  ottiene la seguente interes- 
sante relazione fra due funzioni dello stesso indice, ma di ordini siiccessivi: 

Infine dalla (1) del secondo paragrafo si,deduce facilmente: 

5 9. Le ielazioni (91, (10) e (11) del precedente paragrafo hanno rispetti- 
vaineiite la stessa importanza delle relazioni ricorrenti (7), (3, (2) del para- 
grafo secondo. S i  pub intanto dare alla (11) estensione analoga a qiiella data 
alla (2). Per questo basta osservare che detta U nna qualsiasi fiinzione di x 
t! sodclisfatta 1' uguaglianaa : 

I'er cui si avrà, qualunque sin y :  

t. questa relazione 13 valida in particolare per la J,,Q e la 1V,,q. 
Ora inostrereino che, corne clalle relazioni del secondo parapïifo, si pub 

dedurre da quelle del paragrafo precedente l'equazione cliffereneiale carat- 
terista delle nostre funzioni. 

r l ~ Z + '  
Derivatn iletta relazioiie (10) rispetto ad x e sostitiiendo a - 

dJ:-' 
e a --- 

c7x (lx 
i vitlori ricavati dalla (10) stessa si ottiene: 

Soinmando inembro a meinbro le equazioni che si ottengono ditllii (9) cani- 
biiindo in essa successivamente Q in q - 1 e q in q + 1, si ha :  
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x2 Ricnvnta dalla (9) l'espressione di J z  ' + J?', dalla (10) moltiplicata 
4 

por x l'espressione di %' JI;' 
4 

- J:' ', dalla (12) moltiplicata per x ~ '  espres- 

x4 
sione di -  JE-^ 1 J : ' ~  e sostituendo nelln precedente uguaglianza si giunge 

16 
alla relazione : 

Da ultimo, ricavata dalla (10) moltiplicata per (q - 1)x l'espressione di 

- - 1 )  t ('3 JT' e sostituita detta espressione nelln precedente 4 
uguaglianza, si giunye all'equazione caratteristics delle nostre funzioni già 
stabilite a1 paragrafo secondo, valida, corne sappiamo, per qualsivoglia valore 
di q e di n. 

Ors supposto, corne analiticamente é lecito, q variabile per valori interi 
anche ne1 campo dei numeri negativi, proponiamoci di determinare (analoga- 
mente a qnwnto è stato fatto al paragrafo 7) una fiinzione che sviluppatii 
in seric secondo le potenze di a+-' dia, nei cocfficicnti dcllo sviluppo, fun- 
zioni socldisfacenti alle relazioni ricorrenti (10) ed (11). Indicata tale fun7' ,]one 
con F(x, a) P posto quindi: 

4-00 
F (x, z) = Z f,(x)~Q-~ 

q=-00 

segiiendo i l  procedimento del paragrafo 7 si trova che l n  fiinzione piii ge- 
ntrralo che soddisfa alle condizioni volute è: 

dovc K 6 iina costante arbitraria ed E l a  base dei logaritini nepcriani. 
1 

Posto K = - sviluppiamo infatti la precedente funzionc in serie se- 
2" 

gnendo il proccdimcnto del primo paragrafo. Avrerno: 

ed osscnclo pure 
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si ricavano per J,,g le espressioni seguenti: 

gih da noi trovate per altra vin a1 primo paragrafo. 
Posto ora nella (1) q = n + 1 + s e nella (2) q = n -j- 1 - 

e positivo, si ottiene: 

e da1 confronto frn qucste due ultime espressioni si deillice 

s con s intero 

( s = O ,  1 ,  2 . . . )  

( - 9 - 0 ,  1. Y ...) 

Questa relazione (3), che ricorda la (4) del primo paragrafo, c\ interessnnte 
perché dA un significato alle J,,Q con p nul10 O negativo. 

5 10. Estendiamo ora alle nostre fiinzioni alciine delle più notevoli rela- 
zioni alle quali soddisfano le ordinarie fiinaioni di Bessel. 

La (7) del primo pnragrafo, tenendo conto della (1) e della (4) dcllo stesso 
paragrafo, pub seriversi cosi : 

+ q ( z  - ) + J9.+4z3 - r3) + ... . 
Poniamo in essa 
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dove al solito E indica la base dei logaritmi neperiani. Avremo: 

' E z l / 3 s m P J ~  - ,-1 + 2J:+i COS 2y -+- 2J:+3 COS 4cp + ... 

t \'- [2J: sen y + 2Ji+z Ben 3y + ...]. 
Da quest'nltiina relazione, snpposti x e cp reali, deduciamo, uguagliando le 
parti reali e i coefficienti delle parti iminaginarie: 

q-1 

(1) (i) cos (Z sen cp) = Ji-i + 2,J1+1 cos 2y + 2J:+3 cor 4y~ + ... 

(1') gY-'sen (z sen y )  = 2J,Q sen cp + 2J:+2 sen 3y + ... 
7F 

o anche, cambiando nelle precedenti cp in cp + -. 
2 '  

(2) cos (x cos cp) = J& - 2J1+l CON 2 y  + cos 4? - ... 

(Y )  (5-' sen (x cos cp) = 2Jq cos cp - 2J;+: cos 3y + ... . 

7C 
Posto nclle (1) e (1') cp = - si ricava in particolare: 

2 

Dalle (1) e (1') seguono pure le seguenti relazioni assai note ne1 criso 
di q = l :  

Q - 1  

(3) (3 = Ji-I + 2J,Q+1 + 2J;+s + 251+* + ... 

la prima si deduce dalla (1) ponendo cp = O e l a  seconda dalla (1') derivandola 
rispetto a cp e ponendo quindi cp = O. 

Con l'introduzione dell'unitA iminaginaria i possiamo dare allc (1) e (1') 
la scguente forma: 

GT-lcos (LE cos y)  = J i - ,  +2PJ:+, cos 2y + 22Jp+, cos 4.p + ... 
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e addieionandole membro a membro deduciamo: 

DO 

( $ + ' ~ ~ c o ~ ~  = 2 E $ J ~ + . + ~  cos sy 
s=O 

essendo s, una costante che per s = O ha il valore uno e per s > O P iignale 
a due. 

Ricorda to ora che, a seconda che é r 2 s, r = s > O, r = s = O, 

7c 
ha rispcttivamente i valori zero, - e n, si dediicc~ facilmente clalla pimedente 2 
uguagliariaa la s e p e n t e  espresîiioile pcr la  Ji,.,-, : 

dalla qiiale y i  ricnva la segiiente espressione assai semplicc: 

(41 

clic 
Le (3) e (3') sono casi partieolari di una re1:izione molto piii gcnerale 
mi propongo di  stnbilire. 
Riprrndiamo la (2): 

( 8 - ' c o s  (x COS y) = .7&I - 2.Ti+1 cos 2.9 + cos 4cp - ... 

Il secondo membro pub esscrc trasformato in virtù dcll'ugiiaglianea: 

n n(?z - 3) 2 cos 12.9 = (2 cos cp)" - - ( 2  cos cf)"-' -1- (2 cos y)"-' - S.. w n(2) 

n(m - s - 1) (m - s  - 2)  ... (92 -- 2s + 1 )  
-t (- 1)" (2 cos ~p)'l-~~~ + 6.. 

Z(S) 

che permette di mettcre in vista, nella preccdmtc relaziono, il tcrminc chc 
contiene (cos y)'". Basta iiifatti osseivare clic d:illa prccedciîte uguagliaiiza 
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clisccndono 11: seguenti relasioni : 

2 cos (2n.g) = (2  cos y)2" - -- P H ,  (2 cos + ... 
41) 

per declurre : 

(6, (;Y-* 2(n + 1) cos (r cos y)  = ... 2'" coaz'>.g[(- I ) ~ J L + ~ - ~  4- - 
4 1 )  

( - l ) " J & ( q f ~  + . S .  

D7 altra parte cos (x cos y)  si pub svolgere secondo le potenze di r cos rg 
per cui si ha la seguente relazione: 

1Tgiiagliando i coefficienti di cose" cp delle (5) e (6) si  ha infine: 

(2% + 2s)(2n + s - 1)(2n + s -- 2)  ... (Sn c 1)  + 
n(4 

JZtt+q-~+2s + . 
Partiamo ors dalla (2'): 

1 
(y-' sen ( X  COS y) = 2J: cos Q - 2Jg+n cos 3y + 2Jq+4 cos 5cp - ... 

(- 1)112Jq+2, cos (212 + l)i + (- 1)"+' - 2 -  J i ,  2,,+2 cos (2% + 3).9 + ... . 
Abbiamo dalla (4): 

(212 + 1)(212 - 2)  -+ (2 cos rq)2n-3  - 
42)  

.,. 
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Fatte le opportune sostitwioni nella rclazione precedente si ottiune: 

2n+3 
sen ( X  COS p) = ... 2"+' COS"+' Q [(- 1)" Ji+rn + (- 1)tVi+a<+2 - + ... 4) 

ed essendo anche: 

iignagliando f ra  loro i coefficienti di coszn+' Q delle (8) e (9) si lia infine: 

Posto ora iigiiale ad rn nelle (7) e (10) l'esponente di x si ottiene da esse 
la seg~iente relaaione valida per nc 2 q - 1 che comprende le (3) e (3') come 
casi particolari : 

5 11. Termineremo queste ricerche con la determinazione di una rela- 
aione che ne1 caso delle ordinarie fiineioni di Bessel & comunemente nota 
col nome c l i  formiila dell'addizione e con brevi considerazioni sui piinti ~ e r o  
della J,,q(x).  

Dalla nota uguaglianza : 

tao (2 + ;T-'~(;+:) (2-2-11 

J , , Q ( X  + ~ ) S " - Q + ~  = 
-00 

e applicnndo la  formula del binomio : 
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e quindi p w  la, (1): 

Ugiiagliando i coefficienti di  sP2-Q+' si ottiene: 

O anche: 

e finalinente, tenendo conto della (4) del paragrafo primo, si ottiene: 

foriniilm complessa che permette di esprimero la J,,Q(x i- y) in f~iimione delle 
JsP(x) e J,p(y) ( p  = 1, 2 ... q)  dei vari indici. 

Ne1 caso di q =  1 la (2) si sernplifica notevolmente e si ha: 

Ne1 caso più particolare di q = 1 e n i= 0 si ottiene per la J"'(x i- y) 
1' espressione seguente : 

deterininata da CARLO NEUMANN (') fin da1 1867. 
Per  cib che riguarda gli aeri della J,,Q(x) o s s e r ~ i a m ~  che ricavate dalla (3) 

del paragrafo 6 le espressioni di Jq-,(x) e di JO1(x), fra esse sussiste In 
rclaaione : 

che si pub anche ottenere dalla (4) del paragrnfo 10 ponendo s = 0. 

- 

( 1 )  C .  N E U M A N N ,  Theorie der Bessel'schen Fu~tctionelz, p. 40 ( L e i p z i g  1867). 
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PoichB, come è noto dalla teoria delle ordinarie fnnzioni di Bessel, 
la JOi(x) = O ha un niimero infinito di ïadici reali positive, possiamo affermare 

che la J&,(x) = 0 ha y - 1 radici nulle e infiiiite radici reali e positive 
coincidenti con le radici della J,'(x) =O. 

Dirnostrata tale proprieth per la Jq-~(x;) = O yiiesta si pub estendere ad 

ogni Jq-l+,(x) = 0 (S  = i, 2 ...). 
Poniamo : 

e deriviamo i due inenibri rispetto alla variabile 5 legnta alla x dalla relazione: 

x2 5 = -&. 

hbbiamo : 

dR,-,^ - - -- q -- 1 + s 
d< dx x 

Per la  (2) del paragrafo secondo cambiando, come 6 lecito 12 in q - 1 + S ,  

si deduce: 

e poiehè per la (4) del paragrafo secondo quest'iiltiina relazione sussiste 
col canibiamento di s in - s, possiamo afferinare che, per qiialsivoglia valore 
di 12 intero, fra due radici successive di R,, = O ve ne sa& uiia di R,,,, =O,  
per ciii ooncliidiamo che l'equazione J,,q(z) = 0 ( I L  intero qualunqur) lia in- 
finite radioi reali. 
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Sur la loi de l'attJract,iou 

par N. N E K ~ N O F F  (L~ningrad - U. R. S. S.). 

1. La reprdsentation du potentiel de la force d'attraction par une série 
infinie. - Supposons la loi de l ' a t t ra~t~ion ayant telle forme que le potentiel 
de la force d'attraction agissant entre deux points materiels de masses M 
(le soleil) et m (une planhte) s'exprime par la  serie 

oii p est leur distance et f designe une constante. Cette serie converge 
absolument et uniformement dans l'intervalle 

La force F d'attraction a 1' expression 

Les coefficients A, p, v , .  .. des s6ries pr6c6dentes peuvent 6tre determines si 
nous prenons pour la  fonction P une forme particulière adinettant le clthe- 

1 
loppement suivant les puissances entieres positives de - .  

P 
Si nous conservons la loi de 1' attraction de NEWTON (A = p = v= ... = O), 

la position relative d'une planete par rapport ail solcil sc dotermine au boat 
du temps 1 par les Bquations connues 

(4 r = a(i - e cos u), 

vu e IA 
tang - = dl*- tang2,  r = P b2 

2 
p=-  

1 - e  1 -1- e cos n1 ' n ' 

où sont introduites les notations saivantes: a le demi grand axe de l'orbite 
elliptique de la planete; b son demi petit axe; e l'excentricit8; r la distance 
du centre de gravit6 du soleil h celui de la planbte; n' l 'anon~alie vraie de 
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la planùte; u l'anomalie excentrique; l'anoinalie moyenne; 2 le moment 
du passage de la  planete par le phrihélie. En conservant les notations dc 
la Mhcaniqne celeste et la terminologie correspondante, introduisons les 
angles suivants déterminant la position de la planktc dans l'espace par riip- 
port au  soleil, avec seilleinent cette distinction que le plan de 1'6quateur du 
soleil jouera le rUle du plan de l'ecliptique au 1-er janvier 1850: 0 la lon- 
gitude du noeud ascendant du plan de l'orbite par rapport au  plan de 
1' 6quateur du soleil ; y 1' inclinaison de l' orbite par rapport au m6me plan ; 

l n  longitiide du pt5rihélie; v la  longitude de la plankte dans son orbite. 
Alors les anomalies vraie et moyenne se présentent sous la fornie 

si nous introduisons E - la longitude moyenne dc 1'6poquc 

Si la loi de l'attraction est diffhrente de celle de NEWTON, les constantes 

a, e, cp, 0, w, E dans les équations (4) du moiivement elliptique de  la plant'te 
peuvent ètre consjdér6es comme des fonctions inconnues qu' on doit trouver. 

En admettant que la f'oice d'attraction entre deux points niatériels 
s'exprime par la serie (3)' calculons le potentiel des forces d'attraction, en 
envisageant le soleil comme un corps continu et la planète coinine un point 
mat6rie1, puisque sa masse est trés faible par rapport à la masse du soleil. 

Prenons l'ellipsoide central d'inertie du soleil pour un ellipsoide de 
rotation. Nous avons 

où p, p z  PQ, dosigne la distance de la  planète P A un point arbitraire Q 
du volunie du soleil (voir fig. 1). Soit G son centre de gravit6. Coinine au- 
paravant, designons la distance P G  par r .  Prbsentons la sbrie (7) dans sa 

1 
nouvelle forme en l'ordonnant suivant les puissniices entieres positives de - 

r 

où sont introduites les notations abr6gées 

Enfin, A,  B, C di.signrnt les moments d'ini~rtie du soleil p a r  rapport ailx 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



N. NERONOFF: Sur la loi de l'attraction. 77 

axes principaux d'inertie relatifs an  centre de gravit6 G. Les deux premiers 
sont rehtifs  aux axes disposés dans le plan de l'équateur du soleil, A &tant 
Bgal k B, et le troisième C est relatif ;2 l 'axe de rotation du soleil. 

En appliquant la incthode des fonctions majorantes, on peut montrer que 

ln serie (8) sera converpmte absolument et uniformement si a lieu l'inégalit6 

oh E,,,,, dtisigne le maximum de la distance du centre de gravit6 G du soleil 
h sa surface. 

En effet, indiquons par ô la distance GQ du centre de gravité G du 
soleil h un point arbitraire Q de son voliime et par 8 l'angle forme par les 
directions GY et GQ (voir fig. 1). Nous avons 

p = 1 r" - 2rE cos O + P. 
r 

On sait que les coefficients du développement de - suivant les puissances 
P 

ô 
entibres positives de - sont les polynomes de LEGENDRE (en cos @) dont la 

r 
valeur absolue ne d6passe pas l'unité, quel que soit la  valeur de l'angle 0. 
Cette remarque perinet do signaler In fonction ina,jorante pour le dévelop- 

1 1 
penient de - et, par consc'qncnt, celle pour le developpement de suivant 

P F 
i 

les puissances de ' 
r 
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La  valeur absolue du terme y6nérali de la série (1) convergeant dans l ' in- 
tervalle p > p, > O satisfait ;t I'inegalit6 

où TL désigne un nombre détermine positif. 

(13) I X I  < mp,j. 

D' ici 

Maintenant on peut trouver la  fonction ma,jorante pour le dhwlopp~mcnt  
1 

en - du terme g6n6ral de la  &rie (7) 
?- 

et. par cons6quent, celle pour la mPme s 6 r i ~  (7)  

C'est pourquoi la condition 

ou la condition 

> Po -1- L&* 

est suffisante pour la convergence absolue et uniforme de la  série (8). 
De la même manibre on démontre la  convergence de la  série obtenue de 

l a  série (8) par sa différentiation par rapport aux coordonnees rectangulaires 
de la  planhte ou à un pasamotre dont ces coordonntres peuvent dépendre. 

Dans le cas gh6ra1, la force d'attraction cesse d'ètre centrale. Elle sera 
centrale si nous supposons que le soleil est limitb par la  surface de la 
sphére et que sa  densité en chaque point ne dépend que de la distance de 
ce point au centre de 1% sphére (i - O). Alors dans ce cas particulier le 
potentiel des forces d'attraction peut être représent6 par la strrie semblable 
it la serie (1)' mais les coefficients A, y, v, . . .  seront maintenant reinplac6s 
par leurs fonctions dependant aussi de la  loi du changement de In densité. 

Dans les deux paragraphes suivants noris examinons quelques cas pas- 
ticuliers de la  force d'attraction centrale quand le mouvement cle la planOte 
par rapport au  soleil peut être BtudiO B l'aide des fonctions 61(5mentnires et 
elliptiques. 
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à. Le premier cas particulier. - Si dans les séries (1) et ( 2 )  tous les 
coefficients, excepté A, sont Bgaux A zero et B part cela le soleil et la planète 
sont consideres coinme des points matériels, la  force d'attraction Btant cen- 
trale, on peut montrer d'après l'int6grale de la force vive et celle des aires 
que les Bquations du nlouvement de la planète ne différeront des 6quations 
du  mouvement elliptique que par im facteur 

que l'anomalie vraie recevra alors ('). Si le dernier est un nombre rationnel, 
la trajectoire de la planete est une courbe fermde algebrique. 

Le déplacement du p6rihélie B chaque révolution de la planète autour 
du soleil se présente par la série entière en A, dont la va lwr  absolue est 

3. Le deuxième cas particulier. - Tenons le soleil et la planete pour 
des points materiels et supposons que dans les series (1) et (2) il n 'y  ait que 
les coefficients A et p qui soient differents de zéro. Determinons le mouve- 
ment de la planete par les coordonnees polaires r et ni. L'intégrale de la 
force vive et celle des aires dans notre cas ont la forme 

wt h 
en designant par - et D des constantes 2 
teinps t nous obtenons, aprés l'intégration, 
planète en coordonnees polaires 

arbitraires. P a r  1' élimination du 

l'equation de la  trajectoire de la 

oh par P(w) est indiqnée comme d'ordinaire l a  fvnction elliptique de WE- 
IERSTRASS ayant les invariants 

(1) Cette forme de la  loi d'attraction ainsi que qiielques autres ont été eaaminécs par 
NEWTON: voir ROUTH, A treatise on Dynamics o f  a particle, 1898, 5 359, p. 233. 
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Enfin 2 w  et 20' sont les périodes, dont la première est réelle et la seconde 
purement imaginaire, de la  fonction elliptique snsmentionn6e. Désignons par 

les racines reelles du polynorne 

4x3 - g2x - g3 = 4(x - e,)(x - e,)(x - e,). 

Quand l'angle polaire 90 croit de zéro jusqu'h w, l a  fonction p ( w '  + 921) croit 
de e, jusqu' à e, . Avec 1' accroissement ultérieur de tu, la fonction P ( w '  + l u )  

varie entre les mèmea limites. La  valeur correspondante du rayon r varie 
entre un minimum et un maximum ('). 

L'équation de la  trajectoire de la  planete étant trouv6e, d6terminons 
maintenant la loi de son mouvement sur cette trajectoire. Dans ce but, nous 
revenons à 11int6grale des aires et y substituons la valeur de r trouvire de 
l'équation (17). En posant 

oh u est une constante, nous aurons 

Soit z le temps d u  passage de la planète par la position pour laquelle l u  =O, 
c' est A dire u = w'. L7intBgration donne 

En effectuant l'opuration de l'int6gratior1, nous obtenons une 6quation enpri- 

( t )  La thporie gén6rale de la relativité donne polir l a  tra,jectoire iine 6qiiation ayant 
la mème forme, voir FORSYTH, . Proceedings of the Royal Society s, Section A, vol. XCVII, 
1920, p. 145; M o n r , ~ ~ ,  . Ameriean Journnl of Mathematics =, vol. XLIIT, 1021, p. 29; JANS, 
<< AcadBniie Royale de Belgique ,,, Classe des sciences, 192.3, 3I\Iéiuoires, t. VII, fasc. 5.  
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mant la  loi du inouvernent de la planète sur sa trajectoire 

où sont introduites les notations habituelles des fonctions de WEIEBSTRASS. 
Pour trouver le temps T s76coulant entre les passages successifs de la 

planète par le périhélie, nous posons dans l'égalité (18) ni = 2w. I l  vient 

Si les valeurs des coefficients A et y sont petites, le d6placement du pé- 
rillélie b chaque révolution de la planbte aatonr du soleil peut ètre représenté 
par la serie entière en A et p 

La valeur du pararnbtre p dans le cas consider6 di f fhe  tr&s peu de sa 
valeur dans le mouvement elliptique. 

4. Sur l'application de 1s méthode des approxiiiiations successives à 
l'intégration des équations différentielles du mouvement de la planète. -- 

En passant des cas particuliers examinés plus haut a u  cas général, ein- 
ployons la  methode de la variation des constantes arbitraires et admettons 
que les intégrales du mouvement Btudie coïncident avec celles du mouvement 

elliptique, mais que les six constantes arbitraires a, e, cp, 0, 6 E du dernier 
sont des fonctions inconnues du temps t. Intégrons le système obtenu d'&qua- 
tions différentielles par la methode des approximations successives en ad- 
mettant t, pour la valeur initiale de la variable independante t et a,, e,, cp,, 

8,) JO, E, pour les valeurs initiales des fonctions inconnnes. Avant tout, nous 
cherchons 1' intervalle de temps (t,, t,  i- h) pour lequel cette nidthode donne 
des series convergentes, en supposant, pour simplifier les forindes, qiie le 
soleil et la planhte sont des points mattsriels et, par consequent, la force 
d'attraction est centrale. Cette restriction ne s'étend pas a u  paragraphe 
suivant. 

Introduisons la  fonction pertubatrice R 

dnnali di Matematica, Serie IV, Tomo XIV. 
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Alors nous aurons 

(20) 

Les équations différentielles determinant les fonctions inconnues se pi-c;sc~ii- 
tent dans la forme bien connue (i) 

Y 
1 aR tang - 

- dv - -- (3)  -=--  
dt na2 \il - e2 sin (p 38 na2 1 1 - 

La fonction pertubatrice R ne dependant pas explicitement des variables cp 

et 0, la deuxième équation et la cinqiiiéme du système prhcédent donnent 
.g = cost., 0 = const,., c'est dire le mouvement de ln pliinkte se produit 
dans un plan. Les equations diff6rentielles (21) prennent lit forme 

d~ 2 aR 1 -VI -e ' aR  - --- - 
dt - + \'1 - e' naLe & nu 2a 

Aii prealable nous examinerons un CRS piirticulier qualld la fonction pertu- 

( l )  TISSERAND, Traité de ~Wcaocique céleste, t .  1, cllap. IS. X. 
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Ce cas, d6jh signal6 aiitbrieuremcnt (S 2) pr6sente un certain interet, parce 
qu'ici comme la fonction pertubatrice on a pris le premier terme de son 
développement dans le cas g6n6ral. 

Nous avons 

Le rayon vecteur r est une fonction implicite de t, cc. e, 6, E d6terminée par 
le système a' équations 

.? 

D' ici 
ar 3net sin u Zr e -  conu - = 1 - e c o s u -  - = a  
Sa 2(1 - e cos u) ' ae 1 - e c o s u '  

D'nprAs les Bgalit6s préc6dentes, calculons les valeurs des dérivées (24) de la 
fonction pertubatrice et substituons ces dernières dans les équations (22). On a 

du - - --- 4nAe  sin u 
df - (1 - e cos u ) ~  ' 
- 

dto - - 2nh v i  e - cos --- 
r i t  ae (1-ecosu)" 

de 2nh(l - e2) sin u (27) - - - -- 
dt - a (1-ecosu)"  

Aii lieu des variables a et e introduisons les variables x et y suivant les 
formules 

a = aox, e = e, y. 
Avec cela 

x , = l ,  y , = l .  
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En appliquant la  methode des approximations successives ('1, il faut 
trouver un nombre positif L X ,  depassant les valeurs absolues des seconds 

membres des équations différentielles ( 2 7 )  quand les variables t, x, y, o, E 

varient dans les intervalles ( t , ,  , t, -t- h), 

- - 
(x. - A 4  Xo + Ax), (Y, - A!/, y, t Ay), (w, - Ao, w, + A&), ( s ,  - As, e, + AE)  

toutes les quantités At, Ax, Ag, AG, 4 s  étant positives. Soient en outre 
As < 1, Ay < 1 et t, = O .  

Le nombre h est é p l  h la plus petite des quantités 

- 

Ax Ay Aw Ac 
At, 

crut,' cm,' ' cm,' 
Les variables t, E, entrent dans les seconds membres des Bquations (27) sous 
le signe des fonctions trigonométriques, excepté la dernibre équation, où le 

temps t paraît comme un mnltiplicateur. C'est pourquoi les quantites AL 
et A E  peuvent Btre prises aussi grandes que l'on vouclra et les noinbres 
- - 

Aw A €  
- n'influencent pas la valeur de h ,  qui se d6termine par les iné- T,' 912, 

Les Bqiiatioiis (27) nous donnent 

( 4 )  GOURSAT, Cours d J A m l y s e  nzrrfhématiq~ce, 1929, t. II, no 388. 
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En considdrant les seconds membres des in6galit6s (29), nous voyons que 
celui de la deuxibme in6galit6 dOpasse toiijours le second membre de la 
premihre ainsi que celui de la  troisi&me. 

Plus loin nous envisageons deux variantes possibles: la  première, quand 
la qnantit6 =, se détermine au moyen de la  deuxième inégalitd et la se- 
conde, quand dans ce but nous employons la quatrihme inégalité. 

variante. - Determinons la valeur de dm, par l a  deuxième in& 
galit6 

(30) cm, = 5 
4120 I 1 I 

a,e,(i - A X ) " ~  - Ay)[l - eo(i + Ay)I4 

Les valeurs de Ax et de Ay sont limitdes par les in6galitds 

Si  les valeurs de A%, Ay, A t  sont 
determine h 

1, O < Ay < 1. 

donnees, le système suivant d ' in6pli t6s 

Invertissons le problème et cher ch on^ les valeurs de Ax, Ay, A t  correspondant 
an maximum de h. Les deux derniares des inégalit6s (31) permettent de con- 
clure que ce maximum a lieu simultan6ment avec le maximum des fonctions 

6 6 

(1 - A X ) " ~  - Ay)[1 - e,(i + Ay)]4Ax et (1 - ~ a ) " 1  - Ay)[l - e,( l  + Ay)14Ax. 
L a  valeur de e, étant supposée petite, les valeurs correspondantes de 

diffbrent peu de celles-ci 

que nous maintenons pour plus de simplification. 
C' est pourquoi nom prenons 

LC r6sultat obtenu reste vrai ;'t condition que la valeur (30) de 6712, de- 
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passe la partie droite de la quatribme des in6gnlités (29) dans l'intervalle 

(x,, - Ax, x, t- Ax), (yo - Ay, y,, + Ay), où 

Introduisons la condition rnentiorin6e ci-dessus 

En tenant compte de la dernière in6galit6 et de la premiere des in& 
galités (SI), nous obtenons 

1  7 a  a,ii 1 - - e,, 

/ A I >  e(ïjJ 
( Y y  

1 

1 - - eo( l .+  eo) 19)" 
Si l'intigalit6 (33) est satisfaite, l'intervalle de la convergence des s0ries 

donndes par l a  methode des approximations successives se determine par 
1' 6galite (32). 

auriunte. - Revenons. pour la détermination de bvlZ,, à la quatritiine 
des inegalités (29). Admettons 

Les inbgalités suivantes determinent lz 

cc, (1 - Ax)~[I - e,(l t Ag)]'Ax 
h < At,  72 < - 

4% I A 1 1 + e, t 3n,eoAt f 

At,  Ax, Ay étant envisages comme des quantités données. 
Cornrnc antBrieurement, nous invertissons le problc\mc ct cherchons 

le maximum simiiltané des fonctions 1 - x )  - -  e,( l  + AtJ4Ax et 
(1 - A x ) ~ [ ~  - eo(l + Ag)]'Ay. 

On peut admettre approximativement 
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- 

Aprhs la substitution des valeurs trouvees de Az et de Ay, nos in8gtlit6s (35) 
s'kcrivent dans la forine de 

6 

h<At:  h l , -  - - 
20 b no 1 A 1 1 + e, +3n,)eoAt ' 

d'oh l 'on peut déterininer la val(hur de lt et celle dc At correspondant ;la 

nia xinium de h 
3 4 une, 6 

(36) h=At=  6noen 11 +enlP +p(o) m ( l - g e O ) ] .  

Xotre raisonnement suppose que la  valeur de 9 K ,  mentionnee ci-dt~ssiin 
depasse les parties droites des trois premieres in6galit6s (29) diiliü l'intcr- 
valle ( t , ,  t ,  + At),  (x, - Ax, x, -1- Ax), (y, - Ay, y, -1- AI/), où 

1 
to=O,  x o = y o = l ,  At=h, A x = A y = - .  5 

D ' a p r h  1;i reinarque faite antdrieurement concernant la cleuxi81ne des 
indgalitd (%9), i l  siiffit pour cela qu'une seule indgalitd soit satisfaite 

Ayant Btudi6 le cas particulier où l a  fonction pertubatrice se pr6sente 
dans la  forme 

piLssons au cas géridral et considérons la force centrale d'attraction s'expri- 
niant par la serie ( 5  1) 

Le potentiel aiira la fornie 
* 

L'expression de la  fonction pertubatrice est la  
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Nous devons calculer les derivees partielles de la  fonction R par rapport 

aux variables a, e, W, E et siibstituer leurs valeurs dans les equations dif- 
fdrentielles de mouvement (22). DBsignons par z une qiielconque des variables 

a. e, i, e. Alors 

Divisons la premihre des deux dernitires egalites par la seconde 

r' 
Si A + O, la fonction - #(ri b o r d e  dans un intervalle (r 2 p,) tend vers zéro 

21 
quand r croit inddfiniment. Soit dans un intervalle 

où x tend vers z6ro avec la croissauce de r .  
Nous avons 

Indiquons par C)K, la quantith analogue à la quantitd 912, du cas par- 
ticulier pr6cBdent. De nos considdrations il ddcoule, d'aprhs l'in6galit6 (38) 
et les 6qua tions (22), 

91L2 = 91Z,(1 + XI. 

Dans la yrernihre variante du cas particulier pr6c6dent nous avons eu 
les intervalles suivants de l a  variation des variables x et y :  (x, +- Ax) et 

a 
(y,, t Ay), où x, = y, = 1 et Ax = Ay = - 

9 
Les intervalles de la variation des qiiantités n et e (a = nos, e = eoy) 

seront respectivement 

Trouvons l'intervalle correspondant r,,,) de la variation de la 
variable r. En vertu de la formule 

r = a(l - e cos u) 
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nous obtenons 

Soit xi satisfaisant à l'in6galit6 

dans 1' intervalle 

De la mème façon, aux intervalles de la variation des variables x et y 

dans la deuxième variante correspondra 1' intervalle (rini,,, rmax) 

de la variation de r dcifini par les égalités 

Soit X ,  satisfaisant à 1' inégalitd 

Le deuxibme intervalle est renferme dans le premier et xi >xo. En 
rupdtnnt tous les raisonnements anterieurs, nous aurons dans le cas g6n6ral 
deux variantes : 

1-ère mariante. - Si 

nous aurons 

Les variables a et e seront comprises dans les intervalles 

2-"" variante. - Si 

dnnali  di Matematicû, Serie IV, Tomo XIV. 12 
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Les valeurs des fonctions a et e varient respectivement entre les linlitw 

L'intervalle (le temps (t , ,  t ,  +h)  pour lequel le proc6d6 des approsinia- 
tions s~iccessives donne des sdries convergentes, se trouve dans le  cas g61i6r:xl 
naturellement plus petit que dans le  cas particulier préc6dent. Si cc,, croit 
indéfiniment, ies coefficients X, et x2 tenclcnt vers zero et nous revenons 
anx résultats du cas particulier mentionné ci-dessus. 

Dans ce qui précede nous avons supposé que le coefficient A n'est pas 
6gal à zéro. S'il  est égal & zero, on doit, en suivant la ni6tliode préccdente, 
exainilier d'abord le cas particulier, où la fonction pertubatrice a la forme 

(P *O) 

ct ensuite passer, per une voie analogue, R U  cas g6nhal  de hi furce d'at- 
traction centrale. La fonction S(r) aura l 'expre~sion 

L'iri6galit6 suivante déterinine le coefficient X, tliiiis r i i l  intervalle 
(riIliil, ririaX) de la variation de r 

D6terminons le coefficient X, au ii1oyc.n de l'intigalité 
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N. NERONOFF: Sur la loi de E'nttrnctio~ 9 1 

En clt5finitive, nous aiirons dans le cas gt5n6ral deux variantes: 
i-"' vuriunte. - Si 

13 

< 1, 

nous avons 

( 4 4  

Les variables ct et e seront comprises dans les intervalles 

Les valeurs dcs fonctions a et e varient respectivement entre les limites 

Pour les grandes valeurs de a, reste en force la  remarque pr6cedcnte, 
concernant les petites valeurs de X, et de x,. 

Si noiis nous bornons A In première approxiination, l'erreiir, ayant licu 
qu:~nd nous calculons une quelconque des fonctions cherchées (polir le 
moinent du temps compris dans 1' intervalle mentionne ci-dessus), sera en 
g i * ~ d e i i r  absolue plus petite que 

M 
A i - B + C + D  

[e(Ai-B+C+D)(t-tn) - 1 - ( A  t B + C + D)(t - t , , ) ] ,  

o i ~  e est la base des logarithmes natiircls et M, A, B, C, D désig~ient 

certaines quantités positives ('). 
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92 N. NERONOFF: Sm- Zn loi de I'nttrnctio+z 

Les expressions troiiv6es (40)' (42), (44), (46) pour h nous montrent que 
l'intervalle de la convergence des series obtenues par le proc6d6 des apyro- 

e e 
xiinations siiccessives dépend de la relation 2 si A $: O ou dc la relation 2 

Pl lrl 
si A = O, p $= O. Mais quellos que soient les valeurs des coefficients A et p, 
si l'excentricitl! initiale e,, differe peu de zero, la  valeur de 72 est trbs petite. 
Le cas e ,  = O n'est pas l'objet de nos consid6rations. 

5. Le cas géiiérsl. - Dans le cas g6néra1 nous envisageons le soleil 
coinme un corps continn. Ici la force d'attraction cesse dlPtre centrale et 
l'expression de son potentiel a et6 trouvee par nous dans le paragraphe i-er 
sous la forme suivante 

Coniine 1:i masse 911 est trés faible par rapport h la in:issc. JI, iious nE- 
gligcwiis l'influence de la planùte sur le inouvernent d u  soleil ot nous pi4enoiis 

3 .  
Introduisons ln  notation abrég6c 6 = f l .  2 

En vertu de l'équation U =  W L  , la fonction pcrtii1):itrice a lit 

forine 
' 6 

(47) R = kP (i + :) + ra sin' (; - 0) sin2 rf + ... . 

Revenons aux forinules (4) du mouvement elliptiqiie. De 1' ilqii:ition de 
I<&PLER nous avons le  dévcloppement bien coniiii de 1' :inoin:ilie excenti~iqiie u 
ile la plauCt~ suivant les puissances de l'esccntricit6 e 

e" 
(48) 

cl dl- 'sinJ< 
16 = l; + e sin < +_  sin 25 + ... + 

1. '2 1 . 2 7  dg-1 + - m . ,  

Laplace a demontre que la  sBric prkkltknte est coiivcqy~nte pourvu 
que  e soit inferienr h la liinite 0,662743.,. . 
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Outre le dr'veloppement (48)' nous obtenons aussi d' autres développements 

3e" (X)-3= 1 k & 008 + - (1 + 3 cos 29 t- m.. , 
2 

et enfin celui de l'anomalie vraie 

5e2 
w = 5 -4- 2e sin t; + -sin 25 -+ .... 2 

- 

D' après la  dernière série il vient, en tenant compte de 1' @dit6 v = .+ w, 

- 1 
sinz (v - 8) = [l - cos (nt 1- E - O)] -t e[cos (nt -I- E + W - 20) - 

2 
e" 

(50) - cos (3nt + 3e - G - 20)] 4- -- [cos 2(; - 0) + 8 cos 2(nt + E - 0) - 
4 

En faisant la substitiition au moyen des Bgalit6s (49) et (50), nous 
obtenons l'expression (47) de la fonction pertubatrice R dans la. forme d'uhe 
serie entidre en e 

. kPA k"' 8 sin" B=7 +-+- - - [ l - c0~2( lz t+&-0) ]+- .  . . . . . . . a .  

a ad 2a3 

... .. - 7 cos (3nt + SE G - 20) + cos (nt + E + G - 20)1 + 1 -1- 
! 

ayant en vue que pour les grandes planètes 1' excentricité varie de 
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e, = sin 0023'31",5 (VBnus) jusqn' À e, = sin 1 1°51'53",7 (&mure) cd par coii- 
s6qiient reste petite ('). 

Siibstituons les valeurs des dtjrivées partielles dc la fonction pcrtub:itrice 

par rapport aux variables a, e, y, O, w, e dans le syst&mch clils Bq~iatioiis 
differentielles (21) et integrons les Bquations obtenues par la iii6thodth des 
approxiinations successives. 

Pour obtenir la première approxiination, donnons aux variables a, e, y ,  
.- 

0, w, E entrant dans les parties droites de nos 6quations leurs valeurs ini- 
- 

tiales a,,, e , ,  y, , ,  O,,  on, B.. Ces parties renfermeront des termes périodiques 

2n àn 2n 3 
- - 

ayant les periodes - - où 12,, = ka,, " ainsi que ceux non- 
n,) ' 2n0 ' 3n0 ' "' ' 

périodiques. Dans le but de trouver les accroissements dels fonctions a ,  e, 

y ,  8, o, E correspondant à une r6volutjon de la planètci snr soii orbite, nous 
prenons 2,) txt f , ,  4- T pour les limites de 1'intt;gration dans les quadratures 

de la pre1iiiS.m approximation ici T d6sigiie la dur&. d7 niie rBvoliition de la \ 
planbte autour du  soleil tigalc~ A . C'est ponrquoi nous omettons dans 1t.s 

6quations cliffdrentielles de l a  prenîièrci approximation les termes périocliqiies 
qui disparnitraient tigaleiiient aprils la substitution dcc: liiiiitels cl'int0gr:itiuii. 
On a donc pi1 prernit?re approxini:ition 

d n  2 1) -=-- 1 . .  . 1 
rlt n,a, O 

ci0 ~ C O S Y , ,  i e- 9)  - -- 1 + 3 [G -t 5 cos 2(0, - O,)] + ... - ' 7 f  - n,a: \ i- ei i 4 
1 
\ '  

26 sin" cos cpo  
' d<u 
4) -= 

2 e" 
- 1 1 fit [6 + 5 COS 2(Go - on)] -4- m e -  [ -+ 

df n , ~ :  V 1 - eg 
( 5 2 )  

(6 + 5 cos Y(.. - O,))]  + 1 
1 '  

de 4) -=- 
(1 f 

sin",, sin 2(;,, - On)+ ... 
4a; 
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N. NERONOFF: Sur la loi de l'ccttractiort 93 

d~ 1 584 5)-=- 1 - sin2 y, sin 2(;, - 0,) + ... 1 - 
CU n , a ~ ~ i - ~ s i n c p , 1 4 a :  \ 

Y0 tang - 
2 584 - 

- - sin2 p. sin 2(w, - H o )  i- ... 1, P I  4a: noaE \il - ei 

cl€ 2 ) 2k" 3k"p' 36 sin' y ,  3k6 sin' cp, fJ) - = - -- - - - - - -- 
di! ,, t sin 2p, ,  t '+ E, - 0,)  + 

%,a, I a0 4 2 ai - 
2a-2 

V 

3keof[ ("""5 3k2p') - +... -- - -- sin (n,l t- E, - O,) + 
a2 a3 

2a0" 
6 sine cp, 

i- (- 6 sin (n,t +s0 - Go) + 21 sin ( 3 4 t  + 3e0 - Go - 20,) - 
4a; 

- 
- sin (rot i -  E, + <uo - 20,)) + ei -, - 1 . I " t 

163c"At - 27k3p't - + sin 2(n0t -k s, w + -- sin 2(n,t i- a, - w,,) - 
- 11 

2a, Zao% 

36 sin"rq, 3kÔt sin",, - - (6 -t 5 cos 2(0,- 0,)) - (- 9 sin 2(w0t + e, - <u,) - 
8ai 

4a, 

- 5 sin Y(n,t t- E" 

2 28 sin - oos y, 
+ a 

.,a: VI - ei 4 
I 

11 + (6 + 5 cos 2(& - 63) + ... , + 

-.t - 6 sing y, 
(6 + 5 cos 2(W, - O,)) + ... 

8a: 
1 1 

Effectuons l'intégration de ces equations dans les limites mentionnees 
ci-dessus. L' opération de 17 intégration demande la convergence uniforme 
des séries infinies par lesquelles s'expriment les dérivées partielles de l a  
fonction pertubatrice. La  question se simplifie dans le cas du  paragraphe 
4rme lorsque le soleil et la planete sont considdrds comme des points matériels. 

aR 
En effet, envisageons par exemple la dérivée partielle -. La fonction R ne 

aa 
dependant, d'aprhs l'egalitd (tg), que d'une variable r7 on a 
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9 6 N. NERONOBT: SUT ZCC loi de l'nttrnctiow 

D'apré;sles formnles (4) du inouvement elliptique de lit planS.te, 

ar - 3net  sin u 
= l  - e c o s u -  a a 2(1- e cos w) ' 

dR 
La dBriv6e - se pr6sente sous forme d'une serie tantibre en r, con- 

dr 
vergente si r 2 p, ($ 1), dont tous les termes sont des fonctions holo- 
morphes de 17excentricit6 e dans un domaine de la  variation de e. En vertu 
du thkorème connu de WEIERSTRASS ('), cette serie est aussi une fonction 
holomorphe de e. Pareillement, de la consid6ration de l'expression de lit 

2r 
cl6riv6e -- on peut conclure qu'elle est une fonction holoinorphe de e. Coin- 

an 
d~ ar 

iiie les deux ddriv6es - et - s'expriment par des series entières en e 
dr aa 

convergentes dans un certain domaine, quelle que soit l a  valeur finie clu pa- 
3R 

ramtitre t ,  il est Bvident que leur produit, c'est à dire la  d6riv6e --, prdsente 
aa 

aussi une serie entibre en e convergente dans un certain domaino, quelle que 
soit la  valeur fiuie du temps t et, par cons6quent, convergente uniform6ment 
par rapport k t .  

Retoiirnons donc à 1' intbgration des equations différentielles de la  pre- 
rniért: approxiination. Nous avons les expressions suivantes pour les accrois- 
sements des fonctions inconnues pr6sentées sous la forme des sikies infinies 

to+ T 
a (  = O ,  

Ma; + ... , 
t 0 

t ~ + ~  15nie0 sinZ cp,  sin 2(6, - 0,) 
,531 e / = -1- ... , 

t . 4JIa," 

Dans le système h6liocentriqiie, 1' angle - 0 est compris entre deux 
rarons dont l 'un  passe par le noeud ascendaut et l'autre par le périhdlie. 

(4) GOURSAT, ibidem, no 290. 
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N. NERONOFF : X w  ZCC loi cle 1' rcttvactiom 97 
-- -- 

Le cléplaceinent du périliélie à cliiiqiie révoliitiou de hi planète a lit fornie de 

- 
+- [6 1- 5 cos %(ou-b,)] sin' cp, - 4 cos2 y, 

En posant i = O ,  nous obteilons un résultat concorclant avec les expres- 
sions ($5 2, 3) trouvees par une autre voie et appliquees au cas particiilier 
des orbites presque circulaires ( p  = a,). 

Les premiers termes des series (53) et (54) montrent que: 
1) la variation des angles 0 et y depend da coefficient i caractOrisant 

lit distribution de la masse du soleil. C'est à cause de la variation de ces 
angles qu'a lieu le mouvement des noeuds du plan de 17 orbite. 

2) la variation de l'excentricit6 e depend du inCrne coefficient i. 
3) le deplacement du pdrihdlie depend en m&ne temps du coefficient i 

et des coefficients 1, p, v, ... de la sfxie (1). 
Les valeurs exactes des coefficients A, p, v, ... peuvent être obtenues des 

calculs astronomiques. L'examen suivant ne permet de trouver que l'ordre 
de la grandeur du coefficient ii. C'est M. EINSTEIN qui a donne la formule 
suivante d6coulant de la thborie g6nérale de la relativite pour le doplacement 
du p6rihdie à ahaque révolution de la plandte 

b2 
où c designe la vitesse de la lumibre, p = - et pour les orbites presque 

a 
circulaire p = a,. Les autres notations coïncident avec les nbtres. Comme on 
sait, cette formule donne pour Mercure un resultat ~at~isfaisant. 

Si nous supposons que le coefficient A n'est ptis 6gal h zéro, on peut 
retenir seulement le premier terme dans la serie (54) pour les valeurs de a, 

La comparaison de notre formule (33) avec celle de 31. E I N S T ~ N  donne 
la valeur approximative du coefficient h 

4nnaii d i  Malsmataco. Sorie I V .  Toiuo XlV. 
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Sti oux rnppreseiitazioiie piaiia dei complessi lineari. 

Mernoria di SULLIO VIOLA (a Torino). 

Sunto. - Studio della rappresenta~ione piana dei sistemi lineari d i  complessi l ineuh a ulza 
e due dimelzsioni secondo i l  metodo del MAYOR. 

1. L' applicazione degli ordinarî metodi della Geometria Descrittiva (proie- 
zioni ortogonale, centrale, quota ta, ecc.) alla rappresentazione dei sistemi 
di forze nello spazio, conduce a un'eccessiva complica~ione anche quando si  
cerchi la soluzione dei p i3  elementari problemi della statica ('): per questa 
ragione la  statica grafica non ha trovato notevole applicadone pratica, lino 
ad oggi, alla risoluzione dei problemi riguaidanti i sistemi dello spazio. 
I l  MAYOR, ritenendo che questa difficoltà debba essere attribuita alla natura 
speciale degli elementi geometrici che sono in giuoco nella teoria dei sistemi 
di forze. propose, or sono molti anni, un nuovo metodo di rappresentazione, 
a1 cui principio fondamentale si ricollegano visibilmente gli studi più recenti 
del v. MISES (7. Lo studio del bel libro del MAYOR, in vista delle applica- 
zioni a questioni tecniche relative a i  sistemi articolati a tre dimensioni e 
alle cupole, mi  ha  indotto alla ricerca che esporrb, intorno alla rappresen- 
tazione piana dei complessi lineari. Ma prima riassumerb brevemente gli 
eleinenti della teoria del MAYOR indispensabili per l'esatta comprensione 
del seguito. 

I l  principio del metodo è analogo a quello, ben noto, su1 quale i l  CRE- 
MONA ha fondato la teoria delle figure reciproche. Pub definirsi un nzetodo 
di rappresenta~ione dello spazio rigato », in quanto l'elemento fondamentale 
rappresentato non è i l  pnnto, ma l a  retta. Poichè una retta dello spazio 

(') Per convincersi di cib, basta che il lettore esamini per es. ne1 trattato di Scienza 
clelle Costruzioni di C .  GUIDI (Torino,'Bona, 19'59, pp. 44 e segg.), la complicata risoluzione 
grafics (in proiezione ortogonale) di un problema cod semplice corne la composieione di t,re 
forze cornunque siluate nello spazio (ci08 la determinazione della risultante di traslazione e 
del moment0 risultante)! 

(2)  B. MAYOR, Statique graphique des sgstèmes de E7espace (Lausanne-Paris, 1910). 
R. v. 3-[IRES, Motowechnung, eitz neues Hilfsmi2tel rler Mechanik (. Zeitschrift fiir angewaridie 
Nafh~niafik und Mcchanik ., Bd. 4, 1924, p. 155). 
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100 T. VIOLA: Su  wnn rnppresentnaione pinnn dei  conzplessi linenri 

dipende da quattro parametri, la  sua immagine ne1 piano deve essa pure 
dipencere da quattro parametri. Ne1 sistema del i i fauo~ tale immaginv 6 
costitiiita da una retta e cla un punto. Fissiamo una volta per tuttc, ncllo 
spa,zio, un sistema di forze (F,,) cho chiamiamo « Sistema direftore » e che 
supponiamo per semplicitii ridotto ad una forza d'intensith w (risultante di 
traslazione) normale a l  piano TC siil quale si vu01 fare la rappresentazione e 
ad un momento (momento risultante) d'intensith tua. il cui asse abbia l n  
medesima direzione e il medesirno verso. Rispetto a una terna di assi car- 
tesiani ortogonali, il cui asse z abbia direzione e verso di detta risultante e 
la  ciii origine O giaccia in x, le componenti del sisiema direttore sono: 

Le rette in involuzione col sistema direttore, ciob di momento nnllo ri- 
spetto a questo sistema, costituiscono un complesso lineare (« coinplcsso 
d'amione del sistema direttore ») la cui equaziono pub scrivcrsi in coordinate 
omogenee (XYZLMN) 

N +  & = O  ("). 

Unn retta arbitraria ( f )  = (XIZLPilN) dello spnzio aminette seinpre uua 
coniiigata ed una soln (f') rispetto a l  complesso cl'iimione del sistciiin. direttore. 
Le coordinate (X'Y'Z'L'JI'N') di questa coniiigata sono datc (a ineiio di un 
coefficiente di propomionalitA) dalle relazioiii 

(f) coincide con (f') sempre e solo quando appartiene a1 complesso (rettii 
« singolare »). I n  cas0 contrario le due forze « coniugate l'unn dell'altrn », 

(P) r- (XITZ), (F') r (X'E7'Z'), l 'una agente lungo (f), l 'altra lungo ( f ' )  costi- 
tuiscono (a meno di un coefficiente di proporzionalitA) un sistema equivnlente 
d sistema direttore: esse dunque individuano 10 stesso complesso d'azione. 
Cib posto una retta (f) dello spazio si rappresenta su1 piano n con gli ele- 
menti seguenti che, in generale, l a  determinano coinpletaine~te: 

Io) la sua proiezione ortogonale f su  n ;  
20) la traccia cp' su  n, della sua coniugatn (f'). 

A questi elementi è utile (e i n  certi casi necessario) apgiungere quelli 
che rappresentaiio la retta coniugata di  (f), cioè: 

(3) (XYZ) sono le componenti di iina form agcntc lungo la retta, (LMN) le componenti 
del ~ i i o  momento rispctto nd O. Esse, coiu3& noto, sono srililme lcgnte dnll'eqiiazioii~ 
L X + M Y + N Z - 0 .  
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II'. VIOLA: SM m a  rappresemtwio/~~e pinlzcc dei cornplessi linen+i 101 

30) la  proiezione ortogonale f' della retta ( f ' ) ;  
40) la traccia cp di ( f )  su n. 

Si dimostra che le proienioni f ed f' di  due rette coniugate (fl ed ( f ' )  
sono parnllele e le traoce cp e cp' nllineate con 0. Natiira,lmente .g sta su f 
0 cp' su f'. Se ( f )  B singolare, f coincide con f', cp con cp'. Se (f)  incontra 
l'asse a, ci06 liasse centrale del sistenia direttore (retta « speciale >>), f passa 
per O e CF' 6 all'infinito (qiiindi comune ad f, f ' ) :  se in particolare ( f )  è 

normale a n, f 6 indeterminata ed f' B la retta all' CO di n. Que8ta rappre- 
sentazione cade in difetto per le rette ( f )  singolari e speciali ad un tempo 
(ciob incidenti e normali all'asse): si ha  infatti allora un'indeterminazione 
analoga a quella che presentano, in proiezione ortogonale, le rette sitiiate in 
un piano di profilo, indeterminazione che si pub d'altra pmte eliminare 
facilmente, per es. dando contemporaneamente l a  rappresentazione di lin' altra 
rettn incidente aJl'assc nello stesso pontu, ma non singolare. 

2. Ilayprestwtaxione dei sistemi d i  forze e dei cornpleshi 1iiieai.i. - Un 
sistema (P) di foree comunque disposte nello spazio B sempre riducibile il1 

modo iinivoco a due componenti, l'iiria F situata ne1 piano TI, l 'altra 
normale a n. Indichianio analogamente con (F') il sistema costituito dalle 
forne coniugate delle singole forze che costituiscono (F), rispetto a1 sistema 
diïettore. con F' e @' le  due componenti di (E'), l 'una situata in K, 1'; i l t i . i i  

normale a n. Si dimostra allora che gli elementi geometrici che rappresentano 
q~ieste forze e cioh precisamente da una parte le linee d'azione f, f '  delle 
F, F', dall'altra i punti d'applicazione y, cp' delle @, @' si corrisponclono in 
una stessa omotetia di centro O. l n  altre parole le rette f, f '  sono parallele, 
i punti cp, y' sono allineati con 0, e il rapport0 delle distanze di O dalle 
rette f, f', è uguale a qiiello delle distanze 0-9, Orp'. Indicando con (XYZLMN) 
le sei coordinate del qistema (P), quelle [X'Y'Z'L'M'N') del sistema (F)  sono 
date xiicora dalle relazioni 

1 X I : - X ,  Y ' =  - Y ,  Z 1 = - N i  LI=-L, M 1 = - M ,  N1=a.Z, 
a 

le coordinate cartesiane omogenee dei pnnti cp, cp' sono rispettivam~nt~e ( a  
meno di un coefficiente di proporzionalith) 

e le eqiiazioni delle rette f, f' sono rispettivamente 
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I l  sistema (P) è riducibile a una soli~ risultante (e quindi anche il si- 
steina (P')), seinpre e solo quando f passa per cp (e quindi aiiclie f' per cp'): 
i l  modo di rappresentaaione descritto al n. 1 non C clunque che un caso par- 
ticolnre di questo. Se tale risultante é normale a n, allora il sistema coiiiu- 
gato (Fr)  è riducibile a una coppia: f' e y' sono all' oo ed f B indeterminata,. 
L'inverso avviene se (F) B riducibile a m a  coppia ('). 

E noto che le sei coordinate d'un sistema (P) di forze possono assuinersi 
come coordinate omogenee del suo K complesso d'azione ». E inversamentc 
ogni coinplesso lineare (r) pub essere considerato come il complesso d'azione 
d 'un  sistema di forze (F). Si vede dunque che i quattro elementi puramente 
geometrici f ,  f ' ,  y, y', utiliazati nella rappresentnzione dei sistemi di forze, 
valgono a rapprescintare completamente non soltanto il coinplesso d'azione (1')  
d'un fiistema di forze (F), ma anche il silo « conilignto » (i") rispctto a1 si- 
stema direttore cioè il complcsso d'azione (1") del sistema (F'). roniugato 
di (3) rispetto a1 sistema direttow. 

3. Sistemi lineari d i  comples~i liiiearj. - Xi propongo orx di studiare 
la rappresentazione dei sisteini lincari di  complessi lineari, di cui il MAYOR 
da soltanto un rapido cenno limitatamente a quelli ad una sola dimensione, 
ina I n  cui importanza è notevole, pcrchh B appunto su qiiesta ra~;prescnt:i- 
zioiie dei coniplcssi lineari che l'A. si appoggia per estenderc al10 spnzio 1:i 
nozione foidainentale nella stntica grafica, di « poligono funico1ai.c 2. Siilno 

p cornplessi lineari fra loro linearmente indipendenti: il clic implica, com'é 
noto, p~ 6. Si dice clle ~ s s i  doterminano un <( sisteam linenre (C) n p - 1 
dimensioni », le coordinate (XYZLMAT) di ogni complesso lineare (ï) di questo 
sistema csprimendosi coinc conibinnzioni lineari dcllc c o o i d i ~ i a t ~  oinologhe 
dei coinplessi (ri) : 

P P P 
X = X A , X , ,  P=2AiY,, Z = X h , Z i ,  

i =l i=l i 1 

Csiamo anche l a  notaaione abbrevinta (1') = 2 A , ï i  . ( j 
( 4 )  11 casn N =  Z=O é l'iinico veramrnte dcgenerc, ncl yiialc ln i*npprescntaeionc 

ciitlc i n  tlifctto e clic m i  qiiintli escliitl~rcmo ncl scpiito. Si lia qiinnclo (B') t: iidiic.ibile a 
uiia forza e ad 1111 momento entrambi iiorinali all'asse. 
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Le coordinate cxrtesiane omogenee dei punti rappresentntivi y, y' del 
comple~so (r) saranno danque proporzionali ai valori 

mentre le coordinate plückeriane oniogenee delle rette rappresentative f, f' 
del10 stesso coniplesso saranno propor~ionali ai valori 

A 
Queste formole mostrano che per p = 2, qiiando il rapport0 -' varia, cioè 

1 2  

quando (I') descrive ii sistema O fascio (C), la  retta f genera il fascio piiino 
avente per centro il punto C =  (f,f,), inentre la retta f '  genera il fascio 

avente per centro i l  punto C' e (f,'f,'). Parinienti il punto cp genera la pun- 
teggiata c G (cp,cp,), il punto cp' l a  punteggiata c' r (cp,'y,'). Si  concliide clie 
ogni sistema lineare a una di- 
mensione, di cosnplessi lineari, 
pub essere ruppresentato d a  uncc 
coppin di rette c, c' e du m a  
coppicc di yunti C ,  C'. La stessa 
rappresenta~ione vale per iina 
congruenza lineare, che è l'in- 
sieme di tutte le rette comuni 
a tutti i cornplessi lineari che 
formano un sistema lineare a 
unn dimensione. 

Fissati ne1 piano i punti C, 
C' e le rette c, cf, ogni coinplesso 
del sistema lineare O determina to 
quaildo si precisi la  posizione 
di uno solo dei quattro elementi 
f f ' yy '  che lo rappresentano. Slip- 
poniaino per es. clle sia precisata la posizione di f. Graficamcbnte si opererA 
cosi. Intanto si potrh subito tracciare per C" la f' parallela alla f .  S i  proietterà 
poi da O i l  punto Q s cf e si determinerà 1' intersezione P di questa proiettante 
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con la f ' .  Da P si traccerk la parallela allit c. L' iiitersezione di questa p:tr;illcla 
con la c' sark i l  punto rappresentativo y' e, per conseguenza, 1' altro piinto ~ p -  
presentativo cp sarb l'intersezione della c con la 07'. È chiaro che si pi10 
procedere in modo perfettamente simmetrico, proicttaiido da O il 1)iiiito 
Q' = c'f' ne1 punto Pt  di f. La parallela condotta per P' alla c' taglierh 
d lo ra  la c ne1 piinto v. Jla queste due operazioni non sono sompre entrn~nOe 
eseguibili per agni posiaione della coppia di rette parallelc f f ' .  La prima 
infatti cade in difetto qiiando f ,  f' sono parallele alla c, la secondit qiiando 

esse sono parallele alla cf. La Fig. 2 rende maiiifesto c h  ne1 priino caso i 
punti P e Q vengoiio a cadere l'iino sull'altro siilla retta d l '  oc. 

Qiiando f passa per C', allora anche f' passa per C e i due punti y ,  y' 
vengono a cadere entrnmbi nell' intersezione delle rette c, c'. D7 altra parte, 
it prescindere da ogni considerazione sui sisteini lineari, lin complesso per il 
quale le rette rappreseiitative f, f' sono identiclie, dev' essere tale che N -  - aZ 
(corne risiilta dalle eqiiazioni sopra sci'itte), cioè N I aZ = O, e cioè i l  com- 
plesso 6 in involuzioiie col sistenia direttore. E le formole clle dhnno le coor- 
dinate dei puiiti .g, cp', mostraiio che questi sono necessariainente nniti. 

Le puntegyiate c, c' e i fasci C, C' sono fra loro legati da corrisponclenze 
proiettive che 6 facile individuare in modo geonietrico. Infatti basta osservare 
che le punteggiate c, c' sono prospettive con centro O, i fasci C,  C' prosyettivi 
con asse la rettn all' DO ; tra c e C' il raggio limite di qnesto fascio 13 C'O, 
e tra C' e C il raggio limite 6 CO; finaliiicnte al piinto cc' corrisponcle nei 
fiisci C e C', coine soprit si è cletto, il raggio CC'. Si lianno cosi tre qua- 
terne di elementi corrispondenti e le qnattro proiettivith sono determinitte. 

Tre sono i casi degeneri di effettiva indeterminaziorte, qiielli in cui si 

Ni -- 2, ha --- JI, - Li , oppiire - - YI - X 
41, L,' oppure , - 2. Ne1 primo caso, infatti, le I\i2 Zp 1 ,  x, 

due rette c, cf sono pni~dlele e i punti C, C' sono alliiieati col ceiitro 0, con- 
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dizioni queste cho non possono mai verilicarsi separatamente. I l  secondo e 

MI - L 
il terzo cnso sono duali 1' uno dell' altro. Se - - 2 ,  le rette c, c' si con- 

dl, =* 
Y X 

fondono in unit sola passante per il centro O ;  se invece -=-, i punti 
y2 x2 

C, C' si confondono in uno solo all' 00. E qui pure non pub accadere che 
le rette c, c' coincidano senza passare per O, O che l 'una di esse passi per O 
senza che vi passi anche l'altra, coincidendo cosi con la prima; nè pub ac- 
cadere - dualmente - che i punti O e C' coincidano a l  finito, O che l'uno 
di essi sin all' oo senzn che vi sia anche l'altro, coincidendo cosi col primo. 

Inversamonte, presi ad arbitrio ne1 piano due punti C, C r  a l  finito, di- 
stinti e non allineati con 0, e due rette c, c' non parallele e non passanti 
nb 1' una na l'altra per 0, questi quattro eleinenti valgono sempre a rappre- 
sentare un sistema lineare ad m a  dimensione ed uno solo. Basta infatti 
porre le quattro forme di prima specie c, c', C, C' in corrispondenza pro. 
iettiva fra di loro, stabil.endo fra c e c' la prospettività di centro 0, fra C e  Cr 
la  prospettività, di asse la  retta all' oo, e fra C e c', C' e c le due proiettività 
definite geometricamente dalle terne di elementi corrispondenti che poco sopra 
abbiaino individuate. 

dncora risulta manifesto da quel che precede Che, quando f descrive il 
fascio di centro C, il punto P, intersezione della retta O& del fascio di centro O 
con la rettn f' del fascio di centro Cr (rette che si  corrispondono in una proiet- 
tività), descrive necessariainente una parabola con asse parallelo alla retta c f'). 
Parimenti il punto P' descrive una parabola con asse parallelo alla retta cf. 

1 complessi che appartengono a l  nostro sistema hanno in  comune una 
congruenza lineare. Le due direttrici d,, d, di questa congruenza possono 
essere reali (distinte O coincidenti) O immaginarie: ne1 primo caso esse sono 
le direttrici dei due complessi lineari speciali appartenenti al sistema (O coin- 
cidono con la  direttrice dell'unico complesso lineare speciale appartenente 
a1 sistema), ne1 secondo i l  sistema non contiene alcun complesso lineare 
speciale. I l  primo caso si  ha quando la  retta c' taglia la (O é tangente alla) 
parabola descritta da P O, il che b 10 stesso, quando la proiettività, che in- 
tercede fra le due punteggiate sovrapposte a cf, descritte da  cp' e dalla pro- 

jezione P di P da O su cf, é iperbolica (O parabolica) f). 

(5) Infatti  P ragginnge l a  retta all' co una sola volta. Perche, se P è all' co, allora OQ 
M paralleln ad  f '  e qiiindi ad  f. Dunque Q' B all' oo, percib f è parallela a c e P è all' w su c. 

(y Si  vecle allora che la niedesima eventiialità deve pres, ntarsi nei  rapporti della 
retta c con l n  parabola, descritta da  P'. 

ilnnali d i  ~Matematica, Serie IV,  'Fonio XIV. 14 
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4. Fer i sistemi lineari (C) a pih di una dimensione (p = 3, 4, 5), le 
costruzioni grafiche possono farsi in vario modo. Si  pub per es. operare 
per induaione: allora, quanto alla rappresentazione dei complessi base (Fi) 
(i = 1, 2, ... , p), sarà necessario che, fatta esclusione - se si vuole - di 
due di  essi, per es. (i'p-,)(L1,) (alla rappresentazione dei quali si potrà so- 
stituire, per semplicità, quella del loro fascio), tutti gli altri siano rappre- 
sentati ciascuno in modo completo (e ci06 dando per ciascuno per es. la 
retta fi e il punto cp;, poiché, salve eccezioni, questi due elementi permettono 
di  trovare gli altri due). Assegnati i valori dei parametri A , ,  A,, ... , A,, si 
troverà l a  rappresentazione del cornplesso (r) r (Ali', + AJ, + ... -1- AJ,) tro- 
vando prima, ne1 sistema a p -- 2 dimensioni i cui complessi base sono 

!I'e)(rs) ... (llP), la  rappresentazione del complesso (r) 5 (A$',+ h,T, + ... + APT,), 
e poi quel10 del complesso (I') r (ALI', i- r) ne1 fascio (r,)(l'). Se il complesso 
(I') è assegnato non mediante i valori dei parametri A , ,  A , ,  ... , A,, ma me- 
diante uno O due dei suoi quattro elementi rappresentativi ff'cpcp', sar& pos- 
sibile individuare univocamente gli altri elementi soltanto se quelli dati 
valgono a determinare, ne1 loro insieme e a meno di un coefficiente di pro- 
poraionalitk, tutti i p parametri di  (I'). E precisamente sark possibile as- 
segnare ad arbitrio un certo numero di elementi rappresentativi di (I'), 
soltanto se questi, ne1 loro insieine e sempre a meno di un coefficiente di 
proporzionalità, determinano una sola volta ciascuno dei p parametri di (i'). 
Esaminando le formole sopra scritte, possiamo comporre il seguente specchio: 

Per 

p = 3  

p = 4  

p = 5  

Assegnati ad arbitrio 

Ognuno di questi casi darit luogo a problemi particolari di rappresentazione 
la cni soluzione sarà affidata all'abilità dell'operatore. 

Diamo per es. l a  costruzione completa, essendo assegnato l'elemento f, 
ne1 cas0 p = 3 (« Rete d i  complessi Zilzeari »). 

Il fascio (ï,)(I',) sia rappresentato mediante i due centri C, C' e le due 

direttrici G, G'. Proiettiamo da C il piinto CE (ffl) e da C' tracciamo la pa- 

rallela a yuesta retta. Queste due parallele sono manifestamente le f, f '  rap- 

f 
ff' 
fY '  

op. 

f '  
- 

f'cp 

op. 1 op. --- 

cp 

YÇP' 

Y' 
- 

- 1 - 
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presentative del complesso (F). La f' è dunque la parallela alla f condotta 

per il punto 6' E (ff, f ir). Per trovare gli elementi cp, y', proiettiamo il punto cf 

da O su f' in A. Per A conduciamo la parallela alla G fiiio a incontrnre la cf 

- 
in y'. Da O proiettiamo 9;' su c in G. Completata cos1 la rappresentazione del 

- - 
complesso (r), conduciamo le rette F E  (S, cpi) e cf=(cpf, R'). 1 quattro ele- . 

- -  - 

menti C, C', c, 2 rappresentano manifestamente il fascio (I',)(l'). Si proseguirh 
dunque proiettando da O il punto cf in B su f r .  Per  B si condurrh la  pa- 

rallela alla fino ad incontrare la c' in  y'. Infine il punto cp si troverh nel- - 
l'intersezione della Ocp' con 1s c. 
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Non ci soffermiamo sui casi degeneri che possono presentarsi. Osser- 
viamo invece, in base alle formole sopra scritte, che due qualunque dci 
quattro elementi ff'yy' s i  corrispondono manifestainente in una proiettivith. 
Le rispettive equazioni si possono ottenere ricavando i valori dei para- 
metri X i ,  ?,,, 1, da una delle quattro righe (1)) (2)) (3)) (4) (n. 3) (ammesso 
che il relativo determinante non sia nullo) e sostituendoli in una delle altre 
tre. Precisamente é facile verificare che gli elementi ff' si corrispondono in 
un'omotetia il cui centro Q é il punto della retta CC' tale clie il rapport0 

-- 
( rappor t~  dell'omotetia) dei segmenti orientati QC, QC' é nguale in valore 

assoluto e in segno, a quel10 delle distanze arien- 
, tate Cf,, C'fi1 (e quindi 13 l'interseaione della CC' 

con la  conginngente i piedi delle perpendicolari 
l. 

4. 
1, 

condotte da C alla fi e da C' alla fi1). Dunque i 
1. '. punti C, C' si corrispondono in quest' oinotetia. 
i, 
! 

Gli elementi cpy' si corrispondono in un'omologia 

i. di centro O, in cui asse é una retta passante 
4 'i. 

1. per i l  punto cc': se si proietta un punto 6 qua- 
!, 
\. lunque della c da O su c' in $, un altro punto di 
,i - 
Si detto asse è l'intersezione delle rette F y i ,  yrcpi' O ". 

\. *----- ! (Fig. 4). Dunque le rette c, c' si corrispondono 
; -_ -;,-;yj ' 

in quest' omologia. 
,' 

1. Anche le reciprocith fra gli elementi f e rp 
i 
i O cp', oppure tra f' e y' O y, si possono caratte. 
C' 

riazare facilmente dando quattro coppie di ele- 
F i j .  4 menti corrispondenti. Cosi per es. si pub carat- 

terizaare la  prima osservando che ad f, deve 
corrispondere y,, alla retta CC' il punto cc', alla retta CO l'intersezione 
della retta c con la  parallela alla c' condotta per 0 ;  infine, per avere una 
quarta coppia di elementi corrispondenti, si pub scegliere una retta f qua- 
lunque uscente dall'intersezione delle rette CC' ed f i  (senza coincidere pero 
ne con l 'una né con l 'altra di queste due rette): e cio per poter tracciare 

sena'altro i due assi d, c che devono in questo caso uscire da1 punto cc', 
corne mostra la Fig. 5. 

Puo interessare anche di conoscere 1' equaaione della conica dei punti 
autoreciproci, che si ottiene facilmente mediante eli~ninazione di h,A,A,u,u,u, 
dalle relazioni (11, (3) (n. 3) unitamente alla 
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Tale equazione B 

La rete contiene, coin'8 noto, una semplice infinità di complessi speciali 
le cni direttrici costituiscono una schiera rigata R. Volendo rappresentare 

tale schiera, basterebbe tracciare la coniiaa inviliippo p che ne costituisce il 
contorno apparente su n (quando questa conica esista reale) e In conica 
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luogo p' traccia della coniugata R' di R rispetto al sistema direttore, ed 
inoltre determinare l a  corrispondenaa proiettiva che fa passare dalle tangenti 
di p ai  punti di p' (7. Queste coniche si possono dedurre facilinente se della 
schiera R sono date tre generatrici. I l  fascio (i',)(l?,), già rappresentato, e 
cosi gli altri due fasci (i',)(I',), (ll,)(T,), possono fornire ciascuno una coppia 
di tali generatrici, secondo quanto si è detto al n. 3. 

5. Per i sistemi lineari a tre e a quattro dimensioni, il metodo di rap- 
pre~enta~zione che abbiamo descritto in via generale al principio del n. 4 
non é più consigliabile: esso implicherebbe infatti, soprattutto per i sistemi 
a quattro dimensioni, costruzioni tanto complicate da rendere la soluzione 
del problema praticamente ineseguibile. Si ottiene invece una notevole sem- 
plificazione se si sostituiscono ai sistemi dati quelli che sono in involuzione 
con essi e si  sfruttano opportunamente le condizioni d'involutorietà di cui 
il MAYOR si occupa a p. 76 del suo libro. I n  una prossima breva nota faremo 
appunto 10 studio della rappresentazione dei sistemi lineari a tre e a quattro 
dimensioni da questo punto di vista. 

(7 )  E .  G .  TOGLIATTI, Rappresentazio~~e delle t iyate  dei pt imi  ordini, iw Geanzetvia De- 
scrittiva, col metodo di Nayor (Torino, Bona, 1921), p. 5. 
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Sur les siiigiilnïit6s des bqiiatioiis différentielles 
d:tiis le problème des trois corps. 

Par Tosro UNO (Tokyo). 

IXTRODUCTION 

J'dtudie dans ce Nemoire les singularités des équations différentielles 
dans le problème des trois corps. Dans le  domaine r6el du  temps et des 
coordonnees, elles sont d6jh étudiees par plusieurs auteurs. Citons les prin- 
cipaux résultats d6jh connus. 

Pour que les coordonnées des trois corps en fonction du temps cessent 
d'être holomorphes pour une valeur finie du temps, il faut que le minimum 
des trois distances tende vers zéro ('). Dans le domaine reel, elles sont de 
deux sortes: 

ln) Choc binaire (7. Dans ce cas, il y a un choo de deux corps, 
c'est-&-dire que leur distance, soit ri,, tend vers zéro. Supposons que le 

r 
choc ait lieu à l'instant t =O. Le quotient $ tend vers une limite finie 

- 

t3 
quand t tend vers zdro. De plus, au  voisinage de cet instant, les coordonndes 

4 

des trois corps sont developpables en series entières de t3J leurs termes non 
P 

constants commençant par t". 
20) Choc triple. Dans ce cas, les trois corps se choquent simultané- 

ment. De meme que dans le  cas précédent, les distances mutuelles des trois 
2 

corps sont d'ordre de t5 Les développements de leurs coordonnees con- 
1 

tiennent les puissances entières de t5 tx et tp, où A et y sont généralement 

('1 PAINLEVE, Leçons de Stockholm, p. 582. 
(') LEVI-CIVITA, a Annali di Matematica x ,  Ser. III, t. 9 (1904) et a Acta Mathematica V ,  

t. 42 (1920). SUNDMAN, * Acta Mathematica U, t. 36 (1913). 
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des nombres irrationnels ( 3 ) ;  donc cette sorte de singularité est en gdn6ral 
transcendante, tandis que dans le premier cas, elle est algebrique. 

J ' a i  cherchd comment on peut étendre cette sorte de recherches au 
domaine complexe, et j'ai obtenu quelqiies r6sultats que je vais d6velopper 
dans la  suite. 

J e  dis que deux corps se choquent quand leur distance tend vers z6ro. 
Dans le domaine imaginaire, les deux corps peuvent se choquer sans que 
leurs coordonnees coïncident. En effet, dans le domaine réel, de la relation 

rSz = (xi - xJ2 + (y1 - yl)' + (zI - z2)' = O, 
il suit que 

X, =xz. g1=2/,, z ,=z, ,  

mais cela ne subsiste pas dans le cas imaginaire. 
Dans les numéros 1 et 2, j 'ai  étudié un tel choc qni a lieu entre les 

deux corps, soient mi et rn,. Designons par ri$ leur distance. 

Le quotient > (') tend vers une limite finie non nulle, et les coor- 
- 

t2  
I 

données de chaque corps sont d6veloppees en séries entieres de t? 
Ilans le numéro 3, j ' a i  montre qu'il peut y avoir un choc tel que 

lim r , ,  = O, lim r,, = O, lim r,, $-. 0, 
t - O  t - O  t - O  

où l'on designe par ri, la distance des deux corps +ni et ~ 2 , .  Un tel choc 
n'est possible que dans le  domaine imaginaire, dans lequel le choc et la 
coïncidence des deux corps ne sont pas la  mème chose. Comme cas possible 
de tel choc, j 'ai obtenu la  singularité suivante. 

r 
Les deux quotients 5 et tendent vers des limites finies non nulles. 

2 ,  
t 5  tt5 

i 

Les coordonnees des trois corps sont dtheloppables en series entières de t', 
4 

dont les termes non constants commencent par le terme t'. 

(3)  BLOCK, « Lund Meddelanden B, Ser. II, n.O 6 (1909). CIIAZY, a Bulletin astrono- 
mique r, t. 35 (1918). 

(9 DorQnavant, nous supposerons que le choc a lieu à l'instant € = O ,  car cette ré- 
duction est toujours possible par ilne simple translation sans détruire la gdnéralité. Par cette 
réduction le temps derient rc'el, mais les coordonnees restent imaginaires, et crla est cssen- 
tiel pour nous. 
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Dans le niini6ro 4, j 'ai introduit une nouvelle variable u, definie par la 
relation. 

par laquelle on peut régulariser les deux sortes de singularitBs obtenues 
ci-dessus; c'est-à-dire au voisinage de ces singularit6s, le temps et les 
coordonnées sont tous exprim6s par des fonctions holomorphes de cette même 
variable. 

Enfin dans le num6ro 5, j'ai don116 des exemples qui illustrent les 
resultats pr6cédents. 

1. Soient x, y et z les coordonn6es de la inasse m2 par rapport à la  
masse lni, et soient 5, y et 5 les coordonn6es de la masse m, par rapport 
au centre de gravité des masses qn, et nz,. On a les Bquations du mouvement 

d22 (ml + WZ,)~ 
r3  

L' 6quation des forces vives s' &rit 

oh IL est l a  constante des forces vives. 
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Supposons qu'à l'instant t = O, le choc ait lieu dans le domaine fini, 
entre les deux corps In, et I Y L , ,  et que le troisibnle corps ab, reste à une 
difitance finie de ces deux premiers, tel qu' on ait r = O, r,, + O et r,, + O 
ponr t ==O. Dans ces conditions, on voit aisBrnent d'aprhs les équations (1) 
que les quantitBs k", 7" et 5" restent finies au voisinage de t = O. De cela, 
on deduit que les quantités E', rj' et 5' sont aussi finies dans le iiième voi- 
sinage. Cela établi, multiplions 1'Bquation (3) par r, faisons tendre t vers zéro. 

r(xt2 t y'" tt2) 
lim = S. 
t ,  l, 112, -1- a2, 

Or, en vertu de la  relation 
r2 = xO/+ y +  z2, 

on a 

Nultiplions les équations (2) par x, y et s respectivement, et faisons la 
somme. On a alors 

XX" + $y" + zz" = - "" + + quantite finie, 
r 

d'ou on obtient 

(r')" + 181, i- m, + yf2 + 8 f 2  = - 
a + quantit'é finie. 

'r 

En substitiinnt cette relation dans (4), on a 

Posons, ponr abréger, r? = fi. La relation (5 )  devient alors 

R' 
qui multipliée par donne 

V R '  
2(1)2, + ~ J C , )  -t E ER" R'. 

V R  

En intégrant cette relation d'un certain instant voisin de t = O Zt l'in- 

(5) Dans la suite, nous allons souvent employer la lettre E pour designer une quantite 
qbi s'évanouit aTrec t. 
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stant t ,  on obtient 
R'" 

(6) - - 2b + [4(1ni + m,) + €1 d ~ ,  
2 - 

oh 2b est une certaine constante. 
I l  y a deux cas, selon que b est ou n'est pas égale à zero: 

I o )  Quand b + O ;  Puisque R est une quantité s'évanouissant avec t ,  
on peut écrire 

De cela, on deduit 
R ' = ~ J ' ~ + - E .  

Integrons cette dernière relation de l'instant t = O à l 'instant t .  On a 

R = 2 V bt(1 + o) ,  

par litquelle on obtient finalement 

2 ~ )  Quand b =ô; De 1'6qiiation (Ci), on a 

En intégrant cette relation, on obtient 

d'où il resulte que 
4 

Cherchons maintenant la  signification de la  quantit6 b. De la relation ((i), 
on déduit 

(xx' + yy' t as')g. 

Or, on a 
(xx' + gy' -1- zz'J2 = r2Sx'" S(xyl - $XI)- (6). 

(y Dans la suite, nous allons désigner par S la sommation par rapport aux cooldonn@es, 
et par 2 celle par rapport aux corps, par exemple 

Sx = x + y + Z, Zmixi = mixi:+ mix2 + m3x3. 
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Coinme rgSx'"end vers aéro par (4), on a enfin 

b = - lim S(xyl - y ~ ' ) ~ ,  
t - O  

-- b 
par laquelle on voit que -- est la limite du carré de 1:i vitcxse arBolaire. 2 

De 1s relation 

on voit imin6diatement que cette expression est n6cessairement 6 p l e  B zero 
quand les variables sont toutes roelles. 

En r6sum6, on a :  
r 

Io) Quand l a  vitesse aréolaire ne tend pas vers zero, le quotient - 

Ile 
tend vers une limite finie non nulle. 

1' 
2 O )  Qnaiid la vitesse ar6olnii.e tend vers zéro, le quotient - tend vers 

2 

t3 
mie limite finie non nulle. C'est nécessairement cc dernier cas  qui a lieu 
quand les variables sont toutes réelles. 

Nous allons étiiclier ce premier cas dans le niiin6ro suivant. 

2. Substituons la  relation (7) dans les dquations (2). On obtient 

E n  intégrant deux fois cette relation, on voit que z tctiil vers une limite 
finie, soit A, quand t tend vers zéro, c'est-il-dire 

oh les trois constantes A, B et C sont liées par une Byuatioii 

Celles-ci étant substituees dans (2),  on a 
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En integrant cette relation successivement, on a 

x = A +  4(m4 + m2) (A + €)ti + Kt, 

(4bf 

oii K est lino constante d7 inttigration. Posons pour abr6ger 

4(m, + 4 - - a. 
(4bf 

On a enfin 

2i = A ( I +  art') + E t ' ,  
4 

1 y = B ( I  + at $1 + atF, 

a = c (1 + art:) + E t ' .  

Introduisons ilne nouvelle variable dbfinie pas 

17 aide de cela, les équations (2) deviennent 

où 1' on voit d7 a,prés (10) que les quantités X, L' et Z tendent vers 56ro avec 2. 

Pormons à 1' aide de (12) 1' expression de r" en tenant compte de la relation (9). 
On a 

re = 2(AX -t- B Y  + CZ)r(l 1- a ~ )  +- S X V .  
r2 

Puisque , doit tendre vers 2 ~b par (7), on a, necessairement 
2 

lim 
A X - k B Y i -  CZ = ,b.  

t - O  'F 
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P a r  suite, quand on pose 

ni tend vers zero avec T. Cela 6tant substituts dans rZ ,  on a 

,,A - 2=" - I - SX" ( 1  - 4 -  \,b +w 3 -  2(1 
) ' .  1 

En employant cela, les Bquations (11) s'écrivent 

Puis, en développant les deuxiémes membres, on obtient pour Ics équa- 
tions d u  inouveinent 

d 2 X  d X  
r 2 - + r - = X + a A -  

a ( A  + a A z  + XT) 
dz" dz ni SX" ; 1- ... , 

( l + a ~ ' ) l + ~ + ~ ~ ~ ( l + a r ) \  

d" XX 3 a A  u 2 A  + z  -- = X+ -lu +- - T i -  S . . ,  

dr 2  \,b 2 

(15) 

d ' Y  d Y  j +- + T - =  Y+-IV 3 a B  +-- a 2 B  z i -  ..., 
dzp  dz  2 V b  2 

d ' Y  d P  
zz-+z-= Y + a B -  

a ( B  + a B z  + Y z )  
dzP dz  SX2 1; + ... , 

"RI (1  + U T $  ' 1 + - -+ 
1 b 2 t b ( 1  + U T ) (  

d 2 Z  d Z  
TL- + T -- = Z 4- a C  - 

a ( C  i- aCr + Z r )  

où les termes non écrits sont de degr6 suptkieur ;Z un, quand ils sont con- 
sidurés comme des series entieres de X, Y, 2, tu et L. 

Multiplions les equations (15) par A, B et C  respectiveincnt, et faisons 
la soinme. En tenant compte des relations (9) et (13)) on obtient 

dz2 dz 
-i- ... . 

1U 
1  - -  a  ' 1 - - + S X 2  [; 

1 1 b 2 1 h ( l  + az) I 

d'lu , dm 
T~ - 4- Sr - = - ar(L b + I V )  

d-c" d  7; SX" /," 
-1- ... , 

1U 

les termes non 6crits &tant de degré sup6ric'ui' A un. 
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Cela Ptant siihstitué dans les expressions (16) et (17)) on a 

où l'on emploie W au lieu de Z. 
D'autre part? par les Bquations (l), on a 

d" - - - quantite finie, etc. 
dt* 

En les int6grant 
5 = F + Lt(1 -1- E) 

q = G + Mt(1 + E) 

( (=H+Nt(l 4- E) 

où F, G, H, L, M et N sont des constantes d9intt5gration. 11 résulte que 
t, 7 et 5 tendent respectiveinent vers les limites finies E; G et H. De plus, 

on voit que les quantités 2, H et Z tendent vers zéro avec 2. Par cette 
transformation, les équations (1) deviennent 

où les termes non écrits sont de degré supérieur à, 2 par rapport A T. 

On doit resondre les systèmes (19) et (21) par rapport à X, Y, W, S, 
H et Z sous la condition 
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pour z =O.  Nous les traiterons en les reduisant à ce que 11. PICARD avait 
trait6 dans son Trait6 d'Analyse, tome 3, chap. 1. Dans ce but, posons 

les termes non écrits étant de degr6 supérieur à un, quand ils sont consi- 
dérés comme des series entières de X7 Y, W7 3, H et 2. 

Puis, par les tra,nsformations 

U A  x,=x+X+-(3~+ W), 
2 V b  

- 3aA 
X , = X - X + - _ ( W i -  W), 

2 ' L b  
a B  

Y,=Y+ Y + - ( 3 W t  w), 
2 V b  

- 3aB Y,= Y -  Y+--(W+ W), 
2 v b  

Wi = w, w z = 2 w  4- w, 
- 

n r 
- 

E , = S + G ,  t 2 = E - P  
- - 

qi=H+H,  y n = H - H ,  
- 

1 I;,=z+z, <,=z-2, 
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Sous cette forme on pent appliquer le r6sultat de 11. PICARD (7. D'après 
cela, on pent conclure que les solutions sont développables en series entibres 
de r, qui sont convergentes quand 1 T 1 est assez petit. En resolvant ainsi les 
equations (22) et en substituant ses solutions dans les relations (20)) (19), (18), 
(13) et (12), on obtient finalement les expressions pour x, y, z, 5, r j  et 5 qui 
sont aussi des séries entieres de 2, convergentes quand 1 r 1 est assez petit. 
Elles s' bcrivent 

où les coefficients A, B, C, F, G, H, cc,, b,, c , ,  f,, y, et ho sont des con- 
stantes susceptibles d'etre choisies arbitrairement à l'avance, sauf que A, 
B et C sont lies par la relation 

Les autres coefficients s'obtiennent, si l'on veut les calculer directement, 
par la derivation successive des équations (19) et (20)' et en y 
Dans les expressions de 5, y et & les puissances fractionnaires 

posant z = 0. 
de t n' entrent 

(7 PICARD. a Traité d'Analyse 2 ,  tome 3, deuxième édition, p. 21. 

Annali d i  Matematica, Serie IV. 'Porno XIV. 
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que dans des termes de degr6 siip6rieur à 2, ce que l'on voit ais6mont par 
les Oquations (21) dont les termes non écrits sont de degr4 supdrieur à 2 par 
rapport à z. 

3. Quand les deux distances r,,, ri, tendent vers zero, la troisième r,, 
tend ndcessairement aussi vers zero dans le  domaine réel, mais dans Ir do- 
maine imaginaire, elle peut rester non nulle, avec 

lim ri, = lirn r,, = O, lim r,, $= 0. 
t - O  t - O  t - O  

C'est ce dernier cars que nous allons dtudier dans ce numéro. 
NOUS adopterons pour equations du mouvement 

,' dzx * ( 1  - 2 )  ' f i 3 h  - ~ 3 )  , '=- 2._ -- 
dl' ri2 r ; 3  

où x , ,  y, et zt sont les coordonnees de la masse mi par rapport au centre 
de gravit6 des trois masses. Nous supposerons d'ailleurs que les coordonnées 
de chaque corps tendent vers les valeurs finies telles que 

lim x, = A, ,  

(251 lim yi =Bi, 

h m  zi = Ci. 
t - O  

Pour simplifier, posons 
, i 

A i k = = A i -  A k ,  
Bik B i  - B k ,  

1 Ci, = Ci - C h .  
On a necessairement 

De plus, par les relations 
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Il résulte que les quantités A, ,  , Bii et Cii (i = 2, 3) ne s'annulent pas  
simiiltanément. 

Chcrclions la solution en supposant que (*) 

rrn = ( ~ i z  + €)tr 

r13 = (pi2 + ' l t r  9 

oii pi ,  et p,, sont des constantes finies. Alors, des dquations (24) on deduit 

etc. 

etc. 

(29) etc. 

etc. 

oit K,,  K, et K3 etc. sont des constantes d'intkgration. Si on les substitue 
dans 1'Bquation des forces vives qui s'écrit 

(y Dans ce qui va suivre, j'ai montr6 que les soliitions de cette forme existent 
vrniiucnt, mais ,je II' ai pu cltho~lti~ei.  qii'il n' en existe pas d'antres. 
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Int6grons encore une fois les 6quations (29) en tenant compte de (31); 
on a 

I 
4 

xi = A i  -t- (a, -t &)t5, etc. 

i 4 

ic2 = A~ + (ai + r ) t i  etc. 
- 

x 3 =  A3+(a3+&) t5 ,  etc. 

Calculons maintenant r , ,  et r , ,  par les relations (32) et (33). en tenant 
compte de (26) et (27). On a 

Puisque 

il resulte que 
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qui nous donne 

(34) 

Cela définit l 'allure des trois distances quand t tend vers z6ro. 
Pour r6soiidre les equations du mouvement, posons d'aprhs (32) 

i 

où l'on introduit une nouvelle variable T =  t" On a 

d'où il rcisulte que 

où P designe des séries entières de z', X,, Y, et Zi .  
Les Bquations du mouvement deviennent 
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On doit resoudre ces neuf équations par rapport à X i ,  Y ,  et Z , ,  à la 
condition qu'elles rkduisent à zéro pour z = 0. Or, d'aprks 108 int6grales 
du mouvement du centre de grnvit6, on a 

donc parmi les neuf inconnues prbcedentes, six sont inddpendantes, et par 
elles les autres sont exprim4es. Pï6férons ici pour les variables indepcn- 
dantes X , ,  X,, Y, Y ,  et les quantités dgfiriies ci-dessous: 

Posons enfin 
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du, 
$- 42 -- - 4u2 = 'T4P, 

dr 

r' - du, d2v2 + 4r - - = z 4 p ,  
dr' dz 

d'u, du. 
? + 41 2 - 416~ = r4P,  

d e  dr 

Quand on dérive ces équations k fois, et que l 'on y pose z = 0, on a 

clans les premiers membres les ke derivees des fonctions inconnues multi- 
plibes par les coefficients 

et dans les deuxibmes membres les polynomes des dérivees d'ordre au plus 
égal à k - 4. Il rBsulte que la d6rivation successive des 6quations permet 
de calculer de proche en proche les dérivées des fonctions inconnues pour 
la valeur zéro de z. En particulier, les dérivees d'ordre au plus Bgal à 3 

du, duJ dvn d ~ : ~  diw4 
doivent s'annuler pour T = O, sauf que --, -, - -- et - sont su- 

dz ds dz ' dz dr ' 
sceptibles d'ètre choisies arbitrairement, parce que leurs coefficients s'an- 
nulen t avec les deuxiémes membres. 

Par les derivees ainsi calculées, on peut former les &ries entiéres de r 

qui satisfont formellement à ces équations. Dans la suite, nous allons montrer 
que ces series sont convergentes. 

Pour ce but, modifions un peu la cinquième equation de (411, en y 
- 

posant I V ,  = T W ,  . On a 

dtÜ 
Ici la valeur de la derivée 2 pour r = O  est susceptible d'être chosie 

dr  
arbitrairement, et les autres sont calculées par la derivation successive qui 
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dkiü a 
nous donne pour le coefficient de - 

dzk 

Cela Atabli, nous allons montrer la convergence des sories préc6deiiti~s 
par une comparaison avec un systérne convenable. Soit M le module niasimum 
des rP (P, pour la  cinquidme Bquation) quand z reste dans son plan à, l 'in- 
t6rieiir d' un cercle de rayon a ayant l'origine pour centre, et que u,, zr,, 
v,, v,, 6, et w, restent respectivement dans leur plan à, l'intériuur d 'un 
cercle de rayon b. On peut prendre comme fonction de compariiison 

NOLIS formons alors le systbme des 6quations différentielles 

Par raison de symbtrie, tous les V,  sont égaux, donc on a une seule 
Aquation de la forme 

dont la solution formelle est obtenue par la d6rivation successive, qui nous 
dk V 

donne dans son premier membre pour le coefficient de -- 
dzk ' 5(k - 1). Parti- 

culièrement, puisqu'il s'annule avec le deuxième membre pour k = 1, on 
voit que la valeur de la dériv6e première poiir z = 0 est susceptible d'ètre 
choisie arbitrairement. 

Or, pour les coefficients de la ke deriv6e dans le systénie (41) et (421, on a 

k2 + 3k + 2 > k2 + 3k - 4 )> 5(k - 1), 
k' + 5k - 6 > 5(k - 1)) 

pour k > 1. On voit donc que les sHries oalcul6es prdcédeminent poiir les 
systbmes (41) et (42) sont myoi86es par ln serie ici obtenue. 
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I l  faut prouver maintenant que cette série est convergente. En posant 
V=TV', on a 

d V' -- - T M  

dont . l e  deusi&me membre est holomorphe en fonction de s et V', a u  voi- 
sinage de s = 0 et la valeur finie quelconque de V'. On voit donc que cette 
équation a une solution holomorphe prenant une valeur finie arbitraire 
pour z = 0, qui n'est aiitre chose que la serie calculée ci-dessus divide  
par z. On a ainsi demontre lit convergence des sdries calculees precedemment. 

Enfin, par les transformations inverses, on obtient les expressions de xi, 

y, et z,  qui sont les séries entieres cle r ,  convergentes quand 1 z 1 est assez 
petit. Elles s' &rivent 

Les coefficients A, ,  Bi et C, sont liés par les relations (26) et les int6- 
grales du mouvement du centre de gravité, a, ,  b, et c, sont déterminees 
par (33), et les autres sont obtenues par la  derivation successive des Bqua- 
tions (411, où les cinq quantités 

2"L'Bi3 SA, ,(a,, - a,,), 2 1 n 4 3 ~ ~ , , ( a , ,  -a,,), L-- a34 - - 
~ 3 %  

m$3A,,(a,, - a,,) + m2SA,,(ai, - a,,) 

sont choisies arbitrairement, et qui correspondent aux valeurs arbitraires des 
du, dv, du, du, dzn,  

ddrivées -, -- - -- et --' pour la valeur zero de 2.  
dz dz ' dz ' dz dz2 

4. Introduisons maintenant une nouvelle variable u définie par l a  relation 

Il est dejh connu que dans le choc binaire du domaine réel, le temps 
et les coordonnkes sont exprimés en fonction holomorphe de cette nouvelle 

lnnali di Matematica. Serie I V .  'Porno XIV. 17 
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-- 

variable ( 9 ) .  Pour les singularitdti ici 6tiidi6es, cette nième propriate sub- 
siste-t-elle? Nous nous en occuperons dans ce qui suit en envisageant les 
deux cas que voici: 

Premier cas. - D'abord nous allons Btudier la singularite traitee dans 
le num8ro 2. Pour elle, les distances ri,, r , ,  et r,, sont 

ri2 = ( t  , r , ,  = ~ ( i ' ) ,  r,, = P ( t2 ') , 
où l'on designe par P(z) (i" une fonction qui est holomorphe, si z est assez 
petit et ne s'annule pas pour la valeiir zero de z. 

En eniployant ces expressions, on a 

d'où l 'on deduit par l'inversion de la  rariable 

Or les coordonn6es de chaque corps sont d6veloppC.e~ en séries entieres 
i 

de t 2 ,  doiio si l'on substitue l'expression ci-dessas obtenue, on voit qu'elles 
sont des fonctions holomorphes de u, quand u est assez petit. D'autre part, 
de la relation (481, on voit 6videininent que t est aussi une fonction holo- 
morphe de u. Ainsi on obtient le r6sultat voulu pour le premier cas. 

Deuxième cas. - Étudions maintenant la  singularit6 obtenue dans le 
numéro 3. Dans ce cas, les distances sont 

(kj  r , ,  = t5Pt , r, ,  = t q t q ,  r2:] = P H .  
En employant cela, on a 

(9 SUNDUAN, « Acta Mathematica D, t. 36 (1913). 
(40 )  Dans la suite nous utiliserons cette notation coninie agant la mèine signification 

ici po~6e .  
( i l )  On fait ici U. = O  pour t = 0. 
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Substituons cela dans les expressions des coordonnees qui sont les 
! 

series entières de t5. On voit qu'elles sont des fonctions holomorphes de u. 
De plus, de la relation (51), on voit que t est aussi une fonction holomorphe 
de u, si u est assez petit. Pa r  consBquent, pour le deuxihme cas aussi, la 
meme propriéte subsiste. 

Ainsi on a demontré qu'au voisinage de chaque singularit6 Btudiee pré- 
c6demment' on peut faire une uniformisation locale des coordonnées et du 
temps, si 17 on emploie la  mème variable u. 

5. Dans ce numero, nous donnerom des exemples qui illustrent les ré- 
sultats precédents. 

Premier exemple. 

Un cas particulier de la  première sorte de singularité Btudi6e dans le 
numéro 2 est le choc imaginaire dans le probléme des deux corBps. 

Dans le problbme des deux corps, on a 

r = a(1 - e cos u), 
3 

u -- e sin zc == ?caF"(t - t,)? 

pour le mouvement elliptique et hyperbolique, et 

pour le mouvement parabolique, en utisant les notations habituelles. 
1 

Dans le premier cas, on a r = O pour la  valeur cos-' - de u. Ddsignons 
e 

par u, cette valeur de u, et par t, la  valeur de t correspondante. 
En développant les expressions de r et t en series entières de u u,, 

on a aisement 
j r = ae sin u,(u - u,) + ... , 

d' où 1' on déduit par 1' élimination de zc 

i 4 

r = d2ke sin u,a3(t - t,)' -+ ... . 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



133 T. UNO: S u r  lm simgulnri tés des dquntions différentielles 

De plus, on a par l'invsrsion 

2k .- 1 

a 4( t  - t,);i f S.. , 
e sin u, 

et s'il est substitue dans les relations bien connues 

i 

on voit que les coordonnées sont developp6es en séries entieres d; ( d  - t,)'. 
Puis oonsid6rons le ~nouvement parabolique. Dans ce cas on a r = O 

pour la  valeur & i  de W .  En d6veloppant les expressions de r et t en séries 
de rvq=i ,  on a 

d'oh l'on deduit par 1' Blimination de IV 

De plus, on a par l'inversion 

et s'il est substitn6 dans les relations 

\ x = p(1 - ru2), 
1 y = 2qw, 

on voit dans ce cas aussi que les coordonn6es sont développées en series 
i 

entibres de (t - tijF. 
En somme, dans le mouvement non rectiligne des deux corps, le choc 

a lieu dans le domaine imaginaire des coordonn6es, et à cet instant le 

quotient A tend vers une limite finie non nuHe. De plus, les coordon- 

( t  - t,)' 
i 

nees sont développ6es en series entieres de (t - t , )2  nu voisinage de cet 
instant. Ceux-ci coïncident avec les résultats etudi6s dans les num6ros 1 et 2. 

Deuxième exemple. 

Nous donnerons maintenant un exemple qui explique les r6sultats Btudibs 
dans le numero 3. 
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Considerons le caB où min, = m, -= m + O et m, = O. Supposons que les 
premiers deux corps font un mouvement circulaire autour de leur centre de 
gravité, et le troisième m, se meut sur la ligne droite qui est perpendicu- 
laire sur le plan du mouvement des deux premiers corps et passe par leur 
centre de gravite 

Preuons comme origine le centre de gra,vite et comme axe-z la  ligne 
du mouvement de nz,. Sait a le rayon de 1' orbite circulaire des deux pre- 
miers corps. On a pour l'equation du mouvement du corps m, 

où h est une constante d'integration. 
D'abord considerons le  cas où h = O. On a d'après (52) 

Posons 

O n  voit Bvidemment r = r , ,  = r, , .  En employant cela, on a au lieu de 

Posons maintenant 

On voit aisBrnent 

(55) r = PU, 
où 
(557 e ,=a ,  e,==O, e s = - a ;  g,=4a" gs=O, 

si l'on emploie les notations usuelles des fonctions elliptiques. 
En employant u, l'Bquat,ion (53) s'écrit 

qui nous donne 

(56) 

parce que 

12 
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-- 

Enfin de la relation 

Si l'on pose r = O dans l'équation (55)' on obtient la deuxibme sorte de 
singalarite étudiée dans le niimero 3. La valeur de u qui lui correspond est 

par laquelle s'obtient aussi la valeur correspondante de t 

Dérivons successivement la relation (56) par rapport A u. On a 

Posons dans ces relations, u = u,. Puisque pu == P ' u  = O pour cette 
valeur de u, on a 

On a alors 
-~ a4 

vm(t - t,) = - (u - a,,)% ... . 
5 

D'une meme manière, on a aussi 
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Ces deux développeinents nous donnent 

qui coïncident avec le résultat dans le numéro 3. 
De plus des équations (53) et (54), on obtient 

d'où l 'on voit que u d'ici n'est allitre chose que celui du nurndro 4 multiplié 

par une constante 2av;. Par conséquent, les relations (35), (56) et (57) nous 
expliquent le résultat obtenu dans le numéro 4. Il est remarquable dans cet 
exemple que la nouvelle variable u fait une uniformisation non seulement 
localement, mais dans tout le domaine complexe. t, 2 et r sont des fonctions 
méromorphes de u. 

Consid6rons maintenant le cas g6neral o ù  h + O. Dans ce cas, la  rela- 
tion (62) nous donne 

ou en employant la variable r 

(59) 
r2dr 

\ r ( 1  + y r ) ( r 9  - a') ' 
h 

ou y = - .  
4 1 n  

Posons de nouveau 
1 Y  S = - - - -  
r 3 '  

Il resulte que 

Considérons une nouvelle variable u définie par 

s = p u ,  

en employant les notations usuelles des fonctions elliptiques. 
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- 

et en substituant dans l'expression z = vr', on a 

c' est-à-dire 

De plus de 1'6quation (GO), on a 

Y Or on a, en posant @a = -- - 3 ' 

donc 

(a) En dérivant la formule 

par rapport à v, on a 
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Posons maintenant r = O  dans l'équation (62). On voit que le choc a 
lieu à l 'instant où 

Puisque 
u=O (mod 20, 2iwt). 

de l'équation (64) on a pour le developpement de t 

,- u5 a 1 mjt - t , )  = - + ... , 5 

où l1 on désigne par t ,  la  valeur de t pour u = O. On a d' autre part, de 
1' équation (62) 

Y = - u t +  .... 
Des deux developpements ainsi oalcul6s, on conclut que 

et qu'ils coïncident avec le résultat obtenu dans le numdro 3. 
De plus, d'aprbs 116quation (64), on a 

- 

d u  aVrn-  - - -- ~ a ; %  -- 
dt r2 ri2ri3rs3 ' 

d'où l 'on voit que zc n' est autre chose que la variable introduite dans le 
numéro 4 multipliee par une constante. Or, les equations (62), (63) et (65) 
nous montrent que r, .e et t sont les fonctions holomorphes de u, au voisinage 
de ZL = O ,  donc elles nous expliquent le résultah obtenu dans le numéro 4. 
(Dans ce cas, l'uniformisation par u n'est pas étendue, comme au cas prd- 
cédent, & tout le domaine complexe, parceque 176quation (65) contient dans 
son deuxième membre le terme contenant Log o(u t a)). 

Outre les deux sortes de singularités ici Btudiées, i l  peut y en avoir 
d'autres sortes, par exemple le choc triple dans le  domaine complexe. Si 
elles etaient étudiées d'une manibre approfondie, le problème des trois corps 
serait bien 6clairci. 

En terminant j'adresse mes tres vifs remerciements à 31. NATUKUMA 
qui m'a  vivement encourage pendant mon travail. 

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo XIV 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



La riflessioue analitica delle funzioni biarmoniche attorno 

a un cerchio ed alcuiii problemi di elasticith piaila. 

Sunto. - Due funzioni f(x, y)  e cp(x, y), biarmoniche (e cioè soddisfaceleti all'equazione 
A A  = O ) ,  rispettivamente defiwite nei semipiani x > O ed x < O, le cui  deriwate seconde 

af acp s i  annul lano all ' infinito,  e ta l i  che nei  pun t i  dell'asse y risulti  f=cp e ax -=-, ax s i  

dicono l ' u n a  a riflessa . dell 'altra attorno all'asse y. D a  ognuna delle due funzioni f 

e cp Z'altl'a si ottiene con sole operasioni d i  sostituzione e derivazione 

sanzente, con 1 f 1 ,  Of ] $ 1  e 1 Pf 1 le funzioni che s i  otfengono d a  f ,  - e Af ponendo, in 
0 9  

yueste, in luoyo d i  x il suo contrario - x, s i  h a  cp - 1 f 1 + 2x 1 1 + xz 1 ~f / e, reci- 

pracamente, f = 1 cp 1 + ?x / 2 ) + x2 1 AT 1). In modo analogo s i  de@isce u n a  operozione 

di viflessione anal i t ica  a t t o m o  a u n  ceachio. L a  rettapotendosi riyuarclare come cerchio 
degenere (r7i raggio infinito) l'operasione d i  .I.ifiessione analit ica attorlzo al la  retta viene 
ottenuta, ne1 testo, corne caso limite d i  guella d i  riflessione attovno a l  cewhio. L'opera- 
zione d i  riflessione analit ica troua applicazione in alcuni  problemi di  elasticith piana 
(pevturbazione prodotta d a  un fop.0 circolare nella sollecitazione d i  un sistema piano;  
deter))ûinasione degli s f o r ~ i  in un semipiano elastico sollecitato d a  u n a  foraa applicata 
in un punto interno). 

§ 1. Oggetto della ricerca. - Siano r e 0 le coordinate polari ne1 piano, 
f(r, 0) una funzione biarmonica (*) definita nei piinti interni al cerchio di 
raggio unitario e centro nell' origine. Se, nell' espressione di f (r, 0) poniamo, 

1 in luogo di r, il suo inverso - e moltiplichiamo l'espressione cosi ottenuta 
Y '  

per r' otteniamo una nuova funzione +(Y, O ) ,  definita nei punti esterni al 
cerchio unitario, la quale soddisfa ancora, in virtù di  un teoreina del LEVI- 
CITITA, all'equazione A A  = O. Se conveniamo di indicare con { f(r, O )  \ la fun-  

(') e cioh soddisfacente all'equazione AAf=O, dove  A designa l'operatore di  LAPLA(.E 

i n  roordinate polari: A z 
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1 
zione clie si ottiene da f(r, 0) ponendo in luogo di 1. il suo inverso ;tvi*rii io 

r '  

Si constata che nei piiilti del cerchio nnitario lc illit. funeioni f ( ~ ,  0) e 
+(r, 0) assumono gli stessi valori, iiientrc assiiinoiio valori gencralii~cnttl dif- 
ferenti le loro derivate normali (7. 

Un problema di elasticith del quale in segiiito faremo ccnno ci lia con- 
clotti a ricercare l'operazioiie (di tipo analogo a qiicllit clie fa piissarcl d;rlla 
funzione f alla funzione 4) la  qiiale muta un'assegnata funzione biarmoiiica 
f(r, 0) (definita nei punti interni a l  cerchio unitario) in una niiow funzione 
biarmonica y(r, O), definita iiei punti esterni al cerchio iinitario, di cui si 
annullano all'infinito le derivate seconde rispetto ad Y, e tale [infine) clle 
essa e la  sua derivata normale rispettivainente eguaglino, nei punti del 
cerchio iinitario, la funzione f e la  SUR derirata normale. Proveremo nc.1 
prossirno paragrafo che ogni fnnzionc ~ ( r ,  8) soddisfaceiite a ilileste condiziani 
(: fornita dalla formula: 

(1) S i  veda in proposito: !P. LEVI-CIVITA, S o p a  ttna t i . u s f o r i t ~ a ~ i ~ m  i n  sè stessa del- 
l 'equuzio~e A A = O ,  « Atti del B. Istituto Veneto cli scienze, letlore ed arti  =, To. IX, 

e e 
Ses. VII, 1897-8, pp. 1399-1410. L a  proprieta dimostrata clal LEVI-CIVIT.L immediatamente 
si estende alle funzioni tn-armoniche di ordine qualunqur: se f(r, I,) è u m ,  f i t n ~ i o ~ e  m-ar. 
molzica (e cioè soddisfacente a1l 'epazione Amf = O, dove Ain clesigaa 1'opevatoi.e A ~ i p e t u t o  ni 
volte) anche la  funzione + =rab-1) { f / risulta m-anno+?ica. Cib si vedc, ne1 iniglior modo, 
ricordando (con E. A~nraxsr, Sull' i.~ztegraziolze riell'eqztazioue A2n = O, << Annnli di Materna- 
tica ., Ser. III, To. II, 1899, pp. 1-31) che ogni funzionc ~n-nrmonica f(r ,  O )  clefinita nci 
punti di un 'area monoconnessa pub sempre scomporsi in  iina soninln do1 tipo 

dove f, , fi , .  . , f,,l-i sono funeioni armoniche. Segue imrnediatamente : 

Poicliè 1 fo 1 ,  1 f, 1 ,  ..., 1 fi,,-, 1 sono ancora notoriamente funzioni armoniclic il secondo 
membro della precedente relazione è una sonima del tipo (*), e quindi fiineione ~n-arnionica. 

(2) P e r  derivate normali intenderemo quelle eseguiie i n  direzionc nornialr al wrchio 
iinitario, e cioù le  derivate risprtto ad T .  
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dom: ... { f 1 ,  ' " f e { Af sono le funzioni che rispettivamente si ottengono l % i \  
a f 1 da f ,  - e Af ponendo, in ta,li espressioni, in luogo di r il suo inverso - .  
3r r 7  
... (Af).r=O B il valore di Af calcolato nell'origine del riferimento; 
... a e b sono coefficenti arbitrari. Tutte le funaioni (1), qiialunque sin 

il valore dei coefficenti a e b, soddisfauo al probleina proposto. L70perazione 
che muta l'assegnata funzione biarmonica f ( r ,  0) nella funzione cp(r, 0) si dirh 
di « riflessione a,nalit,ica » attorno al cerchio unitario; la  funaione cp(r, 0) 
prenderh il nome di « funaione riflessa B ('). 

5 2. Esmm della fiinzione riflessa. - Proviamo, anaitutto, ahe i l  secondo 
membro della (1) 6 funzione biarmonica. Poichè son (notoriamente) biar- 
monici i termini contenuti entro parentesi quadre, basterk dimostrare che è 

funzione biarmonica la somma 

Il modo pih comodo per convincersene consiste ne110 scomporre la  fun- 
zione f  in una somma del tipo 

(3) f  = fo +- ~ ? f ,  (7, 
f, ed f ,  essendo funaioni armoniche. Si vede allora con breve ea~lcolo che 
1' espressione (2) assume 1' aspetto : 

3f" af, Poichd f,, f , ,  r  -, r - sono funzioni armoniche, tali risultano anche le 
ar ar 

a f n  2f4 1 3f" espressioni 1 f ,  r -  - r - ed f ,  + r - + r $ 1 .  La somma (4) 6 dun- 
?Y ar \ I ?Y 

que del tipo (3), e quindi funzione biarmonica. 
Nessuna difficoltk s'incontrerebbe a provare che il secondo membro 

della (1) verifica le condizioni al contorno richieste per la  fundone cp; e che 
tutte le funaioni cp soddisfacenti al problema si ottengono colla formula (1). 

( l )  Per una analoga formula di transieione da . problemi interni » a a: problemi esterni » 

(ne1 caso di fnneioni armoniche) si veda: C. A.  BJERKNES, Hydrodynalnisehe RernkrRfte, 
Ofitwald's Klassiker der exakten Wissenschaften . (N. 185), p. 101. 

(7 Cfr. la forma di scrittura (*) nella nota (9 della pagina precedentc. 
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Aggiungererno che alla formula (1) siain pervenuti cercando, prhr la fn i i -  

sione ~ ( r ,  O ) ,  uno sviluppo in serie. 1 relativi calcoli, banali e l;il)oriosi, non 
offrono alcun interesse. I l  fatto che le serie ottenute col procedimiwto in- 
dicato si possano sommare cosi da ottenere la formula finita (1)) lnscia 
tuttavia sospettare che si debba poter giungere a questa formula con altro 
più adeguato procedimento. 

3. Il probloma della piastra forata. - Della formula ( I I  farcirno iiso 
nella, soluzione del seguente problema: « Tn sistcma elastico piano indefinito 
B soggetto a un insieme di forze esternc in equilibrio agclnti ne1 suo me- 
clesimo piano. I n  una regione nella quale non cadono punti d'applicazione 
di forze esterne si pratica un foro circolare. Con cib viene evidentemente ad 
alterarsi lo stato di  sollecitazione elastica del sistema. Qual'è l'entitk di 
questa perturbazione '! 2 ('). 

Immediata B la traduzione analitica del problema. Prima che si pratichi 
il for0 lo,*rstato di sollecitazione elastica è caratterizzato cla una certa fun- 
zioiie di AIRY f("r", O )  ('). Praticato nella piastra nn foro circolare (clie potrenio 
snpporre di centro nell'origine e raggio unitario) verrà ad alterarsi lo stato 
di sollecitazione elastica del sistema. Il nuovo stato di equilibrio sari+ carat- 
terizzato da nna nuova fiinnione cli AIRY F(r, O) (dcfiiiita nei punti esterni 
al cerchio unitario) la quale potrA rigiiardarsi conit. somma dell'antica fun- 
zione f(r, Ci) e di una funzione, che potremmo dire aggiiintiva, y(?., FI). Si  vede 
facilmente che tale funzione aggiuntiva y(r, 0))  la quale stit a rappresentare 
la perturbazione elastica prodotta dalla presenza del foro, risiilta soggetta 
alle segucnti condizioni : 

( 1 )  Il problema non é niiovo. Posto c risolto (empiricamente) da1 KIRSCII in nn  caso 
p:iidicolare (Die Pheorie dey Elustizitiit und die Berliirfnisse der Festigkeitslelire, e Zeit. des 
\'cieins Deut. Ing.  », Band 43, tSS ,  n. 29, p. 797) Pu, in  segiiito, razionalinente ripreso da1 
IVOLV (Reitrrlge z u ~  ebeneiz Elastizitiitstheovie, * Beit. fiir teclin. Physik D, 1921, Heft. 8, 
p. 29; 1922, Heft. 5. p. 160)) da1 Posc~rr,  e da altri. Il nletodo d i  soluaione che noi qiii 
lroponiamo si differcnzia sia per la semplicith del nlexzo analitico ciii fa  ricorso, sia pcrcliè 
p r g e  una formula risolutiva unica, indipcndentemente dalla nntiira del10 sforzo clic sol- 
lccita la piastra in  assenza di foro. 

(9 È ben noto che le derivate seconde (pure e niista) dc1l;i fnnzione f ,  secondo tliie 
dirczioni ortogonali x ed 3, rappresentano (a nieno di un segno) l e  comporienti della solleci- 
tnzione elastica sccondo quelle direzioni. S i  lia precissinente, indicando con o z ,  au e s le 
coiuponenti della sollecitazione elastica,: 

e'f c'f ;?f 
oz= @' ru= - 2 ,  5 = - -  

i z cxay ' 
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1) Essa verifica, in tutti i punti dom i; definita (e cioè nei punti 
esterni al cerchio unitario) l'equazione A5y = 0. 

2) Dovendosi ritenere che la sollecitnzione « aggiuntiva >> dovuta alla 
presenza del for0 si avverta solo nclla ilninediata prossirnitk di quest'ultimo 

a-'9 
(e cioh abbia carattere nettainentt! locale), la derivata - (clle appunto rap- ar2 
presenta iina delle componenti della sollecitnzione elastica aggiiiiitiva) dovrà 
tendere a zero al crescere di r ad infinito. 

3) Si deduce infine dalla teoria della fundone di AIRY che la fun- 
zione F ( r ,  8) e la sua clerivata prima rispetto ad r devono annullarsi liingo 
il bordo del for0 ('). E poichd F= f -+y si trae che dovrA essere (nei piinti 

3'4 - a f clel cerchio unitario) cp = - f e - - - - 
ar ar' 

(') Che sia cosi appare quasi immediato se si ricorda il  significato nieccanico della 
funzione d i  AIRY (cfr. II. SOBRERO, Del significato rneccanico della funziowe di  Airy, x Ren- 
diconti della R. Acc. dei  Lincei 3 ,  1935, fascicolo 4; e « Ricerche d'Ingegneria >, 1035). S ia  
un sistema elastico piano, eventualmente pluriconnesso 
(v. figura l), privo di torze superîïciali e sollecitato da 
forze esterne soltanto nei punti del suo contorno esterno E. 
Ne1 piano del sistema siano: O un punto fisso (p. es. l'ori- 
gine del riferimento), P u n  punto generico d i  coordinate x 
ed y, C una curva con l'origine i n  O e l'estremo i n  P. 
Supporremo che tale c w v a  (e con essa gli  estremi O e P) 
sia tracciata completamente all'interno del contorno E del 
sistenla piano; ma ammetterenio che alcuni tratti della 
curva (ed anche i suoi punti terminali) possano eventual- 
mente cadere nell'interno delle cavith del sistema. È fa- Fig. 1 

cile constatare che i l  ~nomento M, preso rispetto al punto P, 
degli sforzi che la parte d i  sistema situata alla destra della curva C esercita (attraverso tale 
cnrva) sulla parte d i  sistema sitnata alla siiiistra, non dipende dall'andamonto della c u v a  C, 
nia solo d a l l ' e ~ t ~ e m o  (variabile) P di tale curva. Qiiando, inoltre, il punto P cade nell'interno 
del sistorna clastico, il momento M coincide col valore, ne1 p u d o  P ,  della funsione d i  Airy (della 
quale, pertanto, fornisoe l'interpretazione meccanica). S i  noti clie la fnnzione M(x,  y) conserva 
significato, contrariamente alla funzione d i  AIRY, anche nei punti interni alle cavità del sistema. 

Se i l  punto P ( x ,  y) s i  niuove entro una d i  queste carith, la funzione M(x, y) varia 
con legge lineare (in x ed y); se i l  punto P, u s c e d o  da una cavità, entra ne1 sistenia 
piano, le derivate seconde, terze, ... della fnneione M(x, y) subiscono una briisca variazione, 
rna la fnnzione stessa e le  sue derivate prime variano con legge continua. 

Ne1 sistema piano cui si  riferisce i l  testo (sistema indefinito con foro circolare unicol 
si  prenda come punto fisso O il  centro del foro. È allora manifesto ohe la fiinzione M e le 
sue derivate prime si mantengono nulle in  tntti i punti interni a l  foro, Dalla proprieth di 
continiiitk di M e delle sue derivate prime si trae inoltre che, se il punto P b situato su1 
sistema piano e si sposta verso u n  piinto qualunqiie del bordo del foi-O, l a  funzione M 
(e cioh la funzione di AIRY) e le sue derivate prime tendono a zero. Di qui  l a  coiidi~ione 
al contorno espressa ne1 testo. 
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Ma una funzione cp(r, 0) soddisfacente alle oondizioni ora dette diffcrisce 
solo per il segno da quella ottenibile da f(r ,  0) con l'operazione di riflessione 
analitica attorno al cerohio unitario. Sicchè risulterA, per qiianto si è visto 
ne1 precedente 5 1 : 

1 
- l4 ( A f ) r = a ( l  + 2 log r - r2)  + (a cos 0 -+ b sin 6) - + 2r log r - i : 

1 coefficienti ch e b comparenti in questa formula non risiiltano determi- 
nabili con le condizioni finora imposte alla fnnzione yjr, H). Na 6 noto, d' altra 
parte, che riegli sviliippi in serie della fiinzione di &RY dwono iiiaucare i 
termini in cos 0 . r l o g r  ed in s in0 . r  l o g r  se si vuole conservare la mono- 
droinia degli spostainenti ('). Dorrà. dnnque risiiltare, nello sviluppo sopra- 
scritto, a= b = O ,  e In funzione F(r, 0) avrh l'espressione clle segiie: 

La forinula (5)  risolve cornpiutamente il problema proposto. 

3 4. Piastra forata: casi particolari. - Supponiamo, in prinio liiogo, 
che la  piastra risnlti sollecitata a trazione piira (cosicchè, sceglienclo come 
asse delle x la direzione di trazione, risulti, in assenza di foro: O, =p,  
a ,  = z = O, p essendo iina costaute). Avreino nllorn (assiinto un riferimento 
polare in ciii 1' asse coincida coll'asse x): 

e quiiicli, per la (5), 

Indicando pertanto con O,., O , ,  T , . , ,  le coinponenti clella sollecitazione 
elastica della piastra forata nolla direzione clel raggio vettore e clella s ~ i a  

(') Si confronti: b. SOBRERU, Contributo alla t e w i n .  clella fulzeione d i  Airy, u Mernorie 
della R. Acc. d'Italia >, Ronia, 1933. 
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normale (orientata ne1 senso delle 8 crescenti) si avrà: 

(le quali natiiralinente coincidono con 
Consideriamo, in secondo luogo, 

sollecitato da ilno sforzo tagliante di 
foro, 5, = cry =O,  T = II, dove t & una 

quelle indicate da1 KIRSCH); 
il caso di un sistemx piano indefinito 
entità t (cosi che risulti, in assenza di 
costante). Avremo 

1 - r2 sin 20. t ,  
2 

e quindi, per la formula (5), 

[ a,. = (1 - $)(i - 9) sin 20 t ,  

T,., , = 1 - - 1 + - COS 20. t ('). ( :)( 3 
§ 5.  La rifiessione analities attorno a una retta.. - Sia f(x, y) una fun- 

zione biarrnonica delle variabili z ed y, definita nei punti del semipiano 
x > O. Se, nell'espressione di f(x, y), poniamo in luogo di x il suo contrario 
- x, otteniamo una nuova funzione, anch'essa biarmonica, definita nei punti 
del semipiano x < 0. Designamo questa nuova funzione col simbolo { f \ . 
È facile constatare che, nei punti dell'asse y, le due funzioni f. ed f 1 as- 
sumono i medesirni valori; mentre assumono valori generalmente differenti 
le loro derivate rispetto ad x. 

(1) Si confronti: L. SORRERO, Algebra delle funzioni ipercomplesse e sue applicazioni 
ulla teoria matematiea clell' elastieith, a Xemorie della R. Acc. d'Italia D, Roma, 1931, p. 44: 
idem, Theorie der ebenen Elastizitat unter Benutzung eines Systems hyperhomplexer Zahlelz, 

Hamburger mathematische Einzelschriften ., Teubner, Leipzig, 1934. 
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Seguendo l'indirizzo gih indicato nei precodenti paragrafi abbiain cerciitir 
un'operaeione (di tipo analogo a quella che muta la  fuiizioiie f iiel1:t fun. 
zione { f j ), la qiiale fnccia piissare da  uiia (data) fuiizioiie biariiioiiica f p ,  $1, 
defiiiita ne1 semipiano x 2 O, e tale clie l e  sue derivate seconde si niinriIlino 
all'infinito, ad una naova fuimione biiirliionica y(&, y), definita rici piinti del 
semipiano x < O, ed ivi soddisfaceiite alle segaenti conclizioni a l  conturno : 
clie le sue derivate acconde si anniillino all'iiifinito, e clie essa e lc sue 
derivate parxiali priine assuinano, ntli piinti doll'asse y, rispettiriiinente gli 
stessi valori della funzioiie f t. delle sue derivate pnrziali priine. 

Ac1 una siffatta operaziuiie dareino il nome di B rifltmioiie nriiilitica » 

attorno ad iiiin retta. Potendosi, la  rettii, riguiirdare conie un  cerchio dege- 
nere (di raggio infiiiito) l'operazione di riflcssioiie attorno alla retta risulta 
corne cnso limite di quella di riflessione attorno a u n  cercliio. Escgiieiido 
l'iiidicato püssnggio al liiiiite sullit formnla (1) si  vede clie l n  ~ i ch ic s t a  fun- 
zione y risnlta espressa dalla relitzioiie 

dove con le  notaeioci f 1 ,  1 e 1 A f  1 abhiaino iiidiciite le funeioiii d i e  
ax 

da f, af e l f  r ispct t i~aniente si ottengono, panendo in tiili espressioni in 
ax 

luogo di x i l  silo contrario - x. 
È facile constatare clie il pccdmto dell'opernuio~ze di ?.i/i~ssio~zc «urrlitica 

attor~zo alla vettn è 2'ideufific. Con cib iiltciidcnilo :iffermire cllit! sc si npplica 
alla fiinzione riîlessa y(x, y) l'operazioiie di riflessioiie aiialiticii, si ritorna 
alla fiinzione pri i i i i t i~a f (x ,  g). I n  siiiiboli: 

S 6. 11 yroblenia del seriiipiano elastico. - Parc.irio i ipl) l ici i~i~i ic  drllit 
formula (6) a l  segmente prolîleiiia cli elasticitA piiiila: c IJn sistciiia piiiiio 
i~idefinito è soggettu a u n  insicmc. d i  fome estelme iigeiiti nt.1 silo iiiedi.siiiio 
piano. ecl applieate in puiiti ~ l c l  scinipiano (clle direiiio positivo) x > O. Se si 

( ) Riteninmo clie operazioiii di e rifl(bhsione anditii-:i , :innloclic~ i~ q u ~ l l e  itidicate rie1 
testo siissistaiio per altii tipi d i  fiinzioni (divcrse dalle Iiiarnioiiiche) e per altri t i p i  di ciiive 
(diverse da1 ccichio t. diilla rettn). 
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a ulz cerchio ed alcwni problelvzz d i  elasticità piama 147 
-- 

taglia, il piano elxstico lungo l'asse delle x viene manifestamente ad alterarsi 
10 stato di sollecitazione del sistema. Qual'é l' entitk di questa perturbazione? ». 

Indichiamo con f ( x ,  y) la funzione di AIRY che definisce 10 stato di sol- 
lecitaaione elastica del sistema piano prima del taglio; con F(x, y) la funzione 
che individus la  sollecitaaione elastica del piano tagliato. 

A taglio avvenuto il semipiano negativo (x < O) viene a formare un si- 
stema a sè ne1 qiiale mancano forze esterne direttamente applicate; talchb 
risnlterà (in tutti i punti di questo semipiano negativo) o, = O, = T = 0, e 
quindi F(x, y) = 0. 

Per quanto, invece, riguarda il semipiano positivo, si  pub dimostrare 
(con ragionamento analogo a quel10 svolto ne1 5 3) che la  funzione F(e, y) ivi 
risulta come differenza tra la fuuzione f ( x ,  y) e la fun~ione  cp(x, y) ottenuta 
per riflessione di f (x,  y) attorno all'asse delle y. Si ha  cioè: 

(71 ~ ( ~ , ~ ) - ~ - ~ ~ ~ - z ~ l - l - ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~  a% 

ln qua,le risolve compiutamente il problema. 

!, 7. S~iiiipiiiiio clast,ieo: cauo p:irticolare. - In applicaaione alla for- 
mula (7) proponiamoci, a titolo di esempio, di determinare la sollecitazione 
prodottn ne1 semipiano elastico e > 0 (con il bordo x = 0 
libero da forze esterne) da  una foraa di entità P, diretta 
secondo 1' asse x, ed applicata ne1 punto di coordinate (1, 0) 
(v. figura 2) ('). z 

> 
Ne,? piano indefinito 10 stato di sollecitazione elastica 

prodotto dalla foraa P ristilta espresso dalla funzione: 

(8)  
P 1 rn-1 f@,  y ) = - ( y 0  -- ? 4m Fig. 2 

dove si 13 indicato con m il rapport0 degli allungamenti alle contrazioni 

Y , = ~ y ~ . , - ( ~ - l ) ~ .  laterali, e si è posto 0 = arctang -- 
x - 1 ' 

Ne1 se!mipiano elastico la  funzione P(r, O )  che definisce 10 stato di solle- 
citnzione provocato dalla forza P, si otterrà dalla formula (7) tenendo conto 

(') Il problema è stato posto ed esaniinato da E. MELAN, Der Spannungszustund cler 
durch eine Einzelkvaft iwa Inwern beanspvuchfe.n Halbscheibe, u 5eit.  fiir angew. Math. und 
Mech. D, Band 12, Heft. 6: Dic. 1932, pp. 343-346. 
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dell'espressione (8) di f(x7 y). Con breve calcolo si ha: 

r rn+ lx (x i -1 )  
[x - 11 log 7 - - - 

r 2m 

Y y' = Vy' + (x +- 1)'. La funzione P ora dove si è posto 0' = arctang- 
x + i 

determinata coincide, sostanzialmente, con quella indicata da1 MELAN (0. 

P 
(') Nella formula del NELAN non figura 1' ultimo termine? - x, della nostra formula. Ma 

7t  

tale differenza non porta evidentemente ad alcun divario nell'espressione degli sforzi (che 
si ottengono corne derivate seconde della F). 
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SUGLI SPAZI D I  WEYL 

INTRODUEIONE GEOMETRICA VETTORIALE ASSOLUTA 

ALLA ICEORIA DELLA RELASIVITÀ GENERALE 

Memoria di MARIO MANARINI (a Bologna). 

Siinto. - In questa Memoria viene istituito un calcolo vettoriale assoluto intrinseco nelle 
varietà a connessione affine e metriche del WEYL e viene vantaggiosamente sostituito 
al Calcolo differenziale assoluto nello studio degli spazi di RIEMANN gelzeralizzati dm1 
WEYL per le applicazioni alle teorie uwitarie relatavistiche. 

I n  questo lavoro studio gli spazi del WEYL (nell'indirizzo assiomatico 
seguito da1 WEYL stesso) con metodo vettoriale assoluto intrinseco, del quale 
ne faccio nuove estensioni con applicazione di  quelle da me fatte in una 
serie di recenti ricerche. 

Nelle varietà a connessione affine del WEYL ho introdotto la derivazione 
intrinscca per vettori ed omografie, estensione di quella da me gis consi- 
derata per varietà riemanniane. Con questa derivazione procedo al10 studio 
delle geodetiche per la varietà, alla considerazione del vettore associato (da1 
BIANCHI introdotto per le varietà, riemanniane) alla definizione e sviluppo 
dell'algoritmo metrico vettoriale differenziale nello spazio metrico di  WEYL: 
rotazionale di un campo vettoriale, gradiente di un'omografia, divergenze di 
un bivettore, ecc. Inoltre di tale derivaaione intrinseca è consegnenza una 
suggestiva interpretazione vettoriale assoluta della derivazione covariante 
tensoriale nelle varietà a connessione affine. 

L'esistenza in ogni punto di iina varietà a connessione affine di WEYL 
d i  un'omografia del terzo ordine - curvatura di connessione affine - ca- 
ratjtori5za i l  distacco di  essa varietà dalle varietà piaiie O euclideamente 
affini, per le quali detta omografia si annulla ovunque dando 1s condizione 
d' integrabilitli, del trasporto per parallelismo. 

L a  connessione metrica, che si  impone alle varietk metriche amorfe per 
passare da un punto ad uno vicino del suo intorno, dipende dall'introdu- 
zione, punto per punto, di  una forma metrica tarata di ve t to~e  ed ancora 
di un vettore O - vettore di connessione rnetrica -. 
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150 M. MANARINI : Xugl i  s p x i  d i  Weyl 

Nello spazio metrico di WEYL, fusione di connessione metrica ed affine, 
per il quale il trasporto per parallelismo subordina il trasporto pcr con- 
grnenza dei moduli dei vettori, 1' esistenza del bivettore G = rot tù - cnrvatura 

2 

di connessione metrica - caratterizza i l  distacco dello spaaio di WEYL dallo 
spaaio metrico riemanniano per il quale detto bivettore risulta nullo in ogni 
plinto; ne1 caso della taratura normale per 10 spazio riemanniano, risulta 
pure nullo ovunque il vettore di connessione metrica O. 

Col metodo vettoriale intrinseco assoluto qui istituito, la  chiarezea in- 
tuitiva dei problemi 8 messa in piena luce; e credo con cib di aver assolto 
un compito utile e non facile giacché 10 stesso WEYL ne1 su0 fondamentale 
libro Rauqn, Zeit, Naterie in cui tratta la geometria infinitesimale pura con 
l'algoritmo tensoriale, scrive (4& cd., traduzioiie frnncrse, p. 119): « malgr6 
les efforts sincares de l'Auteur, les considérations qui nous ont amen6 h 
l'achhvement des principes de la géométrie infinitesimale ne sont pas allees 
sans une dkbauche de formules et d'indices qni peuvent parfois masquer la 
clart6 intuitive des problèmes. Nais il est i~~zpossible de renoncer à cet appareil 
qui semble à quelques-uns un peu rebutant » ('1. 

I n  questa Mernoria vi sono qua e 1A passaggi al calcolo tensoriale di- 
stinti tipograficamente con cai-attere piii minuto da1 testo della Mernoria stessa. 
Sono fatti per con~odo del lcttore che conosce questo calcoln, oncle possa 
fare i debiti confronti. 

L' esperienza delle mie recenti ricerche siilla estensione ed applicazione del 
metodo vettoriale agli spazi generali, corne già accennai in altro luogo, ha 
dimostrato la  necessith di procedere per esse con criterio diverso da quel10 
che si segue ordinariamente per 10 sviluppo del inetodo vettoriale in 8,. Fra 
l'altro si 8 dimostrato efficace l'uso sistematico dei plurivettori, conseguen- 
done il fatto notevole di ottenere definizioni e proposizioni valide formalmente 
qualunque siano le dimensioni dello spazio. I l  calcolo vettoriale in 8, ne 
diviene allora un caso particolare che per le speciali circostanze di ambiente 
pub venire moclificato in gnisa da -presentarsi sotto l'aspetto ordinario. 

Con l'indirizzo da me segnito, i l  cnlcolo vettoriale negli spazi generali 
si afferma efficace per gli studi geoirietrici e di fisica-inateniatica nella stessa 
maniera che 10 8, universalmente riconoscinto, quel10 ordinario in S,. 

(4) L'originale tedcsco (cfr. pag. 124) agyiiirigc in piii corne e sia spiace~~ole  la fatica 
clie si cleve fare per le parti puraniente foi.ni:ili, obbligati coine siamo a dere loro un posto 
COSI vastu D .  
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M. MANARINI : Sugli spazi d i  Weyl 101 

Derlvazione vettoriale imtrinseca e curvatiira di coiiiiessioiie 
per le varietà n connessione affine s in~met~ic t t  di T.ITeyl. 

1. Varieth affini aiiiorfe. Data iina varietk 9%-diinensionale cli pnnti 
P(y , ,  q , ,  ... , q,,), diie piinti P e P' vicinissiini, per la qua1 cosa P' si iiidica 
con P'(q, -4- dq, ,  q2 + dq, , ... , q,)  + Sq,,), definiscano un elenieiito lineare O vet- 
tore infinitesirno per la variettl in P, che potremo convenire cli inclicnre scrivendo 

(1) P'-  P= dP. 

Ammettiaino clie il vettore dP possa essere moltiplicato per un niimero 7, 

ottenenclosi un vettore AdP avente con dP in comme lit direzione; il segno 
di i. determiner& l'iigiiaglianza o l'opposizione del verso dei clue vettori. 
Possiaino anche dire che il rapport0 dei dae modiili 13 1 A 1, mentre qui non 
ha senso parlare di modiilo in sè di ciascuno dei diie vettori. Potreino 
scrivere : 

(2) Pr' - P = h(P' - P )  = ÀdP, 

converiendo di rimanere nella varieth qiialora si spicchino da P vettori 
infinitesimi. 

Tirati in P i due vettori infinitesimi P, - P e P, - P, ainmettmemo 
che esista la loro « somma » che rappresenterenio con 

(3) P, - P = (P, - P )  i- (P,  - P).  

I n  ta1 maniera venianio a postiilitre che per la varietk generalo e per i 
vettori infinitesimi in P valga la geonietria vettoriale affine eiiclidea, costi- 
tutindone (1), (2) e (3) gli assiorni fondainentali. 

Associarido a direaione e verso nella variet& in P, deterniinati dni piinti P 
e P' = P+ dP, nri nurnero finito, postuliamo il concetto di vettore f i ~ t i t o  
in P tnnyewinle alla varieta. Per vettori finiti proporzionali a qiielli infi- 
nitesimi che entrano nella relazione (3), che non potremo perb inclicare con 
gli strssi siniboli ma che indicherenio con a, b, c, converremo che coiitiniii 
a valere la  (3) stessa, la quale pertanto veiSr& a costitnire l'nssionia aiiclie 
per la sonima dei vettori finiti. In  altre parole si vielle a p~s tu la re  col JYEYL 
la validith de117 algoritnio vettoriale affine euclideo per i vettori finiti tan- 
genziali alla varietà spiccati da  P. 

Qiiesto algoritmo vettoriale affine pub essere completato con 1' algori tino 
affine oinografico ed iperomografico in P, essendo le omografie ed iperomo- 
grafie vettoriali, operazioni vettoriali affiiii dello spazio eiiclideo. 
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I n  ta1 modo si B postulato per la  varietà l'esistensa in P della geometria 
vettoriale affine O geometria lineare: in questa é possibile confrontare due 
vettori spiccati da P aventi uguali direzioni, aventi cioé in comune punti 
infinitamente vicini, ma non si pub confrontare vettori di direaione diversa; 
nemmeno si pub parlare di modulo di un vettore in SB. I n  altre parole resta 
cosi allegata ne1 punto P della varietà generale una varietà vettoriale affine 
di vettori tangenziali con la  validità in essa de117 algoritmo vettoriale affine 
algebrico, omografico ed iperomografico. 

Associando una simile varietà vettoriale ad ogni punto della varieth ge- 
nerale data, siamo nello stadio di varietà affine amorfa O di confin?to affine 

amorfo. Nessun legame intercede fra i vettori delle varietà. vettoriali affini 
associate ai singoli punti. 

Ne1 punto P della varieth e nella varietà vettoriale affine tangente re- 
stano determinati i vettori fondamentali 

Se u è un  vettore della varietà i n  P, posto 

(5) u = z d e i ,  

abbiamo nelle ui le componenti contravarianti di u ;  ne1 caso particolare del vettore infini- 
tesimo dP = P' - P s i  ha  : 

(6) d P  = X ,  dqieI,  

per modo che le dyi sono le  sue cornponenti contravarianti. 
I n  P si possono introdurre nella varietà vettoriale associata i hivettori e in  genorale 

i plnrivettori; due elementi lineari d P  e 6P spiccati da P deterininano iin bivettore semplice 
(infinitesimo) le  cui componenti ~ o n t r a v a ~ i a n t i  sono 

(7) Aqik = dqiEqn - ôqidqa. 

S e  cz e un'omografia vettoriale i n  P (ci08 operante sui vettori della varietà vettoriale alle- 
gata a P) ponendo 

(8) lrei = Z~ lrfek, 

abbiamo che le componenti a! costituiscono u n  tensore doppio misto con l'indice i di cova- 
rianza e l'indice k d i  contravarianza; per un'omografia y di ordine In, poriendo 

abbiarno che le componenti ove gli indici i,i, ... i,i,,+, variano separatamente da  1 

ad m, costituiscono un tensore (m + 1)-plo con m indici d i  covarianza ed uno di contrava- 
rianza precisati ne1 modo indicato dalla (9) stessa. 

2. Varietà a connessione affine simmetrica. - Considerata una varietà 
affine amorfa avremo intanto che le due n-ple fondamentali (e,) e (e,') rispet- 
tivamente nei punti generici P e P,, fatte oorrispondere ordinatamente vettore 
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a vettore, determinano iina omografi:t ve ttoriale operante fra varietk vettoriali 
affini in piinti diversi e che indicheremo con P(P, P,). 

Avremo dunque 

( 10) ei = P(P, P,jeif 

e se consideriaino in Pi il  vettore 

risulterà in P il vettore corrispondente 

il quale, come si vcde, possiede in P le stesse cornponenti contravarianti del 
vettore II in Pi .  

Ora, intïoduciamo un'altra corrispnndenza fra i vettori u della varieta 
lineare vettoriale in P ed i vettori 11' della analoga varietà in P'= P -t dP, 
indipendenteinente dalle coordinnte qi introdotte; ossia consideriamo un'omo- 
grafia ( y d P ) ,  non degenere, dipendente da dP in modo che si abbia 

e ccssu~uiatno, per definizioue, che il vettore u' in P' sin i l  « parallelo » al 
veltwe u in P. 

I n  virtù della (11) al vettore u' in P' corrisponde in P i l  vettore 

clistinto in generale da1 vettore u che corrisponde ad u' per parallelismo. 
Consideriamo allora in P la differenza infinitesima 

(l3) du = 11: - u = [PiydP) - 1111, 
dalla qiiale ricaviamo 

u: = u + du. 

Per la (13) si scorge in P una corrispondenza lineare fra u e du che 
indicheremo con l'omografia infinitesima (pdP) dipendente da dP, subor- 
dinata all'introdotto parallelismo e porremo 

con la  qua1 cosa si viene a porre 

da cui 

(15) 

ove 9-i  è l'omografia inversa di p, che far& corrispondere a vettori in P, 
vettori in P' delle due varieth vettoriali lineari in P e in P'. 
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Per  sua natura il primo membro di (15) é indipendente dalle coorcli- 
nate (y,) introdotte nella varieth affine amorfa considerata; percib tale dovrR 
risultare anche i l  secondo membro, il qunle pure servirà per determinare la 
corrispondenza vettoriale omografica (corrispondenza affine) fra i vettori in P 
e quelli in P' ossia, in altre parole, applicato ad u in P ci darà il vettore 
parallelo u' in P' = P + d P  : 

Viceversa, per stabilire il parallelisino nell'intorno di P possiaino pensare 
di introdurre in P l'operatore vettoriale del secondo ordine y da applicarsi 
ai  vettori infinitesimi d P  in P in guisa tale da dare 1' ornografia infinitesima 
pdP operante in P ne1 modo precisato da (14). 

Sottoporremo in più il parallelismo che stiamo introducendo alle due 
condizioni fondamentali di continuità e di co~~~unzttabilità i l  che equivale a 

porre opportune condizioni per l'operatore vettoriale del secondo ordine p. 
A meno di infinitesimi del secondo ordine imporremo anzitiitto, relativa- 

mente agli spostainenti infinitesimi in  P, la condizione di linearità: 

p(dP + 6P) = pdP i- y6P, p(mdP) = m. pdP, ( m  = numero reale). 

Per dP = O si ha allora in  base alla (14) 

d u = O  
e per la  (13), in P, 

i i=uf,  y d P = l .  

Pertanto p, limitatamente ai vettori infinitesimi in P, ha le caratteri- 
stiche di una ordinaria omografia vettoriale finita del secondo ordine. Si 
discosta perb dalle ordinarie omografie per il fatto che nella sua definizione 
non rientra il caso dell'applicazione di  y a vettori finiti. 

Se a 6 un vettore finito in P, converremo che PH, moltiplicato per un 
infinitesimo dq paragonabile con gli infinitesimi principali dq, dia per ri- 
sultato p(dq-a), ricevendo in  tal modo significato la  scrittura pa: 

Veniamo ora alla condizione di coinmutabilità a cui sottoporremo ancora 
1' operatore vettoriale del secondo ordine p. Essendo pdP un' oinografia ordi- 
naria, infinitesima in P, supporremo di tener conto degli infinitesimi del 
secondo ordine ydPGP, essendo 6P un altro spostainento infinitepimo spiccato 
da P; il risnltato servir& per il trasporto parallelo di 6P liingo dP, nientre 
pôPdP servir& per il trasporto parallelo di d P  lungo 6P. 
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In virtù d ~ l l e  (14) e (13) avremo quindi in P: 

Aggiungiamo l'ipotesi che i punti terminali di  questi vettori (6P)' e (dP)' 
spiccati da  P r  - P i- d P  e P, = P + 6P rispettivamente, appartengano alla 
varietà e siano coincidenti, per il che deve valere l'uguaglianza vettoriale in P: 

L'ipotesi fatta equivale a porre per l7 operatore p la condizione (in P): 

che diremo condizione d i  comwutabilità per il parallelismo introdotto nel- 
I'intorno di Pl ' l a  quale pertanto risulta analiticamente espressa dalla (16). 

In queste condizioni per p si B introdotto la connessione affine neil'intorno 
di  P, che sarà detta simwzetrica (connessione affine di WEYL) per distinguerla 
da un'altra più generale dovuta al CARTAN per l a  quale manca la  precedente 
restrizione, e p, soddisfacente alle condizioni imposte, 10 chiameremo 1' operatore 
vettoriale di connessione affine simmetriea in P per la varietà affine amorfa; 
esso determina una speciale legge di parallelismo intrinseco nell'intorno di P: 
in base alla (15') per ogni d P  ed u spiccati da P si ottiene il parallelo u' in 
Pr = P i- dP, indipendentemente dalle coordinate introdotte. 

Riferendoci a queste coordinate qi ,  posto 

dP=Z,dq,.e,, 
per le aonveneioni fatte avremo 

pape, = p(~,dq,e,)e, = ~,dq,pe,e,, 

e dovendo essere il risultato un vettore infinitesimo in P, potremo porlo sotto l a  forma 

per  la qua1 cosa si possono chiamare le  r;,, componenti dell'operatore p O compo9aetati d i  

colznessione affine simmetrica i n  P e si viene a porre, col significato che la scrittnrn riceve 
dalle relazioni precedenti, 

pesor= Zir' vs 8..  * 

S e  G; sono le componenti (infinitesime) dell' omografia infinitesima pdP, confrontando 
con 

pdPe,= X i  G$,, 
si viene ad  avere 

G: = X ,  r:,dqs. 
I n  particolare abbiamo: 
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La condidone di commiitabilità, ( lu) ,  per l 'mbitrarietà delle 8q, e dq,, i n  base alla 

pecedente,  d à  per le  cornponenti ri, dell'operatore p le  condizioni di simmetria 

Detta condiaione di commutabilith imposta all'operatore y, ossia la condizione d i  s ini in~tr ia  
imposta alla connessione affine i n  P, equivale ad  ammettere col WEYL l 'csistenm s priori 
per la varieta d i  un  sistema d i  coordinate localmente geodeticlle in  P p w  i l  quale le I':, e 
qiiindi p risulterebbero nulli. P e r  un sistema geneiico d i  coordinate q;, posto 

U = Z,.u%, 
e, a l  solito, 

d P =  Z, dq,e,, 
ln (11) in  P diviene 

Z i d d e i  = - 8,.uYpdPe, = - I't,uvdq,ei 
d a  cui 

(14') du;  = - z,., r:. ,~rdq,~, (i= 1, 2, ... n)  

le  quali costitniscono le  ordinarie equazioni scalnri tensoriali corrispondenti al t ra~por to  per 
parallelismo di u da  P in P t  dP,  nella suddetta connasione affine simnietrica introclotta. 

Estendendo la connessione a tutti i punti della varietn affine amorE:i, 
questa assume 10 stadio di varietic a comaessione cl ffine siwwzefrica. 

3. Deiivazioiie vetlorialc iiitriitseca nelle varietà a connessione affine 
siniiiietrica. - Con le considerazioni seguenti viene esteso alle variet& a 
connessione affine simmetrica di WEYL il concetto di derivaaione vettoriale 
intrinseca da me introdotto per le varietà riemanniane nitdiante i l  parallc- 
lismo di LEVI-CIVIIA in un altro lavoro (*). 

Consideriaino il campo vettoriale u(P) nella data varietà con connessione 
affine simmetrica determinata dnll'operatore vettoriale p definito in ogni punto; 
sia a un vettore prefissato in P ed h un numero infinitesimo. 

Definiamo in P l'operasione dipendente da u da applicarsi ad a :  

du 
- a = lim 

u(P + ha) - ii(P) 
dP h - O  h 7 

nella quale per calcolare i l  numeratore 

u(P + ha) -- u (P) 

trasporteremo il  vettore u(P)  ne1 punto vicinissimo P r =  P + ha mediante il 
parallelismo intrinseco precedentemente introdotto, servendoci dell' operatore 

(i) Cfr. M. MANARINI, Considerazioni su1 culcolo eettoriale assoluto itz u n n  V, e sui  
temolP doppi a divergenzn wnica, a Rend. Bcc. Lincei a ,  Serie Go, Vol. XIS ,  Io scm., p. 301. 
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di connessione affine p. Per ridurci poi ad opeïare con vettori spiccati da P 
ci serviremo al solito dell'omografia P(P, P'). 

Il risultato, quando esiste, B un vettore in P della varietà. 
Sostituendo il vettore ii con i vettori ma ed a  + b si pu0 constatare che b 

(411 = nuinero reale) 

du 
c percià - A un'omografin vettoriale in P che chiameremo de?$vata imtrin- 

d P  
seca di u rapport0 a P nella varieth a connessione affine simmetrica data. 

Posto u = Zuiei le componenti 4 del tensore doppio inisto corrispondente all'omografia 
wecedente assumono la forma 

oTTe il secondo membro B la derivata covariante secondo WEYL del vettore coiitra~ariante u'. 
Invero è per definiaione 

cl'altra parte si ha 

considerando la componente secondo il vettore ei dei diie membri abbiamo 

Posto 
d P = h a  

con h, al solito. infinitesilno, per modo che risnlta 

sostituendo abbiamo 
du dit d P  1 di1 - a = - . - - - d p .  
dP dP h U h d P  

Priina del limite possiaino scrivere in P 

c .  d. il. 

du 
ii,(P + d P )  - U:(P + dP) = dP - dP 1 hv, 
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168 M. MANARINI : Szcgli spmi di  Weyl 

essendo v un vettore finito in P. Passando a l  limite e ponendo 

vediamo che esso rappresenta, trasportato in P mediante l'omografia P(P, Pr), 
la  parte principale del divario fra il vettore u(P+ dP) ,  valore del campo 
in P + dP  e i l  parallelo u'(P -1 d P )  ad u in P + dP. 

Applicando all'espressione (19) la P-'(P, P') si ottiene la  stessa quantith in Pr.  
Se per agni h 

u(P) trasportato per 

Quando cib avviene 

(20) 

infinitesimo, il vettore u(P+-  ha) é senz'altro il vettore 
parallelismo nella direzione del vettore a, si ha in P 

qualunque sia a, si ha in P 

ed il campo vettoriale ii(P) pub dirsi stnaionccrio in P. 

La (20) in  coordinate diviene il  sistema di equazioni a i  differen~ial i  totali 

Assegnato a priori un vettore u in P, soddisfacendo alla (20) od alle 
equivalenti (20') si pub ottenere un campo stazionario in P avente quella 
determinazione in P. Se la (20) é verificata ovunque nella variet& il campo u(P) 
pub chiamarsi uniforme: cib si pub realizzare soltanto in varietà euclideamente 
affini O piane (spasi lineari) di cui parleremo più innanzi. 

Se la  (20) si verifica lungo una curva della varieth i l  vettore u si sposta 
per parallelismo liingo quella curva. 

Una varieth a connessione affine simmetrica di assegnato p B omogenea 
per quanto concerne la natura clella imposta connessione, coine pure a quosto 
riguardo non vi 13 differenza fra le diverse varieth a connessione affine 
siinmetrica. 

4. Linee geodetiche. - Consideriamo nella varietk a connessione affine 
simmetrica la  linea P(s) rappresentata in coordinate dalle equazioni 

con s parametro numerico variabile in un certo intervallo che col WEYL 
possiaino chiainare « tempo ». 
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dP 
Consideriaino in corrispondenza il vettore velocitb v - - tangente alla 

cls 
curva e funzione di S .  Se u ( P )  B LIU campo vettoriale definito nella varietà 
e quindi anche luiigo la curva assegnata, possiamo considerare lungo questa 
il vettore 

ove naturalmente per du - affinchb abbia senso, deve iuteiiclersi la derivata 
ds' 

cii u(s) rispetto al paranietro s 
S e  u(s)  è definito soltanto 

fatta col solito criterio intrinseco. 
lnngo la curva ed B 

in un punto P(s)  della curva stessa, i l  campo vettoriale ~ ( s )  B stazionario 
sulla curva nell' istante )) S. 

Si ha ancora dalla (22) 

ed i l  primo membro rappresenta, in P, il divario fra i l  vettore u(s + d s )  ~d 
il parallelo u l ( s - i - d s )  ad u(s) ne1 punto P(s  t ds). Con una locuzione introdotta 
da1 BIANCHI ne1 caso delle varietà riemanniane, si pub chianiare V(s )  vettore 
associato al vettore ' u (s )  lungo la  curva O con denominazione più felice dovuta 
al LEVI-CIVITA, vettore derivato lungo la curva; quest'ultima 12 giustificata 
pienamente dalla (22). 

Se il vettore V(s)  6 nul10 qualunque sia l'istante s il vettore u(s)  si sposta 
invariabilmente seguendo il punto mobile P(s)  sulla curva, ciob si sposta, per 
parallelismo. I n  queste circostanze si ha quindi lungo la  curva 

Questa, corne si verifica facilmente, compendia l e  n equazioni differenziali del calcolo 

dP 
Se per vettore u ( s )  prendiamo proprio il vettore velocitb v(s) = - abbianio 

ds 
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160 M. MANARINI : Sugii spuzi cli Weyl 

ove naturalmente la  seconda deriva~ione del punto P devc essrre eseguita 
col solito criterio; pub chiainarsi vettore curuatura geodetica per la curva P(s) 
relativamente al parametro S. 

Con linguaggio cinematico detto vettore pub chiamarsi ancora vettore 
accelerazione rappresentando il divario della velocità dallo spostamento per 
parallelismo e per unità di tempo. 

Per le sue componenti contravarianti, ahbianio 

cssendo 
. dq" 

v = 2 v f e i ,  a $ = -  
tls ' 

Se in ogni istante s il siiddetto vettore é niillo significa che la velocith v 
rimane invariabile e il moto di P dato dalla ciirya P(s) piiO logicainente 
essere chiamato « traslatorio » o dire che costituisce una « traslnzione B. 

La traiettoria di una traslaaione è quindi m a  ciirva che conserva la 
sua direzione e pub essere chiamata l inea geodetica O liîaea retta della varietà. 

Cib é conforme al criterio di dediirre il concetto di retta da  quel10 di 
traslazione basandosi sulla proprieth essenziale di venire conservata la  di- 
rezione : autoparallelisino. 

Pertanto l'equazione vettoriale di una geodetica della varietà a connes- 
sione affine è 

In base allc ('24') qiicsta corrisponde in coordinate alle n equazioni differenziali 

È interessante notare che anche nello spazio eiic!ideo ad 7% dimensioni 
l ' equa~ione della retta (geodetica) è pure 

ove s'intende, la derivazione é quella ordinaria che del resto ne é la deri- 
vazione intrinseca che gli compete. 

In coordinate cnrvilinee qualiinque e sempre nello spazio euclideo S,, le sue eqiiazioni 

sono clella forma (26') salvo la sostituzione delle coniponenti di corinessione affine riB con i 

simboli di CHRISTOFFEL di seconda specie. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



M. MANARINI: Sugli spcui di Weyl 161 
- - 

Vediamo cosi da1 punto di vista assoluto e da quel10 delle coordinate una 
forma delle equazioni della retta invariante rispetto alla natura della varietà. 

5. Uerivazione intrinseca per le  oinografie e per le  ipcroinografie vet- 
toriali. - Dato un campo ornografico vettoriale qualunque a ( Y )  nella varietà 
a connessione affine, per il quale presupponiamo soddisfatte le condizioni 
analitiche necessarie affinche abbiano senso le operazioni che eseguiremo su 
esso ne1 seguito, sia a un vettore funzione di  P, b un vettore generico in P, 
e considsriamo in P l'operazione su a e b, dipendente da a: 

ove le derivazioni vanno intese al solito ne1 senso intrinseco. L'operazione 
che applicata ad a e b dà il vettore soprascritto è una omografia del secondo 
ordine, naturalmente funzione di P. 

Si possono invero verificare le condizioni necessarie di linearità. 
Verrà indicata con 

da - 
dP' 

e porremo per definiaione 

da 
chiamando - derivata intrinseca di a. 

d P  
dnaloghe definizioni valgono per le derivate intriiiseche delle iperomo- 

grafie vettoriali di  ordine via via maggiore. 

È interessante vedere la  relazione che intercede fra questa operltaione vettoriale as- 
d 7. 

soluta - e la derivazione covariante dei tensori. 
d P  

Siano a i  le componenti del tensore misto rappresentato dall'oiuografia data a :  

d x  
Poniamo per - - 

dP '  

ossia 

Annal; di  Matsmatica, Serio IV. Tomo XIV. 
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P e r  le  formule (18) abbiamo 

dx 
d a  cui per le componenti cxik di  - ricaviarno le  espressioni notevoli 

dP 

le  quali costituiscono un campo tensoriale del terzo ordine covariante i n  k, 1 e contrava- 
riante in  i che chiamasi derivata covariante secondo WEYL del tensore doppio niisto 2;. 

Facendo in particolare nella (27) b = dP si ha 

ossia, con simbolismo già introdotto : 

(27') diva tt = dm(aa) - ad,a ('). 

abbiamo i n  particolare 

rZ x 
(1) Ii'operazione - s i  potrebbe introdurre senza l'uso del generico vettore b in  P, 

d P  
ponendo per definieione in  P: 

essendo k il noto operatore di BOGGIO e BURALI-FORTI per le omografie dcl terso ordine 
che per in ed u vettori generici i n  P dà  

du d z  d x  
Negli spazi euclidei, come è noto, sr è r = - si ha k - = --; qui invece cib non av- 

d P  d P  d P  
d  x 

viene corne 10 dirnostrano ad es. le componenti ( x ; ) ~  di - ove non s i  pub scarnbiare k 
d P  

. ai 
con 1 nemmeno quando in particolare B a i  = t EsusI':k, risultando i n  gonei.:ilo 

cq k 
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da cui per la sirnmetria di l";: 

ed avendo posto 

z&.B,. = 
da1 confronto abbiamo l'identith 

che potrh essere utile per altre consideraaioni. 

6. Curvatura di connessione affine. - Siano P e P' due punti della 
varietà a connessione affine collegati mediante una curva; consideriamo in P 
il  vettore u e spostiamolo parsllelamente lungo la curva: otterremo un vet- 
tore u(s) soddisfacente all'equaaione 

per la  quale risulta determinato in P' il vettore u' parallelo ad il in P. I n  
generale il vettore u' dipende dalla curva lungo la quale si compie Io spo- 
stamento, ossia in generale questo trasporto non é integrabile. 

Ne1 caso speciale in cui abbia luogo l'integrabilità si pub parlare del10 
« stesso » vettore nei punti P e P', giacché qualunque sia il carnmino che 
collega i due punti si ottiene sempre il medesimo risultato. 

Quando cib si  verifica qualunque siano le coppie di punti P e P' che 
si considerano, la varietà è detta euclideccnzente affine O piana; in essa si 
pub parlare quindi di  uno stesso vettore in ogni punto qualora venga tra- 
sportato per parallelismo ed ancora in essa si potrà parlare di « traslazione » 

d'insieme per una figura. 
La  varietà nella predetta condiaione costituirà uno spazio affine O lineave 

O piano contraddistinguendosi dalla generica varietà a connessione affine per 
il fatto di valere la proprietà geometrica differenziale dell'integrabilith del 
trasporto dei vettori per parallelismo. 

Ne1 caso di  una varietà generica a connessione affine per la  non inte- 
grnbilità del parallelismo, spostando un vettore 11 parallelamente a SB stesso 
lungo una curva chiusa che parte da  P e ritorna in P, si ritornerà in P 
con un vettore u' diverso da  u (parallelismo non monodromo). 

Per contorno chiuso infinitesimo limitiamoci a considerare il parallelo- 
gramma determinato dai vettori dP e 6P spiccati da P. Poniamo in P 

ed avremo per i caratteri stessi del trasporto, che fra i l  divario Au ed il 
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vettore iniaiale u intercederà, una corrispondenza lineare, ossia esisterh nn' omo- 
grafia infinitesima AT funzione di P, dipendente dalla faccetta (dP ,  6P) tale 
che dia in P 

(30) Au = (AI')u. 

Avendosi Ai'= 0 in P la varietà, risulta piana in P rispetto alla con- 
siderata faccetta (dP, 6P);  se cib accade per tutte le faccette elementari di 
una superficie finita contenuta nella varietà, limitata, da un contorno s clie 
parte da P e ritorna in P ,  evidentemente ogni veldore u clle percorre iina 
qualiinqne curva posta in  essa, come ad es. la  s stessa, ritorna ne1 suo punto 
di  partenza senza divario (parallelismo intrinseco monodromo). 

Inoltre l'omografia infinitesima Ai'  dipende linearmente dall'elemento 
superficiale (dP, 6P)  e quindi da1 bivettore infinitesimo a =  (dP, 6P) che lo 

2 

determina. Pertanto si avrà in P un'omografia del terzo ordine ï, funzione 
di P, tale che per i bivettori senlplici infinitesimi rt = (dP, FP) spiccati da P, 

2 

si  abbia 

(31 

Per la  lineasità rispetto ai  bivettoii dovrà essese 

(32) ( -  a) 2 - r 3  ossia I',dPGP = - I',GPdP. 

Concludendo, si ha in P l'omografia del terzo ordine F, funzione di P 
tale che il divario Au relativo al trasporto parallelo del vettore lungo il pa- 
rallelogramma (dP, 6P) lia in P l'espressione 

Con questa omografia del terzo ordine l', si viene a caratterizzare me- 
diante la  valutadone del Au 10 scostamento in P fra la varietà, considesata 
ed una varietà che sia piana o euclideamente affine in P rispetto a tntte le 
giaciture bidimensionali O direzioni superficiali che passano per P. 

Chiameremo pertanto detta omografia I', cwrcaturn d i  coîuzessione affine 
per la varietic. 

Passando alle coordinate, ponendo 
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ove le I'& sono manifestamente le  componenti d i  r 3 ;  onde da1 confronto con 

ove AT'; aono le componcnti dell'on~ografia infinitesima Ar, risiilta 

ln quale mostra che le componenti riit di l?, costituiscono le  componenti d i  u n  tensore misto 
del quarto ordine contravariarite in  x e covariante in  P, i ,  k. 

Da1 EISENHART è appnnto chiamato * curvature tensor of the space witli syinmetric 
connection m. 

La proprietà (32) dell'ornogidia r, si traduce per il tensore rEki nell'emisininiebria ri- 
spctto agli indici i e k :  
(38) rgik = -r;+. 

Inoltre per l'omografia I', vale la simmetria ciclica: 

(56)  T',dPGP8P i I',BPdPÔP i- 11,6P8PdP = 0, 

essendo 9P un terzo vettore infinitesirno spiccato da P distinto da dP e 6P. 
Invero cominciamo col ricordare ehe ne1 trasporto 

vcttore u in P, = P + dP lungo dP spiccato d a  P, 1' i 
dente, in P, è dato da (cfr. (14)) 

di1 - - pdPu. 

Considerato 10 spostamento 6P, applicando la  traslazil 

per parallelismo del 
ncremento corrispon- 

one 6 all' elemento dP 
portandolo in P, - P,, essendo P, = P+ ôP, lasciando i v e t t ~ r i  u in P e 
u' in P, Iegati dalle relaaioni del parallelismo, il du subirà una varia~ione 
che trasportata in P mediante l'omografia p(P, P,) sarà indicata con Wu. 
A meno di infinitesimi di ordine superiore avremo la linearità dell'operatore 
differenaiale ô rispetto ai tre contributi che possono dipendere da y, dP, u;  
percib possiamo scrivere in P 

Essendo d'altra parte, ancora per la (14) 

Eu = - @PU, 
sostituendo viene 

6du = - (Ôp)dPa - p6dPu + pdPyGPu. 

Scambiando 6 con d abbiamo in P 
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Confrontando con la  (33) : 
Au = I',dPGPu 

risulta 
i',dPGP - Ai' = - GpdP + dp8P + pdP. p8P - p6P- pdP. 

Considerando al posto di  u il terzo vettore infinitesimo 8P distinto 
da dP e 6P, per esso abbiamo in  P 

Scambiando ciclicamente i tre spostamenti dP, 6P, 9P e sommando ot- 
teniamo la (36). 

Ln (36) corrisponde, per il tensore I'eik alla proprietâ 

L'annullarsi in P della omografia curvatura di connessione affine I', 
porta di conseguenza la  euclidicità affine della variet& in P; l'annullarsi 
ovunque dà la condizione di integrabilità del trasporto per parallelismo e 
determina la circostanza che la varietk sia uno spazio lineare, O piano, O 

euclideamente affine. 

Lo spazio metrico di Weyl. 

7. Determinazione inetriea. - Consideriamo iina varietà affine amorfa e 
introduciamo in ogni punto una particolare omogrnfia simmetrica del terzo 
ordine che faccia corrispondere ad ogni coppia di vettori un numero reale, 
cib che equivale, in altre parole ad introdurre, con altri Autori, punto per 
punto, una forma yuadrntica di vettore non degenere che chiameremo forma 

metrica amorfa O semplice designandola con x (da altri Autori 6 chiamata 
con  APPEL forma metrica bruta). 

Converremo che con essa si possano paragonare le lunghezze dei vettori 
spiccati da P. 

Se II e v sono due vettori i n  P, la  loro iiguaglianza in modulo compor- 
terà per convenzione l'uguaglianza 

x(u, u) = x(v, y), 
O più semplicemente 

x(u) = x(vh 
e viceversa. 
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'Viene cosi introdotto un criterio di confronta per i moduli di due vettori 
in P, ma non ancora riceve significato il modulo di un vettore in sè. Per  
quanto precede la  forma x pub essere determinata a meno di un fattore non 
nul10 di  proporsionalità h. 

Assegnando in P il  fattore h di proporzionalità, detto fattore d i  taraturu, 
la varietà 6 detta turata in P e in tali condizioni assumiamo come lunghezza 
O modulo del vettore u il nuniero 

u = 1 hx(u), 

dipendente soltanto da1 segment0 determinato da u. 
La forma metrica 

* 
(37) x = h x  

é detta forma înetrica tarata. Estendendo cib ad ogni punto P della varieth, 
questa viene ad ammettere in ogni punto una determinasione metrica e, oltre 
che varietà affine amorfa, potrà essere chiamata varietà metrica amorfa. 

Cambiando il fattore di taratura h in 

con h detto rapporto d i  taratura, il modulo u del vettore u diviene evidentemente 

Si  noti ancora che il rapporto dei moduli dei due vettori in  un punto è 

indipendente da1 fattore h di taratura. 
* 

L7 introduaione in P della forma rnetrica tarata x permette di costruire 
con i vettori in P una geometria metrica analoga a quella ordinaria, ma non 
permette ancora di paragonare, anche se estesa a tutti i punti della varietà, 
le lunghezze di due vettori in punti diversi. 

S i  pub sviluppare in ogni punto 170rdinario algoritino vehtoriale ed omo- 
grafico: prodotto scalare e vettoriale di due vettori, coniugata, dilatazione, 
assiale di un70mografia, bivettore di una omografia ecc. Per quanto riguarda 
1' analisi differenziale metrica dei campi vettoriali, bivettoriali, omografici ecc. 
ricorreremo ad una connessione wzetriccc mentre per ora rimane determinato i l  
concetto di gradiente di uno scalare f(Pj, come vettore normale alla ipersu- 
perficie f = cost. passante per P. 

Assegnando in P soltanto l a  forma metrica semplice x per i vettori in P, 
sono lecite soltanto le solite definizioni angolari: 
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e tutte le conseguense geometriche di perpendicolaritk. In  altre parole è 

possibile soltanto la yeoutt,etr.ia cortforme. 

8. tllferiiiiento nlle ooorditiate. - I n  coordiiiate la forma metrica semplice X risulta 
determinata dai numeri 

gik = B k )  = gki 7 (a, k = 1, 2, ... 12) 
essendo a l  solito 

Non assegnare l a  taratura in  ossia considerare i n  E la geometria conforme, equivale 
ad introdurre concetti metrici dipendenti dai  rapporti dei  coefficienti gik. Cosi l a  perpendi- 
colarità di due vettori n = r iuiei  e Y = Ziv'ei i n  P risulta espressa da  

X(U, y) = xik gikukR = 0, 
indipendentemente dalla taratura. 

P e r  l a  relatirità interessa che la  forma metrica semplice x d a  associarsi alla varietà 
a connessione affine sia indefinita. 

* 
L a  forma rnetrica tarata y, in  coordinate 6 rappresentata dai numeri 

e i n  corrispondenza il  modulo zl in  P del vettore 

I n  queste condizioni, da1 punto di vista tensoriale, si pub passare dalle componenti 
contravarianti alle covarianti i n  P per  un  rnedesimo vettore; 10 stesso dicasi per u n  pluri- 
vettore, per  una iperomografia e i n  generale per  un tensore qiialunque tenendo presente l a  
formula 

Sono estendibili a queste varietà di WEYL a determinazione metrica, l e  consideraeioni 
da me fatte per  le  varieth riemanniane nella mia Nota: Sopva i significati geometl-zci delle 
componenti cova?-ianti e contravaria~zt i  d i  un vettore o pluvivettove i n  u n a  varieta rieman- 
nialza, u Boll. dell'Un. Mat. It. ., 1934, pp. 30-36. Cosi, in  particolare, riferendomi a questo 

* 
lavoro, essendo R un  vettore i n  P della varietà di WEYL a forma metrica tarata X ,  abbiamo 

R = X i  Riai = X i  Ribi 
dove 

- 

sono vettori d i  m o d u l o v ~ i i  Langenti alle lines coordinate (qd, bi sono vettori normali alle ipersu- 

perfici coordinate qi=cost. e d i  modulo d$, essendo y" gli elementi recipmci della diagonale 
* 

principale del discriminante j gik 1 della forma metrica tarata X. 
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Inoltre abbiamo 

e se  ti ed ui sono i versori dei vettori ni e bi, per le  coinponeriti oorarianti e contrava- 
rianti di R abbiamo le espressioni 

essendo zj e pi gli angoli del vettore R i n  P con le  linee coordinnto e con le  norniali alle 
ipersi~pe~fioie  coordinate per P. 

Variando il  fattore d i  taratura h in  P, alla maniera (38) i versori ti cd iii niaritengono 
direzioni inrariabili  mentre i loro moduli risnltano moltiplicati iispettivamente per 1/1 e 

- 

per 1/ h ,  essendo 1 i l  rapport0 di taratura. 

9. Connensione metrica d i  Weyl. - I l  dotare una varieth affine amorfa 
O a connessione affine di una determinazione metrica non è sufficiente per 
poter parlare di varietà metrica in senso complet0 O spazio metrico, non po. 
tendosi ancora parngonare le lunghezze dei vettori in punti diversi, anche 
vicinissimi. 

Con le tappe compiute raggiungemmo prima l a  varietà affine amorfa 
poi la  varietà a connessione affine simmetrica di WEYL e infine la  varietà 
metrica amorfa; con una quarta ed ultima tappa raggiungeremo 10 spazio 
nietrico di WEYL assegnando in ogni punto oltre alla determinazione metrica 
una conrzessione metrica col suo intorno. 

Per stabilire un criterio di rackordo fra le  grandezze dei vettori spiccati 
dai punti nell'intorno di P, provvederemo che l'uguaglianza dei moduli dei 
vettori in punti diversi debba essere invariantiva rispetto a qualsivoglia 
cambiamento del fattore di taratura h e con i l  WEYL indipendentemente 
dalle loro direzioni. 

La  dipendenza anche dalla direzione f u  considerata  EDDINGTON (') 
dando luogo alla cosidetta geometria d i  Eddington.  

Nelle suddette condizioni del WEYL, per il confronto dei moduli di vet- 
tori in punti diversi parleremo di congruenza » e conseguentemento di 
« eorrispondenza O trasporto per congruenza ». 

(') Cfr. A. S. EDDINGTON, The tnathematical Theovy of Relativity, Cambridge 1913, 
p. 213, od anche del10 stesso Autore, A yeneral~isatio~a of Weyl's Theo~y of the Elect~omagnetac 
and gravitational Fields, u Procee. Roy. Soc. A. B, 99, 19.21, p. 104. 

Annal; di Matsrnatica, Serie I V ,  Tomo XIV. 22 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



170 M. MANARINI : Sugli spax.i di  Weyl 

Essendo Pr un punto infinitamente vicino a P, faremo in modo che 
questa « congruenza » rispetti le seguenti condizioni: 

1) I l  congruente in P' di u n  vettore di  lunghezza nulla in P ha pure 
lunghezza nulla. 

2) Se un vettore in P h a  lunghezza uguale alla somma delle liinghezze 
di due altri vettori in  P, anche per i vettori rispettivamente congruenti in Pr 
vale la stessa relazione. ' 

3) Portando il punto Pr in P, la  metrica in Pr viene a coincidere con 
quella, in P :  

h(Pr) = h(P) per Pr -P. 

I l  tipo più generale di trasporto O rappresentazione per congruenza 
in P e Pr che risponda alle condizioni precedenti 6 subordinato dalla legge 
che assoggetta i moduli dei vettori congruenti ad essere proporzionali. 

Detto u(P)  il modulo in P ed u(P1) quel10 congruente in Pr= P+ dP si  
porrà tale legge di proporzionalità sotto la  forma 

(39) 

od anche 

(39') 

[ 
1 

%(Pt) = u(P) 1 - @(P, P') , 1 

dove @(P, Pt) è un numero infinitesimo indipendente da1 inodulo u spostato, 
dipendente invece da P e P' in guisa da rispettare le condizioni imposte al 
trasporto per congruenea. 

Queste condizioni sono evidentemente soddisfatte ponendo, a meno di 
infinitesimi di ordine superiore, 

essendo a un vettore dato arbitrariamente in P al fine di subordinare nel- 
l'intorno di P una connessione metrica la  cui legge allora assume la forma 

(40) ( 1 
u(Pr) = u(Pj 1 - , o x d ~ ) ,  

O 1' altra equivalente 

(40') 
1 

du==-  u ( P ) - & X d P .  
2 

I l  vettore O clie rispetto ad una determinata taratura pub essere preso 
arbitrariamente in P per stabilire una connessione metrica ne117intorno di P. 
10 chiameremo vettore d i  connessione metr ica  in P. 
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Procediamo ora ad un cambiamento di taratura ponendo, al solito, 
- 
h = Ah, 

ove A è un rapport0 di taratura positivo funaione di P che snpporremo con- 
tinua e derivabile. 

Diciamo 6 il vettore di connessione metrica in P corrispondente al 

nuovo fattore di taratura h;  per la  legge di connessione metrica in P avremo 
nella nuova taratura 

essendo Ü(P') ed Ü(P) le nuove misure delle lunghesze in P e Pr rispettiva- 

mente del vettore u spostato per congruenza; possiamo porla sotta la  forma 
equivalente 

(41') Ü2(p') = Ü2(p)(1 - W X dP). 

D'altra parte abbiamo in P 

ed analogamente in Pr 

(42') Ü2(pr) = A(P')u?(Pf). 

Per  le ipotesi fstte su A(P), a meno di infinitesimi di ordine superiore, 
avremo 

con la qua1 cosa (42') diviene 

Tenendo conto di  (42) e (43) la (41') diviene: 

e per essere 
zcS(P') = u"P)(l - O X dP),  

sostituendo, nella approssimazione adottata risnlta: 

Dovendo valere per ogni d P  dell'intorno di P. ricaviamo la  relazione 
- 

(44) O = td - ggrd log A, 

l n  quale esprime la  legge di variazione a cui deve essere sottoposto il vettore 
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di connessione metrica O in corrispondenza del cambiamento di taratura 
affinché l a  relazione di connessione metrica in P risulti invariantiva. 

Dunqur, cambiando il fattore di taratura h ne1 rapport0 A funzione po- 
* * 

sitiva continiia e derivabile del posto, la forma metrica tarata x diviene h x  
mentre il vettore di connessione metrica O risulta diminuito di grad log h. 

* 
La forma metrica tarata x ed il vettore di connessione metrica w do- 

vranno evidentemente entrare in tutte le grandezze e in tutte le relazioni 
che esprimono dei rapporti metrici; affinchk la  legge di connessione me- 

trica in P rimanga inalterata di fronte ad un cambiamonto generale del 
fattore di taratura h:  

h = Ah, 
* x e O devono miitarsi rispettivamente in 

* 
A X  e 0 - grad log A. 

I n  queste condizioni siamo per la varieth metrica amoi'fa in nno stndio 
di connessione metrica completnmcnte indipendcnte dalla conncssioiic affine. 

In coorclinate, posto 
o = 8 w i b i ,  

ove wi sono lc con~poncriti covnrianti del vettore di  connessione nietrica o (cfr. 11. B), la 
legge (44) si traclnce in  

e la legge di connessione mctrica (20), invariabile rispotto al cambinmcnto del fattorc di 
taratura, assnme la fornia 

Il sistema di coordinate e taratura metrica fusi insieme per  determinare le cornponenti di 
connessione metrica wi costituiscono per il WEYL un u Beaugssystem (1). 

10. Tarietà a connessione metrica ed affine. Spazio d i  Weyl. Curvatrira 
di connessione metrica. Spazio d i  Riemann. - Supponiamo ora che l a  data 
varietà amorfa sia ad u n  tempo dotata di m a  connessione affine per quanto 
riguarda il confronta delle direzioni dei vettori prescindendo dalla lunghezzn 
in sa del%modulo e di una connessione metrica per quanto riguarda'il con- 
fronto dei segmenti-O moduli dei vettori. 

(1) Cfr. H. WEYL, Rnww, Zeit, Materie, loc. cit., pag. 111. 
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Col WEYL faremo l'ipotesi che lo spostamento parallelo della connes- 
sione affine subordini la congruenza dei moduli dei vettori, ossia, in altre 
parole, postuleremo che 10 spostamento par allelo dei vettori nella connessione 
affine realizzi 10 spostamento dei loro nloduli per congruenza nella connes- 
sione metrica. 

Naturalmente intercederà una dipendenza fra gli elementi che definiscoco 
le due connessioni e si pub verificare clie la connessione affine rimane uni- 
vocamente determinata dalla connessione nletrica. 

I n  tale fusione di connessione affine con l a  connessione metrica siamo 
ne110 stadio finale di spazio metrico del Wa~b ed in esso u n  vettore potrR 
essere trasportato per parallelismo e per congruenza di modulo lungo una 
certa curva dando in generale un risultato dipendente dalla curva trasporto. 

Precedendo alcune considerazioni osserviamo che per 10 spazio inteso 
ne1 senso di  RIEMANN tale dipendenza da1 trasporto non riguarda i moduli 
ma soltanto le  direzioni. 

Nello spazio metrico di WEYL possiamo estendere 1' algoritmo differenziale 
metrico dei campi vettoriali, plurivettoriali, ed omografici. 

I n  corrispondenza alla derivaaione intrinseca del campo vettoriale u(P) 
du 

con la conseguente omografia vettoriale - (cfr. n. 3) risultano allora pre- 
dP 

cisati intrinsecamente alla varietà i l  numero div u, il bivettore rot u, il gra- 
diente di un'omografia, l'omografia del terzo ordine divergenza di un campo 
bivettoriale ('), ecc. 

I n  questo lavoro abbiamo occasione di fare applicazione di questo algo- 
ritmo metrico vettoriale assoluto per esprimere la cosidetta curvatura seg- 
mentaria del10 spazio di WEYL. 

Consideriamo all'uopo il punto P della varietà e calcoliamo l a  varia- 
zione Azc della misura del segment0 u, modulo del vettore u(P), trasportando 
per parallelismo il vettore u e conseguentemente per congruenza i! suo 
modulo lungo i l  parallelogramma infinitesimo costruito sui due vettori d P  
c 6P spiccati da  P. 

Per  !o spostamento dP si ha:  

cd applicando 1' operatore differenziale intrinseco 8 relativo allo sposta- 

( 4 )  Cfr. M .  M A N A R I N I ,  Ivaterpretazione vettoriale assoluta dei tensori lineavi del tevzo 
ovdine e applicaziolte a2 campo elettvomagnetico stazionavio, u Rend. Acc. Lincci D, V. XXI, 
Io sem., pp. 173-178, . 76-283, 193.5. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



174 M. MANARINI : Sugli spaxi di Weyl 

mento 6P, si ha 

Per  essere a sua volta 

si ricava 

Analogamente si ottiene 

Abbiamo pertanto 

(45) 
1 

A u = ô d u  - -  ~ ~ u = - u . [ ~ ( o x ~ P ) - E ( w x ~ P ) ] =  
2 

da rot O = 2V- 
2 dP ' 

d u  doppio del bivettore dellqomoprnfia -, con 9 omografia vettoriale fun- 
d P  dP 

zione di P ottenuta con la derivazione intrinseca relativamente alla connes- 
sione affine assegnata. 

Chiaineremo curvatura d i  connessione metrica in P per 10 spazio di  WEYL 
il bivettore 

e = rot 0. 
4 

Esso va associato alla curvatura di connessione affine rappresentata dalla 
omografia del terzo ordine î, introdotta a l  n. 6. 

Si pub verificare che la  curvatura di connessione metrica t\ indipendente 
dalla taratura h per 10 spazio, ossia che cambiando questa 12 dctta curvatura 
riinane inalterata. 

Infatti, osserviamog[anzitutto che é sempre 

rot grad f = O 

e procediamo al  cambiamento di taratura in P ponendo al solito 
- 
h = Ah. 
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Per il nuovo vettore di connessione metrica corrispondente (cfr. i l  i 1 . O  91, 
abbiamo : 

- 

w = O - grad log h 

e pertanto risulta 
- 

rot O = rot W, 
il che dimostra l'asserto. 

Affinchè un bivettore e possa rappresentare la  curvatura di connes- 
2 

sione metrica di uno spazio di WEYL, deve soddisfare alla condizione 

(47) div 5 = O 
2 

ove div 5 è l'omoyrafia del terzo ordine introdotta in altro lavoro per gli 
2 

spani di RIEMANN ed estendibile, corne dicemmo, agli spazi di WEYL (cfr. l ' id- 
tima citazione in calce). 

Riprendiamo allora l'espressione dell'incremento du del modulo di un 
vettore ii(P) del10 spazio di WEYL allorchè il vettore stesso passa da  P 
a P+dP: 

1 
d u  = - - u . ( ~ x d P )  2 

s consideriamo una curva della varietà congiungente P con un altro punto P, . 
Spostando u(P)  liingo questa curva per parallelismo e quindi il modulo per 
congruenza, si ottiene la variaaione totale Du del modulo di u integrando la. 
precedente. 

Questa variazione in generale dipende da1 carnmino che si percorre per 
collegare i punti P e P,. 

Se O X  dP risulta a n  differenziale esatto detta variazione Du risulta 
in corrispondenza indipendentemente da1 c a m m i ~ o  percorso ed allora il tra- 
sporto per congruenna del modulo pub dirsi integrabile in analogia al caso 
della integrabilità del trasporto per parallelismo. 

La condizione necessaria e sufficiente affinchè risulti integrabile lo spo- 
stamento per congruenza del modulo di un vettore è che risulti nullo in 
ogni punto il bivettore ciirvatura di connessione metrica 5 =rot  W. 

4 

Siamo allora nelle circostanze degli spazi di R I E ~ A N N  ed in particolare 
euclidei, con in pih l'arbitrarietà della taratura. 

I n  questo caso i l  vettore di connessione metrica O è i l  gradiente di 
una funzione 5. 

Naturalmente il vettore O è relativo ad una prefissata taratura in P di 
fattore h. 
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Nelle circostanze metriche riemanniane suaccennate espresse analitica- 
mente da 

O = grad 5, 

eseguiamo un cambiamento di taratura h ponendo 
- 
h=Ah con ?,=et. 

Nella nuova taratura i l  vettore 6 di connessione metrica risiilta dato da 
- 

O = grad 5 - grad log h = yrad 5 - grad 5 = 0, 

ossia pub risultare .nul10 in tutti i punti del10 spasio d i  Weyl che ha carattere 
rtcetrico riewanniano ed in  particolare euclideo. 

Questa particolare taratura a cui possiamo sempre ridurci ne1 cas0 che 
la curvatura di connessione metrica sia nulla in ogni punto, è detta turatura 
normale ed è quella che ordinariamente si viene tacitamente a considerare 
nelle circostanze metriche degli spazi riemanniani ed in particolare degli 
spazi euclidei la  cui natura metrica globale è comune a quelli riemanniani. 

I n  ta1 modo si vede come uno spazio di WEYL contiene come casi par- 
ticolari gli spazi di RIEMANN e consegueniemente gli spari euclidei. 

L' annullarsi della curvatura di connessione metrica in ogni punto dello 
spazio di WEYL che ammetta non nulla la  curvatiira di connessione affine I', 
caratterizza in detto spazio uno s p a ~ i o  di RIEMANN; annullandosi anche la  
curvatura di connessione affine si è ne1 caso delle varietà euclidee, O lineari 
ordinarie, cioh euclideamente affini ed euclideamente metriche. 

Per  la taratura normale dello spazio di RIEMANN la  forma metrica fon- 
* 

damentale x 6 determinata a meno di un fattore qualunque, tutt'al piu 
positivo, che si  pub determinare una volta per tutte con la scelta dell'unità, 
(campione) per i moduli dei vettori che puo essere fatta in un punto qualsiasi. 

I l  vettore O che scelto a priori serve con x a caratterizaare la  metrica 
di uuo spazio di WEYL ha notevole importanza nella teoria del campo uni- 
tario del WEYL stesso, con la quale l'illustre Autore ha  creduto di inter- 
pretare geometricamente sia il campo gravitaaionale, sin il campo elettroma- 
gnetico, completando la  teoria della relativith generale di EINSTEIN. 

Lo spazio quadridimensionale Universo in presenm di masse elettriche 
è stato inteso da'l WEYL non semplicemente riemanniano, ma uno spazio 
metrico della natura di quelli studiati per i l q n a l e  il vettore di connessione 
metrica O ad esso relativo compendia il potenziale scalare della distribuzione 
di cariche ed i l  potenziale vettore : una cornponente di esso vale il primo e le 
altre tre determinano i l  secondo. 
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I n  coordinate il bivettore 7, curvatura di oonnessione metrica B determinato da1 tensore 
2 

lineare del secondo ordine 

essendo o, le componenti covarianti del vettore di connessione metrica o, definite corne 
al n. 8. 

Si tratta del tensore chiamato col WEYL dagli altri Autori curvatura segmentaria. 
l ie  condizioni affinchè un tensore doppio lineare rappresenti la curvatura segmentaria 

di uno spazio di WEYL, sono date dalle equa~ioni 

che si deducono traducendo in coordinate la (47). 

Annoli d i  Matemetica, Yerie IV. 'Porno XIV. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



I l  Consiglio Naaionale delle Ricerche comunica : 
È prorogata al 31 Narzo 1936-XIV la  scadenaa del concorso a premio 

già bandito da1 Comitato per l 'htronomia,  la  Matematica Applicata e la  Fi- 
sica del Consiglio Nanionale delle Ricerche su1 seguente tema: 

« Applicazione cotzcreta di nzetodi nzatenmtici ai fenotneni fisici ed alle 
« attuaziomi tecniche in cui entrano in gioco fenomeni di ereditarieta e di 
<( isteresi ». 

Possono concorrere a detto premio cittadini italiani (d'ainbo i sessi) con 
un lavoro stampato O dattilografato, in lingua italiana, da  inviarsi entro il 
31 Alarao 1936-XIV alla Segreteria Generale del Consiglio Naaionale delle 
Ricerche (Ministero dell' Educaaione Naaionale, Viale del Re - Roma). 

L'ammontare del premio è di L. 5.000. 

P. S. - 1 manoscritti già inviati potranno essere ritirati dagli Aiitori. 
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Ililleai. differeiice equatioi~s contahiiig ;G pararueter. 

By W. J. TRJITZINSKY (Urbana, Ill. U. S. A.). 

1. Introduction. - Our present object is to investigate the asymptotic 
character o f  the s o l ~ t i o n s  o f  the l inear  difierence eqzcation 

inasribuch as the wtrzplex parameter A i s  concerned. The functions CG, , -k (x ,  A) 
are here assumed te satisfy asymptotic relations 

[k  = 0, 1, ... n;  the mk integers] 

in the parameter A,  at A = oc;, when A ( 1  A i 2 A, > 1) is in a region R, 
extending to infinity. In  this region the angle of A is to possess finite upper 
and lower bounds. These relations will be supposed to be in the ordinary 
sense (that is, to infinitely many terms). 

The coefficients a,,-, , ,(x), involved in (l), are assnmed to be analytic 
in x for 1 x / 2 1 in every finite part of a region K. T h i s  region ruil1 extend 
to in f in i t y  (to the lef t)  and i t  wi l l  be such that  whenever x i s  in K so i s  x - 1. 
The a,,-,,,(a) are assumed to satisfy certain asymptotic relations, valid in 
the ordinary sense in K, 

The coefficients in (A) are to be analytic in 8 and in A in every finite 
part of the specified regions. 

Since in this paper the emphasis is on the character of the solutions 
with respect to 1, rather than with respect to x, in order to gain simplicity 
it wi l l  be assumed that  fomnally a n d  in an extended sence (A) i s  of « Fzcchsian 
type 2 in x. Howeuer, no restrictions ruil1 be m a d e  w i t h  regard to the  parameter.  
In this connection it will be recalled that the theory of difference equations, 
without a parameter, of the Puchsian type has been completely developed 

A n n a l i  di Mutcmutiou, Sario  1 \-. l omo XIV. 24 
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by N. E. NORLUND ('), who considers equations whose coefficients are repre- 
sented by convergent factorial series. 

The implication of Our hypothesis is as follows. Transforin (A) into an 
equation (A,) involving differences of y, of orders O, 1, ... n. I n  te new 
equa,tion the coefficients of the various differences will be asymptotic, in x 
and in A, to certain formal double series. Let (A,) denote (A,) with the coef- 
ficients replaced by these series, respectively. I n  the formal equation (A,) 
arrange the coefficients in powers of x. The coefficients of these powers 
will be series, possibly divergent, in powers of A. Our hypothesis signifies 
that, disregarding the possible divergence of the series in A, the coefficients 
of the various differences in the eqiiation (A,) are in a sense to be of the 
saine forma1 character in x as in an equation of Puchsian type 

More precisely, our hypothesis is that the difference polynomials ,H 
(11 ;  5 à) are of Fuchsian type. On the basis of this supposition we shall arrive 
at (24;  § 2). I n  the text after (24; yj 2) we then make an additional assumption. 

Without any loss of generality one may assume that a.,(x, 1) = a,(%, A) = 1. 
Throughout the paper asymptotic relations with respect to A are to be 

understood as follows. If the J,(x) (v = O, 1, ...) are functions defined in K 
or in a region of type K, such that 

it will be said that z(z, A) is asyiuptotic in 1. (in R, at h = 00) to a series 
1 

J(&, A )  = J,,(z) + J,(+.-P + ... (integer p 2 1)) provided 

where H ( 2 R h )  is some number independent of m. If m cannot be increased 
the asymptotic relation will be to +n terms (in A). If m can be indefinitely 
increased the asymptotic relation will be to infinitely many terms (that is, 
it will be in the ordinary sense). 

The theory to be established in this paper is in line with the several 
complete asymptotic theories developed for various important types of linear 
equations as follows: by G. D. BIRKHOFF and W. J. TRJITZINSKY for dif- 

(1) L e ç o n s  s u s  les e'quations l ir iémires aux diff&enees f in ies ,  Paris, 192!1, p p  28-56. A 
factorial series is formally compatible with a power scrics. 

(2) XORLUND, 1. c., p. 20. The iridicial equation (1' equation dbterminaute) is on pp. 30, 31. 
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ference equations ('1; by TRJITEINSKY for q-difference equations (') and by 
the same author for linear differential equations ("). The mentioned workn 
refer to equations not containing a parameter. More closely related to the 
problem at hand is the general asymptotic theory of linear differential equa- 
tions, containing a parameter, developed by TRJITBINSKY ('). 

Promimently associated with the various problems, relating to the various 
fields indicated above, are the names of G. D. BIRICHOFF, R. D. CARMICHAEL, 
J. D. TAMARKIN (the latter in the field of linear differential equations with 
n parameter and in the field of the related boundary value problems), N. E. 
NORLUND and J. HORN. The last two authors, as well as TRJITBINSKY (Y), 
carried out extensive application of LAPLACE integrals a,nd factorial series 
+,O difference and differential equations not containing a parameter. At the 
ba,se of the developments of this type of fundamental irnporlancc are certain 
results and methods due to N~RLUND.  The very interssting question con- 
cerning the extent to which the methods of this type are applicable to equa- 
tions (diffsrence and differrntial) containing a parameter still remains open, 
This method, whenever applicable, amounts to a met,hod of sninming divergrnt 
forma1 series soliitions. 

References to the developments by the mentioned authors, as well as 
references to some signifieant contributions of other writers. may bc fonnd 
in the indicated papers. 

2. Formrl solutions. - I t  will be necessary to establish some fornial 
results relating to the equation (A). For convenience it will be said that nt,, 

involved in (1 ;  5 l), is - ao whenever the corresponding series is identically 
zero; thiit is, whenever the functions a,,-,,,(x) ( v  = 0, 1, ...) are a11 identically 
zero for the value of k under consideration. Accordingly, the functions a,,-,. "(x) 
corresponding to a finite mk could be considered as not al1 identically Eero. 
In  view of the iissumptions previously made concerning a,,(x, h )  and x,,(x. f i )  
it follows that WL,, = O  and that ?no is finite. 

(') Analytic theory o f  siwgular differeuce equations, R Acta Math. n, vol. NO (1932): pp. 1-89. 
( ' )  i laalytic theory of lineav q-differenee equations, Acta Math. x ,  vol. 61 (1933); pp. 

1-38. Tri this moik for the first time asymptotic methods are applied to q-difference eqiiations. 
(9 Analytic theory of lineav differential eqnations. Arta Nath. m, vol. 62 (1934): pp. 

167-326. 
( 4 j  This work will appeiir in the K Acta Math. D. It  presents a gerieral asynil~totir. 

tbeory for the complex plane of the parameter. On the otherhand, x is restrictd to an 
interval in which the involved fiinctions of x are merely indefinitelj differeiitiable. 

(5) TIEJITZINSKY, Laplace idegra l s  and factorial series in. the theovy of linear tliffwentini 
anr7 linenv diffeveme equations. < Srans. Am. Xath. Soc. P, vol. 3'7 (1935): pp. 80-146. 
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Consider a rectangular system of coordinates (k, m) with the k-and 
m-axes as the axes of abscissas and ordinates, respwtively. Plot the points 
(k, mk) (k = O, 1, ... n) corresponding to the finite nt, only. In  the set of al1 
the rectilinear segments 

there exists at l ~ a s t  one which has the greatest slope, say - M i .  Let 
[(O, m,), ( n i ,  ma,)] be the particular one of these segments which is of greatost 
length. If n,  + n selection of segments is continued as follows. Amongst 
the segments 

[(n, ?fin,), (ni + 1, ?%,+i)I, 
[(fi, gan,), (ni + 2, Mw,+2)1, - - a ,  [(ni +fin,), (n, O)] 

there will be some with the grentest slope, say - M , .  One of these segments 
whose slope is - M,, say [(n,, m,,), (n,, n,$,)], will be of maximum length. 
After a finite number of steps we obtain a polygonal line, joining the points 

( 1) (fi" 7 ?jt,,), (ni 7 +&,), (n2 7 *tbn,), 9 (ns-19 ?kan3-l), (ns 9 9 ~ ~ 3 ~ )  

[ O = n , < n ,  < n e <  ... < n , = n ;  ahl], 

such that, if - Mv is the slope of the segment [(nv-l, mvv__l), (n,, ml,,)] we 

have 

(2) Mi < M ,  < ... <M,. 

No points (k, rn,) (k = 0, 1, ... n) will lie above the polygoiial line. I t  is also 
seen thatzthe Mv (v = 1, ... a) are al1 finite. On letting S(i, j )  denote the slope 
of the segment [(i, ?ni), ( j ,  ntj)] it follows that 

and 

By (3) Mv = l,/p, [ IV ,  p, integers; p, 2 11, where the fraction will bc 
assiimed to be in ils lowest terms. I n  consequence of (3) and 

(4) 
Hv - -- + nV-~JIv = .IW,,, t n,JL > tnk + k J l ,  [n, < ~c < n,], 
Pu 

(44 -> mk + LM, [k < n,-~; k > n,;  H, an integer]. 
Pv 
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W. J. TRJITZINSKY : Linear differeszce equations containixg 0 parameter 188 

For the moment attention will be fixed on a particular M,. Correspon- 
ding to the given equation (A), we have a forma1 equation 

I t  will be proved that (A*) possesses n, - nv-1 linearlg independent forwzal 
solutions 

1 -- 2 

(5) s,(x, A) = iMvX[o,"(x) + oji(ao)l Pv + q 2 ( x ) i  -- P, + ... 1 
[m,-i + 1 5 j 5 n, ; Mv = ZJp, ; 1, a n  integer]. 

Perform the transformation 

(6) s(x, A) = hMvXa(x, Al. 
We  then have 

- 

m, = mk + M,k = ik(v)/pv [the &(Y) integers]. 

Corresponding to the forma1 equation 

there will be a polygonal line of the same character as for the equation (A*). 

Corresponding to Mv we shall have M, = O. Whence it follows that 

(8) 
where 

The S,,-k,y(x) may depend on v ;  they are simply expressed in terms of the 
an-,, ,(x). Moreover, the two functions displayed in (8b) are not identically 
zero. Furthermore, it is to be noted that if from the totality of functions 

I 

( 8 ~ )  Pn -h,o(x) [nv-1 5 k 5 %] 

those are picked out which are not identically zero we get precisely the 
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functions a,-,,T(x) (1; 5 l ) ,  corresponding to the points (k, ntk) which actually 
lie on the segment [(nv-1, rn,-l), (n,? tm,)] of the polygonal line correspondinp 
to (A*). 

Substitution of 

in (A*) [cf. (7) and (8)] will result in 

it is observed that 

(12) f,,(%) = v H ( x ;  oO), 
(124 f,.(x) = V ~ ( ~  ; 0'3 + vr,.(x ; 00, ... [r = 1, 2, ...] 
where 

r-1 ta 

(12b) ,i',.(x; oO? oi, ... or-') = 2 ( E P , z - k ,  , .  S(X)Q'(X +- k ) )  = - h7'(x i- n,_ , ) .  
6-0 k=O 

I n  view of (10) it follows that 

(13) f,-(x) - O 

The homogeneous difference equation f,(x) = O is of order n, - nu-, and 
it will serve to determine n, - nV-,  linearly independent functions aio(xl 

( j  = nu- ,  + 1, ... n,). We pick out a particular one of these solutions. With 
the aid of the non-homogeneous equation f , (x)  = O (cf. ( i l ) ,  (12a), (12b)) a 
corresponding determination of o'(x) can be found. Successive applications 
of the equations (13) will yield a forma1 solution (5). Corresponding to the 
rarious qjO(x)  (ny-, < j s n , )  a set of .nv - nv-,  formally linearly independent 
series (5) i~ obtained. Such a construction can be effected for v = 1, 2.... a, 

yielding a set of rz distinet forma1 solutions. 
Since (A)  is of extended Puchsian type in x (cf. i), the equation 

,H(x; ou) = O  could not be otheraise than formally of Puchsian type. Hence 
this equation ail1 possess n, - .n,-, linearly independent forma1 solutions 

(14) 
*O 

oj ( x )  = x'; (FgJ-series) 

The term K P,,-series 2, involved in (14) and in the sequel, mil1 be 
defined as follows. 
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DEFINITION 1. - An FPg-series i s  a n  expression (possibly diverge&) of 
the fornz 

JO(x) -e J1(x) log a + ... i- J@(x) log" 
lvhelre 

CO 

JH(X) = E JFX-Y [qzl; H=O, ... y]. 
y=o 

Let (a,,.$) denote a square matrix of (n, - f iv-_, )blements  a i , j ,  the 
element a,,,. being in the i-th rom and in the j-th column. The determinant 

does not vanish. Thus, on letting (d:-i+,,i(x)) denote the inverse of the matrix 

i t  follows that the elements d:v_i+j,i(~) are of the type 

Here the integer c, is non neyative. Such facts can be stated for v = 1, ... a. 
Funetions qjo(x) ( j  L- nv-i -+ 1, ... m,), analytio i n  K(x + CO), can be fcund 

so as to satisfy (13; r = O) and so that 

I n  the case when the series in the second members of (la) converge and m is 
replaced by =; or, more generally, in the case when the a,,-h,v(a) are expres- 
sible in  terms of factorial series, convergent in a left half-plane and forrnally 

compatible with the a: -k,,(x), in  -view of the well known results of NORLUND ('1, 
the furictions qj0(x) ( j  = %,-, + 1, ... n,) could be then determined with the 
aid of convergent factorial series (compatible with the forma1 solutions). The 
subsequent ojr(x) (r = 1, 2, ...) are determined with the aid of non-homogeneous 
difference equations. 

Using matrix notation, it is observed that a solution of an eyuation 

(18) L,(y) = b,(x)&c + 2) t b,(x)?~(x + z - 1) + ... + b,(x)z/(x) = P(X) 

(b ,  (x) zlr O ; b,(x) + 0) 
is given by the formula 

(1) NORLUND, 1. c.. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



188 W. J .  TRJITZINSKY : L i ~ e a r  differercce equntiolzs co~tdrc img a parawtetev 

Here the yj(z) ( j  - 1, ... T) form a set of T linearly independent solutions of 
the equation L,(y) = O  and the ~ ~ , ~ ( x )  are the elements of the inverse of the 
matrix (yj(% + i - 1)) (i, j = 1, ... 2 ) ;  that is, 

The summatious involved in (18a) have to be performed dependig on the 
character of the equation (18). 

W e  have 

(19) Pla-k, Y(x) CO F:-~,~(X) = X ' ~ - " Y [ P ~ - ~ , ~  + ~.nl-k, y%-i + ..SI 
[k  = 0, 1, ... n ;  y = 0, 1, ...; hhe P n-k , r  integers]. 

On continuing the developments for a fixed j(n,-, < j s n , ) ,  in view of 
(13; r = 1), (12a), ( i l )  and (12b) i t  will follow that al(xj satisfies 

mv -'nv -i 

(20) ,H(x - n,-, ; ol(x - n,-,)) = Z S n - p l v - l - k ( ~  - nv-i)aL(x - nv-, + k) = hl(xj. 
k=O 

Here, for x in K, 
* *O 

(204 hyx) hel(x) = xhl (Fq-series) = - 2 P , - k , l ( ~  - n,-,)aj (Z - nv-i -1- k). 
k=O 

The f unc tions 
-0 O 

(oHv-,+,,i(x)J = (anV-,+,(x + i - [i, j = 1, ... , n, --  n,- 

corresponding to the series (15a), are analytic in K ( x +  oo) and they are 
asymptotic in K to those series. An application of (18a) to the equation (20) 
will give 

I n  view of (Boa) and of (15a) i t  follows that the function displayed in (BI) 
after the symbol of summations is asymptotic, in K, to the series 

On the basis of the forma1 evaluation 

and on taking into account the summation methods of BIRKHOFF and the 
present author (i), it follows that a summation, displayed in the second 

(') BIKKHOFF and TRJITZINSKY, 1. 0 . .  
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- -- 

member of (21)) can be evaluated a s  a function analytic in  K ( x +  cc) and 

asyinptotic, in K, to the second n1ernbt.r of (Blb). By virtue of (17)  and (14)  
£rom (21)  me then have 

Functions cr7'(x) (r = 1,  2; ...) and h"(x) (r = l, 2, ...) are deterinined in 
succession. We have, for x in and r = 1, 2 ,  ... 

r-1 n * 
(23) hl+(x) h*'+(x) = xhr . (P,  ,-series,! = - X Z P,~,,,-,(x - n,-,)o*S(x - n,-,+k), 

6-0 k=U 

Here W denotes the fuiictional involved in (21). 
We define extended Puchsian type so that the following will hold. 

For a fixed v and j ( l  5 v cc ; nv-, / j 5 18,) the numbem a(r)  (r = O, 1, ...): 
involved in (24)) may differ only by integers; the absolute values of these 
numbers possess a finite upper bound, attained for some r. The q , . l q ( j )  
(r = O, 1, ...), where y ( j )  ie an  integer. Thus, in (24) we inay replace o(r) 
and q,. by o j  and by y ( j ) ,  respectively; the two latter numbers being inde- 
pendent of r. 

The above construction can be effected for j =  18,-, + 1, ... n, and for 
v -= 1, 2, ... cc. Accordingly, the following can be stated. 

LENNA 1. - T h e  for.ma,l epuat ion (A*), corresponding to the e y u a t w n  (A), 
possesses n foriaally l inearly  independent forma1 solutious sj(x, A), j = 1, 2, ... n, 
specified 011 (5) (cf. (a), (3)). T h e  iizvolved coeff icieds of the various  yotuers 
of A, that  is the or(x) ( j  = 1, ... n ;  r = O, 1, ...), are ficrzclions of x only ,  
analy t ic  in Ji a n d  satisfging asy1,~ptotic relations,  val id  in the ord inary  sense 
i n  K ,  of the form 
(26) DL(&) a;'(x) = x s j  (Fp, j,-serie~) 

[cf. Def. 1 ;  r=0, 1 ,...; j = l  ,... ml. 

Here the F,(j,-series depent o n  r, while the nuahbers oj, q(j) m a y  be tuken  
independent of r. 

3. Parametric suiniiiation. - In tlzis section u n d  in the  seyuel r d l  
denote a subregion of K for wh ich  a 2 J x  5 b (a < b) (I). I t  will be essential, 
in view of the purpoaea on hand, to establish the asymptotic properties of a 
solution of the equation 

(1) 
30 

y(% i -  1) -- 3(x) = A-; xhh(x, A) [in tegers 1, p ; 12 1 ; y 2 11. 

(i) Ix -- imaginary part of x. 

dnnuli dr .Yucelautic<~. Saria I I - .  Tamo XIV. 25 
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190 W. J .  TRJITEINSKY : Linear difference egicutions contaircing a parameter 

Here h(x, A )  i s  nssztrtaed to be a function clefitzed for x i n  i' and for A in  R. 
Except at x = oo and excppt nt A = oo it is to be nnnlytic itz these regions. 
Jloreover, i C  is assurr~ed that 

)vlawe the ccsymnptotic relation (la) is witlz respect to A and is to p ( 2  1) 
tuhile the relations ( lb)  are i n  the ordinnry spnse. The above hypothese 
that 

in ï], 

terr)ç.s, 
imply 

in i'], 
in RI. 

Let x ,  -- - c t \iT a, x, = - c + y'-1 b be two suitable fixed points 
in i'(c > Y,). Let x be i w  the region r, for njlhich Rx < - c, a + €4 1s 5 b - E 

(E positive and arbitrarily small). Form the well known integral 

which under appropriate conditions will give an 
Here Lx  is a path extending from x, to x, between 
Corresponding to every x in the indicated region 

analytic solution 
the points x and 
there exists an integer 

k,(? O) snch that R(x + k,) .< - c and R(x i- k ,  + 1) > - c, unless x is 
congruent ( i )  to the segment L , ,  joiniiig x, and x,. In  the case when x is 
congruent or is nearly congruent to L i  me forin another path, L,, extending 
from x, to x,. Moreover, the part of L, lying in i', is to consist of a segment 
parallel to L, and nt a suitable distance from L ,  (2). The integer k ,  will 
now be defined as before, but with reference to L,. Let L denote L,  or L,, 
depending on the position of c in ï,. Form a loop 1, containing the points 
x, x + 1, ... , x + L,, not containing x - 1, and passing between x + 75, 
and L. I t  then follows that 

( l )  That is, iinless H(X 1- c) - iriteger. 
(9 c iis so chosen that Li and L, are in the part of r for wliioh 1 z 1 Zri 
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Here the integration over Z, is extended in the clockwise direction and that 
along L is extended from x, to x, i l ) .  On using (2) it is seen that 

where 

There exists a number r,(> Y,) so that, for al1 x in I',(I x 1 Zr,),  Zk, > p - 1. 
On the other hand, for x in I', we have k a / (  x 1 < 1 so that 

Here h,=Rh if R h z O ;  if Rh<O we take h , = 0 .  
Moreover, the funetions (1 + i/x)h (i = 1, ... Tc,) mil1 be expressible in 

negative integral powers of x. Accordingly, from (6a) it follows that, for r: 

(I) Each term in the second member of (4) will represent a discontinuous function. 
Hoarever, their sum will be continuous. 
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Here the coefficients v,(x) ,..., 7,-,(x) are given by 

and they are consequently defined in I',( 1 x 1 2 r,). 1% this region they ~ & s f y  

in the ordilnary sense asymptotic relations of the form 

The last term in (7) consists of the sum of those terms in (5a) which are 
miiltiplied by the powers h-k+)!~ (Y = 0, 1, ...). On letting b(p) denote the 
grnatest of the numbers h, (r = O, ... , p - l), bP and on using (6), (2al and (2b) 
it follows that for x in FE(( x 1 Z r , )  and for A in R(l )i 12 A, ;, 1) 

1 3  

(8) / h-plqi ,,(x, 1) 1 < ~ 2 ~ 4 i p )  1 30 (5 [I 1 + ... + 1 1 1 - (  9 11 + 

Let 

Then (8) is  seen to imply 

Here the last term within the brackets, involved in the second nurnber of (Sa), 
is present only if lk, --- (p - 1) 2 1 - p'. Thus 

From (5b) by virtne of (6) and (2b) it follows that 

(') We express p - 1 in t,he form arl+ 8' ( X I ,  integers; a'? O ;  O < - 1). The 
subscript oc varies £rom O to a'. For eyery a such that 0 5 a 5 a' - 1 the ~~~~~~~ipt P varies 
from 0 to 1 - 1 ; for x = cc', B varies from O to BI. 
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W. J. SRJITZINGKY : Liuzear difference equatiom codaiuzing n pccrnmeter 193 

In consequence of (4a), (5), (7), (9) and (10) it is concluded that 

where the yy(x) (y = O, ... , p - 1) satisfy (7a) and (7b). 
Consider now the last integral displayed in (4), 

The following is noted. For t on L and for x in r', we have 

Xoreover, on taking account of (2), (2a), (2b) it is seen that 

(134 I thhh(t, A )  I < f 2  ( X  in I',; t on L ;  A in R). 

On the other hand, on lettiny h. denote the angle of h, we have 

provided r ,  is taken, depending only on p, siifficiently great so that 

(14) 1R(x - t) < - p (x in r , ( jxlZr ,) ;  t on L). 

The trnth of (13b) ail1 follow by (14) and because and 1 I(% - t) 1 are 

bounded for the indicated values of the variables. On observing tha,t the 
length of the path L is bonnded, the inequalities (131, (13a) and (i3b) are 
seen to imply 

(15) 1 ' ~ ( x ,  1) 1 SC9 [a in i ' , ( jx /z r , ) ;  A in RI. 

Accordingly, in consequence of (4), (il), (lla), (12) and (15) there existe 
a solution of (1) of the form 

where 
(16a) 1 ( x ,  1) 1 1  x [x in I',(I IÜ 1 Zr,);  A in RI ('1. 
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The above results will be formulated as follows. 
LEMMA 2. - Consider the equation ( l ) ,  (la), ( l b )  specified u t  the beginni+zll 

of this section. Depending on. p there exists a positire nunlbw r.,(> r , )  .so 

fhat (1)  h u s  a solution y(x, A )  satzsfying a n  a s p $ t o f i c  relation 

to p ternzs in A [cf. (16), (lCia), ( 7 4 ,  (7b)l. Here I', i s  a subregion o f  1' (cf. the 
italics following (2b)). 

4. Iterations. - With the equtition (A) one may associate the matrix 
system 

(B) Y(x  + 1,  A )  = D(x,  1)  Y(x ,  A),  

If a matrix I7(x ,  A) = ( Y ~ , , ~ ( X ,  A ) )  (i, j = 1, ... , n) constitutes a matrix solution 
of (B) then necessarily 

( 1 )  (Yi, j(x, 11) = (Y.~(z + 2 - 1, A)) ,  

and the Y.~(x, A) ( j  = 1, ... n) will form a complete set of sol.iitions of (A). On  
the other hand, if a set of functions yj(x l  A )  oonstitutes a full set of solutions 
of (A)  the matrix ( Y ~ , ~ ( x ,  A)) ,  defined by (1),  will satisfy (B )  ('). Corresponding 
to (B) we shall have a forma1 matrix system 

(B*) S ( x  4- 1, A) =r D * ( q  A)S(x,  A),  S(x7 A)  = ( s i , J x ,  A) ) ,  D*(x, 1 )  = (d&(x ,  A)).  

Here D*(x, A) is defined as D(x,  A )  with the functions a,;-,(x, A )  replaced by 
the double series ai-&-, A), 

O 0 *  

(2) a i - k ( ~ ,  A )  = ~~k z U,_~: , (X)A-~  [k = 0, 1,  ... n], 
Y=o 

respectively [cf. (1: 5 1 ) ;  ( l a ;  8 111. 
Now according to Lemma 1 (5 2) the equation (A) (that is, (A"]) POS- 

sesses n distinct fornial solutions s j ( x ,  A )  [j= 1, ... n ;  (5; 5 a)]. The coefficientfi 
of various powers of A in these series are functions of z which, as indicated 

in (25; 5 2), are asymptotic to certain series oj*T(x). Throughout fhis section. 
unless stated othenvise, sj(x, A )  d l  have a nzodified significance. The i n ~ o l v e d  

(') The elements in a colunin will constitute a solution. 
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ficnctionô o,;(x) ( r  = 0, 1, ...; j = 1, ... n) a r e  to be replnced by the correspondiny 

series oir(x). Thus, the s,~(&, A) will be, so to say, solutions forma1 in both 
variables and they will constitute a set of solutions of the forma1 equation 

associated with the system (B*). I n  view of (1) the connection between the 
solutions of (3) and those of (B*) is obvious. Thus, on letting p denote 
the 1. c. m. of the pj ( j  = 1, ... n), involved in the s,~(x, A), a forma1 matrix 
solution of (B*) may be written as  follows: 

(4) S(x, A) = (si, j ( ~ ,  A)) = (A5 "xgj a,, j(x, A) [i, j = 1, ... n]. 

Here  the pci are  integers such that 

aij j  : &x) = Fg,,l,-series [cf. Def. 2 ;  5 21. 

The determinant 1 S(x, A )  1 will not formnlly vanish. That is, in  the formal 
development 

not al1 the coefficients vanish. Loyarithms will not enter in the last member 
of (5) because in the determinant of the second member the columns can be 
combined so as to eliminate them ('). The elements of the inverse of S(x A) a re  

- - - 

[integers /3, y ; p 2 0; y 2 O], 
where 

- 

(ôb) oi, B ( ~ )  = F,, j,-series [i, j = 1, ...; p = 0, 1, ... 1. 
Here go)  can be considered independent of /3. 

(i) This presupposes that the logarithms enter in a particiilai manner. which is the 
case. This can be established, for instance, by noting that S(x,  h )  satisfies a certain forma1 
difference equation of order one. 
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Let k r ~  and v be suitably great integers. Let 

[i, j = 1, ... n], 

where z,, : ,(a) denotes oi,.r: p(x) (cf. (4c)), with only the powers 

retained in the involved power series. We form the matrix 

(8) T(x, A) = ( t i ,  j ( ~ ,  A)) = (hcj "xOj -ci, ,(x, A)). 

With In and v sufficiently great i T(ü, A) 1-1-0. For the elenlents of the in- 
verse of T(x, A) we have 

- 

T ~ ,  ; 8(x) = convergent FBcj,-series, 

provided 1 x 12 x,, 1 h / 2 A , ,  where x, and A, are sufficiently great. The 
series (8b) will al1 converge. I n  view of the manner in which the coefficients 
of the various. powers of x and A are formally computed in (Ga), (6b) and 
in (8a), (8b) it becomea evident that there exist numbers ru, and 10, such that 
the following holds. , 

- 
I n  the series T ~ ,  j: 8(x) (P = O, 1, ... gui ; i, j = 1, ... n) the coefficients of 

the powers xU, X-', ... x-*~'. , entering in the involved Fy(,j)-series are corre- 

spondingly the same as those in the series oi , j :F(~).  Moreover, t u ,  and ni, 

can be made as  great as desired by a suitable choice of the functions (7). 
A matrix B(x, A) = (?I,,~~x, A))  will be defined dy the relation 

On noting that B(x, A )  = T(x t 1. h)T-'(x, A) while, formally, 

D*(x, 1) = S(x + 1, 1)s-'(x, A) 

i t  is observed that the functions b,,j(x, A) can be expressed as convergent 

series in x and A of the same form as the d;,,(x, A). I n  fact, there exist 
integers q i ,  yz  such that, on writing 

[i, j = 1, ... n], 

* 
d,j:fi(x) = di,l:F, 8%-p [the mi, j, G,, integers], 

S=O 
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we shall have 

By a suitable choice of T(x, A )  the numbers q l ,  can be made arbitrarily 
great. I n  consequence of (12) and in view of the fact that, in a sense spe- 
cified before, D(x, A) D*(x, h)  (x in K ;  A in R) to any number of terms 
in x and A, it follows that 

(13) D(.G, A )  = B(x, A) t C(x,  A) = T(x + 1, A)T-'(x, A) + C(x, A), 

(134 C ( X ,  A) = (ci,j(x, 1)) = (x-Y~A-'~Y~,~(x, 1)) 
where 

(13b) I Y i,.i(x, A) I 4 Y [X in K; A in  RI. 

I n  this connection i t  is essential to note that the inteyers y,, y, increaae 
indefinitely with the numbers m and v ,  involved in T(x ,  A). 

XTe shall now apply a modification of the fruitful method of iterations, 
originally d ~ i e  to B~RKHOFF. Define the matrix 

(14) ITV(x, A ) = ( y , : l , j ~ ~ ,  A))=D(x- 1, h ) D ( x - 2 ,  A) ,... D(x - r ,  A)T(x-Y, A). 

We  have 

It  follows by (13) that 

( 15) T-'(x: -1- 1, A)D(z, A)T(x, A) = I-t- F(x,  A), 

(154 F(z, 1) = T-[(x + 1, X)C(x, A)T(a, A) = 1)). 

Fartherinore, in view of (ISa), (13b), (8), (Sa), (Sb), (Sc), 

I n  consequence of ( ICi) ,  (1Sb) and of the character of the fiinctions z~,.,(x, A), 
i,,,i(x, A )  we have 

Annal; di rUatematica, Serio 1V: 'Porno XIV. 26 
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where the real nu rnbe r~  f i ,  f ,  increase inclt4iriitely with ,trh and v .  Thus, 
from (14a) we obtain 

( l i a )  L(a)(xj 1) = (4s): i,,j(x, A)) = F(x - k ,  , A)  ... F(x - k,, A )  , 
k,<k,< ...< ks=l 

n i i  
7 )  a : , , j  = 2 s-i' 

) 
' . f i ,Ti(~-kl ,  l ) f T l  ,T4(x-k2 , 1) f, j(x-k8, 1) = 

k, ,... kC T i  ,... t *y-l =l 
- - Z L A-sfzhw(~)(x - k,)-fl(x - 1,)-fl  ... (8 - k,)-f~. 

k i,... 7cs TI ,,.. Tt-, 

-Yi, T,(X - ki , AJcpT, , T P ( x  - k2,  A) VJT 6-i. j ( ~  - k 8 ,  A), 

mhere, with c ? , ~  denoting c, - 61, 

Since the integers k , ,  k, - k, , ... , k, - k,-I are al1 positive and since, by (4a), 

the real numbers ci ,,,, G,,, j, c,,, j ,  ... , c , ~ ~ - ~ ,  are  al1 non positive, provideci 
?oz-, < j 5 n, from (17c) it will follow that 

Thus, by virtue of (18) and (16a), (l 'lb) will yield the inequalities 

which a re  valid for G i n  K and for  X in  R. Hence 
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Now by n certain well known ineyuality of BIRKHOFF 

Accordingly, in consequence of (20) and (20a) 

here h is independent of r, x and A. 
Whence, by (17), (19a) and (211, 

Here (6,,J) = I. Hence 

where f '  = f, - f (f independent of f,, f2 ,  r) and, in consequence of (22n), 

(%a) 1 Dv:i,.j(x, 1) 1 S P 
[r i n K ( R x s 0 ) ;  A i n  R : i = l ,  ... n ;  j = n , - , + i  ,... n , ; r = l ,  2 ,... 1, 

the constant p being independent of r. One c m  now conclude that the 
eler~zenfs in the Zccst n - n,-, coluncm of Ihe nzuirix Y,(s, A), defined by (14), 
possess lirnits 

(24) lim y,.: i , , i ( ~ ,  A) = y;, i ( ~ ,  A)  = hC~"xV.i [T~ , ,~ (X,  A)  + A-f?~-f'P,,~(x, A)], 
r-w 

~ v h e r e  
(243) , ( x )  [ x i n K ( R x ~ O ) ; A i n R ; i = i  ,... n ; ~ t , - , < j L n ] .  

For a fixecl j tlzese elements d l  be constituent elenzents of cc .solution 
of (B) .  This is a coilseqiience of the matrin relation 

and of the fact of existence of the limits for j= n,-, + 1, ... W. Now f z  
and f '  may be both niade as great as desired by a silitable choict. of T(z ,  A). 
Suppose Tt(%, A) is a choice of T(x, A) giving numbers f,'. f" (f,'= f , ;  f" > f ' )  
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- 

in place of f, and f', respectively. Let I7,.'(x, A) = (Y',,:~,,~(X, A))  be the matrix 
corresponding to Y,.(x. 1). By (14) 

On making use of ( 4 4  and of (8) and ( 8 4  (as applied to T ( x ,  A)  and to T f ( x ,  A ) )  
from (25a) one can obtain the relations 

lim P;,,~(x - Y,  1) = 8i.j [x in K ( & O )  ; 1 in RI 
v-w 

\\hich are valid for j = n,-, + 1 .... n (i - 1 ,... n). Hence. by (25) iind ( ? C i ) ,  

(27) l m  y r v ,  ( x  A) = y , ( ,  A) = y i ,  A) [i = 1, ... 17 ; j= n,-, + 1, ... n]. 
v 

I t  follows therefore that the liinits yiqj[x, A) ( n , - ,  < j 2 u). involvccl in  (2-11, 
are asyniptotic to the corresponding formal series to infinit~ly many t ~ r i n s  
(that is, in the ordinary seuse) in so far as x is concerced. 

An analogous property in general cannot be statccl mitli respect to thil 
parameter. The preceding resiilts mriy be formiilated as follows. 

LEMMA 3. - Consider a full sef  of fosrrtal series .<;dztfio~~.s, ~ i s ~ o c i ~ t f e d  
wi th  f l ~ e  epua f ion  ( A ;  8 1 )  of L e w m a  1 (9 2) 

(as) .s,~(x, A) - A ~ ~ ~ x ~ ~  D ~ : ~ ( X )  + CJ,, ,(x)A p + ... 
[ j  = 1, ... n: f he  cj defineci in (4a) ; fhe  oj :,(x)xni uye the crir(x) of L e n ~ m a  II. 
Here the qj'(x) are functions nualgt ic  in K(x + CG), sutisfyiwg in ilte ordinctry 
sense a s y n q t o f i c  relutions of the type 

(%a) oi : ,-(x) CJI Elqc,i>-series 
[r=O, 1 ,...; j =  1 ,... n ;  x in K ;  cf. Def. 1 (8  2)) 

T h e  i ferat ion ~ w o c ~ s s  specified in fhis w c f i o n  wi l l  y id t l  a se f  of (n-n, ,) 
l inearly  independenf  sol?ttions yj(x, A) ,  ctnalytic in s for x i r z  K(Rx < O : x+ a )  

a n d  analgt ic  in A for A in R . ( A  + OC) sueh thnt  

'rhat is, for these solutions asytnptotic relations niil1 be snti.sfied, i n  tlze 
indiccrieci regions, in the ord imr .y  sense i n  x, u n d  to p f e rws  i n  A. The 
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. in feger  p con be made a s  great a s  desired b y  a suitable choice of the nzcrtrix 
T(s, A),  employed in the iterations. 

The  above Lrniina continiies to hold wlien the coefficients of (A) satisfy 
the a sp ip to t i c  relations (1; 5 1) to a finite nnmber of terms (in A). say v 

terms. I n  this case the iterations will g i re  asymptotic relations valid to p 
terms (in 1.1, whcre ,c can be made arbitrarily great"whenevrr v can br 
indefini tely increased. 

5. The Existence Theorem. - I t  will b r  conveilient to introduce the 
following Definition. 

DEFINITION 2. - A diflewnce ~ o l y 2 0 n t i a l  L,(x, A; y) (where a,(x. A) = l), 
of the character specified in # 1, as well  a s  the equaf ion L,(x, A ;  y) = O  1zv2l 
he said to be of type T. In the case wlze~t  the usyr )~p fo t i c  relcctions (1 ; S 1) 
crre to p ter~ics w i t h  respect to flze pcrrcri~teter f lw ahove poly~zonzial  a n d  the 
corresponding equation wi l l  be said  to bp of the type T. T7zese definitiotzs 
rrill also be used wl ten in jdace o f  i n t ~ g r o l  polcers of A f h c w  arc  i n t e g m l  

Throiighout this secation the displayed asymptotic relations are with 
respect to A. Mureover, i n  the involved forma1 seriee the coefficients a re  
fnnctions i q m p t o t i c  in  the ordinary sense to certain series containing ~r 

only. I n  the sequel L*(x, A; y )  will denote the forma1 difference p o l p o m i a l  
obtained by replacing the coefficients in  L(x, A; $1 (of type T or  Tc,) by the 
corresponding forma1 series (in A). A n  q u a t i o n  L*(x, h ; y) = O corr~sponrling 
to an e p a t i o n  L(x, A ;  y) =O,  of type T (or  TJ, wi l l  b ~  said to be of t y p ~  T*; 
the polynowfiinl L*(x, h ;  y) wi l l  b ~  also snid to be of type T*. 

Consicler a po lpomia l  ~:(r, A; y) of type T* and of order n ( 2  2). Let 
I,;(x, 1.; y), of type T*, be of order ~ ( 1  27 < nl ('1. A formil  factorization 

TI T 

( l a )  L:(X, A ;  y)= 2 rn,42, l )y(x t k),  L;(X, A; y) = 2 P,-I~(x, Aly(x I k).  
1; O 1; O 

will take place i f  and only if the sets of relations (21, (2a), given below, a rc  

( j )  Tlir csoefficieiit of y(x: +- n), in L:, and that of y (z+  5) .  in L:, is iinitg. 
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compatible : 

In the case of compatibility either set may serve to determine ~)l_'(s) (') in 

terms of the coefficients of L*, and of L:. 
i 

If L:(x, A ; y) of type T*, with coefficients in integral ponws of ?.cl (in. 

teger p, 2 l), is a factor of a polynornicll L*,(x, A ;  y),  of t y p  T* afzd with 
i 

coefficients in integral porvers of (infeger p, 2 1)) the polynodcil LE-,(z) 
(such that (1) holds) will be ulso of t3pe T" ; ifs coefficients n d l  be in powers 

i 

of 15 (p = 1. C. 112. of pi and pe]. The trutli of this statement follows in con- 
sequence of (2) and (2a). 

The equation L;(X, 1; s) = O  posaesses n linearly independent solutions 
... (28; 4), gj(x, 1) (j - 1, n). The involved ci are of the form 

mhere the 1, are integers and the fractions ZJp, are in lowest terms. These 
nurnbers safisfy (4a; 5 4).  In  a11 the power series involved in the s,(x,  1) the 

.... number p for convenience will be takcn equal to the 1. c. m. of p,, p, p,. 
In the seqnel the coefficients of the various difference polynomials will be 

i 

looked upon as in integral powers of h p .  

(i) Since, by hypothesis, ~ z ( z ,  À ;  y) is of type T* in tlic scries D , ( X ,  A )  not al1 tlie 

coefficients of the various pomrws of h mil1 be identically zero. Xoreo~er,  the first non 
vanishing coefficient will be asyniptotio to a series (in z) with oonsta~it coeffivient.q, iiot 
al1 of whicli are zero. Consoquentlr l/B,(%, L) will be a series with the same properties. 
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Porm the polynomial L;-,% ,(z, A ;  s )  (with A for simplicity not displayrd 
in the deteiiiinants. helow), 

It is noted that, on one hand, L:(x, A; s) is of type T"; on the other haiid, 
the equation 

P a )  L~-, , -~(X,  A ; s) = O 

has in cominon witli the equation L;(X, h ;  s) = O a set of n - n,-1 solutioiis, 
s,(x, 1) ( j  = n,-1 + 1, ... n). I n  view of the linear iiideprndence of these series 
and in consequence of (3) the equation (3a) is, of course, effectively of order 

n- 1 ~ , - 1 .  Moreover, everp forinal solution of (34 will also satisfy L:,(x, A ;  s) :Z 0. 
Hence thore exists a factorization 

By virtue of the satisfied conditions of the italicized statements following ( S a )  

is a difference polynomial of type T* and of order n , - ~ .  The related equation 

will possess n,-1 distinct solutions 

i 

( 5 ~ )  i ~ j . ~ ( ~ ,  A) = , ~ , ~ : ~ ( x )  + iq :o(z)~-P+ [ j  = i7 ... n,-,]. 

Here H, is the smallest integer for which the indicated form may be ob- 
tained i'). The coefficients in (5c) and in analogous series to follow (that 

(1) A sirnilar statement is made for the subsequent H, (v =2,  3, ...). 
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is, in .the series vTj.j(x, A) (v = 2, Y,...)) are functioiis asymptotic to certain 
F,,j,-series (cf. Def. 1 (5 2)). 

' 

More generally, in an entirely analogons manner the following is esta- 
blished. 

There exists a polynomial 

of type T* and of order n - n,-,, s ~ c h  that thc correspunding eqiiation 

is satisfied by sj(x, A) ( j  = n,-, + 1, ... n). Noreover, 

where L~,-~(,YJ) is of type T* and is of order )a,-,. Tlic corrcsponding equatioii 

(84 ~: ,~- , ("9)  = 0 
has a set of n,-, solutjons 

The above facts, specified by (6), (Ga), (y), (81, (8a), (8b), (8c), hold foi 
v = 1, 2, ..., a - 1. With this in mind we shall now proceed to construct a 
full set of solutions of the eqiiation ( A ;  # 1). These 8olntions will be analytic 
in  x, for x in K ( R x  50; x + m )  and theg will be analytic in h for h 
in R(h + CO). 

By Lemma 3 (9 4) (8) pussesses n n,-[ solutions Z J ~ ( X ,  A). satisfying 
asymptotic relations 

to p terms ('). Form the polynomial 

( 4 )  !Co Iiegin with, these solutions will  bc supposed to be so constiucted so t l i a t  p i~ 
suitably great (cf. Iiemma 3). 
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by replacing s(æ, 1.1 and the sj(x,  A) in L M - ~ ~ - ~ ( : X ,  A; î), as defined by (31, 
by y(2) and the zlj(x, h )  ( j  =na-1 +- 1, ... f i ) ,  respectively. The equation 

will be satisfied by the functions %(x, 1) ( j  = n z - ~  + 1, ... n); both (10) and 
(10a) wili  be of type T,, (p ,  < p ;  p, -CO with p). I n  fact, the involved mef- 

ficcicnts will be asymptotic to pi terms to the corresponding coefficients 

of L: -n?c__t (x, A ;  s). Since, the yj(a,  A) ( j  = na-i+ 1 ,... n) are linearly inde- 

pendent and since they satisfy both (A) and (iOa) necessarily there will be a 

The latter polynomial mil1 be of type Tg, (g, < p; g, - w with p) and its 
coefficients will be correspondingly xsympotic, to g, terms, to the coefficients 
involved in (5). Lemma 3 will be applicable to the equation 

We obtain a linearly independent set of na-1 - n,-2 solutions ,zj(x, A), 

where the asymptotic relations are to z, (z, < p; a,-ao with p) terms. A 
solution of the non-hornogeneous equation 

will aleo satisfy the equation (A). An application of (181, (18a) will give 

For the salie of simplicity in writing use  will  be made  o f  the sy~ubol 
[x, A; p l  which in a generic sense wi l l  denote a fulzction, . defined for x 
itz K(Rx 5 0 )  or I' (cf. # 31, as the case m a y  be, and defined for h in R. 
Noreover, this fmwtion will be o f  the fomz 
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Here the ai(x) satisfy in the ordivaary sense asyfizptotic relations 

Thus, in consequenoe of (9), the elements involved in (14%) are given by 
expmssions 

- 
[x in K(& 2 O); p - oo with p; integer ,c independent of pl. 

By (15) and (12) the sutnmand displayed in (14) is seen to be of the form 

(154 

where c = cr - ck > O (cp a,n 
Lemma 2 (5  3) is applicable 
splayed in (14), giring 

integer), a = a, - oy and p'- oo with p. Hence 
for the purpose of evaluating the « sum » di- 

,c 

The relations (161, (9) and (14) imply that, on discarding the factor A-p , 

These funotions constitute a set of n, l-~s,-2 distinct solutions of (A). , 

Together with the previously determined y,(%, A) = ,gi(x, A )  < j 5 n), we 
now have a set of 1% - n,-2 distinct solutions of (A), ,yj(x, A) (n,-z c j n), 
which in the indicated sense [for x in l'( 1 x 1 2 r(p(l)))] satisfy the asymptotio 
relations 

( la) ,9& Al sjfx, A) [ j  = + 1, ... n. ; A in R] 

where the s~(x, A) are forma1 series of the type specified before. 
Suppoae thah there exist distinct solutions ,-izlj(x, A) satisfying the fol- 

lowing asymptotic relations, to p(v - 1) terme in A, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Here v is some integer such that 2 5 v 5 a - 1. We form the polynomial 

I n  viem of (19) this polynomial nrill be of type T,(,,(g(v)-CO ruith p), pro- 
vided x is in r(l x 12 rv). In fact, we note that the forma1 polynomial (6) 
i s  defined, as a ratio of determinants, precisely in the same manner as 
L ,-,g- ,(x, A ;  y), except that the ,-lyj(x, A) are replaced by the sj(x, A), re- 
spectively. I n  consequence of (18), the coefficients of the seeond member 
of (20) are correspondingly asymptotic to the coefficients of the second 
member of (6). This makes the truth of the preceding statement in italics 
immediately evident. An analytic factorieation will take place, 

(21) Ln@, A ; v-lzlt  = L,Z-,!L,-nr-y(x, A ; v-1 y)). 
The polgnomial 

will be of type T,,(v) (gi(v)-oc wilh p) and it will be of order mg-,, pro- 
vided x is in  I'(l x [ &ruf). The inference regarding (21) is a consequence of 
the satisfied relations of compatibility. These relations are finite in number 
and they determine the coefficients of (21a.l in terms O: those of (20) and 
of (A) in a manner analogous to that in which the ceofficients of (8) are 
defined in terms of those of (6) and of L:. Whence it will follow that the 
asymptotic relations, satisfied by the coefficients of L, and of L-w3-Y, 
necessarily imply that the coefficients involved in (Sla) are asymptotic to 

the corresponding ceefficients of Moreover, by choosing p siifficiently 

great the latter asyinptotic relations can be niade valid to as  many terms 
(with regard to A) as desired. 

Applying iterations to the equation 
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we find na-, - n,-,-~ distinct  solution^ ,zj(x, hj such that 

,z~(x, A) 1.j "x? ,.ljj(x, 1) 
[ j  = rc ,-,- 1 + 1, ... na-, ; cf. (Sb), (Sc)] 

where the asymptotic relations are to su (s, ( p ;  zq-oo with p) tenns. pro- 
vided x is in I'(j x 1 Zr;) .  Consider the non-homogeneous equation 

(23) Ln,-na-,(~, 1 ; ,Y) = vzk(x, 1) [ w ~ - ~ - ~  k f n , - , ] .  
I t  has a solution 

I n  consequence of (21) and (22) this function will also satisfy (A). On taking 
account of (22a) and of (19) the summand, displayed in (24). is seen to be 
of the form 

[,c an integer], 

provided x is  in r[l x 1 Zry", where r," is the greater one of the numbers r,', 
r(p(v.- l))] ('). Here c, -- c, < O, (ck - cr)p is an  integer and eV - oo with p. 

Discarding, as is possible, the factor l-vCIP the « sums » in (24) can be 
evaluated with the aid of Lemma 2. It follows then that 

[X in r( 1 x 1 2 r(p(v))); p ( v )  - 00 with pl. 

By (24), (26) and (19) 

to p(v) terms in A. The functions involved i n  (27) form a set of distiiict 
solutions of (A). By induction i t  follows that such a set exists for v = a - 1. 
Thus, a fundamental set of solutions of (A) has been obtained. I t  is to be 
noted that in constructing a full set of solutions of (A) use is made of a 
succession of summations. Every such set arises in the process of solving a 
non-homogeneous difference equation, giving asymptotic relations valid in a 

('1 T V ' '  depends on p and, in geiieral, increases witli p. 
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region ï. Thuli, a finite succession of regions ï is obtained. h'very such region, 
beginning witlz the second, i s  e n t i r ~ l y  interior to the preceding region. 

The resultn obtained above can be formidatecl as follows. 
EXISTENCE THEOREM. - Com&Ier the equntion ( A ;  1) a& fhe cor- 

rmponding  full set of forntnl soluf ions  sj(x, A )  [j  = 1, ... n ; c f .  ( 2 8 ;  $ 41, (%a; $ 411. 
T h e  coefficients in these series are defined in a region K ,  spc i f i ed  in Q 1. 
W e  let r denote a n y  subregion ((' of K for wh ich  c ,  2 I x  5 c, . 

There exists a fundaneentul set of solutions yj(x, A) ( j  = 1, ... n) such  fha t  
the asyw~ptotic relations 

(28) Y ~ ( x ,  A) sj(x, 1) [ j =  1,  ... n;  x in ï ;  h in RI 

hold in the following sense. Given p, horvever large, there ~xist.9 a nmnber  
r(> O )  s ~ ~ h  thut ,  for j = 1, ... n, Ive have 

provided x is in t h  par t  of 1' for wh ich  1 x 12 r. T h e  functions oj: ,(x), ... , oj :?-l(x) 
are  n s p p t o t i c  to infinitely m a n 9  tervns in x, for x in F, to certain F,-series 
(cf .  Def. 1 ( s  2)). These soluf ions ,  in general, deyend on  p. In Pvery fivzite 
par t  of the specified regions they arc.. analytic.  

Entirely analogous results are obtained when K extendfi to the right and 
is such that whrnever x i s  in K so is x + 1. 

6. The non-homogeneous problem. - With the nid of the Existence 
Tlieorem, established abovô, it is possible to solve the non-homogeneous 
equation 

(1) L ( x ,  1, y )  = b(x,  A) 

where L,,(s, 1 ; 9 )  is the same difference polynomial as is (A ; $j 1) and b(x ,  1,) 
is ;i fnnctioiî of the saine character as are the coefficients in (1; 1 ) ;  that is 

whercl the asymptotic relation is in the ordinary sense with respect to A, 
for h in R. The involved coefficients Pv(x) are functions analytic in K(x+w) 

(1) The upper and lower boundaries of r arc to have no points in common with the 
boi indaq of K (at least sufficieiitlp far from the origin). 
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and satisfying asymptotic relations, valid in the ordinary sense in K, 

Xoreover, b(x, A) is to be analytic in x: and h in every finite part of the 
specified regions. 

Let the y,(%, 1) ( j  = 1, ... n) constitute a fiindamental set of solutions, 
referred to in the Existence Theorem (cf. (28), (28a)) (28b) of 5 6). A solution 
O£ (1) will be given by the formula (cf. (18)) (18a), (18b) of 5 2) 

(3) y(s, i )  = f: yy(x, 1) 8 + 1, Wf,  1) 
y=1 t=x 

where 
(34 &, ,(t) 1)) = (y j ( t  i- i - 1, il)-i [i, j = 1, ... n]. 

In consequence of the asymptotic chamcter of the yi(x, A )  (in 1' for j x 15 r) 
we have 

- 

(4) yi,j(t + 1, A) = A-'itt-'% 1-Hrjp[t, 1; p] 

[ i , j = l ,  ... n ;  t i n I ' ( I t I z r , > r ) ;  A i n R ;  H ' a n i n t e g e r ;  F-w withp]. 

Here and in the sequel [ t ,  A ;  i] is defined by the it!alicized stateinent fol- 
lowing (14a; 6 5). By (4) and (2) 

(5) &,(t + 1, A)b(t, h )  = A-"y"t-a~hHqt, À ;  p] 
[y= 1 ,... n ;  t in I'(j t l z r , ) ;  h in R ;  H=wcp-H'; cy=l,/p (cf. 4a;  4)]. 

Lemma 2 enables evaluation of a sum, displayed in (3)) for e v e y  y for 
which l y z  1. Il will be necessa.ry te solve the problem of s~mmat~ ion  for the 
cases when ZT 2 0. 

Thus, consider the equation. 

(6) 
svhere 

Here the rehtions (6b) are in  the ordinary sense. The function h(x, 1) is to 
be analytic in x and in h i n  every fimite pa r t  of the specified reyions. 
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CASE 1. - 1 =O.  Summing term by term we obtain a solution 

('il 
where 

.r"xl = S hyt) [ c=O,  1  ,..., g-11, 
t=a 

ylg(x, A )  = S hg($, A). 
t-3~ 

The eums (7a) can be evalua,ted so that the y@) are analytic in I ' ( jx ( r r , ;  
z f i  ffi), while we have, in the ordinary sense, 

The sum (7b) will be evaluated as follows: 

Here L, is a path, formed as in # 3 and extending between .?; and s - 1 

(for z in r(l x 1 > r,)), in the part of i' for which 1 x ] 2 r, . Depending on x 
the path L haa a position L, or L, (cf. 5 8). As in 3, we define k,(kO) 
as a n  inteyer such that, when x is in I' (to the left of L), the points x d - k , ,  
s +le, + 1 are on the opposite sides of L. Let I', denote a subreyion of  1' 

whose upper and lower boundaries are parallel €0 those of 1'; these boundaries 
being slightly (by a distance s) inte~ior to I l .  It  is to be noted that,' for x 
in I',( 1 x 1 > r ;  to the left of L) and for t on L, the function 1 1 - e 2 ~ l ' ~ ( t - x )  1 
satisfies (13; 5 3). In consequence of this fact, of (6b) and of (6c) it follows that 

The integral along 1, will yield the expression 

1, 

Let h' = Rh + 6 if Rh -+ 5 2 0; otherwise, take h' = O. In view of (6b) and 
of (6c) we then have 

(11.) 1 hg(% + i, A) 1 < bgf I x -1- i Jh' 5 bgl I x IR' 
[ i = O ,  1 ,... k,; x in r, to the left of L ;  h in RI. 

The function qifg(z, A), defined in (Il), accordingly satisfies the inequality 

(la) I qt.g(~, A) 1 < (k, + I J ~ ;  I x l h l  < bgl 1 IC lhr+; 
[s in I', to the left of L; A in RI, 
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Thus, in view of (a), (9), (IO), (11) and (121, it is concluded tliat tlhere ~xis t s  
a solution o f  (61, for the case when 1 = O, of the forrv~ 

( 13) y(x, A )  = xh+i[x, A ;  g] 
[ x  in I',(lzc;i>r,); cf. italics after (9); A in RI. 

CASE II. - 1 > O. We consider a forma1 equation, corresponding to (61, 

where the ht(x) (i = 0, 1, ...) are analytic in r(l x 12 r i ;  x .+ -) and satisfy 
relations (Gb) in the ordinary sense for i = O, 1, ... . On substituting 

1 1  -z -- 
s(x) = s(x, A )  = Ap A p rj(x, A), 

i 

(154 ~ ( x ,  A) = y '(x) + vi(x)h-c + ... 
we obtain 
(l5b) y ~ z + ~ ( x ) = h ~ ~ + ~ ( x - l ) + h ( ~ - i ) 2 + ~ ( x - 2 )  +-...+ h ~ ( x - a - 1 )  

[a=0 ,  1 ,...; y = 0 ,  1 ,..., 1-11. 

Write g - . l =  a,l + y , ,  where the integers a , ,  y, are such tliat a ,  2 1 
and O 2 y, < 1. Let r, be the grestter one of the numbers r i ,  a, i- 1 .  Uy (16b) 
and (6b) i t  follows then that the y y x )  (i = O ,  1, ..., g - 1) are analytic 
in l'(1 x 1 I r , ;  x+ oo) and that these functions satisfy, in the ordinary sense, 
asymptotic relations 

(16) qi(x) v~ xh* (EQ-series) [i = 0,. .. , g - 1 ; x in I'( 1 x ,> r,)]. 
Form the function 

1 1  -s -- 
t(x, A) = AP A p ~ ( x ,  A), 

The transformation 

where 

- -- 

(') For j > O  let  q-j(z) = O. 
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Application of (1.5h) will give c(x, A) = O. Thus, by (6b), (6c) and (16) from (181 
we have 

(19) c(x, A)  = A -glpxh+<ct(x, A), 

(194 1 ci($, A) 1 5 6 [a in i'jxI>_r,); h in RI. 

The equation (18a) will pctssess an analytic solution 

1 1 
(-1) -(a--) 

l g  x - 
(20) ~ ( z ,  A) = AP C(X - 1, A) + AP C(X - 2, A)+ ... = ÀP h PA-PJ(X, A),  

z 
J ( x ,  A)=(a- ljh+fc,(x - 1, A )  + A - ~ ) ( x - ~ ) ~ + % c , ( x -  2, A )  +- ... 

where, by virtue of ( N a ) ,  

1 - 21 - -- 
< d 1 ;  ,*.+i[(l - + + A (1  ,- ;y1 +E -k A,, P (1 , y+<+ ...] 

[x  in I'(1 x I Z r 2 ) ;  1 in R(1 X I  2 1 "  > l)]. 

Here lz,=Rh if i L h + 5 2 O ;  if hR+5<O we take h,+t=O.  
Now the series within the square brackets in the last menlber of (204 

converges. Therefore, in consequence of (80) and of (204 

z t g  -x - -- 
~ ( x ,  1) = AP 1 p h  p~*+tb(x, A), ( b(2, A) < b 

Whence, by (18), (17), (17a), (16) and (21), there ezists a solution of (6), for 
the case when 1 > O, of the forwz 

[z in 1'( 1 x ( > r,) ; A in RI 
n7heve r, depends on g. 

Returning now to the non-hemogeneous problem (1)  use will be made 
of the summation methods outlined above and of the suinmation method of 

Lemma 2. With p sufficiently great the integer 6, involved in (51, will be 
greater than any of the integers - 1, (y = 1, ... n). On taking account of (5) 
it follows tha.t 

where r' may depend on p. On nsing the asymptotic relations satisfied by 
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the yy(:c, A) (y = 1, ... n), substitution of (23) in (3) will give 

H 

y(z, A) = Aux[z, A ; pl  

[X in r,( 1 x 1 2 r') ; A in RI. 

In view of the above results the following theorem can be stated. 
THEOREN. - Consider the non-honaogeneous problern (1),  (2) ,  (h). Let 1' 

be a region of the type defined in  the E:çistence Theoreln (5  5). Let p be an 
integer, horvever large. The equation (1)  niil1 possess a solution y(x, A), depending 
on p, asywzptotic to a certain series s(x, A) in the following sense: 

Here the oi(x) ( i  = O, 1, ... , p - 1) are fuulctions asyrrqtotic to infinitely rtzar?y 
tenm in x, for x i n  F, to certain F,-series (cf. Def. 1; (8 2)). Moreotrer, 

provided x is in the part of I' for whiçh 1 x 12 r (r depends on p). This solu. 
tion is wnalytic i n  x and in A, itz every fitaite part of the specified vegions. 
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Il yrobleim di Diiichlet in dominii infiniti 

e le equaiiioi~i del secondo tipo mistu ellittico-para1)oliohr. 

Siiiito. - S i  s tudia  i l  problema d i  D I R I ( ~ , E T  i n  certi rlominii infinit i ,  i v ~  cui un punto p ~ b  
allontannrsi iwlefinitamente i n  u n a  rlirezione soltanto; i risitlfcrti sono ottenuti me- 
(l iante u n  eambiatne+zto d i  vnviabili, che all'equaeiolee d i  LAPLACE fa cowisponrlere 
u n a  equaeione del secondo tipo misto ellittmco-parabolicn. Si rlimostruno cosi per ta l i  
eqztazioni svnviati teoremi d i  esistegrza e d i  unicità. 

Lo studio del p o b l w s a  di Dirichlet in certi domini i  in f in i t i  (che preci- 
seremo in seguito), in cui un pun to  pub al lontanars i  indefinitansente in una 
tlirezione ~ o l t a n t o ,  rivela un legame ina~pettato tra l'equaaione di LAPLACE: 

r una equazione che in un lavoro precedente era classificata coine una 
eyuaaione del secondo tipo misto ellittico-purccbolica. Infatti il cambiainento di  
variabili : 

(1) 
1 X = -  
X' 

y=  Y, 

muta. la (A) nella: 

(BI X'uxx + U y y  + 2x:'u = O ;  
se si pone: 

(21 .(X, Y) = XM(X; Y), 
si trova che z soddi~fa la: 

(C 1 XJzm + z y y  = O, 

che è ottenuta dall't~quwaione gcnerale del secondo tipo misto ellittico- 
parabolica : 

(ai X">l '~xx  + Z yy = O (m = 1, 2, :3, ...), 
ponendo in essa m = 2. 

(') 31. C I I ~ R A I ~ .  Sulla ridzczione a fovnza canonica delle equazioni lineari alle cleq.ivate 
paîz ial i  clb seeonclo ordine d i  tipo misto, c Rendiconti del R. Istituto Lombardo P, TTol. LXT, 
fasc. XI-XV, 1932. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



216 N. CIRRARIO: 12 problema d i  Dirichlet irz donii*t i i  i w f i t ~ i t i  

In  altro lavoro si studierà in modo completo 1'equ:izione genrbralc! per 
+ t h +  2, mentre qui ci si occuperk delle equazioni (A). (BI e (C), giungendo 
ad alruni nuovi teoremi di esistenza e di unicitlt per lit (A) in doiriinii in- 
finiti, e a teoremi analoghi per le (B) e (C) ('). 

Tenuto conto delle (1) e (2) si  vedc che le solueioui dcllii (C) sono coin- 
prese tutte nella formula: 

z(X,  Y) = xqx, Y), 

dove u denota uiia qualsiasi solnzione dell'equazione di LAPLACE: 

(A) A,u = O 
1 

nelle varinbili z = - e y = Y. 
X 

11 fatto che il cambi:iiiiento di variabili (1) fa eorrispondciae :11h (A) 
l'equazione (R) ha un iirtei.essc particolare; la  (B) airiin~tte la retta X = O 
eoiiie retta parabolica: l'asse Y P la sua unica caratteristica 1 - d e .  I l  cam- 
biriinento di variabili (1) mnta l'asse Y nc3lla retta inrgwopria, intrntlendo 
questa locnzione ne1 senso che preciseremo. I n  quesla teoriit infirtti si pi%- 
sentn opportuna per la natura stessa delle questioiii clle si studiirno. iina 
cowvenzione su& elementi all'infinito del p im~o,  che è diversci dalle due, cahe 
si applicano usualmente, ciot! la convenzione della geoirietria proiettiva, che 
consiclera come nn  punto iinico le clirezioiii di due rette pnrallele, e la con- 
veneione della teorin delle funzioni di variilbile coinplessa, the considera 
coine unico l'elemento all'infinito del piano. 

Precisamente é opportuna qui la convenzione di ritewere cowe clistinti i 
punti nll'infinifo delle relie parccllele all'asse s, mu ztnico i l  punto all'infitzito 
pev oynuna di  esse sia peLr x-+ m eht? pela x-- CG: la retta iriipropri:t in- 
somma é qui cib che si otticwe facendo tendere x 1 a infinito per y = cost. 
e facendo variare la  y. Ne1 curso del lavoro pitrleremo senipre di retta im- 
propria ne1 seiiso che abbiaino spiegato, e la chiameremo retta / 1. = os, 
considerandola come unica sia per x- 1- CO, clie per x-- CO. ?ilentre il 
piano di GAUSS è pensato coine limite di una sfera. nella presente teoria il 
piano è assimilato, in un certo senso, n i.rn cilimiro, di rui ilna generatrice 
6 la r e t t ~  j 2 1 = W. 

L'equazione di LAPLACE (A) non mutir, quando si facciano ruotare gli 
assi coorclinati; si possono considerare dnnque infinite rette iinproprie ne1 
piano x, y, rette che risiiltano pwaboliche per la (A). S i  vcdrà ancora meglio 

(') 1 piiriii riaultati del prrscnte luvoio sono ccinteniiti in iitia b r w e  nota di iieiial 
titolo, piibblicata negli u Atti della R. Acc. delle Scieiize di Torino D, aprile 19.5. 
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ne1 corso del lavoro che questo modo di  considerare i punti all'infinito del 
piano non B artificioso, ma sorge spontaneo dai problemi a l  contorno in 
dominii infiniti, che noi prenderemo in considerazione, dominii in cui, come 
si è detto in principio, un pnnto pub allontanarsi indefinitamente in una 
direzione soltanto. 

L a  retta x = 0 oorrisponde ne1 piano X, Y alla retta impropria, anche 
qui considerata ne1 senso detto più sopra, cioB intendendo come distinti i 
punti all'infinito di due rette parailele all'asse X,  ma come unico i l  punto 
all'infinito di una retta, sia per X--+ oo, che per X-- oo; anche ne1 
piano X, Y parleremo della retta 1 X 1 = oc. 

Le equazioni (B) e (C) non restano invariate, quando si  fanno ruotare 
gli assi coordinati, e cib perchè il cambiamento di  variabili (1) introduce 
una direnione privilegiata, quella dell'iwse X. Ne1 piano X ,  ï la natura 
stessa del problema porta a considerare solo la retta all'infinito ( X  ( = cr>, 
e, in qualche problema al contorno, ooine si vedrh, poi, anche la retta 
1 Y 1 = 00, ottenuta considerando come distinte le direzioni delle rette parallele 
all'asse Y, ina unico il punto all'infinito di  ognuna di esse; gli, eleinenti 
all'infinito del piano X, Y risultnno cioè clisposti su chce rette 1 X 1 = oo e 
( Y 1 = 00; si potrebbe assirnilare in un certo senso il piano X, Y a un toro. 
Questo modo di considerare gli elementi improprii si era già presentato (') 
ne110 studio delle equazioni del secondo tipo misto iperbolico-paraboliche: 

per cui si era risolto un  problema analogo a1 problema di  CAUCHY, quando il 
segment0 portante i dati apparteneva alla retta 1 z 1 = oo. In altro lavoro si 
vedrà che consideral;ioni del10 stesso tipo valgono anche per le  pih generali 
equaeioni (a) del secondo tipo misto ellittico-paraboliche per 9n > 2. 

Per X = 0 la (B) e la  (C) divengono: 

Dnuqae un integrale della (B) o della (C), che sia Du (') anche per X = 0, 
si  riduce sull'asse I a una funeione lineare di Y ;  a ooncludere questo basta 

(1) 31. C I ~ R A R I O ,  Sui teoremi di esistenaa e ïli unicità per le equazioni lineuri alle 
derivate parziali del secondo tipo ~nisto iperbolico-paraboliche, xamaxx - zyy = O, a R~ridi- 
wnti del Circolo Matematico di Palerino w ,  T. LVTII, 1934, py. 217-284. Y. per questo 
il 'P. V del 5 e i successivi Ij 6 e 5 7. 

(2) Al solito con funzioni Djl iridichiamo fuiiaioni finite e continue con tutte le loro 
cl~trivüte fino all'ordine n, incluso. 
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che siano soddisfatte le condizioni: 

lim X4uxx = O ;  lim X S u x  = O ne1 caso della (B), 
X-O X-O 

O la :  
lim X4aBxx= O ne1 caso della (C). 

X-O 

Diremo che un integrale della (B) O della (C), che soddisfi condizioni di 
questo tipo è regolare per X = O ;  potremo allora supporre senz'altro : 

ch&, se invece fosse p. es. u(O, 1 ) = aY + b, basterebbe porre u - aP - b = u.* 
per ricondursi a un integrale della (B) nul10 sull'asse Y. Ci si pub dunque 
limitare a studiare integrali della (B) O della (C) nulli sull'asse Y. Si ha 
cosi, dalla forma stessa delle epuaaioni (B)  e (C), una condizione per gli in- 
tegrali della (B) e della (C) sull'asse Y ;  cib fa presumere che i teoremi di 
esistenza. e di unicità in dominii limitati O attraversati dall'nsse Y abbiano 
forma diversa da1 consueto. 

Si  dirà che un integrale della (B) O della (C) è regolare sulla retta 
( X  ( = 00, se il cambiamento di variabili (1) lo muta in una funzione di s 
e di y, DI1 anche per x = 0. 

Si dirà infine che un integrale della (A) è regolare per 1 x 1 = oo se il 
cambiamento di variabili (1) 10 muta in un integrale della (B) regolare per 
X = O. Ne segue che gli integrali della (A) regolari sulla retta imnpropria 
( x 1 = rn sono ivi funzioni lineari d i  y. 

Per evitare inutili ripetizioni indicheremo qui i tipi principali di dominii 
sia del piano x, y che del piano X, Y, di  cui ci occuperemo ne1 corso del 
lavoro. Definiamo i dominii, p. es., ne1 piano x, y ;  le stesse definizioni val- 
gono ne1 piano X, Y. 

TIPO D,). - Dowinio posto tutto a distanza finita in un semipiano 
x 2 O O x < O avente per contorno ,un segment0 M N  dell' asse y e u n  arco 
d i  curva y tev~nirtato ai punti M e N e non avente altri punti in comune 
coll'asse y (fig. 1, fatta perb ne1 piano X, Y, considerando qui la  sola parte 
posta ne1 semipiano X > O). 

TIPO D,). - Do~ninio, tutto a distartza finita, attraversato dalZ7asse y 
(fig. 1). 

TIPO D,) - Domini0 infinito? auente per contorno u n  arco y aperto il- 
litnitato d i  curva, posto tutto ne1 semipiano a > O (O x < O), che ha  come 
asintoti rispettivamente le  rette g = a, y = b (a  < b), quando il punto che 
percorre y si  allontana indefinitamente da una parte O dall'altra di  y in 
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modo che sin x-  + oo (fig. 2 di cui si consideri il  solo semipiano x 2 0). 
Il dominio ha dunque per contorno y e il segment0 ab della retta inipropria 

Fig. 1 

Fig. 2 
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TIPO D,). - Botnini0 coetituito di due de2 tipo D, posti uno 11~1 srmi- 
piano 2 > O e l'altro ne1 semipiano x < O e tali che le due curve di con- 
torno y e y,  abbiano m a  per 2- +oo e I 7  altra per s-  - OC gli stessi 
asintoti y =a ,  y = b. I l  doniinio contiew il segmento nb della retta ini- 
propria ( x 1 = CG (fig. 2). 

TIPO D,). - Don~inio infilzito avente per cotztorrbo due curve y ,  e y , ,  srwa  
puizti a corrame, di cui iina ha  per x - + _ o c  un iinico axintoto g = a e 
l 'altra ha per :ç-* un iinico asintoto I/ = O (a  > bl (fig. 3). Caso parti- 
colare del dumini0 di tipo D, P la striscin limitnta da due rette par;tllrle 
y = a  e y = b .  

\ 

- 
x-IL x=R Y ' "  

Fer l'equasiont. di LAPLACE (A), che non muta per una rotazione O per 
una traslazione degli assi coordinati si considereranno anche doininii dei 
tipi D,, D, e D,, il cni contorno è costituito da rurve incontratr O no dagli 
assi coordinati e aventi gli asiritoti paralleli a una clirezione quaiunque 
del piano. 

Ne1 piano X ,  Y si considererA anche qualche altro tipo di doininio 
infinito, su cui per ora non ci sofferineremo. Ne1 seguito chiameremo per 
brevità dominio D,,  dominio D,, ecc. un dominio di tipo D , ,  di tipo D, ,  ecc. 

Esponiamo ora brevemente i l  contenuto del lavoro. 
Il 5 1, che ha cnrattere introduttivo, 6 dedicato alla ricerca dei ttwremi 

di e&tenza e di unicith per le equazioni (B) e (C) nei dominii di tipo D, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 
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o D, (fig. 1); tale ricerca permetterà di  risolvere, nei paragrafi successivi, 
il problema di DIRICHLET in dominii infiniti di tipo D,, D, e D,. 

Precisamente ne1 3 1 si trova che un integrale della (B)  O della (C), 
regolare per X = 0, è determinato in un dominio D,  dandone i valori  su1 solo 
arco y, perche su1 segmento MN dell'asse Y l'integrale è determinato dai 
valori assegnati in M e in N7 dovendo essere funzione lineare di Y. Per 
studiare i dominii di tipo D,, che sono attraversati dal17asse Y, occorre co- 
noscere il comportamento delle derivate di u n  integrale della (B) o della (C)  
per X = O. Tale studio costituisce nella presente ricerca nna difficoltà, che 
si supers, introducendo una espressione analoga, al potenaiale di doppio,strato. 
Si vede cosi che i% un dominio d i  tipo D2 e ~ i s t e  ed èI]unico l ' in tegrale  del la f (B)  
O della ( C ) ,  clze assume d o r i  assegnati  su1 cotztorno, che lim u x ( X ,  Y) = O e 

A--0 

che la uxx- (X ,  Y) divienr infinita per X-O; la  u(X, Y) e la z ( X ,  Y) n o n  
sono, in generale, amalitiche, quando si  attraversa 17a,sse 3 ,  cosi che i valori  
di u oppure d i  5 nella parte del dotninio posta me1 semipiano X y: O sono del 
tutto indipendent i  dei  valori  d i  u O d i  5 nella parte del dominio posta ne1 
semipiano X 5 0. 

Ne1 5 2 si passa al10 studio del problema di DIRICHLET per dominii 
infiniti di tipo D, (fig. 2); mediante i risultati del 5 1 e il cambiamento di 
vnriabili (1) si dimostra che un integrale dell 'equazione d i  LAPLACX (9) è 
detewninato ne1 dominio  D,, quando  10 s i  supponga regolare al l ' in f in i to  e n e  
s iano da t i  i walori su1 contorno y ;  per ( x 1-t CO tale inlegrale tende a uncc 
funzione lineare d i  y, pienamente determinata dai valori di u su y. Un punto 
interno a D, pub allontanarsi indefinitamente in  una direzione soltanto: la 
direaione parallela all'asse a ;  ecco dunqiie un caso in cui è opportuna la 
convenzione adottata circa la retta impropria. 

Il risultato si estende a un dominio di tipo D,. Poichb 1' equazione di  
LAPLACE (A) non muta, facendo ruotare gli assi coordinati, il riaultato vale 
per dominii del tipo D, O D,, yualunque s i a  l a  diresione, a c u i  sono paralleli  
i due  as&ntoti del contorno del dotthinio stesso. 

Se nel piano X, Y si considera un dominio D, O D, (fig. 2 in cui si 
pongano X,  y, invece di x, y), i l  cambiamento di variabili (1) muta il do- 
minio D, O D, del piano X, Y in un dominio D, o D, del piano x, y e muta 
ln (B) nella (A), per cui i teoremi di esistenza in un dominio D, O D, sono 
classici; si ricavano cosi subito i teoremi di  esistenaa e di unicith per la (B) 
nei dominii D, O D,. La (C) col cambiamento di variabili (1) si  muta nella: 

dnnaii Ji .Matematica. S e r i e  I l - .  Tomo YIV. 
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the é singolare per x = O ;  si trovit qui un risultiito nuovo: ~ I L  integrale 
della (C), finito yer 1 X 1 = 00, è funaiotze p a ~ i  di X ed è funzione unalitica 
d i  X, Y anche nei punt i  della rettrc i ~ i q r o y r i a ,  cosi clie z! è deterininato in 
un dominio D, e ne1 dominio simmetrico rispetto all'asse Y, dandone i valori 
sull'arco y soltanto. Inoltrt? dando i valori d i  z soltanto s u  ~ 9 . 2 .  segrtzer~to della 
retta iilqropria 1 x 1 = oo coine fwzzione analitica d i  Y ,  s i  pub risoluere il 
jwoble+na d i  CAUCHY; z è determinato col dare i l  solo valore di z per ( X 1 = oo, 
perche la retta 1 X 1 = oo P singolare per la (C), che ha dunque due rette 
eccezionali, la X = O e la 1 X = oc. 

Ne1 § 3 si passa al10 studio del problema di DIRICHLET in  un dominio 
di tipo D, (fig. 3) e si dimostra che in un tale dominio esiste uno  e uiz solo 
irtteyrale dell' equazione di LAPLACE (,4), regolare alZ' infinito, che ussurire valori 
asseynati sulle due curve y, e y,, che costituiscono il contorno del doininio; 
tale integrale si riduce ad una stessa funzione lineare di y per 2-=C- oo 

(a < y  < b). Al risultato per la (A) si giiinge attraverso a un risultato analogo 
per l a  (B), quando si considera un dominio D, ne1 piano X, Y; 17integrale 
della (B) è funaione lineare di Y per X = O, e per X-d= m ( a  < Y < b) 
tende ad una stessa funzione analitica di Y. Ne1 caso del17eyuazione di 
LAPLACE (A) gli asintoti delle curve y, e y, possono essere paralleli ad una 
direzione qualsiasi del piano. 

Ne1 8 4, tenendo conto dei risultati ottennti nei 8 2 e 3, si dimostrano 
altri teoremi di esistenza e di unicith per le  equazioni (B) e (C) in dominii 
infiniti di tipi diversi. 

5 1. Poichb l'equazione: 

(BI X'UXX + U y y  + 2X"x = 0, 

col cambiamento di  variabili : 

si muta nella eqoazione di LAPLACE (A), mentre colla posizione: 

(2) z (X,  Y )  = X u ( X ,  Y) 
si muta nella: 

(Cl X 4 z x x  + a y y  = 0, 
segue subito il: 

T.  1. << In uw dowzinio ô, Iiutto a distanaa finita, senza punti  a co.rtmne 
coll'mse Y ,  eskte ed è unico l'integrate della (BI O della (C), che su1 contorno 
d i  5 assume valori assegnati ». 
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Si  dimostra pure facilmente il:  
T. II. << I n  ?An donzinio, futto a disfanza finita, wuente O no punt i  a co- 

vnune coll'asse Y, esisle a,l più u n  i+zteg-rale della (B) O della (C), che assuwe 
valori assegnati su1 contorno del d o ~ ~ i n i o  stesso; i l  nmssimo e i l  minima ralore 
di  u n  tale integrnle è raggiunto sul conforno di  quel donzinio ». 

Infatti nelle equazioni lineari (B) e (C) mancano il termine contenentc 
la funzione e il termine noto, e il coefficiente di %yu, z y y  non è mai nullo; 
le equazioni (B) e (C) rientrano dunque nella categoria di  quelle studiate 
da1 prof. PICONE in un su0 lavoro ('1. 

Si consideri ora un arco aperto di curva y, posto ne1 semipiano X >  O 
(fig. 1, di cui si  consideri per ora sola la parte corrispondente a X >  O), 
avente gli estremi in due pnnti M(0, un) e N(0, n) dell'asse Y, e i l  dominio D i ,  
avente per contorno l'arco y e il segment0 MN. Siano X =  <(t), Y=q(t)  
(to I t < t ,) le equazioni parametriche di y ;  t = t ,  e t = t,  siano i valori del 
parametro, che corrispondono ai  punti M e N ;  t(t) e q(t) siano funzioni Dn; 
<'(t) e qf(t) non si annullino contemporaneamente. S u  y sia assegnata una 
funzione continua f(t); si ricerca un integrale della (B) o della (C), che sia 
regolare per ' X =  O, e che su y si riduca alla funzione f(t). Se u(X,  Y )  e 
a(X, Y) sono regolari per X = O, %(O, Y) e a(0, Y) sono funzioni lineari di  Y. 
Si pub determinare una funzione lineare pY 4- q, dove p e q sono rostanti, 
tali che sin 

Pm + cy = f Po) ; Pn + q = f (ti), 

e sostituire a u(X, Y), a(X, Y) e f(t) le funzioni 

Ne1 caso della (C), che non contiene zx, bisogna imporre in più la con- 

dizione che l a  funzione ~ ( t )  ='*' sia finita e continua anche per t = t ,  e t(4 
t = t,, ci& nei punti M e N di y ;  allora si  pub determinart! una funzione 
h l  t k, tale che sin: 

hm+k=cp(t,); hn i -k=y( t , ) ,  

( i )  M .  PICONE, Sopra alcuni pvoblemi di analisi matematica posti dalla fisica, a Eser- 
citazioni Matematiche di Catania D .  t. 2, pag. 183-205 (1922); v. in  particolate il T. VI, 
p. 195 e il II. IS, pp. 197-19s. 1 risiiltati piii importanti sono riportati nella nota: &I. PICONE, 
Maggiorneione degli integrali delle equazioni lineari ellittico-paraboliche alle devivafe par- 
saali del secowEo ortline, a Rencliconti della R. Acc. dei Lincei *, S. Ca, vol. V, l0 s e m ,  
fasc. 3, 19-27', pp. 138-143; r. i l  T. III, p. 139 e S. V p. 141. 
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234 M. CIRRARTO : Il po61m1zn d i  Dirichlet i rc dominii h f i n i t i  

e sostituire a a*(X, Y) e a y( t )  le: 

a**(X, YIT) = @ ( X ,  1-1 - X ( h I 7  + k ) ;  cp*(t) = cp(t) - h y ( t )  - k. 

Ci si riconduce cos1 all'ipotesi f(t,,) = f ( t , )  = 0, e ne1 caso della (C) anche 
alla y(t,,) = y( t , )  = O. Si pub allora enunciare il teorema: 

T. III. « Ne1 d o ~ n i n i o  D, esiste ed è unico l ' integrule della (R) oppure 
della (C). c7ze è regolare anche per X = O ,  e che su y si riduce a d  una fun- 
aione cont inua assegnata f ( t )  (t, < t < t,), colla condizione, ne1 caso della (B) ,  
che s i a  f ( t , , )  = B(t,) = O, e ne1 cas0 della (C) che s i a  inol tre:  

f ( 4  - . f (4 lim - - h m  - = O ('1, 
t - t, SV) t - c t ,  S(t) 

Tale  idegrctle è analit ico n e i  pun,ti igzterni a D, ; ne1 c m o  della (C) ,  esso è 
nul10 colle sue derivate pr ime e seconde per X-O, ne1 caso della (B)  è nul10 
colle sue derivcrte prime e colla uYY(X, Y) per X-O, o n e n t ~ e  iisxp. Y) d i v i e w  
in yenernle infin,ita per X-O, p u r  esseqzdo lim Xuxx(X, Y) = O ». 

x-tl 

Se 14X, Y), B(X, Y )  sono reio1ai.i per X-O, dalle ipotcsi clcl t,eorema 
segiie che zc(0, Y) = z(0, Y) = 0. Allora la w(X, Y) c la z(X, 1-1 sono note 
siill'intiero: contorno di D,,  e, se esiste l'intcgrale u ( X ,  17) (O rispettiva- 
niente e ( X ,  Y)), che soddisfa il S. III, esso 6 iinico per il T. II. Diinostriamo 
l'esistenza prima della u ( X ,  Y), poi della s(X,  Y). - 

La classioa soluzione dell' eqoa~iiiiie di LAPLACE : ai.ctg 3 col cain- 
2 - 6  

biarnento di  val-inbili : 

si muta nella soliizione della (B): 

Se p(t) P ilna qualsiasi funzione continua, iin integrale della (B) P clato 
dall' esyrrssione : 

(41 
. d 

u (X .  Y) =] p(t) aretg PT -TJ)IX~?) d t ,  x - ((4 

(1) Di que& condi~ioni & restrittiva solo l'ipotesi che siano deterniinati e finiti i: 
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- 

cioè : 

dove : 

(5) A = [g(t) - XI' + XPtS(t)[Y - yj(t)]', 

e 5 = S(t) e y = ~ ( t )  sono le coordiiiate d i  un punto, che descrive y. 
Per  stiidiare il comportamento della funzione zt(X, Y) su1 contorno y, si 

tiene un metodo analogo a quel10 nsuale per l'integrale di doppio strato. 
Siipposto p(t) = 1, s i  osservi, anai tutto, che, se il punto (X, Y) è interno al 
dominio D, . 1' integrale : 

si pub considerare come esteso al coiitorno complrto del dominio D, ,  perche 
liingo il segment0 MN la fun~ione  da integrarsi è nulla; essa é regolare nei 
piinti interni a D , ,  tranne che ne1 punto 5 = X, 7 = Y. 

Allora se c é una curva chiusa tutta interna a D, , senza punti a. comune 
coll'asse Y e racchiudente all'interno il punto (X, PI'), è: 

dove nell'ultimo integrale si indicano con 5, le coordinate di un punto 
che percorre c. Ma c non ha punti a comune coll'asse Y; dunque col cain- 
biatnento di variabili (3), se c, è la  curva trasformata di c, descritta in verso 

- - 
xntiorario, e se g, 7 sono le coordinnte di un punto che percorre c,, è: 

e quindi, come è ben noto: 
I = 27c. 

Se il punto (X, Y) 13 esterno al dominio D;, è I = 0 ;  se i l  punto (X, YI') 
sta su y, e se si indica con  AB un a,rchetto di y, contenente il punto (X, Y) 
e avente per estremi i punti A e B, e si indica 
tiitto interno al dominio D, e avente per estremi i 

con A un arco (non di y) 
punti A e B, è: 

I =  ] '[ d arctg ''g-i'3 
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226 M. CIBRARI~:  I I  problemc~ di Divichlet irz doininii infiniti 
- 

dove, al solito, il punto (5, 7) descrive i l  contorno YAB î A; mit tale contorno 
non ha punti a cornune coll'asse Y;  dunque mediante il cambiamento di 

variabili (3) si prova che in questo caso è :  I= n. 
Da questi risultati si trae subito, conie nella teoria del potenzialr di 

doppio strato, l'equazione integrale a cui deve soddisfare la funzione p(t) 
affinchè la funzione u(X ,  Y) data dalla (4) si riduca su y alla funzione as- 
segnata f (t). 

Scrivendo nella (4) z a1 posto di 1 e iinponendo che al tendere di u n  
punto P cli coordinate X, Y appartenente al doininio D, a u n  punto Po di y 
di coordinate [(t), y(t) sia: 

lim u (X ,  Y) = f (t), 
P - P o  

si trova che pit) deve soddisfare 1' eqiiazione integrale : 

I l  nucleo: 

di questa equazione & finito anche per r = t ;  infatti emo, esegiiendo la deri- 

e, ponendo r - t = h e sviluppando [(z), y@), t'(r), ~ ' ( 7 )  secondo la forninla di 
TAYLOR in cui ci si arresti ai  termini contenenti le derivate seconde: 

dove t , ,  t , ,  t:, , t ,  sono valori convenienti, compresi tra t e r. 

Seinplificando, dividendo tutto per hi, e poi passando a l  limite ptbr 7t -+ O. 
cioe per z- t ,  si trova con qualclie seinplificazione: 
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chi> t? fiiiito ('1. Si pi18 diinque applicare la teoria di FREDHOLM; il valor'e 
1 

--  non pub essere Lin parametru del nucleo, percht? se 10 fosse, supposta 
X 

I' equa~ione (6) oinogenea, cioh f ( t )  =O, essit iivrebbe una soluzione almeno G(t)  
non identicamente nulla, e la (4) darebbe un integrale della (A) nullo su1 
contorno e non identicamente nullo in D, (7). 

La u(X, Y) è dunque un integrale della (B), che si riduce a f ( t )  siilla 
cnrva y ;  si ha:  

lim u(X. Y) = O, 
,Y- O 

perchb, considerando p. es. la u ( X ,  Y) nella forma (4'1, si vede che la  fun- 
zione sotto il segno di  integrale resta finita per X-O. La u(X, Y) data 
dalla (4) soddisfa dunque alle condizioni volute da1 teorema. 

Per dimostrare l'esistenza della funzione z(X, Y), che soddisfa la (C) e 
su y si riduce ad una funzione assegnata f(t), tenuto conto ehe, colla posi- 
zione : z(X, Y) = Xu(X,  Y), la  (C) si muta nella (B), basta determinare 1' in- 

tegrale della (B), che su y si riduce a Le funzioni u ( X ,  Y), z (X,  Y), di 
5 (2) ' 

cui si è dimostrata 17esistenza sono, evidenteniente, analitiche nei punti 
interni al dominio D i .  

Studiaino ora l'andainento delle derivate di u(X, Y) e di z(X, Y) lier 
X-O. Si trova: 

(1) P e r  t ( t )  + O dall' ipotesi fatta che :'(t) e ql(t) non si anniillino contciiiporanearuente 
segue senz'altro che K(t,  t )  è finito. P e r  [( t )  = O ,  cioè nei punti M e N, è certamente 
K ( t ,  t )  = O  se k f ( t )  + O. S e  poi è t f ( t )  = O  per g(t) = 0, cioè s e  l a  curva y tocca 1' asso Y ne1 
punto nf O ne1 punto N, l'espressione (8) riesce incleterminata. N a  i n  questo caso già 
dalla (7) segue che per k(t) = O  è K(t, .ç) = O, comunque sia t e quindi anche per 2 = t. 
e per t ( t )  = O è K(t, r) = C1(r)[q(t) - q(r)] e per t = r:K(t,  t )  = O. 

(2) I l  ragionamento cadrebbe, se per tale soluzione i ( t )  fosse: 

se il  punto (X, Y) è interno a Di, nientre Io stesso integrale è uguale a i ((t),  se X = t(t),  
Y =q(t) ( t , s t S t , )  ; si vede subito che d a  queste condiaioni scgue che F(t) = O  identicanlente. 
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dove 1 è dato dalla (5); allora: 
5 

us(O, Y) = lim us(& Y) 
'Y-O 

.3x45y5'(3 - q)(X -- - X3S"'([ - x)3 1 dt. 
e : 

uyy(0,  Y )  = o. 
Invece si  trova: 

+ àXst"'(Y - 7)" - Sqf["X(j - X ) ( Y  -- y)* 1- 2(5 - X)'X(E'( Y - y )  + 
+ 5'5'(5 - X ) ' ( Y  - 7,) + y'['(( - XJ3 j dt, 

e questa per X-O diviene in generale infinita, percho l'intc~grnlr divergr 
in generale (cioé tranne ipotesi particolari per f ( t ) ) .  Perb si ha:  

liin Xuss (X, Y) = O. 
X-O 

Riprendiaino ora in considerazioiie la (9); da essa segue che UX(O, Y) C> 

costante al variare di Y. Poichè si è dimostrata l'esistenza e l'unicitii della 
funsione u ( X ,  Y), che soddisfa le condiaioni volute da1 T. III, se noi ricer- 
chiamo un integrale della (B), nullo per X =  O, e che assuma gli stessi valori 

di u(X, Y) lungo una curva y ,  tutta interna a D, e avente per estreini dut* 
punti e Ni del segment0 MN, si ottiene di nnovo la  funzione u(X, Y), 

- 
clie, in questo cmo, sarà data dalla formula (4), in cui si sostituisca y a y. 
t? si determini convenientemente p(t). 

Sia rnb < Y,, < n, e sia p > O ;  si consideri la ciirva f, tutta interna al 
dominio Di ,  di equazione : 

5 = P b '  - (7 - YJ1l. 

dove 5 e sono ora le coordinate di un piinto variabile su y. Si ponga: 
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dll'interno di 7 si pub espritnew la f i (X,  Y )  mediante la formula: 

dove p(q) soddisfa l'equazione integrale : 

È allora: 

Si vede subito che si pub determinare una q ~ a n t i t ~ à  positiva H tale che 
il nucleo dell'equaaione in valore assoluto sia minore di pH, comunque 
siano p, u) e o. Si ottiene p(yl nella forma: 

per il primo teoreina di FREDHOLM. Se si tiene conto dell'espressione 
di D(1) ('), si vede clle è qui: 

dove 6(A) è una serie, convergente comunque sinno p e A ;  allora per p ah- 
bastanza piccolo si pu0 fare in modo che sia: 

Dunque D - - non f. insi ni1110 per p abbastanza piccolo; sia: ( 3 

(1) GOURSAT, cours d'A+zulyse, 1. 111, 2e éd., Paris 191.7, Chap. XSS, 1, 765, pag. 
370-373. Y. in particolare fo im.  (5), pag. 371, e form. (9), lmg. 372. 

.4,inali d i  Uatematica, Serie  I l* .  Toiiio XIV. 30 
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Tenendo conto dell'espressione di D ( ~ 1  A), si  vede che si pab deter- 

niinare una quantith positiva N in niodo che sia : 

hllora se : ( u(X, 2 ) 1 < 31, si trova : 

1 PPIJ 
Dunque : 

Poichè la quantità p si pub rendere piecola a piacere, è :  

PoichB 8: a(X, Y) = X u ( X ,  Y),  si vede subito che a(X, Y) per X=O è 
nul10 colle sue derivate prime e seconde. 

Il T. III vale anche ne1 caso che i punti X e N coincidano, cioé ne1 
cas0 in ciii il dominio D abbia un solo punto X del suo contorno y in 
coinime con 1' asse Y, punto ehe corrisponde ai due valori t = t ,  e t = t ,  del 
para~netro ('). Xe1 caso della ( C )  bisogna iinporre la condiaione per la  fun- 

zione f(t) assegmta su y che: f't' - f(tnJ resti finitn ne1 punto dl. 
ç'it) 

Vale tutto qnaiito si 6 detto, ma  non occorre tener conto delle derivate 
di u e di z ne1 punto M. 

Si consideri ora il contorno chiuso o Eorniato da!l'aiaco y considerato 
sopra e da un arco y ,  posto ne1 semipiano X <  O e terminato ai puriti U 
e N (v. fig. 1) ; i l  dominio, cli tipo De, interno a o é dunque attraversato 
ddl 'asse Y. Siano 5 = Qt),  7 = q(tJ le equanioni pmrametriohe di o. Allora: 

T. IV. Esiste uno e un solo integrale della (B), oppzwe della (CI, de- 
finit0 ne2 dorkzinio D,, ide~rzo  cc un contorno o, attraversato dall'asse Y, che 
su o si riduce ad a n a  fuwione assegnata f(t), colla cotzdisione, *%el caso 
delta (B), che f(t) sia nalia in  Al e in N, e )%el caso della (C) che sia inollre: 

(i) Non ocoorre siiyporre clic ne1 piinto M la taiigeiitt! a y viwii con contiiii~ith; iV pi16 
essert? i i i t  piiiito angoloso di y. 
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f(t) lim - = O ('). Tale integrnle ne2 caso della ( C )  è funsione DI1 in tu,tti i 
:tt)-o S(t)  
punt i  del dolninio e anche per X = O, doue è nullo colle su.e derivate prinze 
e seconde, nzentre ne1 caso della (B)  la  u(X, Y )  è nulla colle sue dericale 
prime e colle uyp per X = O, ma la uxx(X, Y )  diviene in generale infinifa 
yer X - O, pur  essendo lim Xuxx(X, Y )  = O. L' integrale della (B) O della (C) 

X-O 

è analitico nei pzcnti interni a D,, tranne che in generale per X-O, cos? che 
esso pud ridursi a funzioni analitiche distinte per X > O O per X < O ». 

S e  esiste un integrale della (B) O della (C) che soddisfa il teorema, esso 
B regolare per X = O  e quindi nullo per X =  O, ed B unico per il T. II. I n  
quanto all'esistenza di un tale integrale, per il T. III nella parte D, di D, 
limitata da y e da1 segmento MN esiste l'integrale della (B) O della (C), nullo 
per X =  O e che su y si riduce a f ( t ) ,  e nella parte D,' di D, limitata da y ,  
e da1 segmento AlN esiste l'integrale della (B) O della (C), che su y ,  si riduce 
a f(t) ed è nullo per X = O. I l  comportamento degli integrali z(X,  Y) e u(X ,  Y) 
e delle loro derivate prime e seconde per X = O B noto da1 T. III; esse sono 
dunque continue (tranne la u x ~ ( X ,  YI), quando si attraversa l'asse Y. Poiché 
i valori della s(X, Y) (O della u ( X ,  Y)) ne1 dominio D, sono completamente 
indipendenti dai valori ne1 dominio D,', la  s(X, Y) (O la u ( X ,  Y)) si riduce, 
in generale, a funzioni analitiche distinte nei domini D, e D,';  dunque s(X, 3-1 
(e u ( X ,  1) )  non & in generale analitica per X =  O. 

5 2. C~nsideria~mo 1' equazione di LAPLACE : 

e poniamoci il problema di dimostrare l'esistenza e l'unicità di  un integrale 
della (A) in un dominio estendentesi all'infinito, che abbia per contorno una 
curva y aperta, sema punti doppi, dotata di tangente variabile con continuitl, 
avente per asintoti due rette parallele tra loro, quando siano assegnati i 
valori di u su y. Poichh la (A) non muta per una traslasione oppure per una 
rotazione degli assi coordinati, si pub supporre che i due asintoti siano 
paraJleli, p. es., al17asse x, e che il dominio, di tipo D,,  non abbia punti a 
cornune coll'asse y, e sia posto ne1 semipiano x > O (v. fig. 2, di cui si con- 
sideri, per ora, la sola parte corrispondente a l  semipiano x > 0). 

(i)  S e  B e(0, Y) = p Y  + q, delle condiaioni imposte ne1 teorema è essenziale solo I'ipotesi 

che la funzione f't)-pri(t)-q ~ i a  finita e continua in M e in N (v. il precedente !P. III). 
C ( 4  
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Siano z = n;(t), y = y(t)  (t,  < t < t , )  le equazioni parainetriche di y ; sia 

dove H ( t )  è funsione N I  ed P H ( t , )  = H(1,) == 0, cosi che: 44 =p@ 

lim x(t)  = lim x( t )  - + 00 ('). 
t - te t - t, 

y ( t )  sia funzione DIr tale che 

liin y(t) = a ; lim g(t) = 6 
t - t, t - t, (a  < b). 

Sia f(t) la  funzione assegnata nei punti di y. 11 canlbiainento di variabili: 

muta la  (A) nella (B) e il dominio D, e la curva y in un dominio Di e in una 

curva 7, del tipo considerato ne1 T. III del 1; 7 d a  ne1 semipiano X 2 O 
e termina ai pnnti A ( 0 ,  a )  e B(0, 6 )  dell'asse Y ;  nei punti del segment0 AB, 
che corrispondono ai piinti all'infinito del dominio D,, la u è una fiinzione 
lineare di Y; diinque per x-+ oo la u(a, y) tende a una funzione lineare 
di y. Tenendo coiito del T. III del 1 si giunge a l :  

T .  Y. « Esiste u n o  e un solo integrale della (4), dcfiuito wel dominio 
in f in i to  D, , che è regolare sul la  re t ta  impropria  e che su y s i  riduce a d  u n a  
funzione usseyîzafa fit '), finita anc7ze per t = t, e t = t ,  , cioè per x(t),- + 00. 

L u  funzione u(x, y), cosi definita. per x - i  CO teude a unn funzione lineare 
d i  y :  py -1- q (dove p e q so+zo determinate in modo che pa + q - flt,), 
pb + q = f(t,)) ; inoltre è : 

i n  u ,  y) = ; lim zt,(x, y) = lim u,,(x, y )  = liin uyy(.z, y )  = 0. 
x-+cc a.- +cc 2-+Co a-++= 

Lu ii(x, y) è funzione analiticci. n e i  p u n t i  in t e rn i  a l  doîrlinio D,, w a  non  
per x-i- CG, ne1 senso c7ze essa in genemle  n o n  s i  p u o  sviluppare in serie 

1 
(') Siipporreino SPIII~TP ne1 seguito clle, se  E p. es. lim LE(€) = + a, sia x(t) = - ,  do^^ 

t-tl, H ( f )  
H( t , )  =iO e H(t )  ' é  fiinzione DI1 (O DI, secondo i proùlenii, che si conniclerano). Analoffa 
ipotesi faremo ne1 rnso, in cui sia y(t)-+CO, in problemi clie tro-veienio poi, oppure 
q~iando si considerino cui.ve ne1 piano X, Y. 
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Per la retta impropria non vale dunque in generale la  proprietà, fonda- 
mentale delle funzioni armonichr, per cui una di esse B proluiigabile anali. 
ticanlente al di là, di un arco del contorno del dominio, in cui é definita, 
purchè tale arco sia analitico e i valori assnnti dalla fnnzione s1il17arco stesso 
siano analitici. 

I l  T. V vale anche se a =  b, ciob se l'arc0 y, quando x-+ w dall'una 
O dall'altra parte di esso, ha 10 stesso asintoto y -= a .  

Si consideri ora un doininio del tipo Il, costituito da1 donlinio D, de- 
finito sopra, e da un dominio D,' del10 stesso tipo di D,, posto ne1 semi- 
piano x < O  (fig. 2), avente per contorno una curva y, di eyuazioni para- 
metriche x = r,(t), y = y,(t) ( t ,  < t < f , ) ;  sia lim x,(t)  = liin x,(t) = - 00; 

t- t. t - t, 
lim y,(t) = a ;  lim y,(t) = b, cioP y, abbia per e-- w gli stessi asintoti, che 

t - t ,  t - t ,  

ha y per x- 1- W. I l  dominio D, contiene all'intemo il segmento ab della 
retta impropria. Si  dia su y, la funzionr continua f,(t), colla condizione che 
sin f,(t,,) = f(t,), f,(t,) = f( t , ) ;  allora ne1 dominio D, esiste ed é unico 1' in- 
tegrale dell'equazione di LAPLACE (A), che su y si riduce a f ( t )  e su y, 
a f,(t). Per 1 z 1-00 vi B continuitb per la  u(z, y) e per le sue derivate prime 
e seconde; la u(x, y) per % - k m  tende a uiia stessa funzione lineare di y, 
ma si riduce in generale in D, e in D,' a due distinte funzioni analitiche, 
ci06 la u(x,  y) non 13, in generale, analitica quaudo si attraversa la  retta 
impropria. 

Corne gih si B detto, il T. V e tutte le sue conseguenze valgono, qua- 
luiique sin In direzione a cui sono paralleli gli asintoti della curva y (e della 
curva y,), e coinunque sin disposta y (O y , )  rispetto agli assi coordinati, attra- 
~ e r s a t a  O no da questi. 

Nei T. III, IV e V si pub supporre che y (O y , )  soddisfi condizioni meno 
restrittive di quelle imposte nei relativi enunciati; y (O y,) pub avere un 
numero finito di punti angolosi; è facile ricondurre questo caso a quelli 
studiati nei T. III. IV e V. I n  particolare il T. V vale per una semistriscia, 
limitata da due semirette parallele dirette nello stesso verso, e da1 segmento 
che ne congiunge gli estremi. 

Una conseguenza importante della discussione effettuata & che la fnii- 
zione armonica risultante dalla risoluzione del problenia di  DIRICHLET in un 
rettangolo ABCD con un lato CD mobile (fig. 4) non pub mzantenersi regolare 
(ne1 senso dato a questo termine nell'introduzione), se, allov~tanandosi CD 
in.definitame.ate, i valori dati su CD nolz tendon0 alla linearita. 

Pasrsiamo ora a considerare dominii di tipo D, O D, ne1 piano X, T per 
le equazioiii (B) e (C). Si ha immediatamente i l :  
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T. VI. << In un dowi.îl;io in f in i to  D, , posto, p .  es., tutto ne1 semipiano 
X > O e avente per contorno un arco d i  cfnrva y ( i )  d i  e p n s i o n i  p a r a ~ ~ t e f ~ . i c l r ~  
X = X(t), Y = Y(t) (t, < t < t , )  avenle per as in fo t i  le rettr P = a. Y = 1)  
(fig. 8, in cui si pongano X, Y invece di a, y,  e si consicleri il solo scviii- 

Fig. 4 

piano X >  O), esiste u n o  e un solo intrgrale della (B),  che su y s i  ridtrce nrl 
u m  funzione continua assegnata fit) (t, c, t < t , )  P per X--1- ,.x f e d e  ad  

ulta fun ai on^ g(Y), tale c7ze g(a) = f(t,,), g(b) = fjt,); tale inteyrale è annlit ico 
ne i  pznnti in t e rn i  a l  dominio D, ». 

Infatti il cainbiamento di va~iabil i  (1) muta la  (B) nelln (A) e il doininio D, 
in un dominio D, del piano x, y, in ciii il problema di DIRICHLET P senn' altro 
risoliibile. 

I l  T. VI vale anche se a = b. Analogamente vale i l :  
T. VIL  << ln un d o ~ n i ~ z i o  D , ,  costituito dal  dominio  D,, def in i fo  ne1 T. VI. 

e da wn dotninio analogo D,', posto ne1 s e u ~ i ~ i a n o  X < O e aeente per con- 
torno u n a  curva y ,  , che per X- - oo ha  gl i  stessi as intot i  Y = a. 1' = b 
che 7m y per X-+cc (fig. 2, in ciii si pongano X, Y al posto di r, y) ,  
e s i s f ~  u n o  e ?ln solo integrale della (B), che s u  y e sqt y, si riduce a funzioni 
c o n f i n ~ t  e assegwte ,  f(t) e f ,( t )  rispettiwa mente, tali  che s in  f(t,,) = f,(t,), f(t,) = f ,  (t ,) .  
Tale i ~ l f e g r a l e  è funsione analiticcc +tri pztnti in terni  a D, e a D,' e anche 
y w n d o  s i  a f traversa l a  r e f t a  i w p o p r i a .  cioè per 1 X 1 abbastanza grawle  

1 
u(S, Y )  è szd~cppabi le  in serie d i  potenae d i  - e d i  Y - Y ,  (a < Y, < b):  X 

(1) Si suppone che y sia un coiitorno del tipo, che si considera usualniente nella teoria 
delle funzioni armoniche. 
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sulln retfa ir~ywop.its Ici u(X, Y) si ridlcce (L zbnn ficnzioue c~tznliticn di Y ,  ~d 6: 

Infatti il cainbiamento di variabili (1) muta il dominio D, in un dominio D, 
tutto a distanen finita ne1 piano x, g, attraversato dall'asse y, pela cui e riso- 
Iiibile il probleiria di DIRICHLET. Dalla (B) stessa segue che lin1 u n ( X ,  Y)= O; 

x-+* 
i 

inoltre, poichd us(X, Y) = -' N,, si vede che 8 :  lim us(X, Y)=O, e pre- X" 1x1 -+Co 
1 

risamente che per 1 XI- + o, la us(X, Y) si annulla corne 

Si consideri infine ne1 piano X, Y un dominio 8 avente per contorno 
due curve y ,  e y, poste, p. es., ne1 semipiano X >  O, senza punti a coiniine 
(fig. 5), di cui y ,  ha in comune coll'asse Y il solo estremo M(0, wc), ha per 
asintoto per X-+ o~ la retta 1 =cc e ha le eqiiazioni paranietriche 

Fig. 5 

X =  X,(tl, Y = Y,(t) It, < t < t , ) ,  e y, ha in comune coll'asse Y il solo 
estremo N(0, n), ha corne asintoto per X e + -  la retta Y =  b e lia le 

equazioni parametriche X = X,(t), Y = Y,(I) (t, < t < t ,  ; 1 ) ~  < n ;  cc < b ;  
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Y , ( t , , )=w;  Y, ( t , , )=n ;  Y , ( t , ) = a ;  Y,( t , )=b;  X,( t , , )=O;  X,(t,)=O: 
lim X,(t) = lim X,(t) = + CG). 

t - t i  t -7- tl 

I n  queste ipotesi vale il:  
T. VIII. « Ne1 dominio ô eskte uno e u n  8010 integrale della (U), wgolwe 

per X = 0, che s i  riduce a funzioni continue assegnate f,(t) su  y, P f,(t) su y , ,  

e che soddisfa la condizione: 

lim u ( X ,  Y) = q(Y)  (a < Y < b), 
X-c* 

dove cp(Y) è una funxione continua asseynata a d  arbitrio, mu tale che 
f,(t ,) = cp(a), f,(t,) = y~(b). Tale integrale è funxione analitica d i  X, Y nei pwnfi 
interni a 6; è u(0, Y) = pY + q (doove p e q sono tali che pin + q = f,(t,), 

pn + q = f,(t,)); ~ ~ ( 0 ,  Y) = p, lim ux(X, Y) = lirn uuy(X, Y) = O, i ~ ~ r n t r e  
X e 0  X-O 

uxx(X7 Y) per X-O tende a infinito in  gewerale, nza lim Xuxx(X, Y) = O B. 
X-U 

Infathi i l  cambiamento di variabili (1) ninta la (B) nella (A)  e il do- 
iniiiio 6 ne1 piano X, Y in un dominio del10 stesso tipo ne1 piano x, y ;  a1 
~ogmento ab della retta impropria 1 XI = oc corrisponde il segmento ab del- 
l'aase y, e al  segmento mn dell'asse Y corrisponde il segmento pan della 
retta impropria / x 1 = m. I l  T. VI11 é cos1 ricondotto a l  T.. V ('1. Per  stu- 
diare il comportamento della funzione u(X,  Y), di cui si è dimostrata l'esi- 
stenaa, per X-O basta considerare il dominio compreso tra il scgmento NN 
dell'asse Y, due archi parniali MQ e N R  di y, e di y, rispettivamentc: (fig. 5)  
e un arco o tutto interno a ô che congiunge i punti Q e R e non ha altri 
punti a comune colle curve y, e y,, e ricercare in tale dominio l'integrale 
della (B) che B regolare per X = O e che siigli archi Al&, NR e a (e quindi 
in tutto i l  dominio) coincide con u(X, Y ) ;  il T. III del 5 1 mostra che 
u(X, Y) ha  per X-O il comportamento che B cletto nell'enunciato. I l  teorema 
vale anche quando a = b, oppure quando coincidono i punti JI e N. 

Risultati di maggiore interesse s i  hanno ne110 studio degli integrali 
s(X, Y) della (C) che restano finiti sulla retta 1 XI = CO, O su un segmento 
di  questa. Se un integrale z(X, Y) della (C) è definito in un dominio D al 
cui contorno appartiene un scgmento ab della retta impropria 1 X 1 = w, ed 
é finito, p. es., per X - +- w ,  poichè è x(X, Y) = X u ( X ,  Y), è anche 

lim M(X,  Y) = O. 
x - w  

(1) Ne1 T. V si supponera che il dominio D3 non avesse punti a cornune COU' asse y ;  
cib perb non è rostrittivo, perche l'equazione (A) non muta per una traslaeione degli assi 
coordinati. 
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Col cambiaiiiento di variabili (l) ,  ponendo: u ) y = v(x,  gJ, la fuiizioiie t ) 
v(x, y) ~odclisfa 1' equazionr di LAPLACE (A) e la  condizione: v(0, 3) = 0 
(a < y < b),  per una proprieth nota (') delle fuuzioni armoniche B allora 
v(- x, y) = - V ( X ,  y). Dlinque O anche : u(- X, Y )  = - u ( X ,  Y ) ,  e la u(X7 Y) 
B una fnnzione dispari di X, definita, oltre che ne1 dominio D, anche ne1 
dominio D' simmetrico di D rispetto all'asse Y, ed é analitica anche per 
1 X 1 -+OC. La funzione z(X, Y) = Xu(X, Y) é allora definita in D e ne1 
dominio simmetrico U' ed 13 fiin~ione pari di X; si vede subito che 6 

lim zx(X7 Y )  = lim axsy(X, 1) = 0. Dunque : 
1x1-+Co lx - t i m  

S. I X .  « Ogui i~ztegrale della (C), finito szdla retta irr~propria 1 X 1 = -, 
è nec~ssuriamente ana funzion~ pari d i  X ed é analifico, quando si crttrcb- 
versa la retta irtzproprin, su cui asso si riclucc ad una funzione analitica 
di Y ». 

Ne segue che i teoremi di esistenm e di unicità per la (C) in doininii 
il cui contorno contient! uii segment0 della retta impropria 1 X / = oo hanno 
una forma particolarmente semplice. Cosi dai precedenti S. V I  e T. VI1 
tenendo conto della relazione z(X, Y) = Xu(X, 1 )  si trae subito il:  

T .  X .  « Bel dominio D, definito ne1 T. VI (oppure ne1 dolwinio 6 ,  definito 
ne1 T. VIII) e ne1 do)r~inio sirn~netrico rispetto all'asse Y ,  esiste uno e un solo 
integrale a(X, Y) della (C), che è fil~ito per X-+oo e che assurne vulori 
assegnati su1 contorno y del donzinio D, (su y, e y,  ,net caso di un doii~inio 6 ,  
caso in cui bisogtza irthporre inoltre che 5 sia regolare per X = 0) D. 

I l  dominio 6 e i l  suo siminetrico rispetto all'asse P costituiscono un 
dominio di tipo D, compreso tra le curve y,  e y, e le loro siinmetriche ri- 
spetto all'asse Y. L'integrale z(X, Y) B funzione pari di X e qiiindi costi- 
tuisce una stessa funzione analitica per X >  O e per X<O; il prolungamento 
pero avviene attraverso alla retta impropria, e non, in generale, attraverso 
all'asse Y. 

Le relaaioni tra le equazioni (A), (B), (C) periiiettono di risolvere il pro- 
blema di CAUCHY per le (B) e (C), quando la retta portante i dati è la retta 
impropria. Vale infatti i l :  

T .  X I .  « Ne1 dortainio C costituito dalle due aree infinite, sirw$etricàe 
rispetto all'asse Y ,  aventi per contorno nez due se~uij~iani X > O  e 5 < 0 i 

(0 GOURSAT, Cours d'Analyse, 2e Gd., Paris 1915, t. 111, Chali. SXVII, Équations 
linéaires du. type elliptique, 1. Fonctions harinoniques. I~tégrale de Poisson, 9 511, Prolow 
gement analytiqzce d'une fonction harmodque, pag. 192-105. 
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-- -- -- 

due arcki della curva: 
1 + (Y - YJ2 = R*, 

1 1 
e corrispondenti a X > - e a X < - - esiste uno e un solo integrale R R '  
della (B)  oppure della (C), regolare alZ'ilzfinito, che soddisfa w l  cnso della (BI 
le cottdizioni ai Zimiti: 

lim u(X, Y) = E,, a,,(Y - Ir0)" ; lim X%x(X, Y)=Z,, $,,(Y- Y,)", 
1x1-m iXl-m 

e ne1 caso della ( C )  l'unica condizione: 

lim z(X,  Y) = 3, y,,(Y - Y,)", 
I X I - c ~  

dove le serie convergono per 1 Y - Y, 1 < R. 
Tali integrali sono analitici nei punti interni a C e anche quando si 

attraversa la retta impropria. Le U X ,  ZX,  U X X ,  zxx tendon0 a zero per 
J X  1-4 0'3 ». 

Ne1 cas0 della (13) il teorema segue subito, mediante il cainbiamento di 
variabili (1) da1 teorema analoyo per la  (A), tenendo conto che u,= -X2ux .  
Per  la (C) ,  poichè z = Xu, il problema si riconduce a determinare una fun- 
zione u che soddisfi la (B) e le condi~ioni:  

lim u(X, Y) = O ; 
I X I - c ~  

lin1 Xeux(X, Y) = - lirn o(X, Y) = - x,, y,(Y - Y,)". 
I X l - - ~  1x1 

L'ultima parte del teoreina segue da proprietà gi8 dimostrate. Ne1 caso 
della (C) per il T. IX l'integrale z(X, Y) è funzione pari d i  X ;  b notevole 
il fatto che s(X, Y) è determinato ne1 dominio C, quando si diano i valori 
di z soltanto sulla retta impropria, che per la (Ci B eccezionale, cosi che un 
integrale della (C) regolare sulla retta 1 X 1 = rn e nullo su di essa è identi- 
calfiente nullo. Sarebbe facile dare le espressioni esplicite di u e di z me- 

1 
diante serie di polinomii armonici in e in Y. 

X 
Non si puo risolvere invece il problenia di CAUCHY per la (A), quando 

la retta portante i dati sia la retta impropria, oppure per la  (B) e la (C), 
quando la retta portante i dati sia l'asse Y; infatti se l'integrale della (B) 
O della (C) è analitico (O anche solo funzione DII), quando si attraversa 
l'as8e Y, le ~ ( 0 ,  Y), u(0, Y), sx(0, Y), ux(O, Y) devono essere funaioni lineari 
di Y. Cio dipende da1 fatto che l'asse Y è una caratteristica per le (B) e (C) 
e la retta impropria è una caratteristica per la  (A). 
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3. Si consideri ne1 piano x, y il dominio infinito di tipo D,, avente 
per contorno due curve y, e y,,  prive di punti doppi e di cuspidi, di eyua- 
zioni parametriche rispettive : 

coll' ipotesi che sin : 

lim x, (t) = lim x,(t) = - oo ; lirn x , ( t )  = lim ~ , ( t )  = + m, 
t - t "  t  -tu t - t ,  t  - t, 

e precisamente che sia: 

dove H,(t) e H,(t) sono fiinzioni DI1 nulle per t = f ,  e t = t , ,  inentre: 

lirn y,(t) = lim y,(t) = a ;  liin y,(t) .-1 lim y,(t) = b (a  < b) ; 
t -, tll t - t ,  t - t" t - t ,  

cioh la ciirva y ,  abbia sia per x-++oo che per x-- rn per asintoto la  
stessa retta y=a , ,  e analogamente y, abbia l'asintoto y =  b. Le curve y, e y, 
non abbiano punti a comme; ognuna di esse incontri in un punto soltanto 
l'asse y ;  p. es. y, incontri l'asse y ne1 punto M(0,  nz) e y, ne1 punto 
N(0, n) (fig. 3). 

Per  brevitk chiameremo spesso un dominio del tipo D, striscia comnpesa 
tra le curve y ,  e y,; caeo tipico è la striscia compresa trn due rette parallele. 
Analoga definiaione di striscia si dB ne1 piano X, Y. 

Kelle ipotesi precedenti circa le curve y, e y,, risolveremo il  problema 
di DIRICHLET nella striscia compresa tra esse. S i  ha i l :  

T .  X I I .  « Esiste unu e una s01a fun~ione urmonim u(x, y) definita nella 
striscia D, cowtpresa tra le curve y ,  e y, (fig. 3), che è regolare per 1 x 1 - cc, 
c che su y ,  e su y ,  si riduce a funzioni assegnate f,(t) e f,(t), colla condiziione 
che sia f,(t,) = f ,(t ,) = 11, f,(t,) = f2(t,) = k. Tale funzione ii(x, .y) per x -+- rn 

( a  < p l; b) tende ad una stessa funzione Zineare py + q, dove p e p sono 
deferminate modo che ~ i a  pa - 1 -  y = h, pb +- q -- k ;  è lim u,(x, y) = p, 

X - - k o o  

lim u,(x, j-) = lim u,,(s, y) =O.  
x - f  Ca X d f  m 

La 11(x, y)  è analitica nei punti interni alla striscia, Inn in  yenernle nogh 
i n  m. intorno dei punti della refta iwpropria ;1 ('). 

(1) Kel seuso clle per a < y, < b, la u(x, y )  non 6 in geuerale sviluppabile in serie 
1 

di potenze di - e di g - 9,.  
3C 
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In particolare pub essere a = b, cioe le curve y, e y, possono arere lo 
qtesso nsintoto y = a ;  in tale cas0 deve essere fl(t,) - f ,( t , )  = f,(t,,) = f,(t,) e 
non occorre studiare il coinportamento delle derivate di u all'infinito. 

I l  cambiamente di variabili : 

muta l'eqiiazione di LAPLACE (A) nella (B) e la striscia coinpresa tra le 
curve y, e y, in una striscia analoga ne1 piano X, Y. 11 T. XII sark sciiz'altro 
diinostrato, quando sark stato dimostrato il : 

T. X I I I .  « I n  una striscia D, ,  compresa tra due curve y ,  e y ,  (fig. 3, in 
cui si pongano X, 1' a1 posto di x e y) eniste uno e u n  solo integrale u(X, Y) 
della (B), regolare per X = O e per 1 X lm= ce, che sz' riduce a funaioni asse- 
gnnte f ,( t)  e fJt) (t,, < t c t , )  su y,  e su y?,  tali che f,(t,,) -- f,(t,),  f2(t , , )=f,( t , )  
(cosi che r i  sia co~atinuita nei punti nl17i?zfinifo di y, e di y,). Tale integrale 
è annlitico in tutti i punti del dominio D, e anche per 1 X 1 =- 00, cioè 4zei 
punti del sepaento ab (') della rettn imnpropria, quundo si a,ttraversu tale 
rettn ('). Non è analitico, in generale, qzcando si attraversa tasse Y; precisa- 
mente ii(0, T) = p T  + q, dove p e q sono determinate i n  wodo che u asszcwa 
i valori nssegnati in 32 e i n  N ;  è poi: 

ur(O, T) = p ,  lim u x ( X ,  
X - O  

mentre la iiss(X, T) per X-O te?zde a 

Y) = lim u PY (X, Y) = 0, 
x-O 

infi?zifo, ma è lim Xiis(S, T) =- O ». 
X-O 

Dimostriamo, anzi tutto, l'unicità della funzione che soddififa il teorema. 
Un integmle u ( X .  Y) della (B) non pub avere nè massiini nè miniini in punti 
interni a D, a distansa finita, e cib per il T. II del 8 1; dunque i inassimi 
e i mininii di zclX, Y) sono O su y, O su y, oppure nei punti all'infinito di D5. 

I l  cambiamento di variabili (1) muta la  (R) nella (A) e i punti, in cui 
1 X 1 = CO, nei punti in cui x = O ; ma allora i punti della retta x = O sono 
interni alla striscia ottenuta da D, col cambiamento di va~iabil i  (1). e in essi 
un integrale della (A), definito in tale striscia, non pub avere ne massimi nè 
miniini. 1 massimi e i minimi di u ( X ,  Y) sono dunque su y ,  O su y, ,  e se u 
è nulla su y,  e su y,, P nulla in tutto D,. 

( i )  Manteniarno qni ne1 piano X, Y le identiche notaeioni usate sopra ne1 piano x, y. 
indicando anco1.a con Y =  a e Y =  71 gli asiritoti di y i  e di y2 .  

(2 )  Ciù significa clic coinunque sia Y, (a < Y, < b),  per 1 X abbastanea grande P 

1 
Y- Y, nùbastanza piccolo, la u(X.  Y) è, ~riliippabilc in serie di potenze di e di Y - Y,. x 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



e le eqzcnxiorzi del secondo tipo nzisto ellittico-pnrcrholiche 241 

Passiamo ora a dimostrare l'esistenza della funzione zc(X, Y), clie sod- 
disfa le condizioni volute da1 teorema. Se z, e z, sono i valori di  t corri- 
spondenti a i  punti M e N, si determinino le costanti p e in modo che 

sia pliz + q = f(r,) ; pn t- q - f(r,) ; allora se iin integrale u(X, F ) soddisfa 
le condizioni volute da1 teorema, è u(0, Y) = pY + q.  e mutando u ( X ,  Y), 

fi(% fdt) in u(X,  Y) - PY - Y, f,(4 -pri , ( t )  - p, f 8 )  -PT#) - cl, si pub sup- 
porre addirittura che sia: u(0, X) = O, f,(z,) = f&,) = 0. Inoltre non è re- 
strittivo supporre f , ( t )  2 O, f2(t) 2 O (') ; sia infine f ,  ( t )  < M, f2(t) < N. 

Se h e k sono due quantità positive, si consideri la parte di D, 
corrispondente a X >  h, e a XI; - k, e si indichi con D,, il dominio 
parziale, cosi ottenuto (v. fig. 3, in ciii si scrivano X ,  Y a1 posto di  x 
e di y). Si costruisca l'integrale della (B), definito in D h h ,  che sulle parti 
di y,  E> di y P ,  che fanno parte del contorno di Dl,,  si riduce a f ,  e a f, 
rispettivamente, e che 6 nul10 sulle rette X =  h e X =  k .  L'integrale 
della (B), u(X, Y; h, k), cos1 ottenuto, certo esistente per il T. VI1 del 5 à, 
soddisfa la condizione: 

O < u(X, Y; 72, k )  (_ M. 

Facendo variare h e k si ricerchi lim u(X, 1 ; 72, k) ('); ora u(X ,  k : h, k) 
h - O  

è funzione deorescente di h e k, perche, se è, p. es., h > h, , k > I c i ,  le due 

funzioni u ( X ,  Y; h, kI e u(X, Y; h i ,  k , )  hanno uguiili vnlori su y,  e su y- ,  
per X = h  è:  u(h, 1 ;  lz, k)=O; u(h, Y; l z , ,  k , ) > 0 ,  e per X = - k  è:  

?A(- k, i7; 72, k )  = 0; u(- k, Y ;  h,, k , )  2 0, e allora su1 contorno di DIlk e 
yuindi in Dhh 6:  u(X, Y; hl ,  k,) - u(X, Y; h, k) 2 O ;  la  stessa relnzione 
tmle se h=7z, e k,k,, O h , h ,  e k = k , .  

Diinque u(X, Y ;  72, k )  è fnnzione decrescente limitata di h e k, e tende 
a un limite u(X, Y) per h-O, k-O. Si deve provare clre ln funaione u(X, T) 
cosi costrnita soddisfa la (B) per X +  O. Siano h , ,  h, ... 71 ,,... k , ,  k ,  ... k,, ... 
dile successioni decrescenti di quantitb positive, ch sia liin h ,  -- lim k,, = O :  

W-9 n--+c 

( 4 )  Se non è f,(t) 2 0 ,  f2(t) 2 0 ,  si possono trovare delle funzioui <pi(t), Ji,( t) ,  cp,(t), &(t) 
sempre pofiitire O nulle, tali che sia fl(t) = cp,(t) - q1(t): &(t) = tp2(t) - &(t) (si piib prendere, 
p. es., cp, = f ,  e $, = 1 fi 1 -fi) e porre ~ ( x ,  y) = ~ ( x ,  y) - ~ ( x ,  y), dore v(x, y) G iin inte- 
grale della (R), che si ridiice a pl(t) e a q,(t) rispettiramente su yl e si1 y,, e ~ ( x ,  y) il lin 
integrale della (B) che si riduce a +,( t )  e a &(t) rispettivamente su y,  e s u  7,. 

(9 Si seguc qui con qualche modificazione, dovuta alla diversita del problema il metodo 
(li Cr.  ASCOLT. Sull'eyz*aziolze di Laplace nello spaaio ipevholico. R Math. Beit B. B. 31. H. 1. 
1929, cfr. in parti col ai^ parte 4. 5 21-26, pag. 76-80. 
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allora è anche: u(X, Y) = lim u(X, Y ;  h,, , k,), che si  pub scrivere: 
n-+a3 

i termini di questa serie sono soluzioni della (B) sempre positive, e quindi, 
in ogni dominio 6 senaa punti a comune coll'aese Ir7 sono funzioni armo- 
niche nelle variabili x, zg; per un teorema di  HARNACE (') sulle serie con- 
vergenti di fun~ion i  armoniche positive la u è funzione armonica nelle X, y 
e quindi soddisfa la (B) nelle X, Y. 

Si  dimostra subito che su y, e su y, la  u(X, I ) si riduce alle funaioni 
assegnate f,(t) e f,(t) (7. 

S i  deve ancora studiare i l  comportamento della u(X, Y )  per X-O; si 
prenda, p. es., ne1 semipiano X >  O un arco di curva a tiitto interno alla 
striscia D,, avente un estremo Q su y ,  e un estremo R su y,, e si consideri 
il contorno, che indichiamo con y, format0 dagli archetti MQ di y , ,  a e RN 
di y, (v. fig. 3, in cui si sostituiscano X, Y ad x, 9);  la curva y sodclisfi le 
ipotesi del T. III del 5 1. 

Si costruisca la  funzione : 

r 
dove ((t), ~ ( t )  sono le coordinate correnti di un punto variabile su y e p(t) 
è determinata in modo che v(X, Y) su y assuma gli stessi valori d i  u(X, Y). 

Allora ne1 dominio compreso tra y e 1' asse 3- b : 

(2) v(X. Y) '=  lim u(X, Y ;  h, k )  = u(X, Y ) .  
h-O 
k-O 

Infatti sia data una quantità E, e si  fissi un valore ho abbastanza piccolo, 
perche per h < h,, la X =  h incontri gli archetti MQ e NR, e perchè valgano 
le condizioni, che diremo sotto. Sulla retta X =  h A u(h, Y; h, k) = O e 
v(h, Y) < E, se h Q abbastanza piccolo, perchè liin v(X, Y) =:O (v. T. III 

x-0 

del 5 1). Sulle parti di MQ e di  NR corrispondenti a X > 72 è v(X, Y) - 
- u(X, Y; h, k) =O; se h e k sono abbastanaa piccoli su o 6 :  

(i) Cioo~sa~, Cours d'Analgse, t .  111, 2e  ed., Paris 1915, Chnp. XXVII, fipations 
linéaires dic type elliptique, 1. Fonctions Hawzo~ziques. Intégrale de  Poisson. 5 510. Théorème 
de Harnack (pp. 189-192). 

(') La dimostrazione 2: del tutto analoga a quella data da Ci. ASCOLI, 1. c., § 24, pag. 79. 
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dllora, per iz e k abbastanza piccoli, siil coutoriio del dominio, e quindi 
in tutto il dominio liinitato da y e dalla retta X =  h è:  

v(X,  Y )  - u(X ,  Y ;  h, k)  < E. 

Ne segue la (2) ('1. 
Quiridi si possono applicare i risultati del T. III del 3 1, ottenendo: 

mentre tcxs(X, Y) tende a infinito pela X-O, ma lim Xusx(X, Y) = O. 
X-O 

L'integrale u(X, Y) B analitico nei punti interni a D, e per IX 1 - +  oo, 

cioè yuando si attraversa la retta impropria, come si vede mediante il cam- 
biarnento di variabili (1); non B analitico per X = O. L'integrale u(X, Y) 
nelle dut! senlistrisce, corrispondenti a X 2 O e a X < O costituisce una 
stessa funzione analitica, ma il collegamento avviene attraverso alla retta 
improyria, e non attraverso all'asse Y. 

I l  T. XII1 B dunque completamente dimo8lrato; esso vale m l i e  se le 
due curve y, e y, hanno in coinune un punto sull'asse Y, cioè se N E  N. 

Ne riesce dirnostrato contemporaneamente anche il T. XII; poichb l'equa- 
zione di LAPLACE (A) non muta per una rotaeione degli assi coordinati, 
il S. XII è valido, qualunque sia la  direaione del piano, a cui sono piiralleli 
gli asintoti delle curve y, e y,. 

6 4. I l  T. V del 5 2 e i l  T. XII del $ 3 valgono per l'equaaione (A), 
yualunque sia la direzione a cui sono paralleli gli asintoti del contorno, in 
particolare se questi sono paralleli all'asse y ;  basta nei relativi enunciati 
scambiare x con y. Questa osservazione permette mediante il cambiamento 
di variabili : 

di stiicliare per le equaaioni (B) e (C) i teorenii di esistenza e di unicith in 
dominii del piano X, Y aventi coine parti del loro contorno segmenti O 

semirette della retta impropria 1 Y 1 = W. PoichB un integrale dell'equazione 
di LAPLACE (A) è funzione lineare di x sulla retta 1 y 1 = CO, un integrale 
della (B) regolare sulla retta iinpropria ( Y ( = w ,  si riduce su di essa a nna 

P funzione del tipo - + q, e un integrale della (C) a una fiinaione lineare p + qX.  
X 

( i )  Il metodo qui seguito pub servire a introdurre ipotesi un po' più generali circa il 
contorno y nei T. III, IV e V precedenti. 
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Si considerino ne1 piano x, 3 dominii di tipo D,, D,, D, i cui contorni 
abbiano asintoti paralleli a117 asse g, ma non coincidenti con esso; tali doniinii 
siano posti, p. es., per intiero ne1 semipiano x > O. Il cambiamento di va- 
riabili (1) muta quei dominii rispettivamente in dominii di tipo D:, , D,, D,, 
i cui contorni hanno asintoti paralleli all'asse Y .  Dunque i l  T .  VI del 4 S 
e il T. XII del tj 3, in ciii si scambino x con y e si scrivano poi X,  Y a1 
posto di x e y, valgono anche per le IB) e (C), tenendo perb conto che qui 

P t ; :  lim u(X7 Y) = - + q. 
I Y l - f c o  X 

Sia data ora una curva y posta, p. es., no1 semipiano X >  O, di equa- 
zioiii parametriche X = X(t ) ,  Y =  Y ( t )  ( t ,  < t I t,), tale che sin liin X( t )  = n t ,  

t- to  

,lim X ( t )  = + m, lim Y( t )  = + m, lim Y( t )  =a,  cioè una curva y, che abhia - tl t -c t" t - tl 
due asintoti ortogonali tra loro (fig. 6, in cui si consideri per ora il solo 
semipiano X > O). Vale il : 

T .  SIT'. « Nez do~ninio Dl avente per contorno la curva y e le sewirette 
T 2 a della retta iwpropria 1 X 1 = oo e X 2 m della refta irnpropria 1 Y ( = ml 

esiste uno e u n  sot0 integrale della (B), che è regolare ull'infinito, che su y si 
riduce ad una funtiorze assegnuta f(t), e che soddisfa lu condisione: 

dove y(Y) è una fuwione assegnata selnpe finita, supposto che siu lim y(Y) = O, 
Y -+cc 
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f(t,,) = O ('1 e f(t,) = cp(a). Tale integrale b analitico izei punti interni a D ed 
è nul10 colle sue derivate prime e seconde per Y - + m, m < X < + CG B. 

Infatti il cambiamento di variabili (1) riduce il teorema al teorema di 
esistenza e di unicità ne1 dominio (Che & di tipo D,), compreso tra una 

1 
curva a, trasformata di y, avente un asintoto a=- per y-+ oo, terminata 

112 

a un punto (0, a )  dell'asse y, e il semiasse y, corrispondente a y >  a, quando 
ne siano dati i valori su y e su tale semiasse; il risultato B allora una con- 
seguenza del S. V del $ 2 per la (A). 

Tenendo conto del T. IX del $j 2 si trova subito che una funaione 
z(X,  Y ) ,  integrale della (C) ,  che sia finita sulle rette 1 X 1 = oo e 1 Y 1 = CO, é 

determinata come funzione pari di X ne1 dominio D e ne1 dominio simmetrico 
di esso rispetto all'asse Y, dando i valori di z(X, Y) su y soltanto; sulla 
semiretta X ut della retta impropria [ P 1 = oo, z si riduce alla costante f ( t , )  
e le sue derivate priirie e seconde si annullano; sulla semiretta Y > a della 
retta 1 X 1 = oo la z(X, Y )  si riduce ad una funaione analitica di Y ben 
determinata. 

Sernpre tenendo conto delle (l), si vede che se D' è un dominio analogo 
a D, posto perb ne1 semipiano X < O, e se il suo contorno y ,  ha gli asintoti 
Y = a  per X--oo e X = n. ( n  < O) per Y-+ oo (fig. Ci), ne1 dominio 6, 
costituito di D e D', esiste ed 6 unico l'integrale u(X, Y) della (B), che as- 
sume valori dati su y e su y, ed é regolare per 1 X 1 = oo e [ Y 1 = oc ; u è 

analitico quando si attraversa la retta 1 X 1 = ce, non é analitico in generale, 
quando si attraversa la  retta 1 Y 1 = m. Cib mostra il differente comporta- 
mento degli integrali della (I3) e della ( C )  sulle due rette improprie IX I =  oo 

e I Y ( = w .  
Passando ad un altro tipo di  dominio infinito ne1 piano X, Y, si con- 

sideri in esso una curva y posta ne1 semipiano X ); O, di equazioni para- 
metriche X=X(t ) ,  Y = Y(t) (t, <t  <t,), tale che lim Y(t)=-oo, lin1 P(t)=+ CO, 

t -  tu t - t ,  

X(t,) = X(t,) = m, cioè avente 1' unico asintoto X = rn (.~rz > 0) per 1 - t 00 
(fig. 7, di cui si consideri per ora la sola parte posta ne1 semipiano X >  O). 

(1) Ci si riconduce a supporre f (t,) = O ,  lim cp(Y) =O, sostituendo eventualmente alle 
y-* 

P P u ( X ,  Y), f ( t )  e rp(Y) le w(X, Y) - -- q, f ( t )  - -- - q, q (Y )  - q, dove p e q sono deter- X x (t) 

4nnuli dl .Mutsmutiuu, Srr ia  IV. Tomo SIV. 32 
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Si consideri il doriiinio infinito D coiiipreso ira la ciirva y, la retta im- 
propria / X 1 = CG, e la semiretta X 2 i i~ ,  della rcttii impropria 1 Y 1 = CL. In  
queste ipotesi il cambiamento di var iahi l i  (1) permette cli diinostrarc il:  

T. XV. « Ne1 dominio  D miste zcno e um solo i n t e p n l e  drllu ( H I  u(X, TI. 
che é regolare per Y 1 = 00, s u  y s i  ricluce a m a  funaionc nsscg~mtcr E ( t )  e 
soddis fa  l a  lirn II(& Y )  = c p ( ~ ) . ' d o v e  y(Y) è p w e  ut-za funaiortu nssegrmta, tale 

x-+a 
che sia f ( t , )  = f(t,) = lim y(Yl = O  ( ' ) .  Tole intrgrnle è firnzio~zu arznlitica nui 

Y-+cc 

p u n t i  in t e rn i  a D; per Y -+t CC esso tettde a zero colle sur derivate p i w e  e 
seconde. La u(X, Y )  fion è funsione armlit ica,  quaf ido s i  attrauersa l a  rettcc 

b i q r o p r i a  / Y / = CG, ci& ~ , o a  t? sailuppabile in aerie d i  polenze d i  e d i  T 
S - X, ( p e r  X, > m) 2. 
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Il T. XY in particolare si applica qliando D è il semipiano X > m  ( m  > 01. 
Per  il T. IX del 5 2 un integrale e ( X ,  Y) dell i  (C) .  finito per 1 X / = cr. 

r 1 Pl = co, tS determinato in D e tir1 doniinio simrnptriro rispetto all'asse 1- 
coinc funaione pari di X. qiiando lie siano dati i valori f ( t )  su y soltantci, 
colla condiaione f(t,,) = f ( t , ) ;  s111la seiniretta X > .na della retta / 2-1 = ca, . = f it,,). 

Se infinr y ,  P iina ciirva analoga a y (fig. 7) posta ne1 semipiano X<O, 
ehe per Y -zk oo ha 1' iinico a,sintotu X = n (12 < O), ne1 dominio 6 esterno 
a 1 1 ~  curve y e y, cioè conteneiite Iii retta impropria ( X ( = ffi, esiste ed B 

unico l'integrale della (B), clle assume valori dati su y e y, ed G regolarr 
siille rette improprie; u O analit,ico yuando si attraversa la retta impropria 
X 1 = oo, ma non quando si attinversa la retta impropria 1 P 1 = m. 
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Sui sisteirii liiieari, a tre e a, quattro diineiisiotii, 

di complessi linea ri. 

Siinto. - Si coinpleta uno studio precedelite, sulla rappl-esentueione piana ~ l e i  sistemi ligzeuri 
d i  cornplessi linenri, secondo al nzetodo rlualistico del MAYOR. 

I n  una nota pubblicata recentemente negli « Annali di Xateinatica >> 

(Serie IV, t. XIV, 1935-36, p. 99)) ho stiidiato la rappresentazione piana dei 
fasci e delle reti di complessi lineari secondo il metodo del MAYOR. Mi voglio 
ora occupare della rappresentazione, con 10 stesso metodo, dei sistemi a tre 
e n quattro dimensioni. 

Pe r  non incontram difficoltà e complica~ioni eccessive ne1 disegno, è 

consigliabile di rappresentare questi sistemi in via indiretta, rappresentare 
ci& non i sistemi stessi ma quelli che sono in involuaione con essi. 

- - - -  
1. Sia (r) = (f f rv  (p l )  un complesso lineare qualunque. Se (r) E (ffrç9 T I )  è 

un altro complesso lineare in involuzione con (F), il MAYOR diinostra che 
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esso non cessa di esserlo, qiiando cp e cp' si spostino parallelaniente alla di- 

rrzione di f ed f' (sernpre naturalmente mantenrndosi allineati con 0) (Fig. 1). 
Spostiainoli diinque finchè vengano a cadere rispettivamente in y, su f e 
in y,,' su f ' .  Cosi pure spostiamo e (F' parallelamente ad f finch2. vengano 

a cadere rispettivamente in i,, su f ed in i,' su f'. La condizione d'involii- 
torietà dei due complessi (ï) (Ï?) equivarrà a quella d'incidenza delle due 

- - -  - 
rette ( f f ' y , , y i ) ( f  f' cpocpo'), e ci06 al parallelismo della retta y,'@,' alla retta che 

da O proietta il punto f f  (oppure, il che è lo stesso. al parallelismo della 

retta c p , ~ ,  alla retta che da O proietta il punto f'fL 

2. Tutti i complessi lineari (I') = (f f'cpy') in involuzione con lino stesso 
- 

complesso (r) -- (f f rp'), costituiscono un sistema lineare oc4. Dunqne pub 

convenirsi che un  solo comnpt~sso valga a rappresentare un sistema lineccre 00' 

di co~nplessi, ci06 il sistema (C) dei complessi in involuaione con esso. 
Abbiamo visto che di un complesso (1') di un tale sistema (C) possono 

darsi ad arbitrio due elementi rappresentativi. e cioP precisamente gli ele- 
menti f ,  cp' oppure gli rlementi f', y :  gli altri due restano determinati di 
consepenza. 

Se sono assegnati ad arbitrio per es. gli olementi f, y', basta trasportare 

anzitutto p R U  f in Go e (P' 9u f '  in Go', parallelamente a f ;  poi conditrre 
- 

per cp,' la paralleln alla retta che unisce O col piinto f f ,  e per rq' la parallela 

alla f. Queste due parallele s'incontreranno ne1 punto y,'. Quindi f' sark la 
parallela alla f condotta per cp,'. Infine la cleterminazione di y sarà imrne- 
diata (Fig. 1). 

3. Parimenti tutti i complessi lineari (ï) = (f f' y y') in involiizione con 
- - - - - 

due complessi fissi il',) s (f,f,'y,cp,'), (I',) r (f,f,'cp,cp,'), costituiscono un sistema 
lineare oo3. P u b  dunqiie anche qui convenirsi che due conzplessi valgano a 
rappresenture ur& sistema lineare m3 di cowzplessi, cioè i l  sistema (C) dei 
complessi in involuzione con entrambi. 

Di un generico complesso (r)  di (C) potranno darsi ad arbitrio gli ele- 
menti f ,  f' oppure gli elementi y ,  cp' (i due casi sono duali l'uno dell'altro) 
(Fig. 2). Siano per es. dati gli elementi f ,  f'. Si romincino anzitutto a tra- 

- - - -  
sportare ~ i r ~ , ' ' P n v 2 '  parallelamente a f siille rispettive rette flf,'fsf2.' nei punti - -  - -  
c ~ , , , y , ~ c p ~ ~ , ~ ~ , , '  (nella figura si  slippont! che questo trasporto sia gis stato ese- 

- 
giiito). Si congiunge O col punto f'f,' ti da y,, si traccia la parallela a yuesta 
retta fino ad incontrare la  f ne1 punto cp,,. Parimenti si congiunge O col 
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punto f'f,' e da G,, si traccia la parallela a questa retta fino ad incontrare 

la f ne1 punto y,,,. La parallela alla f ,  condotta per y,, e la parallela 

alla f, condotta per s'incontreranno ne1 punto cp cercato. Infine la de- 
terminazione del quarto elemento cp' sark immediata. 

4. Naturalinente il nostro sisteina lineare w3 è in involuzione con ogni 

altro complesso appartenente al fascio (l?,)(?,). Percib u n  sistema linenre OO" 

yu6 essere rappesentato più sert~plicensente, rctypres~ntando tutto il fascio ( F )  
- - -  

çhe è i n  iwuolueione con esso. Dati i quattro elementi C C" cc' che rappre- 

sentano il fascio (C) e data, per es., la coppia di elementi f ,  f' del coni- 
plesso (I') che si vu01 costruive, per trovare gli altri due elementi y, y' con- 

- - 
verrà eseguire le operazioni indicate riferendosi a due complessi (l',)(r,) 
di (c)  che rendano queste operazioni le più semplici possibili. Conviene che 

uno (ri) di questi due complessi sia quello in involuzione col sistema diret- 

tore, ci06 quello le cui rette rappresentatrici ?,fi1 coincidono nellii congiun- 

gente i centri C c' del Pascio (e i cui punti g,z' coincidono nell'intersezione 

degli assi cc?) (vedi la nota citata, p. 104); per (F2) conviene prendere il corn- 

plesso di (C) la  cui retta f passa per O e il cui punto ;p" P improprio (oppure 

quello la  cui retta f' passa per O e il cui punto è improprio). 
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252 T. VIOLA: Sui sisterni l imea r i ,  a tre e a quattro ditnedoni, 

5. È necessario, per quanto ci resta da dire, che risolviaino anche i pro- 
blemi della costru~ione di un complesso in  involuzione con tre oppure con 
qnattro coniplessi dati, il quale sia ulteriormente determinato in modo con- 
veniente. A ta1 £ine esaminiamo nuovamente la Fig. 2. Supponjamo di tener 

- 
fissa l a  retta f' e di far  variare la f. Allora le  rette ?,,y,, e y,,,y,, restano 
fisse e percio i punti .g,,cp,, percorrono, rispettivamente su queste due rette, 
due punteggiate prospettive il cui centro è il punto improprio della f'. Le 
rette cp,,cp e cp2,cp descrivono due fasci improprî proiettivi, a n d  prospettivi, 
poichb la retta (impropria) che unisce i loro centri é unita. Dunque y de- 
scrive una punteggiata proiettiva al fascio descritto da f. - - - - -  

Supponiamo ora assegnato un ter50 cornplesso (I',) = (f,f,'y,rg,'), linear- 
- - 

mente indipendente dai due primi complessi (r,)(ï,) e proponiamoci la CO- 

struaione di (ï) = ( f f ' yy~ ' )  in modo che sia in involuzione con tutti e tre i 
- - - 

complessi (J?,)(I',)(I',). Tutti i complessi (I') costituiscono una rete e percib uno 
di questi complessi sarà individuato assegnando ad arbitrio uno qualunque 
dei suoi quattro elementi ff'cpy' (nota citata, p. 106). 

Sia assegnato ad arbitrio per es. l'elemento f ' . Intanto come prima cosa 
- - - 

-!- - 1  si  trasporteranno i punti y,rp,'cp,y, cp,y3 parallelamente ad f' rispettivamente 
- - - - - -  - - - -  - -  -- - - 

sulle rette f i f l f f s f2 ' f3 f3 '  nei punti ~,oy,u'cpnoya~'p30y3,'.  Cosi i cornplessi (I'l)(l'p)(I',) 
saranno diventati tutti e tre speciali e basterà costruire (î) in involu~ione 
con tre rette (le tre direttrici di  quei tre complessi). Tracciamo ora ad ar- 
bitrio ana f parallela ad f' (B1ig. 2) ed eseguiamo le  costruzioni indicate 

al n. 3 come se (r) dovesse essere i n  involzcziolze coi soli contplessi (ri@',). 
Otterremo un punto cp che in generale non sarà quello cercato. Indichiamolo 
con rg,. Analogamente eseguiamo l e  costruaioni iudicate al n. 3 conze se (T) 

- - 
dovesse essere an involusione c o i  soli cornplessi (i',)/ï,). I l  punto cp corrispon- 
dente, che non sarà neppur esso quello cercato, Io indicheremo con y,. Se 
si varia la posizione di f, variano le posizioni di cp, e cp, e, per quanto sopra 
si è osservato, y,  e y ,  devono descrivere due punteggiate entrambe proiettive 
al fascio improprio descritto da f e quindi proiettive fra di h o .  Anzi pos- 
siamo dire senz'altro che queste due punteggiate sono prospettive, poichè 
sappiamo a priori che esiste una ed una sola ben determinata posizione della 
retta f, per l a  quale i due punti cp,cp, coincidono. Eseguite dunque al più 
due volte le costru~ioni indicate (cioh per due posiaioni provvisorie della 
retta. f), sarà possibile tracciare i sostegni delle due punteggiate prospettive 
descritte da  y , ,  y,. L' interse~ione di questi due sostegni é il punto cp cercato. 

L a  costruzione si sernplifica, se si h a  cura di scegliere due posizioni 
particolarmente convenienti della f. Per le osservazioni fatte sulln Piy. 2, si 
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vede che, se f pasRa per l'intersezione della parallela condotta per 6," alla 

retta che da O proiettn il punto f'f,', con la parallela condotta per i,, alla 

retta che da O proietta il punto f'f2', allora y coincide con quest' intersezione. 
Dnnque allora rp sta su f, y' s u  f ,  e il complesso (ff'yy') è speciale. Analo- 
gamente si  pub scegliere f in modo che il complesso (ff'ycp') costruito in 
iwvoluzione coi soli due conhp2essi (&)(i',), sia speoiale. Queste due scelte par- 
ticolari di f ~einplifica~no riotevolmente la costru~ione. 

6. 11 procediiiiento puo essere perfettamente imitato per la  risoluzione 
del problema di costruire un cornplesso (i') che sia in involuzione con quattro 

- - -  
complessi dati (ï,)(I',)(I'L',)(l?,), per q u a n t ~  naturalrnente qui le complicazioni 
del disegno si  moltiplichino. 

Osserviamo anzitutto che, nella rete costituita dai complessi (I') che sono 
JL - 

in involunione coi soli prZqni tre wmplessi (T,)(l1,)(l',), gli elernenti f'cp si cor- 
rispondono in una reciprocith (nota cit., p. 108). Se dunque f' descrive u n  
un fascio improprio, cp descrive necessariamente una punteggiata proiettiva 
a quel faseio. 

Se noi vogliaino che (Y) sia in involuzione anche col quarto cornplesso (F,), 
e cioè appartenga a un determinato fascio (del quale perb non conosciamo 
ancora nè i centri nè gli assi), non possiamo nssegnare a priori nessuno dei 
quattro elernenti ff'yy'. Ma possiamo assegnare O la  direzime delle due 
rette f f ' ,  oppure la  poiettante i punti ycp' da1 punto O (i due casi essendo 
d u d i  1' uno de117 altro). 

Sia assegnata per es. la direzione delle due rette f f ' .  Traccia,mo ad 
arbitrio una f' parallela a quella direaione ed eseguiamo le costruzioni 

- - 
del n. 5 corne se (r) dovesse essere in involuaione coi soli ive complessi (l',)(rzi(r,). 
Si chiami y ,  il punto cp corrispondente. Eseguiamo pure le stesse costruzioni 

- - -  
corne se (r) dovesse essere i.n involusione coi soli tre comnplessi (I',)(l',)(l',), e si 
chiami y, il punto cp corrispondente. Al variare di f ' ?  i due punti cp,cp, per- 
corrono due punteggiate proiettive, anzi prospettive, poichè sappiamo a priori 
che, per una ben determinata posizione della retta f', i dne punti cp,cp, devono 
coincidere. Sarà dunque possibile, con due soli tentativi (cioè con due  sole 
posizioni provvisorie della retta f'), tracciare i sostegni delle due punteggiate 
prospettive descritte da c p , ,  y,. L7intersezione di questi due sostegni è il 
punto cp cercato. 

7. Siamo ora in  grsdo d'invertire i problemi risolti ai nn. 3, 2. 
lo) Dati quattro complessi qual.unque (ri) (i = 1, 2, 3, 4), non  apparte- 

snelzti ad u n a  stessa rete, rappvesentam i l  sisterna (C) lineare ~ " h e  l i  contiene. 

.InnaLi di .Kacsmuticu, Serie  Il-. 'Eumo XIV. 33 
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252 T. VIOLA: Sui s i s t e d  li?.zenri. a tre  e n qzcccttîo dinzerisiowi, 

Si  costruiscono due complessi lineari qualunque (ri), (I',), clie siano in 
involusione con tutti e quattro i complessi (I',) (n. 6). I l  fascio individuato 

da questi due complessi (F,), (c) rappresenta, secondo quanto si è convenuto 
a1 n. 3, il sistema (C). 

aO) Dati cinque co.wplessi qualunque (ri) (i = 1 ,  à, 3, 4,  5 ) ,  noth appwr- 
tenenti ad uno stesso sistema m3, rappesentare il sistema /C) lineare m' che 
li contiewe. 

Si  rappresentano separatamente il fascio (C,)  iiivolutorio al sistema 

lineare oc3 definito dai quattro complessi (i',)(i',)(I',)(ï,), e il fascio (C,) invo- 
lutorio al sistema lineare ocvdthfinito dai quattro complessi (i'z)(I?,)(l',)(I',j 

(n. 6). 1 due fasci (Ci)(C,) hanno in comune un unico ben definito coin- 

plesso (r) ('). Questo complesso (r) rappresenta, secondo quanto si é con- 
venuto al n. 2, il sistema (C). . 

-- - - - - - -  (y Aiiffinch6 due fasci (Ci) = (CiC,'cic,'), ( c ~ )  = (C2CZfcZc2') abbiano un coinplesso in 
comune, sono necessarie e suffioienti tre condisioni: 

- -  - -  
a) Le rette Ci Ce, CilC,' sono parallele ; 

- -  - -  
b) I punti c i ~ , ,  c,'c,' sono allineati con O :  
c) Queste due rette e questi due punti sono due coppie di una stestia omotetia di 

centro O. 
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Sulla, geoinetria (1' uiia superficie poco differente 
c h  i ir i  ellissoidt: coii itpplicti,eioiie; al cas0 della Terra. 

Memoria d i  CORRAUINO MINE() (a Palermo). 

Sunto. - Si assocmono come pun t i  cor~ispondenti .  sulla superficie S e smll'ellissoitle, date 
punt i  s i tuat i  s u  u n a  stessa normale di S.  ammettendo che Z'angolo delle rzormali alle 
superficie in due punt i  corrispondenti sia u n a  piccola quant i tb  della quale si  possa 
trascurare i l  quadrato. S i  confrontano in questa ipotesi yli  elementi metrici cli S colt i 
corrispondenti ellissoidici, studiando in particolare le trasformate ellissoidiche delle 
geocletiche d i  S. S i  f a  u n a  applicazione della teoria a l la  determinazione del s yeoide . 
per mezzo delle deviazioni della verticale, ponendo questa determinazione s u  fonda- 
ment i  pi& Tiyorosi. 

Dell'argomento mi occupai in  un lavoro del 1911 ('). Più recentemente 
i l  TORTORICI ~i ha  dedicato una importante Memoria, giovandosi di alcune 
formole inedite del WEINGARTEN, pubblicate da1 BIANCHI ('1. Qui ci torno, 
perche la questione della cosl detta desiazione in azimut va inaggiormente 
approfondita. Gib il POINCARÉ aveva richiamato l'attenzione sull'insufficienza 
della formola cornunemente adopemta per l'anaidetta deviazione (3). I n  questa 
formola, invero, come in quella famosa di LAPLACE, che se ne deduce, la 
deviazione in discorso P soltanto unn funzione del punto, non dipendendo 
dalla direzione uscentNe da1 punto. Ora, se cosi fosse, la rappresentazione 
della superficie S (in part i~ola~re del « geoide ») sull'ellissoide sarebbe con- 
forme; il che non &, salvo che non si trascurino quantità che possono andare 
fino a qualohe decimo di secondo d'arco. 

Non basta. Quand'anche la rappresentazione, limitata a una conveniente 
regione di S, si potesse considerare come conforme, quella formola non sa- 

(') Vedi MINEO, Sulle fol-mole fodarnental i  per i l  comfronto della superficie geoidica 
con Z'ellissoide besseliano, s Giornale di Xatematiche d i  Battaglini a, V o l .  XLIX, Napoli, 1911. 

(2) V e d i  TORTORICI, Estensione d i  alcune formole d i  Weingartem ed applicazione a l  
problema della fol-vna della T e w a ,  s Att i  della R. Accademia d i  Scienae, Lettel-e e Belle 
A r t i  d i  Palermo B, Vol .  XV, Palermo, 1928. 

(3 )  Cfr. POINCARE, SUT les déviatio?zs de l a  verticale en géodésie, * Bulletin astronomique D, 

Vol .  XVIII, Paris, 1901. 
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256 C. T\iCr~so : S«Zh yeomett-in d'wnn strperficie poco clifferente 

rebbe per qnesto menc inesatta. Infatti, nella pratica non si considerano le 
deviazioni in azimnt lungo curve corrispondenti, per es. lungo un arco 
geodetico della superficie S e lungo il corrispondente arco ellissoidico: a 
quest'ultimo arco, invece, si sostituisce 1' arco di geodetica ellissoidica pas- 
sante per gli stessi estrerni. La  formola, dunque, quand'anche valga per due 
archi corrispondenti, non pub mai valere per due archi che non si corri- 
spondono: occorrerebbe per cib che la rappresentaaione di S sull' ellissoide 
conservasse le geodetiche, cosa che non pub avvenire. 

I l  POINCAR*, nello scritto citato, fu condotto, con rapidi cenni, a sta- 
bilire una formola piii esatta per la  deviaeione in discorso. Per nna cledu- 
zione rigorosa della forinola, t? necessario uno studio delle trasforrnate ellis- 
soidiche delle geodetiche di S e un confronto di queste curve con le geode- 
tiche stesse dell'ellissoide. Ne1 mio lavoro citato, questo studio fu fatto e fu 
ritrovata l a  formola del POINCARÉ; ma, ne1 dedurla, si ammise, con un 
ragi~namento intuitivo, che le due curve da  confrontare (trasformata di una 
geodetica di S e geodetica ellissoidica), passanti per due yiinti dell'ellissoide 
abbustanza vic in i  (a un centinaio di chilometri di distanza, sull'ellissoide 
terrestre), si confondano lineanuzente, ne1 senso che le coordinate curvilinee 
in punti corrispondenti sono eguali (nell' ordine d' approssimazione prefissa to) ; 
mentre, come fu dimostrato rigorosamente, gli azimut corrispondenti non 
sono eguali. 

Nella presente Meinoria la  questione è completamentr risoluta con nno 
studio più approfondit0 del sistema differenziale del priin'ordine delle tra- 
sformate ellissoidiche delle geodetiche di S ;  sistema i cui integra.li (ottenuti 
per serie) ho potuto confrontare con gl'integrali delle geodetiche ellissoidiche. 
Sono cosi pervenuto a formole piii approssimate e più generali: come caso 
particolare ho ritrovato l a  primittiva formolu di  deviaaione in  azimut, restando 
cosi confermata l'intuizione che mi servi a stabilirla ne1 lavoro del 1911. 

Dei risultati ho fatto un'applicazione a l  caso della Serra, giustificando 
in parte i procedimenti in uso e mostrando come essi si dcbbano correggere 
a l  lume della teoria. 

1. Supponendo rifcrito l'ellissoide di rotazione a coordinate geogrnfiche 
rq e w, le sue equazioni parametriche sono 

(11 
a cos cp cos w a cos cp sen w cc/l - e') sou cp 

x, = ? Y =  , a =  - - 

V 1  -e2sen2 rq \ 1 - e2 sen" 1' 1 - e2 senz cp ' 

dove cr è il semiasse maggiore ed e l'eccentricità. 
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da un ellissoicle con apylicaxio+îe cc1 crrso dello Terra 237 

Ne segue clle i coseni direttori della normale ilel punto (y, w) sono 

( 2 )  L - cos y cos w, Jf = cos cp sen w, N =  sen y. 

E per il quadrato dell'elemento lineare della superficie si ha la seguente 
espressione : 

(3) 

a'(1 - e 2 ) 2  

(4 1 
a' cosP y - 

(1 - e' sen' yI3 ' 1 - e2 sc1n2 cp '  

mentre i coefficienti della seconda forma differenziale qiiadi*atica sono i 

2. Sia S m a  superficie poco differente dall'ellissoide, ne1 senso che ora 
diremo. Supporremo clie della S sia assegnata la congruenm clelle normali, 
rispetto aI17 ellissoide, preso corne superficie di partenza. La retta della con- 
gruenza passante per il punto M ( y ,  u) dell'ellissoide sarÀ findividuata dal- 
l'angolo e che essa forma con l a  normale ellissoidica passante per M (de- 
uiaaiowe totale) e dall'angolo y che il piano delle due normali (piano d i  
dewiaaione) forma con i l  meridinno ellis~oidico passante per M. Noi sup- 
porreino che l'angolo E sin una qnantitk piccola, della qnale si possa tra- 
scurare il quadrato. Teoricarnente si pub dire che E è il nostro infinitesimo 
principale O del primo ordine, e che gl'infinitesimi d'ordine superiore sa- 
ranno trascnrati. 

Chiamiaino M* il punto di S che sta su1 rdggio della nostra congruenm 
passante per N: tra i punti M dell'ellissoide e i punti M* di S si  stabilisce 
cos1 una corrispondenza, che supporremo biunivoca, e che si pub chiainare 
corriqondenza secondo le normali d i  S, perché due punti coi.rispoiidenti 
stnnno su una normale di S. 

Rifrriamo anche la S a coordinate geografiche 1 e A, rispetto a l l ' a s s ~  di 
rotazione dell' ellissoide : 1 ( lafitudine) è il complemento dell' angolo che la 
norinale alla S in M* forma con 17asse G; h (longit2tdine) è l ' a i i~olo  che il 
piano meridiano di S passante per M* (cioè il piano contenente la normale 
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-- 

a S in M e la paralIela peï  M all'asse z) forma con un piano fondamentale 
(primo wineridiano) passante per l'asse 8. 

Posto 

(6) E = C C O S ~ ,  q = E w n y ,  

B facile dedurre (giovandosi della rappresentaaione sferica delle direzioni) le 
seguenti relazioni 

(7)  l = c p  +[, A = o + q s e c y ,  

clle valgono, beninteso, a meno di ~ " e  quiiidi di SP, q2, ecc.). 
Da un punto di vista affatto leorico, considereremo 5 ed q coine date 

funzioni di cp e o; le quali funeioni determinnno la nostra congiwenza a 
pnrtire dalla superficie ellissoidica. Supporremo inoltre che le (7) siano re- 
versibili, cioe definiscano univocamente y  e e coine funzioni di 1 e A :  la 
corrispondenza tra i piinti X ( y ,  w )  dell'ellissoide e i punti J l * ( l ,  A)  di S è 

allora biunivoca. 
Segue quindi dalle (7): 

Le funzioni 5 ed 7 di y e o si possono anche considerare corne fuiizioni 
di 1 e 1, composte per mezzo di y e w ;  Ir quali, per ipotesi, sono funaioni 

di Z e h definite dalle (7). Indichc~renio con 5 e 7 le funzioni di 1 e j. nelle 
quali si trasforinano le funzioni 5 e y, quando y  e (1) si coiisiderano coiiie 
funzioni di  Z e h definite dalle (7). 

Si dednce allora 

Infine si ha (sempre a meno d' infinitesimi d' ordine superiorr) : 

3. Chiamarido X, Y, Z i coseni direttori della iiorinale ~ i l l i i  xupcrfic.ie S 
in Lin punto Jl*jx*, y*, s*), si ha 
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da m m  ellisshde cotc rqqdicazione al cnso clella Terra 

ovvero, tenendo prosoriti le (2) t. le (7):  

1 X = L  - ~sencpcosw - q  senct;, 
(12) ) Y - d l - t s e n q s s n o +  qcos  w, 

( Z = N + F c o s v .  

Indicando con h il segniento Jldl* compreso tra il punto dl(x, y, z) del10 
ellissoide e il corrispondente N*(x*, y*, z") di S, abbiamo 

E la oondizione necessaria e sufficiente affinchè la superficie S c s i ~ t a ,  ov- 
. vero affinchè la  congriienza definita dalle funzioni E, e y sia normale, 6 che 

si abbia: 
Xdx* + Ydy* + Zdz* = 0, 

ovvero, per le (13) : 
dh = -- ( X d x  +- Ydy + Zdz). 

Tenendo presenti lt. (l), (5) e (IS), si trova 

( 14  dh = DEdq + LYq sec cp do. 
E quindi la condizione 

a( LY a -- 
A 
-- 

1 dDV 
au D a(p 

(y sec y )  + D ~ q  sec cf, 

che é necessaria e sufficiente affinch+ la nostra congruenza sin normale. 
Quando si trasciirino i termini in Se2, ye', la ( S U )  si riduce alla condizione 

trovata clal VILLARCEAU. 
Se la (14) è verificata, esiste una famiglia di saperficie parallele, che 

ammettono come normali i raggi della nostra congruenza. Noi supporrewo che 
11 . 

la S sia molto vicim all'ellissoide di partensa, e amw~ettereir~o che - sza ulta 
a 

quantita piccola ddl'ordine d i  E (un infitzitesimo del I o  ordine, dal  puîzto d i  
vista teorico). 

4. Riferita la  S al sistema definito (no 2) di coordinate curvilinee geo- 
grafiche, calcolinmo i coefficienti D,, D,', D," della seconda forma diffe- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



260 C .  M I N E O :  Sulla yeometvia d'ztwa superficie poco d i f f e t - e ~ t e  

renaiale quadratica di S; dalla quale forma dipende pih direttamente la de- 
terminaeione di S ('). 

Si trova: 

Avuti i coefficienti D,, D,', D,", quelli E, , F*, G,, della prima forma fon- 
damentale si deducono dalle formole generali ( 5 )  

e si trova (nell'ipotesi di h infinitesimo del l0 ordine) (y: 

5. Sia c* unn curva, ap~ar tenent~e alla siiperficie S, di e q ~ a ~ z i o n e  

della curva c corrispondente a c* sull'ellissoide, si trova eliminando 2 e h 
tra la  (18) e le (7); e facilmente si sta,bilisce la relazione 

( 4 )  Cfr. M r ~ s o ,  8ulle superficie fifarite a UN sistema geoyrafico e sulla determinazione 
imkinseca del Geoide, a Giornale di Matematiche di Battaglini B, Vol. XLVIII, 1910. 

(5) Vedi MINEO, ibidem. 
(6) Si tenga presente che è 

sec" =sec" (1 + 2E tang cp) .  
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cla wn ellissoicle con rrpplicasione cd cnso della Tewu 261 

Per  l'angolo A che la linea c" di S forma con le linee Nord, si ha 

d?, 
D*) + Di' dl 

tang A = sec 1 
d i  

0, + D*' 

E per l'angolo 8 chr la corrispondente linea G forma con le linee Nord del. 
l'ellissoide (linee coincidenti con i meridiani O l i n ~ e  w = costante), si ha 

Con un facile calcolo, che per brevità omettiamo, si trova, tenendo yre. 
senti le relazioni (la), (16) e (20): 

d D  
(33) tang A = tang H + D 

E da questa si deduce: 

o anche 
e' h d w  

A - @ = y  tangcp+---cos3cpcosZ8. 1 - e e D  dcp 

h 
Si  vede che soltanto se si trascurano le quantità dell' ordine di ee - O di ek, a 

le preoedenti formole si riducono alla formola solita 

I n  quest'ultiino caso la deviazione in azimut 6 indipendente dalla dire- 
zione considerata; e quiidi la rappresentazioue della superficie S sull'ellis- 
soide 6 conforme. 

6. Dimostriamo 1' importante proprieth, che, nella corrispondenza ( 7 )  trn 

le due superficie, ut sistema ortogonale dei meridiani  e puralleli dell'ellissoide 
corrisponde un doppio sisteina ortogonale sulla S .  
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A questo scopo trahformiamo il quadrato 

dell'elemento lineare di S per mezzo delle forrnole (7) e teniamo presente la 
condizione (15). Si trova, con un calcolo che non presenta alcuna difficoltà: 

La (25) prova la  nostra asserzione. 
Poichè il quadrato dell' elemento lineare dell' ellissoide è dato dalla (3)' 

si vede subito che la rappresentazione (7) non è conforme, essendo 

Si ha, infatti, 

eZ h e V  i 

h - - - =  (DE z) -- e 2  I Y ' ~ ~ s 4 . p = -  -- (1 - ee sen2 y)' cos2 y ;  
1 - e 2 a  

e quindi la  rappresentazione (7) non B conforme se non quando si  trascurino 
h 

le quantità dell'ordine di - e" corne avevalno previsto per altra via (no 5). 
CC 

Nella rappresentazione di  S sull'ellissoide, i ineridiani e i paralleli di 
questo sono le liwee primipali della deforrnazione (lineare). 1 moduli prin- 
cipali di deformazione sono 

donde, tenendo presenti le  (4) e (5 )  : 

I n  generale, si ha 

ds" 2n' = - = Ed$ + Gdw' 
ds*"(F - 2 ~ h ) d ~ '  + (G - 2D"h)dw2 ' 

dalla quale si trae 
do " 

D+D(&) 
(87) ,Ill = 1 -+ h 

E + G & ~ '  
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d a  u.n ellissoide con crppEicci~ione al cas0 della Term 263 

essendo y ,  e y ,  i valori del parametro y negli estremi dei due archi. 
Pacilrnente si trova la  deforinazione angolare. Se P* 6 l'angolo di due 

curve di S e fl quel10 delle corrispondenti curve ellissoidiche, si ha 

essendo y ,  e y? gli angoli che le due curve ellissoidiche formano con il me- 
ridiano. 

Tenendo conto delle (4) e (5))  la (20) si scrive: 

(29biq) 
e" P"-P=i-e.F (sen yt COS yz - sen y, COS y , )  cos4 y. 

7. Torniaino ad adoperare snlla superficie S le coordinate geograficlie. 
Le geodeticlie di S verificano il sistema differenziale di primo ordine 

d A  dA 
( dl=z sen 1, 

1 d l  

I 
D,'+D," a 

tang A = sec I 
dA ' 

D * - C D ; ~  

dove A (no 5) B l'angolo che la curva forma con le linee Nord ('). 
Per  avere il sistelna differenziale a1 quale verifica la curva corrispon- 

dente sull'ellissoide, trasformiamo la prima delle (30)) giovandosi della (22) 
e tenendo presente la (20). La seconda delle (30) si muta manifestamente 
nella (22). Si ha:  

($43 dto 
(smcq+5coscp\-q - 

1311 

( 7 )  Cfr. MINEO, ibidem, 5 P. 
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264 C. M I ~ O  : Sulla geometvin d'umn szcperficie poco d i f f e r e ~ f e  

fi questo il sistema differenziale delle curve ellissoidiche corrispondenti 
alle geodetiche di S. Com'è naturale, alle geodetiche di S non cor]-ispondono 
geodetiche ellissoidiche: queste ultime verificano il sistema 

denotando con a 17 angolo della geodetica ellissoidica con i meridiani. 
Ora, si tratta di confrontare una cnrva del sistema (31)) passante per 

due punti dell'ellissoide, con la  geodetica ellissoidica passante per gli stessi 
punti. Noi supporremo che i due punti siano abbastanza vicini in modo che 
le due curve si possano ritenere poco differenti ne1 senso che ora precise- 
reino. Supponiamo di partire da nna geodetica ellissoidica, cioé da un sistema 
integrale 

(33) = w(c~)7 a = '(Y) 

delle (32); e cerchiamo un siütemn integrale W(ip) e @ ( y )  delle (31), 1îto1to cicirzo 
al sistema (33); ciob poniamo 

dove u e v sono incognite funzioni di y dell'ordine di E (no l),  O infinitesilne 
del 10 ordine, da1 punto di vista teorico. Allora le funzioni incognite zc e u 
devono verificare il sistema 

Nelle (35) le funzioni 
- -- 

f(Y7 4, 7 7 W<p7 a 
sono da riguardiire corne nffatto note, perche in esse al posto di & si pub 
sostituire senz7altro la  prima delle (33, cioù la fiinsione nota w(cp). Non si 

dimentichi, infatti, che 5, y ,  h sono del primo ordine; sicchè, per es., 

a meno di yuantità del second'ordine. 
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du u n  ellissoide c0.n npplicasione al cnso delln T e ~ r a  SGO 

È poi quasi superflno avvertire che nelle (35) il parametro y non deve 
n 

essere vicino a - (peraltro, per Ir stesse formole (71, restano esclusc le re- 
2 

7C 
gioni vicine ai poli tcrrestri); nt? vicino a - si piib supporre l'azimut u della 

2 
geodetica ellissoidica considerata: ne1 caso che si  tratti di unn geodetica 
ellissoidica che corra molto vicina a un parallelo dell'ellissoide, è ovvio 
coine si debba inodificare il procedimento; ecc., ecc. 

L'integrazione del sistema (25)  si ricondiice facilmente a quadrature; ma 
gl'integrali generali si presenterebbero sotto una forma estremamente com- 
plicata. Prr fare un'applica~ione pratica della teoria al caso della Terra, 
noi integreremo per serie. 

8. Ne1 caso della Terra, la superficie S è il cos1 detto « geoide «, le cui 
normali geometriche sono le verticali. Noi supporremo che si  abbia sempre 

il che equivalr a snpporre che la deviazione totale della verticale non superi 
un angolo di 3 0 .  Non già che non si siano riscontrate deviiizioni maggiori; 
ma esse sono assai rare. 

Ne viene che le quanfifà dell'ordine di  €e2 non sono trascurabili; giacchè 
si ha 

~ e "  7 x IO-?, 

mentre sono trascurabili le qiiaiîtitB dell'ordine di IO-'. 
Ne1 parahonare un arco di curva del sistema (361, ci06 delle trasforinate 

ellissoidiche delle geodetiche geoidiche, con la geodetica ellissoidica che ne 
congiunge gli estremi, ci l imiter~mo ad archi ln cui corda geodetica non 
superi i 100 chilometri sull'ellissoide terrestre; il che, tenendo presenti i 
valori dei parametri de l l ' ande t to  ellissoide, cioé 

a - 6377 km, e2 2 - 0.0067, 

porta a porre le seguenti limitazioni per le differenze Acp e A o  di latitudine 
e di longitodine iiegli estremi dell' arco : 

N e  vietje che sono lrcrscurcrbili ne1 nostro stmdio, perchè dell'o~dmtze di  cP, 
le q ~ n n t i t h  dell'ordine di  
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266 C. MINEO : Sulln geometria d ' m a  superficie poco differerzte 

In yuest'ordine d'approssiunazione, per la geodetica ellissoidica passante 
per i punti Mi('pi ,  w,). Mi+i(rpi+i, coi+,) dell' ellissoide terrestre, si hanno le 
eqiianioni : 

Pi w = mi + - tang ai (rp - y,) i 
ri 

1 p i Z  3 e" +:-senp, tanga, '1+sec2aLi  - I I cos- cpi . ($9 - y,)? + 
\ 2 rig 1 - e" 

1 tange pi tang ai  r 1 i sec2 ai 2 tang' a, 1 
-' 6 cos / 

(1 -+ sec*%, ,)' + + 
sen' vi cos' a i  \ (Y - Y, ) " ,  

P i  a = a, + - tang y, tang ai  ( y  - y,) + 
Ni 

1 Pi 1 NI I + - - tangai sec", + '' tan@yi sec2 CL, 4 2e" sen2 y ,  , jv - y,)"-+ sx N a- \ 

1 (2- t3sec 'u i  1+2sen2ai1 + c tang"i tang ai + --  -- , ( 9  - '9i)3; 1 senp y, cos4 a, 

dove pi, Ni, ri indicano rispettivamente il raggio di ciirvatura del meridiano, 
la gran normale e il raggio del parallelo relativi al piinto ivi7 toi). Poichk la 
geodetica considerata passa anche per il punto (y,+, , O,,,), i secondi membri 
delle (38), per y = rgi+*, devon0 assumere i valori mi+, e ai,, . Le (38). nel- 
l'approssimnzione che ci siamo prefissi, sono integrali della (32). 

Per avere la  curva (34), pa~san te  per i punti (.ci, coi), (rpi+, , toi+,), bi- 
sogna trovare le funzioni u e u, ci06 integrare le (35)  con le condizioni 

e cercheremo di determinare i coefficienti X, , X ? ,  X, , Y,, , Y,, Y2 ',. Y,, con 
la conclizione 

( S )  Cfr. MINEO, Sui p~oblerni della trigonometria sfevoidica, * Atti dell'Accedeniia Gioenia 
di scienze ntlturali in Catania >. Vol. VII, 1914. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



d a  utz ellissoide eoih c~yylzccczzolûe cd caso del la  T e r r a  267 

Ors, nell'approssimadone stabilita, il sistenia (35) si pub serivert. 

du du - - [sen rqi 4- (cp - cq i )  COS yi] + (1 @%osy tang ai + 

+ (y - [Ei tang ai sec' ai + 

I h .  
- e' 2 seri Yi cos cpi tang ai, a 

essendo 

E'=EIP. .il. ($)i=f$) q = q f , c o = m i  ; ece. 

Ponendo nelle (41) le espressioni (39) di u e u e identificando, si trova: 

Y ,  = X ,  sen yi + (1 - e2 cosr cpi)ji tang ai - qi - 
- e2([ i  + y, tang ai) COS"; 8% a, cos ai - 

+ [ci tang w sec? ai + - + rF - ) - a l ]  tang ai a@ , [(a,), + - -  (") t""g ai] 
a~ COS cp, ' 

Poichi?, per ipotesi, Y, è dell'ordine di E, la  2" delle ($2) mostra che 
anche X ,  B dell'ordine di E ;  ne segue, per la prima delle (42)' che Y, b del- 

l'ordine di E;  ecc. Com'era da prevedere, tutti i coefficienti de& sviluppi 
di LI e v sono (almeno) dell'ordine di  E. 

Epperb, essendo trascurabili nella nostra approssiiiiazione i tcrmini dcl- 
1' ordine di E 1 A 9  1: basterà scrivere 
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268 C. NINEO : Sulla geontetrin d' ana s~q~erf ic ie  poco clifferente 

limitandoci a dedurre Y,, , Y,, Xi dalle (42). Inoltre, no1 calcolo di X, e Pl, 
si potrà prescindere dai termini dell'ordine di ce" essendo trascnrabili i ter- 
niini dell' ordine di &e2 1 Arq ) .  

La (40), allora, dA 

(44) X, = - Xd~i+, - yd : 
qnindi dalle (42) segur 

Dall'iiltiiiia di queste equazioni s i  clediice 

cio+. nella nostra approssimazione : 

(45 l 
(Si tang ai - qi) sec%i x, = - 

2 cos q?, 
Eppero le (43) diventano: 

In conclusione, i ~ U P  archi ( d i  yeodetica ellissoidicn e d i  trnsforr~mta 
~l l issoidica d'uns geodetica geoidica) pccssanti per i yzmti JIi(yi, ~ i )  e 
Mi+i(vi+l , witi), s i  confondono l inenmente ,  nel smaso clie sorzo imontra t i  
dalle curve$y - costante in p u n t i  le cu i  difftwenze d i  longitz~dilze sono dell'or- 
diaesdi  ~ ( d y ) '  e quirzdi IrascurabiZi (n = 0); melztre glii aaillcut, ~zeg l i  ccnaidetti 
punt i ,  differiscono per quant i ta  dell'ordine d i  E 1 l y  1, nvenclosi ( ) :  

(9) Ne1 lavoro citato del 1911, mi son limitnto a paragonare l a  curva (311, passante 
per Mi e Mi+1, con la geodetica e1lissoidic.a passante per Mi e tangente ivi all'anzidetta. 
eurva. I n  questo caso, il  calcolo procedente è da  modificare. Oia, i n  fatti, si ha 

% = A & -  cpJ+ ..., u=B,(cp-c&)+ ..., 
come soluzione di (41); e facilmente si deduce 

Ai=O, Bi=Si t tmgz , - r ) i .  

Dunque, le  due ciirve Zineanneste si confondono; gli azimrit sono ora legati dalla relaaione 

a - O = - (rp - vi)(Ei tang ai - %) ; 

e naturalmente coincidono nell'origine Mi dell'tisco (vcdi forinola (53) del citnto lavoro). 
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9.  Veniamo ora alla formola della deviazione in azimut. Nelle applira- 
oioni geodetiche, alla trasformnta elliasoidica della geodetica passante pt>r 

due piiriti del geoide e JI:+, (vertici della rete geodetica) si sostitiiisce 
la yeocletica ellissoidica passante per i punti Ali e .Ali,, dell'ellissoide: qaindi 
all'angolo 0 si sostitiiisce 1' angolo cc. La formola (24'"") della deviazione in 
azimut va diinque modificata, tenendo conto della formola (47). 

Siano JI,,", NI> Jf2" ... i vertici successivi d' una polzgo~zccle geodoticcc 
(i cui lati sono gli archi ytrodetici lCfO*X,*, Af,*Af,* ,...) e siano A l , ,  A I , ,  .AI 2.... 
i punti corrispondenti (no 2) sull'ellissoicla. Considerato un arco geodetico 

generico M&(+ 1 su1 geoide, chiamiamo A,,i 1 1 t3 Ai 1 i,i4 1 gli azimut di esso 

arco (percorso positivnmente da ,If: a M ; , I )  nei vertici M ;  e JI:+,. Siniil- 
inente. considrriamo l'arco NiIl&+, di geodetica ellissoidica (arco non corri- 

spondente all' arco ~ ~ l l f ~ + ~ )  e chiamiamo ai.i + 1 e ai+i,i+i gli azimut di esso 
(contato positivnmente da JIi a A&,,) negli estremi J f i  e JIj+, . Tenendo 
presenti la (24"'") e le (47), si pub scrivere, nell'approssi~taaxiotee jweserbte : 

le quali sono le formole generali della deviazione in azimut (nei vari vertici 
della rete). 

Ora si ha, in yeneralo, per la (14): 

dove l'integrale si piio intendere calcolato lungo 1' arco geodetico N&~+, 
Si pub anche ~ c r i v ~ r e  

dove y" 6 un punto de117intervallo ( y i ,  < p i + , ) .  Xa poich6, nella presente aP- 
prossimazione, i termini dell'ordine di ~ e '  ( A y  1 sono trascurabili, e cosi piire 
quelli della ordine di ~ ( h y ) ~ ,  si potrà prescindere dai terrnini in e' nella pre- 
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2-70 C. MINEO: Stclln geometricc d'uncc superficie poco differelzte 
- 

cedente; e al punto y" della teoria si  potrh sostituire il punto Ti+, . Epperb 
si  pub scrivere 

o anche, nella stessa approssimazione, per le (48): 

(49"'01 hi+, - hi= - a(~i+i  - ~i ) (S i+ i  + ~ i + ,  tang Ai+i,i+i). 

Supponiamo che ne1 punto Mo ~i abbia 

(no) 5,,  = 7" = h, = o. 
Si pub allora scrivere 

per valori, s'intende, non molto grandi di, i. se non si  vuole clie l'accu. 
mularlii degli errori teorici (derivanti dai termini trasciirati) ci allontani dal- 
1' approssimaaione desiderata. 

h 
La (51), con le avvertenze fatte, ci in~s t ra  che 1 é dell'ordine di E 1 Aÿ 1 ;  

a 
h 

ne viene che ee 2 6 trascurabile nella presente iippronsiinazione, essendo del- 
a 

l'orcline di ce" I y  1. Le (481, dunque, si possono ridurre alle seguenti: 

E la (24) diventa sempliceincnte 

A - eP = y tang y, 

cioé la  rappresentazione (7) è conforme in quest'ordine di approssima~ioiie. 

10. Conviene orn paragonare le lunghezze di clne archi 

corrispondenti nella trasformazione (7). A questo offetto, adoperercmo la for- 
mola (%), che, nell'approssimazione presente (no s), si  pub scrivere cosi: 

1 -i- CO6 Yi+, tang Ai+l,i+, 
= ~ f i ( ( ~ i + l  - ~ i ) ~ ( b + i  -k 'Ili+! tangAi+,,i+,) C O S  Ti+, . V COS' cpi+l + tangzAi+1,i+i 
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dcc un ellissoide col? cippiiccrxione p l  cnso clella T e r m  27 1 
- - -- 

perchè la diffcrenza dei due rapporti è dell'orcline di €(AT)' e quindi trascu- 
rahile (no 8). 

Xa anche i diie archi e s:+~ si possono. il più delle volte, ritenere 
egiiali, perchè, nell'ipotesi che siano compresi dentro i 100 chilometri e con 
le avvertenze fatte alla fine del ri0 7. si ha 

* *  * 
I I .  Peniaino, in fine, a l  paragone degli angoli M i H i  IlMi 1 r e JfiAl,+,Ali+, 

d c l l ~  due poligonali geodetiche (no cl), sitiinte rispettiv:imenttl siil geoidr e 
snll'ellissoicle. Se l  presente ordine di approssimaziont.. la rapprest~iitiiaione (7) 
13 conforme (no 9); ma i duc ;ingoli prcdetti non si corrispondono nella ra1'- 

pr~meiitazione in discorso. 
Intendendo che l'angolo Al,ïlfi+,Jl,+, vmga generato dalla rotxzione 110- 

sitiva che deve conipiere la tangente in il&+, al lato J&+,Mi per sovrapporsi 
alla tangente in Mi+, al lato ïl&+,A&+,. si pub scrirere, con Ir iiostre nota- 
zioni (110 9): - 

X K + , J f i + 2  - ~ i + , , i + ~  - 7 ~ :  - ~ i + ~ , i + <  ( I I I O ~ .  2 ~ ) .  
E similmente : 

M ~ M T ~ M ; + ~  = Ai+,,i+2 - n - Ai+l,i+, (iiiod. 2 7 ~ ) .  

E quindi per le (52):  

Corne si  vede. i duc- anyoli hanno nna differeriza dell'ordine di E 1 Ay , , 
qiiindi non trascurabile (potendo ragginngere 0 3  e piùl. 

12. Vedianio. ora. rapidanieiitc-, fino a qua1 punto si possa giustificare il 
procedimento pratico con il quale la rete gcoidica. cleterminata con le osseia- 
vazioni astronoinico-geodeticlle, si attribuisce e si distende mll'ellissoide. 
Qui non tocchiamo il problema della riduaione delle misure al geoide, snp- 
ponendo che lati e angoli della rete appartengano addirittiii'a al geoide (ceint. 
se la superficie di questo fosse accesfiibile P su di essa si coinpiesero l~ 
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misure). Ma il modo con il quale questa rete si distende sull'ellissoide ha  in  

ogni caso capitale importanza, perche da luogo a una clirrispondrnza d i  fatto 
tra i vertici della rete geoidica e quelli ellissoidici; e bisogna vedere se e 
fino a qua1 punto tale corrispondenzn sia, una corrispondenza per normali 
creoidiche O per verticali, giusta le (7). 
b 

A questo effetto, partiamo da1 punto origine Mo" della rete geoidica, ne1 qua1 
punto sono verificate le (50). Dalle (521, per i = O, tenendo presenti le (501, wgue: 

Dalle (53), dove ora possiamo intendere che si+, sia la lunghezza del- 
17(i  + 1 ) " O  lato MiMi+, della poligonale geodetica, situata sull'ellissoide [perche 
esso si  confonde linearmente (no 8) con il trasformato ellissoidico dell'arco 

M ~ M ; + ~  di yeodetica geoidica], si deduce, per i - 0, badando alla seconda 
delle (55) : 

1 -t- cos y ,  tang A , ,  
(06) si = si* - - y,,j2(S, + 7 , tang A, , )  ___-- COS '9, . 

V COS' y, -t- tang' A,,  

Potendosi prendere si =s," si vede che distendendo il primo lato M,,*M,* 
della rete sull'ellissoide, a partire da1 punto M o ,  dove y ,  = l,,, in modo che 
ne1 punto Mn 1' azimut ellissoidico a,, coincida con quel10 astronoinico A,, , 
si perviene proprio a l  punto M,, che è il corrispondente ellissoidico di Ml*, 
giusta la (7). I l  procedimento pratico resta quindi giustificato, per questo 
primo lato della rete. 

Se  si dovesse tener conto della correzione da apportare a s,' per avere si ,  
giusta la  (56), bisognerebbe procedere per approssimazioni successive : il va- 
lore povuisorio s," potrebbe servire a l  trasporto delle coordinate ellissoidiche 
lungo l'arc0 geodetico M 0 M , ;  avuti cp, e w, da1 detto trasporto e conoscendo 1c 
coordinate astronomiche Z, e X I  del punto M,*, si  dedurrebbero 5, e y ,  ; ecc. ecc. 

Passiamo al secondo lato M,"ïîl,* della rete geoidica. Dalle (64) abbiamo, 
per i = O :  

(n7) 
1 

D ~ ~ ~ ~ M ,  = M , , * ~ M ~ "  + (y, - y,)([, tang a,, - q,). 

E questn mostra che non t\ lecito, come si fa in pratica, confondere 

1' angolo misiirato M,,"@*M," con 1' angolo MT~,M, : il secondo lato della rete 
ellissoidica deve formare con il primo l'angolo M,M,M, ,  dato dnllii. (57). 11 
termine correttivo possiamo prociirarcelo, giacchè la (57), nella stessa appros- 
simazione, si pub scrivere : 

1 
Jfn@,Jf2 = M , , * ~ M ~ *  i- 2 (12 -- l ,)(t< tang Al* - y , ) ;  
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e ne1 secondo membro tutto è noto, posto che si sia,no determinati i due 
elementi astronomici Z, e A , , .  Riportando, sulla geodetica ellissoidica uscente 
da A l ,  e formante 1' angolo predetto con la  geodetica M,M, ,  un arco di lun- 
vheeaa s,* ('O), si ottiene il punto Al2 ,  corrispondente al punto JI,", secondo le  (7). a 

Cosi continuando, si vede che per distendere convenientemente sull'ellis- 
soide la poligonale geoidica Mo*M,*M,* ..., in modo che i vertici Mo,  JI,, M *... 
siano, sulll ellissoide, i corrispondenti secondo le (7) dei punti Mo*, JI,*, Af,*, .... 
bisogna nvere, da misure geodetiche, gli elementi 

e, da determinaaioni astronomiche, gli elementi 

Quando manchino alcuni di questi dati O quando non siano verificate 
sufficientemente le condiaioni volute dalla teoria, il procedimento pratico in 
uso non costituisce se non una prima approssima~ione; sarebbe poi necessaria 
una seconda approssimazione della quale non vogliamo qui occuparci. 

('0) Riteniamo pure che sia = si+, . Nell'ordine d' approssimazione fissato, i due 

intorni considerati, del geoide e dell'ellissoide, appaiono applicabili e pub sembrare quindi 
~ont~adi t tor io  che le geodetiche non si corrispondano O che gli angoli non siano conservati. 

I n  verità, I'eguaglianza s:+~ 6 soltanto approssimata e quindi non è lecito dedui-ne 

le conseguenze alle quali porta l'applicabilità rigorosa. lecito soltanto fare le  seguenti 
affermazioni: la differenza di due archi corrispondenti 12 dell'ordine di m(A(q)z; 17arco 

geodetico M;M:+~ e il trasformato ellissoidico dell'arco geodetico M : M ; ~  sono incontrati 

dalle linee y = costmte in punti in cni le longitudini differiscono per quantith dell' ordine 
di E ( ( P ~ + ~  - cpi)e, mentre gli azimut negli stessi punti differiscono per quantith dell'ordine 
di E 1 - y i  1 ; ecc. ecc. 
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Von V. NIEMYTZKI (MOM~PU,  U. d. S. S. R.). 

# 1. Problemstellung. Bezeichnungen. 

1. Wir hetrachten ein System von Differentialgleichungen 

deren rechte Seiten   te tige Funktionen sind, die in jedem beschrankten 
Gebiete des R" den Lipschitaschen Bedingungen genügen. Unter diesen 
Vorausset~ungen geht durch jeden Punkt (x,", x, "....a,," des Phasenraumes 
eine und nur eine Integralkurve oder Bahnkurve des gegebenen Systems (1) 
oder m. a. W. des gegebenen dynamischen Systems (i). 

2. Wir bezeichnen dit! Bahnkurve durch den Punkt a mit a(t) Seien 
a, = a(t,) und a, = ait,) zwei Punkte auf einer und derselben Bahnlrurve. 
Die Differena t ,  - t ,  wird als der Zeitabstand der beiden Punkte definiert 
und durch den Symbol p,(a,, a,)  be~eichnet. 

Es ist leicht ersichtlich, dass der Zeitabstand von dem Anfanyapunlrte 
d u r  betrachteten Bahnkurve unabhanbig ist. 

Wir ftihren ferner folgende Definition ein. 
DEFINITION 1. - ES sei E eine Punktwenge des Phasenrawmm f ie  

Vereinigung~tcenge der Pzcnkte aller dwjenzge~z Balz1a3curven1 die sich mit E 
schneiden, wird eine Rohre dure72 E yemnnt. Eine Rohre durch E (die eine 
invariante Nenge ist, d .  h. aus gawen Bahnkzcrven besteht) wird TE bezeiclznd. 

Ein jeder Punkt von El als Punkt seiner Bahnkiirve betrachtet, eut- 
spreche dem Parameterwert t = O ;  die Gesnmtheit der Piinkte dieser Bahn- 
kurven, die dern Werte t entsprechen, bildet eine neue Nenge, die wir als Et 
beaeichnen. 

(1) BIKKHOFF, Dyq~amicaI Systewzs, Ch. 1, S. 2. 
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3. Fiir die von uns betrachteten dynamischen Systeme gilt der sogenannte 
Satz von Integralstetigkei t, den wir oft gebrauchen werden. 

Der Sata von Imtegralstetigkeit. Piir j e d ~  abgeschlosse,~e und basc7cr&kte 
Jfenge F und fiir vor-gegebeue Zaltlen T und E, yibt es e i m  Zahl 6 clernrt, 
dass falls BEI?, ytF und p(x, y) < 6, so ist p(x(t), y(t)) < E wenn nur t, < T ,  
t, < T und 1 t, - t ,  1 < 6. 

Die betrachteten Systeme haben weiter folgende Eigenschaften, die nian 
a. B. in dem schon aitierten Buche von BIRKHOFF (7 finden kann. 

1st a ein gewohnlicher Punlit des Systems, d. h. verschwinden nicht 
alle rechten Seiten gleichzeitig in diesem Punlite, so ist das System (1) in 
einer Umgebung dieses Punktes dem System 

aquivalent, d. h. dam die Integralkurven des Systems (1) in dieser ITnigebang 
einer einparanietrigen Schar von Parallelgeraden topologisch Wquivaleiit sind, 
oder, anders ansgedriickt, dass die Transformationsgri1p1)e~ dit! durch das 
Vektorfeld (1) bestiinmt ist, in Kleinern eine Translationsgruppe ist. 

Der Zweck vorliegender Xrbeit ist eine Klasse von Differentialgleicliungen 
zn finden und vollstandig ou charakterisieren, deren Integralknrven aucli 
<< in Grossem » die oben beschriebene Eigenschaft besitzen, d. h. cleren Tran- 
sforniationsgruppe eine Translationsgruppe ist. 

9 II. Vollstandiy unstabile Systeme. 

1. In seiner Arbeit : Quelques théorèmes sur les ~t~ouvements dos systèilces 
dynamiques (3), hat BIRKHOFF folgende Definition eingefiihrt. 

Eine Bahnkurve a(t) heisst positiv (negativ) stabil, falls sie fiir t ) T 
( t  < T) in einem beschrankten abgeschlossenen Gebiete bleibt, in welchem 
die Lipschitzschen Bedingiingen erfüllt sind, und keine singulare Stellen 
vorhanden sind. 

Wir  bezeichnen die Bahnkurve a(t) unstabil, falls fiir geniigend grosse 
absolute Werte von t, a(t) i n  keinem beschrankten Gebiete bleibt. 

Hat das System (1) Leine einzige stabile Bahnkurve, so heisst das System 
unstabil. 

(P) BIKKHUIT, Dy?~.amical Systems, Ch. 1, S. 6. 
(3 )  « Bull. Soc. Math. de France D, 40: (191'2). 
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Ein solches System kann keine einaige Gleichgewichtsstelle haben und 
keine periodische Losung. Fiir das folgende brauchen wir noch einen von 
BIREHOFF eingeführten Begriff ("). 

Der Punkt des dynamischen Sy~tems (1) heisst ein tva.i&derr&der Punkt, 
falls man eine so kleine (spharische) Urngebuny S= $(a, 6) des Punktes a 
und eine Zahl T > O finden kann, dass für 1 t 1 > T, S-S, = O ist. Alle an- 
dere Punkte sind nichtwandernde. 

Wir führen jetat folgende Definition ein. 
DEFINITION. - Das dynamische System heisst vollstiindiy utwtabil falls 

alle seine Punkte wandernde Punkte sind. 
Solche Systeme konneu keine einaige rekurente Losung haben (5). MTir 

bemerken ~unachst, dass jedes vollstandig unstabile Bystem erst recht un- 
stabil ist. In der Tat, hat ein System mindestens eine positiv oder negativ 
stabile Bahnkurve, so wird es a oder w-Limespunkte ( 6 )  haben, ein jeder 
solcher Punkt ist aber bekanntlich t h  nichtwandernder Punkt. 

Die Umkehrung dieses Sataes ist nur filr das System von awei Glei- 
cliungen (Sate 1) richtig. Schon für den Pal1 von drei Gleichungen gibt es 
unstabile Systeme die nicht vollstiindig unstabil sind (Beispiel 1). 

SATE 1. - Fur den Fa11 des zweidimensionalen Phasenratmes ist jedes 
urkstabiles 8yste.m vollstandig unstabil. 

Berueis: Es sei a ein nichtwandernder Puntk. Da a keine Gleich- 
gewichtsstelle sein kann, so gibt es eine so kleine Umgebnng des Punktes a, 
$(a, a), dass siimtliche Bahnkurven, die gemeinsame Punkte mit der Nor- 

malen 5u a(t) im Punkte a haben, das Stück P& dieser Normalen in innern 
7E Ti 

von S(a, E) unter den Winkeln schneiden, die ewisohen - - 6 und + E 2 
enthalten sind (6 > O beliebig klein). 

Es gibt ferner eine so kleine Umgebung S(a, q), dass jede Bahnkurve 

mit S(a, q) einen gerneinsamen Punkt b hnt, und das PT in einem Pnnkte c 
schneiden, so dass der Bogen bcCS(a,  E). Da a nach Voraussetaung ein 
nichtwandernder Punkt ist, so gibt es flir jede auch so grosse Zahl T einen 
Punkt xCS(a, q), und einen Wert t >  T so dass y = x ( t ) t  S(a, T )  Mrir 

konnen dabei voraussetaen, dass der Bogen Punkte ausserhalb S(a, E) 

(9 BIRKHOFF, qeber gewisse zentrale Bewegungen dynamischer &sterne. Gottiiig. Na- 
chrichten 1926. 

( 5 )  BIRRHOFF, &uel&es théorèmes sur les systèmes dynamiqzces, (loc. cit., 2). 
(6) OL (baw. w)-limespunkt ist ein Limes~unkt der Bahnkurve a(t) fiir t -+ - a ( t  - + CO) 

(loc. cit., (4)). 

dnnali di Matematica, Serie IV, l o n i o  XIV. 36 
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besitzt ( im entgegengeset,ztrrn Falle wlirde der Pnnlrt a ein Gleichgewichts. 
plinkt sein). 

Es seien R (bzw. S )  die deiii Piinkte ü (bzw. y) nachstliegende Schnitt. 

punkte von x(t) mit PT. Der Bogen x R  (bzw. 3) enthalt den Punkt y (bzw. z) 

nicht. Solche Punkte existieren wegen der Wahl der Uingebung S(a, v). Wir 

betrachten das Innere durch den Bogeii der Bnhnkurve und das Stiick 

der Normalen SR begrenzte abgeschlosse Oebiet. Eine jede filr t > O oder 

t < O durch SR durcligehende Bahnkurve tritt in dieses Gebiet ein, und 
megen der Wahl von &(a, t) ,  bleibt dort fü r '  t-+ oc oder t e -  w ,  also ist 
entweder positiv oder negativ stabil. dlso zieht die Existenz eines einzigen 
nichtwandernden Punktes Stabilitiit unseres Systerns nach sich ein, was zu 
beweisen war. 

BEISPIEL 1. - Ein unstabiles aber ~dcht vollstlindig unstabiles Sgstera in 
clreiciirneîûsionaler,~ Phmemrclume. 

Wir betrachten eine einparametrige Schar von Spiralen von Archimedes. 
,O = w -t a, w + a > O in Polarkoordinaten ,ri, w ;  a ist der Parameter dieser 
Schar. Duroh jeden Punkt der Ebene, aust;er dem Anfangspnnkt, geht eine 
und nitr eine Spirale unserer Schar. Jede Spirale schneidet den Einheitskreis 
in einem einzigen Punkte. 

(y" 1)" 
Wir betrachten jetzt die K u r w  a = - - in (zy-Ebene) Diese Kurve 

y' 
hat die Y-Achae als Tangenie in Purikten y = + 1, y = - 1 Xrir betrachten 

(cZ + y" Il)* 
ferner dit: Hotationsfliiche O = ?, , die clurch Rotation der Kurve 

G' 4- y" 

a =  - 1 1  die a Aohse entsteht. Diese Plache beriihrt die (xyj-Ebene 
IJ ' 

Iangs des Einheitskreises x q -  g Z =  1 Wir projezieren parallel der z-Achse 
die Teile der Spiralen p =  w +a,  die iin Innern iincl aiif der Grenze des 
Einheits kreises verlauf'en, auf diese Flache. Xaii erhiilt eine Kurvenschar, 
die diese Plache bedeckt, von der Beschaffenheit, dass flir p-O, a- m. Wenn 
man dazu die Teile .der Spiralen &usserhalb des Einheitskreises hinzufügt, 
erhalt man eine Kurvenschar, die unsere Flache und das dussere des 
Einheitskreises bedeckt und iiberall eine stetige Tangente haben. 

Die Gleichungen dieser Kurvenfamilie kann man in Bylinderkoordinaten 
folgendermassen s c h r e i b e ~  : 

a = f ( w  + a)  4- 6, x = (o -t- a)  cos w, y = (w + 'CL) sin o 
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Dann bedeckt die zweiparametrige Kurvenschar den gnnzen dreidiinensionalen 
Raum, ausser der a-Achse, eindeutig und stetig. 

Durch jeden Punkt des Raumes geht eine und nnr eine Kurve der 
Schar, nnd die Tangenten dieser Kurven bilden ein stetiges Vektorfeld, auch 
dann noch wenn inan zu der Schar die z-Achse hinzufiigt. 

Wir unterwerfen jetzt den ganzen Raum der Transformation: 

Diese Abbildung ist eine eineindeutige Abbildung des ganzen Raumes auf 
den Halbmurn x > - 2. Da nnsere Transformation analytisch ist, so wird 
die Stetigkeit des Vektorfeldes dabei erhalten (auch auf der Ebene x = - 2 
geht dieses Feld in die Parallelen zu der y-Achse stetig iiber). In Halbraunie 
z < - 2 definieren wir das Vektorfeld inittels der zur Y-Achsr pxrallelen 
Geraden. 

Die Teile der Spiralen, die nusserhalb der Zylinderfliiche x? + y' = 1 
liegt, gehen in solche Kurven iiber, die als Hiiufungspunkte siîintliche Punkte 
der Geraden x, = - 2, z = b liaben. Die Kurven, die auf der FlHcheu 
3 + b = p(x, y) verlaufen, werden jetzt an  clie Gerade x, = - 1, y, = O 
asymptotisch anschmiegen. 

Wenn wir das so gcbante TTektorfeld als Vektoi.feld eines dynamischen 
Systems betrachten, so wird diescs Systein unstabil, und zugleicli sind saintliche 
Punlite der Ebene x = - 2 nichtwnndernde Punkte. 

Um die Rolle der eingefiihrten Bcpiffe im aufgestellten Probleme sofort 
klarzumachen, bewsisen wir den 

SATZ 2. - Die aollstandzge U~zstnbilitiit des dynawisclzen Systeazs id 
eine not~vendige  Bedingung fiir die eineindeutige uwd stetige Abbildbwkeit  
diesen Systenzs auf eine Schur  der Pnralletyeraden / 7 ) .  

Beweis:  Es sei in der Tat N die Bahnkurvmschar eines dynainischeii 

Systems, das auf die Parallelgeradenscl~ar 'JI aljgebildet ist. Es  sc~i ziigleicli z 

ein nicht wandernder Punkt und I/ sein Bild in M. Infolge der Str+iykcit 
der Abbildung ist die ~ r b i l d i n e n ~ e  e i n ~ r  g e n ~ l ~ e n d  kleinen spli!lrisclien 

Umgebiing S(y, E) in M ein beschrAnktes Gebiet G C  M. Zwei Piirilite x' 
und 2") die aiif einer und derselben Bahnkurve in G l i c ~ p i ,  riitslweclitw 
zwei Punkten y' und y" in S ( y ,  E). die auf einer Gcraden liegcn. 

(7 )  Die Abbilbnrkcit des d~namischei i  Systenis aiif die Schareii der Parallrl~era~leii 
ist eine solche topologische Abbildiing des Phasenraumes, n-obei die Bahnkiirveii in die 
Geraden iibergehen. 
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- Da S(y ,  E) konvex ist, so licgt das Segment y'y" im Innern von S(y, E), 

also liqt sein Urbild x'x" im Innern von G. 
Aiidererseits, da x ein nicht wandernder Punkt ist, so gibt es in G 

solche Punktepaare x,x,, . die au£ einer und derselben Bahnkiirve liegeii, so 
dass p,(x,x,) > T) wobei T beliebig gross is6. 1st dabei G geniigend klcin, so 

milssen die Bogen TT, Punkte aiisserhalb G haben. 
Im entgegengesetatein Palle wiirde die ans x aiisgehende Bahnkiirve für 

beliebig grosse Werte von 7 in einer genügend kleinen Umgebung vQn x 
bleiben, also wAre x ein Gleichgewichtspunkt des Systems, \vas unmüglich 
ist. Also bekoinmen wir einen Widerspruch, der iinseren Satz beweist. 

Wir werdeii in folgendein Paragraphen zeigen, dass die vollstRndige 
Uristabilittlt des Sgst'cms filr die Abbildbarkeit aiif eine Parallclgeradeiiscliar 
nicht liiiireicht. 

9 III. Der Sattelpunkt im Unendlichen. 

Wir werden in diesem Paragraphen eine SingularitBt untersuchen, die so 
wie fiir unstabile, auch für vol ls tb l ig  unstabile Systeme stattfiiideii kanii. 

DEFINITION.  - Das  dynamische Sys tem lzat e iuen S a t t e l p u ~ ~ k t  im TJlz- 

endlichen, fa& es eine positive Z a h l  K gibt, so daus m a n  fur jede Zahl N > K 
in der Sphare  S(0, K )  u t n  d e n  An fmzyspunk t  v o n  R a d i u s  K ,  zwei Punk te  a 
umd b auf einer und derselben Bahnkurve finden kann, derart ,  dass der sie 
verbindende Bogen der B a h n k u r v e  P u u k t e  ausserhalb S(0, N )  enthrilt. 

Eine solche .Beschaffenheit besitat das Beispiel des voïigen Paragraphen. 
Wir  wollen jetzt ein anderes Beispiel angeben. 

BEISPIEL 2. -- Ein vollstandig unstabiles System mit einem. Sattelpunkt 
in Uiiendlichem. 

d r  
TVir betrachten das System der Differentialgleichunyen - = - 2 cos y ;  

d f  
1 9 = sin"; sein Integral ist a + o = -. Die Geradcn 3 = I; kn 

dt sin2 y 
[ k  = O ,  1, 2 ...) sind auch die Bahnkurven dieses Systems. I1n Innern des 

Kreises S O, - liegen die Stiieke der Geraden y = 0, y = + 7c, g = - 2. ( ?) 
Biir jede beliebig grosse Zahl N, gibt es ein P~ink tepaa~ ,  auf einer niid 

derselben Bahnkurve, so dass der eine Punkt in  der Nahe der Geraden y-=(), 
und der andere in der Nahe von y = + rr lie& und dass der diese Piinlrte 
rerbiiiilende Bogen Punkte ausserhalb S(0, N) haben wird. - - -  

HILFSSATZ 1. - Es sei p , q , ,  p,q, ...puy,, ... eigze Polge v o n  Bogen der 
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Bahnkurve eines unstabiken Systems ohne Sattelpunkt irn ünem.ilichen. Kon- 
veryieren die Puwktfolgen : p,p,p, ... p, ... yegen p und q,q,q, ... q,, ... gegen q, 
so i s t  1 pt(p,q,) / < A unabhangig von n. 

Beweis : I n  der Tat, da {p, 1 ; { qi konvergent sind, so Sind es bes- 
chriinkte Punktfolgen, etwa {p,, j < S(0, K); { q,, 1 < S(0, K). Folglich ist 

p < S(0, K)  q < S(0, h). Da iinser Systein keinen Sattelpunkt im Unendlichen 
besitzt, so liegen samtliche Bogen unserer Folge in einem beschranktem 

Gebiete S(0, R). Sei l& 1 pt(p,, , q,,) = m. Wir betrachten die Bahnkiirve y(t) 
n-m 

und eine beliebig grosse Zahl T. Wir wghlen auf Grund des Integralstetigkeits- 
siitzes eine so kleine Zahl ô dass für p(p,  p,,) < 8 und t < T, p(p(t), p,,(t))<R gilt. 

- 
dndererseits, da  liin 1 p,(p,, . q,,) = m ist, gilt es eine Zahl N, so daas 

p(p, p ~ )  < ô, p , ( p ~ ,  y ~ )  > T ausfallt, da aber der B q e n  PNYN S(0, R) und, 
gcinas  der Wahl vbn 6, p(p(t), p,,(t)) < R ist f Ur t < T, so lie@ der Bogen 

(p. p(T)) unabhangig von N in S(0, 2R), d. h. die Bahnkiirve p(t) ist stabil. 
Der Widersprnch beweist unseren Hilfssatz. 

SATZ 3. - H a t  eiîû unstabiles Systern kein Sattelpunkt i n  Unendlichen. 
so ist es  vollstandig unstabil. 

Beîueis: Wir setzen voraus, dass ein dgnamisches System M unstabil 
ist, dass es aber pinen nichtwandernden Punkt x hat. Wir betrachten zaei  
Zahienfolgen Ti TE ... T,, ... , Tk+i > Tk, lim T,, = oo und E,E, ... E,, ... , E,,, > E,, 

liin E,, = O .  Da x ein nichtwandernder Punkt ist, so gibt es für jedes E,, 

und T,, ein Punktepaar x,x,,' derart, dass ~(x,, , x) < E,, ; ~(x , , ' ,  x) < E,, ; 
pt(x,, , x,,')> T,, , also bat das System aiif Grnnd des Hilfssatzes e inm Sattel- 
punkt in Unendlichen, W. z. b. W. 

Wir gehen jetzt zum Beweise des Sntses iiber, der uns, zusamiiien mit 
dem Beispiel 2, zeigt, dass die vollstandige Unstabilitat des Sp tems  f i h  die 
Abbildbarkeit auf den Pariillelgeradenschar nicht hinreicht. 

SATZ 4. - Hat  ein dynanzisches System eineu Sattellpunkf iaz Unendlichewt, 
.ro kann es nicht azcf einp Sckar der Parallelgeraden abgebildet  verd den. 

Beweis: Wir beiiierken zuntlchst, dass falls eine hbbildung der Balin. 
lmrven auf eine Parallelgeradenschar moglich ist, so gilt folgencle Eigenschaft. 

1st lim p(n,, , a )  = O ; lim p(b,, , b)  = 0 und liegen dabei a,, nnd b ,  auf einer 
n-cc n-cc 

und derselben Bahnkurve, so liegen auch a und b anf einer Bahnkurve. Iii 
der Tat, da die Abbildung stetig ist, so konvergieren die Geraden Bildmengcn 
der Bnhnkiirven durch a,, also aiich durch b,, , gegen die Gerade a Bildmenge 
der Rahnknrve durch a. 

Also koiivergieren die Eilder der Punkte b,, gegen einen Piinkt auf der 
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Geraden a. Da aber wegen der Stetigkeit der Abbildung diese Bilder zum 
Bilde von konvergieren, so gehohrt b der Bahnkurve durch a. W. z. b. W. 

Wir gehen jetzt z i m  Bemeise des Satzes 4 iiber. 
Es sei Ni, N,, ,,... Nk ... eine monoton wachsende Folge von ganzen 

Zahlen, lim Nk = m. Auf Grund der Definition des Sattelpunktes im Unen- 
dlichen gibt es  eine Sphare S(0, K), die eine Folge von Piinktepaaren 

.- 
(a,b,), (a&,) ... (akbk) ... enthalt, derart, dass auf dem Bogen a$, ein Punkt ck 
gibt, der ansserhalb S(0, Nk) liegt. 

Ohne Besckrankung der Allgeineiiiheit konnen mir voraussetzen, dass 

die Folge a,a, ... a,, ... gegen einen Punkt a' < S(0, k) konvergiert und die 

Folgen b,b, ... b,, ... gegen einen Punkt b' S(0, k )  konvergieren. Wir wollen 
zeigen, dass die P~ink te  .a' und b' auf zwei verschiedenen Bahnkurven liegen. 
was nach oben Bewiesenem die Riclitigkeit unseren Behauptung feststellt. 

Neliinen wir an, dass a' und b' auf einer und derselben Bahnkurve liegen. 
Es sei ?,(a', b') = T. Es konnten zwei Palle einheten: 1 )  lim p,(a,, , b,,) = m; 

2) 1 ?,(a,, , b,,) ( < c wobei c unabliangig von n ist. 
MTir betrachten zuerst den Fa11 1). 
Es ist p,(a', b') = T; lim ?(a', a,,) = O, lim p(b', b,,) = O. betrachten die 

Punktfolge a , (T) ,  a,(T), ... ak(T)  ... . Dierie Punktfolge konvergiert gegen b', 
wegen des IntegralstetigkeitsRRtaes. I n  einer beliebigen Uingebnng des Punktes b' 
gibt es für geniigend grosse Werte von k Puiikte Ek  und a,(T) derart, dass 

/ P I I ~ ~ ,  ak(T)) l = l pdar, bri - M T ) )  i 2 P&,, b k )  - T, d. 11. Punkte a d  
derselben Bahnknrve init beliebig grosseni Zeitabstande und der Punkt b' 
w&re ein nichtwandernder Punkt, was fiir ein auf Parallelgeradcnschar 
abbildbares System uninüglich ist (siehe Satz 1). Der erste Fa11 ist also nn- 
moglich. Wir betrachten j e t ~ t  den zweitcn Fa11 : 

I n  diesem Falle wilrde die ails ausgehende Bahnkiirve in eine e i ~ d l i c l i ~  
Zeit sich ins Unendliche entfernen. Ohne Beschrankang der Allgemeiiihtbit 
konnen wir diesen Pal1 iiberhaupt ausscliliessen, da mir durch Miiltiplikation 
der rechten Seiten unserer Differentialgleic11uiigen mit einer nncl clerselben 
passender 'Weise ansgewahlten F'unktion stets erreicheii litilinen, dam diese 
reclite Seiten iin ganeen Pliascnraurne bescliriinkt Isleibeii. 

# IV. Die Qiierschnitte. 

Es sei ciiie invariante Nengc E gegeben, 
DEFINITTON. - Eine beschrankte in E abgeschlossene ~Tuterw~e~zge ron E 

heisst ein Q~rerschnitt von E und niird durrh PF: beaeichwet, falls jede B a h -  
kurve von einen und wur einen gemeimame~z Punlcf mit PE hut. 
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Der Zweck cliesen Paragraphen ist der Beweis des folgenden Sataex. 
SATZ 3. - H a t  eine invariante J!knge E eines unstabilen. Spstems ohne 

Sattelpunkt iuh Unendlichen einen Querschnitt, so ist E eineindautig und 
stetig auf eirt Parallelgerwdenschar i n  n + 1 di~r~ensionaEen Rauwe abbildbar. 

Bemis:  Sei PE ein Querschnitt von E. Wir definieren die Abbildnng 
'von E auf den 12 + 1-dimensionalen Raum folgendermassen (8). 

Es sei ~ E E ,  dann hat die Bahnkurve b(t) mit PE einen gerneinsanien 
Punkt c(E,E, ... t,); es sei ,o,(cb) = T,. Dann wird dem Punkte b im n + 1 

dimensionalen Raunie des Punkt 6 mit den Koordinaten (5 ,  ... g,, , Tb)  zu- 
geordnet. 

Es sei G das auf diese Weise yemonnene Bild von E. Da zwei ver- 
xchiedune Punkte von E entweder auf verschiedenen Biihnliurvtln liegen, 
ocler, falls auf einer, einen verschiedenen Zeitabatand von PE haben. so 
entsprechen diesen Pnnkten verschiedene Punkte von G. Aiwh iimgekehrt 
entsprechen zwei verschiedenen Pnnkten aus G awei Pnnkte auf verschiedeneil 
Bahnkixrven (falls die n-ersten Koordinaten nicht zusammenhalten) oder ver. 
schiedene Punkte auf einer Bahnkurve (falls nur die n t  i-ten Koordiiiaten 
verschieden sind). Also ist die Abbildung von E auf G eineindeutig. Die 
Punkte, die auf einer und derselben Bahnkurve in E liegen, werden in  die 
Punkte mit ersten zusammenfallenden Koordinaten iibergehen, also in eine 
Gerade, die auf die Hyperebene ( S , &  ... t,,) senkrochtsteht. 

dlso wird E in eine Parallelgeradenschar in in + 1-dimensionalem Kaume 
iibergehen. Wir haben die Stetigkeit der Abbildung 511 beweisen. Es sei 
b,b, ... b,, ... eine in E liegende gegen b lionvergente Punktfolge. Es seien 
c,c, ... c, ... Punkte von Px, die auf b,(t), b,(t) ... b,,(t) ... liegen (7. Es k t  nach 
dem Hilfssatz 1 p,(b,, cl,) 1 < A, unabhangig von iô .  Wir wahlen eine Cnterfolge 
von Bogen (b,'~,') ... (b,,'~,') ... derart, dass lim p,(b,,'c,') existiert uncl gleich T 
ist. Da lim p(bar, b) = O; p,(b,'c,,') = T,, , lim T,, = T, so ist (lem Setze von 

n-a> 

Integralstetigkeit gemass lim ,o(c,,', b(T)) = O ,  da aber c,'= c HO ist c =  b(t), 
PL-m 

d. h. cal3 aleo  CEP^. 
Konvergiert also b,b, ... b, ... pegen b, 80 konvergiert auch ç,c, ... c,, ... 

gegen c, dem Piinkte von PE der auf derselben Bahnkurve liegt wie b. 
Es ist ferner lim p,(b,,, c,) = p,(b, c). Das zeigt aber, dass die Bilder 

- - 

von j b, ) ; b , ,  b,, ... b n ,  ... in E gegen den Bildpunkt von b, d. h. b konvergieren. 

(7 Bie Idee dieser Abbildzcng gehoh~t  \%'HITNAY ( a  Tram. hm.  Math. Sct. », 10T3~. 
(9 Da PE ein Querschnitt und eine kompakte Menge ist, so geniigt es üi i  zeigen, dass, 

wenn die Folge c,c, ... c, ... gegen ein Punct c konvergiert, so c aiif der Bahnkurre b ( t )  liegt. 
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1st nmgekehrt b, , 6,) ... b,, ... , eine gegen b konvergente ~ k k t f o l ~ e  aus G, 
so folgt eine dem Satze von Integralstetigkeit, dass die Urbilder dieslbs Folge 

iii E gegen das Urbild von b konvergieren. Der Satz 2 ist foglich bewiesen. 

$ V. Der Haiiptsatz. 

Es mird in diesem Paragraphen eine notwendige und hinreichende Be- 
clingiing fiir die Abbildbarkeit der Integralkurven eines dynainischcn Systeins 
aof eine Para!lelgeradensch;tr aufgestellt. 

Es sei TF eine abgeschlossene beschrlnkte P o n k t n i t q e  und die Rolire 
durch T A ,  TB gezeichnet. 

HILFSSATZ 2. - H a t  d a s  dyzamische  Sgsfeoz k e i w n  Scc t t e lpu~k t  itz oo 
u n d  i s t  F kowzpact, so i s t  a u c h  TF abgesclûlossen. 

B e ~ u e i s :  Wir nehmen umgekehrt an, dass TF nicht abgeschlossen ist. 
Dann existiert im Phasenraime eine konvergente Punktfolge x,, ;lus TF, 
derer Lirnespunkt ausserhalb TF liegt. Wir betrachten eine Pnnktfolge 
glye ... y iZ  ... auCi B7 derart, dass x,, und y,, einer und derselben Bahnkurve 
angehoren. 

Da F kompakt id, so hnben die Punkte y, einen H#ufungspunkt y in  F. 
Um die Bezeichnungen nicht Z U  komplizieren: nehmen wir an, dass lim y, -y 
kt .  Ware p,(x,y,,) < k für jedes n, so wltrde der Punkt z auf der Bahnkurve 
y( t )  liegen, d. h. X E T ~  da der Punkt x der Meiige TF nicht angehohrt, so 
ist pt(x,,y,,)- oa und da die Folgen x,x, ... x,, ...; y , ~ ,  ... g,, ... konvergente 
Punktfolgen sind, so hat unseres System, den1 Hilfssatze 1 gernass, einen 
Sattelpunkt im Unendlichen,  vas der, Voraussetzunigen unseres Satzes mider- 
spricht. 

HILFSSATZ 3. - S i n d  die Rohren  TA u n d  TB eines vollstandig urwtnbiler~ 
Sys tems ohne Sat te lpunkt  i?n Ummdlichen abyeschlossen (die h fengen A zmd B 
ruerden nuch kompakt  vorausgesetat), u d  lassen Ta u n d  Te eine Abbildwng 
a u f  Pine Pariallelgeradenschar ZIA. so liïsst sich auch  die  Rohre T A I  au.f eine 
ParnlEelyeraclen.sc7zar abbildelz, utzd awar derart. dass  diese Abb i lduq j  mit der 
auf TA g~gebenen  Abbildung ausatwzenfall t .  

Beweis:  Es sei TA auf eine Parallelgeradenschar PA abgebildet. \Tir 
schneiden PA mit einer auf dieser Geraden senkrecht stehenden Hyperebene. 
Der Schnitt bezeichnen wir mit C A .  Wir beweisen zunachst, dass CA in sich 
kompakt ist. Sei x,x2 ... x, ... eine Punktfolge aus C A ;  y,yPyê ... y n  ... seien die - 
Urbilder dieser Punkte in T A .  Wir wahlen in A Punkte g , ,  y ,,... y ,,,... so 

dass au£ der Bahnkurve y,(t) liegt. Dann ist p&,, y,,) < OS Die Punkte y; 
hnben einen Hlufungspunkt in A, und wir konnen voraussetzen, dass diese 
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Polge gegc3n y a A  lionvergiert, sonst konnte man eine konvergente rnter- 

folge betrachten. Die Bildor dieser Piinkte seien x,. x ,,... x,, ... x dabei - A -  

liegen x,, und x, aaf einer und dorselben Geraden. Da ,G(x,,, xa) < , G ( x ~ ,  xlz)  (die 
Punkte x, und x,, liogen in einer Ebene), so ist die Punktfolge x,x, ... Z, ... 
bonvergent. dlso iüt CA kompalit. Wir wollen jetzt bemeisen, dass CA abge- 
schlossen ist. 

Sei x der Limespunlit der Folge x,, x,, ... x ,,,.... Da p , ( ~ , ,  z,) < oo ist, 
A 

und die Fulge xi gegen einen Punkt x in PA konvergiert, so konvergiert - 
auch die Folge x i  gegen einen Punlit der Geraden durch al80 X E  PA, 
folglicli auch X E C ~ .  Bei der Urnkehrung unserer Abbildung grht die 
Jlenge CA in eine kompakte Menge n(A) über, die einen Querschnitt fiir TA 
bildet II(A) schneidet TB in einer in sich kompakte Menge @B = II(A)a TB. 

Betrachten wir die Abbildung von TB auf eine Parallelgeradenschar PB. 
CDB mird in eine in sich kompakte Menge 6~ übergehen derart, dass jede 
Gerade aus PB entweder keinen oder einen einnigen gemeinsamen Punkt 
mit PB hat. 

Wir projektieren die Menge & lnngs der Geraden PB auf eine liu den 

Geraden zenkrechte Hyperebene. Sei diese Projektion. Wir beeeichnen 

den Schnitt von PB mit dieser Ebene durch d a m  ist D dann ist 6~ C D. 
A 

Wir definiepn auf aB eine Punktion f (x) = p(x, x) wobei x E G B ,  F s e i n e  

Projektion in ist. Wegen der Kompaktheit von &B und der Stntigkeit der 

Projektionsabbildung, wird die Funktion f(x) auf SB stetig sein. Wir er- 
weitern dieee Punktion zu einer auf D definierten stetigen Funktion f(x) 
und betrachten die Gesamtheit der Punkte, die von D einen .Abstand (nach 
Geraden gemessen) f (2) haben. 

Da D kompnkt unf f(x) stetig ist, ist diese Nenge kompakt und hat mit 

jeder Geraden a u s  O B  einen und nur einen gemeinsamen Punkt. Diese Xenge, 

die wir CB bezeichnen, enthzlt &. Wir betrachten die umgekehrte Abbildung 
von PB auf TB'CB geht in eine Kompakte Menge II(B) iiber, die COB enthalt 
und einen Querschnitt von TB bildet. Dann ist iI(Aj + H(B) ein Querschnitt 
von TA+R, &O, da unser System vollstandig unstabil und keinen Sattelpunkt 
im uneidlichen besitzt, ist T a t ~  auf roin Para.llelgeradenschar abbildbar. 

Es ist nocli au beinerken, dam, da n(A)  als ein Teil im Querschnitte 
n(A) t II(B) eiitlialten ist. so liefert unsere Konstriiktion die Abbildung 
von TAtB a18 eine Erweiterung der Abbildung von TA.  Da die Abbildung 
wird eindeutig durch den Querschnitt bestimmt. 

SATZ 6. - 1st F eine irz siclz kompakte Menye u n d  ist d a s  dynautische 

4 n i z i ~ i 1  di .b la~rn~urux~,  Serie I\-. 'i'oiuo XIV. 37 
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S y s t e m  wts tabi l  u n d  ohrze Sattelpunht im Enerzdliche, so Zcïsst sich T B y  auf 
eiize Parallelgeradenschar abbilden. 

Berueis: Wir betrachten einen beliebigen Punkt X E F .  Da dieeer Punkt 
ein wandernder ist, so gibt es eine kleine Sphare Six, p) derart, dass der 
Schnitt R, dieser Sphiire mit einer su der Bahnkurve z(t) senkrechten 
Hyperebene durch x, sein Bilil R,(t) nicht schneidet. 

Wir betrachten die R6hre  TE^. Da Rx in sioh compakt ist. so ist, dem 
Hilfssa t5 2 geiniiss, TR abgeschlossen. 

Da die Menge P in sich iinpakt ist, so gibt es eine endliche Anzah! 
- -- 

von Spharen S(xIpz,), S(x,pJ,), ... S(%,p,,) ; die eine Ueberdeckung von F 
bilden. Dan11 bilden die Rohren !l's'(pipa,), TS-), :.. TA-) ... eine Ueber- 

dwkung von TF. Jede dieser Rohren ist abgeschlossen und hat einen Qu-er- 
schnitt Ra,, R ,,,... R,, ... also ist ;tuf Grund des Satzes 5 auf ein Pa,rallel- 
geradenschar abbildbar. 

Die k-malige Ariwendung des Hilfssatzes 3 gibt uns den gewünschteii 
Beweis. 

HAUPTSATZ. - Dami t  d ie  Bahwkurvesz e i n ~ s  @namischen Syste.ulzs, das 
rlurch die Gleichwngen 

gegeben kt, wobei f i  i n  jedeiu beschrlinkbew~ Gebiete d e n  Lipschitaschen Bedibz- 
g u n g e n  genügen, au f  eine Parallelgeradenschcw mukelcrbccr eindeutig u n d  
stetig abbildbar seien. i s t  notwefidig u n d  kinreichend, dass  dcts S ~ s t e m  unstuMI 
sei u n d  keinen Scçttelpunkt im Unelzdlichew besitee. 

Beweis:  Die Notwendigkeit der Bedingungen folgt aus den Satzen 2 und 4. 
Wir beweisen, dass sie hinreichend sind. Auf Gruiid des Sataes 3 ist 

clas System vollstandig unstabil. Wir bet,rachten die Folge von Spharen -- 
S(0, 1), S(0, 21, ... S(O,k),  ... . 

Auf Grund des Satzes 6, I m t  sich jede R6hre T(o;nl ( n  = 1, 2, ...) atif 
ein Parallelgeradenschar abbilden. Auf Grund des Hilfsa,t~es 3, ist die Rohre 

auf ein Parallelgeradenschar abbildbar und awar derart, dnss die hbbilduiig 
auf TG) erhalten bleibt. Folglich l&st sich die Abbildiing in ganzen Raume 
definieren. 
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31enioria di LETTERIO TOSCANO (a Messina). 

Siinto. - fiAutore iizieia lo studio degli operatori A, X n ,  tali  the 

A X - X A = l ,  

e dei polinmni ad essi collegati [ imrne~i  d i  STIRLING generaliemti). 

Nclla recente Nota « Sull'iterazione d ~ y l i  operatori xD e Dx » ( '1,  stu- 
diando gli operatori xD e Dx, siamo pervenuti a delle relazioni che r i p a r -  
dano tali operatori ed i niimeri di STIRLING. 

D'altra parte il prof. PINCHERLE, nella sua Nota << Operntori Eineari e 

coefficielzti di fattoriali » ('1, ha mostrato che lo sviliippo di (xD)" con un 
polinomio di n termini in xD, xi."', ..., xnD", i cui coefficienti sono i nu. 
meri di STIRLING di seconda specie, B caso particolare di una proprieth clie 
si presenta in generale nella teorin degli operatori lineari associativi. 

Sarebbe allora facile v d e r e  che le altre relaaioni note sugli operatori 
XII e Dx valgono per i generici operatori lineari associativi A, X. 

Ma nni. qni, prendendo le mosse da1 risultato del PINCHERLE, piii in 
generale, intendiiimo estendere tali'relazioni agli operatori A. X1' ,  che appli- 
cheremo altrove, ed ai  niimeri di STIRLING generalizzati. 

1.  Nunicri di Stirliiig geiitwnlizeati. - Chiamiamo nuineri di STIRLING 

g ~ i m l i z z a t i  di prima apecie, i numeri cet\. b t k .  c p i ,  definiti dalle relaxioni 

(') a Rend. R. Istituto Lombardo », vol. LXVII, fasc. XI-XV, 1934. 

(2) Rend. R. Accademia Lincei a, serie VI, sem. II, vol. S V I I I ,  1934. 
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cpl k (u- 1)(U - 2)(u- 3 )  .... (u-12. + 1 )  j c(u) n,n* 1 

(4 1 CE\ * ozbi+i - Ln - i (u - 1, - 2 , ~ % - 1 , i ;  

e numeri di STIRLING generalizzati di seconda speoie (0 i nnineri 

a:?, pK\, y%, definiti dalle relaaioni 

= (- y i ( n  - l)! (u - l)n+l 
tu) 

y n , n =  1 
('4 (u) , = Yn-i,i-i - [(n - l)(u - 1 j - Z + l ] y n - < i .  

Introduciamo ancora i numeri Y:(, definiti dalle relazioni 

(i) 1 numeri rg)i si trovano gib nelle Rote: L. TOSCANO, Somma delle potente s i w d i  

fattoriali dei numeri naturali ( N  Anniiario del R. Liceo Ginnasio Gnlliippi » di Catanearao, 
1929-1930); Sul  triangolo di !Z'artaglia generalizzato (a  Rend. R. Istitiito Lombardo ~7 

vol. LSIV, fasc. XI-XV7 1931). 
Per i numeii di STIRLING semplici si confronti la rnonografia, On Stiv1in~'s  hTumbess. 

di C. JORDAN ( a  The Tdhoku Mathematical Journal s, vol. 37, 1933). 
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\ 
' #\=I, #!=I, rt\= 

= (- l)"(u - 2)(2u - 3)(3u - 4) .... [(n - 2)u - (n - 1)] 

(4 - [(% - 2)(M - 1) - ll~n-1.i 

Tntti i niinleri introdotti li intendiamo definiti per i < TZ, inentre per i > n 

li riteniamo niilli. 
Esaminiamo particolarmente questi numeri per u uguale a 1 o 2.  
Denotando con ha,; i numeri di STIRLING semplici di prima specie, de- 

finiti dalle relazioni 
h,, ,  = (- l)9t-i(n - l)! 

(10) h, , , ,  = 1 
hn, i = h,l-i, i-i - (n - 1)hn -,, i 9 

t! con k, ,  , i nuineri di STIRLING semplici di seconda specie, definiti dalle 
relazioni 

k,,,, = 1 
(11) k,,, ,, = 1  

t ku. i = kn-,, i-, +. i k n - , ,  i 
si deducono le relazioni 

Denotando infine con o , , . ~  la somma dei prodotti a 17 - i a n - i, se- 
condo le coinbinazioni seinplici, degli n - l  niinleri 

4 ,  1 2  , S . . ,  l , ,-4, 
definita dalle relazioni 

p i  = a,, con 1, =j(u - 1) 

114) (-1) , , - t  - ( M I ,  - con l ,= j (w- l ) .+ l  ( j =  1 , 2 , 3  ,..., n-1) 
(4 

(- 1 - r i  = 5 con 1, = ( j  - 1 p  - 1) - 1, 
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e da queste 

Per  u = 2 si tro-oano i risultati 

(2) (n- l ) !  
b M , i  = (- lJ"-f(*? - i) ! (; 1 ;) = (- l,yl-i - 

( i -  l ) !  

- (- 1)n-iaV). - n!  12-1 
12.2 - M.. - 7- ( ) 

2! i- 1 

- bt". = (- 1)"-i 
'91 - 1 

n , z  - n,r A - 1  ( i  - l j !  

à. Operatori lineari. - Siano A ed X due operatori lineari che intende- 
remo applicati agli elementi di uno spazio lineare ad  infinite diinensioiii e cht.. 
secondo una denominazione usata da1 PINCHERLE ( 4 )  direino associati, cioe sod- 
disfacenti alla re la~ione 

(17) A X -  X A =  1 .  

Da questa si deducono le  altre 

(18) AX"-Xl"==X'*-l, A'"XXAl"qhAU-f, 
con u intero. 

Se  consideriarno oral gli operatori A X " ,  X " A :  A S X S .  XsAS.  Y= X-'U-i), 
valgono le relazioni (') 

(1) << Memorio dell'Accad. delle Scienze dell'Istituto di Bologna A )  S. 8, !P. IX, pag. 40, 
1932. (Cfr. id., K Atti Società italiana per il Progressa delle Scienae 3 ,  Milano 1931). 

(?) Analoghe relazioni si potrebbero dediirre confiiderando gli operatori AUX, XA", A-(ll-'). 
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Queste relazioni, veri£icate per i primi valori di fi, si possono verilicare 
in generale 

moltiplicando le (19) e (20) a destra per X-"AXn+'  
)> >> (21) » p2) a sinistra » X"- 'AX-"  
n » (27) » (33) , destra » - Y -"(AX")YHt' 
)) (28) » (38) » » » - Y -  n(X"A)Y"+' 
)> » (29) » (36) r sinistrii » Y"+' (XUA)YFn 
D (30) » (37) » >> Yn+l(AXw)Y)Y-" 
)) >> (31) 2 (42) » » » - Y"+'(XUA)Y-n 
)> » (32) » (41) 1) destra » Y-" (AX")Yn+i  
> » (33) » (39) )> sinistra » - Y n + ' ( A X u ) Y - n  
)> » ( 3 4 ) » ( 4 0 ) » d e s t r a  » Y-"(XZcA)Yn+';  

applicando per le  (23) e (25) la relazione 

per le (24) e (%) la relazione 

e tenendo conto per tutte della prima delle (18) e delle leggi di formaaione 
(u) (4 (4 dei numeri O$),, bg)i ,  ~ 3 ,  $)i, ~ ~ ~ ' i ,  yn.i ,  P n , i ,  gn,i, Y ~ L .  

Le rehzioni dalla (35) alla (42)) per le (14), si possoilo scrivere 

(:35), ( A X w ) " Y " = [ A X ] [ A X - ( ~ - 1 ) ] [ A X - 2 ( u - l ) ]  ...[ A X - ( n - i ) ( u - 1 ) )  

(361, Y "(XZCAjn = [XA][XA  -+ (u - 1 I][XA -1- 2(u - l)] ... [XA 4- (n - l ) ( u  - 1?] 
(37), Y "(AXU)" = [AX -i- ( u  - l)]LAX+ 2(u - i ) ] [ A x + 3 ( ~  - l)] ,.. 

.., [AX -t- n(u - l ) ]  
(38), [XUA)"Y" = [ X A - ( M - I ) ] [ X A - ~ ( I L  -1)][XA--3(~-1j] . . .  

... [XA -- n(u  - l ) ]  

(39), Y "(AX")" = [ X A  -t (U - 1) i- I] [XA -1- 2 ( ~  - 1) + 1][XA + 3/24 - 1) -t- 11 
... [XA + N(U- 1) + 11 

(401, (XwA)n  Yn = [AX - (M - 1) - l][AX - 2(u - 1) - I][AX - 3(u - 1) - 11 
... [AX - n(u - 1) - 11 
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(41) ,  ( A X " ) ' T P  = [ K A +  ll[XA- (u- 1)+ l][XA- 2(u- 1)+ 11 ... 
a . .. [XA - (n - 1)(u - 1) + 11 

(48), Y "(XUA)'" [AX- l][AX+- (U - 1)  - l][AX + 2(u - 1) - 11 ... 
... [AX + (w - l)(zc - 1) - 11. 

E queste, indipendentemente dalle (14), si possono dediirre direttamente 
applicando le relazioni 

(45) ( ~ x u ~ y  ' 1  = (AXU)~I--I y"- i [AX- (ta - l)(u - l)]  per le  (351, t. (411, 
(46) E r " ( X ' l A ) ' ~ [ X A + ( n - l ) ( ~ - l ) ] Y B - i ( X u A ) n - i  >> » (36), >, (42), 
(47) Y"(AX'1)n=[AX+n(u- i ) ]Y ' "4(AX")" -1  >> n (37), >> (39), 
($3) (XuA)"yn=(X<'A)" '1Y"-l  ( X A  - n(u  - 1 )] > > (38), » (4) . 

Fer u = 1 le relazioni assegnate diventano 

le (19'). (207, (217, (22'), dato il significato di h,,i, si possono aacora acrivere 

(19') 1 
AnXu - - AX(AX + I)(AX + 2) ... (AX i- n - 1) 

(80')l AnXn = ( X A  + l)(XA + 2)(XA + 3) ... (XA + t h )  

w'), X V A "  = XA(XA - l)(XA - 2) ... (XA - n I- 1) 

(Zr), X n A n  = (AX - I)(AX - 2)(AX - 3) ... (AX - ml, 

dnnali di ~Watematica, Serie IV, Tomo XIV. 
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e in questn ultima forma si possono dedime direttainente con le relazioni 
già applicate (43) e (44) 

A"X"= ( A X + - n i -  l )An- lxn- ' ,  X J I A n -  - Xn-'An-'(XA - n + 1). 

Per u = 2 si ottengono le  altre re la~ioni  

(AX')"XX-" =A,Y(AX- l)(AX- 2 )  ... ( A X -  la + 1) 
X-*(XfA)" = X A ( X A  + l ) ( X A  + 2) ... ( X A  + n --- 1 )  
X-"(AX')'" = ( A X  i- l ) (AX -1- 2)(AX + 3) ... ( A X  + n) 
(X2A)"X -" = ( X A  - 1)iXA - 21iXA - 3) ... IXA - n) 
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(3Sf'), X'+;(AXP)~ = (XA -t- B ) ( X A  + S)(XA + 4) ... ( X A  -t- 17 -+- 1) 
(40% ( X  ")"X-" = (AX - 2) (AX  - 3)(AX - 4) ... (AX - 12 - 1) 
(41% (AXYX--" = ( X A  + l )XA(XA - 1) ... (XA - f i  + 2) 
(42 ") , X-"(X2A)'" = (AX- l)AXIAX+ 1) ... (AX + n -- 2). 

S. Applicnzioni. - In questo dtimo pmragriifo vediamo corne, confroii- 
tando le relazioni precedenti, sin possibile dedurne dtre che legano gli ope- 
ratori o i numeri di STIRLING. 

Cosi, sottraendo dalla (30) la (29) e sommando la (27) con la (28) si ri- 
cavano le 

i-n 

(50) (- 1)+-1[(A X t y w  - (XUA)"] Y" = 2 (- l)(-i[n(u - 1) -+ i~x(,u'~ A ~ - '  Xi-'. 
i-1 

D'altra parte si dimostrano le relazioni 

e coinbinando yueste con le precedenti si ricavano le 

AX" - X"A ' 
(53) (AX")" - (XUA)'" = 

u n(a 

che per u = 1 t? IL = 2 diventano 

Combinando le (19'), e (37"), , le (217, e (38"), si ricavano le relazioni 

che potrebbero pure dedursi dalle (32") e (31"). 
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Ugnagliando la (30) alla (39) e tenendo corito in quest'ultima della (29') 
si hanno dopo un certo sviluppo la relazione 

con le particolari 

Sostituendo ne1 secondo membro della (21) la (29) e svilnppando, si ha.nno 
la relazione 

e le  particolari 

(i < n). 

Gli operat& s'intendano infine applicati al campo di base 1, z, d, ... 
e si  prenda per A la derivaaione ordinaria D rispetto ad x e peï X la mol- 
tiplicazione per x (i). 

(4)  In  ta1 caso particolare alcune relazioni sugli operatori Dx, xD, DS&, ESD~, si pos- 
sono ricavare con procedimentu semplice e rapido che ci ha cornunicato gentilmente Il 
prof. A. MAMBRIANI. 

Cosi dalle 

si ricavano le relazioni 
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Appliciindo gli operatori (Dx")", (xD)[ alla funzione ex-i , sostitnendo 
nella (39) per A = D, X =  x, e ponendo 

... x Y:= 1, s!,U'= al:)+ al;) + +a$), 

si ha la relazione 
2=n 

(59) sri1 = Y (- 1)"-i q:!i,i+i~p. 
i=O 

Posto sempre A = D, X = x, applicando la (21) alla funeione xS, si ha 
dopo calcolo piuttosto luogo l a  relazione 

con v = u - 1 ; e per u = 2 1' altra relazione 

.... hl, 4 O O O 

.... h?, i h2,2 O O 

.... h3, , h,, 2 1%. 3 O 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

.... hi-,, i hi-i,z hi-,, , O 

.... .. - I -- h l  , - - (- 1y3h, , ,  h,,, 

.... hi+h l hi+,, 2 hi+l, 2 O 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
hl,, 1 h t ,  2 kt, 3 .--. h,,,,, 

Con an:iloghi confronti si potrdhero dedurre delle relazioni per gli altri 
nnnieri introdotti, ed filtre ancora mediante l'impiego delle relaxioni notevoli 

i-n 
( - 1)'"X"A" = '1 ( -  l)i(% - i) ! 

i=O 
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Ueber Priru~a~hleii in aufeinander folgendeu Iuterva~lleil. 

Von RICHARD OBLÀTH (in Budapestj. 

I n  friiheren Publikationen ('1 habe ich den Satz mitgeteilt: 
Bei hinreichelzd grossetn x enthtilt jedes der gleich Zangen Intemalle 

rveniger Prituzahlen als das Vorh~rgehende, wenn 

(2) 3n < log x 
ast. 

Die Herren MEHAEL BAUER und WERNER WEBER hatten die Liebens- 
würdigkeit, mich aufmerksam zu machen, dass mein Beweis diese hussage 
nicht vollstandig deckt, und zwar hauptsachlich deshalb, weil die beniitzte 
Form des Primzahlsatzes nicht genug scharf war. Der Satz selber ist jedoch 
richtig, man kann soga,r wesentlich mehr behaupten. Es gilt n8inlicli der 
folgende : 

SATS 1. - Bei hinreichend grosseln x enthdt jedes der Intervalle (1) 
uon der Lange x tveliiger Pr im~ahlen  als das Vorhergeh~nde, solange 

kt ,  tvo m eine beliebiye feste yanze Zuhl hedeutet. 
Dieser Satz, den ich einer freundlichen Mitteilung des Herren PAUL 

ERDOS verdanke, besagt deshalb mehr als der Vorausgeschickte, weil infolge 
der letzten Ungleichung, n - die Anzahl derjenigen Intervalle, in welchen 
die monotone Abnahme der Primzahlhaufigkeit ' sichergestellt ist - jede 
Potenz von logx überschreiten darf, wahrend nach (2) n nur von der Gros- 
senordnung des log x ist. Herr WEBER teilte mir einen Beweis mit, nach 
welchem su& 9 ausfallen kann. 

( t )  OBLÀTH, . Nath. 68. Termtud. Ért. ,,, 47, (19301, p. 250: und e Tdh. Math. Joiiiii. n. 
32, (1930), p. 328. 
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- --- 

Der Beweis beruht auf dem Primzahlsatze mit dem von Herren LIT. 
TLEWOOD gegebenen Restgliede ('), nach welchem die Anzahl der :c niclit 
übertreffenden Primfiahlen 

x 

betrRgt, wo a eine positive Konstmte bezeichnet, auf deren numeriaohen 
Wert es nicht ankommt. Die Anzahl der Primzahlen fiwischen (k - 1)s 
und kx liefert daher die Formel 

Die positive ganze Zahl k haben wir so au w\.ahlen, dass ffir k < .rz 

(5) ur+,(x) < ~ k ( x )  

zntreffen sol!. 
d u s  der Formel (4) folgt 

da + O (hxe-3 d l o g ~ l o g  log" 
log a log ( z  + x) ) 

ik-l)x 

wobei dss Ordoglied vergrossert murde. Der Integrand nimmt fiir 8 2  2 mo- 
noton ab, wovon man durch Differenziieren iiberzeugt wird (9. Wenn daher 

( 2 )  LANDAU, u Math. Beitsuhrft. >, 20, (1924), p. 90, besonders p. 10'3, und obonda p. 105. 
S. weiter LANDAU, Zahlentheorie II, (1927), p. 47, Satz 403. Neines W i ~ s e n s  ist Hcrrn 
IAITTLEWOODS Aniiilherung noch immer die beste. S. 5. B. INGHAM, The Distr. of Prime 
,Vutnbers, ( e  Cambridge Tracts in Math. n.O 30 ,)), Cambridge, 1932, p. 66, Theoi.. 24. 

(3) In  meinen aitierten Arbeiten habe ich den Satz schon für jedes k < J l  bewiesen, 
mo ill eine beliehige gegebene Bah1 bedeutet; der Xachmeis der Tatsache u,(x) < u,(x) 
stamnit schon von Herrn LANDAU a Nouv. Ann. de Math. B, S. 4, t. 1, p. 281, (1901). 'Wir 
brauchen uns also nur um grosse k -s su kümmern. Die für k =  1 notige Modifikation 
lasst sich aber auch aus der hier beniitzten schsrferen Formel in wenigen Strichen entwickeln, 
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für das in UA(%) auftretende Integral ohne Restglied &(x) gesetzt wird, dann 
hat man (1) für k z 2  

1 uk =/ (L log z - log (z + x) ) d s z x ( l -  log kx log (k + 1,jx 
k-l)z 

%log( l+;)  
- - YX > 

log kx log (k t - 1)z > log' (k + 1)x p + 1, log' (k + 1Jx 

wo y eine ps i t ive  absolute Konstante bezeichnet. Nach der Fussnote (3) 

gilt diese Abschatzung auoh für k =  1. 
Der Unterschied der Anzahlen der Primzahlen in beiden benachbarten 

Intervdlen betragt also 

Damit es im letzteren Intervalle weniger Yrimzahlen gebe als im Vorher- 
gehenden, ist das Ueberwiegen des ersten Gliedes hinreichend, d. h. es muss 

stattfinden. Dieser Bedingiing kann durch 

denn es ist 

daher hat man für ein hinreichend grosses a: 

wo eine positive absolute Konstante be~eichnet. 

folgt. 

dnnali d i  Matrmmtica, Berie IV, Tomo XIV. 
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Die Anzahl der in den Intervallen dei- Folge 
ninimt daher bei der Wahl 

[ 1) en thaltenun Prirnmhlen 

log%l=) 

k = o  
log x 

monoton ab. Eine einfilche Hechnuny zeigt, dass - fiir k seinen griisskn 
~n1Rssigen JVert 1% eingesetzt - dit. Bedingiing (6) durch die Wahl 

n < log"' x 

befriedigt mird, IVO ru rine beliebiye positive ganze Bah1 sein darf, woinit 
uii ser Sata ~rollstandig bewiesen ist. 

Ein anciloyer Satz beste7zt fiiv die Priimmlzlen der nrithiuetischen l i ~ i h e .  
Unser Satz gibt eine Folge von Intervallen an, in welchen die Prim- 

zalilhaufigkeit monoton abniinint. Als Gegentiliick dazn beweisen wir clon: 
Sam 2. - Es sei X > 1 eine positiv~ Konstcclzte. Fiir eitz lzin~eiçllzerzd 

grosses x enthalt jedw der Infer.valle 

m e  lz r Prirmxchlen ccls d m  Vorhergeherbde. 
Der Beweis ist dern Voraiigegangenen nacligebidet. 
Die Differenz der Ansalil der in zwei benachbarten Intervallen befiiidlichen 

Pri~nzahlen ist also (j) 

u,,(~)=] d' -J'- + ~ O ( ~ ~ + ~ ~ ~ - ~ " ~ g ~ " J l o ~ l o g h ~ ~ ~ ) ,  
log2 log s 

?."x 1"-12 

+ O ( ~ n +  iXe-a \ log hflx log log hllx ) . 

(5) Bei der Bewertung des Ordogliedes denke man daran, dass zu grossereri Werten 
cler Variablen ein grosseres Ordoglied gehort, es iot  also 

Das Reutglicd des Textes ist daher riohtig. 
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2/h 
Der Integrand nimmt für s > 1 d L - l  monoton ab. Weun also das Integral ohne 
Restglied wieder mit V,,(e) bezeichnet wird, erhalten wir die Abschatzung 

Wir setaen Xnx = y und schreiben 

Der Ausdruck rechts iibertrifft stet.s das Ordoglied 

h logy - log hy 
e ~ j ' l o g ~  loglog  Y - ' log y log Ay 

w egen 

> 

> (1 - 1) 1% ?I - log 1?1 elos (',,g;a y) > 
log y log hy 

A log y - log Xy > (A - 1) --- logm y > logu y 
log ylog Ay . 

wo I I &  eine beliebige ganse Zahl bedeutet, und v < m ist. Q. e. d. 
Ein alzalher Snls hesteht für die Prill~zahlenl der arithmelischegz Reihe. 
Ich erfülle eine angenehine Pflicht, indem ich den Herren MICHAEL 

BAUER und PAUL ERD~S, deren wertvolle 'Bemerkungen ich auch in1 Beweise 
verwenden konnte, meinen herslichsten Dank ausspreche. 
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Sul1 a, rappreseiitazioiie delle fuiizioni 

di  varia,bilt! bicomplessa totalmeiite dei~iva,l~ili. 

M~moria di NICOLO SPAMPINATO (a Catania). 

Siirito. - Si studiano le superficie e le tvasfovmazioni caratteristiche dell' S, complesso, isn- 
rnagini dei legami e delle tvasformazioni s u  due vaviabil i  bicmnplesse, ottenute con fun- 
zioni totalmente derivabili. 

I n  una importante Memoria ('), BENIAMINO SEGRE ha studiato geotnetri- 
camente i Zeganzi analitici e le trasformaaioni analitiche su due variabili 
complesse, che danno luogo, nell' 8, rappresentativo di queste coppie di va- 
riabili, alle superficie caratteristiche e alle 1..mfonnasioni pseudoconforn~i. 

L'idea semplificatrice che il SEGRE ha avuto B stata quella di non re- 
stringersi a considerare nell' 8, soltanto elementi reali, ma anche quelli 
immaginari e ha  ricordato, in proposito, che tale estensione nell' 8, rappre- 
sentativo é stata fatta da  CORRADO SEGRE, quando ha introdotto ne1 piano 
complesso i punti bicomplessi (2), ed equivale a prolungare ne1 corpo coin- 
plesso le componenti reali delle coppie di variabili cornplesse, ovveïo s 
considerare coppie di  variabili biwmplesse anzichè coppie di variabili coin- 
plesse (3). 

Si osservi ora che se la  variabile complessa y è funzione oloinorfa della 
variabile complessa x, prolungando le componenti reali di x e I/ ne1 corpo 
complesso, cioè prolungando le varialsili z e y nell'algebra dei nuineri bi- 
cornplessi, si ottiene la variabile bicowtplessa y funsione olomorfa secondo 

(1) B. SEGRE, Qzhestioni yeometviche legate a l la  teopin delle fitnzio9zi d i  dtre eac.iabili 
complesse [ R  Rendiconti del Seminario Matematico della R. Universith di Roma », Vol. '711, 
Parte II, 1930-31-X, pp. 59-1073. 

(e) C. SEGRE, Sulle ~appresentaz ioni  reali  delle fovme co~nplesse e gli enti ipevalgebrici 
[. Nathematische Annalen 8 ,  XL Band (1692), pp. 413-4671. 

(3) Si veda in proposito la mia nota: I punti  biconzplessi e le varietci iperalyebviche 
del SEGRE [ «  Esercitazioni Matematiuhe 0 ,  Vol. yII1, pp. 67-76, a Circolo Matematico di 
Catania » : 1935-XIII]. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



306 N. SPAMPINATO: & C / ~ C L  rc~ppre~e.ntaaio+w delle firnzioni 

SCORZA DRAGONI (') della variabile bicotnplessa x. Ne segue che, corrispon- 
dentemente, i legami analitici e le trasformaaioni unalitiche su diie variabili 
complesse si prolungano nei legumi e nelle trasformasioni su &ce vnriabili 
bicomplesse ottenute con. funzioni olotnorfe secotado SCOREA DRAGONI. Pertanto 
questi legami e queste trasformazioni danno luogo, nell' S, complesso rappre- 
sentativo, nlle superficie e alle trasformazioni che generalizzano le super- 
ficie caratteristiche e le trasformaeioni pseudoconformi dell' S, reale, e che 
chiameremo superficie caratteristiche e trasformazioni caratteristiche dell' S, 
complesso.. 

I n  una nota in corso di stampa nei <( Rendiconti della R. Accadeinia dei 
Lincei » ho dimostrato che le funzioni di variabile bicomplessa olomorfe se- 
condo SCORZA DRAGONI coincidono con le funzioni, nell'algebra dei nuineri 
bicomplessi, totalmente derivabili ovvero con le fiinzioni a derivata carat- 
teristica unicu. Da tale nota risulta manifesta la coiivenienan di  usare ne110 
studio di dette funzioni i l  sistema di nnitk che mette in evidenza la ridnci- 
cibilith dell'algebra dei numeri bicomplessi. 

A riguardo si osservi che il SEVERI nell'applicare il metodo che chiaina 
del pussaggio da1 reale al conzplesso (j) per la  risoliizione generale dt.1 pro- 
blema di DIRICHLET per le fiinzioni biarmoniche, eseguisce la seguente tra- 
sformazione siille due coppie di  vnriabili complesse ( x i ,  x,), (x, 2): 

Ebbene, le (1) sono le relazioni che intercedono fra le  coordinate xi. X, 
e a, Z di uno stesso numero bicomplesso nei diie sistemi di unith u ,  v e 
v , ,  21, con le seguenti tabelle di moltiplicazione: 

Sicchb quando dalle variabili complesse xi c. x, si passa alle variabili 
coinplc.sse x e 2, si viene ad espriinere la varinbile bicol~tplesscr z - x,zc + z-c 
(prolwngccvzento della variabile coinplessa x, +- ix,, corrispondente al proliinga- 
mento dei numeri reali 2, e x, ne1 corpo complesso) nella forma z=xzl, -t %v, . 

G. SCORZA DRAGONI, Sulle ficnziolzi olomorfe d i  u n a  vwiab i l e  bicow~plessa [. R c a l ~  
Accatleinia d'Italia », Memorie della Classe di Scienze, Vol. V, pp. 597-6051. 

(7 F. SEVERI, Risolwzione yemrale clel pvobiema d i  DIRICHLET per le ftcwzimli biav 
wosiche [N Rcniiiconti della R.  Accadriiiia (lei liincei », Vol. XIII,  1931. pp. 795-8041. 
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cioè ne1 sisterna di unith v , ,  v 2  che è qzcello clw mette in  eviderzx ln ridlcci- 
bilità dell 'alg~bra dei nuwceri bico~nplessi. 

Le superiori osliervazioni spiegano perché nello studio che faccio in 
qiiesta Nota intorno alle superficie e alle trasformaaioni cariitteristiche del- 
1'8, coinplesso, usn sintematicamente - l e  unit& v ,  e v,, ottenendo notevoli 
semplificazioni. 

1. Le ~iiperfieie dell' 8, coiiiplt~sso iitiiiiagini dellr fiiiizioiii d i  uiia va- 
riabile bicompless~ totalmente derivilbili. - Sia C' l'algebra dei iiumeri 
l~icomplessi 

(1) x = x,vl + x,v, , 
con v,, v, unith soddisfacenti alle coilclizioni 

e x , ,  x, nuineri coinplessi. I n  corrispondenza ad iina coppia di niimwi bi- 
cornplessi (c, y), posto per y 

consideriamo in un S, complesso, dove si suppone fissato un sisteiiia di 
coordinate non ornogene, cartesinne, il punto P ( x , ,  x,, y, ,  yy), che si dirA 
iminagine clella coppia di numeri bicomylessi (a, y). 

Cio podo, consideriamo una fuiizione y($) della variabile biconlplesaa x, 
totalmente derivabile, cioè oloniorfa secondo S~ORZA DRAGONI, e quindi del tipo 

con y,(x,) e y,(x,) fimzioni oloinorfe delle variabili coinplesse x, e x, rispet- 
tivamente. 

Uentre x varia in un campo contenuto ne1 campo di esistenza della ~(x), 
il punto P dell' S, comple~so iminagine della coppia di numeri bicomplessi 
(x, y(~.))  descriverh un pezzo della superficie, di equazioni 

che si dirà la sq~erficie caratteristica delZ7 S, coirqdesso, imrnagiiie dclla fun- 
eione bicomplessa y(x) totalmente derivabile. 

I n  particolare, corne immagini delle fuiizioni liiieitri totalmente derivabili 
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avremo i piani caratteristici dell' 8, complesso di equaaioni 

2. Piani caratteristici dell' S, complesso. - Indichiamo con r' e ru le 
rette improprie dei piani coordinati p,(x, ,  y , )  e p;(x,, y,). La retta impropria 
del piano caratteristico di eqnazioni (5) s'appoggia alle rette syhembe r' e r" 
e precisamente nei punti impropri delle dne rette tracce, in detti piani, dei 
due iperpiani che le (5) rappresentano separatamente. Le stesse equazioni 
rappresentano nei due piani (z,, y,) e (z,, y,) tali tracce. Evidenteinente il 
punto di appoygio in r' (r") B distinto da1 punto improprio Y ,  (Y2) di y, (y,). 
Viceversa ogni piano dell' S,, appoggiato ad r' e ad r" in punti. distinti 
da Y, e Y , ,  ha le equazioni del tipo (5) e quindi rappresenta una funaione 
lineare bicomplessa totalmente derivabile, cioè è un piano caratteristico. Si 

osservi che le ecceaioni presentate da Y, e Y, provengono da1 fntto che si 
considerano le funaioni y(%) totalmrnte derivabili scritte sotto la forina espli- 
cita [l]. Se alla [l] si sostituisce 1' equazione 

[ir1 H,P,, YJV, + Hz(%I , Y?)v, = O 

con H, e H, simboli di legami analitici fra a ,  e y, e fra s, e ge, e quindi 
alla (4) si sostituisce l'equaaione 

i oasi di eccezione, che corrispondono ai valori b, = O e 6, = O veilgono ad 
essere eliminati. Abbiamo pertanto che: 

1) I piani  caratteristici dell' S, complesso, cioè i piani  inbtnagini delle 
ftmxioni Zineiwri della variabile bicounplessa x, derivabili totalmente, ovvero 
olomorfe secondo S ~ O R Z A  DRAGONI, sono t ~ t t t i  e soli i piawi nppoggiati alle 
rette sghembe r' e r" (6). 

3. Superficie caratteristichs dell' S, complesso. - Consideriamo nuova- 
mente la superficie caratteristica 1P di equaliioni [2], irnrnagine della funzione 
y(%),' totalmente derivabile, data dalla [l]. La  prima (seconda) delle equa- 
aioni [2] rappresenta ne1 piano coordinat0 p,(x,, y,) (p,(x,, y,))  un peaao di 

(6) Si noti che le rette r' e r", rette improprio dei piani coordinati pi e p z ,  coincidono 
con le rette C' e r", assi della congruenza K considerata da1 SEGRE nella sua memoria 
citata in (L), prefasione e no 1. Ne1 sistema di 'ooordinate usato da1 SEGRE (ehe cowisponde 
alle unità n e v) le rette r' e .r" sono immaginarie coniugate. Ne1 sistema di coordinate 
considerato in questa nota (che corrisponde alle unità u, e v,) le ret,te r' e r" sono reali. . 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



di  variabile bicomplessa totalmerzte clerivabili 309 

curva analitica f i  ( f , ) .  Se P, (P,) è un punto qualnnque di f ,  ( f , )  i piani 
P,r" e P2rf si secano in  un puiito ; P di P. La F 13 pertanto intersedone di 
due pemi di 8,-coni, che si  ottengono proiett,ando f i  da r" e f ,  da r'. G1' oo' 
piani proiettanti i punti di f ,  da r" secano P in  un sistenia, di dimensione 
complessa 1, di cnrve ciascuna delle quali 6 proiettata da r' su1 piano p ,  
nella curva f , .  

Un secondo sistema di curve, di dimensione complessa 1, si ottiene se- 
cando la  P con i piani proiettanti i punti di f ,  da rf ,  Ciascima curva di 
questo secondo sistema é proiettata da  r" su pi  nella curva fi. La proiezione 
della P da 'ru (r') su p i  ( p , )  non 6,  pertanto, un pezzo di piano a 2 dimen- 
sioni, ma un pezzo di curva f ,  (fJ. Viceversa se si ha nello spado com- 
plestio S4 una superficie (O pemo di superficie) P che è proiettata da r' (r") 
su pi (p,) in un pezzo di curva analitica fi (f,), se questa 6 immagine di una 
funzione olomorfa y,(%,) (y,(x,)), la  P é caratteristica e precisaniente è l'im- 
magine della funzione bicomplessa totalmente derivabile avente per coeffi- 
cienti di v, e w, le due fundoni y,(x,) e y,(x,). Concludendo si ha: 

II) Le superficie caratteristiche dell' S, conzplesso, cioé imrnagini delle 
funaioni d i  variabile bicornplessa totalwnte derivabibi,' O olomorfe seçondo 
SGORZA DRAGONI, sono tutte e sole le superficie dell' S4 cowaplesso proiettate 
da r' e r", rispettivamente swi piawi coordinat2 p, e p l  in curve analitiche 
isnnmgini d i  fuwaioni olomorfe y,(x,), y,(x,) delle varia5ili cowplesse x, e x, 
rispettivamente. 

4. Curve e piani s ~ m i n u l l i  dellys, complesso. - Ricordiamo che u n  
nulnero bicomplesso x = x,v, + s,v, è nul10 se é x, = x, = 0, è un divisore 
dello xero se é nulla una delle sue coordinate x, ,  x,. Se  è LE, =O, x si dirh 

'divisore del10 zero del Io sistema, se è x, = O ,  x si dirà, invece, divisore 
del10 zero del 20 sistema. 1 punti dello s p a ~ i o  complesso rappresentativo 
delle coppie di numeri bicomplessi (x, y), con x e y divisori dello zero di 
uno stesso sistema o nulli sono, evidentemente i punti del piano pi e del 
piano p,. Per  ta1 fatto i piani paralleli a p, O a p, si diranno seminulli. 
Essi sono i piani propri passanti per r f  O per ru (7. 

Le ourve appartenenti ad un piano seminullo si diranno seminulle. I n  
ba.se a quanto abbiamo detto ne1 n. precedente possiamo affermare che: 

(7) Pertanto i piani che qui si  chiamano seminulli coincidono con i piani che B. SEGRE 
ha chiamato nulli. Essi derivano dalIa' presenza dei divisori dello zero nell'algebra C' dei 
numeri bicomplessi. Ne segue che le linee che qui vengono chiamate se~nirmlle sono le linee 
bicaratteristiehe di B. SEGRE (Lo'c. cit. (1)' no 6). 

dnnali d i  Mmiematica, Serie IV, 'Porno SIV. 40 
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I I ' )  Oyni superficie caratteriütica dell' S, cort~plesso contietze due s is t~mi 
d i  c w o e  a~alitic7ze seminulle. Questn proprieta è caratteristicu por dette su- 
perficie. 

5. Un teoreiiia dei f i l i  anwlitici. - Sin f(t) urra funzione olomorfa com- 
plessa della variabile reale t data da 

con h(t) e g(t) fiinzioni reali olomorfe della variabile reale t ,  definite in un 
intervallo (t', t"), e quindi sviliippabili in serie di potenze 

g(tj = Y b, ( t  - t,)"' 
m 

nell'iiitorno di ogni punto t ,  di (t', t"). I n  detto intorno per la f(t) si ha 10 
sviluppo in serie 

(9) f ( t )  = Z (a, + b,,,i)(t - t,)"'. 
nz 

Posto a = t I- iq, consideriamo la  serie, che si ottiene dalla (9) sosti- 
tuendo alla variabile reale t l a  variabile complessa z, 

Z (a,,, -+ b,,i)iz - t,)m- 
nt 

Questa serie, a1 variare di t ,  in (t', t"), fornisce infiniti elementi di una 
fiinaione analitioa della variabile complessa a con i oeiitri nei punti t ,  del 
segmento dell'asse male t, posto ne1 piano di GAUSS (t, q), avente per estreini 
i piinti t' e tu. 1 cerchi di convergenza di dette infinite serie costituiranno 
un campo C a cui appartiene il seginento t't", 0 in C definiscono una fun- 
zione oloinorfa (uniforme) f (zj della variabile complessa z che  long^ detto 
segmento si riduce alla data funzione f ( t ) .  La f (z)  dicesi il prolunganzento 
della f ( t )  ne1 corpo dei numeri cornplessi. 

Cib ricordato, consideriamo quattro fnnzioni coinplesse olomorfe, non tuttcl 
costanti, 

(11) -%(tl, %N, Y , @ ) ,  yAt) 

della variabile male t, definite in iino stesso intervallo (t', tu), t: le funzioni 
loro prolungamento ne1 corpo complesso 

Indichiamo con C lin campo contenuto nei campi di esistenza delle fun- 
zioni (12) e contenente il segmento t't". 
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Xentre la variabile reale t descrive l'intervallo (t', tu), il punto P del- 
1'8, complesso di coordinate (il) descrive un insieme continuo di dimensione 
rrale 1, che dicesi un tratto di fi20 avtalitico dell' S, complesso. (Secondo una 
nomenclatura introdotta da CORRADO SEGRE, m a  varietà di lino spazio corn- 
plesso di dimensioni reali 1, 2, 3 dicesi filo, tela. trivarrieta, rispettivamente]. 

Mentre la variabile complessa B descrive il campo C, il punto di S, di 
coordinata (12) descrive un tratto di curva analitica (di dimensione com- 
plessa 1 e di dimensione reale 2). È evidente clie questo tratto di curva, 
diciamo Z , ,  contiene il tratto di fi10 1 sopra considerato, dunque: 

III) Un trntto di  fi10 amlitico oppartiene seuzprP ad u n  tratto di curva 
ccnalitica determinato da1 filo. 

Questa proposizione è l'estensione ai fili analitici di una proprieth dei 
fili iperalgebrici doviita a CORRADO SEGRE. 

Cib posto, supponiamo che il tratto di fiIo Z sia tale che l'intorno di ogni 
suo punto P non appartenga ad un piano seminullo, O, corne diremo, clie 
non sia seminullo. Anche il tratto di cnrva Il sarà di conseguenza non seini- 
nullo. Proiettando 1, da r" (r') siil piano p, (p,) si ottiene un tratto di curva 
analitica f ,  (f,]. Precisamente f ,  (f2) 13 rappresentata in pi  (p,) dalle prima e 

term (seconda e quarta) delle equazioni (12). L'intersezione P di due piani 
Plr" e P2rf, con P, (P,) variabile in fi (f,), descrive un pemzo di superficie 
caratteristien P contenente il tratto di curva 1, e qnindi il tratto di fi10 Z. 

Supponiamo ors che Fi sia m a  superficie caratteristica contenente il 
tratto di fi10 1 e qtiindi il tratto di curva 2 ,  determinato da 1 ;  le proiezioni 
di un pezzo di  B', contenente 1, da r" e r' BU pi e p, dovranno essere due 
tratti di curve contenenti f i  e f, perche f, t: f, sono le proiezioni di 1 , .  Ma 
allora sarà F= Fi, perchè anche P è proiettata da r" e r' su pi e p, in f, 
e f , .  Dunque per un tratto di filo analitico passa iin solo p e ~ z o  di superficie 
caratteristica. 

Rfettiamoci ora n~ll ' ipotesi  che il tratto di fi10 1 sia seminullo, e per 
fissare le idee supponiamo che appartenga ad un piano seminullo passante 
per r", cioh del 2 O  sistema. Proiettando Z da r" su p, si ottiene un punto 
P,(a, O, b, O), i l  che equivale ad affermare che in questo caso le funzioni ~ r , ( t )  
e y,(t) sono due costanti a e b. Si conduca per Pi, ne1 piano p l ,  un qua- 
lunque tratto di curva analitica f ,  . I n  corrispondenza ai due tratti di curve 
analitiche f ,  e f,, avremo una superficie caratteristica F, intersezione delle 
varieth che si ottengono proiettando f, e f, da r" e r', passante per il tratto 
di fi10 1. Concludendo si ha il teorema: 

IV) Per u n  tratto di filo anaWtico mon seminul10 pussu ana ed una sola 
superficie caratteristica dell' S, conaplesso. 
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Per un trc~tto d i  fil0 anali l ico serrbinuZlo yccssmzo infitzife supevficie carat- 
terisfiche dell' S, corrqAesso (y). 

6. LP trasforniazieni caratteristiche dell'S, coiiiplesso. - Una tixsfor- 
inazione bicomplessa su due vilriabili 

X = X ( s ,  y), Y=Y(x,  y) 

si dira caratteristica se le funzioni X ( x ,  y) e Y(x, y) delle due variahili 
bicomplesse indipendenti x e y sono totalmente derivabili rispetto ad x 
rispetto ad 9 e, applicate ad un campo convenientemente ristretto dell' S, 
complesso, risultano invertibili e tali da definire y e x coine funsioni total- 
inente derivabili di X e Y. Se diciamo oniologhi due punti di S, iiurn;igini 
di due coppie (x, y) e (X, Y) legate dalle [3], resta determinata fra due caiiipi 
di S, una trasformazione bianivoen n7 che si dirh una ti^asfonucraiow cnr.nf- 
feristica dell' S, corrcplesso. 

Posto 

(13) 
X=X,v ,  +X,vo ) x=x,v,+x,v,  

Y = Y,e, + Y2v2 ' I y = ylvl  i y2v1 ' 
le Xi ,  Y, sarnnno funzioni oloinorfe delle sole variabili complrssc~ indipen- 
denti z, e y,; invece X ,  e Y2 saranno fiinzioni oloinorfe delle sole viii.i;ibili 
indipendenti x, e y,. Sicchè posto 

saranno le [3'] le eqiiazioni della trasformazione caratteristica 10 dell'S4 coin- 

(8 )  B. SEGRE h a  dimostrato nella sua memoria citiita in no 5, p. 66, che per t1n 

tratto regolas-e d i  linea analitica (reale) asseynata cornufique in. S, passa uno erl un  sol 
pezzo d i  superficie caratteristica. Ne1 seguente no 6 il SEGRE ha osservato che la proposi- 
aione enunciata vaie anche net campo comnplesso per iina linea analitica assegnata non reale, 
purchb non sin. bicaratteristica e che la superficie che si viene a detewzinare non sarb i97 
geqzerale reale (Nota ("1 della pap. 68). lenelido conto d i  qiianto abbianio osservato nelln 
nota (7, ai scorge che la prima parte del teorenia IV) non è altro che la proposizione di 
B. SEGRE, SU rieordata, ne1 campo complesso. L a  ecceaionalità delle linee bicaratteristiclie, 
cioè dei fili seminiilli. che nella dimostrazione del S ~ R E  proveniva dall'annullarsi identi. 
camente d i  una certa espressione, nella nostra diniostrazione proviene da1 fatto che un fi10 
seminullo è proiettato da Y" e r', in  uno dei piani coordinati p i  e p z ,  i n  u n  piinto. Da 
quanto sopra si è osservato si conclude che le  superficie non reali dell' S, complesso a ciii 
il SEGRE accenna nella citata nota (21) di pag. 68, non sono altro che le superficie immagini 
delle fiinzioni di variahile bicomplessa oloniorfe secondo S c o i t z ~  DRAGONI O totalmente 
derivabili. 
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plesso. Le [3'], separatamente, deterininano nei piani coordinati p l ( ~ , ,  y,) e 
p.,(x,, y,) due trasformazioni IV ,  e IV, in cui .si corrispondono le proiezioni P, 
e P,', P, e P,' di due punti omologhi P e Pt in lu fatte, rispettivainente, 
da V e Y'. 

Un campo piano seminullo, cioè appartenente ad un piano seminullo 
del l0 o del 2 O  sistema, sarà trasformato da n, evideiitemente in un campo 
piano seminullo dello stesso sistema, perché pnnti del piano seminullo r"P, (r'P,) 
vengono trasformati da .rv in punti del piano seminullo rrrP,' (rtP,'). Viceversa 
se iina trasforrnazione analitica invertibile dell' S, complesso deve tras£ormare 
campi seminulli in campi seminulli dello stesso sistema, subordinerà in con- 
vcnienti insiemi di piani seminulli, cioè passanti per r' O ru, ilna trasforma- 
zione analitica e quindi subordinerà una trasformazione analitica in ciasciino 
dei piani coordinati p, e p,, chiamando omologhi in p, (p2j  dne piinti sezioni 
di piani seminulli omologhi passanti per r" (r'). Le equazioni di tali trasfor- 
rnazioni sono del tipo [3'] e quindi In trasformazione annlitica assegnata B 
iina trasformazione caratteristica. Si  ha pertanto: 

Y) Condixione necessaria e sufficiente affinchè una trasfonnaxiofie anali. 
tica invertibile delZ' S, conzplesso sia una trasformazione carutteristica, è che 
t ras fo~~ni  caswpi seuninulli i n  campi seminulli dello stesso sistenza (9). 

Ne segue Che: una trasforrnazione carutteristica trasforma curve S P M ~ .  

nulle in curve seuzinulle dello stesso sistema, e, quindi, trnendo conto del 

teorema II') del n. 4, si ricava che: 
VI) Una trasforw&a2iione caratteristica dell' S, co~)qZesso trasforsna super- 

ficie caratteristiche i n  superficie caratteristiche, trasformaszdo le curve sesrti- 
nulle deZZ7unu nelle curve sesninulle dell'altra appartenenti al10 stesso sistema. 

Si osservi che se una tranformazione cnratteristica su trasforma una 
superficie caratteristica P in iina superficie (caratteristica) P' e f , ,  f, e 
f,', f,' sono le proiezioni di F e F' su p, e p, da r" e r', le [3'] a sinistra 
(a destra) devono trasformare f ,  ( f , )  in f,' ( f? ' ) .  Se, in particolare, la F è un 
pezzo di piano caratteristico, ne1 qiial caso le f ,  e f ,  sono segmenti rettilinei. 
perchè P' sin pur Lin peazo di piano (caratteristico) occorre e basta che 
anche f,' e f,' siano segmenti rettilinei. Ors perchè l e  trasformazioni, in  p, 

e p,, IV, e w,, di equazioni [3'], trasforinino segmenti rettilinei in segmenti 

)liesta proposizione generalizza la seguente proposisione d i  B. SEGI~E: Le trasfor. 
rnazioni pseudoconformi possono venire carutterizzate fra le trasfovmazioni pz411tuali a w d i -  
tiche je reali) dell' S ,  i?z sè stesso dalla proprieth di tmsformare piuwi nzclli i t z  piani mtlli 
associando fra Iwo piani clello stesso sistema (Loc. cit. (i), p. 86). 
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rettilinei, occorre e basta che X,, Y, (X,, Y,)  siano funzioni lineari frntte 
di x i ,  y, (x,, y,). Ne segue immediatamente che-: 

VI') Le trasformazioni caratteristiche dell' S, cow&esso trasformctnti ve- 
gioni pianz cnratteristiche in regioni piane (caratteristiche) sono le imweagiui 
delle trasfornr;aeioni bicomplesse rappresentate da sostituaioni linenri fraffe 
nelle due variabili bicoinplesse x e y ( 'O ) .  

7. Superficie seniicaratt~risticlie. - 'IJna superficie O un peazo di su. 
perficie dell' S, complesso si dira sewicaratteristiccc del ln ( 2 O )  si.cte?~m se 
proiettata da r" (r') su pi (p,) dlt, anaichè una regione a due dimensioni, un 
pezzo di curva che non si riduca ad un punto (ne1 qua1 caso la superficie 
é una regione piana seminulla). 

Una superficie semicaratteristica del 10 ( g o )  sistema è secata da piani 
seminulli passanti per r" (r ')  in curve seminulle, quindi ogni tale superficie 
O pezzo di superficie contiene un sistema di curve seminulle. È evidente che: 

VII) Una trasformaaione cnratteristica dell' S, complesso trasforma una 
superficie se+wicnratteristica del Io ( 2 O )  sistema in una superficie semicarat- 
teristica del10 stesso sistema, trasfonnando le curve seminulle della prima 
nelle curve seminulle della seconda. 

8. Teorenia fondainentale. - Sia G una regione superficiale analitica 
' dell'S, complesso, cioè nna superficie O un peazo di superficie analitica, e 

diciamo G, e G, le proiezioni di G da r" e Y' su pl e ,O, rispettivamente. 
Se G, O G, si riduce ad un punto snrà G una regione piana posta in un 
piano seminullo, ci06 una regione piana seminulla. Se G non è una regione 
piana seminulla nè G, nè G, potranno ridursi ad un punto. I n  questa ipo- 
tesi G, O G, si ridurra ad un tratto di  c u n a  quando e solo quando la  G è 

semicaratteristica. Ne segue che se G non è seminulla nè semicaratteristica, 
G ,  e G, saranno due regioni piane di pl e p, nessuna delle quali pub ridursi 
ad un ptinto O ad un tratto di curva. In questa ipotesi il piano proiettante 
da ru, O r', un punto generico P di G, secherk G in un numero finito di 
punti e quindi, considerando la regione superficiale G convenientemente 
piccola, possiamo supporre che i l  piano proiettante da ru, O r', ogni punto P 
di G sechi G ne1 solo punto P. I n  ta1 caso la corrispondenaa che nasce 
fra G e G, O G,, chiamando omologo di P il punto P, O P, sua proiezione 

( L a )  Questa proposizione generdizza la proposizioiie di B. SEGRE del itO 25, p. 90 della 
niemoria citata in (l). 
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da r" O r' SU p i  O è biuttiwoca Sema eece~ioni. Cio posto vogliamo dimo- 
stïare il seguente teorema: 

VIII) Se G e G' sono due regiolzi superficinli dell' S, co~qlesso, non serni- 
reulle nè se.micarcctteristiche, eufficierzternente piccole, e W è una  corrispowdemcc 
biu.nivom analitica fissata a d  arbitrio f ra  esse, esiste ulza ed una sola tra- 
sforsuaaione cat-atteristica f ra  due i ~ t o r n i  quadri.iv~ensionali d i  G e G' che 
trasfornri G in Gf, subordilzmdovi Ca MmisPondenaa W assegnata ("). 

Infatti &no Pi, P,', P,, P,' le proienioni su p, e p, da r" e r' di  due 
punti P e Pr di G e G' omologhi in W. Mentre P descrive G, e quindi P' 
descrive G', i punti Pi e PI' del piano p, descriveranno le proiezioni G, 
e G,' d i  G e G' su  p i ,  e, per le ipotesi fatte, la corrispondenza biunivoca W 
esistente fra G e G" si proietterà in una corrispondenza biunivoca MTI fra 
G, e G,' in cui si corrisponderanno le proiesioni P, e P,'. Analoga osserva. 
zione si pub fare relativamente alle proiezioni G, e G,' di G e G', su1 
piano p,, da r'. Fra G, e G,' avremo una corrispondenza biunivoca W,, 
proieaione di W, in cui si corrisponderanno P, e P,'. Cib posto diciamo D (D') 
l a  regione quadrimenîlionale dell' S; complesso coktituita d a  tutti i punti P (P') 
le cui proiezioni da r" e r' su p, e p, cadano rispettivarnente in G, e G, 
(in G,' e G,'). 

Sia P un punto di D e P l ,  P, le  sue proiezioni d a  r" e r' su p, e p,; 
Siano PI' e P,' i punti, di G,' e G,', omologhi di P, e P, in W, e W, ri- 
spettivamente. 

1 piani r"P,' e r'P,' si segheranno in un punto P' di D' che diremo 
,ornologo di P in una corrispondema W. La ru risulta biunivoca e analitica 
perchè sono biunivoche e analitiche le corrispondenze W, e W, proiezioni 
della corrispondenza binnivoca analitica W assegnata f ra  G e G'. Inoltre 
la îv trasforrna evidentemente G in G' 'subordinnndovi la  corrispondensa W. 
Si osservi infine che se P descrive una sezione piana seminulla di D, fatta 
per es. col piano seminullo P,Y", il punto omologo P' di D' descriverà la 
sezione piana seminnlla di Dr fatta col piano seminullo P,'rn, e quindi, .per 
il teorema V), la, trasformazione analitica n.1 B una trasformazione caratte- 
ristica. I l  teorema risulta yertanto dimostrato per la  parte che riguarda 
l'esistenza della trasformazione caratteristica trasformante G i n  G' subordi- 
nandovi la  W. Dimostriamo ora che una tale trasformazione è unica. Infattli 

(i4) Qiiesta proposiaione generslima il teorema di B. SEGILE del no 24, pag. 6ü della 
mernoria citata in (f). II SEGRE impone che le due superficie G e G' (per il SEGRE F e G) 
rion siano caratteristiche. Ne1 campo complesso questa condizione non B sufficiente: bisogna 
invece in questo caso imporre che non siano semicaratteristiche nè seminule. 
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una trasformazione caratteristica che goda delle proprietà inclicate mbor- 
dinerA nrgl'insiemi di p i m i  per ru (r') proiettanti i punti di G e G', la 
trasforinnzione analitica che si ottiene proiettando la  I'li, (IV,) e quiiidi tale 
trasformaaione coincider8 con la W. 

9. Un teorenia relativo alle V, annliticlie. - Xia V3 una varieth ana- 
litica di S, a 3 dimensioni. Se P B un suo punto, il piano seminullo r "P  la 
secherh in una curva analitica s, o, per posizioni particolari di V3 rispetto 
alla retta ru, in una regione piana O,. I n  questo secondo caso diremo che 
la Ir, contiene una regione piana seminulla del 10 sistema. 

Secando la  V, con i l  piano seminullo r'P, si ottiene una curva ana- 
litica s, O, in casi particolari, una regione piana o z ,  che si dirà nna regione 
piana seminulla del 2 O  sisteina. 

È evidente che se si trafiforma la V:, con una trasforinazione caratteri- 
stica w, la V,' trasformata sark priva di regioni piane seminulle se è tale 
la V3, perchè ogni eventuale ~egione piana sewinulla d i  V, sarh  trasfornzccta 
da  w i n  una regione piana .setninulla (del10 stesso sistema), della Y,'. 

Mettiamoci nell'ipotesi che la V3 sia priva di regioni piane seminulle. 
In ta1 caso per ogni punto P di Ti, passa una cnrva seminulla s, del l0 si- 
stema ed una curva seminiilla s, del 2 O  sisterna. Queste due curve si otten- 
gono secando la V3 con i piani seminulli r"P e r'P. La Ir, possiede due 
sistemi m2 di curve seminulle che iiidicheremo con (si) e (s?). Xentre P 
descrive V, le sue proiezioni Pi e P, da r" e r', su pi e p,, descriveranno 
due regioni 5 ,  e a,, nessuna delle quali pub ridursi ad una c u v a ,  perchè 
se per es. fosse a, una curva, i punti della V, dovrebbero essere distribuiti 
negli 00' piani proiettanti i punti di O, da r", e quindi. per essere la V:+ a 
tre dimensioni, in ooi di tali piani dovrebbe ammettere m a  iq$oiie piana, 
contro l'ipotesi che la V2 sia priva d i  regioni piane seminulle. 

Sia P, un punto di 5,. I l  piano P,r" segherà la  V, in una curva s, 
di (s,). Questa proiettata da r' su p, darà uns  curva f, di 5,  che diremo 
omologa di P, in una trasformazione analitica A che porta un punto Pi di o, 

in una curva f ,  di 5,. Viceversa è evidente che l'inversa di h porta un 
punto P, di o, in una curva f ,  di a,, curva che si ottiene proiettando da ru 
su p, la c u v a  s, seaione di V3 con il piano P,r'.- Se Pi e P, sono Ze pro- 
ieaioni d i  uno stesso punfo P di V,, la curva f,  passa per P, e l a  curva f ,  
passa per P,. È evidente che la corrispondenza A e la  V3 si determinano a 
vicenda. 

Cib posto, consideriamo in O, una curva analitica y , .  Mentre un punto P, 
descrive g , ,  la  curva seminulla s,, sezione di V3 con il piano Piru, descrive 
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una superficie semicaratteristica G di V, ,  appartenente al 1 0  sistema, perché 
é proiettata da r" su p l  nella curva g, data. Sicchè per ogni curva g, di o, 
si ha in corrispondenza una .superficie semicaratteristica G del lo sisteina 
appartenente a V3. (Analoga osservazione si fa relativamente alle curve y, 
di a, alle quali corrisponderanno superficie semicaratteristiche del 2 O  sistema 
appartenenti alla 7,). La superficie semicaratteristica G, di cui sopra, per 
essere caratteristica occorre e basta che sin semicaratteristica anche del 20 si- 
stema, cioé che proiettata da r' su p, dia una curva g,. I n  questo caso le ooi 

curve seminulle s, giacenti nei piani Piru, con Pi in y,,.  vengono tutte pro- 
iettate da r' su p,  nella curva gr Sicchè g, é la curva omologa in  h di ogni 
punto Pi di y , .  La G conterrà inoltre 00' curve s,, quelle poste nei piani 
P,r', con P, in g,, e tutte queste curve saranno proiettate da  r' su p, nella 
curva y , .  Quindi ad ogni punto P, di g, corrisponde. per l'inversa di h, la 
curva g, .  Viceversa è evidente clie se si hanno in a, e a, due curve anali- 
tiche g, e y, tali che ad ogni punto di g, (g,) corrisponde per la  A (A-') la 
curva g, (g,), la  superficie caratteristica riempita dai punti P aventi le pro- 
iezioni Pi (P,) [da r" (r') su pi (p?)] appartenenti a y, (g,), appartiene alla V,. 
Dunque : 

IX)  ond di sa one necessaria e suf@ciente affinchè una  V3 ancnlitica contenga 
una  superficie caratteristica è che l a  corrispondente trasformazione 1 umnzettu 
due curve singolari g, e g,, cioè tnli che ad ogni punto di  g, (g2) corri- 

sponda g, m. 
10. Ipersuperficie analitiche caratteristiche. - Uria ipersuperficie ana- 

litica V2 priva d i  regioni piane seminulle, si dirk caratteristica se è costi- 
tuita da  un sistema mi di superficie caratteristiche. Se la V,  considerata 
ne1 n. 8 B caratteristica, la  regione 5, (oz) dovra conteaere un s i ~ t e m a  mi di 
curve analitiche g, (g,) tali che la corrispondenza A (A-') deve far cor- 
rispondere ad ogni punto P, (Pz) di una assegnata curva g ,  (gn) del sistema, 
una determinata curva. g ,  (g,), sicchè fra i due sistemi mi  di curve g, e g, 
la  trasformazione h determina una corrispondenza biunivoca L. Alle varie 
coppie di curve (g,, g,) corrispondentisi in L (coppie di curve singolari per 
la A) corrispondono le superficie caratteristiche contenute nella V3 caratte- 
ristica considerata, ne1 senso precisato ne1 n. 8. 

Xia VA' un'altra ipersuperficie caratteristica di 5, e s imo a,', O,', g,', g,', 
A' e L' le regioni di pi e p,, le curve di a, e o, e le trasforinazioni che 
per V,' hanno 10 stesso significato che per la V, hanno O,, O,, g , ,  g z ,  h e L. 

Xia ru, (IV,) una trasformanione analitica invertibile ne1 piano pi (pz) che 
trasformi o, (a,) in a,' (0,') e tale che trasformi il sistema di curve anali- 

dnnali di  Matematica, Jerie IV, Toino SIV. 41 
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tiche g, di o, (g, di o,) ne1 sistema di curve g,' di O,' (di curve y,' 
di O,'), portando coppie di curve oinologhe in L in coppie di corve Omo- 
loghe in L'. 

Se diciamo D il campo qiiadi-idirneiisionale foriiiato dai punti P con le 
proiezioni P, e P, da r" e r' su p, e p, appartenenti rispettivarnente a o, e o,, 

le trasformazioni analitiche t u ,  e w, clet~rminnno iina trasformazione caratte- 
ristica n) chth opera su D:  iin pnnto P di D 6 trasformiito da ne1 punto 
intersezione dei piani rr'Pif, dP2', essenclo Pif e P2' i trasforinati di P, e P, 
in m, e w2. Se P ~ppai'tiene a V 2 ,  Pi e Pz siiranno due punti appartenenti 

a due cnrve y, e g, omologhe in L. Ne q u e  che i loro trasforinati me. 
diante w, e I U ,  salaanno due punti PI' e P,' appartenenti a clne cnrve y,' e g,' 
omologhe in L', e quindi il punto Pr appiirterrh a V;. La .îr trasfoi-ma, per- 
tanto, la V3 nella V,'. Duiique: 

X )  Date due  ipe.r.supeg$cie cuutftevisticke, è selrzpre possibile ~~~~~~~~~~~~ZP 
m a  nell' altl-a ubetlia?zfe una tmsforsmzione cul-nfteristica. 

NOTA. - Si osservi che esistono infinite timforinazioni caratteristiche 
che portano la V ,  nella Q3', perche esistono infinite trasforniaaioni w, e w, 
soddisfacenti alle condizioni poste nella diniostrazione del teorema X). Infatti 
per deteriniilare due tali corrispondenze w, e I V ,  si pu6 procedrre ne1 se- 
gnente modo: Si fissino, in primo luogo, due siiperficie analitiche H t! H' 
non semicaratteristiche nè seminiille contenute risyettivainente in Ir, e V3'. 
Se P B un punto di H, e quiridi di V 3 ,  le proie~ioni Pi e P, su o., e a,  

apparterranno a due cnrvo y, e y,, omologhe in L, sicchè chiamando oinologhi 
due punti Pi e P, proiezioni su p, e p, dît r" e r' di uno stesso punto P 
di H, resta determinata una trasformaaione analitica h fra O, e o, che tra- 
sfornm le curve y,  nelle omologhe 9, 'per la trasformazione L. Xentre Pi 
descrive una curva y,, e quindi l'oiiiologo P, in h descrive la curva y, 
omologa di y, iii L, il yuiito P di H descriverà una curva g appartenente 
alla superficie caratteristica G corrispondente alla coppia di curve y, e g? .  
Xnaloghe osservazioni si faccinno relativamente alla superficie H' di Vaf,  
usando gli stessi siinboli con gli apici. 

Cib posto, fra le siiperficie H ed H f  fissiamo nna corrispondenza ana- 
litica biunivoca IV che trasformi il sistema di curve g di H ne1 sistema di 
cnrve y' di H'. 

Proiettando da r" su p, (da r' su p,) le coppie (P, Pr )  oinologht! in W si 
ottengono coppie di punti (PI,  Plf),  (P, ,  P,') omologhe in unit corrisponclenm 
analitica P U ,  (ni,) invertibile. Queste due trasformaaioni soddisfano alle con- 
dizioni di cui sopra. 

. Si osservi, anzi, cht! la trasformazione caratteristica tu deterininata da  I V ,  
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e TU, 6 la trasforma~ione che trasforma la H nella H f  subordinandovi la  Rra 
Questa stessa trasforma~ione trasforma la 1/', nella V3'. 

11. Gli S, citratteristici. - Sin S, un iperpiano dell7 S, complesso o, 

distinto dall'S, iinproprio. Se S, passa per r' o r", conterrà un fascio di 
piani seminulli. Un tale S, non è pertanto caratteristico, perche, per dcfi- 
nizione, una V,  caratteristica non deve contenere regioni piane seminulle. 

Se S, non passa né per r' né per r", secherà queste due rette in due 
punti R' e R .  Tutti i piani cli S, pnssanti per H e R". sono piani caratte- 
ristici e di questi un fascio a.ppartiene all' S, considerato. L n  tale S, &, 

pertanto, una varietk V, carntteristica perchè contiene ooi superficie carat- 
teristiche. Dunque : 

XI) Gli S, camtteristici dell' 8, complesso sono h t t i  e soli gli S ,  non 
pnssanti 12è per r' nè per ru. 

Da1 teorema X) segue clie: 
XI I )  Ogni V, caratteristica è trasforrt~abile con zrna trasforlinaaio?ze carat. 

teristica i n  un pezso di  ipevpiano secatzlte r' ed r" in un puwto ( I?) .  

# II. 

1. Rappresentazione reale dei numeri bictomplessi. - Rappresentiamo la 
variabile bicomplessa x = x,v, + x,v2 = (x,' + x,"i)v, + (x,' + x2"i)v2 ne1 punto 
X(x,': x:, x,', x,") di un S, reale euclideo. Questo punto si pub considerare 
pure come l'immagine del punto (x,, x,) del piano coordinato a,($, , x,) del- 
1'8, complesso considerato ne1 § 1, per rappresentare le coppie di variabili 
bicomplesse (x, y). Analogamente rappresentinmo la variabile bicomplessa 
y = y,v, + yzv, = (y,' + iy,")v, + (yI' + iy,")v, ne1 punto Y(y,', y,", y,', y,") 
del10 stesso S, reale euclideo. Questo punto si pub considerare pure l'im- 
magine del punto (y,, yz) del piano coordinato u,(Y,, y,) dell'S, complesso. 

Cib posto, osserviamo che assegnare nel17S, complesfio un punto P, im- 
magine di una coppia (x, y) di nuineri bicomplessi, equivale ad assegnarr 
due punti X e Y nel19S, reale, iinmagini dei due numeri bicomplessi x e y. 

Consideriamo nel17S4 complesso il tratto di fi10 analitico di eqiiazioni 

('2) Per questa proprieth le V, csrvtteristiche si diranno pure ipe~plawoidi clc.11' S, 
complesso. Esse generalizsano gl'iperplanoidi dell' S4' reale. 
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essendo x , ,  x, ,  yi, ZJ~ funzioni complesse olomorfe della variabile reale t? 
definite i n  un intervallo (6,  t"), non tiitte e quattro costanti. I n  corrispon- 
denza ad ogni piinto P del tratto di fi10 considerato, diciamolo 1, fissiamo 
qell'S, reale i due punti X e Y di cui sopra. Mentre P descrive 1, i punti X 
e Y descriveranno due linee (reali) lx e 1,. Pub, in particolare, 1, (1,) ridursi 
ad un punto: cib avviene quando e solo quando le fun~ion i  x i ,  x, (g , ,  yn)  
sono entrambe costanti. Non possono perb 1, ed 1, ridursi contemporanea- 
mente ad un punto, perché le funzioni (1) non sono. per ipotesi, tutte e 

quattro costanti. Fer  fissare le idee, supponiamo che 1, sin effettivamente 
un tratto di linea. In  questa ipotesi llassegnare il fi10 1 nelllS,  complesso 
equivale ad assegnare la linea 1 ne117 S ,  reale e una funzione bicot~~plessa y*(x) 
lungo questo tratto di liwea: quella che ne1 punto di l x ,  rispondente ad 
un assegnato valore del parairietro reale t,  assume il valore bicomplesso 

YimJ,  -1- Yz(t)vz - 
Ne1 caso che anche 1, non si riduca ad un punto, chiamando omologhi 

due punti di 1, e Z, se corrispondono ad uno stesso valore del yarametro 
reale t, si viene a stabilire fra l x  e 1, una corrispondenza analitica inver- 
tibile, e quindi, in questa ipotesi: l7 assegnare il  trafto d i  fi10 1 nell' S ,  com- 
plesso equivale ad assegnare due trafti di linee analificl~e (reyolari, aperfe) 
dell' S, reale e una corrispondenza analitica invertibile fra detti trntti. 

Si osservi ora che 17assegna.re nelllS, reale una regione superficiale (a 
due dimensioni complesse e a quattro dimensioni reali) equivale ad assegnare 
nell'S, reale una regione quadridimensionale ed una fun~ione  y(x) bicom- 
plessa del punto variabile in detta regione; e se la  regione superficiale 
assegnata nell' S, complesso é caratteristica, la funzione bicomplessa del punto 
variabile nella regione quadridimensionale dell' 8, reale è totalwtente deri- 
vabile O olomorfa secondo SCORZA DRAGONI. 

Se la regione superficiale considerata contiene il tratto di fi10 1 la fun- 
zione bicomplessa y(x) assumerà lungo la  linea 1, [che apparterrà alla regione 
quadridimensionale delllS, reale dove y(x) è definita] i valori della funzione 
bicomplessa $(x) determinata lnngo 1, del10 stesso fi10 1, per qnanto sopra 
h stato osservato. 

Le osservazioni fatte bastano per poter affermare che la prima parte 
del teorema IV) equivale alla risoluzione del problema dell' eyuivalensa 
d i  due tratti di linea reali del17S, reale, yuestione trattata e risolta ne1 
modo più completo da G. SCORZA DRAGONI ne1 $ 7 della sua memoria 
citata in ('), (ovvero al teorema conclusive del n. 40 di p. 635). Si osservi 
che le curve singolari a cui accenna 10 SCORZA ne1 n. 41 corrispondono 
ai fili sen~inulli. 
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2. Equivalenza di due superficie del19S, reale. -- Per  interpretare nel17S4 
complesso il problema dell'equivalenza di due superficie reali dell1S4 reale, 
risolto dallo SCORZA DRAGONI ne1 8 della sua memoria citata in ('), osser- 
viamo quanto segue. 

Siano date quattro funzioni complesse olomorfe 

delle due variabili reuli indipendenti t, p definite in un rettangolo R 

Mentre il punto (t, p) descrive il rettangolo R. il punto P(x ,  , x 2 ,  y , ,  gr)  
del17S4 complesso descriva cib c l p  si dice una iela unalitica, T, cioé una 
varieth complessa dell7S, complesso ii due dimensioni reuli. Cib equivale a 

supporre che le funzioni (2) non sono tutte e quattro costanti, nè si possono 
ridurre a quattro funzioni olomorfe di un solo parametro reale, ne1 qua1 caso 
il punto P non descriverebbe una tela, ma un filo. 

Mentre il punto P descrive la  tela T i punti X e Y dell'S, reale, con- 
siderati ne1 n. precedente, descrivono due variet& analitiche reali T,  e TV 
di dimensioni 5 2 (dimensioni reali). 

La T, (TV) si  riduce ad un punt.0 quando e solo quando le prime (le ul- 
time) funzioni (2) sono costanti. Questi due casi non si possono verificare 
contemporaneamente, anai se T,  (Tu) si riduce ad un punto, T ,  (T,) deve 
essere a due dimensioni, altrimenti la T non potrebbe essere a due dimensioni. 

La T ,  (TV) si riduce ad una linea quando e solo quando le prime (le 
ultime) due funzioni (2) si  riducono a due funzioni olomorfe di un sol para- 
metro reale. Pub accadere che T ,  e TV siano entrambe linee. I n  questo caso 
le (2) sono del tipo 

con s, e s, parametri reali, e la tela T è proiettata dalla retta impropria 
del piano coordinat0 o,(y,, y,) [o,(x,, x,)] su1 piano a,, (a,) in un fi10 e pre- 
cisamente in quel10 che è rappresentato dalle prime (ultime) equazioni (2'). 
La  T viene ad essere l'immagine complessa delle coppie di punti dei due 
fili T, e T, e rappresenta pertanto la  funzione bicomplessa che assume in 
ogni punto di T, gl'infiniti valori bicomplessi rappresentati dai punti di TV. 
Questo caso pertanto aon offre alcun interesse. 

Supporremo dunque che una almeno delle varietà Tz e TV sia a due 
dimensioni, ci06 una regione superficiale dell'S, reale. Fe r  fissare le idee 
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supporremo che sia di dimensione 2 la T,, cioé supporremo che le prime 
due fiinzioni (2) non si riducano a funzioni di un solo parainetro reale. Itz 
quest'ipotesi E'assegnare la tela T deEl's, comfiplesso equivale ad asseynare 
neEllS,  reale una superficie reale T, e una funzione bicomplessa y*(x) del 
punto vtnt-iabile su T,; Ne1 caso poi che anche la T, sia a 2 dimensioni, 
l'assegnare nell' S, complesso la tela T equivale ad assegnare nell'S, reale dur 
superficie T, e TV e una corrispondenza analitica invertibile fra di esse (chia- 
mando ornologhi due punti rispondenti ayli stessi valori dei parametri t e p). 

Ne segue Che Z'esistensa di una funsiotze y(x) ticomnplessa otognorfa se- 
condo SCORZA DRAGONI, definita in u n  intorno quadridimensionule di T,, che 
su T, si riducu alla funzione y*(x), O, nell'altra ipotesi, 17equivalenzn delle 
superficie T, e T, dell' S, reale, equivale, îzell' S ,  complesso all'esisteîzxa di 
una superficie caratferisticn passante per la fela T .  

Ora la tela T pub essere curvilinea o superficiale secondo che le fun- 
zioni (Z ) ,  prolungnte ne1 corpo complesso, daiino le funzioni olomorfe 

delle variabili indipendenti z e q, che si riducano O no a quattro funzioni 
olomorfe di una soln varinbile cornplessa, cioè secondo che le (2") rappre- 
sentino neIl's, complesso un tratto di curva f~ O una regione ~uperf i -  
ciale FT. Ne1 primo caso la T essendo a due dimensioni reali, come la fT, 
coinciderà con questo tratto di curva, ci06 la tela T è u n  tratto di curva. 
Ne1 secondo caso la tela T non 6 ni1 tratto di ciirva, ma appartiene ad una 
superficie FT da essa determinata. 

Ne1 primo caso: 
a)  se il tratto di curva f ~ z  T è seminullo, per esso passano iufinite 

siiperficie caratteristiche. 
b) se il tratto di curva fT= T non é seminullo, per esso passa una soln 

superficie caratteristica. 
Ne1 secondo caso: ' 

c) se la  superficie B'T determinata dalla tela T è caratteristica, per T 
passa una ed una sola superficie caratteristica: la FT. 

d )  se la FT non P caratteristica, per la tela T non passa alcuna su- 
perficie caratteristica. 

Si  ricordi che la condizione necessaria e sufficiente perche la super- 
ficie PT dell'S, coinplesso sia caratteristica é che la sua proiezione da r" (Y') 

su p, (p,) s ia ,  m a  curva. Si osservi, pertanto, che nei casi 6) e c) la  pro- 
iezione della tela T su p, (p,) da r" (r') é curvilinea, cioè appartiene ad ilna 
curva. Concludendo si ha il teorema : 
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-. 

3. Equivalenza di due V3 dell' 5, reale. - I l  problema dell' equivalenza 
di due V3 reali deil' S, reale rieolto da110 SCORZA DRAGONI ne1 i j  9 della sua 
memoria citata in ('), interpretato nell'S, coinplesso, dB luogo a considera- 
zioni del tutto analoghe a quelle svolte ne1 n. precedente relativamente al 
problema dell' equivalenza di due superficie. 

L' assegnare ne117 8, reale una varietà reale tridimensionale Vs rappre- 
sentata dalle quattro funzioni reali 

(Vx) xIf = xIf(r ,  t7 p), xif' = xtff(r, t ,  p), x?' = xrt(r, t ,  p), xpt' = xsl'(r, 1, p) 

olomorfe, delle variabili rcali r, t, p, in un paralLelopipedo dell' 8, reale 
(Y, t, p), e una Punzione bicomplessa del punto variabile su Vz, che ne1 
punto rispondente ai valori r, t, p assume il valore bicomplesso 

essendo y,(r, t ,  p) e y,@, t, p) due funzioni complesse olomorfe definite ne1 
detto parallelopipedo, equivale ad assegnare nell'S, complesso la trivarietu 
analitica V di equazioni 

Inoltre l'esistensa d i  u u a  funaione bicornplessa y(x) totalmente derivabile, 
O olomorfa secondo SCORZA DRAGONI, definita in u n  intorno quadridi~tzensio- 
nale d i  V, e che su V, s i  riduca alla funsione bicon~plessa (61, equivale al- 
Z'esistenza d i  una  superficie caratteristica dell' S, conzplesso passante per la  
trivarieta V. 

Supponiamo che per l a  trivarietà V p a s ~ i  una superficie caratteristica 3, 
e siano fi e f ,  le proiezioni di P da r" e r' su p ,  e p, rispettivamente; le 
proiezioni V,  e V, di V da r" e r' su pi e p, dovranno appartenere a f ,  e f,, 
e quindi VI e V, non possono essere delle trivarietà, ma al più delle tele, 
a m i  tele curvilinee, cioè coincidenti con f i  O f,. I n  particolare V, O V, (ma 
non entrambe) possono ridursi ad un fi10 (di fi O f, rispettivamente). I n  ogni 
cas0 V, e V2 prolungate ne1 corpo complesso, devono dare i due tratti di 

curve fi e f,, cioè le funzioni x , ,  y, (x,, y2) date dalle (V), che rappresen- 
tano in pl  (p,) V, (V,) prolungate ne1 corpo complesso, devono dare due fixn- 
zioni complesse olomorfe di tre variabili complesse che devono ridursi a 
funsioni olomorfe di  una  sola variabile cowzplessa z, (a,). 

Viceversa, se queste condizioni sono soddisfatte, le proie~ioni VI e V, 
della trivarietà V apparterranno a due tratti di curve fi  e f, e la V appar- 
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d,i vccrinbile bicomplessa totaltnente deriuabili 3-25 

terrà alla superficie caratteristion P rispondente a f ,  e f,. Si ha pertanto 
il teorema: 

II) Sia V, una varietà reale tridimensionale dell' S ,  reale di equasioni (V,) 
e y"(x) una fuwzione bicomplessa del punto variabile su V, data dalla (Ci). . 

Sia inoitre V la trivarieta dell' S, complesso determinata da V, e da y*(x). 
Condi~ione necessaria e sufficiente affinchè esista una furzzione biconzplessa y(x) 
definita i n  u n  intorno quadriditnensionale d i  V,, che su V, si riduca alla y"(x), 
e olomorfo, secondo SCORBA DRAGONI, O totalmente derivabile, è che le proie- 
zioni della trivarieta V da ru e r' sui piani coordinati p, e p, s iam  curvilinee, 
ovvero che le prime (seconde) funzioni (V), prolungate ne1 ca?npo complesso, si 
riducano a due funsioni olotnorfe di ztna sola variabile co.ilz-plessa. Se queste 
condiziomi sono soddisfatte, la funsione y(x) soddisfacente alle condizioni voZute 
è umica. 

dnnali d i  ildatematica, Serie IV, Tom0 YIV. 
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Die Koristruktioii des allgeirieiiien Operators des 

In v o l  utioii~sy stems von hoinogeiien liiiearen partielleii 
Diffel-eiitialgleicbungen. 

V o n  GEORG PFETFFRK (in Kiew. U. R. S. S.-Ucraina). 

Rdsiimk. - L a  notion de l'opérateur permutant les solutions d 'une équation et d ' u n  système 
. complet ci'équatio%s linéaires et homoyé~zes aux dérivées partielles d u  premier ordre. u 

été itetroduite par  S .  LIE. L'école de B. POINCAR& a mvisagé l a  qzcestimz de co.tlstr.u.ére 
tous ces opeka teuq  H. ED. GOURSAT rlowte d cette questio~e, pour une seule équation. 
le n o m  de problème de M .  A. BUHL. Fin tel problème a été elztièvment résolu par  nous- 
wême en. 1931 (*). Dans le mémoire qu i s su i t  olz t~ozcve tous les opévateuvs d'uw s y s t è w  
complet. 

Das Involutionssysten~ der homogenen linearen partiellen Differential- 
gleichuiigen wollen wir in der Form: , . 

nehmen. 
Seine unabh#ngige Integrale in6gen durch : 

(21 Yi, Y2 , Y n - q  

beseichnet werden. 
Die Koefficienten : 

(3) Y l r 9  'Y1*,.- Y l n  

des Operators des Systems (1): 

(*) . Ann. de la Pacult6 des Sc. de 1'Univ. de 'Poulou~e w ,  S .  3, T. XXIII, 1931. 
pp. 139-181. 
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328 G. PFEIFFER: Die k o n s t m k t i o ~  des rcllger>aeircen8 Operntors des 

müssen, nach S. LIE ('j, so beschaffen sein, dass die Identifaten: 

k  == 1, 2, ... q, 
was dasselbe i d :  

(7) X ~ ( ~ . i )  = 'k j 7 k = I ,  2 .... q ;  j = 1 7  2 ,... q. 

k  = i, 2 ,... q ;  i = p  1- 1, y t 2  ,... n, 
erflillt werden. 

Die Bunktionen A k j 7  bei oberflachlichem Ansehen, scheinen willkiirlich 
zu sein, aber in Wirklichkeit, wie weiter gezeigt wird, ist das nicht ganz 80 (Y). 

Die Identitaten (71, (8) geben für dns Auffinden der Koefficienten (Y) das 
verallgemeinerte Jaoobische System von linearen partiellen Differentialglei- 
chungen erster Ordnung mehrerer Punktionen (9 : 

(i) S. Lm und FR. ENREL, Theorie der Tra~zsformationsg~-zbppe~~ (Leipzig, B.-& 1888, 
ss. 138-143). 

(2) Bei S. LIE ist der Charakter der Ponktionen hkj  nicht erklart,. 
(3) N. SALTYKOW, Étude sur  les intégrales d ' u n  système d' équat iom différemtielles 

a u x  dérivées partielles de plusieurs fonctions inconnues (s Journ. de Math. pures et ap- 
pliquees ., 1897, 1. III, S. 5, pp. 423-425); Recherches sur  l a  théorie 'des.éqzcations a u x  
dérivées pal-tielles d u  premier ordre d 'une  fonction inconnue (Kharkow, 1905, pp.  68-70). 
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der Zeile (5): 

konstruirt, werden die Beziehungen : 

(14) X&j) X&j), .... .... O, z = l ,  2 q ;  a + ~ ,  j = 1 .  2 y 
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gefunden, welche von den Koefficienten hk j  der Identitatsn (5 )  befriedigt 
werden miissen. 

Die Integration des Sys tem~ (4) fordert das Auffinden der Integrale des 
Systems von homogenen linearen partiellen Differentialgleichungen erster 
Ordnung einer iinbekannten Funktion: 

welches vollstandig sein muss. - 
Dem Systeme (15), wie leicht 5u sehen ist, gehtiren die Integrale (2). 
Wenn man die übrigen Integrale des vollstandigen Systems (151, aiissor 

den Integralen (S), durch: 

(161 Xi, X2 7 Xn 

bezeichnet, so wird die allgemeine LWung des Systems (9) die Form haben: 
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Die Koefficienten (3) merden aiis den Gleichungeii (171-(18) gefailden; 
die ersten y von ihneii sind die Losiingen der vollstandingen (') Systeme von 
linearen Gleichungen mit rechten Theilen: 

X t ( T 2 1  = A i 2  
. . . a . . . .  . . S . . . . .  , . " . * . .  l 

= 

X k ( q  ,)  = l k i  ; X k ( q 2 )  = A h 2  ; s a .  

l 
= 

X k ( ~ i , ï )  = Ak,  
. . . . . . . .  . . . . . . . .  . . . . . . S .  

Xq(%) = A m  

Bezeichnen wir die partiellen Losiingen c h  Systeme (19) durch: 

(20) ri 7 '-2, "' ".cl ' 

Sie sind die willkürlichen Funktionen der unabhsnyigen Veranderlichen, 
welche mit den Funktionen A,, durch die Beziehungen: 

verbiinden sind. 
Die allgeineine Losuiig des Systems ( 1 0 )  ist so: 

Das Systeiii von Bezieliiingen (5)  nennen wir vollst$ndig. wenn ailch 
einer von den Koefficienten A,,i von der Null verschieden ist, und homogen, 
wenn alle Koefficienten À h j ,  gleich Null sincl. 

Das vollst#ndige System (5) hat die partiellen Losungen: 

Indem wir in dem vollstàndigen Systeme (b) die Transforniation: 

(4)  Vollstandigen der Seclingung&n (14) zufolge. 
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ausgefiihrt haben, Iibergehcn wir von dein Systeme (5) BU clem homogenen 
Sy~teine  : 

... i 28) xkz(f 1 - zxh(f) = 0, k = 1, %, '1. 

Dem letzten gehoren die partiellen Losungen: 

Dein homogenen Systeme (28) entapricht ein einfacheres verallgemeinertes 
Jacobisches System, als (9): 

wir bekommen es, indem wir in dem Systeme (9) A,, = O setzen, und ein 
einfiteheres System, als (15), von homogenen linearen partiellen Differential- 
gleichungen erster Ordnung einer unbekanten Funktion : 

welches die Integrale : 

(32) '91,  C P 2 , . - .  T'n-q; X i = * i >  Xz=z2,-. 

besitzt. 
Das System (31) ist ein Involutions system. 
Wirklich, nehmen mir zwei seine Gleichungen : 
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Da 

(34) u t )  = X E )  ulld UT([ 'O) = XT(Sf 
so ist: 

i3&) um(66T) uT(ttu)> 

O, Z = 1, 2, ... p ; 0 f: 2, 

Der Identitat : 

(36) Xo(tiT) 2 &(Sia), 

zufolge sind die Ausdrücke : 

und : 

gleich : 

(40) 

Die ersten p Beziehungen (18): 

sind den Beziehungen (22) iiquivalent. 
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Indein wir in dem Systenie (31) die Trm~forination cler Viwiablen nach 
den Fwmeln: 

& , = X I ,  x , = x  .,... x y = x p ,  
U, = y @ ,  , x , ,  ... x, , ) ,  

(42) u, = 'S&, x2 .... G,), 
. . . . . . . .  
- us,-q - ? , a - & ,  xi ,  ." x,) ,  

Z ,=S, ,  Z , = E  .,... Z , , = Z , > ,  

ausführen, nimmt es die Gestalt au:  

ri ag . . )  a g , j  
[Z(Sij)] = 2 zY + 2: [a,] -- , 

, . [ a ,  1 .=if L X I  1 
Die Elammern [ ] zeigen an, dass die Veranderlichen x,  ,, ,... x, ,  durch 

ihre Ausdrücke aus den Gleichungen: 

(45) U ,  = U 2  = Un-* = ( Y , , - n  
ersetzt sind. 

Das System (43) besitzt die Integrale: 

Die Integration des Systems (43) ist der Integration des Systeiiis von 
totalen Differentialgleichungen : 

(47) dz ,=O,  d z , = O  ,... & , = O ;  
d[z,+,l = [z(~fi II)]&,  + -.- + [Z(S;+i)]dxa, 
. . . . . . . . . . . . . . .  
. . . . . . . . . . . . . . .  (48) 
d[s, , ]  = [ z ( s ~ ) ] ~ x ,  + ... + [Z(Sn)]clx~ 

aquivalent. 
Hier zeigen die Klammern [ ] an, dass anstatt der Veranderlichen 

a,,, , ... sx;, , ihre Ausdrücke aus des Gleichungen: 

(49) M i  = = CI, ut = y, = c,. ... a,,-, = y ,,-. , = c,,-,. 
geste1 t sind. 
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Diese Bedeutung wird den Klammern iii weiterer Schrift anpclyeben. 
Indein wii. die Beseichnungen : 

einfiihren, wird d;is System (471, (48) folgendermassen tibergeschrieben: 
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Be~eichnrn \\-ir die Integrationskonstanten des Systems (56), (571-(581, (59) 
clurch : 

, .... . ((;il Ki K2 Ar*> 

Sie siiid die Funktioilen von Konstanten 

F m  d m  allgerneine Integral des Systems (30) und folglich, auch des 
Systems (9) aus dem allgemeinen Integrale des Systems (56), (57)-(581, (59) z u  
erhalten, ist es in dcin letaten die Konstanten (61) durch die Ausdrllcke (18) 
zn ersetzen. 

Wenn man beachtet, dass für die beliebige Fnnktion IV der nnabhiingigeii 
Veranderlichen x i ,  x,, ... x,, die Identitat: 

statt findet., so kommt man leicht zum Sclilusse, dass den partiellen Lü- 
snngen (29) des Systeiiis von homogener Beziechungen (28) die partielleil 
Losiingen : 

1 
(64,)  xi = 1, ae =O, ... z ,  = O, ... a, = O, [zo+,] = [Sq+l], ... [z, ,]  = [SM_];  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
(64) (64,) xi = 0, z, = 0, ... z, = 1, ... a, = O, [aa+ ,] = [S~+I], ... [a,,] = [Eh] ; 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
(64,) zi  = O, x,=O, ... z,=O .... zg= 1, [~~+,]=[5:+1], ... [z,,]=[SH], 

des Systems (58)) (59) entsprechen; nicht aber des Systems (59) bei 

... 8, = K, = const., a, = K, = const., na = K, = const.. 

Unter den LFJsungen (64) nehmen wir die Losung (64,). Sie verwandelt 
die Gleichungen (58) in Identitaten; wenn aber sic in die Gleichungen (59( 
eingestellt wird, so erhalt man die Beziehungen: 
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Das Systein (1) ist ein Involntionssystem, deswegen: 

Dalier folgt, dass die Beziehungen (65) nuch IdentitAten sind: 

... Das Systeiu (54) bei s, = Tii = const., z, = IL2 = const., a, = K, = const. 

nimint die Gestalt an : 

Ihin gehort die partielle Losung : 

Wirklich, d m  Resultat des Einsetzens der Ausdrücke (69) in das Systein 
(68) gibt die H e ~ i ~ h u n g e n  : 
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Auf Grund der Zeilen (65) ist leicht einzusehen, dass sic Identitaten 
sind: wenn mann jede von den Identitaten (65) mit Ku mu1tipliziei.t iind 
nach v suminirt, komnit man au den Beziehungen (70). 

Indem man in dem Systeme (68) anstatt der Funktionen z,+, , z,,, .... a,, 
die Fiinktionen y,,, , y,,, ,... y,, nnch den Gleichungen: 

hereinfiihrt, transformiert man das System (68) in das S y ~ t a i n :  

dessen Integration am besten nach A. MAYER ausznführen ist; davon spricht 
ED. GOURSAT (j). 

Wenn man die n - q  iinabhangige-partielle Li5snngen des Systems (70) durch: 

[YZ:I, [ Y ~ I ,  ... [YYI ; 

(73) [ y 9 3 ,  [y;::], -.. [ y Y ] ;  
. . . . . . . .  
[r;+lIl [Y;, al, ... [r3,  

bezeichriet, so werden die allgerneinen Inlegrale der Systeme (72). (68) so sein: 

( 5 )  ED. GOURSAT, Leçom sus. 1' i*ztégf-ation. des dquutio~zs aux dés.irées partieiles du 
pmnier  os.&-e (Paris, 19'21, p. 118). 

(9 Ibidem, p. 116. 
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Die allgemeinen 1ntt:grale der Systeme (30), (9) nehmen die Geutalt an: 

81 = S , ,  

Ilaraus rückt die Forln des allgemeinen Operators des. Systems (1): 

die partiellen Operatoren des Systems (1) sind, welche unter sich uncl mit 
den trivialen Operatoren X,(f) ,  ... Xq(f)  unabhangig sind; p,,.. pq sind die 
willkiirlichen Funktionen der unabhangigen Veranderlichen. 

Es versteht sich von selbst, dass der Charakter des Rosultats sich nioht 
andern wird, wenn anstatt des Lnvolutionssystems (1) ein beliebiges voll8tHn- 
diges System genornmen were. 

Es muss interessant sein eine praktische Methode der Konstruktion cles 
allgemeinen - Operators (78) des Systems (1) au geben. 
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Bei S. LIE (7 ist angeaeiyt, dass die infinitesimalen Transformationen (4) 
im hllgemeinen nicht gefuiiden werden konnen, bevor man dns System (1) 
integriert, d. h. bevor man die Integrale (2) nicht gefunden hat. Deswegen 
werden wir im weiteren voraussetzen, dass die Integrale (2) bekannt sind. 

Schreiben wir die Gleichungen (1) in der Porni : 

und untersuclien die gegenseitige Beziehung von zwei Gleichungen: 

(84) Ko(f)=O, L,(f)=O, 
o - beliebige Zahl der Reihe 1, 2, ... q, 
z - >> » » n 1 , 8 ,  ... ( n - y ) ;  

Die Gleichungen (84) besitzen (n - 2) gemeine Integrale: 

und, ausserdem, haben je eiii Integral 

(87) CPT, 'Xo;  

sie stellen ein vollstandiges System dar, folglich : 

KG(%) = D(Y,  7 Y , ,  - - -  Y,,-q) = W, 
D(%+,, %+z, S.. xn) 

(j) S.  LIE und FR.  ENGEL, T h e o ~ i e  der Ti'u~zsforsnationsgruppen (Leipzig, 1888, B.-& S. 143) 
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Auf Grund der Forineh (88), (89) koinmen mir zum Schlusse, dass das 
S p t e m  der Gleichungen : 

(90) 
1 1 

X , ( f )  = I,, KT(f I = O, YT(f) = - L(f) = 0, 
W 

o - heliebige Balil der Reihe 1, 2, ... q, 
t- >> )> » " 1) 2 . ( q)  

ein Invol~itionssystem ist ( ' 1 :  

(91) X,.(f) - 3 .X,(f) = o. 
Die infinitesimalen Transformationen : 

sind die Operatoren des Systems (1). Sie sind nnabhangig unter sich und 
mit den trivialen Operatoren : 

(93) 
1 

XAf = ; Kdf 1, a = 1 ,  2, a.. q* 

I n  dieser Weise hat der allgemeine Operator des Systems (1) die An~ich t  : 

+, , + ,,... +,-, sind die willkürlichen Funktionen der Integrale (2)) p, p ,,... p, 

sind die willkiirlichen Punktionen der unabh2ngigen Veranderlichen. 

(8) G.  PPEIFFER, Théovèmes expliquant une série de questions dams le problème de Icc 
permutation des solutions d'une équation linéaire aux dérivées partielles d u  premier or~lre  
(c Comptes rendus de l'Académie des Sciences de 1'U. R. S. S. >, 1929, pp. 177-182); L%W lrc 
permutation des ilztégrales d7urze Bqzlatiolz linéaire homogène au% dérivées partielles d u  
premier ordre (U Ann. de  Soiiloiise B, S .  3, t. XXIII, 1931, pp. 139-181). 

.AnnaLi d i  Matematica. Serie IV. Touio YIV. 
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Le dilatazioili nello s p z i o  delle serie di poteiize. 

Nota di S. PINCHERLE (a Bologna). 

Siinta. - Nello spaaio li l~eure,  ad i~ifiwite dimelosioni, avente per base le potewe intere di 
uvza waviabile si consitleru un yvuppo d i  operatori, senzplici omoyvnfie di questo spaaio, 
e se ne sturlia+zo le principali proprieth. 

1. Con 8, verrh indicato l'insieme, o sp~zio ,  degli elementi costituiti 
dalle combinazioni lineari a coefficienti costanti delle potenze 1. x, x" ,.. x". ... 
di ilna variabile x generalmente cornplessa. Questo spazio 13 lineare, ad una 
infinità numerabile di dimensioni: esso comprende i polinomi interi e le serie 
di potenze della variabile x, elementi che si possono considerare corne vettori 
del detto s p a ~ i o  e pei qiiali si prescinde da considerazioni di convergenza 
finchè esse non siano esplicitamente enunciate. 

2. Data una successione (a,) di numeri reali O complessi a,, a, ,  a,, ... a,, ... 
1' operatore distributivo (lineare) A definito in 8, dalla trasformaaione 

B un'omografia dello spazio cui si darA il nome di dilatazion~; la  sncces- 
siono (a,,) ne db i coefficienti. 

L'insieme degli operatori cosi definiti gode delle seguenti proprietà: 
a) L a  somma di due operatori dell'insieme, di coefficienti (a,,) e (b , )  

rispettivamente, di+ un operatore dello stesso insieme, di coefficienti (a, + b,l. 
O )  I l  prodotto di due operatori, di coefficienti (a,,) e (b,j, dh un ope- 

ratore dell'insieme, di coefficienti (a,,b,,). Ne risiilta che 1' insieme degli ope- 
ratori (1) costituisce un gruppo infinito, permutabile. 

Secondo una denominazione in uso nell'algebra moderna, gli operatori (1) 
costituiscono un anello permutabile; in esso esistono divisori dello zero, 
corne rnostra,, ad esempio, il prodotto dei due operatori aventi rispettivamente 
per coefficienti le ~iiccessioni 1, 0, 1, O ,... e O, 1, 0, 1, .... 
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3. Se alcuni f ra  i numeri della successione (a,) sono nulli, se é ci06 
arl = a,., = a,, = .., -0, 1' operatore A, applicato ayli elcineiiti di S, della 
forma 

c,xr' + c2xrz + c,xr;+ + ... 

darit come risultato 10 zero: un tale elemento è radice di A .  
L'operatore fa corrispondere, in tale ipotgsi, al10 spazio S, 10 spazio chc 

se ne deduce sopprimendone Io spazio pnrziale avente per base xyi, x*, xr3, .... 

4. Applicando uno qualunqne dei noti metodi che valgono ad ottenere l e  
trasformaaioni infinitesime di un gruppo, si trova senza difficolth che la tra- 
sformazione infinitesiina X del gruppo (1) è definita da 

se dunque D è il simbolo ordinario di derivazione, la trasforiiiazione in di- 
scorso è data da 

X(cpl= XDY 

per ogni elemento rq di 8,. Per l'iterata rsWa di X,  si ha 

Fra queste iterate e la successione dei prodotti xD, x2D" ... xnD" passa 
una relazione assai semplice; si ha  infatti 

dove si & posto n,, ad indicare il prodotto n(n - 1) ... (n - ln + 11; oral 
fra 92" ed 12, passa l a  nota relazione 

PI nnc = nm + Cm.nz-r  + C m m - 2  + ... + ~ , , . ~ n ,  
Um-2 

dove le sono i ~osidett~i  coefficienti di faftoriali, soddisfacenti alla relazioile 
ricorrente -- ("ni-  r-rs - q'%.,t + CW+t-i 7 

coi valori iniziali cl,= 1, c,,= - 1 ; mentre le (5) si invertono mediante la relanione 

dove la ricorrenza delle gi,i è espressa da 

coi valori iniziali y,, = 1, g, ,  = 1. Teneiido conto delle (3) e (6)) s i  ottiene 
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- - 

senz' altro dalle (4) 

0 inversamente 

I n  rclazione con questa osservazione, si ha 

formula notata da  BOOLE quasi un sec010 fa (Y). 

5. Ogni dilatazione è permiitabile con X; reciprocainente, ogni operatorr 
lineare in S,, permiitabile con X, B una dilatazione. Infatti, sin P iin tale 
operatore, per il quale venga ammesso soltanto che trasforma ccn in  una fuii- 
eione a&) derivabile. Essendo PX = XP, viene, applicando ad x", 

P(nxW ) = xDa,,(x) 

onde, le c, essendo costante, 

da,. n log a,, = log xn + log c,, 
dx = - x ' 

e quindi 
P(x7') = a,,(x) = c,,xV ; 

l'operatore P t3 dnnque m a  dilatazione. 

6. Fra  gli operatori lineari applicabili al10 spazio S,, é indubbiamente 
il più semplice quel10 dato dalla moltiplicazione per x .  Dato un altro A fra 
quelli operatori, il suo scarto dall'operanione di moltiplicazione, espresso da 

(9) Ar(.q) = A(x.9) - xA(~1  
é stato detto da tempo (7. derivata funzionale di A, e analogamente si diranno 
deritrate finnzionali seconda, terza, ecc., gli scarti successiri: 

( 1 )  U n  primo studio sui coefficienti d i  fattoriali 6 dovuto a SCHLAEFLI (4 Crelle », T. XLIII, 
p g .  1, 1852). Su questi coefficienti V .  anche L. GALVANI, . Periodico d i  Matematica z, S. III. 
T. I X  (1912); S. PIXCHERLE,  Annali d i  Matematica a ,  S. IV, T. VI1 (1929); . Bollett. del- 
1'Unione Natematica Italiana ., !P. X (1938); * Rendic. Lincei >, S .  VI, 9. XVIII (IO:%). 

(2) Bella « Philosophical Transactions *., del 1844. 
(3) V. in n Math. Annalen *, T. XLIX (lW'), il  Méinoee sur le Calcul forzction~zel 

distributif, pag. 35.2. 
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Queste, applicate al caso di cp = x n ,  ed usando il solito simbolo A ad 
indicare la differenza finita, danno, per la  (1):  

7. Dalle (10) si dednce facilmente 

w 
Essendo f(r) = 2 cnx'Qnn elemento di Sa, si moltiplichino le ( 1 2 )  per 

%=O 

c,, c, ,  c,, ... e si sommi; indicando con f ', f ,... le derivute successive di f(x), 
e sottintese, conie si 6 detto, le conclizioni di convergenza, si ottieiw 10 
sviliippo 

1 1 
(13) A(fy) = A(y) f ( x )  + A1(r)f (xi + a AU(v)f"(x) + ... i-, A"(.p)f(l')(e) + ... 

a1 quale si pub diire il nome di « sviliippo funzionale di TAYLOR ». 

Assumendo come elemento cp(x) l'nnitk, e 'notando che dalla (11) si ha 

A(1) = a , ,  Af(1l = Aa,-a, A"(1) = A%x0*x2, ..., A(nz)( l)  = A'nao-xm, ... 
la (13) diviene 

1 1 
(14) A(f(x)! = a,,f(s) +- ~ a ,  .xDf + A 2 a o  . xZD?f  + ... + A'ta,,-xp1D9'f + ... 

n .  

8. Se nella formula (14) poniamo f(x) = xS, essa dh: 

Ora, la parentesi del secondo membro non B altro che la formula di intri.. 
polazione di NEWTON applicata alla successione (a,); ammessa la convergenza, 
l'operatore A viene.cosi extrapolato ad lino spazio lineare ad una infinitb di 
dimensioni, generato dalle xS per i valori di s reali O cornplessi che rendono 
la dcltta parentesi convergente. Indicandone la somma con cc,, la A viene de- 
finita in questo nuovo spazio della relazione della forma (1) generalizzata: 

9. È da notare l'ext~apolanione data dalla (14) al10 spazio lineare 9 la 
cui base é data da logmx, (?fi = 1, 2, 3, ...). Osservando infatti che 

XD logn1 x = wz l o p - i  x , x'DY log7" x = U C ( ~  - 1) logrn-' x, ... 
O.. 7 x'"Dpn logw1 x = '112 ! , P D  logni x = O per rz > m, 
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si vede che nello spazio G l'operatore A si riduce alla omografia espressa da 

(1 6) A(logm x) = a,, logm x + wAao. 1 0 g ~ - ~  x + ' M I ( I Y ~  - 1)Ak0. log172-2 x f- ... 
. . . 1- 112 ! A'lzu0 . 

10. Si aggiungano alcune consideraaioni relative alla validità effettiva degli 
sviluppi che sono trattati nei n.i precedenti in modo pimimente formale. d p -  

1 
plicando l a  (14) alla funzione - e le (1) al suo sviluppo in seria geo- 

1 - x  
metrica, si  ottiene 

eguaglianaa detta di EULER-LINDELOF: essa vale effettivamente, se r è il 
raggio di convergenaa della serie Z A%,-t", per x: interno al cerchio con 
centro nell' origine e tangente alla circonferenza di Apollonio 1 x 1 :  j 1 - x 1 = r ,  

internamente per r < 1, esternamente per r > 1: per r = 1, la circonferenza 
si  riduce all' asse del segment0 0 ... 1. I n  particolare, se la successione Ana, 
é ologene ('), l'uguaglianza (17) vale per tutti i valori di x diversi dall'unith; 
la Z u,xw è cioè una funaione quasi-intera col solo punto singolare x = i. 

Il. Sia f(x) uiia funzione analitica regolare entro un campo C contenente 
i l  punto x = 0; sia y il contorno di C; sin 6(x) la minima distanaa di un 
punto x interno a C da1 contorno y. Si consideri poi il campo C, limitato 
da un contorno y, oinotetico a y col centro di omotetia in x=O, interno 
a C e prossimo a y quanto si vuole; sia 6,1x) < 6(x) la minima distanza di x 
da y, ;  sia infine gn il massiino valore assoluto di f(x) entro CL. La serie 

1 
3 - t9"f'"1(x) essendo convergente per 1 t 1 < 6(x), verra 

n !  

e quindi, per la (14), sarÀ 

ri 

Se la serie di potenae ': A"a,.z" ammette un raggio r non nullo di con. 
vergenaa, la A(f)  rappresenterà diinque una funaione analitica reyolare per 

( i )  Una successione Co, e , , . . .  e,,,... & detta ologeiie quando la serie di poteme Z e,,3c11 è 
una funzione trascendente intera. 
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i valori di z soddisfacenhi alla condizione 

e qnindi in un campo C, interno a C e tanto più ristretto quanto più r è 

piccolo. Ne1 caso in  ciii la successione A"a, è ologene, il rapport0 1 x l:6,(x) 
pub essere arbitrariamente grande, ci& x arbitrariamente vicino a y, e 
quindi a y :  la  A ( f )  ammette dunque 10 stesso campo di validità, C della fi$). 
Onde << l'essere la Ana, ologene, O cio che è 10 stesso, l'essere la L a,xn 
« quasi-intera col piinto singolare x = 1, è condizione siifficiente perché f (z )  
<< ed A(f)  abbiano in S, 10 stesso campo di validità, ». 

« La medesima condizione è anche necessaria ». Infatti, se f(x) ed A(f)  
hanno in S, 10 stesso campo di validità, cib accadrà in particolare pren- 

1 xq2 
dendo f(x) uguale ad -- e quindi per '; Ana, 

1-2 (1 ~ ) 9 b + '  ' in virtù delle (14); 

quest'ultima serie dovrà dunque avere l'unico piinto singolare z s  1, e 
quindi A"@, sarà ologene. 
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Déforiritttioii (1' iiiie coiigrueiict: rectiligiie 

avec coiiserva,tioii des surfaces réglées pi-iiicipalea. 

Les premieres recherches sur la déformation des congruences rectilignes, 
commencées par BELTRAMI et RIBAUCOUR, dBvelopp6es ensuite dans les beaux 

'travaux de LUIGI BIANDHI, GUICHART) et d'autres g6ombtres, ont Bté, dans 
ces derniéres annbes, prolongdes avec succès par M. M. PINIKOFF ('), VIN- 
CENSINI (" et VASSEUR (". 

Dans le present Memoire nous donnons la solution du problème suivant. 
Une congruence rectiligne ( C )  a ses rayons orthogonam aux plans tangents 

d'une surface (S) ,  chacun étant invariablement lié au plan tangent correspon- 
dant de la surface: pour quelles surfaces ( S )  les surfaces réglées principales 
de ( C )  restent-elles invariables, ( S )  se déformant soit avec u n  réseau conjugué 
persistamt, soit d ' u ~ e  façon continue tout fait arbitraire? 

Le cas banal des surfaces dbveloppables étant rejeté, on trouve qu'au 
cours de la déformxtion avec réseau conjugué persistamt ( 5  2) (8) doit ètre 
une swface moulure arbitraire, tandis que la  congruence correspondante (C) 
est une congruence de norwales ( 5  2, n.O 3). 

Une autre solution est donnée par une surface rniniltta arbitraire; c'est 
une solution banale, car dans ce cas (C) se rbduit à une coqpweuce isotroge, 
ayant, coinme il est connu, ses surfaces régl6es principales indeterminées 
(8 2, n.O 2). 

(i) Défomnatiw~ d'uue conyrwence redilipze avec développables persistatztes, ( a  Bulletin 
des Sciences Mathématiques n ,  t. 53, 19291, pp. 341460. 

(e) M. VINCENSINI a publié dans ce dernier temps une s&ie de Mémoires concernant 
la déforniation de congruences; en particulier citons les suivants: Bulletin des Sciences 
Mathematiques o, (a), t. 53, 1929, pp. 77-%; ibid., t. 54. 1930, p. 117; a Bulletin de la So- 
ciét6 Mathém. de France n ,  t. 59, 1931, pp. 211-228; a: Annales de Toulouse x, (3), t. XXIV, 
1932, pp. 49-Gfi. 

(3) a: Comptes rendus de l'Académie des Sciences de Paris x .  t .  191, 1930, p. 819. 

d n ~ a l i  d i  Matematica, Serie I\-. l o u i o  S I V .  15 
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Ensuite on peut signaler un cas particulier du cas précédent de surfaces 
nioaliires; dans ce cas, ( S )  est u n e  szcrface de  révolution arbitrnire et le r a y o n  
de ln co.ngrzcence ( C )  de  nortnales perce le p l a n  tangent d e  l a  sur face  ( S )  a u  
centre de courbzcre géodésique d u  parallèle correspondant (8 2, n.O 4). 

Enfin, considerant (3 3) dans ce problbme une déformation arbitraire de 
la surface (S), on n' arrive qu'au cas banal des surfaces d6velopliables. 

Les résultats de ce travail ont ét6 publiés dans une Notr parue aiix 
a Comptes rendus des seances de l'Acad6mie des Sciences de Paris » (t. 200, 
1935, pp. 515-516, s6ance de II février). 

5 1. Foriiiitles fondarneiitalc~s. - Soit F(u, v) le vecteur dufinissant une 
surface ( S )  invariablement li6e à une congruence rectiligne ( C )  dont les 

-C 

rayons sont orthogonaux aux plans tangents de (8); soient, ensuite, n(u, v) le 

vecteur unitaire de la normale de la surface (8) et z(u ,  u )  le vecteur dt5fi- 
nissant le pied du rayon de la congruence ( C ) ,  sur le plan tangent du (8). 

-r 

Le vecteur p,(u, v) a pour expression 

[(u, V) et Y(U, V )  Btant deux fonctions donnees de u et de u. Soient 

ds2 = E&c" 2Fdudv -+ Gdv" 

- d 7 -  dn = Ddu2 + 2D'dudv + D d o ?  

l'élement linéaire et la seconde forme quadratique de la surface (S) ,  puis 

les coefficients des première et seconde formes quadratiques cle Kummer 
pour la congruence (CI. 

Posant, maintenant, pour abreger 

nous avons 

a =  
FU' - G D  Fil-EU' 

H Z  1 B =  H' ? 

(H' = EG - P z )  
F D  - GD' E'D'-ED 

a' = H" . p'= H ' f 
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Alors les coefficients (2) prennent la forme: 

I E,, = a 2 E  -t 2aPF + /PG 

c r,, i F,, - aarE i- (a!' -+ cc1/3)F+ PPrG 
G, = aI2E-+ 2afP'E t P2G. 

Posant, ensuite, 

nous trouvons pour les coefficients' (3) de la seconde forme de Kummer les 
expressions suivantes 

g,  et g; se deduisant de e ,  et e, respectivement par substitution (zc, v), (E, G), 
(t, 7). Nous savons, enfin, que les surfaces reglées principales de la con- 
crruence (C) sont definies par l'équation 
b 

(8) [(f c f')E, - %eF,,]du2 -1- d(gEu - pG,,)&dv + [2gF,, - ((f t f ' ) G , ] d u ~ O .  

cj à. Déformation de la surface (8) avec réseau conjugud persistant. - 
1. - Rapportons la surface ( 5 )  à un réseau conjiigu6 (u, a);  autrement dit, 
supposons D' = 0. 

Introdiiisant dans l'bquation (8) les expressions (5) et (7) des coefficients 
de Kummer, puis, remplaçant dans ces coefficients a, p, a' et p' par leurs 
valeurs (4), nous trouvons, après réductions Bvidentes, l'équation suivante 
des surfaces réglées principales de (C): 

b2[GD(Fg,  - Gg,) -t D"(2E*e, - EGe, - ~ G e , ) ] d z c ~  -I- 

-t- 2DD[GD(Fg, - Ag,) - ED"(Pe, - Ge, ) ]d~du  - 
- D""ED1(Fe, - Ee,) t D(2Fgg ,  - EGg, - ~iEgl)ldz,% O. 

En tenant compte de l'équation de GavSs 

éliminons le coefficient D"; on trouve finalement: 
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Supposons maintenant que la  surface (8) se déforme avec conservation du 
r6seau conjugue (u, v) et que la  congruence (C) invariablement li& aux 
plans tangents de ( S )  conserve les-memes siirfaces reglées principales au 
cours de cette déformation. I l  faut et il suffit pour cela que les équations 
suivantes nient lieu: 

Rejetons dans tout ce qui suit le cas des surfaces développables (8) [K= O] 
comme cas depaurvu d'inter&. 

II. - En consid6rant les équations ('3)' nous voyons que deux cas 
seulement sont possibles : 

PREMIER CAS. - Les coefficients de du2, dudv et dv2 dans tolites les 
Bquations (9) s' annulent simultan6ment. L' Bqiiation (8) Btant indéterminée, 
la  congruence (C) appartient à la  classe des congruences isotropes. En siip- 
posant E = O, G = O, nous tirons de6 équations (9) la consbquence 

c'est-à-dire precisement les mêmes equations que dans le problème sur la, 
deformation d'une congruence isotrope à base principale (9. 

Par  cons6quant' (S) étant une surface ne inha  ef (O)  étant ,une congrruence 
isotrope dont les rayons sont orthogonaux a,ux plans tangents de (S), le pro- 
blérne posé n'admet da,ns ce cas qu'une solution banale. 

. Toutes les autres hypothhses qui se prbseiitrnt dans le cas considéi.6 
d'une congruence isotrope conduisent aux siirfaces d6veloppables ( S )  ou bien 
sont impossibles. 

Pour tout ce qui concerne les dt'tails du calcul, nous renverrons le 
lecteur au paragraphe 3 de notre Mémoire cite plus haut: 

DEUXIÈME CAS. - Les coefficients de du" dudv et dv-dnns les @qua- 
tions (9) n'étant pas nuls sirnultanement, trois de ces 6quations doivent ou 
bien disparaître identiquement ou bien @tre des cons6quences de la qua- 

(?) Voir ma Note: Sur un cas de déformation des congruences isotropes à réseau conjugué 
persistant, (a Comptes rendus de '1'~cadémie des Sciences , d e  Paris ., t. 197, séance du 
18 decembre 1933, pp. 1562-1965)' ou le Mémoire detaillé: h r  tua cas d e  déforwation des 
congruefices isotropes et sur une t~,ansformation des surfaces minima qui s'y raft«.che, (à 
paraitre aux K Rcndicont,i del Circolo Mateniatico di Pulermo D en 1935). 
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trième; cette derniPre represente alors les surfaces réglécs priiicipalcs de ln 
congruence (C). 

Écartons le cas des surfaces réglbes principales confondues; il ne peut 
donner que des congruences degénérLles ( 5 ) .  Par  suitv dans tout ce qui suit 
nous aurons 

(lo) G(Fgg, - Gg,)=O, E ( F e , -  Ee,)=O, 

de sorte que les Bquations (9) se réduisent ;i dciix. 
III. - Considérons d'abord le cas où l 'une des deux bquations (9) 

restantes est une cons4quence de l'autre. Nous devons ajouter alors aux 
équations (10) les deux suivantes : 

(11) 2Pee2 - EGe, - PGe, = 0. 2F2g ,  - EGg,  - FRg, = 0. 

L'hypotlièse E = O, G = O conduit au cas d t j h  indiqué d' une surface 
minima (8). 

Supposons maintenant E + O, G + O ;  les équations (10) et (1 1 )  se rediii- 

P n' etant pas nul, les conditions d' intégrabiliti? du syst&ine e, = O, 
e, z O, g ,  = O, g, = 0 entraînent K= O, donc (S) est une surface develop- 
pable; c'est un cas prive d'interet (7. 

Consid6rons maintenant le systPine (19) cn supposant P = O. 
Dans ce cas la base principale de la surface ( S )  est coinpo~& de 1i;Slwc~s 

de coztrbure. 
Le p r o b l h e  de la déforination continuc d'une surface avec conservation 

des lignes de courbure a ét6 abordé. pour la première fois par CODAKZI (') 
en 1856 et, ensuite, coinplètenient rtrsolu par OSSIAN EORNET dans son 111;- 
moire &lt\bre, publie en 1867 (X). I l  a trouvé qu'il n'y a quc lcs sui.faws 

( j )  En effet, si I'éqiiation dcs siirfnccs ri.gl6c:; principales (S) sc i+liiit ;I In foi,iiie 
d d =  O. oii a 

- - 
tl'oii y = O, Go = j a Z ) ' = O ,  - c'est-R-dire I I  = II (u) et, par suite, les rayons do In  ron. 

. . 
gruenve sont ordonnés suirant les géndratrices rectilignes de -c i  cylindres. 

(9 Poiir les dEtails du calcul. voir mon Némoire pr&*&iemment oitb. 
(7)  CODAZZI, luztorno alle superficie le qicali deformandosi vitengono le sfesse liwee di  

r twvatura,  ( S  Annali di Tortolini ., t. VII, 1856, p. 410). 
(8) B ~ N E T .  Me'moire sur lu théorie des surfaces applicables sur une szcvfnr~s rlonsée. 

( S  Joiirnal de l'École Polytec.hniqiie B .  t .  XXI', cahier P2. 1867, pp. "8-(5). 
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moulures de Nonge qui se déforment avec conservation des lignes de conr- 
bare;  c'est en 1868 que BOUR a indique la déformation de ces surfaces ["). 

Par  conséquent, dans le cas consid6r6, la surface (8) doit ètre une szcrface 
+izoulzcre arbitraire. 

Quant à la congruence (C), c' est u n e  cot%gmence de novunales, car en vertu 
des formules (4) et (7) on trouve aisément f = f = 0. 

Sur le plan tangent de la surface (S), le pied du rayon dc (C) est dé- 
terminé par les Bquations e, = 0, g, = O, avec deux fonctions arbitraires dm 
arguments u et v respectivement. En effet, rapportant la surface moulure (8)  
i i  ses lignes de courbure, prenons les équations de (S )  sous la forint! 

a @tant le para in~trc~ de déformation; l'élément linkaire de la siirfacc (8 )  a 

la forme ( ' O )  

(14) ds' = du2 t ( U - V)2dv2, 

lJ(u), V(v] désignant deux fonctions arbitraires des arguments u ou W. Ensuite. 
les équation e ,  = O, g,  = O, après un calcul simple, prennent la forme 

En Bliminmt 5, nous trouvons 

et, par suite, en intkgrant, on obtient 

(9) BOUR, T7zéorie de la cldfovmati«~z des surfaces, ( X  Journal de l'&cole Polytechnique ., 
t .  S911, cahier 39, 1862, p. 89). 

(10) DARBOUX, Théovie ydnérale des surfaces, t .  1, deuxi6me édition, 1914, p. 144. 
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Vi étant une fonction arbitraire de v. Alors 

V )  V,'] = U'V,' 

U ,  Btaiit une fonction arbitraire par rapport à M. Les formules (15) et (16) 
d6finissent, sur le plan tangent de la surface (13)) le pied du rayon de la 
congruence (C). 

REMARQUE. - JI. VASSEUR ( I L )  a montre que (C) étant une congruence 
de normales, dont les rayons sont orthogonaux aux plans tangents d'une 
surface (8) et invariablement lies & cette sur£ace, elle reste une congruence 
de normales pour tontes les surfaces (S),  qui se deforment avec réseau 
conjugue persistant. 

On voit d'ailleurs que, si l'on ajoute aux conditions du problème de 
11. VASSEUR la conservation des surfaces rBgl6es principales de (Cl, la sur- 
face (8) se reduit à une surface moulure. 

En effet, ( C )  6tant une congruence de normales, on a 

ou bien, en tenant conipte des 6galit6s 

D' = O, DD" = KHz,  

D2(Fg, - Gy,) = KHz(Fe, - Ee,) 

et, par suite, ( C )  restant une congruence de normales au cours dr la ddfor- 
ination de ( S )  à base principale, on trouve 

et par suite, piiisyue le cas E = O, G =  0 est exolu, on retrouve les 6qua- 
tions (10). 

IV. - Supposons maintenant que, sur l'une des deux équations (9) 
restantes, une disparaisse identiquement. Dans ce cas il faut a.jouter aux 
6quations (IO), par exemple, les deux wivantes 

- EGe, - PGe, = O, G(Py, - Eg,) = 0. 

Parmi les cas qui se présentent ici il faut surtout sigrialer celui oii l'on a 

('1) V.SHSEUH, SUI. la cléfor~nation des congruemes  de  ~corwmles. (. Coniptes rendiis de 
l'Académie des Sciences de Paris n, t. 191, 1W30. p. 8t9). 
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C'est lin cas particulier de celui d u  n.0 3 ;  neanmoins sa  considération n'est 
pas privée d'interèt. 

La surface (8)  appartenant à la classe de surfaces moulures, soient (13) 
ses équations et, par  conskquant, 114) son Blément linéaire. Posons, poiii. 
abrBger, U - V = IV. 

Les conditions (17) conduisent an systbme: 

Les fiquatiuns (18) et (19) nous donnent 

Introduisons ilne fonction iioxiliaire y de  la  inaiiikrr: siiivniite 

Les équativ11s (%O) et (21) prenncnt maintenant la forme 

En c h i v a n t  (25) par rapport ii u et (26) par rapport à v et comparant les  
r6siiltats. on obtient 

E n  clhivant, ensuite, (27) par  rapport i% v et (26) par  rapport h u et eliminant 

a3'9 les derivbes - et -- nous arrivons à 1' 6galit6 au2av auau' 

(88) u ' p  3 = 0. 
a v 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



avec colzservation des surfaces réglées p r inc ipa les  3.57 

aip Considérons d'abord le cas oii l 'on à - =O. Dans ce cas, les équations (23) a v 
=O. Les équations (21) et (22) 6tant v6rifibes pour et (24) donnent 5 = - 

d u '  ' 
ces valeurs de 5 et T, 176quation nous donne 

tu1+ u= v 
d'où, 5 étant fonction de u seulement, il suit . 

EU'+- U=const.=c, V = c ;  
ainsi, nous avons 

(29) = c - U  '=o. 
U' ' 

L'élément lineaire (14) de la surface (8) ayant la  forme 

( S )  doit ètre u n e  surface de révolutiort arbitraire. 
La formule (29) montre que 5 coïncide avec le r a y o n  de  c o y b u r e  géo- 

désique d u  paralléle u = const. de l a  surface (S).  
Par consbquant le rayort de l a  congruence de  normales (C) perce le ylcm 

tangent de la  surface ( S )  a u  centre de courhure géodésique d u  paralléle cor, 
respondant. 

Un point parcourant le parallele de la surface (S) ,  le rayon correspon- 
dant de la congruence (C) d6crit un cdne, ayant son sommet sur 17axe de  
r6volution de (8). 

L'equation des surfaces développables de la congruence (C), qui se con- 
fondent dans le cas consider6 avec les surfaces réglees principales de (C), 
étant dudv  = 0, ces surfaces se réduisent aux cdnes, dont les sommets se 
trouvent sur l 'axe de revolution de (8) et aux plans passant l'axe de r6- 
volution. 

3~ Soit maintenant - diffbrent de 561-0. Alors 1'Bquation (28) donne U" = O 
av 

et, par suite, 
U =  bu+c. 

L'éldment lin6aire (14) prend la forme 

d s k  du2 + ( b u  + c - 

et r6duit (5) à une surface d6veloppable. 
Enfin le cas U' = O  est un cas particulier de celui consid6r6 tout à 

1' heure (b = 0). 

AnnaLi di iklatematzca, Serie IV, Tamo XIV. 4 6  
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5 3, Cas d'iine déformation arbitraire de la uurface (S). - La consPr- 
vation des surfaces reglees principales de la congruence (C), dont les rayons 
sont orthogonaux aux plans tangents correspondents de la surface (8)  au 
cours d' une déformation continue arbitraire' de (8) n' est possible que dans 
le cas banal des surfaces ddveloppables (S). Ce cas 6tant prive d'interèt, il 
suffit d'indiquer brievernent le calcul. 

Portant dans l'équation (8) les valeurs (5) et ( 7 )  dc~s coefficients de 
Kummer, remplaçant, ensuite, a, P, a' et j' par leurs valeurs (4), nous Bli- 
minons, en tenant compte de 1'6quation de Gauss 

le coefficient D de l'équation obtenue. Ainsi nous trouvons une équation (A) 
analogue à celle du paragraphe 2. 

Si l'on exige que cette Bquation (A) soit independante de la deformation 
arbitraire de la surface (S) ,  on obtient une série de conditions analogues 
aux conditions (9), mais l 'on n'arrive qu'au cas banal des surfaces déve- 
loppables (8). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



ISDICE DEL TON0 XIV DELLA SERIE 4a 

. . . . . . . . .  G . SCORZA: Sulle algebre pseudonulle di ordine massimo Pa& 

V . BEHNSTEIN: Rettifica alla Meinoria: B. Sulle direzioni di Borel di funzioni 010- 
morfd D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

A . ROSENBLATT: Sull'equazione biarmonica non lineare a due variabili indipen- 
denti in un'area generale semplicemente connessa . . . . . . . . . . ~  

V . GIULOTTO: Funzioni di Bessel del campo poliarmonico . . . . . . . . . . .  
N . NERONOFF: Sur la loi de l'attraction . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
T . VIOLA: SU una . ra~p~esentazione piana dei complessi lineari . . . . . . . .  D 
T . UNO: Sur les singularités des 6quations diffërentielles dans le problème des 

trois corps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  D 
Ji. SOBRERO : L a  riflessione analitica delle funzioni biarmoniche attorno a un cerchio 

ed alcuni problemi di  elasticitB piana . . . . . . . . . . . . . . .  D 
M . MANARINI: Sugli spazi di Weyl . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  8 
W . J . TRJITZINSKY: Linear difference equations containing a parameter . . . .  B 
DI . CIBRARIO: Il problema di  Dirichlet in dominii infiniti e le equaaioni del se- 

condo tipo misto ellittico-paraboliche . . . . . . . . . . . . . . .  * 
T . VIOLA: Sui sistemi lineari. a tre e a quattro dimensioni. di  complessi lineari . 8 

C . NINEO: Sulla geometria d'una superficie poco differente da un ellissoide con 
applicazione al caso della Terra . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

V . KIEMYTZKI: Ueber vollstandig iinstabile dynamische Systeme . . . . . . .  D 
L . TOSCANO: Operatori lineari e numeri di Stirling generalizzati . . . . . . .  s 
R . OBLATH: Ueber Primzahlen in mifeinander folgenden Intervallen . . . . . . ~  
N . SPAMPINATO: Sulla rappresentasione delle funzioni di variabile bicomplcssa 

totalmente derivabili . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
(3 . PFEIFFER: Die Konstruktion des allgemeinen Operators des Involiitionssystenis 

von homogenen linearen partiellen Differentialgleichungen . . . . . .  n 
S . PINCHERLE: Le dilatazioni nello spazio delle serie di potense . . . . . . . .  a 

S . ROSSINSKI: Déformation d'une congruence rectiligne avec conservation des sur . 
faces réglées principales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  D 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 


	Titolo
	Indice del tomo XIV della serie 4a
	Sulle algebre pseudonulle di ordine massimo
	Rettifica alla memoria : sulle direzioni di Borel di funzioni olomorphe
	Sull'equazione biarmonica non lineare a due variabili indipendenti in un' area generale semiplicemente connessa
	Funzioni di Bessel del campo poliarmonico
	Sur la loi de l'attraction
	Su una rappresentazione piana dei complessi lineari
	Sur les singularités des équations différentielles dans le problème des trois corps
	La riflessione analitica delle funzioni biarmoniche attorno a un cerchio ed alcuni problemi di elasticità piana
	Sugli spazi di Weyl
	Linear diference equations containing a parameter
	Il problema di Dirichlet in dominii infiniti e le equazioni del secondo tipo misto ellittico-paraboliche
	Sui sisteimi lineari, a tre e a quattro dimensioni, di complessi lineari
	Sulla geometria d'una superficie poco differente da un ellissoide con applicazione al caso della Terra
	Ueber vollständing unstabile dynamische systeme
	Operatori lineari e numeri di Stirling generalizzati
	Ueber primzahlen in aufeinander folgenden intervallen
	Sulla rappresentazione delle funzioni di variabile bicomplessa totalmente derivabili
	Die Konstruktion des allgemeinen Operators des involutionssystems von homogenen linearen partiellen differentialgleichungen
	Le dilatazioni nello spazio delle serie di potenze
	Déformation d'une congruence rectiligne avec conservation des surfaces réglées principales



