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Vorwort.

Die Fourier’sche Reihe steht, man kann sagen, zur Kreisperipherie in
genau derselben Beziehung, wie die Laplace’sche (nach Kugelfunctionen fort-
schreitende) Reihe zur Kugelfliche. Dabei mag, was die Bestimmung der
Coefficienten dieser Reihen betrifft, erinnert sein an die bekannten Formeln

+ 7
() fsin(nzp)sin(Scp)dq:=O, resp, = =,
-
und
+1
2
B) [‘Pn({")Ps(!")d!‘/:Ov resp. = o i’

=1
wobei zu () noch hinzuzufiigen sein wiirden die analogen Formeln fiir
Sinus Cosinus, und Cosinus Cosinus, und zu (B.) die analogen Formeln fiir
die sogenannten adjungirten Kugelfunctionen d. i. fur die P, (u).

Lasst man den Radius der Kreisperipherie resp. der Kugelfliche ins
Unendliche wachsen, so verwandelt sich, wie ich im vorliegenden Werk
zeigen werde, die Fourier’sche Reihenentwicklung in die sogenannte Fourier’sche
Integraldarstellung , andrerseits aber die Laplace’sche Reihenentwicklung in eine
gewisse nach Cylinderfunctionen (d. 1. nach Bessel’schen Functionen) fort-
schreitende Integraldarstellung™).

*) Diese nach den Bessel’schen Functionen fortschreitende Integraldarstellung wurde von mir
entdeckt und publicirt in meiner Schrift: Allgemeine Ldosung des Problems vber den stationdren Tem-
peraturzustand eines homogenen Korpers, welcher von irgend zwer micht concentrischen Kugelfldchen
begrenst ist. Halle, Verlag von Schmidt, 1862. Daselbst Seite 149. Ich bin dort zu der in Rede
stehenden Integraldarstellung durch einen Grenziibergang von zwei Kugelfliichen zu zwei einander
berihrenden Kugelflichen gelangt. — Die Methode, deren ich mich im vorliegenden Werk bediene,
ist eine wviel einfachere; denn sie beschrinkt sich auf die Anwendung nur einer Kugelfliche, und
besteht in einem Grenziibergange von dieser Kugelfliche zur unendlich grossen Kugelfliche,

In der genannten Schrift vom Jahre 1862 habe ich ausdriicklich hervorgehoben, dass die dort
gegebene Ableitung der in Rede stehenden Integraldarstellung keinen Anspruch auf wirkliche Strenge
machen konne. Gleiches gilt von der durch Kiirze und Einfachheit ausgezeichneten von Ermakoff
gegebenen Ableitung (Math. Ann. Bd. 5, S. 639).

Strengere Ableitungen der in Rede stehenden Formel sind jedoch inzwischen gegeben worden
von Du Bois-Reymond (Math, Ann. Bd. 4, S. 362) und von Mehler (Math. Ann. Bd. 5, 8. 133),

a*
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v Vorwort.

Gleichzeitig verwandeln sich bei diesem Process die Formeln (e.), wie
ich zeigen werde, in gewisse newe Integraleigenschaften der Kreisfunctionen,
andrerseits die Formeln (f.) in gewisse newe Integraleigenschaften der Cylinder-
functionen™).

Diese einfachen Betrachtungen, welche den Anfang des vorliegenden
Werkes bilden, machen keinen Anspruch auf wirkliche Strenge, dirften aber
dazu dienen, um von vornherein tiiber die in Rede stehenden Reihenentwick-
lungen, Integraldarstellungen und Integraleigenschaften namentlich tiber ihre
gegenseitige Stellung und innere Verwandtschaft einen deutlichen Ueberblick
zu eroffnen.

Nach Absolvirung dieser einleitenden Betrachtungen, werde ich sodann
iibergehen zur stremgeren Begriindung der genannten Reihenentwicklungen,
Integraldarstellungen und Integraleigenschaften; und hierbei werde ich meinen
Auseinandersetzungen durch Anwendung des wichtigen Du Bois- Reymond’schen
Mittelwerthsatzes sowie auch durch Benutzung der Ulisse Dini'schen Arbeiten,
eine moglichst einfache Gestaltung zu verleihen suchen.

Was die in eine Reihe resp. in ein Integral zu entwickelnde willkirliche
Function betrifft, so werde ich mich absichtlich beschrinken auf die gewdhnlich
vorkommenden Functionen, d. i. auf diejenigen Functionen, welche Jacobi
gesprichsweise die ,verndinftigen” zu nennen pflegte. Demgemiss werde ich
z. B., was Functionen einer Variablen betrifft, nur solche in Betracht ziehen,
bei denen die Anzahl der Unstetigkeiten, und ebenso auch die Anzahl der
Maxima und Minima fiir jeden endlichen Spielraum der Variablen eine end-
liche ist.

Der Du Bois-Reymond’sche Mittelwerthsatz bildet, wie schon angedeutet,
das Hauptinstrument meiner nachfolgenden Untersuchungen.

Spezielle Fille dieses Satzes sind bereits von Abel*), Bonnet***) und
Weierstrass entdeckt worden, wobei zu bemerken ist, dass letzterer das von
ihm Gefundene nicht durch Druck, sondern nur gelegentlich seiner Vorlesungen
mitgetheilt hat. Vollig unabhiéngig von den genannten Autoren ist der Satz

*) Diese neuen Integraleigenschaften der Kreis- und Cylinder-Functionen sind von wesentlicher
Bedeutung fiir gewisse Probleme der Elektrostatik, wie ich solches, wenigstens theilweise, schon
gezeigt habe in meinem Aufsatz {iber die Mehler'schen Kegelfunctionen (Math. Ann. Bd. 18, 8, 218 ff.).
Dass die newen Integraleigenschaften der Kreisfunctionen ausserdem auch von Nutzen sind fiir gewisse
Probleme der conformen Abbildung, gedenke ich in Zukunft zu expliciren,

**) Abel: Untersuchungen iiber die binomische Reihe, daselbst Satz III; Crelle’s Journal, Bd. 1;
Seite 314,

***) Bonnet: Remarques sur quelques intégrales défintes; 1849, Liouv, Journ. T. 14. p. 249,
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Vorwort. v

von Neuem, und zwar in seiner allgemeinsten Gestalt, gefunden worden von
Du Bois-Reymond im Jahre 1868%).

Im Ganzen genommen ist der genannte Satz von ziemlich elementarem
Charakter. Jedenfalls beruht seine Wichtigkeit weniger auf seinem unmittel-
baren Inhalt, als vielmehr auf den vortrefflichen Diensten, welche er als
Instrument leistet, theils um den Zugang zu schon bekannten Satzen zu
erleichtern, theils zur Auffindung neuer Sttze. Diese sich weit erstreckende
Drauchbarkeit und Niitzlichkeit des Satzes aber diirfte zum ersten Mal in deut-
liches Licht getreten sein durch den schon genannten Du Bois’schen Aufsatz vom
Jahre 1868. Und schon aus diesem Grunde scheint es angemessen, den
Satz als den Du Bois-Reymond’schen Satz zu benennen.

*) P. du Bois-Reymond: Ueber die allgemeinen Eigenschaften der Classe von Doppelintegralen,
zu welcher das Fourier'sche Doppelintegral gehort; 1868. Borchardt’s Journal, Bd. 69, Seite 65;
namentlich § 8, Seite 78. — Hinsichtlich der oben mitgetheilten historischen Notizen vergleiche man

iibrigens die kiirzlich von Du Bois-Reymond veriffentlichte Schrift: Zur Geschichte der trigonome-
trischen Reihen. Tibingen, bei Laupp. Seite 56—62,

Leipzig, August 1881. Dr. C. Neumann,
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Dini: Sopra le serie die funzioni sferiche. Annali da Brioschi e Cremona. Serie 2, Tomo 6,
p- 112—140 e p. 208—215.

Heine: Handbuch der Kugelfunctionen, zweite Auflage, 1878. Erster Theil, Seite 432ff —
Vgl. auch die zugehdrigen Aufsitze von Bruns und Heine im Borchardt’schen Journal Bd. 90.

Dennoch aber weichen meine Untersuchungen von denen der genannten Autoren wesentlich ab,
So z. B. beruht die Heine’sche Darstellung auf dem Satz, dass P, (cos ) sich mit wachsendem
n, bis an die Ordnung §, dem Werthe

Ve ((m + 1w n)
— CO _
Vnm sin o * 2 4

nihert, so lange o eine nicht mit # zu Null convergirende Grosse bezeichnet; und ferner auf dem
Satz, dass P, (cos o) mit wachsendem » sogar dann noch der Null sich nihert, wenn « selbst unend-
lich klein wird, allerdings nur so, dass %% o schon mit » ins Unendliche wichst, wo « <{ }. — Diese
etwas beschwerlichen Sitze habe ich in den betreffenden § 2 und § 3 zu vermeiden, und hierdurch
meiner Untersuchung eine gréssere Einfachheit zu verleihen gesucht.
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Nachtrigliche Verbesserungen und Bemerkungen.

Auf 8, 18, in Formel (80.) muss J (g¢) statt J (g&) gesetzt werden.
Auf Seite 86 ist in der eilften Zeile v. u. hinabdricken statt hinabdriickt zu lesen. — Auch wiirde
sich auf dieser Seite, sowie in der letzten Zeile der vorhergehenden Seite eine leicht ersichtliche

Aenderung empfehlen, welche darin besteht, dass man daselbst statt ﬂ:ﬁ iberall: Max 'ITZﬂ substi-
tuirt, indem pfan dabei unter diesem Symbol: Max ﬂzﬁ die grosste der Zahlen

«f3 a8 o af . .
mr, Tl'n’_H, Tl'n_l_2, ﬂn+3, ....In inf

versteht. Dieser Definition entsprechend ist alsdann selbstverstindlich:

af af op
Max TT_ > Max 'I'I%_'_1 > Max 1'I'n_i_2 > ete. ete.

Dieselbe Uménderung hinsichtlich des ﬂ‘;ﬁ empfiehlt sich noch an einigen andern Stellen dieses

Werkes, ohne dass es nothig wire, hier nither darauf einzugehen.

Es mag mir schliesslich noch gestattet sein, auf einige meiner Schriften und Aufsitze hin-
zuweisen, welche ihrem Inhalt nach dem hier behandelten Gegenstande verwandt sind.

1. Ueber die Entwicklung einer Function mit imaginéirem Argument nach den Kugelfunctionen
erster und zweiter Art. Halle, bei Schmidt, 1862.

2. Theorie der Bessel’schen Functionen, ein Analogon zur Theorie der Kugelfunctionen, Leipzig,
bei Teubner, 1867.

3. Ueber die Entwicklung einer Function nach Quadraten und Producten der Bessel’schen Func-
tionen. Math. Ann. Bd. 3, Seite 581. Vom Jahre 1869.

4. Ueber die Mehler’schen Kegelfunctionen. Math. Ann. Bd. 18, Vom Jahre 1881.

5. Ueber zwei von Cantor und Du Bois-Reymond iiber die trigonometrischen Reithen aufgestellte
Sitze, und deren Uebertragung auf solche Reihen, die nach Kugelfunctionen fortschreiten. In den
Berichten der Kgl. Sichsischen Ges. d. Wiss. vom Jahre 1881.
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Erstes Capitel.

Einleitende Betrachtungen.

Eine Function von einem Argument ist im Allgemeinen sowohl ent-
wickelbar in eine nach Kreisfunctionen fortschreitende Reihe (die Fourier’sche
Reihe), als auch in ein wnach Kreisfunctionen fortschreitendes Integral (das
Fourier'sche Integral).*)

Hiermit analog ist eine Function von zwei Argumenten im Allge-
meinen einerseits entwickelbar in eine nach Kugelfunctionen fortschreitende
Reihe (die Laplace’sche Reihe), und andererseits darstellbar durch ein nach
Cylinderfunctionen fortschreitendes Integral (ein zuerst vom Verfasser dieses
Werkes angegebenes Integral).

Im gegenwirtigen ersten Capitel dieses Werkes soll nun gezeigt werden,
dass man zu all’ diesen vier Entwicklungen in einfacher und natiirlicher Weise
gefiihrt wird mittelst gewisser, theils den Kreis, theils die Kugel betreffenden
Potentialaufgaben. Und wenn auch der in solcher Weise in diese Regionen
sich eroffnende Weg keinen Anspruch auf wirkliche Strenge machen kann,
go dirfte er doch dazu dienen, um von vornherein tiber die in Rede stehenden
Entwicklungen, und namentlich iber ihre gegenseitige Stellung und innere
Verwandtschaft einen Ueberblick zu gewinnen.

Um naher auf die Sache einzugehen, mag es mir gestattet sein, das
Wort: Potentialfunction anzuwenden, und zwar in demselben Sinne, in welchem

dasselbe theils von Lipschitz, theils von mir selber bereits mehrfach ge-
braucht ist.

*) Der Kiirze und Symmetrie willen mag dem Verfasser diese Ausdrucksweise gestattet
sein, Ebenso wie z B. die Formel

)
f(@) = 4, cos (nx)
0

bezeichnet zu werden pflegt, als eine nach den Cosinus fortschreitende Reihenentwicklung; ebenso
mag eine Formel von der Gestalt:
o g
f@ =qu cos (qx) dg
h

bezeichnet werden als eine nach den Cosinus fortschreitende Integralemtwicklung oder Integraldar-

stellung; was einigermassen in Einklang ist mit der Ausdrucksweise von Du Bois-Reymond.
Neumann, Entwicklungen. 1
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2 Einleitende Betrachtungen,

Bezeichnet nédmlich ¥ irgend ein be-
stimmtes Gebiet der Ebene, so soll unter
einer Pofentialfunction dieses Gebietes T jed-
wede Function

V="V (z, y)

verstanden werden, die innerhalb X der
Gleichung

av, v _

ox? oy?
Gentige leistet, und die ausserdem sammt
ihren ersten (nach z, y genommenen) Ab-
leitungen innerhalb T stetig ist.

o~

Bezeichnet andererseits T irgend ein
bestimmtes Gebiet des Raumes, so soll unter
einer Potentialfunction dieses Gebietes T jed-
wede Funetion

V="V(x, ¥y, 2
verstanden werden, die innerhalb ¥
Gleichung

2V i 4 i
bz T o T 5 =0

der

Geniige leistet, und die ausserdem sammt
ihren ersten (nach z, y, ¢ genommenen) Ab-
leitungen innerhalb T stetig ist.

Dies vorangeschickt, sind wir die zu jenen vier Entwicklungen hin-
leitenden Potentialaufgaben sofort niaher anzugeben im Stande.

Ist nimlich T die Innenfliche eines
Kreises, und stellt man sich die Aufgabe,
diejenige Potentialfunction von ¥ zu finden,
welche am Rande von ¥
Werthe hat, so gelangt man zu der nach
Kreisfunctionen fortschreitenden Reihenent-

wicklung (d. i. zur Fourier'schen Reihe).

vorgeschriebene | finden, welche auf der Oberfliche von T

~

Ist andererseits T der Innenraum einer
Kugelfliche, und stellt man sich die Auf-
gabe, diejenige Potentialfunction von T zu
vorgeschriebene Werthe hat, so gelangt man
zu der nach Kugelfunctionen fortschreitenden
Reihe (d. i. zur Laplace’schen Reihe),

Und verfolgt man endlich ebendieselben beiden Aufgaben zum zweiten

Mal, jedoch unter der Voraussetzung,

dass der Radius des betrachteten Kreises
unendlich gross ist, so gelangt man zu der
nach Kreisfunctionen fortschreitenden Inte-
graldarstellung (d. 1. zum Fourier'schen In-
tegral).

dass der Radius der betrachteten Kugel un-
endlich gross ist, so gelangt man zu der
nach Cylinderfunctionen fortschreitenden In-
tegraldarstellung (d. i. zu derjenigen Dar-
stellung, die vom Verfasser des vorliegenden

{ Werkes herrithrt).

Aus diesen vorldufigen Bemerkungen ist ersichtlich, dass beim Ueber-
gange vom endlichen zum unendlich grossen Radius

die Kreisfunctionen Kreisfunctionen bleiben,‘hingegen die Kugelfunctionen in Cylinder-

functionen iibergehen; dass mithin diese
letzteren nur ein Specialfall der ersteren sind.
In der That lisst sich zeigen, dass die
meisten Eigenschaften der Kugelfunctionen
in mehr oder weniger deutlicher Weise sich

|auch vorfinden bei den Cylinderfunctionen.

Was hier in flichtigen Umrissen angedeutet, soll im gegenwdirtigen

Capitel genauer explicirt werden.
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Einleitende Betrachtungen. 3

sucht werden, in welcher Weise bei einem solchen Uebergange vom endlichen
zum unendlich grossen Radius

die Integraleigenschaften der Kreisfunctio- die Integraleigenschaften der Kugelfunctio-

nen: nen:
+in -+ 1
jcos(n«p) .cos(sp). dp =0, resp. ==, an(y,) P (u)du =0, resp. = ﬁﬁl,
—*r g

sich umgestalten. — Wir werden sehen, dass sich umgestalten. — Wir werden sehen, dass
man dabei zu gewissen neuen Integraleigen- man dabei zu gewissen neuen Integraleigen-
schaften der Kreisfunctionen gelangt, schaften der Cylinderfunctionen gelangt,

Uebrigens wird der Weg, den wir in diesem ersten Capitel verfolgen,
der Hauptsache nach nur als ein heuristischer zu betrachten sein. Die sich
auf diesem Wege ergebenden Satze und Eigenschaften sollen alsdann, soweit
sie die Kreisfunctionen betreffen, im zweiten und dritten, und, soweit sie die
Kugel- oder Cylinderfunctionen angehen, im wvierten und fiinften Capitel einer
genauern Untersuchung anheimfallen.

§ 1.

Ueber eine den Kreis betreffende Potentialaufgabe.

Lrinnerung an bekannte Sitze aus der Theorie des Logarithmischen
Dotentials in der Ebene. — st innerhall einer Kreisperipherie ein Punkt i
gegeben, so existirt bekanntlich stets eine Massenbelegung dieser Peripherie
von solcher Art, dass sie fir alle dusseren Puncte aquipotential ist mit einer
in ¢ concentrirt gedachten Masse Eins. Diese Belegung heisst kurzweg die
dem Puncte i entsprechende Green’sche Belequng. Bezeichnet man die Dich-
tigkeit derselben in irgend einem Puncte ¢ der Peripherie mit 4}, so ist
bekanntlich:

..-1-2
(1) . = onr (E)
oder, was dasselbe: _
@ i (: NCP)!

Dabei reprasentirt » den Radius der Peripherie, #, den Centralabstand des
Punktes i, ferner E den gegenseitigen Abstand der beiden Puncte 7, o, end-
lich N die in ¢ errichtete &ussere Nmmale, d. i. die Richtung des nach ¢
laufendenr Kreisradius.

Bezeichnet man nun die von der gegebenen Peripherie umschlossene Fldche
mit ¥, und soll fir diese Flache ¥ diejenige Pontentialfunction ¥V ermittelt
werden, welche am Rande von ¥ worgeschricbene Werthe besitzt, so kann man
diese Aufgabe sofort 16sen mittelst der soeben besprochenen Green'schen Be-

legung, d. i. mittelst der Function %;. Denn nach bekanntem Satze wird der
1%
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4 Einleitende Betrachtungen.

Werth jenei' Function V z. B. im Puncte ¢ dargestellt sein durch folgendes
tiber die Kreisperipherie sich erstreckende Integral:

(3. V,=[F,nido.
Dabei bezeictmet F, den im Puncte ¢ worgeschriebenen Werth, und de das
bei diesem Puncte gelegene Element der Peripherie. — Wir wollen nun die

Formeln (1.), (2.), (3.) in diejenige Gestalt versetzen, welche sie annehmen bei
Einfiihrung der Polarcoordinaten. — Sind (r, @) und (r,, ¢,) die Polar-

coordinaten zweier beliebiger Puncte, so gilt fiir ihren gegenseitigen Abstand

E die Formel:

) Er=qp2 r2— 2r7ycos (9 — @p).

Und auf Grund dieser Formel kann man, falls , < r ist, den log (g) ent-

wickeln nach Potenzen von (%):
n=— o

. 1 1 1 (Y . _ Ry
(3.) IOgE‘_IOg_f_'-Z;W(?) cosn(p — @) fir ry <1,

Identificiven wir nun die Puncte (r, ¢) und (r,, ¢,) respective mit den in
(1), (2.), (8.) erwahnten Puncten ¢ und ¢, so ergiebt sich aus (2.) durch
Substitution des Werthes (5.):

n—="°
. 1 A
(6.) Mo = 57 (1 +2 —21 (7') cos n(p — W)-
Substituiren wir aber dies in (3.), und setzen wir zugleich:

Vi=V, 9,

7.
@) Fo=F(r, 9) = F(p), und d6 =rdg, ¥

so erhalten wir:

+.7 QO
8) V(ry, o) =2i”fF(97) (1 +2 2 (%’)”cos nip — q]‘)> g,
— 1

oder, ein wenig anders geschrieben*¥):

+ n
(9.) Vry, @) =lim, _ ;_an(q,) (1 +2 Z(%) cos n(p — qn)) dy.

Diese Formel reprasentirt die Lisung der gestellten Aufgabe. Demn sie liefert
die Werthe von V fiir alle innerhalb ¥ gelegenen Puncte (r,, ¢,), falls nur
die Randwerthe F(¢) gegeben sind.

*) r ist eine gegebene Consianmte, niAmlich der Radius der gegebenen Peripherie. Mit Unter-
driickung dieses constanten Parameters kann man daher statt F(r, ¢) kurzweg F(p) schreiben.
*%) Die obere Summationsgrenze ist in (8.) durch o©, hingegen in (9.) durch n dargestellt.
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Einleitende Betrachtungen, )

Nach der Definition von V muss der Werth V(r,, ¢.) in F(g,) tiber-
gehen, sobald man 7, zu r anwachsen lasst. Somit folgt aus (9.):

+ 7 n
(10,) Fp) =lim, _ 217:] F(g) <1 +2 217 cos n(p — (pi)) deo.
—
Und diese Formel reprdsentirt die Fourier’sche Reilenentwicklung.

§ 2.

Uebergang zum unendlich grossen Kreise.

Machen wir den Radius r der Flache I dusserst gross (noch nicht
unendlich gross), so wird ihr Rand oder, besser ausgedriickt, ein Stiick ihres
Randes dargestellt sein durch einen Bogen P@, der nur noch wenig von
einer geraden Linie sich unterscheidet; und gleichzeitig wird alsdann der
Mittelpunct M der Fliche ¥ #usserst weit von P¢@ entfernt sein.

Der Bequemlichkeit willen denken x
wir uns P horizontal , und den Mittel- A _ Fig. 1.
punct M unterhalb P@). Gleichzeitig
fiilhren wir ein rechtwinkliges Coor-
dinatensystem mit dem Anfangspuncte
O ein, dessen x-Axe horizontal und
unterhalb P liegen soll, withrend seine & 7 r77TT
z-Axe vertikal nach Obern laufen mag. xx
Ueberdies sei

(11.) (OM)=8,

so dass also g die selir grosse Entfer- '
nung des Mittelpunctes M vom An-
fangspuncte O vorstellt.

Bezeichnet man nun die Polar- V.3
coordinaten eines beliebigen Punctes
(z, 2) mit (r, ¢), indem man unter r
seinen Abstand von M, ferner unter
¢ die Neigung dieses Abstandes 7
gegen die Linie 270 d. i. gegen die z-Axe versteht, so ergiebt sich sofort:

r=p§+42,
und ferner, weil g dusserst gross sein soll:

B |

37

x

p— z —, .
=g+ 8
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8 Einleitende Betrachtungen.

Sind also irgend 2wei Puncte gegeben (v, 2) und (2, 2,), so erhalt man bei
analoger Bezeichnungsweise die Formeln:
[T—6+z, !Ti=ﬁ+zn

xZ

(12-) lq, lqyl= _ﬁl.-

Fiuhrt man nhun m1ttelst dieser Substitutionen in (4.), (5.) an Stelle
der Polarcoordinaten die rechiwinkligen Coordinaten ein, so erhilt man:

(13.) E2=(6+Z)2+(6+31)2—2(3+5)(6+Zg)008x_ﬁx‘,
1 n—_—wo0
(14.) 10gE=10gﬁ_-1|-z+7;: 1 %—:_2) nx — @) | firs, <s.

Sollen nun diese Formeln wirklich dem Fall des wmendlich grossen Kreises
entsprechen, so hat man in ihnen f == oo zu machen. Durch Ausfihrung
dieser Procedur geht, wie leicht zu tibersehen, (13.) tiber in die bekannte
Formel:

(15.) FR = (2 — )+ (2 — &)1,

Etwas miihsamer ist hingegen die Ausfithrung jener Procedur bei der Formel
(14.). Und es wird dabei angemessen sein, zunéichst an Stelle des Summa-
tionsargumentes # ein anderes Argument ¢ einzufithren, mittelst der Sub-
stitution:

(A') q= ﬁ‘ M
Da n die Werthe
(B.) n=1, 2, 3, 4, TG ')

zu durchwandern hat, so wird das neue Argument ¢ die Werthe

1 2 3 4
(€ Q_F’F,F,F’ DR o]

durchlaufen. Bezeichnet man also die Differenz je zweier aufeinanderfolgender

g-Werthe mit dg, so ist:

(D.)

Endlich ergiebt sich aus (A.) und (D.)
dq

(&)

«

I

q

1
B
durch Division:

f

3]—‘ gl...

K3
Substituiren wir nun in (14.) fiir % und
Werthe, so erhalten wir:

(16.) log %j =log ﬁ_—ll-7+ 2 %q ({;iz,)ﬁq cos g (x —ay), fir z <s&;

1 2 3
'B— s F’ ?, - . -
schliesslich die Constante g8 ins Umendliche wachsen, mithin das dg (D.) un-

die aus (A.) und (E.) entspringenden

die Summation erstreckt tiber ¢ = oo, — Lassen wir jetzt
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Einleitende Betrachtungen. 1

endlich klein werden, so verwandelt sich die vorstehende Summe in ein von
g = 0 bis ¢ = oo laufendes Integral; wihrend gleichzeitig der unter diesem
Integral enthaltene Factor

(‘; —_|*——_z;)/39 tbergeht in eq(q—:); *)
so dass wir also erhalten:

7. log ;= —log ( +2) +quq @47 cos @ — @)1 fiir 5, < 2.
¢
. . . P
Dies vorangeschickt, kehren wir A
‘Fig. 2,

zurtick zu den Formeln (1.), (2.), (3.),
die fur jeden Kreis, also auch fiir den
unendlich grossen Kreis gelten. Die
Formel (2.) nimmt, weil » gegen-

wirtig = oo ist, die Gestalt an: olrz)
7 1 a 1 P/: a H /lo
(18.) 17"=—;BTV(10g E) i

Sind nun (z, £) und (z,, #) die Coor- '

dinaten der Puncte ¢ und ¢, so wird i)
offenbar die Differentiation nach N 0 . '
nichts Anderes sein als eine Differen-
tiation nach 2z; so dass man also
mittelst der Entwicklung (17.) den
‘Werth erhalt:

@«
£ 1 1 —z
(19.) n5,= n(ﬁ+z+qu P cosq x,—a:) , .

oder, weil g = oo sein soll:
ﬁq e’ "7 cos g, — ).

Substituiren wir dies in die Formel (3.), und setzen wir zugleich :

LY
W

|-

(20.) 7t =

]

*) Jener Factor kann némlich auch so geschrieben werden:

2\ B¢
1+(3

R
L4

Nun wird aber, falls man ; = & setzt:

qz
. 2\3¢ . & 72
hmﬁ:w (l +F) =lim,_,(14¢ =€ ;usw
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8 Einleitende Betrachtungen.

V,=V(x, 2),
(2L) F,=F(z, 2)=F(x), und do=dzx;*)

so erhalten wir:

-+ o )
(22_) V(m‘, Zi) == %fF(%) (‘l‘/dq 69(31 —2) cos q(w‘ _ x)) da ,

oder, ein wenig anders geschrieben**):

-+ »
(23.) V(ay, 2) =lim _ %fF(a;) (qu 1~ cos g(ay — x)) dx.
% .

Diese Formel reprdsentivt die Liosung der gestellten Aufgabe. Denn die Fliche
T ist gegenwirtig eine von der Linie P begrenzte und nach Unten sich
ins Unendliche ausdehnende Halbelene (vgl. die Figur Seite 7); und die vor-
stehende Formel liefert die Werthe von V fiir alle innerhalb dieser Fliche
T gelegenen Puncte (x,, #), falls nur die Randwerthe F'(x) gegeben sind.
Nach der Definition von V muss der Werth V(z,, #) in F(x,) tber-
gehen, sobald man 7, auf # anwachsen lisst. Somit folgt ans (23.):

+ o +w
. 1 . . 1 i —_
24) F(z)=lim_, ;fF(m(qu cosq(a:,—x)) de, d. i, = hqu‘”;fF(x) El%,(i—lx—x) da;
0

— ® —

und dies st die Fourier’sche Integraldarstellung.

§ 3.

Neue Integraleigenschaften der Kreisfunctionen.

Diese Eigenschaften sind bekanntlich, soweit sie die Sinus betreffen, dar-
gestellt durch die Formel: '

+ 7
(1) fsin () -sin (sg) - dg = {0’ falls n S5

x, fallsn =s;
- n

wobei # und s irgend welche Zahlen aus der Reihe 1, 2, 3, . ... vor-
stellen sollen.
Unsere Aufgabe soll nun darin bestehen, diese Formel (1.) zu iibertragen

*) Die Fliche ¥ ist gegenwirtig dargestellt durch eine unendliche Halbebene und begrenzt
von der horizontalen Linie P @ (vgl. die Figur Seite 7). Irgend ein Element dieser Linie P ¢ ist mit
d ¢ bezeichnet; und die Coordinaten dieses Elementes sind (x, #) genannt, Demgemiss reprisentirt
also z eine gegebene Constante, ndmlich den Abstand der Linie P ¢ von der x-Axe des Coordinaten-
systems. Mit Unterdriickung dieses constanten Parameters z kann daher das F(x, 2) kurzweg wmit
F(x) bezeichnet werden.

*#) Die obere Grenze des innern Integrals ist in (22.) durch 0O, hingegen in (23.) durch ¢ dar-
gestellt.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Einleitende Betrachtungen. 9

auf den Fall eines unendlich grossen Kreises. Und zu diesem Zweck bemerken
wir zunéchst, dass die Formel (1.) vollig dquivalent ist mit folgender:

X n n n
@) f {(2 0, sin 'n,tp) (2 D, sin w¢>}d¢=n2 c,D,,
_ T T T

falls wir namlich unter den C, D willkiirliche Constanten verstehen. — In
der That tibersieht man sofort, dass (2.) eine Folge ist von (1.), und dass
auch umgekehrt (1.) als Folge von (2.) angesehen werden darf *).

Is handelt sich also darum, die Formel (1.) oder (2.) zu ubertragen auf
den F¥all eines wnendlich grossen Kreises. Oder mit anderen Worten: es
handelt sich darum, in jenen Formeln statt der Variablen ¢ eine neue
Variable z einzufiihren mittelst der schon frither [Seite 6, (12.)] besprochenen

Substitution ¢ = % , wo f eine sehr grosse Constante vorstellt, die spater

s Unendliche anwachsen soll.
Setzt man nun in (2.)
¢ = ”g, mithin  dog = Z%,

und setzt man gleichzeitig die obere Summationsgrenze » = « 3, s0 ergiebt sich:

@ Vi {(20 _> (2D > iz _, S,

_ﬂﬂ
die Summationen erstreckt tiber v = 1, 2, 3, . . . (¢ — 1), «p.

Es mag hier «, ebenso wie f, eine positive Grosse sein. Und zwar
mag o einen von Hause aus beliebig gegebenen Werth haben, und wdhrend
der ganzen Untersuchung constant erhalten werden. f hingegen soll (wie schon
gesagt) ungemein gross sein, spiter ins Unendliche anwachsen, und zu dem
gegebenen « dabei bestéindig in solcher Beziehung bleiben, dass das Product

ep in jedem Augenblick eine ganze Zall ist.

1

Multiplicirt man nun die Formel (3.) mit 6 und fithrt man zugleich **)

statt des Summationsargumentes # ein anderes Argument ¢ ein mittelst der

Relation:
g="
6 y
so folgt:

*) Man erhilt namlich (1.) aus (2.), sobald man siimmtliche C bis auf eines gleich Null macht,
und ebenso auch mit den D verfahrt,

**) Aehnlich wie frilher auf Seite 6.

Neumann, Entwicklungen. 2
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10 Einleitende Betrachtungen.

+ap
4) f {(ZYCﬂqsinqw)%. <2Dﬂq sin qa:) %} de == (20{% D(j,q)%,
— 71{9
die Summationen erstreckt tiber ¢ = iﬂ , %, %, .o (a — é) , &
Bezeichnet man hier die Differenz zwischen je zwei aufeinanderfolgenden

g-Werthen mit dq, so ist
1

—ﬁ;
so dass man also das in (4.) vorkommende % tiberall durch dg ersetzen
kann. Hierdurch ergiebt sich:

dq=

+nap
5) {(Zoﬁq sin qx) dq- <2Dﬂq sin qa:) dq} — (2 Cso Dﬁq) dg,
—7ap
die Summationen erstreckt tber ¢ = iﬁ, %, %, - (tx — %), o.

Denken wir uns nun, wihrend « constant bleibt, die Grosse g ins Un-
endliche anwachsend, so verwandeln sich die in (5.) enthaltenen Summen in
bestimmte Integrale. Und wir gelangen also, falls wir die Werthe von Cy,,
Dy, fur g = oc mit I,, M, bezeichnen, zu folgender Formel:

a

+ a o
(6.) f {(qu sinqa%dq) (qusinqx-dq>]rdx=1:ququ11
- 0 ] . 1

Es liegt auf der Hand, dass man an Stelle von (1.) auch andere Aus-
gangsformeln wihlen kann. Hauptsichlich bieten sich folgende dar:

+ =z
(a) sinng -sinsgp - dg =0 oder =,
—n
4+
(b.) fcos'nqwco.u sg-de =0 oder =,
—
47

(c.) : '/‘cos ng =20,

immer vorausgesetzt, dass » und s Zahlen aus der Reihe 1, 2, 3, 4, . . ..
sind. — Nimmt man nun diese Formeln (a.), (b.), (c.) nacheinander zum
Ausgangspunct, so gelangt man mittelst der vorhin exponirten Methode der
Reihe nach zu folgenden Endresultaten®):

-} o 3 a ['3
(A)) f{(qusinqm-dq\) (JMQ sinqx-dq)}dm=nJLqudq,
— 0

]
*) Von diesen drei Formeln (A.), (B.), (C.) reprisentirt die ersie nur eine Wiederholung der
soeben gefundenen Formel (6.).
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Einleitende Betrachtungen. 11

@

(qucosqx dq) (]M cos g - dq)}dx_uJL M dq,
0

Y]

&4
(C.) f Qqucosqa: dq) dr =0 oder =2xL ,

wo « eine beliebige gegebene positive Constante vorstellt, wihrend L, und
M, beliebige Functionen von ¢ sein konnen. Diese merkwiirdigen und (wie
meine Erfahrung gezeigt hat) fir manche Zwecke sehr nttzlichen Formeln
(A), (B.), (C.) bezeichne ich kurzweg als neue Integraleigenschaften der Kreis-
functionen.

Bemerkung. — Die Formel (C.), und namentlich der zweifelhafte Werth
auf ihrer rechten Seite bediirfen einer gewissen Erliuterung. Die hier als
Ausgangspunct dienende Formel (c.) ist offenbar adquivalent mit folgender:

+7/ o,
(ey.) f ( E C, cos nz;p) dp=20,
g 1

oder auch mit folgender:

+r/ n
(ca.) f( c coanw) dep =2n0C,; ¥)

wo die C willktihrliche Constanten sind. Und je nachdem man nun die
vorhin exponirte Behandlungsweise auf die Formel (c,.) oder (c,.) anwendet,
findet man fur das in (C.) angegebene Integral im einen Fall den Werth 0,
im andern den Werth 2a L, Dies ist sicher ein sprechender DBeweis fiir die
Unsicherheit der angewandten Methode.

Uebrigens wird eine genauere Untersuchung im dritten Capitel uns
zeigen, dass die neuen Formeln (A.) und (B.) im Allgemeinen richtig sind,
und dass Gleiches auch von der Formel (C.) gilt, falls man nur die beiden
auf ihrer rechten Seite stehenden Werthe (0 und 2aL,) durch das arith-
metische Mittel dieser Werthe (d. i. durch x L,) ersetzt.

§ 4.

Ueber eine die Kugel betreffende Potentialaufgabe.

“+ »

() f <{

-

Erinnerung an einige Sitze aus der Theorie des Newton’schen Potentials
im Rawme. — Ist innerhalb einer Kugelfliche ein Punct ¢ gegeben, so existirt
bekanntlich stets eine Massenbelegung dieser Fliche, welche fiir alle dusseren
Puncte #quipotential ist mit einer in ¢ concentrirten Masse Eins. Diese

*) Die linken Seiten von (c,.) und (c,) unterscheiden sich dadurch von einander, dass die untere

Summationsgrenze in der einen = 1, in der andern = 0 ist.
9%
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12 Einleitende Betrachtungen,

Belegung wird kurzweg die dem Puncte ¢ entsprechende Green’sche Belegung
genannt. Bezeichnet man die Dichtigkeit derselben in irgend einem Puncte
¢ der Kugelfliche mit #;, so ist bekanntlich:

(1) Ty = "24—,!%'2 (}E)s
oder (was dasselbe):

i v (e ).
@) T =" 4y (TE+'6N (E))

dabei bezeichnet r den Radius der Kugel, », den Centralabstand des Punctes
i, ferner I die Entfernung zwischen den beiden Puncten ¢ und ¢, endlich
N die in ¢ errichtete aussere Normale (also die Richtung des nach ¢ laufenden
Kugelradius).

Bezeichnet man nun den von der gegebenen Kugelflache umschlossenen
Raum mit ¥, und soll fir diesen Raum % diejenige Potentialfunction V
ermittelt werden, welche an der Oberfliche von I wvorgeschriebene Werthe
besitzt, — so kann man diese Aufgabe sofort losen mittelst jener Green’'schen
Belegung, d.i. mittelst der Function 7,. Denn nach bekanntem Satze wird
z. B. der Werth dieser Function 7 im Puncte ¢ dargestellt sein durch folgendes
iber die Kugelfliche ausgedehnte Integral:

3.y v, =ij,, nf, da.

Dabei bezeichnet F, den im Punkte ¢ vorgeschriebenen Werth und do das
daselbst befindliche Element der Kugelfliche. — Wir wollen nun die Formeln
(1), (2.), (3.) in diejenige Gestalt versetzen, die sie annehmen bei

Einfihrung der DPolarcoordinaten. — Sind (r, o, ¢) und (v, o,, ¢,) die
Polarcoordinaten zweier beliebiger Puncte, so erhélt man fiir ihren gegen-
seitigen Abstand £, und fir den von » und 7, gebildeten Winkel y die Formeln

4 E? =24 r® — 277 CO8 7,
(5.3 COs y = €08 ® €08 @, -} sin @ sin @, €os (p — @) .
Ist 7, < 7, so kann man auf Grund der Formel (4.) den Quotienten (%) ent-
wickeln nach Potenzen von (:,'), und gelangt hierdurch zu der bekannten Reihe:
1 n = o )
(6.) IIE = 2:) (j‘)n P,(cosy), firr <r;
n=
wo das P,, die sogenannte Kugelfunction, definirt werden kann nach Be-
lieben — entweder durch das bekannte Polynom:
1:8:5--20n—1)[ o, nm—1) ,_g9 , n(n—1)—2)(n—238) m—t__ .
(7a) P"(w)='——172—'3—-_- n [m “en—1n”* + 2 4@n—1)2n—3 = + ':”

oder durch das Dirichlet’sche Polynom:

. 2 —1 2 . 4
(7b.) P (cosy)=1— MTT—Q (sm %) + (m )n((;n.—];);) nt2 (sm Z) s
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Einleitende Betrachtungen. 13

oder durch das Laplace’sche Integral:
(7c) ’ P,(cosy) = %J (cosy +isinycosw)* dw, woi=FV—1
0

Dag P,(cos y) ist, ebenso wie p selber [vergl. (5.)], eine Function der
drei Argumente o, o,, (¢ — ¢y), und entwickelbar nach den Cosinus der
Vielfachen des letzten Argumentes. Durch wirkliche Ausfuhrung dieser Ent-
wicklung gelangt man bekanntlich zu folgender Formel:

]-—n

(8.) P, (cosy) = _: & A, P,;(cos o) P, (cos o) cosj(p — @),
J=0

wo die P,;, die sogenannnten abgeleiteten Kugelfunctionen, definirt sind durch
die Formel:
sy 8’ Py ()

i
withrend die &, A gewisse Zahlen vorstellen, und definirt sind durch die
Formeln:

g=1, IH(n—j)
10. .
(0 === =2, B0 =T F )

(9.) P @=>1—

3

*

Dies vorangeschickt, kehren wir zurtick zu unsern anfinglichen Formeln
(1), (2.), (8.), und bezeichnen die Coordinaten der dortigen Puncte ¢ und ¢

respective mit (r, o, ¢) und (ry, o,, ¢). Alsdann ergiebt sich aus (2.) durch
Substitution des Werthes (6.):

«©
i 1 1\
T = fope 2’ @n+1 '(7") P, (cos y).

(1)

Substituiren wir dies in die Formel (3.), und setzen wir zugleich
V=V, v 90,
F,=F(r u, 9)=F(u, 9), und doe =r?dpdo, **)

Wwo p = cos @ und y, = cos @, sein soll, so ergiebt sich:
+1 27

> o0 »
13«) V(Ti, Hu%)=$‘f /F(IL, @) (2 (2n+l) (:_‘) Pn(COS}’)d!" do,
16 v

oder, was dasselbe ist™**):

(12.)

*) Hier bezeichnet IT die Gauss’sche Function. Es ist also
oO)=T(1)=1,
e =1-2,
II(8)=1-2-3, u. s. w.

) In F(r, u, @) kann nimlich das » unterdriickt werden, weil dieses 7 eine gegebene Con-
stante (der Kugelradius) ist.-

***) Die obere Summationsgrenze in (13.) ist durch 00, in (14. hingegen durch = dargestellt.
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14 Einleitende Betrachtungen.

+127
(14.) Viry py @) =lim, — o 7 ffF(#, P) <2(2n+1 (“) (€08 y)) dpde.

Diese Formel reprisentirt die Losung der gestellten Aufgabe. Denn sie liefert
die Werthe von V fiir alle innerhalb ¥ gelegenen Puncte (ry, w, ¢»), falls
nur die Oberflichenwerthe F(u, ¢) gegeben sind.

Nach der Definition von V muss der Werth V(r,, uy, @) in F(u,, @)

tibergehen, sobald man », bis » wachsen lisst. Somit folgt aus (14.):
+1 27

(15.) F(py, @) =lm,_ 4,,'/ fF(u,tp) (2(”—!—1)1’ (cosy)) dudo.

Und diese Formel reprisentirt dic Laplace’sche Entwicklung.

§ 5.

Uebergang zur unendlich grossen Kugel.

Machen wir den Radius » des Kugelraumes ¥ dgusserst gross (noch nicht
unendlich gross), so wird seine Oberfliche, oder besser ausgedriickt, ein Stick
seiner Oberfliche, dargestellt sein durch eine Fliche P@, die nur nooh wenig
von einer Ebene abweicht; und gleichzeitig wird alsdann der Mittelpunct 2/
dieses Raumes ¥ sehr weit von P entfernt sein.

" Es sei PQ horizontal, und M unterhalb P@Q gelegen. Gleichzeitig sei O
der Anfangspunct eines rechtwinkligen Coordinatensystems, dessen xy-Ebene
lorizontal und unterhalb P@Q liegt, und dessen z-Axe wertikal nach Oben laufen
mag. Ueberdies sei
(16.) (OM)=8;
so dass also 8 den sehr grossen Abstand des Punctes A/ von der zy-Ebene
vorstellt (Vgl. die Figur auf 8. 5.)

Bezeichnet man nun die Polarcoordinaten eines beliebigen Punctes
(z, y, 2) mit (r, @, ¢), indem man unter » seinen Abstand von M, ferner
unter @ die Neigung dieses Abstandes r gegen die Linie MO, d. i. gegen
die z-Axe, endlich unter ¢ das Azimuth der Ebene des Winkels @ gegen
irgend eine feste Meridianebene, z. B. gegen die zz-Ebene versteht, so er-
giebt sich sofort:

(17a.) r=§+42,

und ferner, weil # ungemein gross sein soll:
VRt _ Vet e
T B+t g 6’

wo alsdann ¢ = yai+9* den Abstand des Punctes von der z-Aze vorstellt.
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Einleitende Betrachtungen. 15

Sind also im Raume irgend zwei Puncte gegeben (x, y, 2) und (z;, ¥, %)
so erhalten wir bei analoger Bezeichnungsweise die Formeln:

(r="8-+e, {n=6+z.,
(18.) i“’—i _ e
B’ B

Und diese Grossen z, ¢ und 2, o, sind es, welche wir als neue Coordinaten
an Stelle von 7, ® und r,, o, einfiihren werden; wobei erwihnt sein mag,
dass man v, o, ¢ die Polarcoordinaten, andererseits aber z, o, ¢ die
Cylindercoordinaten zu nennen pflegt.

Représentirt nun E den gegenseitigen Abstand der beiden Puncte (r, o, ¢)
und (r,, o, ¢,), und bezeichnet y den Winkel, unter welchem » gegen 7,
geneigt ist, so wird nach (4.), (5.):

@

(et.) €08 ¥ = €08 @ €Os w, -} sin o sin o, cos (p — @),

B E* =124 12— 2rr cos y.

Diese Formeln aber nehmen im vorliegenden Falle, wo p, &, @, ausserordent-
lich klein sind, offenbar folgende Gestalt an:

(e) 1—392=0—4340) (1 —4}w?+ oo cos(p—g),
(8") E=r2tr@—2rr (1 —}99);

oder (was dasselbe) folgende Gestalt:

(")) y? = 0?4 02 — 200, C08 (p — @),

(8" E2=(r —r)t4rryt

Substituirt man nun in (¢”.) fir o, o, die Werthe (18.), so folgt:
Vo + o2 —2¢01cos(p —gy) _ ¢

19. - =

e v : B’

wo das ¢ als Abbreviatur dienen soll fir die im Z#ihler stehende Wurzel-
grosse. Und substituirt man ferner in (8”.) fur r, », und y die Werthe aus
(18.) und (19.), so folgt:

(20.) E?=(z— 2)*+ (¢® + o — 2001 €08 (p — ) = (2 — &)2 + g2

Gleichzeitig gewinnt die in (6.) angegebene Entwicklung durch Substitution
der Werthe (18.), (19) die Gestalt:

(21.) 2 e (ﬁi?) (coe %) , fir 2, < 2.

Doch soll die betrachtete Kugelfliche nicht (wie bisher vorausgesetzt
wurde) ungemein gross, sondern umendlich gross sein. Es ist also z. B. in
Formel (21.) das dort vorhandene p = oo zu machen. Um diese etwas miih-
same Procedur wirklich vornehmen zu konnen, ist es zweckmaissig, zun#chst
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16 Einleitende Betrachtungen.

an Stelle des Summations-Argumentes » ein anderes Argument ¢ einzufiihren,
mittelst der Substitution:

n\
g
Alsdann ergiebt sich:

% ___27 ﬂl:z ({;-_l—l__zzi)ﬁfl Pﬁq (005 ;) ;3 (vorausg. 2z < 7)
die Summation erstreckt tiber ¢ = 0, ﬁ , 2 s g s e e .. 00,
L#sst man nun gegenwéirtig g ins Unendliche wachsen, so geht der Factor

B;-Z iiber in % d. i in dg, %

(ﬂﬁ_:_é')ﬂq tiber in eq(h_—”; *%)
so dass man also erhilt:

1 _ g 9(zn—12) [4 B
E_que (Pﬁq (005-6—))5200, fiir 2, <2,

0
oder was dasselbe ist:

(22.) 11;7 =qu eqm_z) (P (cos qng))n_ , fir 2z, <z,

Nun ist: nach (7b.) die Function P, definirbar durch die Formel:
n

P"(cosn)=1—_—+ (Sin—f)2+ n—Danmt1)0+2 (sm 2)4—+...

(1-2°

ferner der Factor

Hieraus folgt, falls man 9 — > setut:

P (Cos %) =1- n(nljl_) (Sin 2n) + 0 (? 4’—):) e (Sin %)4_ oo

oder, falls man # ins Unendliche wachsen lisst:

z x? ! xt
(23a.) (Pn(cos ;;))n=w= 1— —2—2—{-(2 vl Ty et

Die hier auf der rechten Seite stehende unendliche Reihe ist aber bekannt-
lich identisch mit dexjenigen, durch welche die Cylinderfunction (oder Bessel’sche
Function) J(x) definirt wird; und man erhilt also:

(231.) (Pn (cos %))”z =J@).

Hierdurch gewinnt unsere Formel (22.) schliesslich folgende Gestalt:

#) Vgl. Seite 6, Formel (D.)
#¥) Vgl die Note auf Seite 7.
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Einleitende Betrachtungen, 17

g (e — 2 .
=que J(gs), fiir 2, < 2;

0

&l ~

(24.)

wo ¢ die in (19.) angegebene Wurzelgrosse vorstellt.

Dies vorangeschickt, kehren wir zurtck zu den Formeln (1.), (2.), (3.),
die fiur jede Kugel, also auch fiir die gegenwirtig betrachtete unendlich grosse
Kugel gelten. Die Formel (2.) nimmt, weil der Kugelradius r gegenwirtig
= oo ist, die einfachere Gestalt an:

i 1 ¢ 1
(25.) ’7“=_2na—N(F)'
Bezeichnet man nun die Coordinaten der Puncte ¢ und ¢ mit (2, ¢, ¢) und
(41, 01, @1), so wird 2z, < z (vgl. die Figur Seite 7); so dass man also in
(25.) direct den Werth (24.) substituiren darf. Gleichzeitig wird alsdann die
auszufiihrende Differentiation nach der dussern Normale N offenbar identisch

mit einer Differentiation nach z; so dass man also mittelst der genannten
Substitution erhalt:

o0
. 1 i g(zy — 2)
(26.) ﬂ3=ﬂjqdqe ERRACT
0

Substituirt man dies in die Formel (3.), und setzt man zugleich:

(273 Vi=V, e @),
. F0.=F(Z, e, p)=1F(e, 9), und do=¢ do dop, ¥

so erhilt man:

o 27 €0
1 2 9(s —2)
(28.) V{z, 91-%)=ﬁf Flo, o) (]qdqe qu)edodq:,
0

0 0
oder, ein wenig anders geschrieben**):

® 27
- 1 q(z —2)
(29.) L4CTHY qu)=llmq=m27f Fo 9 (fq dge J(qs)> ededyp.
0 0

0

Diese Formel reprisentirt die Liosung der gestellten Aufgabe. Denn der Raum
¥ ist gegenwirtig ein von der Horizontalebene I’Q begrenzter, und nach
Unten sich ins Unendliche ausdebhnender Hallraum (vgl. die Figur Seite 7).

*, Der Raum ¢ ist gegenwirtig ein Halbraum, namlich dargestellt durch denjenigen unend-
lichen Raum, der unter der Horizontalebene P @ liegt (vgl. die Figur Seite 7). Irgend ein Element
dieser Horizontalebene P @ ist von uns mit de bezeichnet, und die Coordinaten dieses Elementes d ¢
sind (2, ¢, @) genannt worden. Demgemiss représentirt z eine gegebene Constante, nimlich den
Abstand der Ebene P @ von der xy-Ebene. Mit Unterdriickung dieses constanten Parameters z kann
daher an Stelle von F'(z, ¢, ¢) kurzweg F{e, @) geschrieben werden,

#%) Die obere Grenze des innern Integrals ist in (28.) durch OO, in 23.) hingegen durch ¢
dargestellt.

Neumann, Entwicklungen, 3
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18 Einleitende Betrachtungen.

Nach der Definition von ¥V muss der Werth V(z, o,, ¢,) in F(g,, ¢,)
tibergehen, sobald man 2 bis # (d. i. bis zum Parameter der Ebene P@)
anwachsen lasst. Somit folgt aus (29.):

» 27

q
(30.) F(e, tp,)=1imq=w—2ln ffF(o, P) <fq dq J(q@)odo do,
&8 &

wo das ¢ die in (19.) angegebene Bedeutung besitzt. Und dies ist die von mir
schon vor langer Zeit gegebene Darstellung™®), die ich damals allerdings auf
einem etwas andern und weniger directen Wege gefunden hatte.

§ Ha.
Einige sich anschliessende Bemerkungen.
Nach (23a, b.) ist:
x? !
(l.) J(x)=1—22+(2.4)2—
und gleichzeitig auch:

(2. J(x) = (Pn (cos :))nzw.

Von diesen Formeln ausgehend, wollen wir einige Eigenschaften der Cylinder-
function J(x) zu entwickeln suchen.

Darstellung von J(x) durch ein bestimmtes Integral. — Bekanntlich ist
[vgl. Seite 13, (7¢.)]:

a8

i T

n
1] .
Pn(cos 17)=; /(cosn—}—zslnn cosw)ndw.
|2
0

Hieraus folgt, falls man 4 = :f setzt:

x 1 : x .. n
P, lcos —} = — cos — - ¢ sin — cos w) dw,
” ” 4 " n

0

also, falls man » wungemein gross macht:
ra

P feos £) = L J (1 -+ Ezeoseyyy,

also, falls man an Stelle von # mittelst der Substitution:
anderes Argument ¢ einfiihrt,

( 4 2Nz cosw
&
P, (cos %) =;'/ (1—[—s> dw.
v

#) C. Neumann: Allgemeine Ldsung des Problems diber dem stationdren Temperaturzustand eines
homogenen Korpers, welcher von zwei nichiconcentrischen Kugelflichen begrenzt wird; Halle im Verlag
von Schmidt, 1862, daselbst Seite 149,

12 cos w .
— = ¢ €eIn
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Einleitende Betrachtungen. 19

Lasst man jetzt aber n unendlich gross, mithin e unendlich klein werden, S0
folgt mit Rucksicht auf (2.):

¥
(8.) J(x =%L/ei’°°swdw,
v
oder (was dasselbe ist):
T
1 f° .
J(x) = ;b] (cos (z cos w) -+ ¢ sin (x cos w)) dw,

oder, weil die Werthe von sin (x cos w) fur die Intervalle w =0... 42 und

w=1%m...x einander entgegengesetzt sind:
F 4

(4.) . J(m)=17'/c03 (x cos w) daw .
0
Hieraus folgt beilaufig, dass J(x) fir reelle Werthe von xz stets zwischen
— 1 und 4+ 1 bleibt.
Die fir J(x) geltende Differentialgleichung. — Wir gehen aus von der
bekannten Differentialgleichung der Kugelfunctionen. Dieselbe lautet:

nin+41)f+ a—i ((1 — u?) g[f) =0, fir f=P, ().

Hieraus folgt, falls man u = cos o setzt:

n(n+1)f+Li(sinm.aim)=o, fiir f= P, (o8 );

sin 0 0w

und hieraus ergiebt sich weiter, falls man o = % setzt:

1 n-9f. x no " z
n(n-l—l)f—}-—Si—n—x—W(sm " Bx’>’ fiir f=Pn(cos n)
Hieraus aber folgt, falls man durch #»*® dividirt, sodann das » ins Unend-
liche wachsen lasst, und Rucksicht nimmt auf (2.):

f+ L0 (mg-f)=0, fiir f= J(@).

x o0z x
Somit sind wir also fiir die Cylinderfunction J(x) zu folgender Differential-
gleichung gelangt:

(52.) Jx)—i—%aix(xa'g;ﬁ)=0,
welche auch so geschrieben werden kann:

o) Jay g LOT@ T
oder auch so:

(5¢) (14 o) Vo T+ 002 T g,

Und die Formel (29.) liefert die Werthe von V far alle innerhalb dieses
Raumes ¥ gelegenen Puncte (2, ¢, ¢,), falls nur die Oberflichenwerthe

F(o, ¢) gegeben sind.
32
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20 Einleitende Betrachtungen,

DBemerkung. — Fir ungemein grosse Werthe von xz geht die Gleichung
He.) tber in:
(

(6.) VxJH- V”J @) _

Und hieraus folgt durch Integration, dass die Function J(z) fiir ein sehr
grosses  nahezu den Werth hat:

J(@) = Asinz -4 Bcosz

Va ’
wo A4 und B Constanten sind. Demgemiss wird J(x) unendlich klein fiur

ein unendlich grosses w.
Zweite Bemerkung. — Nach (ba.) ist:

J(z) - xax=-—6 .CEJ(.’I)), wo J(x) aJx‘x)l

oder, falls « und g beliebige Constanten sind:

o
(T) fJ(m)-xax=—— af J'(«f),

v .

oder, falls man linker Hand # = «y, mithin 62z = «oy setzt:

£
) j wy) - yey=—L 7).

0
Von der hieraus fiir § = y entspringenden Formel:

(9) ff(ay) yoy=—"Y Ty

soll spater Gebrauch gemacht werden:
Ueber die Cylinderfunction j' Ordnung J’(x). — Die Cylinderfunction
Ot Ordnung J°(x) oder J(x) ist definirt durch die Reihe (1.), welche offenbax

auch so geschrieben werden kann:

(2?2 (x%)?
T @1 2)+ 2-4)(2-4) (2-4-6)(2-4- 6)+

J () =
Hieraus folgt durch Differentiation nach (27%:

9d@) _ (=)' (1Y f, _ a® @P @y .
G =S @) BatEaae EToaEs T

cx? 2

und hieraus durch nochmalige Differentiation nach (z°):

& J () (~1)2(1)4{1_ @ @ @y +_...}.

@x%r = 1.2 \2. 2)6) T2-4(6-8 (2-4-6)(6-8-10)
U. s. w. Differenzirt man im Ganzen j Male [jedesmal nach (z%)], und mul-
tiplicirt sodann mit (— 22)’, so ergiebt sich:
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Einleitende Betrachtungen. 21

BJJ(x)_ AV z x* .
(10) (—2a) @ay 1-2-8 g( ) {1 DI E R E Ty

xG
—<2-4-6)(zj+2-zj+4-2j+e>+“"“}‘
Der hier auf der rechten Seite stehende Ausdruck ist aber derjenige, durch
welchen die Function J7(x) definirt zu werden pflegt. Somit findet also zwischen
J(x) und J’(x) die Beziehung statt:
o)
@=*)
EntwicKlung von J(V ¢* + o — 200, cos ¢) nach den Cosinus der Viel-
fachen von ®. — Setzt man:

(11) (— 2x)’ I ().

(12.) €08 y = €08 @ COS @, -} sin w sin w; €os (@ — @),

so ist bekanntlich [vgl. Seite 13, (8.)]:
j=n

(18.) P, (cosy) =2‘ £; A, P, (cos w) P,; (cos o) cos j(p ~ @y),
j=0

wo die Constanten &, A die Werthe haben:

g=1, Im—j)
14, .
(14) {£1=52=53="'=2, AM H("'{"J)

In dieser Formel (13.) kénnen wir (o, ¢) und (w,, ¢,) als die Polarcoordinaten
zweier Puncte ansehen, die beide gelegen sind auf ein und derselben Kugel-
fliche. Dann ist y der Winkel, den die nach diesen Puncten laufenden
Radien mit einander machen. Denken wir uns nun jene Kugelfliche wunge-
mein gross, so wird, wie friher [Seite 15, (18.), (19.)] gezeigt wurde:

— O
’ 0y =

g

v _Veeter—20c0cos(og—9)__ s

B g’

wo ¢ als Abbreviatur fiir die Wurzelgrosse dient, wihrend g den wngemein .

grossen Werth des Kugelradius vorstellt. Durch Substitution dieser Aus-
driicke (15.) gewinnt die Formel (135.) folgende Gestalt:

(16.) (cos ) 2 w5 Prj (cos ) P, (cos %‘) cos j(p — ).

Hier soll B dusserst gross und n eine beliebige ganze Zalhl sein. Wir konnen
offenbar beide Eigenschaften vereinigen, mithin g = % setzen, indem wir
alsdann unter § = » eine gance und zugleich dusserst grosse Zahl verstehen.
Thun wir dies, und multipliciren wir iiberdies den Ausdruck unter dem
Summenzeichen mit

0w =

‘te['c

(15.)
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22 Einleitende Betrachtungen.

22 (L)? ( 1 )7= .
n n

so erhalten wir:

j=n
s\ __ 25 1 \/ © 1\ 04 .
(17.) P, (cos n) = ) g (n I AM) . (7) P, (cosT) . ( n) P, (cos 7) - 08 J (@ — ).
—_————— = ——
b 4 Ui P P

Lassen wir jetzt das » ins Unendliche wachsen, so convergiren, wie sich
leicht zeigen lasst, sowohl ¥, wie %, ¥, ¥, gegen bestimmte endliche Werthe.
Zunichst wird nédmlich [vgl. Seite 18, (2.)]

(a.) fir n = oo: ¥ =J(s) = J(Ve* + o — 2001 cOs(p — gy) .
Ferner wird mit Riicksicht auf (14.)

fiir n = oo: ( n? )_
@) fem=oor K R ey E R E ) A

Was ferner o betrifft, so ist [nach Seite 13, (9.)]:

i i P, (cos o)
P,; (cos w) = (sin a)y ——— ;

(0 cos w)’
demnach wird:

J o
; i Pn(cos n)

1 .
) v= (5o ) WZ);—
und hieraus folgt*): ‘
(8. fiir # = oo: P = (— 20) %) ,
also, mit Rucksicht auf (11.):
(e.) fiir n =00 v =4d ().
Und ebenso wird offenbar:
(&) fiir n = 0o P, =J (o).

Lasst man also in der Formel (17.) das » ins Unendliche wachsen, so
_ gelangt man mittelst der Notizen (e.), (8.) und (e.), (§.) zu folgendem Resultat:

J=o

(18) TV o —2eercos(p — p) =2 & 77 (0) F(e0) cosj (9 — ).
J=0

Setzt man endlich ¢¢ fur ¢, und go, fiir 9,, wo ¢ einen beliebz’éen Factor
bezeichnet, so ergiebt sich die spater von uns anzuwendende Formel:

#) Fir ein sehr grosses m geht nimlich die rechte Seite der Formel (y.) tiber in
( o\ 97 p, (cos %) & P, (cos%)
) 9?))j1 @
(a (1=

Hieraus aber ergiebt sich [vgl. Seite 18, (2.)] fiir ein unendlicl grosses m der in (8.) angegebene Ausdruck.

d.i.in (—2¢)
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Einleitende Betrachtungen. 23

j=» ) . .
(19, J(gVe' + of — 2¢e, cos (g — p)) = = & J7(ge) I7(qen) cosjlg — o1),
Jj=0
wo nach wie vor ¢ = 1, und & — & — & = - ... = 2 ist¥).
§ G.

Neue Integraleigenschaften der Cylinderfunctionen.

Die Integraleigenschaften der Kugelfunctionen sind bekanntlich ausge-
driickt durch die Formel:
+t [0, falls ngs,
() Jrwrwan=1 ",
—1 29 -1
wo #, s irgend welche Zahlen aus der Reihe 0, 1, 2, 3, . . . . vorstellen.
Unsere Aufgabe soll nun darin bestehen, diese Formel (1.) zu tbertragen
auf den Fall einer unendlich grossen Kugelfliche. Zu diesem Zweck bemerken
wir zuvérderst, dass die Formel (1.) #quivalent ist mit folgender:

+1 n n n
@) j {(Z‘)l’ c, P, (y)) <;’ D, P, (u))} du =Z wT?_ﬁ c,D,,
=1

falls wir namlich unter den C, D willktrliche Constanten verstehen.

Es handelt sich also darum, die Formel (1.) oder (2.) zu tubertragen
auf den Fall einer wnendlich grossen Kugelflache. Mit anderen Worten: es
handelt sich darum, in jenen Formeln statt u eine neue Variable ¢ einzu-
fithren mittelst der friher [Seite 15, (18.)] angegebenen Relation: ¢ = cos @

, falls n =g,

= ¢0S %, wo f3 eine sehr grosse positive Constante vorstellt, die schliesslich

= oo zu machen ist.

Setzt man nun in (2.):

w = cos &, mithin dy.:—(sin L)d"

g/ 8’
und setzt man gleichzeitig die obere Summationsgrenze n = «f, so ergiebt sich:

®) (ja”{ (20” P, (cos %)) (21),, P, (cos g))ll (sin g)‘%@ =22n2¢ 0, D,

die Summationen erstreckt ther #» = 0, 1, 2, . . . («ff — 1), «p.

Es soll hier «, ebenso wie §, positiv sein; wund zwar mag ¢ von Hause
aus einen beliebig gegebemen Werth haben, und wihrend der ganzen Unter-
suchung constant evhalten werden. p hingegen soll (wie schon bemerkt)

*) Diese Formel (18.), (19.) riihrt her vom Verfasser des vorliegenden Werkes, In der That
wurde sie von ihm auf einem andern Wege als hier und zugleich in véllig strenger Weise entwickelt
in seiner Theorie der Bessel’schen Functionen, im Verlag von Teubner, 1867, daselbst Seite 65.
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24 Einleitende Betrachtungen.

dusserst gross sein, spiter ins Unendliche wachsen, aber zu « stets in solcher
Beziehung bleiben, dass das Product «p in jedem Augenblick eine ganze
Zahl ist.

Infolge der ausserordentlichen Grosse von g kann man in (3. statt

4 Q

sinF setzen - Thut man dies, und fithrt man gleichzeitig statt des

Summations-Argumentes % ein anderes Argument ¢ ein mittelst der Relation:
- T
so erhalt man:

f (ZcﬂqPﬂq(cos )) (S’Dm Py (cos B))%}pd9=2w—;_'_—lcﬁql)ﬁq,

die Summationen erstreckt tiber ¢ = 0, ﬁ y ;’ , z y e e (oc — %) , o.
Bezeichnet man hier die Differenz je zweier aufeinander folgender ¢-Werthe
mit dq, so ist:
1

dq=—6—'

Substituirt man demgeméass in (4.) das dg an Stelle des dortigen %, und
beachtet man, dass (zufolge der ausserordentlichen Grosse von p)

2 1 dq

_ 2Pg+1" Bg ¢
wird, so erhdlt man:

o [ (Sourafon ) sa( S, m(ww)dq feie=Se, 0,2,

die Summationen erstreckt tiber ¢ = 0, 6 , ; ‘Z e (lx —_ %), e.
Liasst man jetzt schliesslich (wahrend « constant bleibt) das g ins Un-

endliche wachsen, so verwandeln sich die in (5.) enthaltenen Summen in
bestimmte Integrale; wihrend gleichzeitig P, (cos Z) in die Cylinderfunction

J(qe) tbergeht*). Man gelangt daher, falls man die Werthe von Cj,, Dy,
fir g = oo mit L,, M, bezeichnet, zu folgender Formel:

[ 14 73 >4
0 % g l @ i
(6.) J {(J L, J(ge) dq) <J M, J(g0) dq) S ode _—_J L, Mq?q.
] 0 0 J 0
*) Es ist némlich, falls man fq = n setzt:

limp“:w Pp,q (cos %—) =lim,_ P (cosq—g) =dJ qo);

vgl. Seite 18, (2.).
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Einleitende Betrachtungen. 25

Kaum bedarf es der Erwihnung, dass man an Stelle von (1. auch
andere Ausgangsformeln wihlen kann. Hauptsichlich bieten sich folgende dar*):

+1
(a) f Py P, du=0 oder=c_ %,
“
(b.) P (u)du=0 oder=2,
ey
©) P, Pyyw) dp =0 oder= 2 DOHT.

-1

Nimmt man nun diese Formeln (a.), (b.), (c.) nach einander zum Ausgangs-
puncte, so gelangt man mittelst der vorhin exponirten Methode der Reihe

nach zu folgenden Resultaten:

a [12 [ d
(a) f{(quJ(qe) dq) (quJ(q@ d41>}9d9= L, Mq7q’
0 Y] ]

0

(B.) f(./'LqJ(qg) ng) odo=10 oder=21L,,

Y]

(©) /{(qu 97 (ge) dq)( M, (ge) d2>}9dg=[Lq M, dqQ,
& U\ § 5

wo « eine beliebig gegebene positive Constante vorstellt, wihrend L, und

M, beliebige Functionen von ¢ sein konnen.
Bemerkung. — Was den zweifelhaften Werth auf der rechten Seite in

Formel (B.) betrifft, so sei bemerkt, dass die hier als Ausgangspunct be-
nutzte Formel (b.) dquivalent ist mit folgender: .

+1/ 4
(o) f (S’Q.h(u)) du=0,
1 J <

ebenso gut aber auch mit folgender:

+1/ n
{bz.) f ( c, P,,(#)) du=120C,y, *¥
, >

g
wo die C willkiihrliche Constanten sind. Je nachdem man nun von (b,.) oder
von (bh,.) ausgeht, findet man fur das in (B.) angegebene Integral im einen
Falle den Werth 0, im andern den Werth 2L, D. h. man findet fiir ein

*) In Formel (c.) hat IT die in der Note Seite 13 angegebene Bedeutung,
*¥) Die untere Summationsgrenze ist in (b,.) durch 1, hingegen in (be) durch 0 dargestellt.
Neumann, Entwicklungen, 4
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und denselben Ausdruck zwei Werthe. Hieraus folgt, dass die hier ange-
wandten Methoden sehr wunzuverlissig sind.

Uebrigens wird eine genauere Untersuchung im funften Capitel uns
zeigen, dass trotzdem die Formeln (A.) und (C.) im Allgemeinen richtig sind,
und dass (leiches auch von der Formel (B.) gilt, falls man nur die beiden
auf ihrer rechten Seite stehenden Werthe (0 und 2L, durch das arith-
metische Mittel dieser Werthe (d. i. durch L) ersetzt.

Zweites Capitel.

Die Fourier’sche Reihenentwicklung.

Statt von einer Function f(x) zu sagen, sie sei in einem gegebenen
Intervall «...p3 beim Uebergange von « zu p entweder niemals wachsend,
oder aber niemals abnehmend, — statt dieser heut zu Tage tiblichen sehr
schleppenden Ausdrucksweise, werde ich kurzweg sagen, sie sei in jenem
Intervall monoton.

Diese und einige sich anschliessende Definitionen werde ich dem gegen-
wirtigen Capitel voranschicken. Sodann werde ich einen einfachen und tiber-
sichtlichen Beweis des wichtigen Dw DBois- Reymond’schen Mittelwerthsatzes
mittheilen®), und endlich, gestiitzt auf diesen Satz, die Theorie der Fourier-
schen Reihen zu entwickeln suchen.

§ 1.
Einige Definitionen.

Monoton und abtheilungsweise monoton. Sind e« < § gegebene Constanten,
so mag eine Function f(z) im Intervall «...p monoton wachsend heissen,
wenn sie beim Uebergange von « zu g theils im Wachsen**), theils im Sich-

#) Ich bin zu diesem neuen Beweise gelangt theils durch ein genaueres Studium des von
G. F. Meyer gegebenen Beweises (Math, Annal, Bd, 6. S. 818), theils namentlich auch durch die von
Du Bois-Reymond zu diesem Meyer’schen Beweise gegebene Erginzung (Borchardt’s Journal, Bd. 79,
Seite 42, Note).

**) Ob dieses Wachsen ¢ns Unendlicke geht, ob es stetig oder sprungweise geschieht, — bleibt
dabei gleichgiiltig. Demgemiiss sind also z. B. sin & und tg = monoton wachsend zu nennen im Intervall
0....4m Denkt man sich ferner eine Function f(x), welche = 0 bleibt, wiithrend tgx von 0 auf 1
witchst, welche ferner = 1 bleibt, wiihrend tga von 1 auf 2 wichst, sodann = 2 bleibt, wihrend
tgx von 2 auf 3 wiichst, u. 8. w,, so wird diese Function f(x) fiir das Intervall 0.... iz ebenfalls als
monoton wachsend zu bezeichnen sein. Denn sie ist an jeder Unstetigkeitsstelle in sprungweisem
Wachsen, und sonst im Sichgleichbleiben begriffen.
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gleichbleiben (aber niemals im Abnehmen) begriffen ist. Und umgekehrt mag
die Function in jenem Intervall monoton abnehmend genannt werden, wenn
sie beim Uebergange von « zu f theils im Abnehmen®™), theils im Sichgleich-
Uleiben (aber niemals im Wachsen) begriffen ist.

Hat endlich die Function eine von diesen beiden Eigenschaften (gleich
viel welche), so soll sie kurzweg momnoton heissen, selbstverstindlich mit
Bezug auf das gegebene Intervall « ... .

Und in unmittelbarem Anschluss an diese Ausdrucksweise mag eine
Function f(z) im Intervall ¢...p abtheilungsweise monoton genannt
werden, wenn dieses Intervall in eine endliche Anzahl von Strecken zerlegbar
ist, der Art, dass f(x) langs jeder einzelnen Strecke monoton ist**). Dem-
gemiss wird z. B. sinz im Intervall 0.... 8x abtheilungsweise monoton zu
nennen sein; desgleichen auch tgz***). Hingegen hat z. B. die Function

sin (%) keinen Anspruch auf eine solche Benennung. Denn wollte man jenes

gegebene Intervall 0.... 8x in einzelne Strecken zu zerlegen suchen, der
. 1 . . . . . .

Art, dass sin (E) lings jeder einzelnen Strecke monoton ist, so wiirden diese

Strecken in der Nihe des Punctes O unendlich klein, mithin ihre Anzahl
unendlich gross werden.

Stetig und abtheilungsweise stetig. Eine Function f(x) heisst in einem
gegebenen Puncte z, stetig, sobald ihre grosste Schwankungy) im Intervall
(z, —p)....(x, + p) durch Verkleinerung von p beliebig klein gemacht
werden kann. Tst hingegen solches nur méglich fir die eine Hilffe des ge-
nannten Intervalls [also entweder fur die Halfte (x, — p)....x, oder fir
die Halfte z, .. .. (x, + p)], so wird die Function im Puncte z, als einseitiy
stetig zu bezeichnen sein.

Sind ferner a« << g zwei gegebene Constanten, so wird die Function f(x)
im Intervall e....p stetig genannt, sobald sie in jedem innern (d. i. der
Bedingung « << z, << 8 entsprechenden) Puncte z, sfetig, und in jedem der
beiden Endpunkte e, f einseitig stetig ist (namlich in « nach der Seite o,
und in g nach der Seite Ba). Aus dieser Definition folgt von selber, dass
eine im Intervall «.... B stetige Function daselbst auch tberall endlich ist.

Ferner mag eine Function f(x) im Intervall «....p abtheilungs-

*) Hier ist Analoges zu bemerken, wie in der vorhergehenden Note.
**) Diese Strecken selber wird man kurzweg die monotonen Strecken oder die monotonen Ab-
theilungen der Function f(x) nennen konnen.
#**¥) Vergl. die zweite Note auf S. 26 und die erste Note dieser Seite.
+) Ist unter den Werthen, welche f(x) in einem gegebenen Intervall besitzt, A der Kleinste
und B der grisste, so heisst bekanntlich B — A die grosste Schwankung von f(x) fir jenes Intervall.
4%
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weise stetig heissen, sobald dieses Intervall in eine endliche Anzahl von
Strecken zerlegbar ist, der Art, dass die Function langs jeder einzelnen Strecke
stetig ist*); woraus wiederum folgt, dass eine derartige Function im Inter-
vall e....p tberall endlich ist. — Denkt man sich also etwa eine Function
f(x) in der Weise definirt, dass sie in denjenigen Puncten, in welchen sinz
positiv oder Null ist, = «° hingegen in denjenigen Puncten, in denen sinz
negativ wird, = 2* sein soll, so wird dieselbe z. B. im Intervall 0.... 8=
abtheilungsweise stetig zu nennen sein. Definirt man aber die Function f(z)

in der Weise, dass sie fiir diejenigen Puncte, in denen sin( ;) positiv oder
.

= 2* sein soll, so ‘wird diese Function im Intervall 0....8x wnicht mehr

als abtheilungsweise stetig zu bezeichnen sein, weil in diesem Falle die An-

zahl der erforderlichen Abtheilungen unendlich gross sein wiirde.

Constant und abtheilungsweise constant. Eine Function f(x) heisst im
Intervall «....p constant, sobald sie daselbst tiberall densellen Werth hat.
Andererseits mag sie in jenem Intervall als abtheilungsiceise constant bezeichnet
werden, sobald dasselbe in eine endliche Anzahl von Strecken zerlegbar ist,
der Art, dass die Function lings jeder einzelnen Strecke constant bleibt.

Null ist, = #°, und in denjenigen Puncten, in denen sin( ) negativ ist,

§ 2.

Der von Du Bois-Reymond aufgestellte Mittelwerthsatz.

Erinnerung an den gewiéhnlichen Mittelwerthsatz. Sind irgend zwei Reihen
(veeller) Grossen gegeben: Vi, V,, ...V, und L, E,, ... E,, und sind ins-
besondere die E alle von einerlei Vorzeichen™), so ist bekanntlich
(Ta)) V\E,+ VyE,+-- -+ V,,E,,=W(E1+E2+"'+E"),
wo unter W ein gewisser Mittelwerth der V zu verstehen ist, d.i. ein Werth
der nicht kleiner sein darf als das kleinste, und nicht grosser als das grosste V.

Diesem Satze schliesst sich unmittelbar an ein anderer ebenfalls be-
kannter Satz. Sind nimlich V(x) und E(x) irgend zwei (rveelle) Functionen,
und ist E(z) im Intervalle # = « ... p von constanten Vorzeichen, so gilt
die Formel:

g 4
(Th) jV(w) E(x)dx = WJE(x) dex,

1

#) Diese Strecken wird man alsdann kurzweg die stetigen Strecken oder die stetigen Abtheilungen
der Function f(x) nennen konnen.

#) Es sind hier absichtlich die Buchstaben V und E gew#hlt worden. Denn die ¥V konnen wer-
schiedene Vorzeichen haben, wihrend die E alle von einerlet Vorzeichen sein sollen.
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wo W einen gewissen Mittelwerth unter all’ denjenigen Werthen vorstellt,
welche V(z) im Intervalle £ = «...p besitzt. Dieses W wird also der
Relation entsprechen:
Vi) < W< Vi,

falls man namlich diejenigen beiden Puncte, in denen V(z) im Intervall
a...pB am Kleinsten und am Grissten ist, respective mit z, und z, bezeichnet.

Nehmen wir insbesondere an, dass V(z) beim Uebergange von e nach
B, mithin auch beim Uebergange von z, nach x, sich in stetiger Weise andert,
so muss unter diesen stetig zusammenhidngenden Werthen, welche dem Inter-
vall x, ..., entsprechen, mindestens einer sich vorfinden, welcher mit W
identisch ist; so dass wir also schreiben konnen:

W=V,

wo £ einen unbekannten Punkt vorstellt, der zwischen x, und «,, mithin
auch zwischen « und g gelegen ist.

Sind also V(x) und E(z) irgend zwei Functionen, ist ferner F(x) im
Intervall « ... 3 von constanten Vorzeichen, und ist ausserdem V(x) in diesem
Intervall stetig, so gilt die Formel:

3
(Le) J V(z) E(x) dv — V(&) J E@ dz, wo a«<E<B ist.

Nachdem wir durch die vorstehenden Formeln (Ia., b., ¢) an den gewiln-
lichen oder ersten Mittelwerthsatz kurz erinnert haben, gehen wir tiber zum
zweiten oder Du Bois’schen Mittelwerthsatz.

Ableitung des Du Bois’schen Mittelwerthsatzes. Dieser bezieht sich auf
ein Integral von der Form:

B
(1) ‘/F(x) d(x)dx.

Um sicher zu sein, dass dieses Integral einen bestimmten endlichen Werth
hat, wollen wir gleich von vornherein voraussetzen, dass F'(x) und ®(x) im
Intervall « ... p abtheilungsweise stetig sind. Ausserdem aber sei vorausge-
setzt, dass I'(x) in diesem Intervall monoton wdichst und dlberall positiv ist.

Aus der Voraussetzung der abtheilungsweisen Stetigkeit folgt sofort,
dass das Intervall « ... p in eine endliche Anzahl von Strecken zerleghar ist,
der Art, dass F(x) langs jeder einzelnen Strecke stetig bleibt. Diese von
Hause aus gegebenen [namlich durch die Natur von F(x) bestimmten] stetigen
Strecken mogen nun durch irgend welche Puncte in noch kleinere Strecken
zerlegt werden, und zwar in der Weise, dass die grosste Schwankung der
Function I'(x) fiir jede solche kleinere Strecke weniger als & betriagt, wo
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¢ einen ad libitum gegebenen Kleinheitsgrad vorstellen soll. Und diese (unter
Riicksicht auf jenes gegebene & erhaltenen) kleineren Strecken mdgen kurzweg
die FElementarstrecken genannt, und mit (ep,), (7172), (27s)s -+« « o « PacsVnr)s
(7.—18) bezeichnet werden*). Ferner sei C, irgend ein Mittelwerth unter

g
1

@) « B Y Ts Tnt B

denjenigen Werthen, welche F(z) lings der ersten Elementarstrecke (ey,)
besitzt, oder (um die Vorstellung besser zu fixiren) das arithmetische Mittel
dieser Werthe**). Ebenso sei C, das arithmetische Mittel der lings der
zweiten Elementarstrecke (p,y;) vorhandenen Werthe von F(z); u. s. w., end-
lich C, das der letzten Elementarstrecke (y,_,8) entsprechende arithmetische
Mittel. Alsdann wird also der absolute Betrag von [F(z) — C,] lings der
ersten Elementarstrecke tiberall << & sein, ebenso der absolute von [F(z) — (]
langs der zweiten, u. s. f.

Dies vorausgeschickt, fihren wir eine auxiliare Function f(x) ein, welche
abtheilungsweise constant, n&émlich langs der ersten Elementarstrecke = (),
langs der zweiten = C, sein soll, u. s. w.; und setzen:

(3.) F(2) = f(z)+ 9(2).

Das so definirte g(x) ist alsdann, seinem absoluten Betrage nach, im ganzen
Intervall «....p tberall < . Beachtet man ferner, dass F(x), wie zu
Anfang vorausgesetzt wurde, im Intervall e . . . . g monoton wichst und durch-
weg positic ist, so ergiebt sich aus der fir C,, C,, G, ... C, gegebenen De-
finition sofort die Formel:

(4) I<F@<CLOGLG....<C<F@).

Substituirt man nun den Werth (3.) in das zu untersuchende Integral (1.),
so zerfallt dasselbe in zwei Theile:

; 3 :
(5) /F¢dm=]fmdx+/;¢dx,
e

R

U Vv
welche mit U und ¥ bezeichnet werden mogen. Der Werth von U kann
offenbar auch so geschrieben werden:

*) Die (n — 1) Puncte y,, y2, ¥s,. ... ¥,_, werden also bestehen theils aus den von Hause aus
gegebenen Unstetigheitspuncten der betrachteten Function F'(z), theils aus gewissen anderen zwischen
diesen Unstetigkeitspuncten noch eingeschalteten Puncten.

Y1
#*) Eg soll also O, definirt sein durch die Formel: C; = ; ! p fF(x) dx .
L —
«
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g 7 -4
U=Jf¢dx+Jf¢dx+....+ff¢dm,

% Tn—1
oder, falls man die Definition von f beachtet, auch so:

1 72
U_—.clf¢dx+ 0,J¢dx+---+0,f¢dac.
@ s

Tn—-1
Diese Formel aber nimmt unter Anwendung der Bezeichnungen

8 8 3 A 5,
6.) J0=f¢dw, J,='/¢dx, J2=J¢dx, ----- Jn_1=J¢d:I;, Jn=/;j¢dx,
] 71 72 Yn—1

folgende Gestalt an:

U= ("1 (JO - Ji) + 02 (Jl - J2) + Ca (']2 - Ja) Tt + Cn—l (Jn—2 - Jn—l) + On (Jn—l - Jn)
Das letzte J, namlich das J, ist [vgl. (6.)] identisch Null, gleiches gilt daher
von dem Product: J, F'(g). Figt man aber dieses verschwindende Product
zur rechten Seite der letzten Formel hinzu, und ordnet sodann nach den
J’s, so ergiebt sich:

U=CJo+(Co— O)J, + (Co— C) Jp -+ - - +(C, = Cos) Ty + (FB) — C) T,
Hieraus folgt, weil die Grossen Cy, (C; — C,), (Cs — C)y v v v v vt (C, — C,y),
(F(g) — C,), zufolge (4.), simmtlich positiv sind, durch Anwendung des ge-
wohnlichen Mittelwerthsatzes (Ia.) Seite 28 sofort:

U=[Ci4 (G—C)+ (C— G) -+ + (Co— Cpy) + (F(B) — C,)] K,

wo K einen unbekannten Mittelwerth der Grossen J,, Jy, J3, ... d, 1, J,
vorstellt.

Jene Grossen J sind [vgl. (6.)] simmtlich von der Form:
3

"o

(6a.) 2]‘Ddac.

In der That wird dieses Integral, falls wir seine untere Grenze £ von « nach
f wandern lassen, gewisse stetig zusammenhidngende Werthe durchlaufen,
zu denen unter andern auch die Werthe jener J’s gehoren; wie solches aus
dem Anblick der Formeln (6.) unmittelbar sich ergiebt. Die stetig zusammen-
hiangenden Werthe, welche das Integral (6a.) durchlauft, wihrend £ von «
nach g geht, bilden daher zwischen den einzelnen J’s eine stetige Verbinduny,
und enthalten folglich in sich sammtliche Mittelwerthe der J’s. Mit andern
Worten: Das vorstehende Integral (6a.) muss durch eine geeignete Ver-
schiebung des der Bedingung « < & < g unterworfenen Punctes £ zur Coincidenz
gebracht werden konnen mit jedwedem Mittelwerthe der J's, also z. B.
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auch mit demjenigen, der vorhin mit K bezeichnet worden ist. Man kann
daher schreiben:

g
(61.) K=jd>dx, wo o < E<B.
&

Substituirt man diesen Werth (6b.) in die letzte fiir U erhaltene Formel,
und beachtet man, dass die Summe der daselbst in der eckigen Klammer
enthaltenen Grossen sich.auf F'(§) reducirt, so erhalt man:
8
(1) U=F(6)J(de, wo a < E<B.
&
Was andererseits das Integral V" in (5.) betrifft, so ergiebt sich sofort:

g
abs V <'](abs 9) (abs®)dzx,

also, falls man den absolut grossten Werth von ¢ im Intervall «. ... mit
M bezeichnet, und beachtet, dass der absolut grosste Werth von ¢ in diesem

Intervall kleiner als ¢ 1st:
B

abs V<<eM [ dx, d i <(f— «)Me,

@

oder, was dasselbe ist:
(8.) V==8(F—o) Me,

wo & einen unbekannten (positiven oder negativen) échten Bruch bezeichnet.
Schliesslich folgt nun aus (5.) durch Substitution der beiden Werthe (7.) und (8.):

* ﬂ‘
9.) JFG)dx=F(ﬁ)./¢dx+f3(ﬁ—a)Ms, wo o < §< B ist,
Y £

# einen #chten Bruch vorstellt, ferner «, g, M von Hause aus gegebene Con-
stanten sind, und endlich ¢ den zu Anfang unserer Untersuchung ad libitum
gewahlten Kleinheitsgrad vorstellt.

Da nun das & ad libitum gewahlt werden konnte, so bleibt die vor-
stehende Formel in Kraft, wie klein wir uns dieses ¢ auch denken mogen.
Mit andern Worten: Sie bleibt giiltig, wie klein wir uns das sweite Glied
ihrer rechten Seite auch vorstellen mogen. Demgemiss wird sie giiltig
bleiben, auch wenn wir jenes zweite Glied ganz fortlassen. Wir gelangen
somit zu folgendem Resultat:

Der Du Bois’sche Mittelwerthsatz. Sind F(x) und ®(x) im Intervall
a...p abtheilungsweise stetig, und setzt man iiberdies voraus, dass F(x)
wmn jenem Intervall monoton wachse und éiberall positiv sei, so gilt die Formel:
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A £,
(1) Jp(m)¢(x)dx=F(5)J¢(x) dze, wo a << Bist.
o §

Abgesehen von dieser Relation « < & < B ist das & unbekannt.

Von den hier gemachten Voraussetzungen lassen sich einige leicht be-
seitigen. Setzt man z. B. von einer gegebenen Function f(x) nur voraus,
dass sie im Intervall e« .. .. S monoton und abtheilungsweise stetig sei, so wird
die soeben gefundene Formel sofort anwendbar sein auf eine der beiden

Functionen
F) = f) — f(e),

F(z) = f(e) — f(x),
néamlich auf die erstere, falls f(«) monoton wdchst, auf die letztere, falls f(x)
monoton abrimmt. Somit ergiebt sich z. B. im ersteren Fall:

£ 3
J(/(x\ — f(0)) ®dz = () —f(a))Jd)dw, wo < £ < B,
& §

oder, was dasselbe ist:

A : £,
jf(ac)¢dm=f(uJ®dx+f(6L/¢dw, wo a < &< B.
Und dass man andererseits im lefzferen Fall zu genau derselben Formel ge-
langt, tbersieht man sofort. Demgemiiss ergiebt sich folgendes Resultat:

Allgemeinere Form des Du Bois’schen Satzes, — Sind f(x) und ®(x) im
Intervall o .. ... B abtheilungsweise stetig, und setzt man diberdies voraus,
dass f(x) in jenem Intervall momoton seci, so gilt die Formel:

8 g f
(IIb.) ff(a:)Q)(a:) d.t=f(a)'/ (@) dz+ f(B) [ P@) de;  wo a<EL P st
@ @ §

Uelrigens kann man dieser Formel auch folgende Gestalt geben :

8 g 8
(e f fla) ®(@) dw = f(a)'/ (@) de -+ M (F6) — @), wo M= [ &) dz,

o
g
s

und nach wie vor « < &€ < B ist*).

*) Der mit M bezeichnete Integralwerth ist also ein unbekannter Mittelicerth unter denjenigen
Werthen, welche jenes Integral durchlaufen wiirde, falls man seine untere Grenze £ fortwandern
lassen wollte von o« bis . Daher der Name: Mittelwerthsatz. Vgl. Du Bois’ Aufsatz im Borch.
Journal, Bd. 69, Seite 81, (8.) und Seite 82, (9.).

Neumann, Entwicklungen. 5
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§ 2a.
Riickblick auf den Du Bois-Reymond’schen Satz.

Bei der fundamentalen Bedeutung, welche dieser Satz fiir die ganze Entwicklungs-
Theorie besitzt, wird es angenehm sein, eine deutliche Anschauung von seinem inneren
Kern zu haben. Zu einer solchen kann man durch einfache geometrische Betrachtungen
gelangen.

Handelt es sich zuniéchst um die Berechnung des durch das Integral

g
(1) $=Jf(x) dz

bestimmten Flidcheninhaltes &, so kann man in doppelter Weise verfahren, indem man
diese von drei geraden Linien und der Curve y = f(z) begrenzte Fliche J entweder
parallel mit der x-Axe, oder aber parallel mit der y-Axe in lauter unendlich schmale
Streifen zerlegt. Wiahrend man im letztern Fall geradezu zum Ausdruck (1.) gelangt,
wird man im ersten Fall zu einem ganz anderen Ausdruck gelangen. Setzt man aber
diesen neuen dem fritheren gleich, so ergiebt sich ein Specialfall des Du Bois'scher
Satzes, vorausgesetzt, dass f(z) monoton.

Ohne uns hierbei weiter aufzuhalten, wollen wir sogleich angeben, wie man in
dhnlicher Weise auch zur allgemeinen Formel des Du Bois’schen Satzes gelangen kann. Zu
diesem Zwecke denken wir uns die Fliche 3, oder (was dasselbe ist) die zy-Ebene hori-
zontal, und errichten auf dieser Horizontalebene Perpendikel in sémmtlichen Rand-
puncten der Fliche (. Diese Perpendikel bilden alsdann in ihrer Gesammtheit eine
die Fliche § rings umziehende vertikale Wandung. Das von der Fliche J und dieser
vertikalen Wandung begrenzte Volumen mag nach Oben geschlossen gedacht werden
durch die Fliche z = ®(#), die z-Axe vertikal nach Oben laufend gedacht. Wir er-
halten auf diese Weise ein Volumen B, welches im Ganzen von vier Ebenen, ausserdem
aber von den beiden Cylinderflichen y = f(x) und 2z = ®(x) begrenzt ist. Dieses
Volumen ¥ konnen wir nun wieder in doppelter Weise berechnen, indem wir dasselbe
entweder parallel der xz-Ebene, oder aber parallel der y z-Ebene in lauter unendlich
diinne Scheiben zerlegen. Im lefztern Fall ergiebt sich sofort die Formel:

i
@) ¥ = fia) o) az.
Im erstern Fall hingegen gelangen wir, falls wir das Intervall x =« .... in unend-
lich kleine Elemente zerlegen:
R S | —r ’ =
Yo 71 Y2 Vs Yn—1 Yn

durch die unmittelbare geometrische Anschauung zu folgendem Ausdruck:
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8, 8, B
f<o=>J¢dw+ (fr) — fle )me + (f) —f(yn)f¢ dz 4 -
@ 71

|
) — i s 72 8 } .
o + (F(Tas) — F (Yaes) f ®dz + (f(ra) = F(Ya-1) j *dz }

Tn—1 Tn

Nehmen wir nun an, f(x) sei monoton, so sind die Differenzen:

) —fl), o —F)s oor [(ums) = F(Ya=2)s  F(¥a) — F(¥21)
simmtlich von einerle: Vorzeichen, und ihre Summe = f(y,) — f(a), d. i. = f(B) — f(®);
so dass sich also mittelst des gewdhnlichen Mittelwerthsatzes (Ia.) Seite 28 ergiebt:

§
@) 3 — f(a)j odz + (£(8) — ) |,
wo das 9% einen unbekannten Mittelwerth der Grossen
3 I B 8,
f¢da:, f‘bdw, fd)dx, L/&Ddx
" Y2 Y3 Yn
vorstellt. Demgemiiss lisst sich dieses 9 darstellen in der Form:
3
) M= [Cdz, woa<E<S.

A

Substituirt man aber diesen Werth (5.) in den Ausdruck (4.), und setzt man sodann die
beiden Ausdriicke (2.) und (4.) einander gleich, so erhilt man den Du Bois'schen Satz.

§ 3.

Einige Bemerkungen iiber die Kreisfunctionen.

Wir wollen hier einige ganz elementare Bemerkungen voranschicken, die
schliesslich zu einem fiir unsere weiteren Untersuchungen erforderlichen Hiilfs-
satz fithren werden.

Erste Bemerkung. — Unterwirft man die Variable z der Bedingung
0 <z < tm, so ist bekanntlich:

sinzcose < 2z < tgx, ¥)

also, falls man durch sin 2 dividirt?

*) Beschreibt man nimlich um die Spitze O eines gleichschenkligen Dreiecks O AB einen die
Grundlinie AB beriihrenden Kreis, welcher die Schenkel O A und O B resp. in 4, und B, schneiden
mag, und zieht man endlich die Sehne 4,B,, so ergiebt sich unmittelbar aus der geometrischen An-
schauung folgende Relation:

(Dreieck 04,B,) < (Kreissector 0 4,B,) < (Dreieck 0AB).

Diese Relation aber nimmt, falls man den Radius des Kreises mit r, und den Winkel AOB mit 2z
bezeichnet, die Gestalt an:

risingcosz < rz < ritgx. W.z oz ow
5 *
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1 o
(1.) cos & g éi::—x < et fiir 0 é x g =,
(2.) mithin 1 s @ > cosz, ebenfalls fir 0 < =z S Im.

08 & =— &x

sin 2

Setzt man nun f(z) = , 8o wird f(x) = % (eos x — s";x)- Dieser Aus-
druck hat aber fir 0 <z < {x einen negativen Werth [zufolge (2.)], und
andererseits fiir 3z <z < x ebenfalls einen negativen Werth [wie solches
aus dem Ausdruck selber unmittelbar hervorgeht]. Somit sehen wir, dass

die Function

(3) flay =22

im Intervall x = 0....x stetig und monoton abnelmend ist. Hieraus
folgt sofort: f(0) > f(z) > f(=), d. i

) 1> P S o e 0<aL Ry

und insbesondere auch: f(0) > f(x) > f’(;’), d. i

sin &

2 o
> g fir nggg;

(5.) 1>

oder, ein wenig anders geschrieben:

(5a.) 1< o < 5y fir 0<e < F
Zweite Bemerkung. — Bezeichnet 4 eine beliebig grosse positive Con-

stante, und nx das grosste in A4 enthaltene Vielfache von x, so kann man

setzen:
A F 4 27 3n

A
feefifo
0 0 2n n

F

Durch diese Formel aber wird [weil sin # fur die aufeinander folgenden Inter-
valle O....x....2x....3x...alternirendes Vorzeichen hat, und tber-

dies % bei wachsendem 2z fortwihrend abnimmt] das Integral linker Hand

in (v 4+ 1) Glieder zerlegt, die alternirendes Vorzeichen haben, und von denen
jedes seinem absoluten Betrage nach kleiner als das vorhergehende ist. Beachtet
man nun iberdies, dass das erste Glied positiv ist, so ergiebt sich sofort,
dass die Summe der (n + 1) Glieder ebenfalls positiv und kleiner als jenes
erste Glied sein muss. Somit folgt:

k4

A
0 < sinz o stm wdw,
0

& X

also mit Riicksicht auf (4.):
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A
0 gfm;’”dx < =,
0

immer vorausgesetzt, dass A4 einen positiven Werth habe.
In analoger Weise wird man offenbar fir ein negatives A erhalten:

4
—x <j%fdm < o,
0

und hieraus folgt, dass fir jedes beliebige A, mag nun dasselle positiv oder

negativ sein, die Formel stattfindet:
A

(6.) abs

V]
Hieraus folgt weiter, dass fir zwei ganz beliebig gegebene Constanten A und
B, mdgen nun dieselben gleiches oder verschiedenes Vorzeichen haben, stets die
Formel gilt:

B

(7.) a.bs/m;xdx<2n.

Dritte Bemerkung. — In der identischen Gleichung

: :
L/s—l.n—q—xdm =J< .x ) (sm qx) dx
sin ¥ 81N X X
o

w

sei ¢ eine beliebige Constante, wihrend « und § der Relation 0 < ¢« < g < $=

unterworfen sein sollen. Alsdann wird die Function ﬁx [vgl. den Satz (3.)]

im Intervalle £ — « . ... stetig und monoton sein. Man erhiilt daher durch
Anwendung des Du Bois'schen Satzes (Seite 33):

g A
JSII_qudm=.u jsqu +sm6 squwdx’ W°0<‘¥<ES3<;

Sin & Sin «,
«

‘n!'

s

oder, falls man in den Integralen rechter Hand statt r eine neue Variable y
einfithrt mittelst der Substitution ¢z = y:

95 9

£ .
Jnasga o [ Yay g B [y, weo<a<s<h< ]

sln sin ¢ Yy smﬁ Y 2
9@ a3

Hieraus aber folgt mit Riicksicht auf (ha.) und (7.) die merkwiirdige Formel:
3
(8.) absfsm 1% 4z < 2w inowelcher 0< e < B < 7;

sin &
«

sein soll, wilrend q eine ganz beliebige Constante vorstellen kann.
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38 Die Fourier'sche Reihenentwicklung,

Einer etwas anderen und noch einfacheren Behandlung ist das vor-
liegende Integral fahig, falls man voraussetzt, dass O nicht < e, sondern
geradezu < e sein solle. Nimmt man némlich an, es sei 0 < e« < g < ¥,

so wird die Function mTl:E im Intervall x = « ... stetig und monoton sein.
Man erhilt daher mittelst des Du Bois’schen Satzes:

5 3 g
sln g 1 . . 1 . ) B
J s dw—-sin ajs1nqx dx+s—in B-/Sm ge - dz;
a a 3
oder, was dasselbe ist:
s,
sin g __Cosqoe—cosgE | cosqgf —cosqf K2
Jsinac do = g sin « + g sin § ! W00<“§§§6§2

o

Hieraus aber folgt sofort:

.

8
sin g 1 2 2
a,bsj sin & do < abs ¢ <sin o + sin ﬁ) !
o

also a fortiori:
i

“in o .
) absL/S]n 9% 0y < (o g i e 200 0<°‘§6<Z

sin &

«@

ist, wihrend q eine ganz beliebige Constante vorstellt.

Vierte Bemerkung. — Setzt man in den Formeln (8.) und (9.) die In-
tegrationsvariable © = %¢, ferner 2e = y und 28 = J, und setzt man end-
lich ¢ = (2n 4 1), wo % eine positive ganze Zahl sein soll, so nehmen jene

Formeln folgende Gestalt an:
9

(10) absfw dp<4n?, falls0< y <3< m;

sin § @
J
3 1
() a,b&ifwdlp< 4 <4 falls 0 <y < 8 < .

sin 4 @ (n-+4)sinty ~ msin iy’
4
Diese Formeln (10.), (11.), in denen also n eine beliebige Zahl aus der Reihe

0, 1, 2, 3, 4, ... vorstellen kann, werden uns weiterhin von Nutzen sein. Die
fir ihre Gultigkeit erforderlichen Bedingungen unterscheiden sich dadurch
von einander, dass bei (10.) 0 <y, bei (11.) hingegen 0 <C p notirt ist.
§ 4.
Ueber die Fourier’sche Reihe.
Auf einer Kreisperipherie vom Radius 1 mag der Centriwinkel ¢, von
einem festen Radius aus, nach der einen Seite von 0 bis x, nach der andern
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von 0 bis — x gerechnet werden; so dass also die Puncte ¢ = s und ¢ = — =
untereinander identisch sind. Denkt man sich auf dieser Kreisperipherie irgend
eine Function F(g) ausgebreitet, und nimmt man an, dieselbe wire in irgend
einem Puncte ¢, unstetig, jedoch endlich, so werden daselbst zwei Werthe zu
unterscheiden sein, nimlich die Werthe F'(¢, — 0) und F(¢q, + 0). Des-
gleichen werden im Allgemeinen auch im Puncte ¢ = 4 x zwei Werthe
vorhanden sein, némlich die Werthe I(x — 0) und F(— 7 4+ 0). — Dies
vorangeschickt gehen wir tiber zu unserer eigentlichen

Aufgabe. — Nach unseren fritheren, aber selir unsicheren Betrachtungen
(Seite 5) ist jede Function F(¢) im Puncte ¢ darstellbar durch folgende

Formel:

+n
? n
1) F(qp,):]im"___w:;;‘/F(tp) {1+2:‘003"(‘P—‘P1 }d‘P~
1
—_—n

Es fragt sich nun, ob und in welchen Fdllen diese Formel (1.) wirklich correct
ist. Zu diesem Zweck mitissen wir das in der Formel auftretende Integral

+’l n +’In
1 -
2) o= Jre {1+ 2 N cos nig #}dg=[F 5 Ao — 9o,
—x —
welches fiir den Specialfall ¢, = 0 die einfachere Gestalt annimmt:
_,:iu n —}—l”
" _ 1 f s N 1 .
(@) S,=gz | F@+2 2 cosngydo=fF o)A (g dy,
~n 1 — =z

einer genaueren Untersuchung unterwerfen. Dabei sind zur Abkirzung die
in den geschweiften Klammern enthaltenen Ausdriicke mit A, (¢ — ¢,), ve-
spective mit A,(¢) bezeichnet. Wir beginnen mit einigen einfachen Bemer-
. kungen tber die in (3.) enthaltene Function:

4.) An(q>)=—1—{1+200s (p) +2cos (2¢)+2cos Bgp)+----- -+ 2 cos (ngo)}-

2=

Multiplicirt man diese Function mit sin ( f;), so ergiebt sich unter Anwen-

dung der bekannten Relation: 2 sin z cos y = sin (z— y) + sin (¢ + y) sofort:

Asin (%) =5 {sin (2)+ [sin (7,7) +ein (32‘”)] + [sin (72%) + s (Of)] T
..+l:sin (—_'2”2—1 w)—l—sin((?n_:l w):l}

oder, weil die Glieder rechter Hand, abgesehen vom allerletzten, sich paar-

P 1 . 2adDe

weise zerstoren: A,(g)sin ;= , sin . s doi

) A _ sin(m+4)o )
(5) n ®) Zmsinlg
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40 Die Fourier'sche Reihenentwicklung.

An die Formeln (4.), (5.) schliessen sich einige Bemerkungen tber das In-
tegral der Function A,(¢). Einerseits folgt namlich aus (4.):
(6.) 5]‘/\7‘@) dop=1%; mithin auch: limn__.wf/\n(q;) do=1;
0
und andererseits folgt aus (5.) mittelst der auf Seite 38 gefundenen Formeln

(10.), (11.) nicht nur:

(7.) abi/.An(q))qu/\Qn, falls 0 <y < 0 L 7,
Y
sondern auch:
d
2

y .
Dies vorangeschickt, gehen wir nur tber zur
Untersuchung des speciellen Integrals S, (3.) — Offenbar kénnen wir
dasselbe in zwei Theile zerlegen:

0 FA
®) 5;=i/qN¢)Anwﬂd¢-ﬁ/lﬁw)AAw)dw;
- 0

U, Vi
und bei der Untersuchung dieser beiden Theile wollen wir gleich von vorn-
herein voraussetzen, dass die gegebene Iunction
(10.) F(p)
im Intervalle p = — x ... + w abtheilungsweise stetig und abtheilungs-
weise monoton sein solle. Gleiches wird alsdann offenbar auch gelten von der
Function F(¢) — Const., also z. B. von der Iunction
(11.) (@)= F(g)— F(0),
wobei sogleich bemerkt sein mag, dass diese newe Function f(g) fir ¢ = 0
verschwindet. In der That wird:
(12) f(0)=0, und f(«)=F(a) — F(0).

Zufolge der Voraussetzung (10.) kann z. B. das Intervall ¢ = 0....x
in eine endliche Anzahl von Strecken zerlegt werden, der Art, dass F(p),
mithin auch f(g) langs jeder solchen Strecke monofon ist. Die Anzahl dieser
monotonen Strecken. mag h heissen; so dass also diese Strecken selber ange-
deutet werden koénnen durch das Schema:

E

0 o
i I I ! ]
I 1 | 1 ]

T4 T T3 T, 1

N
&>

#) Es heisst hier: 0 <y, withrend in der vorhergehenden Formel (7.) steht: 0 < y.
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wo siammtliche 7 der gegebenen Function eigenthiimliche feste Puncte sind.
Zu diesen festen Puncten r fiigen wir zwischen 0 und r, noch einen auxiliaren
Punct « hinzu, der beweglich bleiben und auf unsere spiteren Dispositionen
harren mag. Alsdann ergiebt sich mittelst des Du Bois’schen Mittelwerth-
satzes (Seite 33) fiir die Strecke (0, «) die Formel:

3 4 “
jf(w) M) dy = £0) [ A,(9) a9 + 1@ A1 dp, wo 0< § <a
0 0 §
Die hier auf der rechten Seite stehenden Integrale™®) sind aber beide, zufolge
(7.), ihrem absoluten Betrage nach < 2x; und ausserdem ist mnach (12):
f(0) =0, und f(¢) = F(e) — F(0). Somit ergiebt sich:
(13) ahsl/ (@) A, (@) dp < 27 - abs (F(a) — F(0)) .
0
Ferner ergiebt sich mittelst des Du Bois’schen Satzes fiir die nichstfolgende
Strecke (e, 7,) die Formel:
7 4 7
(1@ Muto) a5 = 100 [ Mai) dp 41150 [ M) Ao, wo < <

&

also mit Ruicksicht auf (8.):

2 abs f(«)
n7sin o

2 abs f(t,)
nmsingg

i
abi]f(qv) A(p) do < + wo a<§<m:
also, falls man den absolut grossten Werth von f(¢) im Intervall o =0....x

mit M bezeichnet:

4M
nx sin fo

(144) abs'/f(tp) Ap)de <

Analoge Formeln ergeben sich nun fiir alle folgenden Strecken (z,, 7,), (s, 73), etc.;
nimlich:

*) Ziemlich lange Zeit habe ich mich bemiiht, diese beiden Integrale nicht nach der Formel (7.),
sondern blos mittelst der Formel (8.) zu beurtheilen, habe aber schliesslich mich davon iiberzeugt, dass
ein solches Verfahren zur Erreichung des hier vorliegenden Zieles nicht zu verhelfen vermag, weil
die in den Integralen enthaltene Grisse &, abgesehen von der Relation 0 << & < «, uns vollig unbe-
kannt ist. Nachdem ich solches erkannt hatte, gelang es mir dann endlich dem Uebelstande abzu-
helfen durch Hinzuziehung einer meuen Formel, nimlich der Formel (7.). — Ich erwihne dies absicht-
lich, weil sonst vielleicht der oberflichliche Beurtheiler in dieser Formel (7.), die ein besonders wichtiges
und einfaches Instrument der vorliegenden Untersuchung repriisentirt, eine unniitze Weitldufigkeit er-
Dblicken mdchte.

**) Denn es ist in der vorhergehenden Formel: o« < & < r,, mithin siulgg < Einl?[
Neumann, Entwicklungen. 6
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%2

aM
(145) abs‘/f(‘p) A(p)dy <nn smioe’
1 1‘3
M
(15) abs [ 19) A, (9) dp < st
7y,
4M
(14.) f @) A (p)do < m
Th—1

Nunmehr folgt aus den Formeln (13.) und (14.), (145.), . . . (14,) durch
Addition:

4 M, h

nmw SlIl [+4

(15.) ./f(lp) A(@) dop < ————+ 2m - abs (F(a) — F(0)).

Diese Formel entspricht unseren Zwecken. In der That kann die reclte
Seite derselben unter jeden beliebigen Kleinheitsgrad & hinabgedriickt werden,
— in der Weise, dass man zunéchst das zweite Glied durch Verkleinerung*)
von ¢ unter fe, sodann aber das erste Glied durch Vergrdsserung von #
ebenfalls unter %e hinabdriickt. Lisst man alsdann nachtriaglich das # noch
weiter wachsen, so wird das erste Glied noch weiter sich verkleinern, und
das zweite ungeéndert bleiben. Somit folgt aus der vorstehenden Formel:

(16.) lim, _, [f@)A(9)dgp =0,
0
oder, falls man fiir f(¢) seine eigentliche Bedeutung (11.) substituirt:

7(

(17.) lim, _ (F(zp) F(0)) A (9)dg =0,
oder, was dasselbe ist:
n b4
(18.) lim,_ , | ¥(9) /\n(tp)dtp=F\0)-limn=wf/\,,(q>) do.
0 0

Die gegebene Function F(¢) kann moéglicherweise im Puncte ¢ = 0 zwei
Werthe haben: F(— 0) und F(+4 0). In solchem Fall wird offenbar in der
vorstehenden Formel unter F(0) der Werth F (4 0) zu verstehen sein.

*) Nach unserer Voraussetzung (10.) ist F'(p) im Intervall ¢ =0 .... = abtheilungsweise stetig.
Demgem#ss muss sich in diesem Intervall von 0 aus eine kleine Strecke auftragen lassen, auf welcher
F'(p) geradezu stetig ist. Verkleinert man also das in den Schema Seite 40 angegebene &, oder mit
anderen Worten, lisst man den variablen Punct « nédher und niher an den Punct 0 heranriicken, so
muss durch eine solche Procedur die Grosse abs (F(o:) — F(O)) unter jeden beliebigen Kleinheitsgrad
hinabgedriickt werden kénnen,
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Beachtet man dies, und beachtet man tiberdies die frithere Formel (6.), so
erhilt man schliesslich:

¥4
(19) lim, f F(#) A () dp = 4F(+0),
0

oder, mit Ricksicht auf die in (9.) eingefithrte Bezeichnung:

(20.) lim,_  V,=4F(0).

Und bei analoger Behandlung des Integrales U, wird man offenbar finden:
(21) lim, _, U, =4F(—0).

Somit folgt aus (9.):

(22.) lim, _ , 8, = +(F(—0)+ F(40);

und wir gelangen also zu folgendem Resultat.

Theorem. — Rechnet man auf einem Kreise vom Radius Eins die Bogen-
linge @ wvon einem festen Anfangspuncte aus, nach der einen Seite hin von
0 bis m, nach der anderen Seite von 0 bis — =z, und denkt man sich lings
dieser Kreislinie irgend eine Iunction F'(q) ausgebreitet , welche auf dem ganzen
Kreise (d. i. fir ¢ = — x ...+ 7) abtheilungsweise stetig und ab-
theilungsweise monoton ist, so wird das Inteyral

4+ n +n
A 5, = o J @ {142 Jeos g}t = [FoIn w0
—n —n

bei unendlich wachsendem n gegen eine bestimmte feste Grenze convergiven. Und
awar st diese Grenze — L= O)_;FH' 9 , d. 1. gleich dem arithmetischen Mittel
derjenigen beiden Werthe, welche die Function F(g) im Puncte ¢ =0 Desitzt.

Untersuchung des allzemeinen Integrals S, (2.). — Die beiden Integrale
S, in (3.) und (2.), ndmlich

o
das specielle S, =fA" (p) - F(p)do,
(23.) B 1 .
und das allgemeine ‘ S, =./ A (o —o9) Flp)de
—n

sind, schon #usserlich betrachtet, nur wenig von einander verschieden.

Um die Sache noch deutlicher hervortreten zu lassen, wollen wir fiir
den Augenblick uns vorstellen, die Function F(¢) reprisentire die Dichtig-
keit einer auf der Kreislinie ausgebreiteten Massenbelegung. Alsdann repri-
sentirt offenbar F(q) dg ein Massenelement dieser Belegung (ndmlich diejenige
Masse, welche auf dem Bogenelement d¢ vorhanden ist). Jene Integrale S,

(23.) repriigentiren also die Summe all’ dieser Massenelemente, jedes noch
6%
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multiplicirt mit dem zugehorigen Werth von A, (g), resp. von A, (¢ — ¢).
Es unterscheiden sich also die beiden S, nur dadurch von einander, dass in
dem einen jedes Massenelement multiplicirt ist mit der Function A,, dieselbe
bezogen gedacht auf den peripherischen Abstand ¢ des Elementes vom An-
fangspunct (¢ = 0); wihrend im anderen jedes Massenelement mit demjenigen
Werth der Function A, sich multiplicirt findet, den dieselbe besitzt fiir den
peripherischen Abstand ¢ — ¢, des Elementes vom festen Puncte ¢,*).

Mit anderen Worten: Jedes der beiden Integrale S, (23.) ist abhingig
von einem gewissen festen Puncte; und der einzige Unterschied zwischen ihnen
besteht darin, dass dieser feste Punct bei dem einen S, die Lage des Anfangs-
punctes ¢ = 0, bei dem anderen hingegen die Lage ¢, besitzt. Blicken wir also
zuriick auf den fiir das erste S, erhaltenen Satz (A.), so erkennen wir sofort,
dass fiir das lefztere S, folgender analoge Satz gelten muss:

Theorem. Rechnet man die Bogenlinge auf einer Kreisperipherie vom
Radius FEins zwischen den Gremzen — =z und -+ x, denkt man sich ferner
lings dieser Peripherie eine Function F(g) ausgebreitet, welche daselbst ab-
theilungsweise stetig und abtheilungsweise monoton ist, und markirt
man endlich auf der Peripherie irgend einen festen Pumnct ¢, so wird das
Integral

-+.n . -|-'7t
(B) S, =5 /F«p) {142 Seosnto— g0} o =JF(¢) Ao — o) do
—n 1 —7

bei umendlich wachsendem n gegen eine bestimmte feste Grenze convergiven. Und
cwar wikd diese Grenze durch das arithmetische DMittel derjenigen Werthe dar-
gestellt sein, welche die gegebene Fumnction F(g) in jenem festen Pumncte q,
besitzt.  Fs wird also 2. DB.

lim _ S:F(‘Pi—o)‘;F(cﬂl‘l‘o)

n== N n

und lim,__ S =F("—°)+2F(_”+°)

n=00 n

sem, falls —nw<lg<m,

sein, falls @,== oder = — & ist.

Ist tbrigens F(g) auf der Kreisperipherie tberall stetig, so reduciren
sich die beiden letzten Formeln auf die eine Formel

*) Denkt man sich auf der gegebenen Kreisperipherie (vom Radius Eins) irgend zwei Puncte
o und f markirt, so kann man unter dem peripherischen Abstand dieser beiden Puncte nach Belieben
entweder ihren kurzesten peripherischen Abstand 2, oder auch den auf der andern Seite liegenden
peripherischen Abstand: (27 — ), oder noch aligemeiner jede Grosse von der Form (2 Nz +- Q) verstehen,
wo IV eine willkiirliche ganze Zahl vorstellt, In der That kann bei unseren obigen Betrachtungen das
Wort: peripherischer Abstand in diesem allgemeinsten Sinne genommen werden, Denn die Function

An(£)=%[1+-2cosa+2cos2ﬂ +2003n.§a:|, vergl. (4.),

bleibt ungeiindert, falls man in ihr & mit 2Nz + Q) vertauscht.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Die Fourier’sche Reihenentwicklung. 45

lim,_ S, =F(g,), fir —= < o < wy
was tbereinstimmt mit der zu prifenden Formel (1.), Seite 39, d. i. mit

derjenigen Formel, durch welche die Entwicklung von F(g,) nach Kreis-
functionen dargestellt wird.

§ 5.
Fortsetzung,

Nachtriglich kénnen wir das Theorem (B.) bedeutend vereinfachen durch
Ablosung von der Kreisperipherie, und demselben folgende Gestalt geben.

Einfachere Form des vorhergehenden Theorems. — Ist die Function I (q)
im Intervall g = — . ... + x abtheilungsweise stetig und abtheilungs-

weise monoton, und versteht man unter ¢, eine gegebene Constante, so wird
der Ausdruck
+
(C) lim, _,, | F(9) A (9 —g1) do
—_7

_Fa—=0+F(==2t+0 .= _ Fler—0)+ F(p;+0)
2 ’ - 2 ’

=F(n—0)—|—F(—n—i—0)

0
der 3

sein, je nachdem

o =—r, oder —r g <=z, oder endlich 9, ==

ist. Man sieht also, dass der Ausdruck in jedem der beiden Endpuncte des
Intervalls — a . ... + a dargestellt ist durch das arithmetische Mittel derjenigen
Werthe, welche die gegebene Function F(g) in diesen beiden Endpuncten be-
sitzt. — Dabei reprisentirt A, (@ — ¢,) die [in (4.), (5.) Seite 39 angegebene]
Function:
(D) N (9 — 1) = 51; I:l + 2‘1\] cos n(p — w:)] = Sl.f,fafg;?(;q’__;)’);
also eine Function, die periodisch ist sowohl in Bezug auf ¢, wie auch in
Bezug auf ¢,. Und zwar ist in beiden Deziehungen die Periodenlinge = 2 .

Um diesen Satz weiter zu verallgemeinern, denken wir uns die (abge-
sehen von den Bedingungen der abtheilungsweisen Stetigkeit und abtheilungs-
weisen Monotonie) im Intervall — =z . ... 4 x willkirlich gegebene Function
F(qg) nach beiden Seiten periodisch fortgesetzt, der Art, dass in jedem der
unendlich vielen Intervalle:

g h G H
1) — — ——

— 3= — =z w 3n

gich immer dieselben Werthe von Neuem wiederholen. Markirt man also
z. B. zu beiden Seiten des Punctes (— x) zwei Nachbarpuncte g, h, ferner
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zu beiden Seiten des Punctes (4 #) zwei Nachbarpuncte G, H, und zwar
in solcher Weise, dass die Abstéinde der beiden ersteren von (— ) und die
Abstinde der beiden letzteren von (4 x) alle ein und denselben unendlich
kleinen Werth haben, so wird die Function F in ¢ denselben Werth wie in
G, ebenso in N denselben Werth wie in H besitzen; was angedeutet sein
mag durch die Formeln: F, = F; und F, = F}.

Zufolge des vorhergehenden Satzes ist nun der Werth des Ausdruckes
(C.) in jedem der beiden Puncte (— a) und (4 x) gleich +(¥; + I), also,
zufolge der soeben gemachten Bemerkungen, auch darstellbar durch 4(F, + F)),
oder durch #(F,; + Fy); was in vollem Einklang steht mit demjenigen Werthe
1(F(py — 0) 4+ F(p, + 0)), den jener Ausdruck (C.) besitzt fur jedweden
awischen (— x) und (4 =x) gelegenen Punct ¢,. Wir sehen somit, dass bei
der gegenwirtigen Sachlage (wo die Function F nach beiden Seiten periodisch
fortgesetzt gedacht wird), der vorhergehende Satz sich reducirt auf die eine

Formel:
+

—n

F(cpi——o)‘é‘F(‘pj'i_O)’ fir —z < g S + .

Diese Formel, welche also gilt fiir alle Punkte des Intervalles —a..... 4+
(einerlei ob sie innere oder End-Puncte desselben sind), kdnnen wir noch ein
klein wenig anders schreiben.

Da némlich die gegenwiirtige Function F(g) periodisch, und die Linge
ihrer Periode = 2 x ist, mithin Gleiches auch von dem Product F'(¢) A, (¢ — @)
gilt*), so wird offenbar das in (2.) stehende Integral ein und denselben Werth
haben, einerlei ob man dasselbe von — x bis + x, oder ob man es von
irgend welcher willkiirlichen Grisse a aus bis (a + 2a) erstreckt. Somit
kann also jene Formel (2.) auch so geschrieben werden:

ad-27

38) lim,_ [ F(@A(p—¢)dep=

Endlich bemerkt man, dasgs diese Formel nicht nur gilt fir die der Be-
dingung — x < ¢, < + =« entsprechenden Puncte ¢, sondern auch fiir jeden
belicbigen anderen Punct ¢,. Wo namlich ¢, auch liegen mag, stets wird
sich ein der Bedingung — x < ¢y < - x entsprechendes ¢, angeben lassen,
welches von ¢, nur durch ein ganzes Vielfaches von 2a sich unterscheidet.
Und die Formel (3.) muss daher, weil sie fur dieses ¢ gilt, auch gelten fur
jenes ¢,; denn die Functionen A,(p — ¢1) und F(gy) sind in Bezug auf ¢,

Flg—0)+ Flo,+0) |
2 ’

i < gy <

*) Vergl. die Formel (D.)
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periodisch, bleiben also bei der Vertauschung von ¢, mit kL umgeiindert.
Somit ergiebt sich folgendes
Theorem. — DBezeichnet F(q) eine periodische Function von der Periode
2x, und nimmi man an, dass diese Function abtheilungsweise stetig und
abtheilungsweise monoton sei, so wird die Formel:
a~27

E) lim, wj F@)MA(p—g)dy =

a

F(p—0)+ F(ey+0)
2

ganz allgemein gelten, welche VWerthe man den Constanten a unmd ¢, auch
zuertheilen mag. — Dabei hat N,(p — g¢,) die in (D.) genannte Bedeutunyg.
Markiren wir also z. B. zu beiden Seiten des Punctes « zwei Nachbar-
puncte g, %, ebenso zu beiden Seiten des Punctes (¢ 4 2a) zwei Nachbar-
puncte &, H; so werden die Werthe des Ausdruckes (E.) in den beiden

g h G H
" | o

a a+2mw

Puncten @ und (¢ + 2x) respective durch 3} (I}, + F,) und }(F, 4 FYy) dar-
gestellt sein, und werden daher, weil F, = F, und F), = Fy ist, identisch
sein mit §(F,; + F,)*). Beschrinken wir uns also auf diejenigen Puncte ¢,
welche dem Intervdl a . ... (¢ 4+ 2a) angehiren, so koénnen wir den vorher-
gehenden Satz auch so aussprechen:

Theorem. — DBezeichnet a eine heliebig gegebene Constante, und F(gq) irgend
eine IFunction, die im Intervall a . ... (0 + 2a) abitheilungsweise stetig
und abtheilungsweise monoton ist**), so wird der Ausdruck

at+2n
) lim,,zwa(w) Ao —o)dy

[22

_Fla+42z—0)+ Fla+0) oder _ Floy—0)+ F(e;+0) oder _Flat2r—0)+ Fla+0)
2 ’ - 2 ’ 2

sein, je machdem
g =a, oder a<g<(a-t2n), oder endlich @, = (& + 2=)

ist. Man sieht also, dass der Ausdruck in jedem der beiden Endpuncte des
betrachteten Intervalls a .. ... (a« + 2x) gleich den arithmetischen Dlittel der-

#*) Dabei ist stillschweigend vorausgesetzt worden, dass die Abstinde der beiden Puncte ¢, &
von a, und die Abstinde der beiden Puncte G, H von (a4 27) alle ein und denselben unendlich
kleinen Werth besitzen sollen.

#*) Die in dem vorhergehenden Satz vorausgesetzte Periodicitiit der Function F'(¢p) kommt offenbar
hier, wo wir uns auf das Intervall a.... (a 4+ 2z) beschrinken, nicht weiter in Betracht,
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Jenigen Werthe ist, welche die gegelene Function I'(q) in diesen beiden Iind-
puncten besitzt. — Dabei hat N,(p — @) die in (D.) angegebene Bedeutuny.
Man kann dieses Theorem (F.) in etwas anderer Form darstellen. Die
linke Seite der Formel (F.) lasst sich némlich, falls man fir A, (¢ — ¢y)
seinen Werth (D.) Seite 45 substituirt, auch so schreiben:
a+2n »
limn:w%fF(g;) {1+2 2(cos ng - cos ny; + sin ny - sin nq:l)} dog,

1
a

also, falls man die hier in den. einzelnen Gliedern auftretenden Integrale mit
A, B bezeichnet:
a+-2m a+2n
n 35 | F(@)sinng -do,
a a

1 1
A=ﬁf3(¢)cosnw-d¢, B,=

auch so schreiben:
n
lim,_ [:AO + 2> (4, cos ny, + B, sin nqz,):l ,
1
oder auch so:

R
A, + 2§(An cos ng; + B, sinng,).
1

Wir gelangen daher zu folgendem Resultat:

Theorem. — DBezeichnet a eine beliebig gegebene Constante, und F(g) wgend
eine Function, die im Intervall a....{(a 4+ 2x) abtheilungsweise stetig
und abtheilungsweise monoton ist, sowird die mit den constanten Cocfficienten

u-{;2ﬂ a—h?ﬂ
(G) An=—21;./F(q>) cosng-do, Bn=% F(g)sinng - dog
a a

behaftete unendliche Reihe

n=x

(H.) Ay +2 3 (4, cosng; + B, sin ng,)
n=1
=F(a+2n—§)+F(a+O), oder ___F(m,—O)-{;I*’(wim, oder =T @t2m —g)+F(a+0)

sein, je nachdem
g =a, oder a<l g < (a4 2x), oder 9= (¢ 4+ 2x)

ist. IKs hat also die Reile in den beiden Endpuncten des Intervalls ein
und denselben Werth; und zwar ist sie daselbst gleich dem arithmetischen
DMittel derjenigen Werthe, welche die gegebene Function F(q) in den beiden End-
puncten besitat.

Ist die Function F(q) in dem betrachteten Intervall nicht nuwr abtheilungs-
weise stetig, sondern geradezu stetig, so nimmt die Formel (H.) die Gestalt an:
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n=

) F(o)=4do+23 (4,cosng; + B, sinngy), falls a< g < (a+27).
n=1
Man sieht also, dass eine im Intervall a . ... (a + 27) stetige und abthei-

lungsweis’ monotone Function F(¢,) fiir alle der Bedingung a < ¢, < (¢ + 27)
entsprechende Arqumente o, darstellbar ist durch eine mach den Cosinus und
Sinus der Vielfachen des Argumentes fortschreitende Reihe. ‘
Beschréinkt man sich auf ein Intervall, welches nicht = 2, sondern
< 2x, so kann eine solche Entwicklung bei ein und derselben Function in
_ sehr verschiedener Art, jedesmal mit andern Coefficienten bewerkstelligt werden.
Um dies naher darzulegen bringen wir die Formel (H.) auf eine Function
F(p) in Anwendung, welche auf irgend einer Strecke yd des gegebenen Inter-
vall @ ....(a + 2a) identisch mit ¢? sonst aber tberall Null sein soll.

\ 1

o P, A a+2n

y y s &
(1) |

Alsdann ergiebt sich offenbar aus (J.):

n=—x

(@) P =4+ 2> (4, cosng, + B, sinng), falls y <o <3;
n=1
und gleichzeitig ergeben sich alsdann aus (G.) fur 4, B die Werthe:
J '}
: 1 . 1 )
(3) An=ﬂfq73coan)-dtp, B”=ﬂftp3sn‘l’ntp-dlp,
14 Y

also Werthe, die wesentlich abhéingen von der Lage der beiden Puncte p
und d. Erweitern wir nun das Intervall yo nach beiden Seiten hin, und
bezeichnen wir dies erweiterte Intervall mit 4'¢’, so erhalten wir an Stelle
von (2.) eine neue fur das ' < ¢, < d°, um so mehr also auch fir y < ¢, < 0
giiltige Entwicklung, deren Coefficienten von den in (8.) angegebenen sich
dadurch unterscheiden, dass die Integrationsgrenzen nicht durch p, d, sondern
durch y/, ¢ dargestellt sind. Wir sehen somit, dass wir fiir ein und dieselbe
Function (z. B. die Function ¢®) und fiir ein wnd dasselbe Intervall p ... o
unendlich viele von einander verschiedene Entwicklungen erhalten konnen,
falls nur die Lénge dieses Intervalles << 2ax ist.

Beiliiufige Bemerkung., — Es sei a < ¥ < (@ 4 2=x), und es werde das Theorem
(H.) angewendet auf eine Function F(g), welche lings a ...y gleich Eins, und lings
P ....(@+ 2x) gleich Null ist. Alsdann ergiebt sich:

(1.) Ao—}—;}?(“in cos ng; + B, sinng)) =1, oder =14, oder =0,
n=t jenachdem ¢ < ¢ <y, oder @, =y, oder y<g, < (a4 2n).

Fiir den mittleren Fall, d. i. fir @, = p erhilt man also die Formel:
Neumann, Entwicklungen. 7
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n= 3w

2.) Ay + 22 (4, cosny + B, sinny)y=14, wobei a<y<(a+2m).
n=1
Gleichzeitig ergeben sich fiir die Coefficienten A, B aus (G.) die Werthe:

7,

L] . - Ll

1 sinny —sinna 1 . COSNYy — COSNA

= cdp="-""L__""""" B =_— [sinn =(—1) —F————

Ay 2%'/008”(17 do 2w 0 ! 4 27:,]81 gdp=(—1) 27 N !
a

also z. B. 4,= z;—a Durch Substitution dieser Werthe (3.) in (2.) folgt:

—ateS A= a <y < (at2m),

n=1

(4)
also, falls man (y — @ — n) = w setzt:

®=(— 2)}‘5%4'—“’), wo jetzt —n<o<m,

(%) "
n=1
oder, was dasselbe ist:
@ sine sin2w» , sin3e  sindw

(6.) S=—5 —5 = —+—, wo —nwloln;
und dies ist eine bekannte Formel.

Fur den Specialfall ¢ = — x nimmt das VOlheroehende allgemeine
Theorem (H.) folgende Gestalt an:

Theorem. — Ist eine Function F(@) im Intervall — x .. ... % abthei-

lungsweise stetig und abtheilungsweise monoton, so wird die mit dewn

constanten Coefficienten
- +7

1 1 .
K. - 4, = 2n.fF(qp) cosng -dy, B, = ?;J F(p)sinng - do
-7

—n

behaftete unendliche Reihe
L.) A, + 2’§'w(An cosng, + B, sin n:.p,)

-/
n—=1

F(n —0)4 F(—=+0)
2

_Fr—0+F(—=40) oder =F(lpl—0)+F(¢l+O) oder —
= 2 ’ 2 ’ =

sein, je machdem
@ =—m, oder — el g <m, oder @y =m ist.

Dies ist die eigentliche Dirichlet’sche Form des Theorems. Es erscheint
angemessen, dieses Theorem noch auf einige speciellere Fille anzuwenden. —
Ist zunéchst F(g) eine gerade Function, so gehen die Formeln (K.) tiber in:

F 4
An=?2;L/F(zp) cosng-deo, B, =0,

0

Und gleichzeitig bemerkt man, dass die Reihe (L.) bei Zugrundelegung einer
solchen geraden Function F(¢), (um nur einige Fille aufzufiihren),

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Die Fourier'sche Reihenentwicklung, 51

=E‘(+ 0) *)’ oder =F(¢1_0>";‘F(‘PI+O), oder =F(1‘t—0) **)’

wird, je nachdem
¢ =0, oder <<, oder @, == ist.
Beschrankt man sich nun schliesslich auf die eine Hilfte der Function F(¢),

némlich auf den dem Intervall ¢ = 0 ... x entsprechenden Theil derselben,
so gelangt man zu folgenden

Theorem. — Ist eine gegebene Function F(g) im Intervall ¢ = 0 ...«

abtheilungsweise stetig und abtheilungsweise monoton, so wird die mit
den constanten Coefficienten

7
1

M.) An=?fF(q7)COS’ﬂql-dlp
0

behaftete unendliche Reihe:

(N) Ay + gf 4, cosng,
n=1
=FH-0), oder = Flg — 0) -i- Flo+ 0 , oder =DF(@m—0)
sein, je nachdem
¢ =0, oder <<gy<m=, oder ==
est. Die Reihe ist also in den beiden Endpuncten des hier betrachieten In-
tervalls O .. ... x durch diejenigen Werthe dargestellt, mit welchem die Function

F(p) in jenen Endpuncten eintreffen wird, sobald man, von der Mitte des
Intervalls aus, dem einen resp. dem anderen Endpuncte sich ndihert.

Bringt man andererseits den Satz (L.) in Anwendung auf eine ungerade
Function F(g), so gehen die Formeln (K.) tber in:

7
2 .
4,=0, Bn=—2—”fF(q))sman-dqa.
0

Und gleichzeitig sieht man, dass die Reihe (L.), bei Zugrundelegung einer
solchen ungeraden Function F(p),

=0, oder = Figi =0 _; Flo.+0) , oder =0
wird, je nachdem
=0, oder o<y, oder gy =m ist,

Wir gelangen somit, indem wir uns wieder auf die dem Intervall ¢ =0...x
entsprechende Hilfte der Function beschréinken, zu folgendem

*) Denn der aus (L.) fiir ¢, = 0 zun#ichst sich ergebende Werth FL——O)—;&@ reducirt sich
offenbar im gegenwirtigen Fall, wo F'(g) eine gerade Function ist, auf F(+ 0).

#*) Dern der aus (L.) fiir g, =« zunichst sich ergebende Werth Fz—0 +2F(— 7 +0)
reducirt sich, weil F(g) gerade ist, auf I'(x — 0).

7.
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Theorem. — Ist eine gegebene Function F(p) im Intervall ¢ = 0 .... x
abtheilungsweise stetig und abtheilungsweise monoton, so wird die
mit den constanten Coefficienten

A
©.) B, — %fF(q;) sinng - d
0
n—on
(P.) behaftete unendliche Reihe 2 3' B, sinng,
n=1

oder =0

—o, oder ___F(wl—O);FF(%-i-O)’
sein, je nachdem

=0, oder <y <m, oder @=mx
ist. Die Reihe hat also in jedem der beiden Endpumncte des hier betrachteten

Intervalls O .. ... x den Werth Null.

g 6.
Anhang.

Ist ¢, eine gegebene Constante, und F(g) eine Function, die im Intervall
o= (pr— 7). ... (¢ + ) abtheilungsweise monoton und abtheillungsweise
stetig ist, so kann man auf diese Function und auf dieses Intervall das

Theorem (F.) Seite 47 anwenden und erhilt alsdann:
P+
F((PI_O)—FF(%‘FO).
2

) lim, _ o, [ F(@)A, (9 — 9y) dop =
P—

Um die Function I'(¢), unbeschadet der ihr auferlegten Bedingungen, zu

specialisiren, bezeichnen wir irgend einen zwischen ¢, und (¢, + «) gelegenen

(2) @, -[— T @, é Py + (2

Punct mit g, und nehmen an, die Function F(¢) sei im Intervall ¢, .... 8
monoton abnehmend und abtheilungsweise stetig, sonst aber tberall gleich
Null. Alsdann geht die Formel (1.) tiber in:

A
3.) lim,.zw?‘/F(w) A9 —o)do=F(p 4 0).
P
Und diese Formel wird also gelten fiir irgend zwei der Bedingung ¢, << (¢, )
entsprechende Constanten ¢, §, und fiir jedwede Function F(g), die im In-
tervall ¢, ....p monoton abnehmend und abtheilungsweise stetig ist. Ent-
spricht aber F(¢) diesen Anforderungen, so werden offenbar die Producte

_ sing (9 — @) — yntle—9)
flo) =+ Pl Ty gy~ wd 90 =M g)

in denen M den absolut grossten Werth von F(g) vorstellen soll, denselben
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ebenfalls entsprechen*), Wendet man aber jene Formel (3.) auf diese Pro-
ducte f(¢) und g(p) an, und subtrahirt die so entstehenden beiden Gleichungen,
so ergiebt sich:

@) n,n,,_wJF()S"le("%ﬂA@_w,)d(p_ Flo,+0)- W,

wo W den Werth deb Factors E?Z%—L‘) fir ¢ = ¢, + O vorstellt, mithin

= 1 ist. Beachtet man dies, und substituirt man zugleich fur A,(¢p — ¢1)
seine eigentliche Bedeutung (D.) Seite 45, so erhalt man:

und gelangt daher, falls man n —+ % = ¢ setzt, zu folgendem Resultat.
Ist ¢, < B < (¢, + @), so wird fir jede Function F'(p), die im Inter-
vall ¢, ... monoton abnimmt, und abtheilungsweise stetig ist, die Formel gelten:

(7. ]imq '/ F(p)—"— quw dtp = F(g;+0).

Man braucht diese Formel aber nur mit (— 1) zu multipliciven, um zu er-
kennen, dass sie nicht nur fir F(¢), sondern auch fiir die Function (— 1) F(g)
gultig ist, oder, mit anderen Worten, um zu erkennen, dass sie nicht nur
giiltig ist fiir eine monoton abnehmende, sondern auch fiir eine monoton wachsende
Function. Somit konnen wir also folgenden (ftir unsere spiteren Unter-
suchungen wichtigen) Satz notiren:

Satz. — DBezeichnet I'(g) eine Function, die im Intervall ¢ = ¢, ....p
momnoton und abthez’lungsweise stetig ist, so gilt die Formel:

(8) f F o) L2 g F(p, +0), fir 0y <H< (o047
In ganz analoger Welse wird man offenbar zu folgendem Parallelsatz gelangen:
Satz. — Bezeichnet F(q) eine Function, die im Intervall ¢ — « . ... ¢,
monoton und abtheilungsweise stetig ist, so wird:
P,
(©) lim,_, 2 [ Fl) AL 4 — Fig,—0), fir (p—m <<

*) Nach Seite 36 (3.) ist nimlich die Function %ﬁ monoton abnehmend und positiv fiir das In-

tervallz =0... g . Folglich gilt Gleiches von S—l?f(“?;q;q;‘) fir das Intervall ¢ =g, ...(p; 4 =),
2 2P — g,
und um so mehr fiir das Intervall p = ¢, .... . Demgemiiss sind also die Functionen [M -+ F'(p)] und
sing (9 — 90) im Intervall ¢ = ¢, . ... f monoton abnehmend, und positiv. Hieraus aber folgt, dass ihr
1o — o1 &

Product f(9) in jenem Intervall ebenfalls monoton abnimmt. Vgl. den Satz in der Note Seite 56.
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Drittes Capitel.

Die Fourier'sche und Hamilton’sche Integraldarstellung.

Ob eine Function wie z. B. ¢*, welche fiir £ = oo unendlich gross wird,
im Intervall x = 0....o stetig zu nennen sei, dariiber dirften die An-
sichten getheilt sein. Um derartige Unsicherheiten zu beseitigen, werde ich
zunéchst eine (wie mir scheint) sehr einfache und zweckmissige Definition
voranschicken. Sodann werde ich ibergehen zu dem eigentlichen Gegenstande
dieses Capitels, und zwar nicht nur zu den Fourier’schen, sondern auch zu
den allgemeinern Hamilton’schen Integralen.

§ 1.

Definition fiir ein unendliches Intervall.

Von einer Function f(x) soll gesagt werden, dass sie fir das unendliche
Intervall p ....o00 (wo y eine gegebene endliche Constante vorstellt) eine be-
stimmte Eigenschaft A besitze, sobald ihr diese Eigenschaft A anhaftet fiir jed-
weden endlichen Theil jenes Intervalls. Und dieselbe Ausdrucksweise soll
selbstverstindlich auch dann angewendet werden, wenn das gegebene unendliche

Intervall wicht die Form p . ... -+ oo, sondern etwa die Form — oo . ... p, oder
auch die Form — oo. ... - oo besitel.
Demgeméss wird z. B. die Function ¢* fur das Intervall .. .. oo nicht

nur smonoton, sondern auch stetig zu nennen sein; trotzdem, dass sie fiir
x = oo ins Unendliche ansteigt®).

Soll ferner eine Function f(z) im Intervall y . ... oo abtheilungsweise
monoton sein, so muss sie, wie aus der gegebenen Definition folgt, diese
Eigenschaft besitzen fiir jedweden endlichen Theil jenes Intervalls. Deni-
gemiiss wird also z. B. die Function sinz fur das Intervall y.... oo abthei-
lungsweise monoton zu nennen sein; trotzdem, dags die Anzahl ihrer monotonen
Strecken fur dieses Intervall wicht mehr eine endliche ist.

Und in analoger Weise folgt aus unserer Definition, dass eine Function
im Intervall y. ... oo abtheilungsweise stetig sein kann, ohne dass deswegen

*) Wird also von einer Function f(x) gesagt, sie sei im Intervall y .... 00 stetig, so bedarf es
noch eines besonderen Zusatzes, um zu wissen, ob sie endlich bleibt fir x = oo.
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die Anzahl ihrer stetigen Strecken fiir dieses Intervall eine endliche zu sein
brauchte. In der That wird z. B. jene schon frither erw&hnte Function f(z),
welche in denjenigen Punkten, in denen sinz positiv oder Null ist, = 2%
andererseits in denjenigen Puncten, in denen sinx negativ ist, = z* sein
sollte, im Intervall y .. .. oo altheilungsweise stetig zu nennen sein; trotzdem,
dass die Anzahl ihrer stetigen Strecken fur dieses Intervall nicht mehr eine
endliche ist™®).

Analoges wiirde zu bemerken sein bei abtheilungsweise constanten Functionen,
ferner bei abtheilungsweise periodischen Functionen, u. s. f.

§ 2.

Einige Beispiele und Bemerkungen zum Du Bois-Reymond’schen Satz.

Beispiel. — Ist die Function F(z) im Intervall p....d monotorn und
abtheilungsweise stctig, und bezeichnet g eine gegebene Constante, so ist nach
dem Du Bois’schen Satz (Seite 33):

dJ . J
(1) fF(w)sinq:x:-dac=F(y)Jiinqw-dw—|—F(3) singz-dx, wo y < & < &
7 ¢
oder, was dasselbe:

J
(2) fF(w) singz - dax = F(y) L0sqy — 00845 '; cosgé -+ F(9) c0sgé — cos _q cosg9d
7

Hieraus folgt, falls man den absolut grossten Werth von F(z) im Intervall
7 ..., 0 mit M bezeichnet:

)
(Ile) absi/ F(a)singe -dz < abs‘%. )
. Y

In analoger Weise wird man offenbar, falls z, eine beliebig gegebene Con-
stante vorstellt, zu folgender etwas allgemeinern Formel gelangen:
J
(L1B.) absfF(x) sing(z — @) de < abs‘ilq”-
14

Diese Formeln (Ile., B.) werden also gelten, falls nur die Function F(x) im
Intervall p....0 monoton und abtheilungsweise stetig ist, vorausgesetzt,
dass man unter M ihren absolut grissten Werth in jemem Intervall versteht.

*) Wird also von einer Function f(x) gesagt, sie sei im Intervall y.... o0 abthellungsweise
stetig oder abtheilungsweise monoton, so bedarf es noch eines besonderen Zusatzes, um zu erfahren,
ob die Anzahl ihrer stetigen resp. ihrer monotonen Strecken fiir jenes Intervall eine endliche sei.

#*+) Das Zeichen abs ist rechter Hand zuzufiigen, weil (wenn auch M seiner Definition nach
positiv ist), doch die Constante ¢ keiner Beschriinkung unterworfen wurde, also bald positiv bald
negativ sein kann,
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Hieraus folgt beildufig, dass jene in (Ile, B.) angegebenen Inteorrale bei un-
endlich wachsendem ¢ gegen Null convergiren.

Bemerkung. — Die Constanten z,, y, d mdgen der Bedingung entsprechen:
7, < y < d, und die Variable # mag in ihrer Bewegung auf das Intervall
7 . ...0 beschrankt sein; also:
(8 o<y <z < 9.
Nimmt man nun an, dass die Function F(z) im Intervall y . ... 0 monoton

abnehme und abtheilungsweise stetig sei, so gilt Gleiches offenbar auch von den

Functionen:
@) M ad M F)

— y %)

z — 2 T —
vorausgesetzt, dass man unter M wiederum den absolut grossten Werth von
F(x) im Intervalle y....d versteht. Bringt man aber die Formel (IIB.)
auf diese neuen Functionen (4.) in Anwendung, und beachtet man dabei,

dass deren absolut grosste Werthe im Intervall p. . .. 0 dargestellt sind durch
(5.) . y;z-i[:cl und ﬂiﬁ_‘*‘TJ‘@’ [vgl (8.)],
wo ¥ ein positiver dchter Bruch ist, so erhdlt man sofort:

(6.) ab;fx Mx sinq(w—wi)-d:’v < abs ﬁ,
M—l—-F(x) 81

—_ by —- .,

(7.) = sing(x — ) + dx < abs T — a0

v
Hieraus aber ergiebt sich weiter, weil abs (U — V) < abs U + abs V ist,
die Formel:

F 12M
(8.) f (x) smq(x———xl) dx < abs q—(y_—x—,)

Setzt man (— 1) F(.r) = ®(z), so kann man diese Formel (3.) auch so schreiben:
s

[ . 12
(9.) ubsfx —(—m:)c, sing(z — a,) - dz < abs =2

Y

*) Von der Function % wiirde solches im Allgemeinen nicht gelten, sondern nur dann, wenn
— &

man zu den schon gemachten Voraussetzungen noch die hinzufligen wollte, dass F(x) im In-
tervall y.... d dberall positiv sei. Denn es gilt, wie leicht zu tbersehen, folgender Satz: Sind zwer
Functionen f(z) und @ (x) in dem Intervall y....d monoton abnehmend, und sind ausserdem diese
Functionen daselbst twberall positiv, so wird das Product f(x) p(x) i jenem Intervall ebenfalls
monoton abrnehmen. Fir die Giltigkeit dieses Satzes ist aber die Bedingung, dass die beiden
Functionen positiv seien, durchaus nothwendig. Denn es sind z, B. die Functionen (— %) und
(— ") monoton abnehmend fir das ganze Intervall x =_—_00----4 00; und trotzdem ist ihr Pro-
duct 21 nur auf der Strecke — 00 -+--0 im Abnehmen, hingegen lings der Strecke 0----4 0o
im Zunehmen begriffen.
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Die wurspriingliche Function F'(x) war eine von p bis 0 monofon ab-
nehmende; folglich ist die neue Function ®(z) eine von p bis & monoton
wachsende; wiahrend andererseits M nach Belieben als der absolut grosste
Werth von F(x), oder als derjenige von ®(z) bezeichnet werden kann. Wir
sehen somit aus (8.) und (9.), dass ein und dieselbe Formel stattfindet, einerlei
ob die betrachtete Function monoton wdchst oder monoton abnimmi. Und wir
konnen daher, weil wir Functionen, die eine dieser heiden Eigenschaften
haben, kurzweg monoton genannt haben, folgenden Satz aussprechen: Sind
%y, 7y 0, q gegebene Constanten, und beseichnet F(x) eine Function, die im

Intervall y ... .. d monoton und abtheilungsweise stetig ist, so gilt die
Formel :
g
., sing(x — ;) 12M .
Iy) a,bs;/.F(x) ~w—m dz < abs G =z falls oy < y < & 1st,

und falls M den absolut grissten Werth von F(x) im Intervall p....0 be-
zeichnet. Beilaufig sehen wir, dass das vorstehende Integral bei wachsendem

g gegen 0 convergirt. Also: Ist irgend eine Function F(x) im Intervall y....0
monoton und abtheilungsweise stetig, so wird
J
(114.) lim, _,, | F( )S"‘q(“ x"") da =0 sein, falls ©, <y < 8 ist.
g
Y
Zweite Bemerkung. — Die Function F'(x) sei in dem unendlich grossen

Intervall y.... o monofon, tberall endlich™), und abtheilungsweise stetig;
ferner sei ihr absolut grésster Werth in diesem Intervall bezeichnet mit 2",
Alsdann findet nach (IIy.) fur jedwedes d die Formel statt:

smq(x—x,) 12 M . .
abs fF(w) = — &, z < abs PICETAR falls nur oy <y << & ist.

Diese Formel wird also fortbestehen, wenn man das d weiter und weiter,
ins Unendliche wachsen lisst. Somit folgt:

absf F(a) s‘”i(igi') dz < abs —22 | falls 2, < y.
w4y
7

= gy —=zy)’

Und hieraus ergiebt sich sofort, dass das links stehende Integral gegen 0
convergirt, sobald man entweder ¢ oder y ins Unendliche wachsen lasst,
Wir gelangen also zu folgendem Satz: Ist die Function F(x) in dem unend-
lich grossen Intervall y . ...oo monoton, iiberall endlich, und abtheilungs-
weise stetig, so wird erstens

*) Vgl. die Note Seite 51.

Neumann, Entwickiungen, 8
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58 Die Fourier’sche Integraldarstellung,

o

(ITe) tim,_ , [ F(x) i“‘%(”;—xi) dx =0 sein, falls @, <y ist;
- N
Y
und zweitens
aig) lim,_ ,, | F () sing(z — @) dx  stets = 0 sein,
= z — x,

Y
Dritte Bemerkung. — An die letzte Formel (IIZ) schliesst sich un-
mittelbar folgender Satz: Ist eine Function F(x) im Intervall a . . .. oo dberall
endlich und abtheilungsweise stetig, und ist ausserdem dieses Intervall
mit Bezug auf F(x) in eine endliche Anzall monotoner Strecken zerlegbar™),
so wird das Integral

sing (x — ;)

einen bestimmten endlichen Werth haben, wie beschaffen die Constanten
a, q, %, auch inumer sein miogen.

Bezeichnet man némlich die letzte jener monotonen Strecken mit 4 . . . . oo,
denkt man sich ferner einen auxiliaren, auf dieser letzten Strecke beliebig
beweglichen Punct y (also ¢ < 4 < y < ), und zerlegt man endlich das
Integral J (lIy.) in die beiden Theile:

4 @
| g sing(z —x)) * sing(x — @)
J—Jl?(a:) z dac—l—‘//17‘(.13)———“;_391 dx,
a 7

— &y

so subordinirt sich der zweite Theil, weil F(z) auf der Strecke 4....p..... o
monoton ist, dem vorhergehenden Satze (IIf). Somit erkennen wir, dass
dieser zweite Theil (gewissermassen das Restglied des Integrales J) bei un-
endlich wachsendem y gegen O convergirt. W. z. z. w.

§ 3.
Das Fourier’sche einfache Integral mit endlichen Grenzen.

Um auf die schon frither (Seite 8) besprochene Fourier’sche Integral-
darstellung niaher einzugehen, wollen wir zunichst die Grenze untersuchen,
gegen welche das Integral

b
(1) %fF(m ?hﬁ—;‘x') dw
a
bei unendlich wachsendem ¢ convergirt.

*) Selbstverstiindlich soll eine Strecke mit Bezug auf F'(z#) monoton genannt werden, sobald
F(x) langs dieser Strecke monoton ist. Vgl, die zweite Note Seite 27.
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Dabei wollen wir annehmen, dass ¢ < z, < b, und dass F'(x) im Inter-
valle a . ...b abtheilungsweise stetig und abtheilungsweise monoton sei. Alsdann
wird z. B. das réchts von z, liegende Intervall z,....d in eine endliche
Anzahl von Strecken (zy, 7.), (%1, 7o), (72, 73) . . .. (zs_1, 7,) zerlegbar sein, der
Art, dass F'(z) langs jeder solchen Strecke monoton ist*). Zu den so erhaltenen
festen Puncten z,, 75, 73 ...7,_, mag noch hinzugefigt werden ein zwischen
2, und =, liegender auxiliarer Punct g, und zwar in solcher Weise, dass

(2) 7 < B < (@+=)

ist. Ausserdem mogen (der Bequemlichkeit willen) die Puncte g und b eben-
falls mit dem Buchstaben =z, nimlich respective mit z, und z, benannt werden.
Wir haben alsdann folgendes Schema:

a x, B b

3. l | | ' [ -
To T T, T3 Th—1 T

und zugleich die Gewissheit, dass F(r) sowohl auf der Strecke (z,, §), wie
auch auf jedweder Strecke (r;, 7,,,) monoton und abtheilungsweise stetig ist.
Somit ergiebt sich einerseits [mittelst des Satzes Seite 53 (8.)]:

i3
. 1 sing(xz — z,) _ F(zy+0)
1) hmq:z,° ;Q[F(x) F— Yde= '2 , )
und andererseits [mittelst des Satzes Seite 57 (II0.)]:
%1
. 1 sing (x — ;) _
(5.) lim,_ ;—fF(m) Tx,‘ dz=0.

J
Bilden wir nun die Formel (5.) der Reihe nach fiir simmtliche Strecken
(to, 7)) (T15 T2)y« .. (ti_1, 7), und addiren wir all’ diese h-Formeln zu
Formel (4.) hinzu, so ergiebt sich:

b
(6.) i, %fF(x) sing@—a) 5 Fant0),

T — I 2
1

In analoger Weise wird man offenbar fur das links von z, liegende Intervall
a....x [unter Anwendung des Satzes Seite 53 (9.)] die Formel finden:

. 1 sing (& — ;) _ Fa,—0)
(1.) lim,_, an(x) ¢ =7 dz= 5

*) Die endliche Anzahl dieser monotonen Strecken ist hierbei also mit » bezeichnet.
**) Denn der auxiliare Punct § (oder z,) soll eine beliebige Lage zwischen den festen Puncten
2z, und 7, haben, dabei aber der in (2.) genanniten Bedingung: x; < f < (x, 4+ =) unterworfen sein.
8%

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



60 Die Fourier'sche Integraldarstellung.

Schliesslich gelangt man durch Addition von (6.) und (7.) zu folgendem
Resultat:

Theorem. — Sind a, b, z, gegebene Constanten, und bezeichnet F(x) eine
Function, die im Intervall @ ....b abtheilungsweise stetig und abthei-
lungsweise monoton ist, so gilt die Formel:

(A) —JF( 2) S""a’c(”_w ) g F"”f“’)"‘;F(”"FO), falls a < a,<b
ist. — Die rechte Seite dieser Formel geht offenbar in F(x,) ber, sobald die
Function im Puncte x, stetig ist.

Erweitern wir nun das Intervall @ . ... b, indem wir links einen Punct

«, rechts einen Punct g hinzufiigen, und denken wir uns eine Function ¢ (x),

T ; ;
welche auf der Strecke @ ....b0 mit der friiheren Function F(x) identisch,
sonst aber tberall Null sein soll, so wird offenbar ®(z) mit Bezug auf das
ganze Intervall «....p dbtheilungsweise stetig und abtheilungsweise monoton
sein; so dass wir also folgende mit (A.) analoge Formel erhalten:

) lim —Jzn()s‘”(” =) g4 q’(‘”'_")"‘“’(“‘“‘“o’, fir @<z <.

Diese Formel aber kann, weil ®(x) auf der Strecke a ...?b identisch mit
F(x), und sonst tberall gleich Null sein soll, offenbar auch so geschrieben
werden:

@) lim_ _ lJ F(x) sing@ —ay) 4o ¢(x1—0)-!2-¢(x,+0), fir « <a, <B.

1= T — &

Zugleich bemerkt man (immer mit Riicksicht auf die fir ® gegebene Defi-

Fey — 0) + F(x +0)

nition), dass die rechte Seite dieser Formel z. B. = >

. . F(b— . .
fir @« < x, < b; ferner, dass sie = (_b2_0) wird fir x, = b; ferner, dass

sie = 0 wird fir 2, > b; u. s. w. Somit ergiebt sich folgendes allgeneinere
Theorem. — Sind a < b und x, gegebene Constanten, und bezeichnet F(x)

wird

eine Function, die im Intervall a....b abtheilungsweise stetig und ab-
theilungsweise monoton ist, so wird der Ausdruck
b
. 1 y sinq(x — x;)
(B) hmq:w ﬂf (.’l:) ——w——rdx,
a

verschiedenartige Werthe haben, jegnach der Grisse der Constanten x,, ndmlich
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=0, oder = F—@;_—O) , oder = Fl =0 t Fl@+0) , oder = I%—O) , oder =0
sein, je nachdem
< a, oder =a, oder a<lx <b, oder =29, oder xy>0b ist.
DBeispiel. — Nehmen wir an, die Function F'(x) sei im Intervall a.... b
) a=ux =0 1i;

iiberall gleich Eins, und es sei tiberdies ¢ = x; = 0, so erhalten wir aus dem
vorstehenden Theorem die Formel:
b
1 sinqx

) ]imq=m; Tda:={r, wo 0<b;

0

oder, falls wir an Stelle von = eine neue Integrationsvariable y einfithren
mittelst der Substitution y = gx:

b
- 1 [siny _ ) .
(3.) llmq=w;f~y—dy—§, wo 0<b;
0

oder, was dasselbe ist:
o

siny _ T
(4') f y dy— 2a

0

was z. B. in Einklang ist mit einem friher auf Seite 37, (6.) erhaltenen
Resultat.

§ 4.

Das Fourier’sche einfache Integral mit unendlichen Grenzen.

Die Function F(z) sei im Intervall a .. .. oo tberall endlich und abthei-
lungsweise stetig; auch moge dieses Intervall in eine endliche Anzahl monotoner
Strecken zerlegbar sein, und die lefzfe derselben mit 4 ....oco bezeichnet
werden. Stellen wir uns nun die Aufgabe, den Werth des Ausdruckes

(1) =lim, _ /F smi(i x‘x') dz

zu ermitteln, so sind dabei wvier Lagen des Punctes x, zu unterscheiden,
indem derselbe entweder links von a, oder in a, oder zwischen ¢ und A,
oder endlich rechts von A liegen kann. Der bessern Anschauung willen
mogen daher vier Puncte z, gegeben gedacht werden, resp. in der ersten,
zweiten, dritten und vierten Lage. Unsere Aufgabe besteht alsdann darin,
den Werth des Ausdruckes U (1.) fir jedern dieser vier Puncte x, zu finden.
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62 Die Fourier'sche Integraldarstellung.

a A b
(2.) |

@, x, x, x,

Zu diesem Zweck markiren wir einen auxiliaren Punct 0, der rechts von
allen vier Puncten x;, mithin auch rechts vom A4 liegen soll; so dass also
F(x) auf der Strecke b ...oo geradezu monofon ist. Zerlegen wir alsdann
den Ausdruck U (1.) in die beiden Theile:

b o
T 1 sing (x — xy) . 1 sing(x — &)
(3.) U—hmq=w;'j F(ﬁ)x—_xl—d.’l}—l—llmq:m; F(x)—m—dx,
a 4

so wird der zweite Theil [zufolge des Satzes Seite 58 (ILe.)] Nuil sein, wihrend
der erste dem vorhergehenden Satze (B.) sich subordinirt. Folglich wird U
(ebenso wie dieser erste Theil) = O sein fiir den ersten Punct z,; ferner
— 3 F(a + 0) sein fiir den zweiten Punct x,; endlich = % (F(x, — 0) + F(z, +0))
sein fiir den dritten und vierten Punct 2,. Und wir gelangen also zu folgendem

Theorem. — Nimmt man an, die Function F(x) sei im Intervall a .. ..o0
endlich und abtheilungsweise stetig, und es sei ausserdem dieses Intervall
mit Bezug auf F(x) in eine endliche Anzahl monotoner Strecken zerlegbar,
so wird der Ausdruck

(€. lim, _, %fF(x)iini(x_—_xlx'lda:
—0, ot =TOED og FEZOFT+0

sein, je nachdem
o <a, oder o, =a, oder > ist.

Ohne Weiteres erkennt man, dass ein analoger Satz sich wird ableiten
lassen fir ein von a nach der linken Seite hin ins Unendliche laufende In-
tervall, und dass dieser Satz folgendermassen lauten muss:

Theorem. — Neimmit man an, die Function F(x) sei im Intervall — oo .... @
endlich und abtheilungsweise stetig, und es sei ausserdem dieses Intervall
in eine endliche Anzahl monotoner Strecken zerlegbar, so wird der Ausdruck

D) fF smq(x—:]c,) dx

=F(x,—0)+ (g + 0) oder _ F(a—0)
2 1 - 2 ’

oder =0
sein, je nachdem
n<a, oder ry=a, oder xy >a st

Schliesslich gelangt man durch’ Addition der beiden Formeln (C.) und
(D.) zu folgendem
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Theorem. — Nimmt man an, die Function F(x) sei im ganzen Intervall
— 00..... 4 ooendlich und abtheilungsweise stetig, und es sei ausserdem
dieses Intervall in eine endliche Anzahl monotoner Strecken zerlegbar, so

wird der Ausdruck:

-+ @
1 sinq{w—x,)dx

9

-_ 0

unter allen Umstinden
Flz,— 0+ Fla 40
2

sein. D. h. er wird diesen Werth besiteen, welchen Werth die gegelene Con-
stamte x, auch immer haben mag.

§ 5.
Das Fourier’sche Doppel-Integral.
Die in den vorhergehenden Paragraphen betrachteten einfuchen Integrale
sollen hier in Doppel-Integrale umgewandelt werden. — Offenbar ist:
H
(1) Jcosq(x — ) dg=

0
hieraus folgt durch Multiplication mit F(z)dz und Integration:

] g . 5 '
(2. f(J F (&) cosg(x — m,)dq) dax =fF(x) single — @) 5
z —
a i\ a

Sind, wie wir voraussetzen wollen, a, b, q bestimmie endliche Constanten, und
ist F(x) im Intervall o ....b abtheilungsweise stetig, so wird die rechte
Seite der Gleichung (2.) einen bestimmiten endlichen Werth haben; Gleiches
gilt daher auch von der linken Seite. Auch bemerkt man, dass (in Folge
der soeben gemachten Voraussetzungen) auf der linken Seite die Integrations-

folge gefindert werden darf. Somit ergiebt sich, falls man noch mit %
multiplicirt :

i, 2 I )
(3. zij (J F(z) cosq(x — ) dx) dg = %J Pz smi(x‘_;lac,) iz
0 a a

Da wir zu dieser Formel gelangt sind, ohne tiber den Werth der Constanten
g irgend welche Voraussetzung zu machen, so gilt dieselbe fir jedweden
Werth von ¢, wie gross derselbe auch sein mag. Convergirt also die rechte
Seite mit wachsendem ¢ gegen eine bestimmte feste Gremze, so wird die
linke Seite gegen ebendieselle Grenze convergiren. Mit anderen Worten: Die
Formel (3.) wird sofort die neue Formel:

sing(z — x;)
z—z
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3 6
. 1 . 1 i —
4) lim, _, ;'/i(fF(w) cosq(x —xy) dm) dq=lxmq=n ;fF(x)iu—nag—(f—rmdx
0 @ a

nach sich ziehen, sobald sich nur nachweisen lisst, dass die rechte Seite
dieser neuen Formel einen bestimmien endlichen Werth hat. Dies ist aber
zufolge des Satzes (B.) Seite 60 in der That der Fall, sobald wir nur zu
unseren iiber ¢, b und F(x) schon gemachten Voraussetzungen noch die hin-
zufugen, dass F(x) im Intervall a....b abtheilungsweise monoton sein
soll. Somit gelangen wir mittelst des genannten Satzes zu folgendem Resultat:

Theorem, — Sind a < b gegebene endliche Constanten, und Dbezeichnet
F(x) eine Function, die im Intervall o ....b abtheilungsweise stetig und
abtheilungsweise monoton ist, so wird der Ausdruck:

b
(B.) lim_, %f(b/F(x) cosq(x—x,)dx) dq

0

=0, oder = 1;—1(—0%_};0—) , oder = Fa—0 _i_ i +0) , oder = E@ , oder =0
sein, je nachdem
zy<a, oder r=a, oder a<lz<b, oder =", oder xz,>0b fist.

Wir kehren zuriick zn (3.). Diese Formel (3.), welche ohne Zweifel
giiltig ist, sobald die Constanten a, 0, ¢, x, beliebige endliche Werthe haben,
und F(x) im Intervall a . ... b abtheilungsweise stetig ist, wird z. B. in Guiiltig-
keit bleiben, falls die Constante b sich mehr und mehr vergrossert. Und es
wird also diese Formel (3.) die neue Formel:

5
(5.) lim, _ —J <fF (x) cosq(x—w,)dx) dg=lim, _ i F(x) %ﬁ’—)dx,
- %

dl———‘/F squ—x,)dx

z —

nach sich ziehen, sobald sich nur nachweisen liasst, dass die rechte Seite
dieser neuen Formel einen bestimmten endlichen Werth hat. Dies ist aber
zufolge des Satzes (IIy.) Seite 58 in der That der Fall, sobald wir zu der
tiber F'(x) schon gemachten Voraussetzung der abtheilungsweisen Stetigkeit noch
die hinzufigen, dass F(z) im Intervall @ .. ..oco tberall endlich bleibe, und
dass dieses Intervall mit Bezug auf F(x) in eine endliche Anzahl monotoner
Strecken zerlegbar sel.

Dies festgesetzt, gilt sodann die Formel (5.) fur eliebige endliche Werthe
der Constanten a, ¢, x,; und bleibt also giiltig, falls man z. B. ¢ mehr und
mehr wachsen lasst. Demgemiiss wird jene Formel (5.) die newe Formel:
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q b ©
. . 1 * . 1 sing(x — x,)
(6.) lim, _  lim, _ ;'/ (fF(x) cosq(x—xﬁdw) dg=lim _ , —;./.F(w) _3::':1—‘ da
0 a a

nach sich ziehen, sobald sich zeigen lisst, dass die rechte Seite dieser neuen
Formel einen bestimmten endlichen Werth hat. Dies aber ist nach Satz (C.)
Seite 62 in der That der Fall, und zwar auf Grund der bereits gemachten
Voraussetzungen. Somit gelangen wir mittelst des eben genannten Satzes
zu folgendem Resultat:

Theorem. — Ist F(x) im Intervall a . ...o0o0 endlich und abtheilungs-
weise stetig, und ist ferner dieses Intervall mit Bezug auf I(x) in eine
endliche Anzall monotoner Strecken™) zerlegbar, so wird der Ausdruck

q b
(B liquw Hm, _ :‘f(fF(ac) cosq(:c—x,)dw) dg
0 b .

_Fa+0 _F@— 0+ F@+0)
2

oder
2

=0, oder

sein, je nachdem
2 <a, oder r=a oder x> a st

Dabei ist, was den Ausdruck (B".) betrifft, die Aufeinanderfolge der den-
selben erzeugenden Operationen wohl zu beachten. Zuerst ist das Doppel-
Integral zu berechnen (wobei es, wie friher Seite 63 schon bemerkt wurde,
einerlei ist ob man zuerst nach z und sodann nach ¢, oder umgekehrt in-
tegrirt); sodann ist zweitens b = oo, und schliesslich drittens ¢ = oo zu machen.
Wollte man von dieser vorgeschriebenen und in der Schreibweise des Aus-
druckes (B’.) deutlich ausgeprigten Aufeinanderfolge abweichen, so wiirde
man in einen schweren Fehler verfallen, und in der That in vielen Fillen
zu ganz unrichtigen Resultaten gelangen*¥).

#) Diesen Voraussetzungen entspricht z B. die Function F'(x) = Const. Und der Satz muss
also giiltig sein, wenn man statt F(z) eine Constante nimmt,.

**) Wollte man z. B, zuerst b= 0o machen, dann zweitens das Doppel-Integral berechnen, und
sodann drittens ¢ = 0o machen, so wiirde man statt der Formel (B’.) folgende erhalten:

q a0
]imq:m ;J (fF(:c)eosq(w—x,)da: dqg=0, oder =E(a2—+0)’ oder =F(:c,—0)—:§—lf“\a:_‘-{-i)’
a
je nachdem z, < a, oder T=a, oder Tay>a  ist
Dass diese Formel aber total falsch ist, erkennt man sofort durch Anwendung auf den speciellen Fall
F(x) =1. Denn nimmt man an [was mit den in unserm Theorem an F'(x) gestellten Anforderungen
in vollem Einklang steht], dass F'(xz) im Intervalle @ ... 00 tberall = 1 sei, so geht die vorstehende

Formel iiber in:
[ =]

g
. 1
hmq=w;'-/<f00sq(x—w,)dm)dq=0, oder =4, oder =t,
0

“ je nachdem o <a, oder z=a, oder x,>a ist. (Verte.)

Neumann, Entwicklungen. 9
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Doch werden wir aus den weiteren Untersuchungen, und namentlich
aus dem nichstfolgenden Theorem (I'.) erkennen, dass allerdings unter gewissen
Voraussetzungen eine Aenderung in der Aufeinanderfolge jener Operationen
zuléissig ist*). Gleichzeitig werden uns diese weiteren Betrachtungen zu dem
eigentlichen Fourier'schen Doppel-Integral hinleiten.

Bei diesen weiteren Betrachtungen erscheint es zweckmissig, die Vor-
aussetzungen, die wir sonst nach und nach missten einfliessen lassen, gleich
auf einmal anzugeben. Wir lassen einerseits die Voraussetzungen des vor-
hergehenden Theorems (B'.) fortbestehen, nelmen also an, dass
(1) F(x)
wm Intervall . ...co dberall endlich und abtheilungsweise stetig sei,

h

2. ] — - .
() @ A oo

und dass ferner dieses Intervall mit Bezug auf F(x) in eine endliche Anzall
monotoner Strecken zerlegbar sei, deren letzte bezeichnet werden mag mit
A....00. Sodann aber wollen wir zweitens annehmen, dass das Integral

(3.) fF(av) dx

einen bestimmten endlichen Werth habe; was sich z. B. unmittelbar tiber-
tragen wird auf das Integral:

(1) '])F(x) dz.
A4

Da nun die Function F(z) im Intervall 4 .. ..o monoton ist, so wird
die ihr entsprechende Curve von A4 aus enfweder unaufhorlich steigen, oder
unaufhorlich sinken, oder irgend welcher horizontalen (d. i. mit der Abscissen-
axe parallelen) Linie sich asymptotisch n&hern. Der erste von diesen drei
Fallen ist unmoglich, weil sonst der durch das Integral (4.) ausgedriickte

Und in der That ist diese letztere Formel vollig unrichizg. Denn ihre linke Seite hat, ebenso wie das

innere Integral
3 : _ x= o
Jcosq(x —z)de= [w]
a

q r=a

einen ganz unbestimmien Werth; wihrend doch der Werth der rechten Seite ein vollig bestimmter ist.

*) Wiahrend némlich der Ausdruck (B’.) Seite 65 in der Weise entsteht, dass zuerst das Doppel-
Integral berechnet, dann zweitens b = 00, und hierauf drittens ¢ = 0o gemacht wird, entsteht der
Ausdruck () Seite 66 in ganz #hnlicher Weise, jedoch mit dem Unterschiede, dass die beiden ersten
Operationen in ihrer Aufeinanderfolge vertauscht sind.  *
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Flacheninhalt unendlich gross sein miisste, was der Voraussetzung (3.) wider-
spricht. Der zweite Fall ist ebenfalls unméglich, aus demselben Grunde. Und
der dritte Fall ist, weil der Flicheninhalt (4.) einen bestimmten endlichen
‘Werth haben soll, offenbar nur dann moglich, wenn jene horizontale Linie
mit der Abscissenaxe zusammenfillt. Somit sehen wir also, dass die der
Function F(x) entsprechende Curve sich im Intervall 4 .. ... oo der Abscissen-
are asymptotisch ndihern muss. Hieraus folgt erstems, dass

(5.) F(z) auf der Strecke A ....00 constantes Vorzeichen

hat, und zweitens, dass
(6.) lim _  F(x)=0

ist. Ausserdem folgt direct aus der in (3.) gemachten Voraussetzung, dass

) 1imb=wa(ac)dao=0
b

ist, wo der Buchstabe ) zur Bezeichnung eines beliebigen variablen Punctes
dient [vgl. (2.)]. Dies vorausgeschickt gehen wir tiber zur eigentlichen Unter-
suchung.

Sind a, b, q, %, beliebige endliche Constanten, so gilt, zufolge der Vor-
‘aussetzungen (1.), die bereits frither [Seite 63 (3 )] entwickelte Formel:

q 4
(8.) f(JF(x) cosq'x — x,) dx) dq /F( ) — T qu a:,) dz,
0 a

14 V
deren beide Seiten mit U und V bezeichnet werden mogen. Wir ersetzen
nun in diesen Integralen die obere Grenze b durch oo, bezeichnen die so ent-
stehenden neuen Integrale mit U” und V:

g 4
9.) U'='/ (JF((E) cosq(x — xy) dw)dq, =[F( ) BRI — @) smq('v dx,
0 o

und legen uns die Frage vor, ob U’ und 7V’ ebenfalls einander gleich sind.
Dabei ist wohl zu beachten, dass die Formel (8.) giiltig bleibt fir jedes
beliebige b, dass also U und V stets ein und denselben Werth behalten, wie
weit jenes 0 auch anwachsen mag.

Zunichst ergiebt sich aus den Voraussetzungen (1.) mittelst des Satzes
(II5.) Seite 58, dass V’ einen bestimmten endlichen Werth hat. Um nun zu
ermitteln, ob das U’ ebendenselben 'Werth besitzt, haben wir die Differenz
(U'—7V’) zu betrachten. Diese aber kann, weil fur jedwedes endliche b die

Gleichung U =V (8.) stattfindet, auch so geschrieben werden:
9¥*
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68 Die Fourier’sche Integraldarstellung.

(10.) U—V'=U—U)— V=V,
woraus folgt:
(11) abs (U'— V') < abs (U'— U) +abs (V'—7V).

Nach (8.) und (9.) ist aber:

9 b [
(12.) U— U='/ (J F(x) cosq(x — xy) da;) dq, V—V= [F(w) s_lnizc(x—;xl) dx.
. — &
0 b b

Lassen wir nun [vgl. (2.)] das willkiirliche b > 4 und zugleich auch > z,
werden, so wird F(x) im Intervalle b....o0 constantes Vorzeichen haben
[vgl. (5.)]; so dass die Formeln (12.) durch Anwendung des gewdohnlichen
Mittelwerthsatzes [(Ib.), Seite 28] folgende Gestalt erhalten:

(18.) U'—U=f<ﬂqu(x)dx> dq, V— V—— /F z)dzx,
b 5

wo ¥, einen von ¢ abhingenden #fchten Bruch, und @ ebenfalls einen #&chten
Bruch vorstellt. Hieraus folgt weiter:

q ®
(14.) U—-U= (‘/:‘fq dq) (JF(:E) dw) ,
0 b

also schliesslich™®):

(15.) abs(U'— U) < abs (q'j F(x) clw) , abs (V'—V) < 5 ! s abs (fF(x) da,) .
- — VU4
H o

Somit folgt aus (11.)
> : abs;fF(.’c) d.
6

Und hieraus folgt mit Rucksicht auf (7.), dass der Ausdruck abs (U'—7V")
durch Vergrosserung von 0 unter jeden beliebigen Kleinheitsgrad hinabge-
drickt werden kann, dass also zwischen U’ und 7’ kein auch noch so kleiner
Unterschied stattfinden kann.

Nachdem wir in solcher Weise die Gleichung U'= V", d. i. die Gleichung

(17.) —J (fF cosq(x—x,)dx)dq— jﬁ()%;x‘)
- 4

constatirt haben, kénnen wir nun in dieser Gleichung, welche giiltig ist fur
jedes beliebige q, das ¢ weiter und weiter anwachsen lassen. Demgemiss
wird diese Gleichung (17.) die neue Formel

(16.) abs (U'— V") < (b _1 =

*) Da némlich 9, ein (positiver oder negativer) dchter Bruch ist, so wird offenbar das erste der
beiden Integrale in (14.) seinem absoluten Betrage nach < ¢ sein.
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q © ®
. 1 ([ . 1 ', . sing(z—x)
(18) tim, _ ;‘/ (jF(x) cosq (x — x,) da:) dq=11mq:n;jF(x) To— dx
a a

0

nach sich ziehen, sobald sich nur zeigen lisst, dass die rechte Seite dieser
neuen Formel einen bestimmten endlichen Werth hat. Dies aber ist nach
Satz (C.) Seite 62 in der That der Fall, und zwar auf Grund der schon in
(1.) gemachten Voraussetzungen. Wir gelangen daher, mit Riicksicht auf
jenen Satz (C.) zu folgendem

Theorem. — Ist F(x) im Intervall a . ...oo endlich und abtheilungs-
weise stetig, ist ferner dieses Intervall mit Bezug auf f(x) in eine endliche
Anzahl monotoner Strecken zerlegbar, und besitzt ausserdem das Integral

fF(ac) dx einen bestimmten endlichen Werth™), so wird der Ausdruck

b 3
r. 1imq=m ;l‘_-,/ <‘j F(z) cosq(x — xy) dx) dq
0 x£

=0 3 oder = 4F a.;-*_ 0) ] oder = F(xl — 0) —J; F(.’l:1 + 0)
sein, je nachdem
n<a, oder y=a, oder x >a ist.

Ebenso wie dieses Theorem (r.) dem Satze (C.) Seite 62 sich anlehnt,

ebenso wird offenbar dem dortigen Satze (D.) folgendes Theorem (A.) sich
anschliessen:

Theorem. — Ist F(r) im Intervall — co....a endlich und abthei-
lungsweise stetig, ist fermer dieses Intervall mit Dezug auf F(x) in eine
endliche Anzahl monotoner Strecken zerlegbar, und besitzt ausserdem das

Integml.fF(x) dx einen bestimmten endlichen Werth*), so wird der

Ausdruck:

@) limq=w Lﬂf(fF(x) cosq(x — zy) da:) dq
0 —®

=F(x1—0)—i2-14(x.+0)’ oder =F(a2—-_0)_’ oder -0
sein, je nachdem
y<a, oder x,=a, oder x, >a st

Endlich ergiebt sich parallel dem fritheren Satze (E.) Seite 63, oder auch
direct durch Addition der Formelun (r.) und (A.), noch folgendes Theorem.

*) Dieses Theorem ist daher nicht mehr anwendbar auf den Fall ¥ (xz) = Const.
*+) Hier ist dasselbe zu bemerken wie in der vorhergehenden Note,
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70 Die Hamilton'sche Integraldarstellung.

Theorem. — Ist F(x) im Intervall —oo. .. .. + o endlich und ab-
theilungsweise stetig, ist ferner dieses Intervall mit Bezug auf F(x) in
eine endliche Anzahl monotoner Strecken zerlegbar, und besitzt ausserdem

-+
das Inz‘egraJ F(x) dx einen bestimmien endlichen Werth™®), so wird der
Ausdruck o

9, =
(E) liquw%'/ (fF(w) cosq(x—x,)dm) dg
0

unter allen Umstinden
_ @ —0) + F@+0)
2

sein , welcher Werth der Constanten x, auch immer zuertheilt werden mag.
Uebrigens kann man die Formel (E.) auch so schreiben:

Z) limq___wﬁAq cosqz, + B, singw,) dg = Flo—0 -g e +0) ,
0

wo alsdann 4,, B, die Bedeutungen haben:
-+ ® +
1 1 :
Aq=;fF(x)cosqx-dx, Bq=;fF(m)squ-dx.
—® —®

Ist insbesondere F(xz) eine gerade Function, so reduciren sich diese Werthe
der 4, B auf

e
2 *

Aq=;JF(x)cosqw-dx, Bq=0,

0
Und ist andererseits F'(z) ungerade, so erhilt man:
2 [ .
Aq=0 Bq=;‘/F(x) singx - dx.
0
§ 6.

Die Hamilton’sche Integraldarstellung.

Wir wollen uns eine Function 9 (x) denken, welche folgende drei Eigen-
schaften besitzt: FErstens soll dieselbe stets endlich bleiben, und ihr absolut
grosster Werth mag C heissen:

(1) Max abs ¢ ()= C, fir a=—o00:---" + 00,
Zweitens soll ¥ (r) verschwinden fir & = 0; jedoch in solcher Weise, dass
der Quotient w—;ﬁ, sobald man x von einem negativen Werthe aus gegen 0

*) Vgl. die vorhergehende Note.
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wachsen, oder von einem positiven Werthe aus zu 0 abnehmen lisst, jedes-
mal gegen eine bestimmte endliche Grenze convergirt; wobei dahingestellt
bleiben mag, ob diese beiden Grenzen einander gleich sind oder nicht. Hieraus

folgt [mit Riicksicht auf (1.)] sofort, dass der Quotient @ stets endlich
bleibt*); sein absolut grosster Werth mag C’ heissen:

(2‘) Maxabsqi‘;w—)=0', fir x=—00----4 00.

Die dritte Eigenschaft endlich bezieht sich auf das Integral

z

(3) Fx)=Jp(x)de.

)
Wir wollen namlich annehmen, die Gleichung ¥ (x) = K besitze, bei ge-
eigneter Wahl der Constanten K, unendlich viele Wurzeln:

(3_) ....... L_g, Ty, Ty, zy, L5, Lgy vovvoves

die tber das Intervall z = — oo . ...+ oo der Art ausgebreitet sind, dass
auf jedwede Strecke von der Ldnge ¢ mindestens zwei Wurzeln fallen. Dabei

soll ¢ eine bestimmte endliche Constante sein.

Diese drei Eigenschaften besitzt z. B. die Function 9 () = sinz [hier ist ¢ = 2#x%¥)}:
ebenso die Function v () = sin am (x, %), [hier ist ¢ =4K]. Ueberhaupt wird im
Allgemeinen den an ¢ (z) gestellten Anforderungen geniigt werden durch jede beliebige
fiir 2 = O verschwindende periodische Function. Nur muss, falls die Linge ihrer Periode

mit ¢ bezeichnet wird, das Integral.f.w (z) dz == 0 werden, und ausserdem der Werth von
. . ,

w—;@ fir # = -4 0 endlich sein. Aber a,u.ch nichiperiodische Functionen giebt es, welche
den gestellten Anforderungen entsprechen. So kann man z. B. fir ¥(x) die Cylinder-
function J(x), mithin fiir ¢ (2) den Differentialquotienten derselben nehmen.

Ich werde nun zeigen, dass die friher betrachtete mit der Iunction sinus
behaftete Fourier’sche Integralformel [Seite (63)] der Hauptsache nach in Giil-
tigkeit bleibt, wenn man daselbst den sinus durch die Function + ersetzt. Zu
diesem Zweck sind zunichst einige einfache Bemerkungen voranzuschicken.

#) In der That ergiebt sich die Endlichkeit des Quotienten ?—gfl fiie § 0 aus der Voraus-

setzung (1.), und fiir £ = 0 aus der zuletzt gemachten Voraussetzung, dass 1"%, sobald man z von

einem negativen Werthe aus zu 0 wachsen, oder von einem positiven Werthe aus zu 0 abnehmen
lasst, jedesmal gegen eine bestimmte endliche Grenze convergirt.

*¥) Denn sefzt man v (x) =sinx, so wird ¥(x) = 1 — cosx. Macht man also das K=1, so
verwandelt sich die Gleichung ¥ (x) = K in cosz = 0. Und .diese besitzt zwei Wurzeln auf jedweder
Strecke von der Liinge 2.
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Die Hamilton'sche Integraldarstellung.

Erste Bemerkung. — Sind « und g beliebig gegebene Constanten, und
bezeichnet man diejenigen der Wurzeln (3".), welche zwischen « und g ge-
legen sind, mit #,, %, 41y Zogay « o« 2,

#) “£$n<xn+1<mn+2<"‘<%£ﬁy
so werden [nach der bei (3".) gemachten Voraussetzung] die Differenzen
(5. (T, — @), (:c,,_,_l—wn), (xn+2—:cn+1), - (B — ) simmtlich < ¢
sein. Gleichzeitig ergiebt sich:
8 2 z 8
Jrw ae=[v@ az+ [vi0 ax+ [ ax,

wo [vgl. (3.)] das mittlere Integral = ¥'(z,) — ¥(z,), also = K — K =0

ist*). Somit folgt:
B Ln
fw(x)dx=jw(x dw+f (z)dex,

also, mit Ricksicht auf (1.) und (5.):
8

?

(6.) a.bs./w(w) dx < 2¢C, wo « und § ganz beliebig sind,

Zweite Bemer'i(ung. — Ist 0 <« < B, so ergiebt sich mittelst des Du
Bois’schen Mittelwerthsatzes (Seite 33):

8 § g '
JW: :;./w(x)dm+%’]1p(x)dac, wo 0 < « < & < g;

also mittelst der soeben gefundenen Formel (6.):
8

) abs.["’(L;dx < fc&—(’ fir 0<a < B.

Diese Relation wird in Kraft bleiben, falls man das g weiter und weiter
anwachsen lasst; und es wird daher auch folgende Formel stattfinden:

»n

(8.) abs[‘w@ < %', falls 0 < «.

a

Setzt man nun:

0 )
(9.) f‘w:p, and IM=E’
@ x
v

-

und beachtet man, dass die Function # [zufolge (2.)] durchweg endlich

*) Denn es sollen ja die Grosse® (8.), mithin z. B. auch x, und &, Wurzeln der Gleichung
Y(x) = K sein.
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bleibt, so ergiebt sich aus (8.) sofort, dass das Integral E einen bestimmten
endlichen Werth hat. Und Gleiches wird, in analoger Weise, sich zeigen
lassen beim Integrale D. — Beilaufig folgt aus (9.):

o

J__"’("’)d"”=E—f’”‘”)d”, wo 0< a,
X X
0 «

also mit Riicksicht auf (8.):

(10.) '/Wx_;da:=E+~L-jc_C’ wo 0 < e« sein soll,
0
und wo & einen unbekannten (positiven oder negativen) #chten Bruch vor-
stellt.
Dritte Bemerkung. — Die Function @ ist nach (2.) durchweg endlich.

und es unterliegt daher keinem Zweifel, dass das in (7.) betrachtete Integral
auch dann noch endlich bleibt, wenn man seine untere Grenze « zu 0 herab-
sinken lasst. Um naher hierauf einzugehen, betrachten wir das von 0 bis

B erstreckte Integral:

g
/w(x) dx
[ 2 & !

indem wir seine obere Grenze f zuerst von O bis ¢, dann weiter von ¢ bis
oo laufen lassen. Wihrend g von 0 bis ¢ geht, bleibt der Werth dieses In-
tegrals stets zwischen + ¢C’, wie aus (2.) ersichtlich. Lassen wir nun
ferner B tiber ¢ hinaus wachsen, so wird der in solcher Weise hinzutretende

Integraltheil :

X

3

/ v(x)dx
stets zwischen - 4%9 , d. 1. zwischen -+ 4 C bleiben, wie aus (7.) ersichtlich.
Das ganze Integral wird also, falls g von 0 bis ¢, und weiter von ¢ bis oo
geht, stets zwischen den Grenzen + (¢C” + 4C) liegen. Mit anderen Worten:

Es wird die Formel stattfinden:
. 3
abs./‘”(__xx_’d”” < (€C440), fic 0 < B.
(V]

Und hieraus folgt sofort:

A
(11.) abs'/“’(‘”;dm < (2eC+8C), fir 0 < « < B
@
Neumann, Entwicklungen.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



T4 Die Hamilton’sche Integraldarstellung.

Die hauptsichlichsten Formeln, zu denen wir hier gelangt, sind die in
(9.), (10.), ferner in (7.) und (11.). Dieselben lauten, falls wir die Constanten
(4¢C) und (2¢C’+ 8C) kurzweg mit C, und C, bezeichnen, ausserdem aber
den Buchstaben z mit y vertauschen, folgendermassen:

0 @

(1) '/M - », fw(y)dy=E;
y Y
Y :
(IL) JW% = FE+ 870', wo 0 < «, und & ein Hchter Bruch;
0
‘g'
(IL) abs:/w—(?%dy < %‘ wo 0 < & < B
[4
3,
av.) abs.jw—(yg)jﬂ < G, wo 0 < @ < B

Und diese Formeln endlich nehmen, falls man y = gz setzt, wo ¢ eine be-
liebige positive Constante sein soll, ausserdem aber e = ¢qp, und g = ¢d
setzt, folgende Gestalt an:

0 o0
Ta) ﬁ(qw) dz _ p ‘jw(qm)d:czE;
x x
—wy 0
Wl
(1Ta.) JwLx)dx = K+ ?q_cyl_ , wo 0 <y, und & ein #chter Bruch;
’ g
(Illa.) absj’“q“—m < 9 w0 <y < o3
& qy -
iy,
(IVa) absjﬂ(i“j;d‘f < G, wo 0 < 7 < 9.

7
Hier reprasentiren D, E und C,, C, gewisse der Function 9 eigenthiimliche
Constanten; und zwar sind (i, C, (ebenso wie die fritheren Constanten c,
C, ') ihrer Definition nach positiv.
Unsere eigentliche Aufgabe besteht nun in der Untersuchung des Integrals

J Fﬂ%ﬂdf- Nehmen wir zunéchst an, es sei 0 < p < 0, und die Function

F(x) set ém Intervall p...d monoton und abtheilungsweise stetig, so
ergiebt sich durch Anwendung des Du Bois’schen Satzes (Seite 33):

J § J

( :

Jrevan ey (oD de g damds v ooy g < s
7 L4 s

also mittelst der Formel (IIIa.):
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J
abifﬁ(x)«p(qu% < 2MC Lo o<y < ¢

& — ay
k4

falls namlich M den absolut grossten Werth der Function F(x) im Intervall

7 ....0 bezeichnet. Hieraus folgt sofort:
s
(T.) 1imq=wL/F(”’\"";——”)—dﬂf=o, wo 0<y < 9.

Betrachten wir andererseits das Integral zwischen den Grenzen O und b
(0 < b), und nehmen wir wieder an, die Function F(x) sei in diesem Intervall
0...bmonoton und abtheilungsweise stetig, so gilt offenbar Gleiches
auch von der Function f(z) = F(x) — F(0). DBezeichnet also p einen be-
liebigen auxiliaren Punct zwischen 0 und &, so ergeben sich durch Anwen-
dung des Du DBois’schen Satzes die Formeln:

Y
Jf(m‘wqw)d:ﬂ 0 _I_f(,},)'/l_b(q_";)ﬂ, wo 0 < ¢ < 73
§

f(w)w(qx)dx )J qw)dx jw(qx ,ywo y < g < b,
]

Aus diesen Gleichungen aber folgt, falls man den absolut grossten Werth
von f(z) im Intervall O0....0) mit m bezeichnet, und die Formeln (IIla.),
(IVa.) beriicksichtigt, sofort:

4
e (110202 gy,
0

&

f@ygride . mC , mC 2mC;
Addirt man endlich diese beiden Formeln, und substituirt man zugleich fiir
f(x) seine eigentliche Bedeutung: F(z) — F(0), so erhalt man:

(12.) abs

0
Die rechte Seite dieser Formel kann man aber durch Vergrosserung von ¢
unter jeden beliebigen Kleinheitsgrad & hinabdricken, in der Weise, dass
man zunichst ihr zweites Glied, durch Verkleinerung der auxiliaren Grosse
7, unter Y&, sodann aber ihr erstes Glied, durch Vergrésserung von ¢, eben-
falls unter 4¢ hinabdriickt. Auch bemerkt man, dass jene rechfe Seite noch

weiter sich verkleinern wird, falls man nach Ausfiihrung der eben genannten
10*

b
Y F o
L7ta) I(fc)]wq”) W2 < PO G,k [F() — FO)], wo 0 <y < b
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6 Die Hamilton'sche Integraldarstellung.

Proceduren das yp festhilt, hingegen das ¢ noch weiter wachsen lasst. Somit
folgt also aus der vorstehenden Formel:

b
qu:w./'[Fm)—F(oﬁw(qw) 4T _ 0 o 0<bs
0

x

oder, falls man das mit F(0) behaftete Glied auf die rechte Seite wirft:

h b
. F xz)d . d
lxlnqzwfﬂijqii'::ﬁ’(o)-hmq:wfw*(q—?—x, wo 0<b;
0 0

oder, falls man die Formel (Ila.) beriicksichtigt:
b
(13.) 1imq:ijf—x’di”:E.F(0), di =E.F0), wobei 0 <b.
0

Denn es bedarf wobl keiner Erlauterung, dass unser bisheriges F'(0) genauer
mit F(4+ 0) zu bezeichnen ist. A
Ebenso wie diese Formel (13.) sich bezieht auf ein rechis vom Anfangs-
punct gelegenes Intervall 0....b, ebenso wird man offenbar in analoger
Weise und unter analogen Bedingungen fiir ein links vom Anfangspunct ge-

legenes Intervall ¢ .... 0 folgende Formel erhalten:
0

(14.) lhnq:wfwéqﬂdﬁ =DF(—0), wo a<<0.
Schliesslich gelangt man durch Addition der beiden Formeln (13.), (14.) zu
folgendem Satz:

Hat + (x) die auf Seite 70, etc. festgesetzten Ligenschaften, sind ferner a, b
gegebene Constanten, und zwar a << 0 < b, und bezeichnet endlich F(x) eine
Function, die im Intervadl a ....b monoton und abtheilungsweise stetig

ist, so wird:

U) lilnq:w‘fg%{iqw)_d_x=DF(— 0) -+ EF(+0),
wo D und E die in (1) definirten (der Function ¢ eigenthiimlichen) Con-
stanten wvorstellen™).

Diese einfachen Beispiele zeigen bereits - deutlich, dass man bei den
mit der Function v behafteten Integralen zu ganz analogen Resultaten ge-

*) Will man von der Formel (U.) zuriickgelangen zur friiheren Formel (T.), so braucht man nur
zwischen @ und b zwei neue Puncte y, & einzuschalten:

alo<y<<dLb,
und die Function F(x) der Art festzusetzen, dass sie abgesehen von der Strecke (yd) iiberall
verschwindet,
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langt, wie bei den Fourier’schen Integralen. In der That wird man z. B.
[parallel dem friheren Satz (B.) Seite 60] folgendes Theorem aunssprechen kénnen:

Theorem. — Hat 1 (x) die auf Seite 70 ete. festgesetzten Eigenschaften, sind
ferner a < b und x, gegebene Constanten, und bezeichnet F(x) eine Function,
die im Intervall a...b abtheilungsweise stetig und abtheilungsweise
monoton ist, so wird der Ausdruck:

b
V) lim, _, f P PaE =) .

& —
«@

=0, oder =DF(a+0), oder =DF (x,—0)+EF(x,-}0), oder =EF(b—0), oder =0
sein, je nachdem
x<la, oder ©n=a, oder a<x<b, oder xy=D0, oder x, >b ist.
Dabei reprasentiren D und E die in (1) Seite 74 definirten der Function
eigenthiimlichen Constanten.

Endlich tbersiecht man leicht, dass auch folgendes [dem Satze Seite 63
parallel stehendes] Theorem gelten wird:

Theorem. — Hat ) (x) die auf Seite T0 ete. festgesetzten Eigenschaften, ist
ferner die Function F(x) im ganzen Intervall — oo .... -+ oo endlich und
abtheilungsweise stetig, und setet man ausserdem voraus, dass dieses In-
tervall mit Bezug auf I(x) in eine endliche Anzall monotoner Strecken
zerlegbar sei, so wird der Ausdruck

-+ »
. - | Y(qlx — @)
(W.) llmq:ij(x) — 7, dx

unter allen Umstinden (d. i. fiir beliebige Werthe der Constanten z,)
= DF(xy — 0)+ EF(z, + 0)
sein, wo D und E die in (L) Seite 74 definirten Constanten vorstellen.

Diese Theoreme (V.) und (W.) repriasentiren wohl die Hauptresultate
der Hamviltow'schen Theorie. Allerdings ist die Art und Weise, in welcher
wir hier zu diesen Resultaten gelangt sind — Dank dem Du Bois’schen
Mittelwerthsatz — eine unvergleichlich viel einfachere, als der von Hamilton
selber benutzte Weg.

§ 1.

Die neuen Integraleigenschaften der Kreisfunctionen.

‘ Um diese bereits in (A)), (B.), (C) Seite 10, 11 dargelegten Eigen-
schaften in strengerer Weise zu begriinden, gehen wir aus von dem Theorem
(B.) Seite 60. Dieses wird, falls man statt der Grenzen a, b die Grenzen 0, »
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8 Neue Integraleigenschaften der Kreisfunctionen,

nimmt, und gleichzeitig die Buchstaben z und ¢ mit einander vertauscht,
dargestellt sein durch die Formel:

Y
’ . 1 [, . sin{g — q)a
1. lim,_, — |F(g 21 =4/2g
(1) lmx_w”j @ == dg
0
—0, oder =F(—2}—0)’ oder =F(q.—0)—é—F(q:+o)’ oder =F(%O_)’ oder =0,

je nachdem -

q,<<0, oder q,=0, oder o< <y, oder 9 =7, oder ¢, >0,
Dabei ist vorausgesetzt, dass die Function F(g) im Intervall ¢ =0....yp

abtheilungsweise stetig und abtheilungsweise monoton sei.

Wir ersehen hieraus, dass der Ausdruck (1.), abgesehen von einzelnen
Puncten, = F(g,) ist, so lange ¢, im Intervall 0....p liegt, und dass
derselbe andererseits = 0 ist, sobald ¢, ausserhalb dieses Intervalls sich be-
findet. Demgemiiss konnen wir also sagen, der Ausdruck (1.) sei =F(q,)+ O(qy),
oder = O(g,), je nachdem ¢, innerhalb oder ausserhalb des Intervalls 0 ....y
liegt; falls wir nidmlich unter O(g,) eine Function verstehen, die mit Aus-
nahme einzelner Puncte*®) tberall 0 ist.

Bringen wir nun diesen Satz in Anwendung auf zwei Puncte (4 ¢,) und
(— ¢1), von denen der erstere zwischen O ....p, mithin der letztere ausser-
halb 0 ....p liegen soll, so ergeben sich die Formeln:

Y
@) lim, _,, o ch)*—’ﬂtq‘)”dq=F(ql)+0(q,>, wo o < g < v
3.) “_“_,_/ ()sm(qq__il__qq‘) dg=0(—q), woebenfalls 0 < ¢ < 7.

Addiren wir diese beiden Formeln, nachdem wir zuvor die in ihnen ent-
haltenen Sinusfunctionen durch die Integrale

x

sin(q — ¢ J
2 N — feos(g—¢q)x-dx,
= ' @—a

x

in(qq—-l_-,-fn_x =.0/c°s(4+q1)w'd“’

ersetzt haben, so ergiebt sich:
(4) lim,;:w;,g—'/ F(q) - (cosqa)(cosqy) - dwdg=F(g) + 0(q) +O0(=gq), wo 0 < ¢y < 7.

Und ebenso ergiebt sich aus jenen Formeln (2.), (3.) durch Subtraction:

*) Diese einzelnen Puncte sind theils durch die im Intervall 0, ..,y vorhandenen Unstetigkeits-
puncte der Function F'(g), theils durch die beiden Enrdpuncte jenes Intervalls dargestellt.
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z y
() lim,_, %l/‘F(q) - (singa) (singyx)-dzdg=F(q:)+ 0(4) = O0(—q), wo 0 < ¢ < 7.
00

Bezeichnet nun @(g) irgend welche neue Function, die, ebenso wie F(7),
im Intervall ¢ = 0 ....y abtheilungsweise stetig und abtheilungsweise monoton
ist, und multiplicirtt man die Formel (4.) auf beiden Seiten mit @(g,) dqi,
und integrirt sodann nach ¢, zwischen den Grenzen O . ...y, so ergiebt sich
[mit Riicksicht auf die eigenthtimliche Beschaffenheit der Function O] sofort:

z ¥ v Y

. 2 - .

llmxzw;JﬂF(Q) D(qy) « (cosga) (cosgy) - dx dg dq1=jF(ql) ®(q) das;
000 0

oder, was dasselbe ist:

g/ ¥ Y
limx:w‘j {(fF(q)~(cosqx) dq) (L/'P(q,)-(cosqxw) dql>}dx=%JF(qi)¢(ql)dql,
0 0 0

wo nachtriglich der Buchstabe ¢, durch ¢ ersetzt werden kann. Zu einem
ganz analogen Resultat gelangt man offenbar auf Grund der Formel (5.);
und erhilt also folgendes

Theorem. — Ist y eine positive Constante, und sind F(q) und D(q) im
Intervall q = 0 ....y abtheilungsweise stetig und abtheilungsweise
momnoton, so gelten die beiden Formeln:

@« '
(A) J {(Jl“(q)-(cosqw)dq> (L/tﬁ(q)%cosqw) dq)}dx
0 0 ]
“3[ Y {
(B.) / i(jF(q)-(sinqw) dq> <'/ @(g) - (singx) dq)}dx=§j1’(q) P(q)dg.
0 V] 0

0
Dies sind im Wesentlichen die fritheren Tormeln (A.), (B.), Seite 10, 11.
Andererseits ergiebt sich aus dem Satze (1.) fiir den speciellen Fall:
g, = 0, sofort:

I

Y
3 Jraewas,
0

4
. 1 singx _FHo0
0
. x
oder, falls man den Quotienten ~“1* = f (cosqx) dx setzt:
0

z ¥
limx___w'/./F(q)-(cosqx)-dx dq=;F(+ 0).

00
Somit gelangt man zu folgendem
Theorem. — Bezeichnet y eine positive Constante, und F(g) irgend eine
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80 Die Laplace’sche Reihenentwicklung.

Function, die im Intervall ¢ = 0 ....yp abtheilungsweise stetig und ab-
theilungsweise monoton ist, so gilt die Formel:

el

y
((C3)] ‘f (fF(q)-(cos qx) dq) dw=%F(+ 0).
0

0
Und diese Formel also ist es, durch welche die friiher gefundene (unsichere und
aweifelhafte) Formel (C.) Seite 11 ersetzt werden muss.

Bemerkung. — Welche Wichtigkeit die Formeln (A.), (B.), (C.) besitzen,
habe ich gezeigt in einem kleinen Aufsatz tber die Meller’schen Kegel-
functionen, der augenblicklich im Druck begriffen ist in den Mathemat.
Ann. Bd. 18. Auch sind jene Formeln von grossem Nutzen fiur gewisse Unter-
suchungen tiber conforime Abbildung erkannt, worauf ich bei einer spiteren
Gelegenheit naher einzugehen gedenke.

Uebrigens gestatten jene Formeln (A.), (B.), (C) allerhand kleine Ab-
inderungen. Ist z. B. 0 < § < , und nimmt man an, die Function F(g)
sei im Intervall . ...y tberall = 0, so geht die Formel (A.) tiber in folgende:

2 8 ! 8
j <|<'/ F(q)-(cosqx)dq> ( D (q) « (cos g) dq>J dx = ’.;JF(q\(D(q) dq.
0 0 0 0

Viertes Capitel.
Die Laplace’sche, nach Kugelfunctionen fortschreitende Reihenentwicklung.

Ich werde in diesem Capitel der Reihe nach zuerst Functionen von zwei,
und sodann solche von nur einem Argument in Betracht ziehen; und dabei
neben den bertihmten Untersuchungen von Dirichlet namentlich auch einige
neuere Untersuchungen von Du Bois-Reymond und Dini benutzen.

§ 1.

Einige Bigenschaften der Kugelfunctionen.

Es sei n eine positive ganze Zahl, und y = abs (cos®)’. Denkt man
sich diese Gleichung geometrisch dargestellt durch eine Curve iiber der hori-
zontalen w-Aze (indem man die o’s als Abscissen, die #’s als die zugehérigen
Ordinaten betrachtet), so wird offenbar diese Curve in den Puncten @ = 0
und o = x die Hohe 1 erreichen, daswischen aber Uberall von geringerer
Hohe sein. L#sst-man nun die Zahl n weiter und weiter wachsen, so
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Die Laplace'sche Reihenentwicklung, 81

bleiben die Ordinaten der Curve in den genannten beiden Puncten ungedndert
(namlich nach wie vor = 1), wihrend die dazwischen befindlichen Ordinaten
sich mehr und mehr verkleinern. Sind z. B. a, b irgend zwei der Relation
0 < a < b < x entsprechende Constanten, so wird man jene Curve y = abs(cos )"
im Intervall @ ...b durch gehorige Vergrosserung von # beliebig nahe an
die Abscissenaxe heranzudriicken im Stande sein. Mit anderen Worten: Zieht
man oberhalb der Abscissenaxe L eine derselben sehr nahe liegende Parallele
I’, so wird man, wie klein der Abstand zwischen I und L’ auch immer
sein mag, durch gehorige Vergrosserung der Zahl » dafir sorgen konnen,
dass die Curve y = abs (cosw)” auf der Strecke «....0b zwischen L und
L bleilt.

Ganz Analoges gilt, wie wir zeigen werden, auch von der Curve:
y = abs P,(cosw). So z. B. ergiebt sich aus den bekannten Formeln:

(1) P,(cos0)= P, (1)=1 und P,(cosm) =P, (—1)=(—1)",

dass diese Curve, bei variirendem =, zwei feste Durchgangspuncte besitzt,
dass nimlich ihre Ordinaten fir ® = 0 und @ = =z stets = 1 sind. Um
niher auf die Sache einzugehen, benutzen wir die Laplace’sche Integraldar-
stellung [Seite 13 (7e.)]: '

T
1 . ..
(2) P,E(COSW)———;ff"dn, wo f=cosw -} 4 sinw cosy,
0

und die aus dieser fiir reelle @ sich ergebende Formel:

T
(3.) abs P, (cosw) = mod P, (cosw) < %J‘(mod firdng.
0

Hier ist [vgl. (2)]: mod. f = V' (cosw)*+ (sinw cosy)?, oder, ein wenig anders
geschrieben:
(&) mod f=¥1 — (sinw siny)?,
(5. mithin: mod f < 1.
Durch Substitution dieses Werthes (5.) in die Formel (3.) ergiebt sich sofort:
abs P,(cose) < 1. Also:

Erster Satz. — Fiir reclle Werthe von w st stets:

(6.) abs P, (cosm) < 1.

Demgemdss bleibt die Curve y = abs P,(cosw) ihrem ganzen Verlaufe nach
awischen den beiden Parallellinien y = 0 und y = 1. Auch sind die Ordinaten

deeser Curve in den Puncten o = 0 und @ = x stefs = 1, wie solches schon
friither bei Gelegenheit der Formeln (1.) bemerkt wurde.
Neumann, Entwicklungen. 11
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82 Die Laplace’sche Reihenentwicklung.

Unsere weitere Aufgabe besteht nun darin, diese Curve fiir die Strecke

@....b[wo a und b zwei Puncte vorstellen, die innerhalb des Intervalls
a b

1) ——| — —

0 0, T — W, T

0....x beliebig gegeben sind], einer genaueren Untersuchung zu unter-
werfen. Zu diesem Zweck fugen wir [vgl. (7.)] zwei auxiliare Puncte hinzu:
@, und (¥ — @,), von solcher Lage, dass &, zwischen 0 und «, andererseits
(# — @) zwischen b und x sich befindet; und beschrinken sodann die Variable
o auf das Intervall o,....(r — o), was angedeutet werden mag durch
die Formel:

(8.) 0 < w, < o S (r—w) < =.

Neben der auxiliaren Constanten @, fithren wir gleichzeitig noch eine zweite

auxiliare Constante 7, ein, welche der Bedingung entsprechen soll:

(9. 0 < 7 < (m—m) < m,

im Uebrigen aber beliebig gewdhlt, und in Zukunft beliebig geindert werden mag.
Zerlegt man nun das Integral (3.) in die drei Integrale:

o Elet/ ) 7.t
(10.) abs P, (cosw) < %j}modf)" dn + ;1;‘/1(1110(] " dn + %J (mod £)" d,
0 Mo n—n,
ij V W

so ergeben sich fir das erste und dritte Integral, namlich fir U und T,
mittelst der Relation (5.), die Formeln:

1 1
(11.) U <L o o> und W < —n;

T
wiahrend andererseits das zweite Integral V, mittelst der Relation (4.), die
Gestalt annimmt:

T—1,

(12.) V= —;—f(l/l — (sine sim)n dn.

7o
Da in diesem Integral die Integrationsvariable 5 den Spielraum besitzt:
o < < (= ), mithin der Formel entspricht: (siny)® > (sing,)’, und da
andererseits die Variable @ [nach (8.)] den Spielraum o, < & < (r — o) hat,
mithin der Formel (sinw)® > (sine,)’ unterliegt, so ergiebt sich sofort:

1—(sinosing)? < 1— (sinw,sinny)?;

demgemiiss ergiebt sich aus (12.):

7’.”]0
V <« (Vl — (sin e, sinno)?)n- {;‘z—'jdn },

o
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oder, weil der hier in den geschweiften Klammern enthaltene Factor = 1:”% ,

mithin < 1 ist:‘
(13.) V < (VT=Gua, st )"

Durch Substitution der Werthe (11.), (13.) in die Formel (10.) erhdlt man
also:

(14.) abs P, (cosw) <C % n -+ (Vl — (sinw, sin 7;0)2)", fir oy < < (= @g);

wo die auxiliare Constante 7, der Bedingung (9.) unterworfen ist, sonst aber
ad libitum gewahlt werden, also z. B. beliebig klein gemacht werden darf.

Wir koénnen nun durch Vergrosserung der Zahl » die rechie Seite der
Formel (14.) unter einen beliebig gegebenen Kleinheitsgrad ¢ hinabdriicken;
in der Weise, dass wir zunichst ihr erstes Glied durch Verkleinerung der
auxiliaren Constanten #, unter }e, sodann aber ihr zweites Glied durch Ver-
grosserung von # ebenfalls unter 4¢ hinabdriicken. Fiir dieses vergrosserte
n nimmt alsdann jene Formel (14.) die Gestalt an:

(a.) abs P, (cosw) < &, fir o, < o < (z—ap.

Dieses Resultat lasst sich leicht noch weiter vervollstindigen. Lassen wir
ndmlich das 7, ungeéndert, sowie es zuletzt bestimmt war, hingegen das =
noch weiter anwachsen, so wird offenbar das erste Glied der rechten Seite
von (14.) constant bleiben, hingegen das zweite noch weiter sich verkleinern.
Demgeméss konnen wir zur Formel (e.) noch folgende Formeln hinzufiigen:

(8 abs P, 4 q(cosw) < &, fir o < o < (T—a),
(v.) abs Pn+ glcosw) < &, fiir 0, < o S (r — @) ,
etc. ete. ete. ete.

Versteht man also unter & einen Ubeliebig gegebenen Kleinheitsgrad, so kinnen
wir, wie aus den Formeln (e), (8.), (y.), ete. hervorgeht, durch gehirige Ver-
grosserung der Zahl n dafiir sorgen, dass simmtliche Curven
(15.) y = abs P, (cosw), y=absP, , (cosw), y=absP,  ,(cosm), etc. etc.
o Intervall oy . ...(x — &), um so mehr also auch im Intervall a....b
[vgl. (7.)], swischen den beiden Parallellinien y = O und y = & verbleiben. Fir
die spiteren Anwendungen wird es zweckmissig sein, diesem Satz folgende
Form zu geben:

Zweiter Satz. — Sind a, b zwei gegebene, der Bedingung
(16.) t<a<lb<n
entsprechende Constanten, und bezeichnet man den grossten Werth, den der ab-
solute Werth von P,(cosw) im Intervalle @ = a ....b annimmt, mit P:b, 50

komnen durch gehorige Vergrisserung von n simultan simmtliche Grissen
‘ 1*
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(17.) PY, PV, PRy PYLg, ...

unter einen beliebigen Kleinheitsgrad hinabgedriickt werden. — Setzt man end-

lich zur Abkiirzung cose — g, so nimmt dieser Satz folgende Gestalt an:
Andere Form des zweiten Satzes. — Sind «, § zwei gegebene der Bedingung

(18) —1<ae<p<+1

entsprechende Constanten, und bezeichnet man den grissten Werth, den der ab-

solute Detrag von P,(u) im Intervalle y = e ... B annimmit, mit TS, so kinnen

durch Vergrosserung von n simultan simmtliche Grissen

(19.) meg, LRGPP | AP

unter einen beliebigen Kleinheitsgrad linabgedriickt werden.
Aufgabe. Dies vorangeschickt, stellen wir uns nun die Aufgabe, das

Integral 41

(20) J, = / F(w) Pw) du
4 :
néher zu untersuchen, — unter der Voraussetzung, dass die Function
(21.) Fw)
im Intervall w = — 1.... 4+ 1 abtheilungsweise stetig und abtheilungsweise

monoton 1st. — Jenes Intervall — 1.... 4+ 1 wird alsdann in einzelne Strecken
(_ 1: 71)) (717 72)’ (7’2’ 73)’ cr (7q—2’ Vq——l): (7q—17 1) zerlegbar Sein’ der
Art, dass F(u) lings jeder solchen Strecke geradezu stetig und smonoton ist.
Diese Theilpuncte y;, s, ... p,—: sind feste der gegebenen Function eigen-
thiimliche Puncte; auch wird ihre Anzahl (¢ — 1) eine endliche sein®). Zu
diesen festen Puncten mégen noch zwei variable Puncte ¢ und g hinzuge-

fiigt werden, und zwar e« zwischen — 1 und p,, andererseits g zwischen
Vo—1 und 4 1:

o | g
—1 14| Y2 I Yq—1 Tl

Gleichzeitic mag der absolut grosste Werth von P,(u) fur das Intervall
w=c...p [ebenso wie in (19.)] mit T, und der absolut grosste Werth
von F(u) fiur das ganze gegebene Intervall w = — 1...+ 1 mit A be-
zeichnet werden; was angedeutet werden kann durch die Formeln:
firgu=—1---41 soll sein: Max (a,bsF(;L)) =M;

firu= «---f soll sein: Max (abs B, (u)) = TTZ%.

Wir wollen nun das gegebene Integral (20.) in folgende (¢ + 2) Integrale
zerlegen:

(22.)

*) Vergl. die Definitionen Seite 27, 28.
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: 31 ¢ 0 72 ? 1
(23.) JﬁjF(u)P,;(u)d.w -——_Jl +;/ + +f +ﬂ"'/’

N Yg—1

jedes dieser (¢ 4+ 2) Integrale nach dem Du Bois’schen Satz behandeln, und
in solcher Weise schliesslich darthun, dass J, mit wachsendem » gegen eine
bestimmte feste Grenze convergirt.

Bringt man den Du Bois'schen Satz (Seite 33) zuniichst in Anwendung
auf das erste und letzte jener (g 4 2) Integrale, so erhiilt man:

f= F(—1) [P, (6) = Po(— 1)] + F(e) [P, () — P, (8], wo (—1) < &

IA
R

!
~

+1
= F@|[P,(n) —P,(p) 1+ FQ@) [P,(1)—P,(p], wo B

o
IA
]
AN

oder, weil P,(— 1) = (—1)" und P,(1) = 1 ist:

J=(—-1)"+1F(—l)—I-F(a)Pn(a)—l-Pn(é)[F(—l)—F(“)], wo (—1) < & < a;
=1

+1

j= F)y —F@OP@H+P,m[FE —Fn), wo B < g < 1.
K]

Beachtet man nun, was F(e), F(f) und P,(¢), P,(8) betrifft, die Bezeich-
nungen (22.), und beachtet man ferner, dass [nach dem Satze Seite 81] die

absoluten Werthe von P,(£) und P,(y) nothwendig < 1 sind, so ergiebt sich
aus den letzten beiden Formeln sofort:

J= (— )T F(= 1)+ UTF + 0 [F(— 1) — F(a)],

-1
(24.) "

/ - F(1) +8"MTYP4e[F@ — FQ),

wo ¥, 9", ©, ©” unbekannte (positive oder negative) dchte Briiche vorstellen.

Was die tibrigen jener (¢ + 2) Integrale (23.) betrifft, so wird z. B. nach
dem Du Bois’schen Satz:

.Yl
/ — F(&) [Py(8) — P, ()] + Fly) [Palz) — P (8], wo @ < & < 74 ists

und wo die absoluten Werthe der Functionen F und P, [vgl. die in (22.)
eingefiihrte Bezeichnung] durchweg < A resp. < T3 sind. Somit erhalt man:
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f =&, -4MTT%; und in dholicher Weise:

n ?

a

,'!2
/= 8, - A M8
%

8
f =39, aMTIeF,
Yg—1
wo #;, ¥, . .. &, unbekannte achte Briiche vorstellen. Addirt man simmt-
liche Formeln (24.), (25.), so ergiebt sich mit Rucksicht auf (23.) sofort:
@) T, =[FO)+ (="t F(= 1]+ 0 [F(= 1) — F(a)] 4+ 0" [F §) - F(1)]
+ [(+ &)+ 4(8 + B+ - -+ 8))] MTIZ;
oder, was dasselbe ist:
(26.) abs [J,— F(1)+(—1)" F(—1)] < abs [F(—1) —F ()] -f-abs [F(g)—F(1)] + abs [ 4g+42) MTT3] ;
U v
wo iibrigens im Gliede V das Zeichen abs gestrichen werden konnte, weil
g, M und % ihrer Bedeutung nach stets positiv sind.

Diese Formel (26.) entspricht in sehr bequemer Weise unseren eigent-
lichen Zwecken, falls man nur beachtet, dass die auxiliaren Puncte « und
3, abgesehen von den Bedingungen

D < e <y wd oy <f < H,
willkirlich geblieben sind, und ferner beachtet, dass die gegebene Function
F(u) in jedem der beiden Intervalle
(m1) - - yooowmd oy, (+ 1)

stetig ist. In der That kann man mittelst der Formel (26.) die Grosse:
abs [J, — I'(1) 4 (— 1)* F'(— 1)] unter einen beliebig gegebenen Kleinheits-
grad ¢ hinabdriicken; in der Weise, dass man zunichst das Glied U, durch
eine geeignete Verschiebung der auxiliaren Puncte « und g%), unter e,
sodann aber das Glied V, durch Vergrosserung der Zahl n, ebenfalls unter
3¢ hinabdrickt®), Auch bemerkt man, dass jene Glieder U und V unter
+ & bleiben werden, falls man nach Ausfithrung der eben genannten Operationen
das » noch weiter anwachsen lasst™*)., Kurz, die Formel (26.) zeigt in
deutlicher Weise, dass

*) Diese geeignete Verschiebung besteht offenbar darin, dass man o [vgl. das Schema Seite 84]
hinreichend nahe an den Punct (— 1), andererseits § hinreichend nahe an den Punct (4 1) hinanschiebt.

*¥) Dass solches immer miglich ist, ergiebt sich aus dem Satze iiber Tff‘f, Seite 84.
##%) Dies folgt ebenfalls aus dem Satze diber TI%, Seite 84.
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(1) lim, _ , [Tn — F(1) + (= )" F(~1)] =0
ist, und fuhrt also, mit Ricksicht auf (20.), (21.), zu folgendem Resultat:

Dritter Satz.— Bezeichnet F'(u) eine Function, die im Intervallu=—1....41

abtheilungsweise stetig und abtheilungsweise monoton ist, so gilt die

Formel:
-I: 1

(28.) lm,_, [ F) Py)dp= F)+ (— 1" T F(—1).
-
Das vorstehende Integral wird also bei umendlich wachsendem n, je nachdem
man dieses n als gerade oder ungerade betrachtet, im ersteren Fall gegen
F(1) — F(— 1), im letzteren gegen F(1) + F(— 1) convergiren.
Aus (28.) folgt z. B. fur F(u) = 1 die Formel:
+1
umnmfp,;m) dp =14 (— 1"+,
—1

(f' i' limnzm[Pn(l)_Pn(— 1)]=1+(—1)n+1,

_eine Formel, deren Richtigkeit ohne Weiteres aus Seite 81 (1.) ersichtlich ist.

Wichtiger sind andere Beispiele. Bezeichnet némlich « irgend eine der
Bedingung

—1 < a < +1
entsprechende Constante, und denkt man sich die Function F(u) der Art
gegeben, dass sie langs der Strecke w = (— 1) ... tberall = 0 ist, so
erhilt man:
-}:1
(29.) lim, _ o, [ Fp) PL(p) du = F(1).

a

Sind ferner ¢ und b zwei der Bedingung

—1 < a < b < 1
entsprechende Constante, und denkt man sich die Function F'(¢) in solcher
Weise gegeben, dass sie nicht nur lings der Strecke w = (—1)...a,
sondern auch langs der Strecke ¢ = b ... (+ 1) tberall = 0 ist, so erhilt man:

b
(30) tim, _ f F(u) P(u) du = 0.
U. s. w. Wir konnen also mittelst des Satzes (28.) den lim,_ ., auch fiir
solche Integrale bestimmen, deren Integrationsgrenzen « und b beliebig ge-
geben sind; nur durfen ¢ und b niché ausserhalb des Intervallesy = —1.... 4+ 1
gelegen sein.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



88 Die Laplace’sche Reihenentwicklung.

Weitere Betrachtungen iiber denselben Gegenstand. — Die im Vorhergehenden
aufgestellten Sitze sind fiir unsere Zwecke ¢m Allgemeinen ausreichend. Dagegen wird
es fiir gewisse feinere Untersuchungen (zu denen wir im Folgenden unwillkiirlich uns
hingedringt sehen werden) ndthig sein, das so eben behandelte Integral (28.), welches
in zwei von — 1 bis O und von O bis 1 gehende Theile zerlegt werden kann, einer
etwas anderen Behandlungsweise zu unterwerfen. Indem wir zunichst den von O bis 1
gehenden Integraltheil:

1
(31) Y, =fF(.U) P(n)dp
0

ins Auge fassen, wollen wir wiederum annehmen, die Function F'(¢) sei im Intervall
w=0....1 abtheilungsweise stetig und abtheilungsweise monolon. Und zwar migen
ihre monotonen Abtheilungen oder Strecken dargestellt sein durch folgendes Schema:

Al

&~

0
(32) | | | | —| { !
To Ty T2 Th—1

so dass also & die Anzahl dieser Strecken bezeichnet.
Bei Integralen von der Form:

f F(p)P.(u)dp  oder ﬁF(M)—COnSt.] Pl(wdy

wird alsdann der Du Bois’sche Satz (Seite 33) anwendbar sein mit Bezug auf jede
solche monofone Strecke, und ebenso auch mit Bezug auf jeden Thedl einer solchen
Strecke. Sind z. B. %, 4 irgend zwei der Bedingung

(33.) 5 < <1< oy
entsprechende Constanten, so wird nach jenem Satze:
2 & i
'/ [F(u) — Const] P, (u) du = [F(x) — Const] f P/(n) du + [F(1) — Const] / Plw)du,
b % £

= [F(x) — Const] [P, (¢)—P, (»)] + [F (2)—Coust] [P, (1) —P,(§)] ,
wo % < E < 4 ist. Bezeichnet man also die grossten Werthe, welche die Ausdriicke
abs [F( w) — Const] und abs P, (u)

auf der Strecke w = % ... 1 anzunehmen im Stande sind, respective mit
Max,, ; abs [F'(u) — Const] und Max,, ; abs P, (u),

so ergiebt sich sofort:
7
(34.) abJ[F(u) — Const] P(u) du < 4 (Maxﬂ abs [F(u) — Const]) (Maxx2 abs P, (_u)) ;
immer vorausgesetzt, dass die Strecke % ....4 eine monotone Strecke, oder einen Theil
einer solchen vorstellt.
Diese Formel (34) kann leicht verallgemeinert werden. Sind nimlich ¢ und 0
irgend zwei der Bedingung
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(35.) 0y <Lt
entsprechende Constanten, und bezeichnet man die Anzahl derjenigen monotonen
Strecken*), welche ganz oder theilweise im Intervall y ... d enthalten sind, mit g, so

kann man das Integral ,

f[F(y) — Const] P, (u) dp

7
in g Theile zerlegen, und auf jeden solchen Theil die Formel (34.) anwenden. In
solcher Weise ergiebt sich, wie leicht zu iibersehen:

(86.) ast.[F (u) — Const] P (w)dp < 49 (Maxya abs [F(p) — Const]) (Maxr L 8bs P, (y)) ,

7
oder auch, weil offenbar ¢ < h ist [vgl. (32.)]:
J
(37) absj [F (») — Const] P(u) du < 4k (Maxyd abs [F (u) — Const]) (Ma.x,,d abs P, (y)) .
7

Dies vorangeschickt, wenden wir uns zum Integrale Y (31.). Zerlegt man das
gegebene Integrationsintervall 0....1 durch irgend welchen Punct § in zwei Theile:
(38.) 0 < g <1,
so ergiebt sich zunichst:

: :
(39) Y, = [ F) 20 au+ [ F@) Py ds;
0 d

U 14
wo z. B. U, wie ein Blick auf (37.) zeigt, folgender Formel entsprechen wird:

abs U < 4k (Maxo’ ; abs F(y)) <Max0,ﬂ abs P, (y)) .
\

Von den beiden hier auf der rechten Seite stehenden Maximis ist offenbar das erste
< M, und das zweite =TT 7, falls man nimlich unter I den absolut grossten Werth
der Kunction F'(u) fiir das ganze Intervall w=0...1 versteht, andererseits aber
LLIY ® in der frither (Seite 84) festgesetzten Bedeutung benutzt. Also:

(40.) Cabs U < ah MTIYP,

Andererseits ist das Integral ¥V (39.) folgendermassen darstellbar:
1

1
(41) V= F(])(/P,:(y) du +W, wo W’=J[F(y) — F(l)] P (u)du ist;
# 1
und wo also W der aus (37.) entspringenden Formel unterliegt:

abs W < 4k (Maxﬂ, L abs [F(u) — F(l)]) (Maxl,,,’1 abs P, (y)) .

*) Unter den monotonen Strecken sind hier {iberall die in (82.) angegebenen Strecken (z,, ),
(74, T9), etc. ete. zu verstehen.
Neumann, Entwicklungen. 12
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Bezeichnet man von den hier auftretenden beiden Maximis das erste mit D% ypq b
achtet, dass das lefefere = 1 ist (Satz Seite 81), so ergiebt sich:

abs W < 4hDPL.
Mit Riicksicht hierauf gewinnt die Formel (41.) die Gestalt:
(42.) V=F) [P,(1) — P,(B)] + & -40DP?!,

wo & ein unbekannter dchter Bruch, und wo das Product F'(1) P, (8) seinem absoluten
Betrage nach < M ”S[ﬂ ist; wie solches aus der Definition von M und TI2# unmittelbar
ersichtlich, Somit folgt:
(43.) V=FQ)P,(1) + &-4h D> ' 4 5" Y% 8,
wo & ebenfalls ein #chter Bruch ist. Endlich gelangt man durch Substitution der
Werthe (40.), (43.) in die Formel (39.) zu folgendem Resultat:

Vierter Satz. — Ist die Function F(u) im Intervallpu =0 ....1 abtheilungs-
wetse stetig und abtheilungsweise monoton, bezeichnet man ferner die Anzall

threr monotonen Abtheilungen mit b, und ihven absolut grissten Werth fiir u =10....1
mit M, so gilt die Formel:

. 1
(44.) fF(y) Plwydp=FQ)P,(1)+ & -4rDP' 4 0. 40+ 1) MTILE,
0

Hier bezeichnet B eine der Bedingung 0 < i < 1 entsprechende, sonst aber willkiirlich
zu wiihlende Constante; und von dieser Constanten abhéingig sind die Grissen DP' und
T ?.  Erstere bezeichnet nimlich den absolut grissten Werth der Differens [ F(u) — F(1)]
fiir das Intervall w = f....1; und letztere bezeichnet [in vollem Einklang mit unseren
fritheren Festsetzungen, Seite 84] den absolut grissten Werth von P, (u) im Intervall
uw=0....p. ZEndlich sind & und © unbekannte dchte Briiche.

In analoger Weise wird sich offenbar das betrachtete Integral auch dann behandeln
lassen, wenn es nicht von O bis (4- 1), sondern von O bis (— 1) hinerstreckt ist. In
der That gelangt man hierbei, wie leicht zu iibersehen ist, zu folgendem Satz:

Fiinfter Satz. — Ist die Function F(u) im Intervall w =—1....0 abthe:-
lungsweise stetig und abtheilungsweise monoton, bezeichnet man ferner die
Anzahl ihrer monotonen Abtheilungen mit h, und ihren absolut grissten Werth im ganzen
Intervall w = —1....0 mit M, so gilt die Formel*):

—1
(45.) /F(y) Pl dp =F(—1)P,(—1)+8-4rD~ 1“4 0. {4k 4 1) MTI® O,
o

Hier bezeichnet o eine der Bedingung — 1 < a < O entsprechende, sonst aber willkiirlich
zu wiihlende Constante. Ferner reprisentirt D~ “ den absolut grissten Werth der Differenz
[F(y) — F(— 1)] fiir das Infervall y = — 1. ... a; wihrend TTZ’O die friiher (Seite 84)
ein fiir allemal festgesetzte Bedeutung hat. Endlich sind & und © unbekannte dchte Briiche.

#) Hier ist offenbar P, (— 1) = (— 1)", ebenso wie in (44.) das P, (1) =1 ist,
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Dass man, durch geeignete Benutzung der beiden letzten Satze (44.)
und (45.), mit Leichtigkeit zum fritheren Satze (28.) Seite 87 zurtickgelangen
kann, liegt auf der Hand. — Ohne hierauf weiter einzugehen, wollen wir
sogleich zu einem letzten Satze uns hinwenden, der ebenfalls fir die nach-
folgenden Untersuchungen von Gewicht ist. Derselbe lautet:

Sechster Satz. — Dezeichnet n irgend eine der Zahlen O, 1, 2, 3,....,
so gilt stets die Formel:

(46.) Py(w) + 8P (u) +5Py(n) -+ 20+ 1) P (0) = Pr(w) + Py 4 1 (w),

wo die Accente rechts die Differentialquotienten nach w andeuten sollen.
Der Beweis dieses Satzes ergiebt sich leicht mittelst der bekannten
Formel:

(£) e+ P, (w)=P, (0 —Py_,(w). %)
Beachtet man n&mlich, dass P,(¢) = 1, mithin P)(u) = 0 ist, so ergeben
sich aus dieser Formel (f.) fir n =1, 2, 3, . . . . die im nachfolgenden
System in (b.), (¢.), (d.), . . . . aufgefihrten Gleichungen:
(a.) Py(u) = Py(p),
(b.) 3P (u) = Per(!‘) f
(c) 5Py (u) = Py(p) — Py'(u),
) 7TP;(p) = P4'(P) — Py(n),
ete. ete.

Die in (a.) aufgefiihrte erste Gleichung dieses Systems bedarf offenbar keines
weiteren Beweises; denn es ist ja Py(ux) = 1, und P, (u) = u. — Aus diesen
Gleichungen (a.), (b.), (c.), (d.), ... folgt nun aber durch successive Additionen:
(a) Py(u) = Py(p) + P/ (w),
(a)+ (b) Po(p) + 3 Py (p) = P(u) + Py'(n),
(a) 4+ (b) =+ (c) Py(p) + 8 Py(p) 4 5 Py(u) = P(w) 4 Py'(w),
(@) + ()4 () +(d)  Po(w) + 8 Py(u) + 5 Py(p) 4 7 Py(n) = Py'(n) + P{(u),

ete. ete.

und diese Formeln reprisentiren den zu beweisenden Satz.

§ 2.
Ueber die Entwicklung nach Kugelfunctionen.
Auf einer Kugelfliche vom Radius Fins mogen zwei Pole, der Nord-
und Stdpol, festgesetzt, und die Coordinaten eines beliebigen variablen Punctes

mit o, ¢ bezeichnet werden. Und zwar sei @ die sphérische Entfernung des
Punctes vom Nordpol, andererseits ¢ das Azimuth der Meridianebene des

#) Vgl. F. Neumann: Beitrige zur Theorie der Kugelfunctionen (Teubner, 1878) Seite 61, (II.).
12*
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Punctes gegen irgend eine feste Meridianebene®). Ferner sei coseo = u.
Denkt man sich also auf dieser Kugelfliche irgend eine Function
(1) f(p, )  oder  f(cosm, ¢)

ausgebreitet, so wird der Werth dieser Function im Nordpol = f(1, ¢), und
ihr Werth im Sidpol = f(— 1, ¢) sein. Ist die Function im Nordpol stetig,
so wird offenbar f(1, ¢) eine vollig bestimmte, also von ¢ unabhingige
Grosse sein. Analoges gilt fiir den Sudpol.

Beschreibt man ferner um den Nordpol einen Kreis mit dem sphdrischen
Radius @, also einen sogenannten Parallelkreis, so wird das arithmetische
Mittel F' derjenigen Werthe, welche die gegebene Function (1.) ldngs dieses
Parallelkreises besitzt, nur von jenem sphdirischen Radius o abhingen kénnen,
und demgeméss etwa mit F(cosw) oder F(u) zu bezeichnen sein. Repri-
sentirt de das beim Puncte (w, ¢) gelegene Bogenelement des Parallelkreises,
so ist offenbar r

f(cosw, @)dao
F(cosw) = Tu,
beide Integrationen hinerstreckt gedacht iber den ganzen Parallelkreis. Nun
ist der eigentliche Radius dieses Kreises = sin®, mithin do = (sine) dg.
Substituirt man aber diesen Werth fir de¢, hebt sodann durch sinem, und
fiihrt endlich die Integration im Nenner wirklich aus, so erhilt man:

2n

(2a.) F(eosw) = %ff(cosw, 9)doy,
0

oder, was dasselbe ist: o

(2b.) F(u)=ﬁff<.u, 9)dg,

0
Beilaufig sei noch bemerkt, dass der Ausdruck
3. lim,_, F(cosw) = lim”=1 F(u)
zu bezeichnen sein wird als das arithmetische Mittel derjenigen Werthe,
welche die gegebene Function f besitzt lings eines um den Nordpol beschrie-

benen unendlich kleinen Kreises. — — Dies vorangeschickt, gehen wir tiber
zu unserer eigentlichen
Aufgabe. — Nach unseren fritheren, aber sehr wunsicheren Betrachtungen

(Seite 14) ist jede Function f(¢, ¢) entwickelbar nach Kugelfunctionen, nim-

lich in einem beliebigen Puncte (u,, ¢,) darstellbar durch folgende Formel:
41 2z

(4) f(pss tm)=1im,,=w£;f Jf(u, q))(Z(M-f- I)Pn(cosv)) dude,
0

-1 0

#) Selbstverstindlich ist jede solche Meridianebene als eine Halbebene anzusehen.
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wo p den sphirischen Abstand zwischen den Puncten (v, ¢) und (u,, ¢,), d. i
zwischen den Puncten (@, ¢) und (e, ¢,) vorstellt; so dass also

(5.) Cosy == CO8® Cosw; -+ sinw sinw, cos(p — @)

=pum+VT—u2V1— pdcos(p — @)
ist. — Es fragt sich nun, ob und in welchen Fillen jene Formel (4.) wirklich
correct ist. Und zu diesem Zwecke ist das in jener Formel auftretende Integral

+1 27
1

(©.) S, = Mfff(u, @) (2(2%+1)Pn(cosv)> du do
-1 0

0

einer genaueren Untersuchung zu unterwerfen. Um dabei sicher zu sein,
dass dieses Integral sich wirklich ausfithren lisst, wollen wir von vornherein
annelimen, die Kugelfliche kinne durch irgend welche Curven, resp. durch irgend
welches Netz von Curven in eine endliche Anzahl von Theilen zerlegt werden,
der Art, dass die Function
(3.) flu, @)
auf jedem solchen Theil stetig ist*); und ausserdem annehmen, die Biegung
jener Curven sei abitheilungsweise stetig und abtheilungsweise monoton™*).
Dies vorausgeschickt, beginnen wir nun zunéichst mit dem

Specialfall, dass der gegebene Punct (v,, ¢,) oder (,, ¢,) gerade im
Nordpol liegt, dass also @, = 0, mithin g, = 1 ist. Alsdann wird nach (5.)
offenbar: cosy = u; so dass also das zu untersuchende Integral (6.) die Ge-

stalt annimmt:
+1 27

(7.) S, = ;;fjf'(u, ?) (2(2%+ 1) P,,(u)) dudg.
—1 o 0

Hieraus folgt mittelst des Satzes, Seite 91:

41 27

8.) Sn=4';jff(!-‘7 (P)I:P»,,I(M)'l‘-P,:_l,.l(y—)i] de do,
[}

=1

*) Um diesen Begriff der Stetigkesit festzustellen, sei folgendes bemerkt: Sind A, 8B, €, D, ...
diejenigen Theile, in welche die Kugelfliche durch jene Curven resp. durch jenes Curvennetz zerlegt
ist, so kann man fiiglich sprechen von den 2A-Werthen der Function f(g, ¢), ebenso von ihren
B-Werthen u. s w., indem man z B. unter den A-Werthen diejenigen versteht, welche auf dem
Theile % sich vorfinden. Markirt man nun auf U (einerlei ob 4m Inmern oder am Rande von %)
irgend welchen Punct «, so nenne ich die %-Werthe im Puncte e« stetég, sobald ihre Schwankung
innerhalb eines um o beschiriebenen Kreises, durch Verkleinerung dieses Kreises, unter jeden be-
liebigen Kleinheitsgrad hinabgedriickt werden kann. Sind ferner die %-Werthe stetig in jedwedem
Punct o des Gebietes ¥, so sage ich kurzweg, jene Werthe seien auf % tberall stettg, oder noch ein-
facher, die gegebene Function f(u, @) sei auf A tiberall stetig.

#*) Durch diese Bestimmungen wird festgesetzt, dass eine solche Curve weder unendlich viele
Ecken, noch auch unendlich viele Oscillationen besitzen solle.
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also durch Einfithrung der auxiliaren Function F(u), [vgl. 2b.)]:

R +1

(9 8, =14 f F(u) [P,;(m 4+, 1(.:»)] du.

-1
Hieraus aber folgt weiter, falls jene auxiliare Function F(u) im Intervall
w=—1....4 1 abtheilungsweise stetig und abtheilungsweise monoton 1st,
mittelst des Satzes Seite 87:
(10, lim, _ o 8, =4 [F)+ (=" F F(— )]+ 4 [FO) + (— )" TP F(- 1],
oder, was dasselbe:
(11) lim, _, S, = F(1),
oder, noch ein wenig anders geschrieben:
(12.) limn:an=lim#:1F(y);

wo gegenwirtig der Ausdruck rechts [vgl. (3.)] zu bezeichnen sein wird als
das arithmetische Mittel derjenigen Werthe, welche die gegebene Function f(u, ¢)
besitzt limgs eines umendlich kleinen wm den Novdpol beschricbenen Kreises.
Somit gelangen wir zu folgendem Resultat:

Theorem. — Ist auf einer Kugelfliche vom Radius Eins irgend welche
den Voraussetzungen (B.) Seite 93 entsprechende Fumction f(u, @) ausgebreitet,

und setzt man:
41 2n

(Aew) S,,=Zl;'/ ‘jf(u, ) (‘0\, @en41) Pn(y)) dpdg,
=1 9

so wird dieses S, bei wachsendem n gegen eine bestimmie feste Grenze convergiren.
Und zwar ist diese Grenze dargestellt durch das arithmetische MMittel derjenigen
Werthe, welche f(u, o) besitzt lings eines um den Nordpol (w = 1) beschriebenen
unendlich Kleinen Kreises. Will man dieses Theorem inittelst einer Formel aus-
driicken, so hat man [ebenso wie in (2b.)] die Iunction

27

8.) F(u)= 51;'] flu, p)do
o

einzufiilren, und sodann [ebenso wie in (12.)] zu schreiben :
(y.) lim,_ ., S, = lim‘u —1 F(w).

NB. Doch ist dieses Theorem mit voller Sicherheit nur dann anwendbar,
wenn die auxiliare Function
(3. F(p)
am Intervall w = — 1 ...+ 1 abtheilungsweise stetig und abtheilungs-
weise monoton ist™).

*) Man vgl. die beim Uebergange von (9.) zu (10.) gemachte Voraussetzung.
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Allgemeiner Fall. — Statt des speciellen S, (7.) soll jetzt das allgemeine

S, (6.) betrachtet werden. Setzt man wie frither ¢ = cose, und setzt man
tiberdies zur augenblicklichen Abktrzung:

117 S @nd1) P, (cosw) = A, (),
(13.)
e D @n 1) Py (cosy) = A, (),
so wird offenbar: AL A

das specielle S, =f f/\”(m) flu, o) dp do,

mithin:

cl\4§ =

(14)

und das allgemeine S, =f AN fle, 9)de do.
-1 9 .
Wir sehen, dass diese beiden S, schon #usserlich nur wenig von einander

unterschieden sind. Um die Sache noch deutlicher hervortreten zu lassen,
wollen wir fiir den Augenblick uns vorstellen, die Function f(u, ¢) re-
prisentire die Dichtigkeit einer auf der Kugelfliche ausgebreiteten Massen-
belegung. Alsdann reprasentirt offenbar f(u, ¢) du dgp ein Massenelement
(ndmlich diejenige Masse, welche auf dem Ilichenelement du deg vorhanden
ist). Die Integrale S, (14.) reprisentiren also die Summe all’ dieser Massen-
elemente f(u, ¢) du d¢, jedes noch multiplicirt mit dem zugehorigen Werth
von A,(o) oder A,(y). Es unterscheiden sich also die beiden Integrale nur
dadurch von einander, dass im ersten jedes Massenelement multiplicirt ist
mit der Function A,, dieselbe bezogen gedacht auf den sphirischen Abstand
o des Elementes vom Nordpol; wahrend im letztern jedes Massenelement mit
demjenigen Werthe der Function A, multiplicirt sich findet, welchen dieselbe
besitzt fir den sphirischen Abstand y des Elementes vom festen Puncte (u,, q,).
Mit anderen Worten: Jedes der beiden Integrale S, (14.) ist abhingig
von einem gewissen festen Puncte; und der einzige Unterschied zwischen
ihnen besteht darin, dass dieser feste Punct im einen S, die Lage des Nord-
pols, im andern hingegen die Lage (u,, ¢,) besitzt. Blicken wir also zurick
auf den fir das erstere S, erhaltenen Satz (Ae., B., 7.), so erkennen wir
sofort, dass fir das letztere S, folgender analoge Satz gelten muss:
Theorem. — Bezeichnet f(u, ¢) eine auf der Kugelfliche vom Radius
Eins ausgebreitete und den Voraussetzungen (B.) Seite 93 entsprechende Function,
bezeichnet ferner y den sphirischen Abstand des Punctes (u, ¢) von einem ge-

gebenem festen Pumct (w, @), und setzt man:
+1 27

(Ba.) S":iln_f ./f(.u: P) <2(2n+1) P,,(cos‘y)) dudgp,
0
%
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so wird dieses S, bei wachsendem n gegen eine bestimmte feste Grenze convergiren.
Und zwar wird diese Grenze dargestellt sein durch das arithmetische DMittel der-
genigen Werthe, welche f(u, @) besitzt lings cines um den festen Punct (u, @1)
beschriebenen unendlich kleinen Kreises. — Denkt man sich also wm jenen
Punct (wy, @) zundgchst einen endlichen Kreis beschrieben wvom sphirischen
Radius o, setzt man ferner cosg = §, und bezeichnet man endlich das arith-
metische Mittel derjenigen Werthe, welche f(u, ¢) lings dieses Kreises besitat, mit

8.) F(cosg) oder F(§),
so gilt die Formel:
(7)) : lim, __ Sn=limC=1F(§).

NB. Doch ist dieses Theorem mit woller Sicherheit wur dann anwendbar,
wenn die Function

(8. F(g)

im Intervall $= —1.... + 1 abtheilungsweise stetig und abthei-
lungsweise monoton ist.

Ist die gegebene Function f(u, ¢) auf der Kugelfliche tberall stetig, so
wird offenbar das arithmetische Mittel derjenigen Werthe, welche sie langs
eines um den Punct (u,, ¢;) beschriebenen unendlich kleinen Kreises besitzt,
nichts Anderes sein als ihr Werth 4 jenem Puncte, also identisch sein mit
f(ay, @1); so dass also das vorstehende Theorem in diesem Fall die Gestalt
annimmt:

(&) lim, _, 8, =7(a, 91

Dies aber ist die zu priifende Formel Seite 92 (4.), oder mit anderen Worten
diejenige Formel, durch welche die Entwicklung von f(u,, ¢,) nach Kugel-
functionen dargestellt wird. Demgemdss wird man also sagen kinnen, dass
Jene Entwicklung einer gegebenen Function nach Kugelfunctionen im Allge-
meinen convergent und giltig sei, falls nur die Function den Bedingungen (B.)
Seite 93 entspricht. Will man allerdings die hierfiir nothwendigen Bedingungen
nicht ém Allgemeinen, sondern mit wirklicher Genauigkeit haben, so wird noch
hinzuzuftigen sein die oben in (d.) aufgeftihrte Bedingung.

Diese Bedingung (d.) ist offenbar eine sehr ungeschickte und unbequeme.
Denn will man z. B. wissen, ob das Theorem (Be.. 8., 7.) auf eine gegebene
Function f(x, ¢) und einen gegebenen Punct (u,, ¢,) anwendbar sei, so hat
man zunichst die diesem Punct entsprechenden Parallelkreise zu construiren,
fiir diese Parallelkreise die Function F'(§) zu bilden, und endlich zu unter-
suchen, ob diese letztere der Bedingung (d.) entspricht. Doch giebt es
einzelne Fille, in denen man diese Untersuchung leicht durch geometrische
Anschauung absolviren kann.
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Erstes Beispiel. — Auf der Kugelfliiche sei irgend eine Kreisperipherie®)
gegeben, und die Function f(u, ¢) sei innerhalb dieser Peripherie constant,
etwa = C, und ausserhalb derselben = 0. Ferner liege der gegebene Punct
(4, ¢,) auf dieser Peripherie, etwa im Puncte 1 der untenstehenden Figur.
Alsdann sind die arithmetischen Mittel von f(u, ¢) zu untersuchen fir die
mit irgend welchen sphérischen Radien ¢, o', ¢, . . . um jenen Punct 1
oder (u;, ¢,) beschriebenen Parallelkreise; dabei sei insbesondere o’ der Radius
desjenigen Parallelkreises, welcher die gegebene Peripherie gerade beriihit.

Was den in unserer Figur gezeichneten Kreis (g) betrifft, welcher die
gegebene Peripherie in den -

Puncten ¢ und b schneidet, — \
so sind offenbar die Werthe von 1A

flu, ¢) langs dieses Kreises (o)

zwischen @ und b gleich C, und

sonst gleich 0. Demgemass ist

das arithmetische Mittel dieser

Werthe = C,°, wo ¢ den

Winkel (a10) vorstellt. Nach T
unserer in (B.) eingeftihrten Be- 1 /

(¢4

zeichnungsweise ist also
(15.) F=F\c059)=02%. ¢ ?,

Durchmustern wir nun die in Rede stehenden Parallelkreise der Reihe nach,
indem wir zunichst ¢ von O bis ¢° wachsen lassen, so wird offenbar r [vgl.
die Figur] in Destindigem Abnehmen begriffen sein von x bis 0; und Gleiches
also auch gelten von dem arithmetischen Mittel F' (15.). Lassen wir sodann
o weiter wachsen von ¢" bis x, so wird offenbar F' bestindig 0 sein. Die
Function F(cosg) ist also fir ¢ = 0.... 9 im Ubestindigen Abnehmen, und
fir o = ¢". ... in bestindigem Nullsein begriffen. Oder anders ausgedriickt:
Die Function F(f) ist in bestindigem Abmehmen fir E=1....¢, und in
bestindigem Nullsein fur § = §'....(— 1). Wir sehen somit, dass diese
Function F(§) im Intervall {= —1.... 4 1 nicht nur stetig, sondern
auch monoton ist.
In #hnlicher Weise erkennt man leicht, dass die Function F({) far
= — 1....- 1 stetig und abtheilungsweise monoton ist, wenn der Punct

(t;, @) nicht auf, sondern innerhalb oder ausserhalb der gegebenen Peripherie

*) Diese Kreisperipherie wird im Allgemeinen ein sogenannter kleiner Kreis sein; und ihr
Mittelpunct mag eine beliebig gegebene Lage, etwa die Coordinaten (u,, @) besitzen.
Neumann, Entwicklungen. 13

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



98 Die Laplace’sche Reihenentwicklung.

liegt. Demgemiss ist also das allgemeine Theorem (B.) Seite 95 auf den
vorliegenden Fall anwendbar, und zwar fur beliebige Lagen des Punctes (w;, ¢i).
Und man gelangt daher, falls man die Constante C' = 1 macht, zu folgendem
Resultat.

Bezeichnet S denjenigen Theil der Kugelfliche, welcher wmschlossen wird
von einer gegebenen Kreisperipherie, bezeichnet fermer (w, q) einen variablen
Punct der Fliche 5, und p den sphdrischen Abstand dieses Punctes von einem

gegebenen festen Punct (wy, g1), so wird das dber I ausgedehnte Integral:

(18.) Sn=41”~‘f‘£(%'('2n+ I)Pn(cosy)) dudo

mit wachsendem n gegen 0, %, oder 1 convergiven, je nachdem der Punct (4, ¢1)
ausserhald Y, auf der Gremze von 5, oder inmerhalb  liegt.

Zweites Beispiel. — Auf der Kugelfliche mag innerhall der eben be-
trachteten Kreisfliche § eine zweite Kreisfliche § construirt werden (deren
spharischer Mittelpunct im Allgemeinen von dem der Fliche J verschieden
sein soll); ferner mag die ringformige Flache (3J—8&) mit R bezeichnet, und
das tiber R ausgedehnte Integral

=4_1;f m(Z (2n 1) Pn(0057)> du do
0

betrachtet werden; wo y den sphéarischen Abstand des Punctes (u, ¢) von
irgend einem festen Punct (v, ¢,) vorstellen soll.

Offenbar kann man dieses Integral S, als die Differenz zweier Integrale
auffassen, von denen das eine tber &, das andere tber & sich ausdehnt;
und gelangt somit durch Anwendung des Satzes (16.) zu folgendem Resultat:

Bezeichnet R denjenigen ringformigen Theil der Kugelfliche, welcher be-
grenzt ist von wgend zwei einander nicht schneidenden Kreisen, ferner (u, ¢)
einen variablen Punct dieser Fliche R, und p den sphirischen Abstand des
Punctes (w, g) von einem gegebenem festen Punct (uy, ¢,), so wird das ber
R ausgedehnte Integral

(17.) S, ff "(2n 4 1) P (cos;r)) dudo

mit unendlich wachsendem n gegen 0, %, oder 1 convergiren, je nachdem der

Punct (wi, 1) ausserhalb R, auf der Gremze von R, oder inmerhalb R liegt.
Drittes Beispiel. — Auf der Kugelfliche sei ein von drei Kreisbogen®)

begrenztes Dreieck gegeben; und die Function f(g, ¢) sei innerhalb dieses

*) Dabei soll dahingestellt bleiben, ob diese Bogen Theile von grossen oder kleinen Kreisen sind.
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Dreiecks constant, — C, und ausserhalb desselben = 0. Liegt zunichst der
Punct (u,, ¢,) auf der Peripherie des Dreiecks (auf einer Seite oder in einer
Ecke), und beschreibt man um (u,, ¢,) als Mittelpunct irgend welche Kreise,
so kann man leicht, mittelst einfacher geometrischer Betrachtungen, zeigen,
dass die diesen Parallelkreisen entsprechende Function F({) stetig und ab-
theilungsweise monoton, und dass also das allgemeine Theorem (B.) Seite 95
auf diesen Fall anwendbar ist. — Solches aber erkannt, ergiebt sich alsdann,
mittelst der Methode der Superposition®), sofort, dass dieses Theorem auch
dann anwendbar ist, wenn der Punct (u,, ¢,) énnerhalb des gegebenen Drei-
ecks, oder ausserhalb desselben liegt.

Vom Dreieck kann man sodann, wiederum mittelst der Methode der
Superposition, iibergehen zu einem von irgend welchen Kreisbogen begrenzten
Polygon. U. s. w. :

Bemerkung. — Diese Beispiele durften hinreichend darthun, wie wi-
standlich eine strenge Handhabung unseres allgemeinen Theorems (B.) selbst
in einfachen Fallen ist. Es wird daher nicht tiberflissig sein, diesem Theorem
im folgenden § ein anderes zur Seite zu stellen, welches in seiner Anwen-
dung bequemer ist.

Zweite Bemerkung. — Das Integral (17.) gewinnt, falls man die beiden
Begrenzungskreise der Flache R mit zwei (dem Nord- und Siidpol ent-
sprechenden) Parallelkreisen zusammenfallen lisst, die Gestalt:

J 2n
(18.) S,,=ﬁjj (2(‘-’%-1—1)1’,,(0057))!1#63% wo —1yLaL*
0

0

wo P,(cosy) den Werth hat [vgl. (8.) Seite 13]:

P, (cosy) = P,(a) P,(u) + ' e,A,; P, (w) P, () cosjlp — @) .
j=1

Durch Substitution dieses Werthes in (18.), und Ausfiihrung der Integration
nach ¢ ergiebt sich sofort:

J
(19, S,,=-;J (2<2n+1)P"<u>Pn<m> du, wo —1<y<8<1.

*) D. i, mittelst der in vorhergehendem Beispiel benutzten Methode.

*%) Man moge entschuldigen, dass hier ganz voribergehend der Buchstabe y in zwei verschiedenen
Bedeutungen gebraucht ist. Wihrend nidmlich das unier dem Cosinuszeichen stehende y seine gewShn-
liche Bedeutung hat:

cos y = ppy -+ V1— 2 V1 — pg cos (9 — 1),
nimlich den sphirischen Abstand des Punctes (u, ¢) vom Puncte (4, @) vorstellt; — soll anderer-
seits das als untere Integrationsgrenze aufiretende y eine beliebig gegebene Constante repriisentiren,
deren Werth iibrigens zwischen — 1 und - 1 liegend zu denken ist.
13 %
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Und dieses Integral wird also [nach dem Satze (17.)] mit wachsendem #
gegen 0, oder ¥, oder 1 convergiren, je nachdem der Punct (u,, ¢,) ausser-
halb der von den beiden Parallelkreisen y = y und g = d begrenzten Zone
R, oder an der Grenze von R, oder endlich innerhald R liegt.

Sind also y, 0 zwei der Bedingung — 1 < py < 0 < 1 entsprechende Con-
stanten, so wird der Ausdruck

Y- s
(20 lim, _, f ( : 24 lp @ P,,oq)) dp = lim, _, f Aplas or) dp

=0, od);r =1, oder =1, oder 7=
sein, je nachdem
=~ << ym <y, oder py=y, oder y<p <98, oder p=25, oder &yp <1
ist. Dabei soll das in (20.) angewendete A, nur zur Abkiirzung bei weiteren
Betrachtungen dienen.

Dieser Satz (20.) ist wesentlich gebunden an die in ihm erwihnte Be-
dingung: — 1 < y < 0 < 1; z. B. nicht mehr richtig fir y = — 1, oder
fir ¢ = 4+ 1. In der That lehrt ein Blick auf die in (16.) angestellte Be-
trachtung, dass der vorstehende Satz fiir den Fall y = — 1 durch folgenden
zu ersetzen ist.

Bezeichmet & eine der Bedingung — 1 < 0 < 1 entsprechende Constante,
so wird

+ oder =0

3
(21) limﬂ:mj A (u,p)dp= 1, oder =1, oder =0 semn,
Je nachdem - -1 < <98, oder p=20, oder &< < 1 ist.
Die (allerdings nur geringe) Discrepanz zwischen diesen beiden Sitzen
betrifft den Fall, dass die Constante g, gerade gleich der unteren Integrations-
grenze ist. Denn fiur diesen Fall liefert der Satz (21.) den Grenzwerth 1,
wihrend derselbe nach Satz (20.) gleich 4 sein wiirde. — Analog mit (21.)
ergiebt sich [wiederum mit Rucksicht auf (16.)] auch folgender Satz:
Bezeiclmet 0 eine der Bedingung — 1 < 0 < 1 entsprechende Constante,

80 wird :

(22)) limn:w’/ A, (u, up)dp= 0, oder =1, oder =1 sein,

J R
je nachdem —1 < pg << &, oder py=29, oder & <u < 1 ist.

Schliesslich ergiebt sich durch Addition von (21.), (22.) noch folgende Formel:

41

(23.) limn:wj/\,,(u, p)dp=1, fir =1 < p < 15
-1
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die man tbrigens bei Weitem einfacher abzuleiten im Stande ist, indem man
Riicksicht nimmt auof die fir A,(u, w) gegebene Definition [vgl. (20.)]:
1+ Py () Py(u)) 4 3 Py(p) Py(ng) - - - '+(2”+1)Pn(!‘/) P,.(lh).
2
Denn aus dieser Formel folgt durch Integration nach g sofort:

(24-) A" (f"l (“l) =

41
(25.) fl\"(y, py) dp = Py(ug), d. L. =1. W. z. z. w.
-1
Versucht man die verschiedenen Formeln (20.), (21.), (22.), (23.) einigermassen
einheitlich mit einander zu verbinden, so gelangt man zu folgendem Satz.

Theorem. — Sind y, 0 zwer der Bedingung — 1 < p < 8 < 1 entsprechende Con-
stanten, so ist der Ausdruck

J
(26.) lim, _ o f < % Elp,wP, @m) du
7
=0, oder = 4 [resp.=1], oder =1, oder =14 [resp.=1], oder =0,
je nachdem
-1 <y, oder wy=1v, oder y<py<9, oder p =20, oder 8 <py<<1.

Dabei ist alsdann hinsichtlich der in den eckigen Klammern beigefiigten Ausnahmswerthe
z2u bemerken, dass der Ausnahmswerth 1 fiir w, =y nur dann eintritt, wenn y = — 1,
und dass andererseits der fir u, = 0 angegebene Ausnahmswerth 1 nur dann in Kraft
tritt, wenm 0 =1 dst.

Beiliufige Bemerkung. — Man kann die Formel (25.) auch beweisen auf Grund

des bekannten Christoffel'schen Satzes*). Nach diesem ist néimlich die Reihe (24.)
sumntirbar durch den Ausdruck:

+l -Pn+1(."')P7,(!"i)'_Pn<l") Pn+1(l’d)

n
(27, Al m) =" e

Hieraus folgt durch Integration nach g:

+1
(28) St w0 an= 2= 0o Pl + @) Py 0],
=1
also mit Riicksicht auf eine von F. Neumann**) gegebene Formel:
—*: 1
(29.) A, (@, ) dp =1, W. z. z. w.

=1
*) Christoffel: Borchardt’s Journal, Bd, 55, Seite 73.

*t) F. Neumann: Beitrige zur Theorie der Kugelfunctionen (Leipzig, bei Teubner, 1878), Seite
71, Formel (a.).
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§ 3.

Fortsetzung.

Wir wollen hier unsere frithere Aufgabe (Seite 92) zum zweiten Mal
behandeln, nur mit dem Unterschiede, dass wir bei Behandlung des Doppel-
Integrales S, zuerst die Integration nach w, und hierauf erst die nach ¢ aus-
fiihren; wéahrend vorhin die Aufeinanderfolge die umgekehrte war.

Das specielle S, hat nach Seite 93 den Werth:

+1 27

(1) Sn=£—./ff(u, (2(2"+1Pﬁu>dudw,
-1 0

+1 2
1

=4—J jf(u, 0 [2i) + Pl s@)] du o,

oder (was dasselbe) den Werth

2n

(2) S, =4%f{ Jf(#; P(u)dp +ff(u, o) P, (w) d#} do;
0

und hieraus folgt, falls man die beiden in der geschweiften Klammer ent-
haltenen Integrale mit 7, und 7, ,, bezeichnet:

23![
3.) Sn=T17;j iTn—l—Tn_H}dqp,
0

wo also z. B.:

(4) T, =ff(u. 9) P, (u) dp.

g
Nimmt man nun an, dass f(u, ¢) bei festgehaltenem ¢ abtheilungsweise stetig
und abtheilungsweise monoton sei fur das ganze Intervall y = —1...+ 1,
so ergiebt sich mittelst eines friheren Satzes (Seite 87):
(5') lim n—mT —f vq’)+(—1)n+1f(_1’ (P)-

Hieraus folgt durch M‘ultlphcatlon mit d¢ und Integration:

27 21!

(6.) f(hmn )dw thl p)de+{— D" T fl—1, 9)do,
0 0

oder, was dasselbe ist:
27 27 2z
() limn:wf'-",, do =ff(1, Pde+(— 1"t f(—1, 9)dy.
0 ] 0
In analoger Weise wird offenbar:
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27 ¢n 2n
(8) limn:w Tn_|.1dq7= f(l,q:)dcp—{—(— 1)n+2 f(—1,9)do.
Jrer /
Nunmehr folgt aus (7.), (8.) durch Addition und mit Rucksicht auf (3.):
2n
9) 1im,,:wsn=2—’;ff<1, 9 dg,

oder, was dasselbe ist: )
‘7!
(10.) lim, _ o 8, = ;;J <1imM=1f'(u, w)) do,
oder, noch ein wenig anders geschroieben: .
(11.) lim, g S, = lim, _; %‘—ff(y,, 9) de.
0

Substituirt man hier fiir S, seine eigentliche Bedeutung (1.), so gelangt man
zu folgendem Satz:

Theorem. — DBezeichnet f(u, ¢) eine den Voraussetzungen (B.) Seite 93
entsprechende Function, so wird der Ausdruck
+1 27 ”
(A) lim, _ ﬁj Jf(m P) (2 (2n+1) P,Ju)) dudo
. 0
-1 g

gleich sein dem arithmetischen Mittel derjenigen Werthe, welche f(u, ¢) besitzt
langs eines wm den Nordpol (w = 1) beschriebenen unendlich kleinen Kreises.

NB. Dabei wird jedoch wvorausgesetzt, dass die Function f(u, q) abthei-
lungsweise stetig und abtheilungsweise monoton sei lings eines jeden
der vom Nordpol zum Sidpol hinlaufenden Meridiane™).

Dieses Theorem (A.) steht parallel mit unserem fritheren Theorem (A.)
Seite 94, und unterscheidet sich von jenem nur dadurch, dass hier die Vor-
aussetzungen einfacher sind als damals. Denn sie betreffen hier direct die
"gegebene Function f(u, ¢); wihrend sie damals eine gewisse andere, erst
aus f(u, ¢) abzuleitende Function F'(x) betrafen.

In dhnlicher Weise, wie wir damals vom Theorem (A.) zum Theorem
(B.) gelangten, in ganz derselben Weise werden wir offenbar vom Theorem
(A.) hingelangen konnen zu folgendem Theorem (B.):

Theorem. — Bezeichnet f(u, ¢) eine den Voraussetzungen (B.) Seite 93
entsprechende Function, und bezeichnet ausserdem y den sphdrischen Abstand
des variablen Punctes (w, @) von irgend einem festen Punct (w,, ¢,), S0 wird
der Ausdruck

*) In der That haben wir diese Voraussetzung eintreten lassen beim Uebergange von (4.) zu (5.).
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+1 2n

(8) lim, _ . ZIIIJ flu, o) (%’(M%— 1) 1’"(cosy)> dudg
—1 0

gleich sein dem arithmetischen Mittel derjenigen Werthe, welche f(u, @) besitzt
lamgs eines wm den festen Punct (uy, @) beschriebenen unendlich kleinen Kreises.

NB. Dabei wird, falls man den zu (u,, ¢,) diametral gegeniiberliegenden
Punct mit (ug, s) bezeichnet, vorausgesetzt, dass die Function f(u, @) abthei-
lungsweise stetig und abtheilungsweise monoton sei lings eines jeden
der von (w,, @) nach (w,, @;) laufenden Meridiane.

Mangelnde Strenge. — Beim Uebergange von (10.) zu (11.) haben wir ohne
Weiteres behauptet, dass

2n 2.:1
(x) limﬂzlff(y, @) do =./(lim#:1 flu, cp)) do
0 0

sein miisse, — was offenbar doch noch eines Beweises bedarf. — Ebenso haben wir
beim Uebergange von (6.) zu (7.) ohne Weiteres behauptet, dass

2r 27
limn:wand¢ =f<]imn=w Tn) do
0 o

sei, was offenbar ebenfalls zweifelhaft erscheint. Demgemiss kann die mittelst dieses
Ueberganges erhaltene Formel (7.):

27 2‘71 ga “+1
(v.) lim,.=m/Tnd¢ ='/f(1, p)do+ (— 1) T ff(—1,9 dg, wo Tn=ff.u, p) P, (p)de,
:) 0 0 -1

keinen Anspruch auf Zuverldssigkeit erheben.
Wir werden daher im folgenden § diese zweifelhaften Formeln (x.) und (y.) von
Neuem in Untersuchung zu ziehen haben.

§ 4.
Priifung zweier im vorhergehenden § gemachten Schlussfolgerungen.

Um zu zeigen, dass das Theorem (A.), trotz der soeben erhobenen Bedenken,
giiltig ist, werden wir zunichst die jenem Theorem zu Grunde liegenden Voraussetzungen
zu recapituliren, und deren Consequenzen zu entwickeln haben.

Die Voraussetzungen des Theorems (A.) zerfallen in die allgemeinen Voraus-
setzungen (8.), und in gewisse andere speciell den Nordpol der Kugelfliche betreffende
Annahmen. FEs soll namlich erstens die Kugelfliche durch irgend welche Curven resp.
durch irgend welches Netz von Curven in eine endliche Anzahl von Theilen %, B, G,
D, . . . zerlegbar sein, der Art, dass die gegebene Function
(1) flu, 9)
auf jedem solchen Theil stetig ist; auch soll die Biegung jener Curven abtheilungs-
weise stetig und abtheilungsweise monoton sein. Hieraus folgt, im Vorbeigehen
bemerkt, dass der absolut grosste Werth der Function auf der Kugelfliche ein endlicher
sein wird; derselbe mag M heissen, was angedeutet werden mag durch die Formel
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(1a.) M = Max abs f(p, @).
Zweitens soll, was speciell den Nordpol betrifft, die gegebene Function
(2.) fle, 9)

abtheilungsweise stetig und abtheilungsweise monoton sein lings eines jeden
der vom Nordpol zum Siidpol laufenden Meridiane. Liésst man also den Punct (g, ¢)
lings eines gegebenen Meridians ¢ zum Nordpol (u = 1) wandern, so wird die Function
f(x, @) daselbst mit einem bestimmten endlichen Werth eintreffen, der zu bezeichnen
sein wird mit :

(2a.) fQ, ot =lim, _, (s, 9).

Doch kann dieses f(1, @) wverschieden sein fiir verschiedene ¢, d. i. fiir verschiedene
Meridiane; wie solches z. B. der Fall sein wird, wenn der Nordpol (u = 1) auf einer
der bei (1.) erwihnten Unstetigkeitscurven liegt, oder gar in einem Knotenpunct des
von jenen Curven gebildeten Netzes sich befindet. Offenbar wird nimlich das 7(1, ¢)
ebenso viel verschiedene Werthe haben, als Theile %, B, ¢, © ... im Nordpol
zusammenstossen, [vgl. die bei (1.) eingefiihrte Bezeichnung].

Ferner wird man, wie aus der Voraussetzung (2.) folgt, vom Nordpol aus auf
jedem Meridiane ein Aleines Stiick abzuschneiden im Stande sein, der Art, dass f(u, @)
lings dieses Stiickes stetig ist. Ob aber diese im Nordpol den einzelnen Meridianen
entsprechende Stetigkeit fiir alle Meridiane einen gleichmdssigen Charakter hat, erscheint
fraglich. Um n#her hierauf einzugehen, betrachten wir diejenige Strecke eines ge-
gebenen Meridians ¢, welche zwischen dem Nordpol ¢ = 1 und irgend einem Parallel-
kreise 4 = f liegt, und bezeichnen die Schwankung der Function f(u, ¢) fir diese

Meridianstrecke mit DS’ !, Oder genauer ausgedriickt: Wir bezeichnen, falls ¢ und B

gegeben sind, mit Dg’ ! den grossten Werth, welchen der Ausdruck
(3 abs [f(u, ) — (1, 9)]

fiir das gegebene ¢ und fir § <pu <1 anzunehmen im Stande ist; was angedeutet sein
mag durch die Formel:

() Dt =Max, g, abs [f(u, 9) — (1, 9)].

Durch Verkleinerung des Parallelkreises g = f, d. 1. durch ein Anwachsenlassen
seines Parameters 8 gegen 1, wird alsdann die Schwankung D(/;’ Y fir einen gegebenen
Meridian @ unter einen beliebigen Kleinheitsgrad hinabgedriickt werden kénnen; wie
solches unmittelbar folgt aus der Voraussetzung (2.). Ob man aber durch eine solche
Procedur (ndmlich durch ein Anwachsenlassen von f3 gegen 1), jene Schwankung Dg’ !
simultan fir alle Meridiane unter einen gegebenen Kleinheitsgrad hinabzudriicken im
Stande ist, — erscheint fraglich. Ja wir konnen sogar mittelst eines einfachen Bei-
spieles zeigen, dass diese Frage im Allgemeinen verneinend zu beantworten ist.

Es sei z. B. auf der Kugelfliiche eine sphdrische Ellipse gezeichnet, deren Peripherie
den Nordpol berithrt; und die Function f(u, @) der Art gegeben, dass sie innerhalb der
Ellipse iiberall constant, etwa = 100, und ausserhalb derselben iiberall = O ist. Lsst
man nun die um den NOI‘del N(u = 1) beschriebene Kreisperipherie (u = ﬁ) kleiner

Neumann, Entwicklungen. 14
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106 Die Laplace’sche Reihenentwicklung.

und kleiner werden, mithin ihren Parameter 8 mehr und mehr wachsen, so werden,
wie weit man mit dieser Procedur auch fortschreiten mag, immer noch gewisse Radien
NE der Kreisperipherie construirbar sein, welche auf ihrem Wege vom Nordpol zur

Kreisperipherie die Ellipse schneiden, und fiir welche also die Schwankung Dg’ ! gleich
100 ist. — Es diirfte dieses Beispiel beson- 7

ders instructiv sein: KEinerseits nimlich

sehen wir deutlich, dass die in Rede stehende

Schwankung D‘;’ Y fir jedes einzelne g

durch Vergrosserung von f beliebig klein
gemacht werden kann. Andererseits aber
sehen wir, dass diese Schwankung durch
eine solche Procedur simultan fiir alle ¢
niemals unter 100 hinabgedriickt werden N
kann. — — Um nun weiterhin einiger-
massen planmissig zu verfahren, ist die

Unterscheidung mehrerer Fiille er-
forderlich, je nachdem der Nordpol énnerhalb eines der Theile %, B, €, D, . .., oder
auf der Grenze von zwel solchen Theilen, oder endlich im Zusammenstosspunct mehrerer
solcher Theile gelegen ist.

I. Fall: Der Nordpol liegt innerhalb U; ist also ringsum vom Rande des
Theiles %A durch irgend welche (wenn auch noch so kleine) Zwischenriume getrennt.
Alsdann wird die Function f(u, @), weil sie auf 9 stetig ist [Voraussetzung (1.)], diese
Eigenschaft besitzen fiir jedweden énnern Punct dieses Gebietes 2, also z. B. auch fiir

den Nordpol. Und es wird also die mit DZ’ ! bezeichnete Schwankung, durch ge-

hérige Vergrosserung von B, simultan fiir alle Azimuthe @ unter einen beliebig gegebenen
Kleinheitsgrad hinabgedriickt werden kdnnen *).

II. Fall: Der Nordpol N liegt auf der Grenzcurve zweier Flichentheile W und
B; und zwar mag er (der grosseren Allgemeinheit willen) in einem Eckpunct dieser
Grenzcurve gelegen, und die Curve selber mit ¢N¢' bezeichnet sein (vgl. die Figur).

Es seien Na und Na’ die Tangenten der Curve im Puncte N; ferner seien Nsb
und Ns'b" zwei Secanten, welche gegen jene Tangenten unter beliebig kleinen Winkeln
¢ und ¢’ geneigt sind. Durch diese von N ausgehenden Linien Na, Na', Nsb, Ns'b’
(welche simmtlich als grosste Kreise d. i. als Meridiane zu denken sind) wird alsdann
der den Nordpol N umgebende Raum zerlegt in vier Sectoren: A4, B und ¢, ¢’. Die
beiden letztern sollen diejenigen sein, welche den schon genannten sehr kleinen Winkeln
6 und ¢ entsprechen. Und von den beiden alsdann noch tibrig bleibenden Sectoren
soll der zu U gehorige mit 4, der zu P gehodrige mit B bezeichnet sein.

Beschreibt man nun um den Nordpol N(u = 1) eine beliebige (in der Figur nicht

gezeichnete) Kreisperipherie (4 = ), so kann offenbar die Schwankung D’;’l durch

Vergrosserung von f simultan fir alle Meridiane ¢ des Sectors A unter einen beliebigen
Kleinheitsgrad hinabgedriickt werden; — denn die Function f(g, @) ist ja auf 9, mithin

*) Vgl, die erste Note Seite 93.
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auch auf A4 sfetig [Voraussetzung (1.)]. Analoges gilt fiir die Meridiane des Sectors B;
und folglich auch fiir die Gesammtheit aller theils 2u A theils su B gehorigen Meridiane.

Um die Hauptsache hervorzuheben: Sind zwei positive Grossen ¢ und ¢’ von
beliebiger Kleinheit gegeben, so lassen sich von der Umgebung des Nordpoles N stets
zwel Sectoren mit den Winkeln ¢ und
¢’ absondern, der Art, dass die Schwan-

kung DZ’ ! duréh Vergrosserung von f3,

[24

simultan fir alle nach Absonderung jener
Sectoren noch ibrig bleibenden Meridiane
unter einen beliebigen Kleinheitsgrad hin-
abgedriickt werden kann.

II1. Fqall: Der Nordpol ist ein Zu-
sammenstosspunct von 3 Theilen A, B, €,
oder von 4 Theilen A, B, €, D, u. s. w.
In diesem Fall wird offenbar ganz Ana-
loges zu bemerken sein, wie im vorher-
gehenden Fall, nur mit dem Unterschiede,
dass die Anzahl der abzuscheidenden
kleinen Sectoren eine grdssere ist, nim-
lich eben so gross sein wird, wie die An-
zahl jener im Nordpol zusammenstossenden
Flichentheile. — Jetzt endlich konnen
wir iibergehen zu unseren eigentlichen
Aufgaben.

Erstens: Strengere Ableitung der
Formel (x.) Seite 104. Beschreibt man
um den Nordpol (u==1) eine kleine
Kreisperipherie (@ = B), und bedient man sich der Bezeichnung (4.):

(5.) Max, _ 5 { abs [fle, @) —FQ, 9)] = Dg: Y
so gilt fir alle dem Intervall 8. ... 1 angehorigen Werthe von y die Formel
(6.) abs [f(u, @) —F(L, 9] < DY fir § < p < 1.
Und hieraus folgt durch Integration™):
27 2n
) abJ[f(#, p) — (1, qz)] do < ng’ lde, fir g < p < 1.

Q

0
Entspricht nun die Function f(x, ¢) im Nordpol dem I. Full (Seite 106), so kann die
Schwankung Dz’ ! durch Vergrosserung von B simultan fiir simmtliche Meridiane ¢

unter einen beliebigen Kleinheitsgrad & hinabgedriickt, mithin die rechte Seite der
Formel (7.), und folglich auch ihre linke Seite < 2w& gemacht werden,

Wir sehen also: Die linke Seite der Formel (7.) ist eine Function von g; und
diese Function kann dadurch, dass man g in das Intervall § < u <1 einschliesst, und

*) Und mit Riicksicht darauf, dass abs (x4 v 4 - - ) stets < (abs u) 4 (abs v) - - - . ist.
14%
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sodann # gegen 1 anwachsen ldsst, unter jeden beliebigen Kleinheitsgrad hinabgedriickt
werden. Somit folgt:

2n
(8) i abs f [ 1w, ) 100, )| 4o =0,
oder, was dasselbe: ’
27
(9) limy:J[f@": o) — f(1, q’)] dp=0,
0

oder, noch ein wenig anders geschrieben:

2n 2n
(10.) lim‘uzl/‘/‘(l"’ 9)do =ff(1, p)dg.
0 0

Dies aber ist [weil wir unter f(1, @) den lim,—; f(u, @) verstanden haben; vgl. (2a.)]
die zu beweisende Formel (x.).

Wir nehmen jetzt andererseits an, die Function f(u, @) entspreche im Nordpol
(u = 1) dem II. Fall (Seite 106). Gleichzeitig bezeichnen wir die Gesammtheit der
beiden abzuscheidenden Sectoren (¢ und 6¢’) mit S, und die Gesammtheit der alsdann
noch iibrig bleibenden Sectoren (4 und B) mit BE; so dass also S die Winkelsumme
(6 + ¢), und R die Winkelsumme (27 — 6 — ¢") besitzt. Dies festgesetzt, ergiebt
sich aus (6.) durch Multiplication mit de und Integration iiber B die Formel:

(11, o [ [f o) = f0, 0| ap < [ Ditas, w8 <0 <1
R R

Um ferner eine brauchbare Formel fiir S zu erhalten, bemerken wir, dass [nach (la.)]
ganz allgemein

(12) abs [f(u, 9) —F(1, ¢)] < 2M
ist. Hieraus folgt durch Multiplication mit d¢ und Integration iiber S sofort:
(13.) abSI[f(u, p) — (1, tp)] do < 2M fdep =2M(s+ ).

s s

Und die nunmehr durch Addition von (11.) und (13.) sich ergebende Formel:

27

1) as f [ w93 = 10, )| 20 < (/;Dg"dqa)+(2M(a+o’)), fir <o <1,
0

entspricht unseren Zwecken.

In der That kann die rechte Seite der Formel (14.) unter einen beliebigen Klein-
heitsgrad ¢ hinabgedriickt werden; in der Weise, dass man zunichst das zweite Glied
dieser rechten Seite durch Verkleinerung der Winkel ¢ und ¢’ unter }é&, sodann aber
das erste Glied derselben durch Vergrosserung von B ebenfalls unter {e& hinabdriickt.
Da nun die rechie Seite kleiner als & gemacht werden kann, so gilt solches um so
mehr auch von der linken Seite. Wir sehen also: Die linke Seite ist eine Function
von w; und diese Function kann dadurch, dass man g in das Intervall 8 <u <1 ein-
schliesst, und sodann das 8 gegen 1 wachsen lisst, unter einen beliebigen Kleinheits-
grad hinabgedriickt werden. Somit folgt:
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2n

(15.) lim, _, abSJ [f(u, ) —F{, tp)} dep =0,
0

oder, was dasselbe ist [vgl. den Uebergang von (8.) zu (10.)]:

2n 2n
16.) lim, _ ff(u, lp)dtp=ff(1, pldy.
0 0

Dies aber ist die zu beweisende Formel (x.).

Dass man zu demselben Resultat auch im III. Fall (Seite 107) gelangen wird,
bedarf keiner weiteren Ausfithrung. Die in Rede stehende
(17.) Formel (x.) Seite 104
ist also giilty, sobald nur die Function f(u, @) den Voraussetzungen des Theorems (A.),
[d. i. den Voraussetzungen (1.), (2.) Seite 104] entspricht.

Zweitens: Strengere Ableitung der Formel (y.) Seite 104. Wir zerlegen das
dortige T, in zwei Theile:

0 1
(18) N LG L OIS EX TS
-1 0
Uﬂ Vﬂ
und untersuchen zunichst das Integral V,. — Bei festgehaltenem ¢ repriisentirt (¢, @)
eine Function von g, welche im Intervall y = —1.... -4 1 abtheilungsweise stetig
und abtheilungsweise monoton ist [Voraussetzung (2.)]. Bezeichnet also A, die Anzahl
derjenigen monotonen Strecken, in welche das genannte Intervall y = —1....41

mit Bezug auf diese Function zerlegbar ist, ferner M, ihren absolut grossten Werth
in jenem Intervall, so ergiebt sich mittelst des Satzes Seite 90 die Formel:

(19.) abs [V, — 71, @)] < 4h, D' 4 (4hy, + 1) M, TI 2.

Dabei bezeichnet § eine der Bedingung O < 8 < 1 entsprechende, sonst aber willkiirlich
zu wihlende Constante; so dass also, geometrisch betrachtet, unter (w = ) ein beliebiger
Parallelkreis der nordlichen Halbkugel zu verstehen ist. Die Formel (19.) kann, falls
man die Maximalwerthe der den einzelnen Meridianen ¢ entsprechenden Grossen Iy
und MM, respective mit 7 und M bezeichnet, auch so geschrieben werden:

(20.) abs [V, — (1, )] < 4th;’; L (ah 4 1) TS 8

wo offenbar I/ nichts Anderes ist als der absolut grosste Werth von f(u, @) auf der
ganzen Kugelfliche [ebenso wie frither in (1a.)].

Da die Grosse Dg’ ! [definirt in (4.) Seite 105] nothwendig < 2 M, und da anderer-
seits die Grosse TT:’L’ # [definirt auf Seite 84] nothwendig < 1 ist, so folgt aus (20.) sofort:
21.) abs [V, — f(1, )] < 8AM A4 (4h+1) M= (12h+ 1) M.

Um nun in unserer Untersuchung weiter zu gehen, haben wir, was die Beschaffen-
heit der Function f(u, @) im Nordpol (w = 1) betrifft, wiederum der Reihe nach die
Falle I, I1., ITI. Seite 106, 107 in Betracht zu ziehen. Doch wollen wir, weil der Fall

I. zu einfach ist, sogleich mit dem II. Fall beginnen. — DBezeichnet man die abzu-
scheidenden Sectoren [von der Winkelsumme (¢ 4 ¢°)] mit S, und die alsdann noch
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iibrig bleibenden Sectoren [von der Winkelsumme (2% — ¢ — 6")] mit R, und integrirt

man nun die Formeln (20.) und (21.), nachdem sie zuvor mit d¢ multiplicirt worden,
sind, respective iiber B und S, so erhilt man:

(22) o f [V, — 101, 9] a0 < 4thf;'1d<p+(4h+1) ume f*quz,
R — R R
(28.) abs‘/‘l_Vn — f(1, qa)] de < (12h 4 I)de(p;
Su — o S
und hieraus durch Addition¥):
an

(24.) a,bs'f\:Vn— f, (p):l do < ((Sh-{— 2) w MTT® f’) + (4thDf; 1 dzp)—|—((12h+1)M(a+c’))~
0

Diese Formel entspricht unseren Zwecken. In der That kann die rechfe Seite
derselben unter jeden beliebigen Kleinheitsgrad & hinabgedriickt werden; in der Weise,
dass man zunichst das dritfe Glied dieser rechten Seite durch Verkleinerung der Winkel
¢ und ¢’ unter }¢&, sodann das zweife Glied durch Vergrosserung von f ebenfalls unter
e, und schliesslich das erste Glied durch Vergrésserung von n gleichfalls unter e
hinabdriickt. Lisst man alsdann nachtriiglich das » noch weiter wachsen, so bleiben
das zweite und dritte Glied ungeindert, wihrend das erste noch weiter sich verkleinert. —
Somit folgt also aus unserer Formel (24.), dass die linke Seite derselben nicht nur
durch Vergrosserung von n unter einen beliebig gegebenen Kleinheitsgrad hinabgedriickt
werden kann, sondern auch, dass sie, falls man alsdann das » noch weiter wachsen
ldsst, noch weiter sich verkleinern wird, Also ist:

2n

(25.) lim, _ absb/.[Vn —fa, (p):l dp =0

0
oder, was dasselbe:
e

(26.) lim, _ I[Vn —fa, q))] dy=0.

0

In ganz analoger Weise kann das Integral U, (18.), mittelst des fiinften Satzes
Seite 90, behandelt werden. Man findet alsdann:

27

(27.) limn:wf[un — (=" Flf— 1, q)):l dp=20.
0

Und nunmehr folgt, weil U, 4+ V, = T, war, durch Addition von (26.), (27.) sofort:

2n

(28) limnmf[T,,—fa, 9) — (= 1P+ p 1, w)] g =o.
0

Dies aber ist die zu beweisende Formel (y.) Seite 104.
Dass man zu demselben Resultat auch im I. und IT1. Foll gelangt sein wiirde,
bedarf keiner weiteren Auseinandersetzung. Die in Rede stehende

*) Dabei ist zu beachten, dass

Jrdp=(r—c—¢)<2m, und [do=(c+ o) ist.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Die Laplace’sche Reihenentwicklung. 111

(29.) Formel (y.) Seite 104
ist also giiltig, falls nur f(u, @) den Voraussetzungen des Theorems (A.), [d.i. den Vor-
aussetzungen (1.), (2.) Seite 104] Geniige leistet.

Schliessliches Resultat. — Durch (17.) und (29.) sind die zu Ende des vorher-
gehenden § gegen die Ableitung des Theorems (A.) erhobenen Einwendungen beseitigt.
Wir sehen somit, dass dieses Theorem (A.) und folglich auch das demselben sich an-
schliessende Theorem (B.) keinem Bedenken unterliegen.

§ 5.

Die nach Kugelfunctionen fortschreitenden Entwicklungen fiir den Fall, dass die
zu entwickelnde Function nur von einem Argument abhéngt.

Ist die Function f(u, ¢) auf der Kugelfliche abtheilungsweise stetig, so
werden die Bedingungen des Satzes Seite 95 wenn auch nicht immer, so
doch im Allgemeinen erfillt sein. Demgeméiss konnen wir jenen Satz, aller-
dings auf Kosten der bisherigen Strenge, folgendermassen aussprechen:

Satz. — Bezeichnet f(u, ¢) eine Function, die auf der Kugelfliche «b-
theilungsweise stetig ist, und bezeichnet ausserdem y den kiirzesten sphdrischen
Abstand des variablen Punctes (w, ¢) von irgend einem festen Puncte (uy, q,),
so gilt die Formel: ' L

k4

(«.) limn=w4%fﬁ(m P) (%'(M+1)Pn(cosy)>d#dq)=x4,
-1

0

wo A das arithmetische Mittel derjenigen Werthe wvorstellt, welche flu, @) le-
sitzt limgs eines um den Punct (w,, q,) beschricbenen unendlich Kleinen Kreises.

Auf der Kugelfliche mag nun an Stelle von f(u, ¢) eine nur von g
abhingende Function f(x) ausgebreitet sein, d. i. eine Function, die langs
eines jeden Parallelkreises constant bleibt, und nur variirt beim Uebergange
von einem solchen Kreise zum andern. Setzen wir nun voraus, diese Function
f(w) sei im Intervall gy = — 1 ... 4 1 abtheilungsweise stetig, so wird sie
dieselbe Eigenschaft auch besitzen bei ihrer Ausbreitung auf der Kugel-
fliche®), mithin dem Satze (e.) sich subordiniren. Demgemiss ergiebt sich:

1 27
(1) lim,.mﬁfff(m (2’(2n+1>P,,<eosy>) dudg =4,
0

—1 0

wo A das arithmetische Mittel derjenigen Werthe vorstellt, welche die Function

*) Es wird namlich die Kugelfiiche in eine endliche Anzahl von Zonen (resp. Calotten) zer-
legbar sein, der Art, dass die Function f(u) auf jeder einzelnen Zone (resp. Calotte) stetig ist. Und
zwar werden die zu dieser Zerlegung erforderlichen Parallelkreise durch p =y, u =285, ....p = B,
dargestellt sein, falls man unter B;, fay .- -. B, diejenigen Werthe des Argumentes u versteht, fiir
welche f(u) unstetig ist.
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f(u) besitzt lings eines unendlich kleinen um (v, ¢;) beschriebenen Kreises.
Zufolge dieser Definition aber wird

(2. A=f(—1), oder = s —9) —; e+ 9 , oder = f(1) sein,
je nachdem py=—1, oder 1< <1, oder py=1 1ist;

wie sich solches unmittelbar durch die geometrische Anschauung ergiebt™).
Bemerkt man schliesslich, dass die Formel (1.) durch Substitution des be-
kannten Werthes (Seite 99):

P,(cosy) = P,(u) P, (1) + U,cos(p — g;) + V, c082(p — @) 4 -+ - -
die Gestalt annimmt:

+! »
3. lim,,zw%‘]ﬂm (%'(2"'*- 1) P,(w) Pncun) dup =4,
=1
so gelangt man durch Zusammenfassung von (2.) und (3.) zu folgendem Satz.
Satz. — Bezeichnet w, eine gegebene Comstante, und f(u) eine Function,
die im Intervall w = — 1.... 4+ 1 abtheilungsweise stetig ist, so wird
der Ausdruck:
£t s
(8. lim, _ a‘rff(u) (%‘(2"4- 1) P,(u) P, (m)) du
-1
= f(—1), oder = M&‘ +—0), oder = f(1)
sein, je nachdem
=1, oder — 1<y <1, oder py=1 st .
+1

Der Ausdruck (8.) geht, falls man *"F' [f() P,(«) dp = C, setzt,

tiber in: =1

lim, _ [GoPo(!H) + C Py +-- -+ CnPn(y,)] H
andererseits werden die verschiedenen Gestalten, welche der Werth dieses
Ausdrucks zufolge der Formel (8.) besitzt, simmtlich = f(y,), sobald man
voraussetzt, dass f(u) geradezu stetig ist. Demgemiiss ergiebt sich folgendes
Resultat:

Satz. — Ist f(u) im Intervall w = — 1.... 4 1 stetig, so lisst sich
der Werth dieser Function fir jedwedes der Bedingung — 1 <y, <1 ent-
sprechende Argument w, durch die Reihe darstellen:

(v flw)) = Co Pyl + C1Py(py) + CoPolug) + -+ -+ in inf.;

und zwar bestinvmen sich die hier aufiretenden constanten Coefficienten C wmittelst
der Formel:

*) Vgl. die vorhergehende Note.
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-[;1
0n=312+—1jf'.u) P dp.
]

Yerallgemeinerung. — Wir konnen diese nach Py, P, Py, . .. fortschrei-
tende Entwicklung leicht ein wenig verallgemeinern, indem wir an Stelle jener
Functionen die adjungirten Functionen Py,, P, P.s,. ... eintreten lassen.
Um naher hierauf einzugeben, sei f(u) irgend eine Function, die im Inter-
vall w = — 1.... 4+ 1 abtheilungsweise stetig ist, und h eine gegebene Zahl
aus der Reihe 1, 2, 3, 4, 5, ... .. Alsdann wird offenbar die von g, ¢
abhingende Function f(u) . cos(hg) bei ihrer Ausbreitung auf der Kugelfliche
abtheilungsweise stetig sein®) mithin dem Satze (e.) sich subordiniren; so dass
man also erhéilt:

41 27
4.) lm, _ 4% fff(y) cos (k) (2(2n+ 1) Pn(cosy)> dudo =4,
0
—1

0 y
wo A das arithmetische Mittel derjenigen Werthe vorstellt, welche die Function
f(u) cos(hg) lings eines um den festen Punct (w,, ¢,) beschriebenen unend-
lich kleinen Kreises hesitzt. Beachtet man aber diese Definition von A, und
beachtet man gleichzeitig, dass & eine der Zahlen 1, 2, 3, 4, .. .. vorstellen,
also verschieden von 0 sein soll, so ergiebt sich:

— flog—0) +flu 40

3.) A=0, oder cos(hp)), oder =0,

je nachdem g, =—1, oder —-; <wu <1, oder u, =1 Iist.
Bevor wir diesen Werth von A4 in die Formel (4.) substituiren, be-
merken wir, dass der dort vorhandene Ausdruck P,(cosy), vgl. (8.) Seite 13,
durch folgende von j = O bis j = unendlich gehende Reihe darstellbar ist:

J=w

P, (cosy) = & A, P,.(u) P, () cosj(p — g,

Jj=0
falls man nur festsetzt, dass die A,; fiir 5 > » wverschwinden sollen. Und
gleichzeitig bemerken wir, dass die Formel (4.) durch Substitution dieser
Reihe die Gestalt erhilt:

+1
) lim,_ C"S(d‘ﬂff(.u) <%‘(‘2n—}— 1) 58, P, () Pn,,(m)) du=A.
1

Die hier in den einzelnen Gliedern der Summe enthaltenen A zerfallen in
zwel Classen, nimlich erstens in die

*) Aehnlich wie friiher, wird nimlich auch in diesem Fall die Kugelfliche in eine endliche
Anzahl von Zonen (resp. Calotten) zerlegbar sein, der Art, dass die Function f(u) cos(ho) auf jeder
einzelnen Zone (resp. Calotte) stetig ist.

Neumann, Entwicklungen, 15
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@ Bo,nr Biar Do gr o By, 1,
und zweitens in die
(L) Buir Baginr Dgagreveens in inf,

Da A,, fir b > & verschwinden soll, so sind die A der Classe (I.) simmt-
lich = 0; so dass also in (6.) die untere Summationsgrenze O duvch h ersetzt
werden darf. Andererseits subordiniren sich die A der Classe (II.) der in
(10.) Seite 13 angegebenen Formel:

I(n — k)
(ITa.) D,,= TR
Ausserdem wird, ebenfalls nach (10.) Seite 13, das
(I1L.) T g stets =2

sein, weil » eine der Zahlen 1, 2, 3, 4, .. . vorstellt. — Mit Riicksicht
auf diese Bemerkungen gelangt man durch Zusammenfassung der Formeln
(5.), (6.) zu folgendem Satz:

Satz. — Dezeichnet h eine gegebene Zahl aus der Reihe 1, 2, 3, 4, . . . .,
ferner u, eine gegebene Constante, endlich f(u) eine Function, die im Intervall

w=—1....4 1 abtheilungsweise stetig ist, so wird der Ausdruck
+1
X n=—=n H _h
(6') llmn:w '%ff(“’) <7g, (2”-;(1,‘2’ +(Z) )'Pnh(y‘) Pnh(“l)> d”
—1 -
=0 oder —_ f(”i _ 0) + f(.u'i + 0) oder =0

? 2 ’

sein, je machdem
w=—1, oder —1< <, oder w =1 ist

Dabei bezeichmét 11 die Gauss'sche Function (Note Seite 13).
In analoger Weise, wie frither der Satz (8.) zum Satz (p.) fithrte, in
analoger Weise leitet der gegenwirtige Satz (d.) zu dem folgenden Satze (¢.) hin:
Satz. — DBezeichnet h eine gegebene Zahl aus der Reihe 1, 2, 3, 4, . . .,
und st ferner f(u) stetig im Intervall w = — 1.... 4+ 1, so wird der Werth
dieser Fumction fir jedwedes der Bedingung — 1 < w3 < 1 entsprechende Ar-
gument w, entwickelbar sein in folgende Reihe:
(s) flw) = C;, P},,;,(M) -+ Ch+1Ph+1,h(H1) + C},+2 Ph+2,h(.ui) +---- ininf.,
deren Coefficienten C, sich bestimmen wmittelst der Formel:

+1

_2n+41 II(n—"h )

C="3 H(n+h)Jf(!‘)Pn,h(u)du,
1

wobei IT die Gauss’'sche Function bezeichnet (Note Seite 13). An den Gremzen
des betrachteten Intervalls, d. h. fir w, = + 1, ist der Werth der vorstehenden
Reile = 0, also ohne rgend welchen Zusammenhang mit den dort vorhandenen
Werthen der Function f.
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Bemerkung. — Bezeichnet y eine der Bedingung
(L) -1 <y < 41
entsprechende Constante, und f(u) eine Function, die im Intervall — 1....p

den Werth O, hingegen im Intervall y....1 den Werth 1 hat, so ergiebt
sich [aus dem Satz (8.) Seite 112] z. B. folgende Formel:

1
@) limn=w1‘:](2(2”+1)Pn(#)1’n(m)>d#=1, fir —1 < y<p < 1.
_ > <
v

Und hieraus folgt fiir den Specialfall u, = 1:

1

(3) : limn=wf<2(2n+l)Pn(y.)> dp=2, fir —1 < y<1;

- <
Y

oder, was dasselbe ist:

1
(4.) 2((2% +1) |P,(p) dy) =2, ebenfalls fir —1 << y<{1;
= >~
Y

oder, falls man die hier auftretenden Integrale wirklich berechnet*):
(5. a—p+3EFIT P =, e —1 <y <y
oder, falls man das erste Glied (1 — y) auf die rechte Seite wirft, und sodann
durch (1 — 7% dividirt:

L]

2 1 , 1 "
®) S m =, e -1 <y <L

Hieraus endlich folgt durch Integration:

®

@) SE SR m=C0=kga—y), I —1 < 5<1,

1

*) Bekanntlich ist Py(p) = 1. Somit folgt:
1

(a.) fPo(.u)du=1—7-

7

Was die ubrigen Integrale betrifft, so sei zunichst erinnert an die fiir P, (p) geltende Differential-
gleichung: 4

n(n+ 1) o)+ g (A= w9 Pw)) =o.

Aus dieser folgt sofort:

—__ =g 5
P, (p)dp= PICESY P, () + Const. ,
und daher: .
= 1=9 p,
b)) Jriwan= 2= pi.

14
Diese Formeln (a.) und (b.) sind es, von denen oben Gebrauch gemacht wird.
15%
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wo C eine Constante (d. i. von y unabhiéngige Grosse) vorstellt. Um dieses

C zu finden, setzen wir y = — 1, und erhalten alsdann:
S 2n 41 n__ o
12’ %-I-l (—1)"=C—1log 2,
. 5 7 9
d. i C= (log 2) — +2—-3-—3_~1+ﬁ—+"”’

oder, falls wir jeden dieser Bruehe in zwei Partialbriiche zerlegen:
o=g)—(T+5)+(3+35)—(F+5)+—
oder, was dasselbe ist: C—(log2)—1.

Somit ergiebt sich schliesslich aus (7.):
< 2n+1 . 2 . .
®) Sy B =log (72), e —1 < v <1

eine Formel, die in F. Newmann’s DBeitrigen zur Theorie der Kugelfunctionen
(Leipzig 1878) Seite 133 (p.) auf ganz anderem Wege abgeleitet ist.

Zweite Bemerkung. — Ersetzt man den Buchstaben g, durch d, so ist
nach (2.):

1
(9.) limn___wf<2(2n+1)13n(y)Pn(é‘)>dp=2, fir —1 < y<d < 13
0

Y
oder, was dasselbe ist:

i
(10.) 2((2%—[—1)Pn(6)fpn(u)dp>='2, fir —1 < y< 3@
0
7

IA

oder, falls man die Integrationen ausfiihrt®):

- @r4+ 11— .
an 0=+ EEIE R R PG =, fir —1 < 9<8 < 1
oder, falls man das erste Glied (1 — p) auf die rechte Seite bringt, und
sodann durch (1 — %) dividirt:
(12.) 2&2—1“1)1’4(7)%("#31—7’ fir —1 < y<d < 1.
Diese Gleichung zeigt, dass der Ausdruck links nur scheinbar von 0 abhingt,
in Wirklichkeit aber von & unabhingig ist. Aus dieser Gleichung folgt nun
weiter durch Integration nach y:

®

(1) ;‘%anl’nwﬂ“(a)—log(l—y), fir —1 < y<8 < 13

wo F(d) von p unabhéngig ist. Um diese unbekannte Function F(d) zu
bestimmen, setzen wir in (13.) das y = — 1, und erhalten alsdann:

#) Vgl die Note Seite 115.
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(A) 21'7%%1)”(—6)=F(3)_1og2, fir (—1) <8 < 1.

Subtrahirt man aber diese Formel von der aus (8.) [durch Vertauschung von
y mit (— d)] sich ergebenden Formel:

0

®) 3 ap o=ttt (), i cn < =<

so ergiebt sich™):
(€) o=F(a)+1_1og(l_:js—), fir —1<& < 1.

Und substituirt man endlich den hieraus fir F(J) sich ergebenden Werth
in (13.), so erhilt man:

< 2n+t1 4 . .
(14) 1+;mﬁPn(y)Pn(d)=log (U——T)(Tfrr?))’ fir —1 <7< < 13
eme Formel, welche die friihere Formel (8.) als speciellen Fall in sich enthdlt.

§ 6.

Andere Methode zur Begriindung der im vorhergehenden Paragraph aufgestellten Sitze.

Dass der im vorhergehenden § an die Spitze gestellte Satz (e.) Seite 111
nur ¢m Allgemeinen richtig ist, wurde ausdriicklich betont; dass also Gleiches
auch gilt von den tbrigen Sitzen jenes §, bedarf kaum noch der Bemerkung. —
Indem wir nun gegenwirtig diesen Sitzen, oder wenigstens einigen derselben
eine stremgere Fuassung zu geben versuchen, benutzen wir als Grundlage die
in (22.), (25.) Seite 100 gefundenen, die Function

n

2 1
(1) Aolr g =3 2L D ) Py
0

betreffenden Formeln**). Dieselben lassen sich zusammenfassen in folgenden
Satz:

Sind u, und & zwei gegebene Constanten, und ist — 1 < 0 < 1, so wird

1

(29 lim,__, JA,(8, g) du =0, oder =1, oder =1 semn,
Je nachdem —1 < <9, oder p=27, oder < py < 1 st
Ferner wird das vorstechende Integral stets = 1 sein, falls 0 = — 1, und stets

= 0 sein, falls 0 = 1 ist.

*) Diese Subtraction der Formeln (A)) und (B.) ist gestattet, weil die neben (A.) und (B.)
notirten Bedingungen nur der #usseren Form nach verschieden, in Wirklichkeit aber identisch sind.

**¥) Uebrigens kann man (wie leicht zu iibersehen) zu einer strengeren Fassung jener Sitze auch
dadurch gelangen, dass man im Ganzen ebenso wie im vorhergehenden Paragraph operirt, dabei
aber als Grundlage nicht den nur im Allgemeinen griltigen Satz («.) Seite 111, sondern den strengen
Satz Seite 95 benutzt.
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Auf Grund dieses Satzes (2.) kann man, mit Hulfe bereits mehrfach
angewandter Methoden, den Werth des Ausdrucks

+1
8.) ]imn:wff(y.) A, (w, w) du (fir —1 < oy < 1)

—1

berechnen, falls nur die Function f(¢) im Intervall g = — 1.... 4 1 ab-
theilungsweise stetig und abtheilungsweise monoton ist. Zu diesem Zweck setze
man f(u) — f(w) = F(u), zerlege sodann das Intervall g, ....1 in die fir
f (@), mithin auch fiir F(u) monotonen Strecken: (uy, v,), (t1, 72y (725 7s)y + « «« (74, 1),
schalte endlich zwischen g, und 7, noch einen willkirlichen Punct z, ein, und

behandle sodann das Integra;lL/'F(\u) A (¢, w) du fir diese einzelnen Strecken
nach dem Du Bois’schen Satz (Seite 33).
To

4.) ! | ! | |
—1 oy 7 Te T3 s 1

In solcher Weise erhalt man z. B. fir die Strecke (u,, 7,), falls man
zur Abktirzung A, fir A, (¢, w,) schreibt, die Formel:

[

JFw A an =T [Adu P [Adn, w0 < 5 < e
I M1 §

Hieraus aber folgt, weil [nach der Definition von F(u)] das F'(y) = 0, und

das F(r,) = f(zo) — f(u.) 18t, sofort:

‘zO
5 ¥ Ay = i#e0) = e} f Adu, wo u < E < .
M1 §

In analoger Weise erhalt man durch Anwendung des Du Bois’schen Satzes
auf die Strecken (z,, 7,), (z1, 7,), (t3, 7;), ete. ete. der Reihe nach die Formeln:

7 .’] ;tl
¢)  [F@Aaw = Fe) [ade + F(rnj Avda, wo m < 71 < m
7 %o n
¢ k23

A
(5") fF(”) A, dp = F(Z,J.Andy + F(rz)z]‘An du, wo 7 < § < 7y

(A 2
ete. ete. ete.

Das Integral (5.) kann man beliebig klein machen durch ein niheres
Heranschieben des willktirlichen Punctes 7z, an den festen Punct g, [vgl. (4.)].
Sodann aber kann man die Integrale (5".), (5”.), ete. ebenfalls beliebig klein
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machen, nédmlich durch Vergrésserung der Zahl #; wie solches aus dem Satze
(2.) unmittelbar folgt, falls man nur beachtet, dass der Punct w, links von
simmtlichen Puncten z,, %, =, §, 7., . . . liegt [vgl. (4.)]. Folglich wird
man mittelst der genannten Operationen auch die Summen all’ dieser In-
tegrale (5.), (5".), (5”.), ete. beliebig klein zu machen im Stande sein; und

gelangt also zu der Formel:
1

(6.) lim,_ , fF () A, (a, ) dp=0.
M1
Hieraus aber folgt, falls man fir F(gu) seine eigentliche Bedeutung: [f(¢) — f(w,)]

substituirt:
1

(r) tim, o [ 70 Ayl 09 du = flu) -lim, f Ayt 00) dus,

Hr ta
wo das rechts stehende f(u,) genauer mit f(u, + 0) zu bezeichnen ist, und
wo ferner der rechter Hand stehende limes sich leicht bestimmen lisst mittelst
des Satzes (2.). In solcher Weise erhilt man:

1
(8 1imn=wﬁ(u)/\n(u,m)d#=f(m+0), oder =[O oger o,
M1

je nachdem pi=—1, oder —-1<<u <1, oder py=1 ist.
Ebenso wie diese Formel das Intervall g, . ... 1 betrifft, ebenso wird offenbar
eine zweite Formel existiren, die in analoger Weise auf das Intervall — 1.... 4,
sich bezieht. Auch tibersieht man sofort, dass diese letztere folgendermassen

Jauten wird:
&y

(9.) lim, _ /;"(p) A (u, py) dp =0, oder = &2:3) s oder = fluy—0),
-1

je nachdem p=—1, oder —1<p, <1, oder p;=1  ist.
Schliesslich gelangt man durch Addition der beiden Formeln (8.), (9.), und
indem man gleichzeitig fiir A, (¢, u,) seine eigentliche Bedeutung (1.) sub-
stituirt, zu folgendem Resultat:

Theorem. — DBezeichnet u, eine gegebene Constante, und f(u) eine Function,
die im Intervall y = — 1....+ 1 abtheilungsweise stetig und abthei-
lungsweise monoton ist, so wird der Ausdruck

+1
(10.) lim, — o ff(”) <2 2”;— Lp,w Pn(m)) du
0
-1
=f(—140), oder =f(”~———‘—0);_ﬂ“‘+o), oder =f1-0)
sein , je nachdem
pg=—1, oder — 1< <1, oder gy =1 st
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Dieses Theorem sagt aus, dass der schon frither gefundene Satz (.)
Seite 112 in aller Strenge gilt, sobald man nur zu den dort gemachten Vor-
aussetzungen noch die hinzufiigt, dass die gegebene Function f(¢) im Intervall

w= —1....+4 1 abtheilungsweise monoton sei. Analoges gilt mithin auch
vom Satze (y.) Seite 112. '
Bemerkung. — Der hier fur das Theorem (10.) gegebene Beweis (an

dem allerdings wohl nur Wenige etwas auszusetzen finden wiirden), ist nach
meiner Ansicht immer noch nicht ein absolut strenger. Denn der dabei als
Fundament benutzte Satz (2.) bezieht sich nur auf den Fall, dass die (in
ihm vorkommende) untere Integrationsgrenze J eine gegebene Constante ist,
und kann also auf die Integrale (5".), (5”.), etc., in denen die Grenzen 7,
¢, ete. mit n variiren, nicht ohne Weiteres angewendet werden. So z. B.
finden wir in (5”.) das Integral

(@) Ty [ Ao, w0
welches zerlegbar ist in die beiden Integrale:

1 1
8) I, =f/\n(u. p) dp — [ A, (, py) dao.

Dabei entsprechen g, 7, und § der Lelation:
(1) < n < §< n

und zwar sind y,, 7,, 7, drei gegebene feste Puncte, wihrend § einen mit »
variirenden Punct vorstellt, von dem lediglich bekannt ist, dass er [vgl. (7.)]
stets zwischen den beiden festen Puncten 7, und 7, bleibt. Bringt man nun
den Fundamentalsatz (2.) in Anwendung, so ergiebt sich sofort, dass das
erste der beiden Integrale (p.) durch Vergrosserung von # unter jeden be-
liebigen Kleinheitsgrad hinabgedriickt werden kann [denn in jenem Integral
sind feste Grenzen vorhanden]. Wollte man aber Analoges auch fir das
zweite der Integrale (B.) nachzuweisen suchen, so miisste man zeigen, dass
dieses Integral durch gehorige Vergrosserung von n simultan fir alle der
Bedingung 7, < { < 7, entsprechenden Puncte { unter einen gegebenen Klein-
heitsgrad hinabgedriickt werden kann. Hierzu aber bietet der Fundamental-
satz (27) nicht die nothigen Mittel dar.

Wie man diese Unvollkommenheit des Fundamentalsatzes (2.) beseitigen
kann, werde ich im folgenden Paragraphen darlegen. Uebrigens werde ich
dabei denselben nicht nur vervollkommnen, sondern gewissermassen ab ovo
herleiten, und zwar unter Anwendung sehr einfacher Hiilfsmittel. Die ein-
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zigen Stiitzen, deren ich mich bedienen werde, bestehen in bekannten Eigen-
schaften der Kugelfunctionen, némlich in der Laplace’schen Entwicklung
Seite 13 (8.), und in dem Satze Seite 83, (16.), (17.).

§ 7.

Weitere Betrachtungen iiber denselben Gegenstand®).

Auf der Kugelffiche (vom Radius Eins) sei die beliebig gegebene, nur von dem
einen Argument u abhéingende Function F'(u) avsgebreitet, welche daselbsi iiberall
stetig ist. Der absolut grosste Werth dieser Function auf der ganzen Kugelfliche mag
M heissen. Denkt man sich ferner um jeden der beiden Pole eine kleine Calotte vom
sphirischen Radius ¢ beschrieben, so mag der absolut grosste Werth, den die Function
F(u) ausserhalb dieser beiden Calotten (resp. auf den Réndern derselben) anzunehmen
im Stande ist, mit ¢ bezeichnet werden.

Es sei nun 9 irgend ein (von beliebig vielen Curven begrenzter) Theil der Kugel-
fiiche, und A die grosste Anzahl von Puncten, in denen der Rand dieses Flichen-
theiles 9 von irgend einem grossten Kreise geschnitten werden kann. Wir stellen uns
die Aufgabe, das tiber alle Elemente du dg der Fliche A ausgedehnte Integral

(1) J= f f Fdedg, (wo Fiu)= %)
A . w

niher zu untersuchen. Die hierbei erforderlichen, im Grunde ganz elementaren Be-
trachtungen werden nur dadurch etwas miihsam, dass sie die Unterscheidung mehrerer
Fille erheischen, je nach der jedesmaligen relativen Lage der Fliche 9 zu den beiden
Polen. So z. B. kann der Nordpol (u = 1) ausserhaldb U, oder innerhald A, oder am
Rande von 9 liegen; Analoges gilt vom Siidpol (¢ = — 1); u. s. w. Im Ganzen
ergeben sich also neun verschiedene Fille.

Um unsere Betrachtungen durch diese grosse Anzahl einzelner Fille in einiger-
massen ibersichtlicher Weise hindurch zu dirigiren, wollen wir vorliufig den Siidpol
stets ausserhald U lassen; so dass alsdann nur noch dre¢ Fille zu unterscheiden sind,
je nach der Lage des Nordpols.

Zieht man auf der Kugelfliche vom Nordpol zum Siidpol irgend einen Meridian
@, und bezeichnet man diejenigen Strecken dieses Meridians, welche auf die gegebene
Fliache 9 fallen, der Reihe nach mit (u,, g,), (s tg), + -« « . . (#p—1, Up), was einiger-
massen angedeutet werden kann durch folgendes Schema [in welchem der Nordpol N
zur Linken, und der Siidpol S zur Rechten liegt]:

N A A . A S
@)y | = | ! = ==
1 4 Uy s e fp—1 p, —1

so ergiebt sich aus (1.):

®) J= f ([F(m) — Fup] + [Fus) = F ]+ +[Fpy-)—F (-"p)]) dg.

*) Die Tendenz dieser Betrachtungen ist dargelegt in der Schlussbemerkung des vorhergehenden
Paragraphen.
Neumann, Entwicklungen. 16
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Hier sind die Werthe F'(s,), F(&,), .. . . F'(up) ihrem absoluten Betrage nach siimmtlich
< M; auch ist die Zahl p < 4; [wie aus den fiir M und A4 gegebenen Definitionen
unmittelbar folgt]. Somit ergiebt sich sofort:

1) absJ < 2mAM.

Daneben kann noch eine etwas allgemeinere Formel hinzugefiigt werden. Bezeichnet
man nimlich den zwischen irgend zwei Meridianen ¢ = ¢, und ¢ = ¢, + ¥ gelegenen
Theil der Fliche ¥ mit %,, und den diesem Theile A, entsprechenden Theil des
Integrales J(1.) mit Jy, so ergiebt sich, wie leicht zu iibersehen, aus (3.) nicht nur
die Formel (4.), sondern gleichzeitig auch folgende Formel:

(4a.) astw < pyAM.

Dies vorausgeschickt, gehen wir iiber zur genaueren Betrachtung der vorhin genannten
drei Fille.

Erster Fall: Beide Pole liegen ausserhalb . Alsdann kann man um diese
Pole zwei einander gleiche Calotten beschreiben von solcher Kleinheit, dass si@mmiliche
Randpuncte der Flache U ausserhalb dieser beiden Calotten liegen, und Gleiches also
z. B. auch gilt von den in (2.) auftretenden Puncten g,, g,, . ... u,. DBezeichnet
man also den sphirischen Radius dieser beiden (gleich grossen) Calotten mit o, so
werden F'(u,), F(u,), . . . F(up) ihrem absoluten Betrage nach simmtlich < M¢ sein,
[wie aus der Definition von M¢ unmittelbar folgt]. Und demgemiss ergiebt sich aus
(3.): abs J < 2x AMe, oder, was dasselbe ist:

(5a.) J=0.224M¢,
wo O einen unbekannten (positiven oder negativen) ichten Bruch vorstellt.

Zweiter Fall: Der Nordpol liegt innerhalb U, hingegen der Siidpol naclh wie vor
ausserhalb A. Alsdann ist der in (2.) auftretende erste Punct w, fiir simmtliche
Meridiane identisch mit dem Nordpol, mithin g, fiir alle Meridiane = 1. Doch wird
man um die beiden Pole zwei gleich grosse Calotten beschreiben kbnnen von solcher
Kleinheit, dass die dibrigen Puncte w,, gy, . . . . @p, und zwar bei simmtlichen Meri-
dianen, ausserhalb der beiden Calotten liegen. Bezeichnet man also den sphirischen
Radius dieser Calotten mit @, so werden F'(u,), F(us), . . . F(u,) ihrem absoluten
Betrage nach durchweg < Mo sein. Und demgemiiss ergiebt sich [weil g, =1 ist] aus (3.):
(5b.) J=2xF()+0 .20 AM°,
wo O wieder ein #chter Bruch ist.

Dritter Fall: Der Nordpol liegt am Rande von N, hingegen der Siidpol nach wie
vor ausserhalb A. Alsdann sind die den einzelnen Meridianen entsprechenden Puncte
@, theils im Nordpol gelegen, theils von demselben entfernt, also der Werth g, theils
=1, theils << 1. Bezeichnet man insbesondere die beiden die Fliche ¥ im Nordpol
tangirenden Meridiane mit ¢@" und ¢”, und zwar in solcher Weise, dass ¢ = ¢” — ¢’
denjenigen Winkel reprisentirt, welcher von der Fliche A erfuillt ist, und setzt man
den zugehorigen Aussenwinkel 27 — &) = «,, so wird jenes w, ==1 sein fiir alle
Meridiane des Winkels «, hingegen << 1 fiir die Meridiane des Winkels «,. — Um
unter diesen Umstiinden die Formel (3.) weiter behandeln zu kdnnen, construiren wir
zu jedem der Meridiane ¢ und ¢” zwei Nachbar-Meridiane, deren Azimuthe respective
mit ¢’ 4 45 und ¢” 4 4% bezeichnet sein mdgen, wo % eine positive Grisse von
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willkiirlicher Kleinheit vorstellt. Gleichzeitig bezeichnen wir mit S’ den zwischen den
beiden Meridianen ¢’ + 37 gelegenen schmalen Streifen der Kugelfliche, ebenso mit
S” den zwischen den beiden Meridianen ¢” -4 3% gelegenen Streifen, endlich mit S,
und S, _, diejenigen Theile der Kugelfliche, welche nach Absonderung dieser schmalen
Streifen S’ und S” noch tibrig bleiben. Die Winkel, welche diese vier Theile S’, S”,
Se—ys S¢—y an einem der beiden Pole besitzen, sind alsdann resp. gleich %, 7,
(“ - 71)7 (0‘0 - 77)'

Betrachtet man nun diejenigen Puncte g, t,, #3, . . . . p [vgl. (2.)], welche
den Meridianen des Gebietes S,_, angehéren, so bemerkt man, dass der erste w, dieser
Puncte fiir all’ jene Meridiane identisch mit dem Nordpol ist. Diesen Punct g, ausser
Augen lassend, aber wird man um die beiden Pole zwei gleich grosse Calotten von
solcher Kleinheit beschreiben konnen, dass die ébrigen Puncte w,, ws, . . . g, fir alle
Meridiane des Gebietes S._, ausserhalb der beiden Calotten sich befinden. Anderer-
seits sind die den Meridianen des Gebietes S, _, entsprechenden Puncte wy, &y, tay « - - . @p
siimmilich durch gewisse Zwischenriume vom Nordpol getrennt. Man wird daher die
schon construirten Calotten so weit verkleinern konnen, dass diese Puncte g, g,, ¢3,--.. #p
fiir alle Meridiane des Gebietes S, —, ausserhalb der Calotten liegen. Solches ausge-
fiihrt, ergeben sich, falls man den sphiirischen Radius jener beiden zuletzt erhaltenen
Calotten mit ¢ benennt, andererseits aber die den Gebieten Se—y, Ss—y, S, 87 ent-
sprechenden Theile des Integrals J (1.) resp. mit Jo—y, Jo,—y, J’y J~ bezeichnet, aus
(3.) die Formeln:

Ja—‘q =(°“—"7)F(1)+'ﬁ, (¢ —7) ADI?v

Jau—1]= 0 +'9" (o — 1) A]l_[g;

und gleichzeitig ergiebt sich aus (4a.):

J'=&" . nAM,

J'= 8" g AM.
Aus diesen Formeln folgt durch Addition:

J=(a—m)F)+0[(«—mn)+(w—m] AU+ 0" 274M,
oder, anders geordnet:
J=aF(1)+ 2048 —204M° — F(1)] 1 + 0 (¢ + o) AM?,
oder, weil der in den eckigen Klammern enthaltene Ausdruck seinem absoluten Betrage
nach < (44D + M), andererseits aber o 4 ay = 2 ist:
J=aF(1)+ & - (1444)My+0-224M°,
wo 9, O (ebenso wie &, &', 9, 9", @) unbekannte #chte Briiche vorstellen.
Zusammenfassung der drei betrachteten Fille. Die drei Formeln (5a.), (db.), (5ec.)

zeigen hinsichtlich des mit © behafteten Gliedes volle Uebereinstimmung. Aber auch
das mit & behaftete nur in der letzten Formel auftretende Glied kann [weil & ein unbe-
kannter ichter Bruch sein soll, mithin auch = 0 sein darf] in den beiden ersten Formeln
hinzugefiigt werden; und es konnen daher jene drei Formeln zusammengefasst werden
zu folgender einen Formel:

(6. J=j:fF'(_u) dpdgp=oaF(1)+ 8 -(1+44) M40 -2mAMQ,
A
‘ 16*
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124 Die Laplace’sche Reihenentwicklung.

wenn man nur festsetzt, dass « = 0, oder = 2z sein solle, falls der Nordpol ausser-
halb, resp. innerhalb U liegt, und dass ferner « gleich dem Winkelmaass der Fliche %
im Nordpol sein solle, sobald dieser Pol am Rande von U liegt.

Zusammenfassung simmtlicher Fiille. Wenn wir die bisher bestindig festge-
haltene, den Formeln (5a.), (5b.), (bc.) und (6.) zu Grunde liegende Voraussetzung,
dass der Siidpol ausserhalb N liegt, gegenwirtig fallen lassen, und die relative Lage
der Fliche % in Bezug auf jenen Siidpol variiren lassen, so erhalten wir, wie leicht zu
iibersehen, an Stelle der Formel (6.) folgende allgemeinere Formel:

(7.) f./;F'(,L) dpdp=eF(1)—a' F(—1)4+8-(1+44) My40.224M°,

wo das o dieselbe Bedeutung fiir den Siidpol hat, wie « fiir den Nordpol. Dividiren
: (1444)My

2m ’
die hinfort mit ¢ bezeichnet werden mag, ebenso wie der in ihr enthaltene Factor g
eine positive Grisse von willkiirlicher Kleinheit vorstellt, so gelangen wir zu folgendem Satz.

Bezeichnet F(cosw) oder I'(u) eine auf der Kugelfliiche ausgebreitete, daselbst diberail
stetige. Function, ferner M¢ den absolut grissten Werth, den diese Function zwischen zwet
Parallelkreisen 0 = ¢ und o = w — o anzunchimen im Stande ist, und bezeichnet endlich
W eme auf der Kugel gegebene Fliche, deren Rand von einem grissten Kreise niemals in
mehr als A Puncten geschnitten wird, so gilt die Formel:

) z—i;f.ff’(“) dpdg="TO=CTCD | 50y oame.

Hier hingt o lediglich ab von der relativen Lage des Nordpols zur Fliche W; und swar
ist &« =0 oder = 2x, falls dieser Pol ausserhalb, resp. innerhalb W liegt, anderer-
seits aber reprdsentirt o das Winkelmaass der Fliche A im Nordpol, sobald dieser Pol
am Rande von U liegt. Und die analoge Bedeutung hat o fiir den Siidpol. Ferner
sind &, © zwei unbekannte (positive oder negative) dchte Briiche, und endlich § und ¢
zwes positive Grossen von willkiirlich zu wdhlender Kleinheit.

Allerdings steht ¢ zu § oder (was dasselbe) zu 5 in einer gewissen Abhingigkeit,
wie aus den geometrischen Bedeutungen von ¢ und % sofort sich ergiebt. Lisst man
nidmlich § (resp. n) fortwihrend sich verkleinern und schliesslich verschwinden, so wird
¢ ebenfalls mehr und mehr abnehmen bis zum schliesslichen Verschwinden. So lange
aber { (resp. 1) von Null verschieden bleibt, wird auch ¢ von Null verschieden bleiben
diirfen. Wir haben also hinsichtlich der beiden kleinen
(8a.) positiven Grissen ¢ und o
zum vorhergehenden Satze moch hinzuzufiigen, dass & und damit zugleich auch das von §
abhiingende o ad libitum verkleinert werden darf, dass aber ¢ stets von Null verschieden
bleiben kann, so lange man § von Null verschieden erhdl,

Anwendung auf die Kugelfunctionen. — Setzt man in (8.) fiir F'(#) die Function
P (0)+ Py, yq(w)

2 ’
so wird offenbar F(1) =1 und F(—1)=0, ferner M = 1, und ferner [zufolge
Seite 84 (17.)]:

®) u® < Max Pf" e

wir diese Formel durch 2z, und beachten wir, dass die so entstehende Grosse

(a) F(\u) =
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Die Laplace’sche Reihenentwicklung. 125

falls man nimlich unter Max f, die grisste der Zahlen f,, fot1, fa+2, . ... in inf
versteht. Nimmt man also gleichzeitig fiir die Fliche 9 eine belicbig gegebene Calotte
[ob der Rand derselben durch einen der Kreise p = Const., oder durch irgend welchen
andern Kreis dargestellt ist, soll gleichgiiltic bleiben], mithin die Zahl 4 = 2; so ge-
winnt die Formel (8.) folgende Gestalt:

: P P
©) J “H_ Pl ¥ P ® o 4 9f+20 Max PO,
und diese Formel kann, weil
P, (w) + P, nr1l) 2 ?n-{-lP < m+1p
SLLuhrait Lo 02 SR =3 P o0

ist [vgl. Seite 46 (91.)], auch so geschrieben werden:
(10.) ,_/f "”2“‘lPu(Ccsw))dydqp=2_°:;+,ﬁ~§+2e Max P:,ﬂ—g.

Dabei ist alsdann das « offenbar = 0, oder = =, oder = 2=, je nachdem der Nordpol
(u = 1) ausserhalb der Calotte U, oder am Rande von U, oder innerhald U liegt.

In der vorstehenden Formel (10.) bezeichnet o den sphiirischen Abstand des
Elementes dp dgp vom Nordpol. Da nun aber die relative Lage dieses Nordpols zur
gegebenen Calotte 9 eine villig willkiirliche ist, so wird die Formel nicht nur auf den
Nordpol, sondern eben so gut auch auf jeden beliebigen andern Punect (u,, ¢,) an-
wendbar sein; man erhilt also die weitere Formel:

1 T3 2m 1 \ B
(1) 5;_/:]%[(2 i:j_—l’n(cosw) dpdg ==+ 8¢+ 20 Max PY "¢,
0

wo y den sphirischen Abstand des Elementes du d¢ von einem beliebig gegebenen
Puncte (u,, ¢,) bezeichnet, wihrend ¢ =0, oder = 7z, oder = 2x ist, je nachdem
dieser Punct (u,, ;) ausserhalb U, oder am Rande von U, oder innerhalb U liegt.

Wihlt man jetzt endlich die Calotte % der Art, dass sie von einem der Kreise
g = Const., z. B. vom Kreise y — & begrenzt wird, und den Nordpol (v = 1) in sich
enthiilt, so nimmt das links stehende Integral die Gestalt an:

12xn
JJ( -'ﬂ+ .P(COS’y))d‘u,dq)’

oder, falls man fir P,(cos ) die bekannte Entwicklung [Seite 13 (8.)]:
P, (cos y) = P, () P, (1) + Ucos(p — @) + V cos 2(p — ;) + - - -
substituirt, folgende Gestalt:

1
/ (2 At e w e, (uo)du

)
Und man gelangt daher mittelst der Formel (11.), falls man daselbst %=A setzt,
zu folgendem Satz*):

*) Absichtlich werden wir bei Aussprache dieses Satzes die Fille § =1 und § = —1 aus-
schliessen. Denn fiir § =1 ist das zu besprechende Integral (12.) stets = 0. Und andererseits ist
dasselbe [wie frither in sehr einfacher Weise gezeigt wurde; Seite 101 (25.)] stets = 1, falls & = — 1 ist.
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Sind p, und O zwei gegebene Constanten, und ist — 1 < 8 < 1, so gilt fiir die
Function

Aye, w) =3 2"FL P ) P,y
V)

2
die Formel:
1
(12) /A,,(u, w) du=A+ 8¢+ 20 Max P2 " F,
d .
in welcher das A=0, oder =1 oder =1 st
Jje nachdem  —1 < py < 9, oder p=209, oder & <1 st

Dabei sind &, © unbekannle (positive oder negative) dchte Briiche, ferner §, ¢ positive
Grissen von willkiirlicher Kleinheit, wihrend Max P®™~¢ die friiher [Seite 124 (B.)]
angegebene Bedeutung besitst. Insbesondere ist zu beachten, dass §, und damit zugleich
auch das von § abhingende ¢ ad libitum verkleinert werden darf, dass aber @ stets von
Null verschieden bleiben darf, so lange man das & von Null verschieden erhdlt [vgl. (8a.)].

Aus diesem Satze folgt sofort, dass das Integral (12.) mit unendlich wachsendem
n gegen die Constante A (d. i, gegen 0, § oder 1) convergirt. Denn ist irgend ein Klein-
heitsgrad & gegeben, so kann man zun#chst das Glied 9§ durch Verkleinerung der will-
kiirlichen Grosse ¢ unter § &, sodann aber das folgende Glied 2@ Max PY”~¢ durch Ver-

grosserung von % ebenfalls unter e hinabdriicken [Satz Seite 83 (16.), (17.)]. U.s. w.

Doch unterscheidet sich der gegenwirtige Satz (12.) von dem fritheren Satz Seite
117 (2.) durch eine grissere Vollkommenhest, indem er genauer eingeht auf die Al und
Weise, in welcher jene Convergenz stattfindet. In der That iibersieht man leicht, dass
der gegenwirtige Satz (12.) den von uns verfolgten Zwecken [vgl. die Bemerkung
Seite 120] vollkommen entspricht.

Funftes Capitel.

Die nach Cylinderfunctionen, d. i. nach Bessel’schen Functionen fortschreitende
Integraldarstellung.

Die im gegenwirtigen Capitel anzustellenden Betrachtungen sind denen
des vorhergehenden im Ganzen analog, unterscheiden sich aber von jenen
durch eine grossere Einfachheit.

§ 1.
Einige Eigenschaften der Bessel’schen Functionen.
Erster Satz. — Fir reelle Werthe von x ist stets:
(1) abs J(z) g 1.

Demgemdiss Vleibt die Curve y = abs J(x) ihrem ganzen Verlaufe nach zwischen
den beiden Parollellinien y = 0 und y = 1.  Auch ist die Ordinate dieser
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Curve im Punct x = 0 gerade = 1. Der Beweis dieses Satzes ist schon
frither gegeben worden; vgl. Seite 19 (4.) und auch Seite 18 (1.).
Ferner haben wir auf Seite 20 gesehen, dass die Function J(x) fiir
sehr grosse Werthe von x darstellbar ist durch die Formel:
Asinx + Bcosz
Va !
wo A4, B gewisse Constanten sind. Und hieraus ergiebt sich sofort folgender
Zweiter Satz. — Ist « eine positive Grisse, und bezeichnet man den
absolut grossten Werth, welchen die Bessel’sche Fumnction J(x) wm Intervall
= a....00 agnzunchmen im Stande ist, mit

J (@) =

(2) e
so wird man dieses Y* durch Vergrisserung von « unter jeden beliebigen Klein-
heitsgrad hinabzudriicken im Stande sein. Auch bemerkt man, dass, wenn

O<ae<e <ea....ist, zwischen den zugehirigen Grissen Y stets die Re-
lation stattfinden wird:
(2a.) Y > Y™ > Y% > efe. ete.;
dass also Y* bei wachsendem o tmmer nur abnehmen kann.

Aufgabe. — Dies vorausgeschickt, stellen wir uns die Aufgabe, das
Integral

4
3. f F(x) d'{i(g”) dx
0

niher zu untersuchen, — unter der Voraussetzung, dass die Function
(4) F(x)
im Intervall x = 0 ... A4 abtheilungsweise stetig und abtheilungsweise monoton

ist; dabel sollen 4 und ¢ beliebig gegebene positive Constanten sein.

0 21 T2 T3 Tp—1 4
Wir zerlegen das Intervall 0.... 4 in die fir F(z) monotonen Strecken
0, 7)), (t1, 72), (T2, T5)y.... (r,_1, A), und schalten tberdies zwischen 0
und 7, noch einen wariablen Punct o ein. Der absolut grosste Werth, den
die Function J(qz) im Intervall x = «..... oo anzunehmen im Stande ist,

wird alsdann dargestellt sein durch Y?¢ [vgl. die bei (2.) eingefiihrte Be-
zeichnungsweise]; ferner mag der absolut grosste Werth von F(z) fiir das
ganze Intervall x = 0 .... 4 mit M bezeichnet werden, und solches ange-
deutet werden durch die Formeln:
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( {ﬁ‘jr Z=0..... 4 soll sein: Max (abs F(z)) =M,
6.)

fir =@a....4....00Iist: Max (abs J(gx)) = Y%
Bringt man nun den Du Bois’schen Satz (Seite 33) auf die in (5.) angegebenen

einzelnen Strecken der Reihe nach in Anwendung, so ergiebt sich zunichst
fur die Strecke (0, «):

f Fiao) 2200 45— 100) [708) — TO)] + Pl [T(qe) — T(g5)],
0
di =—F©0J0)+[FO)—F@)] J@d + F(e) Jge), wo 0 < § < e

Beachtet man nun, dass nach (1.) das J(0) = 1, und das abs J(g€) <1
ist, und beachtet man ferner die in (6.) notirten Bezeichnungen, so gewinnt
diese Formel folgende Gestalt:

@) J F(= qw) do = — F(0) + 0 [F(0) — F(e)] + #ILY?°,

wo ©, & achte Briiche vorstellen. Ferner ergiebt sich durch Anwendung des
Du Bois’schen Satzes (Seite 33) auf die Strecke (e, 7,) folgende Formel:

f F@) 229D 45 — 2o [Jign) — T@e)] + Fle) [Taw) - T@n], wo « <

i

T3

und hieraus folgt mit Rucksicht auf (6.) sofort:

7
) ' f P D gy b, azrvae,

Desgleichen gelangt man durch Anwendung des Du Bois’schen Satzes auf
die Strecke (ry, 7;) zu der analogen Formel:

@) jF( )‘ZJ(‘”C da = 8, 4 YT

u. 8. w. u. 8. w. Dabei sind &,, &, etc. lauter dchte Briiche. Schliesslich
erhilt man durch Addition all” dieser Formeln (7.), (7%.), (77.), ete.:

A

(5) fF( 9 22U2) 4y F )+ 0 [FO) — F@)] + [0 4(01 4 024 - 8,)] BY%

0

oder, was dasselbe ist:

9 abs(l[F(O)*l—‘/F )‘”@”)d} < abs [F(0) — Fe)] + abs [(1 + ap) 227,
U V
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wo tubrigens im Gliede 7 das Zeichen abs gestrichen werden konnte, weil
die daselbst befindlichen Factoren ihrer Bedeutung nach stets positiv sind.

Mittelst dieser Formel (9.) kann man nun den auf ihrer linken Seite
stehenden Ausdruck durch gehorige Vergrdsserung von ¢ unter jeden be-
liebigen Kleinheitsgrad ¢ hinabdricken; in der Weise, dass man zunéchst
das Glied U durch eine geeignete Verschiebung des variablen Punctes «*)
unter $e, sodann aber das zweite Glied ¥, durch Vergrosserung von ¢, eben-
falls unter %e hinabdrickt**). Auch bemerkt man, dass jedes der beiden
Glieder U und V unter 4¢ Uleiben wird, falls man nach Ausfithrung der eben
genannten Operationen das ¢ noch weiter anwachsen lasst**¥), Kurz die
Formel (9.) zeigt in deutlicher Weise, dass die linke Seite dieser Formel bei
unendlich wachsendem ¢ gegen O convergirt. Und wir gelangen daher zu
folgendem Satz:

Dritter Satz. — DBezeichnet A eine Ubeliebig gegebene positive Constante,
und F(x) eine Function, die im Intervall x = 0.... A abtheilungsweise
stetig und abtheilungsweise monoton ist, so gilt die Formel:

A

m_ ., F(m)d‘;‘g@dx=-1?(0), d i =—F(+0).

0
Dass die Grosse F(0) genauer mit F(+ 0) zu bezeichnen ist, liegt klar zu Tage.

Wir fiigen schliesslich noch folgenden Satz hinzu, der aus (9.) Seite 20

sofort sich ergiebt, wenn man das dortige y mit ¢, und das dortige ¢« mit
2 vertauscht:

Vierter Satz. — Fiir belicbige Werthe von q und = gilt die Formel:

(10.) Ii

xz dx
0

Dieser Satz ist (beildufig bemerkt) nicht nur analog mit dem friiheren Satz
(Seite 91):

(12) _ > @n+ 1) Py (@) =P, (x)+ P, (@),
v

sondern kann aus diesem awuch geradezu abgeleitet werden durch einen
leicht sich ergebenden Grenziibergang.

#) Diese geeignete Verschiehung besteht darir, dass man jenen Punct o hinreichend nahe an
den festen Punct 0 heranschiebt [vgl. (5.}]. .
##) Dass solches immer moglich ist, folgt aus dem Satze (2.).
#%#) Dies folgt aus dem Satze (2a.).
Neumann, Entwicklungen. 17
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§ 2.

Ueber die nach Bessel’schen Functionen fortschreitende Integraldarstellung.

In der Horizontalebene mogen die Polarcoordinaten eines beliebigen
variablen Punctes mit o, ¢ bezeichnet werden; und zwar sei ¢ der Abstand
des Punctes vom Anfangspunct, und ¢ das Azimuth. Denkt man sich also
auf dieser Horizontalebene irgend eine Function
(L) fle, 9)
ausgebreitet, so wird ihr Werth im Anfangspunct = f(0, ¢) sein. Ist also
die Function im Anfangspunct stetig, so wird dieses (0, ¢) eine vollig be-
stimmte, d. i. von ¢ unabhingige Grisse sein.

Beschreibt man ferner um den Anfangspunct einen Kreis vom Radius g,
so wird das arithmetische Mittel F' derjenigen Werthe, welche die gegebene
Function (1.) langs dieser Kreislinie besitzt, nur von o abhingen, und dem-
gemiiss mit F(9) zu bezeichnen sein. Repriasentirt de6 = odg das beim
Puncte (¢, ¢) gelegene Bogenelement des Kreises, so ist offenbar:

Jfe, 9 edy

Jedo
beide Integrationen hinerstreckt tber den ganzen Kreis, d. i. von ¢ = 0 bis
¢ = 2x. Hieraus folgt:

Fo) =

2n
2) Flo)= 5 j fle, 9) dg.
0

Beilaufig sei noch bemerkt, dass der Ausdruck
(3) lim, _ o ¥ (o)
zu bezeichnen sein wird als das arithmetische Mittel derjenigen Werthe,
welche die gegebene Function f besitzt lings eines um den Anfangspunct
beschriebenen unendlich kleinen Kreises. — Dies vorausgeschickt, wenden
wir uns zu unserer eigentlichen

Aufgabe. Nach unsern fruheren aber sehr wumsicheren Ueberlegungen
(Seite 18) ist jede Function f(o, ¢) darstellbar durch ein nach den Bessel'schen
Functionen fortschreitendes Integral, némlich in einem beliebigen Puncte
(o1, ¢.) darstellbar durch folgende Formel:

@) fley @) =1lim, _ limR'—ao l2 ‘/ ff (e) 9) (fqdq J(qs))ede dtp},

wo ¢ die gegenseitige Entfernung der Puncte (¢, ¢) und (g,, ¢,) vorstellt,
mithin den Werth hat:

(5.) s ="V + o — 2go, cos (p — P1).
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Um die Correctheit resp. Incorrectheit dieser Formel (4.) zu beurtheilen,
haben wir das in derselben auftretende Integral

R 2n
(6.) f fle, @) <fqdq J(qc\> ededy

einer genaueren Untersuchung zu unterwerfen. Um dabei aber sicher zu
sein, dass dieses Integral sich wirklich ausfithren lasst, wollen wir von vorn-
levein annelmen, die Horizontalebene komme durch irgend welche Curven, resp.
durch irgend welches Netz von Curven in eine Anzall von Theilen zerlegt werden,
der Art, dass die Function
() fles 9)
auf jedem solchen Theile stetig ist.

Dies vorausgeschickt, beginnen wir zunéichst mit dem Specialfall, dass
der Punct (o,, ¢,) gerade im Anfangspunct liegt, mithin ¢, = 0 ist. Alsdann

wird nach (5.): ¢ = 9; so dass also das zu untersuchende Integral (6.) die
Gestalt annimmt:

R 2z q
(7)) Sq=$fl/f(9, P) (fqdq J(Qo)) ededy.
00 0

Hieraus folgt mittelst des vierten Satzes (Seite 129):

R 27

) S=——fjf dJ(qg)d@d

also durch Einfithrung der auxﬂla-ren Function F(o), [vergl. (2.)]:

R

(®) 8, =— f Fo) 20149 aq.
0

Hieraus aber folgt weiter, falls jene auxiliare Function F(g) im Intervall
o = 0.... R abtheilungsweise stetig und abtheilungsweise monoton ist, mittelst
des dritten Satzes (Seite 129):
(10) lirnq:w Sq = F(+ 0) s
oder, was dasselbe:
(11.) lim, _, S, = limy _ o F (o),

wo gegenwértig der Ausdruck rechts [vergl. (3.)] bezeichnet werden kann
als das arithmetische Mittel derjenigen Werthe, welche die gegebene Fumnction
flo, @) Uesitzt lings eines unendlich kleinen wm den Anfangspunct beschricbenen
Kreises. Somit gelangen wir zu folgendem Resultat:

17*
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<

Theorem. — Ist die Function f(o, @) auf einer um den Anfangspunct
mit dem Radius R beschriebenen Kreisfliche abtheilungsweise stetig™), und
setzt man: R 9

4 2
a)y Sq=§1;fjf(e, ®) ('/qqu(Qo)> ededoy,
0 0 0

so wird dieses S, bei unendlich wachsendem q gegen eine bestimmte feste Grenze
convergiren.  Und zwar ist diese Grenze dargestellt durch das arithmetische
DMittel derjenigen Werthe, welche f(o, @) besitzt lings eines wm den Anfangs-
punct beschriebenen unendlich Eleinen Kreises.

NB. Doch ist dieses Theorem mit voller Sicherheit nur dann anwendbar,
wenn die auwxiliare Function F(9) im Intervall ¢ = 0 .... R abtheilungs-
weise stetig und abtheilungsweise monoton ist*). Dabei ist diese auziliare
Function F(g) [vergl. (2.)] definirt zu denken als das arithmetische Dlittel der
gegebenen Function (o, @) fiir eine win den Anfungspunct mit dem Rodius o
beschriebene Kreisperipherie.

Yerallgemeinerung. — Dieser Satz bezieht sich zunichst nur auf eine
um den Anfangspunct beschriebene Kreisfliche &, lasst sich aber leicht tiber-
tragen auf eine um einen beliebigen Punct (9,, ) beschriebene Kreisfliche
f". Bezeichnet man némlich die diesen Flichen entsprechenden Integrale S,
resp. mit S, und S/, und setzt man ausserdem zur augenblicklichen Abktirzung:

q
1
HJ qdgq J(qe) = Ayle),
0

(12.) q
. 1 )
mithin: Q—n'/qdq J(gs) = Ay (s),
]
so wird:
. s, =ff/\q(9)-f(e, p)ededy,
8
(13)

S, =f‘/v;'/\q(s)'f(e, 9)ededey,

wo ¢ den Abstand des variablen Punctes (o, ¢) vom Mittelpunct (o,, ¢,) der
Kreisfliche & vorstellt.

Um die gegenseitige Beziehung zwischen diesen beiden Integralen S, und
S, deutlicher hervortreten zu lassen, wollen wir fir den Augenblick annehmen,
die Function f(¢, ¢) reprisentire die Dichtigkeit einer auf der Horizontalebene

*) Es wird also vorausgesetzt, dass die Function auf dieser Kreisfliche der in (B ) Seite 131
angegebenen Bedingung entspricht, dass mithin diese Fliche durch irgend ein Curvennetz in einzelne
Theile zerlegt werden kann, der Art, dass f(e, ¢) auf jedem solchen Theile stetig ist.

**) Vgl. den Uebergang von (9.) zu (10.),
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ausgebreiteten Massenbelegung. Alsdann reprisentirt offenbar f(o, ¢) odo do
ein Massenclement dieser Belegung (nimlich diejenige Masse, welche vor-
handen ist auf dem Flichenelement odo dg). Es reprasentirt also S, die
Summe aller auf & vorhandenen Massenelemente f(o, ¢) odo dg, jedes noch
multiplicirt mit A,(¢), wo ¢ den Abstand des Elementes vom Mittelpunct
der Kreisfliche & (d. i. vom Anfangspunct des Coordinatensystems) vorstellt.
Und ebenso reprisentirt S, die Summe aller auf & vorhandenen Massen-
elemente f(o, @) odo de, jedes noch multiplicirt mit A,(¢), wo ¢ den Ab-
stand des Elementes vom Mittelpunct (9,, ¢,) der Kreisfliche & vorstellt.
Kurz, das Integral S, hat zur Kreisfliche & genau dieselbe Beziehung, wie
das Integral S, zur Kreisfliche 8. Blicken wir also zurick auf das fir S,
erhaltene Theorem (A.) Seite 132, so erkennen wir sofort, dass fiir S, folgendes
analoge Theorem gelten muss:

Theorem. — L5 sei & eine in der Horizontalebene beliebig gegebene
Kreisfliche, und f(o, @) eine Function, die auf & abtheilungsweise stetig
ist.  Bezeichnet man alsdann den Abstand des wvariablen Punctes (o, ¢) vom
DMittelpuncte (91, ¢.) jener Kreisfliche & mit ¢, wnd bildet man das iber &
sich ausdehnende Integral :

. 7
(B) S;=21nj‘/;f(e, ?) (ququ(f_le)> ededy,

so wird dieses S, bei unendlich wachsendem q gegen eine estimmte feste Grenze
convergiren. Und zwar wird diese Grenze dargestellt sein durch das arith-
metische Mittel derjenigen Werthe, welche f(o, @) besitzt lings eimes um den
Punct (0., ¢,) beschricbenen unendlich kleinen Kreises.

NB. Doch ist dieses Theorem mit voller Sicherheit nur dann anwendbar,
wenn die auxiliare Function F(g) abtheilungsweise stetig und abthei-
lungsweise monoton ist fir das Intervall ¢ = 0.... R, wo R den Radius
der Kreisfliche R bezeichnet. Diese auziliare Function F(g) ist zu definiren
als das arithmetische Mittel der gegebenen Function f(o, @) fiir eine um den
Punct (9, o.) mit dem Radius ¢ beschricbene Kreisperipherie.

Weitere Verallgemeinerung. — Es sei ¥ ein beliebiges Stiick der Horizontal-
ebene (also ein von beliebigen Curven begrenzter Theil jener Ebene), und

q
(14) Tq=§f'£f(e, 9) (fqdq J(QG))ede do
0

ein tber diese Fliche ¥ ausgedehntes Integral; dabei bezeichne ¢ den Ab-
stand des variablen Punctes (¢, ¢) von einem beliebig gegcbenen festen Puncte
(01, 9). Ob dieser feste Punct (o,, ¢,) innerhalb oder ausserhalb T liegt,
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134 Die nach Bessel'schen Functionen fortschreitende Integraldarstellung.

mag dahingestellt bleiben. Es soll der Werth untersucht werden, gegen
welchen dieses Integral T, bei unendlich wachsendem ¢ convergirt.

Zu diesem Zweck beschreiben wir um (g,, ¢,) als Mittelpunct eine Kreis-
fliche & von solcher Grosse, dass die gegebene Fliche T vollstandig inner-
halb & liegt; und gleichzeitig wollen wir uns die in (14.) enthaltene und
nur auf ¥ bezugliche Function f(o, ¢) tiber ¥ hinaus in solcher Weise fort-
gesetzt denken, dass sie auf der Fliche (8 — %) tberall = 0 ist. Alsdann
bleibt offenbar der Werth des Integrales 7, (14.) ungedndert, wenn man.
dasselbe nicht tiber ¥, sondern tber & ausdehnt. Nach dieser Uménderung
aber subordinirt sich das Integral dem vorhergehenden Theorem (B.); so dass
man also vermoge dieses Theorems zu folgendem Resultat gelangt:

Theorem. — Fs se: T ein beliebig gegebener Theil der Horizontal-
ebene, und flo, @) eine Function, die auf dieser Fliche ¥ abtheilungsweise
stetig ist. DBezeichnet man alsdann den Abstand des variablen DPunctes (o, ¢)
von einem beliebig gegebenen festen Puncte (o,, @) mit ¢, und bildet man
das iber X sich ausdelmende Integral:

J
©) Tq=§1;ffzf(e, %) (jqqu(q;)>gdgdq>,

0

so wird dieses T, bei unendlich wachsendem g gegen eine bestimmie feste Grenze
convergiren. Und zwar wird diese Grenze, falls (9., ¢,) innerhalb T liegt,
dargestellt sein durch das arithmetische Mittel derjenigen Werthe , welche f(o, ¢)
limgs eines um (01, 1) beschricbenen unendlich kleinen Kreises besitzt, hingegen
= 0 sein, fulls der Punct (9,, ¢.) ausserhalb T liegt.

NB. Doch ist dieses Theorem mit voller Sicherheit nur dann anwendbar,
wenn die auxiliare Function F(g) abtheilungsweise stetig und abthei-
lungsweise monoton st fir das Intervall ¢ = 0 .... ', wo I’ den LRadius
einer wm (9, ¢,) beschricbenen und die gegebene Fliche T umschliessenden Kreis-
peripherie vorstellt. Diese auxiliare Function I'(g) ist zu definiren als das arith-
metische Mittel der Function fy(o, ) fir eine um den Punct (9., ¢1) mit dem
Radius ¢ beschriebene Kreisperipherie; und zwar ist dabei unter fy(o, ¢) eine
Function eu verstehen, welche auf der Fliche ¥ identisch mit f(o, ¢), ausser-
halb T aber diberall = 0 ist.

§ 3.

Die nach Bessel’schen Functionen fortschreitenden Integraldarstellungen fiir den Fall,
dass die darzustellende Function nur von einem Argument abhingt.

Das vorhergehende Theorem (C.) gewinnt, falls man an Stelle der Fliche
T eine um den Anfangspunct beschriebene Kreisfliche substituirt, folgende Gestalt:
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Satz. — Ist die Function f(o, ¢) auf einer wm den Anfangspunct mit
dem Radius R beschricbenen Kreisfliche abtheilungsweise stetig, bezeichnet
man ferner den Abstand des variablen Punctes (o, ¢) von irgend einem festen
Puncte (9,, ¢;) mit ¢, und bildet man endlich das iiber jene Kreisfliche sich
ausdehmende Integral :

R2.7t q
() Sq=$fjf<e, ?) <fqdq J(qc))ode dg,
0 0

0
so wird dieses S, bei unendlich wachsendem q gegen eine bestimmte feste Grenze
convergiven. Und zwar wird diese Grenze, falls (o,, ¢,) tnnerhalb der Kreis-
fliche liegt, dargestellt sein durch das arithmetische DMittel derjenigen Werthe,
welche f(o, ¢) lings eimer um (o,, ¢,) beschriebenen unendlich Kleinen Kreis-
linie besitzt, lhingegen = O sein, falls der Punct (o, ¢) ausserhall der
Kreisfliche liegt.

Dabei wollen wir, allerdings auf Kosten der bisherigen Strenge, die dem
Theorem (C.) in der NB. angehéingte Bedingung wunferdriicken. TUnd haben
also festzuhalten, dass der soeben ausgesprochene Satz (e.) und die aus dem-
selben weiterhin abzuleitenden Consequenzen nicht mehr strenge, sondern nur
im Allgemeinen gultig sind. Zugleich sei erinnert an die Bedeutung des in
(e.) enthaltenen Ausdrucks J(gg). Es ist namlich
(«) s =Veo*+eof — 2001 ¢0s (p — 9),
und ferner nach Seite 23 (19.):

ize .
(™) J(qe) =2 & J7(ge) J7(qe,) cosj (9 — 1)
=0

wo g =1, und & = ¢, =g = ... = 2.

Auf der um den Anfangspunct mit dem Radius R beschriebenen Kveis-
fliche mag nun an Stelle von f(¢, ¢) eine nur von ¢ abhingende Function
f(o) ausgebreitet sein, also eine Function, die lings einer jeden um den
Anfangspunct beschriebenen Kreisperipherie constant bleibt, und nur variirt
beim Uebergange von einer solchen Peripherie zur andern. Setzen wir nun
voraus, diese Function f(o) sel im Intervall 9 = 0 .... 0 altheilungsweise
stetig, so wird sie dieselbe Eigenschaft auch besitzen bei ihrer Ausbreitung
auf der gegebenen Kreisfliche, mithin dem Satze (e.) sich subordiniren.
Somit ergiebt sich:

Rz_n q
) quzm%f/f(e) (fqqu(qs)>9d9dw
00

0

=£(0) oder — fles—0)+7(ei+9

Jje nachdem 0 =0 oder 0 < o <‘ R ist,
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Die linke Seite dieser Formel aber nimmt, falls man fiir J(yg) den Werth
(¢”.) substituirt, und die Integration nach ¢ ausfihrt, die Gestalt an:

‘ B 7
() qu:m'jf(e) (jqdq J(go) J(qoﬂ) ede.
0 0

Somit ergiebt sich folgender Satz:
Satz. — Ist irgend eine Iunction f[(o) im Intervall ¢ =0 ... R ab-
theilungsweise stetig, so wird der Ausdruck

R 9
) liquwjf(e) (JJ(QQJ J(Qo:)q@) ede
0 0

_fles—0) +fles +0)
2

= f10) oder seim,

Jje machdem 01 =20 oder 0 < oo < R ist.
Und aus diesem Satze selber ergielt sich wnmittelbar *), dass der in Lede
stehende Ausdruck '
_1@®)

5 oder =0 sein wird ,

falls 1= R,  wespective R < ¢ ist.
Ist die gegebene Function f(9) im Intervall O .... R nicht abtheilunys-
weise stetig, sondern geradezu sfefig, so ergiebt sich also die Formel:

i/ B
limq:wj (Jf(o) J(g0) ode) J(qey) qdy
0

0

= f(0), oder = f(o), oder = f(‘R) , oder =0,

2
je nachdem ¢,=0, oder 0o <R, oder on=2~R, oder R < g, ist.

Diese Formel aber fihrt zu folgendem Satz:

Satz. — Ist die Tunction f(o) stetig im Intervall o =0 ... R, (wo I
eine beliebig gegebene positive Constante vorstellt), so wird diesclbe fiir jedes
der DBedingung

Y S o < R
entsprechende Argument o, darstellbar sein durch folgendes nach den J(q9,)
fortschreitendes Integral .

#) Ist ndmlich R irgend eine Constante, grosser als R, mithin
0 < B < R,
und versteht man unter f’(¢) eine Function, die im Intervall 0 ... R identisch mit f{¢), hingegen
im Intervall E... R’ iiberall = ¢ ist, so kann man den schon bewiesenen Satz f.), statt auf R und

f(e), auch auf R’ und f'(g) in Auwendung bringen. Und hierdurch gelangt man alsdann zu dem
angehingten Zusatz.
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() Flo) = j ¢, 7 (ae) ada,
o
dessen Coefficienten C, sich bestimmen mittelst der Formel:
R
¢, =ff(9) J(ge) ede .
0

Fiir 9, = R ist diese Darstellung nicht mehr giltig. Denn das in (p.) ge-
nannte Integral hat fiir o, = R wicht den Werth f(R), sondern den Werth f ‘f ).

Verallgemeinerung. — In analoger Weise kann man leicht auch zu
Integraldarstellungen gelangen, welche nach den J”*(gq9,) fortschreiten, wo
h eine der Zahlen 1, 2, 3, ete. vorstellen soll. Substituirt man né&mlich
im Satze («.) an Stelle von f(o, ¢) das Product f(g) cos (he), und setzt
man dabei voraus, dass f(¢) im Intervall 0. .. B abtheilungsweise stetig ist,
so ergiebt sich: .

A q
(3) lim, ., %f/f(e)co&*(hqu)(fqdq J(qc))odo dp
0 0 0

=0%), oder =f(9|_0)‘i'f(91+0)

cos (ho,),
je nachdem 01=0, oder 0 < ¢ < R ist.

Die linke Seite dieser Formel nimmt aber, falls man fir J(gg) den Werth
(«’.) substituirt, und die Integration nach ¢ ausfuhrt, folgende Gestalt an:

R. g
h'mq=w%jf(e) g, cos (hg,) (th(QQ) I*(ge)) qu> ede,
1] 0

wo das & = 2 ist*). Somit ergiebt sich der Satz:

Satz. — Ist h eine gegebene Zahl aus der Reihe 1, 2, 3, 4,..., und
bezeichmet f(o) eime Function, die im Intervall ¢ = 0 ... R abtheilungs-
weise stetig ist, so wird der Ausdruck

R
(3) lim, _, j £(e) ( f T*(ge) T*(ge)) qdq) ede
0 0

=0, oder = =0 _2}_ flor +0) sein ,
Je nmachdem e =20, oder 0 < oo < R ist.
*) Es ist ndmlich zu beachten, dass die gegebene Zahl h =1, 2, 3, .. . . sein soll, also ver-

schieden von 0 ist,
**) Vgl, die vorhergehende Note.

Neumann, Entwicklungen. 18
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Und aus diesem Satze selber ergiebt sich ummittelbar®), dass der in Rede

stehende Ausdruck
__ f(R)
=g
falls on=2R, respective R < ¢ 1st.

oder =0 seim wird ,

Die Formeln dieses Satzes nehmen, falls f(p) im Intervall 0... R
geradezu stetig ist, folgende Gestalt an:

i/r R
liquwf<Jf(9) I*(ge) 9d9> I*(qe,) gd g

0 0
=0, oder = f(e,), oder =ﬁ?, oder =0,

je nachdem ¢; =0, oder 0< o< R, oder e,=R, R < o.
Wir gelangen somit zu folgendem Resultat:

Satz. — Ist die Function f(o) stetig im Intervall O .... R, (wo R eine
beliebig gegebene positive Constante vorstellt), so wird dieselbe fiir jedes der

Bedingung
0 < oo < R

entsprechende Argument o, darstellbar sein durch folgendes nach den J"(qe,)
. fortschreitende Integral:

[l

(&) fes) =f0q J*(qey) qdg,

0

dessen Coefficienten C, sich bestimmen mittelst der Formel:
R
0q=jf(9) I*(ge) edo.
0

Dabei bezeichnet h eine beliebig gegebenme Zahl aus der Reihe 1, 2, 3, 4, .

Auf die Fille ¢, = 0 und ¢, = R ist die Integraldarstellung (c.) nicht
mehr anwendbar. Denn fiir o, = 0 2. B. hat das in (¢.) angegebene Integral
nicht den Werth f(0), sondern den Werth 0.

§ 4.
Die neuen Integraleigenschaften der Bessel’'schen Functionen.

Um diese bereits in (A.), (B.), (C.) Seite 25 angegebenen Eigenschaften
in strengerer Weise zu begriinden, gehen wir aus von den Sitzen (f.) und
(0.) Seite 136, 137. Diese werden, falls man die Constante B mit « be-
zeichnet, und gleichzeitig die Buchstaben ¢, ¢ mit einander vertauscht, dar-
gestellt sein der eine durch die Formel:

*) Namlich mittelst der schon friiher (in der Note Seite 186) angegebenen Methode.
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¢ - L
() lim,_ , | () (JJ(!IO)J(%Q)OdQ) qdg=
0 0
= £(0), oder _fa=9 :’; f(g, +0) , oder = ﬁ;—), oder =0,
je nachdem
=0, oder o< g < e, oder 9=, oder a < g ist;

und der andere durch folgende fiir h = 1, 2, 3, 4, . . . geltende Formel:

¢ §
(2) “mg=®ff(m <'j I*(ge) I* (gs0) 9d9> qdg =
0 0

—0, oder —l@=O+fa+0 fle

oder =-", oder =0,
Je nachdem ¢, =0, oder 0 < g < @, oder ¢ =e«, oder o« < g ist.

Dabei ist vorausgesetzt, dass die Function f(g) im Intervall ¢ =0...«
abtheilungsweise stetig sei.
Aus der Formel (1.) ergiebt sich fiir den Specialfall: ¢, = 0 folgender Satz:
Satz. — Ist o eine positive Constante, und [(q) eine Function, die im
Intervall ¢ = 0 ...« abtheilungsweise stetig ist, so wird:

e 4
U) limemj (ff(q) J(q0) qdq) ede =r(0);
0 0

und dies ist also diejenige Formel, durch welche die friiher gefundene (unsichere
und zweifelhafte) Formel (B.) Seite 25 ersetzt werden muss.

Beschrankt man sich auf solche Argumente g¢,, welche der Bedingung
0 < ¢; < « entsprechen, so kann man die beiden Formeln (1.), (2.) zu-
sammenfassen in folgende eine fir h = 0, 1, 2, 3, ... geltende Formel:

¢ ¢
@) nmgzw'/fﬂ) (jJ"(qe)J"(qle)ede) qdg=1f(q)+ O(q), fir 0 < ¢ < @a;
0 0

wo alsdann unter O(g,) eine Function zu verstehen, die mit Ausnahme ein-
zelner Puncte tberall = O ist. Diese Formel (3.) kénnen wir offenbar auch
so schreiben:

Q’ 22
@) limy_ J ( f f(@) I*(ge) qdq) T wo) ede=F@)+ O0(g), fir 0 < ¢ < a.
0 J

Nehmen wir nun an, es sei F(q) eine Function, die [ebenso wie f(g)] im
Intervall ¢ = 0 ...« abtheilungsweise stetig ist, so ergiebt sich aus (4.) durch
Multiplication mit F(q,) ¢;d¢,, und durch eine nach ¢, von 0 bis e« aus-
geftibhrte Integration:

18*

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



140 Die neuen Integraleigenschaften der Bessel'schen Functionen.

£ A 5 o
(5) ng:w/ {(jf(q)J"<qe)qdq>(/.F(qi) I*(g10) qidm>}od9=/f(qu(q,) ©dq.
0 1] (; 0’

Also folgender Satz: .

Satz. — Ist « eine positive Constante, und sind f(q) und Fl(g) irgend
zwei Functionen, die im Intervall g = 0 ...« abtheilungsweise stetig
sind, so gilt die Formel:

. Q @ [ . 1
V) ﬁm9=wf{(ff(q) J”(qo)qdq) (jF(q) IMqe) qdq>}>ede-——ff(q) F(g) gdg;
0 0 0

0

wo h irgend eine der Zahlen 0, 1, 2, 3, ... vorstellt. Diese Formel (V.) ist
im Wesentlichen identisch wit den friiheren Formeln (A.), (C.) Seite 25.
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