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V o r w o r t .  

Die Fourier'sche Reihe steht, man kann sagen, zur fieisperipherie in 
genau derselben Beziehung, wie die Lqlace'sche (nach Kugelfunctionen fort- 
schreitende) Reihe zur Kugelflicclze. Dabei mag, was die Bestimmung der 
Coefficienten dieser Reihen betrifft, erinnert sein an die bekannten Forinelii 

(a . )  

und 

= O ,  resp. = n ,  

- n  

wobei zu (a.) noch hinzuzufügen sein miirdeil die analogen Formeln für 
Sinus Cosi?zus, und Cosinus Cosinms, und zu (P.) die analogen Fornieln fiir 
die sogenannten adjungirteuz Kugelfunctioneii d. i. fiir die Pnj (p). 

La& nîan den Radius der I<reispeilpherie resp. der Kugelflache ins 
Unendliche wachsen , so veïwandelt sieh, wie ich irn vorliegeiiden Werk 
zeigen werde , die Fozn-ier'sche Reihenen twiclïluy in die sogennnnte Fourier'sche 
AztegraZdarstellzcng, andrerseits aber die Lq1lctce'sc12e Reihene~ztzc.ic?ilung in eine 
gewisse nach Cylincle~filnctionelz (d. i. nncli Bessel'sclien Functionen) fort- 
sclweitede I%tegraldcts.ste17z~~uzg *). 

*) Diese nach den Bessel'schen Fuqctionen fortschreitende Integraldarstellung wurde von mir 
entdeckt und publicirt in  meiner Schrift: Allgenieine Losung des Probiems ilber dan stutioniiren Tenl- 
peratzcrzustand eines homoyenen Kolpers, welcher von irgend zwei nicht eoncent~iscAen Kzcgelfldciien 
begrenzt ist. Halle, Verlag von Schmidt. 1862. Daselbst Seite 149. Ich bin dort zu der in Rede 
stehenden lntegraldarstellung durch einen Grenzübergang von zwei Kugelflachen zu zwei einander 
beriihrcnden Kugelflachen gelangt. - Die Methode, deren ich mich irn vorliegenden Werk bediene, 
ist eine viel einfachere; denn sie beschrankt sich auf die Anwendung nur e i n e r  KugelKàche, und 
besteht in einem Grenzübergange von dieser KugelKàche zur unendlic7~ grossen KugelKache. 

In der genannten Schrift vom Jahre 1862 habe ich ausdrücklich hervorgehoben, daas die dort 
gegebene Ableitung der in Rede stehenden Integraldarstellung keinen Anspruch auf wirkliche Strenge 
machen konne. Gleiches gilt von der durch Kürze uud Einfachheit ausgezeichneten von Ermakoff 
gegebenen Ableitung (Math. Ann. Bd. 5, S. 639). 

Strengere Ableitungen der in Rede stehenden Formel Sind jedoch inzwischen gegeben worden 
von D u  Bois-Re?ymond (Math. Ann. Bd. 4, S. 3ô.2) und von MeMer (Math. Ann. Bd. 5, S. 1%). 

a * 
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IV Vorwort. 

Gleichzeitig verwandeln sich bei diesem Process die Formeln (a . ) ,  wie 
ich zeigen werde, in gewisse neue I+ztegrdeige?zschaften der Kreisfunctiofzev,, 
andrerseits die Formeln (P.) in gewisse neue Integraleigeslschaften der Cylinder- 
functionen *). 

Diese einfachen Betrachtungen, welche den Anfang des vorliegenden 
Werkes bilden, machen keinen Anspruch auf wirkliche Strenge, dürften aber 
dazu dienen, um von vornherein über die in Rede stehenden Rei7zenentwick- 
iungen, Integraldnrstellungen und httegraleigenschnften namentlich über ihre 
gegenseitige Stellung und innere Verwandtschaft einen deutlichen Ueberblick 
zu eroffnen. 

Nach Absolvirung dieser einleitenden Betraehtungen, werde ich sodann 
übergehen zur strengeren Begründung der genannten Reihenentwicklungen, 
Integraldarstellungen und Integraleigenschaften; und hierbei werde ich ineinen 
Auseinandersetzungen durch Anwendung des wichtigen Du Bois-Reymond'schen 
hlittelwerthsatzes sowie auch durch Benutzung der Ulisse Dini'schen Arbeiten, 
eine moglichst einfache Gestaltung zu verleihen suchen. 

Was die in eine Reihe resp. in ein Integral zu entwickelnde willkürliclt,e 
Function betrifft, so werde ich mieh absichtlich beschranken auf die gewohniich 
vorkonmenden Funetionen, d. i. auf cliejenigen Fnnctionen , welche Jcicobi 
gesprsiehsweise die ,,verniinftigerz6' zu nennen pflegte. Demgemàss werde ich 
z. B., was Functionen einer Variablen betrifft, nur solche in Betracht ziehen, 
bei denen die Anzahl der Unstetigkeiten, und ebenso auch clie Anzahl der 
Maxima und Minima für jeden endlichen Spielraum der Variablen eine end- 
liche ist. 

Der Du Bois-Rey~îlond'sclze Mittelzuertl~sata bildet , wie sehon angedeutet, 
das Hauptinstrument meiner nachfolgenden Untersuchungen. 

Spezielle Falle dieses Satzes sind bereits von Abel""), Bonnet*"") und 
Weierstrass entdeckt worden, wobei zu bernerken ist, dass letzterer das von 
ihm Gefundene nicht durch Druck, sondern nur gelegentlich seiner Vorlesungen 
initgetheilt hat. Vollig unabhangig von den genannten Autoren ist der Satz 

*) Dieae neuelz Integraleigenschaften der Ereis- und Cylifider-Fiinctionen sind von wesentlicher 
Bedeutung für gewisse Probleme der Eleldrostatik, wie ich solches, wenigstens theilweise, schon 
gezeigt habe in meinem Aufsatz über die Mehler'schen Kegelficnctimen (Math. Ann. Bd. 18, S. 218 ff.). 
Dass die neuen Integraleigenschaften der Kreisfunctionen auaserdem auch von Nutzen sind für gewisse 
Probleme der colzformelz Abbildung, gedenke ich in Znkunft zu expliciren. 

**) Abel: Untersuchungen über die binomieche Reihe, daselbst Satz III; Crelle's Journal, Bd. 1; 
Seite 314. 

***) Bonnet: Remarques sur quelques intégrales définies; 1849. Liouv. Journ. T. 14. p. 219. 
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Vorwort. V 

von Neuem, und zwar in seiner allgemeinsten Gestalt, gefunden morclen von 
D.u Bois-Reynzond in1 Jahre 1868"). , 

Im Ganzen genommen ist der genannte Satz von ziemlich elementarem 
Chaïakter. Jedenfalls beruht seine Wichtigkeit weniger auf seinern unmittel- 
baren Inhalt, als vielmehr auf den vortreffliclien Diensten, welche er nls 
Instrumegzt leistet, theils um den Zugang zu schon bekannten Satzen zu 
erleichtern, theils zur Auffindung neuer Satze. Diese sich weit erstreckende 
Bruuchbccrkeit zind Nütalichkeit des Scctxes aber clürfte auw ersten Mal in deut- 
liches Licht  getreten sein clztrclb den schon yenannten Du Bois'schen Azifsata vonz 
Jahre 1868. Und schon aus diesem Grunde scheint es angemessen, den 
Satz als den Du Bois-Reynzond'schene Sata zu benennen. 

*) P. du Bois-Reymond: Ueber die allgemeinen Eigenschaften der Classe von Doppelintegralen, 
zu welcher das Fozwier'sche Doppeliutegral gehort; 1868. Borchardt's Journal, Bd. 69, Seite 65; 
namentlich 5 3 ,  Seite 78. - Hinsiclitlich der oben rnitgetheilten historischen Notizen vergleiche man 
übrigens die kürzlich von Du Bois-Reymond veroffentlichte Schrift: Zur Geschichte der trigonome- 
trischen Reihen. Tiibingen, bei Laupp. Seite 56-62. 

Leipzig, August 1881. Dr. C. Neumann, 
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Nachtragliche Verbesserungen und Ben~erkungeri. 

Auf S. 15, in Formel (30.) muss J ( q s )  statt J ( p g )  gesetzt werden. 
Auf Seite 86 ist in der eilften Zeile v. u. l~inabdriickem statt hinabdrtiickt zu lesen. - Auch wiirde 

sich auf dieser Seite, sowie in der letzten Zeile der vorhergehenden Seite eine leicht ersichtliche 

Aenderung empfehlen, welche darin besteht, dass man daselbst statt l l z P  überall: Max ITnP snbeti- 

tuirt, indem a n  dabei unter diesem Symbol: Max l l zP  die grosste der Zahlen 

, Il::,, . . . . in inf. 

versteht. Dieser Definition entsprecliend ist alsdann selbstverstandlich: 

Max l l n P  2 - Max > Max llItB > etc. etc. 

Dieselbe Umiinderung hinsichtlich des 17zP e q f i e h l t  sich noch an einigen andern Stellen dieses 

Werkes, ohne dass es n6thig ware, hier naher darauf eiuzugehen. 
Es mag mir schliesslich noch gestattet sein, auf einige meiner Schriften und Aufsatze hin- 

zuweisen, welche ihrem Inhalt nach dem hier behandelten Gegenstande verwandt sind. 
1. Ueber die Entwicklung einer Function mit imaginarem Argument nach den Kugeifmetionen 

ers te^ und zweiter Art. Halle, bei Schmidt, 1862. 
2. Theorie der Bessel'schen Functionen, ein Analogon zur Theorie der Kugelfunctionen. Leipzig, 

bei Teubner, 1867. 
3. Ijeber die Entwicklung einer Function nach Quadraten und Producten der Bessel'schen Func- 

tionen. Math. Ann. Bd. 3, Seite 581. Voiu Jahre 1869. 
4. Ueber die Mehler'scherz Kegelfmctionen. Math. Ann. Bd. 18. Vom Jahre 1881. 
5. Ueber zwei von Calator und Du Bois-Reymond über die trigorzonaetrischen. Re i lm aufgestellte 

Satze , und deren Uebertragung auf solche Reihen , die nach Ktcgelficnctiorzen fortschreiten. In den 
Berichten der Kgl. Sashsischen Ges. d. Wiss. vom Jahre 1881. 
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Erstes Capitel. 

Eine Function von eineqn Arg~iment ist im Allgemeiiien sowohl eiit- 
wickelbar in eine nach Kreisfunctionen fortschreitende Reihe (die Fourier'sche 
Reihe), als auch in eiii n«ch Kreisfitnctionen fo~tschreitendes liiltegl-nl (das 
Fourier'sehe Integral). *) 

Hiermit analog ist eine Function von m i e i  Argunienten in1 Allge- 
meinen einerseits entwickelbar in eiiie nctch ILuge7fu1zctionen fortsch~eite!1zc7c 
Reihe (die Laplace'sche Reihe), und andererseits darstellbar durch ein ?zc(ch 
Cylinderfunctionen fortschreitelacles Integral (eiii ziierst vom Verfasser dieses 
Werkes angegelsenes Integral). 

Irn gegenwiii.tigen evsten Crqitel dieses Werkes sol1 nun gezeigt werdeii, 
dass man zu dl' diesen vier Entwiclclungen in eiiifacher und natürlicher Weise 
geführt wird mittelst gewisser, theils den Kreis , theils die IKugel betreffenden 
Potentialaufgaben. Und wenn auch der in solcher Weise in diese Regionen 
sich eroffnende Weg keinen Anspruch auf wirkliche Strenge machen kami, 
so dürfte er doeh dam dienen, uin von vornherein über die in Rede stehenden 
Entwicklungen, und namentlich über ihre gegenseitige Stellung und innere 
Verwandtschaft, einen Ueberblick zu gewinnen. 

Um naher au£ die Sache einzugehen, niag es mir gestattet sein, das 
Wort: Potentiaifunction anzuwenden, und zwar in dernselben Siime, in welchenl 
dasselbe theils von Lipschitz, theils von mir sellser bereits niehrfaeh ge- 
braucht ist. 

*) Der Kürze und Symmetrie willen mag dem Verfasser diese Aiisdrucksweiee gestattet 
sein. Ebenso wie z. B. die Formel 

00 
f(z) =x A, cos ( n x )  

O 

bezeichnet zu werden pflegt, als eine nach den Cosinus fortschreitende Reihenentzoiclilzc~zg; ebenso 
mag eine Formel von der Gestalt: 

bezeichnet werden als eine nach den Cosinus fortschreitende IntegraZentwicliTmg oder Integraldur- 
stellzcng; was einigermassen in Einklang ist mit der Ausdrucksweise von Du Eois-Reymond. 

N e u m a n n  , Entwicklungen. 1 
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2 Einleitende Betrachtungen. 

Bezeichnet niimlieh 2 irgend ein be- 
stimmtes Gebiet der Ebene, so soll unter 
einer i'otentialficnction clieses Gebietes X jed- 
wede Function 

V =  V ( x ,  Y) 
verstanden werden, die innerhalb 2 ,  der 
Gleichung 

Genüge leistet, und die ausserdem sammt 
jhren ersteii (nach x, y genommenen) Ab- 

Bezeichnet andererseits % irgend ein 
bestimmtes Gebiet des Rauwes, so sol1 unter 
einer Potenticdfunction dieses Gebietes Z jed- 
wede Function 

V = v (x, Y, 4 
verstanden werden, die innerhalb Z der 
Gleichung 

Genüge leistet, und die ausserdem sammt 
ihren ersten (nach x, y, z genommenen) Ab- 

leitungen innerhalb % stetig ist. leitungen innerhalb stetig ist. 

Dies voraiigeschickt, sind wir die zu jenen vier Entwicklungen hin- 
leitenden Potentialaufgaben sofort n&her anzugeben im Stande. 

Und verfolgt nian endlich ebendieselben beiclen Aufgaben zum zweiten 
Mal, jedoch unter der Voraussetzung , 

1st niimlich X die InnenKiche eines 1st andererseits G der Iniienraum einer 
Kreises, und stellt man sich die Aufgabe, Kugelflache, und stellt man sich die Auf- 
diejenige Potentialfunction von T zu finden, gabe, diejenige Potentialfunction von zu 
welche am Rande von % vorgeschriebene finden, welche auf der Oberfliiclie von Z 

dass der Radius des betrachteten Kreises 
unendlich gross ist, so gelangt man zu der 
nach Kreisfunctionen fortschreitenden Inte- 
graldarstellung (d. i. zum Fourier'schen In- 
tegral). 

Werthe hat,  so gelangt man zu der nach 
Ii?reisficnctionen fortschreitenden Reihenent- 
wicklurig (d. i. zur Fourier'schen Reihe). 

dass der Radius der betrachteten Kugel un- 
endlich gross ist, so gelangt man zu der 
nach Cylinderfunctionen fortschreitenden In- 
tegraldarstellung (d. i. zu derjenigen Dar- 
stellung, die voin Verfasser des vorliegenden 
Werkes herrührt). 

vorgeschriebene Werthe hat,, so gelangt man 
zu der nach Kzcgelfunctionen fortschreitenden 
Reihe (d. i. zur Laplace'scheu Reihs). 

Aus diesen vorlaufigen Bemerkungen ist ersichtlich , dass beim Ueb~r-  
gange vom endlichen zum unendlich grossen Radius 

die Kreisfunctionen Kreisfunctionen bleiben, / hingegen die Kugelfi~nctionen in Cylinder- 
finctionen iibergehen; dass mithin diese 
letzteren nur ein Specialfall der ersteren sirid. 
In  der That Iasst sich zeigen, dass die 
meisten Eigenschaften der Kugelfunctionen 
in  mehr oder weniger deutlicher Weise sich 

1 auch vorfinden bei den Cylinderfunetionen. 

Was hier in flüchtigen Umrissen angedeutet, soll inz yege9zwartigesz 
Cczpitel genauer explicirt werden. Und namentlich soll dabei auch unter- 
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Einleitende Betrachtuugen. 3 

sucht werden, in welclier Weise bei einem solchen Uebergange vom enclliclien 
- - 

zum unendlich grossen Radius 
die Integraleigenschaften der Kreisfunctio- die Integraleigeiischaften der Kzcyelfiinctio- 
nesa : nela : 

cos(ncp) . cos (stp). dg, = 0 ,  resp. = n ,  la 2 
P,(p) P s ( p ) d p  = O ,  resp. = - $' - 2 n + 1 '  

- 7 2  

sich umgestalten. - Wir  werden sehen , dass sich umgestalten. - Wir werden sehen, dass 
man dabei zu gewissen neuen Integraleigen- man dabei zu gewissen neuen Integraleigen- 
schaften der Krekfunctionen gelangt. schaften der Cylinderfunctionen gelangt. 

Uebrigeils wird der Weg, den wir in diesem e ~ s t e n  Cttpitel verhlgen, 
der Hauptsache nach nur als ein heu?.istisclw zu betrachten sein. Die sich 
auf diesem Wege ergebenden Satze und Eigenschaften sollen alsdanil, soweit 
sie die Kreisfunctionen betreffen, im zwei te?~ und clritten, und, soweit sie die 
Ku@- oder Cylinderfunctio~zen angehen, im viertell und fii?zften C ' c t p M  einer 
genauern Untersuchung anheimfallen. 

9 1- 
Ueber eine den Kreis betreffende Potentialaufgabe. 

Eri?znerzrvzg cilz bek«nnte Slitze ctrts der  Thcol-ie des Lmjrr~ithn~isc7ielz 
Potcntials in der Ebene.  - 1st innerltalb einer Kreisperipherie ein Punkt i 
gegeben, so existirt bekanntlich stets eine Massenbelegung dieser Peripherie 
von solcher Art, dass sie für alle uusseren Puncte aquipotential ist mit einer 
in i concentrirt gedachten Masse Eins. Diese Belegung heisst kurzweg die 
clem P ~ t n c t e  i entspechende G r  e e n 'sche Belegung. 13ezeichilet man die Dich- 
tigkeit derselben in irgend eiilem Puncte G der Peripherie mit rd, so kt 
bekanntlich : 

odeï, was dasselbe : 
qi =-- ,', (: + 2 &(log A)). 

Dabei reprasentirt r den Radius der Peripherie, r, den Centralabstand des 
Punktes i, ferner E den gegenseitigen Abstand der beiden Puncte i ,  G, end- 
lich N die in G errichtete anssere Normale, d. i. die Richtung des nach a 
laufenden Kreisradius. 

Bezeiehnet man nun die von der gegebenen Peripherie umschlossene 1 f lac l~e  
mit 5, und sol1 für diese Flache 5 diejenige Pontentialfnnction V ermittelt 
werden, welche am Rande von 5 l;oryescltriebe~ze Wert7te besitzt , so kann man 
diese Aufgabe sofort losen .mittelst der soeben besprochenen Greeii'scheil Be- 
legung , d. i. mittelst der Function 76. Denn nach bekanntein Satze wird der 

1 * 
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4 Einleitende Betrachtungen. 

Werth jeiier Fuiletion V z. B. im Puncte i dargestellt, sein durch folgeizdes 
iiber die Kreisperiplierie sich erstreckende Integral: 
(3.) vi = J F , ~ : ~ ~ .  

Dabei bezeiclniet F, den im Puiicte 0 vqesclwiebenen Werth, und clo das 
bei diesem Puncte gelegene Elernent der Peripherie. - Wir wollen nun die 
Formeln (1.). (2.1, (3.) in diejenige Gestalt versetzen, welche sie annelzmen bei 

Ei.nführztq der Polnrcoordi.nnteuz. - Sind ( r ,  y) und (r,, T ~ )  die Polar- 
coordinaten zweier beliebiger Punete, so gilt für iliren gegenseitigen Abstand 
E die Formel: 
(4.1 Et = r2 + t.,e - Zrr, cos (cp - qi). 

Und auf Grund dieser Formel kann man, falls r, < r ist , den log (a) eiit- 

wickeln naeh Potenzen von (?): 
n z  m 

1 1 
log B = log + 2 ' fi (-)'COS r +L (q - ml) ; für r, < r.  

n = l  

Icleiitificiren wir nun die Puncte (y, Y) und (r,, y,) respective mit den in 
(l.), (2.), (3.) erwahnten Puncten ci und i, so ergiebt sich a m  (2.) durch 
Substitution des Werthes (5.)  : 

Substituiren wir aber dies in (3.), und setzen wir eiigleicli: 

vé = V(?I J <pi), 
(7 .) Fu= F ( T ,  <p) s F(q),  und du = rdq, *) 
so erhalten wir: 

oder, ein wenig anders geschrieben*"): 

Diese Formel reprasefitirt die Losung der gestellterlz Aufgabe. Denil s je liefert 
die Werthe von V fur aile inizerhalb 5 gelegenen Puiicte (Y , ,  y,), falls niir 
die Randwerthe F(T) gegeben siiid. 

") r ist eine gegebelze Constante, namlich der Radius der gegebenen Peripherie. Mi t  Unter- 
drückung dieses constantelz Pa~ameters kann man daher statt F(r, y) kurzweg F(q)  schreiben. 

**) Die obere Summationsgrenze ist in (8.) durch W, liingegen in (9.) durch n dargestellt. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Einleitende Betrachtungen. 
- 
3 

Nach der Definition von V rnuss der Werth V ( r , ,  cpl) in F(n) über- 
P h e n ,  S0hJd man r, zn r anwachsen lasst. Somit folgt aus (9.): 

Und cliese Formel repr4sentirt die F o  u r  i e r 'scke Reil~ene?ztwicldung. 

Uebergang zum unendlich grossen Kreise. 

Machen wir clen liadius r der Flache 5 iiztsserst gross (noeh niclit 
unendlich gross), so wird ihr Rand ocler, besser ausgedrückt, ein Stiick ihres 
Randes dargestellt sein durch einen Bogen P Q ,  der nur noch wenig von 
einer geraden Linie sich unterseheidet ; und gleichzeitig wird alsdann der 
Mittelpunct M der Flache 5 Ltusserst weit von PQ entfernt sein. 

Der Bequemlichkeit willen denken x 
wir uns P Q lmrixontal, und den Mittel- Fig. 1. 

punct M zlnterlialb PQ. Gleichzeitig 
fiihren wir ein rechtwinkliges Coor- 
dinateiîsystem mit dem Anfangspuncte 
O ein, dessen x-Axe horizontcd und 
u~zterlmlh PQ liegen soll, wahrend seine p~ / 

3-Axe vertiltcd nnck Oberz laufen mag. 
Ueberdies sei 

(11.1 (031) = p ,  I 
so dass also die selw grosse Entfer- 
nimg des Mittelpunctes 31 vom An- 
fangspuncte O vorstellt. 

Bezeichnet man nun die Polar- 
coordinaten eines beliebigen Punct es 
(x, z) mit ( r ,  indeni man unter r 
seinen Abstand von M ,  ferner unter 
g, die Neigung dieses Abstandes r 
gegen die Linie N O  d. i. gegen die z-Axe versteht, so ergiebt sich sofort: 

und ferner, weil /3 iiusserst gross sein soll: 
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6 Einleitende Betrachtungen. 

Sind also irgend zwei Puncte gegeben (x, x )  und (x,, x,),  so erhklt man bei 
analoger Bezeicl-inungsweise die Formelii : 

Führt man nun mittelst dieser Substitutionen in (4.), (5.) an Stelle 
der Polarcoordinaten die reclztwinliiigen Coodnnterrz ein, so erlialt man: 

n = m  
1 1 

log  = log - P + z  
, für e, < z .  

Sollen nun diese Formeln wirklich dem Fa11 des unendliclz grossen Xreises 
entsprechen, so hat man in ihnen /3 = oo zu machen. Durch Ausführung 
dieser Procedur geht, wie leicht zu ühersehen, (13.) über in die bekannte 
Formel : 
(15.) EB = (x - x ~ ) ~  $ (2 - zJe. 

Etwas mühsamer ist hingegen die Ausführung jener Procedur bei der Forniel 
(14.). Und es mird dabei angemessen sein, zunachst an StelIe des Summa- 
tionsargumentes n ein anderes Argument q einzuführen, mittelst der Sub- 
stitution : 
(-4.) 

Da n die Werthe 
(B.) n = 1 , 2 , 3 , 4 ,  . . . 00 

zu durchwandern hat,  so wird das neue Argument q die Werthe 
1 2 3 4  

q =  - 2  - >  - 9  P P P P '  . . c c  

durchlaufen. Bezeichnet man also die Differenz je zweier aufeiiianderf~l~ender 
q-Werthe mit dq, so ist: 

1 P.) d q = - .  B 
Endlich ergiebt sich aus (A.) und (D.) durch Division: 

Substituiren wir nun in (14.) für n und die aus (A.) und (E.) entspringenden 

Werthe, so erhalten wir : 

1 2 3  die Summation erstreckt über q = - , - - P 8 '  P '  . . . m .  - Lassen wir jetzt 

schliesslieh die Constante /? ins  Unendliche wachsen, mithin das d q  (D.) Nn- 
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Einleitende Betrachtungen. 7 

encllicl~ fileifi werden, so verwandelt sich die vorstehencle Summe in ein von 
q = O bis q = oo Ianfendes Inteyral; wahrend gleiehzeitig der unter diesem 
IntegraI enthaltene Factor 

( B  + übergeht in e 9 ("1 - 4 

fl+- ; "1 
so dass wir also erhalten: 

O 

Dies vorangeschickt , kehren wir 
zurück zu den FormeIn (1 .), (2.), (3.), i Fig. 2. 

die für jedecn Kreis, also auch fiir clen 
zinencllich grossen Kreis gelten. Die 
Formel (2.) nimmt, weil r gegen- 
wartig = oo ist, die Gestalt an: 

(18.) Sind nun (x, $=--- z)  und : h k 0 g  (x,, zl) A). die Coor- pi-io 
diiiaten der Puncte 13 und i, so wird , z&%) 
offenbar die Differentiation nach N 

I ->z 
nichts Anderes sein als eine Differen- I 

tiation nach z ;  so dass man also 1 

1 
1 

mittelst der Entwieklung (1 7.) den 
1 

1 

Werth erhalt : I 
I 

1 

oder, weil 6 = oo sein soll: 2.t 

Substituiren wir dies in die Formel (S.), und setzen wir zugleich : 

*) Jener Factor kann namlich auch so geschrieben werden: 

Nun wird aber, falls man a = E setzt: 
B 

9 3 

hmn=- ( ~ + ~ Y ~ = l i r n ~ = ~ ( ~ +  B 1 1 '  4 U. B.W. 
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8 Einleitende Betrachtungen. 

Pi = V(X,, 2,) , 
(21.) F, = F ( x ,  a ) =  F(x), und d o t = d x ;  *) 

so erhalten wir: 

oder, ein wenig anders geschrieben*"): 

Uiese Formel ~e21rüsentirt d ie  L6sung der gestellten Aufgcibe. Denn die Flache 
5 ist gegenwartig eine von der Linie PQ begrenzte und nach Unten sich 
ins Unendliche ausdehnende HalbeOene (vgl. die Figiw Seite 7); und die vor- 
stehende Formel liefert die Werthe von V für alle innerhalb dieser Flaelie 
5 gelegenen Puncte (x,, x,),  falls nur die Randwerthe F(x) gegeben sind. 

Nach der Definition von V muss der Werth V(x,, 2,) in F(x,) iibet- 
gehen, sobald man z, auf x anwachsen Iasst. Soniit folgt aus (23.): 

+.. 
1 sin q (x, - x) 

$ ( x ) ( t q  cos qix,-xl) d x  , CI. i. = 1imq=. (24.) F(x,)  = limp=m , d x  ; 
I x, - x 

- m - 50 

wzd dies ist  d ie  Fowrier'sclze I~ztegraldwsteilung. 

Neue Integraleigenschsften der Kreisfunctionen. 

Diese Eigenschaften sind bekanntlich, soweit sie die S i ~ z u s  betreffen, dar- 
gestellt durch die Formel: 

O ,  falls n >< S .  
sin(ntp) .sin (scp). d<p = 7 n , f a h  n = s ; 

- I I  

wobei n und s irgend welche Zalden aus der Reille 1, 2, 3, . . . . ror- 
stellen sollen. 

Unsere Aufgabe sol1 nuil darin bestehen, diese Formel (1.) zu übertragen 

*) Die Flache ist gegenwartig dargestellt durch eine unendliche Halbebene und begrenzt 
von der horizontalen Linie PQ (vgl. die Figur Seite 7). Irgenc! ein Element dieser Linie PQ ist mit 
d u  bezeichnet; und die Coordinaten dieses Elementes sind (x, z) genannt. Demgemiss reprisentirt 
also a eine gegebene Corastante, namlich den Abstand der Linie PQ von der x - ~ ~ e  des Coordinaten- 
systems. Mit Unterdrückung dieses constante% Parametels z kann daher das F ( x ,  z )  kurzweg mit 
F(x)  bezeichnet werden. 

**) Die obere Greuze des innern Integrals ist in (-2'2.) durch 00, hingegen in (23.) durch q dar- 
gestellt. 
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Einleitende Betrachtungen. 9 

auf den Fall eines u m n d l i c l ~  grossen Rreises. Uiid zu dieseni Zweck beinerkeii 
wir zunacllst, dass die Formel (1.) vollig aquivalent ist mit folgender: 

falls wir iziinlich unter den C, D willkürliche Constanten verstehen. - In 
der That iibersieht man sofort, dass (2.) eine Folge ist von (l.), und dass 
auch umgekehrt (1.) als Folge von (2.) angesehen werden darf *). 

E s  handelt sich also darum, die Formel (1.) oder (2.) zu übertragen nuf 
den Fa11 eines unendlich grossefi Kreises. Oder niit anderen Worten: es 
handelt sich darum, in jenen Formeln statt  der Variablen eine neue 
Variable x einzufuhren mithelst der schon ficher [Seite 6, (l-i.)] besprocheiien 

Substitution rp = -, wo 0 eine sehr grosse Constante vorstellt, die spater B 
i n s  Unendliche antuachsen soll. 

Setzt man nun in (2.) 

und setzt man gleiclizeitig die obere Sumniatioixgrenze n = c p ,  so ergiebt sicli: 

:/:'{(zG sin 7) ( 2 ~ ~  .in ;)) 7 = z XC?, D?, , 

- f i P  

die Summationen erstreckt über n = 1,  2 ,  3, . . . (crp - l), ap. 
Es rnag hier a ,  ebenso wie (3, eiiie positive Grosse sein. L T ~ d  ztcar 

mag a einen von E a u s e  atls b e i i e b i g  g e g e b e n e n  TVerth habel2 , z c m ?  wiikre?ttl 
der ganzen U n t e r s u c h u q  c o n s  t a n  t e ~ h a l t e n  werden. P hiilgegeii soll (wie schoii 
gesagt) .ungemein grosa sein, spater ins Unendliche aiiwachsen, und zu dein 
gegehenen cr dabei bestandig in solcher Beziehuiig bleiben, dass das Prodiict 
crp in jedein Augenblick eine ganze Zalil ist. 

1 MuItipIicirt man nun die Foirnel (3.) mit und fiilirt man zugleicli*") P '  
statt  des Summationsargumentes n ein anderes Argiimeilt y eiii mittelst der 
ReIation : 

'n 4 = p ,  
so fol@: 

*) Man erhalt uamlich (1.) aus p.), sobald man sümmtliche G bis auf eiwes gleich Nul1 macht, 
und ebenso auch mit den D verfàhrt. 

**) Aehnlich wie friiher aiif Seite 6. 
Nenm ann ,  Entwicklungem 2 
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1 2 3  die Summationen erstreckt über q = - p ,  g ,  B ,  B .  ( a -  ; ) ,  a .  
Bezeichnet man hier die Differenz zwischen je zwei aufeinanderfolgenden 

q-Werthen mit dq, so ist 
1 d p =  - 
P ; 

so dass man also das in (4.) vorkornmende überall dureh d p  ersetzen 
kann. Hierdurch ergiebt sieh : 

(5.1 .i"{(rcpq sin qX) d q .  sin q.) 
- Ici@ 

1 2 3  die Summationen erstreckt über q = T ,  T ,  8 ,  . . a - ,  a .  

Denken wir uns nun, wahrend n con&& bleibtl, die Grosse /3 ins Un- 
endliche anwachsend, so verwandeln sich die in (5 . )  enthaltenen Summen in 
Oestimrnte Iztegrale. Und wir gelangen aIso, falls wir die Werthe von C,,, 
Dpq für p = OG mit L,, M, bezeichnen, zu folgender Formel: 

Es liegt auf der Hand, dass man an Stelle von (1.) auch ccndere Aus- 
gangsformeln wahlen kann. HauptsachIich bieten sieh folgende dar: 

(a.) sin mg>. sin scp dg> = 0 oder n ,  T - X 

(b.1 cos aq . COS S(P . d ( ~  = 0 oder n ,  1" - n 

(c.) J".ng>=o, 
- n  

immer vorausgesetzt, dass n und s Zahlen aus der Reihe 1,  2, 3, 4, . . . . 
sind. - Nimmt man nun diese Formeln (a.), (b.), (c.) nacheinander zum 
Ausgangspunct, so gelangt man mittelst der vorhin exponirten Methode der 
Reihe nach zu folgenden Endresultaten *) : 

') Von diesen drei Formeln (A.), (B.), (C.) re~rasentirt  die erste niir eine Wiederholung der 
soeben gefundenen Formel (6.). 
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wo a eine beliebige gegebene positive Constante vorstellt, wahrend Lq und 
JIq beliebige Functionen von p sein konnen. Diese merkwürdigen und (wie 
meine Erfahrung gezeigt hat) fur manche Zwecke sehr niitzlichen Formeln 
(A.), (B.), (C.) bezeichne ich kurzweg als neue Inte,qrcctleigenscl~aften del- Kreis- 
fit nctionen. 

Bemerkung. - Die Formel (C.), und namentlich der zweifelhafte Werth 
auf ihrer rechten Seite bedürfen einer gewissen Erlauterung. Die hier als 
Ausgangspunct dienende Formel (c.) ist offenbar aquivalent mit folgender: 

oder auch mit folgender: 

(~8.1 Qn C C B ; ~ )  d. = 2zc0; *) 

- n 

wo die C willkührliehe Constanten sind. Und je nachdeni man nun die 
vorhin exponirte Behandlungsweise auf die Formel (c,.) oder (c,.) anwendet, 
findet man für das in (C.) angegehene Intepal im einen Fa11 den Werth O, 
im andern den Werth 2rL,. Dies ist sichet ein sprechender Ucweis für die 
Unsicherheit der ctngewctndten JIethocle. 

Uebrigens wird eine genauere Untersuchung im dritten Capitel uns 
zeigen, dass die neuen Formeln (A.) und (B.) im AlIgemeinen ricktig sind, 
und dass Gleiches auch von der Formel (C.) gilt, falls man nur die beiden 
auf ihrer rechten Seite stehenden Werthe (O und 2nL,) durch das arith- 
metische Mittel dieser Werthe (cl. i. durch I~L,,) ersetzt. 

0 4. 
Ueber eine die Kugel betreffende Potentialaufgabe. 

Erinnerung an einige Slitae aus der Tlzeorie des Newton'sc l~en Potenticils 
i m  Raume. - 1st ivmerhaib einer Kugelflache ein Punct i gegeben, so existii-t 
bekanntlich stets eine Massenbelegung dieser Flache, welche für alle dussel-en 
Puncte aquipotential iet mit einer in i concentrirten Masse Eins. Diese 

*) Die linken Seiten von (c,.) und (c,.) unterscheiden sich dadurch von einander, daas die untere 
Suaimationsgrenze in der einen s 1 ,  in der andern = O ist. 

2 * 
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Belegung wird kurzweg die deni Puncte i entsprechende G r  e e 4~'sche Beleptng 
genannt. Bezeichnet man die Dichtigkeit derselben in irgend einem Puncte 
G der Kugelflache mit 176, so ist bekanntlich: 

dabei bezeichiiet r. den Radius der Kugel, 'Y ,  den Centralabstand des Punctes 
i ,  ferner E die Eritfernimg zwisclien den beideil Puneten é und G ,  endlieh 
N die in u errichtete aiissere Normale (also die Richti~ng des nacli G laufenden 
Ki~gehadius). 

Bezeichnet man nun den von der gegebenen Ihgelflache umschlosseneii 
Bnzon mit 5 ,  und sol1 für diesen Ritum 5 diejenige Potentialfunction 7 
ermittelt werdeii, welche an der Oberfliiehe von 5 .oor.gesclwiebew TT'ertAe 
besitzt, - so kann man diese Aufgabe sofort lasen mittelst jener Green'sehen 
Belegung, d. i. mittelst der Funetion $,. Denn naeh bekanntem Satze wird 
z. B. der Werth dieser Function V im Puncte i daïgestellt sein duïch folgendes 
über die Kugelflache ausgedehnte Integral: 
(3.). vi = J ' F ~  dei. 

Dabei bezeiclinet If', den im Punlste s ?;orgesc-h.r,i~be+m W e r t h  iind da  das 
daselbst befindliche Element der IKugeM&elie. - Wir wollen n u  die Foriiielii 
(l.), (2.), (3.) in diejenige Gestalt versetzen, die sie aniiehmen bei 

Binfiih~urig der Pol«r.coordi.îzcctelz. - Sind ( F ,  w, y) und (Y,, ml, y.,) die 
Polarcoordinaten zweier beliebiger Puncte, so erhalt man fiir ihren gegen- 
seitigen Abstand E,  und fiir den von r und r, gebiIcleteii IViukel y die Formeln 
(4.) Ee = re + rle - ? r r ,  cos y ,  

(5.)  cos y = cos w cos w, + sin w siu w, cos (QI -- QI,) . 
1st Y ,  < Y, so kami man auf Gïund der Formel (4.) den Quotienten (k) ent- 

wickeln nach Potenzen von (:!), und gelangt hierdurch z ~ i  der bekannten Reille: 

wo das Pz, die sogenaiinte I i k g e l f u w t i o n ,  definirt werdeii kann nach Be- 
lieben - entweder d u ~ c h  da.s bekannte Polynom: 

odei. diireh das Diiichlet'sche Polynom: 

" '"z " (sin +)'+ (n -  l ) n ( n +  (1 a 2j2 1) ~ 4 - 2 )  (sin :)<- + . . . (Tb.) P, (COS y )  = 1 - -- 
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oder durch das Laplace'selie Integral: 

(7c.1 P, (cos y) = - 1 J  (COS y + i sin y cos dzu, wo i = Y - ,  
22 

O 

Das Pn (cos y )  ist , ebenso wie y selber [vergl. (5.)], eine Function der 
drei Argumente w, o,, (Sr - y,), und entwickelbar naeh den Cosinus der 
Vielfachen des letxtecn Argumentes. Durch wirkliche Ausführung dieser Ent- 
wicliliiiig gelangt man bekanntlich zu folgender Formel: 

j = n  

Pn(cos y) = 2 tj Anj Pnj (cos CO) Paj(cos a,) COS j ( ~  - Y , ) ,  
j = O  

wo die Pz,, die sogenannnten dgele i te te f i  Ktiyelfiinctiorzen, definirt sind durch 
die Formel: 

wahrend die E ,  A gewisse Zahlen vorstellen, und definirt sind clurch die 
Formeln : 

Dies vorangeschickt , kehren wir zuriiek zu unsern anfanglichen Formeln 
(l.), (2.), (X), und bezeichnen die Coordinaten der dortigen Puncte G uncl i 
respective mit (r, 0, cp) und (r,, o,, Alsdann ergiebt sich aus (2.) durch 
Substitution des Werthes (6.) : 

Substituireii wir dies in die Formel (3.), und setzen wir zugleich 
vi = l'(ri, P i !  9,) 7 

(12.) F,=F(r,  y ,  cp)=F(p, cp), und d o = r 2 d y d c p ,  **) 

wo p = COS w und pi = cos o, sein soll, so ergiebt sieh: 

13.) V(r,, P i ,  < ~ i )  = p, 
- 1  O U 

oder, mas dasselbe ist ***) : 

*) Hier bezeichnet TI die Gausa'sche Punction. Es ist also 
n(o)= n(i) = 1, 

n ( 2 ) = 1 . 2 ,  
I I ( 3 ) = 1 . 2 . 3 ,  u. B . W .  

**) In F ( r ,  p, cp) kann nkmlich das r uiiterdrückt werden, weil diesee r eine gegebene Con- 
stante (der Kugelradius) ist. - 

***) Die obere Summationsgrenze in (13.) ist durch 00, in (14. hingegen durch n dargestellt. 
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Diese Fornzel reprliselztirt die Losung der gestellten AufgaOe. Denn sie liefert 
die Werthe von P für aile innerhalb 5 gelegenen Puncte (r,, pl, v,), falls 
nur die Oberflachenwerthe F(p, y) gegeben sind. 

Nach der Definition von P muss der Werth P(r,,  pl, yI)  in F([i,, v,) 
übergehen, sobald man r, bis r wachsen lasst. Somit folgt aus (14.): 

Und diese Formel reprüsentirt die L np l nc e 'sche Entwicklung. 

Uebergang sur unendlich grossen Kugel. 

Machen wir den Radius r des Kugelraumes 5 dusserst gross (noch nicht 
unendlich gross), so wird seine Oberflache , oder besser nusgedrückt , ein Stück 
seiner Oberflkhe, dargestellt sein dureh eine ~ l a c h e  PQ, die nur noeh wenig 
von einer Ebene abweicht; und gleichzeitig wird alsdann der Mittelpunet 31 
dieses Raumes 5 sehr weit von PQ entfernt sein. 

' Es sei PQ horixonta,Z, und M unterl~alb PQ gelegen. Gleichzeitig sei O 
der Anfangspunct eines rechtwinkligen Coordinatensystems, dessen x y-Ebene 
horizo&l und zcnterhaib PQ liegt, und dessen x-Axe vertiknl m c h  Oben laufen 
mag. Ueberdies sei 
(16.1 ( O H )  = P ; 
so dass also p den selzr grossen ,4bstand des Punctes J I  von der xy-Ebene 
vorstellt (Vgl. die Figur auf S. 5.) 

Bezeichnet man nun die Polarcoordinaten eines beliebigen Punctes 
(x, y, a) mit (r, a, rp), indem man unter r seinen Abstand von il, fernei. 
unter o die Neigung dieses Abstandes r gegen die Linie MO, d. i. gegen 
die z- Axe, endlich unter g, das Azimuth der Ebene des Winkels w gegen 
irgend eine feste Meridianebene, z. B. gegen die xa-Ebene versteht, so eï- 
giebt sich sofort: 
(17a.) r = p + z ,  

und ferner, weil p ungemein gross sein soll: 

wo alsdann g = iF+T defi Abstand des Pwnctes VOTA der a- Axe vorstellt. 
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Sind also im Raume irgend xwei Punete gegeben (x, y, 2)  und (xl, y,, ZI), 
so erhalten wir bei analoger Bezeichnungsweise die Formeln: 

Und diese Grossen x,  Q und x,, Q, sind es, welche wir als neue Coordiqzccten 
an Stelle von r, w und r,, ml einführen werden; wobei erwahnt sein mccg, 
dnss at(1.î~ T, 61, (r die Poln rcoordinateqz, owleremeits aber z ,  O ,  cp die 
Cyl indercoordinaten  zu nefi9ze.n pfleyt. 

Reprasentirt nun E d e n  gegenseitigen Abstand der beiden Punete (Y, uj, g.) 

und (r,, w,, g.,), und bezeichnet y den Winkel, unter welehem r gegen Tl 

geneigt kt, so wird nach (4.), (5 . )  : 

cos y = cos o cos o, + sin o sin ml cos (y - qll , 
Ez = rP + rlO- ?rrI COS y. 

Diese Formeln aber nehmen im vorliegenden Falle, wo y, 61, o, ciussero~hzt- 
bich X.1ei.n sind, offenbar folgende Gestalt an: 

(a'.) 1 - a y 2 =  (1 - 3 4  (1 - t q 2 ) + @ ~ 1  COS(<P - T I ) '  

(O,.) Ez - r* + r î  - 2rri (1 - f y2); 
oder (was dasselbe) folgende Gestalt: 

(a".) y 2  = w 2  + m l 2  - ~ o m ,  CO8 (9 - <pi), 

(O".) E2 = ( r  - rl)L + rrl y). 

Substituirt man nun in (a".) für o, o, die Werthe (18.), so folgt: 

wo das ç als Abbreviatur dienen soll für die im Zahler stehende Wurzel- 
grosse. Und substituirt man ferner in (O".) für T ,  r,  und y die Werthe aus 
(18.) und (19.), so folgt: 

(20.) E 2 = ( ~ - 2 1 ) 2 + ( Q z + ~ 1 2 - ~ ~ ~ i C 0 8 ( q - ~ l ) ) = ( Z - ~ l ~ * ~ ç P .  

Gleichzeitig gewinnt die in (6.) angegebene Entwicklung diirch Substitution 
der Werthe (18.), (19.) die Gestalt: 

n=m B =z -& (E)" P,, (con +) , fiir zl < Z .  

n=O 

Doch soll die betrachtete KugeMache nicht (wie bisher vorausgesetzt 
wurde) ungemein gross, sondern wnendiich gross sein. Es ist also z. B. in 
Formel (21.) das dort car1za.izdene 0 = cc zu mclclten. Um diese etwas miih- 
same Procedur wirklich vornehmen zu konnen, ist es zweckmassig, zunachst 
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16 Einleitende Betrachtiingen. 

an Stelle des Summations-Argumentes n ein anderes Argument q einzufiihren, 
mittelst der Substitution : . 

n. 
-= 

Alsdann ergiebt sich : 
P q B  

1 P + - , P q  - 
-- ( ") pp, (cos ;) ; (voreusg i, < 1) 

3- p + z  B i - 2  

1 2 3  die Summation erstreckt über p = O, B ,  B ,  g ,  . . - . m. 

La& man nun gegenwartig /'3 iris Unendliche waclisen, so geht der Factor 
1 

über in - d. i. in dq ,  *) 
P + "  P 

ferner der Factor (Pz-)" über in e 
q (01 - 2) 

; **) 

so dass man also erhalt: 

oder was dasselbe ist : 

Nun isb nach (7b.) die Function P, definirbar durch die Formel: 

Hieraus folgt, falls man q = setzt : 

n(m -t 1)  2 ( m - l ) n ( n + l ) ( n + 2 )  . x P. (cm G) = 1 - ( . n  1" 2) + (1 . i)2 
( a n -  d -+.. . ,  

oder, falls man n ins Unendliche wachsen lasst: 

(23 a.) 

Die hier auf der rechten Seite stehende unendliche Reihe ist aber bekannt- 
lich identiseh mit derjenigen, dwrch welche die Cylinderfunction (oder Bessel'sche 
Fzcnction) J(x;) defilzirt wird; und man erhalt also: 

(23 b.) ( P  ) )  = J ( 4 .  
n = m  

Hierdurch gewinnt unsere Formel (22.) schIiesslich folgende Gestalt 

*) Vgl. Seite 6, Formel (D.) 
**) Vgl. die Note auf Seite 7. 
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Einleitende Betrachtungeu. 

wo ç die in (19.) angegebene Wurzelgrosse vorstellt. 
Dies vorangeschiekt, kehren wir zurück zu den Forineln (l.), (L), (X), 

die für jede Kugel, also aueh für die gegenwartig betïachtete unetd l ic l~  grosse 
Kugel gelten. Die Formel (2.) nimmt, weil der Kugelradius T gegenwartig 
= CO ist, die einfachere Gestalt an : 

(25.) 
1 6  , d=-2zm(&) 

Bezeichnet m m  nun die Coordinaten der Puncte G und i mit ( 2 ,  p ,  y) und 
( x , ,  p,, y,), so wird BI < z (vgl. die Figur Seite 7) ; so dass man also in 
(25.)  direct den Werth (24.) substituiren darf. Gleichzeitig wird alsdann die 
auszuführende Differentiation nach der aussern Normale N offenbar ideiitiseh 
mit einer Differentiation nach z ;  so dass man also mittelst der genannten 
Substitution erhalt : 

Substituirt man dies in die Formel (3.1, und setzt m m  zugleieh: 

oder, ein wenig anders geschrieben **) : 

Diese Formel repriisentirt die Losung der gestelltelz Aufiy7)e. Denn der Rauni 
5 ist gegenwartig ein von der Horizontalebene 1'Q begreiizteï, und nadi 
Unten sich ins Unendliche ausdehnender H(d1nwm (vgl. die Figiir Seite 7). 

*/ Der Raum 5 ist gegenwartig ein Halbrauin, nkmlich dargestellt durch denjenigen unend- 
lichen Raum, der unter der Horizontalebene PQ liegt (vgl. die Figur Seite 7). Irgend ein Elemerit 
dieser Horizontalebene P Q  ist  von uns mit d c  bezeichnet, und die Coordinaten dieses Elementes d o  
sind (2, Q ,  <p) genanut worden. Demgemass reprasentirt s eine gegebene Constante, namlich den 
Abstand der Ebene P Q  von der xy-Ebeue.  X i t  Unterdriickung diese3 constanten Parameters 2 kann 
daher an  Stelle von F(a, Q ,  9) kurzweg F ( Q ,  (P) geschrieben werden. 

**) Die obere Grenze deri innern Integrals ist in (28.) durch m, i n  23.) hingegen durch g 
dargestellt. 

N e u m a n n ,  Entwicklungen. 3 
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18 Einleitende Betrachtongen. 

Nach der Definition von V nluss der Werth 'CT(2,, q , ,  yl) in F(ql, 9,) 
übergehen, sobald man z ,  bis a (d. i. bis zum Parameter der Ebene PQ) 
anwaehsen l m t .  Somit fol@ aus (29.): 

wo das s die in (19.) angegebene Redeutung besitzt. Unci? dies ist die von mir 
scho.î2 uor lcrnger Zeit gegebem Durstellu~~g*), die ich damals allerdings auf 
einem etwas andern und weniger directen Wege gefunden hatte. 

9 5a. 

Einige sich anschliessende Bemerkungen. 

Naeh (23a, b.) ist: 
x2 59 5" 

(1.) J(x) = 1 - 2 2  + -- - + - . . .  
(2 4)o (.2. 4 . qe 

und gleichzeitig auch: 

(2.1 J ( X )  = (P. (cos :)) n = m  

Von dieseil Formeln ausgehend, wollen wir einige Eigensehaften der Cylinder- 
function J (x )  zu entwickeln suchen. 

Dnrstellu.îly vovz J(r)  d u d ~  ei lz  bestirîzmtes Integrcil. - Bekaniitlieh ist 
[vgl. Seite i 3, (7 c.)] : 

n 

x Hieraus hlgt ,  falls man 7 = setzt: 
77 

x x + i sin - cos d w  , n 

also, falls man 12 un!jrn&~z g~oss maeht : 
72 

ix COB w n 
P,, (cos :) = :$(l +. -n) d w  , 

ix cos w also, fstlls man an Stelle von $ 1  mittelst der Substitution: = t ein 

anderes Argument t einfiihrt , 

*) C. Neumann: Allyenaeir&e Lvsuleg des Problenls iiber den stationüren. Temperaturzzcstand eines 
Aomogenen Korpers, weleher von zwei ne'c7itconcentrisehen Kugelflüehen begrenzt wird;  Halle in1 Qerlag 
von Schmidt, 1 8 6 2 ,  daselbat Seite 149. 
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Lasst man jetzt aber n uwenrllicl~ gross, inithin E utzerzd1icl~ Hein werden, so 
folgt mit Rüeksicht auf (2.): 

oder (was dasselbe ist): 

oder, weil die Werthe von sin (x cos w )  für die Intervalle zu = O . . . fi und 
t u  = 3 rl . . . n einccncier entgegengeseti?t sincl : 

Hieraus folgt beilaufig, dciss J ( x )  fiir reelle TVerthe von x  stets ztvischen 
- 1 und + 1 Irleibt. 

Die fü.r J ( x )  ge l t ede  Uifirenticclglcichu~zg. - Wir gehen aus von der 
bekannten Differentialgleichung der Ihgelfunctionen. Dieselbe lautet: 

a 
n [n+  l ) f +  ((1 - 0 ,  fer f =  r,,e> 

d P a~ 
Hieraus folgt, falls man ,u = cos o setzt : 

x und hieraus ergiebt sich weiter, falls man w = , setzt: 
1 n . 3  x 

n ( n + ~ ) f + = ~ ~ ( s i n  . .la?, fiir ~ = P , ( C O S  :). 
81n ax 

Hieraus aber folgt, falls man durch dd iv id i r t ,  sodalin das n ins Unend- 
liche wachsen lasst, und Rücksicht nimmt auf (2.): 

' a 2- = O ,  f .Ür f=J( z ) .  
f+  x ax  (- 3 

Sonlit sind wir also für die Cylinderf~mction J(x)  zu folgendei. Differential- 
gleichung gelangt : 
(6 a.) 

welche auch so geschrieben werden kann: 
1 a J ( x )  Z2J'x) 

(5'3.1 J " ) +  ax + O x ~ " L  
oder auch so: 

( 5  c.) ( 1 + 4 3  Yx. J j x ) +  
a ~ ( y i i .  J ( x ) )  = O . 

d xP 
Und die Formel (29.) 1iefei.t die Werthe von V fïir alle innerhalb dieses 
Raumes 5 gelegenen Puncte (n,, pl ,  cp,), fa118 ilur die Oberfl~iehenwerthe 
F(?, y) gegeben sind. 

3 '  
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20 Einleitende Betrachtungen. 

Beg~zerku+jg. - Für zrngemeifi Tosse Werthe von x geht die Gleichung 
(5 c.) über in : 

( 6 . )  
a2 (V.1;. J I X ) )  -- V ; . J ( X ) +  - o .  

Und hieraus fol@ durch Integration, dass die Function J(x )  fiir ein srlw 
grosses x nahezu den Werth hat: 

A sin x + B cos x 
J ( x )  = 

V; 9 

wo A und B Constanten sind. Demgemass wird J(x)  unend7icA klein für 
ein zlnendlich grosses x. 

Zweite Benferkung. - Nach (5a.) kt: 
a J 'x ,  

J ( X ) . X E X = -  a ( ~  J ' ( x ) ) ,  WCI J'!z)= - ax 
oder, falls a: und /3 beliebige Constanten sind: 

(7.) j?'(x) . x ~ x = -  U ~ J ~ ( U , ~ ,  
O 

oder, falls man linker Hand x = ay, mithin a lr; = a 8 y setzt: 

Von der hieraus für p = y entspringencien Formel: 

sol1 spater G1-ebmuch gemacht werden: 
Uebe~ die CtJinderfunction jte" Ordnung Jj(x). - Die Cylinderfunction 

Oter Ordnung J0(x) oder J(x)  ist definirt durch die Reihe (l.), welche offenbar 
auch so geschrieben werden kanii: 

Hieraus folgt clurch Differentiation naeh (z2): 

und hieraus durch noclimalige Differentiation iiach (2'): 

U. S. W. Differenzirt man im Ganzen j Male [jedesmal nach (x"], und mul- 
tiplicirt sodann mit (- 2x)j, so ergiebt sich: 
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Der hier auf der rechten Seite stehende Ausdruck ist aber derjenige, cl~rrch 
tuelclzen die Function J j ( x )  definirt au we~clen pflegt. Soinit findet also zwischen 
J (x )  und Jj(x) die Beziehung statt  : 

Entlcickluug eon J ( J  $+- po," - 2 q1 cos @) nach del2 Cosintrs 17er Eel- 
fclchen von @. - Setzt man: 

(12.) cos y = cos o cos w, + sin w sin w ,  cos (9 - 9,) , 
so kt bekanntlich [vgl. Seite 13, (g.)]: 

j = n  

(13.1 P, (cos y) = 2' E Anj Pnj (COS CO) Pnj  (COS col) COS j(9 - rpi) , 
j = O  

wo die Constanten E ,  A die Werthe haben: 

In dieser Formel (13.) konnen wir (a, y )  und (o,, yl) als die Polarcoordinaten 
zweier Puncte ansehen, die beide gelegen sind auf ein tind t7ei.selDen KugeZ- 
fliiche. Dann ist y der Winkel, den die nach diesen Puncten laufenden 
Radien mit einander machen. Denken wir uns nun jene Kugelflache unye- 
azein gross, so wird, wie früher [Seite 15, (IS.), (19.)] gezeigt wurde: 

e a=- 
8 '  

m - '' 
(15.) 

I-T' 
Tee + QI' - 2 9 9 ,  cos (9 - 91) = S y = -- 

(s B '  
wo ç als Abbreviatur für die Wurzelgrosse dient, wahrend P den twgrnzciu,, 
yrossen Werth des Kugelradius voïstellt. Durch Substitution clieser Aus- 
dïücke (15.) gewinnt die Formel (13.) folgende Gestalt: 

Hier sol1 p ntmerst gross und n eine beliebige gccnxe Zold sein. Wir konnm 
offenbar beide Eigenschaften vereinigen, inithin fi = 11 setzen, i d e m  wir 
nlsdann unter P = lz eine gcwe und zugleich iiusse~st grosse Zahl verstehen. 
Thun wir dies, und multipliciren wir überdies den Ausdruck unter den1 
Sunmenzeichen mit 
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22 Einleitende Betrachtunpen. 

so erhalteii wir : 

Lassen wir jetzt das a il7s U n m d i i c l ~ e  wachseii, so convergiren, wie sich 
leicht zeigeii ISisst, sowohl VI, wie 7 ,  $, .Si gegen bestintmte e~zdliche Werthe. 
Zunachat wird namlich [vgl. Seite 18, (2.)] 

Ferner wird mit Rücksicht auf (14) 

( P . )  für n = CO: 

Was ferner be t rz t ,  su ist [naeh Seite 13, (9.)): 

(Y.) 

und hieraus foIgt *) : 

(6.1 für 12 = oo: 
"j J(Q) Y) = (- 2 , ) j  L 
( a d  ' 

also, mit Rücksicht auf (11.): 

Und ebenso wird offenbai.: 

(6.) fiir R = cc: VI = J i ( e i ) .  

L m t  man also in der Formel (17.) das 12 ins Unendliche wachsen, so 
. gelaiigt man mittelst der Notizen (a.), (P.) und ( E . ) ,  (&) zu folgendem Resultat : 

Setzt nian endlich q~ fur Q ,  und y Q, für Q , ,  wo p einen heiiebigen Factor 
bezeichnet, so ergiebt sich die spater von uns anzuwendende FormeI: 

*) Für ein sehr grosses R. geht n a d i c h  die recl~te Seite der Formel (y.) über in 

8 P" (cos$) 

, d . i . i n  ( -2:Q)i - - - - - .  (a P? j 

Hieraue aber ergiebt sicli [vgl. Seite 18, (2.)] für ein unendlicli. gyosses n der in (6.) angegebene Ausdruck. 
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wo nach wie vor ro = 1, und zi = E2 = €9 - . . . . = 2 i ~ t * ) .  

§ 6. 
Neue Integraleigenschaften der Cylinderfunctionen. 

Die Integraleigenschaften der Kugelfunctioiien sind bekanntlich ausge- 
driickt durch die Formel : 

10, fa115 *,s, 
(1.1 ]in (p) P8 (,p) d ,a = < 2 -- falls n = s,  

- 1 L+ 1 '  

wo 1 1 ,  s irgend welche Zahlen a m  der Reihe O, 1, 2, 3,  . . . . vorstellen. 
Unsere Aufgabe soll nun darin bestehen, diese Formel (1.) zu übertragen 

* auf den Fall einer ~cnendiic7~ grossen Kugelflache. Zu diesem Zweck bernerkm 
wir zuvorclerst , dass die Formel (1 .) aquivalent ist mit folgender : 

faus wir namlich unter den C, wiIIkiii.Iiche Coilstanten verstehen. 
Es handelt sich also darum, die Formel (1.) oder (2.) zu übertragen 

auf den Pal1 einer u ~ n e ~ d l i c 7 ~  grossen Kiigelflaehe. Mit anderen Worten: es 
handelt sich clarum, in jenen Formeln statt p eine neue Variable 9 einzu- 
führen mittelst der früher [Seite 15, (1 8.)] sngegebeneii Relation: p = cos o 

= cos i, wo p eine se7t~ grosse positive Constante vorstellt, die schliesslich P 
= CC zu machen ist. 

Setzt nian nun in (2.): 
p = cos 5, mithin d p  - - 

B (sin $-) , 
und setzt man gleichzeitig die obere Siimmationsgenze $2 = cep, so ergiebt sieli: 

die Summationen erstreckt iiber 12 = 0, 1, 2, . . . (np  - l ) ,  a@. 
Es soll hier a, ebenso wie p, positiv sein; und n m w  mng CL con Hicuse 

nus einen b e i i e  b i g  g e g e b e n e n  Vrert71 h d e 1 2 ,  und mikread r l w  gccnzen U u t ~ r -  
suchziq c O n s t a n t  e i .7~dten wertlen. 13 l-iingegeii soll (wie schon bemerkt) 
- 

*) Diese Formel (18.), (19.) riihrt her vom Veïfasser des vorliegenden Werkes. In der That 
wurde sie von ihm auf einem andern Wege als hier und zugleich in vollig strenger Weise entwickelt 
in seiner Tlieorie der BesseE'scAen Fuwctionen, im Verleg von Teubner, 1867, daselbst Seite 65. 
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ausserst gross sein, spater ins Unendliche wachsen, aber zu cr stets in solcher 
Beziehung bleiben, dass das Product crp in jedem Augenblick eine g m x e  
Za121 ist. 

Infolge der ausserordentlichen Grosse von P kann man in (3.) statt 

s i n i  setzen A.  Thut inan dies, und führt man gleiehzeitig statt des B P 
Sunimations- Argumentes 92 ein anderes Argument q ein mittelst der Relation : 

n. 

so erhalt man: 
4 = ~ 7  

1 ' 2 3  die Surnrnationen erstreckt über q = O, 7 ,  @ ,  8 ,  . . . (a - j) , a. 

Bezeichnet man hier die Differenz je zweier aufeinander folgender p-Werthe 
mit dq ,  so ist: 

1 d q = - .  
P 

Substituirt man demgernass in (4.) das d q  an Stelle des dortigen 9, und 
beachtet man, dass (zufolge der ausserordentlichen Grosse von P)  

1 2 3  die S~mmat~ionen erstreckt über y = 0, T ,  , B ,  . . . (a  - $), a. 

La& man jetzt schliesslich (wàhrend cr constant bleibt) das p ins Un- 
endliche wachsen, so verwandeln sich die in (5.) enthaltenen Summen in 

bestimmte Iiztegrak; wiihrend gleichzeitig Pp,(cos 5 )  in die Cylinderfunetion 

J(~Q) übergeht*). Man gelangt daher, falls man die Werthe von Cp,, Dp, 
für p = oo mit L,, M, bezeichnet, zu folgender Formel: 

*) Es ist niimlich, falls man pp  = lz setzt: 

limp = , P, (cos +) = lim, = , P, c o s  = J pp) ; 

vgl. Seite 18, (2.). 

( 3 
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Kaum bedarf es der Erwahnung, dass nian an Stelle von (1.) auch 
andere Ausgangsformeln wahlen kann. Hauptsachlich bieten sich folgende dar *j : 

Nimmt man nuil diese Formeln (a.), (b.), (c.) nach einander zum Ausgangs- 
puncte, so gelangt man mittelst der vorhin exponirten Methocle der Reihe 
nach zu folgenden Resultaten: 

d ¶  J{(.i;, Jk.1 d 3  ({M* a * ) }  @ d Q  = f L q  .y 9 

O " O 

@ d e  = O ocler = 2L,,  

wo a eine beliebig gegebene positive Constante vorstellt, wahrend L, und 
Ill, beliebige Functionen von q sein konnen. 

Bemerkung. - Was den zweifelhaften Werth au€ der rechten Seite iii 
Formel (B.) betrifft, so sei bemerkt, dass die hier als Ausgangspunct be- 
nutzte Formel (b.) siquivalent ist mit folgender: , 

ebenso gut aber auch mit folgender: 

wo die C willkührliche Constanten sind. J e  nachdem man nun von (b,.) oder 
von (b,.) ausgeht, findet man für das in (B.) angegebene Integral im einen 
Falle den Werth O, im andern den Werth 2 L,. D. h. man findet für ein 

*) In Formel (c.) hat n die in der Note Seite 13 angegebene Bedeutung. 
**) Die untere Summationsgreoze ist in (b,.) durch 1, hingegen in  (b*.) durch O dargestellt. 

N e u m a  n n ,  Rntwjcklungeu. 4 
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und denselben Ausdruck zwei Werthe. Hieraus folgt, dass die hier ange- 
wandten Methoden selzr u.lzzuverldssig sind. 

Uebrigens wird eine genauere Untersuchung im fünften Capitel uns 
zeigen, dass trotzdem die Formeln (A.) und (C.) im Allgemeinen richtig sind, 
und dass Gleiches auch von der Formel (B.) gilt, falls man nur die beiden 
auf ihrer rechten Seite stehenden Werthe (O und 2 L,) durch das arith- 
metische Mittel dieser Werthe (d. i. clurch L,) ersetzt. 

Zweites Capitel. 

Die Foiirier'sche Reihenentwickluiig. 

Statt von einer Funotion f (x)  zu sagen, sie sei in einem gegebenen 
Intervall a . . . p beim Uebergange von a zu /3 entweder nieszds wacltsend, 
ocler aber niemals nbnehme%d, - statt dieser heut zu Tage üblichen sehr 
schleppenden Ausdrucksweise, werde ich kurzweg sagen, sie sei in jenem 
Intervall monoton. 

Diese und einige sich anschliessende Definitionen werde ich dem gegen- 
wartigen CapiteI voranschicken. Sodann werde ich einen einfachen and iiber- 
siclitlichen Beweis des wichtigen Du Bois - Reymond'schen Nittel wevtlm taes 
mittheilen*), und endich, gestiitzt auf cliesen Satz, die Tlleorie der Fouri~r- 
schen Reihea zu entwickeln suchen. 

Einige Definitionen. 

Xoiiotoii und abtheilnrigsweise monotou. Sind oc < P gegebene Constanten, 
so mag eine Function f(x) im Intervall a . . . p !monoton wncl~send heissen, 
wenn sie beim Uebergange von a zu 6 theils in1 Wnclisen**), theils im Sich- 

*) Icli bin zu diesem neuen Beweise gelangt theils durch ein genaueres Studium des von 
G. E: 3leyer gegebenen Beweises (Math. Annal. Bd. 6. S. 313), theils namentlich auch durch die von 
Du Bois-Reymond zu diesem Meyer'schen Beweise gegebene Erganzung (Borchardt's Journal, Bd. 79. 
Seite 42, Note). 

**) Ob dieses Wachsen im Unendlicl~e geht, ob es stetig oder spwngweise geschieht, - bleibt 
dabei gleichgültig. Demgemass sind also z. B. sin x und tg  x monoton wacluend zu nennen im Intervall 
O . .  . . in. Denkt man sich ferner eine Function f(x), welche = 0 bleibt, wahrend t g x  von O auf 1 
wilchst, welche ferner = 1 bleibt, wahrend t g x  von 1 auf 2 wachst, sodann = 2 bleibt, wahrend 
t g x  von 2 auf 3 wachst, LI. 8. W., 80 wird diese Function f(x) für dm Interval10 . . . . + x  ebenfalls als 
nionoton zuacltsend zu bezeichnen sein. Denn sie ist an jeder Unstetigkeitsstelle in sprungweisen~ 
Wacksen, und sonst im Siclzggieéchbleiben begriffen. 
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yleiclddeibe~z (aber niemals im Abnehmen) begriffen ist. Und unigelre1ii.t mag 
die Function in jenem Intervall mo~zoton abnehzend genannt werden, wenn 
sie beim Uebergange von n zu /3 theils im Ab9zeIzwn*), theils iin Sichgleich- 
fileiben (aber niemals im Wachsen) begriffen ist. 

Hat endlich die Function eine von diesen beiden Eigenschaften (gleich 
vie1 welche), so sol1 sie kurzweg qn O n O t O n heissen, selbstverstandlich mit 
Bezug auf das gegebene Intervall a . . . P. 

Und in iinmittelbarem Anschluss an diese Ausdrucksweise mag eine 
Function f(x) im Intervall a. . . p a b t l z e i l u n g s w e i s e  v z o n o t o n  genannt 
werden, wenn dieses Intervall in eine e n  d 1 i c 1~ e Anzahl von Strecken zerlegbar 
ist , der Art, dass f ( x )  langs jeder einzelnen Strecke monoton ist **). Dem- 
gemass wiïd z. B. sinx im Intervall 0 . . . . 8n: nOtheilzingsweise monoton zu 
nennen sein; desgleichen auch tgx***). Hingegen hat z. B. die Function 

sin($) licilzen Anspncc l~  auf eine solche Benennung. Denn wollte man jenes 

gegebene Intervall 0 . . . . 8 n: in einzelne Strecken zu zerlegen suchen, der 

Art, dass sin (i) - Itings jeder einzelnen Streclie monoton ist, so würden diese 

Strecken in der Nahe des Punctes O unendlich klein, mitliin ihïe Anzalil 
~ n z e ~ z d i c l ~  gross werden. 

S tetiç und abtlieiliingsweise stetiç. Eine Function f (x) heisst in eiiiem 
gegebenen Puncte x, stetig, sobald ihre grosste Schwankung-1) im Intervall 
(x, - p) . . . . (x, + p) durch Verkleinerung von p beliebig klein gemacht 
werden kann. 1st hingegen solches nur n16glich für die eine ~ i i l f j e  des ge- 
nannten Intervalls [alsû entweder fur die Halfte (x, - y )  . . . . xi, oder für 
die Halfte x, . . . . (x, + p)] ,  so wird die Function im Puncte x, als einseitig 
stetig zn bezeichiien sein. 

Sind ferner a < P zwei gegebene Constanten, so wird die Functioii f ( x )  
ivz I n  t e r v  n 11 a . . . . P stetig genannt, sobald sie in jedeiri invzern (d. i. der 
Bedingung a < x, < P entsprechendeii) Puncte x, sfetig, und in jedem der 
beiden Endpunkte N, P einseitig stetig ist (nàmlich in a nach der Seite ap, 

iind in p nach der Seite Pa). Aus dieser Definition folgt von selber, dass 
eine im Intervall a . . . . P stetige Function daselbst auch iiberall e d i c h  ist. 

Ferner mag eine Function f (x)  im I n t e r v a l l  a . .  . . P a b t h e i l t r ~ ~ g s -  

*) Hier ist Analoges zu bernerken, wie in der vorhergehenden Note. 
**) Diese Strecken selber wird man kurzweg die ntrmotonen Streckelz oder die ~>mzotouem Ab- 

theilungen der Function f(z) nennen konnen. 
***) Vergl. die zweite Note auf S. 26 und die erste Note dieser Seite. 

$) 1st unter den Werthen, welche f ( x )  in einem gegebenen Intervall besitzt, A der kleinste 
und B der grvsste, so heisst bekanntlich B - A die grosste Schzçankztng von f ( x )  fiir jenes Interôall. 

4 * 
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w e i s e  s t e t i g  heisseii, sobald dieses Intervall in eine entlliche Anzahl von 
Strecken zerlegbar kt, der Art,  dass die Function lLings jeder einxelften Strecke 
stet,ig ist*); woraus wiederum folgt, class eine derartige Function im Inter- 
yall a . . . . p überall eszcllicl~ ist. - Denkt man sich also etwa eine Function 
f(x) in der Weise definirt, dass sie in denjenigen Puncten, in welchen sinx 
positiv oder Nul1 ist, = x" hingegen in denjenigen Puneten, in denen sinx 
~zegntiv wird, = x3 sein soll, so wird dieselbe z. B. im Intervall 0 . . . . 8 n 
nbtl2eilzingsweise stetig zu nennen sein. Definirt inan aber die Function f(x) 

in cler Weise, dass sie für diejenigen Puncte, in denen sin(:) positiv oder 

N d 1  ist, = b, und in denjenigen Puneten, in denen sin(:) n q n t i v  ist, 

= z3 sein soll, so wird diese Funetion im Intervall O . . . . Sn niclit mehr 
als abtheilungsweise stetig zu bezeichnen sein, weil in diesem Falle clie An- 
zahl der erforderlichen AbtheiIungen unencllich gross sein würde. 

Coiistant und abtheilungsweise colistalit. Eine Function f(x)  heisst im 
Intervall a . . . . p c o n s t m t ,  sobald sie daselbst überall denselbelz Werth hat. 
Andererseits mag sie in jenenl Intervall als crbtheilu~~gszceise constmzt bezeichnet 
werclen, sobald classelbe in eine e~zclliclte Anzahl von Strecken zerlegbar ist, 
der Art, class clie Function lkngs jeder e i w c h e ~ z  Streeke constant bleibt. 

5 2. 
Der von Du Bois-Reymond aufgestellte Mittelwerthsatz. 

Eriimeruiig ail den gew6liiilichen ~ittelwerthsntz. Sind irgeiid zwei Reilien 
(reeller) Grossen gegeben: VI, V,, . . . V, und El, E,, . . . E,, und sind ins- 
besondere die E alle von einerlei Vorzeiclmz**), so ist bekanntlieh 
(1 a.) V,E,+VtEf+. . .+ V n B , = W ( E j + E z + . . . + E , , ) ,  

wo unter W ein gewisser ïlfittelwertlz der V zu verstehen ist, d. i. ein Werth 
cler iiicht kleiner sein darf als das ldeinste, und nicht grosser als das grosste V. 

Diesem Satze schliesst sieh unmittelbar an ein anderer ebenfalls be- 
kannter Satz. Sind namlich V(x) und E ( x )  irgend zwei (reelle) Functionen, 
 LUI^ ist E ( x )  im Intervalle x = a . . . /3 con co+zstnn,ten Vorzeichen, so gilt 
die Pornlel: 

*) Diese Strecken wird man alsd~nn kurzweg die stetigen Streckelz oder die s td igen  Abtlzeilungen 
cler Function f(x) nennen konnen. 

**) Es sind hier absichtlich die Buchstaben V und E gewzhlt worden. Denn die V konnen ver- 
schiedene Vorzeichen haben, wahrend die E alle von einerlei Vorzeichen sein sollen. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Die Fourier'sche Reihenentwicklung. 29 

wo W einen gewissen JIit telwerth unter all' denjenigen Werthen vorstellt, 
welche V(x) iizi Intervalle x = cr . . . f i  besitzt. Dieses TV wird also der 
Eelation entsprechen : 

V(xJ <= w 5 " ("1, , 

falls man namlich diejenigen beiden P~sncte, in clenen PCx) im Intervall 
a . . . f i  am I f le ins tc~z  und am Grossten ist, respective mit x, und x, bezeichnet. 

Nehmen wir insbesondere an,  dass P(x) beim Uebergange von cr nach 
p, nlithin auch beim Uebergange von x, nach x, sich in stetiger Weise andei-t, 
so muss iinter diesen stetig zusammenhangenden Wei-then , welche dein Inter- 
val1 x, . . . x, entsprechen, mindestens einer sich vorfinden, welcher mit TV 
identiseh ist; so dass wir also sclireiben konneii: 

w =  V(E) ,  

wo f einen unbekannten Punkt vorstellt, der zwischeri rc, und x,, mithin 
auch zwischen a: und p gelegen ist. 

Sind also V(x) und E(x) irgend zwei Functioneii, ist ferner E(x) iin 
lntervall cr . . . p won constmztefi Vorzeichen, und ist ausserdenl V ( x )  in diesem 
Intervall stetig,  so gilt clie Formel: 

(1 c.) V ( s )  E(x )  d . r = V ( E ) .  E(x)dx, wo c r < g < p  i d .  :le J 
Naehdenl wir cliircli die vorstehencfen Formeln (1 a., b., e.) ai1 clen (~~lui j l l  lz- 
lichefi oder erstefi Mittelwertl~satz kurz erinnert liaben, gehen wir über zuni 
zweiten oder Du Bois'schen Mittelweïthsatz. 

dbleitung des Du Bois'sclien ;).Iittelwertlisatzes. Dieser bezieht sich aiif 
ein Iiitegral von der Forni: 

(1.) j;@) Q (x) ds . 
a 

TJm sicher zu sein, class dieses Integral einen bestiminten endlichen Wertli - 

hat, wollen wir gleich von voriilzereiii voraussetzen, dass F(x) und @(x) in1 
Intervall cc . . . P a1)theilu~zgszueise stetig siiid. Ausserdem aber sei vorausge- 
setzt, dass F(x) in diesem Inteivall sno~otof i  wiichst und übernll positiv ist. 

Aus der Voraussetzung der abtheilungsweisen Stetigkeit folgt sofort, 
dass das Intervall a . . . 0 in eine em77iche Anzahl von Strecken zerlegbar ist, 
der Art, dass F(x) langs jeder einzelnen Strecke stetig bleibt. Diese von 
Hause aus gegebenen [namlich durch clie Nat~ir  von F(x) bestimmten] stetiyelz 
Strecken mogen nun durch iïgend welche Puncte in noch kleinere Strecken 
zerlegt werden, und zwar in der Weise, class die grosste Schwankung der 
Funetion F(x) für jede solche kleinere Streeke weniger als r betragt, wo 
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E einen ad libitum gegebeiien Kleinheitsgrad vorsteIlen soll. I'nd diese (miter 
Rücksicht auf jenes gegebene E erhaltenen) kleineren Strecken mogen kurzweg 
die EZerne.ntccrstrecken genannt, und mit (ayl), (y, y,), (Y4Y3), . . . . . . (yn-2Yn-i), 
(r,-,P) bezeiclinet werden*). Ferner sei C, irgeiid eiii Mittelwerth unter 

denjenigen Werthen, welche F(x) langs der erstejz Elernentarstrecke (ay,) 
besitzt, oder (um die Vorstellung besser zu fixiren) das arithmetisclie Mittel 
dieser Werthew). Ebenso sei C, das arithinetische Mittel der ltiilgs der 
sweiten Elementarstrecke (y,y,) vorhandenen Werthe von F(x);  u. S. W., end- 
lich C, das der letaten Elementarstrecke (yn-, P )  entsprechende arithinetische 
Mittel. Alsdann wird also der absolute Betrag von [F(x) - C,] langs der 
ersten Elementarstrecke überall < E sein, ebenso der absolute von [P(x) - C,] 
langs der zzueiten, u. S. f. 

Dies vorausgeschickt , führen wir eine auxiliare Funetion f (x) eiii , welche 
abtheilungsweise constant, namlich langs der eîsten Elernentarstrecke = Cl, 
langs der ~zueifejl = C2 sein soll, u. S. W.; und setzeil: 

(8 . )  F(x)  = f(4 + g ( 4  . 
Dizs so definirte g(x)  ist alsdann, seinem absoluten Betrage nacli, irn ganzen 
Intervall a . . . . p überall < r .  Beachtet man ferner, dass F(x), wie zu . . 
Anfang vorausgesetzt wurde, iin Intervall u . . . . monofon zciichst und dureli- 
weg positir ist, so ergiebt sich aus der für Cl, &: C,, . . . C, gegehenen De- 
finition sofort die Formel: 
(4.1 O <  F(4 - < C, < - C* < C3 . . . . < C:, - < PM). 

Substituirt man nun den Werth (3.) in das zu untersuchende Integral (l.), 
so zerfallt dasselbe in zwei Theile: . 

-- -- 
U v 

welelie mit U und 77 bezeiclinet werden mdgen. Der Weith von U kann 
offenbar auch so gescliriebeii werden : 

*) l)ie (m - 1) Puncte y , ,  y,, y,, . . . . y,-, werden a190 bestehen theils aus den von Hause aus 
gegebenen Unstetigl;eitspulzeten der betrachteten Function F(s) ,  theils aus gewissen anderen zwischen 
diesen Unstetigkeitspuncten noch eilzgescltalteten Pulzcten. 

Y .  

**) Es sol1 also C, definirt sein durch die Formel: Ci = ' fi(.) d x  . 
YI - a 
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Y i  Yn-l 

oder, falls man die Definition von f beachtet, auch so: 

Diese Fomel aber nimuzt unter Anwendung der Bezeiclinnngen 

folgencle Gestalt an: 
u= ci (JO - JI) + CZ (JI - Jz) -t Cs ( J z  - J 3 )  . . . . + Cn-1 (Jn-2 - J I , - 1 )  + Cn (J,-I - Jn). 

Das letzte J, namlich das Jn ist [vgl. (6.)] iclentisch Null, gleiches gilt daher 
von dem Product: J, F(p). Fiigt man aber dieses versehwindende Product 
ziir rechten Seite der letzten Formel hinzu, und ordnet soclann nach den 
J's, so ergiebt sich: 

1 
u = cl Jo + (Cz - Cl) J I  + (C3 - (72) Jz . . -t (clt - en_,) J,-,+ (*'(P) - Cn)  J ,  . 

Hieraus fdgt ,  weil die Grosseii C:, (C', - CL), (C, - C,), . . . . . . . (cc - cn-11, 
(F@) - C,), zufolge (4.), sii//~)~ztliclb positiu sind, clurch Anwendiing des gc- 
wohnliclien l\littelwerthsatzes (Ia.) Seite 28 sofoit: 

u = [cl + (Cz - C,)  + (C3 - 4) . . + (Cn - L I )  + (W) - C,)] K, 

wo K einen unbekannten Xittelwerth der Grossen J,, JI, J,, . . . J, , , J, 
voistellt. 

Jene Grossen J sind [vgl. (6.)] siimmtlich von cler Form: 

(6 a.) 

In der That wircl dieses Integral, falls wir seine untere Grenze von a iiacli 
wandern lassen, gewisse stetig zusammenhangende Werthe durchlaiifen, 

zu denen iinter andern auch die Werthe jener J ' s  gehoren; wie solches aus 
dem Anblick cler Formeln (6.) unmittelbar sich ergiebt. Die stetig zusamnien- 
hangenden Werthe, welche das Integral (6 a.) durchlauft, wahrencl von cc 

nach p geht, bilclen daher zwischen den einzelnen J's eiue steti.9~ Ve~bi?~tlung, 
und enthalten folglich in sich sdm)~ttliche JIittelwerthe der J 's.  Mit andern 
Worten: Das vorsteliende Integral (6a.) muss durch eine geeignete Ver- 
schiebung des der Becliiigung a ( 6 < p unterworfenen Punctes 6 znr Coincidenz 
gebradt  werden koiinrn mit j e  dGe de I I &  MitteIrverthe der J ' s ,  aIso z. B. 
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aueh mit demjenigen, der vorhin mit li' bezeichnet worden ist. Man kann 
daher schreiben : 

A 

Substitairt man diesen Werth (6 b.) in die letzte fiir U erhaltene Formel, 
und beachtet man, dass die Summe der daselbst iri der eckigen Klanirner 
enthaltenen Grdssen sich. aiif F ( p )  reducirt , so erhalt man: 

V a s  nndererseits das Integral V in (5.)  betrifft, so ergiebt sich sofort: 
!! 

abs V < (abs g) (abs O) d x  , j 
also, falls man den absolut grossten Werth von Q> in1 Intervall n . . . . /3 mit 
M bezeichnet, und beaehtet, dass der absolut grosste Werth von g in diesem 
Intervall lileiner als 8 ist: 

cl. i . < (P -&)MF,  

oder, was dasselbe ist: 

wo 3 einen unbekannten (positiveil ocler negativen) aehteii Bruch bezeichnet. 
Schliesslich fol@ nui1 aus (5.) durcli Substitution der beiden TVerthe (7.) und (S.) : 

6 einen achten Bruch vorstellt, ferner a,  p, M von Hause aus gegebene Con- 
stanten sind, und endlich E den zu Anfaiig unserer Uiitersuchung ad libitum 
gewahIten Kleinheitsgrad vorstellt. 

Da nun das E ad libitum gewahlt werden konnte, so bleibt die vor- 
stehende Formel in Kraft, wie klein wir uns dieses E auch denken mogen. 
Mit andern Worten: Sie bleibt gültig, wie klein wir uns das zzueite Glied 
ihrer rechten Seite aueh vorstellen mogen. Demgemass wird sie gültig 
Meiben, auch wenn wir jenes zweite Glied ganz fortlassen. Wir gelangen 
somit zu folgendein Resultat : 

Der Du Bois'sche Mittelwerthsstz. Sind F(x) m d  @(x) i m  Interva21 
a . . . p n b t h e i l u n g s w e i s e  s t e t i g ,  zozd setzt man iiberdies vorazts, dass F(x) 
in jeneln Interru71 m o n o  t on  w a clzse u~ad ii beva 17 po s i  t i v  sei, so gilt die Fovmel: 
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(II a.) 

Abgesehen con dieser Relation or ( Lj ( P ist clas Lj unbekccmzt. 
Von den hier gemaehten V&asiGetzungen lassen sich einige leidit be- 

seitigen. Setzt man z. B. von einer gegebenen Function f (s) l z w  voraus, 
dass sie im Intervall a . . . . P monoton und nbtl~eilu~zgszueise stetig sei, so wird 
die soeben gefundene Formel sofort anwendbar sein auf e i m  der beiden 
Funetionen 

Fi$) = f ( z )  - f ( u ) ,  

ntimlich auf die e r s t e ~ e ,  falls f (x) inoiioton w & c l ~ t ,  auf die letztere , fdls f (x) 
monoton abrninmt. Somit eïgiebt sich z. B. iin ersteren Fall: 

d e r ,  was dasselbe ist : 

Und dass mail andererseits im le t~telwz Fa11 zu genau derselben Formel ge- 
langt , übersieht man sofort. Demgemass ergiebt sic11 folgendes Resultat : 

Allgemeinere Forni des Du Bois'schen Satzes. - Si1d f (x) u?zd @(x) i m  
InteruaZl or . . . . . 0 a b t h e i l u n g s w  e i s e  s t e t i g ,  ulzd setkt I I ~ Z  iiberdies c o m i s ,  
dcrss f (x) in j e n m  I~ztervcrZZ m o n o  t O 9z sei, so gilt die lion)îcl: 

UeOrigens kann nzmz dieser F o r n d  azich folgcnde Gestnlt gebew : 

*) Der mit 'TR bezeichnete Integralmerth ist  also ein unbekannter Xittelicerth unter deqjenigen 
Werthen,  welche jenes Integral durchlaufen würde, falls man seine untere Grenze fortwandern 
lassen wollte von or bis p. Daher der Name: Mittelwertlsatz. Vgl. Dzl Bois' Aufsatz im BorcL. 
Journal ,  Bd. 69, Seite 81, (8.) und Seite 82 ,  (9.). 

N e u m a n n ,  Entwicklangen. 6 
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Rückblick auf den Du Bois-Reymond'schen Satz. 

Bei der fundamentalen Bedeutung, welche dieser Satz fiir die ganze Entmickluiigs- 
Theorie besitzt, wird es angenehm sein, eine cleutliche Anschauung von seineni inneren 
Xern zu haben. Zu einer solcheii kann man durch einfache geometrische Betraclitungen 
gelangen. 

Handelt es sich zunichst um die Berechnung des durch das Integral 

bestimmten Fliicheniilhaltes 3,  so kann man in doppelter Weise verfalireil, indem man 
diese von drei geraden Linien und der Curve y = f ( x )  begrenzte Plache enttmeder 
paralle1 mit der %-Axe ,  oder aber parallel mit der y-Axe in lauter unendlich schniale 
Streifen zerlegt. Wiihrend man im letzterlz Fa11 geradezu zuni Ausdruck (1.) gelangt, 
wird man im ersten Fa11 zu einern ganz anderen Ausdruck gelangen. Setzt man aber 
cliesen neuen dem früheren gleich, so ergiebt sich ein Specicrlf'all cles Du Bois'scke~z 
Satzes, vorausgesetzt, dass f ( 3 )  monoton. 

Ohne uns hierbei weiter aufzuhalteu, wollen wir sogleicli angeben, wie mail in 
iihnlicher Weise auch zur nllpraeimn Fowzel des D u  Bois'schoz Satzes gelaugen karin. Zu 
diesem Zwecke clenken wir uns die Fliiche 2, oder (was dasselbe k t )  die zy-Ebene hori- 
zontal, und errichten auf dieser Horizontalebene Perpendikel in samnitlichen Rand- 
puncten der Fliiche 3. Diese Perpendikel bilden alsdann in ihrer Gesarnmtheit eine 
die Fliche 3 rings umziehende vertikale Wantlung. Das von der F l ~ c h e  3 und dieser 
vertikalen Wandung begrenzte Volumen ma$ nach Oben geschlosseii gedacht werden 
durch die Flache e = @(x), die e-Axe vertikal nach Oben laufend gedacht. Wir er- 
halten auf diese Weise ein Volumen %, welches in1 Ganzen von vier Ebenen, ausserdem 
aber von den beiden Cylinderflichen y = f(x) und 8 = @(x) begrenzt ist. Dieses 
Volumen 23 konnen wir nun wieder in  doppelter Weise berechnen, indem wir dasselbe 
entweder parallel der XE-Ebe~ze ,  oder aber parnllel der y e-Ebe~ze in lauter unendlich 
düuiie Scheiben zerlegeiz. Im letzters Fall ergiebt sich sofort die Formel: 

Iin ersterfi Fall hingegen gela:igen wir, falls wir das IntervaIl x = ct . . . . in unelid- 
lich Heine Elemente zerlegen: 

durch die uninittelbare geometrische Anschauung zu folgendeiil Ausdruck: 
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Nehmen wir nun an ,  f (x)  sei monotogz, so sind die Differenzen: 

Y - f ~ ( Y J  - ~ ( Y J  t . . . - f ( ~ , - ~ )  - f(~,-2) f (yn)  - f ( ~ n - 1 )  

siimmtlich von einerlei Vorzeichen, und ihre Suiurne = f(y,) - f ( o c ) ,  d. i. = f ( P )  - f ( a ) ;  
so dass sich also niittelst des gewohnlichen Mittelwerthsatzes (Ia.) Seite 25 erpiebt: 

X 

wo das %Tl einen unbekannten Mittelwertli der Grossen 

vorstellt. DeiilgenGss Iasst sich dieses ?!I darstellen in der P'orm: 

5 

Substituirt mau aber dieseil Werth (5.) in den Ausdruck (4.), und setzt nian sodann die 
beiden Ausdrüclie (2.) und (4.) einander gleich, so erhiilt man den Du Bois'sc7~en Safz. 

Einige Bemerkungen über die Kreisfunctionen. 

Wir wollen hier einige ganz elemeiitare Bemerkungen voransel-iieken , die 
schliesslich zu einem fiir iinsere weiteren Uiitersiichungen erforderlicl~eiz Hülfs- 
satz führen werden. 

Erste Benie~kiiig. - Uilterwirft inan die Variable x der Bedingniig 
O - < ~x; ( - kn, so ist bekaniltlich: 

sin x cos x < x < tg x ,  *) - 

also, falls mail dure11 sin r; dividirt: 

") Beschreibt man namlich um die Spitze O eines g l e i c l ~ s c 1 e i g e n  Dreiecka OAB einen die 
Grundlinie AB berührenden Kreis, welcher die Schenkel 08 und O B  resp. in A, und B, sclineiden 
mag,  und zieht man endlich die Sehne A,B,, so ergiebt sich unmittelbar aus der geometrischen An- 
schauung folgende Relation: 

(Dreieck O BOBO) < (Kreissector O A, Bo) < - - (Dreieck O A B )  . 
Diese Relation aber nimmt, falls man den Radius des Kreises mit r, und den Winkel AO B mit 2 2  
bezeichnet, die Gestalt an: 

rP   in x cos x j r2x <_ r 2 t g x .  W. e. z. W. 

5 * 
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1 sin x  
(2.) mithin - 2 COS x ,  ebenfalla für O  < - x  < - Jn. 

O ,  x 1 7 - - 

1 -in 2). Setzt man nun f(s) = % , so wird ff(2) = (COS x Dieser Aus- 

druck hat aber für O 5 - x - ( + n einen negntiven Werth [zufolge (2.)], und 
andererseits fiir 4% - ( x ( - n ebenfalls eiiien negativen Werth [wie solches 
aus dem Ausclruck selber unmittelbar hervorgeht]. Somit sehen wir, dass 
clie Function 

sin x  
(3.) f (XI = y- 

im Intervnll. x = O .  . . . stetig und monoton nbnehnzend ist. Hieraus 
fol@ sofort : f (O) > - f ( x )  ) - f (z), d. i. 

sin x 
1 > - 2 0 ,  fiir O < x < n ;  - - - - 

und insbeeondew auch: f(0) > f(s) 2 f ( ; ) ,  Ù. i. 

oder, ein wenig anders geschrieben: 

(5 a.) 

Zweite Bemerkiiiig. - Bezeichnet A eiiie beliebig grosse positive Con- 
stante, und nn das grosste in A enthaltene Vielfache von ~r, so kann man 

Durch diese Formel aber wird [weil sin x für die aufeinander folgenden Inter- 
valle O . . . . n . . . . 2 9 . . . . 3z . . . alternirendes Vorzeichen hat, und über- 

dies + bei waclisendern s fortwiihrend abnimmt] das Integral linker Hand 

in ( n  + 1) Glieder zerlegt, die nlter.nirendes Vorzeichefi liaben, und vovz devmn 
jules seinem ciOsolzite.iz Betrnge nach kleiner als dm vorhergehende ist. Beachtet 
man nnn überdies, dass das erste Glied positiv ist, so ergiebt sich sofort, 
dass clie Sunz?lce der (n + 1)  Glieder ebenfalls positiv und kleiner als jenes 
erste Glied sein muss. Somit fol&: 
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Die Fourier'sche Reihenentwicklung. 

A 
sin x 

O 

irnmer vorausgesetzt, class A einen positiven Werth habe. 
In analoger Weise wird man offenbar fur ein negutiues A erhalten: 

A 

und hieraus folgt, clnss fiir jedes B e l i e b i g e  A, ),mg niin dasselbe positiv oder 
negntiv sei% , die F o n ~ i e l  stnttfinclet : 

Hieraiis folgt weiter, clciss fiir zzoei g ccn t be 1 i e b i  g gegebene Constcuzten il uncl 
B, nz6gen nzcn dieselben gleiches oder cerschieclenes V o r x e i d e n  l den ,  stets die 
Fornzel gilt : 

B 

sin x 
a . b ~ . / ' ~  d i  <Zn. 

A 

Dritte Beineïkiiiig. - In der identischen Gleiehung 
r! 

sin q x  sin q x  
sin x x )  sin x ( ) d ~  

1 U 

sei q eine beliebige Constante, wiihrend a und /3 der Relation O - a - < /3 ( ire 
unterworfen sein sollen. Alsdann wird die Funetion Gx [vgl. den Satz (3.)] 
im Intervalle x = a . . . . p stetig und monoton sein. Man erh%lt daher diirch 
Anwendmg des Du Bois'schen Satzes (Seite 33): 

oder, falls man in den Integralen 
eiiifiihrt niittelst der Substitution 

sin qx 
sin x dY -t 

U 9' 

Hieraus aber fol& mit Itiieksicht 

rechter Hand statt  s2 eine neue Variable y 

k J ! d y ,  w n o < u <  ~ < p <  y .  
sin 0 y 

4 f 

auf (5a.) und (7.) die ~wrli~cii)di,y 1;Omel: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



38 Die Fourier'sche Reiheuentwicklung. 

Einer etwas anderen und noch einfacheren Behancllung ist das vor- 
liegende Integral fahig, falls man voraussetzt, dass O iziclzt 5 - a, so1zt7em 
gerndezu < a seilz solle. Niinmt man namlich an, es sei O < cr 5 - /3 < 8 f i ,  

1 so wird die Function im Intervall z = n . . . /3 stetig und ~ ~ o ~ z o t o ~ z  sein. 

Man erhalt daller mittelst des Du Bois'schen Satzes: 

sin q x  
s i n q x . d x ;  

sin z 
a a 

ocler, was dasselbe ist: 
* 
sin pz  
sin x g sin n - - -  

a 

Hieraus aber folgt sofort: 
N 

sin g x  
sin x 

a 

also a fortiori: 

i s t  , zriih,wrtZ y eine g a m  lie7 i eh i g e  Constuute l;orstellt. 
Vierte Beiiierkiiiig. - Setzt man in den Foimelil (8.) und (9.) die In- 

tegrationavariable x = L ~ T ,  ferner 2cr = y und 2 p  = d, und setzt mail end- 
lieh y = (292 + l), wo 12 eine positive gaizze Zahl sein soll, so neliinen jene 
Formeln folgende Gestalt an: 

A 

sin 4 <P drp < 4n2, falls O < y < 6 <  a ; 
- - A  

Y 

Diese Fotme71z (IO.), (il.), ilz delle% ctlso n eiue brliebige Zcthl n2ls der Reille 
0, 1 , 2 ,  3, 4, . . . uwstellen I m z n ,  zuercle+z u.îzs zueiterlzi1z 21012 N u t ~ e t z  sein. Die 
für ihre Giiltigkeit erforderlichen Bedingiingen unterscheiden sic11 dadurch 
von einander, dass bei (10.) O - < y, bei (1 1.) lzingegen O < y notiït ist. 

Ueber die Fourier'sche Reihe. 

Auf eiizer Kreisperipherie vom Radius 1 mag der Centriwinkel 9, von 
einem festen Radius aus, naeh der einen Seite von O bis n, iiaeh der aildern 
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von O bis - ~r gerechnet werden; so dass also die Puncte g = 9 uncl g = - .z 
untereinander identiseh sind. Denkt man sich auf dieser Iireisperipherie irgend 
eine Function F(g) ausgebreitet, und nimmt mail an, clieselbe ware in irgend 
einem Puncte g-, unsfetig? jedoch e~z(71ich, so werden daselbst z w i  Werthe zu 
unterscheiden sein, niirnlich die Werthe F(?, - 0) und F(y,  + O). Des- 
gleichen werden im AIlgemeinen auch irn Puncte y = & ~r . ïzr~i  Werthe 
vorhanclen sein, niimlich die Werthe F(a - 0) und F(- a +- O). - Dies 
vorangeschickt gehen wir über zu unserer eigentlichen 

Aiifgabe. - Nach unseren früheren , aber sehr tir2sicliew~r Betrachtungen 
(Seite 5) ist jede Fuiiction F(g)  im Punete cp clarstellbar durch folgende 
Forniel : 

Es frngt sich min, oh unci! in. tuelcl~en Fdlen diese For~~tel (1 .) wirlilich corwct 
ist. Zu dieseni Zweck miissen wir das in der Formel auftretencle Iiitcqrnl 

+a" 

3. )  S.= ;?lzJ~(m) ( 1  + 2 ~ c o s n i , - , , ~  A ? ~ ( V - ~ J , ) ~ , ,  
1 

- n - n 

welclies für clen Specialfall y, = O die eiiifiwhere Gestalt ailniinint: 

einer genaueren Untei.suchung unterwerfen. Dabei sind zur ,&bkürzui~g clip 
in den geschweiften Klaiiimerii enthalteilen Ausdrücke mit An(g - g,), re- 
spective mit /\,(y) bezeichnet. Wir beginiien mit einigen eiiifacl~en Beiner- 

. kungen über die in (3.) enthaltene Function: 

Uultiplieirt man diese Fuuction mit sin (i), so ergiebt siîli unter Aiiwen- 

dung der bekannten Relation: 2 sin x cos y = sin (z - J )  + siil (x + y) sofort : 

An (y) sin (T) = ;n {sin (l) f [sin (<') + sin (3z)] + [sin (-:Y) + sin (y )]  + . - 

oder, weil die Gliecler rechter EIand, ahgesehen voni alldetzteri, sieh p r -  
1 weise zerstoren : A,, (y) sin ? = sin i n %  + 1) 9~ , d. i. 2 2 z  2 
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40 Die Fourier'sche Reibenentwicklung. 

An die Formeln (4.), (fi.) schliessen sich einige Benlerkungen über dns I n -  
tegral der Function A,, (v). Einerseits folgt nh1ic.h aus (4.) : 

(6.) A,(rp)dcp=f; mithinauch:  lim,,, A,(cp)d<p=$: J O s 
und andererseits folgt aus (5.) mittelst der auf Seite 38 gefundenen Formeln 
(IO.), (11.) niclzt nur: 

I 

sondern auch : 
A 

(8.) 
2 

aùJAni,>ap<;_oiu, ~ ~ * ) O < Y < ~ < ~ .  - - 
Y 

Dies vorangeschickt, gehen wir nur über zur 
Untersuchiiiig des specielleii Integrals Sn (3 . )  - Offenbar lionneil wir 

dasselbe in zwei Theile zerlegen: 

---- ----- 
u n  vn 

und bei der Untersuchung dieser beiden Theile wollen wir gIeich von vorn- 
herein voraussetzen , d m s  die gegebene Iilezct iojz 
(10.) F(9)  

il12 fiztes.vd7e g, = - f i ,  . . + n a b t l ~ e i l u n g s w e i s e  s t e t i g  wml n b t l ~ e i l u n g s -  
w e i s  e 112 on O t osz sein solle. Gleicl~es zvird nlsdalzn o f f e d ~ r  aztch gelten zlosz der  
Functiolz F ( y )  - Const., nlso a. B. Ton  der  Iiusilctioiz 
(11.1 f ( Y )  = Wrp) - FW),  

wobei sogleich bemeïkt sein mag, dass diese lzeue Function f(cy) für $r = O 
verschwindet. In der That wird: 

(12.) f  (O)  = O ,  und f ( c r )  = F(u) - F(0).  

Zufolge der Toïaussetzung (10.) k a m  z. B. das Intervall g, = 0 . . . . r 
in eine emlliche Anzahl von St,recken zerlegt werden, der Art, dass F(cp), 
niithin auch f ( y )  langs jeder solchen Strecke lno~zoton ist. Die Aiizalil dieser 
~u,olzotowen Str-eckeqz mag 71, heissen; so dass also diese Strecken selber ange- 
cleutet werclen konnen durch das Schema: 

*) Es heisst hier: 0  < y ,  wihrend in der vorhergehenden Formel (7.) steht: O < y. 
- 
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wo sammtliche z der gegebenen Function eigenthümliehe feste Puiicte siild. 
Zu diesen festen Puncten z fügen wir zaischen O und T, noch eiilen auxiliaren 
Punct a hiizu, der Bezceglich bleihen und auf unsere spateren Dispositionen 
harren mag. Alsdann ergiebt sich mittelst des Du Bois7sehen Mittelwertli- 
satzes (Seite 33) fiir die Strecke (O, a)  die Forniel: 

Die hier ccuf des. rechtejz Seite stehe~2cZen f i t t e g ~ d e * )  sind aber beide, zufolge 
(7.), ihrem absoluten Betrage nach < 2 n ;  und ausserclein ist nach (12): 
f (0 )  = O ,  und 

Ferner ergiebt 
Strecke ( a ,  z,) 

f(u) = F(K)  - F(O). Somit ergiebt sich : 

sich mittelst des Du Bois'schen Satzes fiir die naclistfolgeude 
die Formel : 

also mit Riicksiclit auf (Y.): 

&O, falls inau den absolut grossteii Werth von f(rp) in1 Interval1 v, = O . . . . n 
mit 11 bezeicliilet : 

Analoge Forinelil ergeben sicli niin fur alle folgenden Streckeii (t, , z,), (z,, z3), etc.; 
ii%nilich : 

*) Ziemlich Iauge Zeit habe ich mioh bemuht, diese beiden Integrale nicht nach der Formel (7.), 
sondern blos n~ittelst der Forniel (8.) zu beurtheilen, habe aber schlieselich mich davon überzeugt, dass 
ein solches Verfahren zur Erreichung des hier vorliegenden Zieles nicht zu verhelfeu vermag, weil 
die in den Integralen enthaltene Grosse 6, abgesehen von der Relation O < 6 < CY, uns v6llig unbe- 

kannt ist. Nachdem ich solches erkaont hatte, gelang es mir dnnn encllich dern Uebelstaude abzu- 
helfen durch Hinzuziehung einer nezlen Formel, niiinlich der Formel (7.). - Ich erwahne dies absicht- 
lich, weil sonst vielleicht der oberflachliche Beurtheiler in dieaer Formel (7.). die ein besonders wicht;ges 
und einfaches Instrument der vorliegenden Untersuchung reprasentirt, eine uniiütze Weitlaufigkeit er- 
blicken mochte. 

1 1 -. **) Denn es k t  in der rorhergehen'den Formel: u < E < i,, mithin sin+S < sin+a: 

X e  um a n  n ,  Entwicklungen. 6 
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42 Die Fourier7sche Reihenentwicklung. 

Nunmehr fol@ aus den Formeln (13.) und (14,.), (14,.), . . . (Id,.) durch 
Addition : 

4 3171 
abJf(9) An(,) a. < $ 2 n . abs (F (a) - ~ ( 0 ) )  . 

O 

Diese Formel entsprieht unseren Zwecken. In der That liann die rechte 
Seite derselben unter jeden beliebigen Kleinheitsgrad 8 hinabgedrückt werdei~, 
- in der Weise, dass man zunaclist das xweite Glied durch Verkleinerung*) 
von EI unter + E ,  sodaiin aber das erste Glied durch Vergr6sserung von .lz 

ebenfalls unter 3 e  hinabdriickt. Lasst man alsdann nachtraglicli das n noch 
weiter wachsen, so wird das erste Glied noch weiter sieh verkleineïn, und 
das zzueite ungeandert bleiben. Somit fol& aus der vorstehenden Forniel: 

ocler, falls man für f ( y )  seine eigentliehe Bedeutung (1 1.) substituirt : 

oder, was dasselbe ist: 

Die gegebene Function F ( y )  kann moglicheiweise im Puncte g. = 0 azuei 
Werthe haben: F(- 0 )  und F(+ O).  In solehern Fa11 wird offenbar in der 
vorstehenden Formel unter F ( 0 )  der Werth F ( f  O )  zu verstehen sein. 

") Nach unserer Voraussetzung (10.) ist F ( y )  im Intervall cp = O . . . . n abt7~eilu~gszoeise stetig. 
Demgemkss muss sich in diesem Intervall von O aus eine kleuie Strecke auftragen lassen, auf welcher 
F ( 9 )  geradezu stetig ist. Verkleinert man also das in den Schema Seite 40 angegebene IX, oder mit 
anderen Worten, lasst man den variablen Punct cu naher und naher an den Punct O heranrücken, so 
muss durch eine solche Procedur die Grosse abs (F(oc) - F(o)) unter jeden beliebigen Kleinheitsgrad 
hinabgedrückt werden konnen. 
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Beachtet man dies, und beaehtet inan überdies die friihere Formel (6.), so 
erhalt nian schliesslich : 

oder, mit Rücksieht auf die in (9.) eingeführte Bezeichnung: 
(20.) lim, = , V ,  = % F(+ O )  . 
Und bei analoger Behandlung des Integrales Un wircl man offenbar finden: 
(21.) lim,=, Un = J F ( -  O). 

Somit folgt nus (O.): 
('2.2.) lim, = , Sn = 1 (F(- O )  + F(+ O ) )  ; 

und wir gelangeil also zu folgendem Resultat. 
Theorelu. - Recltnet uzctn nuf einem Ir'reise vonz Iladizts E i m s  die Bogelz- 

liinge g p  uo9z einem festen Anfangspinete  uzis, nach der einen Seite 7zin col2 
O bis n, mclb der underen Seite von O bis - x ,  und denlit man  sic71, liings 
dieser IGeislinie i r g e d  eine finction F(q)  ausgebreitet , zuelc7ze utif den2 ganxerz 
Ifi-eise (d. i. für g, = - z . . . + n) ab t l i e i l z cngs zoe i s e  s t e t i g  uud ctb- 
t h e i l u n g s w e i s e  m o n o t o n  i s t ,  so zvird dus J n t e y n l  

Oei wzeszdlicl~ zcachsewle?u n gege~z ehze bestimmte feste Grenxe convergiren. Und 

zwur ist diese Grenxe = F(- O' + r(+ , d. i. gleich dem nrifl i inetisden ilIittel 
2 

d e e n i g e n  beit7en Wer the ,  zcelclze die Functiojz F(g)  i m  Pzlncte y ='O besitat. 
Uutersiichiiiig des allgemeineii Iiitegrals Sn (2.). - Die beiden Integrale 

8, in (3.) und (2.1, namlich 

das specielle 

sind, schon %usseïlieh betrachtet, nuï wenig von einander versehieden. 
Um die Sache noch deutlicher hervortreten zu lassen, wollen wir fiir 

den Augenblick uns vorstellen, die Funetion F(cp) reprasentire clie Dichtig- 
keit einer auf der Kreislinie ausgebreiteten Massenbelegung. Alsdann repra- 
sentirt offenbar F ( y )  d y  ein JIcmenelement dieser Belegung (namlieh diejenige 
Masse, welche auf dem Bogenelement dgp vorhanden ist). Jene Integrale Sn 
(2 3.) reprasentiren also die Summe all' clieser lIasseneleniente, jedes ilocli 

6" 
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multipliciït mit clem zugehorigen Werth von /\,(y), resp. von A,(q - ql). 
Es iinterscheiden sich also die beiden Sn nur dadurch von eiiiander, dass in 
dem einen jedes Massenelemeiit multiplicirt ist mit der Fiinction A,, dieselbe 
bezogen gedacht anf den peripherischen Abstand g, des Elementes vom An- 
fnngspinct  (y- = 0);  wahrend im anderetz jedes Massenelement mit demjenigen 
Werth der Function A, sich multiplicirt findet, den dieselbe besitzt fiir den 
peïipherischen Abstand gp - y, des Elementes con$ fcsten Punete  

Mit anderen Worten: Jedes der beiden Integrale Sn (23.) ist abhangig 
von einem gewissen 'festen Punete; und der einzige Unterschied zwischen ihnen 
besteht darin, dass dieser feste Piinet bei dem einen S, die L n g e  des Anfangs-  
pzcnctes g, = 0, bei dem nnderen hingegen die Luge  9, besitzt. Blicken wir also 
zurück auf den für das erste Sn erhaltenen Satz (A.), so eïkennen wir sofort, 
class für das letstere S, folgender snaloge Satz gelten m~iss: 

Theorem. Recknet  mnrz die BogenlLinge n u f  einer I<reis~1erij17terie vom 
R a d i u s  B i n s  m i s c h e n  clen Grenxen  - a u n d  + f i ,  clenkt man sich ferner 
Ziings dieser Peripherie eine Funct ion F ( y )  ~~zisgebreitet ,  welclze clnselbst a b -  
t h e i l z 6 n g s z u e i s e  s t e t i g  u n d  n b t 7 ~ e i l u n g s w e i s e  n z o n o t o n  i s t ,  und nznrkirt 
~ c c w  encilich cczrf der  Per@herie irgentl einel.2 f e s t e n  P u n  c t yi, so w i r d  d«s 
I n  tegrnl 

+ A  

1 
+.* 

(B.) s =- Zn, / ' ~ ~ m ) { ~ + ~ ~ c o s ~ ~ < m - e ~ > l ( d î . = ~ ~ ( r n ~ ~ , ~ ~ - r n ~ ~ d s  
-lZ 

1 - 1Z 

bei unendlic7z zonchsendem ?z gegem eine bestinznzte feste Grenxe co~zcergiren. U n d  
itcctr zviw? cliese Grerue dure72 c7as arithmetische illittel derjenigen nrert12e d w -  
gestellt se in ,  zoelclte die gegebene Fz iwt ion  
besitrt. Es zvird nlso a. B. 

lim, , , Sn = F(Y ,  - 01 + F(<plfi 
2 

und lim, = , Sn = 
F(s-O)+F(-n+0) 

2 

F(cp) in jenenz f e s t e n  P u n c t e  g ,  

sein, fulls - n < <pl < n , 

seilz, fulls 9, = n oder = - x ist. 

1st übrigens F(cJ) auf der Kreisperipherie überall stetig, so reduciren 
sich die beiden letzten Foïmeln auf die eine Formel 

*) Denkt man ~ i c h  aiif der gegebenen Kreisperipherie (vom Radius Eins) irgend zwei Puncte 
cr und p markirt, so kann man unter dem peripherischelz Abstand dieeer beiden Puncte nach Belieben 
entweder ihren kdrzesten peripheriachen Abstand 51, oder auch den auf der anderm Seite liegenden 
peripherischen Abstand: (2n - a), oder noch allgemeiner jede Grosse von der Form @Nz+ in)verstehen, 
wo N eine willkürliche ganze Zahl vorstellt. In der That kann bei unseren obigen Betrachtuugen das 
Wort: peripherisclaer Abstand in diesem a2lgemeiwstem Xinne genommen werden. Uenn die Function 

1 - 
A, (a) = 1n [I + 2 cos n + 2 ma 2 a . . . + 2 cos n a ] ,  verpi. (4.1, 

bleibt ungeandert, fa11s man in ihr 51 mit ( ~ 2 N s  + Jlj vertauscht. 
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lim,, , Sn = F(<p,), für - x < - 9, < ; 

was iibereinstimmt mit cler zu prufenden Formel (l.), Seite 39, d. i. mit 
derjenigen Formel, cliirch welche die Entwicklung von F(9,) nach Kreis- 
functionen dargestellt wird. 

8 5. 

Fortsetzung. 

Nachtraglich konnen wir clas Theoreiu (B.) becle~itend vereinfaehen durch 
Ablosung von der Kreisperipherie, und dernselben folgende Gestalt geben. 

Einfachere Form des voihei-peheiideiz Theorems. - 1st die  Function F(g)  
im I n t e r v d l  cp = - 5 .  . . . + z c c b t l ~ e i l u n g s w e i s e  s t e t i g  u n d  n b t l ~ e i l u n g s -  
w e i s e    no no ton, u n d  versteht nznn tinter (FI eine gegebene Constante, so wird 
der Ausdruck 

(C.1 1% = F(cp) An(cp - 91) d -  s' - 72 
= F(a - 0 )  f F(- 9.z + 0) = F(<pi - 0)  i- F(m+O), = F(x-O)+F(-%+O) 

2 2 2 

se in ,  .je nnac7deîu 
<pi = - n, odar - z<cp,<n,  oder endlich 9, = n 

ist. a n  sieht nlso, duss der Ausclruck igz jedella der beidefz En d p  lcn c t e des 
Intervcills - 9 . . . . + ,z. dargestellt ist clz~rc72 dns arit7~1~ietisclze l i t t e l  derjeniyen 
W e r t h e ,  welclze die gegebene Functio+z F (F)  in cliesen beiclen Enclpztncten Oe- 
sitzt. - Dabei repi isent ir t  /\,(Y - 9,) die [iil (4.), (5.)  Seite 39 angegebenel 
Function : 

also eine Funet ion,  die  p e r  i o d  i s c  h ist sozoo1~1 in Besug ccuf cp, wie auc7t in 
Besug cc%$ y,. U n d  zwar is t  in beiden Be~ie7zunyen die Periodenliinge = 2.1. 

Urn diesen Satz weiter zu verallgemeinern, denken wir uns die (abge- 
sehen von den Bedingungen der abtheilungsweisen Stetigkeit und abtheilungs- 
weiseii Monotonie) im Intervall - ..c . . . . + .z zo.ilZkiirZic1~ gegebene Function 
F(p.)  nach beiden Seiten perioclise7~ fortgesetat der Art, class in jedem cler 
unendlich vieleil Intervalle : 

sich imnler dieselben Werthe von Neuem wiederliolen. Xarkirt man also 
z. B. zu beiden Seiten des Punctes (- n) zwei Nachbarpuncte g, 7 z ,  ferner 
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zu beiden Seiten des Punctes (f n) zwei Nachbarpuilcte G, H, uiid zwar 
in solcher Weise, dass die Abstande der beiclen erstereii von (- f i )  und die 
Abstande der beiden letzteren von (+ n) alle ein ~tnd denselben uneiidlich 
kleinen Werth haben, so wird die Function 3' in g denselben Werth wie in 
G, ebeiiso in h denselben Werth wie in II besitzen; was angedeutet sein 
mag durch die Formeln: F, = FG uiid F,' = F,. 

Zufolge des vorhergehenden Satzes ist nun der Werth des Aiisdruckes 
(C.) in jedem der beiden Puncte (- n) und (+ n) gleich 4(FG + E), also, 
zufolge der soeben gemacht'en Bemerkungen, aueh darstellbar durch t (4 + FA), 
oder durch (FG + FH) ; was in vollem Einklang steht mit demjenigen Wertlie 

f ( ~ ( c p ~  - O) + F(q1 + O)), den jener Ausdruck (C.) besitzt für jedweden 
zzvisclie~z (- a)  und (f n) gelegenen Punct yl. Wir sehen somit, dass bei 
der gegenwartigen Sachlage (wo die Function 3' nach beiden Seiten periodisch 
fortgesetzt geclaclit wird), der vorhergehende Satz sich reducirt auf die ei.îze 
Formel : 

Diese Formel, welche also gilt fur alle Punkte des Intervalles - ~r . . . . . f a 
(einerlei ob sie iiinere oder End-Punct'e desselben siiicl), kaimen wir noch ein 
kleiii wenig anders schreibeil. 

Da namlich die gegeiiwartige Funetion F(g)  yeriodiscli, und die Lange 
ihrer Periode = 2 a ist, mithin Gleiches aucli von dem Product F(q)  A, ( y  - ql) 
gilt*), so wird offenbar das in (2.) steliencle Integral ein und denselben Werth 
hahen, einerlei ob man dasselbe von - n bis + a,  oder ob man es von 
irgend welcher tuillkiirlicl~e~z G ~ % s s e  tc aus bis (ci f 2 r )  eïstreckt. Somit 
kanii also jene Formel (2.) auch so geschrieben werden: 

Endlich beinerkt man, dass diese Formel nidit iiur gilt für die der Be- 
dirigung - r - < y1 ( - + 3t entsprechenden Puiicte g.,, soiidern auch fiir jeclev 
bel iebipz  cimle~-en Punct rp,. Wo namlich T, auch liegen mag, stets wird 
sich ein der Bedinguiig - n - < < f f i  eiitsprecheiides 9, angeben lassen, 
welches von p, nur durch ein ganzes Vielfaches von 21r sich uiiterscheidet. 
Und die Formel (3.) muss daher, weil sie für dieses T, gilt, aucli gelteii für 
jeiles 9,; denn die Functionen A, (q - FI) und  TI) sind in Bezug a ~ i f  YI 

*) Vergl. die Formel (D.) 
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periocliseh, bleibeiz also bei der Vertauschnng von y, mit y, iimgeiindert. 
Somit ergiebt sich folgendes 

Tlworem. - Bezeicl~net F(9)  eine ycriodisc7~e Funct io?~ 2.0% der Perior7e 
2?r, tcncl nimd n m n  a n ,  dnss clriese Fzinction a b t 7 ~ e i l u n g s t o e i s e  s t e t i g  u n d  
ab t7~e i l zbngs . zue i se  m o n o t o l z  sei ,  so z u i d  die Formel: 

~ ( L P Z X  a l  l g e  n t e i  n gelteph, welc7ze TVert7~e n m n  den Constctnten cc und q ,  nuc7~ 
auertheilelt mag. - Dcibei l u t  A,(rp - y,) die in (D.) yennnnte Bedeutung. 

JIarkiren wir also z. B. zu beiden Seiten des Punctes a zwei Naehbar- 
puncte g, h ,  ebenso zu beiden Seiten des Punetes (a + 2n)  zwei Naehbar- 
puilcte G, H; so werden die Werthe cles Ausdruckes (E.) in den beidm 

Piincten tr, und (ci + 2 R)  respective clnrch 4 (3'' + E:,) iincl a (F,; + F,,) clar- 
gestelltl sein, und werden claher, weil F, = FG und F, = FE ist, ideiitiseh 
sein mit +(FG + flh) *). Beschranken wir uns also auf diejenigen Puiiete y,, 
welche dem Intervnll  a . . . . (a + 2 s )  nngeh&en, so konneii wir den vorher- 
gehenclen Satz auch so ausspreclien: 

Theorem. - Bexeiclmet cb e h e  bcliehig gegebene Comtnszte, uncl F(q)  iiycncl 
e h e  Functiofi ,  (lie iîn Ifiter.~;nll c c . .  . . (cc + 2 4  n b t 7 ~ e i l u n g s w e i s e  s t c t i , q  
und a b t h e i 2 u n g s w e i s e  m o n o t o n  ist*"), so wircl der Azrsr7~urk 

sein,  je nccchclem 
9 1 = a i  ocler. n < y ,  < (a + 2 n) , oder elzdZic7a 9, = (a + .2s) 

ist. 1CIailz sieht nlso, clnss der Ausdrzick in jedeln der beiden E n d p z c n c t e  des 
betrnchteten 1nferl;alls n . . . . . (ci + 2 T) ~jleiclz den ~irit lmetischen llfittel rlcl-- 

*) Dabei ist stillschweigend vorausgesetzt worden, dass die Abstande der beiden Puncte y, 72 

von a ,  und die Abstande der beiden Puncte G ,  H von (a + 2 ~ )  alle eirz u n d  denselben unendlicli 
kleinen Werth besitzen sollen. 

**) Die in dem vorhergehenden Satz vorausgesetzte Periodicitat der Function F ( 9 )  kommt offenbar 
hier, wo wir uns auf das Tntervall a .  . . . (a + 2n) beschranken, nicht weiter in Betracht. 
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je~zigen W e r t h e  i s t ,  zuelcl~e d ie  gegebe~ze F m c t i o n  F(q) i n  diesen beiden Ewl- 
p j z c t e n  besitwt. - Dnbei 1mt A,(v - 9,) die in (D.) ungegebene Bedeuttmq. 

Man kaiin dieses Theorein (F.) in etwas anderer Form darstellen. Die 
M i e  Seite der Formel (F . )  lasst sich n%iiilicli, falls man fiir A,(v - cp,) 
seinen Werth (D.) Seite 45 sulxtituirt, auch so selireibeii: 

also, hlls man die hier in den eiiizeliien Gliederii auftreteilden Integrale mit 
A,  B bezeiehnet : 

u 

auch so selireiben: 

oder auch so : 
m 

A, + 2 E  (A, cos $ 6 ~ ~  4- B,  sin n. y , )  
1 

Wir geIangen daher zu folgelidem Resultstt : 
Tlieorem. - Bexeicl~net n eine beljebig gegebe9ze C'ogisttrnte, ulzd F(q) i i l - p d  

eine Funct ion,  d ie  iuz I1zte1wd1 a  . . . . (a 3. 2 ~ )  a b t h e i l u n y s w e i s e  s t e t  i g  
m d  a b t k e i 7 u 12 g s zu e i s e 912 O 12 O t O il? i s t  , so zciel-d die 111it tlcu c o ~ ~ s f n ~ z t c n  Cocfficieute~z 

- - F ( a + 2 ~ - 0 ) + F ( a + o ) ,  = F(cp, - 0 )  $ F('P&O) F ( a + 2 n  -0) +F(a+O)  
2  , oder = - 

2 2  

odei n < yi < (a + -x), oder 'Pl = ( a +  212) 

ist .  E s  hat also die R e i l ~ e  i n  d e n  beic7en E u d p u  n c  t ejz des Intel-vnlls e i n  
u ilz d d e n s e l  be  j z  W'ërth ; tu2d mm ist  sie c7nselbst gleich (lem nsithmetischeilz 
Mit te l  derjenigen ?$Geel-the, welche die  gegebene F m c t  ion F (v) i~z d e n  beit7eu E n d -  
pzuzcten besitat. 

I s t  die I izimtion F(9) igz d m  beh-nchtete~z I12telwdl ~ i c h t  nzw a btlz e i l u r z g s -  
w e i s e s t e t  i g ,  sondel-n gerndem s t e t i g ,  so ilti~mt die E b m d  (H.) die Gestnlt m2: 
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n = m  

(J.1 F(<pl) = 8, + 2 2  (A, cos wcpl + B, sin % < p i ) ,  falls a < < p l  < (a + 2n). 
n = l  

Nan sieht also, dass eine im Intervall  a . . . . ( a  + 2 n) s t  e t i g e  u n d  a b  t h  e i -  
l u n g s  w e is' nzo no t o n e  Funct ion F(cp,) für  d l e  der Bedingung a < y,  < (cc + 2n) 
entspreclzende Argunzeszte v, dnrstellbar i s t  durch eine nnch clen Cosinus u n d  
Sitzus der Vielfachen des Argumentes  fortsclzreitende Reilze. 

BeschrBnkt man sich auf ein Intervall, welches nicht = 2 a, sondern 
< 2 n, so kann eine solche Entwicklung bei ein und derselben Funetion in 
sehr versckiedener Art, jedesmal mit mzclern Coefficienten bewerkstelligt werden. 

Um dies naher darzulegen bringen wir die Formel (H.) auf eine Function 
F(cp) in Anwendung, welche auf irgend einer Strecke y 6 des gegebenen Inter- 
val1 a . . . . (n + 2 z) identisch mit sonst aber überall ATdl sein soll. 

Alsdann ergiebt sich offenbar aus (J.): 

(p l3  = A,, + 2 2  (A, cos ncp, + B, sin ~ z y , ) ,  falis y < <pl < 6 ; 
n = 1 

und gleichzeitig ergeben sich 

also Werthe, die wesentlich 
und â. Erweitern wir nun 

alsdanii aus (G.) für A ,  B die Werthe: 

abhangen von der Lage der beiden Puncte y 
clas Intervall y 9  nach beiden Seiten hin, und 

bezeichnen wir dies erweiterte Intervall mit y'$', so erhalten wir an Stelle 
von (2.) eine 9zeue für das y' < 9, < d', ztln so mehr also uuch fiir y < rgl < 6 
gült ige Entwicklung , deren Coefficienten von den in (3 .) angegebenen sich 
dadurch iinterscheiden, dass die Integrationsgrenzen nicht durch y, 6, sondern 
dureh y', 6' dargestellt sind. Wir sehen somit, dass wir fur ein u n d  dieselbe 
Function (z. B. die Function und fur ein  u n d  clusselbe Intervall y . . . d 
unendlich viele von einander verschiedene Entwicklungen erhalten konnen, 
falls nur die Lange dieses Intervalles < 2 n  ist. 

Beiljiufige Bemerkimg. - E s  sei a < y < (a + 2 4 ,  und es werde das Theorem 
(H.) angewendet auf eine Function F(cp), welche rangs a . . . y gleich Eins, und liings 
y . . . . (a + 2 a) gleich Nul1 ist. Alsdann ergiebt sich: 

R = W  

(1.1 A o + 2 ~ ( A , c o s n < p l + B n s i n w r p l ) = 1 ,  oder =+, oder = O ,  
n = l  

je iiachdem a < <pi < Y, oder 'PI  = Y, Oder Y < 'PI < (a + 2 ~ ) .  

Fiir den n&tleren Fall, d. i. ffir y ,  = y erhalt man also die Formel: 
Neumann,  Entwicklungen. 7 
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(2 . )  A, + 2 2  (A, cos 12 y + B, sin n y) = + , wobei a < y < (a + 2a) . 
n = l  

Gleichzeitig ergeben sich für die Coefficienten A, B aus (G.) die Werthe: 

s i n n y  -sin nu - cos l zy  - cosna  - 
'Ln - 12 2 n . n  ' 

a n 

also i. B. A, = $-$ . Durch Substitution dieser Werthe (3.) in (2.) folgt: 

r z = m  

(Y - a) + 2 2  
sin n(y - a )  -- 

- n ,  wo a < r < ( a + 2 ~ ) ,  
n = ï  

also, falls man (y - n - TL) = w setzt: 
n = w  . 

(5.1 w = (- 2)z 'ln S- O), wo j e tz t  - n < w < n , 
n = ï  

oder, mas dasselbe ist: 

und dies ist eine bekannte Formel. 

Für den Specialfall n = - n nimmt das vorhergehende allgemeirie 
Theorem (H.) folgende Gestalt an: 

Theorein. - 1st ei~ze finction P(9) irn Interval1 - ~r . . . . . a abthei- 
lungsweise stetig uncl ccbtheilzcngsweise +no?zoton, so wird die mit den 
constmzten Coe fficien ten 

n = w  

(L.1 A, + 2 2 (A, cos n <p, + B, sin n 9,) . 

n = l  

- - F'n-O)+F(-x+O) - F(v ,  - O ) + F ( < p l  + O ) ,  = F(n-û)+F(-n+0) , oder = - 
2 2 2 

T I  =-'Id, oder - n < r p l < n ,  ocler 9, 5 z ist. 

Dies ist die eigentliehe Dirichlet'sche Form des Theoreins. Es erscheint 
angemessen, dieses Theorem noch auf einige speciellere Fsille anzuwenden. - 
1st zunachst F(y)  eine yerade Function, so gehen die Formeln (K.) über in : 

72 

Und gleichzeitig bemerkt man, dass die Reihe (L.) bei Zugrundelegung einer 
solchen gerncier, Function F(g;), (um nur einige Falle aufzufuhren), 
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= ET(+ O )  *) , oder = F(rp, - 0 )  + +y , = F(% - 0) **), 
2 

wird , je nachdem 
<pl = 0 ,  oder o < ( ~ i < n i  oder cp, = n  ist. 

Beschrankt man sich nun schliesslich auf die eine Halfte der Function F(rp), 
namlich auf den dern Intervall cp = 0 . . . n entsprechenden Theil derselben, 
so gelangt man zu folgenden 

Theoreni. - 1st eine gegebene Functiofz F(cp) int h t e r v u l l  g, = O . . . 
a b t l t e i l u c n g s w e i s e  s t e t i g  u n d  a b t l t e i l t i n g s w e i s e  m o n o t o n ,  so toird die  nzit 
den constnnten Coefficienten 

n 

O 

b e h  ftete u~ze~zdliche Reihe: 
n = m  

c p l = O , ,  oder o < ~ i < ~ ,  oder T i = z  

ist .  Die  Reilze ist  cclso i fz  den beiden E n d p z c n c t e n  des hier bet~vchteten In- 
tewalls  O . . . . . fi ~7uvch diejenigen Wer the  da-estellt, m i t  welchem die liSc.nction 
F(9)  in jenen Endpzcncten eintreffen w i r d ,  sobald uzan, von der N i t t e  des 
I ~ z t e ~ v n l l s  clzis, dem e i  fz e n  resp. dem a n d  e r  e n  Enclpuncte sich nülzert. 

Bringt man andererseits den Satz (L.) in Anwendung auf eine u n g e ~ a d e  
Function F(rp), so gehen die Formeln (K.) ï~ber in: 

7t 

Und gleichzeitig sieht man, dass die Reille (L.), bei Zuugrundelegiiug einer 
solchen ungeraden Function F(T),  

= O ,  oder = oder = O  F i q ~  - 0 )  + F(rpl + o) 
2 

wird, je nachdem 
rpi=o, oder o < c ~ i < n ,  oder cp ,  = n ist. 

Wir gelangen somit, indem wir uns wieder auf die dem Iiitervall cp = O . . . n 
entsprechende Half te  der Function beschranken, zu folgendem 

+) Denn der aua (L.) für 9,  = O zunachst sich ergebende Werth F(- O )  + F(-t2 reducirt sich 2 
offenbar ini gegenwartigen Fall, wo F(cp) eine geracle Function ist, auf F(+ O).  

F (n -0 )+F( -n+0)  
**) Denn der aus (L.) für <p, = ~i zunachst sich ergebende Werth 2 

reducirt sich, weil F ( q )  geracle ist, auf F(z  - 0). 
7 * 
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Theorern. - I s t  eine gegebene Eunction F(v)  im I ~ ~ t e r v n l l  gp = O . . . . x 
a b t h e i l u n g s w e i s e  s t e t i g  zmcl nbt7t .e i lu . lzgstueise  m o n o t o n ,  so wird die 
nzit den constanten Coefficienten 

sein ,  je fiac7deaz 
y ,  = O ,  oder o < c ~ i < m ,  oder y, = n 

ist. Die  Reihe lznt also in jedent. der beidefi E n d p u  n c t  e des hier Oetrachtetelz 
Intervnlls O . . . . . z den Wertlz N u l  1. 

A n h a n g .  

1st gp, eine gegebene Constante, und F ( y )  eine Function, die im Intervall 
rp = (y, - n) . . . . (y1 + n) aOtlzeilungsweise monoto~$ und abtheilufigsweise 
stetig ist, so kann man auf diese Function und auf dieses Intervall das 
Theorem (F.) Seite 47 anwenden und erhalt alsdann: 

Um die Fuiletion F(g.), unbewhadet der ihr auferlegten Bedingungen, zu 
s~ecictlisiren, bezeichnen wir irgend einen zwischen 9, und (Y, + z) gelegenen 

Punct mit p ,  und nehmen an, die Function F(y)  sei im Intervall yi . . . . p 
nz o n  O t O n a B n e72 m e n d und aOt7t.eilungsweise stetig, sonst aber überall gleich 
Null.  Alsdann geht die Formel (1.) über in: 

(3.) lim, = , 2 F(P)  A, (rp - <Pl) dcp = J'(rp, + 0) .  J 
YL 

Und diese Formel wird also gelten für irgend zwei der Bedingung qi<P < (cpl+.?r) 
entspreehende Constanten cpi, P ,  und für jedwede Funetion F(gp), die im In- 
tervall 9, . . . . B m o n o t  o n  ab f ie7zmend  und abtheilungsweise stetig ist. Ent- 
spricht aber F(cp) diesen Anfordemngen, so werden offenbar die Producte 

sin4 (<p - 9,) sinb(rp - 91) 
f ( Y )  = [ M +  F ( 9 ) l  i(P - B(<p -<pl)  ' 

in denen M den absolut grossten Werth von F(y)  vorstellen soll, denselben 
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ebenfalls entsgrechen*). Wendet man aber jene Formel (3.) auf diese Pro- 
ducte f ( ~ )  und ,g(y) an, und subtrahirt die so entstehenden beiden Gleichungen, 
so ergiebt sich: 

8 

(4.) lim, = , z F (q) Sin4('P - 94 A,(Y - < p i )  d<p = q < p i  + O )  . W,  j. +('P - c p l )  
<Pl 

wo W den Werth des Factors "pi(' - m i )  für (ç = y, + O vorstellt, mithin 
s(9' - ' P i )  

= 1 ist. Beachtet man dies, und substituirt man zugleich für A, (g, - y,) 
seine eigentliche Bedeutung (D.) Seite 45, so erhalt man: 

und gelangt dalier, falls &an n + 1 = p setzt, zu folgendem Resultat. 
1st g., < p < (sr, + rr), so wird für jede Function F(cp), die iin Inter- 

val1 qi . . . P nzonotoa clbnimwt, und nbtheilungsweise stetig jst, die Formel gelten: 

limq,,  2 n JF (,) d n p ( v  - - ml) acp=F(vi+O). - 
9' - (Pi 

<Pl 

Man braucht diese Formel aber nur mit, (- 1) zu multiplieiren, uin zu er- 
keimen, dass sie nicht nur für li'(g.), sondern auch für die Function (- 1) F(9)  
gdltig ist, oder, mit anderen Worten, um zu erkennen, dass sie nicht nur 
giiltig ist für eine rnonotofi abmhtzende, sondern auch für eine nzonoton zocrchsende 
Function. Sornit konnen wir also folgenden (für unsere spateren Unter- 
suchungen wichtigen) Satz notiren : 

Satz. - Bezeichnet F(g)  eine E'unctiofi, die i!n Ir&wvall g, = y, . . . . p 
moinoton uncl abtheilzcfigsweise stetig ist, so gilt die Formel: 

In ganz analoger Weise wird man offenbar zu folgendem Parallelsatz gelangen : 
Satz. - Bezeichnet F(y)  eine Fumtion, die im Interuull g, = cr . . . . y, 

monoton und nbtheilungsweise stetig ist, so wird: 

sinx 
*) Nach Seite 36 (3.) ist niimlich die Function - monoton nbnelunend undpositiv fur das In- 

.7: -- 
n tervali r = O . . . - . Folglieh gilt Gleichea von -") ffir das Intemaii p = cpi . . . (<pi + a), 
2 Z('P - ' P i )  

und um so mehr für das Intervall rp = <pi . . . . p. Demgemass sind also die Functionan [M + F(<p)] und 
(' - im Intervall <p = rp, . . . . fi monoton abrcehmend, und positiu. Hieraue aber folgt, dam ihr t (cp - 9'1) 

Product f (9) in jeneni Intervall ebenfalls monoton abnimmt. Vgl. den Satz in der Note Seite 56. 
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Drittes Capitel. 

Die Fuurier'sclie niid Hamilton'sche Iiitegraldarstellniig. 

Ob eine Punetion wie z. B. ex, welche für a = OC unendlich gross wird, 
irn Intervall x = O . . . . OC stetig zu nennen sei, darüber dürften die An- 
sichten getheilt sein. Um derartige Unsicherheiten zu beseitigen , werde ich 
zunachst eine (wie mir scheint) sehr einfache und zweckmassige Definition 
voranschicken. Sodann werde ich übergehen zu dem eigentlichen Gegenstande 
dieses Capitels, und zwar nicht nur zu den Pourier'schen, sondern aucli zu 
den allgemeinern Hm~zilton'schen Integralen. 

§ 1. 
Deflnition für ein unendliches Intervall. 

V o n  eineî. E'mzction f (x) sol1 gesugt zuerdegz, clccss sie fiir dcrs zt e jz c7 1 i c 7z e 
I~ztercalZ y . . . . oo (wo y eine gegebene endiche Constante vorstellt) eine be- 
s t i m z t e  E i p z s c h a f t  A besitre, sobald ilzr diese Eigel2sc7~aft A nnhaftet fiir jed- 
wecle~z c n d  1 i c h  e n Tlzeil j e w s  I f i t e r t d b .  Und cliesdbe Ausdrucksweise sol1 
selbstcel-stü~zclliçl C ( M C ~ L  d a m  nngezoenclet zverde~z, wenlz dos gegebejze zr~ze~zclliclze 
In terud l  niçht die F o r m  y . . . . + OC, sondern etwa die Forln - CO . . . . y, oder 
crzcch die Form - O C .  . . . + oo besitxt. 

Demgemass wird z. B. die Funetion ex fiir das Iiitervall y . . . . oo iiicht 
nur monoton, sonderu auch stetig zu nennen sein; trotzdem, dass sie für 
x = OC ins Unendliche ansteigt *). 

Sol1 ferner eine Function f(s) im Intervall y . . . . CO nbtheilu~zysweise 
monoton sein, so muss sie, wie aus der gegebenen Definition folgt, diese 
Eigenschaft besitzen für jedwedeil endlicl~en Theil jenes Intervalls. Deru- 
gemass wird also z. B. die Function sinx für das Intervall y . . . . oo abthei- 
Zungszveise moqzototz zu nennen sein; trotzdem, daes die Anzahl ihrer monotoneil 
Strecken fiir dieses Intervall rnicht me7w eine endliche ist. 

Und in analoger Weise folgt aus unserer Definition, dass eine Punction 
im Intervall y . . . . CO a6theilungsweise stetig sein kann, ohne dass deswegen 

*) Wird also von einer Function f ( x )  gesagt, sie sei im Intervall y . . . . oo stetig, so bedarf es 
noch eines besonderen Zusatzes, um zu wissen, ob sie endlich bleibt für z = oo. 
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die Anzahl ihïer stetigen Strecken für dieses Intervall eine endliche zu sein 
brauehte. In der That wird z. B. jene schon früher erwahnte Punctioii f(x), 
welche in denjenigen Punkten, in denen sinx positiv oder Nul1 ist, = x2, 
andererseits in denjenigen Puncten, in denen sinx negativ ist, = x3 sein 
sollte, irn Intervall y . . . . oo abtkeilungsweise stetig zu nennen sein; trotzdem, 
dass die Anzahl ihrer stetigen Strecken für dieses Intervall nicht mehr eine 
endliche ist *). 

Analoges würde zu bemerken sein bei abtheilungsweise constanten Functionen, 
ferner bei abtheilunylsweise periodischelz Funetionen, u. S. f. 

§ 2- 
Einige Beispiele und Bemerkungen zum Du Bois-Reymond'sohen Satz. 

Beispiel. - 1st die Function F(x) im Intervall y . . . . 6 monoton und 
abtheilungsweise stctig, und bezeiehnet q eine gegebene Constante, so ist nach 
dem Du Bois'schen Satz (Seite 33): 

J( 
d 

(1.) {F(x)singx clx=*(>) s i n ~ r ~ i i r + ~ . ( ~ ~ ~ i ~ ~ r ;  d x ,  r o  y < - 6 < 8 ;  

Y Y E 

oder, was dasselbe : 

cosqy - cosqg cospt - cos@. F(x)  sin g x  - d x  = F ( y )  
4 

+ m a )  
Y 

Hieraus folgt, falls man den absolut grossten Werth von F(x) im Intervall 
y . . . . d mit DI bezeichnet: 

(II or.) 

In amnaloger Weise wird nîan offenbar, falls x, eine beliebig gegebene Con- 
stante vorstellt , zu folgender etwas allgerneinern Formel gelangen : 

Diese Formeln (IIa., p.) werden also gelten, falls nur die Fzcrzction F(x) i m  
. Intervall y .  . . . ci' nzonoton und ab t l t e i lungsweise  s t e t i g  ist,  vornusyesetzt, 

dass mafi unter M ihrefi nbsolut grossten Werth i n  jenenz IfitervctlE uersteht. 

*;) Wird also von einer Function f ( x )  gesagt, sie sei im Intervall y . . . . abt1wilu.lzgsweise 
stetig oder abtheilungsweise monoton, so bedarf es noch eines besonderen Zusatzes, um zu erfahren, 
ob die Anzahl ihrer stetigen resp. ihrer monotonen Strecken für jenes Intervall eine endliche sei. 

**) Das Zeichen abs ist rechter Halzd zuzufügen, weil (wenn auch M seiner Definition nach 
positiv ist), doch die Constante q keiner Beschrarikung uiiterworfen wurde, also balcl positiv bald 
negativ sein kann. 
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Hieraus folgt beilaufig, dass jene in (IIor., P.) angegebeiien Integrale bei un- 
encUich wachsendem q gegen Nul1 convergiren. 

Bemerkiing. - Die Constanten xl , y, d mogen der Bedingung entsprechen : 
x, < y < d, und die Variable x mag in ihrer Bewegnng auf das Intervall 
y . . . . 6 beschrankt sein; also: 
(3.) % < Y  < x < a .  
Nimmt man nun an, dass die Function F(x) im Interrall y . . . . 8 wo.îzoton 
abnehme und nBtheilungsweise stetig sei, so gilt Gleiches offenbar auch von den 

M und M -- + w ) ,  ,) 
x - x1 x - x, 

vorausgesetzt, dass man unter M wiederum den absolut grossten Werth von 
F(x) irn Intervalle y . . . . 6 versteht. Bringt man aber die Formel (110.) 
auf diese fieuen Functionen (4.) in Anwendung, und beachtet man dabei, 
dass deren absolut grosste Werthe im Intervall y . . . . d daïgestellt sind durch 

M - und - , [vgl. (S.)] , 
Y - xi Y - xi 

wo 8 ein positiver achter Bruch ist, so erhalt man sofort: 
d 

s i n p ( x - x l ) . d x  < abs 
4 M  

- xi - 4 (Y - "1) ' 

Hieraus aber ergiebt sic11 weiter, weil abs (U - V) 6: abs U + a h  V ist, 
die Formel: 

R 

absJ= siu p (x - x,) . d x  - < aùs 12 M x -2, - n (Y  - x,j 
Y 

Setzt man (- 1) F(x) = @(x), so kann man diese Formel (8.) auch so schreiben: 
19 

*) Von der Function --- F(x) wiirde solches im Allgemeinen aic7~t gelten, sondern nur dann, wenn 
2-x, 

man zu den schon gemachten TToraussetzungen noch die hiazufiigen wollte, dass F(x)  im In- 
tervall y . . . . 13 iiberall positiv eei. Denn es gilt, wie leicht zu übersehen, folgender Sntz: Sind w e i  
Functione* f (x)  und <p (x) in dem Intervall y . . . . d' m o n o t  o n  a b n e  h m e n d ,  wnd sind ausserden~ diese 
Funct imen daselbst übep.all positiv, so wird dus Produd f ( x )  rp(x) .in. jenem Interval1 ebenfalls 
m o n o t o n  abnelzmen.  Für die Gültigkeit dieses Satzes ist aber die Bedingung, dass die beiden 
Functionen positiv seien, durchaus nothwendig. Denn es sind z. B. die Functionen (- 23) und 
(- 27) monoton abnehmend für das ganze Intervall x = - oo . . + oc; und trotzdem ist ihr Pro- 
duct xi0 nur auf der Strecke - ao . . . . O im Abnehmen, hingegen Iangs der Strecke O . . . . + oo 
im Zunehmen begriffen. 
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Die ursprüngliche Function F(x)  war eine von y bis 6 no9zoto.î~ ah- 
n e h w m d e ;  folglich ist die neue Function @($) eine von y bis 6   no no ton 
wuchsemie; wahrend andererseits M nach Belieben als der absolut grosste 
Werth von F(x), oder als derjenige von @(x) bezeichnet werden kaim. 1Vi.r 
sehen somit aus (8.) und (9.), dass e i ~  und dieselbe Formel stattfindet, einerlei 
ob die betrachtete Function l~zo?zotolz waclzst oder ~ ~ m o f o f z  ~ h i f i m ~ ~ ~ t .  Und wir 
koimeii daher, weiI wir Functionen, die eine dieser beiden Eigenschaften 
haben, kurzweg m m o t o n  genannt haben, folgenden Satz auqrechen: S i n d  
x,, y, 6, q gegebe~ze Cov&a&en, ulzd bexeichzet F(x) eiue FzrwYion, d i e  iqn 
I u t e m r l l  y . . . . . ci w z o n o t o ~ ~  und a b t h e i l u ~ 2 g s w e i s e  s t e t i g  i s t ,  so gilt die 
Forwtel: 

u n d  falls M degz uhsolut grosstelz TVerth won F(x)  i m  Iqztewall y . . . . 13 Oe- 
xeicl~net. Beilaufig seheii wir, dass dss vorstehende Integral bei wachsendem 
q gegen O convergirt. Also: 1st i r g r d  ehze Functiol? F ( x )  i m  Iuterrxdl y . . . . 6 
n z o n o t o n  und u h t l t e i l z t ~ z g s z o e i s e  s t e t i g ,  so w i d  

d 

(II 6.) 
sin q Ix - x,) 

limp, fi(.) dx = O sein,  falls si < y < 6 ist. 
Y 

Zmeite Beiiiei.kung. - Die Function F(x)  sei in dem unendlicli grossen 
Intervall y . . . . ao nzo~zoton, überall endliclz*), und rrbtl~ei7~1~gsueise stetig; 
ferner sei ihr absolut grosster Werth in dieseni Interval1 bezeiehilet mit Bf'. 
Alsdann findet nach (IIy.) für j e d w e d e s  6 die Formel statt: 

d 

dx < abs 1s H' 
- fd l s  nur al < y < 6 id. x - xi 4 ( y  - "1) 

Y 

Diese Formel wird also fortbestehen, wenn man das d weiter uiid weiter, 
ins Uaeiidliche wachsen lasst. Somit folgt : 

aÙsJF sin e-i! 
x - x, dx 2 abs l2 M' falls s, < y 

4 0  -xi)' 
Y 

Und hieraus ergiebt sieh sofort, dass das links stelieiide Integral gegen O 
convergirt, sobald man entweder p oder y ins Unendliche wachsen lasst. 
Wir gelangeii also zu folgeiidem Satz: 1st  die F u m t i o n  F(c) in denz uq!ew?- 
lich grossen Interval1 y .  . . . CO w o n o t o ? z ,  übemll  e ? ? d l i c k ,  1i11d a O t h e i 1 z ~ n g . s -  
z ~ e i s e  s t e t i g ,  so wird erstens 

- 

*) Vgl. die Note Seite 54. 
X e u m a  nu, Entwicklungen. 
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sin q (x - xi) 
(II e.) d x  = O sein, falls xi < y ist; 

Y 
und zweitens 

Dritte Bemerkuiig. - An die letzte Formel (II 5.) schliesst sich un- 
mittelbar folgender Satz: Is t  eine Function. R(x) inz Interuall a . . . . oc ÜOerall 
en.dlic1z un.d a b t l t e i l u n g s w e i s e  s t e t i g ,  und  ist  ausserclenz dieses Iiztervall 
m i t  Bezzig nzcf F(x) in eine e n d  1 i ch e Anzald m o n  O t o n e  r St r e c  k e n  zerlegbar*), 
so wird clns Integrnl 

m 

u 

einen b e s t i ln nz t e n e n d  1 i c  h e n Wer th  haben, wie 6esclznffen die Constnnten 
a ,  q,  x;, nuch imizer sein nzogen. 

Bezeichnet man namlich die ietzte jener monotonen Strecken mit A .  . . . oo, 
denkt man sich ferner einen auxiliaren, auf dieser letzten Strecke beliebig 
beweglichen Punct y (also a < A < y < CO), und zerlegt man endlich das 
Integral J (II?.) in die beiden Theile: 

m 

sin q (x - xi) 
X - Xi E - Xi 9 

Y 

so suborclinirt sich dei zweite Thei l ,  weil F(x) auf der Strecke A .  . . . y . . . . . oo 
inonoton ist , dein vorhergehenden Satze (II c.). Somit erkennen wir, dass 
clieser sweite Thei l  (gewisserniassen das Restglied des Integrales J) bei un- 
endlich wael~sendeni y gegen O convergirt. W. z. z. W. 

Das Fourier'sche einfache Integral mit endlichen Grenzen. 

Un1 m f  die schon früher (Seite 8) besprochene Fonrier'sehe Integral- 
darstellung naher einzugehen, wollen wir zunachst die Grenze untersuchen, 
gegen welche das Integral 

h 

bei ~inendlich wachsendem q convergirt. 

*) Selbstverstaudlich sol1 eine Strecke mit Bezug auf F(x) monoton genannt werden, sobald 
F(x) langs dieser Strecke monoton ist. Vgl. die zweite Note Seite 27. 
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Dabei wollen wir annehmen, dass a < x, < b ,  und dass F(x) im Inter- 
valle a . . . . b abtlzeilungsweise stetig und ubtheilungsweise nzonoton sei. Alsdann 
wird z. B. das reckts von x, liegende Intervall x, . . . . b in eine endliche 
Anzahl von Strecken (x,, z,), (z,, z,), (z,, z,) . . . . (z ,'-,, z,) zerlegbar sein, der 
Art, dass F(x) langs jeder solchen Strecke monoton ist*). Zu den so erhaltenen 
festen Puncten z,, z2, z3 . . . zh- , mag noch hinzugefügt werden ein zwischen 
sl und z1 liegender a u x i l i a w ~  Punct P, und zwar in solcher Weise , dass 

ist. Ausserdem mogen (der Bequemlichkeit willen) die Puncte P und b eben- 
falls mit dem Buchstaben z,  namlich respective mit z, und z, benannt werden. 
Wir haben alsdann folgendes Schema: 

und zugleich die Gewissheit, dass F(x) sowohl auf der Streeke (x,, P), wie 
auch auf jedweder Strecke (zj, zj+,) monoton und abtlteilungsweise stetig ist. 
Somit ergiebt sich einerseits [mittelst des Satzes Seite 53 (S.)]: 

sin q (x - xi) 
limq = [ F  .z - F ( x ,  + 01, **) d g  = 

n e  2 
ZL 

und aizdererseits [inittelst des Satzes Seite 57 (Ha.)]: 

sin q (x - 2,) 
da: = O. 

=3 

Bilden wir nun die Formel (5.) der Reihe nach für sammtliche Strecken 
( tO,  zl), (cl, z2), . . . . th), und addiren wir all' diese 12-Forineln zu 
Formel (4.) hinzu, so ergiebt sich: 

In analoger Weise wird man offenbar für das l inks von x, liegende Intervall 
a . . . . x, [unter Anwendung des Satzes Seite 53 (9.)] die Fornlel finden: 

*) Die endliche Anzahl dieser nzonotmm Strecken ist hierbei also mit h bezeichnet. 
**) Denn der auxiliare Punct p (oder t,) sol1 eine beliebige Lage zwischen den festen Puncten 

x, und ri haben, dabei aber der in  (2.) genannten Bedingung: x, < fi < (x, + n) unterzcorfen sein. 
8 * 
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Schliesslich gelangt man durch Addition von (6.) und (7.) zu folgeildem 
Resiiltat : 

Theorem. - Sind cc, b,  x1 gegebene Constanten, uncl bexeichnet F(x) eine 
EZcnction, die iin Intercal1 a . .  . . b abtheilu.i lgsweise s te t ig  und nbthei-  
l u ~ g s w e i s e  monoton ist, so gibt die Formel: 

h, 
(A.) 

sin q (x - x,) 
l imq=m +@) x - x i  dx = F(x!  - O )  -- $ 2 F ( x l +  O) , a < < b 

a 

ist. - Die recl~te Seite dieser Formel gekt ofenbar in  F(xJ .cher, sobald die 
Punct io~ im Puncte x1 stetig ist. 

Erweitern wir nun das Intervall a .  . . . O ,  indem wir links einen Piinct 
a, rechts einen Piinet p hinziifügen, und denken wir uns eine Function @(x), 

welche auf der Strecke n . . . . b mit der frûheren Function F(x) identisch, 
sonst aber überall Null sein soll, so wird offenbar @(x) mit Bezug auf das 
gnnxe Intervall cr . . . . /3 abtheilungsweise stetig und nbtlzeil~inyszÿeise i no no ton 
sein; so class wir also folgende mit (A.) analoge Formel erhalten: 

Diese Formel aber kann, weil @(x) auf der Strecke a . . . b iclentiscli mit 
F(x) ,  und sonst überall gleich ~Vull sein soll, offenbar auch so geschriebeii 
werden : 

h 

Ziigleich bemerkt man (iminer mit Rücksicht auf die fiir 4, gegebene Defi- 

nition), dass die reclzte Seite dieser Formel z. B. = E'h - 0) 4 - 3 -  wird 
2 

F(b - O )  fiir n < x, < 71; ferner, class sie = 7- wird für x, = b; ferner, dass 

sie = O wird für x, > O ;  u. S. W. Somit ergiebt sich folgendes allgemeinere 
Theorein. - Sind n < b zind x, gegebene Constnnten, uncl bereichnet F(x) 

eine Function, die im Interoall a .  . . . b abthe i l~cngsweise  s te t ig  und nb- 
thei lz inysweise monotofi  ist, so wird 17e~ di~stlrzick 

h 

uersc7tiedenartige Tertlze 7~abe"lz, jeAnach der Grosse der Constnnten x,, niiidic7~ 
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F(a2 O ) ,  = = O ,  oder = --- ~ X I  - O)  + F(zi + O ) ,  Oder - F(b - O )  , ~ d e r  = O 
2 2 

sein, je nac7dem 

xl < a ,  oder s, = a ,  oder a < x l < b ,  oder x, = b , oder xi > b ist. 

Beispiel. - Nehmen wir an, die Function F(x )  sei im Intervall n . . . . b 

(1.1 -1 
a=x ,  = O  b 

überall gleich E i n s ,  und es sei iiberdies a = x, = O, so erhalten wir ans dem 
vorstehenden Theorem die Formel: 

b 

1 sinqz 
(2.) lim, = - r iz=+ ,  wo O < b ;  

O 

oder, falls wir an Stelle von x eine neue Integrationsvariable 
mittelst der Substitution y = qx: 

y einführen 

oder, was dasselbe ist: 
m 

was z. B. in Einklang ist mit einem früher auf Seite 37, (6.) erhaltenen 
Resultat. 

9 4. 

Das Fourier'sche einfache Integral mit unendlichen Grenzen. 

Die Function F(x) sei im Intervall n . . . . m iiberall endich  und d t b i -  
lungsweise stetig; auch moge dieses Intervall in eine e~. l l iche Anzahl w~onotofier 
Streckefi zerlegbar sein, und die letxte derselben mit A . . . . oo bezeichnet 
werden. Stellen wir uns nun die Aufgabe, den Werth des Auedmekes 

m 

zu ermitteln, so sind dabei vier Lagen des Punctes x, zu unterseheiden, 
indem clerselbe entweder links von a ,  oder in n, oder zwischen n und A, 
oder endlich rechts von A liegen kann.- Der bessern Anschauung willen 
mogen daher vier Puncte x, gegeben gedacht werden, resp. in der ersten, 
zweiten, dritten und vierten Lage. Unsere Aufgabe besteht alsdann darin, 
den Werth des Auscli.uckes U (1.) für jeden dieser vier Puncte x, zu finclen. 
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Zu diesem Zweck markiren wir einen nuxiliaren Punct b, der rechts von 
allen vier Puncten x,, mithin auch rechts vom A liegen soll; so dass also 
F(x) auf der Strecke b . . . CO geradezu monoton ist. Zerlegen wir alsdann 
den Ansdruck U (1.) in die beiden Theile: 

so wird der sweite Theil [zufolge des Satzes Seite 58 (IIE.)] Nul1 sein, wahrend 
der erste dem vorhergehenden Satze (B.) sich subordinirt. PolgIich wird U 
(ebenso wie dieser erste Theil) = O sein für den ersten Punct 3,; ferner 
= 3 F(a + O) sein für den stoeiten Punct x, ; endlich = 4 (~(x, - 0) + F(x, +O)) 
sein fiir den clritten und vierten Punct x,. Und wir gelangen also zu foIgendem 

Tlieoi3em. - ATi~lznzt m a n  a n ,  die Functiou F ( x )  sei im In tervdl  a . . . . cl, 
e n d  1 i c 12 und ab t h e i 1 u n g s  w e i s  e s t e t i g  , zind es sei ausserdenz dieses Intewall  
mit Bezzig nu f F (x) igz eine e lz d 1 i c 1% e Ansahl s~zo n o t o j z  e Y S t  r e c k e  r, zerlegbar, 
so wird der Ausdruck 

3> 

sin p. (x - xl) 
limq=- $JF (x) - d x  

a 

= 0,  odw = F ( a  + 0) , oder = 
F(x, - O )  + Fie, + 0) 

2 
sein, je +zacl~dew 

x, < a, oder xi = a ,  oder x , > u  ist. 

Ohne Weiteres erkennt man, dass ein analoger Satz sich wird ableiten 
lassen für ein von a nach der Zinken Seite hin ins Unendliehe laufende In- 
tervall, und dass dieser Satz folgendermassen lauten niuss: 

Theoreni. - Ninzlîzt malt af i ,  die ~26nCti0l~ F(x) sei in2 Intervall - oo . . . . a 
e n d l i c h  u+zd a b t l z e i l u n g s w e i s e  s t e t i g ,  und es sei nusserdem dieses litterval1 
in eine e n d  1 iclze Anzahl m o n o t  o n e r  S t  r e c  k e n  aerlegbw, so wivd der A u s d ~ u c k  

sin q (x - e,) d x  
- 9  

sein, je nachdeln 
% < a i  oder x,=a, oder x, > a ut. 

Schliesslich gelangt man dureh' Addition der beiden Formeln (C.) und 
(D.) zu folgendern 
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Theoreni. - Xinzmt s~zctrn a n ,  die Function F ( x )  sei i)?z ganzern Intervnlï 
- cri. . . . . $. oo e n d l i c k  u~ld  n b t h e i l t c n g s w e i s e  s t e t i g ,  ulzd es sei nusserdem 
dieses IntervalZ i.n eine e n d  1 i c k e  Anznhl nb o n o t  O n e r  S t  r e  c k e n  zerlegbar, so 
wird der Ausdruck: 

sin q (x - xl) dx 
- JJ 

unter ailen Uiwstiindegz 

sein. D. 12. er zuird diesen Wer th  bes i t~en ,  welchen FJ7erth die gegebene Con- 
starde x, auck immer haben wmg. 

5 5. 

Des Fourier'sche Doppel-Integral. 

Die in den vorhergehenden Paragraphen betrachteten einfacl~en Integrale 
sollen hier in Doppel-Integrale umgemandelt, werclen. - Offenbar ist : 

hieraus fol@ clureh N~dtiplica,t,ion mit F(x)clr: und Integntion: 

Sind, wie w i r  vornzcssetzn woilefi, a ,  b, q b e s t i nz ln t e  e n d Z i c lz e Co~zstante~z , und 
ist F ( x )  irn Intermll  a . . . . b n O t h e i l u n g s w e i s e  s t e t i g ,  so wird die rechte 
Seite der Gleichung (2.) einen bestimmten endlichen Werth haben; Gleiches 
gilt daher auch von der linken Seite. Auch bemerkt man, dass (in Folge 
der soeben gemachten Voraussetznngen) auf der linken Seite clie Integrations- 

folge geandert werclen darf. Sornit ergiebt sich, falls man nocli mit 
multiplicirt : 

( x ) o s q x - x , ) d x  n ) = Pz) sin q x-x, (x - xl) dx. 
O a 

Da wir zu dieser Formel gelangt. sind, oline über den Werth dei. Constanten 
q irgend welche Voraussetznng zu machen, so gilt dieselbe fiir jeclzcedes~ 
Werth von q ,  wie gross derselbe auch sein mag. Convergirt aIso die rechte 
Seite mit wachsendem q gegen eine bestimmte feste Grenze, so wircl clie 
linke Seite gegen ebendieselbe Grenze convergiren. Mit anderen Worten: Die 
Formel (3.) wird sofort die neue Formel: 
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nach sich ziehen, sobald sich nur nachweisen lasst, dass die rechte Seite 
dieser neuen Formel einen bestinzmten e~d l i chen  Werth hat. Dies ist aber 
zufolge des Satzes (B.) Seite 60 in der That der Fall, sobald wir nur zu 
unseren über a ,  b und F(x) sc,hon gemachten Voraussetzungen noch die hin- 
zufiigen, duss F(x) iqn Intewall  a . .  . . b a b t h e i l u ~ g s w e i s e  m o n o t o n  sein 
SOU. Somit gelangen wir mittelst des genannten Satzes zu folgendem Resultat : 

Theorem. - Sind a < b gegebene e a d l  i c h e  Constanten, uqzd bexeichnet 
F(x) eine Function, die inz Interval1 a . . . . b a b t l z e i l u ~ ~ g s w e i s e  s t e t i g  ulzd 
u b t h e i l u n g s w e i s e  m o n o t o n  i s t ,  so wird der A u s d ~ u c k :  

sein, je nacltdenz 
xl < a ,  oder x, = a ,  oder a < ~ l < b ,  oder x, = b ,  oder xi > b i.st. 

Wir kehren zurüek zn (3.). Diese Forinel (3.), welche ohne Zweifel 
gültig ist, sobald die Constanten O, b,  q ,  xl beliebige encllliclhe Werthe haben, 
und F(x) im Iiitervall cc . . . . b abtheilunpweise stetig ist, wird z. B. in Giiltig- 
keit hleiben, falls die Constante b sich mehr und a e h r  vergrOsse~-t. Und es 
wird al80 diese E'ormel (3.) die m u e  Formel: 

sin q (x - x,) . i. = j - r ,  d x 
a 

naçh sich ziehen, sobald sich nur nachweisen lasst, dass die rechte Seite 
dieser neuen Formel eineu ï5estiunmten end l iden  Wert'h hat. Dies ist aber 
zufolge des Satzes (IIrl.) Seite 58 in der That der Fall, sobald wir zu der 
über F(x) schon gemachten Voraussetzung der abtl~eilu~zgsweisel.~ Stetigkeit noeh 
die hinzufügen, dass F(x) im Intervall a . . . . w ÜberaII e!~zdiiclz bleibe, und 
dass dieses Int,ervalI mit Bezug auf F(x) in eine enclliclte Anzahl nzonotoner 
St~eckejz zerlegbar sei. 

Dies festgesetjzt, giIt sodann die Formel (5.) für Miebige endliehe Werthe 
der Constanten a ,  q, x,; und bleibt also gültig, falls man z. B. q mehr und 
mehr wachsen lasst. Demgemass wird jene Formel (5 . )  die neue Formel: 
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nach sich ziehen, sobald sieh zeigen la&, dass die reehte Seite dieser ileuen 
Formel einen hestimnzte~ elzdtichen Werth hat. Dies aber ist nach Satz (C.) 
Seite 62 in der That der Fall, und zwar auf Gruiid der bereits genlaehten 
Voraussetzungen. Somit gelangen wir mittelst des eben genannten Satzes 
zu folgendem Resultat : 

Theorem. - Ist F(%) i m  k 5 m x d l  a .  . . .CO e f ic l l ich  uwl n b t h e i l u n g s -  
zoeise s t e t i g ,  2~1d ist ferner dieses I~zteruali mit Eesug ctuf F(x) in eine 
e9z d l  i c 1% e Avuald 91z o n o t O n e r  St r e cl; e n  *) zedeghar, so ttiird c7e.î. Ausc7~-uck 

oder - - Fia + 0)  
2 

oder 

sein; je mu3deqn 
. % , < a ,  oder xi = a oder xi > a ist. 

Dabei ist , was den Ausdruck (B'.) betrifft , die Aufeiilanderfolge der den- 
selben erzeugenden Operaiionen wohl zu beaehten. Zm-st ist das Doppel- 
Integral zu berechnen (wobei es, wie früher Seite 63 schon bernerkt wurde, 
einerlei ist ob man zuerst nach x und sodann nach q,  oder umgekelirt in- 
tegrirt); sodann ist zweitem b = w, und schliesslieh tl~%tfeqls p = cro zu machen. 
Wollte man von dieser vorgeschriebenen und in der Sclii.eil)weise des Aus- 
druckes (B'.) deutlich ausgeprtigten Aufeinanderfolge abweiehen , so würde 
inan in einen schweren Fehler verfallen, und in der That in vielen Fallen 
zu ganz mrichtigen Resultaten gelangen*"). 

*) Diesen Voraussetzungen entspricht z. B. die Punction B(x) = Const. Und der Satz nluss 
also gültig sein, wenn man statt F(z)  eine Constante nimmt. 

**) Wollte man z. B. zuevst b = oo machen, dann zweitelzs das Doppel-Integral berecliuen, und 
sodann drittens q = oo machen, so wiirde man statt der Formel (B'.) folgende erhslten: 

F ( a  + 0) F(x)cosq(x-x,ldx d q = O ,  oder =- , oder = F(x,-~)+F~x,+O) 
2 9 

je nachdem x, < a ,  oder xl = a ,  oder ' z, > a ist. 
Dass diese Formel aber total falsch ist, erkennt man sofort durch Anwendung auf den speciellen Fa11 
F ( x )  = 1. Denn nimmt man an [was mit den in unaerm Theorem an F ( x )  gestellten Anforderungen 
in vollem Einklang steht], dase F(x)  im Intervalle a . . . oo überall = 1 sei, so geht die vorstehende 
Formel über in: 

limq = rn ~ ~ ( ~ c o s p ( x  II - x )  dq = O ,  d e r  = 4 ,  ode, = 1 ,  

O a 
j e  nachdem x, < a , oder 3, = a ,  Oder x, > a ist. (Verte.) 

K e n m  a un, Entwicklungen. 9 
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Doch werden ~ v i r  ails den weiteren Untersuchimgen, und namentlich 
aus dem n&chstfolgenden Theorem (r.) erkennen, class allerdings wnter gezoissen 
Vorccussetzzcngen eine Aenderung in der Aufeinanderfolge jener Operationen 
zulassig ist *). Gleichzeitig werden uns diese weiteren Betrachtungen zu dem 
eigentlichen Fozaier'schen Dojpel-Integral hinleiten. 

Bei diesen weiteïen Betrachtungen erscheint es zweckmassig, die Vor- 
aassetzungen, die wir sonst nach und nach müssten einfliessen lassen, gIeich 
aiif einmal anzugeben. Wir lassen einerseits die Voraussetzungen des vor- 
hergehenden Theorems (B'.) fortbestehen, nehnten nlso an, class 
(1.1 F(x) 

im Inderval1 a . . . . oo überccll efidliclz zcncl abtheilunysweise stetig sei, 

und dass ferner dieses liztervnll mit Beaug nuf P(x) ifi eine eadl iche Anznhl 
9th on O t orzer Str e ck e n zerlegbnr sei, deren letzte bezeiehnet werden mag mit 
A . . . . m. Sodann aber wollen wir zweitem annehnten, dnss dm Integrcd 

eiqzen Oes t i mm t e n e ndl i c  he  n Werth hcde; was sich z. B. unmittelbar iiber- 
tragen wird auf clas Integral: 

Da nun die Function P(x) im Intervall A . . . . oo nzonoton kt, so wird 
die ihr entsprechende Curve von A aus entsoeder unaufhorlich steigen, oder 
unaufhorlieh sinken, oder irgend welcher horizontalen (d. i. mit der Abscisseii- 
axe païallelen) Linie sich asymptotisch nahern. Der erste von diesen clrei 
Fallen ist iinmoglich, weil sonst der clurch das Integral (4.) ausgeclriickte 

Und in der That ist diese letztere Formel v6llig un~ichtig.  Denn ihre linke Seite hat,  ebenso wie das 
innere Inteeral - 

cosp(z - x,) dx  = 

einen ganz unbestimntew Werth; wahrend doch der Werth der rechten Seite ein vollig bestinztnter ist. 
*) Wiihrend namlich der Ausdruck (B'.) Seite 65 in der Weise entsteht, dass zuerst das Doppel- 

Integral berechnet, dann ztoeite~zs b = oo, und hierauf drittens g = 00 gemacht wird, entsteht der 
Ausdruck (r.) Seite 66 in ganz ahnlicher Weise, jedoch mit dem Unterschiede, dass die beiden errten 
Operationen in ihrer Aufeinanderfolge vertauscht sind. ' 
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Fl&cheninhalt unendlich gross sein müsste, was der Voraussetzuiig (3.) \vider- 
sprieht. Der xtveite Fa11 ist ebenfalls unmoglich, aus deruselben Grunde. Und 
der dritte Fa11 ist, weil der Flacheninhalt (4.) einen bestiminten endlichen 
TITeïth habeii sol1 , offenbar iiur d a m  moglich , weiiil jeiie horizontale Linie 
niit der Abscissenaxe zusammenfallt. Somit seheii wir also, dass die der 
Function F(x) etztspec7~ende Curve sic72 i m  Iutervnll A . . . . . oo der Abscissen- 
axe a s y uzjî t O t i s  c h  qziihem nzuss. Hieraus folgt erstens , class 

(5.)  F[x) auf der Strecke A. .  . . cm constantes Vorzeichen 

ka t ,  und zweitens, dass 
(6.) 

ist. Ausserdeni folgt direct 

(7.) 

aus der in (3.) gemachteii Toraussetzung, dass 

ist, wo der Buelistabe O zur Bezeiehnung eines beliebigen variableil Punctes 
dient [vgl. (2.)]. Dies vorausgeschickt gehen wir über zur eigentlichen Unter- 
suchung. 

Sind a ,  O ,  q ,  x;, beliebige eildliche Constanten, so gilt, zufolge der Vor- 
aussetzungeil (l.), die bereits früher [Seite 63 (3.)] entm-iekelte Formel: 

dereii beide Seiten mit U und V bezeichnet werclen mogen. Wir ersetzen 
nuil in diesen Integralen die obere Grenze b dureh oo, bezeiehneii die so ent- 
stehenden neuen Integrale mit U' und V': 

und legen uns die Frage vor, ob U' und V' ebenfalls einander gleicli sind. 
Dabei ist wohl zu beaehten, dass die Formel (8.) gültig bleibt für jedes 
beliebige b,  dass also 77 und V stets ein und denselbe~~ Werth behalten, wie 
weit jenes Z, aueh anwachsen mag. 

Zuimhst ergiebt sich aus den Voraussetzungen (1.) iiiittelst des Satzes 
(117.) Seite 58, dass V' einen besti~nrnten endlichen Werth hat. Um nuil zu 
erinittelii , ob das U' ebendenselbefz Werth besitzt , liaben wir die Differenz 
(U'-V') zu bet.rachten. Diese aber kann, weil für jedwedes endliche b die 
Gleichung ïY= V (8.) stattfindet, auch so geschrieben merden: 

9 + 
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(10.) U'- V'= (U'- U )  - (V'- VI, 

woraus folgt : 
(11.) aba (U'- V') _< - abs (U'- U )  + abs (V'- V )  . 
Nach (8.) und (9.) ist aber: 

(12.) 
sin q (x - x,) 

V'-V= F(x)  .f x-x, dx 
O b 

Lassen wir nun [vgl. (2.)] das willkürliche b > A und ziigleieh auch > x, 
werden, so wird F(x) im Intervalle b . . . . co cofistantes Vorxeichen haben 
[vgl. (5.)] ; so dass die Formeln (12.) durch Anwendung des gewohnlichen 
Dlittelwerthsatzes [(1 b.), Seite 281 folgende Gestalt erhalten : 

wo 8, einen von q abhangenden aehten Bruch, und O ebenfalls einen achten 
Brueh voïstellt. Hieraus folgt weiter: 

also schliesslich *) : 

(15.) abs (U'- U )  < 
- 

1 
abs (VI-V) < - 

- b - x ,  abs (jF(.) d.) . 

Somit folgt aus (Il.) 

Uncl hieraus folgt mit Rücksieht auf (7.), dass der Ausdruck abs (U'-V') 
durch Vergrosseruiig von O unter jeden beliebigen Kleinheitsgrad hinabge- 
drückt werden kann, dass also zwischen U' und V' kein auch noeh so kleiner 
Unterschied stattfinden kann. 

Nachdein wir in solcher Weise die Gleichung U'= V', d. i. clie Gleichung 

constatiït haben, konnen wir nun in dieser Gleieliung , welche gültig ist f b  
jecles beliebige y ,  clas y weiter und weiter anwachsen lassen. Derngemass 
wird diese Gleichung (17.) die neue Formel 

*) Da namlich aq ein (positiver oder negativer) achter Bruch kt, so wird offenbar das erste der 

beiden Integrale in (14.) seinem absoluten Betrage nach < q sein. - 
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cc m 

sin q (a: - xi) 
1 .  li-=- + ~'(j;(~: cosq:z - x,) 9 - 3 0 ,  x - xi d x  

O a a 

nach sich ziehen, sobald sich nur zeigen l&t, dass die rechte Seite dieseï 
neuen Formel einen bestimmten endlichen Werth hat. Dies aber ist nach 
Satz (C.) Seite 62 in der That der Fall, und zwar auf Grund der schon in 
(1 .) gemachten Voraussetzungen. Wir gelangen daheï, mit Rücksicht auf 
jenen Satz (C.) zu folgendem 

Theorem. - 1st  F(z)  i m  I?ltercall a . . . . oo e n d l i c h  und  ab  t h e i l  u n g  s -  
tu e i s  e s t e t  i g ,  ist ferner dieses Intervall mi t  Bexug auf f (x) in eine e n d l  i c h e  
dnzah l  v z  O n O t O n e r  St  r e c k e n  serlegbar, und  besitat azisserclenz clcis Integrnl 

m 

Il?(%) d 3: e i w n  b e s t i m m t e n  e a d l i c h e n  W e r t l a 3 ,  so wird der A~isdruck  
a 

F a + 0 )  
= O ,  oder = -- _ , oder = F@l - 0) + F(x,  

2 
sein,  je nacl tc ie~ 

x, < a ,  odcr x l = a ,  oder $ , > a  ést. 

EBenso mie clieses Theorein (r.) clem Satze (C.) Seite 62 sich anlehnt, 
ebenso mircl offenbar deni clortigen Satze (D.) folgeiides Theorem (A.) aich 
anschliessen : 

Theorem. - 1st E'(x) im Inter?;nll - m. . . . n elz c l l i ch  und  c tb the i -  
l u n g s z v e i s e  s t e t i g ,  ist ferner dieses Interuull mi t  Bexug a u f  F(x) in eine 
e n  cl Zich e AnacthZ ln  on o t o n  e r St r eck  e n. xerlegbccr, unci Oesitxt cumerdem das 

Inteyrnl F(x) d x eiqlen b e s t i ne na t e n e rz d 1 i c h e n Werth*") , so wird der 
JI - 30 

sein, je n«chclem 
z i<a,  oder 2, = a ,  oder x, > a ist .  

Encllich eigiebt sich parallel clen1 früheren Satze (E.) Seite 63, ocler aiich 
direct clnrch Addition der Formeln (r.) und (A.), nocli folgencles Theoïem. 

*) Dieses Theorem ist  daher rziclzt mehr anwendbar auf den Fa11 E'(x) = Const. 
**) Hier ist dasselbe zu bemerken wie in der vorhergehenden Note. 
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Theoreni. - 1st F(x) iiln Intervall - oo . . . . . + oo e n d l i c l t  zind a b -  
the i 1 u n g  s au e i s e s t e  t i g  , ist  ferner clieses Intervall mit Besug nu f F (x) in 
eine e n d  1 i c 18 e Anaalzl m O n O t O n e  r St r e c 3î e n xerlegbar, ugzd besitzt ausserdem 

das Integrai F(x) dx; einen b e s t  inznzt e n  e n  d l  i c h e n  Wrert7t*), so toird der lm 
-JO 

A u s d ~ u c k  

6) 

u n  ter 

sein,  welcher W e r t h  der Constanten ml auch i n m e r  zuertheilt werden mag. 
Uebrigens kann inan die Formel (E.) auch so schreiben: 

wo alsdann A,, Bq die Bedeutungen habeii: 

1st insbesondere F(x) eine gerade Function, so reducireii sicli diese Werthe 
der A, B auf 

A¶== - F(x)cosqx.dx, 2S Bq - 0 .  
I 

O 

Und ist andererseits F(x) ungerade, so erhalt man: 

Ag = O 

n 

9 6. 
Die Hamilton'sche Integraldarsteiiung. 

Wir wollen uns eine Function 4 (x) denken, welche folgende drei Eigen- 
schaften besitzt: Erstens soll dieselbe stets endlicli bleibeii, uiid ihr absolut 
grosster Werth mag C heissen: 

(1.) M a x a b s q ~ ( x ) = C ,  für x = - o o . . . . . + o o  . 
Zweitens soll 4 (x) verschwinden für x = 0 ; jedoeli in solcher Weise , dass 

der Quotient q, sobald man s voii eiiiem iiegativen Werthe aus gegeii O 

*) Vgl. die vorhergehende Note. 
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wachsen, oder von einem positiven Werthe aus zu O abnehmen lasst, jedes- 
mal gegen eine bestinimte endliche Grenze convergirt; wobei dahiiigestellt 
bleiben mag, ob cliese beiden Grenzen einander gleich sind oder nicht. Hieraus 

folgt [mit Rücksicht auf (l.)] sofort, dass der Quotient % stets eiidlich 

bleibt*); sein absolut grosster Werth mag C' heissen: 

Die drit te Eigenschaft endlich bezielit sich auf clas Tntegral 

(3.1 ZY(x)= q ( x ) d x .  i' 
Wir wollen namlieh annehmen, die Gleichung Y ( x )  = K besitze, bei ge- 
eigneter Wahl der Constanten K, unendlich viele Wurzeln: 

die über das IntervaIl x = - co . . . . + der Art ausgebreitet sind, dass 
auf jedwede Strecke von  der Liinyle c ~nindestens  zwei  Wurseln fallen. Dabei 
sol1 c eine bestimmte endliehe Constante sein. 

Diese drei  Eigenschaften besitzt z. B. die Func t ion  @ (2) = sin x [hier i s t  c = 2 n**)] : 
ebenso die Func t ion  $(x) = s i n  am ( x ,  x ) ,  [hier ist c = 4x1. Ueberhaupt  wird i m  
Allgerneinen den a n  @(x) gestellten Anforderungen g e n ü g t  werden d u r c h  jede beliebige 
für x = O verschmindende ~eriodische Function. N u r  muss,  fa l ls  die  L a n g e  ih re r  Periode 

mit c bezeichnet wird, das  Integral @ ($1 dx = O werdeu,  u n d  ausserdem der  W e r t h  von / 
'3 f ü r  z = & O endlich sein. Aber  auch nichtperiadisclae Functiorien g ieb t  es ,  welche x 
d e n  gestellten Anforderungen entsprechen. So k a n n  m a n  z. B. f ü r  Y(x) die Cylinder- 
func t ion  J(x) ,  mithin für  $(a) d e n  Differentialquotienten derselben nehmen.  

Ich zoerde nzcn. zeigen, dccss die frither betrac7dete mit der FumAion sinus 
be7zaftete Fozcrier'sche Ifitegralformel [Seite (63)] der  Haty~tsache nciclh in GU& 
tigkeit bleibt, wenrz ~ n n  claselbst d e n  sinus durch d ie  Eu~zction 4 ersetat. Zu 
diesem Zweck sind zunachst einige einfaehe Bemerkungen voranzuschieken. 

*) In der That ergiebt sich die Endlichkeit des Quotienten für r 5 O aus der Voraus- x 
v (4 setzung (l.), und für x = O aus der zuletzt gemachten Voraussetzung, dass --, sobald man x von 
2 

einem negâtiven Werthe ans zu O wachsen, oder von einem positiven Werthe aus zu O abnehmen 
l iss t ,  jedesmal gegen eine bestimmte endliche Grenze convergirt. 

**) Denn setzt man q ( x )  = sinx, so wird P(z) = 1 - COBX. Macht man also das K =  1, so 
verwanclelt sich die Gleichung F ( x )  = K iii cosx = O. Unddiese besitzt zwei Wurzeln auf jedweder 
Strecke von der Lange 2n. 
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Erste Beiiierkuiig. - Sind a und beliebig gegebeile Constanten, m d  
bezeichnet mail diejenigen der Wurzeln (3'.), welche zwisclten a und P ge- 
legen sind, mit x,, x, + ,  , x,+, , . . . . . x,: 
(4.) a < Zn < X n + l  < X n + 2  < . . . < Xs < 0, 
so werden [nach der bei (3'.) gemachteii Voraussetzung] die Differenzen 
(5.) (x, - (Y), (xn + - xn)  , (xn+ - xn + i) , . - . . ( P  - xs) sammtlich < - e 

sein. Gleichzeitig ergiebt sich : 

wo [vgl. (3.)] das mittlere IntegraI = M(xs) - M(xn) ,  also 
ist *j. Soinit folgt : 

l@(x) dx =j;(x) dx +J(x) d x  , 
a a 4 

also, mit Rücksieht auf (1.) und (5 . ) :  

(6.) i t b l v ( x )  dx - < P C C ,  r o  r und gam beliebig sind. 

a 

Zweite Beiiierkuiig. - 1st O < a 5 P,  so ergiebt sic11 mittelst des Du 
Bois'schen BIittelivertlisatzes (Seite 83)- 

aIso mittelst der soebeil gefundenen Formel (6.) : 

Diese Relation wird in Kraft bleiben, falls man das /3 weiter und weiter 
anwachsen lasst; und es wird daller aucli folgeiide Formel stattfinden: 

und beachtet inan, dess die Funetion $ [zufolge (f.)] dumhweg eidlich 

*) Deun es solleii ja die Grosse* (3'.), mithin z. B. auch x, und x, Wurzeln der  Gleichung 
T(x) = K sein. 
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bleibt, so ergiebt sich aus (8.) sofort, dass das Integral E einen b e s t i ~ m t e l z  
endlichen Werth hat. Und Gleiches wircl, in analoger nTeise, sieh zeigeii 
lassen beim Integrale D. - Beiladg folgt aus (9.): 

also mit Rücksicht auf (8.): 

4 . 4 c C  --- - E + -- , wo O < LY seiu sol1 , 

und wo eineii unbekannten (positiven oder negativen) achten Bruch vor- 
stellt. 

Dritte Bemierkung. - Die Funetion % ist naeh (2.) durchweg endlieh. 
und es unterliegt daher keinem Zweifel, dass das in (7.) betrachtete Integral 
anch dann noch endlich bleibt, wenn man seine untere Grenze n zu O herab- 
sinken Iasst. Um naher hierauf einzugehen, betrachten wir das von O bis 
p erstreckte Integral : 

inden1 wir seine obere Grenze /3 zuerst von O bis c, dann weiter von c bis 
CO laufen lassen. Wahrend /3 von O bis c geht, bleibt der Werth dieses In- 
tegrals stets zwischen - + cc', wie aus (2.) ersichtlich. Lassen wir nun 
ferner p über c hinaus wnehsen, so wird der in solcher Weise 72iszaittretelzde 
Integralt heil : 

p y x  
C 

stets zwisehen + q, d. i. zwischen + 4 C bleibeu, wie aus (7.) ersichtlieh. 

Das ganze Integral wird also, falls p von O bis c, und weiter von c bis CO 

geht, stets zwischen den Grenzen - + (CC' + 4 C) liegeii. Mit aiideren morten: 
Es wird die Formel stattfinden: 

Und hieraus folgt sofort: 

< ("c"'+BC), für O < n: < p .  
2 - - - 

a 
F e u  m n nn, Entwicklungen. 
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Die haiiptsiichlichsten Fornieln, zu denen wir hier gelangt, sincl die in 
(9.), (IO.), ferner in (7.) und (11.). Dieselben lamuten, falls wir die Constanten 
(4 c C) und (2 c C'f 8 C) kurzweg mit Cl und C, bezeichnen, ausserdem aber 
den Buchstaben x mit y vertauschen, folgendermassen: 

O m 

(III.) 

Uncl diese Formeln endlieh nehmen, falls man y = qx setzt, wo q eine be- 
liebige positive Constante sein SOU, ausserclem aber a = q y ,  uncl P = qc3 
setzt , folgeilde GestaIt an: 

4 C  
(II a.) = E + 2, wo 0 < y, und 6 ein achter Bruch; 

3 Jdx s 4Y 

Hier reprasentiïen il, E und C,, C, gewisse der Function $ eigentliiinilielie 
Constanten; iind zwar sind Cl, C, (ebenso wie die früheren Constanten c, 
C, Cf)  ihrer Definition nach positiv. 

Uiisere eigentliche Aufgabe besteht nun in der Untersuchung des Integrals 
/"x)'~x) -- Nehmen n i r  ziinachst an, es sei O < y 5 6, zrnd die Firnction 
I 

- 

F(x) sei im Intervnll y .  . . d' mo+zoton.  ztnd a b t l ~ e i l u n g s z u e i s e  s t e t i g ,  so 
ergiebt sich durch Anwendung des Du Bois'sehen Satzes (Seite 33): 

also niittelst der Formel (IIIa.); 
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Y 

falls ntimlich M den absolut grossten Werth der Function F(x) irn Intervall 
y . . . . d bezeichnet. Hieraus fol@ sofort: 

(T.) 
F(xj v(qx) dx - 

- 0 ,  W O  

Y 

Betrachten a i r  andererseits das Integral 
( O  < b) ,  u n d  nel~fi~egz wir wiecler a n ,  die F u ~ c t i o n  F(x) sei in diesem Iizter~ct71 
O .  . . b w o n a t o g z  u n d  a b t h e i l u n g s z u e i s e  s t e t i g ,  so gilt offenbar Gleiches 
auch von der Function f (x)  = F(x) - -(O). Bezeichnet also y einen be- 
liebigen auxiliaren Punct zwischeii O und b, so ergeben sich durch Aiiweii- 
dung des Du Bois'schen Satzes die Formeln: 

Aus diesen Qleichungen aber folgt, falls man den absolnt grossten Werth 
von f (x)  im Intervall O . . . . b mit nz bezeichnet, und die Forinelii (IIIa.), 
(IV a.) berücksiehtigt , sofort : 

Addirt man endlich diese beiden Formeln, und substituirt niai1 zugleieli fiir 
f(x) seine eigentliehe Bedeutung: F(x) - F(O), so erhalt man: 

Die 1-echte Seite dieser Formel kann man aber durch Vergrosserung von q 
unter jeden beliebigen Kleinheitsgrad e hinabdrücken , in der Weise , dass 
man zunachst ihr zweites Glied, durch Verkleinerung der auxiliaren Grosse 
y, unter + E ,  sodann aber ihr emtes Glied, durch Vergrosserung von q ,  eben- 
falls unter !TE hinabdrüc.kt. Auch bemerkt man, dass jene rechte Seite nocli 
weiter sich verkleinern wird , falls man nach Ausführung der eben genannten 

10 * 
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i 6 Die Hamilton'sche Iutegraldarstellung. 

Procediiren das y festhalt, hingegen das q noch weiter wachsen lasst. Sonlit 
folgt also aus der vorstehenden Formel : 

0 

odeï, falls man das mit F(0)  behaftete Glied aiif die rechte Seite wirft: 

oder, falls man die Formel (II a.) berücksichtigt : 

Denn es bedarf wohl keiner Erlauterung, dass unser bisheriges F(0) genauer 
mit F(+ O) zu bezeichneii ist. 

Ebenso wie diese Formel (13.) sieh bezieht auf ein rechts ~7om Anfangs- 
p n c t  gelegenes Intervall O . . . . b ,  ebenso wird man offenbar in analoger 
Weise und unter ailalogen Bediiigungen für ein l inks vom Aiifangspunct ge- 
legenes Intervall n . . . . O folgende Formel erhalten: 

Schliesslich gelangt man duïch Addition der beiden Formeln (1 3.), (14.) zu 
folgendem Satz : 

H a t  7) (x;) die  cczcf Seite 70, etc. festgesetxten Eigenschccftefi, sifzd ferner a ,  b 
gegebelze Comtmztefi, und  xwar a .< O < b, ulzd bezeichmt ewllich F(x) eilze 
f i w t i o n ,  die inz. Interun11 a . . ,. b n z o n o t o ~ z  zr9zd u l i t 7 ~ e i l z ~ f i g s z u e i s e  s t e t i g  
ist  , so zuird: 

zco D t i d  E (lie in (1.) defimktefi (der Function $ eigenthüinlichen) Con- 
stnnten z;orstellen"). 

Diese einfacheii Beispiele zeigen bereits . deutlich , dass man bei dei1 
mit der Punetion .JJ behafteten Integralen zu ganz analogen Resultaten ge- 

*) Will man von cler Forinel (U.) zurückgelangen zur früheren Formel (T.), so braucht man n u r  
zwischen a und b zmei neue Puncte y, d einzuschalten: 

a < O < y < d ' < b ,  
und die Function F(x) dei. Art festzusetzen, dass aie abgesehen von der Strecke (y 8 )  iiberall 
verschwindet. 
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langt, wie bei den Fourier'scl~en. Integralen. In der That wird man z. B. 
[parallel dem friiheren Satz (B.) Seite 601 folgendes Theorem aussprechen konnen: 

Theorem. - Hat 4 (x) die a u f  Seite 70 etc. festgesetzten Eigenschnfterb, sind 
ferner a < b u n d  x, gegebene Constanten,  und bezeiclmet F (x )  e i m  filfiction, 
d ie  im I n t e r u d i  a . .  . b a b t h e i l z ~ n g s w e i s e  s t e t i y  zind a b t l ~ e i l u i r z g s w e i s e  
m o n o  t o n  i s t ,  so zvird der Ausdruck:  

=O, oder =DF(a-IO),  oder =DF(x,-O)+EF(x,+O), oder =E'F(b-O), oder = O  

sein ,  je nachdent 
x1<a, oder x i = a ,  oder a<x i<b ,  oder 2, = b ,  oder x, > b ist. 

Dabei r e p a s e n t i r e n  D u n d  E clie in. (1.) Seite 74 d e f h i r t e n  der Fzinction 1C, 
eigenthümlichen Constanten. 

Endlich übersieht man leicht, dass aueh folgendes [dem Satze Seite 63 
parallel steheiides] Theorem gelten wird: 

Theorem. - H a t  $ (x )  die  nuf Seite 70 etc. festgesetxtesz Eigenschaf ten,  i s t  
fwîzer d ie  Fzin.ction F(x) i m  gnszaen. In.tercrrll - oo . 
a 6  t 12 e i i  un  g s zue i s e  s t e t i g ,  zinc1 setzt man. ccusse~clem 
tervall nlit Bekzrg n u f  F ( x )  i% eilze e n d 1  i c h e  B n m k l  
zerleghcrr sei ,  so zvird der  Ausdruck 

. . . + oo e ~ c 7 1  i c h  u n d  
uornus, c7ctss dieses h- 
n ~ o q t o t o n e r  S t rec l i e12  

unter  allen U~~zstüncle+z (d. i. fiir beliebige Werthe der Constanten x,) 
= D E'(x, - 0) + EE'(x1 + O) 

seif i ,  zco D uncl E die in (1.) Seite 74 d e f i n i d e n  Co?tstaîzten corstellen. 
Diese Theoreme (V.) und (W.) reprasentiren wohl die Hauptreaultate 

der Hanziltoa'sclzen T h e w i e .  Allerdings ist clie Art und Weise, in welcher 
wir hier zu diesen Resultaten gelangt sind - Dank dem Du Bois'schen 
Nittelwei.thsatz - eine unvergleichlich vie1 einfachere, als der von Hamilton 
selber beiiutzte Weg. 

9 7- 

Die neuen Integraleigenschaften der Ereisfunctionen. 

Um diese bereits in (A.), (B.), (C.) Seite 10, 11 dargelegten Eigen- 
achaften in streilgerer Weise zu begründen, gehen wir aus von (lem Theorem 
(B.) Seite 60. Dieses wird, falls man statt der Qrenzen a ,  71 die Grenzen O ,  y 
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7 8 Neue Integraleigenschaften der Kreisfunctiouen. 

iiimmt, und gleichzeitig die Buchstaben x und q niit einander vertauscht, 
dargestellt sein durch die Formel: 

Y 
sin [q  - q,) a 

n d q 
O 

je nachdein - 

ql < O ,  oder q ,  = O ,  oder O < Q I < Y ,  oder q, = y ,  oder q, > O .  

Dabei ist vorausgesetzt, dass die Function F(q) im Intervall q = O . . . . y 
cthtl~eilufigsweise steti,q und ubtkeilungsweise mouzoton sei. 

Wir ersehen hieraus, dass der Ausdruck (l.), abgesehen von einzelnen 
Puncten, = F(q,) ist , so lange q, im Intervall O . . . . y liegt , und dass 
derselbe andererseits = O ist, sobald q, ausserhalb dieses Intervalls sich be- 
findet. Demgeinass konnen wir also sagen, der Ausdruck (1.) sei = F(q,) + O (q,), 
oder = O(q,), je nachdem q, innerhalb oder ausserhalb des Intervalls O . . . . y 
liegt; faIls wir namlich unter O(pJ eine Function verstehen, die mit Aus- 
nahine einzelner Puncte*) überall O kt. 

Bringeii wir nun diesen Satz in Anwendung auf zwei Puncte (+ q,) und 
(- q,), von denen der erstere zwischen O . . . . y, mithin der letztere ausser- 
halb O . . . . y liegen soll, so ergelnen sieh die Forrneli~: 

Addis-en wir diese beiden Formeln, nachdeni wir zuvor die in ilmen ent- 
halteneii Sinixsfunctionen durch die Integrale 

ersetzt hahen, so ergiebt sich : 

Und ebenso ergiebt sich aus jenen Formelii (2 . ) ,  (3.) dureh Sz~b t~uc t io~z :  

*) Diese einzelnen Puncte sind theils durch die im Intervall O .  . . . y vorhandenen Unstetigkeits- 
punete der Fuuction F(q), theils durch die beiden Endpunete jenes Intervalls dargestellt. 
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Bezeiehnet nun @ (q) irgend welche neue Function, die, ebenso wie F(q), 
im Intervall q = O . . . . y ccbtl~edungsweise stetig und abtheilungszueise monoton, 
ist, und multiplicirt man die Formel (4.) auf beiden Seiten mit @ (q,) c l y , ,  
und integrirt sodann nach q, zwischen den Grenzen O . . . . y, so ergiebt sich 
[mit Rücksicht aixf die eigenthümliche Beschaffenheit der Function O] sofort: 

oder, was classelbe ist : 

wo nachtraglich der Buchstabe q, durch q ersetzt werden kann. Zu eineni 
ganz analogen Resultat gelnngt man offenbar auf Grund der Formel (5 . ) ;  
und erhalt also folgendes 

Theorem. - I s t  y eine positice Constante, zi12cZ sincl F(q) und  @ ( q )  i m  
Interval1 p = O . .  . . y a l i t h e i i u l z g s w e i s e  s t e t i g  u n d  n b t h e i l u n g s z o e i s e  
+a O .n O t O PZ, so yeiten die beide9z Forntellz: 

Dies  sind ign Wesentlicherz d ie  früheren Fornzeln (A.), (B.), Seite 10, 11. 
Andererseits ergiebt sich aus dem Satze (1.) für den speciellen Fall: 

q, = 0, sofort: 

sin px oder, falls nian den Quotienten - =i(coa ns) rlx setzt : 
4 

Somit gelangt man zu folgendem 
Theorem. - Bezeiclznet y eifze positive Constante, ufzd F(y) irgend eine 
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80 Die Laplace'sche Reiheuentwicklung. 

Futzctiou, die i m  fiztervall y = O . . . . y a b t l ~ e i l z c ~ ~ g s z u e i s e  s t e t i g  u d  a b -  
t h e i l u n g s w e i s e  uzonototz i s t ,  so gilt die Formel: 

U ~ z d  diese Fol-me1 ulso ist es,  durch zoelche die früher g e f u d e n e  (unsicltere zcgzd 
xzoeifell~aftt) Formel (C.) Seite 11 erset,& ?verden nzuss. 

Beiiierkuiig. - Welche Wichtigkeit die Forn~eln (A.), (B.), (C.) besitzen, 
habe ich gezeigt in einem kleinen Aufsatz über die Mehler'scl~en kkegel- 
fumtionelz, der augenblieklich iin Driick begrifen ist in deil Mathemat. 
Ann. Bd. 18. Auch sind jene Formeln von grossem Nutzen für gewisse Unter- 
suchungen iiber couforme Abbildulzg erkannt, worauf ieh bei einer spateren 
Gelegenheit naher einzugehen gedenke. 

Uebrigens gestatten jene Formeln (A.), (B.), ( C )  allerhand kleine Ab- 
n d e r ~ i e .  1st z. B. 0 < (3 < y, und nimmt nian ail, die Function F ( p )  
sei im Intervall i3 . . . . y überall = O, so geht die Formel (A.) iiber in folgencle: 

Viertes Capitel, 

Die Laplace'sclie, nacli Kugelfuiictioiieii fortsclireiteiide Reiheiieiitwickluiig. 

Ich werde in diesem Capitel der Reihe nach zuerst Funetionen von zzcei, 
und sodann solche von nuï einew Argument in Betracht ziehen; uiid dabei 
neben den beriihmten Untersuchungen von Biriclziet nainentlich auch einige 
neiiere Unterauchungen von Dl1 Bois-Reymond und Dijli benutzen. 

9 1. 

Einige Eigenschaften der Kugelfunctionen. 

Es sei 12 eine positive ganze Zahl, und y = abs (cos w)". Denkt man 
sich cliese Gleichiing geometrisch dargestellt durch eine Curce über der hori- 
xo+ztale~z w-Axe (indem man die a's als Abscissen, die y's als die zugehorigen 
Ordinateil betrachtet), so wird offenbar diese Curve in den Puileten w = O 
und c*, = n die Hohe 1 erreichen, dazwischen aber überall von geringerer 
Holie sein. L w t .  man nun die Zahl n weiter und weiter wachsen, so 
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bleiben die Oïdiuaten der Curve in den genannten beiden Puncten zazgeajzdel-t 
(namlich nach wie vor = l), wahrend die dazwischen hefindlichen Ordinaten 
sich mehr und mehr verkleinern. Sind z. B. a ,  b irgend zwei der Relation 
O < a < b < n entsprechende Constanten, so wird man jene C~irve y = abs (cos o)" 
im Intervall a . . . b durch gehorige Vergrosserung von rrz beliebig nahe an 
die Abscissenaxe heranzudrücken im Stande sein. Mit anderen Worten: Zieht 
man oberhalb der Abscissenaxe L eine derselben sehr nahe liegende Parallele 
L', so wird man, wie klein der Abstand zwischen L und L' auch inlmer 
sein mag, durch gehorige Vergrosserung der Zahl n dafür sorgen konnen, 
dass die Curve y = abs (cos w)" auf der Strecke a . . . . 7)  zwiscken L ztnd 
L' bleibt. 

Ganz Analoges gilt, wie wir zeigen werden, auch von der Ciirve: 
y = abs P,(eoso). So z. B. ergiebt sich aus den bekannten Formeln: 

(1.1 Pn(cosO) = P , ( l )  = 1 und Pn(cosn) = Pm(-  1) = (- I)", 

dass diese Curve, bei variirendem n, zzvei feste I)urchgangspuncte besitzt, 
dass niimlich ihre Ordinaten für o = O und o = ~ st,ets = 1 sind. Um 
naher auf die Sache einzugehen, benutzen wir die Lnplctce'sehe Integraldar- 
s tel l~~ng [Seite 13 (7 c.)] : 

IL 

(2.) P w ( e o a m ) = ~ ~ ~ d l ,  7c u o  f = c o s c o + i s i n m c o a ~ ,  
O 

und die a m  dieser fiir reeZle o sich ergebende Formel: 

(3.) abs P, (cosco) = mod P, (cos w) < - II 

O 

Hier ist [vgl. (2.11 : mod. f = ((cos a)'+ (sino cos y)', oder, ein wenig anders 
geschrieben : 
(4.1 mod f = P i  - (sinu, s inq)~,  

(5.)  mithin : mod f < - - 1. 
Durch Substit~ition dieses Werthes (5.) in die Formel (3.) ergiebt sich sofort: 
abs P, (cos o) ( 1. Also : 

Erster sG. - Für reelle TTe~the  von o ist  stets: 

Demgemh'ss bleibt die Cume  y = abs P,(cos o) ihrew gccjzaelz Veî-lcrzrfe ncrch 
zwischen den beidelz Paralle2li.niert y = O und  y = 1. Auch  sind die Ol-dimten 
clieser Curve in den  Puncten w = O u ~ d  o = n stets = 1 ,  zcie solches scllon 
f i . i i1 le~ bei Gelegenkeit der Formeln (1.) beme~k t  wztl.de. 

N euman n, Entwicklungen. 11 
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Unsere weitere Aufgabe besteht nun darin, diese Ciirve fiir die Strecke 
n . . . . b [wo n und b zwei Puncte vorstellen, die inneïhslb des Intervalls 

O . . . . n beliebig gegeben sind], einer genaueren Untersuehimg zn unter- 
wei-fen. Zu cliesern Zweck fugen wir [vgl. (7.)] zwei auxiliare Piincte hinzu: 
wo und (z - oo), von solcher Lage, dass G î o  zwisehen O und cc, anclererseits 
(rc - w,) zwischen b und n sich befindet; und beschranken soclann die Variable 
o auf das Intervall 61, . . . . (a - w,), wns angedeutet werclen mag cl~iïch 
die Formel: 
(8.1 O < m0 < - w < - (n-a,) < z .  

Neben der auxiliaren Constanten W, fiihren wir gleichzeitig noch eine zweite 
auxiliare Constante 7, ein, welche der Bedingnng entsprechen soll: 
(9.) O < %  < ( n - r l o ) < n ,  

im Uebrigen aber beliehig gewiihlt,  und in Zukunft be1iebi.g geiindert werclen mag. 
Zerlegt man nun das Integral (3.) in die drei Integrale: 

so ergeben sich fur clas erste und dritte Integral, namlich fiir U und Ti; 
mittelst cler Relation (5.), die Formeln: 

walirend andererseits das zzueite Integral V, mittelst der Relation (4.), clie 
Gestalt annimmt : 

Da in cliesern Integral die Intepationsvariable g den Spielraum besitzt : 
< 7 ( (z - q,,), mithin der Formel entspricht : (sin# 2 (sin y,)2, uncl da '% = - - 

anclererseits die Variable w [nach (8.)] den Spielrauni o, ( o 5 (r - GI,) hat, 
mithin der Formel (sin w)' 2 - (sin w,)' unterliegt, so ergiebt &h sofort : 

1 - (sin w s i ~ q ) ~  ( 1 - (siiiw,, sin q,j2 ; 

denlgemsiss eïgiebt sich aus (12.): 
 IO 

v < <VI - I s i n q , s i ~ y  ( l j l i r l } .  x 

'Io 
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oder, weil der hier in den gesehweiften Klammern enthaltene Factor = q, 
mithin < 1 ist: 
(13.)  v < ( V I  - (sium,,siusr -y. 
Dureh Substitutioil der Werthe (Il.), (13.) in die Formel (10.) erhalt inan 
also : 
(11.) aba Pn(cosw) < 7, + (VI - (sin cou sin l,J2)x, für O,, 5 a, j ( r  - mJ ; 

wo die auxiliare Constante q, der Bedingung (9.) unterworfen ist, sonst aber 
ad l ibitum gewahlt werden, also z. B. beliebig kleivz gen~acht werden darf. 

Wir ktinnen nun durch Vergrosseiung der Zahl n. die reclzte Seite der 
Formel (14.)  unter einen beliebig gegebenen Kleinheitsgrad E hinabdriiclren; 
in der Weise, dass wir zuilachst ihr erstes Glied durch Verkleineruilg der 
auxiliaren Constsnten q, unter * E ,  sodann aber ihr zweites Glied duïch Ver- 
grosserung von lz ebenfalls unteï -4t hinabdrücken. Für dieses vergrdsserte 
n nimmt alsdann jene Formel (14.) die Gestalt an: 
(01.1 abs P, (cos w) < 8 , fiir o, < w < (r - w,) . - 

Dieses Resultat Iasst sieh leieht noch weiter vervollst%iidigen. Lassen wir 
namlich das q, ungeandert, sowie es zuletzt bestimmt war, lzingegen das l z  

noch weiter aiîwaclisen; so wird offenbar das erste GZied der rechteii Seite 
von (14.) colistant bleiben, hingegen das zzueite noch weiter sich verkleinern. 
Demgein%ss konnen wir znr Formel (a.) noeh folgende Formeln hinziifiigeii: 
(8.) a b ~ P ~ + ~ ( c o s w )  < e l  fiir O, < w 5 ( n - a , ) ,  

(Y-)  a b s P n S 2 ( c o ~ m ) < ~ ,  für O* < - O - < ( r - o ~ ) ,  
etc. etc. etc. etc. 

V e ~ s t e l ~ t  mafz crlso wnter t einevz Iieliebiy geyebenen Ii7lei~zheitsyad, so lifi16jfel2 
zoir, wie aus den Formeln (a) ,  (P.), (y.), etc. hervorgeht, durcl1 gehih.i,qe Ver -  
yosserwng clel- Zahl  dcrfiis. sorgegz, dass samnztliclze Czaregt 

(15.) y = abs Pn (cos w) , y = abs Pn + (cos w) , y = abs P, + 2(cos w )  , etc. etc. 

im Intel-val1 o, . . . . (r - a,), urn so melw also auch irn I n t e ~ v a l l  a . . . . b 
[vgl. (7.)], xzuiscl~en d e n  beidefz Pccrallellinien y = O und y = t verbleibelf. Fiir 
die spateren Anwendungen wird es zweckmassig sein, diesem Satz folgende 
Form zu geben: 

Zweiter Satz. - S ind  a ,  b zwei gegebene, der B e d i ~ ~ g u n g  
(16.1 O < a < b < m  

e~ztspreche+zde Cowtan ten ,  u d  bexeiclznet m a n  den. grossten JFkt l~ ,  depz der ((O- 

solute TVertlh von  P,(eos a>) i m  Interualle w = a . . . . 1i mir i m r t  , lii i t  P:, so 
kowen  dur cl^ gehorige l+r,qrosserujzg v o ~  n s i  nz zc 1 t cc n sd~~zmtliclie  grosse?^ 

I l *  
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(17.) 
p b  pnL, P?+, , p:b+z 7 n + s  r . . . . . 

zcnter eigzen beliebigejz I~leis2lzeitsgrad hinabgedrückt werdetz. - Setzt 111an end- 
lich zur Abkiirzung coso = p, so nimmt dieser Satz folgencle Gestalt an : 

Andere Forin des zweiteiz Sntzes. - Sind a ,  ewei gegebene der  BecZingzing 
(18.) - l < a < B < + l  

e?~tspeckencke Constctnten, tmd bezeic lmt  m t n  d e n  grossten W e r t h ,  d e n  der  ub- 
solute Eetrag 60% Pn(p)  i f n  Intervulle p = cc . . . B n n m h n z t ,  mit lin, so k 6 m m  
dzcrcl~ Ver,griisserun von. n s inz u 1 t u  rn saaz+îztZiche Grossen 

(19.) TTy, TT;$ 2 ,  . . . . . 
under e inen bekiebigen I i3e idze i t sg~nd  l~i~zccbgedrückt tuerden. 

Aufgabe. Dies vorangeschickt, stellen wir uns nun die Aufgabe: clas 
Integral 

(20.) J ,  = FCP) PZ@) d~ 
- J1 

niiher zu untersiichen , - unter der Voraussetzui~g , dass die F'unction 
p 1 .) F(P)  

im Intervall p = - 1 . . . . + 1 nbtheilungszueise stetig und uOt1~ei1~iszgsweise 
~izonotofi ist. - Jenes Intervall - 1 . . . . + 1 wird alsdann in einzelne Streeken 
(- 1, rl), (yl, yJ,  (72, ~ 3 1 ,  . . . (yg-2, yp-J ,  (yq-1, 1) zerlegbar sein, der 
Art,  dass F(p) langs jeder solchen Strecke geradezii stetig und monoton ist,. 
Diese Theilpuncte y,, y,, . . . Y S - i  sind feste der gegebenen Funetion eigen- 
thiii-riliehe Puncte; auch wird ihre Anzahl (q - 1) eine endliche sein*). Zu 
dieseii festeii Puiic,teii mogen noch zwei variu0le Puncte a und hiazuge- 
fügt werden, und zwar cc zwisehen - 1 und y,, andererseits P zwischeii 

Y7 - i und + 1: 
OL P 

-- 
I 

- 

- 1 YI Y2 Y,- 1 + 1 
Gleielizeitig m a i  der absolut gr6sste Werth von Pn(p) fiir das Interval1 
p = a . . . p [ebeiiso wie in (19.)] mit ll$, und der absolut grosste Werth 
von F(p) für das gccnxe gegebe~ze Intervall p = - 1 . . . + 1 mit JI be- 
zeichnet werden; was angedeutet werden kann durch die Formeln: 

für p. = - 1 . . . + 1 sol1 sein : Max (abs F(p)) = M ; 
(2?.) 

fiir p = <r . . 8 sol1 sein : Max (abs P,(p)) = llgp. 

TVir wollen niin das gegebene Integral (20.) in folgelide (q + 2) Integrale 
zerlegeii : 

* )  Vergl. die Definitionen Seite 27, 28. 
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jedes dieser (p + 2) Integrale nach dem Du Bois'schen Sntz behandeln, und 
in solcher Weise sehliesslich darthun, dass J, mit wachsendem n gegen eine 
bestimmte feste Grenze eonvergirt. 

Bringt man den Du Bois'schen Satz (Seite 33) zunachst in Anwenclung 
auf das erste und letzte jener (q + 2) Integrale, so erhalt man: 

= - 11 , - - 1 + 1 4 - ] 7 wo (- 1) < * < a ; 
-1 

oder, weil P,(- 1) = (- 1)" und P,(1) = 1 ist: 
a 

Beachtet man nun, was F(a), F(1) und P,(a), P,(P) betrifft, die Bezeich- 
nungen (22.), und bea'chtet man ferner, dass [nach dem Satze Seite 811 die 
absoluten Werthe von Pn(6) und P,($ nothwendig - ( 1 sind, so ergiebt sieh 
aus den letzten beiden Formeln sofort: 

= (- i l n +  ' F(- 1) + 6'.Xll$ + O' [F(-  1) -- F(u)] , J. 
-1 

(24.1 

/= F(1) + 6 " ~ l l f f  OP'[F((3) - F(l)] , 
e 

wo i?', a'', Or, O" unbekannte (positive oder negative) achte Brüche vorstellen. 
Was die übrigen jener (p + 2) Integrale (23.) betrifft, so wird z. B. naeh 

dem Du Bois'schen Satz: 

und wo die absoluten Werthe der .Fuiletionen F und Pn [vgl. die in (22.) 
eingeführte Bezeichniing] durchweg ( - JI resp. 5 - TT? sind. Soinit erhalt man : 
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Yq-1 

wo a,, a,, . . . 8, unbekannte aehte Brüche vorstellen. Addirt man sammt- 
liclie Formelii (24.), (25.), so ergiebt sieh mit Rücksicht auf (23.) sofort: 

+ [(a'+ 4") + 4(4, + 4, + . . . + a4)] ; 
oder, was dasselbe ist : 
6 abs [ J , - F ( I ) + ( - I ) ~  F(-1)] < - abs [Fi-1) -F(u)]+abs [F(P)-Fil)] + abs [ 4 g + 2 ) ~ ~ l 1 2 4  ; - -<--A --*-.- 

U V 

wo übrigens im Gliede V das Zeichen abs gestriehen werden konnte, weil 
q ,  M und ll;P ihrer Bedeutung nach stets positiv sind. 

Diese Formel (26.) entspricht in sehr bequemer Weise unseren eigeiit- 
lichen Zweekeil, falls man nur beachtet, dass die ausiliareii Punete cr und 
f i ,  abgeseheii von den Bedingungen 

( -1)  < u < n und Y q - 1  < P < ( + I l >  

~ i l l l i ü ~ l i d ~  geblieben sind, und ferner beachtet, dass die gegebeile Function 
FOL) in jeclem der beiden Intervalle 

stetig ist. In  der That kann man mittelst der Formel (26.) die Grosse: 
abs [J, - F(1) + (- 1)" F(- l)] unter einen beliebig gegebenen Kleinheits- 
grad E hinabdrücken; in der Weise, dass man zunachst clas Glied U, durch 
eine geeignete Verschiebung der auxiliaren Puncte a: und O*), unter a r ,  

sodann aber das Glied ^C: durch Vergrosserung der Zahl n ,  ebenfalls unter 
hinabdrückt*"). Auch bemerkt man, dass jene Glieder U und V uiiter 

& E Oleiben werden, falls man nach Aasführung der eben genannteii Operationen 
das 12 noch weiter anwachsen Iasst***). Kurz, die Formel (26.) zeigt in 
deutlicher Weise, dms 

*) Diese geeignete Verschiebung besteht offenbar darin, dass man u [vgl. das Schema Seite 841 
hinreichend nahe an den Punct (- 1)'  andererseits hinreichend nahe an den Punct (+ 1) hinanschiebt. 

**) Dass solches immer moglich kt, ergiebt çich aus dern Satze über Tl?, Seite 84. 

***) Dies folgt ebenfalls aus dern Satze über TTIP, Seite 84. 
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ist, und fühyt also, mit Riicksicht auf (20.), (21.), zu folgendenl Resultat: 
Dritter Satz.- Bezeichnet F (p) eine Function, die im Intervnll {L = - 1.. . .+ 1 

abtheilungsweise stetig zcnd nbtheilungsweise monotorz ist, so gilt die 
Pornzel : 

(28.) 1 = P(p) PL&) d p = F(1) + (- 11% + l F(- 1) . f1 -. 1 

Das .oorstehende Ifitegrul zoird cdso bei unencllich tuuchsendem n ,  je nachden, 
man dieses .n 07s gerccd e oder unger a d  e betrachtet, im ersteren FccZl gegen 
P(1) - F(- l ) ,  inz letzteren gegen F ( l )  + F(- 1) convergiren. 

Aus (28.) folgt z. B. für F(p) = 1 die Formel: 

d. i. lima=, [ ~ , ( i )  - P,(- 1)]= 1 + (- I ) ~ +  l ,  

eine Formel, deren Riehtigkeit ohne Weiteres aus Seite 81 (1.) ersichtlieh ist. 
Wichtiger sind andere Beispiele. Bezeichiiet namlich u irgend eine der 

Beclingung 
- 1  < a < + l  

entsprechende Constant,e, und denkt man sieh die Function F(p) der Art 
gegeben, dass sie langs der Strecke p = (- 1) . . . n überall = O ist , so 
erhalt man: 

(29.1 iim, = JPip) .);(pl dl< = B(1) .  
a 

Sind ferner a und b zwei der Bedingung 

entsprechende Constante, und clenkt man sich die Function F(p) in solcher 
Weise gegeben, dass sie nieht nur Iaiigs der Strecke p = (- 1) . . . cc, 
sondern auch langs der Strecke p = b . . . (+ 1) überall = O ist, so erhalt man: 

U. S. W. Wir k6nnen also mittelst des Satzes (28.) den lim,,, auch fiir 
solche Integrale bestimrnen, deren Integrationsgrenzen a und 7, beliebig ge- 
gebeii sind; nur dürfen a und b nicht nusser7znlb des Intervalles p = - 1 . . . . f l 
gelegen sein. 
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Weitere Retrachtuiigen iiber deilselben Gegenstaiid. - Die iin Vorhergehenden 
aufgestellten Sztze sind für unsere Zwecke irn Allgemeiner. az*sreic7$evzd. Dagegen wird 
es für  gewisse feinere Untersuchurigen (zu denen wir im Polgenden unwillkürlich uns 
hingedriingt sehen werden) nothig sein, das so eben behandelte Integral (28.), welches 
in  zwei von - 1 bis O und von O bis 1 gehende Theile zerlegt werden kann, einer 
etwas anderen Behandlungsweise zu unterwerfen. Indem wir zunkhst  den von O bis 1 
gehenden Integraltheil : 

1 

(3 1 .) lm = F(P> P,'(P) dP S O 

ins Auge fassen, wollen wir wiederum annehmen, die Function F(p) sei im Intervall 
p = O . . . . 1 abtheilzcngszveise stetig und abtheilt~n,qsweise nzonolon. Und zwar mogen 
ihre monotonen Abtheilungen oder Strecken dargestellt sein durch folgendes Schema: 

so dass also h die A.nzah1 dieser Strecken bezeichnet. 
Bei Integralen von der Eorm: 

wird alsdann der Du Bois'sche Satz (Seite 33) anmendbar sein mit Bezug auf jede 
solche nzonotone Strecke, und ebenso auch mit Bezug auf jeden Theil einer solchen 
Strecke. Sind e. B. x ,  Â irgend zwei der Redingung 

(83.) 7. < X < 3 =<j+i 
3 - 

ent,sprecliende Constanten, so wird nach jenem Satze: 

;= [ W x )  - Const] [P, (8-P, ( x ) ]  + [FW-Const] [ P ,  ~ ) - P , ! E ) ]  , 

wo x I - 5 < Â ist. Bezeichnet man also die grossten Werthe, welche die Ausdrücke 

abs [F(  p) - Const] und abs Pn(u) 

auf der Strecke p = x . . . A- anzunehmen irn Stande sind, respective mit 

MaxXa abs [ F ( t )  - Const] und 1 abs P,, b) , 
so ergiebt sich sofort: 

immer vorausgesetzt, dass die Strecke x . . . . A- eine monotone Strecke, oder einen Theil 
einer solchen vorstellt. 

Diese Formel (34.) kann leicht verallgemeiilert werden. Sind namlich y und d 
irgeiid zwei der Bedingung 
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(36.1 o < _ y < a _ < i  - - 

entsprechende Constanten, und bezeichnet man die Anzahl derjenigen monotonen 
Strecken*), welche ganB oder tl~eilweise im Intervall y . . . 6 enthalten sind, mit g, so 
kann man das Integral 

b F ( r )  - <:rnstj Pi<3 d r  
Y 

in  g Theile zerlegen, und auf jeden solchen Theil die Formel (34.) ailwenden. I n  
solcher Weise ergiebt sich, wie leicht zu übersehen: 

d 
(36.) abs / [F ( p )  - Canst] P;ip) d  p  < 4 g Maxvl abn [F  (Y) - Conat] ) (Max,, , nhs pn (P)) , 

- - Y 

oder auch, weil offenbar g < - h ist [vgl. (32.)]: 

Y 

Dies vorangeschickt, wenden wir uns zunl Integrale Yn (31.). Zerlegt nian das 

gegebene Integrationsintervall O .  . . . 1 durch irgend welclien Punct P in  zwei Theile: 

(38.1 O < P < l ,  

so ergiebt sich zunachst: 
R 1 

(39.) Y, = F(p) J ' ~ ( P )  dp + F(P) P k h )  d p ;  J' 
--"--d \ 

J' ir 

U V 

wo z.  B. U, wie ein Blick auf (37.) zeigt, folgender Formel entsprechen wird: 

77 < - 47t ( ~ a x ~  \ abs F(+) )  ( M ~ x , , ,  aba P, (Pl) . 
Von den beiden hier auf der rechten Seite stelienden Maximis ist offenbar das erste 

5 M, und das zweite = UA?, falls man namlich unter Jl den absolut grossten Werth 

der E'unction F(p) fiir das ganze Intervall p = 0 . . . 1 versteht, andererseits aber 

ll: in der früher (Seite 84) festgesetzten Bedeutung benutzt. Also: 

(40.) a b s U  - - < 4 h ~ l l : P .  

Anclererseits ist das Iiitegral P (39.) folgendermassen darstellbar: 

und wo also W der RUS (37.) entspringenden Formel unterliegt: 

*) Unter den monotonela Stwcken sind hier überall die in (32.) angegebenen Strecken (r,,, z,), 
( r i ,  721, etc. etc. zu verstellen. 

N en m a nu, Entwicklungen. 12 
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Bezeichnet man von den hier auftretenden beiden Maximis das erste mit DP>l, und be- 
achtet, dass das letatere = l ist (Satz Seite 81)) so ergiebt sich: 

abs W j 4 h ~ P " .  - 

Mit Rücksicht hierauf gewinnt die Formel (41.) die Gestalt: 

wo 8 ein unbekannter tichter Bruch, und wo das Product F(1)  P,(/3) seinem absoluten 
Betrage nach < - M T T ; ~  ist; wie solches aus der Definition von M und l l n P  unmittelbar 

ersichtlich. Somit folgt : 

(43.) V-  ~ ( i )  ~ , ( i ) + 4 . 4 h ~ P ~ ' $ - 4 ' . ~ ~ ~ ~ ,  

wo 6' ebenfalls ein iichter Bruch ist. Endlich gelangt man durch Substitution der 
Werthe (40.), (43.) in die Formel (39.) su folgendem Resultat: 

Vierter Satz. - 1st die Function F ( y )  inz Interval1 p = O . . . . 1 abtheilt~+zgs- 
weise stetig und nbtheiiungsweise monoton, beseichnet nzan ferner die Anzahl 
ihrer ~~lonotonen Abtheilungen mit h ,  und ihren absolut grossten Werth für. ,u = 0 . . . . 1 
mit DI, so gilt die Fornzel: 

(4 i . l  ~ F ( ~ > P ; < ~ ) ~ ~ = F ~ )  P,(I)+s . ~ M P ~ ~ + O  . ( i h +  i ) ~ n $ P .  
O 

Hier bezeichnet /3 eine der Bedingung O < P < 1 euztsprechende, sonst aber w i 1 Zkiir 1 icla 
au wiihlende Constctnte; und von dieser Constanten ablzüngig si~zd die Grossert DP' uncl 
1-12 P .  Ersfere bezeichnet nünzlieh den absolzd gr6ssten Werth der Differens [F(p) - F(l)] 
fiir dus Ifitervali p = /3 . . . . 1 ; und letztere bezeichnet [in vollem Einklang mit unseren 
früheren Festsetzungen, Seite 841 den absolut grossten Werth von P,(p) im Intervall 
y = O .  . . . p. E7zdlich sind 4 und O unbekannte achte Briiche. 

I n  analoger Weise wird sich offenbar das betrachtete Jntegral auch d a m  behandeln 
lassen, wenn es nicht von O bis (+ l), sondern von O bis (- 1) hinerstreckt ist. I n  
der That gelangt man hierbei, wie leicht zu übersehen ist, zu folgendem Satz: 

Fiinfter Satz. - 1st die Function F(p) im Intervall p = - 1 . . . . O abthei- 
lz~ngsweise stetig und abtheilungsweise monoton, bezeicknet mvn ferner die 
A72za121 ihrer monotonen Abtheilungert mit h, und ihrm absolut grossten Werth iw, ganzert 
Interval1 y == - 1 . . . . O mit M ,  so gilt die For+nel*j: 

(45. )  F ( P )  P;(,u) CZ,U, = F(- 1) P,(-  1) + 4 .  ~/LD-]>~-+ O .  ~ 4 7 ~  + 1 )  nrn;jO. 
O .rl 

Hier beeeichnet a eine der Bedingung - 1. < a < O entspreclzende , sonst a ber w i l l  k iir iich 
au zciihlencle Constante. Ferner reprüsentirt D-'la den absolut grossteqz Werth der Differena 
[ F ( ~ )  - F(- 1)] für das Inferaal1 y = - 1 . . . . a ;  wührend T'O die friiher (Seite 84) 
eigt fiir allemal festgesetzte Bedeutung hat. Endlic7t sind 6 und O unbekannte uchte Brüche. 

*) Hier ist offenbar P, (- 1) = (- l)n, ebenso wie i n  (46.) das P, ( 1 )  = 1 ist. 
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Dass man, durch geeignete Benutzung der beiden letzten Satze (44.) 
und (45.), mit Leichtigkeit zum früheren Satze (2 8.) Seite 8 7 zurückgelangen 
kann, liegt auf der Hand. - Ohne hierauf weiter einzugehen, wollen wir 
sogleich zu einem Zetsten Satze uns hinwenden, der ebenfalls für die nach- 
folgenden Untersuchungen von Gewicht ist. Derselbe lautet: 

Sechster Satz. - Bexeichrnet rn irgernd eirne der Zahlen O ,  1 ,  2 ,  3, . . . . 7  

so gilt stets d ie  Formel: 

(46.1 Pu(P) + ~PI(P)$- 5Pd~) . - .+  ( 2 % +  ~)P,(P) =P,'(P)+ P,'+~(cL), 

w o  die Accente rechts d ie  Differentialquotienten nach p ancleuten solle~z. 
Der Beweis dieses Satzes ergiebt sich leicht mittelst der bekannten 

Formel : 
(f.1 ( ~ ~ + ~ I ~ , ( P ) - P , ' + , C P ) - P ; - , ( P ) .  "1 

Beachtet man namlich, dass Po (p) = 1, mithin P,'(p) = O ist, so ergeben 
sich aus dieser Formel (f.) für n = 1, 2 ,  3, . . . . die im nachfolgenden 
System in p.), (c.), (d.), . . . . aufgeführten Gleichungen: 
(a.> Po (Pl = P,'(P) , 
(b.) 3 p, (Pl = P~'(P) , 
(c.1 5 P* (EL) = P31(P) - P,'(P) , 
(a.) 7 Pa (PI = P;(P) - P~(P) , 

etc. etc. 

Die in (a.) aufgeführte erste Gleichung dieses Systems bedarf offenbar keines 
weiteren Beweises; demi es ist ja Po([[) = 1, und Pi (p) = p. - AUS diesen 
Gleichungen (a.), (b.) , (c.) , (d.) , . . . folgt iiun aber durch successive Additionen : 

und diese Formeln reprasentiren den zu beweisenden Satz. 

6 2. 
Ueber die Entwioklung nach Kugelfunctionen. 

Auf einer Kagelflache vom R n d i u s  E'im mogen zwei Pole, der Nord- 
und Südpol, festgesetzt , und die Coordinaten eines beliebigen wariablen Punctes 
mit w, gp bezeichnet werden. Und zwar sei w die spharische Entfernung des 
Punctes vom Nordpol? andererseits y- da.s Azimuth der Meridianebene des 

*) Vgl. F. Nezcmanlz: Beitrage ZUT Tlbeorz'e der Kzcgelfunctione~ (Teubner, 1873) Seite 61, (II.). 
12' 
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Punctes gegen irgend eine feste Meridianebene*). Ferner sei cos o = p. 

Denkt man sich also auf dieser Kugelflache irgend eine Function 
(1.1 f b ,  Y )  d e r  f (coso,  <pl 
ausgebreitet, so wird der Werth dieser Function im Nordpol = f (1, y), ~ m d  
ihr Werth im Südpol = f (- 1, 9) sein. 1st die Function in] Nordpol stetig, 
so wird offenbar f(1, cp) eine vollig bestimmte, also von y unabhangige 
Grosse sein. Analoges gilt für den Südpol. 

Beschreibt man ferner um den Nordpol einen Kreis mit dem spkirischesz 
Radius w, also einen sogenannten Parallelkreis , so wird das arithmetische 
Nittel F derjenigen Werthe, welche die gegebene Function (1.) l&ngs dieses 
Parallelkreises besitzt , nui. von jenem s$ürischesz Radius w abhangen konnen, 
und demgemass etwa mit F(cosw) oder F(p)  zu bezeichnen sein. Repra- 
sentirt da  das beim Puncte (o, (F) gelegene Bogenelernent des Parallelkreises, 
so ist offenbar 

beide Integrationen hinerstreekt gedaeht ;ber den ganzen Parallelkreis. Nun 
ist der eigentliche Radius dieses Kreises = sin w ,  mithin d s = (sin a) c2q.  
Substituirt man aber diesen Werth für d ~ ,  hebt sodann darch sinw, und 
fiihrt endlich die Integration in? Nenner wirklich aus, so erhalt man: 

(2 a.> F(cos CO) = F L 1 z r f (coso, 9) d <p , 
O 

oder, was dasselbe ist : 
211 

Beilaufig sei noch bemerkt, dass der Ausdruck 
(3.1 lim,=o F(cosw) =  lin^^=^ F ( y )  

zu bezeichnen sein wird als das arithmetisehe Mittel derjenigeii Werthe, 
welche die gegebene Fuiietioii f besitzt langs eines um den Nordpol beschiie- 
benen unendlich kleiiieii Kreises. - - Dies vorangeschickt, gehen wir über 
zu unserer eigentlichen 

diifgnbe. - Nach unseren friiheren, aber sehr zlnsicheren Betrachtungen 
(Seite 14) ist jede Function f(p, g )  entwickelbar iiach Kugelfunctionen, nani- 
lich in einern beliebigen Puncte y,) darstellbar durch folgende Formel : 

*) Selbstverstiindlich ist jede solche Meridianebeiie als eine Hcdbebelze anzusehen. 
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wo y den spharischen Abstand zwisehen den Puncten (y ,  CF) und ( [ i l ,  yl), d. i. 
zwischen clen Puncten (w,  Y) und (GI,, F ~ )  vorstellt; so dass also 
(5.1 cos y = cos w cos w, + sinw e i n q  cos(9 - 9,) 

-- 
= p p ,  + V I  - pz V1 - pi2 cos(<~ - <Pi) 

kt. - Es ffrayt sich nun, ob und in welchen. Fullen jene Formel (4.) zcirklich 
correct ist. Und zu diesem Zwecke ist das in jener Formel auftretende Integral 

einer genaueren Untersuchung zu unterwerfen. Um dabei sicher zu sein, 
dass clieses Integral sich wirklich ausführen lasst, wollen wir von uornlterein 
annelmen, die Kugelflache konne durch iryend welche Czirven, resp. durch iryend 
welches Netz .z;on Cuwen i n  eine end li che Anxuhl von Theilen zerle<gt werclen, 
der Art ,  dass die Fuwtion 

nuf jedern solclzen Theil s te t ig  ist*); und nusserdem annehmen, die Bieyzing 
jener Curcen sei abthei lungsweise s tet ig  and abthei lungsweise monoton**). 
Dies vorausgesehickt, beginnen wir nun zunachst mit dem 

Specialfali, dass der gegebene Punet (pl, cpi) oder (ml, Y,) gerade im 
Nordpol'liegt, dass also w, = O ,  mithin pl = 1 ist. Alsdann wird nach (5.) 
offenbar: cosy = ,IL; so dass also das zu untersuchende Integral (6.) die Ge- 
stalt annimmt : 

Hieraus folgt mittelst des Satzes, Seite 91: 

*) Um diesen Begriff der Stetigkeit festzustellen, sei folgendes bemerkt: Sind 3, 5 ,  6, 59, . . . 
diejenigen Theile, in welche die Kugelflache durch jene Curven resp. durch jenes Curvennetz zerlegt 
ist, so kann man füglich sprechen von den BI-Werthen der Function f(p, y), ebenso von ihren 
8-Werthen u. s W., indem man z. B. unter den SI-Werthen diejenigen versteht, welche auf dem 
Theile 2L sich vorfinden. Markirt man nun a u f  X (einerlei ob i m  I n n e r n  oder am R a n d e  von 2 0  
irgend welchen Punct a ,  6 0  nenne ich die (U-Werthe im Puncte or stetig, sobald ihre Schwankung 
innerhalb eines um a bescliriebenen Kreises, durch Verlrleineriirig dieses Kreises, unter jeden be- 
liebigen Kleinheitegrad hinabgedrückt werden ltann. Sind ferner die X-Werthe stetig in jedzuedem 
Punct or des Gebietes a, so sage ich kurzweg, jene W e r t h e  seien auf 2i iiberall stetig, oder noch ein- 
facher, die  gegebene Fulzction f (y ,  9)  sei auf 2L .überaZl stetig. 

a*) Durch diese Bestimmungen wird festgesetzt, dass eine solche Curve weder unendlich viele 
Ecken, nocli auch unendlich viele Oscillationen besitzen solle. 
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also durch Einführung der auxiliaren Funetion F(C1), [vgl. 2 b.)] : 

- 1 

Hieraus aber folgt weiter, falls jene auxiliare Function F([i) im Intervall 
p = - 1 . . . . + 1 abtheilungsweise stetig und aDt1~eilungsweise monoton ist, 
mittelst des Satzes Seite 87: 

(10.) hm, = , Sn = [ F ( l )  + (- I ) ~  f ' F(- l)] + + [ F ( i )  + (- I ) ,  +' F(- l)] , 
oder, was dasselbe: 
(11.1 lim, = , Sn = F(1) , 
oder, noch ein wenig anders geschrieben: 
(1 2.) lim, = , Sn = lim , = 1 F@) i 

wo gegenwartig der Ausdruck rechte [vgl. (3.)] zu bezeichnen sein wird als 
das aritlznzetische Mittel derjenigen Werthe,  welche die gegebene Fzcnction f ( p ,  v) 
Oesitet liings eirzes wnendlich kleinen u9)a den A'ordpol Feschriebeuzen Kreises. 
Somit gelangen wir zu folgendem Resultat: 

Theoreni. - 1st au f  einer Iiugelflache vom Radius E i n s  irgend zoelche 
delz Voraussetsungen (B.) Seite 93 entspreclzemle Function f ( p ,  9) ausgelrîeitet, 
und  setxt man:  

so wird dieses Sn bei wacl~sendem n,gegen eine bestimzte feste Grenxe convergiren. 
Und ewar ist diese Grenze clargestellt durch dus aritlmetische Illittel devjenigen 
Wer the ,  welche f (p,  9) Besitet langs eines u ~ t  derz Nordpol ( p  = 1 )  OeschrieOenen 
unendlich kleinen Ifieises. W i l l  m a n  dieses Theorem nzittelst einer FornbeZ aus- 
drücken, so hat w2an [ebenso wie in (2b.)] die l h z c t i o n  

2 n 

einzuführen, und  sodann [ebenso wie in (12.)] au sclweiben: 
(7.1 lim, =, Sn = limr =, F(p) . 

NB. Doch ist  dieses Theorenz mi t  ljoller Siched~ei t  rnur dann  anwendbav, 
wenn die auxiliare Fzcnction 
(8.1 l i ' (p) 

im Intervall EL = - 1 . . . f 1 a b t l i e i l u n g s w e i s e  s t e t i g  und  a b t h e i l z t n g s -  
w e i s e  m o n o t o n  ist"). 

*) Man vgl. die beim Uebergange von (9.) zu (10.) gemachte Voraussetzung 
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Allgemeiner Fall. - Statt des speciellen S, (7.) sol1 jetzt das allgenzeine 
Sn (6.) betrachtet werden. Setzt man wie früher p = cosw, und setzt man 
überdies zur augenblicklichen Abkürzung : 

so wird offenbar : C l  2n 

Wir sehen, dass diese beiden Sn schon &ussedich nur wenig von einander 
unterschieden sind. Um die Sache noch deutlicher hervortreten zu lassen, 
wollen wir für den Augenblick uns vorstellen, die Function f ( p ,  rp) re- 
prasentire die Dichtigkeit einer auf der Kugelflache aiisgebreiteten Massen- 
belegung. AIsdann reprisentirt offenbar f (p., T) d p d y ein Massenelemnt 
(ngmlich diejenige Masse, welche auf dem Fiiicl~enelernent d p d y vorhanden 
ist). Die Integrale Sn (14.) reprasentiren also die Summe all' dieser Massen- 
elemente f (p , cp) d p  d cp, jedes noch multiplicirt mit dem zugehorigen Werth 
von A,(w) oder A,(y). Es unterseheiden sich also die beiden Integrale nnr 
dadurch von einander, dass im ersten jedes Massenelement rnulti&cirt ist 
mit der Function A,, dieselbe bezogen gedacht auf den sph%rischen Abstand 
o des EIementes von1 Nordpol; wahrend im letxtern jedes Massenelement mit 
demjenigen Werthe der Function A, multiplieirt sich findet, welehen dieselbe 
besitzt fur den spharischen Abstand y des Elementes vont festen Puncte (p,, g.,). 

Mit anderen Worten: Jedes der beiden Integrale Sn (14.) ist abhgngig 
von einem gewissen festen Puncte; und der einzige Unterschied zwischen 
ihnen besteht darin, dass dieser feste Punct im einen Sn die Laye des Nord- 
pols, im andern hingegen die Laye (pl, g.,) besitzt. Blieken wir also zurück 
auf den für das erstere Sn erhaltenen Satz (Acr., P . ,  y.), so erkennen wir 
sofort, dass für das letztere Sn folgender analoge Satz gelten muss: 

Theoreni. - Eexeichnet f ( p ,  p.) eilze auf der Kzigelflüche v m  Radius 
Eiirzs ausgebreitete und den Yoraussetsungen (B.) Seite 93 entsprechentk Function, 
bezeichnet ferner y den spluk&chev~ Abstand des Punctes (p, y) von einem gr- 
gebenenz festen Punct (pl, cp,), und setxt irmn: 
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so wird dieses Sn bei wachsendem n gegen eine Festinzmte feste Grenae convergiren. 
Und zwar wird diese Grenze dargestellt sein durch das aritlunetische Mittel der- 
jenigen Wertlze, welche f ( ~ ,  (F) besitzt langs cines um den festen Punct (pl, ~ 1 ~ )  

besclzriebenen une n d lie h Icl einen Kreises. - Denkt man sich also am jenen 
Pu12ct (pl , cpl) zun&lzst einen e n d l i  ch en Kreis beschrieben voln sphürischen 
Radius Q ,  setxt man ferner cos g = 5, und bexeichnet ma.% endlich dus arith- 
rnetische Mittel derjenigen Werthe, welche f (p, 9) &ngs dieses Kreises besitxt, mit 
(6.) F(cosp)  oder F(t;), 

so gilt die Fornzel: 
(Y.) lim,=, S,, = lirnCzi F(g). 

NB. Dock ist dieses Theorelu nzit coller Siclzer7~eit ziur dunn anwendbar, 
wenn die Function 
(8.)  F(S) 

iqn Intervall ;'= - 1 . . . . + 1 abtheilungsweise stetig und ubthei- 
lungsweise monoton ist. 

1st die gegebene Function f (p ,  cy)  auf der Kugelflache überall stetig, so 
wird offenbar das arithmetische Xittel derjenigen Werthe, welche sie liings 
eines um den Punct (pl, cpl) beschriebenen unendlich kleinen Kreises besitzt, 
nichts Anderes sein als ilir Werth in jeneln Puncte, also identisch sein mit 
f (pl ,  ql); so dass also das vorstehende Theorem in diesem Fa11 die Gestalt 
annimmt : 
(S.) limn = m Sn = f ( ~ i ,  'pi) - 
Dies aber ist die zu prüfende Formel Seite 92 (4.), oder mit anderen Worten 
diejenige Formel, durch welche die Entwicklung von f ( p 1 ,  9,) nach Kugel- 
funetionen dargestellt, wird. Dentgemass wird man also sagen lionnen, dass 
jew Entwicklung einer gegebenen Fztnction nach Kugelfunct iolzen i ln Al 1 g e - 
meine n convergent und gültig sei ,  falls nu?. die Funetion den Uedingungen (B.) 
Seite 93 entspriclzt. Will man allerdings die hierfür nothwendigen Bedingungen 
nicht i f l z  Allgenzeinen , sondera mit zuirklicher Genauiglieit haben, so wird noch 
hinzuzufügen sein die oben in (cf.) aufgeführte Bedingung. 

Diese Bedingung (ô.) ist offenbar eine sehr ungeschickte und unbequeme. 
Denn will mari z. B. wissen, ob das Theorem (Ba., P., y.) auf eine gegebene 
Function f ( p ,  Y) und einen gegebenen Punct ($il, cy,) anwendbar sei, so hat 
man zunachst die diesem Punct entsprechenden Parallelkreise zu constrniren, 
für diese Parallelkreise die Function F(c) zu bilden, und endlich zu unter- 
suchen, ob diese letztere der Bedingung (d.) entspricht. Doch giebt es 
einzelne Fiille, in denen man diese Untersuchung leicht durch geometrische 
Ansdiauung absolviren kann. 
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Erstes Beispiel. - Auf der Kugelflkhe sei irgencl eine Kreisperiplwie*) 
gegeben, und die Function f ( p ,  9) sei innerhalb dieser Peripherie constant, 
etwa = C, und ausserhalb derselben = O. Ferner liege der gegebene Punet 
(p i ,  p) cwf dieser Peripherie, etwa im Puncte 1 der untenstehenden Figur. 
Alsdann sind die arithmetisehen Mittel von f(p, y) zu untersucheii für die 
mit irgend welchen spharischen Radien Q ,  g', q", . . . um jenen Punet 1 
oder (!cl, cpi) beschriebenen Parallelkreise; dabei sei insbesondere p' der Radius 
desjenigen Parallelkreises, welcher die gegebene Peripherie gerade beriihrt. 

Was den in unserer Figur gezeichneten Kreis (g) betrifft, welcher die - 

gegebene Peripherie in den 
Puneten a und b schneidet, - 
so sind offenbar die Werthe von 
f (p, q-) kngs dieses Kreises (g) 
zwischen a und b gleiclî. C, und 
sonst gleieh O. Demgemass ist 
das arithmetisehe Mittel dieser 

Werthe = C ,: , wo .G den 

Winkel ( a  1 b) vorstellt'. Nach 
unserer in (p.) eingeführten Be- 
zeichnungsweise ist also 

(16.) l i ' = S , c o s e ) = C - .  
2 ?r B Pr 

Durchmustern wir nun die in Rede stehenden Parallelkreise der Reihe nach, 
indem wir zunachst Q von O bis Q' wachsen lassen, so wird offenbar z [vgl. 
die Figur] in bestiindigern Ahzehwzen begriil'en sein von z bis 0; und Gleiches 
also auch gelten von dem arithmetischen Mittel F (15.). Lassen wiï sodann 
Q weiter wachsen von q' bis n, so wird offenbar F bestandig O sein. Die 
Function F(eos Q )  ist also für Q = 0 . . . . g' im Oestii+zcligen Ab~zehsîzen, und 
für q = Q'. . . . z in bestiindigem Nullsein begriffen. Oder anders ausgedrückt: 
Die Function F(5) ist in bestiindigern Abnekmen für 5 = 1 . . . . cf, und in 
bestiindigem hTullsein für g = j' . . . . (- 1). Wir sehen somit, dass diese 
Function F([)  im Intervàll j = - 1 . . . . + 1 nieht nur steti,g, sondern 
aueh   no no ton ist. 

In ahnlicher Weise erkennt man leieht, dass die Funetion P(c) fiir 
5 = - 1 . . . . + 1 stetig und abtkeilzclzpweise monoton ist, wenn der Punet 
(!il, cpl) nicht auf, sondern iwnerhalb oder ausserhalb der gegebenen Peripherie 
-- 

*) Diese Kreisperipherie wird im Allgeuieinen ein sogenannter kleiner Kreis sein; und ihr 
Mittelpunct mag eine beliebig gegebene Lage, etwa die Coordinaten (p,, y,,) besitzen. 

N e u m a n n ,  Entwicklungen. 13 
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liegt. Demgemass ist also das allgemeine Theorem (B.) Seite 95 auf den 
vorliegenden Fa11 anwendbar, und zwar fur beliebige L n g e n  des Punctes (pl, yl). 
Und man gelangt daher, falls man die Constante C = 1 macht, zu folgendem 
Resultat. 

Beseichnet 3 denjenigen The i l  der Kugelfldche, welcher 2cntsc7ilossen zvird 
von  eilzer gegebenen K r e i s ~ e r i p h e r i e ,  bexeichnet ferner (p,, g-) einen varinblen 
Punc t  der  Fldche 2, u n d  y d e n  syhiirischen Abstand dieses Pwnctes von  e inem 
gegebenen f e s t e r ,  Punc t  (fil, yl), so wird  dns  über 3 azisgedehnte f i tegral:  

mit wachserndem rn gegen 0 ,  3, ocler 1 conuergiren, je nachdem der Punc t  (!il, v,) 
ausserhalb 3, a u f  der  Grenze von  3 ,  oder innerlzalb 5 liegt. 

Zweites Beispiel. - Auf der Kugelflhche mag innerhalb der eben be- 
traehteten Iireisflache 3 eine zweite Kreisflache R construirt werden (deren 
sphariseher Mittelpunet im Allgemeinen von dem der Flache (s verschieden 
sein soll); ferner mag die ringformige Flaehe (5-R) mit 3 bezeiehnet, und 
das über 3 ausgedehnte Integral 

betrachtet werden; wo y den sph&rischen Abstand des Punctes ( p ,  y) von 
irgend einem festen Punct (y,, 9,) vorstellen soll. 

Offenbar kann man dieses Integral Sn als die Differenz zweier Integrale 
auffassen, von denen das eine über 3 ,  das andere über R sich ausdehnt; 
und gelangt somit durch Anwendung des Satzes (16.) zu folgendem Resultat: 

Beseichnet 3 denjenigen ringformigen The i l  der  Iiugelflfliiche, welc7her be- 
grenzt ist  vor, irgerzd awei einancler nicht schneidenderz Kre i sen ,  ferfier (p, y) 
einen variablen Putzct clieser Flüche 3, u n d  y d e n  sp7tdrischen Abstand des  
Pzinctes (,IL, y) von eineln gegebenem f e s  t e n  Punc t  (pl, g-,), so wird  d m  über 
% aus.qeede7znte IntegrnZ 

m i t  zine.ndlic7~ wacl~sendenz rn gegen 0 ,  4, oder 1 conuergiren, je nacAc1em der  
Pzinct (pi, yl) ausser7zalO %, a u f  der  Grenze von  %, oder innerhalb % liegt. 

Drittes Beispiel. - Auf der Kugelflaehe sei ein von drei Kreisbogen*) 
begrenztes Dreieck gegeben; und die Function f ( p ,  (r) sei innerhalb dieses 

*) Dabei soll dahingestellt bleiben, ob diese Bogen Theile von grossen oder klei.nelz Kreisen sind. 
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Dreiecks constant, = C, und ausserhalb desselben = O. Liegt zuliachst der 
Punct (p,, 91,) auf der Peripherie des Dreiecks (auf einer Seite oder in einer 
Ecke), und beschreibt man um (:1,, v,) als Mittelpunet irgend weIche Kreise, 
so kann man leicht, mittelst einfacher geometrischer Betrachtungen, zeigen, 
dass die diesen Parallelkreisen entsprechende Function F(5) stetig und ah- 
theilwzgsweise monoton, und dass also das allgemeine Theorein (B.) Seite 95 
aicf diesen Fa17 anwendbar ist. - Solches aber erkannt, ergiebt sich alsdann, 
mittekt der Methode der Superposition*), sofort, dass dieses Theorem nuch 
dann anwendbar ist,, wenn der Punct (pl, rpl) innerhalb des gegebenen Drei- 
ecks , oder ausse~halb desselben liegt. 

Vom Dreieck kann man sodann, wiederum mittelst der Methode der 
Superposition, übergehen zu einem von irgend welchen Kreisbogen bepenzten 
Polygon. U. S. W. 

Beinwkuug. - Diese Beispiele dürften hinreichend darthun, wie um- 
stündlich eine strenge Handhabung unseres allgemeinen Theorems (B.) selbst 
in einfachen Fallen ist. Es wird daher nicht überfliissig sein, diesem Theoreln 
im folgenden § ein anderes zur Seite zu stellen, welches in seiner Anwen- 
dung bequemer ist. 

Zaeite Bemerkuiig. - Das Integral (17.) gewinnt, falls man die beiden 
Begrenzungskreise der Flsche 3 mit zwei (dem Nord- und Südpol ent- 
sprechenden) Pnrallelkreisen zusammenfallen la&, die Gestalt : 

wo Pn(cosy) den Wertli hat [vgl. (8.) Seite 131: 
J = 00 

P,, (cosy) = P,(P) P,(,u~) +zsj Pnj(p) Pnj(pi1 cosj(cp - (PI) . 
j = 1  

D-~irch Substitution dieses Werthes in (1 S.), ~ i n d  Ausfiilirung der Integration 
nach g, ergiebt sieh sofort: 

*) L): i. mittelst der in vorhergehendem Beispiel benutzten Metbode. 
"*) Man moge entschuldigen, dass hier ganz vorübergehend der Buchstahe y in zwei verschiedeneii 

Bedeutungen gebraucht ist .  Wahrend n5miich das unter dem Cosinuszeichen stehende y seine gewohn- 
liche Bedentung hat: -- 

cos y = CLp, + V l  - pz Y1 - pi2 COS (Y  - (Pl), 

namlich den spharischen Abstand des Punctes ( y ,  (P) vom Puncte (pi, 91) vorstellt; - sol1 anderer- 
seits das als untere Integrationsgrenze auftretende y eine beliebig gegebene Constante reprasentiren, 
deren Werth übrigens zwischen - 1 und + 1 iiegend zu denken ist. 

15 * 
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Und dieses Integral wird also [nach dem Satze (17.)] mit wachsendern n 
gegen O ,  oder a, oder 1 convergiren, je i~achdem der Punct (pl, Ti) ausser- 
lznlb der von den beiden Parallelkreisen p = y und p = â begrenzten Zone 
%, ocler a n  der Grenxe von %, oder endlich innerhalb 3 liegt. 

Sind also y, 6 xwei der Bedinyung - 1 < y < d < 1 entsp-echende Con- 
stantetz, so wird der Ausdruck 

= O ,  odey = 3 ,  oder = 1 ,  oder = f , oder = O  

sein, je nachdenz 
- - 1  < _ p i < y ,  oder p l = y ,  oder y < p l < 6 ,  oder p i = 6 ,  oder $ < y i < l  

ist. Dabei sol1 das in (20.) angewendete A, nur zur Abkürzung bei weiteren 
Betrachtungen dienen. 

Dieser Satz (20.) ist wesentlich gebunden an die in ihrn erwahnte Be- 
dingung : - 1 < y < 6' < 1; z. B. nicht mehr richtig für y = - 1 , oder 
für â = $. 1. In der That lehrt ein Blick auf die in (16.) angestellte Be- 
trachtung, dass der vorstehende Satz für den Fa11 y = - l durch folgeliden 
zu ersetzen ist. 

Bexeichnet 6 eine der Bedingung - 1 < 6 < i entsprechencle Constagzte, 
so wird 

ri 

(21.) 1% = , An (P 9 PI) d,u = 1 ,  oder = $ ,  oder = O s e i n ,  J; 
-1 

je nachdent - 1 =< pi < 8 ,  oder pl = 8 ,  oder d < p ,  < 1 ist . 
Die (alIesdings nur geringe) Discrepanz zwisehen diesen beiden Satzen 

betrifft den Fall, dass die Constante p, gerade gleich der unteren Integrations- 
grenze ist. Denn für diesen E'all liefert der Satz (21.) den Grenzwert,h 1, 
wahrend derselbe nach Satz (20.) gleich 4 sein würde. - Analog mit (21.) 
ergiebt sich [wiederum mit R,ücksicht auf (1 6 .)] auch folgender Sat,z : 

Bexeichzet cf eilze der Bedingung - 1 < â < 1 ents~rec7~ewle Constante, 
so wiul 

2 .  l i ~ n , ~ = ~  A n ( , u , p l ) d p =  j. 0 ,  ode, = i ,  ode i  = 1 s e i ~ ~ ,  

J 
j c  +~ctchdenz - 1  p i <  oder p i = 6 ,  oder 6 < u 1  < 1 ist. 

Sehliesslich ergiebt sieh duseh Addition von (21.), (22.) nocli folgende Formel: 
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die man übrigens hei Weitem einfacher abzuleiten im Stande ist, indem man 
Rücksicht nimmt auf die für A,(p, pl) gegebene Definition [vgl. (20.)]: 

1 PO(P)P"(P,) + 3 P, (Pl Pl (lr3 - .  . . + ('2% + 1) Pa(&) P n h )  
(24.) An (P B PI) = 2 

Denn aus dieser Formel folgt durch Integration 

Versucht man die verschiedenen Formeln (20.), 

nach p sofort: 

(JI.), (22.), (23.) einigermassen 
zu folgendem Satz. einheitlich mit einander zu verbinden, so gelangt man 

Theorem. - Sind y, 6 swei der Bedingung - 15 y < 6 < 1 entsprechende Con- 
stanten. so ist der Ausd~uclî 

= O ,  oder = h [resp. = 11, oder = 1, oder =f, [resp. = i] , Oder = O ,  

Dabei ist nlsdann hilzsichtlich der in. den eckigen Klammern beigefüyteuz Ausnuhmswerthe 
zzc benzerken, dass der Ausnahmswerth 1 fur p, = y nur clann eintrit., wenn y = - 1 ,  
und dass andererseits der für y,  = d angegebene Ausnahmswerth 1 nur dann in Kraft 
tritt, wenn 6 = 1 ist. 

BeilZiufige Bemerkung. - Man kann die Formel (23.) auch beweisen auf Grund 
des bekannten ChristoffeZ'schen Satzes*). Nach diesem ist niimlich die Reihe (24.) 
sumniirbar durch den Ausdruck : 

Hieraus folgt durch Integration nach y: 

also mit Rücksicht auf eine von F. Neumann**) gegebene Formel: 

*) Christoffel: Borchardt's Journal, Bd. 55, Seite 73. 
**) F. Neumawa: Beétrüge zur Theorie der Kugelfunctionen (Leipzig, bei Teubner, 1878), 'eite 

71, Formel (a.). 
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Fortseteung. 

Wir wollen hier unsere frühere Aufgabe (Seite 92) zum zweiten Mal 
behandeln, nur mit dem Untersehiede, dass wir bei Behandlung des Doppel- 
Integrales Sn szcerst die Integration nach p ,  und hierauf erst die nach rp aus- 
führen; wahrend vorhin die Aufeinanderfolge die umgekehrte war. 

Das specielle S, hat naeh Seite 93 den Werth: 

oder (was dasselbe) den Werth: 

und hieraus folgt, falls man die beiden in der geschweiften Klammer ent- 
haltenen Integrale mit T, und T, + , bezeiehnet : 

Nimmt man nun an,  dass f ( : ~ ,  9) bei festgehaltenem nbtheilu+zgsweise stetig 
und abtkeiiungsweise nzonoton sei für das ganze IntervaIl ,n = - 1 . . . + 1, 
so ergiebt sich mittelst eines früheren Satzes (Seite 5 7 ) :  

Hieraus folgt durch Multiplication mit d cp und Integration : 

oder, was dasselbe ist : 

(7.) limnZmJn d m  = i ; ( l ,  9) d p  +(- 1)%+$(- I l  9) d y  

O O O 

In analoger Weise wird offenbar: 
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Nunmehr folgt aus (7.), (8.) dureh Addition und mit Rücksicht auf (3.): 

(9.) 

O 

oder, was dasselbe ist: 

oder, noch ein wenig anders geschrieben: 

( 1  1.) lim,,, Sn = l i ~ n , = ~  

O 

Substituirt man hier für Sn seine eigentliche Bedeutung (l.), so gelangt man 
zu folgendem Satz: 

Theorem. - Beeeichnet f(p, rp) eine den Vornussetzzcngen (B.) Seite 93 
entsprechende Function, so wird der Ausdruck 

gleich sein dem nrithmetischen Mittel clerjenigen Wertlze, welche f ( p ,  y) besifst 
langs eines um den Nordpol (p = 1) Feschriebenen zcnenclliclz kleinen Kreises. 

NB. Dabei wird jedoclz voruusgesetxt, cluss die Fzinction f (:L, y) a b t h e i - 
lungszoeise stetig und abtheikungsweise monoton sei liings eines jeden 
der vom Nordpol m m  Südpol hinlnufenden illeridiane*). 

Dieses Theorem (A.) steht parallel mit unserem friiheren Theorern (A.) 
Seite 94, und iinterscheidet sich von jenern nur dadurch, dass hier die Vor- 
aussetzungen eilzfacher sind als damals. Denn sie betreffen hier direct die 

'gegebene Funetion f(p, cp); wahrend sie damals eine gewisse andere, erst 
aus f (p ,  cp) abzuleitende Function P(p) betrafen. 

In ahnlieher Weise, wie wir damals vom Theorem (A.) zum Theorem 
(B.) gelangten, in ganz derselben Weise werden wir offenbar vom Theorem 
(A.) hingelangen konnen zu folgendem Theorem (B.): 

Theorem. - Beseichnet f ( p ,  cp) eine derz Voraussetzzmgeu (B.) Seite 93 
entsprechende Function, und beeeicluaet nusserdern y den spltarischen Abstand 
des vccriablen Punctes (p, rp) vorz irgend einem fest en Pzinct (:L,, yi), so wird 
der Ausdruck 

*) In der That haben wir diese Torauesetzung eintreten lassen beim Uebergange von (4.) zu (5.). 
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arithmetischen Mittel derjeniyen Wer the ,  welche f (p, 9) besitzt 
den festen Punct  ql) besclwiebenen ztnendlich lileinen Kreises. 

NB. Dabei w i r d ,  fa lb  m a n  den su cpi) diametraz gegenüberliegenden 
Punc t  mit (pz , va) bexeichnet, uorausgesetzt , dass die F ~ n c t i o n  f (p, cp) a b t h e  i - 
l u n g s w e i s e  s t e t i g  und  a b t h e i l u n g s w e i s e  n z o n o t o n  sei iangs eivzes jeden 
der von (y,, cpl) nnch (p,, 9,) laufelzden Meridiane. . 

Msngelnde Strenge. - Beim Uebergange von (10.) zu (11.) haben wir ohne 
Weiteres hehauptet, dass 

sein rnüsse, - was offenbar doch noch eines Beweises bedarf. - Ebenso haben wir 
beim Uebergange von (6.) zu (7.) ohne Weiteres behauptet, dam 

0 O 

sei, was offenbar ebenfalls zweifelhaft erscheint. Demgemass kann die mittelst dieses 
Ueberganges erhaltene Formel (7.): 

?" i 1 

(Y.) lim,=.j9;nd<p=J;(l,midm+(-1)n+~f(-l.ipd~,wo ~ . = f i u , r n ) p r ( p j d p ,  

O O O - 1 
keinen Anspruch auf Zuverlassigkeit erheben. 

Wir werden daher in1 folgenden 5 diese zweifelhaften Formeln (s.) und (y.) von 
Neuem in Untersuchung zu ziehen haben. 

Prüfung eweier im vorhergehenden § gemachten Schlussfolgerungen. 

Um zu zeigen, dam das Theorem (A.), trotz der soeben erhobenen Bedenken, 
giiltig ist, werden wir zunachst die jenem Theorem zu Grunde liegenden Voraussetzungen 
zu recapituliren, und deren Consequenzen zu entwickeln haben. 

Die Voraussetznngen des Theorems (A.) zerfallen in die allgemeinen Voraus- 
setzungen (B.), und in  gewisse andere speciell den Nordpol der Kugelfiche betreffende 
Snnahmen. Es sol1 namlich ers t e  .ils die Kugelflache durch irgend ~elche Curven resp. 
dureh irgend welches Neta von Cwven i~ eine endlic h e Ansahl von Theilen 3,  23, Q, 
B, . . . serlegbar s e h ,  der Art, dass die gegebene Function 
(1.1 f ( p ,  CP) 

auf jedewt solchen Theil stetig ist; auch sol1 die Biegung jener Curwn ab t h e i l u ~ g s -  
weise stetig and ab the ihngsweise  monoton sein. Hieraus folgt, im Vorbeigehen 
bemerkt, dass der absolut grosste Werth der Function auf der Kugelflache ein etzdlicl2a- 
sein wird; derselbe mag M heissen, was angedeutet werden mag durch die Formel 
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(1 a.) 31 = Max abs f ( p  , q) . 
Zw e i  t e ns soll, was q~ecz'eZ1 den Nor&oT betrifft, die gegebene Fznzction 

abtheilungsweise stetig und abtheilungsweise mowoton sein la~~gs  eines jedm 
cler vonz Nordpot sum Südpol lazcfencleen. Meridiane. Liisst man also den Punct (pl 9 )  
langs eines gegebenen Meridians cp m m  Nordpol (p = 1) wandern, so wird die Function 
f (p , cp) daselbst mit einem bestinzintele emilichen Wertli eintreffen , der zu bezeichnen 
sein wird mit 

c2 a.) f ( l ,  T'= l imr=i  f ( p ,  TI.  

Doch kann dieses f ( 1 ,  gp) uerschiedefi sein fiir verschiedene cp, d. i. für verschiedene 
Meridiane; wie solches z. B. der Fa11 sein wird, wenn der Nordpol (p  = 1) auf eiiier 
der bei (1.) erwiihnten Unstetigkeitscurven liegt, oder gar j i ~  einem Knotenpunct des 
von jeiîen Curven gebildeten Netzes sich befindet. Offenbar mird namlich das f (1, cp) 
ebenso vie1 verschiedene Wertht. haben, al3 Theile %, 23, CS, Ib . . . im Nordpol 
zusainmenstossen, [vgl. die bei (1.) eingefülzrte Bezeichnung]. 

Ferner wird man, wie aus der Voraussetzung (2.) folgt, vom Nordpol aus auf 
jedem Meridiane ein Meiltes St,ücl; abzuschneiden im Stande sein, der Art, dass f ( p ,  9)  
Iangs dieses Stückes stetig ist. Ob aber diese iin Nordpol den einzelnen Meridianen 
entsprechende Stetigkeit für alle Meridiane einen yleichmassigen Charakter liat, erscheint 
fraglich. Um niiher hierauf einzugehen, betrachten wir diejenige Strecke eines ge- 
gebenen Meridians 9, welche zwischen dem Nordpol p = 1 und irgend einem Parallel- 
lrreise p = f i  liegt, und bezeichnen die Sc1ul;ankung der Function f (p ,  gp) für diese 
Dleridianstreeke mit D: '. Oder genauer ausgedrückt: Wir bezeichnen, &Ils y und f i  
gegeben sind, mit D; l den grossten Werth,  aelchen der Ausdruck 

für das gegebene 9 und für fi 5 y < 1 anzunehinen inz Stande ist; was angedeutet sein 
mag durch die Formel: 

(4.1 D$ = Max!< =p, abs IfC,u, 9) - f (1 ,  ~ 1 1 .  

Durcli Verkleinerung des Parallelkreises y = P ,  cl. i .  dnrch ein Anmachsenlassen 
seines Parameters f i  gegen 1, wird alsdann die Schwankung DP' ' fiir einen gegehenen 

Y 
Mwiclian cp unter einen brliebigen Kleinheitsgrad hinabgedrückt werden konnen; wie 
solches unmittelbar folgt aus der Voranssetzuilg (2.). Ob man aber durch eine solclie 
Procedur (niimlich durch ein Aiiwachsenlasaen von P gegen l ) ,  jene Schwankung D: l 

simul ta n für alle Meridiane unter einen gegebeneu Kleinheitsgrad hinabzudrücken im 
Stande ist, - ersclieint fraglich. J a  wir konnen sogar mittelst eines einfachen Bei- 
spieles zeigen, dass diese E'rage im Allgeuieinen verneinend zu beantworten ist. 

Es sei z. B. auf der Kugelffiche eine s&%.ische Ellipse gezeichnet, deren Per i~her ie  
den Nordpol berührt; und die Function f ( p ,  gp) der Art gegeben, dass sie inned~alb der 
Ellipse überall constant, etwa = 100, und ausserhalb derselben überall 0 ist. L a d  
man nun die um den Nordpol N ( p  = 1) beschi-iebene Kreisperi~herie (p  = f i )  kleiner 

N eum a nu, Entwicklungen. 14 
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und kleiner werden, mithin ihren Parameter (3 mehr und mehr wachsen, so werden, 
wie weit man mit dieser Procedur auch fortschreiten mag, immer noch gewisse Radien 
NR der Kreisperipherie construirbar sein, welche auf ihrem Wege vom Norc@oZ ztw 
Kreisperipherie die Ellipse schneidea, und für welche also die Schwankung Dt l gleich 
100 ist. - Es dürfte dieses Beispiel beson- 
ders instructiv sein : Einerseits namlich 
sehen wir deutlieh, dass die in Rede stehende 
Schwankung D: ' für jedes einsehe ip 

durch Vergrosserung von (3 beliebig klein 
gemacht werden kann. Andererseits aber 
sehen wir, dass diese Schwankung durch 
eine solche Procedur sirnultan für alle ip 

niemals unter 100 hin.abgedrückt werden 
kann. - - Um nun weiterhin einiger- 
massen planmassig zu verfahren, ist die 

Unterscheidung m e h r e r e r  F a l l e  er- 
forderlich, je nachdem der Nordpol innerhalb eines der Theile SI, 23, 6 ,  a ,  . . . , oder 
auf der Grenze von zwei solchen Theilen, oder endlich itîz Zusamnmstosspunct mehrerer 
solcher Theile gelegen ist. 

I. Fall: Der Nordpol liegt innerhalb a; ist also ringsum von1 Rande des 
Theiles SI durch irgend welche (wenn auch noeh so kleine) Zwischenraunie getrennt. 
Alsdann wird die Function f(p ,  q), weil sie auf SI stetig ist [Voraussetzung (1.11, diese 
Eigenschaft besitzen für jedweden innern Punct dieses Gebietes SI, also z. B. auch fiir 
den Nordpol. Und es wird also die mit D; ' bezeichnete Schwankung, dureh ge- 
horige Vergrosserung von B ,  sirnultan für alle ~Lirnuthe q iinter einen beliebig gegebenen 
Kleinheitsgrad hinabgedrückt werden lionnen *). 

II, Pal 1: Der Nord$ol N Ziegt auf der Grenacurve suieier Flachentheile 2.4 und 
8; und zwar mag er (der grosseren Allgemeinheit willen) in eiiiem Eckpzcnct dieser 
Grenzcurve gelegen, und die Curve selber mit cNc' bezeichnet sein (vgl. die Figur). 

E s  seien Na und Na' die Tangenten der Curve im Puncte N;  ferner seien Nsb 
und Ns'b' zwei Secante~, welche gegen jene Tangenten unter beliebig kleinen Winkeln 
G und G' geneigt sind. Durch diese von N ausgehenden Linien Na,  Na', Nsb, Ns'b' 
(welche sammtlich als grosste Kreise d. i. als Meridiane zu denken sind) wird alsdann 
der den Nordpol N umgebende Raum zerlegt in vier Sectoren: A, B und 6, a'. Die 
beiden letztern sollen diejenigen sein, welche den schon genannten sehr kleinen Winkeln 
6 und 6' entsprechen. Und von den beiden alsdann noch übrig bleibenden Sectoren 
sol1 der zu 2 gehorige mit A, der zu % gehorige mit B bezeichnet sein. 

Besehreibt man nun um den Nordpol N ( p  = 1) eine beliebige (in der Figiir niclzt 
gezeichnete) Kreisperipherie (p  = P) ,  so kann offenbar die Schwankung D: ' durch 
Vergrosserung von /3 sirnultan fü r  alle Meridiane q des Sectors A unter einen beliebigen 
Kleinheitsgrad hinabgedrückt werden; - denn die Funetion f(p ,  cp) ist ja  auf a, mithin 

*) Vgl. die erste Note Seite 93. 
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auch auf A stetig [Voraussetzung (l.)]. Analoges gilt für  die Meridiane des Sectors B; 
und folglich auch für die Gesanzmtheit aller theils xzc A theils su B gehorigen Xeridiane. 

Um die Hauptsache hervorzuheben: Sind zwei positive Grossen G und G '  von 
beliebiger Kloinheit gegeben, so lassen sich von der Umgebung des Nordpoles N stets 
zwei Sectoren mit den Winkeln G und 
ci' absondern, der Art,  dass die Schwan- 
kung D: ', durdh Vergrosserung von /3, 
sim zc 1 t a  n für alle nach Absonderung jener 
Sectoren noch übrig bleibenclaz Mericliane 
unter einen beliebigen Kleinheitsgrad hin- 
abgedrückt werden kann. 

III. F a  11: Der Nordpol ist e h  Zu- 
san~menstosspunct von 3 Theilen %, 23, 6, 
oder von 4 Theilen X, 23, Q, 59, zc. S. W. 

I n  diesem Fa11 wird offenbar ganz Ana- 
loges zu bemerken sein, wie im vorher- 
gehenden Fall, nur mit dem Unterschiede, 
dass die Anzahl der abzuscheidenden 
kleinen Sectoren eine grossere ist, nhn-  
lich eben so gross sein wird, wie die An- 
zahl jener imNordpol zusamnienstossenden 
Flachentheile. - Jetzt endlich konnen 
wir übergehen zu unseren eigentlichen 
Aufgaben. 

Erstens: Strengere Ableitung der 
Formel (x.) Seite 104. Beschreibt man 
um den Nordpol (p = 1) eine kleine 
Kreisperipherie (p  = f i ) ,  und bedient man sich der Bezeichnung (4.): 

(5.1 Max,,=p abs [ f b ,  <pl -f(l, PI] = D$' ', 
so gilt für alle dem Intervall /3 . . . . 1 angehorigen Werthe von p die Formel 

(6.) a b s [ f ( p , d - f ( l , c ~ ) ]  2 Dg1? für f i  < - p - < 1. 

Und hieraus folgt durch Integration*): 

Entspricht nun die Funchion f ( ~ ,  F) im Nordpol dem I. Full (Seite log, so kann die 
Schwankung ~g ' durch Vcrgrosserung von /3 simultan für s~mmtliche Meridiane 9, 

unter einen beliebigen Kleinheitsgrad ê hinabgedrückt, mithin die rec7~te Seite der 
Formel (7.), und folglich auch ihre linke Seite < 27cs gemacht werden. 

Wir  sehen also: Die linke Seite der Formel (7.) ist eine Function von p ;  und 
diese Function kann dadurch, dass mau p in das Jntervall /3 < - p < - 1 einschliesst, und 

*) Und mit Rücksicht darauf, dass abs (u + v + . . .) stets < (ab6 U) + (abs v) + . kt. 
- - 

14 * 
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sodann gegen 1 anwachsen lasst, unter jeden beliebigen Kleinheitsgrad hinabgedriickt 
werden. Somit folgt: 

2 %  

(8.1 

oder, noch ein wenig anders geschrieben: 

O O 

Dies aber ist [weil wir unter f (1, y) den lim,,,, f (p ,  y) verstanden haben ; vgl. (2a.)] 
die zu beweisende Formel (x.). 

Wir nehmen jetzt andererseits an,  die Function f (p,  ~ p )  entspreche im Nordpol 
( p  = 1) dern II. Fail (Seite 106). Gleichzeitig bezeichnen wir die Gesammtheit der 
beiden abzuscheidenden Sectoren (6 und G') mit S ,  und die Gesammtheit der alsdann 
noch übrig bleibenden Sectoren ( A  und B) mit R; so dass also S die Winkelsumme 
(G + G'), und R die Winkelsumme ( 2 z  - G - G') besitzt. Dies festgesetzt, ergiebt 
sich aus (6.) durch Multiplication mit drp und Integration über R die Formel: 

Um feriier eine brauchbare Formel für S zu erhalten, bemerken wir, dass [nacli (1 a.)] 
ganz allgemein 

(1.2.) a b s [ f ( c . .  v ) - f ( l ,  .pl] < - 2 1 ~ 1  

ist. Hieraus folgt durch Multiplication mit c l ~ p  und Integration über S sofort: 

Und die nunmehr durch Addition von (11.) und (13.) sich ergebende Formel: 

entspricht unseren Zwecken. 
In  der That kann die rechte Seite der Formel (14.) unter einen beliebigen Klein- 

heitsgrad E hinabgedrückt werden; in der Weise, dass man zuniichst das zweite Glied 
dieser rechten Seite durch Verkleinerung der Winkel G und 6' unter 36, sodann aber 
das erste Glied derselben durch Vergrosserung von /3 ebenfalls unter 4 s  hinabdrückt. 
Da nun die rechte Seite kleiner als E gemacht werden kann, so gilt solches um so 
mehr aucli von der lilzken Seite. Wir  sehen also: Die linke Seite ist eine Function 
von p ;  und diese Function kann dadurch, dass man p in das Intervall P < p _< 1 ein- 
schliesst, und sodann das /? gegen 1 wachsen lasst, unter einen beliebigen ~ l&hei t s -  
grad hinabgedriickt werden. Soniit folgt: 
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oder, was dasselbe ist [vgl. den Uebergang von (8.) zu (IO.)]: 

(16.) lim,,l f ( ~ ,  <p)d<p= f(1, 9 J I d q .  s O S' O 

Dies aber ist die zu beweisende Formel (x.). 
Dass man zu demselben Resultat auch im III. Fall (Seite 107) gelangen wird, 

bedarf keiner weiteren Ausführung. Die in Rede stehende 

(17.1 Forniel (x.) Seite 104 

ist also giiltz), sobald vzur die Fulnction f (p ,  q) deln Voraussetzungelz des Theorems (A.), 
[d. i. den  Voraussetzungen (l.), (2.) Seite 1041 efitspricht. 

Zweitens: Strengere Ableitiiiig der Formel (y.) Seite 104. Wir zerlegen das 
dortige Tn in zwei Theile: 

O 1 

(18.) T, = S f ( r l  v) P.>(P) d r  f S/(h Y) PJP) d r  , 
-1 O 
-.P.,-- 

u n  Vm 

und untersuchen zunachst das lntegral Vn. - Bei festgehaltenem cp reprasentirt f ( p ,  <y) 

eine Function von p, welche im lntervall p = - 1 . . + 1 abtheilungsweise stetig 
und abtheiluuzysweise monotovz ist [Voraussetzung (2.)]. Bezeichnet also hy die Anzahl 
derjenigen monotonen Strecken, in welche das genannte Intervall p = - 1 . - . . + 1 
mit Bezug auf diese Function zerlegbar ist, ferner My ihren absolut grossten Werth 
in jenem Intervall, so ergiebt sich mittelst des Satzes Seite 90 die Formel: 

(19.1 abs [Tn - f ( 1 ,  < - 4hq D$'+ (47ay+ 1) J l y l l $ ~ ' .  

Dabei bezeichnet /3 eine der Bedingung O < /3 < 1 entsprechende, sonst aber ~0illliiir.li~1~ 
zu mahlende Constante; so dass also, geometrisch betrachtet, unter (p = 8) ein beliebiger 
Parallelkreis der nordlichen Halbkugel zu verstehen k t .  Die Formel (19.) kann, falls 
man die Maximalwerthe der den einzelnen Meridianen rp entsprechenden Grossen hY 
und My respective mit 72 und M bezeichnet, auch so geschrieben werden: 

(80.) abs[Vn-f(1, rp)] < 4 h ~ $ ~ + ( 4 h + l ) n I l l ~ ~ ,  

wo offenbar M nichts Anderes ist als der absolut grosste Werth von f ( p ,  y )  auf der 
ganzen Kugelfliche [ebenso wie früher in (la.)]. 

Da die Grosse D; l [definirt in (4.) Seite 1051 nothwendig < 2 M, und da anderer- 

seits die Grosse ll; [definirt auf Seite 841 nothwendig 2 1 ist, so folgt aus (20.) sofort: 

Um nun in unserer Untersuchung weiter zu gehen, haben wir, was die Beschnffen- 
heit der Function f ( p ,  rp) im Nordpol (p  = 1) betrifft, wiederum der Reihe nach die 
Falle I., II., III .  Seite 106, 107 in Betracht zu ziehen. Doch wollen wir, weil der Fa11 
I. zu einfach ist, sogleich mit dem II. Fall beginnen. - Bezeichnet man die abzu- 
scheidenden Sectoren [von der Winkelsumme (6 f a')] mit 8, und die alsdann noch 
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übrig bleibenden Sectoren [von der Winkelsnmme (2z - G - G')] mit R ,  und integrirt 
man iiun die Formeln (20.) und (21.), nachdem sie zuvor mit d<p multiplicirt worden. 
sind, respective über R und S, so erhilt man: 

(22.) a b g ; [ v n - f ( l , r n ) ] d p .  R 

(23.) ab$[vn - f ( l ,  Y)] dm 
s L 

und hieraus durch Addition*): 
aa 

(24.) absJ[~,- f ( l ,  y)] dm < ( @ h +  2) n ~ n ;  P) + ( 4 h P ; '  dm (12h-I- ~ ) M ( G + . ) ) .  
R 

O 

Diese Formel entspricht unseren Zwecken. In der That kann die rechte Seite 
derselben unter jeden beliebigen Kleinheitsgrad E hinabgedrückt werden; in  der Weise, 
dass man zunachst das dritte Qlied dieser rechten Seite durch Verkleinerung der Winkel 
G und G' unter + E ,  sodann das sweite Glied durch Vergrosserung von f i  ebenfalls unter 
+ s ,  und schliesslich das erste Glied durch Vergrosserung von n. gleichfalls unter +*E 

hinabdriickt. Lisst man alsdann nachtraglich das n noch weiter wachsen, so bleiben 
das zweite und clvitte Glied ungeandert, wahrend das erste noch weiter sich verkleinert. - 
Somit folgt also aus unserer Formel (24.), dass die linke Seite derselben nicht nur 
durch Vergrosserung von n unter einen beliebig gegebenen Kleinheitsgrad hinabgedrückt 
werden kann, sondern auch, dass sie, falls man alsdann das n noch weiter wachsen 
lasst, noch weiter sich verkleinern wird. Also ist: 

oder, was dasselbe: 

O 

I n  ganz analoger Weise kann das 1ntegral Un (18.), nîittelst des fünften Satzes 
Seite 90, beharidelt werden. Man findet alsdann: 

Zn 

Und nunmehr folgt, weil Un + 7, = T,, war, durch Addition von (26.))  (27.) sofort: 

O 

Dies aber ist die zu beweisende Formel (y.) Seite 104. 
Dass man zu demselben Resultat auch im 1. und III. Fall gelangt sein würde, 

bedarf keiner weiteren Auseinandersetzung. Die in Rede stehende 

*) Dabei ist zu beachten, dass 

IR drp = (2% - (7- a') < Z n ,  und i , d 9 =  ( a+  u') i d .  
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(29.1 Formel (y.) Sez'te 104 
ist also gcltig, falls nzcr f ( p ,  9) den 'Porazcsset~ungen des Theorerns (A.),  [ d .  i. den Vor- 
aussetzungen (1 .) , (2.) Seite 1041 Genüge bistet. 

Schliessliches Resultat. - Durch (17.) und (29.) sind die zu Ende des vorher- 
gehenden 5 gegen die Ableitung des Theorems (A.) erhobenen Einwendungen beseitigt. 
Wir sehen somit, dass dieses Theorem (A.) und folglich auch dos demselben sich an- 
schliessende Theorem (B.) keinem Bedenkevz unterlieyen. 

9 5- 
Die naoh Kugelfunctionen fortschreitenden Entwicklungen für den Faïi, dass die 

zu entwickelnde Function nu r  von e i n e m  kgurnent  abhingt. 

1st die Function f ( p ,  9) auf der Kugelflache abtheilungsweise stetig, so 
werden die Bedingungen des Satzes Seite 95 wenn auch nicht irnmer, so 
doch im Allgemeinelz erfüllt sein. Demgemass konnen wir jenen Satz, aller- 
dings auf Kosten der bisherigen Strenge, folgendermassen aussprechen: 

Satz. - Bezeichnet f(p,, cp) eine Func t ion ,  d ie  a u f  der Kugelflache cc b -  
t h e i 1 u n g  s w e i s e s t e t i g is t  , u n d  bezeich.net ausserdem y d e n  kürzestevz sphürischen ' 

Abstand des variablelz Punctes (p ,  cp) von  irgend e inem festen Puincte (pi ,  yl), 
so qilt d ie  Formel: 

zoo A d m  arithmetische Mit te l  derjelzigen W e r t h e  vorstellt, welche f ( p ,  <p) fie- 
sitzt lafigs eines um d e n  Punc t  vl) beschriebenen u~encZlic1z lileincn, Ereises. 

Auf der Kugelflache mag nun an Stelle von f(p, F) eine nzcr von p 
abhiingende Function f(p) ausgebreitet sein, d. i. eine Funetion, die langs 
eines jeden Parallelkreises constant bleibt, und nur variirt beim Uebergange 
von einem solchen Kreise zum andern. Setzen wir nun voraus, diese Function 
f (p) sei im Intervall p = - 1 . . . + 1 abtheilungsweise stetig, so wird sie 
dieselbe Eigenschaft auch besitzen bei ihrer Ausbreitung auf der Kugel- 
flache*), mithin dem Satze (a.) sich subordiniren. Demgemass ergiebt sich: 

wo A das arithmetische Mittel derjenigen Werthe vorstellt , welche die Function 

*) Es wird niimlich die Kugelflache in eine endliche Anzahl von Zonen (resp. Calotten) zer- 
legbar sein, der Art ,  dass die Function f ( p )  auf jeder einzehen Zone (resp. Calotte) stetig ist. Und 
zwar werden die zu dieser Zerlegung erforderlichen Parallelkreise durch p = &, p = P,, . . . . p = Pp 
dargestellt sein, falls man unter P, , p,, . . . . op diejenigen Werthe des Argumentes p versteht, für 
welche f ( p )  unstetig ist. 
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f ( p )  besitzt langs eines unendlich kleinen um ( { i l ,  g.i) beschriebenen Kreises. 
Zufolge dieser Definition aber wird 
(2.1 A = f ( - i ) ,  oder = 

f ( ~ i  - O )  + f (P1  + O )  , = f ( l )  sein , 
2 

je nachdem p, = - 1 , oder - 1  < p i  < 1, oder pl = 1 ist;  

wie sich solches unniittelbar durch die geometrisehe Arischauung ergiebt*). 
Bemerkt man schliesslich, dass die Formel (1.) durch Substitution des be- 
kannten Werthes (Seite 99): 

P , ( C O ~ Y ) = P , ( , U ) P , ( ~ ~ ) +  U n c o s ( c p - ~ , ) + V n c ~ ~ ~ i g > - < p i ) +  - . . . a  

die Gestalt annimmt : 

so gelangt man durch Z~isammenfassung von (2.) und (3.) zu folgendem Satz. 
Satz. - Bexeiclznet pl eine gegebene Constante, ztnd f ( p )  eine FumAion, 

die i m  Intervall p = - 1 . . . . + 1 a 6 t h e i l u n g s w e i s e  s t e t i g  i s t ,  so zcird 
der A~tsdrzick : 

= f ( -  1 )  , oder - - f ( h - O ) + f ( p i + o ) ,  
2 = f ( 1 )  

sein,  je ~ a c h d e m  

lJf(r) L a p = C. setzt, Der Ausdruck (p.) geht, falls man 
über in : - 1 

1% = , [COPO(Pl)  + C l P l ( ~ 1 )  + . . . + w ' n ( ~ l ) ]  ; 

andererseits werden die verschiedenen Gestalten, welche der R e r t h  dieses 
Ausdrueks zufolge der Formel (p.) besitzt, sammtlich = f(p1), sobald man 
voraussetzt , dass f geradezu stetig ist. Derngem%ss ergiebt sich folgendes 
Resultat : 

Satz. - 1st f(,«) inz Intervall ,rs = - 1 . . . . + 1 s t e  t i g  , so lasst sich 
der Wer t7~  dieser Fziszctiow fiir jedwedes der Bedifigung - 1 < pl < 1 e ~ t -  
spechende Argurnefit pl durch die Reihe dnrsteilen: 

ztnd xwar bestiwneuz sich die hier auftreteuzden consta&e+z Coefficieden C nzittelst 
dey Forw.1: 

*) Vgl. die vorhergehende Note. 
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Vernllgemeineriiiig. - Wir konnen diese nach Po, Pl, Pz, . . . fortsehrei- 
tende Entwic,klung Ieicht ein wenig verallgemeinern, indem wir an Stelle jener 
Functionen die adjufigirtefi Functionen Po,, Pl,, P,, , . . . . eintreten lassen. 
Um naher hierauf einzugehen, sei f ( p )  irgend eine Funetion, die im Inter- 
val1 p = - 1 . . . . + 1 abtheilungsweise stetig ist , und 12 eine gegebe~ze ZnlJ 
a u s  der Reihe 1 ,  2 ,  3, 4, 5, . . . . . Alsdann wird offenbar die von y,  y 
abhangende Function f (p)  . cos (lz cp) bei ihrer Ausbreitung auf der Kugelflache 
abtheilzirzgsweise stetig sein*) mithin dem Satze (a . )  sich subordinireil; so dass 
man also erhalt: 

wo A das arithmetische Dillttel deijenigen Werthe vorstelIt, welche die Function 
f (p)  cos (11 (p) langs eines um den festen Punct (pi , <g,) beschriebenen unend- 
lieh kleinen Kreises besitzt. Beachtet man aber diese Definition von A,  und 
beachtet man gIeichzeitig, dass h eine der Zahlen 1, 2,  3, 4, . . . . vorstellen, 
aIso verschieden von O sein soll, so ergiebt sich: 

je nachdem p, = - 1 ,  oder - i < ~ i < l ~  oder p i  = 1 ist. 

Bevor wir diesen Werth von A in die Formel (4.) substituiren, be- 
merken wir, dass der dort vorhandene Ausdriiek Pn(eosy), vgl. (S.) Seite 13, 
durch folgende von j = O bis j = un e n d l  i c h  gehende Reihe darstellbar ist : 

j E m  

P,(COSY) = 2 F~ Anj Pnj(p) Pnj(p1) cosAm - Y I ' ,  
j = O  

falls man nur festsetzt, dass die Ani fur j > lz eerscl~zuiszde~z sollen. Und 
gleichzeitig bemerken wir, dass die Formel (4.) durch Substitution dieser 
Reihe die Gestalt erhalt: 

Die hier in den einzelnen Gliedern der ~urnrne enthaltenen A zerfallen in 
zwei Classen, namlich erstens in die 

*) Aehnlich wie früher, wird namlich auch in diesem Fa11 die Kugelflache in eine endliche 
Anzahl von Zonen (resp. Calotten) zerlegbar sein, der Art, dass die Function f(p) cos(hrp) auf jeder 
einselnen Zone (resp. Calotte) stetig ist. 

Ne u m  ;t u n ,  Entwicklungen. 15 
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(1.) 4 ,  h ,  4, a >  4, h *  . a . . . 4 - I ?  h,  
und zweitens in die 
(II-) A,,, h ,  A h + l ,  Ah+.2, h ,  . . . . . . in inf. 

Da An, für h > . p ~  verschwinden soll, so sind die A der Classe (1.) sammt- 
lich = O ;  so dass abo in (6.) die untere Suwmationsgrenze O durch IL ersetzt 
werden darf. Andererseits subordiniren sich die A der Classe (II.) der in 
(10.) Seite 13 angegebenen Formel: 
(II a.) 

nin - h) 
A n , , = - -  n (91 + hl 

Ausserdem wird, ebenfalls naeh (10.) Seite 13, das 
(III.) ' s,, ~ t e t s  = 2 

sein, weil h eine der Zahlen 1 , 2 ,  3, 4, . . . vorstellt. - Mit Rucksicht 
auf diese ~ e m e r k u n ~ e n  gelangt man durch Zusammenfassung der Formeln 
(5.), (6.) zu folgendem Satz: 

Satz. - Bezeichnet h eine gegebe9ee ZahZ aus der Reihe 1, 2 ,  3, 4,  . . . - Y  

ferner pl eine gegebene Colzstante, endliclz f ( p )  eine Function, die irn Interval2 
p = - 1 . . . . + 1 abtheiiungsweise stetig ist, so wird der Ausdruck 

f ( P i  - 0) + f ( f l . 1  + O), = ,, = O ,  oder = 
2 

sein, je nackdem 
pi= - 1 ,  oder - 1 < ~ i < 1 ,  odev pl - 1 ist. 

Dabei Oezeic1t.net 11 die Gauss'sche Function (Note Seite 13). 
In analoger Weise, wie früher der Satz (p . )  zurn Satz (y.) führte, in 

analoger Weise leitet der gegenwartige Satz (6.) zu dem folgenden Sa.tze (8 . )  hin: 
Satz. - Bezeichnet h eine gegebene Zcthi ccus der Reihe 1,  2 ,  3, 4,  . . . Y  

und ist ferner f ( p )  s t e t ig inz Intervail p = - 1 . . . . + 1, so wird der Werth 
dieser Function fü.r jedwedes der Bedingung - 1 < pl < 1 entspechende Ar- 
gument pl entwickelbar sein in folgende Reihe: 
(P.)  f k i )  = ' I ,  'h,6(~1) + C h + l P h + l , h ( ~ f )  + c h + 2  ph+ 2 , h ( . ~ f )  $ " " jnf, 9 

deren C0efficiente.n C, sich bestimmen mittelst der Fornzel: 
+ 1 

wobei II die Gauss'sche Function bezeicl~net (Note Seite 13). An den Gr en zen 
des betrachtete~ Intervctlls, cl. k .  fiir pl = + 1, ist der Wertlz der vorstehenden 
Ileihe = O ,  ulso ohne irgend welçhe~z Zuscc~nmenhung 91tit den dort vorhandenen 
ETerthen der Fzinction f. 
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Bemerkung. - Bezeichnet y eine der Bedingung 
(1.1 - 1  I - Y =< + l  

entsprechende Constante, und f (p)  eine Function, die im Intervall - 1 . . . . Y 
den Werth O ,  hingegen im Intervall y . . . . 1 den Werth 1 hat ,  so ergiebt 
sich [aus dem Satz (P.) Seite 1121 z. B. folgende Formel: 

Und hieraus folgt fur den Specialfrtll pl = 1: 

oder, was dasselbe ist : 

( ( 2  O + P d  - 2 ,  e e a  ü r  - I < - y < 1; 

Y 

oder, falls man die hier auftretenden IntegraIe wirklich berechnet*): 
m 

(2% + 1) (1 - 9) 
(5.). - y +  n ( n + l r P J ~ ) = 2 ,  fur - 1  < Y < I ;  

1 

oder, falls man das erste Glied (1 - y) auf die rechte Seite wii-ft, und sodaiin 
durch (1 - dividirt : 

2 n + l  
(6.1 7 -  P ~ ( Y I  = I für - 1  < - y < i .  

Hieraus endlich folgt; durch Integration : 
2 n + 1  P n ( y ) = C - l o g ( l - y ) ,  für - 1  5 y < 1, 

*) Bekanntlich ist Po(p )  = 1. Somit folgt: 

(a.) fPo(*i )  d p =  1 - 7 .  

Y 

Was die iibrigen Integrde betrifft, so sei zuniichst erinuert an die für P,(p) geltende Differential- 
gleichung : 

d 
n(n + 1) P. (PI f ((1 - r2) P,.(P)) = 0 . 

Aus dieser folgt sofort: 
1 - 0% Spn d p  = - _- P,  (p l  + Conat. , 

n ( n +  1) 
und daher: 

1 

Diese Formeln (a.) und (b.) sind es, von denen oben Gebrauch gemacht wird. 
15 * 
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wo C eine Constante (d. i. von y unabhangige Grosse) vorstellt. Um dieses 
C zu finden, setzen wir y = - 1, und erhalten alsdann: 

w 

2 n + 1  ( - l ) n = C - l o g 2 ,  

3  5 7 d. i. 9 c= (log 2) - - + -- - - + -- - + . . . ., 
1 . 2  2 . 3  3 . 4  4 . 5  

oder, falls wir jeden dieser Briiche in zwei Pa.rtialbrüche zerlegen: 
1 1 1  1  

~ = ( l o s 2 ) - ( + + ~ ) + ( ~ + ~ ) - ( ~ + + ) + - . - . . ,  

oder, was dasselbe ist: C  = ( log 2) - 1 . 
Somit ergiebt sich schliesslich aus (7.): 

eine Formel, die ir, F. Neumalzn's Beitriigen sur Theorie deer Kugelfunctione~ 
(Leipzig 1878) Seite 133 (y.) auf gang nnderern Wege abgeleitet ist. 

Zweite Beilierkung. - Ersetzt man den Buchstaben EL, durch d, so ist 
nach (2.) : 

oder, was dasselbe ist : 

oder, falls man das erste Glied (1 - y) auf die rechte Seite bringt, und 
sodann dureh (1 - y2) dividirt: 

(12.) 
2 n + 1  1 

~n(;;+ij~~(~)Pn<al=iii< fur - 1  < - y < 6  < - 1 .  

Diese Gleichur,g seigt, dass der Azisdruck links wur sckei r, bar volz d ablzdngt, 
in Wirklichkeit aOer von d uzcnabhiilzgig ist. Aus dieser Gleichung folgt niin 
weiter durch Integration nach y :  

2 n + l  
( 1 3 - )  4&(>1+1) 

P,(y)  P n ( 8 )  = F(S) - log(1  - y ) ,  für - 1 _< y  < 6  < 1  ; 
- - - 

wo F(6) von y unabhangig ist. Um diese unbekaniite Function F(d) zia 
bestimmen, setzen wir in (13.) das y = - 1, und erhalten alsdann: 

*) Vgl. die Note Seite 115. 
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m 

P , ( - d ) = F ( S ) - l o g e ,  für ( - 1 ) < 6  < 1 - 

Subtrahirt man aber diese Formel von der aus (8.) [durch Vertauschung von 
y mit (- d)] sich ergebenden Formel: 

so ergiebt sich*): 
W.)  0 = 9 ( 6 ) + 1 -  log (m) , für - 1 < 6 < - 1 

4 

Und substituirt man endlich den hieraus ffir F(6) sich ergebenden Werth 
in (1 3.), so erhalt man: 

2 n + 1  4 
(14.) l+$-ij p a ( ~ )  pa(8) = log (il (1 + 6) ) fur - 1  <_ - y < a  < 1 ;  

eine Formel, welche die frühere Fortnel (8.) als speciellen f i l 1  in sich entlzult. 

8 6. 
A n d e r e  M e t h o d e  eur B e g r ü n d u n g  d e r  im v o r h e r g e h e n d e n  P a r a g r a p h  aufges te l i t en  Satee. 

Dass der im vorhergehenden 5 an die Spitze gestellte Satz (a.) Seite 11 1 
nur inz Allgemeinen richtig ist, wurde ausdrücklich bet,ont; dass also Gleiches 
auch gilt von den ubrigen Satzen jenes 5, bedarf kaum noch der Bemerkung. - 
Indem wir nun gegenwartig diesen Satzen, oder wenigstens einigen derselben 
eine strengere Fassung zu geben versuchen, benutzen wir als Grundlage die 
in (22.), (25.) Seite 100 gefundenen, die Function 

betreffenden Formeln*"). Dieselben lassen sich zusammenfassen in folgenden 
Satz : 

Sind pl und d zwei gegebene Constanten, zind ist - 1 < d < 1, so wird 

(2.) lim,=, A, (p ,p , )dp=O,  oder 

!! 
- 1 - 7.1 oder = 1 sein, 

j e  nachdern -1 < _ p , < 6 ,  oder p , = 6 ,  oder b < p ,  < 1 kt. 

Ferner wird dus vorstelzende liztegrnl stets = 1 sein, fttlls d = - 1, und stets 
= O sein, falb 6 = 1 ist. 

*) Diese Subtraction der Formeln (A.) und (B.) ist gestattet, weil die neben (A.) und (B.) 
notirten Bedingungen nur der Zuseeren Form nach verschieden, in Wirklichkeit aber identisch siud. 

**) Uebrigens kann man (wie leicht zu übersehen) zu einer strengeren Fassung jener Sgtze auch 
dadurch gelangen, dass man im Ganzen ebenso wie im vorhergehenden Paragraph operirt, dabei 
aber als Grundlage nicht den nur im Allgemeinen gilltigelz Satz (a.) Seite 111, sondern den strelzgen 
Satz Seite 95 benutzt. 
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Auf Grund dieses Satzes (2.) kann man, mit Hülfe bereits mehrfach 
angewanclter Methoden, den Werth des Ausdrucks 

herechnen, falls nur die Funct'ion f(p) im Intervall p = - 1 . . . . + 1 ab- 
tl~eiiungszueise stetig und abtheilungsweise monoton kt.  Zu diesem Zweck setze 
man f (?)  - f (pJ = F(p), zerlege sodann das Tntervall p, . . . . 1 in die für 
f(p), mithin auch für F(p) monotonen Strecken: (pl, z,), (cl, zZ), (ce, z ~ ) ,  . . . . (z,', l), 
schalte endlich zwischeii y, und z, noch einen wilikürlichen Punct Z, ein, und 

behandle sodann das Integral F(p) A,(P, p,) d p  für diese einzelnen Strecken S 
nach dem Du Bois'schen Satz (Seite 33). 

In solcher Weise erhalt man z. B. für die Strecke (pl, z,,), fdls man 
zur Abkürzung A, für A, (p , pl) schreibt, die Formel: 

Hieraus aber folgt, weil [nach der Definition von F(p)] das F(pJ = O ,  und 
das F(z,,) = f ('G,,) - f (pi) ist, sofort : 

In analoger Weise erhalt man durch Anwendung des Du Bois'schen Satzes 
auf die Strecken (z,, z,), (z,, z,), (z,, 4, etc. etc. der Reihe nach die Formeln: 

Das Integral (5.) kann man beliebig klein machen durch ein naheres 
Heranschieben des willkürlichen Punctes z, an den festen Punct p, [vgl. (4.)]. 
Sodann aber kann man die Integrale (5'.), (5".), etc. ebenfalls beliebig klein 
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machen, namlich durch Vergrosserung der Zahl n;  wie solches aus dem Satze 
(2.) unmittelbar folgt, falls man nur beachtet, dass der Punct p, links von 
sammtlichen Puncten z,, v,~, z,, 5, z,, . . . liegt [vgl. (A . ) ] .  Folglich wird 
man mittelst der genannten Operationen auch die Summen all' dieser In- 
tegrale (5.) ,  (5' .) ,  (5".), etc. beliebig klein zu machen im Stande sein; und 
gelangt also zu der Formel: 

(6.1 lim., , ~ F ( P )  A,@, PI)  d p  = O  . 
r l  

Hieraus aber folgt , falls man für F(p) seine eigentliche Bedeutung : [f (p) - f (pl)] 
substituirt : 

wo das rechts stehende f ( p l )  genauer mit f ( p ,  + O) zu bezeichnen ist, und 
wo ferner der rechter Hand stehende limes sich leicht bestimmen lasst mittelst 
des Satzes (2.). In solcher Weise erhalt man: 

ri 
je naclidem y = - 1 oder - 1 < ,u, < 1 ,  oder y, = 1 ist. 

Ebenso wie diese Formel das Intervall pl . . . . 1 betrifft, ebenso wird offenbar 
eine zweite Formel existiren, die in analoger Weise auf das Intervall - 1 . . . . $1, 

sich bezieht. Auch übersieht man sofort, dass diese letztere folgendermassen 
lauten wird: 

? 
(9.) h, =. f(p.) A, (p l  y,) d p  = 0 , oder = ("; O' , oder = f(p, - O )  

t - 1 
je nachdem p, = - 1,  oder - 1 < p i  1 oder pl = 1 id. 

Schliesslich gelangt man durch Addition der beiden Formeln (B.), (9.), und 
indern man gleichzeitig für A, ('1, lu,) seine eigentliche Bedeutung (1.) sub- 
stituirt , zu folgendem Resultat : 

Theorem. - Bezeichnet pl eine gegebene Constante, u+zd f (p )  eine Fuwtion, 
die im Intervall p = - 1 . . . . -/- 1 abt7teilufigsweise stetig und abthei- 
iungsweise monoton ist, so wird der Ausdruck 

= f ( -  1 + O ) ,  oder - - f ( P i - O ) +   PI + O ) ,  = f 1 -  0 )  
2 

sein, je nac7ulem 
p i  = - 1 ,  oder oder pl = 1 kt. 
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Dieses Theorem sagt aus, dass der schon früher gefundene Satz (P.) 
Seite 112 in aller Strenge gilt, sobald man nur zu den dort gemachteii Vor- 
aussetzungen noch die hinzufügt, dass die gegebene Function f (p )  im Intervall 
p = - 1 . . . . f 1 ~Otheilungsweise monoton sei. Analoges gilt mithin auch 
vom Satze (y.) Seite 112. 

Bemerkuiig. - Der hier für das Theorem (10.) gegebene Beweis (an 
dem allerdings wohl nur Wenige etwas auszusetzen finden wiirden), ist nach 
meiner Ansicht immer noch nicht ein absolwt strenger. Denn der dabei als 
Fundament benutzte Satz (2.) bezieht sich nur auf den Fall, dass die (in 
ihm vorkommende) untere Integationsgrenze 8 eine gegehene Comtante ist, 
und kann also auf die IntegraIe (5'.), (5".), etc., in denen die Grenzen q, 
g, etc. mit n variiren, nicht ohne Weiteres angewendet werden. So z. B. 
finden wir in (5".) das Integral 

t' 

welches zerlegbar ist in die beiden Int,egrale: 

Dabei entspïechen p,, z, und der Eelation: 

und zwar sind [ t i ,  r i ,  t2 drei gegebene feste Puncte, wahreiid einen nzit n 
variireaden Punct vorstellt, von dem lediglich bekannt ist, dass er [vgl. (y.)] 
stets zwischen den beiden festen Puncten z, und 2, bleibt. Bringt man nun 
den Fundamentalsatz (2.) in Anwendung, so ergiebt sich sofort, dass das 
erste der beiden Integrale (P.) durch Vergrosserung von n unter jeden be- 
liebigen Kleiiiheitsgrad hinabgedrückt werden kann [denn in jenern Integral 
sind feste Grenzen vorhanden]. Wollte man aber Analoges auch für das 
zweite der Integale (p.) nachzuweisen suchen, so rnüsste man zeigen, dass 
dieses Integral dureh gehorige Vergrosserung von n. s irn u 1 tan. für a7Ze der 
Bediilgung r, 5 5 ( 2, entsprechenden Puixte 5 unter einen gegebenen Klein- 
heitsgrad hinabgedrückt werden kann. Hierzu aber bietet der Pundamental- 
satz (2:) iiicht die nothigen Mittel dar. 

Wie man diese Unvollkommenheit des Fundamentalsatzes (2.) beseitigen 
kann , werde ich im folgenden Paragraphen darlegen. Uebrigens werde ich 
dabei denselben nicht nur vervollkommnen, sondern gewissermassen ab ovo 
herleiten, und zwar unter Anwendung sehr einfacher Hülfsmittel. Die ein- 
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zigen Stützen, deren ich mieh bedienen werde, bestehen in bekannten Eigen- 
schaften der Iiugelfunctionen, namlich in der Laplace'schen Entwickluilg 
Seite 13 (8.), und in dem Sat,ze Seite 83, (16.), (17.). 

Weitere Betraohtungen über  denselben Gegenstand*). 

Auf der Kugelfliche (vom Radius Eiris) sei die beliebig gegebene, nur von dem 
&en Argument y abhangende Function F ( p )  ausgebreitet, welche daselbst überall 
stetig ist. Der absolut grosste Werth dieser Function auf der ganzen Kugelfliche mag 
M heissen. Denkt man sich ferner um jeden der beiden Pole eine kleine Calotte von1 
sphiirischen Radius Q beschrieben, so rnag der absolut grtisste Werth, den die Function 
P(p) ausserhalb dieser beiden Calotten (resp. auf den Rindern derselben) anzunehmen 
irn Stande ist, mit M4 bezeichnet werden. 

Es sei nun S1 irgend ein (von beliebig vielen Curven begrenzter) Theil der Kugel- 
flache, und A die grtisste Anzahl von Puncten, in denen der R a d  dieses Pliichen- 
theiles SI von irgend einem grossten lbeise geschnitten werden kann. Wir  stellen uns 
die Aufgabe, das über alle Elemente d y  d y  der Fliche !X ausgedehnte Integral 

naher zu untersuchen. Die hierbei erforderlichen, im Grunde ganz elementaren Be- 
trachtungen werden nur dadurch etwas mühsam, dass sie die Unterscheidung mehrerer 
Fille erheischen, je nach der jedesmaligen relativen Lage der FlEche !X zu den beiden 
Polen. So z. B. kann der Nordpol (p = 1) ausserhalb S I ,  oder ilznerhalb 3, oder am 
Rande von 3 liegen; Analoges gilt vom Südpol (p  = - 1); u. S. W. I m  Ganzen 
ergeben sich also neun verschiedene Fiille. 

Um unsere Betrachtungen durch diese grosse Anzahl einzelner Falle in einiger- 
massen übersichtlicher Weise hindurch zii dirigiren, wollen wir vorlhfig den Süclpol 
stets ausserhalb SI lassen; so dass alsdann nur noch d ~ e i  Fille zu unterscheiden sind, 
je nach der Lage des Nordpols. 

Zieht mau auf der Ihgelflache vom Nordpol zum Südpol irgend einen Meridian 
cp, und bezeichnet man diejenigen Strecken dieses Meridians, welche auf die gegebene 
Flache !X fallen, der Reihe nach mit (p,, y,), (y,, y3), . . . . . ( p p - l ,  pp), was einiger- 
massen angedeutet werden kann durch folgendes Schema [in welchem der Nordpol N 
zur Linken, und der Südpol S zur Zechten liegt]: 

so ergiebt sich aus (1.): 

*) Die Tendenz dieser Betrachtungen ist dargelegt in der Sclilussbenierkung drs vorhergeheilden 
Paragraphen. 

Neumann,  Entwicklungen. 16 
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Hier sind die Werthe F ( p l ) ,  F (p2) ,  . . . . F ( h )  ihrem absoluten Betrsige nach sammtlich 
< M; auch ist die Zahl p 5 A;  [wie aus den für M und A gegebenen Definitionen - - 
unmittelbar folgt]. Somit ergiebt sich sofort: 

(4.1 absJ  < - 2 n A M .  

Daneben kann noch eine etwas allgemeinere Formel hinzugefügt werden. Bezeichnet 
man namlich den zmischen irgend zwei Meridianen rp = gp, und p = qo $. $J gelegenen 
Theil der Flache Sr mit nXp, und den diesem Theile rUq entsprechenden Theil des 
Integrales J(1.) mit Jq, so ergiebt sich, wie leicht zn übersehen, aus (3.) nicht nur 
die Formel (4.), sondern gleichzeitig auch folgende Formel : 
(4a-1 abs Jv 2 V A M .  

Dies vorausgeschickt, gehen wir über zur genaueren Betrachtung der vorhin genannten 
drei Fiille. 

Erster FaZl: Beide Pole liegen ausserhalb a. Alsdann kann man um diese 
Pole zwei einander gleiche Calotten beschreiben von solcher Kleinheit, dass samrntliche 
Randpuncte der Flache SI ausserhalb dieser beiden Calotten liegen, und Gleiches also 
z. B. auch gilt von den i n  (2.) auftretenden Puncten y, ,  pZ ,  . . . . pp . Bezeichnet 
man also den spharischen Radius dieser beiden (gleich grossen) Calotten mit Q, so 
werden F(p , ) ,  F(p2) ,  . . . F(pp) ihrem absoluten Betrage nach siimmtlich 2 Ne sein, 
[wie aus der Definition von Ma unmittelbar folgt]. Und demgemass ergiebt sich aus 
(3.) : abs J 222 A2114 , oder, was dasselbe ist : 

(5a.) J =  O 2 n A M e ,  

wo O einen unbekannten (positiven oder negativen) achten Bruch vorstellt. 
Zweiter Full: Der Nordpol liegt iuznerhal b 2L, hingegerû der Siiclpol nach wie vor 

azcsserhalb a. Alsdann ist der in (2.) auftretende erste Punct p, für siimintliche 
Meridiane identisch mit dem N o r d ~ o l ,  rnithin p, für alle Meridiane = 1. Docli wird 
man um die beiden Pole zwei gleich grosse Calotten beschreiben k6nnen von solcher 
Kleinheit, dass die ubrigen Puncte p,, p3, . . . . b, und zwar bei sZmmtlichen Meri- 
dianen, azcsserhalb der beiden Calotten liegen. Bezeichnet man also den s~har ischen 
Radius dieser Calotten mit g,  so werden F(p,), F (p3) ,  . . . F(pp)  ihrem absoluten 
Betrage nach durchweg < - M g  sein. Und demgemass ergiebt sich [weil p l  = 1 ist] aus (3.) : 

(5'3.1 J = ~ Z F ( ~ ) + O . ~ Z A M ~ ,  
wo O wieder ein Zchter Bruch ist. 

Dritter Fail: Der Nordpol liegt a m  R a n d e  vorû 3, hingegelz der Siidpol nach wie 
vor uusserhalb a. Alsdann sind die den einzelnen Meridianen entsprechenden Puncte 
p i  theils im Nordpol gelegen, theils von demselben entfernt, also der Werth p, theils 
= 1, theils < 1. Bezeichnet man insbesondere die beiden die Flache SI in1 Nordpol 
tangirenden Meridiane mit cp' und p", und zwar in solcher Weise, dass a = p" - 9' 
denjenigen Winkel reprasentirt, welcher von der Plache erfiillt ist, und setzt man 
den zugehorigen Aussenwinkel (27~  - a) = a,, so wird jenes p, = 1 sein für alle 
Meridiane des Winkels a, hingegen < 1 für die Meridiane des Winkels a, .  - Um 
unter diesen Umstinden die Formel (3.) weiter behandeln zu konnen, construiren wir 
zu jedem der Meridiane y' und p" zwei Nachbar-Meridiane, deren Azimuthe respective 
mit 9' + A $11 und y" & +r j  bezeichnet sein niogen, wo r j  eine positive Grosse von 
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willkürlicher Kleiszheit vorstellt. Gleichzeitig bezeichnen mir mit S' den zwischen den 
beiden Meridianen rp' + +q gelegenen schmalen Streifen der Kugelfkche, ebenso mit 
S" den zwischen den beiden Meridianen rp" + - + 7 gelegeneii Streifen, endlich mit Sa - ,J 

und S,,-, diejenigen Theile der KugelR&che, welche nach Absonderung dieser schmalen 
Streifen S' und S" noch übrig bleiben. Die Winkel, welche diese vier Theile S', S", 
S, - ,,, Sad-, an  eineul der beiden Pole besitzen, sind alsdann resp. gleich 7 ,  7, 
(a - 4, ("O - 11). 

Betrachtet man nun diejenigen Puncte pi, pz,  p 3 ,  . . . . pp [vgl. (2.)], welche 
den Meridianen des Gebietes Sa-, angehoren, so bernerkt man, dass der erste p, dieser 
Puncte für all' jene Meridiane identisch mit dem Nordpol ist. Diesen Punct p, ausser 
Augen lassend, aber wird man um die beiden Pole zwei gleich grosse Calotten von 
solcher Kleinheit beschreiben konnen, dass die iibrigen Puncte p2, g3, . . . pp für alle 
Meridiane des Gebietes Sa-, ausser7zalb der beiden Calotten sich befinden. Anderer- 
seits sind die den Meridianen des Gebietes Sao- entsprechenden Puncte pl, p,, p,, . . . . pp 
siirnrntlich durch gewisse Zwischenraume vom Nordpol getrennt. Man wird daher die 
schon construirten Calotten so weit verkleinern konnen, dass diese Puncte p l ,  pI ,  p3,  . . . . ~ l î ,  

für alle Meridiane des Gebietes Sa0-, a~sserhalb der Calotten liegen. Solches ausge- 
führt ,  ergeben sich, falls man den spharischen Radius jener beiden zuletzt erhaltenen 
Calotten mit Q benennt , andererseits aber die den Gebieten Sa-,l, Sa, - ,), S', Sr' ent- 
s~rechenden Theile des Integrals J (1.) resp. mit J ,-,,, J J', J bezeichnet, aus 
(3.) die Formeln: 

Ja - ,, = ( a  - q )  F (1 )  + 4' ( a  - q )  AM?, 

Ja. - T~ = O + 8 " ( a o - q ) A J I e ;  

und gleichzeitig ergiebt sich aus (4a.): 
J' = 4"' . q  A M ,  
J "- 4"". q A  nf . 

Aus diesen Formeln folgt durch Addition: 

oder, anders georduet : 

J== a  F(1) $ [ . 2 0 ' A ~  - ~ O A M @  - ~ ( i ) ]  rl + O (u  + a,) A M ? ,  

oder, weil der in den eckigen Elammern enthaltene Ausdruck seinem absoluten Betrage 
nach < (4 A M  +- M ) ,  andererseits aber a + rr0 = 222 ist : 

wo 8, O (ebenso wie @', a", a"', a"", 0') unbekannte achte Brüche vorstellen. 
Zusammerzfassung der drei betrac7~teten Fulle. Die drei Formeln (5 a.), (5 b.) , (5 c.) 

zeigen hinsichtlich des mit O behafteten Gliedes volle Uebereinstimruung. Aber auch 
das mit @ behaftete nur in der letzten Formel auftretende Glied kann [weil 6 ein unbe- 
kannter achter Bruch sein soll, mithin auch - O sein darf] in den beiden ersten Formeln 
hinzugefügt werden; und es konnen daher jene drei Formeln zusammenpefasst werden 
zu folgender eilzen Formel: 

(6.) ~ = ~ ~ ' ( ~ ) d p d r p = a F ( l ) f  4 . ( 1 + 4 4 ) M ~ + O . 2 i A M P ,  

16' 
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1 24 Die Laplace'sche Reihenentwicklung. 

wenn man nur festsetzt, dass a = O, oder = 27c sein solle, falls der Nordpol ausser- 
halb, resp. innerhalb 2 liegt, und dass ferner a gleich den1 Wirikeln2aass der Plache '% 
im Nordpol sein solle, sobald dieser Pol a m  Rande von 3 liegt. 

Zusammenfassung siimmtlieher Fiille. Wenn wir die bisher bestàndig festge- 
haltene, den Fornleln (5a.)) (5 b.), (5c.) und (6.) zu Grunde liegende Voraussetzung, 
dass der Südpol ausserhalb Sr liegt, gegenwartig fallen lassen, und die relative Lage 
der Flache in Bezug auf jenen Südpol variiren lassen, so erhalten wir, wie leicht zu 
übersehen, an  Stelle der Formel (6.) folgende allgemeinere Formel: 

(7.) ibf(p) d p  dip = u B(1) - IY' F(- 1) + 8. . (1 + PA) + O ~ n d f i I P ,  
- - 

wo das a' dieselbe Bedeutung für den Südpol hat, wie a für den Nordpol. Dividiren 
(1 + 4A)Mrl wir diese Formel durch 2n, und beachten wir, dass die so entstehende Grosse 

2, , 
die hinfort mit S bezeichnet werden mag, ebenso wie der in ihr enthaltene Factor q 
eine positive Grosse von willkürlicher Kleinheit vorstellt, so gelmgen wir zu folgendem Satz. 

Bezeichszet P(cos w) oder F(p)  eine auf der Kugelflache azcsgebreitete, daselbst iiberall 
stetige Function, ferner .Me den ubsolz~t grossten Wer th ,  den diese F ~ n c t i o n  zwischen zwei 
Parullelkreisen w = g und w = n - g aszxunehnte~ i m  Stande ist,  und bezeichnet endich  
Sr eine auf der  Eugel gegebene Flüche, deren Rand  von einem grossten Kreise ~zientals iin 

mehr als A Puncten ge$chnitten wird,  so gilt die Formel: 

Hier hangt a lediglich ab von der reiativen Lage des Nordpols zur Fldiche 2; und swar 
ist a = O oder = 2 z, falls dieser Pol a u s s e r  ha1 b , rcsp. in n er  h a  1 b liegt, anderer- 
seits aber reprüsentirt a dus Winkelmaass der Flaclze in$ Nordpol, sobald clieser Pol 
an% R a n d e  von 2 liegt. Und die analoge Bedeutung hat a' für devz Siidpol. Ferner 
sind 8, 0 swei unbekannte (positive oder negative) &chte Briiche, und endlich ulzd g 
zwei positive Grossen von w i l l k ü r l i c h  au  w a h l e n d e r  K l e i n l ~ e i t .  

Allerdings steht g zu 1 oder (was dasselbe) zu q in einer gewissen Abhangigkeit, 
wie aus den geometrischen Bedeutungen von Q und q sofort sich ergiebt. Lisst man 
namlich 5 (resp. g) fortwahrend sich verkleinern urid schliesslich verschwinden, so wird 
Q ebenfalls mehr und mehr abnehmen bis zum schliesslichen Versehwinden. So lange 
aber [ (resp. g) von Null verschieden bleibt, wird a.uch g von Null verschieden bleiben 
dürfen. W i r  haben also hinsichtlich der beiden kleinen 
(8 a.) positiven Grossen t und Q 

suln vorhergehenden Sutse noch hinzusufügen, dass S und damit zugleich auch das von S 
abhangende g ad libitum verkleinert werden da$ dass aber g stets von Nuil  verschieclen 
bleiben kann,  so lange rnavz S von Null verschieden erhalt. 

Anwendung auf die Kugelfunctionen. - Setzt man in (8.) für F(p) die Function 

so wird offenbar F ( 1 )  = 1 und P ( -  1) = 0, ferner M = 1, und ferner [zufolge 
Seite 84 (17.)]: 
(P.)  M' < - - Max P:*-~, 
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falls man niimlich unter Max fn die gr6sste der Zahlen f,, fn+ l, fn+z ,  . . . . in inf. 
versteht,. Nimmt man also gleichzeitig für die Fliehe S( eine beliebig gegebene Calotte 
[ob der Rand derselben durch einen der Kreise p = Const., oder durch irgend welchen 
anderrt Kreis dargestellt ist, sol1 gleichgültig bleiben], mithin die Lahl A = 2; so ge- 
winnt die Formel (8.) folgende Gestalt: 

und diese Formel kann, weil 

ist [vgl. Seite 46 (yl.)], auch so geschrieben werden: 

~ a b e i  ist alsdann das a: offenbar = O, oder = n, oder = 2z, je nachdem der Xordpol 
(p  = 1) ausserkaEb der Calotte a, oder a m  Rande von S I ,  oder innerhaib U liegt. 

I n  der vorstehenclen Formel (10.) bezeichnet w den spharischeu Abstand des 
Elementes d p  drp von1 Nordpol. Da nun aber die relative Lage dieses Nordpols zur 
gegebenen Calotte 91 eine v6llig willkürliche ist, so wird die Formel nicht nur auf den 
Nordpol, sondern eben so gut auch auf jeden beliebigen andern Punct (p,, rp,) an- 
mendbar sein; man erhalt also die weitere Formel: 

wo y den sphirischen Abstand des Elementes dp  d ~ p  von einem beliebig gegebenen 
Puncte (p,, cp,) bezeichnet, wiihrend a = O, oder = n,  oder = 2n ist, je nachdem 
dieser Punct (p,, y,) ausserhaZb SI, oder am Rande von U, oder innerhalb SI liegt. 

WLililt man jetzt 
p = Const., z. B. vom 
enthalt, so nimrnt das 

endlich die Calotte 3 der Art, dass sie von einem der Kreise 
Rreise p = Q begrenzt wird, und den Nordpol (,u = 1) i n  sich 
links stehende Integral die Gestalt an: 

d e r ,  falls man für P,(cos y) die bekannte Entwicklung [Seite 13'(8.)]: 
P n P s  Y) = Pn(P) P,(P,) 4- U cos!<p - 9,) + v cos ~ ( C P  - Y , )  + . . . 

substituirt, folgende Gestalt: 

2 n +  1 

i 
Und man gelangt daller niittelst der Forniel (Il.), falls man daselbst 5 = A setzt, 

2 n 
zu folgendem Satz*) : 

*) Absichtlich werden wir bei Aussprache rlieses Satzea die Fi l le  6 = 1 und 6 = - 1 &us- 
schliessen. Denn für 6 = 1 ist das zu besprechende Integral (12.) stets = O. Und aildererseits ist 
dasselbe [wie frülier i n  sehr eilzfacher Weise gezeigt wurde; Seite 101 (25.)] stets - 1, falls a = - 1 ist. 
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Sind pi und 6 xwei gegebene Constanten, and ist - 1 < 6 < 1 ,  so gilt für die 
Fwnction 

in welcher cias A = O ,  oder =+  oder = 1 ist 
je nacidenz - 1 5 pl < S, oder p, = 6, odw 6 < pi < 1 ist 

- 

Dubei sind 6, O urnbekannie (positive oder negative) iichte Brüche, ferner S ,  Q positioe 
Grossevz volû willkiirlicher Kkinheit, wahrend Max Pt"-? die friiher [Seite 3.24 (p . ) ]  
angegebene Bedeutuvzg besitzt. Ifisbesondere ist xu Oeachten, dass 5 ,  und dumit xugleieh 
amh dus vofi S abhangende p ad l ib i tum verkleinert werden darf, dass aber Q stets voa 
flz611 verschieden bieibea darf, so lange man dus t, von Nzdl verschieden whalt [vgl. (Sa.)]. 

Aus diesem Satze folgt sofort, duss das Integral (12.) mit uaendlich zunchsendew 
n gegen die Constante A (d. i. gegen O ,  4 oder 1) convergirt. Denn ist irgend ein Klein- 
heitsgrad s gegeben, so kann man zunachst das Glied 9.g durch Verkleinerung der will- 
kürlichen Grosse g unter 4 z ,  sodann aber das folgende Glied 2 0 Max Pt " - @  durch Ver- 
grosserung von n ebenfalls unter .$& liinabdrücken [Satz Seite 83 (16.), (17.)]. U. s. W. 

Doch unterscheidet sich der gegenwartige Satz (12.) von dem frülieren Satz Seite 
117 (2.) durch eine grGssere Vollkonzmenheit, indem er genaixer eingeht auf die Ar2 afid 
Weise, in welcher jene Convergenz stattfindet. I n  der That übersieht man leicht, dass 
der gegenwartige Satz (12.) den von uns verfolgten Zwecken [vgl. die Bernerkung 
Seite 1201 vollkommen entspricht. 

Fünftes Capitel. 

Die nach Cglinderfunctionen, d. i. nach Bessel'schen Functionen fortschreitende 
Integraldarstellung. 

Die in1 gegenwartigen Capitel anzustellenden Betraehtungen sind denen 
des vorhergehenden iin Ganzen analog, unterscheiden sich aber von jenen 
dureh eine grossere Einfachheit. 

. Q 1. 

Einige Eigenschaften der Bessel'schen Functionen. 

Erster Sstz. - FGr reelle Werthe vofz x; ist stets: 
(1.1 abs J ( x )  < - - 1. 

Demgeuzass bleibt die Curve y = alcs J(x)  ilzrew ganxen Verlaufe nach xwischen 
den beiden Purallelli~zien y = O und y = 1. Auch ist  die Ordinate dieser 
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Curve lim Punct  x = 0 gerade = 1. Der Beweis dieses Satzes ist schon 
fruher gegeben wcrden; vgl. Seite 1 9  (4.) und aueh Seite 18 (1.). 

Ferner haben wir auf Seite 20 gesehen, dass die Funetion J(x)  für 
selw grosse Wertlie von x darstellbar ist clurch die Formel: 

A sin x + B cos x J(x) = - 
Y, 9 

wo A,  B gewisse Constanten sind. Und hieraus ergiebt sich sofort folgender 
Zweiter Satz. - 1st u eine ~ o s i t i v e  Grosse, u n d  bezeichnet n m z  d e n  

absolut grossten Wertlz,  welclzen d ie  Bessel'sclze Function J(x) iat Intervall  
x = a . . . . oo anxunehrnefi i f i z  Stande i s t ,  mit 

(-4 ya, 

so wwd rnan dieses Y" durch Vergrosserung von a unter  jeden beliebigen ICleigz- 
heitsgrad hinabxudrücken im Stande sein. Auch  bemerkt nzcuz, dass ,  w e n n  
O < a < a, < a2 . . . . i s t ,  xwischen. den zzcgehorigefi Grossen Y stets die Re- 
lation stuttfinden wird:  

@a-) Ya > - Y"' 2 - Y"' 2 etc. etc. ; 

dass abo  Y" bei wachsendent a ilîzmer nur a b n e l m z e n  knnn. 
Aufgabe. - Dies vorausgeschiekt, stellen wir uns clie Aufgabe, das 

Iiitegral 
A 

(3.1 JF(x) dJ0 d x ds 
O 

naher zu untersuchen, - unter der Voraussetzung, dass die Function 
(4.) F(4 
im Intervall x = O . . . A abtheilungsweise stetig und abtheilungsweise nzonoton 
is t ;  dabei sollen A und q beliebig gegebene p o s i t i ~ e  Constnnten sein. 

Wir zerlegen das Intervall O . . . . A in die für F(x) nlonotonen Strecken 
(0, z,), (ri, rz), (zz, r3), . . . . (rP-,, A), und schalten überdies zwisclien O 
und z, noeh einen variablefi Punct a ein. Der absolut grosste Werth, den 
die Function J(qx) im Intervall x = a . . . . . oo anzunehmen im Stande ist, 
wird alsdann dargestellt sein durch YoU [vgl. die bei (2.) eingeführte Be- 
zeichnungsweise]; ferner mag der absolut grosste Werth von F(x) für clas 
ganze Intervall x = O . . . . A mit J I  bezeichnet werden, und solehes ange- 
deutet werden durch die Formeln: 
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für x = 0. . . . . A sol1 sein: Max (abs F(x)) = M, 
(6.) 

für x = or . . . . A . . . . 00 ist: Max (abs J(pz) )  = Yqa. 

Bringt man nuil den Du Bois'schen Satz (Seite 33) auf die in (5.) angegebenen 
einzelnen Strecken der Reihe nach in Anwendung, so ergiebt sich zunachst 
für die Strecke (O, GY) : 

Beachtet man nun, dass nach (1.) das J(0) - 1, und das abs J(qt) 5 1 
ist,  und beachtet man ferner die in (6.) notirten Bezeichnungen, so gewinnt 
diese Formel folgeiide Gestalt: 

n 

(7.) d x  = - .(O) + 0 [F(o) - ~ ( a : ) ]  + a M ï q a l  
ds 

O 

wo 0, 9. achte Brüche vorstellen. Ferner ergiebt sich durch Anwendung des 
Du Bois'schen Satzes (Seite 33) auf die Strecke (a, z,) folgende Formel: 

Desgleichen gelangt man durch Anwendung des Du Bois'schen Satzes auf 
die Strecke (z,, z,) zu der analogen For~nel: 

u. S. W. u. S. W. Dabei sind $,, 6 2 ,  etc. lauter achte Brüche. SchIiesslich 
erhalt man d~wirch Addition all' dieser Pormeln (7.), (7'.), (i"'.), etc.: 

oder, was dasselbe ist : 
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wo übrigens im Gliecle V das Zeichen abs gestrichen werden konnte, weil 
die daselbst befindlichen Factoren ihrer Bedeutung nach stets positiv sind. 

Mittelst diesei Formel (9.) kann man nun den auf ihrer linken Seite 
stehenden Ausdruck durch gehorige Vergrosserung von q unter jeden be- 
liebigen Kleinheitsgrad E hinabdrüeken; in der Weise, dass man zunachst 
dss Glied U diirch eine geeignete Verschiebung des variablen P~inctes a") 

unter E , sodahn aber das zweite Glied V,  dureh Vergrosserung von q , eben- 
falls unter + e  hinabdruckt**). Auch bemerkt man, dass jecles der beiden 
Glieder U und V unter Z e  fileiben wird, fdls man nach Ausführung der eben 
genaniiten Operationen das q noch weiter anwachsen lasst *w). Iiuïz die 
Formel (9.) zeigt in deutlicher Weise, dass die linlîe Seite dieser Formel bei 
unendlich wachsendem q gegen O convergirt. Und wir gelangen daller zu 
folgendem Satz: 

Dritter Satz. - Beaeichnet A eine beliebig gegebelze positiue Comtmzte, 
zind F(x) eine Func t ion ,  die in& Intervall x = 0 . . . . A n O t h e i  1 zc 97 g szo e i s  e 
s t e t i g  u n d  a b t h e i l u n g s z v e i s e  m o n o t o n  i s t ,  so gilt d ie  F o m e l :  

Dass  die Gqposse F(0) genauer m i t  F(+ O )  su bexeichnelz i s t ,  liegt Mar xu Tage. 
Wir fugen schliesslich noch folgenden Satz hinzu, der aus (9.) Seite 20 

sofort sic11 ergiebt, wenn man das dortige y mit p, und das dortige a niit 
x vertauscht : 

Vieinter Satz. - Für beiiebige R é r t h e  von  p ulzd x gilt d i e  Formel: 

Diesel- Satz  i s t  (l~eiliizrfig benzerlît) nicht lzur a m l o g  m i t  d e m  fi-ül~eren Srrfx 
(Seite 91) : 

n 

(12 1 Z('L~.+ 1) P,(x) =Pk(x) + P;+~(x), 
U 

somiersz kamz nus  dieseln a u c h g e r  a d ex zi a bg e 1 e i t e  t zoe~clelz C ~ U ~ C ~ L  eilîelt 
leic7zt sich ergebenden Grenzübergaszg. 

*) Diese geeignete Verschicbung besteht da ri^, class mau jenen Punct cr hinreichend nahe au 
den festen Punct O heranschiebt [vgl. (5.)]. 

**) Dass solches immer moglich ist, folgt sus dem Satze (2.). 
+**) Dies folgt aus clem Satze (ia.). 

N e u m a n n ,  Entwicklungen. 
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8 2. 
Ueber die nach Bessel'schen Functionen fortschreitende Integraldarstellung. 

in der Hori~ontaleOene mogen die Polarcoordinaten eines beliebigen 
unriabien Punctes mit Q ,  y bezeichnet werden; und zwar sei g der Abstand 
des Punctes vom Anfangspunct, und g, das Azimuth. Denkt man sich a,lso 
auf dieser Horizontalebene irgend eine Function 
(1.) f'k, 'Pl 

ausgebreitet, so wird ihr Werth im Anfangspunct = f(0, v) sein. 1st also 
die Function im Anfangspunct stetig, so wird dieses f(0, y )  eine vollig be- 
stimmte, d. i. von gp unabhangige Grosse sein. 

Beschreibt man ferner um den Anfangspunct einen Kreis vom Radius Q, 
so wird dàs arithmetische Mittel F derjeiiigen Werthe, welche die gegebene 
Function (1.) langs dieser Kreislinie besitzt, iiur von Q abhangen, und dem- 
gemass mit F(g) zu bezeichnen sein. Reprasentirt d s  = @cl rp clas beim 
Puncte (g, cp) gelegene Bogenelement des Kreises, so ist offenbar: 

beide Integrationen hinerstreckt über den ganzen Kreis, d. i. von rp = O bis 
~p = 2 fi. Hieraus folgt: 

2 n 

Beilaufig sei noch bemerkt, dass der Ausdïuck 
(3.) lime F(Q)  

zu bezeichnen sein wird als das arithmetische Mittel derjenigen Werthe, 
welche die gegebene Function f besitzt langs eines um den Anfangspunct 
besehriebenen unendlich kleinen Kreises. - Dies vorausgeschickt , wenden 
wir uns zu unserer eigentlichen 

Aiifgnbe. Nach unsern früheren aber sehr unsicheren Ueberlegungen 
(Seite 18) ist jede Function f (g , y) dar~t~ellbar durch ein nach den Bessel'schen 
Functionen fortschreitendes IntegraI, namlich in einern beliebigen Puncte 
(g, , 9,) darstellbar durch folgende Formel : 

wo ç die gegenseitige Entfernung der Puncte (g ,  y) und (g,, rpi) vorstellt, 
mithin den Werth hat: 
(5.1 s = ve2 + el2 - 2 e QI COS (cp - 91); 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Die nach Bessel'schen Functionen fortsclireitende Integraldarstelliing. 131 

Um die Correctheit resp. Incorrectheit dieser Foimel (4.) zu beurtheilen, 
haben wir das in derselben auftretende Int,egral 

q 'Ln 
O O 

einer genaueren Untersuchung zu uiiterwerfen. Um dabei aber sicher zu 
sein, dass dieses Integral sich wirklich ausführen lasst, wolle~z wir  von  ~ o m -  
herein arzlzehnze~z, die Ho~-izontaleOene E o w e  durcl& irgend welc7te Curvejz, w s p .  
durck irgend welches Ne t z  v o n  Curwen in eine Ainxalzl votz Thei len  zerlegt ~c;ern'efz, 
der  A r t ,  dnss d ie  Fzrnction 
(8.1 f ( e 3  'P) 

nzrf jedenz solcken The i l e  s t  e t  i g  ist. 
Dies vorausgeschickt , beginnen wir zunachst mit dem Specialfall , dass 

der Punct (g,, rpi) gerade im Anfungsyunct  liegt, iuithin g, = O ist. Alsdann 
wird nach (5.) : ç = g; so dass also das zu untersuchende Integral (6.) die 
Gestalt annininit: 

Hieraus folgt iiîittelst des vierten Satzes (Seite 129): 

also dureh Einführung der auxiliaren Function F(g) ,  [vergl. (2.)]: 

Hieraus aber folgt weiter, falls jene auxiliare Function F(9) iin Intervall 
Q = O . . . . R aOtheilungszueise stetig und aOtheilu+zgsweise monoto~z ist, mittelst 
des dritten Satzes (Seite 129): 

wo gegenwartig der Ausdruck rechts [vergl. (3.)] bezeiclinet werden lrann 
als d m  arithozetische Mit te l  deyjènigen W e r t h e ,  zoelc7~e die gegebegze f i tnction 
f (9, cp) Oesitzt lnq~gs eines unemlkich kîeilten zcm d e n  An fa~zgs lmnc t  beschrieOelze~z 
Ifieises. Somit gelangen wir zu folgendem Resultat: 

17 * 
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Tlieorem. - Ist die Fzmtion. f (9, v) auf ei~er z m a  den. Anfci+zgspzct 
mit clem Rnclius R beschriebeuejz Kreisflüche ab t 7% e i 1 zc n g s zu e i s e s t e t i g "), u9td 

so zvircZ dieses S, Oei unencllic7t wachsendem q gegen eilze besti~nmte feste Greme 
convergi~en. Und xwar ist  diese Grenxe dargestellt clurch das nritlznzetisclze 
illittel cierjenigen TVerthe, welche f ( Q ,  9) besittt l&z,ys eines ~ 9 1 . 2  den Anfcc+q- 
pztnct beschriebefzen zinendlich kleinen Kreises. 

IVB. Doch ist dieses Theoreîn mit .o.oller Sicherheit nur clccnn ccnwendbnr, 
wenn die nuxilinre Functioin F(g) im Intercul1 g = O . . . . R a bt 7aei Z zcngs- 
weise stetig tind a6theilungsweise wonoton ist**). Dccbei ist cZiese nuxilinre 
Ftmction F(g) [vergl. (2.)] defi~zirt xu cZenX.cn ais dns aritlmetische JIittel der 
gegeeenen Fztnctio?~ f ( ~ ,  9) fur eine z w z  den A+zfungspzmct nzit dem Raclius g 
besclzriebene Kreisperip7herie. 

Verallgeineiiiernng. - Dieser Satz bezieht sieh znnachst nur auf eine 
Lm den Anfangspumt beschriebene Kreisflc~che R, Iasst sich aber leicht über- 
trageii aiif eine um einen beliebigen Pmct (g,, cpi) beschriebene Kreisfl:iche 
8'. Bezeichnet man n&mlich clie diesen Fliichen entspreehenclen Integrale S, 
resp. mit S, und S,', nnd setzt man ausserdem znr augenblicklichen ,Qbkiirzung : 

mithin: 

wo ç den hbstand des variablen Punctes (g, 9) vom Mittelpunet (g,, 50,) der 
Kreisflaehe R' vorstellt. 

Um die gegenseitige Beziehung zwischen diesen beiden Integralen S, iind 
Si deutlicher hervortreten zu lassen, wollen wir für den Augenblick annehmen, 
die Function f ( g  , 50) reprasentire die Dichtigkeit einer anf der Horizontalebene 

*) Es wird also vorausgesetzt, dass die Function auf dieser KreisfliFc7ze der in ( 8 )  Seite 131 
angegebenen Bedingung entspricht, dass mithin diese Plache durch irgend ein Curvennetz in einzelne 
Theile zerlegt werden kann, der Art,  dass f ( ~ ,  9) auf jedem solchen Theile st.etig ist. 

**) Vgl. den Uebergang von (9.) zu (10.). 
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ausgebreiteten Massenbelegung. Alsdann reprgsentirt offenbar f (g, y) g cl 9 d q  
ein JIc~sseneZement dieser Belegung (namlich diejenige Masse, welche vor- 
handen ist auf dem k'liichenele~~zent qdg dZ) .  Es reprasentirt also S, die 
Summe aller auf R vorhandenen Massenelemente f (Q , 9) Q d g d y ,  jecles noch 
multiplicirt mit A,(g), wo Q den Abstand des Elementes vom Mittelpunct 
der Iireisflache R (d. i. vom Anfangspunet des Coordinatensystems) vorstellt. 
Und ebenso reprasentirt Si die Summe aller auf R' vorhandenen Rlassen- 
elemente f (g , y) qdg dcp, jedes noch multiplicirt mit A, (ç), wo ç den Ab- 
stand des Elementes vom Mittelpunet (g,, yl) der Kreisflache 8' vorstellt. 
Kurz, das Tntegral S, hat zur Kreisfl&che 8 genau dieselbe Beziehung, wie 
das Integral Si zur Kreisflache 8'. Blicken wir also zurück auf clas fiir S, 
erhaltene Theorem (A.) Seite 132, so erkennen wir sofort, class fiir Si folgendes 
analoge Theorem gelten muss : 

Theorem. - 3 s  sei &' eine in. der Horixontcrlebeqze b e l i e b i g  gegebelze 
Kreisf l i icl~e,  u n d  f(g, cp) eine Fzinction, (lie azcf $Y ccbt lze i lur tgszoeise  s t e t i g  
ist .  Bexeicltnet m a n  uisclc~+zn d e n  Abstand des vnriccblen. Pwrzctes ( 9 ,  y) conz 
Ji%te@uncte (g,, y , )  jclter Kreisfliiclze 8' mit ç ,  zincl bildet clecs iiber R' 
sic1~ ausdehnende Integral : 

so wircl dieses Si Oei zutenclliclz wnchsendem q g e p z  eine bestimmte feste G r c m e  
corzvergiren. Uizd xzoar zoird diese Grenae clnyestellt se in  dzirclb dccs nrith- 
nzetische Mit te l  d e ~ j e n i g m  7;Pertlze, welche f ( 9 ,  cp) Oesitxt liings eiqzes 1 m  d e u  
Pulzct (el, y,) besclzriehewn zinencllick lîleifielz Iireises. 

NB. Doc7z is t  dieses Tlzeorenz mit coller Siclicrl~eit nzcr clnn+z a~zzoentlbar, 
w e n n  clie a u x i l i a r e  Fzcnction F(ç) a b t h e i l z ~ n y s w e i s e  s t e t i g  wzd ccb the i -  
Z u r n g s w e i s e  11zo~~oto.12 is t  für clas Intervall  ç = 0 . . . . R', zoo R' derz Rarl iz~s  
der  Iireisfluche R' Fcxcichnet. Diese auxil iare Fzc+zctioqz P(ç) i s t  PU d ~ f i m k z  
nZs das  arithmetische M i t t d  cler gegebenen. Fz iwt ion  f ( ~ ,  cp) fiir eilze zim (Zen 
Pziwd (g,, y,) mit c h z  Radizcs s besclwiebene If ieisper&l~erie.  

Tveitere Yerallgenieinernng. - Es sei 5 ein beliehiges Stück der Horizontal- 
ebene (also ein von beliebigen Curven begrenzter Theil jener Ehene), n i d  

ein über diese Flache 5 ausgedehntes Integral; clabei bezeichne s clen Ab- 
stand des variablen Punctes (Q , y) von einem beliehig geyebetzen festen Piincte 
(g,, g.,). Ob dieser feste Punct (g,, y,) innerhalb ocler ansserhnlb 2 liegt, 
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mag daliingestellt bleiben. Es sol1 der Werth untersiicht werclen, gegen 
welchen dieses Integral Tq bei unendlich wachsendem q convergirt. 

Zu diesem Zweck beschreiben wir um ( p l ,  qi) als Mittelpunct eine Kreis- 
flache 8' von solcher Grosse, dass die gegebene Flache 5 vollstandig inner- 
halb R' liegt; und gleichzeitig wollen wir uns die in (14.) enthaltene uiid 
nur auf 5 bezügliche Function f ( g ,  y) über S hinaus in solcher Weise fort- 
gesetzt denken, dass sie auf der Plache ($'- 2) iiberall = O ist. Alsdann 
bleibt offenbar der Werth des Integrales Tq (14.) ungeandert, wenn man 
dasselbe nicht über 5, sondern über R' ausdel-int. Nach dieser Umanderung 
aber subordinirt sich das Integral dem vorhergehenden Theorem (B.); so dass 
man also vermoge dieses Theorems zu folgendern Resultat gelangt: 

Theoreiii. - E s  sei 5 e i n  b e l i e b i g  g e g e b e f i e r  T h e i l  der IIorizo?ztal- 
ebene, zcnd f ( ~  , y) eine Funct ion,  d ie  nzcf dieser Fliiclze S a b  t h e i l  u n  gszue i s  e 
s t e t i g  ist .  Bezeiç7~net m a n  ulsdann d e n  Abstnnd des variablen Punctes (g , y) 
von einem b e l  i e  b i g  g e g e b e n e n  festen Puncte  (g, ,  y,) mit ç, ufzd bildct ~ « I Z  
dus  über 5 sich ~ ( zwleknende  I n t e y d :  

so w i r d  dieses Tq bei zcnendlicl~ wnchsendem q gegen eine bestimnzte feste G r e m e  
cmvergiren.  U9zd xzoar wird  diese Gre~zxe ,  falls ( Q , ,  i n n e r h a l  b Z lie,$, 
dargestellt sein c7u~ch clns arithmetische Jlrittel derjenigein W e r t h e  , welc7~e f ( g  , Y )  
langs eines u~ ( Q ~ ,  y i )  besc7wiebenen u+zendlich lileinen Il;reises besitxt , 7~ingegegz 
= O se in ,  falls der P m c t  (q,, yi) a u s s  e r  h a l b  5 liegt. 

NB. Doch is t  dieses l 'l~eorem m i t  uoller Sicherheit nur d a n n  amo.endbal-, 
w e n n  die  a z c s i l i a r e  Funet ion F(ç) c c b t l ~ e i l u n g s z u e i s e  s t e t i g  u n d  a b t h e i -  
Z l n n g s w e i s e  n z o n o t o r ,  i s t  fiir clcis Interucd1 ç = 0 . . . . R', zuo B' d e n  I tadius  
eiszer um ( Q , ,  ty,) beschriebenen zwcl d ie  gegehene Pliiche Z zwschliessende~z l i re is-  
per ipl~erie  uorstellt. Diese auxil iure F z m t i o n  F(ç) i s t  z u  definiren als dus  ctrith- 
nzetiscl~e Mittel  der Functiofz (Q,  y) f ü r  e i w  uwz d e n  Punct  ( g I ,  y l )  m i t  dem 
B u d i u s  ç besclwiebene Ere i s lmipher ie ;  zt~zd zzuar is t  &dei tinter f, (g , y) e i~ze  
Punctiolz a u  uevstehen, welche n u f  der Fliiche 5 iclentisclb mit f ( ~ ,  y), uusser- 
7zalb 5 aber überall = O ist. 

5 3- 
Die nach Bessel'schen Functionen fortschreitenden Integraldarstellungen für den Fall, 

dass die darzustellende Function nur von e inem Argument abhangt. 

Das vorhergehende Theorein (C.) gewinnt, falls man an Stelle der Flache 
Z eine zun d e n  Arzfi~.îzgspzinct beschriebe~ze I ~ r e i s f l u c l ~ e  substituirt , folgende Gestalt : 
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Sntz. - I s t  die F u m t i o n  f ( g ,  y )  ccuf e i w r  z6nz d e n  A?/ fnngspunct  m i t  
dewz R a d i u s  R beschriebenen Iireisfluclie a b  t h e i l zi n g s w  e i s  e s t e t i g  , Oezeichnet 
~ ~ z n n  ferner d e n  Abstand des vnriciblen Punctes ( g  , 9) von  is-gend e inem festen 
Pzincte ( g , ,  9,) m i t  ç, u n d  bildet m a n  endliclz c7as iiber jefze Ifieisfliiche sich 
nusdehnende fizteclral: 

so zcircl clieses S ,  bei une~zclliclt zuaclzsende~îz y gege+z eine bestimazte feste G ~ , e u i e  
conzergiren. Ukd zzcnr zoircl cliese Grenxe,  f d s  ( 9 ,  9 3 )  in n e s- IL a 1 b der Kreis-  
fliiche l iey t ,  durgestellt sein durch das  uritlmetische nf i t te l  der jeniye?~ Werthe ,  
welche f ( g ,  y) liings einer unz (pi, beschriebcvzen u.ize~zd1ich kleinen Kreis-  
l inie besitzt, lkngegen = O sein ,  , fulls der Punc t  (9 ,  , y,) ( c zcsserhu lh  der  
Ii3reisfliiclze lieyt. 

Dabei wollen wir, allerdings auf Kosten der bisherigen Strenge, die dem 
Tlieorem (C.) in der NB. angehangte Bedingung w z  tcrdr i ic l ie~.  Uncl haben 
also festzuhalten, dass der soeben ausgesprochene Satz (a.) und clie ans dem- 
selben weiterhin abzuleitenden Consequenzen nieht niehr s twnge ,  soncleïn nur 
im Al lgemei~en .  gültig sind. Zugleich sei erinnert an die Becleutung des in 
(a.) enthaltenen Ausdrucks J (q  c). Es ist namlieh 

(a'.> Ç = Yp2 Jr pi2 - ~ Q Q I  COS ((P A i )  r 

und ferner naeh Seite 23 (19.): 

wo fo = 1, und tl = ta  = f3 = . . . = 2.  
Auf der um den Anfangspunct mit dem Radius R beschriebenen Iireis- 

&ache rnag nun an Stelle von f (9, cp) eine nur von Q abhangeiide Function 
f (e )  ansgebreitet sein, also eine Funetion, die langs einer jeden um den 
Anfangspunet beschriebenen Kreisperipherie constant bleibt , ~ind  nur variirt 
beim Uebergange von einer solchen Peripherie ziir andern. Setzen wir nun 
voraus, diese Fiinetion f (e) sei irn Intervdl Q = O . . . . It abtl~eillr~~gszc.eise 
stetig, so wird sie dieselbe Eigenschaft auch besitzen bei ihrer Ausbreitung 
auf der gegebenen Kreisflache, mithin clem Satze (a.) sich suborcliniren. 

d 

je nachdem ei = 0 Oder O < Q,  < R kt. 
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Die linke Seite dieseï Formel aber ninimt, falls man für J ( y ç )  den Weïth 
(a".) substituirt, und die Integration naeh 7 ausfülirt, die Gestalt an:  

Soinit ergiebt sich folgender Satz : 
Setz. - 1st irgencl eine T u m 3 i o u  f (9) i m  I n t e r m l l  Q = O . . . R a b  - 

t h e i l u . n g s w e i s e  s t e t i g ,  so w i r d  der Ausdruck 

= f ( 0 )  oder = f ( Q i  - 0) + f (QI + 0) 
2 

seiw , 

je lzachdem Q,  = O oder o < Q , < B  ist. 

U~2d azts dieseln Satxe selber el-giebt si cl^ ztwzittelbar *), dnss dw 212 n e d e  
stelzende Austl~wclc 

- - f!R) oder - 
2 ' - O sein wird , 

falls el = B , .respective R < Q, kt. 

1st die gegebene Funetion f (9 )  im Intervall O . . . . R nieht u b t h e i l u w p  
zceise stetig, sondeïii geïadezu stetig, so ergieht sich also die Formel: 

je nachdem Q 1 =  O ,  oder O < e ,  < R ,  oder Q ,  = R, oder R < of id. 

Diese Formel aber führt zu folgendem Satz: 
Satz. - I s t  die Fu~zc t ion  f ( g )  s t e  t i g  im Inter?;uZl 9 = O . . . It, (wo 12 

eine beliebig gegebene positive Constante voïstellt) , so zoild diesdbe f i i r  jedes 
der Bedi~zgt tng 

O < Q i < R  

entsp-echeude A~-gmrze?zt Q ,  cin~stellbar sein dure11 folge~zdes nnch den J(q q,) 
fol-tsclweitendes Indeymi  : 

*) 1st nâmlich A' irgend eine Constante, grosser a13 R, mithin 

0 < R < R', 
und versteht man unter f ' ( ~ )  ,eine Function, die iin Intervall O . . . R identisch mit KQJ ,  hingegen 
im Intervall IZ . . . R' überall = 0 ist ,  so kann man den schon bewiesenen Satz P . ) ,  statt  auf R und 
f ( ~ ) ,  auch auf  R' und f ' ( ~ )  in Anwendung bringen. Und hierdurch gelangt inan alsdann zu dem 
nnqeliangten Zusatz. 
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dessen Coefficienten C, sich bestimnzen i»zittelst der Formel: 
n 

R 

Für qi = R ist diese Darstellzcng nie ht mehr gültig. Deszn das in (y.) ge- 
na nnte Integral hat f6r p, = R nicht den Werth f (R)  , sondent den Werth 9 . 

Yerallgemeinerung. - I n  analoger Weise kann man leicht auch zu 
Integraldarstellungen gelangen, welche nach den Jh ((y q,) fortschreiten , wo 
h eine der Zahlen 1 , 2,  3 ,  etc. vorstellen soll. Substituirt man namlich 
im Satze (a.) an Stelle von f ( ~ ,  9) das Product f (e) cos ( h S p ) ,  und setzt 
man dabei voraus, dass f ( q )  im Intervall O . . . R abt12eilungsweise stetig ist, 
so e r~ ieb t  sich: 

je nachdem = O ,  oder 0 < el < R ist. 

Die linke Seite dieser Formel nimmt aber, falls man für J(qs) den Werth 
(n".) substituirt , und die Integraiion nach q! ausführt, folgende Gestalt an : 

wo das E~ = 2 id**). Somit ergiebt sich der Satz: 
Satz. - 1 s t  h eine gegebene Zuhl aus der Reilze 1 ,  2 ,  3 ,  4, . . , , und 

beseichnet f ( ~ )  eine Function, die inz Intervnll q  = O . .  . R ubtheilungs- 
weise stetig ist, so wird der Ausdruck 

= O ,  oder - f ( ~ i  - 01 + f(ei + 0) - 
2 sein, 

j e  riachdem pl  = 0, oder o < Q i < R  ist .  

*) Es ist namlich zu beacbten, dass die gegebene Zahl h = 1, 2 ,  3 ,  . . . . sein soll, also ver- 
schieden von 0 ist. 

**) Vgl. die vorhergehende Note. 
X e u m a n n ,  Entwicklungen. 18 
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Und nus diesenz Satze selber ergiebt siclz uuzmittelbar *), dass der in Rede 
stehende Ausdruck 

- -- f (RI 
2 ' oder = O seilz wird , 

fails pi = R ,  res$ective R < g, ist. 

Die Formeln dieses Satzes nehmen, falls f ( g )  im Intervall O . . . R 
geradezu stetig ist , folgende Gestalt an: 

je nachdem 0, = 0, oder O < el < R ; oder el  = R ,  R  < QI 
Wir gelangen somit zu folgendem Resultat: 

Satz. - Ist die Function f (g) s t et i g  im Intervall 0. . . . . R, (wo R eine 
beliebig gegebene positive Constante vorstellt), so wird dieselbe für jedes der 
Bedingzbng 

O < . i < R  

entsprechende Argument pl darstellbar sein durck folyendes nach den J" (pg,) 

dessen Coefficienten C, sich bestimnzen mittelst der Fornzei: 

Dabei bezeichnet k eine beliebig yegebene Zakl aus dey Reihe 1 ,  2 ,  3 ,  4, . . . 
Auf die Fülle g1 = O und g, = R ist die Integraldnrstellung ( E . )  nicht 

melzr anwendbnr. Denn für g, = O a. B. 7znt das in ( E . )  angegebene Integrnl 
niclat den Werth f ( O ) ,  sondern de% Wertlz 0. 

0 4. 
Die neuen Integraleigenschsften der Bessel'schen Functionen. 

Um diese bereits in (A.), (B.), (C.) Seite 25 angegebenen Eigenschaften 
in strengerer Weise zu begründen, gehen wir aus von den Satzen (P.) und 
(d.j Seite 136, 137. Diese werden, falls man die Constante IZ mit a be- 
zeichnet , und gleichzeitig die Ruchstaben g , q mit einander vertauseht , dar- 
gestellt sein der eine durch die Formel: 

*) Namlich mittelst der schon früher (in der Note Seite 136) angegebenen Methode. 
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je nachdem 

& = O 7  oder 0 < ai < a ,  oder q, = or, oder or < q, ist; 

und der andere durch folgende fiir h = 1, 2,  3 ,  4 ,  . . . geltende Formel: 

je nachdem q, =O, oder 0 < qi < a ,  oder ql = a!, oder or < p., ist. 

Dabei ist vorausgesetzt, dass die Function f(q) im Intervall q = O . . . a 
abtheilungsweise stetig sei. 

Bus der Formel (1.) ergiebt sich für den Specialfall: y, = O folgender Satz: 
Satz. - 1 s t  a eine positive Constante, und f(q) eine Function, die inz 

Intervall q = O . . . et a b t h e i l u n g s w e i s e  s t e t i g  ist ,  so wird: 

und dies ist also diejenige Formel, durch welche die früher gefundene (unsichere 
und zweifeihafte) Forme2 (B.) Seite 25 ersetzt werden nzuss. 

Besehrankt man sich auf solche Argumente q,, welche der Bedingung 
O ( - q, - < a entsprechen, so kann man die beiden Formeln ( l . ) ,  (2.) zu- 
sammenfassen in folgende eine für 12 = 0 ,  1, 2 ,  3,  . . . geltende Formel: 

wo alsdann unter O(q,) eine Function zu verstehen, die mit Ausnahme ein- 
zelner Puncte überall = O ist. Diese Formel (3.) konnen wir offenbar auch 
so sehreiben : 

Nehmen wir nun an, es sei F ( q )  eine Function, die [ebenso wie f(q)] im 
Intervall p = O . . . a abtheilungsweise stetig ist, so ergiebt sich aus (4.) dureh 
Multiplication mit F(p,) yidq,, und durch eine nach q, von O bis a aus- 
geführte Integration : 

18" 
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Also folgender Satz: 
Satz. - 1st a: eine positive Co?zstafite, ulzd s i d  f (q) u?zd F(p) irgend 

zwei F~nctiolnefi, die im Iiztervall q = O . . . ol abt l~e i lu~ysweise  stetig 
sind, so gilt die flormel: 

wo h irgend eine der Zaldesz 0 ,  1 ,  2,  3 ,  . . . uorstellt. Diese Fomel (V.) ist 
irn Wesentl,iclzen ideiztisch nzit den fiüheren Fomeln (A.), (C.) Seit,e 25. 
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