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Cber Iiiduktionen in rotierenden Leiterri. Vori I t~ci inm ünse. 1 

Über Induktionen in rotierenden Leitern, 
Von RICHARD GANS in Strafsburg. 

Einleitung. 

Die Indulrtionsstrijme, welche in rotierenden Leitern durch ein 
magnetisches Feld hervorgerufen werden, sind bereits mehrfach der 
Gegenstand theoretischer Behandlung gewesen. 

Wir zitieren folgende Arbeiten über dies Gebiet, ohne damit einen 
vollst%ndigen Littcraturnachweis gehen zu wollen. 

E m i l  J o c h m a n n ,  Über die durch einen Magneten in einein rotierenden 
Stromleiter inducierten elektrischen St8r6me. Crelle's Journal 63, 
pag. 158. 1864. 

-, Uber die durch Magnetpole in rotierenden korperlichen Leitem 
inducierten elektrischen Strome. Pogg. A m .  122, pag. 214. 1864. 

J. C. Maxwell ,  On the Induction of Electric Currents in an Infinite 
Plane Slieet of uniform conductivity. T'roc. of Roy Soc. XXX, 
pag. 160. 1872. 

C. Kiven ,  On the Induction of Electric Currents in Infinite Plates and 
Spherical Shells, Proc. of. Boyal Soc. XXX, pag. 113. 1880. 

I Ie inr .  H e r t z ,  f i e r  die Induktion in rotierenden Kugeln. 1880. 
Ges. Werke. Bd. 1, pag. 37. 1895. 

P'. Hirns ted t ,  Einige Vrrsuchc über Indiiktion in kiirpcrlichen Thtern. 
Wied. Ann. 11, pag. 812. 1880. 

d. L a r m o r ,  Electromagnetic Induction in Conducting Sheets and Solid 
Bodies. Philos. Magazine 17, pag. 1. 1884. 

Mrir wollen das elektromagnetische Feld aus den Ti e r  tzschen 
Erweiterungen der Ma xw ellschen Gleichungen für bewegte Korper 
bestimmen für den Fall, daîs in einem gegebenen statischen magne- 
tischen Felde ein leitender Rotationsk6rper aich mit gleichformiger 
NTinkelgeschwindigkeit um seine Achse dreht. Wir  setzen dabei voraus, 
daîs die Geschwindigkeit der Korperelernente Hein gegen die Licht- 
geschmindigkeit sei, d. h. wir beschriinken uns auf die Induktion erster 
Oriiung. Ferner wolien wir das Feld erat für die Zeit bestirnineii, in 
welcher der Vorgang als stationgr iin Raume angesehen werden kann. 

Zeitrclirift f. Jlattieinatik u. I'hysik. 48. Rand. 1902. 1. Heft. 1 
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2 i%er Induktionen in rotierenden Leit>ern. 

Wir werden die Formeln zuerst ganz allgemein lassen, sodann die 
speziellen Fille der Kugel, des verliingarten und abgeplatteten Itotations- 
ellipsoids und schlieîslich der Aragoschen Scheibe behandeln. 

Die so erhaltenen Resultate wenden wir d a m  auf das mechanische 
Problem an, dak ein unifilar oder bifilar aufgehangter RotationskGrper 
uni seine Gleichgewiclitslage schwingt. E s  wird leicht sein, die Be- 
wegungçgleichung für diesen Fall aufzustellen und zu integrieren. 

tj 1. Bezeichnungen und einige Vektorbeziehungen. 

Bevor wir jedoch an uriser eigentliches Problem gehen, wollen 
mir einige Bezeichnungen angeben, deren wir uns bedienen werden, 
und welche mehr oder weniger allgerriein im Gebrauch sind. 

Es  wird zweckmaIsig sein, krummlinige, orthogonale Koordinaten 
einzufuhren. Da wir es mit R ~ t a t i o n s k o r ~ e r n  zu thun haben, so ist 
es natürlich, dals wir alu eine Koordinate das Azimut rp gegen eine 
feste Ebene durch die Rotationsachse mahlen, dann lassen sich die 
13eziehungen zwischen den kartesischen iind den krummlinigen Koordi- 
naten auf folgende Weise darstellen. 

" = fl ( P I  4 )  cos rp 

(1) Y = fi (P, U) sin 9 

2 = f i  ( ~ , d  
und ewar sollen p ,  q ,  rp in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem dar- 
stellen. 

Durch Differentiation m6ge sich ergeben 

d x  = a d p  + a ' d q  + af'drp 

(2) n y  = b d p  + O'dp + b"dT 

(Ex = cdp  + c 'dq  + c " 3 p  

Dann ist 

(3) d s 2  = eidp2 + e'dq" e"dcp2, 

ist. 
Sei % ein beliebiger Vektor mit den Komponenten Ap, Ag, A,pr 

so ist seine Divergenz ein durch folgende Gleichung def i i i ier t~ Skaler 

1 a a (5) d i ~ ~ = , , ( ~ ~ l / é " i . ~ , + - l / e - é ~ , + 1 / ~ ~ ~ ~  i e  e'e" a 4 a r~ 
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Vou RICIIARD GASS. 3 

Aus einein Vektor SI leiten wir einen neuen Vcktor 23 ab, den 
wir den Curl von 8 nennen, durch folgende Beeicliung 

Die anderen Komponenten erhalt man hier, wie im folgenden 
durch zyklische Vcrtauschung von 

27, 4, 4P 
e, c', e". 

Das skalare Produkt U zweier Vektoren (21 und 93 leitet sich aus 
diesen folgendermalsen ab: 

( 7 )  TJ= = ApBp $ AqBq+ A,Bv 
Das Vektorprodukt B zweier Vektoren SI und 9 ist folgender 

Vektor & = prod (SI. 8) 

( 8 )  Cp - A, Bq - A, Bq 
U. S. W. 

Wir nennen den Vektor % den Gradienten des Skalars U, in 
Forincl: % = grad U, w c m  

(9) A = -  a u  
P fi aXJ 

U. S. W. 

Es  bestehen folgcnde Beziehungen zwischen den so definierten 
GrXsen, wenn 8, 23, Q Vektoren, 1T ein Skalar bezeiühnet: 

(Io) - div grad TJ - d U, 
wo A das Zeichen für den zweiten Lame'schen Differentialparaineter 
ist, der folgendermalsen definiert ist: 

Derner kt: 

(1% div curl SI = O 

(13) div prod S1 B = B ciirl - 8 curl 

(14) div ( 8 U )  = Udiv SI - SI grad U 

(15) curl grad U = O. 

Wir werden durchweg die p-Komponente eines Vektors durcli 
den Index 21 bezeichnen, sodah wir schreibcn wcrden: 

Ap; cur1,B; prod,& u. s. W.') 

1) Wegcn dieses Part~graphen vergl. man II. W e b e r - R i e m a n n ,  Die par- 
t i e l l e~  Differeutialgleiçhungen der math. t'hysik Bd. 1. 1900. 

1' 
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4 Über Indulztioncn in rotierenden Leitcrn. 

2. Die Ctrundgleichungen des elektromagnetischen Feldes. 

Da die Geschwiiîdiglieiten, welche die Raumelemente unseres 
Korpers haben, klein gegen die Lichtgeschwindigkeit sein sollen, so 
konnen wir die Gleichungen anwenden, welche H e r t z  als Verall- 
gemeinerung der Maxwellschen Gleichungen für bewegte Medien auf- 
gestellt hat. Dieselben lauten'): 

ôm 1. - c c u r l B = - c u r l p r ~ d ~ U U ~ + U ~ d i v ~ ~ + ~ ~  

2 E II. +ccur lER=-cur lp rod  E U @  + U . d i v  E @  + - + 4 n A @ .  a t 
Hierin bedeutet B den elektrischen, Dl den rriagnetischen, U den 

Geschwindigkeitsvektor; c eine universelle, nur von den Marseinheiten 
abhangige Konstmte, p die mapetische Pernieabilitit, E die 1)iclektri- 
zitiitskonstante, A die elektrische Leitfihigkeit; und zwar ist c die Licht- 
gesçhwindigkeit im Vakuum, wenn für dns Vakuum E = 1 und p = 1 ist. 

Wir  nehmen den Leiter als vollkommen homogen an, d. h. E, p, Â 

sind irn ganzcn Leiter konstant. Ferner setzen wir voraiis, daSs iiii 
Innem des Leiters kein wahrer Magnetismus vorhanden ist, dals dort also 

div Ivr = 0 

ist. SchlieQlich warten wir den stationZren Zustand ab, sodalo auch 

ist. Dsnn gehen unsere Hauptgleichungen über in 

1 a. c curl (5: = p curl prod U 9JL 
IIa. c c u r l ~ = - ~ c u r l p r o d U B + ~ U d i v @ + 4 z A 0 . .  

Bilden wir die Divergenz des durch Gleichung IIa gegebeneri 
Vektors, so ergiebt sich unter Rerücksichtipng von 5 1 (12) 

(il 4nÂ. div @ + E  div (U.d iv@)  = O .  

MTenden wir auf das zweite Glied dieser Gleichung die durch 5 1 
(14) gegebenc Beziehung an, so wird 

1) Si&e x. B. E. C o h  n ,  Das elektromagn. Feld. 1900. S 534. C o h n  be- 
zeichriet nicht genau sû wie wir; nennen wir sein e und p für den Augenblicic e' 
und p,', h o  bcsteht zwischen seinen und den hier gebrauchten Konstanteri die 
Beziehung : 

4 z  V = c ;  4ne' = F ;  4zp '  = p .  

Datiiiich vcrineidet Cohn den E'aktor 4n in der zweiten Grundgleichung. 
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Von RICIIARD GANS. 6 

Da U der Geschwindigkeitsvektor fiir die Bewegung eines starren 
Systems ist, so ist 

Pl div 'il = 0; 

da ferner die Bewegung eine reine Drehung uni die Itotationsachse 
sein soll, so ist 

U P = O ;  u,= O; &== f i f ia ,  
wo w die konstante Mrinkelgeschwindigkeit bedei~tet~. So reduziert sich 
(2) auf: 

(4) 
a . 

div Q + -- - -  div 6 - 0 .  
4n1, %g, 

Da aber div Q als Punktion von rp periodisçh mit der recllcn 
Pcriodc 2z sein mufs, so lzann (4) niir erfïillt werdeii durch 

(5) div & = 0 .  

Aus I a  ergiebt sich mit Benutzung von 1 (15): 

V bestimmt sich auf folgende Weise: 

Wir  bilden die Divergenz von (6) unter Berüçksichtipng von (5), 
d a m  ergiebt sich wegen 5 1 (10): 

V I  AI/'- div prod 11.91. 

8 3. Die Grenzbedingiing für P. 

An den Flachen, an welchen verschiedene Materialien zusarnmen- 
s tofs~n,  sind die Tangentiallzomponenten von 6r und %Tt stetig. Diese 
Thatsache haben wir aiif die Oberfliiche unseres Rotationskorpers 
anzuwenden. 

Aufserhalb desselben ist U = O und A. - O,  also ergiebt sich aus 

$ 2 II a,  dars an der Oberfliiche, welche einem konstanten p - p, ent- 
sprechen mage, im Aul'senraume 

curl, iIJ2 JZ O 

ist. Dasselbe gilt also auch von curl, an der lnnenseite der Ober- 
fiache. Dort mufs demnach die Gleichung gelten 

il) 4nl.  
- -  A'p - curl, prod U & = 0. 

Wenden wir die Definition des 5 1 a~if  den zweiten Terin an, 
so wird 
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6 h e r  Induktionen iii rotierenden Leitern 

Hier gilt dieselbe Bemerkiing, welche zu 5 2 (4) gemacht wurde, 
woraiis folgt: 
für p = p, ist 

(3) EP = O 

d. h. nach 5 2 (6) ist für p = p, 

prodp U Yl + grad, V = O 
oder 

wenn n die Normale an der Oberfliiche bedeutet. 

Die Gleichungen 5 2 (7) und 3 (4) bestimmen P, wenn Tm be- 
kannt ist; sie sind mit einander vertraglich, da die thken  wie die 
rechten Seiten ciern Gaul'sschen I i l teplsatze  genügen 

wo SI ein beliebiger Velitor ist iind 72 die nach auken gerichtete 
Normale an der Oberflache O eines beliebigen Raumes z. 

5 4. Einaeutigkeitsbeweis. 

1st in einerri beliebigen Haurne z AV und an seiner Oberfliiche - gegeben, so ist V dadurch bis auf eine Konstilnte bestimint. a 9~ 
Denn sind VI und V, zwei verschiedene, den ohigen Bedingungen 

genügende Losmgen, so geniigt V'= VI - V, den Redingungen 

Nun ist nach § 1 (14) 

PI div (V' grad V') = V' div g a d  V' - (grad V')' 

oder mit Renutzung von 5 1 (10) 

(4) (gracl V')" - V'A 7' - div ( V' grad V'). 

Die Integration über den Itaum z ergiebt unter Anwendung des 
Gai1 Tsschen Integralsataes aiif den aweiten Term reehter Hand 

d. h. V' = const in z q. e. d. 
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Von RICIIARD Gluus. 7 

Die additive Konstante in V, welche mathematisch iinbestimmt 
kt,  ist auch physikaliscli gauz nillkürlich, da niir gmcl V reale He- 
deutung hat. 

5 5. Allgemeine Bemerkungen znr Bestimmung von V. 
Wir konnen ganz allgemein für jeden Kiirper die Bostinim~ing 

von Y, wenn d V  in i, -! an seiner Oherfliche gegehen ist, aiif 
an 

Quadraturen zurückführen. 
Es  sei 

(11 dV==f ,  (P, 4,  Y )  in Z 

Wir losen das I'rohlem durch Dekomposition und setzen 

(3) v= Y, + v,. 
Man bestimme VI so, daSs 

(41 = f; (21, 4, 5 ~ )  

werde, und es ergebe sich für 27 = po 

V, bestimmt sich rliirch die Qiiadratur 

Diese Inteqation ist naüh folgendem Schema aiisführbar: Man 
bestimme partikulare Integrale der nach 3 1 (11) auf krummlinjge 
orthogonale Koordinatcn transforinierten Gleichung 

AU7= O, 

welche im Innern von z endlich bleiben u11d sich als Produkte dreier 
F'aktoren P, Q, @ darstellen lassen, von cienen der erste nur von 21, 

der zweite nitr von q, der dritte nur von rp abhiingt. Die Integrale 
merden im allgemeinen von zwei Parainetern N und v ahliangen, sodaSs 
das allgemeinote Integral lautet: 
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8 Gher Tnduktionen in rotierenden Leitem 

CD; mird sich in der Forin darstellen lassen: 

jz  wjrd nur difikontinuierliche Werte diircblaufen, welche sich dadmch 
bestinimen, dalS Q; in auen Punkten der Flachen p = const. mit seinem 
ersten Differentialquotienten eiidlich und stetig sein son. 

Nach diesen Fu~iktionen Pi, Q;, cos vrp, sin vrp entwickele man 
1 
- welches syrnmetrisch ist bezüglich der entsprechenden ~oord ina ten  
r ' 
des festen und des rariablen Punktes; ebenfalls entwickele man die GrXse 

- - 

f; (p, Q, cp) l/eefe" als Piinktion von q iind rp nach diesen k'nnktionen. 
Diese Entwickelung ist mit Hilfe der sofort anzugebencien Integral- 

eigenschaften auf Quadraturen zurückführbar. 
Die soeben erwahnten Integraleigenschaften sind 

und 

wenn sich das letzte Integral über den ganzen Variabilitiitsbereiçh von q 
erstreckt, sodaîs das dreifache lntegral aiif ein einfaches bezüglich p 
zurückgeführt ist. 

Die letzte Integraleigenschaft existiert immer, wenn Q; eine har- 
monische Funktion kt. .Ji ist eine Funktion, die sich leicht aus der 
Normalform der Differentialgleichung 2. Ordnung ergiebt, welcher &; 
gcnügt.l) Die Konvergenz einer solchen Entwickelung rnuls in jedem 
Falle besonders bcwiesen werden. 

Um V2 zu finden, entwickele man h(p,, p, rp) naüh den obcn erwiihnten 
Funktionen, sodafs in den Konstanten der Entwickelung p, als Parameter 
aiiftreten wird, was durch ein bestimmtes Duppclintegrul moglich ist. 

Es sei 

dann ist 

V, ist auch durch eine Quadratur bestimmhar, wenn die charakteristische 
Funktion des Raunies bekannt ist. 3 

1) Siehe H. W e b e r - R i e m a n n ,  Die part. Diff. G1. der math. Phys. Bd. II 1901. 
55  23 u. 30. 

2: Siehe H. W e b e r - R i e m a n n ,  r)iepart.Diff.-G1. dermitth.Phys. Bd.1 1900. $175 .  
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Wir wollen in diesem Paragraphen noch die e x p l i d e  Darstcllu~zg 
der DifferentialgleicT~ug und der Gre)zzbediitgwzg geben. 

E s  ist nach 3 2 (7) uud nach 5 3 (4) 

d V =  divprodU%Jl 

Da wir nur die Induktion erster O r h ~ u i g  berücksichtigen wollen, 
so ktinnen wir anstatt des thatskhlichen magnetischen Vektors den 
Vektor der statischen Verteilurig in diesen Fornieln setzen. Ncnnon 
wir sein Potential X,  so setzen wir also 

PI = grad X, 
sodaîs wir erhalten 

(10) d V -  div prod U grad X. 

Nach 5 1 (13) ist &O: 

d V =  grad X . c u r l  U - U curl grad X .  

Der zweitc ' h m  rechter Hend ist Nul1 nach 5 1 (15), grad x hat 
die Komponenten: 

curl U hst  die Kornponenten 
o1 Ôe" --. - w ôe" . 

,1,,, al, yl,iP> 0, 

sodafs 

wird oder naeh 3 1 (11) 

5 6. Der elektrische Vektor für die Kugel. 

Wir mollen jetzt den von H e r t z  eingehend behandelten Fall am- 
führen, dak eine isotrope, horriogene, leitende Kugel sich in einern 
gegebenen statischen Magnetfelde mit konstanter Winkelgeschwindig- 
keit drehe. 
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1 0 Über Induktionen in rotierenden Leitern. 

Wir führen Kugelkoordinaten ein durch die Gleichungen: 

x = r sin 8 cos gp 

y = r sin 9. sin gp 

Aus 9 5 (13) wird 

und aus 9 5 (14) wird fiir r = r, 

nifferent'iieren wir (3) nach r und ersetzen - diirch den in (4) 
31. 

angegebenen Wert, so wird die entstehende Gleichung 

identisch befriedigt, da x der Laplaceschen Differentialgleichung 

d x = O  

im Innern der Kugel genügt. 
Gleichung (4) ist also nicht mir an der Oberflache der Kugel, 

sondern in1 ganzen Innern derselben erfiillt; d. h. die Str6miing findet 
in konzentrischen Kugelschalen statt. 

Wir erhalten V durch Quadratur aus (4), indem wir x durch Ent- 
wickelung nach Kiigclfunktionen im Inncrn der Kiigcl in der b'orm 
darstellen: 

(7) 

also 

Dadarch geht (4) über in 

T a y ( n )  1 r n + l  a n ,  
(8) Y = w E s i n  O aa n+i = m z s i n  8 - - 

n= O n = O  
a 8 1 2 + 1  
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Von RICHARD GANS. 11 

Die Integrationskonstante darf nicht mehr von rp und 8 abhiingen, 
da V sonst irn Centrum der Kugel unbestimmt ware. 

Nach 5 2 (6) ergiebt sich Q, namlich 

@ = % (prod U + grad 

oder explieite mit Benutzung der Differentialgleichung der Kugel- 
funktionen: 

Er = O 

1st das mapetische Feld von g, uiiabhangig, so mird keine 
Stromung stattfinden. 

Wir  wollen die Formeln (9) für die elektrische Feldintensitat 
spezialisieren, inclem wir mnelinien, clas magnetische Feld sei gleich- 
formig und senkrecht zur Rotationsachse. 

Lassen wir die Feldrichtung mit der Richtung rp = O zusammen- 
fallen, so wird, wenn H die Feldintenvitiit bedeutet, da 12 = 1 ist, 

x = - H r  sin 8 cos rp 
und also 

Er = O 

E , - E H ~  cos rp 

P m  E:, = - - H r  cos 3 sin q. 
2 C 

Rilden wir die Feldkomponenten in Richtung der z-, y-, z-Achse, 
so findet man 

EY = O, 

d. h. die Str6rriung findet in Ebenen statt, welche paralle1 znr Rotations- 
achse und zur magnetischen Feldrichtung sind. 

Die Formeln (10) gelten auch noch, wenn die Richtung des gleich- 
f6rrnigen Magnetfeldes nicht senkrecht auf der Itotationsachse steht, 
nur bedentet H dann die I'rojektion des magnetischen Vektors aiif 
pine zur Rotationsachse senkrechte Ebene. 

Ikmer7r.uîzg. E h  gleichfijrniiges Feld bleibt auch gleichfirmig in1 
Imwn einer ins Feld gebrachten homogenen ruhenden Kugel, wiilu-end 
es im Aursenraiini iingleichf6rmig wird. Nchrnen wir aber an, daîs 
die Perrueabilitat des Metalls dieselbe ist, wie die der Luft, was ungefahr 
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12 ilber Induktionen in rotierenden Leitern. 

für alle nicht ferromagnetischen Korper zutrifft, so wird im ganzen 
h u m  das Pcld seincn frühercn Wcrt behalten.') Diese Annahme sou 
fur das folgende immer gemacht werden. Die Modifikationen, welche 
ohne diesc Voraussetzungen an den Kesultaten stattfinden, sind leicht 
zu übersehen. 

Der elektrische Vektor im Adsenraum ware nach den Gleichungen 

div & = O 

curl Q = O 
lim r2 @ endlich 

r=  m 

zu bestimmen. 
Ferner müssen die Tangentialkomponenten an der Oberflache der 

Kugel stetig in die für den Iniienraum geltenden Werte übergehen, 
d. h. an der Oberfliiche darf curl Q irn Inrienrauriie keine Noruial- 
komponente haben. Dies ist aber nicht der Fall nach unserer Be- 
stimmung von Q ;  wir haben also riur einen angenaherten Wert ge- 
funden, mit dem wjr uns aber begnügen wollen. W i r  verzichten 
sumit darauf, E im Aiifsenraiim eu finden, urrisuriiehr als wir die 
elektrische Energie zur Losiing des mechanischen Problems nicht 
hrauchen werden. 

8 7. Der magnetische Vektor. 

Es erübrigt noch, den magnetischen Vektor zu berechnen. 
Nach 5 2 1 l a  ist im Innenraume mit Berücksichtigung von 8 2 (5) 

(il c curl !Dl = - s c u r l p r o d l i @  + 4izAg. 

Da ferner kein wahrcr Magnctismus in der I h g e l  sein soll, so 
ist auch 

(2) div !Dl = 0. 

Im Adsenraume wird aus (1) 

(3) 
und 

curl (%32 = O 
div ist gegeben, 

und nach der Remerkimg im vorig.cn Paragraphen soiien alle Xom- 
ponenten von !?JI auch fiir r = r, stetig sein. 

Da wir nur die Indiiktion erster Ortinnng heriicksichtigen, so 
f i l l t  der erste Term rechter IIand in (1) fort, und wir haben 

(4) c curl = 4iz~ iE ,  

1 )  Siehe x. B. H. W e h e r ,  Die partiellen Differentialgleichungen der mat,h. 
Physik, Bd. 1, S. 367. 1900. 
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Von RICHARD GANS. 13 

d. h. magnetisch wird der Korper als ein ruhender betrachtet, in dessen 
lnnern die Stromung A &  stattfindet. 

In diesem Falie ist für r = ro wirklich, wie es sein murs, 

sodafs !IR in1 Aulsenraurrie den Bedingungen genügen kann: 

(6) curl Di! = O 

VI div lim gegeben 

und sich stetig an die n7erte im Innenraiim anschliehen kann. 
Durch diese Bedingungen ist Dl im ganzen Raume eindeutig 

bestimmt, denn im ganzen Felde ist curl9X und div gegeben und 
in1 Unendlichen ist bekannt, namlich gleich dem Vektor der 
statischen Verteilung. 

Der Eindeutigkeitsbeweis wird ebenso wie in .j 4 geführt: Wir  
nehmen an, dafs zwei verschiedene Losungren moglich Sind und bilden 
da8 DiEercnzenfeld Dl'. Dies genügt den Bedingungen 

(hl div !Di' = 0; 

(c) im Unendlichen SIIZf=O 

(4 !IR' überall stetig. 

Wegen (a) ktinnen wir !IR' - grad $J setzen, dann ist wie in 8 4 (4) 

Wegen (b) ist dl(, = 0, und wegen (c)  ist im Oberfi%cheiiintegral, 
welches sich auf eine Kugel mit unendlich grofsem Radius bezieht, 
grad,@ = O, also ist im ganzen Felde 

Die Lntegration der Gleichungen, von denen unser Problem abhaiigt, 

(7) ccurl  % =44nA@ 

if9 div Dl = ~ Z Q ,  

wo g die Dichte der magnetischen Verteilung bedeutet und sicli sls 
Divergenz eines Vektors darstellen lassen murs, ist allgeniein auf Quadra- 
turen zi~riickführba~. 

Wir losen die Aufgabe durch Dekoinposition und setzen 

(9) 92 = 53 ' + m ", 
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14 Über Induktionen in rotierenden Leitem. 

c curl %!' = 4nRB 

div 9X' = 0; 

cnrl " - 0 

div %R"= 4ng 

Wir definieren einen Vektor II durch die Gleichiingen 

Setzen wir ferner 

(14) %R" = grad +, 

Prinzipiell ist die Losung soniit auffindbar, wir wollen dievelbe 
auf andere TiTeise zu gewinnen suchen. 

Es  ist im Innenraume 

c curl m' = 4zAE 

div Dl' = O 
und im Aufsenraunie 

curl B2' = O 
( lob) 

div !BIUZ' - O 

Da nach 5 G (9) 
Er = O 

ist, also 

(16) curl, m' = O, 

1) Vergl. z.  B. E. C o h n ,  Das elektromagnetische Feld, Kap. IV, 2. 
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Von R~cnnnn GANS. 15 

Die Gleichungen (10) gehen mit Benutzung der Bezichungen (17) 
über in: 

&(JI: - :+) = 4$r sin a 

Setzen wir in die ersten beiden Gleichungen (18) für  und B+, 
die Werte aus 5 6 (9) ein und integrieren, so wird 

Die als Integrationskonstante hinzukomrnende additive Konstante, 
welche Funktion von r sein kann, setzen wir willkürlich gleich Null. 
Wir dürfen des, da es uns je nur darauf ankommt, ein allen Ue- 
d i n ~ n g e n  genügendes Integral zu finden, welches dann wegen der 
Rindeutigkeit des vcrlangte In tepa l  ist. 

Indem wir (19) in die letzte Gleichung (18) einsetzen, erhalten 
wir mit Benutzung von 5 6 (6) 

I m  Aufscnraume ist 

(21) A 0  = O. 

W e m  wir C? irn Imenraurne und im Autenraume durch die Indicea i 
und a unterscheiden, so ist wegen der Stetigkeitsbedingungen für r - r, 

a 9, 
-- M; = O wegen der ersten Gleichung (lob),  
û 7 

Subtraktion ergiebt für r = ru 

Ferner sol1 lim r @ endlich bleiben. 
+=O0 

Dnrch diese Bedingungen ist @ bestimmt, wir ermitteln es durch 
1)ekomposition und setzen 

(23) @ = 0' + @", 
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16 Über Induktionen iii rotierenden Leiterri. 

und zwar sei 

(21 a) A D ;  = o .  
Wir finden CD:, indem wir den Beitrag d m :  einer unendlich dünnen 

Kugelschicht von1 ltadius g und der l)icke dg  zu bestiinmen und 
nachher über die ganze Kugel integrieren. 

n a n n  wird in1 ganzen Raurne 

P4) A ( d @ : )  = O 
und für r = g 

4n.iYi21 n+3 a,. 
ce  

n=O 
n + i  arp (1 $ 

Hrzeichnet Rn rine Kugrlfiinktion nter  Ordniing, sn wird durch den 
Ansatz 

der Gleichung (24) genügt. Kn bestirn~iit sich aus (25), und es wird 

Wir haben über die Elemente der ersten Gleichung (27) von O 
bis r zu integrieren, in der zweiten von r bis Y,. So wird 

Indem wir nach auken Gleichiing(21 a) gemafs stetig fortsetzen, wird 

Einfache Eechnung zeigt, dals fur r - ro 
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Von RICHARD GAYS. 

kt. Also murs CD" den Bedingungen genügon 

(30) da" = 0 

und für v = r,: 

Wir setzen wieder a n :  

und eR ergiebt sich 

F ü r  0 erhalten wir demnach schliel'slich 

(33) [(f i + 1 )  (2fi + 8) ri  - (n + 3) (2n  + 1) r2] (F)). O 

Die Gleichungen (20), (21) und (22) lassen sich aus (33) leiçht verifizieren. 

%!" ist das Feld der statischen Verteiliing, also 

(34) nt' = grad x . 

Für ein gleichf6rmiges Feld von der ITorizontalintensit~t H iüt inz 
innenraume : 

2zlpw M r = I i s i n 9 c o s g p  + - 16c' - -Hain4sirigp (5~:- 3v2) 

Das induzierte rnagnetische Feld hat also radiale liichtung, wenn 
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18 Cber Induktionen in rotierenden Leitern. 

Im Aufienruurne ist: 
4 n i p w  4 

NT = H s i n 8  cosy  $ T c e - H s i n 8  s i n y  F3 

BnÂpca 
MT = - H s i n  v - ---- 15ce 

H c o s v  a .  
5 8. Die elektromagnetische Energie und die Joulesche Warme. 

Die elektrische Energie ist definiert durch die Formel: 

Diese konnen wir gegen die mapetische Energie vernachlissigen, 

da i~ ;:. eine sshr kleinc Zahl ist. 

Perner muls die J o u l e s c h e  Warme, welche in der Zeiteinheit in 
der Xngel erzeugt wird, die sinh mit der Winkclgeschwindigkcit o im 
gleichftirmigen Felde von der Horizontalintensitat II dreht, berück- 
sichtigt werden. E s  ist 

(2) S =  a J' E2dz. 

Indem wir für E die Werte aus 5 6 (10) eirisetzeri, ergiebt sich 

Auch die magnetische Energie darf nicht vernaühlilassigt werden. 
Zu der Energie des statischen Feldes kornmt die des induzierten Feldes 
W,', hinzu. Eine wechsclseitigc Energic des primaren und des sekuii- 
daren Vektors ist nicht vorhanden, wie aus den Pormeln (35) und (36) 
ersichtlich ist. 

Die Intepation erstreckt sich über den ganzen unendlichen Raum. 

Um ein Bild von der Verteilmg der induzierten magnetischen 
Energie zu geben, erwilahnen wir noch, d d s  die induzierte Energie des 
aurseren Raumes sich zu der in der Kugel induzierten Energie verhalt 
wie 7 : 23. 
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Von RICHARD GANS. 19 

5 9. Die Stromungskomponenten und die Jonlesche Warme im 
verlangerten Rotationsellipsoid. 

Wir  führen elliptische Koordinaten eh1)  durch die Substitutionen: 

x = a  Gin f sin 8 cos rp 

y = a Gin [ sin 4 sin rp 

z=aQo f f  c o s 8 ,  

oder wenn wir zur Abkürzung 

601 f  - u 
cos 8 = v 

setzen: 
x = a F i  1 / 1 2  v cos gp 

(1.1 Y = a1/.u"-i vl-v2 s inv 

,Man bemcrkr! aber wohl, dalk 5, 4, 9 und nicht u ,  v,  cp ein 
Rechtssystem bilden. 

a bedeutet hier die Exzentrizitiit der Meridianellipse. 

Damit wir alle Baumpunkte erhalten, und üwar jeden nur einmül, 
iniissen wir den Parametern folgende Variabilitiitsbereiche geben: 

f von O bis w d. h. u von 1 bis w 

8 von O bis a v von 1  bis - 1 

cp von O bis 2 3t cp von O bis 2z.  

Dann wird, wenn man dx2 + dy2 + d z Z  = edS2 -+ e ' d @  + e"drp2 
setzt und die durch (2) gegebenen Substitutionen einführt, 

(3) e = a 2 ( u 2 - o z ) ,  e ' = a 2 ( u - 5 7 ,  e " ~ a 2 ( u Z - l ) ( l - v 2 ) .  

Aus 5 5 (13) wird: 

und aus 5 5 (14) wird fiir zc = u,: 

1) Siehe z. R. F'. N e u m a n n ,  Vorlesungen über die Theorie des Potentiüls 
und der Kugelhnktionen 1887 Cap. XIV § 1.  

2 * 
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2 0 Über Induktionen in rotierenden Leitern. 

Das F'otential x genügt im Innern des Ellipsoids der Laplaceschen 
Differentialgleichung 

es ist also 

(6) 

IIierin bedeutet 
funktion erster Art, 

P,,(x) die zugeordncte oder adjiingierte Iiugel- 
d. h. dasjenige Integral der Differentialgleichung: 

welches für x = 1 endlich bleibt. 
Diese Funktion 1Xst sich leicht durch eine lt i e mannsche P-Funktion 

oder eine hypergeometrische Reihe ausdrücken, sie stellt sich in der 
Form folgender encllichen Iteihe dar : 

und zwar nimmt k alle die ganzzahligen positiven Werte an, welche 
unter (lem Summenzeichen cinc positive Potenz von z ergehen, also 

Um P,, (x) für jedes relle Argument zwischen - 1 und zc ein- 
deutig zu bestimmen, setzen mir folgendes fest: 

Y 

1st - 1 < x < + 1, so soll (1 - x')~ die ,te Potenz der positiven 
v Y 

Wurzel bedeuten; ist a > 1, so soll (1 - x2) = iv(x2 - 1) aein, wo 
Y 

(x" 1)2 wieder die v- te  Potenz der positiven Wurzel aus x" 1 ist. 
W i r  bestimmen V durch Dekomposition, indem wir setzen 

(8) V =  V'+ 7". 
F' sol1 der Gleichung (4) genügen. 

Durch 

ist die Gleichung (4) befricdigt, wie sich leicht verifieieren lXst. 

1) Vgl. H. W e b e r  , Die partiellen Differentialgleichungen der math. PhYs& 
Bd. II 5 140. 1901. 
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V" murs danu den Bedingimgen genügen: 

(10) ,4pu-0  
und für zc = uo 

Es ist nun 

(12) Y,, = (A,, cos vcp + Br',. sin vcp) PrL,(v) = @,,Pn,(v). 

(1 1, (4 
Es handelt sich also darum, (1 - v2)----- nach ziigeordneten 

do 

E'iinktionen mit dem zweiten Index v zil entwickeln. 
Dam dienen uns folgende Formeln, die sich leicht aus der 

Definitionsgleichnng (7) ahleiten lassenl): 

'pn, 1 
1 

(a) ( 1  - x" - - = (1 - x2)>'Pn, .+i - vxP,, . a x 

(13) (b) XP., . = 
n - V f l  

% n  + 1  P n + " v  + 
(c) (1 - ~ ~ ) ~ ~ ~ , , + i = ( n + v ) P ~ - ~ , , , - ( n - v ) z P ~ , , .  

So ergiebt sich: 

d P f l t ( v )  - (y+ pnp  l, - n ( n - v  + 1) (14) (1 - v') -- - 
a o  21t+ 1 Z n  + 1 - P n + l ,  v 

also f ü r  zc = u, 

und schliefslich : 

P,--I,~(U) n ( n - v + ï )  
Px-,,,(v) - - - -  

y:, - 1,. (21.0) (n -t 1) (n+ Y )  

Auch hier ergiebt sich, dars keine Stromung auftritt, wenn das 
Peld von cp unabhiingig ist, d. h. wenn v = 0 ist. Haben wir es also 

1) Siehe E. H e i n e ,  Handbuch der Kugelfunktionen 1878 Bd. 1 rj 63 (48). 
Dei Heir ie  lauten die Rekursionsformeln etwau anders, weil er Pnr nicht so wie 
wir definiert hat. Bezeichnen wir H e i n e s  Funktion für den Augcnblick mit P n r ,  

so ist  
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22 ber Induktionen in rotiercnden Leitern. 

mit eiuern gleichformigen Felde zu thun, su brauchen wir nur die 
TIorizontalkomponente zu berücksichtigen. 

Um die Resultatc ühersichtlicher zu machen, woUm wir im Weiteren 
den speziellen Fall eines gleichformigen magnetischen Feldes voraussetzen. 

D a m  ist 12 = 1; v * 1 und 

x = - 11aViZ-ï v C 2  v  cos cp 
iind 

YI, = - Ha COS 4~ . 
D a m  wird 

(17) 
a e m  T=--HCOS~>U~FIV~~ 2 

-- t h 2  - 1 
(19) P - - aZ w Hcos cp u vu2 --ï-v FI - v 2  z-l. 

Il 

Es ergiebt sich ferner 

Bilden wir die Korriponenten in Bichtung der x-, y-, z-Achse, so 
ergiebt sich 

(21) E, = O 
und 

Die Integration dieser Differentialgleichung ergiebt 
x 

- -  
ze + - = const 

- 1 21.2 

d. h. die Str6rnunpkurven Sind ahnliche und ahnlich gelegene Ellipsen, 
deren Ebenen parallel zur xz-Ebene sind, und deren Mittelpunkte auf 
der y -  Achse liegen. 

Die Joulesçhe K i r m e ,  welche im Ellipsoid in der Zeiteinheit 
erzeugt wird, wenn es sich mit der Winkelgeschwindigkeit w im gleich- 
f6rmigen Felde dreht, ist: 
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Bezeichnet A die grofse, B die kleine Ealbachse des variablen 
Rota~tiunsellipsoids, so ist A = a u ,  wo u2 = A2, - ;BO ist. 

"-0 Lassen air A, - Bo = r, werden, so wird u = : und uo = ;, 
wenn r, den Radius der so entstehenden Kugel bezeichnet. 

l n  der That gehen die elektrischen Feldkomponenten und der 
Ausdruck für die Joulesche Warme durch diese Substitution in die 
für die Kugel gefundenen Werte über. 

5 10. Die Stromiingskomponenten und die J o u l e s d m  Warme im 
abgeplatteten Rotationsellipsoid. 

Wir erhalten die dem ahgeplattetcn Rotationscllipsoid entsprechenden 
lirummlinigen Koordinaten durch die Substitutionen: 

oder wenn wir zur Abkürzung 

Hier müssen 6 und s von O bis ao laufen. 
niese Formein gehen aber aus den cntsprechenden 5 9 (1 a) durch 

die Substitutionen 
b 

a = - ,  und u = i s  

hervor.') 
Diirch diese Siibstitutionen gchen die Gleichungen 9 (20) iiber in: 

$.' + 1 "O + v= 
Es = 'Lm H cos tp SV F+VZ zq,  +Y 

1) Cf. B. Neumann ,  Vorlesungen über die Theone des Potentials und der 
Kugelfunktionen 1887 Cap. XV § 4. 
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24 fi ber Induktionen in  rotierenden Leitern. 

Ebenfalls wird 

Auch hier finden die von einem gleichfiirmigen E'eld induzierten 
Str61ttungeri in %linlichen Ellipsen statt, d e m  aus 5 9 (21) und (22) wird 

(5) Ey =; O 

x2 z + - = const . S O  $1; 

5 11. Die A r a g o s c h e  Scheibe im  gleichformigon Felde. 

Die Resultate des vorigen Paragraphen lassen sich leicht auf die 
A r a g o  sche Scheibe anwenden. 

Wlrd n a d i c h  s = s, = O, so haben wir es mit einer Kreisscheibe 
vom Radius b zu thun. Wir  müssen hier die Stromung auf der oberen 

Seils (4 < der Suheibe und auf der unteren Seita 9 > - unter- 

scheiden. 
7 ( 3 

Um endliche Stromungen zu erhalten, müssen wir die Leitfihigkeit 
des Materials unendlich groh werden lassen. 1st die Dicke der 
Schribc S ,  so ist 

6rZ = x 
endlich. 

Die obere HiIfte der Scheibe hat die Dicke 

wahrend unten 
S 
- - - - 
2 

bsu 

ist. 
Führen wir einen Stromiuigsvektor L ein, sodds L = IO: ist, so 

wird aus 3 10 (3) 
oben: L3 = L, - WHCOS q 

2 c 

unten: Ls = - L, : w HCOS cp a c 
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wo das obere Zeiühen für die obere, das untere Zeichen für die untere 
Oherflkhe gilt. 

5 12. Ein unendlich langer Kreiscylinder in einem gleichformigen 
magnetischen Feld. 

Schlielslich wollen wir noch den Fa11 hehandeln, dars ein unendlich 
langer Kreiscylinder in euiern g1eichfGrniigen Magnotfelde, welches 
senkrecht zur Cylinderachse gerichtet ist, sich mit gleiçhmiiîsiger 
Winkelgeschwindigkeit dreht. 

Wir  führen Cylinderkoordinaten ein durch die Gleichungen 

wiihrend z ungesndert bleibt; dabei muls die x-Achse aber die der 
gewohnlich angenommenen Richtiing entgegengesetzte ltichtung be- 
kommen, damit  r, z, rp ein Rcchtssystern bilden. 

Es wird 

(2) e = l ;  e ' l ;  e " = r 2 ,  
sodals 5 5 (12) und (14) sich folgendermalsen schreiben: 

für r = r, ist 

(4) 

Da aber 
x = - H z  

ist, so ist 
d V = O  

und ebenfalls für r = r,. 

d. i. aber 
grad P =  O .  

Nach 9 2 (6) wird demnach 

Nun hat aber U die Kompononten: 

u,=O; u,=O; u q = r w ,  
also ist 

ET = O 
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26 Über Induktionen in rotierenden Leitern 

Das hier behandelte Problem hat besonderes Interesse, weil die 
Schwingungen eines im Verhaltnis m m  Durchmesser langen Cylinders 
von R n  d olf II. Weber ' )  zur Bestimmung der Leitfahigkeiten von 
Legierungen benutzt morden sind. W i r  kommen im nachsten l'ara- 
graphen auf die hierlier gehorigen Bormeln zurück. 

9 13. Mechanische Probleme. 

Aiif Griind der entwickelh~n E'ormeln w o h n  wir jetzt einige 
mechanische Probleme hehandeln. 

Eine Kugel m6ge in einem gleichftjrmigen Felde ohne Einfluk 
aurserer Krifte rotieren. 

W i r  wollen annehmen, die Geschwindigkeitsiinderungen seien so 
gering, dals wir die Strornung in jedem hugenblick als stationar an- 
sehen kiinnen. 

Da niIr ein Grad von Bewegungsfreiheit ist, so wird die An- 
wendung des Energieprinzips zur Aufstellung der Bewegungsgleichung 
genügen. 

Beieiclmet T die kinetische Energie, W die elektrornagnetische 
Energie, J die in der Zeiteinheit entwickelte JO ulesche M'%me, 
so ist 

(l> ?(I+ d l  w ) + J = o .  
Führen wir die Dichte d der Kugel ein, so ergiebt sich auf Grund 

von 8 (3) und (5): 

H e r t z  9 hat die elektrornagnetische Energie nicht berücksichtigt, 
er erliilt also 

E r  sagt daraufhin: 

,,Kugeln verschiedener Radien und Hohlkugeln werden mit gleicher 
Schnelligkeit in Bewegung gesetzt und zur Ruhe gebracht. Das ent- 

1) R u d o l f  H. W e b e r ,  cher  die .4nwendnng der Dknpfnng durch In- 
ductionsstrtime zur  Bestimmung der Leitfahigkeiten von Legierungen. Wied. 
Ann. 68 S. 705 1899. 

2) H. H e r t z ,  Über die Indiiction in rotierenden Kugeln, Werke Rd. 1 ,2 .  1835. 
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Von Rrcrrmo Gnss. 2 7 

spricht in der That einer Beobachtung von Matteucci." (Cf. 1. c. 
S. 132.) 

Wir  werden sofort zahlenmiilig belegen, dafs man im allgemeinen 
die elektromagnetische Energie nicht vernachliissigen darf gegen die 
kinetische Energie, also mu& man bei geeigneter Versuchsanordnung 
zu anderen Resultaten kommen wie M a t  t eu cci. 

E s  handelt sich um die Grofken d und 2zA2p3Pr;plc4.  
Für  Kupfer ist d = 8,5 bis 8,9. 
Nehmen wir wie H e r t z  ro = 5 cm an, femer H = 1000 

1 - -  

(gr~ cm : sec A') so ist Z n d P ~ 3 R r ~ / 2 1 c 4  = 2,6 rund, d. h. die Ver- 
nachliissigung der elektromagnetiachen Energie verursacht in diesem 
Falle rund einen Fehler von 30 

Piir den k'all, daL die magnetische Energie gegen die kinetische 
Energie zu vernachliissigen ist, was aber, wie wir soehen gesehen haben, 
nur bei ganz spezieller Versuchsanordnung moglich ist, haben wir für 
das verlarigerte resp. abgeplattete Rotationsellipsoid 

resp. 

d. h. auch in diesem speziellen Falle ist beim Ellipsoid die Schnelligkeit, 
mit welcher die Rewegung abklingt, nresentlich von den Dimensionen 
des Kürpers abhingig. 

Bei derselben Vernachlassigung wird für den Cylinder 

d. h. die bei der Kugel soeben erwiihnte Beobachtung des M a t t e u c c i  
gilt unter derselben Beschriinkung auch für den Cylinder. 

SchlieMich m6ge noch der FaIl behandelt werden, dals eine uni- 
film oder hifilar aufgehaiigte Kugel in einem gleichformigen P'elde schwingt. 

Die Bewegungsgleichung hat die Forin 

Hierin ist 

wenn D die Direktionskraft der Aufhingung bedeutet. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



2 8 Über die Rewegung eines Motors etc. 

€ z 
Durch Beobachtung des logarithmischen Dekrements 6 - 

VP" sE4 
2 7 ~ .  

und der Schwingungsdauer z = -- -= ergiebt sich E = 2 S/z und 
<PX - c e  

Sind die Konstanten der Kugel bekannt, so kann man zus 6 oder 
P die Feldintensitiit Tl bberechnen; A. ergiebt sich umgekehrt aus P, 
wenn H bekannt ist. 

Ebenso ist auch die Bewegungsgleichung für Schwingungen eines 
iinendliüh langcn Cylinders im homogenen Feld aufziistellen; man hat 
d a m  nur Tragheitsmoinent, Jou lesche  M'arme und Direlitionskraft 
fiir die Langeneinheit der CylintlerhGhe zu bcrechnen. 

Im Falle des Experiments wird man zuerst die Eoeffizienten der 
Differentialgleichung durch Schwingungsbeobachtungen ohne  orh han den- 
aein des rnagnetischen Feldes bestininien, sodann unter Vorhünclenseili 
des Feldes. Die Differenzen der entsprechenden Koeffizienten sind 
unsere gesuohten E und P. 

Dadurch werden die Einflüsse des Luftwiderstandes und eines etwa 
schon vorhandenen li'eldes (Erdfcld) in Hechnung gcxogen. 

Über die Bewegung eines 
der Elastizitat 

Motors unter Berücksichtigung 
seines Fundamentes. 

Von M. RADAKOVIC i n  Innsbruck. 

Ln eincr Arbeit ,,%iim dynamischen Ausbau der Festigkeitlehre"') 
hat Prof. S o m m  e r f  e l d  die besondere Bedeutung, welche das Phiinomen 
der liesonanz für die Technik besitzt, einer Untersuchung unterzogen 
und gelangte auf diesern wiühtigen und bis jetzt riahezu gar nicht be- 
arbeiteten Gebiete zu bemerkenswerten Ergebnissen. E r  behandelte 
zwei typische Fiille: ers tcm das Mitochwingen des Fundamentes eines 
Motors mit der Bewegung desselben; zweitens die Torsionssch~ingungen 
einer Welle und deren Einfluk auf den Glcichgang der Maschine. 

In dem ersteren Fallo, mit welchem sich auch die folgenden 
Zeilen beschaftigen, erhielt Prof. S o m m e r f e l d  die folgenden Kesultate: 
Die kleinen Druckkrafte, welche durch die Massonverschiobungen in1 

1) Vortrag gehalten in der Sitzung des Aachener Bezirks-Vereines deutscher 
Ingcnicure am 3. Juli 1901 ;  vgl. Phy~ikalische Zeitschrift. III. Jahrgang, Heft 8. 
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Motor auf das E'undament ansgeiibt werden, würden als cinmaliger 

Zug wirkend, das Fundament riur sehr wenig beeinflussen und ihm 
eine kleine Ausbiegung qstat, erteilen. Durch die periodische Wieder- 
holnng diescr Drucke im Rythmus der Umhehung des Xotors gelarigt 
jedoch das Fundament dann besoiidcrs in lebhafte Bcwegung, wenn 
(lie Tourenzahl des Motors und die Schwingungszahl der frcien Eigen- 
schwingung des mit dem Motor belasteten Fundamentes in Überein- 
stiinrnung sind. In diesem Falle treten Ausbicgiingen qùsn. mf ,  welc,he 
das 25faühe von qstat. betragen ktinnen und daher eine wesentlich 
andere Beanspruchung des Fundamentu erzeugen, als sich aus rein 
statischen Beoimchtungen ergeben würde. Ein sehr iriteressantes Ver- 
halten zeigt die Bewegung des Motors. In der Nihe des kritischen 
Gebiotes des Mitschwingens bleibt niiinlicli die Tourenzahl des Motors 
konstant, wenn man auch die in den Motor gesteckte Arbeit innerhalb 
xiemlich weiter Grenzen vemehrt,  sodds bis zii 2/, dieser Arbeit nicht 
zur Reschleunigung des Motors, sondern zur Unterhaltung der Fundament- 
bewegiingen dienen. 

Eine vollkoinmene Bestiitigung dieser Ergebnisse erhielt Prof. 
W i r  t i n  g e r ,  als er aus AnlaL eines Vortrages iin polytechnischen 
ltlub in Innsbruck die S o m  m e r f e  ldschen Untersiichungen wiederholte. 
Prof. W i r t i n g e r  beobachtete die Bewegung eines auf einem festen 
"iisch versc:hraubten Motors, indom cr Zhnlich wie Prof S o m  m e r f e l  d ,  
nur mit verfeinerten IIilfsmitteln, die in den Motor gesteckte Energie, 
dessen Tourenzahl und die Bewegungen des Tisches rnaTs.') 

Es scheint mir nicht ohne Interesse zu sein, diese Verhiiltnisse 
theoretisch zu untersuchen, indem man das Wesentliche der Erscheinung 
auf die folgende rnechanische Aiifgabe zurüçkführt. 

Eine Masse m sei durch elastische Kriifte in dem Punkte O als 
Ituhelage festgehalten, so dafs sie bei Entfernung aus derselben langs 
der Geraden OX mit einrtr der GriXse dieser Entfernung z proportio- 
nalen Kraft, zuiiickgezogen wird. Diese Masse repriiseiiticrt (las 
elastische Fundament des Motors. 

Mit m fest verbunden ist weiter: 1. eine um den Punkt 0' dreh- 
bare, mit der honiogenen Masse 171 belegte Kreisscheibe, deren Trig- 
heitsmoment J heirsen mage - sic stellt diejenigcn Teile des Motors 
vor, welche um die A c h e  desselben oyrrimetrisch gelagert yind; 2. eine 
Masse wz, im Abstande r, von 0' - sie sol1 nach GrGlSe und Ent- 
fernung von O' so gewahlt sein, daL ihre Zentrifugalkraft die Achse 

1) Über diese Untersuchungen wird Prof. W i r t i n g e r  noch ausfiihrlicher 
herichten. 
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30 Über die Bewegung eines Motors etc 

durch 0' ebenso angreift, wic die durch die Massenverschiebungen im 
Motor erzeugten Krafte es thun. 

Dieses mechanische System hat zwei Freiheitsgrade; eine allgenieine 
Koordinate ist die Verschiebiing x des Fundamentes, die andere ist 

der TfTinkel y des Mo- 
Big l 

YA 
tors mit einer festen, 
etwa OX pardlelen 
Richtung durch den 
Drehpunkt Or.  

Man hat nun zu- 
nachst die lebendige *xz 
Kraft des Systerries, 
ausgedrückt in seinen 
nllgcmeirien Koordi- 

O " %  -1 naten, zu bestimmen. 
He~eichnet man fiir 
einen Augenblick die 
rechtwinkligen Koor- 

dinaten eines Punktes der Scheibe mit E ,  7, die der Masse nl, mit 
4, ri,, so ware in rechtwinkligen Koordinaten ausgedrückt die lebendige 
Kraft des ganzen Systemes 

Hierbei ist g die Fliichendichte der Scheibe, und die Integration 
erstreckt sich über die ganze Scheibe. Nun herrscht folgerider Zu- 
sammenhang zwischen den rechtwinkligen und den allgemeinen Koor- 
dinaten: 

f = x + < i c o s g ,  f , = z + r , c o s ~ p  

Hierbei ist G die Entfernung des Punktes (57) von 0' und a der un- 

veranderliche Abstmd ir. 
Durch Eiusetzen dieser Beziehurigen erhalt man nach einfacheu 

Reduktionen 

dq,  2 . d x  drp 
L = + .  (rn + M + >,il) (::)'+ +(J+ rn,r;) (;il) - q r ,  sin d t  d t  
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Man benutzt die Kenntnis der lebendigen Kraft des Systemes, un1 
die Differentialgleichungen von L a g r a n g e  in zweiler Form 

arizusetzen. Hierzu benotigt man noch der Fixierung der Kraft- 
komponenten X und @. 

Bei der ~ r i d e r u n ~  der Roordinate x allein hat man die elastische 
Kraft, welche der Entfernung x proportional ist, also - E - x  und eine 
der Bewegung widerstreiteude Reibungskraft, welche der Geschwindig- 

d e  
keit proportional ist, also - q zu überwinden. E s  ist demnach: 

d t  

zu setzen. 
Andert man jedoch die Koordinate cp allein, so sind die folgenden 

Arbeiten zii bederiken. 1. Man murs, um den Motor im Gang zii 
halten, auf ihn das Drehmoment D ausüben; das liefert die Arbeit I l .  d p  
B. Der Motor murs sowohl Rcibiingskriifte in seinen Lagern über- 
winden, als auch, wenn inan ihn Arbeit leisten LM, Energie nach adsen 
hi11 ahgehen. Diese gesamto abgegebene Energie sei - D,d~p. Bei- 

(1 <p spielsweise kann man Dl = C + p dt annehmen, wenn man unter C 

die konstante Lagerreibung versteht und dem Notor eine seiner Winkel- 
geschwindigkeit proportionale Arbeit entnimmt. Doch kann natürlich 
Il, aiich komplieicrtere Formen annehmen. 

Jedenfalls ist die h-raftkomponente 

D U , .  

Bildet man nun die Differentialquotienten der lebendigen Kraft 
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3 2 über die Rewegung eines Motors etc. 

so erhalt man die Differentialgleichungen des Systemes in der Bora  
d 2 x  

(1) (m + M +  m,) . dtK - -\Y, sin IJI - - 1z1q cos <p . 
d t 9  

- - - 
d x R x - y -  - 
d t 

Für  die weitere Verwendung dieser Gleichungen ist die folgende 
Remerkiing wichtig: Was man in e r ~ t e r  Linie mi erfahren wiinscht, 
ist nicht die Kenntnis jeder Phase in der Dewegung des Motors, 
sondern die jener stationZren Zustinde, die sich bei jeweilig gegebenen 
Arbeitsverhiiltnissen herstellen. Diese stationgren %ustande sind dadurch 

Fig. 2 

gekennzeichnet, dai's für grd'sere Zeitintervalle genoinmen die mittlere 
Tourenzahl des Motors konstant bleibl. Am besten würde man diesen 
Bedinpngen genügen, wenn man die Annahme in die Gleichungen (1) 
und (2) ejnfiilirte, dam die Winkelgeschwindigkeit des Xotors eine 
periodische E'unktion der Zeit ware. In dem Folgenden beschriinke ich 
mich jedoch auf die Voraussetzung, dak die mTirikelgeschwintligkeit 
konstant sei. Hierdurch verzichtet man auf eine puantitativ genaue 
Anpassung an die thatsachlichen Verhaltnisse, erlangt jedoch dafür den 
Vorteil, daîs man dau t y p i s c ? ~ ~  Bild der Verhiilhisse in fo raa l  ein- 
facherer Weise erhiilt. 

Mari setzt derunach 

wobei w natürlioh von der Zeit unabhiingig ist. 
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Man gelangt hierdurch zu den Gleichungen der stationgren Zustiinde 

d "z 
m, r, . sin (w t) - (ltg = B - Dl. 

Die erste dieser Gleichungen ergiebt die Bewegung des Funda- 
mentes. Wih l t  man die abkürzenden Bezeichnungen 

su schreibt sich Gleichung (1') iu der Form 

Die Annahrne 
p = u  

ergiebt die freie Schwinpnung des Systemes, deren Schwingungsdauer 

wird. Die Schwingungszahl der Eigenschwingung des freien und un- 
n 

gediimpften Systemes wrtre -. 
2 7c 

Das vollstiindige Integral der Di fferentialgleichung zerfiillt bekannt- 
lich in zwei Teile, in eine vollkommen bestimmte Bewepng  - die 
erzwungenc Schwingung - und in cinc freie Bcwegung des Systemes, 
die von der Anfangsbedingung herrühi-t. Diese freie Schwingung kann 
man im folgenden ganz unterdriicken; sie ist eine gediimpfte Schwingung, 
welche nacli Verlauf einer kurzen Zeit erlischt, so daîs man auf sie 
bei der Betrachtung der stationiren Zustiinde keine Rücksicht zu 
riehruen hat. 

Die erzmngene Scliwingung wird bekanntlich 

wobei 
x = A .  cos (u t -@) ,  

gesetzt wurde. Diesc Formcln crgeben die Bewegung des Fundamentes 
bei stationarem Zustande des Motors. 

Ails der I>iflcrcnti:~l$c:ich11ng (2') erhalt man sodann jrnes Ihe11- 
moment D, welches man anwenden muîs, urn den stationaren Zustand 
des Motors dauernd sufrecht zu halteii. 

Zeitsïhrift f. Matheniatik u. Phyaik. 48. Band. 1302. 1. Heft. 3 
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34 b e r  die Bewegung einea Motore etc. 

Es  ist 
d Z z  D =  Dl - m,rl sin ( o t ) .  - 
d t e  

und somit 

U = Dl + mlrl A m2 . COS ( w t  - +) - sin (w t )  

Es empfiehlt sich der Übersichtlichkeit wegen in diesem Ausdrucke 
das Argument ( 2 o t )  herzustcllen, indcm man das Prodiikt der beitlen 
trigonometrischen Punktionen in eine Summe verwandelt. 

E s  wird 

m,r,oyA ~ , T ~ A w ~  D = q +  - sin + + a sin [2wt- $1. 

Man sieht hieraus zuniichst, d d s  zur Herstellung eines stationaren 
Zustandes ein veriinderliches Drehmomcnt il n6tig ist, welches in der 

2 ?z 
Zeit einer Umdrehung, also in Sekunden, in der durch die trigono- 

metrische Funktion angegebenen Weise schwankt. Gegebenen Fallev 
kann natürlich auch ein konstantes Drehmoment ausreichend sein, wenn 
die Arbcitsleistnng dcs Motors und damit die GrXse Dl sa eingerichtet 
werden kann, dals 'sie diese Schwankung kompensiert. 

Von grofserem Interesse sind jedoçh die Energieverhaltnisse. Man 
lierechnet am besten die mittlere pro Zeiteinlieit wahrend einer Cm- 
drehung dem Motor zugeführte Arbeit, also die Grorse 

13ezeichnet man noch den Mittelwert der pro Zeiteinheit wahrend 
einer Umdrehung dem Motor entnommenen Energie mit 

Ersetzt man die abkürzenden Bczeichnungen A, 1C, und y durch 
ihre Werte, so wird 

m2r3s-oB 
&,itte1 = &Aittsl + ? 

(m + M + ml) [(ne - O ? ) ~  + 4s%(O ? 

odor in etwas anderer Form, indem man die Zontrifugalkraft 
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einführt : 

Wiren keine exzentrischen Massen am Motor vorhanden (P = O), 
oder ware die Masso des Fundamentes iiberwiegend groh ( ~ n  = no), oder 
würde endlich die Unterhaltung der Bundamentbewegung keinen 
diimpfenden Kraften unterliegen (s = O), so ware 

In diesen Fiillen würde die ganze Energie, welche man in dem 
stationsren Zustande in der Zeiteinheit im Nittel dem Motor zuführen 
murs, gleich der mittleren dem Motor entnommenen Energie sein. - 

Treten jedoch E ' i lndaments~hwin~~ngen aiif, so ist dern Motor mehr 
Energie zuzuführen, als er abzugeben hat. Dieser Zuwachs iüt durch 

gegeben, und er entspricht dern zur Unterhaltung der Fundarnent- 
hewegung ntitigen Energiebetrage. 

Uber den Verlauf ciieser Zusatzarbeit unterrichtet man sich, i d e m  
inan die erste Ableitung bildet. Diese ist 

Fiir Heine Tonrenzahlen 

und für grofse Tourenzahlen 
w > _ l z p  

1) Prof. S o m m e r f e l d  war so freundlich, mich brieflich da,rauf aufmerksam 
zu machcn, dors man diese Formel auch ohnc Bcnutzung der allgemeinen Glei- 
chuugen (1) und (2) erhalten kann, wenn man sich auf den Fall konstauter 
Winkelgeschwindigkeit von vornherein heschrankt. - Man erhilt Formel (1') 

direkt, indem man die Bedeutung des Gliedes mir, wScos (rot) als Komponente der 
Zentrifugalkraft bedenkt. Nach Integration dieser Gleichung hat man weiter die 
Encrgievcrh&ltnisse des Motors zu berechnen. Ohne Bewegung dcs Funda- 

Bci der Fundamentbewegung jcdoch ist überdies noch die Arbeit 

zu leisten. Die Integration führt auf die obenstehende Formel. 
3 * 
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36 Eber die Bewegung eines Motors etc. 

ist f" (0) bestzndig positiv. In diesen Gebieten nimmt demnech f(w) 
mit wachsender Tourenzahl zu. 

Für Werte von w in dem Gebiete 

ist das Vorxeichen von f'(w) durch die GrGse s bestimmt; es hingt 
von dem Zeichen des Faktors 

ab. In dem angegebenen Gcbietc wird f (a) Null, wenn w eine 
Wurzel der Gleichung 

ist. Reelle Wuneln dieser Gleichung giebt es jedoch nur dam, wenn 

oder wenn 

s < sV2-73-  n 
ist. 

1st diese Bedingung ei-füllt, so hat die Ableitung f ' (o) inncrhalb 
des Gebietes (G) zwei Wurzeln w, und w,. Die Funktion f (a) nimmt 
dann für wachsende Werte von w zuerst zu, erreicht für w, ein 
Maximum, nimmt d a m  wieder ab, um für den groîseren Wert  w2 eiri 
Minimum zu erhalten, von welchem ab sie wieder dauernd zunimrnt. 
Beide ausgezeiühneten Stellen liegen innerhalb des Gebiet,es (G) und 
zwar die Stelle des Maximums w, umso niiher an n, je kleiner der 
Wert von s ist. 

E'ür 

s = +fi :1/3. n. = 0,2588 . n 

fallen beide Wurzeln w, und w, der Ableitung zusammen und f(w) hat 
einen Wendepunkt. Für noch giXsere Werte von s nimmt f(w) auch 
innerhalb des Gebietes (G), also überhaupt immer, zu; in der Umgebung 
von w = n so wie w 4  für sehr groîse Werte von w so wie wS. 

Man kann nun e,ittoi als Funktion von w konstruieren. Diese 
Kurve giebt den Zusammenhang zwisclien der mittleren dem Motor 
zugeführten Energie und der Tourenzahl an, wenn bei jeder Touren- 
zahl der dationare Zustand hergcstellt worden ist. Der Verlauf dieser 
Arbeitskurve ist wesentlich durch den Verlauf der Arbeitskurve ohne 
Bewegung des Fundamentes, also durch mit bestimmt. Im all- 
gemeinen nimmt letztere Funktion rilit wachsenderri w zu, so dalS auch 
&mittel zunehmend verliiuft. 
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Für Iileine Werte von s k6nnen die d a m  auftretenden Maxirnum- 
und Minimumswerte von f (a) auch im Verlauf der Arbeitskurve ~, i t t , i  

sich ausdriicken, so daîs man ein Bild von dem nebenstehenden Typus 
eihilt. Diese Kiirve wurde unter Annahmen erhalten, welche den 
Verhaltnissen bei den gleich zu besprechenden Versuchen von Prof. 
W i r t i n g e r  sehr Lhnlich sind. E s  wurde angenommen ml = 5 Kilogr., 
r, = 1 cm, s = 0,8, il1 + m + ml = 100 Kilogr., n - 364 Touren pro 
Minute. 

Die Kurve ~ ~ i ~ ~ ~ l  = ~m~~~~~ wurde üls Gerade 

angenommen, wobei W die dem hlotor zugeführte drbcit  in Watt und 
N die Toureualil pro Minute bedeuten. E s  hat, uie man sieht, ~, i t t , i  

in dern Gebiete 
1 2 <  w < n . i 3  

ein Maximum und Minimum und es konnen innerhalh dieses Bebietes 
ein und derselben dem Motor zugeführten Energie mehr als eine 
Tourenzahl entsprechen. 

Kurven dieses Typus ergaben sich bei den von Prof. W i r t i n g e r  
ausgeführten Versuchen. Mit seiner gütigen Erlaubnis führe ich eine 
dieser Kurven hier an. Zur Erlauteruug derselben sei bemerkt, 
daB der Motor an der Stelle a, an welchei- die Fundamentbewegungen 
sehr starke waren, noüh inehr Arbeit zugeführt erhielt. Die Touren- 
zahl begann sodann rapid zu wachsen, indem zugleich die Fundament- 
schwinpngen ahnahmcn. Diirch entsprechencle Vermindcrung der zu- 
geführten Energie gelang es, einen stationaren Ziistand des Motors im 
Punkte 0 wjeder zu erreirlhen, von wo an die Kurve bei wciterer 
A r b e i t s v e r m e h g  steigt. Das Bild dieser Kurve Gllt in den Typus 
der gezeichncten Art. 

Ich konnte mich auch überzeugen, daîs die für das Auftreten 
diesev Typus notwendige Bedinpng 

s < 0,2688 n 

in dieseni Falle wirklich erîüllt war. Eine Berechnung dieser sehr 
genauen Beobachtung aus den Formeln konnte ieh leider nicht durch- 
führen, da hierzu notwendige Grohen, besonders E&,I, teils gar nicht, 
teils nicht mit genügender Sicherheit bestimmt morden waren. 

Die von Prof. S omrrierf el  d auegeführten Versuche ergaben offenbar 
denselben Typus für den Verlauf der Kurve ~,itt,i. Prof. S o m m e r -  
feld bemerkt in seiner Arbeit, d a h  im Gebiete des lebhaften Mit- 
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35 tfher die Bewegung eincs Motors etc. Von M. R m ~ o v r C  

schwingens des Fundamentes cin Festhalten des Istzt'eren die Toiiren- 
zahl sofort auf einen hoheren Wert brin@. E s  gab also auch hier 
innerhalb eines hit ischen Gebietes zu einer bestimmten Arbeit &,ittol 

zwei Tourenzahlen. In  der That beriierkt auch Prof. S O rn m e r fe ld ,  
dak er bei seinen Versuchen eine kleine Dampfung hatte. 

Fig 3. 

Zum Schlusse sei noch darauf hingewiesen, daîs man aus den 
vorstchenden 13etrachtiingen aiich des Verhiiltnis der statischen und 
dynamischen Ausweichung des Fundamentes erhalt. 

Es  ist die Amplitude der Fundamentschwingung 

CL - A =  __ -- 

i ( a 4  - m q e  + 4sems 

Daher hat man 

Würde jedoch die der Winkelgeschwindigkeit w entsprechende 
Xentrifiigalkraft 

P =  m,r , .  w2 

als statischcr Ziig wirkend am Fundamente angreifen, so würde sie 
demselhen eine.Ausbiegung T~~~~ erteilen, welche sich aus der Gleichung 
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Bezeichnet man mit y das Verhaltnis der dynamischen zur statischen 
Ausbiegung, so erhglt man 

R 1 
Y = -- - ------ . 

5911 -t M + m  l /(nY - , y ) y  + 4s2ro" 

Am grolsten ist y, also am ungünstigsten das Verhaltnis zwischen 
dynamischer und statischer Ausbiegung fiir 

Am günstigsten wird es für sehr grorse Tourenzahlen, welche die 
Schwingungszahl der freien ungediimpften Eigenschwingung des Funda- 
mentes weit übertreffen. 

Über unendliche Mannigfaltigkeiten der orter der 
dioptrischen Kardinalpunkte von Linsen und Linsensystemen 

bei schiefer Inzidenz. 

Von J l u n w r ~  MATTUIESSEN in Bostock. 

In der Gauls  schen Dioptrik zentrierter , brechender, sphàrischer 
Flichensysteme mit beschranktem Gesichtsfelde siud die gebr2uchlichsten 
Koordinaten-Anfangspunkte (Kardinalpunkte) die Hauptbrennpunkte, 
(resp. Bremebenen), die Hauptpunkte (resp. Hauptebenen) und die 
Knotenpunkte. Die letzteren liegen stets zu den Hanptpunkten sym- 
nietriuch gegen die Brennpunkte. Die Hauptpunkte bilden die Grundlage 
eines bipolaren rechtwinkligen Koordinatensystems; jene .Kardinal- 
punkte sind mit Ausnahmc der Rrennpunktc, jede Art für sich be- 
trachtet, konjugierte Objekt- und Bildpunkte d. h. der eine ist das 
Hild des andercn und sic führen wie jedes andere bipolaro System 
konjugierter Punkte zu der bekannten Normalformel der Objekt- und 
Rilddistanzen 

Die Hauptpunkte und Hauptebenen sind von der Eigenschaft, dafs, 
wenn ein in das System einfallender Lichtstrahl gegen irgend einen 
Punkt der Hauptebene gerichtet ist, derselbe so aus dem Systerne aus- 
tritt, als wenn er aus dem homothetischen Punkte der zweiten Haupt- 
ebene herkornmt. Die Knoteripuukte andrerseits sind von der Eigen- 
schaft, daîs, wenn der einfallende Lichtstrahl gegen den ersten Knotenpunkt 
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40 b e r  unendliche Mannigfaltigkeiten etc. 

gerichtet ist, derselbe aus dem Systeme parallel zu deni eintretenden 
Strahle austritt, als wenn er aus dem zweiten Knotenpunkte kiirr~c 
(parallel~r Durchgang). Wir  benutzen diese Eigerischaft der gedachten 
Kardi~~al~unktepaare,  um zu einem leuchtenden Punkte den zugeh6rigen 
B i l d p n k t  zu konstruieren, mit TTülfc des sogenanntcn dioptrischen 
l'arelieltrapezeu. 

E s  lassen sich riuri d ~ e  0rter der Kardinalpurikte unendlich rielfach 
variieren, wenn man die Bedingung zuzieht, d a b  sie konjugierte Punkte 
p a r e  bleilncn; immer gelen$ man dabei zu der Normalformel der 
hbszissengleichung, falls man die neuen Ilauptpunkte auf dem ein- 
tretendcn und austretenden Strahle sueht. Da aus den Gauîsschen 
Beschrankungen für h e  Dioptik zentrierter sphiirischer Flachen mit 

kleinem (7;esichtsfelde sich ergiebt, dafs das von einem leuchtenden 
Punkte ausgehende, unencllich dünne Strahlenbiindvl imrncr homozentrisch 

gcbrochen wird, und man von dem einfallmden Strahlenbündel den- 
jenigen Strahl (Achsenstrahl) aiiswahlen kann, welcher rnit dnr Zentrale 
des Systems i n  derselben Ebene liegt, so wird auch der austretende 
W a h l  in dieser Ebene liegen, sodafs siçh sirntliche Kon~truktionen in 
derselben vollziehen lassen. Die Hrennpunkte der durchphenden 
Strahlenbündel liegen in den sogenanntcn Brennebenen, welche senkrecht 
zur Zentrale in  den Hauptbrennpunkten des Systems errichtet sind. 

Von Wichtigkeit für die folgenden Betrachtungen sind einige 
Hii lfssiitzc: 

1. Verbindet man dic sechs Kardinalpunkte irgeild eiiies durch- 
gehenden Strahles FH,H,@I~~K,E' zu einem Seçhseck, so ist diese 
FiPr (Fig. 1) ein sechsseitiges Parallelogramm. Dabei ist IfL$' die 

vordere, Hz@ die hintcre Rrennweite und es soi 11,P = Kp@ = f ;  
H z @  - KEF = y .  1st nun P ein leuchtender Punkt auf dem ein- 
fdenden ,  i3 sein Rild auf dein austretendcn Strahle, so sind die 
~ n o t e n ~ u n k t e  K,Kp ihre Fixpurikte, und K, P II Ky B die adjnngierten 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Standlinien. Bezeichnet man die Abszisse des leuchtenden Piinktes aiif 

rlem Strable RIP mit E,, die des Bildes T I . 3  mit k,, so ergiebt die 
Betrachtung der Figur 

2. Zieht man eine andere Stantllinie K,I+ iind damit parallel 
K,h,, so sind h,A, koiijugierte Punkte; sie konnen mithin als neue 
IIauptpunkte beuutet werden. Konstruiert man das sechsseitige dioptrische 
Parallelogramm Fh, h, CD k, 7i, E', so sind die neuen Brennweiten 1% F = f ,  
und A,@ = y,, die neiien Fixpunkte k17i,, di(? parallr1r:n Standlinien 
der Punkte P und Il k,P und k,U, die neuen Objekt- und Bildabszissen 
auf den Strahlen h, P = S,, Il, = 6,. ~ h n l i c h e  Dreiecke ergeben 
wiederum die Proportion 

Die neuen Knotenpunktc odcr Fixpurikte k,  und Ic, konncn cbenso wio 
die Hauptknot'enpurikte KaKp zur Konstraktion von konjugierten 
Piinkten dienen. So ist z. B. k ,  El, II l;, B,. Hierbei ist bemerkcnswert, 
da18 die beiden variierten IIanptpunkts-Interstitien h,h, eine Plache be- 
st'reichen, welche dilrcli den eirifalicnden und anstretenden Strahl hegrenzt 
i d ,  wihrend die gleichen Knotenpunkts-Interstitien 1c1k2 eine damit 
kongruente und symnietrisch gelegene F l k h e  bestreichen, die zwischen 
den Knoteriliriien K,F wid Kp @ liegt. 

Die vorstehenden Sitze lassen sich nun ebenfalls anweiiden auf 
den Fa11 dcr schiefen Inzidenz in sphiirische Linsen bei iinbesühriinktern 
Gesichtsfelde, wenn man nur die Abszissen auf den Strahlen abmifst, 
(Reusch).  Zur ~rli iutcrunff wolien wir einige einfache Fdle behandeln 
und zwar die Brechung in einer Vollkugel, welche auf den entgegen- 
gesetztcn Seitcn von glcichen und von verschicdenen Siihstanzcn hcgrenzt 
ist, sotvie die Brechung in einer einfachen Linse. 

h i  jeder schiefen Tnzidenz in eine kriimme Fliiche findet mit 
seltenen Ausnahmen astigmatische Brechung statt Sind die brechenden 
Flkhen Kugelfllichen, so bedient man sich der bekannten Reuschschen 
Pormeln ziir Berechnung des ersten Bildes BI der Strahlenhcher im 
Hauptnormalschnitt oder Achsenscliriitt, iind des zweiten Bildes B, der 
Strahlenfiiçher iru Nebemorrrialsühnitte des unendich klejnen D u p  inscheri 
Kreiscs. Die Abszissen der 0rter P, BI, B2 werden auf den Strahlen 
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selbst gemessen; die Rilder B, und B, sind dio beiden Brennlinien des 
astigmatischen Brennraumes. Die Formeln für die Strahlenficher 1. und 
II. Art sind folgende: 

- T 8in el COR e2 T g i n  e COR e2 .- 2 + . L . _ l = 1 ,  
0 ( e  - e l  xo asin ( e ,  - el) 2, 

- r s i n e ,  1 
-- . -- r sine, 1 - . -= 
sin (e, - el) x, + sin (e, - e l )  z, 

1 

Uci einer Vollkiigcl hat man diese Formeln zweimal anzuwcnden. Setzt 
man in  (2) die Brennweiten auf den Strahlen 

- r  sin el 
- ---. r sin e, c o s e % = f i ,  .--.coseS='pi, 
sin (e, - el) 8111 (es - el) 

so kann man fir die Brechung in der Vorderflache kürzer schreihen 

für die Hinterflache, wenn sie von demselben Medium begrenzt kt,  

Rechnet man nun die Absxisseri der Ohjekte von der Vorderfliiche, die 
der Bilder von der Hinterflache ab, so ist zu substit'uieren 

y , = y , - T = y , - S r c o s e , ,  

wo T die innere Strahlenliinge bezeichnet. Daraus resultiert 

Um zu einer miiglichst einfachen Abszissengleichung zu gelangeil, 
suche man zwei auf dcr inncren Strahlenstrecke T symmetrisch ge- 
legene konjugierte Punkte und wahle aie als Kardinalpunkte eines 
bipolaren Koordinatensystems. Man setze d s o  y4 = - y,, woraus sich 
ihre Distanzen von den Innenfliichen ergeben, namlich 

y, = r cos e, , y, - - r cos e, . 

Diese Kardinalpunkte seien FA und f i2 ,  welche wir Hauptpiinkte nmnen 
wollen, da sie gauz analog den Hauptpunkten GauIsscher Systeme 
funktionieren. Setzt man dann zur Verschiebung der Abszissen- 
Anfa~lgs~unkte  

y,, = r cos e, + go,  y, = - r cos e, + 
in die Gleiçhung (4) ein und ordnet sie, so erhiilt man eine Gleichung 
von der bekannten Normalform, namlich 

1 1  2 sin (e - e ) 1 
- + - ; --z-->- - .  
6 ,  T sin e, cos e, cos e, C& 
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Diese Reduktion kann geschehen entweder durch Anwendung des Hülfs- 
satxes vom sechsseitigen Parallelogramm nach vorhergehender Bestimmung 
der neuen Brennweiten, indem man einmal y, = w, dann y, = w setzt, 
oder auch auf folgende Weise. Da y; = r cos e, und y; - - r cos e, 
konjiigiertc Werte sind, üo ist erstlich nach (4) 

r cos e, T COB e, 2r cos el = - - 
- T COB e, + f, r cos e, - f, 'Pi ' 

und sodann für variabele f ,  und f ,  

Durch Subtraktion beider Gleichungen gelltugt man ohne Sçhwicrig- 
keiten zu (5). 

Was weiter die StrahlenFicher II. Art betrifft, so setzo man in (3) 
- r sin el 

- 
r sin e, 

sin (e, - el) = fa sin (e, - e,) = 
. 

Dann gelten für die Brechungen in der Vorder- und Hinterflkhe die 
Gleichungen 

- ' P z  f - f 9 - 1 ,  . - + o i = l  
50 xs x3 x4 

Da nun wie vorhin 

x 3 = 5 - T = x 2 - 2 r c o s e ,  
ist, so wird 

(6) 
- x4 - xo 2r cos e, 
- - - - - - -- . 
2, + f, x, - f, 'PY 

Um einstweilen der Einfachheit wegen symmetrisch gelegene Kardinal- 
punkte zu erhdten, setzt man wieder z,, = - x,, woraus siüh die 
sirnultanen Wurzelwerte 

T COB el , - r COS e, xo = - 

COB (e ,  - el) Z4 = COS (e, - el) 

ergeben. Da dies die Werte der inneren Vcrliingerungen der kdseren 
Strahlen bis zum Durchschnittspunkte D sind, so bilden diese Kardinal- 
punkte cine Symptose. Die Verschiehimg der Abszissoii-Anfangsp~inkte 
nach dem Punkte D führt zur Gleiehung 

1 1 sin 2 (e, - e ) 1 + = 2 .  
& O  t 2  r ein e, 'PS 

Die Vergleichung beider Hrcnnweitcn rp; und & ergieht 

(8) y; = y4 COS (e, - el) cos e, cos el, 

eirie Beziehung, die leicht konstruierbar ist. 
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TVir konnen nun einen Schritt weiter gehen und voraiissetzen, da& 
die Hinterflache der Kugel von einem anderen Medium begrenzt id ,  
als die Vorderflache. Alsdann gelten für die Strahlenfacher 1. Art in 
der Vorderflache 

- r sin el r sin e, 
fi = sin (e,  - e , )  cos ci ,  

= sin (e, - cl) cos e: ; 

in der Hinterfliiche 
, -  r sin F~ r sin e, 

r p = .  cos e l  ; fi = sin ( E ,  - el) 
CO6 E ;  . 

1 8111 (E, - el) 

Die betrefferiden Abseissengleichungen sirid also 

Da wiederum 
y, = y, - 2 r  cos e, 

ist, so erhalt man 

Sirnultane Wurzelmerte sind 

y, = r cos e, , y, = - Y COS E ~ .  

Substituiert man durçh Versohiebung der Koordinaten nach den Haupt- 
punkten XI und E, 

y o = ~ c o s e ,  + g o ,  y 4 = - r c o s ~ ,  + El, 
so gelangt man zu der Abszissengleichung 

- sin e sin e, cose2 sin(e, - el)  + cos fp  sin (r, - e , )  -sine, sin E ,  
(10) - 2 + - - - - -- - -- - - - -- . 

60 El r COS e, cos e ,  cos el fi' 6' 
Darails fol@ 

(11) 
sin E 1 .,, ,$," = - 72f''= - f 

1 nin e, 1 12 1' 

wo n das Brechungsverhiiltnis des letzten Mediums zu dem des 
ersten ist. 

Für die Strahlenfiicher LI. Art ist in der Vorderfliiçhe 

in der Hinterfliiche 

Die Abszi~sen~leichungen sind also beziehiingsweise 
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Da wieder wie oben 
x, x, - 2r  cos el 

ist, so iut die Abszissengleichung bezüglich des Eintritts- und Austritts- 
punktes 

(12) &4 = ~ - .~ ~ -- - 2 r  COR" .  
F f Xo - f ,  

Sirnultane Wurzelwerte, also konjugierte Punkte sind 

r COB el - r COB el 
xo = = . - 

COS (e, - e,) ' 4 cos (z, - el) ' 
folglich die I-Iauptpunkte Dl und D,. Weil aber jedenfalls das Zentruni 
C der Kugel E'ixpunkt für diese Stralilengattung ist, sn ist auch der 
Schnittpunkt D der aurseren Strahlen Kardinal-Doppelyunkt. Ilenmach 
sind ebenfalls simultane Wurzelwerte 

, 2 r  cos el sin (ce - el) , - 2 r cos el sin (s, - el) x = -- - - 
0 sin (e, + z, - 2 el) x4 = sin (e, + gg - 2 el) 

Verscliiebt man jetzt die Koordinaten-Anfangspunkte nach D und nennt 
die neuen Abszissen E, und k,, so wird 

Aus (13) folgt 

(14) rp;' = - fifi'. 
Für die gewahlten Kardinalpunkte D und El E, erhalt man meiter aus 
(11) und (14) 

rp;' = f"'f" 
1 2 '  

Aus (10) und (13) ergiebt sich die Beziehung 

(1 6) 
sin F COS ep cos E* COS el sin (ep + sp - 2el) ,&' = .-" --- 
sin e, cos s, sin ( E ,  - e,) + cos E~ sin (e, - e , )  ' 

Setzt man weiter n = 1, E, = e,, so geht diese Relation wieder in (8) 
über. L l h t  man dagegen 6,  in el übergehen, so ist offenbai nur die 
Vorderflache brechend und man mu19 wiedcr zu den Reuschschen 
Formeln ( 2 )  und (3) gelangen. Dies ist für  die Gleichung (13) ohne 
weiteres zutreffend. Bei den Strdilenfachern 1. Art wahlten wir nicht 
D, soriderri El und 4 als Anfangspunkte. Behilt mari aie zuriiçhst 
bei, so resultiert aus (10) 

Für diese Abszissen giebt es zzvei Fixpunkte J ,  J, oder Ic,k, in dern 
sechsseitigen dioptrischen Parallel3gramm niit einspringenden TTTinkeln, 
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wobei J, und J, in gerader Linie niit D liegen. Um die vorsteheiide 
Gleichung mieder mit (2) in Eiiikla~ig zu bririgen, ist, in Berück- 
sichtigung des Umstandes, dals der Schnittpunkt der beiden Strahlen 
jetzt irn Einfallspunkte liegt, die Brennweite fi' zu verkürzen urn 
r cos e2 , dagegen rp;' zu verlangern uni r cos el. 

Uio vorstehenden Betrachtungen lassen sich niin auch mit Leichtig- 
keit auf die Stralilenbrechung bei schiefer Inzidenz in spharische 
Linsen übertragen. Wir wollen dies zuniichst an den St,rahlenfaçhern 

Fig 2. 

/ 

II. Art erliutern. E s  seien die absoluten Werte der Radien der beiden 
Flachen r, und r,, Einfalls- und Brechungswinkel an der Vorderfliiche 
e, und el, an der Hinterflüche E, urid E,; d a m  ist 

(17) 
- r, sin el 1 r s i n e  1 + . = , = f ,  + Y 9  

sin (e, - e , )  x" ssin ( e ,  - e,) x, 5 %' 

- r, sin E, 1 r  sin E, 1 
(18) -- - - - . - . -  = 1 = & + A .  

sin ( E ~  - E , )  z, BIU (E,  - f l )  x4 4 4 

Der imere  Strahl A,A2 (F'ig. 2) hat die Lange 

(19) T = r, cos el + r, cos el - i/oFL- (r1 sin el - r, sin E,)'. 

E s  ist nun wegen der Relation 

die Abszissengleichung, wie in (12) 

Diese Gleichung 1dst sich nnn durch Koordinaten-Verschiebug auf die 
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reduzieren auf folgende Art Man bestimme zunkhst  die Brennweiten 
Al3' und 4 CD aus (20)) inderri man eirirnal z, = CO, sodann iç, = 00 

setzt. Man findet 

Sodann suühe man aus (20) zwci konjugieite Punkte Hl und FI2, die 
als IIauptpunkte benutzt werden; konjugierte Werte der Absziwen 
A, H, und A, H,, sogenannto Haiipt,pi~nktsdistanzen, sind 

Bemerkenswert ist, daL H,Ih mit der optischen Achse iCflM2 p a r d e l  
ist. Varschiebt man die Abszissenanfangspunkte von A, nach Hl, von 
A, naeh Hz, so sind jetzt die Rrenriweiten 

also = - f .  Man kann jetzt das sechsseitige dioptrische Parallelo- 
grarnm FR, H, CD& KI 3' zeichneli; die beiden Fix- oder ho tenpunkte  
KI& liegen auf der Achse und k6mien zu neuen Konstruktionen ver- 
wendet werden. Man gelangt eu den Punkteri KH, noüh auf eine 
aridere Art; es sind P und B2. konjugierte Punkte, also 1Xst sich das 
sechsseit,ige ParaUelogramm PPB2 @ J 2 4  F' kon~t~riiiercn, wohei die 
Standlinie J ,  J2 durch Hl und H, geht. Für die Randstrahlen gehen 
die Punkte AIDA, in den Rand über, T = 0, die nauptpunkte VlH2 
eberifalls und bilderi eine Symptose, wiihrend die Eixpunkte KIR, in 
einem einzigen sich vereinigen. 

Ilras die Strahlerfiçher 1. Art anhelangt, so ist 

- Yh COB e2 sin COS e2 
(24) . -  . ---2 + . 2 = 1 = il + < P I  

sin (e, - el) y, (et - e l )  YI ?in Yi ' 
- r, sin F,  r, sin sl Co8 

-- . -~ a = . -- 1 = Y i +  Li. 
('O) s i  s - El) y + i n  c - y, YY y4 

Die Behandlung dieses Palles ist der des vorangehenden analog. 
Von besondererri Interesse ist noch der Fail des parallelen Durch- 

ganges durch den optischen Mittelpunkt einer Linse. Es lilst sich 
leicht erweisen, da19 die Ebene des parallelen Durchganges irrimer ein 
Achsenschnitt kt. Zunachst l a k t  sich weiter zeigen, dals die Radien 
r, und r, parallel sein müssen; es ist niimlich 

e, - el - E~ - s1 , ex + E l  = E2 + el ; 
folglich 

cos c, cos E~ - sine, sin si = COS E~ COS el - sin s2 sin el, 
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und aufserdem 
2 sin e, sin E, = 2 sin E~ sin e, 

Die Addition beider Cleichungen ergiebt 

oder 
COS (e, - E , )  = cos ( E ,  - el) 

e 2 - E  1 = ~ ~ - e ~ .  

In Verbindung mit der obigen Gleichung wird demnach 

woraus sich der Parallelismus der lladien ergiebt. 

Die Gleichiingen (1 'i), (1 8), (19) nehmen für den pamllalen Durch- 
gang folgende einfachere Form an: 

(2 8) - r, sin e, 1 T sin r: 1 . + 2 -2--. = 1 = TS fi 
yin (e, - el)  zs sm (e,  - el) xI xs + q 7  

T = (r, $ Y,) cos el 
- 

- 1/B2 - (yl $ Y ~ ) ~  sin e: . 
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Ebenso vereinfnchen sich die Relationen (21)) (22)) (23), wodurch 
<p = - f wird. Ferner ergeben die Formeln, dah  für die Strahlen- 
ficher II. Art die Punkte Hl und H, (Fig. 3) konjugiert, also ITaupt- 
punkte für diese Art sind; für die Stralilenficher 1. Art (2) die Punkte 
El und E, Hauptpunkte für diese Art. Da 

HIA, : ZI,A, = ri : r, = ElAl : E,A,, 

so gehen beide TJauptpunkts-Interstitien diirch das optische Zentrum C. 
Man kann jetzt für lseide Arten die sechsseitigen diolitrisühen 

Parallelogramme konstruieren, um die adjungierten E'ixpunkte zu finden. 
Man erkennt aber leicht, dak sie in die gebrocheiien Linienzüge 
FH,H, @ und den analogen F,'E, E, CD, zusamnienfden, und die ad- 
jungierten Fixpunkte in den Strahlen selhst liegcn, mithin zu Kon- 
struktionen anderer konjugierter Punkte nicht verwertbar sind. Statt 
dessen kann man, wie in Fig. 3 angedeutet ist, auf Grund der Re- 

zu der gegehenen Objektabszisse und der Brennweite die dritte har- 
monisçhe Proportionale, die Bildabszisse konstruieren. 

Die Theorie des zentralen Durchgangs von Strahlen peripherischer 
Objekte ist bereits frülier von L u d i n i a r  H e r rnann  in ausgezeichneter 
Weise abgehandelt worden.') Die Punkte R,17, nennt er Direktiom- 
pu~zkte, die Punkte El E2 Seiteymnkk. 

Sir Robert S. Balls lineare Schraubengebiete. 

Von A. G R ~ N W A L D  in Prag-Bubentsch. 

Mit 2 Doppeltafeln 1 u. II. 

Es soll hier eine rein-geometrische Übersicht der linearen Schrauben- 
mannigfaltigkeiten, ihrer Achsenlagen und I'arameter-Verteiliing geboten 
werden, wie eine solche zuerst von Sir R o b e r t  S. Bal1 (,,Theory of 
Screws, A Study in the Dynamics of a Bigid Body", Dublin 1876, 
deutsüh von H a r r  y Gr a v e l i u s  als ,,Theoretische Mechanik starrer 
Systeme", Berlin 1839; zuletzt in ,,A treatise on the theory of screws(', 
Cambridge 1900) entwiçkelt worden ist. Dies geschah dort vorwiegend 
in mechanisehem Gewande; es ergab sich, dafs jeder starre Korper von 

1) T,. H e r m a n n ,  Pogg. Ann.  15.7. S. 470 (1874); Pflügers Arch. f. d. ges. 
Phgsiol. 18. S. 443 (1878); 20. S. 370 (1879); 27. S. 291 (1882). 

Zaitsïlirift f. Matlreiriatik u. Physik. 48. Band. 1902. 1. Ileft. 4 
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beliebigcrn Freiheitsgrade n (j 6) beweglich ist um die Schrauben 
einer linearen Mannigfaltigkeit nter Stufe Rn und nicht beeinfluîst 
wird diirch Dynamen, welche cincr andercn linearen, zur orstercn 
,,reziprokenU Schraubenmannigfaltigkeit der v = (6 - n)ten Stufe P,. 
angehoreri. Von uns sol1 die Bekanntschaft mit den einfachsten 
Operationen der Ausdehnungslehre I Ie rm a n n  G r a î s  m a n n s  ( A ,  1844, 
A, 1862) vorausgesetzt werden. (Vergl. E. W. H y d e  in den Annals of 
Mathematics, vol. IV, N 5, 1888 und vom selben Verfasser: ,,The direc- 
tional calculus, based upon the methods of I I e r m a n  n G ra î smann ,  
Boston 1890). Unser ltaum von drei Dimensionen ist dureh vier nicht 
in einer Ebene liegende Massenpunkte ei (i - 1, 2, 3, 4) bestimmt. 
Jeder Punkt x desselben kann mittelst geeigneter Zahlgroken xi als 

Vielfachensumme x = Xiei dieser vier Grundpunkte dargestellt werden; 2 
diese Summierung ist in der Mechanik als Schwerpunktsbestimmung 
bekannt, die xi sind die allgenieinen liriaren Punktkoordinaten, speziell 
wenn el, e,, e, unendlich ferne Punkte, d. h. Strecken von konstanter 
Richtung und Lange vorstellen, hornogene H e s s e  sche Parallelkoord~naten. 

Unter dem ,,aulserenL' Produkte dreier Massenpunkte, z. B. e,, ez, e, wird 
das ebene ,,BlattL' odcr der Ebencnteil (c,e2e,) verstanden, nicht blol's 
nach seinem Flacheninhalt und seiner Stellung aufgefaist wie z. B. ein 
in der Mechanik gebriiuchliches Kriiftepaar ( D r e h z w i h g ,  das auîsere 
Produkt zweier Strecken), sondern auch nach seiner Zugehorigkeit zu 
einer bestimmten Ebene. Zwei Blitter merden also wie zwei Dreh- 
zwillinge der Mechanik addiert, nur n u k  bei deiu Summenblatt noch 
die Zugehorigkeit zu der durch die Schnittlinie der gegebenen Blatter 
gehendcn Ebene fcstgehalten werden. In diesem Sinnc ist jedes 
Blatt f ,  des liaumes als Vielfachensumme 

k =  k1 .e2%e4 + E 2 .  e3e4e1 + E3.e4ele2 + E4.e1e3e9 

der vier Grundblatter des Bezugstetraeders darstellbar; die ZahlgrXsen Ei  
sind hierbei die allgemcinen lincaren Ebenenkoordinaten, speziell wenn 
el, e2, und e, Strecken sind, die homogenen IIesseschen Ebenen- 
koordinaten. 

Unter dem aurseren Produkte zweier Massenpunkte, z. B. el und e,, 
wird der Linienteil oder ,,Stab" (e,e,) verstanden, nicht bloîs wie bei 
der Streüke aufgefalst nach Lange und Riohtung, sonderil auch nach 
der Zugehorigkeit zu der bestimmten Geraden, also wie eine Kraft oder 
auch eine Drehgeschwindigkeit um eine Achse in der Mechanik starrer 
Systeme. (Auch als ,,eingewandtesLL Produkt zweier Blatter ele2e, und 
ele2:,e, kann der Stab e,e, aufgefaht werden.) 1st speziell el sowohl als P, 

eine Strecke, so heilst der unendlichferne Stab (e,e,) ein ,,Beldu; er 
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eutspricht d a m  als geometrisches Bild volltitandig dem BegriEe des 
Drehzwillings oder auch einer Parallelverschiebungsgrofse, d. h. einer 
Geschwindigkeitskoniporieute der Drehung uni einc unendlich ferne 
Achse. Addiert werden Stabe wie Krafte oder Winkelgeschwindig- 
keiten bei Achsendrehungen. 

Jeder Stab 1 ist aus den sechs Grundstiiben des Elementartetraeders 

durch g~eignete Lahlgr6fsen pi, (i, JC = 1, 2, 3, 4) linear ableitbar: 

Die 13estimmnn,asstücke pi, k sind, falls zwischen ihnen die sogleich zu 
besprechende quadratische Belation 

besteht, die sogenannten Plückeruchen Linienkoordinaten, welche 
eigentlich, a i e  dies F. K l e i n  Fichteuklidische Geometrie, Gottingeu 
1893) bemerkt, naçh GraTsmann benannt werden sollten, der seine 
umfassendero Theorie 1844, also zwei bis drei Jahre vor P l ü c k e r  auf- 
gesteilt hat. Besteht die erwiihnte Relation nicht, su ist 

nicht als ein Stab, sondern nur als Summe von mindestens zwei solchen 
windsühiefen 1, und 2, darstellbar, die d a m  ,,konjugiertU heilsen: 
L = 1, + 1,. (Vergl. Moebius ,  Ges. Werke, Leipzig 1886, III. Bd.; 
l leye,  Georn. d. Lage, Leipzig 1892 gebraucht für die Windschiefen, 
auf welchen ll und 7, liegen, statt der Bezeichnung ,,konjugiert bzl. Lu 
den Ausdruck ,,reziprokc Polaren im Nullsystem L.") Bekanntlich ist 
bei gegebener Surnme L eine der konjugierten Geraden, z. B. die von 1, 
beliehig, die L h g c  und der Sinn von I l ,  sowie der konjugicrte Stab 1, 
ist d a m  schon bestimmt. 

L nennen wir eine ,,Schra,ube"; sie kann in eindeutiger, kanonischer 
Weise als Summe eines bestimmten Stabes 1 und eines hierzu senk- 
rechten Feldes f dargestellt werden: 

Giebt man f die F'orm eines Rechteckes, dessen eine Seite die Lange 
von 1 hat, so heifst die zweite Seitenliinge p nach P l ü c k e r  der 
,,Parameter" der Schraube. E r  sol1 positiv odcr negativ sein und die 
entsprechende Schraube rechts oder links gewunden heifsen, je nachdem 

4* 
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(las Feld f eineni in der Richturig von 1 blickenden Beobachter als im 
Uhrzeigersinne beschrieben erscheint oder nicht. Die gegenteilige Fest- 
setzung ware ebenso zulissig. Multipliziercn wir L mit cinem be- 
liebigen Zahlfaktor, so hleiben die Achse und der Parameter der sich 
ergehenden Schrauhe die gleichen. Alle so ereeugbaren Schrauben von 
gleicher Achse und gleichem Parameter bilden eine ,,Schaubungl'. Die 
Schraubnng verhilt sich hiernach zur Schraube wie die Gerade zu 
einerri ihrer Stabe; aie ist urrikehrbar eirideutig verbunden mit deru 
Begriffe eines ,,Nullsystems" von M o  e b i u  s, da Schraubung und Null- 
system in identischer mTcise bcstimmt sind durch dic Zuordnung der 
konjugierten Geraden. Wir  verbleiben auf dem Standpuiikte euklidischer 
Metrik; 1 und f ist das einzige Konjugiertenpaar von L, welches auch 
polar ist bzl. des absoluten Kugelkreises. (Würde in einer nicht- 
euklidischen Geometrie eine andere Ca y l e  y sche &labfl%che festgelegt, 
so g%he es im allgerrieinen auch nur ein auch hl .  derselben polares 
Konjugiertenpaar, geeignet zu einer kanonischen Darstellung.) 

Addiert man eu 1 ein paralleles Peld, wodiirch 1 parallel nach 1' 
verschoben wird, bei gleichzeitiger Subtraktion dieses Feldes von f ,  so 
erhalt man 

d. h. als Summe eines mit 1 streckengleichen Stabes 1' und eines 
(niüht mehr hierzu üenkrechten) Feldes f'. FIat die senkrechte Ent- 
fernung von 1 und 1' die Lange e, so ist f '  gegen f um einen Winkel a 
gedreht, und ewar um die zu 1 senkrechtc Richtung der Ebene 11: 
welcher der Bedingung 

~ = # t g a  

genügt. 1st w ein beliebiger Punkt, so heilst die Ebene des Blattes 

(.w L) = (w f " )  

[falls I' durch w gelegt wird, ist ( ~ 1 ' )  = O] die ,,Nullebene" desselben 
bzl. L und p = p tg  a drückt die rnetrische Reziehung aus zwisçhen 
der Lange g des Lotes W W I ,  aus zu auf die ,,AchseL' 1 der Schraube L 
(,,AchscU des NuUsystems L) und dem Winkel a, uni welchen sich die 
Nullebene (wof3 des Punktes u;, beim Gbergaqe  dieses Punktes nach w 
(um zc,w heriim) gedreht hat. Der Parameter ist mithin gleich drr 
Entfernung jener Punkte von der Schraubenachse, deren Nullebene mit 
dieser Achse den Winkel 4 j 0  einschliefst. 

Nach deni Bep-ifîe linearer Mamigfaltigkeiten kann man an Stelle 
der sechs Brundstiibe eiek sechs feste Schrauben Li (i = 1,. . 6) treten 
lassen und aus diesen als linear von einander unabhiingig voraus- 
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gesetzten ,,Grundschrauben" jede Schraube L durch geeignete Zahl- 
grofsen 1; ableiten : 

L  = ~ I . L ; .  

Die Li sind dann die allgemeinen Ballschen Schraubenkoordinaten.') 
Unter dem Produkte zweier Stiibe Ili2 ist die Inhaltszahl des durch 

7, und Z, bestimmten Parallelepipedes oder Spateu zu ver~t~ehen. Das- 
selbe soll positiv oder iiegativ sein, je nachdem einem l a n p  eines der 
Stabe gelegten und dem anderen zugeaandten Schminimer der andere 
S h h  nach links oder rechts hin geriçhtet erscheint. Es  gilt 1 , 1 ,  = 44,  
wie denn auch Stabe als Punktprodukte von der zweiten Stufe sind. 
Der Name ,,f'rodiikt" wird dadiirch gerechtfertigt, dafs in Bezug m f  
die Addition der Stiibe das distributive Gesetz gilt, wonach 1,1, un- 
geiindert hleiht, wenn einer dieser Stahe (oder fernerhin aiich beide) jn 
Summanden zerlegt und die algebraische Summe der sich ergebenden 
Teilspate gebildet wird. Genau so ergiebt sich aus dem distributiven 
Gesetze die Becleutung eines Produktes zweier Schrauben (LA) als 
Summe von (4) Teilspat-Inhaltszahlen, welche von der zufalligen Wahl 
der konjugierten Stiibe unabhirigig i d  und von B a l l  der doppelte 
,,rirtuelle Koeffizient" beider Schrauben genannt wird. 1st dieser Null, 
so wollen wi r  mit B a l l  die Sçhrauben ,,rezipr.okf6 nennen. R e y e  
sagt in diesem Falle, dafs sich die beiden zu L und A gehorigen R'u11- 
syüterne ,,stützen'( oder ,,tragenC', wiihrend F. K l c i n  (Dlathematische 
Annalen II) von ,,involutorischer Lage" spricht. 

Für jede Schraube L = 1 + f ist die %ah1 

charakteristisch und soll ,,Inhalt" der Schrauben (II. G r a I s m a n n  jun. 
gebraueht hierfiir das M'art ,,CharakteristikU. Schraubenrechnung und 
Nullsysteni, Halle 1899) ger~annt werden. Die sich ergebende Be- 
ziehung - 

l,Z2 = Zf = 12p = const. 

ist ein Ausdruck des Chaslesschen Satzes über die Invarianz des 
Spatirihaltes 1,1,, wenn 1, und 1, beliebige konjugierte Stiibe von L sind. 
(Aus unseren Vorzeichenbestimmuiigen ergiebt sich, d d s  Schrauben- 
inhalt und Parameter stets glttichbezeichnet sind.) Folgerichtig ist ein 
Stab oder ein Feld als Schraube rom Inhalte Null anzusehen; ersterem 
kommt aber der Parametor O, lctzterem der Parameter oo zu, denn 

1) B a l l  gebraucht stets solche Proportionalzahlen der obigen 1, al8 Koordi- 
naten, welche die Stabliinge von L der Einheit gleich machen; wir wollen indessen 
an letztercr Fordemng nicht festhalten. 
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der Parameter ist jene Langenzahl, mit welcher die Lange i des Achsen- 
stabes 1 multipliziert werden murs, um den Flaclienhhalt von f zu er- 
halten. 

1st umgekehrt der Lnhalt einer Schraube S L2 = ll Z2 = 0, 80 konnen 
keine zwei konjugierten Stabe windschief sein, d. h. L ist selbst ein 
Stab oder speziell ein Feld. 

An dieser Bedingungegleichung dafiir, dafs eine Schraube zum 
Stabe (speziell zum Felde) ausartet, wollen wir auch dann festhalten, 
wenn L nicht reell, sondern von der Form 

ist, wobei L, und L2 reelle Schrauben bedeuten. 

L2 = (LS - Li) + 2 L~ L, oder L: = Li und LI& = O 

sa@ dann aus, da19 die Schrauben LI und T,, reziprok und inhalts- 
gleich sein müssen. L heilst iu diesem Balle ein komplexer Stab und 
dessen Schraubnng eine imaginare Gerade von S t a u d t s  2. Art. 

E s  ist leicht, die ,,Liniengleichung6' Le = O in die angeführte 
Relation pl, . p,, + - - = O zwischen den Plückerschen Linienkoordi- 
naten überzuführen. Man braucht nur beim Quadriercn von 

L -ai, keiek 

zu heriicksichtigen, d d s  

el% . q e ,  = O etc. (der Spat über identischen Stiiben ist Null) 

el e2 . ele3 = O ,, ,, , sichschneidenden ,, ,, ,, 
el e, . e4e, = ele,e3e, ,, ,, ,, ,, den Stiiben e,e, und e,e, ist gleich 

jenem über q e ,  und e3e,.) 

Wollen wir die Liniengleichung Le = O statt in Plückerschen 
Linienkoordinaten in beispiclsweise einfach gewkhlten B a I l  schen 
Schraubenkoordinaten schreiben, so konnen wir ais sechs Grundschrauben 
Li (i = 1, 2, S. - 1, - 2, - 3) annehmen: 

welches e i n  System korreziproker Grundschrauben vorstellt, denn jede Zi 
ist gegen al le  ührigen füuf, nur nicht gegen sich selbst, reziprok, wie sich 
durch A ~ s m u l t i ~ l i z i e r e n  ergiebt. Wahlt man insbesondere el, e, und e, 
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als aiif einander senkrcchte Einheit~stre~ken, e, als Piinkt, so sind die 
Li von selbst in kanonischer Form. Jede Schraube L ist nun gemiiîs 

durch die sechs Ai bestimmt. Mit Biicksicht auf 

kommt L2 = O m f  

(q+ +>-t3 - ( i z 1  + e2+ ~ 2 ~ )  = O  
hinaus. 

Wünschen wir ein korreziprokes System mit inhaltsgleichen 
Grundschrauben, BO braiichen wir nur z. K. statt 1,- ,, L- 2, L- die 
imaginiren Schrauben 

L1l/-l = L ~ ,  LA-= L ~ ,  L - 3 i x  =L6 

einzuführen. Sind die zu den letzteren gehorigen Ableitungszahlen 
A ,  A,, il,, so ist L2 = O gleichbetleutend mit 

Die geometrische Bedeutung der Ballschen Ai, bezogen auf ein 
System korreziproker Grundschrauben vom gleichen Inhalte 1 ergiebt 

sich aus L = W A - ~ L ~  durüh Multiplikation mit Li 
L J  

(LiLk=O, $ L ~ = $ L k = e , e , c , e , = l ,  w o b e i k > < i , = l ,  .... 6 sei) 

LLi = A,LS = 2Ai, 

d. h. ni = g (L LJ. 

,,Die Ai bedeuten das halbe Produkt (den virtuellen Koeffiaienten 
Balls) von L in die entsprechende Grundschraube Li<', es gilt also 
identisch 

L =Z(: LL,) L,. 

Die Bedeutung der Plückersclien Linienkoordinaten p,, I, fol& aus 

der Multiplikation der Gleicliuug L =Zp, ,e,ek mit (e,e.), wenn emen 

die Gegenkante zu (eiek) des Grundtetraeders bedeutet und so an- 
genommen wird, dafs cc,eke,e, = e,e2e,e, = 1 k t .  Unter dieser Voraus- 
setzung ergiebt sich: pi, a = L . (e,e,). ,,Die pi, sind die Produkte 
(nder Momente, B a l l s  virtuelle Koeffizienten) einer Schraube L (spez. 
eines Stabes L = 1 ,  wenn L" O) in die Gegenkante (e,e,) jener eiek 
des Grundtetraeders, zu aelcher die Ableitungszahl pi, k gehort.'' E s  
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gilt also identisch L =x [L  . (e,e,,)] eie,. 1st speziell wegen L2 = O 

Verbindungs- . Piinkte 
L = 2, ein Stab = z p i ,  reiek, also ala - - - Stab zweier - - 

Schnitt Bliitter 
z und y darstellbar, so ergiebt sich durch Ausmultiplizieren 

also sind in diesem Falle die pi ,  die sechs Determinanten der Matrix 
Piinkte 

der Koordinaten dieser . Im folgenden Abschnitte zielien wir 
Bliitter 

die Li den p i k  VOr. 

Einführung der linearen Schraubenmannigfaltigkeiten und ihrer  
reziproken Gebiete. 

Sind die Li (i=l,. . . s )  beliebig, so kann L = AiLi jede Schraube 2 
des Raumes bedeuten. Dieser ist also als lineares Schraubengebiet von 
der VI. Stufe: Rvl, oder von fünf Dimensionen, er erhalt no5 Schrau- 
bungen. (Die Diniensiorienzahl bleibt um 1 hinter der Stufenzalil Graîs- 
m a n n s  zurück.) Nehmen wir nun an, zwischen den di bestehe eine 
hornogene lineare Gleichung: 

Diese iut ideitisçh mit ( A ,  L)  = O, wenn A, =zali Li gesetzt wird, 

sagt also am, daIY jedc Schraube L des aus dem Schraubengebiete des 
Baumes dnrch die Gleichungen (1) ausgeschiedenen linearen Schrauben- 
gebietes R v  , des ,,SckruuDerqetuehes'' der L, gegen eine bestimmte 
Schraube A, reziprok ist, also auch reziprok gegen jede Schraube der 
durch A, drfinierten Schrniibung PI = xlAl (xi bcliebige Zaiil). Um 
gekehrt gehort zu jeder Schraubung PI ein Gewebo Rv reziproker 

Schrauben, erfüllt von jenen Schrauben L = Â-,Li, deren A, der 2 
linearen homogenen Gleichung (1) genügen, falls die rxli als Koordinaten 
einer Schraubc A, der Sckiraiibung RI angenommen werden. 

Bestehen zwisehen den Li der Schraube L -2i1.1,~ zwei von ein- 

ander uriabhüngige homogerie lincare Gleichungcn 

/$a l<~i=o]  

(11) , identisch mit 
crziai=0 
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A, =-&Li 
wenn A, iind A, die Schrauben 

A, = 2 u z i  L~ 

bedeuten, so sagen dieselben aus, defs jede bdiebige Schraube L des 
durch die Gleichungen (II) aus dem Schraiibengebiete des Baumes aus- 
geschirdcncn linenren Schr,ziit)eng,rchietos IVter Stiife, des ,,Schraubcn,- 
gebtisches" RIv , reziprok ist gegm die zwei linear von einander un- 
abhiingigen Schraiiben A, iind d,, also auch reziprok geprn jede 
Schraube des durch die beidcn letzteren bestirnmten Il-stufigen linearen 
Schraubengebietee, des ,,Sch~uubenEiüscl~els" 

(x, und x, bcliehige Zahlcn). Umgekehrt ist durch zwei beliebige linear 
unabhangigc Sbhrauben 

eines hierdurch bestimmten Sçhraubenbüschels PII ein Gebüsch Rn 

reziproker Schrauben L =  >'A;L~ festgelegt, i d e m  zwischen dcren Ai 
3' 

der Bestand der linearen homogenen Gleichungen 

gefordert wird. " 

Gelten analog zwischen den Ai der Schraube L - AiLi drei von 

einander unahhangige lineare homogene Gleichungen 
2 

sind, so erfiillen die mit diesen drei Bedingungen vertriiglichen m3 

Schrauben (m2 Schraiibungen) L ein lineares III-stufiges Schrauben- 
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gebiet, ein ,,S c h r a u b  e n b ü n d  el" Rm , dessen siirntliche Schrauben, 
welches also, wie wir kurz sagen, selbst gegen die Schrauben des Bündels 

(2, , x, , x, beliebige Zahlen) reziprok ist. Die Beziehung cler reziproken 
Bündel Rm und Pm ist vollknrnmen gegenseitig, jedern Pm entspicht 
umgekehrt ein Bündel reziproker Schrauben, ein ,,reziprokes6' Bündel K I N .  

Durch vier unabh'ingige lineare homogene Gleichungen zwischen 

diin Â, einer Sühraube L  = Ai Li, welche identisch sind mit den vier 
Gleichungen 

2 
(IV) AIL = A , L = A 3 L = A 4 L = 0  

(A, . . A, lineare unabhangige Schrauben) wird ein Schraubenbüschel 
ausgeschieden (dcssen aUe Schrauben), welches (also selbst) gegen das 
Schraubengebüsch 

PIF = 5 1 4 1  + . -  + x4A4 

(r, . . x4 beliebige Zahlen) reziprok ist. Umgekehrt bestimmt ein durch 
beliebige linear unabhangige Schrmben festgelegtes Gebüsch PIv rias 
hiezu ,,reziproke6' Scliraubenbüschel Rn . Analog bestimmen fünf 
lineare unabhangige Gleichungcn ewischen den Ai 

eirierseits, indem sie die fünf Verheltnisse der ili feststellen, eine 
Schraubung RI von Schrauben L, andererseits das hiezu reziproke - 

Schraiibengewebe 
P v  = xlAI + . - + x5AS . 

(x, . . . x, beliebige Zahlen). 1st umgekehrt ein P v  durch fünf linear 
unabhiingige Schraiiben gegeben, sn kt dio reziproke Schraubung mit- 
bestimmt. 

Wegen der Wechsclscitigkcit der Hceichung ewischnn Rexiprokal- 
gebieteri 12, (n = 1, . . . V) und Pv(v = TT, . . . 1) sind die Falle (1) und 
(V), (II) und (IV) geometrisch niçht verschieden und wir werden deshalb 

(1) Die Schraubung BI und irn Anschlusse das reziproke Schrauben- 
gcwebe Pv , 

(II) Das Schraubenbüschel RI1 und im Anschlusse das reziproke 
Sühraubengebüsch I'N, 

(III) Das Schraubenhündel Bm und im Anschlusse das reziproke 
Schraubenbündel  PI^ 

untersuchen, um uns eine Übersicht über alle miiglichcn Achsenlagen 
und Parameterverteilungen der linearen Schraubengebiete zu ver- 
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schaffen. Bezüglich vieler Sat'ze, die sonst passend hier anzuschlielsen 
wiiren, oerweisen wir auf E. Mii l lcrs  ,,Die Liniengeomctrie nach den 
Prinzipien der G r  afs  n~ a n n schen Ausdehnungslehre" in den Wiener 
Monatsheften 1891, 2. 

Die Liniengerippe der linearen Schraubengebiete. 

Durch die ,,Liriierigleichung[' L2 = 0 wird aus jcdem liriearen 
12 

Schraubengebiete y ter Stufe Rn py ( = ( 1  , II, 111, 1 , VI) eine 

krumme Mannigfaltigkeit von zu Linien ausgearteten Schraubungen 
l'n ausgeschiedcn, das ,,Tiniengerippe" des des . Uingckehrt ist 
P 1 

ru durch ein solches Gerippe das ganze zugehorige lineare Schrauben- 
e v 

gebiet bestimmt, denn die r, ein Rn festlegenden Schrauben konnen 
unter den durch die nichtlineare Gleichung L" 0 ausgeschiedenen 
gewihlt werderi. 

Das Gerippe r v ~  des VI - stufigen Schraubengebietes RvI, des Raumes, 
ist die Linien-?rlanni@alti&it desselben, 

Das Gerippe rv eines V-stufigen linearen Schraubengebietes Rv ist 
ein ,,lincarer Komplex", 

Das Gerippe r17 eines IV-stufigcn linearen Schraubengebietes RIv ist 
eine ,$neare Kongrucnz", 

Das Gerippe eiries III-stufigen linearen Schraubengebietes lZln ist 
eine Regelschar 2. Grades, 

Das Gerippe r11 eines II-stufigen linearen Schraubengebietes R I 1  ist 
ein windschiefes Geradenpaar, 

Vorn Gerippe r1 cines 1-stufigen linearen Schraubengebietes RI einer 
Schraubung kann im allgemeinen keine Rede sein, es ware denn 
ganz spc~iell  diese Schraubimg selbst cine Linio RI = r l .  

Urn die Hichtigkeit des eben Kehauptotta darznthiin, braiicht mari 
nur den auch ohne weiteres durch Betrachtung von Systemen linearer 
Glcirhiingen vrrstiindlichen ,,Schnittsatz linearer Gebiete" aiif lineare 
Schrauben-, bzw. Strahlen-Mannigfaltigkciten anzuwenden. Dieser lautet: 

,,Lie@ ein lineares (fehiet a-ter und ein solches fl-ter Stufe in 
einem ebensolchen y-ter und nicht niederer Stufe (rx < y ,  /3 < y ,  

LY + p > y), so haben die ersten beiden ein lineares Gebiet (a! + /3 - y)ter 
Stufe gemein." 

(Gra l smanns  A, 1844, S. 183 5 126; A, 1862, S. 13,14 Nr. 25,ZG.) 
Vom Gerippe rv eines Schraubengebietes Rv geht niimlich durch 

jeden Raumpunkt ein ebenes Strahlenbüschel, ebenso liegt in einer 
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6 0 Sir Robert S. Balls lineare Rchraiibengebiete. 

Ebenc ein solches; denn die Strahlen eines Hündels d e r  einer Ebene 
bilden ein spezielles Schraubengebiet, niimlich ein Strahlengebiet IIIter 
Stufe, da alle Stibe desselben und nur diese ans III linear unabhingigen 
unter ihnen abgeleitet werden konnen; jedes Rv hat aber mit eincm 

Strahlenbündel 
III-  stufigen -- , welches mit ihm in  einem YI-stufigen 

ebenen Geradenfeltl 
und nicht niedrigerem Schraubcngebiete, dem Raume, liegt, e h  
V + III - VI = II-stufiges lineares Gebiet, also ein ebenes Strahlen- 
büschel gemein. IIieraus folgt, wie auch ganz analog direkt (V+II -VI=I) 
geschlossen werden kann, dah jedem ebenen Strahlenbüschel des Raumes 1 
Strahl von rv (Gerippe des Rv) ziigehtirt, kurz ry  ist ein ,,linearcr 
S trahlenkomplex". 

Vom Gerippe rlv eines RI, geht durch jeden Punkt, ebenso liegt 
in jeder Eliene ein Strahl, denn jedes Schraubeugebiet & v ,  also auch 
dessen Gerippe rm ,  hat niit einern III-stufigen Strahlenbündel oder 
ebenen Gcradenfelde desselben Raumes KIT (und keines niederen 
Schraubengebietes) ein IV + III - VI = 1-stufiges lineares Gebiet, also 
hier eine gerade Linie gemein: rly ist eine ,,lineare Kongruenz". 

Das durch L2 = 0 ausgeschiedene Gerippe von Rrr id eiu 
windschiefes Geradenpaar: Rn sei durch die Schrauben L, und L, 
bestimmt, 

L = Al LI + A, L, 

also eine beliebige Schraube des RII. 

bestimmt zwei Verhiiltnisse A, : A,, also zwei Gerade, welche windschief 
sein müssen, weil sonst nicht umgekehrt aus ihnen LI oder L,, niclit 
zu Linien awsgeartete Schrauben, abgeleitet werden koriiiten. Dieses 
windschiefe Geradenpaar ist reell und auseinanderliegend, oder zu- 
ssmmengc.irückt, oder ein v. S t au  d t sches ininginares Goradcnpaar 
zweiter Art, je nachdem die Diskriminante von L2: 

Das Gerippe eines Xlu ist eine Regelsçhar zweiten Grades, 
denn die von den ml Strahlen dieses Gebietes erfüllte Fliiche wird 
von einer beliebigen Geraden g~ zweimal getroffen: Die 91 treffenden 
Strahlen gehorcn a l ~  liniengerippe rv eu einem H v ;  fim und RT 
liaben aber ein III + V - VI = II-stufiges lineares Schraubengebiet 
gemein, dessen Liniengerippe aus eben jenen beiden Geraden des r~rr 
besteht, welche QI treEen. 
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Diese Regclschar rla kann zu cinem Büschelpaare mit gemein- 
samcm S t r , d e  ai~sartcn, wenn die EIe ssesche Dctcrminantc 

LS (LI L2) (4 LJ  
(&LI) L?1 (LZTJ3'1 

(L3L1)(L3L2) LS 
der Linieiigleichurig 

L ~ -  (A,L, + L , L , +  , I ,L , )~=O 

(d,A,I., beliebige Zahlen; LI, , , , linear unabhangige Schrauben) ver- 
schwindet. Vgl. die erwahnte Abhancllung E. M ü l l e r  s. 

Sind Rn und P, (n urid v p o s i t i ~  gauz, n + v = VI) zwei lineare 
reziprok zusamrnengehorige Schraubengebiete, so sind auch ihre Ge- 
rippe r, urid p, reziprok, d. h. jcde Gerade des r, schneidut jede des 
p,  und umgekehrt. Sol1 man 

(1) irn Falle reziproker Schraubengebiete RI und PI- von einem Ge- 
rippe r~ des RI sprechen konnen, so m u h  spezieil RI = r~ eine 
Gerade vorstelien. Q, ist dann der zum Systemc der Transversalen 
von r~ ausgeartete lineare Komplex. 

(II) Bei Reziprokalgebieten RII und Prv schiieidct jcde der beitlen Ge- 
raden des windsehiefen l'aares rrr einen jeden der zur Reziprokal- 
kongruenz gehijiigen Strahlcn, die bciden Geraden rI1 sind die 
Leitlinien der Kongruenz p m  Insbesondere kann rr1,  wie schon 
bemerkt aus zwei unendlich benachbarten Windschiefen besteheiri, 
bestimrilt gedacht durch eine derselben G und die auf einer G 
enthaltenden Flache zweiten Grades liegende unendlich benach- 
barte Gerade gleicher Schar. Diese Fliche kann ersetzt werden 
durch ein gleichseitiges Paraboloid 1' mit der Scheitelgeraden G. 
p m  besteht d a m  aus jerieri Transversaleri von G, welche in ihrem 
Schnittpunkte mit G die Pliche T berühren. Speciell kann 

(II') rn ein Stralilenbüschcl (dann giebt es irri zugehorigen Rn 
keine eigentlichen Schrauben) und ein Strahlenbündel 
mit dem Büschelzentrum von r l ~  als TrZger w z l l  das Ge- 
radeiifeld der Büschelebene von r" sein. 

(III) Die Liriiengerippe r111 und Qrrr zweier reziproker Schraubenliündel 
Ru1 und PIrr sind im allgerneinen die beiden Scharen einer Flaclle 
eweiten Grades. 1st speziell 

(III') r=1 ein Paar von Strahlenbüscheln mit einem gemeinsanien 
Strahle, su besteht ails jenem Pasre ebensolcher Rüschcl, 
von denen jedes das Zentrum des einen und die Ebene des 
andercn der bciden Büschcl rru besitzt. Ganz spezieil kann 
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(III") rm und ~ I I I  cin und dasselbe Strahlenbündcl odcr ebene 
Geradenfeld sein; in dicsem Falle giebt es keine eigentlichen 
Schrauben dicser Gebiete, deren Inhalt verschieden von 
Null wiire und es ist 

Maîsbeziehung zwischen reziproken Schraiiben. 

1. D i e  S c h r a u b u n g  Br u n d  das  r e z i p r o k e  S c h r a u b e n g e w e b e  Pv. 
Sind zwei Schrauben L nnd A in der kanonischen Form dar- 

gestellt, also bzl. als Summe eines Stabes ' und eines hiezu se& 
1. 

- 

rechten Feldes 
1 

dcssen Iiihalt !' ist, wenn - die stets positive 
[P ' An 1 

4 
1 

be- 1,iingc dra Stabca l und n den Parameter der Sehraube A 

deutet, so verlan* die Gleichung L A  = 0, bei deren Geltung L und 
A reziirok hei len,  d a h  

L A =  ( ~ + O ( Â . + ~ ) =  zrp + I f + z a = o  (f rp = O) 

oder - 
1A.ncosiZA - - + GCOSZA - - elÂsinii3. = 0 

wird, wenn wir mit Ill. den Winkel der Achsen 2 und A. beider 
Schrauben und mit e deren kürzeste Entfernung bezeichnen. Nach 
Kürziirig mit z ergiebt sich als metrischc Form der R e z i p r  ozitiits- 
b e d i n g u n g  zweie r  S c h r a u b e n  

Insbesondre folgt: ,,Zwei sich mit ihren Achsen schneidende 
Schraiihen sind reziprok, wenn ihre Parameter entgegengesetzt gleich 
sind oder wenn sich die Achseu sen7irecht schneideri." Der Sçhnitt- 
punkt der Achsen kann hicbei im Endlichen (e - O) oder in unendlicher 
Ferne ( ] l a  = 0) liegen; selbd wenn die Achsen zusammenfallen, gilt 

- 

p + n = O 81s ReziprozitStsbedingl~ng. Schraiiben, dnren Achsen sich 
senkrecht schneiden sind bei y a n z  beliebigen Parametern P und n stets 
reziprok. Wenn die Achsen reziproker Schrauben auf einander senk- 
recht stehen, so müssen sie sich auch schneiden. MTiire dies nicht 
der Fall, so m s s t e  einer der beiden Parameter unendlich groh sein, 
d. h .  es lage dann keine eigentliche Sehraube, sondern ein zu der be- 
treffenden Achse senkrechtes Feld vor. 
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Lassen wir nun eirie der beiden rcziproken Schrauben, etwa Il, 
deren (1 enthaltende) Achse G sein mage, fest und untersuchen die 
mtiglichen Achsenlagen, sowie die Parameter jener Echrauben A, welche 
zu L, also zu jeder Schraube der Schraubung RI von L reziprok sirid, 
d. h. studieren wir das allgemeinste SchmubengeweOe Pv (denn wir 
bemerkten, dah jedes solche auch umgekehrt eine reziproke Schrauburig 
RI bestimnie)! 

Tor allem zeigt sich, dals jede Gerade r des Raumes die Achse 
eiiler A des Pv sein kann, deren Parameter n sich aus der Rezi- 
prozititsbedingung ergiebt. Andererseits ist auch z eines beliebigen 
Wertes fihig, zu jedem n = const. gehort ein ganzer ,,linearer Kornplex" 
von Achsen I' der Schrauben A des Pv: Geradeso wie etglÂ. = P 
ais metrisehe Definitionsgleichung des linearen Komplexes (n = 0) 
jener Geraden r(n=o) aufgefdst werderi karin, iri Bezug auf deren 
Stabe das Produkt (val. hlo e b i u s '  Definition des linearen Kornplexes) 
von L Null ist, kann 

e tg l l l  = P + n = const. 
- 

(n const.) als metrische Definitionsgleichung eines linearen Komplexes 
von gleicher Achse G betrachtet werdcri, devsen ,,Verteilungskonstante" 
(= der kürzesten Entfernung jener Komplexstrahlen von G, welche mit  
dieser Achse den 145' einschlieIsen) um n gr6Iser ist. AuIser deri? 

- 

Komplexe n = 0, dem Liniengerippe QV des Gewebes P v ,  sind noch 
bemerkenswert die ausgearteten Komplexe 

jener Geraden .î, welche G schneiden, und der andere 

der zu G senkrechten r. Die Achsen r, welche beiden letzteren 
Komplexen zugleich angehtiren, d. h. G senkreoht schneiden, gehiiren 
im Pv zu hel2eb.igen Parametern. 

Da nur die Summe ( p  + n) der Parameter in die Reziprozitats- 
bedingung eingeht, folgt: ,,l)as System der Achsen zweier Reziprokal- 
gebiete Rn und P, (n + v = VI) hl& um@indert, wenn alle Paranieter 
des einen dieser Gebiete um ein Stück vergrXsert und zugleich die des 
anderen um das gleiche Stück vermindert werden." 

Um die Varteilung der Peramcter n auf al10 Gcraden r des 
Raumes, aufgefalt als Achsen des P,, zu übersehen, betrachten wir 
a) die Parameter n der durch einen heliebigen Kaiimpiinkt w gehenden 
und p) die n der in eine bellebige Ebene TV fallenden Geraden r. 
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a> 

Sei e die Lange des Lotes wz aus u~ auf G, so betrachten wir 
zuerst die Parameter der zu w x  senkrechten Strahlen r,. Unter den- 
sellien befiridet sich der zu 17 parallele Strahl w z  und der zu (wG) 
senkreclite wy. Tragen wir in der Ebene des rechtminkligen Koordi- 
natensystems w (y, z) auf jecler I', von w aus die Lange p - p + n 

(nach beiderr Sciten) ab, so werden die Endpunkte mit den Koordi- 
naten y, z cine Kurve 6 erfüllen, die gemiils Q = e tg 4 (4 = 111 -- = IG - r,j 
wie aus E'ig. 1 eraichtlich, koiistruiert werdcn kann, wobei die lie- 

z sin 4 = - 

ordinaten der Gleichung 
z z = g cos 8 = e s in4  cos 3 = - - 
ev 

zB z4  
- + - - - 1 = O oder r2 (y2 + z2) - e2 y2 = O gcniigm. 
e 2  eeye 

Nehmen wir wx als dritte rechtwinklige Koordinatenachse und 
ordnen alle Slrahleri des Büridels w iri Büscheln an, welche eine rc 
mit w x  verbinden, so müssen alle Strahlen r eines jeden dieser 
Büschel mit dem Strahle r, desselben gleiehcn Paraineter besitzen, da 
dieser Parameter (wie jeder beliebige) auch zu der als Achse r, 
des P;, gefarsten (zox) grh6rt und aus nwei parametergleichen Schrau- 
ben, deren Achsen sich schneiden , jede Scliraube desselben Para- 
meters in dem hestimmten Büschcl linear ableitbar kt. Die End- 
punkte (mit den Koordiriateri x, y, z) der von w nach allen Seiteri 

auf den Achsen r des Bündels zu abgetragenen Stüçke g = P + n 

erfüllen hiernach eine E'lüche F,  die man sich durch einen variablen 
Kreis vom Mittelpunkte zu konstruiert denken kann, dessen Ebene durcli 
w x  geht, und welcher die Kiirve '& schneidet. Die Gleichiing von F 
in x, y ,  z ist durch Elimination von a und q ((- dem Winkel von 

oder z2 (x2 + v2 + 2) - e2y2 = 0 .  

H a l l  nennt F' ,,J'ectenoidU und giebt in seinein Treatise (1900) auf 
S. 258 ein anschauliches Bild dieser E'lkche. 
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1st eu unendlichfern, also ( 1  1. = const., so ist g = ( P  -k Z) = e t g  11 I  
eu e proportional. 

Sei TB eine beliebige Ebene, so ist vor allem der Parameter jener 
Geraden 1; derselben, welche zur orthogouelen Projektion der Achse 
G auf W parallel siiid, leicht zu übersehen, indem das StJück 
Q = p $ z = e t g  g W auf jeder von ihnen abgetragen wird, etwa von 
ihrem ~ c h n i t t ~ u n k r w  mit der die G senkrecht schneidenden Geraden 
r,, der W ails, sodafs die Endpunkte der so abgetragenen Stücke eine 
Gerade eifüllen. Jede Gerade r der W hat dann einen Parameter, 
aclcber glcich ist jenem der durch ihren Schnittpunkt mit r, 
gehenden r,. Zu r, selbst geh6rt jeder beliebige Paranleter. 

1st TV parallcl zu G ,  so ist z = const. fur alle parallelen Strahlen 
derselben, sodals alle Strahlen eirier bestiulniten Richtuug v o ~ i  W durch 
einen von ihnen vertreten werden konnen, der durch einen festen Punkt 
TO der FJhene W geht; diesen braiiohen mir nilr bclichig auf dcr ortho- 
gonalen Projektion von G auf W anzunehmen, um die unter a) vor- 
gcnommeno Hci,rachtiing, bei welclier wir mir Illiistretion dit: Ki~rve 15 
benützten, wiederholen zu konnen. 

RI und PV Sind in kanonischer Weise bestimmt durch Angabe der 
Achse G und des Paranieters P von XI. Die letztere Angabe kann 
ersetzt werden durch die ,,CharakteristikU der Schraubung, d. h. die 
Linge 1 des Stabes 1 jerler Schraube L der Schraubung RI, deren Inhalt 

1 ist: + L2 - 19 = 1. Charakteristik und Parameter Sind hiernach 

verbunden, die Charakteristik der Schrauben negativen Parameters ist 
imegiriiir; eine Gerade im Endlichen (Schraubung von1 Inhalte O) hat 
entsprechend P = O die Charakteristik m, ein E'eld dagegen 

7) P = r n  ,, i) O .  

II. Das Schraubenbüschel XII und das reziproke Schraubengebüsch PIF 

Die allgemeinste Schraube L eines RrI ist gemafs L = al LI + A, L2 
durch beliebige ZahlgrtXseil I I I ,  aus liwar v o ~  einander u n a b k ü ~ z ~ ~ q e r h  
Grundschrauben L, und Lz ableitbar. Letztere dürfen also nicht g-leiche 
Achse zmd gleichen Pararneter haben. Spezialfdle: 

l*) Fallen dle Achsen G,  und Gz der Schrauben LI und L, in 
eine Gerade G zusammen, so besteht Ill1 aus d e n  Schrauben von 

Zeitschrift f Math~mdtik i, Physik. 48 Band. 1902. 1.Heft. 5 
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dieser Achse und beliebigem Parameter, insbesondere besteht das 
Liniengerippc r l ~  ails G und dem hierzu senkrechten Felde. Die ebcn- 
falls zu beliebigem Parameter gehorigen Achsen r des Reziprokal- 
gebietes Pl" erfüllen die Kongruenz der senkrechten Transversalen von 
G. Diese Korigruenz bildet auch das Liniengerippe giv des PIv. Alie 
übrigen zu G senkrechten Windschiefen gehtiren in PIv zu z = co, 

d. h. sie repriisentiercn P7elder des zii G parallelen Feldhüschels. 
29 Sind die Achsen G, und G, -von LI und L, parallel, so konnen 

diese Orundschrauben durch einen bestimmten Stah Io einer Geraden G o  
des Parallelbüschels G, G, und durch ein Feld fo ersetzt werden, welches 
die zu G senkrechte Richtung A der Ebene G, G, enthalt. 1, und A, 
konrien nimliüh einmal so gewiihlt werden, dafs das zu G senkreçhte E'eld 
in  L = A, L, + a, L, verschwindet, und das andere Mal so, dafs die Stabe 
von 1, LI und A, L, entgegengesetzt glaiche Strecken erhalten, sodab 
als L ein Feld f, von obiger Eigenschaft resultiert. - Das Linien- 
gerippe rn des RL[ besteht hier aus der Geraden Go von 1, und der 
unendlich fernen von f,; jeries g1v des Reziprokalgebüsches Prv aus den 
zu fo parallelen Transversalen von 1, .  

Pügt m m  zu 1, e h  Vielfaches L f ,  von f, hinzu, so kann das 
letztere als Summe zweier Felder A f i  und Âf dargestellt werden, deren 
erstes in  der Kbcne (ZIG, liegt und als Itechteck mit der einen Seite 
parallel l, und von der Lange 2, und der anderen Seite von der Lange 
x in der zu G senkrechten Richtung A konstruiert werden kann, wahrend 
l f o  zu Io senkrecht wird und den Inhalt z,$ bekorumt, wobei P der 
Parameter der variablen Schraube L = 7, + A f, = (1, + A f i )  + A f = 1 + Af 
wird, welche in kanonischer E'orm als Silmme des Stabes 1 und des 
hierzu senkrechten Feldes A f  erscheint. 1 liegt in der Ebene G,G, 
parallel 1, in der senkrechten Entfernung x vom letxteren Stabe und 
hat  die gleiclie Liirige wie 1,. 1st gpo der konstante Winkel von fo gegen 

I,, d. h. auch gegen die Ebeiie l01 = Gl G,, so ist tgq, gleich dem 

VerhBltnisse der Inhalte & p  des Feldes Af '  und 1,x des Feldes L f ; ,  also 

P 
t g  vo = 2 a 

,,Die Achse C jeder Sehraube L des Ru liegt also in der Ebene 

G,G, parallel eu dieseri Geraderi und ihr Parameter $ ist der wnk- 
rechten Entfernung x der G von Go proportional: = x tg gp ,  ." 

,,TI-%@ man daher auf G, und G, bzl. Pl und P , ,  die Parameter 
dieser Schrauben, als St~eckcn ab und sei A die ziir Richtung der G 
senkrecht vorausgesetzte Verbindungsgerade der Anfangs-, B die der 
Endpunkte dieser Strecken, so giebt auf jeder Geraden C des Parallel- 
büschels G,G,, welche als Achse im Rn auftritt, die Strecke vom 
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Schnittpunkte mit A bis zu jenem mit B den zu G gehorigen Para- 
meter t, an. Speziell die zu p = O gehorige Gerade Go des Schrauben- 
büschels geht durch den Schnittpunkt von A und 12; f,, das E'eld des 
Büschels, ist parallel A und schliekt mit der Ebene G, G2 der Achsen 
G einen Winkel vo ein, welcher gleich ist jenem von A gegen B." 

,,Die zu endlichen I'arametern gehorigen Achsen r des Iieziprokal- 
gcbüsches PIv erfüllen die Gesamthcit der zu f, parallelen Geraden, 
und der ihnen in diesem Schraubengebiete zukommende Parameter 3e 

ist entgegengesetzt gleich dem Parameter p der von r getroffenen 
Achse G des Büschels G, G2 von R I I .  Die zu den G senkrechten 
Geraden r der B e n e  G,G, gehoren hiernach eu beliebigem Para- 
meter. Z u  Pm gehort auch das Büschel der zu 2,  d. h. zu den G 
parallelen Feldern, weshalb auch jede zu den G senkrechte Gerade als 
mi t  n = co behaftete Achse 1' des PIv angesehen merden kann." 

Die so beschaffenen Schraubungen r ( n )  und nur diese sincl narnlich 
sowohl gegen f,, als auch gegen jene Schraubung G ( P )  reziprok, deren 
Achse G von r getroffen wird. 

Ha ,up tsçhrauben  u n d  P a r a m e t e r r e r t e i l u n g  d e r  Gebie te  Rn. 

SchlieIsen die Achsen G, und G, der Schrauben LI und L,, welche 
ein Schraubenbüschel Rn bestimmen, einen von Nidl verschiedenen 
Winkel ein, su sind stets zwei Schrauben & und L u  in dem RII ent- 
halten, welche 1) zu einander reziprok sind und 2) auf einander senk- 
rechte Achsen besitzen, die sich der Reziprozitatsbedingung gcmafs 
( I lL = 905, p -/- x endlich, daher e = O) schneiden. Um zu diesen 
,,Haiiptschrauben" LI und Tm zu gelangcn, konnten wir L, und L, 
vorerst durch I,, und (LI + xL,) ersetzen und die letztere Schraube 

1,; 
diirch die geeignett: Wahl der Zahl x = - -  - - zu L, reziprok machen. 

w 1  712) 
Um nicht Bezeichnungen zu hiiufen, setzen wir deshalb gleich L, und 
L, als wsipok;, und, da dies durch Multiplikation einer vori beiden 
Schrauben mit einer Zahl erreichbar ist, als inlialtsgleicl~') voraus: 

1) IILtten die Parameter und Inhalte von L, und L, entgegengesetztes Vor- 
zeichcn, so konnte die folgende Entwicklung durch eine blok mit reellen Schrsiihn 
opcrierende ersetzt werden, i n  welcher Lz + Lz = O angenommen und statt von 

cosy, sin cp von den entsprechenden h-~,erbolischen Funktionen Gebrauch ge- 
rriacht wird. Vgl. übrigens die Anmerkung auf S. 72.  

5 * 
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Sei LI = 1, + fi und I d 2  = 1, + fi in kanonischer Form dargestellt, so 
bei beliehige111 rp die linear von einander unabhiingigen Schrauben 

des Rn 
Lr = LI COS rp - L, sin rp - 11 + fI  

Ln = L, sin rp + L2 cosy = Zn -1 [II 

(kanonische Form) wegen LrLn = (LS - LB) sin y cos cp = O auch rezi- 
I I  = 8, COS 9 - 1, sin rp 

prok. Die Stiibe k6nnen durch geeignete Wahl 
Irr= Z1 sin p, + 1, cos rp 

von p, ZU einander senkrecht gemacht werden. Bezeichnet ein unter- 
strichenes Stabsyrubol die Strctcke des Stabes, ein mit dnrüber gesetztem 
Strich versehenes dagegen die Stablange, so braucht, um das innere 
Rodukt  I r  1 la = (dl cos g, - I ,  sin rp) 1 ( 1 ,  sin rp + 1, cos cp) zu Nul1 werden 

- - - 

zu lassen, nur @ - Cr;) sin cp cos gp + z,& (cos2 p, - sin") = O ,  d. h. 
- - 

2 4 4 t g  2 q = - , , genommen mi werden. 
- 2 s  + 4 

Setzen wir die Inhalte der Httuptschrauben, welche aich gerriiii 
LS = LSr = LS = LB als gleich ergeben, = 1, so sind die Stabliingen - 

dieser Schraiibcn iinmittclbar die Charakteri~t~iken dersclhcn. Jedc 
Schraube des Rn Tom Inhalte 1 

= Li cos ~1 + Jjll sin m (a heliebige khi) 

besitzt eine Stabstrecke J = Z r  cos w + sin w , welche Halbmesser des 
di~rch die Halbachsen l1 und E I L  he~tirnrnt~en, für MU ,,cherakteristischen'[ 
Kegelschnittes $2 ist. Ii\ hat die auf GI und GII als x und y Achse 
bezogene Gleichung 

,,Die TIalbinesser 1 des charakteristischen Kegelschilittes ,$? sind die 
Charakteristiken jener Schraubm des IlII, zu welchen sie parallel sind." 
Hieraus erhalten wir den Paranieter p einer jeden dieser Sührauberi, 
deren Achse C mit CI den Winkel 4 einschlieken mogeii. Wir setzen 

x = 1 cos 3, y = 1 sin a in PIZ' + pny2 = 1 ein und fiiiden 

Tr lg t  man vom Punkte p = GIG, in der Eberie dieser IEauptachseil 
nach jnditr Richtiing nicht clic Charakteristik, sondern direkt den Para- 
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nieter p cler lin-Schraube ab, deren Achse diese Richtung besitzt, so 
erfüllen dle Endpunkte der so abgetragenen Strecken die ,,Parameter- 
kurve" des Ru. Die auf GICn bezogene Gleichung derselben ist 

x5! y e  
gernlh p = m 3  = pl cos2 3 + sin2 8 ;  cos2 8 = 5ifj2 ; s in28 -- 

zy  + yYP 

(9) (x'" - (pix" p,iy')s = 0 .  
In Fig 2, 3, 4 ~ i n d  die Glestnltcn des S? verzeichnet, w e m  LrI, mithin 
ln reell, also prr  positiv angenommen wird und 

Fig. 2 LI, mithin II reell, also +II > O ,  
- 

Flg. 3 LI vain Irihalt O,  L I  = Gr, 11 = CW, Pr = O (Grenzfaii)'), 
Fig. 4 LI, rnithin II irnagin%r2), also F r  < O k t .  
Die zugehorigen Paraineter Kurvcn !l3 sind in Pig. 2', 3', 4' aus- 

geführt und zwar sind die zu Endpunkten negativer Parameter gehorigen 
Kurventeile gestrichelt eingetragm. Die ails den Biguren' ersiehtliche 

p (eos24+sin29.) =pLc~sZ8+pnsin213. 
Konstrilktion p d s  der Gleichung 

( P  - p l )  cos2 4 - (PII - p )  sin2 8 1 
4' - PI 

oder = tg2 8 ist folgende: Um p = GI Gn als Mittelpunkt werden 
Pr1 - P 

zwei Kreise und RIT mit d m  Halbmessem PI und Pn verzeichnet und 
mit einem beliebigen TIalbmesser in YI und zum Schnitt gebracht 
(falls pI und prl gleichhezeichnet sind, sorist ist in einem Falle die 
Verliirigerurig des Halbrnessers über p hinaus zu nelimen). Durch der1 
Schnittpunkt M cler durch PI zu Gr und d e r  durch pn zu Ca  ge- 
legten Benkrechten ist auf den benutzten Halbmesser ein Lot gefallt. 
Der FulSpunkt desselben beschreibt Y ,  wenn sich der IIalbmesser mit 
8 Sndcrt. 

Speziell fiir + - O ist R eine gleichseitige IIyperbel und !# 
sternformig: 9 - y*. Pig. 5 u. 6. 

Jedes lirieare Schraubengebiet hat, wie bemerkl wurde (S. 63) d ie  

Eigenschaft, wiecler ein solçhes zu werden, fdls  bei gleiçhen Achsen- 
lagen alle Paranieter p iiin gleiche Stüoke geiindert werdcn. IIiermit 
hiingt es zusammen, daîs aus einer !+ durch Vergd'serung aller Radien- 
vektoren p iim gleiche Stiicke nene 5J3 hcrvorgehen: 

1) L i d  irn Grenelalle ein Parallelenpaar und keine Parabel: B a l l - G r a v e l i u s  
1881 S. 272 ,  B a l l ,  1900 S. 111. 

2) G e ~ k l B  LP =i"p = L werden reelle Schrauben L vom lnhalte 1 rein 
imaginar iind ima,gin%re reell, wenn wii. die ai i f  S. 51 gemachte Festsetziing 
betreffs des Parametervorzeichens mit der entgegengesetzten, ebenso zuliissigen 
vertauschen. 
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iindert sich unabh~ugig von 4 urri Iionatante Stücke, wenn p ,  + p, 

- Pr = 8 dagegen konstant gelassen wird In Fig. 7 variiert, --- 
2 

iat eine Schar von Kurven dargestellt, welche zu konstantem 

PTI - PI 
2 

= 0 gehih-t und deren jede aus einer von ihnen, z. H. aus der 

sternforrriigen p* (PI + = O) durch gleichmiifsige Verandermg der 
Radienvektoren p von p aus erzeughar ist. Diese h'zcrvenschar gehirt 
g m X s  der üuf  S. 63 gerriachteil Benierkung ou einer bestimmterz Achserz- 
flache und gicbt alle nzG.qlicl~e~z Parametemertcilungen jener Gebiete Rn 
an, welche zu dieser E'liche gehoren. Dieser Schar y entspricht &as 

J3üschel (PI + x )  x2 + (#Ir + %)y2 = 1 von charakteristischen Kegcl- 
schnitten A?. (Fig. 8.) 

Zu + 6 und - 9. geh6rt der gleiche Parameter P :  Schrauben des 
Ru, deren Achsen syinmetrische Richtungen gegen die Hauptachsen 
GI und Gn besilzen, haben gleiche Paranieter. 

Schrauben des Rn, deren Achsen auf einander senkrecht stehen - 
critsprechend 9. und (90° + a) - oder symmetrische Eichtungen haben 
bzl. der Winkelhalbierenden von GI und Gn - entsprechend 4 
und (90° - 8) - besitzen Parameter, deren Summe konstant 
= PI $ pn ist. 

p bewegt sich überhaupt zwischen den Grenzen pl und Pa; sind 
diese gleich, so hat P stets denselben Wert. 

I;, = I;Jcosw + L n s i n w  1 stellen für beliebige w alle Paare inhalts- 
L, = - LI sin w + LII cou w 

gleicher reziproker Schrauben des RI1 vor, ihre Charakteristiken 

I, = 11 cos w + Zn sin w 
- - - 1 sind konjugiertr: Halbniesser des R: 
I , = - l ~ s i n w  + Z ~ C O S ~  
- - - 

,,Die Achsen reziproker Schrauben des RII sind parallel zu kon- 
jugierten Durchmessem des 8." 

Z, - und - l2  genügen der Gleichung 

woraus mit Rücksicht auf ( ï 2 p  = 1) folgt: 

1 1 1 1  
- + - = --  + - = const. 
Pi P e  PI 4Jn 

,,Die Somme der Reziprokwerte der Parameter reziproker Schrauben 
eines Büschels RrI ist kon~tant~." 
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Zwei Schraubungen des Rn sind entsprechend P = O zu Linien 
ausgeartet und bilden das Liniengerippe r l ~  dieses Gebietes; sie schliefsen 
mit GI den Winkel 8, ein, dessen 

ist, sind parallel zu den Asyrnptoten des R und zu den Tangenten der 
@ im Ursprunge p. 

Achsenlagen der Gebiete Bn. Plückers Cylindroid. 

Die Hauptschrauben L I  und  LI^ vom Inhalte 1 sind Summen 
eines Ealbachsenstabes II (bzw. 111) von 9 und eines hierzu senkrechten 
Feldes, das in Rechtecksform mit der anderen Halbachseilstrecke 411 

(bzw. - iT) des R als einer Seite und der znr Hauptebene 6 Gr1 senk- 
rechtcn Strecke c von der Lange 

darstellbar ist : 

LI = 11 -t (III . c) 
. Die hcliebige &I-Schraubc Tom Inhalte 1 

LI = ln - (Zr . C) 
- 

L= L ~ C O S ~  + L n s i n o  

= (II cos w + ZII sin a )  + [- sin w + cos wlc 

ist hiernnch - xbcr noch nicht, wie etwa die Hauptschrauben, in 
kanonischer Form, gegeben als Summe eines beliebigen Balbmesser- 
stabes 

1 = II cos w + ln sin w 

des 9 und eines Feldes 

f =  [- - 11sina3 + - l ~ e o s w ]  . C  

über dem zu 1 konjugierten Halbmesser 1' (1' = - 2 1  sin w + in cos w) 
- - 

und der Strecke c. Die Lage der Achse G von L, welche mit GI den 
Wirikol 8 e insch l ieh~i  moge, wird durch jelien Stab bestimmt, in welchen 
1 übergeht, wenn wir zu ihm die orthogonale Projektion des Feldes f 
auf die Ebene ( l c )  addieren. Dieser Sumrnand, ein Peld voni Inhalte 
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verschiebt den Stab 1 entlang der 2-Achse,  welche wir durch den 
Hnuptpunkt p = GIGH und durçh c legen, um das Stüük 

.- - 

(wegen c l  1' = 1 und 1" = 1); 

I hat die bzl. GI u. GII gernessenen Richtcosinus cos 8, sin 8 
- DI sin 9. PJI  cos 8 

' 1, ,, ,> 8 '  P '  

411 - PI . cos 11 '  = --- sin 8 cos 8, 
-- P 

Pn-4'1 wird ($ - - 2 -). 
,,Die Achsediiche eines Schraubenbüschels RII wird erhalten, 

indem man jeden Strahl G des durch die Hauptachsen GI und Gll 
hestimmten Strahlenbüschels in der zur ,,HauptebeneU Gl Gr1 senli- 
rechten Richtung um das Stück z = fj sin 2 8  verschieiot. (8 = IGGI.) - 

Unmittelbar ist wieder die Inrarianz von z ,  also der ganzen Achsen- 
fliiche ersichtlich, falls alle Parameter, also auch PI und pn uni gleiche 
Stücke geandert werden. l) z - ij sin 2 9. weist auf folgeride Konstruktion 
der Achsenfliiche: 

,,Mau verzeichne zwei Sinuswellcn von beliebiger WellenlYinge und 
der Amplitude t) in einer Ebene und wickle dieselbe auf einen Rotations- 
cylinder so auf, daîs der Anfangspunkt A der ersten Welle (fcig. 9) 
mit dern Enclpunkte der zweiten zusammentrifft, wodurch die Doppel- 
welle in  eine Kurre  4. 0. (eine der niichst der Ellipse einfachsten 
Li s s  a j  oiischcn Schwingiingsfignren) übergeht. Verbindet man niin inimcr 
zwei Punkte dieser Kiirve, die bzl. der Cylinderachse Z symmetrisch 
liegen, clurch Gerade G (welche Z senkrecht schneiden), so ist der 
Ort dieser G die verlaiigte Acliserifliiche.<' Diese Achserifliche ist 
unter dem Nanien Cylindroid hekannt und von P l ü c k e r ,  B a l 1  u. a. 
iintersucht worden. (W a l  1 iibcrtrlgt don Ka~nen Cylindroid auf das 
Schraubenbüschel RII selbst.) 

1) Bei der Bestimmimg der Achsenflache braucht daher der S. G7, Anm. 1 
berührte Fall, sowie der Gre~izfall S. 6 9 ,  Arim. 1 riicht weiter behandelt zu 
werden, denn man kann sich in diesen FBllen die Achsenfliiche als ervt dann be- 
stimmt dcnken, nachdem men durch VergroLerung aller Parametcr um konstante 
Stüçke alle vorkommenden Schraubenirihalte poliitiv gemacht hat. 
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Ilas Cylindroid ist ein Konoid, dessen Erzeugende G die Knoten- 
h i e  Z (hufteilungsachse, eine Doppelgerade dieser Plache) rechtwiiiklig 
schneiden, also auch die unendich f e m e  au, Z .se~zl;recl~te Gerude U 
(Doppelgerade im dualen Sinne, wcrm das Cylindroid üls Ort seiner 
Tangentialebenen, nicht aber seiner Punkte aufgefaîst wird) treffen. I n  
jedem Punktc von % schneiden sich zwei Erzeugendt: dcr Flache, 
welche bzl. der winkelhalbierenden Ebenen von 

symmctrisch liegrn. l n  dcn Grrnzpunkten a = k 8 der %, den Xwick- 
punkten (pinch points) der F l k h e  fallen diese zwei Erzeugenden i n  
je eiiie Gerade, ,,%ufsersteU Kante otler ,,%wickkanteu in der brtr. 
wiiikelhalbierenderi Ebene ziisamnien, für  1 z 1 > ij sind sie nicht mchr 
reell. GIGIr und 2, die sich im ,,Hauptpunkte" p des Cylindroides 
scheideri, sind Symrnetrieachse~i der Fliclie; maühen wir d~eaelbe zu 
Koordinatenachsen (z, y, a), so wird geniah 

die Gleichung der Cylindroidfliiche 

2 8 2 ~  2 = -- 
z 2 + y P 7  

in Determinantenform 

Die irnaginiiren Gcraden (v. S t a u d t s  1. Art.), welche sich in  
einem beliebigeil Punkte 1 z > 8 der Z treffen, kann man sich ver- 
anschaulichen mittclst der zwei reeilcn Cylindroidkanten, welche zur 

%lie ühcr drir Haiiptebenc GrGir gchiiren. Xieht man zu dicsen 

Xanten durch den Punkt  z der % Parall(:Se, so bildcn dicse niit 
ilzren Winkelhalbierenden ein harmonisches Strahlenquadrupel, welches 
in Staiidtscher Weise (Sas irnaginitre Geradenpaar cla,rstelSt: Das 
Cylindroid und die Hilfsflache 

welche von den obigen Parallelen erfüllt wird, haben in einem gegen 
rias vorige iim 4 9  um Z gedrehten Systein g ,  7,  B die (7leichungcn 
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bezw. 

aus welchen hervorgeht, dals beide Flachen gegen einander affin sind 
mit der lz-Ebene als Affinitiitsebene, indern die 7-Ordinate der einen 

Fliiclie durch Multiplikation mit i1-1 in jene der anderen übergeführt 
wird. Hieraus folgt, dah bei dieser affinen Transformation der 
eirien Fliiohe in  die andere aus den reellen Geradenpaaren der Ebenen 
x = const. imaginiire werden nnd umgekehrt, dals also die behauptete 
Stai id  tsche 1)arst~lliing zutreff~nd ist. The erwiihnte HilfsflBche hiitten 
wir zugleich mit dem Cylindroide erhalten konnen, wenn wir (Fig. 9) 
zugleich mit der zur Cylindroidkonstrulition benutzten Sinus-Doppel- 
welle die zugehorige Cosecanslinie gleicher Amplitude auf den Cylinder 
aufgewickelt und d a m  die diametral gegenüberliegenden Punkte der- 
sclbcn durch Gcrade rerbunden hiittcn. 

Insbesondei-e liegen auf dem Cylindroide die Tangenten t,t, aus 
dene uneîzdliclz fernen Punkte der Z un den absoluten KugeZLreis. 

Die Schnittkurve des Cylin- Der Projektionskegel des Cylin- 
droids mit einer beliebigen Ebene droids aus einem beliebigen Punkte 

~7 iSt elne ~ i ~ i ~  8 = 8:' 4, 3. O,, w projiziert diese Fliche auf eine 

4. KI., vom Geschlechte O, beliebige Ebene m in eine Linie 

R = S: ', 4. O., 3. Kl., vom Gc 

schlechte O ,  

kollincar crzci~gbar aus jeder Linie ihrer Art, z. B. aus 

den Typen der Kardioide Fig. 12 oder der 

ya = x2(x _t l ) ,  S t e i n e r schen Hypocykloide l), 
Fig. 13, 

Fig. 1 0  und Il ,  

und reell kollinear der crstcn oder zaeitcn, je nachdcm 

der Doppelpunkt (W Z) reelle Tan- dieKurve ihre Doppeltangente (Spur 
genten bcsitzt und entsprechend2) von w U )  in reellen Piinkten be- 
nur einer der 3 (in einer Geraden rührt und entsprechend2) nur eine 
liegenden) wendepunkte reell oder der 3 Spitzen (deren Tangenten in 
der (reelle) Doppelpunkt ( W Z )  einem Punkte zuuürninedaufen) 
imagiiire Tangenten und dem- reell kt oder die (reelle) Doppel- 

1) Vergl. Cremona ,,Sur l'hypocycloïde à. trois rehroussements" in Crelles 
Journal Bd. 64, 1865. 

2) Vergl. C a y l e y  in der Encyclop. Brit. 9 th. cd. ,,Curve", und Salmon 
,,Hjgher plane cnnefi", p. 141 (Dublin 1862). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von A.  G R ~ ~ N W A L D .  75 

gemafs die Kurve alle 3 Wende- tangente isoliert ist, (die Xurve in 
punkte reell hat. inmgingren Punkten berührt) und 

demgcmiXs alle 3 Spitzen reell sind. 

Der i. oder der 2. Fall tritt beim C~lindroid auf 

je nachdeni W die Z in einern je riaclidem zu siüh in dern Ra~irrie 
zwischen oder aufserhalb der zwischen oder aufserhalb der 
Zwickpunkte z = + fj gclegenen ,,Zwickebenen(' z = + 4 befindet, 
Punkte ( W Z )  schneidet, mie aus wie aus dern Verhaltcn der Be- 
dem Verhalten der D ~ p p e l ~ u n l i t s -  rührungspiinkte der I)oppcltan- 
tarigenten erkerinbar ist. gente, der Spur von zo U (projiziert 

Schneidet IV die Z in einern durch die Parallelen zu den mit w 
Zwickpunkte, so fallen die Doppel- in gleicher H6he befindlichen Cylin- 
punktstangenten zusammen , der droidkanten) herrorgeht. 
Doppelpunkt wird zur  Spitze in Liegt w in riner Zwickebenc, 
diesem Zwickpunkte, S murs eine so ziehen sich die Berührungs- 
Kiirve 3. KI. punkte mit  der Doppeltangente in 

8 = s37 eirien zusarnmen, der d a m  einen 
Wendepunkt vorstellt, s m u k  eine 
Kurve 3. 0. 

3, 3 S = So 

mit einer Spitze und einem Wendepunkte werden, reell kollinear z. B. 
jeder Neilschen Parabel y2 = z3 (Kg. 14.) 

Anmerkurig:  1st w uriendlich fern, so wird die Doppeltangente 

der S: durch die unendlich ferne Ebene, und die Berührungspunkte 

derselben wcrden durch Strahlen prujiziert, die zu den Kreispunkten 
der Hauptebene führen: 

,,Die Parallelprojektion des Cylindroids auf jede zur Hauptebene 
Gz Gll parallele Ebene ist eine S t e i n  ersche Hypocykloide." 

Die Kegelschnitte S 2  des Cylindroids 

und die dieser Flache umschriebenen Kegel 2. Grades (ws3). 

Die Schnitte S2 des Cylindroids , Die Kegel 2. Grades, welche 
mit einer Tangeiitialeberie ? ein Cylindroid aus einem seiiicr 
dieser Fliehe, d. h. mit einer Punkte zu projizieren, haben in 
Ebene, welche eine Cyliudroid- jeder zur Hauptebene parallelen 
kante G enthalt, haben unendlich Ebene eine Parabel s2 zur Spur, 
ferne Punkte, welche in W durch welche (die beitien in diese Ebene 
die oben erwihnten unendlich fallenden Cylindroidkanten G, und 
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fernen Cylindroidkanten Z,Z2 a u -  G, berührt,) die Projektion lu' 

geçtohen werden, sirid alsv Ellipsen des Punktes 1.0 auf diese Bildebene 
auf Itot~ationscyliiidern durch die zum Brenripunkte hat und deren 
Knotcnlinie X (In eincm 11unkt8e h h s c  parallcl ist zu der Cylin- 
der Z wird G, also auch VO, von droidkante K, welche von der durch 
eiiier Cylindroidkante K getrofTen.) w gelzenden Kante G geschnitten 

wird. (Der Kegel (ws2) = ,Y?,') 
projiziert den Punkt (KU), hat 
entlang der betreffenden Kante die 
Tangentialebene (zc U) und proji- 
ziert die S. 74 eingcführtcn Ge- 
raden tlt2.) 

Das Cylindroid kann konstriiiert werdcn als Ort 

der Lote aus einem beliebigen der senkrechten Transversalen von 
Punkte einer der cio2 Ellipsen S V  in beliebigen Tangentialebenen 
auf die Kriotedinie 2. eines der oo2 Kegel 

WS' = R d .  

Hiernach kann ein Cylindroid von gegebener ,,Spannweite" 20 auf 
folgende ,4rt erzeugt werden: 

(Fig. 15.) (Fig. 16.) 
Man ninimt aiif einem beliebigen Man verschafft sich einen Eepl Q,? 

H,otationscylinder oine ICllipse S V n d e r n  Inan cinc LJ:~rahel s2 ails einem 
derart an, dafs die 2 zur Kantcn- Punkte zc. des in ihrem Brennpunkt 
richtung desselben senkrechten Be- P auf ihrer Ebene errichteten 
rühruiigsebeneri der S2, El luid X2, Lotes projiziert, und eine Geratle Z 
von einander die Entfernung 2 9 pardlel zur I.'okalackse (Fzc), 
haben. tleren Schnittpiinkte A, nnd A,  
3, und 3, niogen S2 im Rd um 2fj von einander abstehen. 

Punkte BI, bezw. B2 bcrühren. Die senkrechten Transversalen von 
Sei Z eine Oehebige Euuk  des 2, welclie Q d  berühren, erfülleiî 
Cyl iders ,  welche El in A,, Ei2 in ein Cylindroid mit der Spannmeite 
A, trifft, so ist der Ort der ails A , A ,  = 29,  dessen Zwickkanten 

1) Der Kegel ( w s 3  gehort zii RL'g e s  Kegeln der Kategorie cl: 

('ES') = R d ,  

da die Fakalachse ww' ,  die Schnittlinic von wt, und îo t ,  , zur Tüngentialcbece 
( t u  1;) senkrecht steht. Vergl. R e y e ,  Geometrie der Lage,  1, Seite 220. 
(Leipzig 1586.) Jeder solche Regel wird von Ebenen umhiillt, welche die xi1 den  
Fokalachsen senkrechten Tangentialebenen d e s d b e n  in einem Normalenpaare 
schneiden. 
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den Punkten von S"uf Z ge- die zu Z senkrechten Tangenten 
faliten Lote ein Cjlindroid mit des gd in Al und A2 sind. 
den Zwickkanten AlIll und A,&, 
von der S~~aririweite 29. 

Daraus folgt die Cylindroldkonstrzc7~kivn als Ort der 7;ürzesteîz 
Tramversalen der Strahlen eines ebenen 12üscl~el.s und einer festen Ge- 
rnder~ Z, denn die Nolle dieses Büschels spieleri in obiger Betrachtung 
die Strahlen 

der Ebene W, welche in jenem durch den Punkt w, welche letzteren 
Piinkte von S2 zusammenlaufen, mit den Punldcn der Sçheitel- 
der dem Schriittpunkte von S2 mit tangente der Parabel s2 verbinden. 
Z diametral gegenüherliegt. 

aus welcher jerk zu einern bestimnlten Cylindroide als Achsenflache 
gehorige Parameterkurve '$ der Schar 

const. 

durch gleichmiilsige Veriinderung der Iladienvektoren gewonnen werclen 
kann, ist die Projektiun der Schnittlinic P X  des Cylindroides mit der 
Kugel K uni den Ha~iptpunkt p desselben und dem Radius fj auf die 
Hauptebene, wie die mit Rücksicht auf z = 4 s i n 2 8  sich ergebende 
Gleichung 

z2 + p" Ij2 

lelirf. Hieraus folgt auch, wie P l ü c k e r  bemerkt, dals jede !# dieser 
Schar die orthogonale auf die Hauptebene ausgefiihrte Projelition 
eines Teilsçhnittes P des Cylindroides mit eiuer Wulstfl5che (Torus) 
k t ,  welch letztere von allen Kugeln Tom Radius E) eingehüllt wird, 
deren Mittelpunkte auf dem Kreise der Hauptebcne um den Haupt- 
punkt p mit dern Kadius 

PI + PIL -- 
2 

Liegen. (Vergl. auch die von Bal1 erwiihnte L e w i s  sche Konstruktion 
des Cylindroides.) 

, , Ih  Entfernung 26 cos 2 4  der 19cJ~,îziitp~,~?zl;te jcder ( h y l i d w Z c a n t e  
G m i t  IL, d. IL. auch wit I'*, won einurzder, ist gleich dern Verteilungs- 
pavameter k des glcicl~seiti~qcn Ta~~q1i~.zt1~u~paraho~oi1~1:,~ an die Cylindroid- 
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7 8 Sir R.otiert S. Balls lineare Schraubengebiete. 

fliiche e ~ z t l f f i î q  der lin~ttc G." 1st niimlich e die auf  der Scheitel- 
tangente G des Paraboloides gemessene Entfernung eines beliebigeri 
I'iinktes w drr G vom Centralpunkte G Z  des Paraboloides und tu der 
Winkel der Tangentialebeue des Cylindroideü iri bt, mit der Central- 
ebene G Z ,  so ist 

dz  c iz  k = ecotgto = e -  = - - 
d ( e a )  da 

- 29 cos 29.. 

P*, als Schriitt des Cylindroides mit K von der 6. O., hat, menn 
wir mit + den Winkel des von p zu einern ihrer Punkte führendeii 
H,adiusvcBtors r(= b) gegen die Hauptebene, daher auch gegen G be- 
zeichnen, mit Hücksicht auf z = Jj sin qb in den Polarkoordi~znkn r, 3, @ 

die einfachen Gleichurigen 

r =  ij; +==a. 
Lwei sich (auf 2) schneidende Cylindroidkanten 

gehoren zu Parametern 

p = O % $  2 cos 2 9. 

PI + Pr1 p'---- + $ c o s 2 8  
2 I 

ist, wahrend das Produkt derselben 

sich vom Prodiikte der Hauptparamcter um das Quadrat der Ent- 
fernung der Achsen vom IIauptpunkte 21 unterscheidet. Für  z2 = - PrPn 
ist einer der beiden Parameter Null, es gilt dies, wie schon S. 71  be- 

ist. -~ 

Xun k6nnen wir auch besser als oben die Hauptachsen C& und GIr 
eines HE, sowie die Hauptparameter P I  und pTT bestimnien, falls dieses 
Schraubenbüschel durch zwei Schrauben L, und L, niit den Achsen G, 
und G, und den Parametern pl, bezw. p, gegeben i ~ t  (E'ig. 17). 
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Sei e die kürzeste Eutfernung von G, und G2, 
2. (2 0) der IVi~kel  !> 9 >J 77 ) 

Y der Winkelhslbierenden G, und G, mit der 
7 >  >> 

gesuçhten Itichtiing von CA, 
2, die kürzeste Entfernung von G, und GI 

z2 77 >> 77 7 G2 7, 77 ? 

so gestatten es die hereits abgeleiteten Ilelatiorien (9. = cy a) 

PI + P u  P n - - P I  
p, = 

- --- cos 2 (9 - cc) 
2 (S. 69) 

PI -k P u  ?II - P I  p z - t ! p - - 2 - -  cos 2 (P + a )  

411 -Pl . z, = - - sin 2 ( y  - cl) 2 (S. 721, 
Pu - PI 

z2 = 
- s i n 2 ( y + a )  

ncbst z, - s, = e, die 5 Stücke PI, PII, t g 2 y 7  z,, z, durch die be- 
kannten Gr6lsen pi? pz ,  e, c~ ausdsü~ken: 

Pn - Pi- -- 
sin 2 rp sin 2 u 

1 (2") pl, = [ ( # y  + pl) + e cotg 2 n + (ps - p@cosec 2 a] 
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80 Sir Robert S. Balls lineare Schraubengebiete. 

1 -. (p, - pi) cos 2 oc - e sin 2 rr z1 = l / e P  + ($1, - eosec 2 a - -  - -- ~ - 
2 Ve"t (Pz - Pile 

Gr und Gn, selbut parallcl zilr Ebene der Richtungen G,, G,; 
schneidcn sich senkrecht in jenem Punkte p der kürzesten Sransversalen 
von G, iind G,, welcher von G,, bezw. G, den Abstand z,, bezm. z, 
hat. Die Richtungen der Hauptaclisen GI und GII erhiilt man aus 
denen der Winkelhalbierenden von Gl und G, durch Drehung um y, 
desscn 

Pe - Pi  t g 2 v  -- 
e 

ist. 
Z. B. für pi = pz = Po ~ i n d  GI und Gn  die Spmetrieachsen von Gl 

und G, und 
e 

Pr = 1Jo + cotga; 

Stehen G, und G, zu einander senkrecht, so gehen GI und GIr 
durch den Nittelpunkt ihrer Kiirzesten 

Schneiden sich G, und G,, so ist die Spannweite 20 des Acliseii- 

Cylindroides = e; sie wird Ni111, d. h. rtatt des Cylindroides 

tritt das Büschel G,G, ein, falls auîserdem Pl = P ,  ist; Rn heiîst in 
diesem Falle ,,zirkiiliirU. 

1st Z des Lot dcs Büschels G, Cr,, so gehoren die Tangent,ielrb~nan durch Z 
an den absoluten Kugelkreis auch zu der sich ergebenden Ausartung des Cyliii- 
droides, indem sie jede zu G, G, parallele Ebene in einer Ueraden g sçhneiden, 

1, = 
welche al8 eine zu ùciicbigem Parameter p =: 7 (S. 65) gehÿrige A c h e  eioiii 
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jener beiden Schrauben des zirkuliiren XII angesehen werden kann, deren Inhalt 
+.L2 und Lingenquadrat des Achsenstabes Tg Nul1 ist und welche das imaginare 
zirkuliire zu Rn gehorige Linienpaar rn (v. Staudts 2. k t )  repriisentieren. Der 
Begrifr der ,,Achew einer solchen zirkularen Schraube ist nicht mehr eindeutig, 
sondern jede der g kann als Achse angesehen werden. (Ygl. S. 52 und F. Klein 
im 47. Bande dieser Zeitschrift S. 252.) 

Achsensystem und Parameterverteilung der reziproken Gebiete PIv. 

Die allgerneinst'en Schraubengebü~che Pm gehoren als reeiproke 
Schraubengebiete zu einem Schraubenbüschel Rn mit einem Cylindroide 
als Achsenfliicho. Damit eine Schraiibe A des PIv mit der Achse r 
und dem Parameter sc zu jenen 3 Schrauben des Rrr reziprok sei, 
deren auf der Cylindroidflaehe liegende Achseii G von I' getroffen 
werden, mu& I' eine dieser 3 Achsen G senkrecht schneiden und der 
Parameter n murs entgegengesetzt gleich sein mit jenem der beiden 
anderen. Die beiden letzteren Achsen G müssen daher, als zu einem 
und demselben Parameter p = - n: gehorig, auf dem Cylindroide des Rn 
sprrinietriuch bezüglich dessen Hauptachsen GI und GrI sein. Die Achsen 
I' des Prv durch cinen beliebigen Punkt w oder in einer beliebigen Ebene 
W sind daher erzeugbar als die ool Transversalen über je ein Paar 
von bzl. der Hauptachsen symmetrischen Cylindroidkanten. Alle r 
des Pm also, die eu einem bestimmten Parameter n = const. gehoren, 
erfüllen die lineare Kongruenz mit denjenigen Cylindroidkanten G als 
Leitlinien, denen der Parameter = - n eukommt. Für n = O ergiebt 
sich so das Liniengerippe des P r v .  Zwei besondere dieser Kon- 
gruenzen sind die Systeme der Cylindroidtangenten lkngs 4 oder Gn; 
statt des Cylindroides kann hierbei das gleichseitige Tangential- 
paraboloid desselben gesetzt werden, welches GI and (&. zu Scheit'el- 
geraden und den Verteilungsparameter 7î = 2 1) hat. Auch eine 
dieser Kongruenzen kann plv sein, in dem Falle, wo sich das Linien- 
paar rn des Rn zu einem Paare unendlichbenaclibarter Wind- 
schiefer des Cylindroides entlang oder Gn zusammenzieht. (Grenz- 
fall S. 69.) 

Da jede r eine Cylindroidkante G senkrecht schneiden murs, ist 
der Kornplex der r defiriiert als Ort der senkrechten Trarisversalen der 
Kanten des zu Ru gehorigen Cylindroides. 

Die Komplexkegel durch einen Die Komplexkurven in einer 
beliebigen Punkt w werden gebildet beliebigen Ebene W werden um- 
von den Loten aus w auf die Cy- hüllt von den in W liegenden 
lindroidkanten. senkrechten Transversalen der Cy- 

lindroidkanten. 
Zeitsohrift f. Mathematik n. Physik. 48. Band. 1902. 1. Heft. 6 
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Speziell für PI = = p ,  im Falle eines ,,zirkularencL Gebietes 
tritt statt der Cylindroidfliche das Büschel der Hauptebene mit p als 
Zentrum und 

die Komplexkegel w sind Ortho- die Komplexkurven in W sind 
gonalkegel über den Kreisen der Parabeln, deren Scheiteltangcnte 
Hauptebene mit ~ w '  als Durch- die Spur der Hauptebene in W 
messer, wenn w' die orthogonale und deren Brennpiinkt di<: artho- 
Projektion des Punktes w auf die gonale Projektion des Hauptpunk- 
Hauptebene ist. tes p auf W id .  

Sonst, iin allgemeii 

projixieren sich die PuCspunkte 
der aus w auf die Cylindroidkan- 
ten gefiillten Lote auf jede zur 
Hauptebene parallele Ebene in 
Punkte eines Kreises, welcher die 
orthogonale Projektion w' des w auf 
diese Ebene und den Durchstols- 
punkt der letzteren mit Z zu dia- 
metral gegenüberliegenden Punkten 
hat. Die E'ukpunktkurve selbst ist 
also der Schnitt des Cylindroides mit 
jenem Rotationscylinder, welcher 
die Z und die durch w zu ihr 
gelegte Parallele zu diametral 
gegenüberliegenden Kanten hat. 
Diese Schnittlinie kann also nur 
eine der Xllipsen S2 dcs Cylin- 
droides l) sein, da das Cylindroid, 
eine E'liiche 3. Grades iind der 
Rotationscylinder sonst noch ge- 
mein haben l) die doppelt zu 
zahlende Z selbst und 2) die un- 
endlich-fernen Kanten t, und t,: 

Durch jeden Punkt w geht 
ein Kegel des Komplexes dm Achsevz 
r des Pm, dessen Basis die Kllipse 
S2 des Cylindroides ist, welche 
sich auf die Hauptebene in den Kreis 

men Falle, F r  #II, 

umhüllen die Ehenen G r ,  welche 
jede Cylindroidkante G mit ihrer 
in W liegenden senkrechten Srans- 
versalen verbinden, einen dewc Cy- 
lindroide uulnschriehmen Kegel Q d l ) ,  

denn der Direktioriskegel der von 
diesen Ebenen umhüllten Develop- 
pablen reprascntiert einek Kegel- 
schnitt der unendlichfernen Ebene, 
von demen gemeinsamer 1)evelop- 
pablen mit dem Cylindroide schon 
1) das doppelt zu ziihlende Büschel U 
und 2) die Ebenenbüschel durch die 
unendlich- fernen Cylindroidkanten 
t, t, Teile sind. E s  bleibt daher al3 
Developpable, deren Spur in W 
die gesuchte Komplexkurve wird, 
nur ein dem Cylindroide umschrie- 
bener Kegel Rd übrig, der zu JV 
und Unormale Folcalachsen hat und 
dessen Spitze w als Schnittpunkt 
der zu W parallelen Tangential- 
ebene des Cylindroides mit jener 
Cylindraidkante kondruiert werden 
kann, welche zu der in dieser 
Tangentialebene gelegenen bzl. Gr 
und GII symrnetrisch ist. 

In jeder Ebene W wird 2i01 
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mit dem Durchmesser pw' proji- den Achsen r des PIv eine Parabel 
ziert, wenn p der Hauptpunkt des s umhiillt, deren Achse parallel ist 
Cylindroides und tu' die ortho- zur orthogonalen Projektion der 
gonale Projektion des Punktes w Z auf W. 
auf die Hauptebene vorstellt. s wird aus w durch dnen 

DieEbene von S2 verhindet den Regel Rd projiziert, welcher nicht 
Schnittpunkt der durch w  zu Z TV allein, sondern jede su ihr 
gelegten Parallelen und des Cylin purallele Ebene in einer Parabel 
Sroides mit jener Cylindroidkante, schneidet, die von Achsen r des 
welche zu der von dieser Parallelen PIv umhüllt wird." 
getroffenen Cylindroidkante bzl. Gr 
und Gn symmetrisch ist. 

Dieselbe Ellipse S2 gehort zu 
allen Punkten w ,  die auf einer 
Parallelen zu Z liegen. 

Der Komplex der Achsen r eines Schraubenbüschels PIv ist qua- 
dratisch. 

1st w unendlich-fern, so zer- 1st W parallel zu 2, so zer- 
fillt der Komplexkegel durch dieseri f d l t  die Parabel des Komplexes 
Punkt in das nicht in Betracht kom- in das Parallelbüschel zu Z ,  das 
mende Feldbüschel dieser Richtuug als zu n = oo gehorig riicht in 
und das Büschel der Normalen von Betracht kommt und in jenes 
der Bichtung w zu der zu w senk- Büschel, dessen Zeritrum der S c h i t t -  
rechten Cylindroidkante. punkt der zu W senkrechten 

Cylindroidkante mit W ist. 

1st speziell 

ui auf dem Cylindroide, und zwar W Tangentialebene des Cylin- 
auf der Karite G(p), so zerfillt droides, und zwar durch die Kante 
der Komplexkegel 1) in das Büschel G (7) gelegt, so zerfiillt die Parabel 
der durch w zu G gelegten Nor- 1) in das Büschel der Normalen 
malen und 2) in das Büschel der zu G und 2) in das Büschel 
Transvertlalen r ( a  = - p )  der zu r ( n  = - p ) ,  dessen Zentrum der 
G(p)  bezüglich CI und G n  sym- in W gelegene Spurpunkt jener 
nietrischen d. h. zum gleichen Cylindroidkante ist, welche zu G(p)  
Parameter p gehorigen Cylin- bezüglich GI und Gn symmetrisch 
droidkante. lie@. 

1st ganz speziell 

w ein Punkt der Knotenlinie 2, W eine Ebene durch U, d. h. 
so legen wir uns durch ihn eine senkrecht zu Z, so bestimmen wir 
zu Z senkrechte Ebene W: uns deren Schnittpunkt tu mit Z :  

6 * 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



84 Sir Robert S. Balle lineare Schraubengebiete. 

Es giebt nun durch w in W zwei Achsen r' und PI"' des PIv, 
njimlich jene, welche zu je ainer der durch zu gehenden und in  W 
liegenderi Cylindroiclkanten G' und G" des Rn senkrecht steheu und 
mit der anderen entgegengesetzt gleichen Parameter n', bezw. n" be- 
sitzen. 

Der Komplexkegel zu von Achsen Die von Achsen r umhüllte 
r artet jctzt auo in die beiden Komplexkurre in W artet hier 
Strahlenbüschel Z r '  und Zr", aus in die beiden ParaLlelbüschel 
welche eiim Parameter z', bczw. r' und Y, mclchc ziim IJerameter 
n" gehoren. n', bezw. n" gehoren. 

1st w einer der 2 Zwic,kpunkte, 1st TV eine der 2 Zwickebenen, 

des Cyliudroides von Ru, so falien beide Büschel in eines zusammen, 
Ebene dessen - - - - - - 7- - - - - - - - zu der betreffenden Zwickkante senk- 

uneridich-ferries Zentrurri 
recht steht. 

% whneidende 
Siimtliche Aclisen 1' des P r v  kann man erhalten, 

zu d senkrechte 
indem m m  das Cylindroid des Eu bezüglich seiner Hauptebene GrGu 
spiegelt m d  

die Büschel konstruiert, welche jede Rante des so erhaltenen 
die so erhalteneu Kanten des Spiegel-Cplindroidcs einer Parallel- 
Spiegel-Cylindroides mit Z ver- verschiebung in einer zu Z senk- 
binden. r~ch ten  Bichtung unterwirft. 

Jeder so gewonnenen I' kommt irn Prv der Parameter n - - p zu, 
entgegengesetzt gleich jen~m P der Cylindroidkante G des &, durch 
deren Spiegelurig I' gewoilnen wurde. 

In kanonischer Weise ist Pm darstellbar durch die Aufteilungs- 
achse 2, zu der ein beliebiger Parameter geh6rt und die Haupt- 
schreubvugen mit den Achsen TI = GI, Trr = Gn und den Parametern 
n1 = - P I ,  f i ~ = - p u  . Die Hauptachsen r~ und rlI sind die einzigen, 
% in c i ~ e n z  Punkte senkrecht schneidendrn Achsen des Ply, welche 
auf einander senkrecht stehen. Kur im Falle gleictier Hauptparameter 
PI = pu = P o ,  also eines ,,zirkul2reni' Schraubengebüsçhes Pm tritt an 
Stelle der Hauptschrauben ein zu Z seukrechtes Büschel durch den 
Punkt p der 2.l) Jede Gerade der Ebene des letzteren, sowie jede des 
Biindels p gehBit als Achse ï zu PIv, behaftet init dcm Parameter 
no = - p,,. Die übrigen Strahlen des Achsenkomplexes r lassen sich 
gelniifs der Rexiprozitatsbedinpng a - so - e cotg 1- r Z  der r grgen 
-- - -- 

1) Vgl. s 80. 
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die G des Y=, welche parallel ist zur Ebene I'Z, in ,,zirkulareni' 
linearen Kongruenzen n = corist. anordnen, d. h. in solchen, deren 
samtliche Strahlen durch Rotation um Z aus den Strahlen jener Z als 
Scheitelgerade enthaltenden gleichseitig-hyperbolischen Yaraboloidschnr 
mit dem Scheitel p erhalten werden konnen, deren Verteilungspara- 
meter k = z - z,, i d .  Die Leitstrahlen jeder solchen linearen Kon- 
gruenz werden passend ,,zirkulareU Gerade (imaginai-, v. Staudts 2. Art) 
genannt. 

Übergang zur kanonischen Darstellung 

eines durch 4 Schrauben d mit den Achsen (i = 1, 2, 3, 4) und 
bestimmten Parametern gegebenen fiV. Entsprechend 1* und 2* 
S. 65 fertigen wir vorerst zmei Spezialfiille ab. 

l*) Schneiden die 4 ri eine bestimmte Gerade G senkrecht, so 
besteht Plv a m  den Schrauben beliebigen Parameters, deren Achsen 
r die G senkrecht schneiden. A!= gehort zu G und beliebigem Para- 
meter. Hierher gehoren auch die Fiille: r,r, r, schneiden eine G 
senkrecht, r, ist ersetzt durch ein zu G paralleles Feld und: I', T; 
sind ersetzt durch Felder parallel zur kürzesten Transversalen von r, 
und r,. 

2*) Sind die r, parallel einer Ebene E, so geh6rt das Feld f, 
derselben m m  Rn. Zum P1v gehürt ein Feldbüschel einer Richtung 
1, bestimmhar durch 2 Felder, von denen jedes durch Addition dreier 
Sohrauben von den gegebenen 4 gefunden wird, menn man bewlrkt, 
dah deren Stabsunime Null ist. Die Schrauben endlichen Parameters 
in Pm, deren (zu h' parallele) Achsm su 1 stînkrmlit stehen und deren 
Parameter heliebig ist, erfüllen die (zu 1 parallele) ,,Hauptebene(' des 
Ra, d. h. jene Ebene, in welcher die senlcrecl~ten l'runsvmsulen, der 
letzteren (die Parallelen zu 1 )  Schraubenachsen G des Rn sind. Eine 
der G ist in Rn niit dem Parameter O behaftet, also darstellbar durch 
ihren S t ~ b  I o .  lo und f, reprasentieren R n ,  und damit PIv in kano- 
nischer Weise. 

Im allgemeinen Falle verschafft man sich zuerst das in PIv vor- 
konimende k'eld U, indem man eine Vielfachensumme der 4 gegebenen 
Schrauben derart bildet, dak die Surnme ihrei Stabstrecken Null wird. 
Alle analog ableitbaren Schrauben, deren Stab zu U senkrecht steht, 
haben die gleiçhe Achse, die Aufteilungsachse 2. Die kürzesten Trans- 
versalen über Z und den r bestimmen das Cylindroid des Rn; de~lsen 
Hau1itachsen sind auch jene des PIV. 
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Jetzt konnen wir auch jedes durch 5 Sch-auben d,(i = 1,  . . . 5 )  
gcgcbcne Schrauheapwehe Pr in kanomkher E'orm, n h l i c h  durch An- 
gabe der reziproken Schraubung RI darstellen. 2 Quadrupel unter den 
fi Schrauben bestimmcn je ein zum betreffenden PIv gehoriges Feld. 
Die Achse von RI hat die diesen 2 Feldern gemeinsame Richtung und 
ist  identisch mit der Cylindroidkante von dieser Richtung in jedem 
der Rn, welche zu einem der obigen PIv reziprok sind. Der Para- 
meter p von RI ist aus der Reziprokalrelation gegen irgend eine d zu 
bestimmen. 

Der Parameter z jeder Achse r des Prv, welche eine Cylindroid- 
kante G ( 8 )  des Rn in einem von Z um e entfemten Punkte w senk- 
recht schneiden murs, ist eritgegengesetzt gleich jenem der beiden RII- 
Schrauben, deren Achsen die r aulserdem noch begegnet. Da aber 
letxtere nicht reell sein niüssen, empfiehlt sich die Bestimmung von s 
aus der Reziprokalrelation der r(,) gegen jene Schraube G(sao+a) des 
Rn mit dem Parameter 

PI + Pn Pn - 41 
p = sin" + +pn cos2 8 = - 

2 +T cos 24 ,  

welche zur Projektion der i' auf die Ilauptebene des Cylindroides 
parallel ist: n + p = e c o t g j r Z .  - 

Das Schranbenbiindel RIII und das reziproke Biindel PIrI. 

Durch 3 nicht zu einem Büschel Rn gehorige Schrauben LI,  L,, L, 
m i t  den Achsen G,, G,, G, und den Parametern Pl, p , ,  P ,  ist ein 
Rrrr festgelegt. W i r  betrachteri zuerst die Spezialfiille: 

1") G, G, G, sind parallel und liegen in einer Ebene E; die Achsen 
G des R, sind d a m  (vgl. S. 66, 2") alle Strahlen dieses Parallel- 
büschels, und zwar kommt jeder G ein beliebiger Parameter zu. Zu 
Rm gchort auîserdem das Feldbüschel parallel zu den senkrechten 
Transversalen r der G in E. Zum Reziprokalbüschel PnI gehoren 
alle diese r als Achsen, belegbar mit beliebigem Parameter, ferner dm 
Büschel der zu G parallelen Felder. 

2") G, G, G, Sind parallel, ohm aber in einer Ebene zu liegen. 
Tragt man auf den G,(tL1, 2, 3) von deren Schnittpunkte mit einer be- 
liebigen Ebene A sus bzl. die Parameterstrecken p i  ab und soi B die 
Verbindungsebene der Endpunktc der so abgetragenen Strecken, so 

gehort zu Rm jede Schraube, deren Achse parallel G, ist und einen 
Parameter p hat, welcher, anf G abgetragen, vom Schnittpunkte der 
G mit A bis zu jenem mit B reicht. (S. 66). Insbesondere bilden 
alle zu G parallelen Transversaien der Schnittkante AB, deren Ebene 
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CJ heifsen mage, das Liniengerippe r111 des Rlu im Vereine mit 
folgcndem FelrBüschel 6: Nchmen wir A senkrecht zu den C,, dann ge- 
hort, wenn x den Normalabstand einer beliebigen Achse G von Q 
bedeutet, zu G der Parameter p = x tg ;AB. Geben wir dem auf Cr -- 
fallenden Stsb Io der RD-Schraube L = lo + f, von dieser Bclise die 
Lange 1, so li6nnen mir das zu 7, senkrechte Feld fo in Form eines 
Rechteckes darstellen, dessen Inhalt p ist, dessen Seiten also die Lingen 

P x und - habcn m6gen. Erstere Seite sei senkrecht zu E, letztere 
x 

parallel zur Kante AB. Das rechteckige Feld f, welches die erstere 
Rechtecksseite mit 1, verbindet, liefert, zu fO addiert, ein Feld f = f + f,, 
welches su. RI* gehort, da es gleich L - 1; = (lo - ZJ 0)  $ ist, wcnn 
1; jenen zu rm(Rm) gehorigen Stab der Ebene Q bedeutet, welcher 
durch Projektion von 1, auf Q gewonnen wird. Das zu (5: senkrcchte 
Feld f des Ilm schliefst mit den G einen Winkel ein, der gleich jAB - 
ist, da seine Tangente gleiüh dem Perhiltnis der Lingen der nicht 

P gemeinsamen Rechtecksseiten von fo und f, d. h. = - = tg ]AB ist. x - 

Das Feld von B geh6rt auch zu rm(RLn), dahw aazth jedcs aus 
demselbern und f ableitbare, d. h. jedcs Feld des Büscl~eL, dessen Achse 
1 in f liegt und mit den G (nach der gehorigen Seite hin) den kon- 

P' stanten Winkel ! A B  = arc tg einschliefst. 
- 

Ilas IbziprokcclbiincEel PIE kt erfüllt von allen Schrauben, deren 
Achsen zu 1 paraiiel sind und den entgegengesetzt gleichen Parameter 
besitzen mit den Schrauben des Rm, dercn Achsen sic sçhneidcn, so 
daki also auch bei den Schrauben des RI17 der zugehorige Parameter 
n proportional ist der Entfernung der (zu 1 parallelen) Pm-Achsr, r 
von Q, und zwar mit dem entgegengesetzt gleichen Proportionalitiits- 
faktor jenes (tg -~ PH), welcher bei RnI anftritt. Das Liniengerippe 

gm des Pm besteht hicr aus den zu 2 parallelen Stiiben der Ebene (5: 

und aus dem Rüschel der zu G parallelen Felder. 
3*) Die (1; (i = I l  2, 3) haben eine gcm~insame kürzeste Trans- 

versale I', . Im Schraubenbündel & existiert dam ein Feld f parallel 

r,, denn man kann eine Vielfachonsummc der drei Sçhraiiben Li so 
bestimrnen, dals die Summen der Stabstrecken Nul1 wird. Ferner giebt 
es in Rm eine Schraube, deren Achse Go die r, in einem Punkte p 
senkrecht schneidet und deren Parameter ganz beliebig ist; wird namlich 
aus den Li eine Schraube L linear abgeleitet, so schneidet ihre Achsr, 
stets I' senkrecht, da ro gerneinsanie Aufteilungsachse aller zu Rm ge- 
horigen Cylindroide ist; wahlt man die Ableitungszahlen der Schraiihe L 
so, da18 ihre Stabstrecke zu f senkrecht wird, so kann im Schrauben 
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88 Sir Robert S. Balls lineare Schraubengebiete. 

bündel R I I ~  zu dieser L ein beliebiges Vielfaches von f addiert werden, 
d. h. der zur Achse Go dieçer Schraube L gehorige Parameter ist heliebig. 

Rrn ist nun ebensogut wie früher durch die Li, durch die Schrauben 
mit der Achse Go und beliebigem Parameter und durch die Schraube 
mit der Achse G, und dem Parameter P ,  bestiinrnt. (Fig. 18). Das zu- 
gehorige Iteziprokalbündel Pm ist ganz analog durch die mit beliebigem 
Parameter belogbare kürzeste ro von Go und G, und eine beliebige 
zu Go senkrechte Transversale r, von Go und G, bestimmt, welcher 
als Schraubenachse in Pm der Parametcr sz, = - pl zu erteilen ist. 
Genau wie zu .Rm das zu ro senkrechte einzige Feld f gehort, findet 
sich in PIII nur das durch Go zu ro senkrecht gelegte Feld <p. 

Da jede zu Pm rcziproke Schraube zu Rrn gehort und umgekehrt, 

so stellt jede mit dem Parameter 5 (pi + i = O) helegte zu ra senk- 
Go 

r, und Y, 
Rm vor. Sei die rechte Transversale von Go unaG; eine Achse des rm 

Pl 

Go und G 
Lange der kürzesten Transversalen von - --', so giebt es ein ro und Y, 

gleichseitiges hypmbolisches Parabdoid y, mit den Scheitelgeraden 
Go und ro (die sich im Scheitel p desselben senkrecht schneiden), 
welches G, und r, enthalt und im Koordinatensystem mit der ro als 
x- ,  der Go als y-  und der durch p zu r o G o  senkrechten z-Achse die 
Gleichung x y = x, z hat. 

x, = el cotgIG0G, = el cotg /Tor, 

G 
ist der Verteilungsparameter von pl. Die Geradenschar des Para- 

boloides '$3, ist erfüllt von jenen zu pIII gehürigen Achsen, dcieo 

Parameter den konstanten V e r t  hat.') Da keine Verwechslung 
x. 

G 
moglich wird, sei von jetzt ab mit G1 jene Gerade der Schar auf r, 
pl hezeichnet, welche mit der Zentralebene 45O cinschlieIst, also von 

(" die kürzeste Entfernung cl = e, - x, hat. 
ro 

Rm ,,.Jede swkreciite Trafisversalt: von r0 kt eine Achse des Rn, 
Go 

belegbar mit einem bestimmten Parameter f: - abgesehen von den 

in die I-Iauptebene G o r 0  fallenden genkrechten Transversalen, denen, 

aulser der mit beliebigen Pararnetern verbunden zu denkenden Go der r" ' 
Parameter c*s zukommt, weshalb sic bloîs das Feld vorstellen. 
-- <P 

1) Nur Go und r, i s t  jedes beliebigen Parameters fahig. 
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Auf jedem gleickseitigen hyperbolisckn, Paraboloide !J3 (xy = XD) ( x  be- 

liebig) über GO u n d  r, als Scheitelgeraden repriisentiert die zu 
r o  

gehorige Geradenschar dss Systern der Achscn des welche zu 
Pm 

sich dem absoluten Werte nach von ~m gerade soviel, als dcr Ver- 
II, 

teilungsparameter x des Paraboloides !J3 von x , ,  jenem des Para- 
boloides 9,": 

Die Z-Achse unseres K~ordinatens~stems gehort als Schrauben- 

achse zu Rm wenn wir sie mit dem Parameter 
Pm ' 

( ~ 1 )  . belegen; dies fol@ aus der Reziprokalrelation gegen G, (p,)  . 

5 (Po + 75)  = x i  k 4 5 O  
( P O  + 7% - O) f ( ~ o + ~ , ) = x , t ~ 4 ~ "  1 1 

wobei die obercn oder unteren Vorzeichcn - beidemal gleichzeitig - 
gelten, je nachdem über das Parametervorzeichen verfügt wird wie 

aof S. 51 oder umgekehrt. Hienach gehort zu R'" als zum Parameter 
Pm 

Po gehorige Achsenschar 
*O 

1) Das Biiachel p der Ebene %"=:-, weil ableitbar aus den zu 
Z und Go 

Io gehorigen Rund , 
'5 ro f -  x z  

2) Das Büschel der zu Z parallelen Strahlen der Ebene G,rp=yz) 

weil a m  und Z(Po) ableitbar- 
'P Z(x0) 

Das Büschelpar 1) 2) re~rasentiert  eine ausgeartete Paraboloid- 

schar B. 
n: = n, 

In jeder Ebene durch ru lie& ein h ' t rd l  G(po) des Bü~chels 1) 
Go r(%) 

und eine Gerade der Schar G(Pi) des Paraboloides pl; letztere Gerade r w  
kann speziell G1 selbst sein, wenn gegen die Hauptebene unter 45" 

Tl 
geneigt ist; j& Gorade in parauel zu den beiden. ist also, weil aus 

den durch die beiden repriisentierten Schraubungen lincar ableitbar, 
G .  E 

eine Achse im Rm. Nehrnen nir nun speiiell durch G1 alao 
Pm E Tl ' 
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90 Sir Robert S. Ballfi lineare 8chraubengcbietc. 

unter 4,i0 gegen die Hmptebene an; d a m  ist jede zn ro senkrechte 
G" 

dieaer Ibene,  welche die kiirzeste Entfeernung x von Go Gerade 
ro 

haben m6ge - so dah x Verteiliingsparameter des Paraboloides 

(duroh 10 mit den Srhoitclgeraden Go und do) wird - urn sine 

Schraubung des vorzustellen, mit einem Parameter (y + n = O) Pm 

zu belegen, welcher sich aus der Reziprokalrelation der '(') gegen 
I'(4 

bestimmen lafst, sich also wirklich der behaiipteten Gleichung 

f iP - Pi )  = x z l _  - gemaïs verhilt. + (n-n,) = x - x ,  

Das Liniengerippe rm des besteht aus der zu 4; gehorigan 
Qm Pm 

Sühar jenes Paraboloidcs p(zy = zz) ddessen x ,  t, = O entsprechend, 

x = f zo = + po ist; für po = zo = O speziell ist 'Ir' das unter (1) (2) 
&n 

enviihnte Biischelpaar. 

Durch jeden Punkt p(e 'O 'O)  der 5 geht ein Büsehel von zu 
m (0, e, 0 )  Go Go 

senkrechten Achsen des Rm Triigt man auf jcder dieser Achse nicht 
&II 

den zugchürigen Parameter selhst, sondern, und zwar von ' aus 
rn 

--A+J ab, so erfüllen die Endpunkte der sa abgetragenen Strecken 
t ,= -%?+f i  

- 

bei feste,m ---- 

z 8 ( y 2  + 2 3  - e z y e  = U 
deren Gleichung ,-- z  (xP + 8 3  -texe = O 

lautet, daher, wenn der Punkt 

ro z 4  + y y ( z e - 2 7  = O 
CL auf variiert, don Kegel 4. 0. d- - r7 -- 
m 2 +3: (2 y X ) = O ?  

welcher obige Q 
Gu 

aus p projiziert. 

4*) Die Achsen G, G, G3 der drei Schrauben, welche ein Gebiet k, 
bestimmen, seien parallel zii einem ebenen Felde rp, ohne abor dieselbe 

1) Dia lteziprokalrelation der G (p )  Z(zo' besagt nkmliüh: r : ~ )  gegen z(p0) 
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kürzeste Transversale za hcsitzen.') Auf den zwei linearen Schrauben- 
büscheln, welche z. B. die erste dieser Schrauben mit je einer der übrigen 
vcrbinden, konnen wir uns je eine gewirs reelle Schraube - an Stelle 
der zu G,, bzw. G, gehorigen - bestimmen, welche zum gleichen 
Parameter pl gehort wie G1, so daïs wir, um keine Rezeichnungen zii 

hiiufen, gleich annehmen dürfen, dafs die zu 9 parallelen Achsen 
G, G ,  G, m m  gleichm Paranzetm pl gehGrcn. (Schneiden sich zwei 
von diesen drei Achsen, etwa Gl und G2,  wobei G, parallel ist zur 
Ebene GIG,, BO geh6rt zu & auher dem Büschel GIG, noch das 
ebenfalls zu Pl gehorige Parallelbüschel, welches G, mit dem zu ihm 
parallelen Strahle des Büschels G,G, verbindet. Dieser Fall bietet 
jedoch insofem keine Besonderheit, als auch im allgemeinstcn zu 4") 
gehorigen Palle sich ein derartiges Büschelpaar konstanten Parameters 
ergcben wird, welches hier nur von vomherein gegehen wbe.) 

- Eine Besonderheit liegt vor, wenn die ein &, bestimmenden 
zu pl gehorigen G,G,G, in einer Ebene licgen. Das ganne Geraden- 
feld derselben ist dann Ort der mit P,  belegten Achsen des .fi& und 
gleichzeitig Ort der mit dem Parameter x, - - pl versehenen Achsen 

des reziproken PI,. Zum Liniengerippe des Rm gehort aufser 
e ~ n :  PDI 

dem Felde f '= q der Achscnebene die Gesamtheit der zirkularen ima- 
gingren Geraden V. S t a u d t s  2. Art, welche darstellbar sind in der 

Form L = L, +PL,, wobei LI und L, inhaltsgleiche Schraiiben 

bedeuten, deren zu '' gehorige gleich lange Achsenstabe in der Achsen- 
'5 

ebene liegen und sich senkrecht schrieiden. Der Name ,,GeradeL' für L 
selbst ist durch die Geltung der Gleichung Le = O (L: = Li, L, L, = 0) 
gerechtfertigt. Diesen L kann jeder beliebige Paraineter zugeschrieben 
werden und man kann jede Staudtsche imaginiire zirkulare Gerade 
(1. Art) dea Feldes Q = q als Aühse einer solchcn L ansehen. Vgl. S. 80. - 

Im allgemeinen Falle 4*) ist das Paraholoid GIG,G, ungleich- 
seitig, de sonst der Fali 3") vorlage. Die ganse Schar Gl G2 G, . . . 
desselben stellt die zu pl in R, gehorige Achsenschar vor; die an- 
dere Schar r dieses Pernboloides, mit dem Parameter nl = - p: be- 
le& geh6rt zum Reziprokdgebiete PI,, . Das Direktionsfeld f der 
letzteren Schar geh6rt zii RI,, ebcnso wie rp zu P,, . Die gleiche 

Überlegung lehrt, dars die Achsen aller ai1 Schrauben, die in 'III 

-- 
Pm 

1) diesen Fa11 4* behandelt N. Z a n t s c h e f f s k y  aualytisch in seiner Ab- 
handlung: ,,Die Schraubenlehre und ihre Anwendiing aiif die Mechanik" p. 63-67. 
(In russischer Spracho, Odessa 1889.) 
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einon beliebigen konstanten Parameter 2 besitzen, ungleichseitige 

Paraboloidscharen erfüllen, deren Direktionsebene ' ist, und zwar 
f 

heide auf demselben Paraboloide, falls +I + K = O ist. Wir  wollen die 
Lagen dieser Paraboloide untersuchen. 

G,(p,) sei die Scheitelgerade und e, der Verteilungsparameter dei. 
Schar G, G, G,, = der kürzesten Entfernung der S~heitel~eraden dieses 
Paraboloides von jener Geraden gleicher Schar, welche mit der ersteren 
4j0 einschlielst, = der suf der Süheitelgeraden r&,) der anderen Schar 
gemessenen Entfemung SIEl (Fig. 19) des Scheitels SI = G,r0 von jener 
Geraden G(P,), deren Verbindungscbene mit ro(z1) gegen die Zentral- 
ebene (C;,r0) unter 45' geneigt ist. Jede Paraboloidschar p = - n = const. 

des hat das Direktiansfeld also sind die von Achsen Pm f '  

Scheit elgeraden Ga(p) derselben zu denen der Schar P ,  = - a, = consi., 
r o  (4 

also zu paraIlel; daher m u k  die zur Achse gehorige Schmihe r" (5 ro (4 
aus der Schraube und dem Felde linear ableitbar sein und ro(%) <P 

es wird aus Go("1) durch Paralielverschiebuiig entlang der 
r o  (4 Po (4 

Achse % des Paraboloides (pl) um ein Stück z erhalten, welches der 
Gleichung 

p - pl = fi t g  a: (a = IGJ, = iG,f, Winkel der Direktionsebenen ~p und f i  - - 
genügt. (S. 66, 2".) 

Um auîser den jetzt bekannten Scheitelgeraden Go der Sch ar ro (4 
p = - n = const. noch deren Verteilungsparameter e und damit das 
betreflende Paraboloid vollstandig zu erkennen, berücksichtigen wir, dafs 
jene zu G(p,)  parallele Gerade G(P) dieser Schar, welche von der 
Scheitelgeraden G,(p) die auf r,(n) gemessene Entfernung e hat, als 
Achse zu einer G - S c h r a i i b e  gchort, welche aus der Schraube G(P,) 
und f linear ableitbar sein mufs, daher mit G(pl) durch eine Ebene 
verbunden wird, welche im Felde f eine zu G(p) senkrechte Spur hat, 
so dafs diese Spur H der Ebene G(pl) . G ( P )  in der Ehene r,Z= ,Zf 
mit Z den Winkel a! einschlieîsen muîs. [G(p,) liegt in der minkel- 
halbiereriden Ebene von roGo  und roZ  und steht scnkrecht zum Lote 
B I L  zu Go in der ersteren und zur Geraden H der letzteren Ebene, 
daher ist 

H r ,  = . ro - QOO - a, - 
woraus HZ = or folgt.] - 
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G(p)  kann hienach - bei heliebigem p - jede zu G(P,)  parallele 
Transversale von II sein; das aus dem Schnittpunkte E von G(lp) mit 
H aiif % gafiilltc Lot ist eine Scheitclgeradc Ib(n) des zu P (bezw. 

z = - p )  gehorigen Paraboloides und seine Lange ES ist der Ver- 
teilungspararneter e desselben. Es  gilt (absolut genommen) 

d. h. von einem Paraboloid zum anderen andern sich der Verteilunp- 
paranleter und der Schraubenpararneter um gleiche Stiicke. 

,,Die Paraboloidscharen p = - n = const. von Achsen des Rm 
Pm 

haben siimtlich parallele Scheitelgerade und die gleiche Pamboloid- 

welche mit Z den Winkel cr der achse 2. Eine feste Gerade H J  

Direktionsebenen f und g, der Paraboloide einschliel'st, verbindet jene 

Punkte aller Scheitelgeraden ro , deren Tangentialebenen an das be- 
Go 

treffende Paraboloid unter 45"gegen Z geneigt sind". 

Eiw dkses Puraboloidsclmren ist in ein Büschelpaar ausgeartet, 
jene nainlich, für welche e = O und entsprechend 

ist; sie wird m m  Büschel mit dem Zentrum M = HZ = g Z  der 
Z G  -7 

Ebene - --"-,i- und zurn Büschel der zu Z parallelen Strahlen der Zr, - Lf 
Zr,  = Zf 

Ebene - ausarten. 
AG, = Z<p 

Eine dieser Paraboloidscharen bildet, 5, = - z = 0 entsprechend, 

das Liniengeripp rlll von Rm 1st speziell das eben erwiihnte 
ern  PIII . - - 

Büschelpaar das Liniengerippe, so lie$ ein besonderer zu ILI'), S. 61, 
gehoriger Fa11 vor. 

,,Die w1 Paraboloide p - - n = const., oder, was auf dasselbe 

hinsuskommt, sitntlirhe CO' zu ' parallele Aclmn des Rm um- 
f Pm 

7~üZZm eitzelz Kegel 9, 2. Grades, weklzr M zum Scheitel, die Ebenen 
Z ~ I  und Zf xu Tangentialeberm und au diesen Ebenm sewkrechle FokaZ- 
achsen d und 3 hat": 

(Fig. 20.) In jede beliebige zu y parallele Ebene (3 fallen oo' 
Strahlen G, Achsen des RIIi; von diesen G geht eine durch jeden 
Punkt P der Schnittlinie t der Q mit (Zf), niimlich jene, welche dem 
Paraboloide v ( p  = - z = const.) angehort, dessen Scheitelgerade rO(n) 
das von P auf % gefallte Lot ist. (Die audere Scheitelgerade G,(p) 
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dieses Paraboloides geht durch den Scheitel S = r , Z ,  lie@ in der 
Ebene Zq senkrecht zu 2. - t stellt übrigens selbst eine Rn,-A& 
vor, da sic ein Strahl des zu p ,  gehorigen Parallelbüschcls ist. -) 
Moge wie oben die durch M in der Ebene Zf unter dem Winkel a: mit 
verlaufende Gerade H die A,(z) in E' schneiden, so ist das Stück e = SE 
der Verteilungsparameter des Paraboloides p. Die Tangentialebene 
ro<,,G des '$ in P schliefst daher mit der Zentralebene dieses Para- 

boloides einen Winkel eiu, dessen goniometrische Tangente = 4 iat, 

wenn daa Stiick SY mit x bezeichnet wird. Die durch P gehende 
Gerade G schlieîst also mit ihrer orthogonalen Projektion ü' auf die 
Zentralebene einen Winkel u ein, dessen 

5 .  t g  LU = - sin u: 
e 

ist, denn a! ist auch der Winkel von G' mit r,(n). 
Die durch 31 senkrecht zu (Zq) gehende Gerade d, die wir als 

Fokalachse des Rd nachzuweisen haben, m6ge Q im Punkte F treffen. 
Der Winkel u', welchen PF mit ihrer orthogonalen Projektion P l  
auf die Gerade t einschlielst, hat die 

, I F  t g w  =p. P I  ' 
nun ist IF = x cos a:, wie sich aus dem bei F rechtwinkeligen Dreieck 
1VFI ergiebt, da I M =  PS = x und IFIM - a: ist; 

P I  = SM = e cotg a, 

wie aus dem bei S rechtwinkeligen Dreiecke SME folgt, in dem 
SE = e und E M E  - = a: ist; folglich haben wir 

, Z C O S r X  x .  
t g  w = - -  = - sin or = t g  w e cotgor r 

daher G smkrecht zu FI'. Da F und t in jeder Ebene & des 
Parallelebenenbüschels rp fest liegen, P aber auf t beliebig ist,  so 

erkennen wir, dak die in B fallenden Strahlen G (Achsen in R,) 
eine Parahel mit deru Brennpunkte 1? und der Scheiteltmgente t um- 
hüllen. Da aber anch @ parallel verschoben werden kann, mobei F 
auf ci! wandert und t in Zf sich parallel verschiebt, umhiillen alle G 
den Kegel Bd, welcher die obige Parabel aus M projiziert und d zur 
Fokalachse hat. 

Alle Tangenten des Rd, welche zu rp parellel sirid, stellen Achsen 
G des R, vor, nur die in Zg, liegenden und nicht durch M gehenden 
Geraden (welche Rd in einem Punkte der Kante Go(?,) berühren, 
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nkht, indem in Zqp blof i  das zu po gehorige Btischel des Punktes M 
von Achsen G des &, erfüllt wird. 

Das Achsensystern G der zu rg parallen Tangenten des Rd ist 
hiernach von der 2. Ordnung und 1. masse, denn durch jeden Puukt w 
des Baumes gehen die heiden Tarigenten G an die Schnittparabel des 
Rd mit @ = wgp und in jede Ebene W fallt die zu rp parallele und 
nicht in (Zip) gelegcne Tangente an den Kegelschnitt ( W .  Rd) .  

Genau so zeigt sich, daîs jede (zu f parallele) Achse r des PEI 
denselben Kegel &, welcher auch die zu f senkrechte Pokalachfie S 
besitzt, berührt, und daîs umgekehrt alie zu f parallelen Tangenten 
dieses Kegelfi Achsen in PI11 sind, a u î s e r  den nicht durch M gehen- 
den Geraden der Ebene Zf. 

Zf . 'Prifft eine beliebigc Achse  de^ Rm die Ebene in einem 
Pm zv 

Punkte n, welcher von der durch Y zu Z senkrecht gelegten Ebene 

die Entfernuug r hat, so bestimmt man den Paranieter 2 derselben 

mit Rücksicht darauf, d d s  (absolut genommen) 

Allgemeiner Fa11 R1n 
Pm 

eines Schraubenbündels, dessen Achsen alle moglichen Richtungen des 
Raumes besitzen. E r  tritt ein, wenn die Schrauben G,(pl), G,(p,), 
G,(q3) ,  welche RI, bestimnien, Achsen haben, welche ni& zu einer Ebene 
parallel sind. Wieder konnen wir, wie im Spezialfalle 4*) ohne Ein- 
schrankung der Allgemeinheit p, = P, = p, voraussetzen, so d a h  alle 
Geraderi der Hyperb~loidschar G, G, G, zum Parameter gehorige 
Schraubenachsen des R, vorstellen, wihrend die andere Schar dieses 
Hyperboloides Fl von den mit dem Yarameter z, = - pl behaftenen 
Achsen r des Beziprokalbündels Pm erfüllt ist. 

Die Achsen aller ool Schrauben des R m  welche einen belie- 
Pm ' 

bigen Parameter bcsitzrn, gch6rrn iïi einer Schar G ( P )  eines 
r(4 

Hyperboloides F(P), und zwar desselben Hyperboloides, wenn p + n - O 
ist. Hierbei kann für einen bestimmten Parameter - und dies ge- 
schieht wirklicli, wie wir zeigen werden - die eine Schar G(P) zu 
einem Paare von Büscheln (Zentrum M, Ebene p; und Zentnim N, 
Ebene v) mit einem gemeinsamen Strahle MN - ,UV ausarten, wobei 
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96 Sir Itobert S. Balls lineare Schraubengebiete. 

die Schar r(z) (7 + x = 0) das Büschelpaar der gleichen Büschelebenen 
p, v, aber mit vertauschten Zentren N, M wird. 

Eines dieser Hyperboloide p = - n = O wird in fieincr einen 
Geradenschar da3 Liniengerippe ~ I I I  von R ~ I ,  in der anderen da3 Ge- 

rippe des reziproken PU= darbieten. (Der FaIl III' (S. 61) ist jener, 
wo gerade für P = - n = O statt eines Hyperboloides ein BüscEielps~r 

-- N u  gich ergiebt.) 
N P ,  Mv 

Wie licgen die ool Hyperboloide F(p) ( P  - n beliebig, kbostant) 

und was für ein Strahlensystem erfüllen die ml Achsen des Bündels 

Dieses S h h l m s  isi idoltiscir rnit der u. a. von E. W n r l s c i  
Pm 
(,,Cher eine Strahlenkongriicnz beim Hypcrboloide", Wiener Ber. 95. Bd. 
S. 781-801, ,,Über das Normalensystem u. die Centrafl. alg. FI." 

Halle 1888) untersucl&n Konpu,enz R , (3. 0. 2. El.), w e k l ~ ~  von (9 
den Iciirxestm Transcersakn je zweier Erzwgenden dcrsclben, Schar r(%) 

G (Pl 

eines HyperOoloides FI gebilrkt w i d ;  wobei statt < mit seiner Geraden- 

schar jedes Hyperboloid F(p) mit seinen r(z) eintreten kaan. 
(Pl 

B 
Eine solche kürzeste Transversale k6nnte niimlich als Achse 

einer Sdiraube des RlLl 
A einen ùeliebigeu Pararneter besitzen, wenn 

PIII 

sie blols zn den bciden Schrauben des Pm mit den von ihr senkrecht 
3, 

gesehnittenen Achsen r(nl) reziprok sein sollte; erteilt man ihr nun 
G (9, ) 

einen solchen Pararneter I, welcher sie noeh mit einer dritten, von 

den beiden vorigen linear unabhQigen, Schraube des Rm reziprok 
pu1 

rnacht, so rcpriisentiert sic eine zum ganzen Schraubenbündel Pm 

R1,I 

reziproke, also zu Rm gehorige Sehraube. In gleicher Weise wie zu 
Pl11 

FI, gehort dieselbe Kongruenz K zu allen cal IIyperboloiden F(P).  (3 
Die Symmetrieachsen & = r~ ,  Gn = ~ I I ,  GIlr = Tm des Hyperboloides 

FI sind Symmetrieachsen der Kongruenz K (r) , also eines jeden 

der ool Hyperboloide F(P).  K(G)  und K ( r ) ,  die ,,rechteC[ und ,,linkeU 
Kongruenz, gehen ebenso wie die Scharen eines jeden der Hyperboloide 
F(p) in einander über, wenn eiue Spiegelung an eincr der Symriietrie- 
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ebenen GnGm, GrnGr, GIGu vorgenommen wird. Die Gi = 

(i = 1, II, III) stellen uns, wenn wir sie mit geeigneten Parametern 

Pi  (i = 1, II, III), den Hauptparametern', versehen, die drei ,,Haupt- 
'5 

L i  RIII schrauben" des vor und eignen sich zur kanonischen Darstellung 
di ~ I I I  

Pi 
dieses Schraubenbündels. Die (fii + ai = O) sind aus den Halbachsen 

* i  

a, des Hyperboloides FI,  ebensogut aber aiich ails denen irgend eines 
anderen der oo' Hyperboloide F(P) ableitbar, meshalb wir von nun ab 

x2 yY z Y  
den Index 1 bei p, weglassen. - + + - = 1 (ein 1 lalbachsenquadrat 

4 GI 
z. B. ah1 negativ, a111 imaginiir, alri reell) ist die auf das Achsen- 
system der Gi bezogene Gleichung des Hyperboloides F(P).  Um fi i7  den 
zu einer der gemeinsamen Symmetrieachsen gehorigen Parameter zu 
bestimmen, beniitzcn wir die K,czipro~it%tsbedingung fi + z = e tg ~ IGZ' -- 

der Gi(pi) gegen eine jener Schrauben des Pm, deren Achse I' eine 
der beiden anderen Symmetrieachsen dcs Hyperboloides schneidet, so 
daîs tg G J  aus den Halbachsenverhiiltnissen zweier der ai sich ergiebt, 

wjihrend e gleich dem dritten unter den ai ist: 

Die ITyperboloide F(P) habclz Izicrnach die Gleiclumg 

% % I F 1  
F I  y P - 

a1 woraw li .Ianaml/-l 

îualvrl  = - ( P - P ~ ( P - P ~ ) ( P - P ~ ) <  

Diese Gleiühurig stellt für Werte von f i ,  die sich swischeri den extremsten 
beiden der Hauptparameter pi befinden, ein einschaliges Ryperboloid, 
und nur, wenn fi auherhslb dieser Grenzen angenommen wird, 
eine irnaginiire Mittelpunktsfliiche 2. Ordnung vor, erfüUt von ima- 
gingren Geraden von S t a u d t s  2. Art. Das Ryperboloid, wclchcs 

r 

aH = - ( P - p n )  (p-Pm) 

= ( p p r r r ) ( p - P &  

r111 RI,, die Liniengerippe - -  des - triigt, 
Qm tm 

Zeitschrift f. Mmthamatik u. lJhysik. 48. Band. 1902. 1. Heft. 7 

1 - - -  1, 
resultiert, weshalb gefolgert 

~ I ~ I Ï V E  1 werden kann: pin - p - ----- a ! = = - ( p - P I ) ( ~ - p n )  
%II 
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9 8 Sir Robert S. Balls lineare S~hrauben~eb ie t e .  

ist reell, wenn einer der pi ein anderes Vorzeichen hat, als die beiden 
anderen. 

Eins der Hyperboloide F(p) - und aufser diescm reellen noch 
zwei konjugiert-imtginiire - ist zum Ebenenpaare y, v ausgeartet: Sei 
der algebraisch zwischen pI und p i n  gelegene Wert, 80 wird y ,  v durch 

Z 
F(yn) = O "der durch = f i/mi dargestelli. Die Ponkte & N  

Pn-Pm 

(X = O, = O, y = t 1/ - (pu - prrr) (va - PI) ~ i n d  die %entra jeiier 
M p  Nu 

beiden Büschel -i- von Achsen G'pn) des 
Rn, welche die cine 

N P ,  MaJ ~ P I I )  PI11 ' 
reelle ausgeartete Hyperboloidschar reprasentieren und ,,Basisbüschel" 
genannt werden sollen. lhre Ebenen, die ,,Basisebencn'( p. und v sind 
die genzeifisamm zylclisclmt E b e n m  aller Hyperholoide P(p). Die Basis- 

büschel bestimmen die Kongruenz K(:) als System der kürsesien 

Tranoversalen über j e  eineni Strahle beider: 

,,Die durch einen beliebigen ,,Die beiden Strahlen G1 G2 der 
G G G.7 r, r, Punkt w gehenden Strahlen 6 rP , , Kongruenz K 

der Kongr1ienx (r) künnen kOn- bigen Ebene W kijnnen konstruier[ 
struiert werden als die gemein- werden als die gemeinsamen Tan- 
samen Kanten jener beiden Ortho- genten jcner beiden Parabeln, 
gonalkegel, welche zu Orthogonal- welche 1) die Spur von v in M' 
kanten haben: 1) M M  und das Lot zur Scheiteltangente und die ortho- 

M 
aus tu auf Y 2) w N  und das Lot gonule Projektion von lv auf W 

B ' 
ails tu auf ' . Von der gcrnein- zum Brennpunkte, 2) die Spin von 

p in TV und die orthogonale Pro- 
samen, die Hauptachse M N  = y v N 

= GU senkrecht schneidenden Kante jektion von auf W m m  Brenn- 

beider Kegel ist abzusehen." punkte haben. Ton der die GII 
senkrecht schneidenden, sowie von 
der unendlich femen gemeinsamen 
Parabeltangente ist abzusehen." 

Ordnen wir 
F(p) = pS - A,p2 + Azp - As = O, 

wobei 
A, = P I  + pn + P I I I  
A, = ~ I I ~ I I I  + PnrPr  + PIPII f X" y2 + z2 
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so fol@ bzl. der Parameter Pl, P,, Ps der drei Schraulien des Ru, 
deren Achsen G, G2 G, durch den beliebigen Punkt w (x, y, z) gehen, 
welche also, mie wir sagen wollen, zu UI gehoren: 

1) pl + p, + PS - PI + Pn + pru für alle Punkte w des Raumes 
konstant. 

2) P,P, + Ps + Pl = VIIP~II + PIIIPI + ~ I P I I  + (x2 f y2 + a')- 
Die Summe der Produkte je zweier zu zu gehoriger Parameter unter- 
scheidet sich von der zum Hauptpunkte p gehorigen snalogim Pro- 
duktcnsumme der IIauptparaineter um das Quadrat der Strecke p w ,  
ist also auf allen Kugeln um p koristant. 

3) plp2p3 = p~pnpm + p1xZ + pnya + prrrz2. 
Alle Punkte w des Eaumes konnen hiernach in  m2 Kurven O. 

4. Ordnung aufgcreiht werden, Engs welcher die drei Parameter $, p,p, 
einzeln konstant bleiben. D i e  Q sind die Schnitte der ILicyeln um den 
Hauptpunkt p mit den diirch p gehenden Kegcllz, dwen cyklische I!,'bewc 
p, v sind. 

Den drei zu w gehorigen Werten ~ , p , p ,  von p entqrechen drei 
Hyperboloide F(p,), Zl'(p,), P(p,), welche sich in der dzwch w gehenden 
& durchsetzen. Die Geraden durch w von der anderen Schar jedcs dieser 
drci Hyperboloide sind die zu tu gehorigen Achsen r, r, rd in P m  Die 
Tangentialebenen GJ,, etc. der drei zu w gehorigen Hyperboloide 
schneiden sich in der Tnrigentt: O an die 6 dos W .  

Die drei zu einem beliebigen Zwei der ITyperboZoitb F(p)  be- 
Yunktew gehorigcn Achsen (:, G, G, rülzrcn cine beliebiye &s'berce lK  denn 
des Rm und die drei durch w Cs, (2, 

in W fallen zwei Kanten des 
gehenden Achsen r, r,r, des r1 r 2  

bilrlen Polarecken, wobei die nicht in Rm enthaltenen % dessen 
eu einander wnkrechten Kanten Pm ' 
beider Ecken zu entgegengesetzt Cylindroidkanten parallel TV sind.') 
gleichen Parametern gehoren; denn Jede der beiden 12 murs zu eiiler 
sonst konnte nicht jede der drei zu der beideri r normal sein und in 
w gehorigen Schrauben des BuI Ilul den entgegengesetzt gleiclicn 
zu jeder der drei ebensolchen des Parameter besitzen :tls die aiidere 

1) Dies erkennt man auçh aus der in 4 quadratisehen Gleichung dcr P ( P )  in 
Ebenenkoordinaten u, u, w,  1: 

(P-Pd ( P - P I I I ) ~ ' +  ( P  - P m ) ( P - P d v e +  (P - . P ~ ( P - P I I ) W ~ +  1 = O  
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100 Sir Robert S. Ba118 lineare Schraubengebiete. 

PIII reziprok sein. Diese sechs r in Plu; sonst konnten nicht die 
Achoen liegen auf einem Hegel zwei durch G, G, reprLsonticrten 
2. Ordnung und die gemeinsamen Schrauben gegen die zu r, r2 ge- 
Hiihenebenen beider Polarecken horigen reziprnk min. Da also 
schneiden sich in der Geraden C G, G, und r, r, Normalwinkel siiid, 
des Punktes W. schneiden sich die zu einer und 

die zur anderen, W berührenden 
E'liiche E'(P) gehorigen Geraden in 
W unter gleichem Winkel. 

Alle F(P)  haben aufser den vier Kreispunkten der beiden Basis 
ebeneri y ,  v noch die vier Lote der Basisbüschel als Fokalachsen ge- 
meinsam, d. h. alle F(p) berühren die vier Paare konjugiert-komplexer 
Tangentialebenen des absoluten Kugelkreises, welche durch die in ïU 
und N zu y und v errichteten Senkrechten gelegt werden konnen. 

Ilie Koordinaten u, v ,  ml;, 1 dieser Tangentialobenen erhilt  man 
niimlich, wenn man die Koeffizienten von p q  p ,  1 der in Ebenen 
koordinaten geschriebenen Gleichung @. 99 h m . )  des Systems F(p) 
gleich Null setzt. 

Diese Gleichungen lehren, dafv die gerrieinsamen Tangentialebenen 
aller F ( P )  aus einer von ihnen durch Spiegelung an den Syinmetrie- 
eberien gewonnen werden konnen, z. B. aus jener, welche auf den 
Achsen GI, Gn, Gm die Stücke 

u2 + v 2  + - 

1 w"0 ' 

-- 

abschneidet und daher die durch das Zentriim M(0,  + ) $ - p I I )  (p,-p,), O )  
gelegte und zu einer Basisebene senkrechte reelle Gerade (Fokalachse) 
enthiilt. 

Der obige Satz kann auch so ausgesprochen werden: 

,,Alle Hyperboloide F(P) projizieren sich orthogonal auf eine der 
Basisebenen y, v in ein (doppelt zu zahlendes) Konfokalsystem von 
Hegelschnitten mit den Zeritren M, N der Basisbüschel als gemein- 
samen Brennpunkteau 

Dies fol@ auch ohne Zuhilfenahme von Ebenenkoordinaten ails 

einer Konutruktion der bezüglich p, v k o n ~ ~ k l i s c h e n  Fliichen E(P),  die 
sich mit Ilücksicht darauf ergiebt, dafs jede F(P)  zu den Symmetrie 

( P , + P ~ ~ ~ + ( P ~ + P ~ ~ ~ + ( ~ ~ + P ~ ) w ~ = o  
(Pm - Pd (Pr - Pd 

? d . h .  v e =  
1 

( P I  - P r 3  (Pn-  PI^ 
w z  1 1 

PnPm"" PPmPIv2+ PiPriw"--> ( P D - P d  (Pm '6) 
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ebenen der zwei Basisbüschelpaare symmetrisch und von Achsen des 
Schraubenbündels erfiilit ist, welche als kürzcste Transversale über je 
einem Strahle eines der beiden Büschel eines Basispaares konstruiert 
werden konnen: 

Es seien QI und RB zwei Kreise um den Hauptpunkt p (Mittel- 
punkt von MAT), von gleichem, sonst beliebiyem Radius, und bzw. in 
den Ebenen p und v gelegen; sei ferner Pl ein z. B. auf Rl variabler 
Punkt, so erfüllen die zwei durch Pl gehenden zu PlJf senkrechten 
Transversalen von R, (einc sei Pl Pz, mit dem Punkte P, suf Q2; die 
andere P,PS) je eine Schar gleicher Art eines der beiden durch Ql 
und durch II\, gehenden Hyperboloide F(p). Die z. B. zu P,Y, durch 
P, in v gelegte Senkrechte geht namlich durch AT; daher ist  PIF, 
eine kürzeste Transversale über je einem Strahle P,Jf des Büschels JIp  
und PIN des Büschels Nv, alao eine Erzeugende eines der beiden durch 
Q, und Q2 gehenden Hyperboloide F(p). 

Pl P, prvjiziert sich dtther orthgonal auf p in das durch Pl eu 
P I H  in p gelegte Lot, berührt also stets den Kegelschnitt in y, welcher 
M i d  N eu Hrennpunkten hntj wenn Pl siif RI variiert; dicscr Kcgel- 
schnitt ist hierbei die orthogonale Projektion des von PlP2 erfüllten 

Hyperboloides F(P) ,  welches p und v in RI und Q, schneidet. (ln 
denselben projiziert sich noch eine zweite durch dieselben Kreise Rl 
und R, gehende E'liche des Systems, da man statt des Pnnktes Y, . . 
auch Pi auf Q, hatte nehmen konnen.) 

Auîser den auf Hyprboloiden F(P) augeordneten zu  bestirnmten Parameter 

gehorigen Achsen des R1n sind noch alle jene zu nnbestimmtem Parameter r Pm 

gehorige Geraden 9 (S t a u d t  s 1. Art, 1g1. S. 80 Anm.) als Açhsen im Sührauben- 
I 

M p ,  N v  
biindcl anxusehen, welche ans den in jedem der zwei Basisbüschel - -- - des Rrn 

M Y , M P  P1n 
vorkommcnden xirknlBren Strahlcn dureh Parallelverschiebung entleng des Büschel- 
lotes hervorgehen. 

Nur in einem der konzyklischen spharischeii Kegelschnitte (5 (S. 99) 
k6nnr:n sich die F(p)  durchsetzen, entlang eincr B wird also aiich die 

von den F(p) urnhüllte BrmnflZciir der Kofigvwnz X ( S ) ,  nfmlich 

(Demiifs ~ ( p )  = O, :) - - - O) die FlicLe 6. Orrlnungl) 

4A:A, - A:AB - 18AlA,A, + 27A3 + 4Ai = O 
- 

1) 6. O. und 4. Klasse,  wie sich durch Nullsetzen der Diskriminante der in 
p quadratischen Gleichnng (S. 99, Anm. 1) ergiebt. 

E. W. H y d e  hat in den Annals of Mathernatics, II. ser. vol. 2, No. 4 (Mass., 
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102 Sir Robert S. Rails lineare Schraubengebiete. 

(mit deni absoluten Kugelkreis als K ~ s ~ i d a l k u r v e )  von jeder F(p) be- 
rührt. Diese Berühruiigskunre Q ist gleichzeitig Schnittrest der Brenn- 
flaühe mit einem anderen Hyperboloide F(P').  I n  je&m Punkle ru 
einer beliebigcn solchen Q der Brennflliclze entartm die oben er- 
wkihnten Polurecken, iridcm zwei von dcn zu w gehorigcn drei Achsen 
G 
r in zwei unendlich benachbarte Gerade eincr bestimmten Ebene 

ro 
(Brennebene von " )  zusamrnenrücken. Aufser diesen Geraden Gu 

ro r n  

des Hyperboloides F(p) durch w geht durch diesen Punkt noch eine 
G' 

Gerade r,, eine R m  P' -Achse mit dem Parameter ,. , wobei v '  + n' = O 
Pm 

sein mufs, de Gr und r' jenem Hyperboloide F(P')  zugehoren, welches 
aulser den beiden unendlich benachbarten F(P) noch eu w gehort. 

v Dis zum Parametar ( p  + a = O) gehorigen der F(!J) müs~en  

ro r' 
Ebene G, G,  senkrecht stehen und ZU G' senlirechte Brennehenen be- r' 
sitzen, da sonst nicht jede der beiden in der bzl. h m n e h e n e  unend- 

lich benachbarten zu w gehorigen Schrauben Go (') sowie die C'(P') 
ro (4 r' (z') 

zu jeder analogen .(z) und zu der r'(P') reziprok sein konnte. 
GD ( P )  G' (v ' )  

Hiernach ist jeder der konzyklisclien sph;rischen Kegelschnitte O 
der Brennflache ,,Orthogo~ial~nnktskurve<' des IIyperholoides F(p), 
welches eritlarig B die Brennfliiche berührt und zugleich ,,Grenzpunkts- 
kurve" jenes anderen Hyperboloides F(p') ,  welches (die Brennfliche 
cntlang einer andercn Q' bcrührt und] Q zum Restschitte mit der 
Brennfliche hat. Unter dein K u m m  erschen ,,GrenzpunktL' eines Kon- 

G' . 
gruenzstrahles r, 1st hierbei, wie gebrauchlich, einer jcner beiden Punkte 

G' verstanden, zwischen welchen die kürzesten Transrersalen über r, und 

den unendlich benachbarten Strahlen der Kongruenz (d. h. jerie 
K m  

scnkrcchten Transversalen a der ::, weleha dss A~hsene~lindroid jenee 

n Pm G' 
in erfüllen, dessen Hauptebene zu r,  senkrecht steht) reeli 

R n  %I 

sind, i n  welchen also selbst die erwahnten kürzesten Transversalen 

(in die Zwickkanten z. B. r0 des erwahnten Cylindroides) ziisammen- 
Gn 

1901) diese Flactie untersucht und anschauliche Figuren zn derselben geliefert. 
(Insb. Fig 2 der Ahhandlung: On a surface of the sixth order which is touched 
by  the axes of al1 acrews reciprocal to three given screws.) 
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rüclien, .und uzc/krl~alb welchcr diese Kürzestcn (Cyliridroidkantcn) ima- 
gin% sind. [Über die Beziehung xwischen den Radien der die ,,Ortho- 
gonalpunktskurve" eines beliebigen Hyperboloides P'(p) liefemden Kugel 
Mong es und der anderen, die ,,Grenzpunktskurve'( des F(p) aus- 
schneidenden Kugel etc. vgl. die zitierte Abhandlung von E. Waelsch.]  

Die ,,BrennflPcheu und die ,,Grenzfliche'( von K (F) sind identisch; 
G' jeder Strahl r, dieser Kongriicnr, dessen Grenzpunkte diirch r0 und 

Go 
die andere Zwickkante des obigen Cylindroides getroffen werden, berührt 
die Brennfliiche aul'serdcm noch in ,jmm swei I'ttnktcm, seinen Brenn- 
punkten, in welchen er von den im Rezipro7calpbid zwn entgegengesetzt 
gleichcn P a r a m e h  gehorigen nnd ihn scnkreclzt scl~w%hm7cn Achsen 
(Kanten des erwihnten Cylindroides) getroffen wird; denn jede der 

letztercn spielt ziisnmrnen mit G' dieselbe Kolle wie ohcn die diirch r ' 
G ' den Punkt io gehenden Zwickkanten ro und Go sie bestimmt mit r,  

G,  r" ' 
die Tangentialebéne der Brennflache im betreffenden Brennpunkte. Die 

G' 
Hrennebene jedes Brennpunktes der steht senkrecht zur zweiten 

Cylindroidkante, welche auker der obigen noch durch den Brenn- 
punkt geht. Die ersteren bciden Grenzpunkte, durch die ziim 
Hyperboloide F(p) des betreffenden Strahles gehorige ,,Grenzpunkts- 
kugel" getroffen, und die aiif der konzcntrischen Kugel Monges 
liegenden ,,Brennpunktei' (oder ,,Orthogonalpunkte" bzl. ET@)) sind sym- 
metrisch bezüglich des Punktes m, des ,,Mittelpunktes(( (Wauptpunkt 

des obigen Cylindroides), in welchen sich der Hauptpunkt p des 
%I 

PHI 
orthogonal auf den Kongruenzütrahl projiziert. Die von dieseri Punkten 
m der Kongruenzstrahlen erfüllte ,,Mittelfl%che" soll alsbald angegeben 
werden, vorerüt wollen wir jedoch die Beixie7wzg zwisclcen der Rickluny 

ciner Sehruubmac7~e des Brrr und dern Parorneter dcrselhen kennen 
Pm 

lernen. Die Achsen r des Pnr gehoren zu Schrauben dieses Gebietes, 
deren Parameter n entgcgengcsetzt gleich ist jenem ( P )  der parallelen 
Achse in Ri", sodals die Untersuchung bzl. RI, genügt: 

Nach dern Schnittsatee lincarer Gebiete gieht es zu jeder Schrauhe 
L des Rrn in letzterem ein reziprokes RI,. Wir geben den IIaupt- 
schraiiben Il, (i = 1, TI, III) des Iirn den Jnhalt 1, sodak ihre St,abl&nge 
- 

1; die ,,Charaliteristiki' der IIauptschrauben wird. Aus der Entwickelung 
S. 68 etc. iiher charakteristische Kegelschnitte 9 eines finI folgt, dak 
die Mittelpunktsflache 2. Ordnung mit den auf die Achsen Gi der Li 
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1 04 Sir Robert S. Halls lineare Schraubengebiete. 

falleiiden Halbachsen li = i-G (yi Hauptparameter) eino für RI,, 

charaktcristische Fiache 2. Ordnung (Q)  wird: 

~ I X "  f n y e  + Pmz2 = 1 , 
indem jeder Hdbme,sscr Z von (S) - welcher die Richtkosinus c,c,c, 
haben m6ge - Charakteristik jener Schraube L des R m  wird, deren 

1  
Achse zu ihm parallel ist, so daiÈ sich # = = als Parameter für let'ztere 

z z  
ergiebt. Das zu L reziproke in RLU enthaltene Schraubenbüschel Rn 
hat die zu 1 bzl. (R) konjugierte Ebene pIc,x; + p ~ c , y  + frrrc,z = O 
zur Direktionsebene. Nebenbei folgt hieraus oder aus dem Satze: ,,Die 
Summe der Quadwte dreier konjugierter Halbmesser eincr Fliiche (fi) 
ist konstant": 

,,Die Summc dor Reziprokwertc der Parameter dreier korreziproker 
Schrauben des Rm ist konstant:" 

1 1 1 1 1  1  - + - + - = - + - + -  
Pi P z  PJ Pr PII Pm' 

da die zugehorigen Schrauben die parallelen konjugierten drei Halb- 
rnesser von (R) zu Charakteristiken haben. Hieran lXst sich der 
II. E v e r e  ttsche Beweis des Satzes anschlielsen: ,,Die Summe der 
Reziprokwerte der Parameter (P, . . . P,) von 6 korreziproken Schrauben 
des Baumes (Rvr) iut Null": 3 von den 6 Schrauben bestimmen eiii 
Rm, die übrigen dessen Reziprokalgebiet PnI. Also gilt aufser obiger 

1 1 1 1 1  1  
Gleichung noch - + - + - = - + - + - wobei die ai = - Pi 

P4 PS PR nm) 
die Haupt~arameter des Pm sind. Die angeschriebencn Gleichungen 

1  1  
liefern den behaupteten Satz - + - . + - = O.  

Pi Ps 

Ails diesem Satze und dem für korreziproke Schrauben eines Rn 
PII 

1 1  (S. 70) abgeleiteten - + - = const. lafst sich für ,,4 korreziproke 
Pi P 4  

Schrauben eines RIV" nachweisen, daL die ,,Sumrne der Reziprokwerte 
Pm 

P 
der Parameter derselben bonstant" ist. a braucht zu diesem Zwecke ' RlI 

% nur als Eeziprokalhiischel von angenommen zu werden. Analog 
PB. 

bzl. der Parameter von 5 korrezi~roken Sçhrauben eines Schrauberi- 
gewebes. - Die Summe der Parameter, welche zu allen Tripeln nor- 
maler Rm-Achsen gehoren, ist konstant, d. h. es gilt 

Pi + P a  + P ~ = P I +  Pu +  PI^) 
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wenn PIPaP3 Parametcr dreier Schrauben des Rn1 vorstellen, deren 
Achsen azlf einattder senbecht stehen, wie sich daraus folgem laîst, dafs 
in jedem Rn die Summe der Parameter zweier Schrauben konstant ist, 
wem deren Achsen zu einander normal sind. - 

Statt durch (R) die Parameter der Schrauben aller Achsenrichtungen 
dareustellen, kann man von eiliem Punkte p aus parallel zur Achse jeder 

1 
RIrr-Schraube, deren Parameter P =, abtragen und die als Ort der sich 

1 

ergebenden Endpunkte gewonnene ,,Parameterflache" (y) zur Veran- 
schaulichung der Parameterverteilung benutzen. (Vgl. S. 69.) Auf den 
durchp mit den Richtkosinus c,, c,, c, (ci + ci + c3 = 1) gelegten Strahl 
entfillt der aus (R) PIx' + Pny2 + 1 aaioleitbarc Parameter 

so dafs die Gleichung von (p), wobci von hier ab x, y, z dic Koordi- 

naten der Punkte dicser Fliiche bedeuten souen, also P = v x 2  + Y~ + 2, 
ce = 

xP 
- etc. zu setzen ist, lautet: 1 5% + y4 $ 2' 

Da p als Lange der Projektion einer Strecke (PIC,, pnc,, pmc3) auf 
die Strecke (c,, c,, c,) aufgefafst werden kann, ergieht sich folgende 
Konstruktion der Parametcrfliicho (y) :  

,,Xs s p i  R, (i = T, TT, III) die um p mit dem Radius Pz beschriebene 
Kugel und es trcffe ein beliebiger Halbmesser jede Pi im Punkte y, 
(wenn die p, gleichc Vorzcichen haben; hat einer dieser drei Haupt- 
parameter ein anderes Vorzeichen als die beiden anderen, so ist die 
Verlangerimg  de^ Halhmessers über p hinaus mit der betreffenden R, 
zu schneiden); m6gen sich die drei durch ';Di senkrecht zu den 
Hauptachsen G, des Rrn gelegten Ehenen in M schneiden (OM hat 
die Projektion PIC,, pnc,, pnrc, auf die IIauptachsen), so ist die ortho- 
gonale Projektion. von M auf den benutzten Halbmesser ein Punkt 
von (y)  und erfzillt diese Flàche, wenn der Halbmesser durch p 
variiert." 

Aus einer so konstruierten Parameterfiache (p) werden alle zu 

einer bestinnnten Achsenkongruenz K gehtirigen durch Veranderung 

aller von p ahgcitragenen Radienvektoren iim konstante Stücko ge- 
wonnen (vgl. S. 63). Die so erhaltene Schar solcher (p) repriisentiert 
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106 Sir Robert S. Balls lineare Schraubengebiete. 

die bei gegebener Achenkongruenz niogliühen Parameterverteilungen 
anschaulicher als das Büschel 

(PI i ) x 2  + (!II + A)$ + (Pm + A)z2 = 1 (A beliebig) 

der zugehtirigen (R), welches auüh den zum absoluten Kugelkreifi 
führenden Kegel enthalt. 

Die Achsenkongruemen K(G) des und K ( r )  des PEI sinrl 
bzl. des IIauptpunktes p und der Ilauptebenen GIGrr etc. symmetrisch, 
daher sind es die beiden zugehorigen K um m e r schen Mittelfliichen auch; 
wir brauchen also wieder nur zu betrachten. Jede Schraube L 
des Rm (mit derri Inhalte 1) wird sich, weil aus den drei Hauptschrauben 
Li linear ableitbar, als Summe eines Halbmesserstabes 1 (Biühtkosinus 
cl, c,, c,) der charakteristischen F'lache 2. Ordnung (R) ( p l 2  + . . - = 1) 
und eines E'eldes der bzl. (Q) zn 1 konjiigierten Ebene E (pIclx + - . . = 0) 
darstellen lassen (vgl. S. 71); uni von dieser Darstellungsform der L zur 
kanonischen überzugehen, brauchen wir nur den durch p gehenden 
Stab 1 in der in 65 gelegenen zu 1 senkreühten Richtung uni ein Stüçk 
p m  zu verschieben. m erfüllt hierbei die gesuchte Mittelfiache, wenn 1 
alle rnoglirlnen Halbmesser bei (R) einnimmt. Die den Determinanten 
der Matrix (der Projektionen des Lotes zu Cf und des 2 )  

proportionalen Richtkosinus von pm werden: 

und die Lange g des Verschiebungsstückes muîs gemaîs (S. 52) p = p tg n 

sein, wenn p = #,CS + pIIc; + pInc3 den Parameter der Schraube 1, und 
a den Winkel von Z mit dem Lote au Q bedeutet. Mit Rücksicht sui 

a PICS + euc; + P d  - 
CO9 tY = -- - - - P 

- - und 
f l c ;  + PLc; + PSnc; VPSCS + P S I q  + P S I I C ~  

iind wir crhaltcn als Projektioncn des Verschiehiingsstückes g = p m :  
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moraus mit Hilfe von c: + ci + ci = 1 c l ,  c,, c, zu elirnjnieren ist 

eu ergeben sich als Mittelfiachen der Kongruenzen K(G) und K ( r )  die 
S t e in e r schen k'lichen 4. Ordnung 

(Vgl. Kummer ,  S c h r o t e r ,  Cayley in Crel les  Journal Bd. 64, 
1864, etc.)l) Ein affines Hild dieser E'lache ist in L. B r i l l s  Verlage in 
Darmstadt (9. Serie Kr. 3) als Mode11 erhaltlich. 

1st speziell pl = pli, so sind die F(p)  Rotationshyperboloide, die 
cyklisühen Ebenen y, v, sowie die Mittelflache der Achsenkongruenzen 

K (:) des RI, u n d  Pm hllen in die Haiiptchcnc GIGir, die Zentren 

M, N in deien Hauptpunkt p. Die Brennflache wird eine Rotations- 
fliche2), ebenso die charakteristische Fliichc 2. Ordniing (8) und die 
Parameterfliiche (Sp). K(G) ist erfüllt von jenen Strahlen, welche aus 
den Kanten des durch die Schraubungen GI(PI) und GnI(pm) be- 
stimmten Cylindroides durch Rotation um Gin gewonneri werdeii konnen. 

Insbesondere für pI = pll = pIII gehen alle Achsen des RILl durch 
den IIauptpunkt p und haben glciche Paranietor # = $11. Reelle 
Schrauben von anderem Parameter giebt es nicht; das Liniengerippe 

ist eines der Systerue der Erzeugenden ( S t a u d t s  Gerade 2. Art) 
der Kugel x2 + y2 + z2 + pS = O mit dem imaginiiren Radius, dessen 
Quadrat (- pp);  jede zirkulare zii beliebigem Parameter gehorigc Gorade g 

1) Naberes in  E r n  es t O P aa c a l  ,,Repertorio di Mateniatiche superiori: 
II. Geometria" Milano 1900, p. 474 etc. ,,La superficie romana di Steiner". 

2) Vgl. Fig. 3 der (S. 101, Anm. 1) angeführten Abhandlung E. W. Hgdes.  
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v. S t a n d t s  1. Art, welche auf einer Tangentialebene des Kegels 
x2 + y2 + z8 = 0 liegt, kann (vgl. S. 80) als ,,Achsctt einer solchen 
Linie angesehen werden. Das andere System der Erzeugerideri dieser 
Kugel bildet das Liniengerippe QI= des reziproken Pm. Zu PuI ge- 
horen a18 Aclsen aufser den zirkularen Achsen g des Q, wiederum 
die Strahlen des Bündels p, aber mit dem Parameter n = - p = - p~ 
behaftet. 

Znr geometrischen Behandlung des Massenausgleiches bei 
vierknrbeligen Schiffsmaschinan. 

Von P. JUNG in Prag. 

Den Ausgleich der Massenmirkungen bei mehrkurbeligen Schiffs- 
maschinen haben nach S c h l i c  k besonders S c h u b e r t  und L o r e n z  ein- 
gehend behandelt und zwar vornehmlich auf rechnerischem Wege.') 

Pig. 1 

Im Folgenden soiien einige Satee iibcr Vicrkiirbclmaschinen, welche 
die Genannten gefunden haben, auf geometrischem Wege unter m6g- 
lichst beschriinkter Verwendung von Rechnung abgeleitet werden. 
Einzelne ergeberi sich hiebei in besonders einfacher Gestalt. Die 
Siitze auf S. 115 und 120 scheinen in dieser Form noch nicht gegeben 
au sein. 

Als Ausgangspunkt m6ge der Ausdruck für die Rewegungsgr6ke 
iind den Massendruck cines Gctrichc~ in der Gleitbahnrichtnng dicnen. 
Die Aufstellung desselben werde im Anschlusse an Prof. L O r enz zunachst 
vorgenommen. Die Gleitbahn gehe durch den Drehpunkt O (Fig. 1) 

1) Vergl. Lorenz, Dymmik der Kurbelgetriebe, Zeitechr. f. Math. u. Phys. 
1900, auch aelbstandig, Leipzig, Teubner, 1901; Schubert, Theorie des Schlickschen 
Massenausgleichs, Leipzig, Goschen, 1901. 
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der Kurbel und sei zur x-Achse gewahlt, ihre Normale durch O zur 
y-Achse, die positiven Achsenrichtungen nach rechts und oben. Für 
einen Punkt der Schubstange ist 

wo die Buchstaben die aus der E'igur ersichtliche Hedeutung haben 
(z  ist voin Punkte M aus gerechnet). Wird der Winkel /3 durch cp 
ausgedrückt mittels der Beziehung 

r sin g> = 1 sin B ,  
so hat man 

- - -  

z-rcoscp + z  VI- (f sin cp): 

und die W u r ~ e l  naçh d e ~ n  binomischen Lehrsatze in eine Reihe ver- 
wandelt giebt 

1 r .  
z = r cos cp + e[i - -p (+sin cp)'- +3(+ sin cp)4- ai(ï sm cp)o . . .] . 

Ersetet man hierin die Poteneen von sin ~p durcli Ausdrücke in den 
Vielfachen von cp mit Hilfe der Formeln 

sin2cp = $(1- cos 2cp), 

sin6 rp - i i (10 - 15 cos 2cp + 6 cos 4 9  - cos Gy), 

u. 0. W., 90  folgt 

wo c,, c,, . . . die Ausdrücke bedeuten, mit welchen cos Ocp, cos 2 9 ,  . . . 
multipliziert erscheinen. 
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Die Kurbnl drcho sich gleichformig mit der Winkelgcschwindig- 
keit 6 ,  dann ist 

Bezeichnet G das Gewicht der Schubstange, s' den Abstand h e s  
Schwerpiinktes vom Kurhelzapfen M, so ist ihre Bewegungsgr6fse Xi, 
bezw. ihr Mavsendruck Xc in der x-Richtung 

d x d e s  
oder nach Einsetzung der obigen Ausdrücke fiir dt und und mit 

Rücksicht darauf, dala 
1 

G 
( la)  X~=-t[-rsin+s'(-2~,sin2q+4c,sin4rp-6c,sinG(p+...)I, 

9 

Wenn man in dem Ausdrucke für x z = 0 setzt und g für r 

sclireibt, wo O<p<r, so stellt er d e  Abszisse eines Kurbelpunktes 
dar, für z = 1 die des Kreuzkopfes. Dieselbe Einsetzung in die Aus- 

d x d 2 x  
drücke für - und liefert die betreffenden Geschw-indigkeiten, 

d t 
bezm. Beschleunigungen. E s  sei K das Gewicht der Kurbel, s" der 
Abstarid ihres Schwerpunktes von 0, (2 das Gewicht aller mit dem 
Kreuzkopfe auf der Gleitbahn bewegten Teile (Kolbenstange, Kolben). 
Wegen 

 id^ = Ks" 
(,=O 

hat man weiter 
K XI; = - -6s" sin y ,  
9 

P ( lb)  X ~ = - e [ - ~ s i n i p + l ( - 2 c , ~ i 1 l 2 y + 4 c ~ s i n 4 p - - . . ) ] ,  
9 
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An einer gemeinsamen Welle sollen n Kurbelgetriebe wirken, 
deren Gleitbahnen in derselben durch die Welle gehenden Ebene liegen. 
Jedes Getriebe giebt als eben bewegtes System als resultierende Massen- 
wirkung eincn l h c k ,  der sich der GrfilSe und Kichtung nach andcrt. 
Die Massendrucke der n Getriebe bilden ein riiumliches Kraftesystem, 
und es wird nun nach den Bedingungen für das fortdauernde Gleich- 
gewicht gefragt, deni ,,Massennusgleiçhe" der n-kurbeligen Maschine. 
Um die Aufgabc zu vereinfachen, gestattet man sich folgende Ver- 
nachliissigung: Es wird angenommen, da18 die Masscndrucke dcr Gc- 
triebe stets die Welle schneiden; thatsiichlich entfernen sie sich nur 
nicht weit davon. Dies vorausgesetzt, U s t  sich nach S c  h l i c  k ') zeigen, 
dals die y-Komponenten der Masseiicirucke sich durch rotierende 
Gegengewichte ausgleichen lassen. Diese erzeugen in der x-Richtung 
die Wirkungen 

G T X; = i[Kbf+ -- ( 1  - $11 sin <pl 
9 ! 7 l  

die zu den früheren hinzuzufügen sind. Der Massenausgleich ist gleich- 
Eiedeutend mit dem fortdauernden Gleichgewichte der Oesamtdrucke X: 

(1) x'=x;,]-x;+xp+xg, X = X , + X , + X , + X , .  

Sie und die Bcwegnngsgrtilsen werden, wie ersichtlich, durch Rcihen 
dargestellt fortschreitend nach den Cosinus, bezw. Sinus der Viel- 
fachen von q. 

Verwendet man nach Prof. Fopp12) zur Aufstellung der Massen- 
ausgleichsbedingungen die BewegungsgrtXsen, so findet man, dars stetes 
Gleichgewicht dann herrscht, wenn eu zwischeu ilirun a-Komporienten, 
als Krafte betrachtet, dauemd besteht. 

Anknüpfend an die Form der Kriifte X und BemegungsgrXsen X' 
fassen wir eine periodische Funktion einer Veranderlichen y ins Auge, 
~velühe sich darstellcn lard in Gestalt eiric>r konvergenten trigono- 
metrischen Reihe, enthaltend nur die Cosinus oder nur die Sinus der 
Vielfachen von y, 

(2) f(rp) = a + a'cos rp + d'cos 297 + an'cos 3<p + . . . , 
g ( y ) =  b'sinrp+bf'sin2gpf b'"sin3rp + . . . .  

1) Lorenz, a. a. O .  S. 32. 
2 )  Foppl, Vorlesungen über techniache Mechanik: IV. Dynamik. Leipzig, 

Teubner. 1. Aufl. 1899. S. 127 f. 
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Retrachtet man die Gliedcr rechts als L'kngen, so erscheinen sie als 
Projektionen von Strecken a, u', a", . . ., bezw. b', b", . . ., welche mit 
einer willkürlich gewahlten Richtung die Winkel O, rp, 2q, . . ., bezw. 
v, 2 9 , .  . . einschliefsen, auf diese Richtung, beew. eine eu ihr norniale 
(Fig. 2). f (y ) ,  g(q) ist also die Projektion eines gebrochenen Linien- 
euges aus d m  Strecken a(l), UJ, oder der SchluLlinic A, B dcsselben. 
l % h t  nun p gleichf6rmig7 so dreht oich die Strecke a('), d. h. ihr 
Endpunkt und zugleich Anfangspunkt von um ihren Anfangs- 
punkt, der zugleich Endpunkt von a(c-1) ist, mit der Winkelgeschwindig- 
keit i ~ ,  wenn E die der Strecke u' ist; dasselbe gilt von O(?). Die 
Schlulslinie A ,  U k d e r t  sich dahei stetig, ihre Projektion ist nach 
GrXse und Sinn in jedem Augenblicke der Wert  von f (q) ,  ~ ( y ) .  
Im Folgenden wird angenommen, f ( q )  oder g(rp) sei die Grofse eines 

Fig. S. 

,,LinienteilesU einer Geraden, also z. B. die GrXse einer Kraft, wie oben. 
Diese letztere Deutung woUen wir auch im Nachstehenden festhalten, 
ohne zu vergessen, da19 die Betrachtungen für Linienteile überhaupt 
gelten. Dann sind auch die Strecken a('), A, bezw. W), B als Krifte 
anzusehen mit gemeinsamem Angriffspunkte. 

Die Aufgabe, deren geometrische Behandlung weiterhin erfolgen 
soll, ist ein Fa11 der nachstehenden allgemeineren: An verschiedenen 
Punkten einer starren Geraden wirken normal n periodisch veriinder- 
liche Parallelkrafte, ihre Grofsen seien ausschlicMich Xi = fi(p $ u;), 

oder ausschlielslich Xi = gi(tp + ai), (i = 1, . . . r ~ ) ,  also von gleiclier 
Periode, aber verschiedcner Phase; unter welchen Hedingungen bestelit 
ein ,,vollkomuiener Ausgleich", d. h. Gleichgewicht in jedem Augen- 
blicke? Dazu ist im allgemeinen erforderlich, dals die Krafte A;, bezw. 
Bi stets im Gleichgewicht sind, und liierzu notwendig und hinreichend, 
d d s  dies von a,, a,, . . . a, für sich, a;, a;, . . . a:,, bezw. b ; ,  O; ! ,  . . .  bn 
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für sich, u. s. W. zutrifft. Die Kriifte a!), . . . an', bezw. by), . . . 6") 

drehen sich namlich mit tlcrsclben Winkelgeschwindigkeit i ~ ,  Zndern 
also. gegenseitig ihre Richtung nicht, daher drehen sich ihre Resul- 
tierenden ohne Grofseniinderung auch mit derselben Winkelgeschwindig- 

keit. Die Resultierenden der a!) und am)(m = 1, . . . n) aber haben 

die verschiedenen Winkelgeschwindigkeiten i r  und k ~ ,  iindern demnach 
gegenseitig ihre Richtung und konnen somit nicM stets irn Gleich- 
gewicht sein, da ihre GrCfse unveranderlich ist. Der Ausgleich heifst 

von der mten Ordnung, wenn die Kriiftesysteine a,, u:, . . . a:) , bczw. 

bl, . . . by)(m = 1, . . . n) im steten Gleichgewichte sind. Bei dem Mehr- 

kurbelgetriebe sind die cri offenbar die Winkel, welche die Kurbeln 
einschliefsen mit der einen Seite eincr beliebigen, aber fest mit ihnen 
veibunden gedachten, von der Welle begrenzten Halhehene und, da es 
nur auf die relativen KraftgrClsen ankommt, 

sr  bei gleicher Kurbellànge. ( ~ o l l s t a n d i ~  a; = - r Y r  P + G ) )  Y 1 9 
Nunmehr werde ein System von vier Kriiften der genannten Art 

hetrachtct, wirkend an einer starren Geraden 1, und nach dem Aus- 
gleiche erster Ordnung gefragt. Da es hauptsichlich um den Massen- 
ausgleich bei Vierkurbelmaschinen sich handelt, so ist ai = O (i = 1,. . .4) 
zu setzen und man kann sagen: Der Ausgleich erster Ordnung ist 
erreicht, menn zwischen den vier zur Geraden 1 normalen Kriiften 
u ; ,  ai ,  a i ,  a: Gleichgewicht besteht. Daraus lassen sich einige Satze 
über die gegenseitige Lage und Richtung der a: ableiten. 

Sollen vier Krafte an einem starren K6rper einander das Gleich- 
gewicht halten, so müssen die Kraftstrahlen einer Begelschar zmeiter 
Ordnung angeh6ren.l) Irn vorliegenden Falle schneiden alle Krafte die 
Gerade 1, folglich mufs sie zur Leitschar der Regelschar gehoren. 
Diesc wird bekanntlich aus je zwei Strahlen der Leitschar, z. B. 1 und 
l', durch projektive Ebenenbüschel, (1) und (1'), projiziert, wobei iiatür- 
lich das Rüschel (1') auch die Schnittpunkte der Regelschar mit der 
Geraden 1 projiziert. Diese Punktreihc [LI licgt alau mit dem Ebenen- 
büschel (1') perspektiv und ist folglich projektiv zu dem Büschel (1). 
Mit anderen Worten: Ordnet man jedem Sclinittpiinlrtr cines Regcl- 
scharstrahles mit einem bestimmten Leitstrahle 1 die Verbindungsebene 

1) Vergl. z .  B. S c h c l l ,  Theorie der Bewcgung und Kriifte, 2.Aufl. 1879,'80, 

2. Bd. S. 36; Henneberg, Statik der starren Systeme, 1836. S. 192 
Zeitacùrift f. Xathematik u. Phyaik. 48. Band. 1902. 1. Heft. 8 
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dinses mit dem Regelscharstrahle zu, so ist die Schnittpunktreihe [g 
dem Büschel (1) der Verbindungsebenen projektiv. E s  fol@ dies 
übrigens auch unmittelbar aus der Hindeutigkeit der Zuordnung. In  
metrischer Beziehung hat man das Ergebnis: das Doppelverhdtnis von 
vier Elementen der einen Art ist glcich dem der entsprechenden 
Elemente der anderen Art. Sind l , ,  Z,, Z,, 1, die Abstiinde der vier 
Schnittpunkte auf 1 von irgend einem Anfangspunkte, LX,, a,, a,, u, 

die Winkel der entsprechendcn Verbindungsebcncn mit irgcnd einer 
durch 1 begremten IIalbebene, so ist also 

1 - 1, 1 - 1 sin (a, - a,) - sin (a, - a,) 
(3) (1,2, 3,4) = L : "--9 = 

1 - 2% 1 - 1 sin (a, - a,) ' sin (a, - or,) 

Das Ebencnbüschel (1) bann mit der Punktreihe L I ]  in perspektive 
Lage gebracht werden, ebenso das Strahlenbüschel, in welchem das 

Fiy.  9. 

Ebenenbüschel (1) von einer nicht in ihm enthaltenen Ebene geschnitten 
wird. Die vier Krifte xnüssen für das Gleichgewicht irn allgerneirien 
der einen Geradenschar eines einfachen Hyberboloides angehoren; in 
dem besonderen Fallc, dars sie alle einer gegebenen Khcne B parallel 
sein sollen, geht die Regelschar über in die eine Geradenschar eines 
hyperbolischen Paraboloides. Daher is t  hier die Konstruktion der 
Kraftstrahlen besonders einfach. Man ziehe eine zu 1 windschiefe 
-Gerade 1' und schneide beide durch vier zu E parallele Ebenen; die 
Verbindungsgeraden der Schnittpunkte in jeder Ebene sind dam vier 
zul%ssige Kraftstrahlen. Hier giebt ein ebener Schnitt des Büschels (1 )  
parallel E die Kraftrichtungan sclbst, daher m d s  sich (Fig. 3) der 
Kriàfteplan in  perspektive Lage bringen lassen zum Plane der Kraft- 
angriffspunkte auf 1, dem ,,Abstandsplane('. Wenn endlich E normal 
steht zu 1 ,  so gilt dasselbe; das hyperbolische Peraboloid ist gleich- 
seitig. Das ist der Fall, von welchem ausgegangen wurde (Fig. 4). 
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Auf die Vierkurbelinaschine ailgewendet lautet das bisherige Er- 
gebnis: Für den Massenausgleich erster Ordnung (S c h l i  ck schen Aus- 
gleich) ist notwendig, daîs die ICurbelri xu einer Geradenschar einev 
gleichseitigen hyperbolischen Paraboloides gehoren, d. h. eine zur 
Welle windschiefe Gerade sclineiden. Der Kurbellilan laîst sich dann in 
perspektive Lage bringen zum Abstandsplane. ') Im Folgenden erlîalt 
man am jedem Satzc de4 entsprechenden für die Vierkurbelmaschine 

Fig. 4 

durch Vertauschung des Wortes Kraft mit Kurbel, Kraf tgdse  mit 

J,Getriebegcwicht'L P + GSï, daher spreohen wir nur von den KrLften. 

Von den sechs Werten, welche das Doppelverhiiltnis je nach 
seiner Ri1dungt;weise amehrnen karm, bestiirimeri wir etwa jeneri, bei 
welchem die Abstande zwischen je zwei aufeinander folgenden Kraft- 
ailgriffspurikten vorkommen 

Heiîst der Abstand der Angriffspunkte i und k Li,, der Winkel der zu- 
gehorigen Kraftstrahlen a i k ,  wo durch die Zeiger zugleich der Durch- 
laufungssinn angedeutet ist, so mird 

Rei symmetrisehem Abstandsplane, wenn L die Entfernung der iiufseren, 
1 die der inneren Angriffspunkte von einander ist, also 

1) Bezüglich dieaes zweiten Satzes vergl. S c h u b e r t ,  a. a. O. S.  30.  
8 * 
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wird das Doppelverhiiltnis 

Wiihlt man vier Kraftstrahlen den gcfundenen Hedingiingen ge- 
mals, so ist für das Gleichgewicht weiter erforderlich, dak  sich das 
Kriiftepolygon schlieSst. E s  murs also auf den bereits gegebenen 
Kraftstrahlen der Sinn und die Grofse der Kriifte so angenommeri 
werden, dals dies zustande kommt. Da ergiebt sich zuniichst, dals der 
Winkel zwischen zwei im Krafteplane aufeinander folgenden Kraften 

kleiner sein murs als 180°, sonst liesse sich durch 
Fia. 5 .  das Zentrum O (E'ig. 5) ein Strahl S so ziehen, dab 

alle Kraftrichtungen nach der einen Seite desselben 
weisen würden, und nach dieser fiele auch die Re- 
sultierencle, welche dann nicht verschwinden kam. 
Auf den Kraftstrahlen werde wiilkürlich ein Sinn 

'> 81s positiv bezeichnet, z. H. O A ,  ON, . . . (Pig. 6). ::':: Wir etwa beginnen positiv, ebenso bei A und auf nehmen B. Sollte die das Kraftrichtung nun auch 

bei C gescheheu, so würde der eben besprochene Fall eiritreten, mag 
man auf D den Kraftsinn positiv oder negativ wahlen, wie aus der 
Figur ersichtlich ist. Auf C mu18 also der Kraftsinn negativ sein, 

auf D dagegen aus dernselben Grunde wieder 
ria 6. 

positiv. Die Figiir zeigt, ddafs die Kraftrichtungen 
symmetrisch verteilt sind bezüglich eines Strahles 
T durch O im Winkelraume (A, 23); er sei 
weiterliiri die ,,Tremungsachse(' genaunt. Wir 

- . - . . - - . - . - - - - - ---T finden, dars dies überhaupt die einzig mogliche #: Kraftverteilung gativ gemacht worden, ist. WZre so die kommt Kraft das auf darauf H nc- 

hinaus, dafs in der E'igur mit B statt mit A 
begonnen wird. Die folgende Kraft D ist dort 

positiv; sou sie auch negativ sein, so beginnt man mit D. Daniit 
sind alle Moglichkeiten erschopft. Dasselbe Ergebnis bekommt man 
durch Annahme je zweier entgegengesetzt gleichen Kriifte R auf be- 
liebigcn Strahlcn durch O und Zcrlegung jeder nach je zwei andercn 
der gegebenen Strahlen (Big. 7). Man kann sagen: Das allgemeine Hild 
der Kraftrichtungsanordnung wird gemonnen, indem man auf den Stralden 
.durch O von irgend einem angefangen der Eeihe nach abwechsehd 
den entgegengesetzten Sinn zur Kraftrichtung macht, wie sich er- 

kennen l i ls t  beim Durchlüufen des Kriifteplanes Fig. 6 von der 
Trennungsachse T aua, 
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Wenn der Krafteplan vorliegt, 90 ist nun zu untersuchen, waim 
sein Schnitt mit einer Geraden als Abstandsplan angesehen werden 
darf. Wir riiüssen uns vergegenwirtigen, dah aui'ser deri bis jetzt 
aufgestellten Bedingungen fur das Gleichgewicht von Kraften, die einer 
Ebene parallcl sind, noch das Verschwinden des Gcsamtmomentes für 
irgend eine Gerade zu fordern bleibt, die nicht parallel ist der Ebene, 
melcher die Leitscharstrahlen der Kraftstrahlen parallel sind. l) Uiesc 
Redingung 1aLt sich auch in etwas ariderer Borm geben, besser geeignet 
für die hier verwendete Betrachtungsweise: Die Projektion des Krafte- 
systems auf irgend eine Ebene durch 1 darf keine von den Anordnungen 
in Fig. 8 zeigen, denn in beidcn Fiillen ist das System der in der 
Projektionsebene liegenden Kornponenten gleichwertig einem Krafte- 
paare, da die Resultierende als Projekiion derjenigen der gegebenen 
Krafte nach Voraussetzung verschwindet. Als Abstandsplan ist dem- 
nach ein Schnitt des Krafteplanes d a m  unstatthaft, wenn bei Projektion 

Fig. 7. Big. 8. 

des Krafteplanes auf Strahlen des Büschels (0) die Projektion einer 
Ankenkraft allein mif dic eine Scitc von O fallen lrann, entsprechend 
der Anordnung a) in Fig. 8. Bezüglich der b) werden wir uns dem- 
nachst überzeugen, daîs sie durch die letzte Bedingung im Vereine mit 
den früheren bereits ausgeschlossen ist. 

Im Eif teplane seien die beiden der Trennungsachse zunachst- 
liegenden Kraftrichtungen mit a, die beiden andern mit b bezeichnet. 
,,BenachbartU beziehe sich bei Riçhtungen auf den Krafte-, bei Kraften 
auf den Abstandsplan. D a m  ist die Summe' der Mrinkel zwischen einer 
h-Richtung und den beiden benachbarten immer grXser als 1804 denn 
um zu einer derselben von O aus zu gelangen, m d s  man stets den 
Strahl der andem überschreiten, wie aus Fig. 6 erkennbar. Es giebt 
also durch O immer eineri die Bichtung b von den drei anderen beider- 
seits trennenden Strahl, und die Projektion von h auf den Normalstrahl 
jenes fillt allein auf die eine Seite von 0. Bei den a-Richtungen 

1) Yergl. I i e n n e b e r g ,  a. a .  O. S. 184. 
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kann das nicht geschehen, hier ist augenscheinlich die Summe der 
Winkel gegen die Nachbarrichtungen immer kleiner als 180°. Als 
letztc Gleichgcwichtsbedingung folgt demnach: Abstandspline sind nur 
jene geraden Schnitte des Krafteplanes, bei welchen lceine O-Richtung 
Aukenkraft wird, oder anders, bei welchen beide a-liichtimgen Aulsen-, 
die O Innenkriifte sind. Damit ist aber die Schnittrichtung schon voll- 
kommen begrenzt, sie murs innerhalb desselben Winkels (a, a) liegen, 
mie die Trennungsachsc (Fia. 9). Wegen der symmetrischen Anordnung 
des Krafteplanes haben die Sclinittpunktpliine beiderseits von O die- 
selhe Eigenart. Sie liilst sich aiisdrücken durch den Satz: Nachbar- 
kraft0 weisen stets nach entgegengesetzten Seiten der Trennungsachse, 
bezw. im Raiime der Trennungsebene, welche durch die Gerade 1 und 
die Trennungsachse bestirnrut ist ; iirngekehrt konneu nach derselben 

Fig. 9 

P 1 2  

Seite der Trennungsachse (-ebene) weisende Krafte nicht benachbart 
sein.') Der die Trennungsachse enthaltende Winkel der auîseren Krafte 
rnufs klkleer sein als der der imeren, (a, a) < (6, O). D A  die Aus- 
sch l iehng  des Falles b) Fig. 8 mit erfolgt ist, geht daraus hervor, 
dals eine Aiifsen- und ihre Nachbarkraft nie benachharte Richtungen 
haben, ihre Richtungen werden getrennt durch jene der anderen Adsen- 
kraft (vergl. Fig. 6); fiillt ihre Projektion also auf rlieselbe Seite von 
O, so thut das auch die der anderen Auîsenkraft. 

Will man das Doppelverhdtnis so bilden, dafs darin die Winkel 
zwischen den benachbarten Kraftrichtungen vorkommen, so ist das 

schon in dem früheren Ausdrucke für (1, 2, 3, 3 )  geleistet. ol, P, y, 8 
seien die Winkel, begonnen von einer Auîsenkraft (Fig. 9), d a m  ist 

1) Yergl. Schubert, a. a. O. S. 29 in etwas anderer Form. 
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also 

(1, 2) 3, 4) = - 1 1  . 1,-1,  . 
1 - l2 ., - Z sin ji ' sin y 

Bei symmetrischem Abstandsplane ist nach der früheren Bezeichnung 

i n  a s i  y (c+T . (1, 2, 3, 4) = . -- - - 
sin p sin 8 4 L1 

Symmetrie des Kriifte- und Ahstandsplanes sind von einander un- 
abhirigig, die Schnittrichtung, welche mit dern Krifteplane einen Ab- 
standsplan erzeugt, ist ja innerhalb der angegebenen Grenzen millkür- 
lich. Setzt man aber Symmetrie der Kraftgrohen im Abstandsplane 
voraus, so zieht sie zuniichst dieselbe im Kriifteplane nach sich. Pi sei 
die Kraft im Angriffspunkt i. Xs seien im Krafteplane z .  B. die Auken- 
kriifte Pl, P, angenommen von beliebiger Richtung, aber gleicher 
Grofse. namit ist die Resultierende R dieser beiden bestimmt, sic 
Iialbiert den Winkel (a, a). Ihr  muls von den Innenkriiften P,, P, 
das Gleichgewicht, gehalten werden und da diese beide gleich grofs 
sein sollen, so murs R auch ihren Winkel (b, b) halbieren; der Krafte- 
plan wird also bezügliçh R symmetri~ch.~) Ferner iat offenbar 

R - (a, a) (b  'J) 
2 - - Pa cos - - p,, cos + y, 2 

wo gesetzt wurde 

P 1 = P 4 = Y a 7  1 ' 2 = P 3 = P b .  

Da nach Früherem (a,, a) < (ù, b), so folgt daraus oder auch unmittel- 
bar aus der Anschauung 

(4a) P a  < Pb4), 

die Aulsenkriifte müssen kleiner sein als die Innenkrifte. 

Um den Zusammenhang der Kraftgrofsen mit ihren Abstanden zu 
crmitteln, murs man die Kraftmomente für geeignet gewahlte Achsen 
heranziehen. Als solche bieten sieh im hngriffspunkte i die drei zu 
den Kraften P,, Y,n, P, (i, k,  m, n = 1, 2, 3, 4) parallelen Geraden 
hik, hi,, hi,, weil jede von zwei Kriiften geschnitten wird, z. B. hik 

1) Vergl. S c h u b e r t ,  a. a. O. S. 34. 

2) Desgl. S. 43. 
3) Desgl. S.  45. 
4) Desgl. S. 47. 
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von Pi und Pkl),  deren Moment also verschwindet. Das Moment des 
ganzen Kraftesystems für die Achse h i k  rührt her von den zur Ebene 
(1, Ilik) normalen Komponenten der beiden noch übrigen Kriifte Pm, P, , 
und da Gleiuhpwicht herrscht, müssen ihre Momente entgegengesetzt 
gleich sein 

l',sin (m,k )  . Zi, = P,sin(n,k) . ln, ,  

und daraus erhiilt man 
Pm sin (m, k) Zn i -- -. 
' n i ( , )  l i m  

Ebenso finden sich für die zu hik parallelen Achsen h,k, h , k  Gleichungen, 
welche sich mit der vorigen vereinigen lassen in der Heziehung 

Pm sin (m, k )  P, sin (n. k) Pi sin (i, k )  =-- - - 
ln i l i  m Ln 

Gleichung (5s) sagt am: Die Projektionen zweier Krafte Pm, Pn auf 
die Normalebene (im Kriifteplane Normale) einer dritten Pk verhalten 
sich urngekehrt wie die Abstinde der xugehorigen Angr i f f~~unkte  m, n 
vom vierten i. Durch die Beziehung (5) wird ausgedrückt: Von den 
Projektionen dreier Krzfte Pm, P, , P, auf die Normalebene (Normale) 
der vierten Pk ist jede proportional dem Abstwide der beiden andern 
von einander. Die eben gefundenen Beniehungen lassen sich auch ab- 
leiten, wenn man die Momente der Krafte Pi für die Punkte C der 
Geraden Z benützt, M c i .  Stellen wir die Momente durch ihre Achsen 
dar2), so muls bei Gleichgewiçht das Momentenpolygon sich stets 
schliefsen. Die Strahlen des Momentenplanes für die Punkte C erhilt 
man durch Drehung des Krafteplanes um 90°; alle Momentenpolygone 
haben parallele Seiten. Für  einen Kraftangriffspunkt i wird Mii = 0, 
das Momentenviereck zum Dreiecke, in welchem keine Seite normal 
steht zu Pi. E s  ist 

Mik : Mi, : Mt. = sin (m, n) : sin (n, k) : sin (k, m), 

d. h. die Gleichungen (Sa), und ahnlich die anderen. 
Sind die Kraftgrtifsen im Abstandsplane symmetrisch verteilt, so 

murs im Momentenplane für einen auf der Geraden 1 aufserhalb der 

1) Von Pk im Unendlichen. 
2) Auf die vorliegende Aufgabe zuerst von Taylor angewendet. 
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Krafte gelegenen Punkt C die Sunime der Projektionen von II.&, und 
1Vc4 auf die Normale zu .R gleich und entgegengesetzt sein der von 
X c Z  U I I ~  Mc3,  also w e m  Zi jetzt den Abstand Ci  bedeutet, 

(a  a) ( b  b'I Pa(l, + 1,) COS + = P,(Z, + 1,) cos + , 
oder mit Rücksicht auf die Beziehung (4) 

(6) . Zl+i4=12+13,  oder Z2-Zl=Z4-131), 

d. h. auch der Abstandsplan mufa symmetrisüh sein. Durch Projcktion 
auf B ergiebt sich 

und daraus nach dem eben Gefundenen 

(7) 
(a ,  a)  sin(* = P J s i n - 3 ;  2 

wegen (a.  a )  > (b, b) folgt daraus 
1 P,.3) 

P b l  < PaL, oder < 

Nun mGge noch erGrtert werden, wie mit IIilfe der gewonnenen 
Sitze dic Aufgabe auf konstruktivem Wege sich hehandcln 1Xst. Da 
die Liingen- und Krafteinheit beliebig gewahlt merden konnen, so 
handelt cs sich nur um die relativen Kraftgrofsen, bezw. Lagen der 
Angriffspunkte. Die Bezeichnung sei immer so vorausgesetzt, dafs sie 
Fia. 9 entspricht. Denkt man etwa die Angriffspunkte durch ihren 
Abstand von 1 gegeben und I l , ,  Pl als Einheiten genomrnen, so er- 
scheinen als Bestimmungsstücke drei Kraftewinkel, drei Kriifte- und 
zwei Abstandsverh%ltnisse, 

Daraus ist zu entnehmen, daîs die Angabe von n Kraftgrofsen, bezw. 
Angriffspiinktcn als Wahl  von n - 1, bezw. n - 2 Bestimmungsstücken 
anzusehen ist. 

Es seien drei Winkel gegeben, d. h. der Krsfteplan, abgesehen 
von den Kraftgrohen, und damit die Trennungsachse nnd der Rich- 
tungsbereich für den perspektivm Abstandsplan. Diesen fcstaulegen 
ist danri noch eine vierte Angabe notig, es seien drei Angriffsspunkte 

1) Vergl. Schubert ,  a. a. O. S. 44. 

2) Desgl. S. 4.5. 
3) Desgl. S. 47. 
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2 
z. B. 1, 2; 4, etwa bestimmt durch - = Bringen wir sie zurn 

4 ,  3 
Krifteplane in perspektive Lage1), so ergiebt sich der Angriffspunkt 3 
als Schnitt der Geraden 1 mit Strahl 3. Von den KraftgrXsen ver- 
schafl't der Satz (5) sofort drei. iluf einer Kraftnormalen, z. B. von 
Pa (Fig. I l ) ,  wird von O aus, um Pl zu fiiiden, nach der Seite dieses 
die Strecke i,, aus dem gefundenen Abutanduplane aufgetragen2); die 
Parallele zu P, durch den so erhaltenen Punkt  1' schneidet auf dem 
Pl-Strahle die Gr6lse von Pl ab. Ebenso folgt P, und P,, wkhrend 
man P3 am einfücliston aus den gefundenen Kri f ten  als Schldsseite 
ihres Polygons erhalt. Da deren Richtung schon bekannt ist, so wird 
damit gleichzeitig die Genauigkeit der Konstruktion geprüft. 

Als andere Voraussetzung seien die vier Ihaftgrofsen, z. B. 
P l :  Pz: P,: P , = 4 :  3 :  3.5: 2, 

bekannt. Bildet man ails ihnen in irgend einer Reihenfolge ein Vier- 
eck, so ist zur Festlegung dieses als Kriiftepolygones für das Gleich- 
gewicht abermals eine vierte Bedingung notwendig, das oeien drei 

1 Angriffspunkte, z. B. 1, 3, 4, bestimmt durch Il( = s. Halten wir eine Vier 
4 4 

eckseite fest, so ist die richtige Stellung des so entstandenen ,,Kurbelvier- 
eckesi(, und damit die gesuchten Kraftewinkel, wieder gekennzeichnet durch 
die Beziehung (5). E s  werden die Viereckseiten in der Reihenfolge 
des Krafteplanes angeordnet, Pl, P,, P2, P4, d a m  mache man die 
Kraft, deren Angriffspunkt nicht gegeben ist, Y,, ziim ,,Stage". Wird 
das Kurbelviereck parallel zu diesem auf eine Stegnormale projiziert, 
so bilden nach (5) die drei Eckpunktprojektionen, wenn es sich mit 

1) Hier liegt die Aufgabe vor, drei Fig IO. 

Punkte einer Geraden 1 in perspektive Lage 
zu bringen mit drei entsprechenden Strahlen 
eines Büschcls. I h  jedoch stett der Punkt- 
gruppe jede ihr ahnliche benützt werden 
kann, so vereinfacht dies die Konstruktion. 
Sie larat sich beispielsweise folgendemarscn 
ausfiihren (Fig. 10). Man legt die Ger~de 1 
80, dala einer der Punkte, 1, in den 
Büschelscheitel O &llt und zieht diirch die 
beiden andern K, M Parallele k t ,  m' zu 
Strahl i. Die Verbindungsgerade 1' der 
Schnittpnnkte (k, k') und (m, m') schneidet 
daun das Rüschel in einer zur gegebenen 
ahnlichen Punktgruppe 1', K', M'. 

2) oder irgend ein bestimmter Rmch- 
teil derselben, in der Figur die Halfte. i 
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dem gesuchten Kraftepolygone deckt, einc ziim Abstandsplane Shnliche 
Punktgruppe. Um das Viereck daraufhin in seinen verschiedenen 
Stellungen lcicht prüfen zu kiinnen, lege man den Ahstandsplan, soweit 
er bekannt ist, in irgend einem Malsstabe normal zum Steg nach der 
Vierecltsseite hin so, daîs der Angriffspiinkt, 1, der ,,Koppell'-Kraft auf 
jenem liegt, und verbinde seine Punkte, 3, 4, mit einem beliebigen C 
des Steges; dann giebt jede Stegnormale als Schnitt mit den drei Ge- 
raden durch C eine zuui Abstandsplane ahnliche Punktgruppe. Schneidet 
man also Ci mit der Steg~arallelen durch den Endpunkt der ,,Kurbel" 

Yig. 11. 

P,, wo i =+= k ,  sa lirgen für die richtige Stellung diese Schnittpunkte 
auf einer Stegnormalen. Dieser Umstand ermoglicht eine Naherungs- 
konstruktion, indem man um die Stegendpunkte Kreise mit den Kraften 
P3, P, als Halbmessern beschreibt, deren Richtungen benachbart sind 
jcner mit unbekanntem Angriffspunkte, und auf  ihnen die Stiecke der 
Koppelkraft, Pl, mit ihren Endpunkten so lange verschiebt, bis die er- 
wiihnten Schnittpunkte die rerlangte Lage haben (Pig. 12). Für die 
Genauigkeit dieser Konstruktion ist es offenbar am günstigsten, wenn 
die Winkel zwischen dem Stege einer- und C i ,  Ck andererseits 
sich von 45' nicht zu weit entfernen. Nach Bestimmung der Kraft- 
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riçhtungen kann man den Abstandsplan nach dem frülieren Verfahren 
vervollstindigen, oder man projiziert das ermittelte Kriifteviereck auf 
die Normale einer anderen Seitc, e. B. P4; die Projektionspunktgrul~pe 
ist Zhnlich der 3, 2, 1 des Abstandsplanes und so ist der fehlende 
Punkt 2 bestirnmt. 

Weriri alle vier Angriffspunkte gegeben sind, z. B. i i k  : li rn : l i n ,  also 
der Abstandsplan, und drei Kraftgrofsen, Pk: P , :  P,, so sind in den 
Momentendreieclren der Angritfspunkte nur die drei von Pt herrühren- 
den Seiten unbekannt, das des Punktes t also vollstandig bestimnit, 
und dadurch in den anderen je zwei Seiten von bekannter Grtirse aiich 
der Richtung nach, so daîs schon eines die vierte Momentenrichtung giebt. 
(Die weiteren Ausführungen S c h u b e r t  a. a. O. S. 38 f.) Zu bemerken 
ist hier, d d s  man die drei Kraftgrorsen, bezw. den Abstandsplan nicht 

Fig 12. 

\ t 

ganz willkürlich annehnien kann. Die Momente für den Purikt i 
rnüssen solche Grofsen haben, dars sie ein Ureieck hilden konnen, also 

SchlieMich wollen wir noch in Erwagnng ziehen, ob bei einem 
System von vier Kraften der friihrr mit f i ,  bezw. g, hezcichneten Art, 
normal in einer Ehene wirkend an einer starren Geraden, der Aus- 
gleirh zweiter Ordnung erreichhar ist. Es rniissen dann auker den 
Kraften a: gleichzeitig die Krafte a;', ai', ai', ai' für sich im Gleich- 
gewichte sein, welche mit den ersteren gemeinsame Angriffspunkte 
haben', wahrend der Winkel zwischen zwei Kraftrichtungen a;', dereri 
entsprechende ai benachbart sind, boppeIt so groîs ist als dort. Die 
Gleichgcwichtsbedingungen für die ai' sind also dieselben wie für die 
a,', folglich müssen sich die Kraftepline beider in perspektive Lage 
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bringen lassen, sol1 der Ausgleich zweiter Ordnung erzielt werden. 
Wiihrend eine a'-Richtung einen vollen Winkel &mal durchliinft, be- 
schreibt die entsprechende a,!'-Richtung denselben zweimal. Die beiden 
Büschel sind also nicht eindeutig auf einander bezogen, somit nicht 
projektiv und lassen sich folglich auch riicht iri perspektive Lage 
bringen. Der Ausgleich zweiter Ordnung ist mithin bei vier Kraften 
iinni6glich. noch sci dies auch auf konstruktivem Wege dargethari. 
Um zu einer a'-Richtung in einfacher Weise die entsprechende a" zu 
finden, liilst sich der Umstand benützen, dafs in einem Kreise ein 
Zentriwinkel doppelt so grofs ist, als der Peripheriewinkel über dem- 

selben Bogen, was auch d a m  gilt, wenn ein Schenkel des letzteren 
den Kreis nur rückwarts verlangert schneidet. Wiihlt man einen Kreis- 
punkt Cf zum Scheitel der a'-, den Xittelpunkt C" zu dern der a"- 
Itichtungen, und die Gerade C'Cm zur gemeinsamen Anfangsrichtung, 
so sind C'A, C " A  zwei eritsprechende Richtuugeri, wenn A ein Kreis- 
punkt ist (Pig. 13). Umgekehrt sieht man, dafs entsprechende Itich- 
tungen der Büschel a' uud a", wenn diese eine Richtung entsprechend 
gemein halen, einander auf einem Kreise schneiden. Daraus geht 
Iiervor, d d s  auf einer Geraden s einander nie vier entsprechende Strahlen 
schneiden kiinnen, wie für die perspektive Lage notwendig wiire, 
üondern nur drei, die Richtungen, welche von den Schnittpunkten der  
Geraden s mit dem Strahle C'C" und dem Kreise bestimmt werden. 

Prag ,  31. Dezember 1901. 
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Die Festigkeit ebener Platten bei normaler konstanter 
Belastung, 

Von H. HEIMANN in Berlin. 

Der Versuch, die von K i r c h h o f f  und Clebsch l )  gegebene um- 
fassende Theorie der Ueformation dünner Platten für die wichtigsten 
Falle der Praxis in moglichst eirifacher Weise abzuleiten, dürfte zuerst 
von G r a s h o  f2) unternommen sein. Mit Recht bemiingelt v. Baeb:j) 
diese Ableitung, iiisofern sie nur die in Wirklichkeit selir selten 
eintretenden Grenzf alle - freie Auflage, bezw. absolut feste 
Einspannung - berüclrsiclitigt. Die durch v. B a c h  aufgestellte X h e -  
rungstheorie, welche jeweilig durch Versuch zu bestimmende Er- 
fahrungskocffizientei~ beniitzt, reicht zwar für  die Bedürfnisse prak- 
tischer Berechnurig d l i g  aus, gestattet jedocli keinen geriauen Einblick 
in das Wesen der eintretenden Deformation. 

Es ist klar, daii bei Kenritnis der Zustandsgleichungcn von Platten 
durch Belastungsversuche an solchen wertvolle Aufschlüsse über Elasti- 
zitiitsmodul, Qiicrkontraktionskocffi~ient iind den Gcltiingsbnreich dcs 
II O O k schen Gesetzes gewonnen werden konnen. Die eintretenden Rand- 
verschiebungen bei beliebiger Einspannung und die maximale Durch- 
biegung sind leicht zu messen, konvtante Belastungen dur& Flüssig- 
keitsdruck auf das genaueste herzustellen, sodals alle Vorbedingungen 
für eincn Vergloich der wirklich eintretenden Verhiilhisse mit den 
von der Theorie geforderten gegeben sind. 

Dies rechtfertigt den Versuch, jene Gleichungen in besonderer 
Weise zu entwickeln, zumal da diese Entwicklung, wie in eirieiii 
spateren Aufsatze gezeigt werden soll, prinzipiell auch auf kiumme 
Platten anwendbar bleibt. Weiterhin wird sich zeigen, dak einc Iiite- 
gration dieser Gleichungen für den Fa11 der fest eingespannten Ellipse 
und des beliebig eingespannten Kreises in einfacher Weise n16g- 
lich ist. 

Im folgenden werden die von Cle b s c h angewandten Bezeicli- 
nungen benutzt. Nur wird der Qucrkontralrtionskoeffizient statt iiiil 

1 
p mit - bezeichnet. Die x, yElriene wird in die Plattenmittelebene 

m 

1) Clebsch ,  Theorie der Elastioit5,t fester Ktirper, Leipzig 1862. S. 264 U. f. 

2) Grashof, Die Pestigkeitslehre, Berlin 1878. S. 300 u. f. 
3) Bach ,  Elastizitst u .  Festigkeit, Berlin 1894. S. 378 u, f. 
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Die Grundgleichungen der Elastizitatstheorie lauten nun: 

Zu -diesen Gleichungen treten noch die Oberflachenbedingungen 
hinzu. Zum Teil wirken auf die Oberfkhenelemente bekannte aufsere 
Kriifte, zurn Teil sind für  die Elernente bestirrirnte mekbare Verschie- 
bungen gegeben. Im vorliegenden Falle sind beispielsweise die auf 
dit: ebenen Begreneurigsfliichen wirkenden Pressungen gegcben, die am 
z-jdindrischen Rand eintretenden Verschiebungen zu messen. 

Unter Berücksichtipng der Stetigkeit und Endlichkeit der ein- 
tretenden Verschiebungen setze man 

wobei q~, X, Q Punktionen von x und y allein sind. 
Eliminiert man TL, v, 7 ~ i  mittels der Gleichungcn (2) ails (1) und 

fafst die Koeffizienten gleich hoher Fotenzen von z zusammen, so 
erhalt mari statt (1) das Syatem (3): 

a e  a. dabei ist A = -2 + - und n nimmt alle Werte von O bis CU an. ax 
Aus der Borm der Gleichungen (3) folgt, d a b  6 Fiinktionen, etwa 

vo, h, und cp,, sCIi, x,, beliebig und die übrigen durch sie bestimmt 
sind. Diese 6 Funlrtionen sind so zu wahlen, daîs d m  Grcnzbeding- 
ungen genügt wird. 

Im voiliegenden Falle lauten die Grenzbedingungen: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



128 Die Festigkeit ehener Platten bei normaler konvtsnter Belastung. 

für z = f 8 ,  wenn S die halbo Pkatteiidicke bedeutet. Ferner u, v, 

am zylindrischen Rande = bestimmten nielabaren Grorsen. 
Driickt nian t,,, t,,, t,, durch die Vcrschiebungen aus, so erh;lt 

man bei Vernachlassigung der Glieder mit  a4, d5 . . . (dü~ine Platten) 
folgende Gleichungen : 
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ln  den Gleichiingen (4) bis (6a) komrnen die Bunktionen IJI, . . q4, 
eo . - Q4, xo - . . x4 Tor und zwar gruppenweise derart, d d s  (4), (4a), 
und (Ga) nur die E'uriktionen ql, q,, @,, Q3 und xo, x2, x4 entbalten, 

dagegen (5), @a), (6) die h n k t i o n e n  cpo, 9 7 2 ,  94, $0, $ 9 ,  ii4 und XI, ~ 3 .  
Entsprechend solleri nun niittcls der Glcichungen (3) erst aus (4), (4a) 

und (Ga), dann aus (j), (5a) und (6) diese Punktionen eliminiei-t werden. 
Aus Gleichung (3) c, folgt: 

aus (3) c,: 

und wenn man (3) a, nach x, (3) b, nach y differenziert und addiert: 

Differenziert man ferner (4) und (4s) nach x bezw. y und addiert, 
eo erhalt man: 

Zuniichst eliminiert man n u  aus (Ga) 31 + % und x4, sodaîs a 2  d y  
entsteht : 

Bus Gleichung (9) und (10) erhilt  man weiter 

wobei 

Aus Gleichung (12) fol& da d Hein sein SOU, daQ in erster An- 
naherung : 

(13) 
1 

Xz = 2 (m - 1) - d x o  - 
Mittels dieses Annaherungswertes fur x, erhalt man aus (12): 

m - 1  2 . .  xs - d x o  1 = m -6' . ddxo, 
?IL m 2 

und aus (9): 

Zoitechnft f.  Mathematik u. Physik. 48. Band. 1902. 1. Heft. 
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sodafs (Ga) übergeht in: 

eine Glcichiing, die mit der von Grashof  gegebenen identisch ist 
In  ahdicher Weise werden nun Gleichung (51, (5,) und (6) be- 

handelt. Aus (5) und (5a) folgt, dals in erster Anniiherung: 

aus Gleichung (3) a, also: 

aus (3) 6,: 
2 Cr1 + " ( ""ma ; y = o ,  

d * O + m - J z y  m -  ~ a y  22 c y  

und werin man in Gleichunn ( 6 )  das Glied mit d2 vemachlissigt, pl uiid 
p2 konstant voraussetzt und nach x bezw. y differenziert: 

Die Gleichungen (14), und (15) und (16) losen das Problem voll- 
stiindig, denn %us rp,, qo, x,, &zen sich die Verschiebungeu der Platteri- 
mittelebene zusammen, und vi, xi - . . sind aus ihnen in der an- 
gegebenen Weise bestimmbar. Am zylindrischen Rande haben rpo, &, 

a l ,  2 ~ ,  zo, a, und -- bestimmte gegebene Werte und sind demgemals ans den a Y 
Gleichungen (14), (15) und (16) zu berechnen. 

Bemerkemwert ist, dafs die Verschiebungen x, senkrecht zur 
Mittelebene unabhàngig von den in der Mittelebene stattfindenden 
Verschiebiingen rp, und sind. Wenn also die Art der Einspannung 

2 x a x  derartig ist, dah sich q0 und I),, nicht aber xo, m und ," am R a d e  
6 x Y 

Sndern konnen, d a m  andert sich X, überhaupt nicht. Dapgcn  andein 
2 ~0 

sich die Spannungen. - z. W. t,, entsprecheiid dem Werte - 
in: 
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Ini Folgenden soll fur den Fall der beliebig eingespannten Kreis- 
platte und der fest eingespannten elliptischen Platte die Anwendbarkeit 
der Entmickelungen gezeigt werden. 

a) Beliebig eingespannte Kreisplatte. 

Man setze: R = Radius der Sçheibe 

5 - Verschiebung am Rande 1 zur Mittelebene 

17 = 17 77 ,, in der ,) 
9. = Winkel der Plattcniiiittelebene mit der x y Ebene 

am Rande. 

Der Ansatz: 

wobei 
rz = x2 + yB, 

genügt der Gleichung (14): 

und den Randbedingungen, die Ansatze: 

den Gleichungeri (15) und (16) und der Randbedinpng, sodals durch 
diese Funktionen qo, q0, xo die Verschiebungen der Mittelebene einer 
gleichf6rmig belasteten beliebig eingespamten Kreisplatte definiert 
sind. Es war allgemein: 

Nun ist nach Gleichiing (4) und (4a) 

nach Gleichung (5) und (5a) 

az1 a~ und nach Gleichung (6) x1 = constant, d. h. - - - 2 = O. Ferner ax a y  
nach Gleichung (13) : 

1 x2  z dx . .---- 
O 2(m - 1)'  

9 * 
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daher lauten die Verschiebungen eines beliebigen Plattenpunktes 

a v = @  - 2 . 2 .  
0 ay  ' 
+ ,g.Xi + a 2 .  

2 (in - 1) ' 
daraus lassen sich dann Spannungen u. s. W. in bekannter Weise durch 
einfache Reühnung ableiten. Dieser Fa11 dürfte wegen der voll- 
kommenen analytischen Losung besonders für vergleichende Versuche 
geeignet sein. 

b) Fest eingespannte elliptische Platte. 
Man setze a und b gleich den Halbaehsen der Ellipse. Der Ansatz: 

genügt der Gleichung (14), den Bedingungen 

Rand der elliptischen Platte. 
Die Ansatxe cp, = O und = O genügen den Gleichungen (15) 

und (16) und der Bedingung am Rande. 
Fcrner ist gem wie vorhin 

d X n  xi = constant, x2 = --. 
2 ( m -  1) 

Demgemals sind ganz allgemein die Verschiebungen u, v, w eilies 
Punktes der gleichf6rmig belasteten festeingespannten elliptischen Platte: 

gesetzt wird. 
Hieraus lassen sich danu wieder die Sparinungen u. s. W. ab- 

leiten. 
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Es mag bemerkt werden, dals die Spannungen eines beliebigen 
1 

Punktes gemiiîs der Form von z~, v, w stets den F'aktor 
+ b 4  + 2av2 

enthalten müssen. Folglich muls auch ein richtig abgeleiteter Mittel- 
wert diesen Faktor enthalten. 

Dies ist bei der v. Bach'schenl) Ableitung in1 Gcgensatz ziir 
E'oppl'schen" der Fall. Daher ist erstere bei der praktischen Berech- 
nung der Spannung vorzuzielien. 

Was den Fa11 der fest eingespannten rechteckigen Platte angeht, 
so ist schon von G r a s h o f 3 )  dic Unm6glichkeit der analytischen 
Losung mittels der Elastizitiitsgleichungeil nachgewiesen. Der Grund 
dafür liegt darin, daîs bei Ableitung der F:lastizitatsgleichiingcn Stctig- 
keit der Oberflachenkriifte vorausgesetzt wird, wahrend bei der recht- 
eckigen Platte am Hande Sprünge der RrZfte auftreten. 

Doch giebt es auch für diesen Fa11 Einspannungsarten, die eine 
analytische Losung zulassen und für den Versiich leicht verwirklicht 
werden konnen. Man setze z. B.: 

wobei 2a und 2b die Rechteckseiten sind, 

Es geniigen dicse Ansiitze den Glcichiingcn (14), (15) iind (16), ferner 
den Randbedin gungen 

% = $0 = Xo - O, 

Eine derartige Einspannung wird durch fedemde Wande (S. die F i p r  
auf S. 134), wie sie von Z e i î s i  g4? hheschrieben worden sind, erreiçht. 
u,  v und zu werden also: 

ax, . Z & = - Z . -  ax  : 

1) Bach, Elastizitiit und Pe~tigkeit, BerIin 1894. S. 412. 
2) Foppl ,  Vorlesiingen iiber techn. Mechanik, Band III Fcstigkcitslehre, 

Leipzig 1897. S. 217. 
3) Grashof, die Festigkeitslchre, Berlin 1 8 i B .  S. 365. 

4) C. Zeiîsig, Annalen der Physik und Chernie, Band 64, 1898. 
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Das  zusammenfassende Ergebnis  vorliegender Ente rsuchung  lautet 

also: Die  Deformationen u n d  Spannungen d e r  i n  der  eben beschriebenen 

Weise  eingespannten Rechteckplatte, der fest  eingespannten elliptischen 
P la t te ,  der beliebig eingespannten Kreisplatte sind h i  gleichf6rmiger 
Belastung analyt isch genau darstellbar u n d  durch Versuch leicht nach- 
zuprüfen. 

Kleinere Mitteilungen. 

Wer hat den Laufer des Rechenschiebers zuerst erfunden? 

Seit eineui halben Jahrhundert herrscht unbestritten die Ansicht, der 
a n  den meisten Rechenschiebem (von den englischen abgesehen) vorhandene 
sog. LBufcr sei um das Jahr  1850 von A. M a n n h c i m  eingeführt word~n. 
Die folgenden, dcr ,,Instruction sur  la mauiére de se servir de la règle d 
calcul, dite règle anglaise on Sliding Rule, . . . L L  von Ph. SIouain, 
3e édition, Paris 1837, p. 109 entnommenen Sâtze werden uns eines andern 
belehren: On ajoute quelquefois à la règle à calcul une pièce en cuivre 
qui peut glisser le long de l'instrument. Elle donne le moyen d'établir 
plus exactement l a  coïncidence des traits de l a  ligne1) supérieure avec caux 

1) Ligne, englisch line, bedeutet hier Skala. 
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des lignes des sinus e t  tangentes. On peut encore s'en servir pour marquer 
le point où l'on est arrivé par une première opérationl lorsqu'on a besoin 
d'en faire uue seconde pour parvenir au  résultat, Es kann kein Bweifel 
darüber bestehen, d a k  hier unter der ,,pitce en cuivre qui peut glisser le 
long do l'instrument," eino Vorrichtung zu verstehen ist,  ahnlich (lem 
heutigen Liiufer - Zweck und Gehrauch desselben konnten gar nicht 
deutlicher beschrieben werden - der demnach nicht erst gegen 1850,  
sondern schon 1837  angewandt wurde. Den Namen des erstcn Erfinders 
lernen wir freilich nicht kennen. D a k  der Laufer mit dein Rechenschieber 
~elbst  aus England nach Frankreich gekommen ware, ist nidit  wahrscheinlich, 
da die Englander sich heute noch nicht mit deru Laufer befreunden k~nneri.') 
Die Geschichte des Rechenschiebers bedarf noch in manchen Punkten der 
Aufkliirung, und es ware eine Nittcilung über den cigcnt,lichcn Ursprung 
des Laufers, über welchen nachzuforschen diese Zeilen eine Anregung gehen 
mochten, nicht am aenigsten zu bcigriirsen. M. 

Ein frühes Beispiel e iner  Anamorphose. 

Wird eine zur Fuuktion z = f(xl  y) geliorige graphische Tafel, be- 
stehend in den zu verschiedenen Werten q,, g,, z,, . . . von z gehorigen und 
mit diesen Werten bezifferten (kotierten) Kurven mit den Gleichungen 

durch eine Koordinatentransformation so umgewandelt, dafs jene Kurven 
in einfachere, insbesondere in  gerade Linien übergehen, so heirst bekanntlich 
dieser Vorgang eine Anamorphose." Man scheint bisher nicht im mindesten 
daran gezweifelt zu haben, d a h  vor L é o n  L a l a n n e ,  der 1843 den Bcgriff 
der Anamorphose allgemein entwickelt hat3), niemand eine solche ausgeführt 
habe. Wir  sind jedoch in der T,a,ge, eine derartige Umwandlung aus dern 
Jahre 1 8 2 8  nachzuweisen. Sie findet sich in dem Schriftçhen von 
K. T e n n e r ,  Kurze Beschreibung eines Planimeters oder allgemeinen Inhalts- 
mcsscrs zum Gebraueh bci Landcsvermesçiingen und für  praktischc 
Geometrie . . ., Darmstadt 1828 ,  kl. Bo, 24 S. mit 3 Kupfertafeln. Fk 
werden in diesem Schriftchen graphisch-mechanische Hilfsmittel zur Re- 
stimmung der Inhalte von Dreiecken Ckargeboten. Vorausgesetat is t ,  dafs 
die Grundlinien der (durch Zerlegung ron  Parzellen entstandenen) Dreiccke 
auf dem Felde gemcssen, also zahlcnrn5îsig gegebcn, die Hohen der Drei- 
ecke dagegen aus einem vorhandenen Plane abgestochen, d. h. als Strecken 
gegehm seicn. Eine gmphisehe Tafel mit einer Schar von Hyperbeln, 

1) In dem Katlalog der Firma W. F S t a n l e y  -London wird ein R,echenechieber 
mit Laufer als Gravet's filide rule (so genannt nach der ehemaligen E'irma G r a v e t ,  
jetzt T a v e r n i e r - G r a v e t  in Paris) aufgefiihrt. E r s k i n e  S c o t t  teilt in seiner 
Short table of logarithms and anti-logarithms to t,en places of decimals, London 1897 ,  
p. XV mit, dah  er 1 8 i 0  selbstkndig auf den Liufer, den er synthetic index nennt, 
gekommen sei. 

2) S. etwa Encyklopsdie der mathem. Vissensch., Bd. 1, p. 1030, 1032 
3) Pariser Comptes rendus, t. 16 ,  p. 1162 .  
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welche die Koordinatenachsen zu Xsymptoten haben, wie ahnliçhe Tafeln 
spiiter arieder vorgeschlagen und auf Glas gezcichnet in den Handel ge- 
bracht worden sindl), bildet Fig. 7. Die Abscissen entsprechen den Grund- 
linien oder halben Grundlinien der Dreiecke, die mit den1 Zirkel auf- 
zutragendcn Ordinaten den Hohen dcrselben; an den Hyperbeln werden die 
Iuhalte abgelesen. Aber in  Big. 1 ist die Abscissenadise nach deni Geseta 

1 x' = -- geteilt, wodurch statt  der Hyperbeln sich gerade Linien ergeben x 
haben, und zwar ist dieses Ergebnis kein zuf'alliges, sondern oin von 
T e n n e r  gewolltes. Also ein Beispiei einer wirklichen Anamorphose, 
15  Jahre  alter, als die erste Veroffentlichung von L a l a n n e !  31. 

Auskünfte. 

V. O.,  A .  Sie fmgen, was in Sachen der Zehnteiliing von Zrit  und 
Kreisumfang i n  1)eutschland geschehen sei? Ausfiihrliche Angaben finden 
Sie in  dem, im Namen der ,,TafelkommissionLL der Deutçchen Mathematiker- 
Vereinigung 1899 crstatteten Bcricht über Winkelteilung, von w~lchcin 
lhnen ein Abdruck zugehen wird. Am meisten Vorteile gewahrt und au- 
gleich am verbreitetsten ist (nachst der alten Winkelteilung) die dczimale 
Teilung des rechten TVinkels (,,neue TejlungX), welche seit dem Erscheinen 
jenes Berichts besonders in Frankreich niclit unwesentliche Fortschritte in 
Bezug auf Wertschatzung und Verbreitung gemacht hat  (vgl. dazu diese 
Zeitschrift Bd. 46 S. 484, 4 8 5  und Bd. 47 S. 266,  492). Die in dem erwahnten 
Bericht nur gestreifte Prage der Zehnteilung der Zeit ist in Deutschland 
noch wenig er6rtet-t und geftirdert worden (vgl. etwa diese Xeitschrift Rd. 4 7  
S. 266,  Schrift von P. C r ü g e r ) ,  dagegen vie1 i n  Frankreich, namentlich 
durch den unermüdlichen J. d e  R e y - P a i l h a d e ,  der erst kürzlich wieder, 
auf dem Kongrels dcr Association française pour l'avancement des sciences 
in Montauban (7.-15. August d. J.), zwei Vortrage darüber gehalten hat 
(,,Tables manuscrites étendues pour l'application du  s y s t h e  décimal à la 
mesure du temps ot de l a  circonférenceL1, ,,Considérations sur le choix d'une 
nouvelle unité physique de temps décimal"). M. 

1 )  Z. B. 1883 von M. K l o t h .  Eine graphische Muitiplikationstafel mit gleich- 
seitigen Hyperbeln hatte bereits P o u  c he  t 1797 angegeben, vgl .  Encyklopadie, 
Bd. 1, p. 1029. 
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Bücherschau. 

C. Neumanii. Über d i e  Maxwel l -Her tasche  Theorie .  Sondcrabdruck 
aus den: Abhandluugeri der Kgl. Sachs. Ges. d. Wissensch. 27, No. II. 
Leipzig (B. G. Teubner), 1901. 138 S. Preis 3,50 Mk. 

Die Maxwellschen Difi'erentialgleichungen der Elektrodyuamik, welche 
zunachst nur  für unbewegte Korper aufgestellt sind, ha t  bekanntlich H e r t z  
auf den allgemeinen Pal1 cines in  substantieller Bcwegung befindlichcn 
Systems ausgedehnt. 

Ein genanes Studium dieser allgemeineren X a x w  e l l - H e  r t  zschen 
Gleichungen (der ,,M a x w  e 11-R e r t  z schen TheorieLL), insbesondere hinsichtlich 
der Folgerungen, welche sich aus ihnen streng ableiten lassen, bildet den 
Inhalt der vorlicgendcn Abhandlung. Es muls zunachst hervorgcbobon 
werden, daîs der Verf. aus dem angegebenen Grunde von einer etwaigen 
Herleit,iing der Maxwellschen Gl~.ichiingen von vornherein keinen Gebraiich 
macht; die Exist,enz der in Bede stchenden Gl~ichungen ist die wesentliche 
Hypothese, welche den Untersuchungen zu Grunde liegt. Auch über die 
elektrischen und magnetischen Krafte, deren Komponentcn in jcnen 
Gleichungen auftreten, werden keine weiteren Voraussetzungen gemacht, als 
dars sie durch Vektoren analytisch darstellhar sind. D a  ferner die Unter- 
suchung frei ist von irgend welchen willkürliühen ncuen Annahmen, so 
,,dürfte die Abhandlung ein getreues Abbild der X a x w  el1 -H e r t z  schen 
Theorie oder vielmehr derjenigen Folgcrungen darbieten, wclche sich aus 
dieser Theorie mit Notwendigkeit ergebeniL. 

Die ITntersiiehnngen selhst sind in sechs Kapitel eingeteilt, von denen 
das erste das uuifangreichste ist. Dieses enthalt, nachdem die M a x w e l l -  
schen Gleichungen für ein ruhendes System aufgestellt sind, die Ableitung 
der allgemcincren für  ein bcwegliches System rermittclst der Hertzschen 
IIypothesen, daîs die Zahlen der durch ein beliebiges Oberfiiichenelement 
hindurchgehenden elektrischen und magnetischen Kraftlinien von der Re- 
wegung uuabhaugige Werte besitzeu, niimlich diejenigen, welche sich für 
ein mhendes System aus den N a x w  el1 sçhen Gleichungen ergeben. Man 
erhalt d a m  die allgemeinen H e r t z  schen Grundgleichungen der Elekto- 
dynamik in folgender, hier der Vollstindigkeit wegen mitgeteilten Form: 

Erste Gruppe: 
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Zweite Gruppe: 

A x hieriri bedeuten - , - . . - -- 
d t  

- . folgende Abkürzungen 
d t  ' 

A a2 a u  ap a y  a 
2 T = d i + ~ ( z + ; T + a ) - ( 2 a ; + ~ ~ + % ~ ) ,  

I)ie durch Punkte angedeuteten Gleichungen entstehen aus den jemeilig 
darüberstehenden durch gleichzeitige cyklische Vertauschung der GrXsari: 

1 ' 1 21, ff 

Y, 91 m, v7 P 
1 3,  7 w ,  y. 

Diese haben folgende physikalische Bedeutungen: Die Grofsen x, y, z sind 
die kartesischen Roordinaten desjenigen Punktes eines mit der Geschwindig- 
keit (a, j3, y )  bewegten Systems, an welchem zur Zeit t eine elektro- 

rnotorisehs Kraft (q ,  Q, :), eine elektrirche Stromung (u, v, w) und eine 

magnctisïhe Krrft (- - -) herraïhen, wobei i die Dielektnzitütskuustaute 
P '  P ' P  

und p die magnetische Pemeabilitat bezeichnen. Die Maxwellschen 
Gleichungen crgeben sich aus den vorstchendcn für  den Fa11 CY = /3 = y  = 0. 

Nach der Ableitung der H e r t z  schen Differentialgleichungen giebt nun 
Herr C. N e u m a n n  den strengen Beweis des von H e r t z  nur andeutungs- 
weise begründctcn Fundamcntalsatzes, wclcher aussagt, d a k  die Form d ~ r  
Differentialgleichungen von der Wahl des kartesischen Koordinatensyst,erris 
(x, y,  Z) unabhiingig ist. Was den Beweis selbst anlangt, so besteht er 
in einer direkten Ausrcchnung der Differentialgleichungen, welche bei einer 
Xoordinatentransformation aus den obigen hervorgehen - eirie Beweis- 
führung, die nach Ansicht des Ref. zwar durch den augenblicklichen Stand 
des in Bctracht kommcnden Teiles der Invariantcntheorie geboten, die aber 
insofern etwas unbefriedigendes zu besitzeu scheiut, als sich doch schon 
aus der iukeren Form der Differentialgleichungen selbst die Eigenschaft 
ihrer Invarianz ergcben mülste. 

Zum Schlds  des ersten Kapitels wird der zur Einführung von 
Potentialen notwendige Satz bewiesen, daîs die den elektrischen und 
magnetischen Zustand definicrenden Komponenten X,  y ,  3; 2, %Tt, !Il iin 

1 
Unendlichen wie ;? verschwinden, unter g den Abstand des unendlichfernen 

Punktes vom Nullpunkte verstandcn. 
I m  zweiten und dritten Kapitel werden die elektrischen und magnetischen 

Dichtigkeiten und die Verteilung von Elektrizitat und Magnetismiis in 
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einem aus Leitern und Nichtleitern, permanent- und temporiir-magnetischen 
K6rpern znsammengesetzten System untersucht. 

Das vierte Kapitel is t  betitelt: 7,-411gemeine TSntersuchungcn auf Grund 
der Hertzschen DifferentialgleichungenlL. E s  wird hier zuniichst eine 
,,TransfigurationLL der Gleichungen vorgcnommrn, indem die N e w t o n  schen 
Potentiale der freien Clektrizitiit und des freien Magnetismus eingeführt 
werden. Die gewonnenen Rcsultate werden auf spziefie Fiille angewendet. 
In  diesem Kapitel zeigt siüh ferner, daîs die durch die Formeln 

definierten Energieen - die Integrale über den unbegrenzten Raum er- 
streckt - infolge der ~ e r t z s c h e n  Gmndgleichung& dem allgemeinen 
Energieprinzip sich unterordnen. Hier finden sich auüh diejenigen Relationen, 
durch welche die durch dic elektrischen und rnagnetischeu Zusttinde bei 
der Bewegimg des Systems hervorgerufenen ponderomotorischen Rr i f te  be- 
slirnmt werden. 

In  den beiden letzten Kapiteln werden die Probleme der Elektrostatik 
iind Nagnetostatik hehandelt. TJm das TVesen der M a s w  e l l - H e r t z s c h m  
Theorie heller zu beleuchten, wird die Theorie von P o  i s s o u  zum Vergleich 
herangezogen. Die Verschiedenheit der Resultate tritt  dann sogleich hervor, 
wenn man z. B. in einem System (Isolator und Konduktor in Luft) die 
Dielektricitiitskonstanten der Luft und des Isolators als im allgemeinen 
verschieden betrachtet - beide Theorien sind dagegen im Rinklang, so- 
bald die betrachteten l)ielektrizititskonstanten einander gleich sirid. 

Charlottenburg. 
- -  

RUDOLF ROTHE. 

Die Fortschritte der Physik im Jahm 1902. Dargestellt von der 
Dcutschen Physikalischen Gesellschaft. Ilalbmonatliches Litteratur- 
verzeichis, redigiert von K a r l  S c h e e l  (reine Physik) und R i  c h a  r d  
As sm a n n  (kosmische Phpik) .  Braunschweig (Friedr. Vieweg und 
Sohn) 1902. 1. Jahrgang. Preis 4 Mk. 

Diese neue bibliographische Erscheinung der physikalischen Litteratur 
hilft zweifcllos einem bisher vorhandenen Mangel ah, indem sie den 
phpsikalischen Leser in den Stand setzt, in kürzester Xeit und bequem von 
den neu erschienenen Publikationen seines Arbeitsgebiets Kenntnis zu nehmen. 
Der Stof ist sachliçh geordnet entsprechend der Einteilung i n  den ,,Fort- 
schritten der PhysikLL, sodaîs die Leichtigkeit der Orientierung nichts zu 
wünschen übrig làîst. 

Da das ,,halhmonatliche Litteratmerzeichnis" hinsichlliüh der Citate mit 
den ,,Fodschritten" übereinstimmt, so ist  auch eine dauernde Gewahr für die 
hinreiçhende Vollstiindigkeit der Angaben vorhanden. Man wird sowohl der 
Redaktion der ,,FortschritteLL wie auch der Verlagsbuchhandlung für die Ein- 
richtung dieses leicht zu bcschaffenden Litteratumcrzcichnisses Dank wissen. 

Charlottenburg. RUDOLF ROTHE. 
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J. H. van't Hoff. Vorlesungen über theoretische und physikalische 
Chemie. Erstes Heft, Die ühemische Dynamik, 2. Aufl. Braunschweig, 
Vieweg & Sohn 1901. Geb. 7 Mk. 

Das vorliegende Werk gieht den Tnhalt dm- Vorlesnngen van ' t  
H o f f s  über , ,~usgewahlte  Kapitel der physikalischen Chemie" in  erweitertem 
Umfange wieder. Von den drei Teilen der Arbeit diirfte vorzugsweise der 
crste - die chemische Dynamik enthaltende - den Physiker und Mathe- 
matiker ebenso wie den Chemiker interessiereri, wahrend der 2. und 3. Teil 
wohl nur den letzteren beschaftigen werden. Denn dor 2. Teil - die 
chemisçhe Statik - handelt von der chemischcn Konstitution, der Lagerung 
und gegenseitigen Bindung der Atome, der 3. Teil ist beschreibender h'atur 
und giebt die Beziehungen an, welche zwischen den chemischen und physi- 
kalischen Eigenschaften einerseits und der Zusammensetzung andererseits 
bestehen. Die Einteilung i n  chemisc,he Dynamik und chemische Etatik 
rührt  von L o t h a r  Me y e r  her. Die Dynamik enthalt nicht allein die 
Lehre yen der chemischen Umwandlung und der Beaktiorisgeschwindigkeit, 
sondern auch die Lehre vom chemischen Gleichgewicht, die man im physi- 
kalischen Sinne vielleicht aur Sta,tik rechnen miirde. Indessen kann man 
das M'esen der chemischen Gleichgewichtszustaride am besten erkennen, 
wenn man sie als Rewegungsvorgange auffaîst, bei denen die auf beiden 
Seitcn der Rcaktionsgleichungen vorkommenden RIolckelgruppen in aqiii- 
molekularer Menge auseinander hervorgehen, wodurch die Zusammensetzung 
der Mischung konstant erscheint. 

Bei einem einheitlichen Korper ist das Gleichgewicht nur  vom Druck 
und der Temperatur abhangig,. demnach wird durch graphische Dar- 
stellung die Heschreibung der in  dem Buche behandelten Gleichgewichts- 
zustande vervollst%ndigt, wahrend der zweite Hauptsatz der Thermodynainik 
13estatigungen und Erganzungen liefert. Als Beispiele sind für  das phjsi- 
kalische Gleichgewicht eines einheitlichen Korpsrs das Benzol, fiir das 
chemisçhe Gleichgewiçht die Cyansiure und der Schwefel gewiihlt, also 
Falle, die in experimenteller Hinsiçht genau bekannt sind. Etwas ungewiihn- 
lich erscheint es, daîs als Einheiten das Kilogramm und das Meter benutzt 
werden. I n  den folgenden Abschnitten werdcri die Gleichgewicl~tszustande 
bei zwei, drei und vier Korpern untersncht. Tiefere Einblicke in solche 
Gleichgewichtszustandc werden dann gewonncn auf Grund molekular-mecha- 
nischer Vorstellungen, die im Gesetz von G u l d b e r g  und W a a g e  formu- 
l i e d  werden ( 5  2). Sachdem die Ableitung dieses Gesetzes auf kinetischem 
und auf thermodynamischem Wege gegeheri ist, w-ird es auf die experimentell 
genau bekannten Gleichgewiehte beim Jodwasserstoff und beim Stickstoff- 
peroxyd sowie auf mehrere Fnlle homogener Mischungen von Nicht- und 
Halbelektrolyten - schwaühe Sauren und Basen - angewandt. Lm letztern 
Falle gilt das O s t w  aldsche Dissoziationsgesetz. Bei Elektrolyten ist das 
nicht der Fall, daher beschriinkt sich hier die Darstellung auf die Ver- 
gleichung einer Reihe von experimentellen Resultaten mit den aus einer 
empirischen Formel gefundenen Werten. Etwas weiter eindringende theo- 
retische Botrachtungen sind bei der Hydrolyse der Salzo angestellt, da in 
diesem Falle eine der Komponenten oder beide nur schwaçh elektrolytisch 
gespalten sind. Mit Berücksiehtigung der elektrolytischen Dissoziation des 
Wassers ist es nunmehr moglich, die für dio genaue Besçhreibung der 
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Hydrolyse allgemein gültigen fünf Gleichungen aufiustellen. Die Ableitung 
x 

der Formel für das Teilungsverhiillnis einer Base zwischen zwei 
1-2 

Siinen, wenn Sauren und nasis in molekularem Verhaltnis zusammengebraçht 
werden, bildet eine weitere Anwendung des Gesetzes von G u l d b e r g  und 
Waage. Bis hierher ist  der Einflds der Temperatur auf das homogene 
Gleichgewicht nicht in Bctracht, gezogen. Die Bcrüc:ksichtigung der Tem- 
peratur führt nun zu einer neuen:, auch für  das heterogene Gleich- 

gewicht gültigen Gleichung ($ = $$), die zusammm mit der Gleichung 

Bl . C = k allgerneinere Schluîsfolgcrungen geitattet. Um den Einluls  

fcstzustellen, den eine Andcrung des Volumens und des Druckcs auf einen 
Gleichgewichtszustand ausübt, braucht nur beachtet zu werden, ob und in 
welcher Weise die Molekelanzahl sich iindert, wenn das erste System i n  das 
zweite übergeht. Dazu genügt aber die Kenntnis der Reaktionsgleiühung. 
Um den Einflds kennen zu lernen, den eine Temperaturanderung hervor- 
bringt, hraucht man die Warrnetonung xi1 kennen. Die Integration der 
obigen Gleichung ergiebt fur  ein konstaules p und für ï' = O,  k = oo, 
d. h. es m d s  beim absoluten Nullpunkte Cl oder C2 Null werden. D a  nun 
die meisten chemischen Prozesse sich bei Temperaturen abspielen, die nicht 
übermaîsig weit Tom absoluten Nullpunkte entfernt sind, sa ist es erklar- 
lich, daîs das B e r t h e l o t s c h e  ,,Prin7ip der maximalen ArbeitLL i n  so vielen 
Pallen zutriii't. I)ak hier kein Prinzip vorliegt, hat  man zwar schon langst 
erkannt, die nahere Begründung dafür ist aus v a n ' t  H o f f s  Darstellung 
klar ersiühtlich. 

Im zweiten Teile des Buches wird die Reaktionsge~chwindi~keit be- 
handelt. Wenn es auch an Erfahrungsthatsachen auf diesem Gebiete nicht 
fehlt, so ist doch bislang eine eingehende theoretische Verfolgung der Vor- 
giinge nicht ausfïihrbar, da  als neue Variable die Zeit auftritt und die 
Thermodynamik daher nicht anwendbar k t .  Rishcr is t  nian nur  auf 
kiiietischem Wege zu Rcsultaten gelangt, die i n  vielen Fallen durch die 
Erfahrung bestatigt wurden. Immerhin verschafft die Anwendung des 
zweiten ~ a u ~ t s o t z é s  insofern einen genaueren Einhliçk als die maximale 
Arbeit, die ein Prozeîs leisten kann, in naher Beziehung i u r  GriXse der 
Reaktionsgeschwindigkeit steht, auch 18fst sich dio als ,,&finitatu bczcichncte 
Ursache eincs chemischen Vorganges in  einzelnen Fiillen an der elektro- 
motorischen Kraft messen, die i n  einer geeigneten Kette erzeugt wird. 
Zwischen der Reaktionsgeschwindigkeit und der im Gesetz von G u 1  d b e r  g 
und W a a g e  ausgesprochenen Gleichgcwichtsbedingung h d e t  derselbe Zu- 
sammenhang statt  wie zwischen Dampfdruck und ~erdam~fun~s~cschwindi~- 
keit. In mathematischer Beziehung bieten sich keine Schwierigkeiten, wenn 
eines der beiden Systeme stark vorherrscht, weil dann nur die Konzentra- 
tionen dieses Systems vorkommen. I n  einzelnen Fallen is t  es sogar m6g- 
lich gewesen, aus der Vergleichung der experimentellen Resultate und der 
Grundgleichung die Molekelanzahl zu bcstimmcn. z. B. bci der Bildung von 
Cyamelid aus Cyansaure. Es  wird ferner durch den Versuch bestatigt, daîs 
die Gleichgewichtskonstante, wie es die kinetische Retrachtungsweise verlangt,, 
Lei der Bildung des ~ t h ~ l a c e t a t s  aus seinen Komponenteri gleich dein 
Quotienten der beiden Geschwindigkeitskonstanten ist, die in  diesem Falle 
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bestirnmbar sirid. Im AnscliluTs an die theoretisch noch eiuigerrnal'sen zu- 
ganglichen Vorgiinge wird noch eine Anzahl empiriseher Resultate über die 
Reaktionsgewindigkeit besprachen, aus dcnen hervorgeht, dals sich ver- 
haltnisrri~i'sig wenige Reaktionen zur Besti~riruung solcher Geschwindigkeiten 
eignen, da der Verlauf meist sehr schnell erfolgt. Auch hat  bekanntlich 
die Tempcratur einen sehr beschleunigenden Einfluîs. Sovicl m6ge über dcn 
reichhaltigen Inhalt des Buches gesagt sein, für dessen Ver6ffentlichung be- 
sonders diejenigen alteren Chemiker und Physiker dankbar sein werden, 
dcrcn akademische Ausbildung in eine Zeit ficl, in der von der Anwendung 
der Thermodynamik auf chemische Probleme noch wenig die Rede war. - 
Tn Remg aiif die Form der Veroffentlichiing moge noch eine Bemerkung 
gestattet sein. Das Buch würde leiühter lesbar sein, wenn die sprachliche 
Form nicht so viele Abweichungen von der gebrauchlichen deutschen Aus- 
drucksweise zeigte. An einigen Stellen wirkt dieser Umstand sehr dorend. 
Selbstverstiindlich kann man wegen dieser spraçhlichen Eigentümlichkeiten 
dem Verfasser keinen Vorwurf machen, doch würde es gewiîs leicht ge- 
wesen sein, wenigstens in der vorlictgenden zaeiten Auflage dem erwahnten 
Cbelstande abzuhelfeu. Auch eine Anzahl von Druckfehlern der ersteri A d -  
lage findet sich in der zweiten wieder, geandert is t  nur die unrichtige 
Schreibweise der Differentialquotienten. Die Litteraturangaben sind sehr 
zahlreich. 

Hannover, Juli  1902. PAUL BRAUER. 

H. Ehrhardt, Katastergeometer. N e u e s  S y s t e m  d e r  F lachenberechnung  
und F l a c h o n t e i l u n g  mit Hilfo e inor  P l a n i m e t r i s c h o n  Tafol,  welche 
zugle ich  als P r o d u k t e n -  und Qundra t ta fe l  d i e n t  n e b s t  einer 
S inus ta fe l  w e l c h e  in V e r b i n d u n g  mit d e r  P l a n i m e t r i s c h e n  Tafel 
b e i  d o r  K o o r d i n a t o n b e r c c h n u n g  d i o  L o g a r i t h m e n -  und Koordinaton- 
T a f e l n  m i t  V o r t e i l  e r se tz t  und zugle ich  nls Sehnentnfe l  zu ge- 
b r a u c h e n  ist. go, 7 1  S. Text, 2 0  u. IX S. Zahlen-Safeln, 38 Fig. auf 3 lith 
Tafeln. Stuttgart 1900,  Konrad Wittwer. Preis 3 ,50  Xk. kart. 4 Xk.  

Bekanntlich ha t  (vgl. EneyldopDdie der mathem. Wissenschaften, Bd. 1, 
S. 948) L u d o l f f  1690 gezeigt, wie a d  Griind der Formel 

a+b ) P - ( 2 - )  a-b 2 

mit Hilfe eincr Quadrattafel die Bestimmung des Produktes zweier Zahlen 
auf Addition und Subtraktion zurückgeführt werden kann. Die hierbci 
noch notigen Halbierungen ha t  V o i s i n  18 17 durcli Anwenduilg einer Tafel 
der Viertelquadrate und der Formel 

( a+b)e  ( ( ~ - b ) ~  a . b  
4 4 

vermeiden gelehrt. Weil nun bei der Berechnnng der Lnhalte ebener Viel- 
ecke durch Zerlegurig in Dreiecke hnlbe Produkte zu bilden siud, geht der 
Verfasser noch einen Schritt weiter, indem er gemiiîs der Formel 
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eine Tafel der Achtelquadrate benützt, die er ~lanimetr ische Tafel nennt. 
Fr giebt eine solche auf 20 Okt'avseiten. Sie enthalt die auf Ganze ab- 
gerundeten Achtelquadrate der Zahlen 0 , l ;  0,2; 03 u. S. W. bis 999,9;  
Randzettel erleichtern, besonders bei umgekehrter Benützung der Tafel, die 
Handhabung. Mit dieser Tafel konnen die halben l'rodukte je zweier 
Zahlen mit hochstens vier Ziffern unmittelbar gefunden werden - mit 
welcher Genauigkeit, ist nicht untersucht - und mit Benützung der Tafel- 
chen der Proportionalleile auch diejenigen zweier Zahlen mit Sünf ZifIerri, 
aas  den Bedürfnissen der Feldmesser entspricht. Zum Vergleich sei bemerkt, 
dah die besto Tafel der Viertelquadrate, die 200 Quartseiten umfassende von 
Bl  a t e r ,  die Produkte ein- bis fünfziffriger Zahlen ohne Interpolation liefert, 
aber bis auf die letzte Ziffer genau, was in den meisten Fzllen der An- 
wendung eineq grohen Überflufs an Ziffern bedeutet. Auüh bei der Bildung 
von Quadraten und dem Ausziehen von Quadratwurzeln, überhaupt allen 
Rechnungen der Methode der klcinsten Quadratsnmmcn crweist sich die 
planimetrische Tafel als nützlich. 

Soweit allgemeinerer Beachtung wert, behandelt das Schriftchen danu 
ausführlich in den verschiedenen, dem Feldmesser vorkommenden Formen 
die Aufgaben der Fliichenberechnung und der Flachenteilung nach neuen 
Verfahren, die weiter keine Rechnungen als Addieren, Subtrahieren und 
Halbieren verlangeu. Am Schluk ist auf neun Seiten eine Siriustafel für  
alte Winkelteilung gegeben. 

Dic Zweckmiifsigkeit dcr in dem Schriftchen gebotenen Verfahren und 
Hilfsmittel ist nach Mitteilung des Verfassers durch langjiihrige Anwendung 
aiif alleu Gebieten des Vermessungswesens erprobt. 

Stuttgart. R. MEHIXE. 

Bernhard, Max. Darsteiiende Geometrie mit Einschluîs der Schatten- 
konstruktionen. Als Leitfaden f i r  den Unterricht an technischen 
Lehranstdten, Oberrealschulen und Roalgymnasien, sowie zum 
Selbststudium. gr. Ho, 171u. 195 S. m. 229 Fig. im Text. Stuttgart 1901. 
Heinrich Enderlen (vorm. Karl Aue). geb. 5,213 Nk. 
Das Buch kt  aus dem Cnterricht h e ~ o r g e g a u g e u ,  den der Verfasser a n  

der Baugewerkschule in Stut tgart  erteilt. Sol1 es nach Absicht des Verfassers 
in erst'er Linie scinen Sühülern zum WTiederholen und Nachsehlagon dienen 
und weiterhin an anderen technischen Mittelschulen und an den Oberreal- 
schulen und R,ealgymnasien benützt werden, so wird es ohne Zweifel auch 
Studiereudcn a n  Hochschulen bei der Einübung der Elemente und als Vor- 
bereitung auf ausführlichere Lehrbüeher gute Dienste leisten; selbst der er- 
fahrene Iiehrer der darstellenden Geometrie wird noch dies und jenes daraus 
lemon konnen und an manchem neuen, der Baukunst und dem Maschinen- 
nwen entnommenen Beispiel seine Freude haben. 

Im ersten Teil werden uriter der Überschrift Stereornetrie die not- 
wendigen Erklarungen bis zum Begriff der senkrechten und schiefen 
Parallelprojektion und der Zentralprojektion, die Satze über parallele und 
senkrechte Geraden und Ebenen mit Beweis gegeben. Der zweite und 
grohte, Projektionslehre iiherschriebene Teil behandelt die Darstellung auf 
zwei Projektionsebenen, die gew6hnlichen Aufgaben über Punkte, Geraden, 
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Ebenen, wahre GrXse von Strecken, Winkeln u. S. W., die Schnitte und 
Durchdringungen von Polyedern, die notwendigsten Eigenschaften der Kegel- 
schnitte, die Tangcntialebenen an Kegel- und Zylinderflachen, die Einführung 
neuer Projektionsebenen, die Uuidrehungsfliichen, Schraubenlinie und Schrauben- 
fliichen, die Schnitte krummer Flachen mit krummen Flachen und krummen 
Linien. Bwei Yaragraphen sind den Anwendungcn im Hochbau u. S. W. 

gewidmet. Endlich werden im dritten Teil die Schattenkonstruktionen bis 
zu denen a n  Drehiingsfl%chen mit grokem Verstandriis durchgeführt, wobei 
auf Konstruktionen, die in einer Projektion allein ausführbar s&d, bcsonderer 
Wer t  gelegt ist. 

Als ein nicht geringer Vorzug des Ruches erscheint die folgerichtige 
Durchführung zweckm%Ssiger Bezeichuungen. Ich beniitzc die Gelegenlieit, 
um zur Frage der Bezeichnungen i n  der darstelienden Geometrie, bei der 
bekanntlich groîso >Ieinungsverschiedcnheiten hestehen, Stellung zu nehmen. 
Von der alteren, auf den württembergischen Schulen noch vorherrschenden 
Art, Punkte im Raum durch gro ik  lateinisehe Buchstaben zii bexeichncn, 
ihre Bisse dagegen durch kleine, namlich Grundrirs und Aufiils von P 
durch p bezw. p', kommt man mit Recht mehr und mehr ab. Es ist ja 
ails verschiedenen Gründen' nnbedingt besser, für geometrische $:lementje 
derselben Ar t  h m e r  Uuchçtaben desselben Mpliab& zu benüt~eri. Ob 
dann die verschiedenen Risse eines Elementes durch Striche oder aber durch 
Indices unterschieden werden, die man an dcm für  dicses Element gewiihlten 
Buchstaben anbringt, kommt weniger in Betracht; die Hauptfrage ist, sol1 
man den Punkten die groSsen oder die kleinen lateinisehen Buchstaberi zu- 
weisen? Der Verfasser hrtt sich den, allerdings noch in dcr Jiindcrzahl 
befindliehen Mathematikern angeschlossen, welche Punkte mit kleinen, Linien 
mit grofsen Buchstahen bexeiclinen. Tch kann dies leichten Herzens billigen, 
da ich seit bald zwanzig Jahren es ebenso mache. Der wichtigste Grund 
dafür ist, daCs, wenn auch nach der Auffassung der neueren Geometrie 
Punkt, Gerade und Ebene glcichberechtigtc Elemente sind, man doch that- 
s%chlich am hiufigsten fi Punkte Zeichen braucht, also veruüuftigerweise 
für diese die sçhreibflüehtigsten und am wenigsten Raum einnehmenden 
Buchstabcn sich vorbehzlt. Uncntschicden m6chte ich es lassen, ob es gut 
ist, mit  dem Verfasser Ebenen genau so wie Geradcn (mit grorsen lateinischen 
Riiclistaben) zu bezeichnen, blok der Annehmlichkeit wegen, die Spiiren einer 
Ebcne h' mit und E2 bezeichnen zu k h n e n .  

Besonderes Lob verdient noch die schone Ausfuhrung der klar ent- 
worfenen Figiiren. 

Stuttgart.  R. MEHMKE. 
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JUNKER, FIIIEDRICIT, Repet,itoriiim und Aufgabensamniliing mir Differentialrechnung. 
(Sammlung Goschen Xr. 146). kl. 8" 119 S. m. 42  E'ig. Leipzig, Goschen. 

geb. M. 0.80. 
JUKKER, FRIEDRICII, Repetitorium und Aufgahensamrnlung zur Integralrecbnung, 

(Sammlung Goschen Kr. 147). M. Sa, 130 S. m. 50 Fig. Leipzig, Gomhen. 
gcb. bI. 0.80. 

KEWITSCH, GEORG, Die astronomische Era  und das Jahrhundert 1 9  (Jahrhundert- 
wende). Bo, 15 8. Freiburg i. B. 1901, Selbstverlag. M. O .80. 

KKNKEI,IN, HERM., Quadraturen. Bcilage Jah re~be r .  1901-1902 Obere Realsch. Basel. 
4". Basel, Schwabe. RI. 1.50. 

KNOLL, C., Taschenbuch zum Abstecken der Kurven an  StraCsen und Eisenbahnen. 
2. Ang., 8. N . B .  7. 

K ~ a u s ,  KONRAD, GnuidriTs der Geometrie und des geometrischen Zeichnens fïu 
Lehrerbildungsanstalten. Wien, Pichlers Wittwe & Sohn. K. 2.70. 

KHIEMLER, CARL J., Gleichgcwicht~fig~uren, s. N. B. 23. 
KRISCH, A U G ~ S T ,  Astronomisches Lexikon. Auf Grund der neuesten Forschungen. 

besonders der Ergebnisse der Spcktral-Analyse und Himmcls-Photographie. 
1. Lfg. (Vollstandig in 20 Lfgn.). Wicn, Hartleben. M. 0.50. 

K ~ B L E E ,  J., Die Theorie der Kniçk-Elastizitit und -Festigkeit, a. N. B. 21. 
LANNER, ALOIS, Naturlehre, a. K. B. 41. 
J~ALTENT, H., Sur les principes fondamentaux de  l a  théorie des nombres et  de la 

géometrie. (Scientia No. 20). Paris, Kaud. 
Losscir, M., Bestimmung der Intensitit der Schwerkraft auf zwanzig Stationen an 

der westafrikanisclien K ü ~ t e  von Rio de Rey (Kamerun-üebiet) bis Kapstadt, 
ausgefiihrt im Auftrage des Reichs-Marine-Amtca. Berlin, Stankiewikz. 

l ~ o i i ~ a r z ,  H. A., Sichtbare und unsichtbare Bewcgungen, a. N. B. 43. 
LORIA, Gmo, Spezielle algebraische und transcendente ebene Knrven. Theorie und 

Geschichte. Autorisierte, nach dem italienischen Manuskript bearbeitete 
deutsche Ausgabe von Fritz Schütte. ('l'eubners Sarnmlung Ud. 5). 8", 744 S. 
u. XViI Taf. Leipzig, Teubner. M. 16. 

MAYOW, JOIIN, Untcrsuchungen über den Sslpeter und den salpetrigen Luftgeist, 
daa Rrennen nnd das Atmen, herausg. v. F. G. Donnai]. (Ostwalds Kisssiker 
Kr. 125). kl. 8', 5C; S. Leipzig 1901, Engelmann. geb. M. 1. 

MEISEL, F., Praktische Beispiele zur Schattenkonst~ktionslehre, S. N. B. 13. 
MOCNIK, Lehrbuch der Geometrie fiir die oberen Klassen der üymnasien bearb. v. 

Joh. Spielmann. 23. Aufl. Wien u. Prag,  Ternpsky. K. 3.30, geb. K. 3.80. 
MONTCHECIL, M. de, Sur une classe de surfaces. Thbse présentc'e à l a  Faculté des 

Sciences de  Toulouse. Ln-4O, 75 p. Paris Gauthier-Villars. 
MUSIL, ALFHED, Grundlagen der Theorie und des Raues derTVarmemaschinen, s.N. U.46.  
h lusnaças~,  C., Kurze Biographien berühmter Physiker, S. S. B. 16. 
NEWCASTLE PCBLIC LI~RARIES COYYITTEE, Catalogue of the  books and tracts on pure 

Xathematics i n  the Central Library. Kcwcastle-upon-Tyne 1901. 
PAXPCCA, ANDREAS , Das hfalfatti-Steinersche Problem. Progr. Bischofl. G p n .  an 

St. Stephan. Strafsburg i. E. 
Pascar., ERNST, Repertorium der hoheren Mathematik (Definitionen, FormcLn, Theo- 

reme, Literatur). Autorisierte deutsçhe Ausgabe naçh einer neiien Bearbeiturig 
des Originals von A. Bchepp. Analysis und Geometrie. II. Teil. Die Geo- 
rnctrie. Sa, IX 11. 712 S. Leipzig, B. G. Teubner. gcb. Y. 12. 
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PALTI, WOLFGANG, Der kolloidale Zustand und dit! Vorgange in der lebendigen 
Substanz. (Sonderabdruck aus der Naturw. Rundschau, 17. Jahrg.). kl. xo, 
32 S. Rrnnnschweig, Vieweg & Snhn. M. 0.60. 

PERRON, OSKAR, Über die Drehung eines starren Kikpers iim seinen Schwerpunkt 
bei Wirkung aukerer Kriifte. Dissertation. Miinchen, Druckerei C. Wolf 
& Sohn. 

PEIIRY, JOHN, Hohere Analysis für Ingenieure, 0. N. B. 2. 
J. C. POGGENDOIIFF'S Biographisch-literarisches Handworterbuch zur Geschichte der 

exakten Wisscnschaftcn. 4. Bd. Lfg. 1, 2 u. 3, S. Y. B. 17. 
REICILILHDT, WII.IBAJ,II, l?ber veraligemeinorte Picardsche Iliffcrentialgleichiingen irn 

Gebiete der hyperellipt,ischen Funktionen erster O r d n u n ~  Ileigabe zum 
Jahresbericht des Wettiner Gymriasiums zu Dresden auf das Schuljahr 1901/02. 
Dresden, Teubncr. 

RIEN'S Hechentabellen für Multiplikation, S. W. B. 50. 
ROURBACH, C., Tierstnlligc logarithmisch-trigonomctrische Tafdn, a. N. B. 60. 
Rrmrn, Fmnr~aan,  Die Elemente der analytischen Geometrie. 2. Teil. Die analy- 

tische Geometrie des Raumes. a . ,  verb. Aufl. T~e ip ig  1901, 'Teiihner. 
geb. M. 3. 

S[:HIUK, W. C. L. van, Wellenlehre und Schall, S. N. B. 48. 
SG~SCRLIK,  FRANZ, Die Zins- und Zinseszins-Eechnunsn. Wicn, Pichlers Wittwe 

& Sohn. K. 1.  
SCIIODTE, P. H., Mehrdimensionale Geometrie, B. K. B. 14. 
SCHWFRING, KART., Sammlung von Aiifgaben ails der Arithmetik fiir hohorr Ijehr- 

anstalten. Erster Lehrgang. 2., verb. A d .  Freiburg i. B., Herder. 
hi. 0.80,  geb. M. 1.10. 

QELLENTAIN, B E ~ H A R D ,  Mathematischer Leitfaden mit besouderer Berücksichtigung 
der Navigation. Auf Veranlassung der kaiserl. Inspektion des Bildungswesens 
der Narinc bearbcitct. Sa ,  IV u. 400 S. m. 324 E'ig. Leipzig und Berlin, 
R. C*. Teiibner. geb. M. 8.40. 

STOLZ, OTTO und GXEINEK, J. A., Theoretische Arithmetik. (Teubners Sammlnng 
Bd. IV, 2.) II. Abt. Die Lehren von den Reihen und von den klomplexen 
Zahlen. Leipzig, Teubrier. M. 7 .20.  

TESSARI, D., La costruzione ùegli ingrenaggi, S. N. B. 15 .  
SIIIEME, HEIIM., Leitfaden der Mathematik für  Realanstaltcn. 1. Teil: Die Unter- 

stufe. Leipzig, Freytag. gcb. M. 1 . 6 0 .  
VAN'T HOFF. J. H., Acht Vortrage über phyciikalische Chemie, a. N. R. 49. 
Minr , . i .~ ' i~o~r .~,  A .  von, Die internationalen ahsoluten Xaike, inshesondcre die elek- 

trischen Maîse für Studierende der Klektrotechnik in Theorie und Anwendung 
dargestellt und durch Beispiele erliiutert. 3. Aufl. Uraunschweig, Vieweg 
& Sohn. M. 8. 

WEINIIOJ~DT, ERNST, Leitfaden der analytischen Geometrie. Auf Veranlassung der 
kaiserlichen Inspektion des Rildungswesens der Marine bearb. Leipzig und 
Bcrlin, Teubner. 

WIFJECKE, ERI~ST, Anschauliche Darstellung der Hauptsiitze der Planimetrie nach 
dem Prinzip der Bewegung. Begleitschrift zu Wieneckes beweglichen geo- 
metrischen F i y r e n .  1. Serie. BU, 16  S. Berlin, Winckelmann. 
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Von E. WOI~FFING in Stuttgart. 

[Die Abhandlungen, welche dem Verfasser und seinen Mitarbeitern nirht  zng2nglic.h 
waren, sind mit * bezeichmt.] 

Abkürzungen. 

A.A.  S. Bus dem Archiv der deutschen 
Seewarte Hambnrg 2 2  

A.A.P. Atti della R. Accademia d i  
Scieuze, 'l'orino 36-37 

A.B.W. Anzeiger der K K Akademie, 
Wien 1901. 

A.C.P. Annales de Chimie et  de Phy- 
sique, Paris 7 série 24-25 

A.D.N. Annaii di Patematica pura ed  ~ 
applicata, Milano 3. serie 5-6. 

A . E . N .  Annales de  l'kcole normale su- 
périeure, Paris 3. s k i e  18. 

A .P .  G.P. Archiv fiir die gesamte Phy- 
siologie, Bonn 85-87. 

A.  F. S.P. Archiv für systematische Philo- 
sophie, Berlin 6. 

A.G.C. Atti dell' Accad. üioënia d i  
Scienze naturali, Catania 4.  serie 14 .  

8 . 6 . 6 .  Abhandlungcn der K. Ge- 
sellsch. der Wissentlch.. Go t t i n~en .  u r 

Festschrift. 
A.Gr. Archiv der Mathematik und Phyeik. " ,  

Leipzig 3. Serie 2 3. 
B .H.  Annalen der Hydrographie und 

maritimen Meteorologie , lIamburg 
29-30. 

A. J. C. The Astrophysical Journal, Chi- 
cago 13-15. 

A. J.M. The American Journal of Mathe- 
matics, Baltimore 23. 

A.  J. 8. The Americari Journal of Science, 
New Haven 4. senes 12-13. 

A. J. W. Assekurarizjahrbuch, Wien 23. 
A.N. Acta Mathematica, Stockholm 25. 
A. N. Archives néerlandaises, IIaarlem 

2 série 4 ;  6 ; 7. 
II. N. G. H. Abhandlungen der natur- 

forschendeu Gesellschaft, Halle 22. 
A. Y. K. Astronomische Sachrichten, Kiel 

156-168. 

A.  N. 1,. Annalen der Katurphilosophie, 
Leipzig 1 

An. 31. Annuaire des hiathématicien~, 
Paris 1901-1402. 

A. ofal. Annals of Mathematics, Cam- 
bridge  mas^. 2 series 3. 

A. P.L. Annalen der Physik, Leipzig 
4 Serie 6-7. 

A. S.A. Analea de la  Sociedad cientifica 
Argentina, Buenos Ayres 52. 

A.  S.B. Annales de  l a  Socibté Scientifique 
de  Bruxelles, Louvain 25-26 

A. U. Cr. Annales do l'Université, Gre- 
noble 14. 

A . U . K h .  Annalen der K. K. Enirersitit 
Charkow 1901 

A. IJ. L. Universitets Arskrift, Lund 36. 
A . Y . A .  S. Bihang till K. Svenska Veten- 

skaps-Akademiens Handlingar, Stock 
holm 26. 

13. A. Bulletin A~tronomique , Paris 
1 8  1% 

B . A . B .  Rulletin de  l'Acad6mie R,oyale 
des Sciences, des lettres et des beaux 
arts, Bruxelles 1901. 

B.D. Rulletin den Sciences mathémati- 
ques,  .Paris 2 .  série 25. 

B.F. S. Ohersigt  af' Firiska Veteridtap~- 
Societetens Porhandlingar, Helsing- 
fors 43. 

B. G.L. Berichte der K. Sachs. Gesellsch. 
der Wiss., Leipzig 53. 

Bi.  Hiometrika, Camhridge 1 .  
B. 1. C. Bulletin international, Krakau 

1901. 
B. 111. Uibliotheca mathematica, Leipzig 

3.  Serie 2. 
B. S.V. Rulletin d e  la Société Vaudoise 

des Sciences Katurelles, Lausanne 
4. s h i e  37. 
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R.Z."A. Rcitriige zur Akustik 3. 
C. Casopis, I h g  31. 
C.A. E. Centralblatt fiir Akkumulatorcn- 

iind Elementenknnde, Halle 2 .  
C .  G.IJ. Centralblatt für da?, gewerb- 

liche Unterrichtswesen in Osterreich, 
Wien 1900. 

C, DG. Centralhlatt für Mineralogie 
und Geologie 18. 

C N. The ChemicalNews. T)ondon 84-85. 
C.P.L. ~ommunicationg from t h e  Phy- 

sical Latioratory a t  the University, 
Leiden. 

C.R. Comptes Rendus bebdornadaires 
des Séances de l'Ac. des Sciences, 
Paris 133-134. 

Cr. Journal für reine und angewandte 
Mathematik, Berlin 124. 

C .  R.R. Corresuondenzblatt des R'atur- . -~ 

for~chervereina, Riga. 
D.A.W.  Ilenk~chriften der K. K. Aka- 

demie der Wis~enschaften . W i m  69. 
D. Il. Deutscher Hausschatz , Regens- 

bnrg 26. 
D.31. Die Mechaniker, Berlin 9-10. 
D. M. Z. Deutsche Mechanikerzeitung, 

Berlin 1900. 
D. V. DI. Jahresbericht der Deutschen Ms- 

thematikervereinigung, Leipzig 11. 
D. Ti. Z. DeiitscheVersi<:hen~n~azeit~c:hrift, 

Berlin 1902. 
E. C. Z. E:lektrochcruische Zeitschrift, 

Berlin 7. 
E.E. L'éclairage électrique, Paris 28 

bis 30. 
F. C. Forstwisscnschaftliches Centralblatt, 

Rerlin 23. 
G.R. Giornale di Matematiche. Napoli 39. 
G . E .  Gliickauf, Essen 37. 
G.11 .R .  Gazeta matematica, Bukarest 7. 
G.Z. Geographische Zeitschrift, Leip- 

zig 7. 
1. ,4. M. Illustricrte aëronautische Mit- 

teilungen, StraS~burg 5. 
1. DI. L11nt,ermédiaire des Mathématiciens, 

Paris B. 
LI1.A. F. Internationale Revue iiber die 

gesamtcn Armecn und Flotten,  Dres- 
den 18. 

J. E. P. Journal de l 'kole  polytechnique, 
Paris 2. sériès 6. 

J. F. 1. Journal of the Franklin Institution, 
Washington 151. 

J.Y. S. W. Journal of the Roval Societr 
of New South Wales, ~ ~ d n e y  34. 

" 

J.P. Journal de physique, Paris 3. sériel0; 
4. série 1. 

1 .  P.C. The doiirnal of P h y ~ i c a l  Chemistry, 
Ithaca 5. 

J.P.R.  Jahrbuch fiir Photographie nnd 
Bcproduktionstechnik, Halle 15. 

J. R. P. C. B. Journal der Rues. physico- 
chemiechen Gesellschaft , Petersburg 
32-33. 

J. S. (X. Jahresbericht der Sehlesischen 
Gesellschaft für vaterlandische Kd tu r ,  
Breslan 1900. 

J. S. G .  B. Jahrbuch der Schiffsbautech- 
nischen Gesellschaft, Berlin 2. 

.J. S.M. Jornal de  Sciencias mathema- 
ticas e astronomicas, Porto. 

J. T. Mitteilungen der Mathematico- 
physikalischen Gesellschaft, Tokio 8. 

J. 11. Jahrcehefte des Vereins fiir Mathe- 
luatik und h'aturwiusen.ichal't, Ulm 10. 

J. U. S. A. Journal of the  United States Ar- 
tillerg, Fort  Mrinroe, Virg. 1'301. 

J .  V.N. S. .JaiuesheSte des Vereius fiir 
vaterliindischc Naturkunde , Stuttgart 
57. 

K.D.B. Klimat, Petershiirg (niss., franz., 
engl., deutsch) 1-2. 

K.T. Der Kulturtechniker, Breslau 1901. 
K. Z. Kriegstechnische Zeitschrift, Ber- 

lin 4. 
L.M.B. Laboralorium und Museum, 

Rerlin 1901. 
M. A. &fathematischehonalcn, Leipzig.55. 
>I.A.A. Verhandelingen van de  K. Akad. 

van Wetenschapen, Amsterdam 7.  
M. A. G .  Mitteilungen iibcr Gegenstiinde 

des Artillerie- und Geniewesens, Wien 
1901-1902. 

11.C.W. RIonatuhcfte fiir Chemie, Wicn 
22. 

31. F. 1. Mitteilungen über B'orschungs- 
arbciten auf dem Gebiet des Inge- 
nieurivesens. Berlin 1 2. 

8I.H. Monat~hefte fiir Rlatliematik und 
Physik, Wien 13. 

R1.M. The Messeneer of Mathematics. " 
Loridon 30. 

M.M.  F. Ameriran Mathematical Monthly, 
Springfield 8-9. 

M . Y . A . S .  Monthly 'Jotices of the R. 
dstronomical Society, London 6 8 .  

M . P . A .  Le matematiche pure e d  appli- 
m t e ,  Città d i  Calitello 1-2. 

11. P. O .  Spaczinskis Bote der Experi- 
mentdphysik und elementaren Mathe- 
rnatik, Odessa 26-27. 

3I.R.B. Marine-Rundschau, Berlin 1900.  
31. S. G. K. Vetenskaps ochVitterhetssam- 

halleu Haudlingar, Goteborg 4. Serie 3. 
M.F. D. S. Mitteilungen des Vereins deut- 

scher StraSscnbahn- und Klcinhahn- 
verwaltiin~en. Berlin 1901. . > ~  7 ~ 

JI.*. 'ililitiirwochenblatt, Berlin 1900. 
DI. W.C. W. hlonatsbktter des wissen- 

~cbaftl ichen Club?, Wieu 21. 
JI. W.E. Monthly Weathcr Review, 28. 
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M.y.R.11. Memorias y Revista de  la So- 
ciedad Cientifica ,,Antonio Alzate", 
Mejico 14;  16.  

JI. Z. Meteurologische Zeitsçhrift, Wien 
19.  

N .  Nature,  London 65. 
N. A. Nouvelles Annales de  Nathérneti- 

ques 4. Série 2. 
N. A. W. Nieuw Arçhief voor Uriskunde, 

2. Serie 5. 
N. C.P. il Nuovo Cimenta, Pisa 5. serie 2. 
N. G. G .  Nachrichten von der K. Gesell- 

schaft der Wissensch., Gottingen 
l9OO-l9Ol. 

N. J. M. Neues Jahrbuch fiir Mineralogie, 
Geologie und PalBontologie, Stuttgart 
1901-1902. 

X.JL Naturwissenschaftliche Rundschau, 
Hrau~ischweig 16.  

6.M. Osterreichische Mittelschule, Wien 
1900-1901. 

O.  Y. Z. nsterreichische Versicheriing~- 
zeitung, Wien 1902. 

P. I'rometheus, Berlin 12. 
P. A. Bo. Proceedings of the  American 

academy of arts and science, Boston 
37. 

P. C.P. S. Proceedings of the Cambridge 
Philosophical Society, Cambridge 11.  

P. G. M. Petermanns geographische Mit- 
tcilungen , Gotha 47. 

Pit. Il Pitagora, Palermo 8.  
P. L . I .  S. Proceedings of the London 

Mathematical Society 33. 
P. N. Philosophical Xagazine, London 

6. series 2-3. 
P. II. R .  Periodico di  Matematica. Livorno 

2. serie 4. 
P. K. S. W. Proceedinm of theRoyal Socie- 

t y  of New ~ o u t h ~ ~ a l e s ,  s&ey 34. 
P. P. S. L. Proceedings of the Physical 

Society, London 17.  
P.K. The Physiçd  Review, New York 

13-14. 
P. R. I.A. Proceedings of the R,oyal 

Irish Aeademy, Dublin 3 series 6. 
P.R. S.E. Proceedings of the Hoyal So- 

ciety of Edinburgh 23. 
P.R. S.L. Proceedings of the Royal 

Society, London 68. 
P. S.D. Scientific Proceedings of the  

Royal Dublin Society, Dublin 9. 
P. Z. Physikalische Zeitschrift , Gottin- 

gen 3. 
R.A.A.  Reports of the Australasien Asso- 

ciation for t he  advancement of science 
Melbourne 8.  

R. A. L. R. Rendiconti della Reale Acca- 
demia dei Lincei, Roma 5.  serie 
10-11. 

R.  A. N. Rendiconti della Reale Acca- 
demia di  Scienze Fisiche e Naturali, 
h'apoli 3. serie 8. 

R.C.L. Revista de Ciençias, Lima 4-5. 
R. C.1I.P. Rendiconti del Circolo Mate- 

rnatico, l'alermo 15-16. 
R.F. M. Rivista di  E'isica, Matematica e 

Scienzi naturali, Pavia 4-5. 
R. B. O.  Revue gén6rale des Sciences, 

Paris 12.  
R . I . L .  Rendiconti del R. Istituto di 

scienzo e lettore, Milano 2. serie 34. 
R . I .  Bivista di  Matematica, Torino 7 .  
R. S. M. Sammelschrift der SevCenko- 

geselischaft der Wissenschaften, Lcm- 
berg 7. 

S. Science, New York 14.  
S.A. B. Sitzungsberic,hte der K. Preus- 

sischen Akad. der Wissenschaften, 
Berlin 1901-1902. 

S.A. JI. Sitzungsberichte der Math - 
Phys. Kiasse der K. Bayr. Akad. der 
Wiss., Miinchen 31. 

S. A.  W. Sitzungsbenchte der Math. 
Naturwiss. Klasse der K. K. Akad. der 
Wissenschaften, Wien 109-110. 

S. 1. D. Sitzungsberiçhte der Natumissen- 
schaftlichen Gesellschaft Isis, Dresden 
1901. 

S .L .  Sirius, Leipzig 1900. 
S.31. Bulletin de  l a  Société Mathéma- 

tique de France, Paris '29. 
8.1I.Am. Bulletin of the  American 11%- 

thematical Society, New York 2.  serieri 
7-8. 

S.M.B. Sitzungsberichte der Berliner 
Math. Geseilschaft, Leipzig 1301-1902. 

S. BI. M. Sammelschrift der Mathem. Ge- 
sellschaft Moskau 2 2 .  

S.P. Bulletin de  l a  Société impériale d c ~  
naturalistes, Moskau 1902. 

S.P.M. Memoirs and Proceedings of the  
T,iterary and Philosophical Society, 
Manchester 5. series 6. 

S. V. N. W. Schriften des Vereins ziir 
Verbreitung naturwissenschaftlicher 
Kenntnisse, m i e n  40. 

T. A I .  E.E. Transactions of the Amen- 
can Institute of Electrical Engineers 18. 

T. E. The Electrician, London 47-48 
T.M. Nyt Tidskrift for Mathematik 

12-13. 
T. M. W. Terrestrial Magnetism, Washing- 

ton. 
T.K. Z.I. Transactions and Proceedings 

of the  New Zealand Institute, Welling- 
ton 33. 

T.R. S. L. Philosophical Transactions of 
the  Boyal Society, London 106-197. 

T. S. L. Transactions of the  Academy of 
Science, St. Louis 10-11. 
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W. Praze matematyzno-fizyzne, War- 1 Z.K.M. Zeitschrift für Krystallographie 
schau 12. und Mineralogie, Leipzig 34-35. 

LI,. Zeitachrirt fiïr Lilftschiff'ahrt und 1 Physik der Athmosphare, Berlin 1900. 
1 Z. L. S. Zeitschrift für lateinlose Schulen, 

C.N.N. Cnterrichtsblatter für Mathe- 
matik und Neturwissenschaften, Bcr- 
lin 7-8. 

V. A. a. Vierte1,jahrsschrift der astr .  Ge- 
sellschaft, Leipzig 1900-1901. 

V. '1. S. Handlingar af K.  Svenska Vetens- 
kaps ilkademien, Stockholm 33. 

V.K.V.H. Verhandli~ngen des natur- 
wissenschaftlichen Vereins, Hamburg- 
Xltona 3. Serie 8. 

V.W. De Vriend der Wiskundc. Culem- 
borg 17 ;  Supplement 13. 

W.U. Das Wetter, Berlin 18. 
W. M. Wiadomosci matematvczne. War- ., , 

schsu ô. 
W. JI. K. Wissenschaftliche Meeresunter- 

suchungen, Kiel 2.  Serie 4. 
1. R. Zeitschnft für Beleuchtiingswesen 7. 
Z.E. Zeitschrifi fiir Elektrochemie, 

Halle 7. 
Z. F. Zeitschrift fiir Fors twes~n,  Berlin 3.7. 
Z.B. Zeitschrift für math. u.  natumies.  

Unterricht, Leipzig 33-33. 
Z.I. Zeitschrift für Instrumentenkunde, 

Berlin 21-22. 

I!eipzig 11. 
Z. 0. G. Zt:it,sc:hriftfiirdie fisterreichischen 

nasien, Wien 1900. 
Z.~%iLschrift iiir phgsihal. u. ehem. 

Cnterricht, nerlin 14-1 5. 
Z. P. C .  Zeitschrift für physikalische 

Chemie 36-38, 
2. P.K. Zeitschrift für Philosophie und 

philosoph. Kritik, Leipzig 118. 
Z.P.P. Zeitschrift fiir Psychologie und 

Physiologie der Sinnesorgane, Leipzig 
24. 

Z.K. Zeitfichrift für Realschulweeen, 
Wien 1900. 

Z.R.H. Zeit,schrift fiir R,eproduktions- 
technik, IIslle 3. 

Z.K.W. L. Zeitschrift des rheinisch-west- 
FilischenLanrlmeseervereins, Kassel 21. 

Z. S. Zeitschrift fiir Mathematik u. Phy- 
sik, Leipzig 47. 

Z. V. Zeitschrift für  Vermessungsweseu, 
Stuttgart 30-31. 

A. Aligemeines. 

Pr in r ip i rn  d e r  m g e w a n ù t e n  
Matliematik. 

1. *A. Fcheye. Über das Prinzip der 
Stetigkeit in der mat,h. Behandlung der 
Naturwissenschaften. An. N.L. 20. 

Geschiehte d e r  angewandten 
Matheniatik. 

2. TV. Schnzidt. Physikalisches und 
Technisches bei Philon von Byzanz. 
B.M. 377. 

Siehe auch 12. 

4. J. Wellstein. Über das Stiidium 
der angewandtenhfathematik. D.V.M.198. 

Siehe auch 149. 

Mafssysteme. 

5. *E Raverot. Le systi:me ddcimsl 
et  la, mesure du temps et  des angles. 
E.E. 29 464. 

6. *J. d e  Bey-Puilhade. Principes de 
l'application de la division décimale du 
jour siix mesures élect,romagnétirliie~. 
E.E. 29. 158. 

des Uriterrichtsbetriebs i n  der ang: 8. B Russell.  Sur l a  logique des rela- 
wandten Mathematik. D.V. M. 26. tions. R.M. 117. 

Pâdagngik d e r  angewandten 
Mathematik. 

3. P. Stackel. Über die Entwickliine 

B. Analysis und Aigebra. 

Logikkalkiil. 

7 .  G 67 Y u l e .  On the  theory of 
logical class-freqnencies and its geometri- 
cal renresentation. T. R. S. L. 197. 91. 

Wahrscheinlichkeitsrechnuiig. 1 10. *H. Brtjmse und E Rrimsehl. 
Untersuchun~en zurWahrscheinlichkeits- 

9. E. J R i l f f i y  Litteraturverzeichnis lchre. Z. P. K. 145. 
zurWahrscheinlichkeit~rer.hn11ng~ I1.V.Z. 11. J. Hntcsdorf. Beitriigc zur Wahr- 
NO. 17-19. ; scheinlichkeiturechnung. B. G. L .  152.  
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12. *E. Perrier. P a ~ c a l ,  crEateur du 
calcul des probabilités et précurseur du  
calcul intégral. R.G. O. 482. 

13. W. Gosieuxiii. Z tcoryi. rachun- 
ku prawdopodobieiistma. (Ubw die 
Theorie der Wahracheinlichkeitsrech- 
niing.) W. M. 76. 

14. P. A. ATckrasaw. Po povodu odnoj 
proste.jiej teorerny O versjitnostjach summ 
i srednich velitin. (über den Gmnd , 
eines sehr einfachen Lehrsatzes über ' 
Wahsüheinlichkeiten von Summen und 
Mittelwerten von GrXsen.) S. M. 31 225. 

15. P. A. hTe7crasovi. Novyja osnovania 
utcnija O ver0,jatnostjach summ i sred- 
nich velitin. II. (Neue Darlegurig der 
Lehre von den Wahrscheinlichkeiten der 
Summen und Mittelwerte von Gr6fsen.j 
S.M.M. 323. 

16. *A. M. Liapounof. Antwort an  
ITem P. Nrkra,iisof (nip~.). A.U. Kh. 61. 

17. W., Gosiewski. O prawie wielkich 
liezb. (Uber das Geseta der grofsen 
Zahlen.) m'.M. 89. 

18. P. Nansion.  Démonst'rstion du 
théorème d e  Jacques Bernoulli. A. S. B. 26. 
A. 67. 

19. I L  B. Timerding. Die Bcrnoulli- 
sche Wcrtetheorie. Z. S. 321. 

20. J. Andrade. A propos de deux 
problèmes de prohabilités. J. E.P. 119. 

21. C. Moreau. Au sujet d'une question 
de probabilité. LM. 311. 

Siehe aiich 55; 2.57. 

Metùode der kleinsten Qiiadrate. 
22. P. ITatt. Jonction d'un réseau tri- 

gonometrique fermé. C .  &. 133 666. 

Fehlerrealinung. 

29. E:Cohn. Uber die Berechnung des 
mittleren Fehlers aus den wahrschein- 
lichsten Beobachtungsfehlern. A.N.K. 156. 
305. 

24. K. Pearson. On lines and planes 
of closest fit to systcms of points in 
space. P.M. 4. 559. 

25. *L. Hermann. Die Bedeutung der 
Pehlerrwhniing hei der harmoniuchen 
Analyse von Kurven. A. F.G.P. 86. 92. 
- E. Lindelof: 87. 597. 

26. IC Pearson. O n  the mathematical 
theory of errors of judgment, with spc- 
cial reference to the persona1 equation. 
l'.IL.S.Ii. 369. 

21.  *E. Lindeifif und H. Pipping. 
Über die Berechnung der Beobachtunga- 
fehler bei der  Ausmessung von Klang- 
kurven. A.F. G .  P. 85. 69. 

28. Z. Krüger. Zur Ausgleichungvon 
Pulygonen und von Ureiecksketten und 
iiber die internationale Naherungsformel 
f ïu den mittlercn Winkelfehler. Z.S. 1 6 7 .  

28. C. Aimonetti. Un esaminatore di 
livelle del costmttore Bamberg. A. AS.  
37. 181. 

30. A. Galle. Zur Ausgleichung von 
Polhohenbeobachturigen. A. K ,  K. 156. 
113. 

31. L. Descrois. Sur la discussion ma- 
thématioue des séries d'observations 
météorologiques. RI.y,R.M. 14. 295. 

32. J. Hal-tmann. LTher die Korrek- 
tion eines periodischen Fehlers in der 
Hewegung des Potsdamer 80 cm h f r a k -  
tors. A.N.K 158. 1. 

Siehe auch 265; 256; 258; 680. 

33. K. P e a m n .  Mathematical contri- 
butions to  t he  theory of evolution. 
P.B.S.L. 372. 

34. M. Reeton and K. Pearson. On 
the inheritance of duration of life, and 
on the  intensity of natural selection in  
man. Bi. 50. 

39. K. Pearson. Supplemerit to a 
memoir of skew variat,ion. S. R.S.L 197. 
443 

36. A. Lee. A first study of the cor- 
relation of the human skull. T.H.S L 
196. 225. 

37. L. Camerano. Lu studio quanti- 
tativo degli organismi e gli indici di 
mancanza di  correlazione e di  assimmetria. 
h.h.T. 36. 639. 

Siehe auch 1 9 ;  26.  

88. A. O Powys. Date for the pro- 
blcm of evolution in man. Ri. 30. 

39. W. F. R. Weldon. A b s t  stud: 
of natural  selection in  Clausilia laminata 
jMont,agiie). Bi. 109. 

40. Kewchel. Die Mathematik der 
Lebensversicherung. A. J .  W.  

4 1. B. Danielezcicz. System uniwer- 
salny znalrowania w technice ubczpicczei 
iyciowy ch. (Sy ateni einer allgemeineri 
Bezeichnung in der Sechnik der Leliens- 
versichcrung.) W. M. 98. 

42. Amthor. Die Berechnung r ies 
Prozentsatzes der Ver~a l tun~skos t en  in 
der Lebensversichening. A. J.W. 
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43. P. Radtke. Prarnien und Pramien- 
reserven der Unfdlversichemng. !).Y. X. 
No. 5ff. 

Spiele. 

44. *L. Bachelier. Theorie mathé- 
matique du jeu. A . E . N .  143. 

46. C. L. Bouton. Nim, a game with 
a comnlete rnathcmatieal theorv. A of 
M. 35.' 

46. P. A. Mac Mahon. Magic squares 
and other problcms upon a chess-board. 
N. 447. - C. Plank. 609. 

Kumerisehes Rechnen. 

47. *- . Über Rechenhilfsmittcl. 
Z.E.W.L. 54.  

48. ,T Jonescu. Proba prin 9 a ope- 
ratiunilor prescurtate. (Ncunerprobe mi t  
abgekürzten Operationen). S. M. B. 7. 175. 

49. R. Grilli. Metodi d i  Horner per 
eseguire l a  divisione di diie polinomi 
Pit. 86. 

60. G. L. N. II de Laive. Een vijfde 
methode voor de oplossing von n vergelij- 
kingen van den earsten graad met n 
oribekenden V.W. 17. 18; 8G. 

61. 1' Bolguschin. O b  isvlebenii 
kvadratnago kornja. &-ber die Aus- 
ziehung der Quadratwur~el.) M.P. O. 27. 
133. 

0.2. li: W. W. B. Ein elcmentares Ver- 
fahren zur Berechnung der briggitichen 
Logarithmen. C.R.R. 23. 

Siehe auch 806. 

53. T. N. Thiele. E n  til naermelses 
metode til roduddragning. T.M. 13.  B. 1.  

64. Hother. Niiherunggformeln für 
p. 

zP + a z  = b und v x 5  + y%. Z.V. 30 .654 .  
65. M. Lazzarzni. Cn' applicaeione 

del calcolo della nrobabilità alla ricerca 
sperimentale di  Ln vslore approssimato 
di n. P.M.R. 140. 

56. G. Peirce. A courious approxi- 
mate construction for z. S. M. Am. 7 .  426. 
- B. Lemoiqze. 8. 137. 

57. C .  Pesci. Sulla ricerca del  ,,Io- 
garitrnoeeno" e del ,,logaritmotangenteLL 
degli archi piccoli. P.hl .R. 67 ; 105. 

58. U. Ditzi. Siir l a  mcthode des 
approximations successives pour les 
équations aux dérivées partielles du 
2. ordre. AM. l a n .  

69. A. Schlezwinger. Cber Verhiiltriis- 
zahlen eur Absteckung von Kreisbogen. 
2.v. 30. 657. 

Siehe auch 2 8 ;  5 1 5 ;  516. 

Numerisehe Gleichungen. 

60. C. .T. de la Vallée Poussin. Sur 
les relations qui existent entre les ra- 
cines d'une équation algkbrique et  celles 
de sa d6riv6e. A.S.R. 26. B. 1. 

61. R. Perrin. Sur la séparation et 
le calcul dos racines réelles des équations. 
C.R. 133. 1189. 

Ge. A. I'cl2et. Calcul des racines 
réelles d'une équat,ion. C. lL 133. 917;  
1180. 

63. A. Pellet. Sur l a  méthode d'appro- 
ximation de Newton. S M. 228. 

64. A. Lindhagen. Orn Newtons 
approximations method. T.X. 12. B. 89. 

65. R. Higrr. Xaheriingsweise Aiif- 
lvsung von numerischen hoheren Glei- 
chungen. U.M.N. 8.  8. 

66. A. Pellet. Sur l a  mdthode d'appro- 
ximation de  Newton. S.M. 320. 

67. C. A. Chant. The roots of the 
equation u = tan u .  K. 247. 

68. 'P.  Stackel. Untersuchune der - 
Gleichung l3 = y - "- 4x . W.M.Kl64.  

1 - q  
G!). R. Skutsch. Über ~leichurigswageri. 

%.S. 8% 
Siehe auch 76;  370. 

In terpola t ion .  

70. *T. L. Hudson. A new method 
of interpolation. N.N.A.  S. 17.  

71 .  M. Ernst .  0.  nowyni weorze inter- 
p,olacyjnym dla  widma pryzmatycznego. 
@ber eine neue Interpolationsformel für 
das Priùmenspektmm.) 'p. W. 220. 

Mittelwerte.  

72. E. v. Rijkesuorsel. Taleurs moy- 
ennes et  valeurs normales en météoro- 
logie. A.N. 6. 367. 

Siehe auch 14;  15. 

Harmonische Analyse. 

Siehe 25 

Logar i thmen.  

73. *A. .Breuer. Logarithmcnberech- 
nung. Z. O.G. 873. 

7 4 .  S .  Gundelfinger. Zur Berechriung 
der Gaursschen Logarithmen für kleine 
Worte von B resp. zugehorige Werte 
von A. Cr. 124.  87.  

Siehe ailch 52. 
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C. Geometrie. 

Nomogrnpliie. 1 
75. F. Villureal. Komografia. A.C.L. / 

4. 234; 245. 
76. 211. d'0cagne. Sur l a  résolution 

nomographique des équations algébri- 
ques. N.A. 49. 

7 i .  * H Macht. Anleitnng zu einem 
graphischen Verfahren, die lineare Aus- 
dehriung von Korperri im Verliiiltriia zu 
einer geforderten Vergrorserung oder 
Vcrkleinerung deti kubischcn Inhelts zu 
verandem. C. G.U. 454. 

Siehe auch 97. 

Gruphischer Kalkul. 

78. H. Brocard. Thalnation graphique: 
n = i 2  + 1/3. 1.N. 268. - IV. Qui?zt, 
B. Lemoine. 269. 

79. J. Sobotlca. Uvahy O grafickém 
integrovani differencialnich rovnichlavnë 
1inearnVch arvého iadu. (Betrachtuneen 

linearen er&x 0rd;ng.) C. 10;  9 7 :  177. 
80. R. A. Lehfeld. Note on the gra- 

ahical treatment of exlierimental curves. 
R.P. S.L. 605. 

81. E. Humnier. Über da8 Hohen- 
diagramm tiei der halbtrigonometrischen 
Hühenaufnahme und bei der Mektisch- 
tacheometrie. Z. 1. 22 .  81. 

62. *M.  H. Bauer. Graphische Me- 
thoden zur Bestimmuiig von statischeu 
Gleichgeaichtslagen desSchiEs im glatten 
Wasser. J. S.G.U. 181. 

83. M. A. Sanchez. Ilesoluciun grafica 
trigonométrica. E. C.L. 4. 249. 
Sichc auch 97; 262;  262; 458; 713; 718; 

8 5 4 ;  855. 

84. H. Rraid. Sur l a  trisection de 
l'ancle. LM. 304. 

88. B. Cariara. 1 t r e  problemi claa- 
sici degli antichi in relaziane ai  rccenti 
rifioltati della scienza. H.F.M. 4. 208; 
304; 492;  5. 2 5 ;  114; 296. 

83. E. 11. Escott.  Longueur approckée 
d'un arc de  cercle. 1.31. 260. 

90. *J. Sterba. Niherungsweise Reliti- 
iikation der Parabel. 0.U. 1901. 74. 

91. *J. Sterùa. K2xrurigsweise Eekt,i- 
filtation der Ellipse. O .M.  1900. 77. 

Siehe aiich 78. 

92. G. H. K,nilibs. O n  the relaiiun 
in determiniug the  volumen of solids 
whose parallel transverse sections are 
nic functions of their position o n  the 
axis between the  nuruber,' position aud 
coefficients of the sections and the 
(poeitive) indices of the functions. 
J.N.S.W. 36. 

93. "J. W. Eysack. Berechnung des 
Rauminhalts eines Rotationsparak)oloids 
mit  Hilfe des Lehrsatzes von Cavalieri. 
Z.R. 335. 

Mechaiiisahe Qiiadratur. 

94. 1;: II. Seares. Sur les quadratures 
mécaniques. B.A. 18. 401. 

95. O. C'allandreau. Sur l'applicatioii 
d'une formule de  quadrature mécanique 
à l'évaluation d'une integrale dkpeniiaut 
des fonctions elliptiques. B.A. 18. 449. 

96. *-M. Chrapkowski. Anwendung des 
Beilplanimeters zur Berschnung imtegel- 
malsiger ebener Fliichen und seineprak- 
tivche Bedeutung für den Gebraucli an 
Hord S. M. Schilfe zur IJerechnung der 
Maschinenleiutungen. M. R. B. 717; 833. 

Verbiiiùungskurven. 

87. C. J. Merfield. Tables to facilitate 
the location of the cubic parabola. 
J. N. S.W. 281. 

85. II .  Urucartl, P. Barburin. Divi- ' 
sion approximative ,je la ,,kcOnférence 97. A. fil-ris. Sur les rapports entre 

maschinen. Z.V. 31. 171. 
100. 31. So/'sna. Krgebnisse einer 

Zuverl&ssigkeitsuntcrsuchuiig mit der 
Heühenmaschine ,,BrunsvigaLL. Z.V. 30. 
G36. Siehe auch 69. 

en n partie8 cigales. I.M. 324. 
86. P. W. J. Nuttaar. Aanteekening 

bij eene constructië van een hoek van 
20'. V.W. Suppl. 13. 30. 

l e  calcul mecanique et le calcul gra- 
lJhiclue. S.M. 16'. 

98. *A. Nzstler. Uurrough's hdditions- 
maschine. D.H. Ko. 46. 

99. I i e l l iw  Dividieren aufbddit~ona- 
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Yektorenrechnung. 

101. B. ~Nurcoiongo. Teoria dei vettori. 
M.P.A.  1. 1 9 3 ;  217. 

102. A. Kneser. !eue Uegründung 
der Proportions- und Ahnlichkeitalehre, 
unahhangig vom Archimedischen Axiom 
und dem Begriff des Incommensuraheln. 
8.M.U. 4. 

10%. TC. A'aetsch. t 'ber  ein i n  der 
Vektoranslysis auftretendes System par- 
tieller L)ifferentialgleichungeri 1 .  Ord- 
nung. S. I.D. 10. 

Siehe auch 318. 

Ausdehnungslehre.  

104. C. Buruli-E'orti. Applicazioni del 
metodo di GraCsmann. M.P.A.  1. 269; 
2. 21; 

109. C. Burali-Ebrti. Il rrietodo di 
Grakmann nella geometria proiettiva. 
R.C.N.P. 15. 310. 

Quaternionen. 

106. *A. Mucfarlune. Differentiation 
in the quaternion analysis. P.R.I.A. 199. 

107. lr E'ische~. Eine Anwendung der 
Quaternionentheorie auf die thermo- 
dynamischen Gleichungen. Cr. 124. 93. 

Zeiehenwerkzeuge. 

108. A. G. Greenhill. Appareil até- 
rdoscopique pour mettre en relief les 
figures géométriques se rapportant aux 
fonctions elliptiques. S. M. 172. 

109. II. Brocard. Procédés pour dé- 
terminer le rayon d'une sphère. LM. 283. 

110. Potrolz. Sur l a  génération de  
quelques courbes remarquables par  l e  
campplographe du P. Marc L)echevrens. 
A .  8.H.  26. 13. 41. 

Siehe auch 861. 

Darstellende Geometrie. 

111. G. Loma. Sur quelques problèmes 
élémentaires de géométrie descriptive i. 
3 et 4 dimensions. A. Gr. 2. 267. 

112. *-. Verfahren zur Daratellunt. 
von Dnrchdringiingakiirven zweier ~1; 
chen. C.G.U. 79. 

113. *-. Llaratellunp von Durch- 
dringnngskurven. C. G. Ti=: 238. 

114. *-. Darstellung von Durch- 
drin,pngskurven zweier E'laclien fiir 
Lehrawecke. TA. $1. H. 159. 

wendung in  der darstellenden Geometrie. 
S.A.W. 110. 50. 

116.  C.  Rodenberg. f ~ h m  dia Schnitt- 
kurven zweier kongruenter Ringflachen 
uud ihr Zerfalleri in Kreioe. Z.S. 196. 

Proje id ion.  

117. S. L. I'enfield. On the  use of 
the atereogrsphic projection for geogra- 
phical maps and sailing charts. A. J. S. 13. 
246. 

118. *8. L. Penfield. c b e r  die An- 
wendung der stereographischen Projek 
tion. Z. K.IL 30. 1. 

119. 8'. Amodeo. Xapprcsentazione 
stereografica delle figure del10 spaaio 
ne1 piano. M.P.A.Z. 3. 

Perspektive.  

120. *E Sommer. Liber VerstoSse 
gegen die Regelnder Perspektive. Z. R. B. 
66. 

Schattcnkonstruktionen. 

1?1. O. CTmger. Über ein Koristruk- 
tionsprinzip und seine Venvertung Eiei 
der Schattcnbestimmung an DrchflLchen. 
Z. S. 467. 

I'hotogramnietrie. 

122. 'E. Doleial. Arbeiten und Fort- 
schritte auf dern Gehiet der Photo- 
grammetrie im Jahre 1900. J.P.R. 337; 
370. 

123. *B. Doleial. Photogrammetrie 
iind ihre Anwendungen. S.V.N.W. 247. 

124. E. UoleZaE. Das Problem der 5und 
3 Strahlen in  der Photogrammetrie. 
Z.S. 29. 

125. Doleial. tfber das Gesichts- und 
Aufnahmefeld bei photogrammetrischen 
Aufnahmen. Z.V. 31. 101. 

126. *A. Gleichevb. Geometrische Kon- 
struktionen neben der Methode der 
Diirchrechnung bei photographischcn 
Objekten. D.M.  10.  1; 16. 

1 2 1 .  *M. Scl~ujavzrnann. Zur Krystall- 
photogrammetrie. N..J.)I. 1901. 1. 9. 

128. H. LwdendorJf: Cber Fehler, die 
beim Aufkopieren von Normalgittern 
aiif phatographische Platten entstehen 
konnen. A.N.K. 157. 1 .  

129. G. A. 13e1,~sulech. La constitution 
de l'étincelle klectrique. J.P. 1. 76. 

130. P. C. Sanchez. MBmoire sur la 
méthode des levées topophotographiques. 
M. v.B. M. 16. 36. 

115. A. Adler. Zur sphlrischen ' i31. Loev:y. &tude des conditions i 
Abbildung der $'lichen nach ihrer An- réaliser dana l'exécution des clichées 
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pour obtenir l'homogénéité et l e  maxi- 
mum d'exactitude dans l a  déterruination 
des coordonnées des images stellaires. 
C . R .  134. 381. 

Krystallographie. 

132. *S. Srnola+. Einigc neue Auf- 
gaben aua der mathematischen Krystallo- 
graphie. Z.K.M. 35. 430. 

133. F. Wallerant. Sur  quelque^ con- 
ceptions en crgstallographie. R. B. 0.671. 

131. *6. v. Eédorew. Cber Krystall- 
syeteme. C. M. G. 545. 

136. 'V.  de Souzu-Brandüo. c b e r  
Krystallsysteme. N. J .M. 1901. II. 37. 

156. *W. B u ~ l o w .  Die Symmetrie der 
Kryatalle. Z.K.M. 34. 1. 

137. *B. v. E'edorow. Beitrage zur 
zonalen Krystallographie. %. K. bI. 34. 
133; 35. 75. 

Siehe auch 826. 

D. Mechanik. 

Prinzipien der Nechanik. 

138. 1,. Künigsberger. Die Prinzipien 
der Mechauik für ruelirere uriabhiingige 
Variablen. S. A.B. 1901. 1092; Cr. 124. 
202. 

139. *P. Tan~zerg. Galilée et  les 
principes de  l a  dynamique. K.  G .  O. 330. 

140. h: H e m .  Uber die Hertzsühe 
Mechanik. S. M.U. 12. 

141. Y'. Schwartze. Uyuamische Be- 
trachtungen über mechanische Funda- 
mentalbegriffe U.M. K. 8. 11. 

142. Combebiac. Sur l a  force vive 
utilisable. S. M. 314. 

148. A .  F. Sundell. T b e r  den von 
Duhamel be,pündeten Beweis des Prin- 
zips der virtuellen Geschwindigkeiten. 
B .F .  S. 287. 

144. P. Appell. Suc le principe de la 
moindre contrainte. An. M. 407. 

146. A. Wussnluth. Uas Kestglied 
bei der Transformation des Zwanges in 
allgemeinen Boordinatcn. S.A.W. 110. 
387. 

146. A.  Voss. Über die Prinzipe von 
Hamilton und Maupertuis. N. O. C;. 1900. 
322. 

147. *LI. Kleinpeter. Fonuulieiung 
des Tragheitsgesetzes. A. F. S. P. 4131. 

1413. V. A. Jtilius. Sur le mouvement 
absolu. A.N. 6. 285. 

149. T.V. Osktiuld. Über die Ein- 
fühiung des Begries der Arbeit beim 
Unterricht in der Mechanik. Z.H. 33. 10. 

Siehe auch 160; 185. 

150. L. TorrEs. Sur lhti l i t8 des exem- 
ples cinéiuatiyues dam l'exposition des 
théorics niathematiquc:~. S. M. 167. 

151. R. W. Lilienthul. Gber die Be- 
ziehung der Geometrie der Bewegurig 
zur Di5erentialgeometrie. D.Y.M. 37. 

152. E. Maillet. Sur certains théo- 
rèmes de g6om6triecinkmatique. S . X  221. 

153. L. Rurriwter. Kincinatisch- 
georuetrische 'I'heorie der Hewegurig der 
affin - veranderlichen, ahnlich- verander- 
lichen und starren raumlichen odercbênen 
Sgsteme. Z.S. 128. 

154. C. Meray. Sur le déplacement 
d'une fignre solide. K. A. 17. 

155. R. de Saussure. Sur l e  mouve- 
ment d'une droite possédant 3 dkgréa 
de liberté. C.R. 133. 1283. 

Siche auch 316; 862; 8G3. 

156. F. Klein. Zur Schraubentheorie 
von Sir Robert Uall. Z S. 237. 

157. J. Cadznaal.  Sur les congruerices 
( 3 ,  2) contoniles dans un complexe 
quadratique de  torseurs de Ball. A.?T 
6 .  117. 

158. O. Fischer. 'i'ber die reduzierten 
Systeme und die Hauptpunkte der 
Glieder eines Gelenkmechaniamus und 
ihre Bcdeutung fur die technischc hic- 
chanik. Z.S. 429. 

152. 4'. J. Tacs. De vergelijkiiig voor 
di: indeeling der stangenvierhoeken. 
N.A.W. 242. 

Siehe auch 185. 

160. B. Lehnmnn-E'i1lii.s. Analytische 
Ableitungdes Satzes vomParallelugramm 
der Krif'te. A. Gr. 2. 124. 

161. P. H. Schoute. Sur la icduction 
ci'uii système quelcoiique de f'urcea daus 
l'espace H, ii n dimensions. A . K .  6 1'38. 

162. A.  Dittrich. J a k  tfeba zvoliti 
vazby a sily, ahy eoustava dar.i iiala 
se realisovati. (Wie mula man die Ver- 
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bindungm und Krkfte wiihleii , damit 
ein gegelienes Systcm derselbcn sich 
venvirklichen l i ïst .)  C. 4 2 ;  115;  201. 

163. 8. Schubert. Gleichgewichts- 
bediugungen fiir 4 Krafte, welche senk- 
recht zu einer s t a i ~ e n  Geraden wirken. 
A.Gr. 2.  279. 

164. T L  Bartl .  Rin Apparat mir 
Lehre von den L)rchmomenten und den 
Bedingurigen des Gleichgewichtu. Z .  P 14. 
321. 

165. 1,. Lecol-mi. Sur l a  vis sanil fin. 
S.M. 149. 

166. F. Villureul. Geometria de  üuatro 
dimensiones. Seorema de Quldin. R. C. 
L. 4. 28%. 

167. S. Jolles. Synthetische Theorie 
der Centrifugai- und Urehungsmomcnte 
eines ebcnen Flachenstückes. A. Gr. 2. 
327. 

168. R. Nayr .  Über Korper von kine- 
tischer Symmetrie. X. S. 479.  

Siehe auch 164. 

Dynamik des Punktes .  

169. B. Picard. Une première leçon 
de dynamique. K.A.  1. 

170. V. Anzato. Gl'integrali delle 
equazioni del moto d'un punto mate- 
riale. A. G. C. No. 16. 

171. G. Darbouz. Sur u n  probléme 
de mécanique. A N .  6. 371. 

Centralbewegung. 

172. M. Volkov. Vyvod formuly cen- 
trostremitelnoj sily. (Ilerleitung der For- 
mel der Ccntripetalkraft,) Y.P.O. 26. 
164. - D. N. Zejlzger 238;  27. 77. - 
N. Schiller 27. 7. - D. Schorr 31. 

173. C .  Peanacchietti. Sopra uua ge- 
neralixeaxione della formola di Binet siill c 
forme centrali. A. G. C. No. 6. 

174. C. #tephanos. Remarques sur l a  
théorie des forces centrales. A. Gr. 2. 147. 

170. G. Schoutea. De centrale be- 
weging en de functiën van M'eierstrass. 
K A  W. 255; 301 

176. B. P. Vejnberg. V p o d  neko- 
torych formiil mechaniki. (Hcrlcitung 
einiger Formeln der Mechanik.) M. P. 
O. 27. 35. 

Siehe auch 177. 

Taiitochronrn.  

177. *V. AToliili. Sulla ricerca delle 
c u v e  tautocrone corrispondenti a uiia. 
data. legge d i  form centrale. C: 13. 108. 

Siehe auch 190. 

178. G. G. Colrstantilzescu. Firul CU 

plumb sbi attracqiunea unirersal%. (Pendel 
und allgemeine Anziehung.) G.I\I.B. 
4. 120. 

179. V. Ubolenski. Zadaoa O niajatnike. 
(Aufgabe über das Pendcl.) M. 1'. O. 
27. 17. 

180. LTi C. h 7 ' ~ y ~ e r .  Le théorbme de 
Puiseux sur le pendule sphérique. A. 
N. fi .  162. 

181. A. de Saint Germain. Note sur 
la tension de  l a  tige d'un pendule sphC- 
riqiie. B.D. YB. 

162. A. Jiecibek. Boucaultilv pokus 
vzhledem ku hvëzdnatému nebu (Fou- 
c a u l t ~  Verauch in Bezug auf den Sternen- 
himmel). C. 159. 

183. P. Furtwangler. uhe r  die Schwin- 
gungen zweier Pende1 mi t  anniihemd 
gleicher Schwinpngsdauer auf gemein- 
samer Unterlage. S.A.  B. 1902. 245. 

Siehe auch 259. 

Dpamik des  Kiirperl;. 
184. K. IIeun. Das Verhalten des Vi- 

rials und des Xomentes eines stationsren 
Kr%ftesyuteni~ bei der Bewegung des 
starren Korpers. Z. S. 104. 

185. K. Heun. Die Bedeutung des 
d'illembertschen Princips fiir starre 
Systeme und Gelenkmechanismen. A. Gr. 
2. 67.  298.  

186. *T, J. PA.  Brarnwich. Applica- 
tions to dynamics of some algebraical 
results. P. L. M. S. 19 7. 

187. C. Alasia. Su di un recente 
studio del moto turbato. M.P.A. 1. 278. 

188. *G. Kolossoff. On a case of 
motion of a rigid body. M.M. 174. 

189. A. Malloek. Rotation of a lamina 
falling in air. N. 510. 

190. F. Schuh. Über die Gestalt eines 
schwercn Cylinders, der auf einer hori- 
zontalen Ebene rollend tautochron 
schwingt. N. A. W. 277. 

191. H. Hartl. Neue Aufs&tze zur 
Schwunpaschinc .  L. P. 14. 326. 

1!M. Curvullo. Th6orie du mouve- 
ment du monocycle et  d e  la bicyclette. 
J.E.P. 1. 
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193. R .  A. Smith. The bicycle wheel. 
R.-4.8. 197. 

194. *W. A. 2: ,iüller. Cber den 
Einflurs des Raddurchmessers auf den 
Kraftbedarf de.rAutomohile. C.A.E.  89; 
105. 

195. * M .  Luccer~berg. Über den Ein- 
fluSs der Laufi-addimension auf den 
Kraftbedarf vonhutomobilen. C.A. E. 161. 

Siehe auch 292. 

Dynamik des Systeins. 
196. L. Lecornu. Sur la dynamique 

des corps d6forma.hlp.a. S.M. 176. 
197. liF. Goepel. Die Bestimmung des 

Ung1eichforrnigkeitegradt:s rotierender 
Maschinen durch dau Stimmgabelver- 
fahren. N.F.I. 2. 34. 

Siehe aiich 707; 742. 

Differentialgleichungen der Moahanik. 

198. G. A Naggi.  Di alcune nuove 
forme delle equaaioni della dinamica, 
applicabili ai sistemi anolonomi. R. A. 
L.R. 10. LI. 287. 

Drehung. 

199. P. Duhem. Stabilité, pour des 
perturbations quelconques, d'un système 
affect4 d'un mouvement de rotation uni- 
forme. C.R. 134. 23. 

200. R. de Saussure. Sur le mouve- 
ment le plus général d'un corps qui 
possède deux degr6s de liberte autour 
d'un point fixe. C.E.  133. 1193. 

Kreisel. 

201. *C. Rarnsaad, A. G. G~eenh~ill. 
The mathematical theory of the top. 
S. 973. 

202. Jf. IZoppe. Die Bewegung des 
Kreisels. S.M.H. 22. 

203. A. S Chessin. Sur la toiipie 
de Foucault. C.R. 133. 676. 

204. *W. K a ~ o s .  Das Kreiselprincip 
und der Universalflug-pparat. Z.L. 39. 

205. V d u  Bois. Etude quantitative 
de la toupie magn6tociriL:tique. A.N. 
6. 581. 

206. R. Narcolongo. Les paramhtres 
rationels de Eodrigues. J. S.M. 161. 

207. R. Marcolongo. Sur une démon- 
stration d'un théorème de Jacobi. J. S. 
M. 169. 

208. F'. Kijtter. Niri Seweis dcs ,Ta- 
cobischen Sheorems von der Zusarnmen- 

letzbarkeit einer Kreiuelbeweeunn aus den 
< . <> 

inversionen eweier l'oinsotbcwegungen. 
3.M.B. 11. 

209. D. Bobylew und T Friesendorff. 
bher das perirnetriache Rollen eincs 
Kreisels, dessen Schwerpunkt unter dem 
Unterstützungspunkte liegt. Z .  S. 354. 

210. *1' J I'A. Rromwich. Note on 
3tsbility of motion, with an application 
to hydrodynarnics. P.L. M. S. 325. 

Reihiing. 

211. A. Mayer. Zur Theorie der 
gleitenden Reibung. B. G. TA. 8.35. 

212. F. E Nzpher. The frictional 
effect of railway trains upon the air. 
T.S.L. 215 

Siehe aurh 229. 

Potentialtheorie. 

213.*G. Holzntüller. Hydrodynamisclie 
Analogien zur 'ïheorie des Poteuliala. 
Z.L.S.  83; 148. 

214. dlAdhémar. Sur une équation 
aux dérivées partielles à caractéristiques 
réelles. A.S.B. 26, A. 59. 

21 6.  D. Hilbert. b e r  das Dirichletnche 
Princip. A.G.G. Festschr. Nr. 3. 

216. U. Amaldi. Tipi di poteueiali 
che, divisi per una funzione fissa, si 
aossono far diricndere da due sole va- 
Xabili. R.C.N:P. 16. l .  

211. T. J. I'A. Hromwich. On the  
potential of a single sheet A.Gr. 2. 296. 

218. T. J. I'A. Rromwich. Kote on 
the potential of a symetr ical  eystem. 
P .M.E.  237. 

219. Cr. H. Darwin.  Rllipsoidical 
harmonic analvsis. T .  R. S. L. 197. 461. 
. 220. E. 2~n*sner. On algebraic po- 
tential ciirvea. S.M.Am. 392. 

221. 0. C'allmdreau. Sur la sigui- 
fication de l'hypothiiue de la fluidité 
dans la théorie de la figure des planktes 
B.A. 18. 214 

Siehe auch 472; 553. 

Attraction. 

Siehe 178; 292. 

Gravitation. 

Siehe 206; 697; 776-780 

222. W. Ramsay.  An experiment on 
hydrostatic preusure. A.N.  6. 349. 
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223. G. GugEieEmo. Intomo a una 
microbalanüia idrostatica, ed al  su uso 
per la misura di  giccole force. 1L.A.L. 
R. 10. LI. 259. 

Siehe auch 82. 

Hydrodynamik. 

224. J W. Davies. On the motion of 
. compressible fluids. A. J. S. 12.  107. 

226. P. Duhem. Sur les conditions 
aux limites en hydrodynamique. C.R. 
134. 149. 

226. J. Weingurten. cher einen Satz 
der Hydrodyn~mik. S . M  B. 2 .  

297. *C. Jaeger. Die E n e r o i ~  der 
fortschreitenden Rewegung der jllüsaig- 
keitsniolekeln. A.A. W.  281. 

228. P. Duhem Sur l'impossibilité 
de certaines régions permanentes au  
sein des fluides visqueux. C . E .  134. 456. 

229. L. Nata~son  Über die Gesetze 
der inneren Reiburig. Z.P.C. 38. 690. 

230. *If'. Aklhorn. Cber den Mecha- 
nisrnus des Widerstandes der  Fiüssig- 
keiten. V.N. V. H. XL. 

231. P. Duhenz. Sur certain cas 
d'adhérence d'un liquide visqueux aux 
solides qu'il baigne. C.E.  134. 265. 

232. 1'. Duhem. Sur l'extension du 
theorème de  Lagrange aux liquides vis- 
queux. C.E.  134. 580;  686. 

'233. 'L.  Nutanso~z. Sur les lois de 
la riscosit6. B.I.C. 1901. 95. 

234. L. flatanson. On the  laws of 
viscosity. F.M. 2. 342. 

23h. W. A .  Wzj tho f .  Een geval van 
vloeiatofbeweging zonder werveling in 
twee afmetingen. K. A.W. 212. 

236. *T. S tua~t .  The diatribution of 
velocity and the forrns of t he  stream 
lines due to the motion of a n  ellipsoid 
in fluid. frictionle~s or viscous. P.L. 
M.S. 842. 

2 S i .  H. J.  Shur~e.  Liauid motion 
from a single s o u k e  inside a hollow 
unlimited boundary. P .C .  P. S.  223. 

238. *A. Mitir~ki. fiber ain neues 
Princip der Wirkung der Wasserpumpen 
(NSS.). J.K.P.C. 32. 61. 

239. B. Cookson. The oscillations of 
a fluicl in an  annular trough. P. C.P. 
S.  200. 
Siehe auch 210; 213; 242;  291; 350; 

355; 784; 794. 

Wirbel.  

140. A. Irdra. Studien iiher die 
Wirbelbewegung. S.A.W. 110.  335. 

241. E. Budde. Kleine Bemerkung 
zur Hclmholtzschen Wirbeltheorie. S. 
N.B. 21. 

242. E. Zermelo. Hydrodynamische 
Untersuchungen über die Wirbelbe- 
wegungen in einer Kugelfliche. Z. S. 201. 

Siehe auch 794. 

Aëroùynamik. 

243. *E. Jacob. Betrachtungen über 
die kinetische l'heorie der Luftbewe- 
gungen. Z. L. 5. 

244. "C. Butle,nsledl. Klarendes über 
den Winddruck. Z. L. 245. 

243. *K. Stefen. Das flugdynamische 
Princip. 1. A. 31. 160. 

246. *W. KKpen. Deitrage zur 
Mechanik des Fluges u. schwehanden 
Falles. I .A.M.  149. 

247. J.  A. 3'. AspinuZl. Train resiu- 
tance. S . E .  48. 259. 

Siehe aiich 204; 793;  794; 876. 

Ballistik, Bufsere. 

248. $7. A Zabudskij. O b  obicich 
soojstvach trsektorii snarjada F vozduche. 
(Uber die allgeuieinen Eigenschaften 
der  Bahn eines Geschosses i n  der Luft.) -~ -~ 

S.1f.M. 295. 
249. F. P. Natz. The motion of a 

pro,jectile in a medium resisting as the 
cuhe of the velocity. M.M.F.  9.  91 .  

250. A. v. Obe~nmver. Ein Satz über 
den schiefen Wurf i; luftleeren Raume. 
S.A.W. 110.  365. 

251. A. Kneser. Ein B e i t r a ~  zur Fraee 
nach der zweckrn~luigsten Gestalt d k  
Geschol'sspitzen. A. Gr. 2 .  267. 

262. "J. Castner. Graphischer Ver- 
gleich der Leistungeri verschiederier Ge- 
schiitze bei gleichen Geschoîsgesch-sin- 
digkeiten. P. 504. 

253. A. v. Obermayer. Ueber den 
Einfluk der Erdrotation auf dieBewepng 
der Geschosse. M.A.G. 1901. 707. 

254. *-. Les grandes vitesties ini- 
tiales dans l'artillerie. L R. A. F. Suppl. 
208. 

256. B. Sçhoffler. Das Gesetx der zu- 
Filligen Abweichungen. M.A. G. 1901. 
9 7 ;  823. 

256. A. v. Ohermayer. Eine einfaühe 
Regel zur Bewteilung des Sinns und 
der Grorse d e r  Abwaichringcn heim 
Schwanken der Bahnen. M. A. G. 1901.797. 

267. H. Kohne. Anwendung der Wahr- 
scheinlichkeitalehrr. auf das Pracisions- 
schieîsen der Infanterie. M.W. Beiheft 
6 .  277. 

I l Y  
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E. P h y s i k .  

258. -. A discussion of the errora 
OS cylindroogival projectiles. J. V. S. A. 
1901. 2. 

259. M. Radalcovic. Bemerkungen 
zur Theorie des ballistischen Pendels. 

Prinzipien der niat,hcinati~clien 
Physik.  

contre l'éclatement. I .R.A.F. la .  Suppl. 
363. 

262. *J. Castner. Comparaison gra- 
phique des qualites balistiques de quel- 
ques canons à gros calibre. I.R.A.F. 

265. M. Smoluchozcski. On nowszyçh 
poutçpach n a  polu teoryj kinetycznych 
materyj. (Uber die neueu Portachritte 
in dcm Gebict der kinetischen Theorien 
der îvlaterie.) T.W. 112. 

266. L o d  Kelvin. O n  aether and gra- 
vitational matter through infinite space. 
P . M .  2. 161. 

267. LX. E. Gilhert. Some experi- 
menta upon the relations between aether, 
matter and electricity. P.M. 3. 361. 

268. Lord Keluin. Nineteenth eentury 
clouds over the  dynamical theory of 
heat and light. P.N.  2.  1.  

269. P. Buhem. Lee théories élec- 
triques de J. Clerk Maxwell. Etude 
historique e t  critique. A.S.B. 25. 293. 

270. J. H. Jeans. The mechanism 
of radiation. P. M. 2. 421. 

S.A.W. 110. 611. 18. Suppl. 449. 
263. * -  Donnies balistiqiies sur le 

Ralliutik, iniiere. canon d e  bord de 15 cm à tir rapide 
ayetkme Krupp. 1. B. A. E'. 252. 

260. 6. ~k ivqhuua .  Uas ballistische 251. v. Zedlitc und Neuki~ch.  Keue 
Problem auf Grundlage der Versuche Formeln zur flcrechnung des Gasdrucks 
und der Integrabilitat. S. A.W. 109.1159. 1 und der QeechoCsgeschwindigkeitcn in 

861. -. La résistance des canons 1 den Ilohren der Feuerwaffen. K.Z. 4. 523. 

Nolekularphysik .  

271. K. F. Slotte. aber die Mole- 
kularbewegungen feater Korper. B.F. S. 
49. 

272. J. W. Miller. On a law of mole- 
cular attraction. P.M. 3. 423. 

273. J. ZunEebskij. Xametka po ato- 
m i s t i k k o j  teorii stroenija tel. (Bemer- 
kung über die Atomtheorie des Aufbaues 
der Korper.) M.P.O. 26.  155. 

274. L. Matthiessan. Die Adsorption 
von Gasen in Flüssigkeiten oder Sein 
pulverisierten Korpern. 3.P. 16. 21. 

2'75. A. Batschznski. L7ber das Max- 
wcllsche Gesetz K = nY in Bczug auf 
die Theorie des molekularen Uaues der 
Kürper. Z .P .C .  38. 119. 

276. O. Tu7unrlirz. Compresuihi1itii.t und 
Coh%sion der E'lüssigkeiten. S. A.W. 110. 
43 7. 

Elnstici tüt .  

27 7.  W. Voigt. Erweiterte Elasticitits- 
theorie. S. A. B. 1901. 1266. 

278. C. Chree. Sur l a  théorie de l'éla- 
sticité. J.F. IO. 705. 

279. Lord Kelvin. A new specifying 
method for stress and strain in an elastic 
solid. P.M. 3. 95; 444. 

280. *T .  Levi-  Cività. Sul massimo 
ciment0 dinamico nei  sistemi elaatici. 
N. C.P. 188. 

281. F. Kohlrausch und E. Criimiwn. 
Über die durch sehr kleine elastische 
Verschiebungen entwickelteu Krifte. S. 
A.H.  1901. 1086. 

282. Mesnayer. Tcnsions intérieures 
produites par deux forces égales et di- 
rectement opposées agissant sur un so- 
lide indéfini. Application. C .R.  133. 
1286. 

283. C. Sonzigliana. Sul pricipio delle 
imagini di  Lord Kelvin e le equazioni 
dell' elasticità. R. A.L. R (6) 11 1. 145, 

284. J. H. Uenton. Effect of drawing 
on the elasticity of copper wire. P.K. 
13. 234. 

285. 0. Tedor~e. Su alcuni proiileini 
di equilibrio elastico. R. A. L. IL 10. 11 
251; 204.  

286. "C. Bach. Zur Frage der Pro- 
portionalitiit zwischen Dehriungeri uiiii 
Spannungen hei Sandstein. X. F. 1. 1 24 

2S7. P. Kohlrausch und E. Grürleiseir 
Die durch sehr kleine elastische Ver- 
schiebungen entwickelten Krafte. S. d 
B. 1901. 1086. 

288. *W. Cassie. The measurement 
of Youngs modulus. C.N. 84. 267. 

289. E: VillareaZ. Deformacion de 
las  vigas que trabajan l a  0exi6n. R. 
C.L. 4. 292;  5. 17. 

2!10. B. Bouasse. Sur les petites 
oscillations d e  torsion. J.P. 1. 21. 
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291. C. Chree. Elastic solids a t  rest 
or in motion in a liquid. P. R. S.L. 235. 

292. Lord Kelvin. On the motion 
produced in an  infinite elastic solid by 
the motion trough the  space occupied by 
it of a body acting on i t  only by at- 
t,raction and repulsion. P.R. S. E. 70. 226. 

293. J. Weingarten. c h e r  den Satz 
Yom Minimum der Deformationsarbeit. 
AGr. 2. 233. 

294. S. Boggio. SUU' equilibrio delle 
piastre elastiche piane. R.I.L. 34. 793. 

293. J. Hudanzurd. Sur l'équilibre 
dea plaques élastiques circulaires libres 
on appuyées et  celui de l a  sphère i ~ o -  
trope. A.E.N. 313. 

29G. A. Framke. Bogen mi t  elastisch 
gebundenen Widerlagern. Z. S. 15. 

297. B .  A. Smith. Cireular arches. 
R B.A.  331. 

298. J. W. Miller. The elastic pro- 
perties of helical springs. P.R. 14. 129. 

21111. C. Ribière. Sur divers cas de 
la flexion des cylindres à base circu- 
laire. J. E.P.  165. 

300. L. AN. G.  Filon. On the elastic 
eouilibrium of circular cvlinders under 
&tain practical systems "of load. P. R .  
S.L. 363. 

301. M. Punetti Sul calcolo delle 
vibrazioni trasversali d i  una trave elaetica 
urtata. A. A. S. 36. 6. 

302. G. Luu.riçella. Sulla defoma-  
zione di una sfera elastica isotropa per 
dati spostamenti in superficie. A.D.N. 
6. 289. 

303.E. Kott. Transversalschwingungen 
einer elastischen Kugel. A.P.L. 7. 516. 

304. C. Chree. Applications of elastic 
solide to metrology. P.M.Z. 532; 594. 

Siehe auch 464. 

Festigkeitulehre. 

305. F. Vil la~~eal.  Resistencia de 
materiales. R.C.L. 4. 223. 

306. A .  Son~merfeld Reitriige xiim 
dynaniischen Ansbau der Festigkeits- 
theorie. P.Z.  266; 286. 

307. .J. Kiibler. Noch einmal die 
richt,ige Knirkforrnel. S.S. 367. 

308. *H B. Winzperis. Méthode de 
détermination de l a  résistance à l a  
traction. E.E. 29. 330. 

309. W. H. Warren and S. 8. Bar-  
rnclouyh. Esperimental investigation 
on the strengt,h of brick work w h m  
subjected ta compreesive and transverse 
stresses. P.N.S.W. 34. 63. 

310. 11. B. Wimperis. Some experi- 
ments upon beam under endlong com-. 
pression. P. C.P. S. 191. 

311. C. W. Uarley. Curved concrete 
walls for storam reservoirs. P. N. S. w 
W. 49 .  

312. X Vm'ion On the failure of 
certain cast steels dies used in the ma- 
nufacture of drown tubes. S. P. M. No. 7. 

313. *W. Tl'ol.4i. Uber die Bohrstange. 
G.E. 213. 

314. *Stribeck. Kugellager f'ür be- 
licbige Belastungen. M.F. 1. 2. l. 

315. C. F. Stronzeyer. On explosions 
of steam pipes due ta water-hammers. 
S P.M. No. 3. 

316. H. Hilton. A comparison of 
varions notations emploged in ,,theorics 
of crystal structnre" and a revision of 
the 230 groups of movements. P.N. 
3. 203. 

31 7 .  H. Hilton. Rin Vergleich der 
verschiedenen Bezeichnungen, die in der 
Theorie der Krystallstruktur benutzt 
werden und eine Revision der 230 Ue- 
wegungsgruppcn. C, M. G. 763. 

318. TV. Voigt. Uber die Parameter 
der Krystallphgsik und über gerichtete 
Groîsen hoherer Ordnung. N.G.Q. 19U0. 
355. 

319. TT< Voigt. Der gegenwartige 
Stand unscrer Kenntnisse der Krystall- 
elektrizitiit. N.G.G. 1900. 117. 

Siehe auch 332; 404. 

320. A. Korn.  Sur les vibrations 
universelles de  l a  matière. C,.lt. 131. 31. 

821. *C. Burus.  On the stability 01 
vibrations. S. 403. 

322. Lord Rayleigh. On the pressure 
of vibrations. P.M. 3. 338. 

323. J. Horn. Znr 'I'heorie der kleinen 
endlichen Schwingungen von Systemen 
mil eirieni F'reiheitsgrad. Z. 3. 400. 

324. 1,. CLimbel. Ebene Transversal- 
schwingungen freier stabfurmiger K6rper 
mit  variablem Queruchnitt und beliebiger 
symmetrischer Massenverteilung untcr 
der Einwirkung pcriodischer Krsfte mit 
spezieller Uerücksichtigung des Schwiri- 
gungsproblemes des Schiffbaus. J. S. ü. 
B. 211. 

325. F. Richarz und P. Schulze. Cber 
asymmetrische Schwingungen um eine 
Lage stabilen Gleichgewichts. A.N. 6. 
695. 
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326. M. I. A70rthuiay and A .  S. Macken- 
+zk. On the period of a rod vibrating 
in  a liquid. P.R. 13. 146. 

327. A. Mallock. Vibrations of rifle 
barrels. P.H.S.L. 317. 

328. Lord Rayleigh. 8ome general 
theorems conceming forced vibrations 
and resonance. P.M. 3. 97. 

329. 3. l l iecke. Schwebungen bei 
erewuugener Schwingun~.  P. Z. 130; 201. 

330. K. B. Johnson. Quelques remar- 
ques sur les oscillations dans l'excita- 
tenr de Hertz. J.P. 10. 756. 

331. *D. ;1.iazzotto. Siille leggi delle 
vihrazioni dettriche. N. C.P. 173.  

832. Lamotte. Becherches experimen- 
tales sur les otlcillatioris 6lectriques 
d'ordre supérieur. A. C.P .  24. 205. 

Siehe auch 239; 290; 301; 303;  336 ;  
594: 600. 

Wellenlehre. 
333. W. G. E7-aser. On the breaking 

o f  mavea. P.3f.Z. 356. 
384. P. Zce~îcan. Urie expdriencc re- 

lative à l a  propagation anornale des on- 
des. A.N. 4. 318. 

335. *R. W. Wood. On the propa- 
gation of cusped waves and their rela- 
tion t o  the primary and secondary focal 
lines. P. P. S.1,. G ü 7 .  

336. .T. A. Renzing.  Electrical os- 
cillations and electrical waves. T. E. 
495; 631. 

337. M. dhrahnm. Enargie elakt,rischer 
Drahtwellen. A.P.L. 6. 217. 
528. E. Uddone. Del moto relativo 

nelle onde meccaniche terrestri. R.F.  
M. 5. 34 

Siehe auch 574; 782. 

Strablen. 
Xi!). I L  S. Allew. A preliminary note 

on the relation between primary and 
seeondary Rocntgen radiation. PM.  3 
126 . - 

340. 1,. Benoist.  Lois de tranapareiice 
de l a  matibre pour les rayons X. J.l l .  
10. 603. 

541. E. Rutherford and R. K. Mac 
Clung. Energy of Iloentgen and Bec- 
querel rayrj and the energy required t n  
produce an  ion in gases. T. 11. S. L. 
196. 25.  

342. TV Séitz. BeitrSge ziir Kenntnis 
der Kathodenstrahlm. A.P.L. 6. 1. 

343. J. Stark. Geschichtliches zur 
Erkl5rung der Zeratreuung der Kathoden- 
strahlen. P.Z. 235. 

344. H. A.  Wilson. Note on the 
magnetic deflection of cathode rays. P. 
C.P.S. 179. 

345. @B. Dovn. Elektroatatiache Ab- 
lenkung der Kadiumatrahlen. A.N. G. 
H. 46. 

Siehe auch 640. 

346. G. Rnkker .  Théorie de la ca- 
pillarito. J.P. l. 105. 

347. C. Bnklier. Zur Theoric der 
Eapillaritiit. III. Z .P .C .  36. 681. 

348. G. Rnkker. La constante ca- 
pillaire de Laplace. A . N .  6. 758.  

349. 11. Brocard. Capillarité du tire- 
ligne. I.M. .213. 

360. Il. J. Korteweg. Sur 1s fornie 
que prennent les équations du mouve- 
ment des fluides ~i l'on tient compte des 
forces capillaires causées par les varia- 
tiona de densité considérables, mais 
continues e t  sur la théorie de la ca- 
pillarité dans l'hypot,hi:se d'une variation 
continue de la densité. A.N.  6. 1. 

331. *J. E'otschidlezcsLi. Zwei Vor- 
lesuug~versut:he, die Kapillatitiil be- 
treffend (russ.). J.R P. C.G. 32. 6 6 .  

362. TI, NiEtow. Xote on capillarity 
constants of crystal faces. P.M. Y. 144. 

358. C .  A. Hulett. Beziehungen zwi-  
m ch en Oberfli~chenspanuiingen und Los- 
lichkeit. Z.P.C. 37. 385. 

364. A. Knlah,ne. Über die Beniitziing 
stehender Kapillarwellen auf Flüssig- 
keiten ale Ueugungsgitter und die Ober- 
fl&cherispannung von 'Tasser und Queçk- 
silber. A.P.L. 7 .  440. 

355. G. Mnrern. Stabilità delle con- 
figurmioni di equilik~rio d i  un licluido 
in un tub0 capillare di rotazione attorno 
ad un asse verticale. K.  A.L.R. 11. 1. 
223. 

Elektrokapillaritat. 

3b6. S. Lrnzst~tYnz. On thc st,ate of 
liquida in capillary tubes under influence 
of electrical air-currents. B.F. S. 233. 

367. G Thowrt.  Sur une applica- 
tion nouvelle d'observations optiques i 
i'étude de la diffusion. C.E. 133 1197. 

358. A. Widelmnnn. cbe r  Diffufusion 
von Wasserstoff durch Palladium A P.L. 
6.  104. 
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Osmose. 

359. C. H. Wind. Eine Gleichung 
für den osmotischen Druck in konzen- 
trierten Losungen. A . N .  6.  714. 

3liO. *K. A. Lehfeld. Elektromotive 
force and osmotic pressure. P. P. S. L. 
.mm 
D l  ( .  

6 1  V.  v ,  T r i .  Ein Zusatz zu 
meiner Abhantllung. Z.P.C.  34. 4 0 3  
(1900). Z.P.C. 36. 524.  

Siehe auch 579. 

Siehe auch 228; 231-234; 407. 

Akustik. 

362. Lord Rayleigh. ilcoustical notes. 
P.M. 2. 280. 

363. B. Davis. Über eine kürzlich 
entdeekte Erscheinung, welche durch 
stehende Schallwel1r:n hervorgerufen 
wird. P 2. 3. 59. 

364. D. ?:an Gulin. Über Interferenz- 
t h e  cines Gerimches. A . N .  6. 287. 

365. *h'. H. Burton. On the refrac- 
tion of sound by wind. P.P.S .L.  534. 

366. O d'dlcwur Silva. L'action 
d'une force acciileratrice sur l a  propaga- 
tion du son J .S.M. 97. 

367. *O. Abraham u. K. L. Sckaefer. 
ijher die ruaximale Geschwindiakeit von ~ - ~ -  ~ - 
Tonfolgen. B. Z. A. 13. 

368. H. PfLaum. Ein verstimmtes 
Eçhu. ~ . ~ ~ 1 . ' 2 6 .  

369. A. Blondel. Méthode nouvelle 
pour l'étude d e  la parole e t  des courante 
microphoniques. C.E. 133. 786. 

Siehe auch 2 7 ;  1 9 7 ;  488;  881. 

Geonietrische Optik. 

370. G. Leonhardt. Eine merkwürdige 
Ue~iehung zwischen den Koeffizienten 
und den Wurzeln quadratischer Cleich- 
ungen. Z.H. 31. 522. 

371. 3'. Schuh. Die Horup te rkwe .  
Z . S  375. 

372. J.  Toiidlovskij. Elcmentarnyj 
vyvod fomuly  sferidevkago zerkala. 
(Elementare IIerleitung der Formel für 
den Kugelspiegel). M.P. O. 27. 111. 

373. 8. A. Lorentz. Sur l a  méthude 
du miroir tournant pour la détermina- 
tion de la, vitesse de la lumière. A.N. 
6. 303. 

374. O. Schonrock. Theoretische Be- 
stimmuno des Axenfehlers von Krvst~lll- 

378. L. Natthiessen. Das astigma- 
tische Bild des horizontalen, ebenen 
Grundes eines Wasserbassins. A .  P. 1,. 
6 .  347. 

316. ET. E. Xipher. Astigmatic ima- 
ges of the bottom of a pool of water. 
S. 856.  

317. L. LWutlhiessen. Von der astip- 
matischen Strahlenbrechung in einer 
Vollkugel bei echicfcr Incidenz und von 
den adjungierten Fixpunkten. A.P.L. 
7. 381. 

3 78. R. Fuchs. Linsenkonstrnktionen. 
Z.P. 15. 22. 

319. *A. Xerbel-. Formeln zur Be- 
rechniing verkitteter Doppellinsrn. D. M. 
9 .  157;  175; 184. 

3HO. *B. J. Sozüler. O n  astigmatic 
lenses. P. P. S.L. 555. 

381. "X. Müller. Objektivbrennweite 
und Bilddurchmesser. J. P.R. 106. ~ ~ - -  ~ 

388. B. Sissingh. Sur quelques pro- 
priétds dcs systèmes de lentilleii photo- 
g r a p h i q u e ~  A.N. 6. 390. 

383. B. Hesselberg. Note sur l a  me- 
sure du rayon de courbure des lentilles 
xphiriques de petites dimensions. A.V. 
A. S. Eo. 7. 

384. S. 1'. Thomson. Some experi- 
ments on the weal aberration of lenses. 
A.N.  6. 747. 

385. B. Sissinyh. Propriétés g h d -  
rales des images formees par des rayons 
centraux traversent une série dc  sur- 
fxes sphériques centrée: M. A. A. No. 5. 

386. *-V, Smirnov. Cber die Nrech- 
urig des Lichts an eirier riegativ ge- 
kriimmten Fliiche. (russ ) J.R.P. C.G.  
32. 134. 

587. II. Bouusse. Sur les focales 
dans les milieux isotropes. J.P. 1. 201. 

389. *S.  A. Jfitchell. Focal proper- 
tics of plane g r a t i n p .  A. J .C .  14. 331. 

380. 0. M. Corbino. Siilla doppia 
rifrazione de la polarizzezione rotatoria. 
1t.A.L.B. 10.  U. 175. 

390. A.  Cornu. Détermination des 3 
paramètres optiques principaux d'un 
cristal, en grandeur e t  en direction, par 
le réf'ractomktre. J .P.  1 .  136. 

39 1. P. Culmanm. Nouveaux réfracta- 
mtitres. J.P. 10 .  691. 

Siehe aiich 335;  357;  864;  865. 

Physikalische Optik. 

382. *O. Corbino. Sulla costituzione 
della luce bianca. V.C.I. 161. 

393. *C. Klein  Optische Studien. 
S .A.B .  1902. 103. 

u 

platten. Z.I.  22. 1. 
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394. M. Planck. Über die Natur des 
weiîsen Lichts. A.P .T .  7. 390. 

39.5. W. M. Hicks. On the Michel- 
sori-Morley experiment relsting to the 
drift of the aether. P .M.  3.  9. 

396. *P. Lebedev. Experimental- 
uritereuchungen iiber den Dmck des 
Lichts (ruus.) J . R  P. C.G. 33. 53. 

397. P. Lebedev. Untersuchungen 
iiher die Driickkrifte des Lichts. A.P.L. 
6. 433. 

598. 'P .  Lebede~:. Irivestigations on 
the pressure of Light. T. E. 48.  811;  
263. 

399. *P. Lebedev. Experimental in- 
vestigation of the preseure of light. 
A . J . C .  15. 60. 

400. "P. Lebedea. Researches on the 
pressure forces of light. C.N. 85. 37; 
52 ;  61. 

401. K. SchwarsscRi7d. Der Druck 
des Lichts auf kleine Kugeln und die 
Arrheniussche Theorie der Kometen- 
schweife. S. A. M. 293. 

402. M. Ela~ny. Sur les propridté~l 
des franges de réflexion des lames ar- 
gcntkes. C.E. 134. 443. 

403. H. G. Gale. On the relation 
hetween density and index of refrac- 
tion of air. P. R. 14,- 1 .  

404. F. Poclcels. L%er die Andenmg 
des optischen Verhaltens versehiedener 
Bliser durch elastische Deformation. 
A.P.L.  7. 745. 

406. 3. XI. J. Cunaeus. Die Be- 
stimmnng des Rrechungsverm6gens al8 
Methode zur Untersuchung der Zu- 
sammenmet'zung koexistierender Dampf- 
und Flüssigkeitsphasen. .,Z.P. C. 36. 232. 

406. 1Cf. Rudolphi .  Uber die Mole- 
kularrefraktion des Chloralhydrats i n  
Ldsungen mit verschiedenen Losungs- 
rnibbeln. Z.P.C. 37. 426. 

407. L. Natanson .  On double-ref~ac- 
tion in moving viscous liquids. P.M. 2. 
469. 

408. *F. Rinne .  Xotiz über die Be- 
stimmung des Charakters der Doppel- 
brechung im konvergenten polarisicrten 
T,ichte mit Hilfe des Gypsblattchens 
vom Rot 1.  Ordnung. C.M.G. 653. 

409. 15. CC. Pocklin ton On rotatory 
polarisation in b i a a i d  c r i s t a l  PI 2.  
361. 

410. H. Reitter. fiber das moleku- 
lare Drehungsvermijgen der n-Acidyl- 
1-Apfels~ureath~les ter .  Z.  P. C. 36. 129. 

411. K. SchznarzschiZd. Die Beugung 
und Polarisation des Lichts durch einen 
Spalt. M . A .  177. 

412. II. CC. Pocklington. On the inter- 
ference bands prodiiced hy a thin wedge. 
P.C.P.8.  105. 

41 3. A. Cornu. Observation spectrale 
des franges d1interf6re?:e. A.N.  6. 593. 

414. J. C. Shedd.  Cber die Formen 
der von dem Michelsonschen Interfero- 
meter gefundenen Kurven. P. Z. 47. 

416. 0. Lunlmer. Ein neues Inter- 
ferenespektroskop. A.N. 6. 773. 

416. 3'. J. Micheli. Über den Ein- 
fluîs der Temperatiir aiif die Dispersion 
ultravioletter Strahlen im Flukspat, 
Steinsalz, Quarz und Kalkspat. il. P.L. 
7. 772. 

417. *R. W o o d .  On the production 
of a line spectmm by anomalous di5- 
oersion and its andication to the flash 
ipectnirn. A. J. C: î 3 .  63% 

418. B. Worinaer. Lber die Rota- 
tionsdispersion der Apfelsiure. Z .  P.C. 
36. 336. 

419. C. Anrus. The flowcr-like dis- 
tortion of the coronas due to graded 
cloudy condensation. A. J. S. 13. 309. 

420. P. Rossi. Della dispersione ano- 
mala. R .F  $1. 5. 273. 

421. F. Martens. Über die Diiiper- 
sion ultravioletter Strahlen. A.P.L. 6. 
603. 

422. W. RN Julius. Le rayon vert. 
A.N. 6. 385. 

443. V. Novak.  O sklkdini barev. 
@-ber Farhenzusammensetzung). C. 135. 
233. 

424. F. Lindeniunn. Zur Theorie 
der Bpektrallinien. S. A. M. 441. 

425. W. Sulherlund. The cause of 
the structure of epectra. P.M. 2. 245. 

426. 0. Lumnwr  und &. Gehrcke. 
flber den Bau der Quecksilberlinien. 
S.A.B. 1902.  11. 

427. C. Eabru e t  A. Perot. Mesures 
de longneurs d'&de en valeur absolue, 
spectre solaire et spectre du fer. A C.P. 
25. 98. 

428. G. W. Stewart. The distribu- 
tion of energy in the spectrum of the 
acetylene flame. P.R. 13. 257. 

429. Camiehel et Mandoul .  Exphien- 
ces spectrophotométriques sur la peau. 
J.P. 1. 101. 

430. K. E'xner. Zur Genesis der 
richtigen Erklarung der Scintillations- 
erscheinungen. S.A. W. 110. 73. 

431. W. Voigt. Zur Theorie der 
F'luorescenzer~cheinungen. A.N. 6. 352. 

Biehe aueh 71; 128 :  268; 354; 373; 389; 
455;  630; 532 ;  533 ;  799; 800"; 828; 
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Aberration. 
432. H. A. Lorentz. La  théorie de 

l'aberrat,ion de Stnkes dans l'hypnthkse 
d'un éther qui n'a pas partout l a  même 
dentiité. A N .  7. 51. 

Siehe auch 354; 725;  769. 

Elektrooptik.  

433. L. Amaduezi .  La teoria elettro- 
magnetica della liice e le recenti ricerche 
sperimentali ad essa relativi. R. F.M. 
5. 45. 

434. W. Voi,qt. Beitriige zur Elek- 
tronentheorie des Lichtes. A. P. L. 6.  
459. 

435. H. A. Wilson .  On the  IIall 
effrct in gascs a t  low pressiires. P . C  
P.S. 249. 

4.76. B. Moreau. De l'effet IIall et  
des couches de passage dans  le^ lames 
métalliques minces. A. C. P.  23. 204. 

437. P. V. B w a n .  On the  influence 
on light refleçted from and transmitted 
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metal. P.C. P. S. 380. 

438. *R. Buisson. Lnfluence de  l a  
lumière sur les propriétés électriques 
superficielles. E.E. 29. 8. 

439. W .  Schmidt. Elektrische Doppel- 
brechung in gut  und schlecht isolieren- 
den Fliissigkeiten. A.P. L. 7.  142. 

Siehe auch 635. 

Magnetoptik. 

440. AT. A. Kent .  Notes on the  Zee- 
man effcct. A. J .C .  13. 289;  P.M. 2. 275. 

441. G W. Walker .  On asymmetry 
of the Zeeman effcct. P.M. 3. 247. 

442. W. Voigt. Magnetische Drehiing 
der Polarisationsebene innerhalb eines 
Bbsor~>tioiisstreifens. A.  P. L. 6.  754. 

Photometrie.  

Siehe 429;  453. 

443. E. Cesuro. Interno a d  una limi- 
tazione di costanti nella teoria arialitica 
del calore. R. A . K .  31. 

444. J. P. Kuenen. On the law of 
the constaricy of the  quantity of heat.  
A.N. 6.  39. 

446. * A .  Ho1bor.n und W. Dittenberger. 
Wkrmedurchgang duroh Heizflachen. 
M.F.I .  2.  56. 

446. *J. v a n  der Vlieth. Nener 
Apparat um die Wirmeleitungsf ihigkeit  
einer Mauer zu zeieen (ruas l J R P 

c ,  , , 
C . G .  32. 63. 

447. *W. 1,ermuntoa. Über eine Me- 
thode, um direkt durch einen Versuch 
den TVarmeverlilst durch die Mailer 
eines Hauses zu bestimmen (russ). J .R .  
P. C.G. 32. 63. 

448. W. Schaufelbevger. W a m e -  
leitungsf&higkeit des Kupfers, sus  dem 
staticinir(:n und variablen Semperatarzu- 
stand bestimmt und Wiirmefluîs in einer 
diirch Kiihlwasser bespiilten Endfiache 
eines W%rmeleiter~.  A.P.L.  7.  589. 

449. J .  Boussinesq. Mise en équation 
des phénomènes de convect,ion calorifique 
e t  aperçu sur l e  pouvoir refroidissant 
des fluides. J .P .  1. 65. 

450. J. Roussi9zesq. Sur le pouvoir 
refroidissant d'un courant liquide ou 
gazeux. J.F. 1. 71. 

451. P. Compan. Pouvoir refroidis- 
sant et condiictibilité de l'air. C R .  133. 
1202. 

452. P. Compan. Pouvoir refroidis- 
sant de l'air aux pressions élevics et  
de l'air en mouvement. C.E. 134. 522. 

463. J .  Har tmann .  Die elektrische 
Heizeinrichtilng des Potsdamer Stern- 
spektrographen. Ko. III. Z.I. 21. 313. 

454. H. Rebenslorff. Ein Lufethermo- 
scop von erhohter Empfindlichkeit. Z. P. 
15. 19 .  

466. B. Hurkrinyi. Über die Tempe- 
raturbestimmung der Bixsterne auf 
spektralphotometrischem Wege. A. N.K. 
158. 17. 

Siehe auch 416;  780;  785-786; 
869-875. 

Thermod ynamik. 
456. H. J. S. S u d .  Thermodynami- 

sche Uemerkiingen. Z. P.  C. 36. 499. 
4 0 7 .  V. Fischer. Analogien zur 

Thermodynamik. Z. S. 1 .  
458. *R. El. Thurston.  Elementarv 

graphics and geometry of thermotlyna- 
mics. J. F.I. 68;  124. 

469. P. Duhem. Die dauemden An- 
dernneen und die Thermodvnamik. 
Z . P . C ; ~ ~ .  91. 

480. G. N. Lewis.  The law of phy- 
sicochemical channe. P. A. Bo. 49. 

461. G. IV. LE&S Das Geaete phy- 
sikochemischer Vorgange. Z. P C. 38 
2 0 5 .  

462. A. Dcnizot. Zur mathematischen 
Behandliing ries eweiteu Haupisa t~es .  
A P.L. 7. 358. 
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469. A .  Denizot. Przyczynek do uza- 
sadnienia matemaycznego dmgiej  zavady 
terrnodynamiki. (Mathematische Deu- 
hing des zweiten Hauptsatzes der 
Thermodynamik). W. ?iI. 66.  

464. K. v. Wessndonck. Einige Be- 
merkungen über die Arbeit des EIerrn 
Wiedeburg zum zweiten Hauptsatz der 
Thermodynamik. A.P.L. 7. 676. 

465. K. S'ehreber. Der Mensch als 
kalorische Maschine und der zweite 
IIauptsatz. P .Z.  107;  261.  - iV. Z w t z  
184. 

466. G. Moreau. Sur la courbe 
adiabatique. C.R. 133. 732. 

467. K. F. Slotte. Apparat zur Be- 
stirnmung des mechanischen Wanne- 
elemcnta. Z.P. 15. 12. 

468. J. Dewar. The nadir of tempe- 
rature and allied probleuis. C.N. 84. 49. 

469. A. Battelli. Recherches sur l a  
loi d e  Boyle appliquée à de tri:s basses 
pressions. A.C.P. 25: 308. 

470. A. Bullelli. Cber das7Boylesche 
Gesetz bei sehr niedrigen Dmcken. P. Z.  
17 .  

471. 11, Loh~nuan.  Das Mariotte- 
Gay-Lussacsche Gesetz. Z.P.  14. 162. 

472. J. J. van Laa r .  übe r  die Ah- 
leitungen des t,hermodynsmischen Poten- 
tials nach T und p bei zusammeri- 
gesetzten Komponenten. Z.P.C.  3t;. 216. 

473. *F. Lenqfeld. A ncw proof of ". 
O, 02 T8 

the  formula d = . J. P. C. 499. 
L 

474. *S. Young. On the laws of 
Cailletet and Mathias and the critical 
density. P.P. S.L. 480. 

475. P. Saurel. On the generalisa- 
tion of Clapeyron's equation. J .P.  C. - ~ 

393. 
476. P. Duhem. Über die Verdampf- 

Ting eines Gemisches zweier fliichtigen 
Stoffe für dec Fall, daCs der eine Dampf 
sich dissociieren kann. Z.P.C.  36. 227. 

477. El A H. Schreinemakers. Les 
tensions de vapeur des mélanges binaires 
et ternaires. A.N. 4. 346. 

475. J. 3. Verschaffelt. Une formule 
empiriqne ponr les isothermes. A.N. 6.  
650. 

479. J .  Rose-Innes. On the practical 
attainment of the thermodynamical scale 
of temperature. P.M. 2. 130. 

480. J .  11. Jeans. The theoretical 
evaluation of the ratio of the  specific 
heat of a gas. F .M.  2.  638. 

481. H. Mache. Eine Beziehung 
zwischen der ~peziiischen V a r m e  einer 
Flüssigkeit und der ihres 1)ampfes. 
8 . 8 .  W. 110. 176. 

482. K. Puschl. Spezifische Wirmi: 
von L6sungen. S.A.W. 109. 981. 

483. C. Uzeterici. Zur Theorie deo 
Sattigungszust,andes. A. P.L. 6. 861. 

484. V. Blaess. Darstellung der 
Meniskueinderungen gesiittigtdampf- 
formiger Suhstanzen. P. 2 .  115. . 

4845. G .  Tnmmunm. fiber die Ausfluîs- 
geschwindigkeit krystallisierter Stoffe. 
A.P.L.  7. 198. 

486. 3'. Jüttner. Über die Berech- 
nung der Verdünnungswarmen nach dcr 
Kirçhhoffschen Formel. Z. P. C. 38. 76 .  

487. If<'. de Boer. Considérations 
Oldmentaire~ relatives à l'influence de 
la pesanteur eur la distribution de la 
température dans une masse gaseuse. 
A.N. 6. 641. 

488. E. H. Steaens. Über Schall- 
geschwindigkeit der  Luft bei gewühn- 
licher und bei hoher Temperatur und 
i n  verschiedenen Diimpfen. A.P.T,. 7. 
285. 

489. F. E. ATipher. The specitic 
heat of gaseous nebuhe  in gravitational 
contraction. T. 8.L. 10.  63. 

490. L. Genti2 - Tippenhnuer. Zur 
Theorie des Einflusses des Mondes aut 
die Wittening. K.T).P. 2. 92. 

4!)1. Kehbinder. Thermische Knaten 
und Arbeit der Athmouphare. K.U. P. 
2. 138.  

492. G. H. W i n d .  Sur l a  rkgle des 
phases-de Gibbs. A.X. 4. 323. 

493. M .  W7lderman. On the velocity 
of reaction before complete e~uilihriiim 
and beforc the  pointL of trinsition 1. 
P .M.  2. 50. 

491. *R. H. Thurston. Thermo- 
dynamics of the  gas engine. S. 859. 

Siehe auch 107;  268;  496;  497; 747; 814. 

495. W. ~Vernst. Zur Theorie der 
Losungen. Z .P .C .  38. 487. 

496. A .  Schiikarew. Zur Thermo- 
dynamik der konzentriorten Losnngen. 
Z .P .C.  38. 643. 

497. Ac Schiller. Zur Thermodynamik 
ungesattigter Losungen. A N .  6. 497. 

498. J .  If. Groshans. Isobare wks~rige 
Losungen. Z.P.C. 38. 163, 

4!)!). S. ïîfeytr. Uber die durch den 
Verlauf der Sattigungiikurven bedingte 
maximale Arbeit. A:J?.L. 7. 937. 

300. *K. Puschl. t'ber die spezifischo 
Wiirme von IA~ungcn .  M.C.W. 22 .  7 7 .  

601. *A.  Cumnpatti. Sulla relazione 
fra la solubilità e i l  calore di soluzione. 
N.C.P. 125. 
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50.1. I: Foreh. Die Anderiing des 
irIolekularvolums geloster Salze mit  der 
Temperatur. P.%. 18A. 

508. 0. Sackur. Cber den Einfluh 
pleichtonieer Zusiitze auf die elektro- 
kotorischë Kraft von Fliissigkeitskettun. 
%.P.C. 38 129. 

504. Tt7. Nernst und f T  Riesewfeld. 

N G.G. i901. 54. 
505. S. Arrhenius. Zur Rerechnungs- 

weise des Uissot:iationmgradeu starker 
Elektrolyte. Z. P. C. 36. 28;  37. 315. 
H. Jahn 36. 453; 37. 490;  38. 125. 
W. Nernst 36. 596. 

506. II. 1Urucker. Die Dissociations- 
verhkltnisse ternzrer Elektrolyte. Z .  P. C. 
38. 602. 

507. X Osuka. Beziehung zwischen 
der Dissociationskonstante and dem 
Dissociationsgrade eines Elektrolgts in 
Gegenwart anderer Elektrolyte. Z. P .  C. 
36. 539. 

608. C. L. A'ppeyera. Thc molecular 
weights of some carbon compounds in 
concentrated solutions with carhon 
componnds au ~olvent~s.  A.J. S. 1 3  213. 

509. Y. Osaku. Bemerkungen über 
Trijodide. L.P.  C. 38. 743. 

Siehe auch 482. 

610. H. Hilton. A. further note on 
van der Waals equation. P .  M. 2 .  108. 

511. J. D. ~ j a n  der Waals. Contri- 
bntion à l a  connaissance de l'équation 
d'état. A.K. 4.  299. 

512. B. Hollmann u.  K. Tnmmmnn. 
Zwei Zustandsdiagrammc. A.P.L.  6. 74. 

013. *C. M. A. Hurtrrtann. On the  
first plait in van der Waals's free 
energy surface for mixtures of two sub- 
stances. J.P. C. 425. 

614. M. Ileinganum. Über die 
Thcorie der Ziistandsgleichung schwach 
kornprimierter Gase. A.P.L.  6.  6.13. 

515. B. Kavzerlingh- Ownes. Expres- 
sion of the equation of state of gascs 
and lirluids h g  means of series. C.P.L. 
ITo 71. 

616. H Kan~erlilzgh- Onnes. Über 
die Reihenentwicklune fiir die Zustands- 
gleichung der Gase Gnd Fliissigkeiten. 
A N. fi 874. 

517. J. Il. van der V a a l s .  Sur une 
formule exacte exprimant l a  variation 
de b avec le volume. A.N.  6 47. 

518. G. Tammann. C3er Tripol- 
punkte. A.P.L. 6. 65. 

519. J.  D. van del- Wanls. Die Zu- 
standsgleichung und die Thcorie der 
cyklischen Uewegung. Z.P .  C..38. 257. 

1520. J. D. vrrn der W70als. m e r  die 
Heziehung zwischen den Ver%ntlerungen, 
denen die spezifischen Volume des ge- 
siittigtcn Danipfcs und der koexistieren- 
den Flüssigkeit hei Ver%ndemng der 
Semperatur unterliegen. Z. P .  C. 36. 461. 

521. 11: A. H. Schreinemukers. 1)ampf- 
dmcko temirer  Gemische. Z.P. C. 36. 
257;  413;  710;  3 7 .  129;  38. 227. 

592.  P. Kohnstnnzm,. Cher Dampf- 
driicke binarer Gemische betrechtet im 
Lichte der Theorie von van der Waals. 
Z.P. C. 31;. 41. - W. Nernst. 602 

528. P. Uuhen~. rjber die Verdampf- 
nng hinirer Cemixhe. X.P.C. 36. 605. 

Siehe auüh 528. 

Kinet, i~cli t :  Gasthcorie. 
524. 9. Rejler. Zametka po Kine- 

tiEeskoj teorii gazov. (Remerkung über 
die kinctische Gastheorie). M.F.  O. 27. 
108. 

525. J. II. Jeans. The distribution 
of molecular energy. T.H. S.L. 196. 397. 

526. &f Phack .  G e r  die Verteilung 
der Energie zwischen Ather und Matene. 
A.N.  6 .  55 .  

627. P. M. Exner.  Über den Gleich- 
gewichtszustand cines schweren Gases. 
A.P.L. 7.  683. 

628. S. H. B~u~bz t ry  Boltzmann's 
law of distribution ë Z h X  and van der 
Waa,ls' theorem. P.M. 2.  403. 

629. C. J. Kool. Seconde note siir la 
correction qu'exige l'équation z mue 
= $ P B  ?i cause du volume que possè- 
dent les molécules. B.S.V. 383. 

530. G .  W. Walker. On the  ajppli- 
cation of the kinetic theory of gescs to 
the  electric, magnetie and optical pro- 
pertics of diatomic gases. P. R. S. L. 77. 

531. *- Die Athmosphire der Pla- 
netcn und die kinet , i~che Gastheorie. 
S.L. 63. 

Strahlung. 
532. *R. Mewes Die Liüht- und 

W8rmestrahlungsgesetze und deren Be- 
deutung fiir das Beleuchtungs- und 
IIeizungswesen. Z.B. 410;  421 ; 433. 

533. *E. Ir: ilrichols and G. I;: IJ1~11. 
Pressure due to l ight and heat radia- 
tion. A J .C .  15.  62. 

534. *J H. Jeans. The niechauisrn 
of radiation. P. P. S. 11. 754 
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63.5. 0. Lummer. Notiz zu meinem 
Aufsatze : Über die Gültigkeit des Draper- 
schen Gesetzes. A.Gr. 2. 155 .  

636. 0. Ihmmer .  Die Gesetze der 
schwarzen Strahlung und ihre prak- 
t i ~ c h e  Yerwendung. A.Gr. 2. 157. 

537. O. Lunmer  und E. Priysheim.  
Kritisches zur schwarzen Strahlimg. 
A . P . L .  6. 192. 

638. F. Paschen. c b e r  daa Strahlurigs- 
ge&z des schwarzen Kürpers. A. P. L. 
6. 646. 

639. AI. Planck. obe r  irrerersible 
Strahlungsvorgknge. A.P.L. 6. 818. 

640. S. B. Rurhury. On irrevereihle 
proceeses and Plancks theory in rela- 
tion thereto. P.M. 3. 225. 

541. Cornpan. Lois du rayonnement 
aiix basses températures. C.8 .  133. 813. 

64%. *EL Rwbens and EL Kurlbaum. 
On the  heat radiation of long wave 
length emitted by black bodies a t  difie- 
rent temperatures. A. J . C .  14. 335. 

543. Y. G. h'utting. On the com- 
plete emission function. P.M. 2. 379. 

644. A. W. Porter. The emission 
function of a body emitting a line 
spectium. P.M. 2. 573. 

545, O. Lumnier u. E. Pringsheirn. 
Temperaturbestimmung mit  Hilfe der 
Strahlungsgeset,ze. P. Z. 97. 

646. B. L. Nichok. The visible 
radiation from carbon. P.A.Bo. 71. 

647. A. Pflüger. Prüfung des Kirch- 
hoffschen Gesctzes an der Emission und 
Absorption glühender Turmdine.  A. P .  L. 
7. 806. 

648. 0. W. Richardson. On the  
negative radiation from hot platinum. 
I'.C.P.S. 286. 

Siehe auch 270. 

Elektrostatik. 
649. *M. Frank.  Über das Prinzip 

der natürlichen Elektrisierung Z .  E .  233 ; 
266. 

550. J. B. Goebel. Die Verteilung der 
Elektrizity~t auf zwei leitenden Kugeln. 
Cr. 124. 157. 

551. *J. H. Pomey. Sur un cas par- 
ticulier d'éauilibre é lec t ros ta t i~ue  de  
deux cylind;es de révolution pa~alléles.  
E .E .  29. 457. 

562. G. Jiiaer. Über das elektrische 
Feld eines elli$soidischen Loiterii. S.A.W. 
110. 449. 

6i3. A. Korn. e b e r  die natürliche 
elektrische Belegung einer beliebigen, 
stetig gckriimmten Konduktoroberfkche. 
S.A.M. 425. 

,564. C. Carpilzi. Determina,xione del 
potenziale elettrostatico mediante la 
deformazione d'un superficie liquida. 
R . A  L.R.  11. 1. 65. 

655. *N.  Orlov. Elektrische Fignren 
im Felde eines elektrischen Fadens (russ.). 
J .R.P.C.G.  33. 29. 

666. F1. Tanam. t h e r  den Einfliih 
des Luftdruckes und der Luftfeuchtig- 
keit auf die Eritladung statischer Elek- 
triritkt aus Spitzen. A.P.L. 6. 259. 

557. F. Beaulard. Sur la dittérence 
de potentiel et  l'amortissement de l'étiu- 
celle électrique à caractirre oscillat~oire. 
C R .  134. 90. 

558. *E. ATécu2céa. L'étincelle élec- 
trique. E. E. 28. 206. 

669. *W. Tochegliaev. Experimental- 
untersuchungcn über die Funkenenth- 
durig eines Koridensators (russ.). J.B.P. 
C.G. 32. 141. 

060. W. Duane. On elektrometrrs. 
P .  H, 13. 369. 

Siehe auch 129; 878-880. 

Dielektrizitiit. 
561. J. A. Fleming. On a mode1 

whiçh imitates the beliariour oi' di- 
electrics. P. M. 2. 228. - J. Duchanu?~. 
3. 240. 

562. F .  Blozoati. Eine experimentelle 
Prüfung des Clausius-Mosottischen Ge- 
setzes S.A.W. 110. 454. 

663. J. S. Shearer. Some experimenia 
on the  behaviour of dielectrin subjected 
to high potentials. P.R. 14. 89. 

664. P. L. Mercanton. Contribution 
i l'étude des pertes d'énergie dans les 
diélectriques. B. S.Y. 483. 

665. R. F'ellinger. Restimmung der 
Jlielektrizititskonstsnten von Erystallen 
irn homogenen elektrischen Felde. A. P. L. 
7. 333. 

566. A. de Forest-Palmer. On the 
dielectric constant of dilute eleütrolgtic 
solutions. P .K.  14. 38. 

667. K. Radeker. Experimentaliinter- 
suchung über dieDielektrizitatskonstante 
einiger Gase und Dkrripfe in ihrer Ab- 
hingigkeit  von der Temperatur. Z.P. C. 
36. 305. 

568. F. nfacçaronc. Kin Messapparat 
fiir die Erscheinungen der dielektrischen 
Polarisation. P. Z.  57.  

Siehe auch 675; 583; 608. 

Elektrodynamik. 
669. E Caruallo. Sur l'application 

des équations de Lagrange aux ph6no- 
mènes électrodynamiquea. C IL. 133.924. 
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670. Liénard. Sur l'application des 
équations de Lagrange aux phénomènes 
électrodynamiques et électrornaguétiques, 
C.R. 134. 163. 

5 i l .  E. Carvallo. Electrodynamique 
des coips en mouvement. C. R. 134. 
165. 

672. J. Brlemer. Sur  certaines équa- 
tions aux durivc'es partielles que l'on 
rencontre en physique mathématique et 
notamment dans l'ktude de l a  propaga- 
tion de l'électricité. A. S.B. 26. B. 69. 

673. E. Can;oZZo. gquations gBnérales 
de l'éleütrodynamiyue dans les üonduc- 
teurs et les diélectriques parfaits en. 
repos. C.E. 134. 36. 

674. A. E. $1. Love. The integration 
of the equations of propagation of elec- 
tric waves. T.R.S. L. 197. 1 .  

675. *G. Platner. cher die Fort- 
pflmzung der elektrischen Kraft. E. C. Z. 
241. 

67G. J. Stark. Nachtrag über die 
Giltigkeitsgrenze des Ohmschen Ge- 
setees. A.P.L. 7. 932. 

677. *J. Stark. Das Ohmsche Gesetz. 
N.B. 597. 

578. E. Carvallo. Extension d e  deux 
lois de Kirchhoff. C.R. 133. 1290. 

079. E'. Krüger. F~lektromotorische 
Kraft und osmotischer Ihuck.  Z. P. C. 36. 
87. 

580. J. Stark. Bemerkungen zur elek- 
trischen Stromung durch hohe Vakua. 
P.Z. 165. 

681. A. Blondel. L'inscription directe 
des courants électriques variables. II. 
B.G.O. 639. 

682. M. de IVaha. Über unipolare 
Induktion. Z.P. 14.  143. .. 

583. E. v. Schweidler. Uber das Ver- 
halten fliissiger Dielektrika beirn Durch- 
gange eines elektrischen Stroms. S. A.W. 
109. 964. 

584. E. Kutherfurd. Uependence of 
the current throueh conductinp rases 

cocfficientidi induzioneinutua. R.  A. L. R. 
10. B. 179. 

590. G. F. C. Searle. On the coeffi- 
eient of niiitual induction for a circle 
and a circuit with two parallel sides of 
infinite length. P. C.P. H. 398. 

091. P. Janet. Application de l'arc 
chantant de Duddell à l a  mesure des 
faibleil coefficients de selfinduction. 
C . H .  134. 462. 

b98. M. B. Atkins. Polarisation and 
internal resistance of electrolytic cells. 
P.R. 13. 102;  182. 

593. C. li. Ayres. Measurement of 
the  internal resistance of galvanic cells. 
P . S .  14.  1 7 .  

094. *C. P. Steiïmelz. Theoretical in- 
vestigation~! on some oscillat'ions of 
exbremely high poteutial iu alternating 
high potential transmissions. T. A. I.E.E. 
706. 

596. F. Beaulard. Sur l a  diffhence 
d u  potentiel e t  l'amortissement de 
l'étincelle électrique i, caractère oscilla- 
toire. A..U. G. 105. 

69G. J. Stark. Das Oesetz des Ka- 
thodenfalls. P. Z. g. 

697. 3;. Marx. Ubcr den Potential- 
hll und die Dissoziation in Flammen- 
gasen. N.G.G. 1900. 34.  

598. J. Stark. Über dic Bexichung 
zwisühen Kathodenfall und Stromstirke. 
P.Z. 274. 

599. *K. R. .Tohnsnn. Sur l'excitateur 
Hertz et  son application à la télégraphie 
sans fil. E.E. 28. 178.  

600. J. B. Pomey. Oscillations propres 
des r é ~ e a u x  de distribution klectrique. 
C. lL 134. 696. 

601. C. A. Chant. An experiment,al 
investigation into the  ,,skinu etfeet in 
electrical oscillators. A. J. S. 13. 1 ;  P.M. 
3. 425. 

602. P. Sc l~nher r .  Zur Kenntnis der 
Polarisationskauazitüt des blariken Pla- - -.-. 

: tins. A.P.L. 6: 111;. 
on the direction 'Of the electrG l C l d ,  603. E. Warburg. o b e r  die Polari- 
P.N. 2. 210. s aatiou~kapazitkt  des Plalim. A. 1'. L. 6 .  

688. G. Repetto. Sui centri d i  fliisso ' 125. 
elettrico. M.P.A. 1. 172.  

586. J. J .  ~ h ~ ~ ) ~ ~ ~ ~  un the theory 
of electric conduction through thin me- 
tallic films. P.C. P .  S. 120. 

687. H. ,nuraoka ur1d T. Tunzaru. 
fjber die Yeranderung der elektrischen 
Leitungsfahigkeit eines Pulvcrs durch 
Induktion. A.P.L. 7. 554. 

5138. Lord Kayleigh. O n  the induction- 
coil. P.M.Z. 581;  A.N. 6.  197. 

689. B. dfanzetli. Sull' uuo dell' 
ebttrodinammetro nella misura dei 

604.- Barbi1lo.n. Sur l a  mesure des 
capacités d e  condensaLeurs imparfaits 
et  en particulier de  cables sousmarins. 
h. U. G. 69. 

605. W. S. Frariklin. Poynting's the- 
orem and the  distribution of electric 
field inside and outside of a conductor 
carrying eleütric üurrent. P.R. 13. 165.  

606. A. Gerschun. Über gleichgerich- 
teten Wechselstrom. P. Z. 249. 

607. *R. Newes. Die Tesla-Dewor- 
Flemminpchen Versuche iiber Wider- 
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standsverminderung durch Kalte und 
deren theoretische Prüfung. E.  C . L .  212. 

608. *A. W. Ashton. On the resistance 
of dielectrics and the  effect of a n  alter- 
nating eleütromotive force on the iu- 
sulatine ~ r o a e r t i e s  of india rubber. F.P. 
S. L. 2Ü; L ~ . i ~ .  2. 501. 

609. * X .  Rutherford. Abhihicrkeit  
des Stromu durch léitende Gase v i g  der 
Hichturig des elektrischenFelds N. K. 584. 

610. G. Granqvist. Ubcr Disjunktions- 
strome. A.V. A. S. NI. 9. 

611. Ll. A. Wzlson. On the electri- 
cal conductivity of air and salt vapours. 
T.R. S.L. 197. 415. 

612. B. Ci. Brown. Researches into 
the action of fusible cutouts S. N. Z. 
1. 356. 

613. W. Eauffmann. f i e r  eine Ana- 
logie zwischen dem elektrischen Ver- 
halten Nernstscher Glühkorper und dem- 
jenjgen leitender Gase. Y. G. G. 1901. 62. 

6 14. C. B. iMe?idenhall arid 6'. IV. Wuid- 
ner. On galvanometers of high sensi- 
bility. A. J. S. 12 .  249. 

618. P. Junet. Les compteurs d'éner- 
gie. J.P. 10. 7 1 7 .  

616. R.  A .  Lehfeld. fiber Herrn J a h n ~  
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Eigenbewegung auf den Positionswinkel 
und die Diatanz zweier Fixsterne. A. 
N.K. 158.  81. 

770. L. de Bnll. Über den Einfluh 
der Refraktion auf die Uistanz zweier 
Sterne. A.K.K. 168.  85. 

771. R. Rurnos. El Teodolito y su 
an l icac ih  h l a  astronomia ~ r i c t i ç i  R. 
C:L. 4. 251. 

77.. E. E'tzold. Richtige Aufstellung 
von Aquatorealen. Il. M. 2. 153;  1 7 3 ;  
181. 

Siehe auch 3 0 ;  807; 88 7 .  
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Chroiiologie. 1 Gnonionie. 

H. Geophysik. 

773. M. .o. Eyth. Matliematik und 
Naturwissenschaft der Cheopspyramide. 
J .U .  1. 

Geoyhy~ik  (irn engeren Sinne). 

774. J. A. C Oudenzuw. Curva gno- 
monica. A.N. 6. 404. 

775. * M  P. Rudski. Sur l'age de la 
terre. 13.I.C. 72. 

776. If'. 12. Helmert. fiber die Be- 
duktion von Lotabweichungen auf ein 
hoher gelegenes Niveau. A. N. 6. 442. 

7 7 7 .  A. v. ï'riulzi. Eelative Schwere- 
bestimmungen. D. A.W. 143. 

778. *J. B. ~llesserschmidt. Die Ver- 
teilulig der Schaerkraft auf der Erde. 
G.Z.  305. 

779. F. R. Helinert. Dr. Heckers 
Bestimmung der Schwerkraft auf dem 
Atlantischen Ozean. S.A.B. 1902. 126. 

780. *B. v .  Sterneck. L'ntersuchungen 
iiber den Zusammen!lang der Sçhwere 
unter der Erdoberfiache mit  der Tempe- 
ratur. N .  J .M.  1902. 43. 

781. *F. Cujori. The unexplained 
southcrly deviation of falling bodies. 
S. 852. 

781. W. Schliiter. Erdbebenwellen. 
P.Z. 238. 

783. G. Grublovitz. Propagazione di 
terremoti. R.A.L.R. 11. 1. 177. 

2114. V. Ujerknes u. J. W. Sundstrom. 
i ~ h e r  die narstellung des hydrographi- 
schen Beobachtungsmateriales durch1 
Schnitte, die als Gmndlage der theo- 
retischen L)iskussion der Meerescirku- 
lationen und ihrer Ursachen dienen 
konneu. M.S. ü. No. 4. 

786. N .  Ekholm. m e r  Emission nnd 
Absorution der W i m e  und deren Be- 
deutung für die Temperatur der Erd- 
oberflsche. M.Z. 1. 

786. J. Schubert. Der Warmeaustausch 
im festen Erdboden, i n  Gew~ssern  und 
in der Atmosphiire. P.Z. 117. 

787. K Ro[sler. Magnetische Be- 
obachtungen. Il. A.W. 231. 

788. N. Vmov. Ein  Versuch, die 
magnetischen Typen des Erdmagnetis- 
mus zu ermitteln. S. N.M. 1. 

789. Hummer. fSber die Sakular- 
abnahme der mapetischen Deklination 
zu Potsdam. Z.V. 31. 181. 

790. E. Mathias. Sur la distribution 
réplikre de la déclinaison et  d e  l'in- 
clinaison magnétiques en France au 
1. janvier 1896. C.E.  133. 864. 

791. L. A. Baur. Note on the secular 
motions of the earths inean magnetic 
axis. T.M.W. 73. 

Siehe auch 338; 693. 

Mathemntisçhe Meteorologie. 

792. Hammer. Zur barometrischen 
Hohenmessung. Z . V .  31 ... 201. 

793. W. v. Uezold. Uber die Dar- 
stellung der Luftdiuckvertcilung durch 
Druckfliichen und Isobare% A.N. 6. 563. 

794. W. Sundstrüm. Uber die Ari- 
wendung von Prof. V. Bjerknes' Theorie 
der Wirbelbewegungen in Gasen und 
Flüssigkeiten auf meteorologisühe Be- 
obachtungen in den hoheren Luft- 
schichten. V.A. S. Ko. 4. 

796. H. Brocard. Thborie mttthuma- 
tique des cyclones (bibliographie). 1. M. 
9611 

796. *F. H. Bigelow. Line integrals 
i n  the athmosphere. X.W.R. 531. 

797. *V. Bjerknes. The dynamic prin- 
ciple of the circulating movements in 
the athmosphere. M. W. R. 434. 

798. *V. Bjerknes. The circulatory 
movement~ in the  athmosphere. M.W. 
R. 532. 

799. B. B. 31. Zerr. Athmospherical 
rcfraction. M.M.F. S. 192. 

800. *T. V.. Boçcuru. Sulle varia- 
zioni diurne della rifrazione atmosferica. 
V. C.P. 2. 204. 

800a. *R. Potinecke. Die Theorie des 
Regenbogens. W. B. 232. 

801. S. B. Bennet. Aetinometric ob- 
servations of the solar eclipae. P. S.D. 
365. 

802. W. v. Rezold. Über klimatolo- 
gische Mittelwerte für ganze Breiten- 
kreise. S.A.B. 1901. 1330. 
Sichc auch 31; 72; 422; 490; 491; 556; 

681; 786 ;  888-891. 

Ebbe und Flut. 
803. *H. Januschke. ZUI elemen- 

tarcn Gcxeitentheorie. Z.R. 81. - 
S'terba 84.  

804. J. P. van der Stok. Nouvelles 
contributions à l a  connaissance des ma- 

12 * 
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rées dans l a  détroit de Macassar. A N .  
6. 137.  

806. *Fran,z. Gebrauch des Flut- 
uiesseril und Flutprognosenmaschinen. 
J.S.G. I I  5 .  

Kautik. 

806. W. Beuter. Über die Uenützung 
des Semiveraiis zu nautischen R,ech- 
nungen. A.H. 30. 72. 

1. M a t h e m a t i e c h e  

Matliematische Chemie. 
810. W. Alexejew. Über die Bedeutung 

der symbolischen Invariantentheorie für 
die Chemie. 8.P.C 36. 741. 

811. E. Study. Die angebliche Be- 
deutuug der Intariantentheorie fiir die 
Chemie. Z.P.C. 37. 546. 

812. W. Alexejew. Uber das Endlich- 
keitsproblem in der Chemie. Z. P. C. 38.  
750.  

813. *S. H. Hmrries. Mathematical 
expression of the periodic lew J. P. C .  
577  

814. R. Weoscheider. Über simultane 
~ l e i c h ~ c w i c h 6  und die Bceiehungen 
zwisçhenThermodynamik und Reaktions- 
kinetik homogenër Systeme. S.A.W. 
110. 561. 

815. G. Guglielmo. Intomo ad alcuni 
nuovi metodi per deteminare il peso 
molecolare dei corpi in soluzione diluita. 
R.A.L.R. 10. B. 2:v. 

816. E. Cohen. aber die Bestimmung 
der a r b e i t ,  welche die Verwandtschaft 
leisten kann. 8. P.C. 36,. 517. 

817. A. Schükarew. Uber polymole- 
kulare chemische Umwaridluugen. 8.  
P.C. 38. 353. 

818. E. Warburg. Uber spontane 
Desozonisierung. S.  A. B .  1901. 1126. 

819. K. Drucker. TJber zwei Fil le 
von Katalyse im iuhomogenen Systeme. 
Z.P.C. 36. 173. 

820. K. Urucker. Die Geschwindig- 
keit  und Katalyse im inhomogenen 
Systeme. Z.P.C. 36. 693. 

821. H. Euler. Zur Theorie kata- 
lytischer Reaktionen. Z.P. C. 36. 641. 

822. J. Rrode. Katalyse bei der 
Reaktion xwischen Wasserstoffperoxyd 
und Jodwasserstoff. Z.IJ.C. 37. 267. 

823. J U .  van der Waals. L'état 
moldeulaire du dissolvant a-Li1 une in- 
fluence ~ u r  la  diminulion de tension de 
vapeur produite par des sels dissous? 
A.N. 4 .  332. 

80 1 .  E. Wendt. Korrespondierede 
Hoheu. A.H. 30. 152. 

808. C. W. Wil-tz. Zeitbestimmung und 
Chronometerkontrolle diurh eine Hohen- 
differenz. A.H. 29. 372. - A. Wede- 
wLeyer 418. 
809. E. Guyou. Sur l'emploi des 

distances lunaires à la mer. C.R. 134 
133  

Siehe auch 761; 884;  892 

824. J. H. van't Hoff. La formation 
de l'anhydrite naturelle et  le rôle du 
temps dans les transformations chimiques, 
A . K .  6. 471. 

826. R .  Wegscheider Über die Zer- 
setzung des Ammoniumnitrits. Z.P. C. 
36. 543. 

816. R. Lawenherz. ilber die Zer- 
zetzung der organischen Hdogenverbin- 
dungen in athylalkoholiucher L6sung 
durch Auflosen von Natriurn. 8.P.C 
36.  469. 

827. F. Jiittncr. Über dje cherniachen 
VorgBnge in dcm System : Ather-Wasser- 
Chlorwasserstoff. Z. P. C. 38. 56. 

829. O. Gros. r b e r  die Lichtempfind- 
lichkeit des E'luoresceins, seiner sub- 
stitiiierten Derivate sowie der Lcuko- 
basen dereelben. Z.P.C. 37. 157. 

829. J. van't Hoff und F. Weigcrt. 
Untersuchungen über die Bilduugnver- 
haltnisse ozeanischer Salzablagemngen 
S.A.H. 1901. 1140. 

Siehe auch 460; 461. 

Phasenlehre. 

830. P. Saurel. On the phase mle. 
J.P.C. 401. 

831. 3'. A. B. Schreinewzaker. Die 
Faltenpunktskurven in terniren Spte-  
men. A.N. 6.  170.  

Siehe auch 405; 492. 

Elektrolyse. 

832. R. R. Ran~suy. Die Wirkung 
von Schwere und Druck auf die elektro- 
lytischen Vorgangc. P. Z .  1 7 7 .  

833. K .  Gars. Über d i e  Abhangig- 
keit der elektrolytischen Uberführung 
und der elektromotorischen Kraft rever- 
sibler Elcmentr von physikalischen Ein- 
flüssen. A.P.L. 6. 315. 
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834. L. E a h l e ~ b e r g .  The theory of ' Mathematische Physiologie. 
elect,rolytic dis~ociat~ion as viewed in 
the light of facts recently ascertained. 842. *W v.>. Zehewder. Form des 

J.P C. 339. 1 
835. 'K.  Nurden. The theory of the 

electrolytic rectifier. T. E. 48.  107. 

Siehe auch 504. 

Thermochemie. 

836. Pmsot. Chaleur de rkaction 
entre les corps en 6tat solide et à l'état 
gazeux. C . l i .  134. 651. 

837. H. v. Steinwelm. Studien über 
die Shermochemie sehr verdünnter 
Losungen. Z.P.C. 38. 185. 

8313. de Forcrand. Valeur minima de 
la chaleur totale de combinaison Q. C. 
lt 133. 681. 

839. de E'orcrand. Sur 1'8quivalent 
thermique de la dissociation et de la 
vaporisation et sui. la chaleur de solidi- 
fication de l'ammoni~c. C.R. 134. 708. 

Elektrochemie. 

840. P. Straneo. Misura della diEu- 
sione elcttrolitica dei niimeri di tras- 
porto e della mobilità dei ioni. R.A. 
L.R. 11. 1. 08. 

841. A. Klein.  Uber die ~ n d e r u n ~  
der fieien Enercrie bei der Rildunz 
einiger schwerl&fichen Metallsalae. k: 
P.C. 36. 361. 

HimrnelsgewOlbes und die Gr6Den- 
erscheinungen der Gestirne. Z.P.P. 218. 

8.43. .T. W i n t c r .  Du volume en uro- 
logie. C.R.  134. 559;  623. 

Siehe auch 465. 

Mathematische Biologie. 

844. A. Gallardo. Concordancia entre 
los poligonos empiricos de variacion y 
las correspondientes curvas tebricas. 
A. S. A. 61. 

Mathematische Zoologie. 

Siehe 39. 

Xathematische Botanik. 

845. S Schwentlcner. Die Divergenzen 
kreisformiger Organe in Spiralsystemen 
mit rechtwinklig gekreuzten Kontakt- 
linien und deren Grenzwerte. S.A.B. 
1901. 1074 

846. W F. A Weldon.  Change in 
organe correlation of ficaria ranuncu- 
loiclea during the flowering season. Bi. 
125. 

Nathematische Gieologie. 

847. R. Rrocard. Bibliografia dello 
studio matematico della peoloeia. M.P. A. .. - 

Siehe anch 775; 829. 

Maschinenlchre. 

848. 'Li: H BuchhoMz. Theoretische 
Betrachtungen über die an Motoren fur 
LuftschifTer au stellenden Anfordemrigen. 
J . A . M  27. 

849. V. Grazioli. Formol a general 
del rendimento delle macchine a vapore. 
R.F.Y. 4. 415. 

853. *K. Sieber. Strahenbahrikurveri 
und lladstand der Wagen. M.V.D.S. 
803. 

Siehe auçh 212; 247;  680. 

Telegraphenwesen. 

Siehe 604. 

850. *A. Witz. Rendement comparé 
des machines à vapeur et des moteurs 
à, gas. E.E. 30. 5 ;  41. 

851. A. Rotth. Phyaikalische Pro- 
blemc der Gleichstrommaschine. A. Gr. 
3. 34. 

Siehe auch 9 6 ;  197;  494.  

Eisenbahnwesen. 

Hydraulik. 

854. K. J!iailiet. Siir le8 graphiques 
ct les formules d'annonces de cNC8. 
J .  E.P. 147. 

Lnftschiffahrt. 

855. J .  Armengaud Qr. M6thode 
graphique d'étudier les circonstances de 
la marche d'un aàrostat dirigeable par 

1352. *Buchwald. Kurvenhalbmesser l'examen de la projection de sa tra- 
und Spiirerweiterung. N.V.D.S. 27. : jectoire sur le sol. C.R. 133. 900. 
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856. Ii. Desiandres. MPthode per- 
mettant de  déterminer l a  vitesse propre 
dos aErostata dirigeables C R. 133 993. 

857. El. Ueslnndres. Dbtermination 
de  l a  trajectoire exacte des aérostats 
par rapports au sol. C.R. 134. 344. 

Siehe auch 848. 

Elekt,rnt,echnik. 
858. *AS. de Tilur. La, dualité en 

électrotechnique. E.E. 28. 257. 

Agrikulturchemie. 
859. V. Génin. Sur le calcul du 

mouillage et  de  i'écremage simultanés 
du lait. C .E .  133. 743. 

lnstrumentenkiinde. 
860. *WeitOrecht. Zur Prage der 

Kreisteilung. 2. R.W.L. 5. 
861. Schb-nenaunn. Der Spiegei~tab 

und seine Verwendung. U.M.N.  7. 118. 
862. *P. F ~ ~ c h s .  Statischer Ge- 

schwindigkeitsmesser mi t  k'ernmers- 
iibcrtrmgung. M. R.B. 375. 

863. 1. fimeseu. Kelatorul de vitezii 
(Geschwindigkeitsmesser). G.  ?II. B. 53. 

864. A. Lufay .  Sur l'application d e  
la chambre claire d e  Govi à l a  construc- 
tion d'un comparateur pour ri?gles éta- 
lons à bouts. C.R. 333. 867. 

86.5. A. Lnfay. Sur l'application de  
la chambre claire de Govi à la réali- 
sation d'un appareil vérificateur des 
règles e t  des plans. C R .  133. 920. 

866. O. Lz~nwner. Die planparallelen 
I'latten als Iilterfereiizspektroskop. P. Z. 
173. 

867. A. Perot et C. Fabry. Eiu neues 
Mode11 einee Iriterferenzapparates. P. Z. 5 .  

868. Il. CC. Pocklingtolz. O n  a method 
of increasing the  sensit8ivenem of Michel- 
son's interferorneter. P .C.P.S .  375. 

869. L. Baudin. Sur u n  thermo- 
mètre à éthor pétrole. C.R. 133. 1207. 

870. "R. , ' w e s .  Grundformel fiir das 
Kohlrausch'sche Petrolather- und flir das 
Queck~ilberthemometer.  D. M. 9.  73. 

871. 1,. IJolOorn. Untersuchungen 
über Platinwiderstiindc und I'etrolather- 
thermouieter. A.P .  L. 6. 242. 

872. O. Ilecker. Untersuchmg der 
Konstanz von Siedethermometern ails 
dem Glase a 9 m  Z.I. 21. 133. 

873. André Job. Nouvelle methode 
pour l a  mesure et  l'inscription des tem- 
pératures &levées. C.R. 134. 39. 

874. a. Pellut. Mbthode permettant 
d'évaluer en valeur absolue les très- 
basscs tempbratures. C.R. 133. 921. 

870. L. Murch,is. Die dauernden An- 
derungen des Glaser! und die Verschie- 
bnng des Nullpunktes bei l'hermo- 
metern. Z . l ' . C .  37. 5b3. 

876.. Lord Rayleigh. O n  a new 
manometer and on the law of the 
pressure of gases between 1 , 6  and 0,OL 
millimetres of mercury. T. B. S. L. 196. 
205. 

877. G.  L i s l i n .  Sur une forme de 
thermomi:tro électrique. C.R. 134. 412. 

878. P. Boley. Sur un électromètre 
capillaire. C.E.  134. 463. 

870. V. Crémieu. Sur un relais 
électrostatisque. C.B. 134. 524. 

880. J. A. Il'h,ewer. O elektrjkich 
influenEnich s deskami otGivjmi. (Cher 
Influenzmaschinen mit  drehbaren Platten). 
C. 73. 

681. *E.  Grimsehl. Ein akustischer 
Stromunterbrecher. '7. N.V. N. Lm. 

882. W. Bintl~oaen. Sur un nouvesu 
galvanomètre A . N .  6 .  625. 
883. E. Branly. Radioconducteurs 

à contact unique. C.E. 134. 347. 
884. fi. Meldau. Der Schiifskompah. 

P.Z. 3'23. 
885. Schulze. Der Lattenreit'er. Z. V. 

30. 519. 
886. C. Pis7frich. e b e r  einen Neignngs- 

messer. Z . I .  21. 205. 
887. G. Lippmann. Appareil pour 

rue~urer  de  petites distances zénithales. 
C.R. 134. 205. 

888. Guglielmo. Sulla misura delIo 
variazioni e del valore avsoluto delle 
pressione atmosferica mediante illudione. 
R.A.L .R .  11. 1 70. 

889. G. Guglielam. Intorno ad un 
metodo per de teminare  O per eliminare 
la costante psicrometrica e ad  un psicro. 
metro assoluto con 3 termornetri. R.A. 
L.R. 10. B. 193. 

890. J. Joly. A f actiorial raingauge. 
P.S.D. 283. 
891. J. Fényi. Sur  un  appareil pour 

l'enregistrement automatique des de- 
charges de  l'athmosphère. C.E. 134.227. 

892. E. Xnvarot et, P. Relly. Loch 
manorn6tririqne diE6rentiel. C. R. 133.811. 

893. J. Kozék. Z u r  Tlieorie der Kiisten- 
distanzmesser mit rei-tikaler Ra& 
M G.A. 1902. 237. 
Siehe auch 29; 32;  223; 390; 391; 414; 
416; 453; 454; 5 ! ) 9 ;  614; 615: 617; 663; 

688; 771; 772; 805; 830. 
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Verzeichnis der in technischen Zeitschriften 1901 sich 
vorfindenden mathematischen Abhandlungen. 

Von E. WOLFFING in Stuttgart. 

A.B. Allgemeine Bauzeitung, Wien 66. 
Ac. Acetylen, Halle 4. 
A. E.R. J. American Engineer and Rail- 

road Journal 75. 
A.(I.B. Annalen für  Gewerbe und Bau- 

wesen 48-49. 
R .  S. Baumaterialenkunde, Stuttgart 6. 
B,S.E. Bulletin de  la Société pour 

l'Encouragement de l'Industrie Natio- 
nale, Paris 100. 

C.B .  Centralblatt der Bauverwaltuna. -, 
Berlin 21. 

C.E. Centralzeitung für Optik und Me- 
chanik 22. 

D.B. Ueutsche Bauzeitung 35. 
D. JI. Z. DeutscheMechanikerzeitung 1901. - 
E. Engineer, London 91-92. 
E.E. L'Eclairage éleetrique,Paris 26-29. 
Eg. Engineering, London 70-71. 
Fi. Z. Elektrotechnische Zeitschrift, Berlin 

22. 
G.C. Le Genie civil, Paris 38-39. . 
G.I. Qesnndheitsingenieur 24. 
J. Cr. W. Journal für Gasbeleuchtung und 

Wasse r~e r so r~uug  44. 
N.I.C. Mémoires de  l a  Société des In- 

génieurs Civils, Paris 64. 
I.T. (I. 11. W. Mitteilungen aus dem 

Technischen Gewerbemuseum, Wien 
2. Scrie 11.  

Aerodynamik. 
1. F. R.w. Lfissl. Die Luftwiderstands- 

gesetze in neuerer Zeit. Z.O.I.A.V. 53. 
697. 

2. C. Dantim. Compteur de  valeur, 
système Gehre. G.C. 39. 288. 

3. K U ~ Z C .  Zur barometrischen Hohen- 
mesaung. Z.V. 30. 545. 

Siehe auch 244. 

Akustik. 
4. W. Armagnat. Résonance dans les 

circuits k courant continu. E.E. 27. 465: 
28. 482; 29. 13.2. - P. M. ~ e r h o e c k z :  
28. 389; 29. 131. 

S. Rellstab. Der Telephonograph. E. Z. 
22.  57. 

P. &. 11. Portefeuille 6conomique des 
machines, Paris 4 .  série 10. 

P. d. Pol$echnisches Journal 316. 
P. II. C. Der praktische Maschinenkon- 

strukteur 34. 
Schw.B.  Gchweizerisehe Bauzeitung 

37-38. 
S. V. G. Sitzungsberichte des Vereins zur 

Befirderung des Gewerbfleiîses in 
Preuîsen, 13erlin 1901. 

T. Der Techniker, New-York 6. 
V.V.6. Verliandl. der Vereins zur Be- 

forderung des Gewerbfleihes inPreuîsen 
80. 

W.B. Wiener Bauindustriezeitung 18. 
Z.A.I .  Zeitschr. f. Architektur- und In- 

genieurwesen, Hannover 2. Serie 6. 
Z.B. Zeitschrift fur Bauwesen 51. 
%. U .  Zeitschrift fü r  Gewasserknnde 4 .  
X. G .  K .  Zeitschrift, für  die geriamte 

Kalteindustrie 8. 
Z.1: Zeitschrift Kir Instrumentenkunde21. 
Z. O. 1. A.V. Zeitschrift des Oster- 

reichischen Ingenieur- und Archi- 
tekienvereins 63. 

Z. Y. Zeitschriftfiir Vermessungswesen 30. 
Z.V. D. 1. Zeitschrift desTereins deutscher 

Ingeuieure 45.  
Z. W. Zeitschrift für Werkzeupaschinen 

5. 

Arithmetik, politische. 
6. J. Rüttinger. Hypothekarwert und 

nypothekarwertbestimmung. W.B. 18. 
262; 273; 280; 298; 307; 312; 320; 338. 

7. .E. Etzold. Richtige Aufstellung 
von Aquatorealen. D. M. Z. 1901. 153. 
173. 181. 

Dynamik. 
8.  Blum. Zur Frage der Schienen- 

überhohung. C.B. 21. 462. 
9. E. B7. Cassel, Macfarlane Gray 

Gyroscopic action and the loss of Cobra. 
Eg. 72. 623. - B. Hahn 752. - W. L. Jor- 
dan 874. 
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Zeichnerische Ermittelung der  Krafte im Kreisbogentrager 
mit und ohne Kampfergelenke. 

Von Baurat A. FRANCKE iu Herzberg a. Harz. 

Mit 9 Fig. anf 2 Tafeln. 

Streckt man einen Bogen in eine Gerade und tri@ an jeder 
Stelle das, im betreffenden Bogenpunkte wirkende innere Biegungs- 
moment als Belastungshohe auf, verbindet alsdann diese Belastungs- 
krifte durch ein Seilpolygon, so erhalt man bckanntlich, als Ergebnis 
einer zweifachen Lntegration der allgemeinen Biegungsgleichung 

d 2 z  EIdS" = + Jf dio zoichnorische Darstellung der, in Richtung des 

Krümmungshalbmessers gemessenen elastischen Durchbiegung z. 

Weil, für gegen 1 verschwindende, belanglose Werte die 

elastische Achsenschiebung w eines Kreisbogentragers gegeben wird 
durch den einfachen Aushuck: 

so ist die h d e r u n g  der Lange der Bogenachse dargestellt durch den 

F'lacheninhalt F =Jûds  der û-Kurve und man knnn dahcr aus der 

Stetigkeit der nun einmal vorhandenen Bogenachsedige, also auf 

Grund der Forderung [zds = O, sus der zeichnerischen Da,rstellung 

der Durchbiegung z die durch irgendwelche Belastung P erzeugte 
Krifteverteilung in einfacher Weise ermitteln, indem man eben die 
gesuchten, unbekannten Kriifte, z. B. beim Bogen mit zwei Kampfer- 
gelenken den, in Richtung der Schluîssehne wirkenden Uogenschub H 
der Bedingung I sd s  = O entsprechend bestimmt. 

Hierbei empfiehlt es sich, namentlich um für die m6glichcn und 
denkbaren Belast'ungsfalle von vornherein jedes zeichnerische Probieren 
auszuschlie~uen, die Wirkungen der gesuchten, erzeugten Kraft H und 

Zoitachrift f. Nathemûtik u. Physik. 48. Band. 1904. 2. Haft. 13 
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der gegebenen Belastung P stets für sich gcsondert z11 betrachten, 
also den Schul~ H, geriau wie bei dem entsprechenden analytischen 
Verfahren, auf Grund der Beziehung zu bestimmen: 

H A P  Z&hler 
- O = I I d H  + P d p  ûder - = - - --- 

Y - d H  Nenner Y 

so dafs also der Nenner - d a  der im Zustand Il = - 1 erzeug-ten 
&denmg der Lange der Bogenachse entspricht, wahrend der Ziihler A, 
die durch die Belastung P an und für sich, also unter der Voraus- 
setzung H =  O, erzeugte Anderung dieser Lange darateut. 

1. Der Kreisbogentrager mi t  Kampfergelenken. 

Wir  betrachten, Abb. 1, den Kreisbogentriiger mit Kiimpfergelenken 
im Zustande H =  1, setzen also voraus, daïs der im übrigen v6llig 
unbelastete Bogen einen inneren, wagerechten Scheitelschub H F  1 zu 
tragen habe. 

Indem wir, Abb. l a ,  auf der Geraden O,A, für jeden Punkt s den 
Hebelai-m p lotrecht als BelautungshGhe auftragen, erhalten wir in der 
Kurve B A ,  eine zeichnerische Darstellung der dem Zustande H = 1 
entsprochenden inneren Momente p ,  und indem wir diese Xnrvc 21 d s  
Belastungslinie der geraden Strecke O, A, auffassen und diese &i f te  p, 
Abb. l b ,  durch ein Seilpolygon verbinden, erhalten wir, Abb. l b ,  die 
zeichnerische Darstellung der elastischen Durchbiegung a des Bogen- 
triigers bei Erfüllung der durch die Symmetrie geforderten Bedingung 
d z 
-: 

d s 
O für den Scheitel. 

Der Inhalt O,,A,R, = F dieser z-Linie atellt ein Mals dar für 
die dem Zustande H- + 1 entsprechende Anderring der Bogenachsen- 
lange und kann mithin angesehen werden als der, ein für allemal lest- 
stehende, Nennerwert des durch irgendwelche Belastung P, q erzeugten 
Bogensühubes H. 

Um leteteren für irgeridwelche Belastung P zu bestirnrrien, braucht 
man daher für den Einzelfall lediglich den zugehorigen Zahlerwert zu 
ermitteln. 

Sei beispiclsweise, Abb. 2, der Hogen belastet diirch die im Rogen- 
punkt D angreifende, beliebig gerichtete Einzelkraft Y, so denke man 
sich die Belastung erganzt zur punktiert angegebenen, symmetrischen 
Belastung, wobei also der Schub H, iri Vergleich zur Wirkung einer 
einzigen Last P, sich verdoppeln würde, und betrachte für diesen ge- 
deçhten symmetrischen Belastungsfall lediglich die Sonderwirkung der 
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Belastung, nicht etwa auch zugleich die ja bereits hekannte, nach 
Abb. 1 bereits ermittelte, Sonderwirkuug von H. 

Triigt man also, Abb. 2a ,  unter der Voraussetzung H = O, die 
imeren Biegiingsmomente p auf dcr gcrade gestreckten Xogenstrecke O,A, 
auf, am einfachsten, indem man die IIebelarme a der Einzelkraft P in 
Bezug auf die rechts von D gelegenen Bogenpunkte auf der Gernden 
BA,, auftriigt und durch den iiufsersten Punkt A, die Wagerechte O, A, 
zieht, und betrachtet den Linienziig BDA, oder p als Belastung der 
Strecke O,d , ,  so erhiilt man, Abb. 2b ,  durch Verbindung der Be- 
lastungskrafte p durch ein Seilpolygon die Darstellung der zugehorigen 
elastischen I)uri:hhiegui~g a und also im Inhalt O,,U,A, = FI dieser 
z-Kurve den gesuchten Ziihlerwert, so daîs also der von einer einzigen 
Einzelkraft P erzeugte Schub H bestimmt ist durch: 

2 H lf'l 
-- - - .  
P F '  

II. Der Kreisbogentrager mit  eingemauerten, undrehbaren 
und unverschiebbaren Kampfern. 

Ein Bogentriiger mit eingemauerten Kimpfern ist statisch drei- 
fach unbestimmt. 1% bedarf dahcr zur I{'eststelliing der durch irgend- 
welche Belastung irn Bogen erzeugten Kriifte einer dreifachen Angabe 
in Uczug anf die Kr%ftevcrteilung, und nebnlcn wir die drei im Scheitel 
des symmetrisch geformten Bogens erzeugten Krafte, niimlich die Quer- 
kraft Q,, die Laligskraft Xo und das Moment n/I,, als die drei Be- 
~timmungügro~sen der Krifteverteilung an. 

Die durch irgendwelche Belastung P, p erzeugte Querkraft Q, 
kam, wie spiter ~Ciher gexeigt wird, f ü r  sich durch Betrachtung des 
entsprechenden antisymmetrischen Bclastungsfalles gefunden werden, 
wahrend der erzeugte Schub Ho und &as Scheitelmoment lWo am e h -  
fachsten durch Betrachtung des synimetrischen Belastungsfalles, in 
welçhern &, verschwindet, ermittelt werden kann. 

Wir betrachten, Abb. 3, zunschst den unbelasteten Bogen im Zu- 
stande dm Schcite1srhui)rs H oder TC= 1,  wie solchcr Zustand hei- 
spielsweise durch gleichmiikige Wiirmeanderung thatsachlich herbei- 
geführt werdcn kann. 

In diesem Zustande LI hat der Bogen, abgesehen von diesem 
inncren Scheitelschub II, ailch gleicheeitig ein zu H zugch6riges, von 
U erzeugtes inneres Scheitelmoment M zu traçen, welches seinem 
ab~oluten Werte nach niit H wiichst und ahnimmt und mithin aus 
gedrückt werdcn k a m  durch: 

1M - - HIA. 
13 * 
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Der Hebelarm h kann leicht zeichnerisch bestimmt werden. 
Strecken wir, Abb. 3a, den Bogen OA in die Gerade OA und 

tragen auf dieser Geraden die Hebelarme c der Kraft H in Bezug auf 
die Bogenpunkte als die dem Schube H entsprechendc Momenten- 
belastung c auf, so murs der Fliicheninhalt des Rechtecks OBBIA = 

dem Inhalt der Momentenbelastungsfliiche O A C  sein, w e m  die Rohe h 
des Rechteckes den Hebelam h des von H erzeugten Scheitelmomentes 
iM = - HIA darstellt. 

Denn fassen wir die Momentenfiache OAC auf als Belastungs- 
fiche, so würden wir, durch Zeichnung des entsprechenden Seilpolygons, 
die dem Werte H = H, Jf = O entsprechende elastische Durchbiegung z 
des Hogentrigers erhalten und die letzte, am Kampfer gelegene Seite 
dieses Seilpolygons würde mit ihrer Richtung der elastischen Ver- 

d z drehung ds daselbst entsprechen. 

Verbanden wir aber ein zweites Mal die Belastung der H6he h 
durch ein Seilpolygon, so würde die letzte Seite die dem Werte 
Horizontalschub = O, Moment = h entsprechende elastische Verdrehung 
dz 
- des Gmpferpunktes darstellen. 
ds 

Da  nun, nach der Voraussetzung, die Klimpferpunkte i~ndrehbar 
sind, so murs die Gesamtwirkung der Krafte M und LZ die elastische 

d z Kimpferverdrehung - = O ergeben, d. h. es mu19 sein: 
a s  

Man kann daher die Lange h durch sehr einfache zeichnerische Aus- 
führungen, z. B. durch Zurückführen des Flacheninhaltes O A C auf die 
Grundlinie OA als Basis auffinden. 

Indem man nun die Belastungslinie O C  der Abb. 3 a  auf die 
Wagerechte BB, bezieht, also die Belastung c - h = b betrachtet und 
diese Belastungskriifte b dureh ein Seilpolygon verbindet, findet man, 
Abh. Sb, die Linie der elastischen Durchhiegiing z hei Erfüllung der 

dz  notwendigen Bedingung - = O im Scheitel wie am Kiimpfer. 
d s 

Der Inhalt O1 A,D = F aber dieser z-Linie stellt ein Maîs dar für 
die durch den Zustand H erzeugte Andermg der Rogenachsenlkge 
und kann daher als der allgemeine, ein für allemal giltige, Nennerwert 
genommen werden für jeden durch irgendwelche Belastung P, q . . . 
erzeugten Scheitelschub Ho.  

Ur11 beivpielsweise die Wirkungen Ho, Mo einer eimigen, beliebig 
gerichteten Kraft P, Abb. 4, zu ermitteln, denken wir uns die Belastung 
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erganzt zur punktiert angegebenen symmetrischen Belastung mit den 
Werten 2B0,  2M0. 

Lndem wir, Abb. 4a ,  den Bogen geradestrecken und die Bogen- 
halften OA lediglich unter Wirkung der Einzellast P und des, der 
uymmetrischen Relastung P zugehorigen, von den Lasten P, unter 
Voraussetzung If = O, an sich erzeugten Scheitelmomentes Pa betrachten, 
tragen wir in Abb. 4a das statische Moment der Einzclkraft P in 
13ezug auf jeden Punkt der Bogenstrecke E A  auf, indem wir den 
Hebelarm A als Relastungshohe annehmen. 

Ziehen wir hier wiederum die Wagerechte BBl der Bedingung 
gemaîs : 

Rechteck O B B I A  = Momentenfiache E A C ,  so erhalten wir in  
der H6he OB = a des Rechteckes den Hebelarm a des Momentes Pa. 

Nehmen wir nun die La~thijhe d - a an, beziehcn d s o  auch hier 
wieder die Belastungslinie OEC auf die Wagerechte BB,, so erhalten 
mir, Abb. 4b, durch Zeichnung des entsprechendcn, die notwendige 

d 2 Bedingung - = O in O wie in A erfüllenden Seilpolygons die zu- 
d s 

gehorigc s-Liriie mit dem Inhalt Pl, als Zihlemert des von P er- 
zeugten Schubes, und wir haben, als Wirkung einer einxigen Kraft P, 
die erzcugten Scheitelhiifte Ho, Mo bestimmt mit den Werten: 

Sei, Abb. 5, die Krafteverteilung zu ermitteln für die lotrecht 
wirkenden, durch die Belastungshohen pl auf der linken, p, auf der 
rechten Seite dargestellten Lasten, so denke man sich, zur Restimmung 
der erzeugten Scheitelwerte paarer Ordnung die Belastung erg%nzt zur 
symmetrisühen Belastung p = pl + p, , welche wir für die rechte Rogen- 
halfte durch den Belastungszug C,B,, mit unterer Begrenzung durch 
den Bogen OA, dargestellt haben. 

Indem man, Abb. 5 a  und Sb,  diese Belastungskriifte p verbindet 
durch einc wagerechtc Kraft K, erhilt  man in den Seilpolygonhohen A, 
in Bezug auf die wagerechte E-Linie der Abb. 5a,  ein Mals für das 
statische Moment Kd der, von C ab bis zum betreffenden Bogenpunkte 
geziihlten, Belastung p in Bezug auf diesen Bogenpunkt. 

Streckt man, Abb. 5c, wiederum den Bogen, triigt die Hohen d 
als MomentlasthGhen a d ,  bestimnit auch hier wiederum die Wage- 
rechte BB, nach der Bedinpng  a . OA - lnhalt O CA, bezieht die 
Momentenlinie OC auf diese wagerechte BBl, indem man also die 
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Lasthohen y = d - a annimmt, und verbindet, Abb. 5d, diese Kr5ftc p 
durch ein Seilpolygon, so erhilt man auch hier wiederum aus dem 
lnhalt OAB = E', dcr z-Linie den Ziihlerwert des erzeugten Schubes, 
und als Wirkung der durch die gegebene Belastungskurve BCC,Bl 
der Abb. 5 dargestellten Lasten erhalten wir die Scheitelwerte Ho, JIo 
mit den Werten: 

Fz 2HO; .E37 ,  

Um für eine einzige, wandernde, lotrechte Last P die Einflufslinie 
des Scheitelschubes 11, zu bestimmen, kann man die zur Lage ~c zu- 
gehorige Momentenbelastung stets in einfacher Weise, Ahb. 6 und 6a, 
durch entsprechende Verschiebung der Grundlinie O,, A,, , auf welche 
die Hebelarme von P su heziehen aind, erhalten. 

In  Abb. Gc und 6 d  führten wir die Bestimmung für den Haupt- 
wert der Scheitellage, s = 0, des Nihcren aus, wobei also wieder die 
Werte gelten: 

Po 3'0 2H0=P,; 2 M o - ~ ( a - h i , ] ,  

wo F, k die ein für allemal festgestellten Werte der Abb. l b ,  l a  dar- 
stellen. 

Bestimmt man Ho für verschiedene Stellungen x der lotrechten 
Einzelkraft P, so erhBlt man, Ahb. 6 b, die Einfldslinie Ho fur wandernde, 
lotrechte Einzellast P. 

1st das Triigheitsmoment I nicht, wie wir hisher voranssetzteii, 
unverkderlich, sondern vielmehr entweder sprungweise oder auch stetig 
veranderlich, so hat man überall die Momentenbelastung im Verhalts- 

C 
nis - zu nehmen, wo C einen bestimmten, unveranderlichen, I aber 1 

den jeweiligen Wert des Triigheitsmomentes bedeutet. 
Wire  beispielsmeise, wie Abb. 7 andeutet, in den Bogenpunkten D 

ein unstetiger Sprung des Triigheitsmomentes vorhanden, so zmar dafs 
auf den Kiiiripferstreckeri DA das Triigheitsmoment IL den fünffachrn 
Wert  des Triigheitsmomentes Io der Scheitelstrecke DD erhielte, so 
wsren die Momentenbelastungen bezüglich der Punkte der Kampfer- 
strecke nur mit dem fünften Teile in Vergleich zur Scheitelstrecke in 
Betracht zu ziehen. 

Zur Restirrirnung des Nemerwertes Fa und des Rebelaruies ho 
würden die Abb. 3 c  und 3 d  an die Stelle der betreffenden, für un- 
veriinderlichen Querschnitt giltigen Abb. 3 a  und 31) treten. 
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Sei beispielsweise die Wirkung einer lotrechten Scheitellast, Abb. 7, 
eu bctrachten, so würden die Ahb. Gc und 6 d  durch die entsprechenden 
Abb. 7a  und 7 b eu ersetzen sein. 

An Stelle der Kurve OC der Abb. 6 c  wiirde die gebroehenc l inic  
OD'D" C' treten, Abb. 7 a, und die durchlaufende Wagerechte BBl der 
dbb. Ga wiirde durch den gebrochenen, wagerechten Zug BD - DB1 

O H  
der Abb. 7a zu ersetzen sein, wobei ABl = - , und Flache 

5 
071BDBlA = O B I D r C ' A  id. 

Die durch P erzeugten Kriifte II0, Mu sind auch hier gegeben 
durch : 

Fn 21IU = PT 
TH' 

Vergleicht man die hgebnissr,  so findct man, dars bei dcin hicr 
angenommenen sprunpeisen Wachsen des Tragheitsmomentes Ho g r o h - ,  
34 kleiner ausflllt, als bei unveriinderlichem Qiierschnitt. 

Znr vollstandigen RlarsteLlung der Kriifteverteilung würde im all- 
gemeinen noch die Bestimmnng der im Scheitel erzeugten dritten 
Kraft Qo erforclerlich werden. 

Um diese zu bestimmen, betrachtet man am einfachsten den anti- 
syrnmetrisçhen Belastungsfall, indem man also alle gegebenen Belastungs- 
krifte noch einmal auf der entgegengesetzten Bogenseite in symmetrisch 
licgenden Linien, abcr mit entgcgcngcsetztem, antisymmctrisch gerichtetem 
Sinn wirken liiîst. 

Alsdann vt:rschwindcn allr Schoitelwertc paarcr Ordnung, Ho, Mo 
und insbesondere auch die elastische Schciteldurchbiegung z,, wahrend 
die Schcitrlwertc unpaarer Ordnung, insbesondnre also die Scheitelquer- 
kraft Q,, sich verdoppeln, und man bestimmt den Wert Q, eben auf 
Grund der Hedingiing des Verschwintlrns von B in1 Schejtelpiinkt. 

Versteht man unter s, die von Q, allein, unter zp  aber die von 
der jeweiligen Belastung P, im antisymmetrischen Belastungsfall, allein 
für sich erzeugte verhdtnismiikge Scheiteldurchbiepng 2, so ist also 
die Bedingung zu erfüllen: 

2, Ziihler 
- O = B ~ P + B ~ C ) ,  nder $= - - 

- z a  ~ë1111er 

und für die gegebene, nicht zur Antisymmetric ergamte, einfache Be- 
lastung P gilt der halbe Wert dieses für ~ n t i s ~ m m e t r i e  giltigen 
Wertes Qo. 
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Auch bei diesen Betrachtungen empfiehlt es sich der Einfachheit 
lialber im aligemeinen, die Wirkungen für sich gesondert zu betrachten, 
die Zahler- und Nennerwerte für sich zu ermitteln. 

Wir  tragen daher, Abb. 8 und Ha, für den Xiistand Q = - 1 den 
Hebelarm p der Einzelkraft Q, in Bezug auf die Bogenpunkte einer 
Bogenseite, als Belastungshtihe des geradegestreckten Bogens 0,A auf, 
und vcrbindcn, Abb. 8 b, diese Belastungskriifte p durch ein Scilpolygon 

d z  
und erhalten, bei Erfüllung der notwendigen Bedingung LES = O am 

iindrehharen Kiimpfer, die Darstellung der zugehorigen elastischen 
Dnrchbiegung z und daher in der Lange O,,C = L den, ein für alle- 
mal feststehenden, Rennerwert des von irgendwelcher Belastung cr- 
zeugten Scheitelschubes Q, . 

Um beispielsweise die Scheitelquerkraft für die in Abb. 3 gegebenen 
Relastungcn pl und p, zu ermitteln, denken wir uns den Belastungsfall 
erganzt zum antisymmetrischen Belastungsfall, indem mir also, Abb, 7, 
für die eine rechte Bogenhalfte die Relastung p = fi - pl darstellen. 

Die für die linke Seite gedacht, genau gleiche, aber aufwarts, 
entgegengesetzt wirkende Belastung - p = p, - p, braucht überhaupt 
nicht gezeichnet zu werden. 

Indem wir die lotrecht abwartswirkenden Belastungskrafte p der 
rechten Bogenseite, Abb. Y c, durch eine wagerechte Kraft K verbinden, 
erhalten wir durch die I-16hen d der Seilpolygonpunkte über der 
K-Linie die inneren Momente K d ,  welche diese Belastung p für sich 
allein erzeugt. 

Diese Momente d wurden, Abb. 9d ,  auf der Geraden 0, A, ,  als 
Belastungen dea in eine Gerade gestreckten Bogens, aufgetragen und 
rtlsdann durch ein Seilpolygon verbunden. 

d z 
Aus der sich hieraus ergebenden, die notwendige Bedingung -- = O 

a s  

am Kiimpfer erfüllenden Darstellung der zugehorigeu elastischen Durch- 
biegung 2, ergiebt sich der Scheitelwert h als Zahler des erzeugten 
Querschubes Q, , so dars also der durch die gegebenen Belastungenp,p, 
der Abh. 5 erzeugte Schub Qo, seiner absoluten GrGlSe nach, bestimmt 
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Der Spitzbogentrager mit Scheitelgelenk und sprnngweise 
veranderlichem Tragheitsmoment. 

Von Baurat ADOLF FRANCKE: in Herzberg a. Harz. 

Mit 8 Fig. auf 1 Tafel 

Der, an beiden Kampfern undrehbar eingemauerte, Bogentriiger 
mit Scheitelgelenk, Abb. 1, ist zweifach statisch unbestimmt, daher ziir 
Bestimmung der von irgend welcher Belastung P, p, q erzeugten 
Bogenkriifte eine zmeifache Angabe erforderlich ist, und wahlen wir 
als BestimmungsgrtiLen die im Scheitel erzeugte wagerechte Schub- 
kraft 8, sowie die daselbst erzeugte lotrechte Schubkraft c. 

Wir setzen allgemein den fiir praktische Fiille meist in Retracht 
kommenden und jedenfalls wichtigsten Pal1 einer symmetrischen Aus- 
bildiing des Bogentriigers voraus und erhalten unter dieser Amahme 
den Wert der durch irgend welche Belastung P erzeugten wagerechten 
Scheitelkraft 7 am einfachsten durch die Betrachtung des symmetrischen 
Belastungsfalles, in welchern wir uns also alle gegebenen Belastungen P 
noch einmal symmetrisch auf der entgegengesetzten Bogenseite wirkend 
denken. Alsdann wird t, = 0, miihrend die wagerechte Schubkraft sich 
verdoppelt auf den Wert 2q, welcher auf Gmnd der allgemeinen Bedingmg 
der Symmetrie, dais die wagerechte Versçhicbung des Scheitelpunktes 
verschwindet, bestimmt werden kann. 

Die Bestirnmungsgleichung für 7 nimmt dahcr stets die Form an: 

2 h p  - Zahler 27 . h q  + Php - O oder: - = -- - -- 
P - h7 Nenner 

wenn lzp die durch P an und für sich, im Zustande 7 = 0, 5 = O, dao 
am freien einoeitig eingernauerten Bogenbalken, veranldste wagerechte 
Verschiebung des Kopfes, Scheitels, bedeutet, wahrend der Nenner, 
- h,, die irn Zustmde q = - 1 veranlalste wagerechte Versçhiebung 
des Kopfes bedeutet, Abb. la. 

E s  empfiehlt sich, der Übcrsichtlichkrit und Einhchheit halber, 
den Wert des Nenners ein für d e  hIal festzustellen, den Wert  des je 
xugehtirigen Ziihlers aber ebenfalls für sich, a190 iinter der Voraus- 
setzung 7 = 0, festzustellen. 

Die zugehkige, durch irgend welche Relashmg P ereeugte lot- 
rechte Scheitelkraft f aber bestimmt man am einfachsten durch Be- 
trachtung des antisymmetrischen Belastungsfalles, indem man also die 
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gegebene Belastung P noch eininal auf der entgegengesetzten Trager- 
haIfte in symmetrischer Lage aber mit nicht symmetrischcrn, sondern 
urngekehrtem Richtungssinn wirken lifst. In diesem Falle der Auti- 
symmetrie verschwindet 7, wiihrend g sich verdoppelt und der Wert 
der erzeugten lotrechten Schubkraft allgernein eu bestimmen ist auf 
Grund der Bedingung, dafs die lotrechte Verschiebung v des Scheitel- 
punktes = O ist. 

Man erhilt  daraus die allgemeine Bestimmungsgleichung für S :  

wenn v p  die durch P = 1, - vg. die durch = - 1,  Ahb. Ib ,  verwi- 
lakte lotrechte Verschiebung des S~he i te l~unktes  bedeutet. 

Auch hier empfiehlt es sich der Einfachheit halber, die Liihler- 
iind Nennerwerte stets für sich zu bereühnen. 

Um nun zunachst den allgemeinen Nennerwert des durch irgend 
welche Helastung erxcugten, wagerechten Schilhes 7 ein fiir a l l ~ m a l  
festzusetzen, betrachten wir den Bogen, Abb. la, im Belastunçsxustand 
y I = - 1 .  

In demselben gilt für  die lotrecht zum Bogen, also in Richtung 
des Halbmessers zu messende elastische Durchbiegung z, die Differential- 
gleiahung : 

E,'1 daz . 
--- T ,  d a ,  = sin A - sinw. 

Insbesondere gelten daher für die Strecke 1 des Triigheitsmomentes IL, 
also für Winkelwerte w von w = y bis w = y, die Gleichungen: 

EIl  dz 
--- r ,  d a  - COS W - cos y + jw - y) sin Â. 

(W - y)' sin I. 
Y) cos y + 

Pür w - y,, dem Punkte der spn inpe i sen  Abnahme des Triigheits- 
momentes Il auf den Wert 1, gelten mithin die Gleichungen: 

El; d z  
q = ;lai, -cosy,-cosy +(y,-?)sin1 
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I - 1  
Wird i - -! gesetzt, so gelten mithin f ü r  die Strccke des 

JI 

Triigheitsmomentes I,, also für Werte o = y, bis w - 2. die Gleich- 
un gen : 

E 1, (w - yj3 sin1 
-- w = cos y - cos w - (w - y) sin y - -- r O 

23 Il (CO - y ) =  sin A 
-$-z = sinw - s i n y  -(a- y) cosy +- 

2 

- i i q ( w  -YI)  + $1.  
Weil nun die aagerechte elestischc Bewegung des Scheitelpunktes 
h = w sin A. + 2 cos A. ist, so erhalt man durch Einsetzung des Wertes 
CO = l in die obigen beiden Gleichungen und Bildung des Ausdruckes 
R r2 h R T2 

- - - { w + z cotang A} den allgemeinen Ausdruck des Nenner- 
r S s i n l  r Y  

wertcv AT7 des von irgend welcher Bclastung erzcugten aagerechten 
Scheitelschubes mit dem mTerte: 

wenn G die allgemeine Funktion bedeutet: 

B" 8" C - cos y + sin A. - /3 sin y - -(cos y - cos l) 2 

- cotang A. (sin y + cos y) 

fi3 . B2 
G, = cos y, + ' s ind - pl sin y, - $ (cos y, - COS Â-) 

6 

- cotmg Â. (sin y, + pl cos y,). 

Sind, Abb. 2, mehrere Sprünge des Triigheitsmomentes vorhanden, kt 
1, - Iz . il = -- , ty  - ---A> so gilt die allgemeine Formel: 

4 4 

wobci also G, aus B durch Vertauschung von y mit y,, p mit P, 
hervorgeht. 

Wiiren aber belicbig viele Sprüngc il . . in vorhanden, so würde 
die Formel gelten: 

Um aber den allgenieinen Nennerwert des im Scheitel erzcugten, 
lotrechten Schubee vorweg ein für allemal festzustellen, betrachten wir, 
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204 Der Spitzbogentriger mit Scheitelgelenk etc. 

Abb. lh, eine Bogenliage im Zustande 17 = 0, [ = - 1, wobei die 
Momentengleichung gilt : 

h'I d Y z  
- p~~ r5 d w l  = COS 0 - COB Â. 

Insbesondere gelten daher für die Strecke des Triigheitsniomentes I,, 
also für Werte w von w = y bis y, die Gleichungen: 

-- El' d a  - sin o - (w - y) cos 1 - sin y ,  rJ  d w  

Und indem wir in genau analoger Weiçe, wie im vorigen Falle, die 
Gleiçhungen für die Strecke des Tragheitsmomentes 1, bilden: 

E 1, (O - y ) $  sin y (CO - y ) e  cos I. 
- ,-tu = (a - y) cos y + sin y - sin w - - -- ~ -~ 

2 6 

2 + *(O - R) + 
BI, (w - y ) ¶  COS ;1 
- z = cos y - cos w - (w - y) sin y - ---- 2 

-i{YJ(w - Y,) + $1, 
erhalten wir fiir w = A. aus dem Werte: 

den allgemeinen Ausdruck des Nenners Nc: 

3-(1 - i ) C +  ici, 

wenn C die allgemeine Punktion darstellt: 

P Z  Cl = COS y, - pl sin y - -1 2 cos A 

BS + cotaugi"' cos 1 - ainy, (1 - ni) -  AC^.^^]- \ 6 
Sind, wie z. B. in Abb. 2, mchrere Sprünge il, i, des Tragheits- 
momentes vorhanden, so gilt der Nemenvert: 

IVc = (1 - il) (1 - ie) C + 4 (1 - iz) CI -1- iz C;, 

wobei also C, aus C durch Vertauschung von y mit Yej fi  mit f iz hervorgeht. 
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Eine lotrechte Eimelkraft P= 1 erzeugt den magerechten Scheitel- 
schub 11 mit dem Werte, Abb. 3: 

2 q N  7 = Z  II =(1-i)B+iB, ,  

wenn B die allgemeine Funktion darstellt: 

cos il + fli sin il - COB a. 

BI = 
P: 9" ri - 

sin A 2 

wobei die Hcdingung bestcht, daïs P auf der Scheitelstreckc stcht, 
also pl > a: ist. 

1st fii < a, BO lautet die Formel: 
(1 - i) B 

217N,=(1 - i)B oder 211 = 
(1 - OG $ i G , '  

Sind, Abb. 4, mehrere Sprünge il, 2,) i, des Triigheitsmomerites 
vorhanden, so gilt der Wert: 

2~N~=(l-il)(l-i8)(l-z3)B+il(l-z~)(l-i3)Bl+i2(l-i~)B2+i3B~, 

wenn P auf der Scheitelstrecke steht. 
Steht P nicht auf der Scheitelstrecke, sondeni z. B. auf der 

Strecke des Tragheitsmomentes I,, so fallen im Zahler die Werte 
$, B3 aus, weil a: > p, und a > p, ist, so dafa also die Formel gilt: 

Die Formeln wcrden am einfachsten abgeleitet aus der Hetrach- 
tung des, Abb. 3, punktiert angegebenen symmetrischen Belastungs- 
falles, für welchen die Momentengleichung gilt: 

-- E I d a z  ~ - -  -- - - 211(sin o - sin A) + cos a - cos 8, + cos 6 - COS a, P r S  d o e  

welche Gleichung für die Strecken bis w = 6 bei dem Komma abzu- 
brechen ist, wiihrend für die Strecken von w = à' bis w = Â- die Ge- 
samtformel gilt und man hat alao, weil der Nenner von 11 bereits fiir 
sich feetgestcllt wurdc, lediglich die Wirkung von P an und für  sich 
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206 Der Spit~hogentrkger mit Scheitelgelenk etc. 

zu betrachten, mithin zur E'eststellung des Ziihlers lediglich die 
Gleichung 

El d 2 z  
-p..- - 
PrS d m Y  C ~ E ~ W - C O S S ,  +COSW- COS^ 

und ihre lntegrale zii betrachten und bestimmt also diesen Ziilil~r auf 
Grund des sich aus denselben ergebenden Wertes von w, + z, cotang Â. 

Zur Berechnung aber des durch eine lotrechte Einzelkraft P er- 
zeugten Scheitelvchubev tP mit lotrechter Richtung, betrachtet man, 
Abb. 5 ,  am zweckmiîsigsten den punktiert angegebenen, antisymme- 
trivchen Zustand, für walchen die L)ifferentialgleichiing gilt: 

aus deren Integralen, auf Grund der Bedingung, lotrechte Gesamt- 
Verschiebung des Scheitels = ag sin A. - w p  cos Â. = O oder, nach Seilung 
mit sin 1 z, - wl cotang 1 = O der Wert folgt: 

wenn D die allgemeine Funktion darsteilt: 

siu (3 - P COB /l + ci COS a - sin cc 
D = - - 

sin i. p 2  cos S 
2 

cos s (p3 - a" PB" + cotang I.[ sin?], 

sin pl - (3, C O B  pi + a COB a - sin a 
D, = . - 

sin 1, 
cos 6 

Rei Erggnzung der in Abb. 6 dargestellten Bclastung einer wage- 
rechten Einzelkraft X = 1 zur punktiert angegebenen, symmetrischen 
Belastung gilt die Momcntenglcichung : 

-- "' a'z = ZT(sin a - sin i) + sin S - sin a ,  + sin w - sin S,  
r S  d m P  

aus dcren Integralen der Ausdruck des von einer einzigen wagerechten 
Kraft S = 1 erzeugten wagerechten Scheitelschuhes 7 hergeleitet 
werderi kann mit dem Werte: 
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wenn F die allgemeine Funktion darstellt: 

F = sin I * +T sin s 
P Z  + {cotangd s ina  - cos y ] ,  

sin Pi - Pi cos Fi + cu cos a: + 
Fl = sin i. 6 

B2 + ;{ cotang A. . sin SI - cos y, ) 

1st a! > 8,) greift S auf der Strecke des Triigheitsmoments I2 an, 
so gilt der Wert: 

(1 - z] F 2 q N q = ( 1  - i ) F  oder 2 7 -  
(1 - i ) G + i G l  

Sind, Abb. 7 ,  mehrere Sprünge i des Tragheitsmomentes vorhanden, 
so gilt &r Wert: 

= (1 - il)(l - i2)F + il(l - ig)Fl + iEK2, 

wobei im Ziihler, also auf der rechten Seite, F, fortzulassen kt ,  wenn 
N > jz ist, a1s0 S auf dcr Strecke des Triigheitsmomentes I2 angreift. 

Wird, Abb. 8, die wagerechte Einzelbelastung S = 1 erganzt zur 
antisgmmctrischen Belastiing, so ist der wagerechte Schciteluchiib 
- 0, wahrend der lotrechte Scheitelschub f sich verdoppelt. Dem- 

geiniiîs gilt die Momentengleichung: 

aus deren Integralen der durch eine Eimelkraft S erzeugte lotrechte 
Scheitelschub [ abgeleitet werden kann auf Grund der Redingung 
z - ta cotang 1 = O für w - Â. mit dem Werte: 

25Nc = (1 - i ) K +  iK l ,  

wenn K die allgemeine Funktion darstellt: 

+ cu sin ci - j3, sin pl - cos p, p," . 
K l = p m i n + - -  sin 1 
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1st cr > pl, so gilt die Fonncl: 

und sind beliebig viele Sprünge des TrZgheitsrnomentes, Abb. 7, il, i, 
vorhanden, so gilt die allgemeinere Formel: 

2cNr= (1 - Q(1 - iz)K + i l ( l  - &)KI + i2K2 
mit der Bedingung, daîs im Zahler, also auf der rechten Seite, der 
Wert &, KI fortzulassen mare, wenn S nicht auf der Mittelstrecke 
steht, a: > p,, a > p, ist. 

Für  positive Werte beziehen sich die hier gegebenen Pormeln 
s a d l i c h  auf den hier gexeichueten Fa11 des flachen Spitzbogentriigers, 
bei welchem die Mittelpunkte D/lCil, unterhalb der Schldssehne, also 
unterhalb der durch die Kiimpferpunkte gezogenen Wagerechten liegen. 

Für  y = O beziehen sich dieselben auf den vollen Spitzbogen, 
bei welchem die Mittelpunkte MM,, wie beim Halbkreise, auf der 
durch die Kampferpunkte gezogenen Wagerechten liegen. . 

Für negative Werte y aber wird der übervolle Spitzbogentriger 
betrachtet, bei welchem die Mittelpunkte MM1 oberhalb der durch die 
Kampferpunkte gezogenen Wagerechten liegen. 

E'ür A = 90 fallen in aUen FaIlen dic Mittelpunkte MM, zusammen 
und alle Formeln beziehen sich auf den Kreisbogen mit Mittelgelenk. 

Zur Theorie der doppelt gestreckten Koppelkurve: 
Die ,,Krümmungu der Knrve 

in den Punkten mit sechspunktig berührender Tangente, 

Von R. MÜLLER in Braunschweig. 

1. In einem früheren Aufsatzel) haben wir die Gesamtheit der- 
jenigen Kurbelmechanismen untersucht, bei denen ein bestimmter 
Punkt K der Koppelebene eine Bahnkurve x beschreibt, die eine sechs- 
punktig berührende Tangente g beuitzt. Irn vorliegenden Falle schmiegt 
sich die Kurve x der Geraiien g so innig an, da18 beide ein endliches 
Stück mit einander gemein zu haben scheinen, und wir sagen deshelb, 
der Mechanismus bewirke eine sechspunktige Geradführzcng des Punktes K 

1) Die Koppelkurve mit sechspunktig berührender Tangente. Diese Zeit- 
schrift 46. Bd., S. 330. 
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auf der Geraden g. Vom Standpunkte der Praxis betrachtet, wird die 
erreichte Geradführung für uinso vollkommener gelten, je grXser die 
AnschluISstrecke ist, langs welcher g und x scheinbar znsammenfallen. 
Lm die hier vorliegenden Verhdtnisfie der matheinatischcn Hchandlung 
zuganglich zu machen, bedarf es zuvor der Einführung eines NciSses 
für die jeweilige Grofse der Anschmiegung der Kurve x an die Geradc g. 
XTir folgen dabei einem von Herrn Mehnlke gemachten Vorschlage, 
der den Begriff der Kriimmung c h e r  ebcnen Kurve in zweckmXsiger 
Weise verallgemeinert: In einem gewohnlichen Kurvenpuriktg in welcherrl 
die Tangente mit der Kurve zwei unendlich benachbarte Punkte ge- 
mein hat, ist der Kontingenzwinkel d p  von derselben O r b u n g  un- 

d 
endlidl klein, wie dati Bogenelcrnent d<i, also die Krümriiung eine 

endliche, nicht verschwindende Grelse. Besitzt dagegen die I h r v e  an 
der betraçhteten Stelle eine n-punktig berülirede Tangente, so ist d p  
von derselben Ordnung unendlich klein wie d 6" - ', also der Quotient 

-- d p  endlich und von Nuil verschieden. Dieser Ausdruck wird von 
d b n - l  

Herrn Me h m k e als K~ümmurzy n - lber Ordntcng bezeichnet ; er liefert 
uns das gewünschte Blab für den Grad der Annaherung der Kurve an 
die betreffende s inplare  Tangente. 

Wir machen hiemon im Ii'olgenden eine Anwendung auf den- 
jenigen SonderfaIl der sechüpunktigen Gcradführung, bei welchem 
der beschreibende Punkt K auf der Koppelgeraden selbst lie@. 
Dam ist die Kurvc x in Bezug auf das feste Glied des Gelenkvierecks 
symmetrisch und hat demnach zwei sechspunktig berührende Tangenten; 
wir haben sie deshalb als doppelt ~estreclüte Kuppcll~uree K g  1. 

bezeichnet. K 

2. Zuvor beschiftigen wir uns mit einer Lhz- J 
for.»zun.g des Aus(Zvuclîs für die Kriinzwtung - lter 'i 

:: 
Ordnuny für den gcgenwartig vorliegenden Fall, daïs * 

I : , l 
die betrachtete Kurve als Bahn eines Punktes bei der , ï ;  

t ,  I 8 

: : kornplarien Bewegung cines starrcn ebencn Systems 
erzeugt wird. Angenommen, das System gelange aus KI& 

i ;; 
der Anhgs lage  S in die unendlich benachbarten : ; :: S m  

, , ,  8 ,  I Lagen X', S" . . . durch aufeinander folgende Dreh- 
/:, : 

#'; ; ungen vvo der G r o h  d a ,  d a  + . . . hezw. nm / ,  , 
die Polï y, O . . . Sind K ,  X' . . . die zugehorigen / 
Lagen eines Systenipunktcs, der die Bahnkurve x be- - - - - - - - 

schreibt, so bestimmen die Geraden '!#K und Cl<' h 

den Krümmungsmittclpunkt K von x an der Stellc K (Big. 1). Sei 
nun PQ = d s ,  der Kontingenzminkel der Polbahn bei KI = dz, 

Eeitechrift f. Mlitheuiztik u. Physik. 48. Baud. 1902. 2 H o f t .  14 
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210 Zur Sheoiie der doppelt ge~t~reckten  Koppelkiirve etc. 

p K  = pK' = r ,  C k" = r + (Ir ,  L U V  K = rp und der Winkel, den 
52K' mit dem folgenden Element der Polbahn bildct, = cp + drp, ferner 
KK' = à$ L VKQ = d p  und L PK'C = dv; dann ist die Krümmung 
der Kurve x iin Punkte K 

Q .  
1 - d a  

Dabei ist 

(l> d a  = r d 3  

und dp  = d u  - da. Ans dcm Dreieck 13 K' fol@ aber 

(2) 
ds . 

d v  = sin rg, 

also wird 
ds sin rp - r d 3  

d p  = --r- 
und 

Bezeichnen wir noch mit y, den Durchmesser des Wendekreises 
der Systemlage 8, so ist bekanntlich 

mithin ergieht uich 

(4) 
y, sin rp - r RI = 

b Y 

Wir wollen jetzt annehmen, der Piinkt K liege auf dem Wendekreise, 
es sei also 

(5) r = y, sinrp. 

Dann wird $2, = 0, und die Kurve x hat an der hetrnchteten 
Stelle eine Krümmung zweiter Ordnung R,, die gleich ist dem Kontin- 
penzwinkrl, dividiert durch das Quadrat de8 Rngrnelements da. Da irn 
vorliegenden Fall die Geraden und DI<' parallel sind, so haben wir 
als Kontingenzwinkel den Winkel dyu einzuführen, den die Gerade DK' 
mit der darauf folgenden Normale von x einschliefst. Wegen d,u - R, . d~ 
wird aber für die Punkte des Wendekreises dZy = d  QI . daJ wobei dBl 
das Inkrernerit von QI für die enmittelbar folgende Systemlage S' be- 
deutet. Demnach ist 

Nun folgt aus Glcichung (4) mit Rücksicht auf (5) 
1 

d Q ,  = ;;i (dg, sin rp + y, cos gp drp - d r ) ;  
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es handelt sich also auniichst urn  die Bestimmung der Werte von dy , ,  
drg und clr. Betrachten wir das Element cls der Polbahn - was 
immer orlaubt ist - al8 konstant, so finden wir au8 (3) 

ds  dei? 
d y ,  = - -. d a 8  

E'erner ergiebt sich aus dem Dreieck 

r p + d p + d z = r p - d 9 . + d v  
oder nach (2) 

(7)  
a s  

d y  = - sin rp - ( d a  + dz). 

Für jeden Punkt des Wendekreises ist aber ds  sin rp  = rd4 ,  und 
rlann geht Gleichiing ( 7 )  über in 

(8) d y  = - d z ;  
es wird also 

d s d z  
y, cos p  dqp = - - COS rp  

d B  

Endlich folgt aus dem Dreieck QK' 

r + d r  - r cos du - d s  cos ( p  + 179 + d z )  
d. h. 

(9) dr = - ds cos p ;  

wir erhalten daher 

1 d s d e 4  d s  ( d 4  - dz) 
dS;, = g ( -  - sin rp  + -- a 4  cos 

Die weitere Unlgestaltung dieses Ausdrucks knüpft sich an die 
Einführung gewisser Punkte, die wir bei früherer Gelegenheit als 
Wmdelpole hoherer Ordnurhq bezeichnet lisben.') Unter Wendepol irri 
gewohnlichen Sinne - Wendepol erster Ordnung - versteht man 
hekanntlich den Punkt Wl der Systemlage 8, in welcherii der durch 
gehende Wendekreis die Polbahnnormale zum zweiten Mal schneidet; 
es ist also 9 W, = y,. Jede der cua Systernkurven a, deren Hüllbahn- 
kurven gerade Linien sind, berührt die betreffende Gerade augenblick- 
lich in dernjenigen Punkte, dessen Normale d k ü h  geht, und der 

1) Beitriige zur Theorie des ebenen Gelenkvierecks. Diese Zeitschrift 42. Bd. 
Seite 250. 

14 * 
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ziigehorige Krürnmungsmittelpiinkt von a ist der Fuhpiinkt des von NTl 
auf die Normale gefallten Lotes. Dieses Lot ist aber die Normale der 
Evolute a, von a, ocler die Tangente der Evolute a, von a, - der 
zweilen Evolute von a. Ziehen wir in  ihrern Berührungspunkte mit a, 
wieder die Normale, so schneiden sich für alle Kurven a die so er- 
haltenen Normalen ihrer zweiten Evoluten in einern bestirnmten 
Punkte W,, dem zweiten Wendepol der Systemlage S. E s  gehen ferner 
die entspreclienden Normalen der dritten Evoluten durch einen dritten 
Wendepol W, u. a. W. Durch Angabe des Pols 5J3 und der n - 2 
Wendepole W,, W, . . . W,- ist die Bewegung des Systems fiir n 
unendlich benachbarte Lagen bestirnmt. - Bezeichnen wir allgemein 
mit xi, yi die rechtwinkligen Koordinaten von Wi für !f3 als Anfangs- 
punkt, die Polbahntmgente in der Richtung von nach Q als positive 
x-Achse und !$W, als positive y-Achse, so ist zuniichstl) 

und 

(11) 

folglich geht die Gleichung für R, über in 

IIier bedcutet der Zshler die Entfernung des Punktes W, von pK, 
die in demselben Sinne positiv gerechnet wird, wie die Entfernung des 
Punktes TI; von derselben Geraden. 

3. Wir setzen weiter voraus, der auf dem Wendekreise liegende 
Punkt K sei inshesondere der Ballsühe Punkt der Systemlage S ;  es 
bestehe also neben (5) noch die Gleichung 

(13) y, cos rp -x,  sinrp = O .  

In  diesem Falle wird auch Q, = 0; die Kurve x hat in K eine 
vierpunktig heriihrende Tangente und eine Krümmung dritter Ordnung 

d P  d P ,  d o  ,Q ->=-.-. 
3 -  d o  dy ,  ' d y ,  

Jetzt ergiebt sich aus (12) unter Berücksichtigung von (13) 

d% 1 d y ,  - -  
c i ~ ,  . c l ~  , 

dy ,  - iddY; rp - &, s1n 
- (yp sin cp + g cos cp) - ) d y ,  

1) Vergl. vorige Note 
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Nuri folgt aus (8) und (6) 

nach (3) und (11) ist aber 
d s d z  'yi - yp = -~ - dae ' 

also wird nach (10) 

Auf G r i d  früherer Darlegungen ') ist ferner, 

mir erhalten demnach für i = 2 

SchlieSsliçlli ist nach (l), (6) und (10) 

mithin ergiebt sich 
(yi - yJ) sin rp - X3 cos rp B3 = ~ -- - - - - - 

r 

Dahei wird diirch den Ziihler die Entfeiniing des Pnnktes W, von 
der Geraden KW, dargestellt, gerechnet in der Richtung von !)3 nach K. 

Wir wenden uns  niinmshr mi dem singiiliiren Pall, dafs a u h r  den 
Gleichungen ( 5 )  und (13) noch die Bedingung 

(19) (y l  - yn)  sin rp -z, cos p, = O 

erfüllt sei. Dann ist W, TV3 senkrecht a~ i f  W2, iind der Schnitt- 
piinkt K beider Geraden beschreibt momentan eine Bahnstelle mit 
fu'nfpunktig berührender Tangente, also mit einer Krümmung vicrter 
Ordnung 

1) Desgl. S. 280, Gleichungen (7) 
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In  analoger Weise wie vorhin finden wir aus (18) 

oder nach (14), (15) und (16) 

1 --- 
-,.$% { (Y< - Y,) cos v - ( ~ 4 ~ ~ ~ )  sin 9 1 

1 
-- - (ya COS 9 - x4 sin rp) 

r 4 X ,  

und folglich 

1st auch 

(21) y, cos rp - x4 sin cp = 0, 

liegt also der Punkt W, auf der Geraclen y W,, so hat die Kurve x 
mit der Qeradcn WIK an der mit K bezeichneten Stelle sechs unencl- 
lich benachbarte Punkte gemein; sie besitzt demnach in K eine 
I<rümmung fünfter Ordnung, für die sich auf ganz deniselben Wege 
wie bivher der Wert ergiebt: 

Und überhaupt: Beschreibt i n  der Systendaye S der Ballscl~ Putzkt K 
eine Ba/instelle mit n-pwktig beriilwender Tangente (n > 41, so l i e p z  
von den Wendepokn W,, TV2 . . . Wn- 8 die Punkte mit gerudem htdeez 
auf' einer durch 13 phenden Geraukn, die PunXte mtt ungeradem In& 
avf einer dam senkrechten Gwaden, die jene in  K sclrneidet, und dan91 
Imt die Bul~nlcurve x in  K eine Krüwzmuq n - lter Ordnung, derelz 
nbsoluter TVert gleich ist dem Abstande des Punlctes W%- von der Ge- 
raden K WnP 3 ,  dividicrt durck die nie Potcnz der Strecke p K .  

4. Anwendung auf die cioppelt gestreckte Koppelkurve. Um den zur 
Erzeugung einer doppelt gestreckten Koppelkurve erforderlichen Kurbel- 
mechanismus zu konstruieren, zeichnen wir über der beliebig gewahlten 
Strecke A B  = c das gleichseitige Dreieck ABP, verbinden !J3 mit 

einem bellebigeu Punkte ,Fj von AB und tragen in @ das Dreifache 
des Winkels BVS) nach derselben Seite an @ !$ an; die so erhaltene 
Gerade schneide A p  und R'$ bezw. in A und B (Fig. 2). Wir fillen 
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ferner von '$3 auf A B eiri Lot, tragen den Winkel, den dieses mit V Q  
bildat, i n  nach der entgegengesetzten Seite an '$3@ an und be- 
stimmen den Schnittpunkt K der so gefundenen Geraden mit AB. 
Dann wird durch das Viereck A B  B A  ein Kurbelmechanismus dar- 
gcstellt, hei wclchem dcr Piinkt K der Koppelgeraden A B uugenblicklich 
eine Dahnstelle mit  
sechspunktig beriih- Fig 2. 

, 
render Tangente q.l /--' 

durchschreitet. _,---,3: - - /* 't?; 

Wir  stellen uns - _*- *-------'=/\ 
_re 

\ .  
iiunmehr die Auf- >- 

\ \ 

>- 

, > 

-- ' '\ 
gabe, für die Bahn- ,- .. \ 

E '23 @ kurve x des Punktes d B 

K nach Gleichung 
(22) die Krümmung fünfter Ordnuiig zu hercchncn. 1)ics erfordcrt 
ziiniichst die Ermittelung der Koordinaten r ,  y des Punktes K und 
der GrXsen y,, z5, yj für die betraclitete Lage der TCoppclebene. 

Die Polbahntangente und die Gerade !J? @ bilden bekamtlich bezw. 
mit P A  und PB nach entgegerigesetxtsn Seiten gleiche Winkel. '3 b, ( :t zen 
mir also L B y  @ = a, so ist für den Punkt  A L y = u, mithin für K 
i cp = 150° - a und r = y, sin y =y, sin (30° + a). - Zur Bestirnmung 
von y, benutzen wir Gleichung (4); aus dieser folgt 

Nun kennen wir für den Punkt  A die Werte von ,r, cp ulrd Ri, deriri 
es ist r = c, rp = rz und der Krümmungsradius der zugehorigen Bahn- 
kurve 

sin (60° + or) sin (60' - 40) AA = c .~:. -- 

sin ( G O 0  - or) sin (GOo + 4 a) 

Da nher in Fig. 1 der Iiriimmungsmittelpuiikt K nicht zwischen 
!$ und KJ sondern au£ der Verlklgerung von V K  liegt, so setzen wir 

1 in (23) W, = - A A  und finden somit 

Die Berechnung von x,, y, stützt sich auf den Umstand, daSs bei 
der speziellen Bewegung, welche die Koppelebene eines Kurbel- 
mechanismus ausführt, stets zwei Systempunkte - im vorliegenden 
Falle A und B - vorhanden sind, welche Bahnkurven von konstanter 
Krümmiing erzeugen. Wir beschrinken uns darauf, den Gang dieser 
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2 1 6  Zur Sheorie der doppclt gcstreckten Koppelkurvc etc. 

etwas langwierigen Reohnung kurz zu skizzieren: Keschrcibt in Fia. 1 
der Punkt  K einen Kreis um K ,  so verschwinden die samtlichen Ab- 
leitungcn der zugeh6rigcn Kriimmiing QI nach y,. E s  rrgiebt sich 
also zuniichst für die erste Ableitung des Ausdrucks (4) die Gleichung 

( .  
d r  

(25) r sm rp + y, cos rp (yl sin cp - r) = O. 

Nun ist nsch (G), (7) und (9) 

-- d y  - --- .  ~ 7 9 . ~  sin - rp + di3'(ti9. + dz )  

% d ' a  r ds tlY4. 

oder nach (3), (10) und (11) 

c l , .  - - Y' cos rp; 
1 4 

daller geht (25) über in 

(2 6) r (z, sin ( ~ i  - y q  COS rp) = 3?yi (:os p (yi sin cp - r). 

tZ29 Um weiter auszudrücken, dafs anch -' = O ist, differenzieren "llf 
wir die eben erhaltene Gleichiing wieder neüh y, und ersetzen die d b -  
leitimgen von z, und y? durch die aus den Pormeln (16) und (15) sich 
ergebendnn Wcrte. 1)adnrch enhteht  cine Glcichiing, in der aiiïser tien 
Groîsen r ,  sinrp, cosrp, y,, x,, y, auch noch a., und y, in der Ver- 
bindnng x, cos rp + (y, - y,) s in  g, auftreten. Ihirch fortgcsetzte DiXe- 
rentiation Ililden wir ebenso die Gleichungen 

iind 

davon enthil t  die erste ein Glied mit  dern Palctor z, sin rp - y, cos g., 
iind in der z w ~ i t e n  kommen noch die Koordinaten drs fiinften Wmde- 
pols hirizu i n  der Verbindung x5 cos rp + (y, - y,) sin rp. 

Die Polarkoordinaten der Punkte A und B inüssen jeder dieser 
Gleichungen genügen. Setzen wlr nun in (76) zuerst r = c ,  y = cc, 
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darauf r - c, <p = a + 60°, so erhalten wir 
wir x, imd y, berechnen konnen. Ebenso 

zmei Gleichungen, aus denen 
liefert 

zmei Gleichungen mit den Unbekannten s, und y, u. S. f., und wir ge- 
lange11 somit schliefslich zu den gesuchten Werten von x5 und y;. 

Wir erhalten nunmehr die Xrümmung der Knrve x im Punkte I(, 
indcm wir die gefundenen Wcrte in Gleichung (22) einsetzen. Ohne uns 
bei Zwischenrechnungen aufzuhalten, beschrinken wir uns auf die Mit- 
teilnng dea Ilesultates; es ergiebt sich 

80 cos a cos 2 a sin(30° -- a) sin (30" f 2 cc) sin (30° - 2 a) 
(27 )  Q5 = - - -~ p~ -- --Pd- 

c5 i 3  sin4(30" + a) 
Bezeichnen wir noch mit A den Winkel, den !?3@ mit dem von auf 
A B  gefillten Lote einsclilieIst, so wird a = A- - 30'; setzen wir also 
zur Abkürzung 

(28) L = sin A sh(A + 15') sin (1 - lY) sin (A- + 45O) sin ( A  - 45') 

sin (A. + 60°) sin (A - 60°) sin (A. + 75O) sin (A - 75'9, 

so folgt 

B. Lassen wir bei unbeschrankt veranderlichem c den Winkel A 
alle Werte zwisühen O0 und 90° durchlaiifen, su liefert die in Fig. 2 
ansgefiihrte Konstruktion die Gesamtheit aller Knrbelmechanismen, 
welche doppelt gestreckte Koppelkurven x erzeugen, und zwar jeden 
inogliehen Mechanismus einmal, wahrend jede der oc2 Kurven x drei- 
mal erhwlten wird. TVir haben n h l i c h  bei früherer Gelegenheitl) 
gezeigt, daTs die Knrven x ,  x ' ,  x", die bei beliebig gewahlten Koppel- 
strecken zu den Winkeln a ,  a '  = ci - GO0 und a" = 60° - ci gehorcn, 
einander ahnlich sind. Setzen wir aber in dem mit L bezeichneten 
Ansdruck (-Y) an Stelle von A die Wrrte A '  = a' -1- 30° = A. - RU0 
und A" = a" + 30' = 120° - A ,  so bleibt sein absoluter Wert unge- 
andert. Dasselbe gilt also nach Gleichiing (29) aiich von der Kriim- 
mung R5, wenn wir über die Langen c !  c', c" der zugehorigen 
Koppelstrecken passend verfiigen; bedeutet niimlich e eine beliebig an- 

genornrnene Strecke, so haben wir zu setzen c = A, c' = 
sin Â sin A' ' 

1) Die Koppelkurve mit sechspunktig beriihrender Tangente a. a. O. S. 331. 
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218 Zur Theorie der doppelt gestreckten Koppelkurve etc. 

e = -- 
sin l" ' 

In diesem Falle sind also die Kurven x, x', x" nicht nur 

einander iihnlich, sondern kongruent. 
Um nun die vorliegenden Mechanismen hinsichtliçh der Voll- 

kommenheit der jeweilig erreichten Geradführung vergleichen zu künnen, 
wollen wir zuniichst aus den ooe Kurven x eine einfach unendliche 
Schnr herausgreifen, die zn-ei Bedingungen genügen moge: Es sollen 
namlich keine zwei Kurven der Schar einander ahnlich sein, und es 
sol1 zu jcder der Schar nicht angehorenden Kurve x eine dam iihnliche 
Kurve der Schar existieren. Nach dern Vorhergehenden wird dies 
nicht erreicht, wenn wir für einen bestimmten Wert von c den 
Winkel n alle moglichen Werte annelimen lassen; wir müssen viel- 

mchr jedem Wert von A. nls Koppelstrecke die Lange c = -sini zuordnen, 

wobei e eine beliebig aber fest gewahlte Strecke bezeichnet. Da nun- 
niehr zu den Winkeln A, A '  = A - 60° und 1" = 120° - A. drei Kiirbel- 
mechanismen gehoren, welche dieselbe Kurve x erzeugen, so erhalten 
wir bereits die siimtlichen Kurven der Schar, wenn wir den Winkel IZ 
nur ein Drittel des angegebenen Intervalls, etwa alle Mrerte zwischen 
60° und !IO0 clurchlaufen lassen. 

Die Formel (29) f ü r  die Krünirriung fünfter Orclnung verwandelt 

Da die Strecke e für alle Kurven der Schar konst'ant bleibt, so ist 
J?, dem Ausdruck L proportional und die betreffende Geradführniig 
xlso umso vollkommcnor, jc kleinor dcr absoliite Wert von 1, wirtl. 
In dem betrachteten Intervall verschwiiidet nun L für A. = 60' und 
I = 7 j 0 .  In beiden P'allen artet aber der ziigehorige Kurbelmechanis- 
mus in einen Schubkurbelmechanismus aus, und der mit K bezeichnete 
Punkt beschreibt überhaupt nicht mehr eine krumme Linie, sondern 
bewegt sich gemu in einer Geraden.') Wir koririen hieraus schliefseri, 
dals bei einer eigentlichen sechspunktigen Geradführung die Krümrilung 
9, der Kurve x einen besonders kleinen WTert annehmen wird, wenii 
sich der Winkel A von 60' oder von 75' nur wenig unterscheidet. - 
Um ferncr die Wertc von A, z11 bestimmen, für welche der absolute 
Wert von L cin Maximum erreicht, briiigen wir den husdruck (28) 
auf die Form 

1 L = (128 sing A. - 288 sin7 A + 216 sin5 ,î - 58 sin3 ,î + 3 sin 1.) 

1) Desgl. S. 337 Fig. 3 und 5.  
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Von R. M ~ L L E H .  

und bilden 
d L -- 
dn -O. 

Dann ergiebt sich 

cos 1, { 3 (2 sin A.)' - 21 (2 sin A-)6 + 45 (2 sin A)" - 2!) (2 sin 1)' + 2 ] = O 

oder 

cos 1, { (2 sin A)" 1 } ( 3 (2 sin - 18  (2 sin Â.)4 + 27 (2 sin A ) 2  - 2 } - 0. 

Hier verschwindet der erste Faktor für A = 90°; dies entspricht deril 
zuerst von T sche  b is  ch eff behanclelten Ncchaiiismus, bei welühem 
AA = B B ist, die Seiten AB,  A B  und A A sich verhalten wie 1 : 3 : 4 
und der Piinkt K in der Mitte von A H lie& l) Der leteten Gleichung 
wird ferner genügt, wenn (2 sin A ) 2  - 1 = O, d. h. A. = f 30° ist. 
Dieser Fa11 ist aber von dem eben betrachteten nicht wcsentlich ver- 
schieden; er liefert genau dieselbe Kurve x, die gegenwartig nur durçh 
einen anderen Kurbelmechanismus erzeugt wird. Setzen mir endlich 
de11 dritten Faktor gleich Null, so finden wir für A. - angenahert - 
die Werte + 6g0 2', + 8O 2', + 51° 58 ', die wiederum eiii und dieselbe 
Kurve x definieren. Die Krümmung erreicht also in1 betrachteten 
Intervall zweimal ein Maximum, namlich für A - 68O 2 '  und für A = 90°. 
Um von den Veranderungen der Krümmiing R5 bei variablem Â. ein 
Bild zu geben, sind in der folgenden Tabelle zu eirier lteihe von Werten 
des Winkels 1 die zugehtirigen Werte von L bis au£ fünf Dezirual- 
stellen berechnet worden: 

Der An~zalzme Â. = 90° entspiclzt demnach der Oei  xeitcm u~zyü~zstiyste 
Full der sechsp~nl~tiqen Geradführung durch eine doppelt gestreckte 
Koppkrve.  

B r a u n s c h w e i g ,  31. Dezember 1901. 

1) Desgl. Fig. 7. 
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Zur Lehre von der Momentanbewegung eines starren ebenen 
Systems: Eine Eigenschaft der Bnrmest erschen Punkte, 

In  jeder Lage eines komplan bewegten starren ebenen Systems 
giebt es hekanntlich vier Punkte, welche augenblicklich Bahnstellen 
niit fünfpunktig berührendem Krümmungskreis durchschreiten; wir haben 
sie früher als die Burmesterschen Punkte der betrcflenden System- 
lage beeei~hnet .~)  Im Folgenden besçhiiftigen wir uns insbesondere niit 
solchen Sgstemlagen, bei denen jedem dieser Punkte ein sechspunktig 
bciiihrender Krümmungskreis zukommt. 

Der momentane Beaegungszustand des Systems sei für sechs un- 
endlich benachbarte Lagnn definjert durch Angabe des Pols und dcr 
Riickkehrpole YI, 'V2, Y,, V4.') Wir  bezeichnen mit g i  und die 
rechtminkligen Koordinaten des Piinktes Y, f ü r  '$ als Anfangspunkt 
und die Folbalintangente als f-Açhse; dabei ist also t, = O, weil die 
Polbalinnormale durch 'IfI geht. Hinsichtlich der Vorzeichen wollen 
wir festwtxen, d a k  die nnegative 11-Ache den Punkt YI enthalten und 
durch eine Drehung um CIO0 entgegengesetzt dem Siiine des Uhrzeigers 
mit der positiven g-Açhse zusammenfallen ruoge. 1st A d ie  augen- 
blickliche Lage eines Systempunkts, r seine Entfernung von 9 und rp 
dei. Winkcl, den die Gerade V A  niit der positiveil 5-Açhse bildct, so 
hat die 13ahnkurve dieses Piuiktes an der mit A bezeichneten Stelle 
einen vierpunktig berührenden Krümmungskreis, wcnn Y und rp der 
Gleichung der I<reispunktkurve genügen3) 

Im Palle fiinfpiinktiger Reiiihriiiig mu18 iibe~dies 

sein, und soil der I<rünirriungskreis üogar sechs unendliçh benachbarte 

1) i ~ b e r  die Rewegung eines starren ebenen Systerns durch fiinf unendlich 
benachbarte Lagen, diese Zeitschrift 37. Bd. S. 129. 

2) Beitriige zur Theorie des ebenen Gelenkvierecks. Daselbst 42. Bd. S. 241 
3) Ebenda S. 263. 
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Von R. MÜLLER. 221 

Piinkte mit der Rahnkurve gcmein haben, so tritt zii djcseii Gleichungen 
noch die iieue Bedingung 

(3) r2 (g4 sin p - q4 COS p)  

+ rql [(2E3 + IO&) cos2 v - ( 3 ~ ~  - 16v2 + 1 2 ~ ~ )  COS v sin 9) + (519 - 6 4 )  sinB F] 

+$[(-2q2 + Fvl) c 0 s ~ r p + 2 0 ~ ~ ~ o s ~ ~ s i n r p + ( G ~ ~ + 1 2 q ~ ) c 0 ~ p ~ i n ~ ~ t  lB&sin3rp]=0. 

Ails (1) und (2) ergiebt sich durch Elimination von Y ZUI Be- 
stimmung der B u r m e s  t erschen Punkte &, Mu, Mu,, dfIv die 
Gleichung 

(4) ~~tan4p+~,(2~2-3?Il)tan"p+(5~~-37~+3rll~2+3~1773-3~j~)tan3<p 

+ 3(r1E2 + vit3 -2rlnEdtanv ~ 1 7 ~ ( ? 2  - 317,) = 0 -  

Ebenso folgt aus (1) und (3) 

(5) 12t:tan5p + 36,(5ri1E3 - 27lkz - 6?î2&,)tan49) 

+ (9$E4 - 157Lrlz63 - gr7iv3Ee f 42?Ii17262 - 36T:52 + 20f i ) t an3q  

+ 3 ( - 3 $ ~ 4 + 3 ~ 1 7 2 q 3 -  12~7~772+ 1 2 7 ; ~ i ~ t  2 ~ 9 + 2 7 1 ~ E ~ k ~  + 1 2 r l f % - 1 4 q z E q ) t a n 2 ~  

f 672(4rlz!2 -7iE3-7r11k2)ta11~ -27/;(72 - 3 7 1 ) = 0 .  

Aus (4) und (5) erhalten wir durch Elimination von tan p die 
Bedingung, welcher die Grorsen vl, t2, 7 z  . . . q4 geniigen müssen, menn 
in der betrachteten Systemlage e i t z m  der vier Punkte M, ein sechs- 
punktig berühronder Krümmungskreis entspricht. Sr111 dies bei sweien 
der Punkte M, der Fall sein, so gelangen wir zu azcei Bedirigurigcn, 
indcm wir ausdrückcn, daSs dic Gleicliungen (4) und (5) zwei gemein- 
same Wurzeln besitzen müssen, u. S. W. Wird endlich gcfordert, dais 
jeder der vier Punkte ML augenblickliçh eine Rahnstelle mit sechs- 
puiilrtig berührendem Krümmungskreise durchlaufen soll, so murs jetle 
Wurzel von (4) auch der Gleichung (5) gcniigrn, diese murs also über- 
gehen in 

[ti tan4y t E, (27,- Sri1) tan" + + - - + r l r l , ( ~ e - ~ ~ i ) ] ( 1 2 E 2 t a n p - 2 ~ z ) = 0 .  

Nach Ai~sfiihri~ng der Multiplikation ergeben sich hieraus dureh Ver- 
gleichung mit (5) die Bedingungen 

(6) 3Tifj = 252 (4% 3171) 

(7) 9 7 S k a ~ 5 E z ( 8 f : - 6 v 1 ~ 2 + 9 ' i i ~ 3 )  

(8) 9 7 : 1 7 4 = 5 ( 6 ~ : r l s - 6 1 7 1 7 2 + ~ 7 1 l î z T ~ f  1 2 ? î ~ ~ ~ - 8 T 2 5 ~ ) .  

Genau soviel und folglich dieselben Bedingungen würden wir aber er- 
halten h:ihen, wenn xir riur verlangt hitteri, dafs dwi der vier Punkte 
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222 Zur Lehre von der Momentanbewegung eines starren ebenen Systems etc. 

Hi die erwahnte Eigeuschaft besitzen sollten. Wir dürfen daher 
schlielsen : Wenn i n  einer Systemlnge cfiei r7er B u r  me s tersclm Pwdte 
sechspunktig Oerührende Krünwzungslireise hnben, so gilt dasselbe ~zotumzdig 
auch vom vierten clieser Punlîte. 

Denken wir uns an Stelle der Rückkehrpole Y, . . . Y4 die Wende- 
pole W, . . . Br4 gegeben, ersetzen also die &, qi durch die Koordinaten 
xi, y, mittels der Fornieln') 

% = - Y i  7s = - ~ Y I + Y s  7s = - f 4ys  - v4 = - loy, + 10~2 - 593 t 

= xe & =  4 ~ ~ -  x3 k,= 1 0 ~ ~ -  5x3+ x,, 

so bleiben die Gleichungen (6) bis (a), wie auch (4), ihrer Form nach 
v6llig ungeandert. Es  ist dies ~elbst~verstàndlich, denn wenn z. B. der 
Punkt ,VI in sechs aufeinander folgenden Systemlagen auf einem Kreise 
bleibt', dessen Mittelpiinkt wir mit MI hezeichnen wollen, so hefinden 
sich bei der umgekehrten Bewegung, die bekanntlich die ursprünglichen 
Wendepole zu R8ückkehrpolen hat, sechs Lagen des Punktes MI auf 
einerri Kreise urn MI. 

Die vier Punkte M I .  . . Mrv liegen auf einem Kegelschnitt, der in 
'p die Gerade 513 W berührt.e) 1st Gleichung (6) erfüllt, so bilden die 
Achsen dieses Kegelschnitts, a i e  wir nur beilaufig erwiihnen wollen, 
mit der Poltangente Winkel von 45O. 

Anwendung nuf d m  Gelenl~uiereclc.~) Bei der speziellen Bewegung, 
welchc die Koppclebene cines Gelcnkvierccks aiisführt, faUen bcstandig 
zwei der B u r m e s  terschen Punkte mit den Xndpunkten der Koppel- 
strecke ziisammen. Beschreibt also in einer hestimniten Koppellage 
einer der beiden andern Punkte Mi ausnahmsweise eine Bahnstelle mit 
sechspunktig berührendem Krümmungskreis, so gilt dies auch vom 
letzten dieser Punkte. Derartige Koppellageri sind dernnaüh blok, einer 
Bedingung unterworfen, d. h. die Bedingungsgleichungen (7 )  und (8) 
sind im vorliegenden Falle ohne weiteres erfüllt, sobald Gleichung (6) 
besteht, die wir jetzt in der auf die Wendepole bezüglichen Form 
schreihen wollen: 

(Io) 3 ~ 1 x 3  = 2x2 ( 4 ~ 2  - 3%) .  

Die Gr6Isen y,, x,, y2, x, sind für die gegenwartig behandelte Be- 
wegung bei frühcrer Gelegenheit berechnet worden?) Verstehm a i r  
- -- ~ 

1) Ebenda S. 251. 
2) b c r  die Bewegung u. S .  W. a. a. O. S. 147.  
3) Vergl. Konstruktion der B urm e s t er schen Punkte fïi ein ebenes Gelenk- 

viereck, diese Zeitschrift 37. Bd. S. 213. 
4) Beitriige u. B .  W. a. a. O. S. 259. 
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Von R. M~~I.I.ER. 223 

namlich unter ABBA ein Gelenkviereck mit dein festen Glied AB und 
bezeichnen für eine bestimmte Koppellage mit den Pol, d. h. den 
Schittpunkt der Geraden AA uud BB, mit @ den Schnittpunkt von 
A B  und AB, endlich mit a, 6, C ,  b die Kotaiigeiiten der Winkel 
(Y, p, y, S ,  welche bez. die Glieder BB, AA, AB, AB mit der Geraden 
PQ bilden, so ist 

a 6 c 
x 2 = 3 1 / , L - b 7  1 / 2 = - ~ ~ 1 ~ 7  

"Y' (a + b - c - b - abc - 5 a b b  - acb -ùch). ,% = ((C - b) 2 

(Den Wert von y, haben wir nicht angegeben, da dicser im Folgenden 
nicht weiter in Betracht kommt.) Gleichung (10) geht nuniiiehr 
über in 

( a +  b)(cb -1) - (c + b)(ab -1) = O  
b 
A 

I ; \ ; ~ < .  

oder : P\ '>, 
, w,, 
/ 

cot(rc + p )  - ~ o t ( ~  + 6') = O  0 ' , ' .  
, , 

> \ 
\ .  

d. (11) h. . + P = r + a - l )  h:: $< 

' > p  ',, 
Da wir offenbar zu ganz derselben '-.. y X ,  
Gleichung gelangt waren, wenn wir 

-<. 8,; b .y, 
A B  als hweglich und irgend ein A 

--- .-.- - :A. g, 
B 

anderes Glied als fest angesehen 
hiitten, so folgt dcr Satz: Rrinqt  man die Glicdcr e ims  Gelcn7ïvierer.k~ 
i n  eine Lage,  die der Gleichzmg (11) geniigt, so besclzreibt bei der 
Nonzentnnhewef:qu+q, die ir,qend e ims  der vier Glkder i n  3'ezu.y auf das 
gegenuberliegende ausfül~rt,  jeder der B u r  m es t  erschen Punkte eine Bahn- 
stelle mit  seehspun,ktig bcriilzren,dcnz Kt~ünznzufigskreis. 

Gleichung (11) ist naturgemiiîs auch erfüllt, wenn einer der 
Burme s t e r  schen Punkte eine Bahnstclle mit scchspiinktig beriihrender 
Tangente durchlauft. Diese Bemerkung gestattet bei dem früher von 
uns behmdelten Problem der sechspuiiktigen Geradführiing cint: wescnt- 
liche Vereinfachung der Rechnung.') 

B r a u n s c h w e i g ,  18. Januar 1902. 

1) Oder a + = y + 6 + 180°, was aber auf dasselbc hinauskomiut. 
2) BeitrLge u. a. W. a. a. 0. S. 260. 
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Über einige Kurven, die mit de r  Theorie des ebenen 
Gelenkvierecks im Zusammenhang st ehen. 

Von Ti. Mkr,r ,~m in Braunschweig. 

Die nachfolgenden Mitteilungen bilden im wesentlichen eine ver- 
kürzte Wiedergabe eines Aufsatzes in der Fes t sch~i f l  zur Feiw des 
s idzigsten Geburtsttlges volz Richard Dedekind (Braunschweig 1901). 
Eineelne Partien sind unveriindert abgedruckt, und niir der zweite Ab- 
schnitt ist durch Zusiitze vermehrt worden. 

1. Bei der Untersuchung der Formiinderungen, die bei einem vor- 
gelegten Kurbelmechanismiis hinsichtlich der Gestalt der Koppelkurve 
eintreten, wenn man den beschreibenden Punkt in der Koppelebene 
beliebig verlegt, erlangen drei bestimmte Kiirven dieser Ebene eine 
ausschlaggeberide Bedeutung, nimliçh die Poil&roe p,  die cbeVmzg:- 
liurve q - d. i. der Ort der Systenipunkte, welche Koppelkurven mit 
einem SelbstLerühmigspunkte erxeugen - und der Out u der Ballsche,~ 
Punkte, also derjenigen Systempunkte, deren Bahnen einen Flachpunkt 
(Undulationspunkt) besitzeri. Denn jede Koppelkurve hat irri all- 
genieinen drei endliche Doppelpunkte; davon geht jedesmal einer iu 
pine Spitze iiber, falls der  bcschreibenrle l'unlrt aiif y liegt, und an 
Stelle dieser Spitze tritt ein isolierter oder ein Knotenpunkt, mem der 
Systempunkt in der niichsten Umgebiing des vorigen, aber aii1serhalki 11 

auf der einen oder der entgegengesetzten Seite von p gewiihlt wird. 
In  analoger Weise teilt die Kurve p die Koppelebene in zwei Geliiete, 
so dalo d e l  Punkten des einen Koppelkurven mit drei reellen Doppel- 
punkten, denen des andcren solche mit einem reellen und zwei kon- 
jugiert irnaginaren Doppelpuukteri mkorrimeri.') Nirrimt nisri endlich 
in der Nihe von 14, aber auf entgegengesetzten Seiten dieser Kurve, 
zwei Systenipunkte an, so unterscheiden sich ihrc Bahnkilrvcn dadiirrh 
von einander, daIs die eine zwei (reelle) In f lex i~ns~unkte  mehr besitzt 
als die ~ n d c r e . ~ )  Dnrch die Kurven p,  q ,  u wird die Koppelebene in 
eine Anzahl von Feldern zerlegt, und d a m  ist klar, daîs alle Punkte 

1) Über die Doppelpunkte der Koppelkurve, dieve Zeitschr. Bd. 34. 1889, 
S. 303 und 37.2, sowie Bd. 3 6 ,  1891,  S. 69. - Über die Gestaltmg der Koppel- 
kurven fiir besondere Fiille  de^ Kurbelgetriebes, ciaselbst Bd. 36, 1891, S. 11. 

2) Über die angeniiherte Geradführung mi t  Hülfe eines ebenen Gelenk- 
vicrecks, diese Zeitschrift Ud. 43,  1898, S. 36. - Allievi, Cinematica della biellz 
piaua, Napoli 1895, p. 59. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Ton R. M ~ L L E R .  223 

desselben Beldes Koppelkurven beschreiben, die hirisiclitlich ihrer 
singuliren Punkte denselben Charakter aufwvcisen. 

Die Hurveri p und u sind für jeden vorgelegten Kurbelrriechanismus 
leicht zu konstruieren, indem man die Bewegung umkehrt, also bei 
fcstgrhaltcncr Koppelcbrne fiir beliebig viele Lagen des ursprünglich 
festen Gliedes die Pole und die Ballschen Punkte ermittelt.') Man 
erhiilt sie ferner als die beiden Einhiillenden aller in der Koppelebene 
liegenden Kreise, die im Verlauf der Bewegung der Reihe nach zu 
Wendekreisen werden. Bezüglich der Kurve p liegen für spezielle 
Falle des Kurbelrriechanisriïus euch bereits einige andytische Unter- 
suchungen vor2); mir vervollstiindigen sie im ersten Abschnitt dieses 
Aufsatzes, indem wir vor allem den dgemeinen Fa11 ins Augc fassen. 
Im zweiten Abschnitt wenden wir uns zu der bisher überhaupt noch 
nicht behandelten Xurve u ,  beschriinken uns aber in der Hauptsache 
auf zwei besonders einfache Fiille des Gelenkvierecks. Dabci wolleii 
wir 21 zur Abkürzung des Ausdrucks alu die E'lachpnl~tliurve der 
Koppelebene be~eichneri. 

Von der Eberpngskurve p kennen wir bisher zwar eine Keihe 
geomctrischer Eigenschaften, doch fehlt es noch an cinrm Verfahrrn, ' 
um diese Kurve, analog wie p und zc, ihrer Definition entsprechend 
piinktweise zii konstruieren. Diese T,ijcke sol1 im dritten Absohnitt 
ausgefüut werden, indem gezeigt wird, wie man für  jede Koppellage 
die Systempunkte findet, die augenblicklich einen Selbstberührungs- 
purikt ihrer Bahn durchschreiten. 

1. Die Polkurve p. 

2. Wir verstehen unter A B BA ein beliebiges Gelenkviereck mit 
dem festen Glied AB, unter !$ den Pol der augenblicklich betrachteten 
Koppellage AB, alvo den Sclinittpuukt der Geraden AA und B B ,  und 
setzen A A = a ,  BB= b ,  A B = c ,  A B  - d ,  A ! @ = r ,  B'jj3 = S .  Liegt, 
wie in Fig. 1, der Punkt !# auf den Verlingerungen von A A  und BU 
über A und B hinaus, so ist 

andemfalls ist das Vorzeichen einer der Strecken r und s, oder von 

1) BezügLich der  Konstmktion des Bal lschen Punktes vergl. Beitrggc zur 
Theorie des ebenen Gelenkvierecks, dicse Zeitschr. Ud. 42, 1897, S. 259. 

2) R o b e r t s ,  On the  motion of a plane under certain conditions, Promedings 
of the London Milathematical Society vu l .  III p. 314; Ou the pcdals of' couic 
sections, daselbst p. 94. 

Zeitachrift f. Mathomstik u. Physik. 48. Band. 1902. 2. IIeft. 15  
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beiden ziigleich, in das entgegengesetztc eu verwandcln. Für den Pol 
jeder überhaupt moglichen Koppellage gilt demnach immer eiiie der 
vier Gleichungen : 

(1) a b ( r g + s 2 - ~ 2 ) - ( a 2 + b 2 + c 2 - d 2 ) r ~ - a ~ ( r 2 - s e + ~ 2 ) - b r ( - r 2 + s 2 + c 2 ) = ( i ,  

(2) a b ( r ~ s s " c 2 ) + ( a 2 + b 2 + c ~ ~ ) r s - a s ( r ~ s s " + c ~ + b r ( - r a + s 2 + c ~ = ( i 1  

(3) a b ( r 2 + ~ 2 - ~ 2 ) + ( a 2 + b 2 + ~ ~ d 2 ) r ~ + a s ( r 2 - ~ Z + ~ 2 ) - b r ( - r ' > + ~ 2 + ~ 2 ) = ~ ~  

Multiplizieren wir (1) mit (4), (2) mit (3) und hierauf diese 
beiden Produkte mit einander, so erhalten wir als Gleichung der Pol- 
kuroe p 

.5) [o2~2(r2+S2-C2)2+(a~+b2+C2-d2)2r2S2-a2S2(r~-S2+C2)2-bBy2(-v2+~2+C~)~]~ 

4aVi',2r~s"[(a2+b2+~2-d2)(r2+~S-~B)+(r2-,s2+~2) ( - r 2 + ~ 2 + ~ 2 ) ] 2 ~ 0 .  

Rezeichnen wir ferner mit x und y die rechtwinkligen Koordinaten 
von für A als Anfangspunkt, AB als positive x-Achse, so wird 

Fig. 1. 

'Y 

'i ', 
I \ s und wir erkennen sofort, dafs p im allgemeinen eine 

:p.\ 
Kzrrve achter Ordnzdng ist. Sie ist naturgemiils synz- 
metrisch in Bezug auf die Gerade AB. 

Durch Vertauschung von c und d verwandelt sich 
(5) in die-Gleichung der Polkurve für die urrigekehrte 

A Bewegung, d. h. der Polbahn 3c in der Ebene des festen 
Gliedes d. 

3. Um zunzchst die Beziehungen der Polkurve zu den i~nagi~zaren 
Rreispnlitm zu ennitteln, bestimmen wir ihre Schnittpunkte mit dem 
Geradenpaar 

(x - m)2 + y2 = 0 ,  

wo nz vorlaufig jeden beliebigen Wert haben kann; wir setzen also 
in (5) 

r2 = nz (22  - m), s" ((m - c) ( 2 2  - rtz - c). 

Hierdurch ergiebt sich eine Gleichung sechst,en Grades in x, und zwar 
bekoimnt das Glied mit x6 den Faktor 
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Dieser verschwindet nur für 

und dann geht der Faktor von x5 über in 

Wir schlielsen daraus, da/3 die I-'oll;urve die imaqinkn, k'reis-  
punkte im nllgevzeinen zu Spit.zen hat. Die zugehorigen Tangeiiten 
schneiden sich auf A B  im Fokalzentrum F von p mit der Absxisse 

aec bsc AF - -2 - - - Da hiernach U P  - 72- ist, so tait dus Pokalzen- 
a - b e  a - - b  

trzm die Koppelstrecke A H aufien im Verhiiltnis a2 : h2. 
Bür c - d aerden die imaginaren Kreispunkte zu Selbstberührungs- 

punkten der Kurve p;  für a - b behalten sie den Charakter von 
Spitzen, aber ~t der unendlich fernen Geraden als Tangente. 

4. Aulser den imaginaren Kreispunkten besitzt die Polkurve noch 
vier unendlich /'&-ne I'unkte. Konstruieren wir für den in Fig. 1 der- 
gestellten Kurbelmechanismus die Kurve p in der Weise, dars wir das 
Glied A B  festhalten und für verschiederie Lagerl von A B  die Pole er- 
mitteln, so ergeben sich die unendlich fernen Punkte von p aus den 
Lagen von AB,  bei denen AA II BR ist. Um sic zu findcn, zeichnen 

Pig. 2.  

Fig. 3. 

A 

wir über A B  das Dreieck A B n  mit den Seiten A D  = a + b, 
B!JJ? = d (Fig. 2), sowie das Dreieck A B 8  mit den Seiten A B  ; a - b, 
B(n = d (Fig. 3). Verstehen wir in beiden Figuren unter @ den 
Schnittpunkt von A B  und A B  und machen au€ AB die Strecke A@ 
entgegengesetzt gleich BQ, so gehen durch den Punkt @ jedesmal 
zwei Asymptoten von p, die eine beza. ~ a r a l l e l  zu Ag1 oder Ag,  die 
srldere symrnetriach dazu in Bezug auf AB. Dann ist 
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d. h. dic Asymptoten teilen die Koppeistrecke AB innen und auben im 
Vwkültnis b : a. 

Die boiden durch Fig 2 bestimmten Asymptoten sind reell, solange 
das Dreieck ABm moglich ist, d. h. für  

(1) a + b < c + d .  

Ebenso ergiebt sich aus Fig. 3 für die Existenz des zweiten 
Asymptotenpaares die notwendige und hinreichende Redingung 

(II) l a - b l > l c - d l .  

Die Figuren 2 und 3 liefern gleichzeitig die Asymptoten der Pol- 
b a h  n; die Kurven p und n besitzen demnach immer gleich vie1 
(reelle) Asymptoten. 

Die soeben gefundenen Realitatsbedingungen stehen mit der 
üblichen Einteilung der Kurbelmechanismen in unmittelbarem Zu- 
sammenhang. Man ~lpricht bekanntlich von einem Doppelkurbel-, 
Schwingkurbel oder Doppelschwingmechanisn~us, je nachdem von 
beiden Armen a  und b ,  oder nur von einem, oder von keinem Arm 
volle Umdrehungen in der Ebene des festen Gliedes ausgeführt werden 
k6nneri. Wir  unterscheiden ferner Doppelschwingmechani~men erster 
und zmeiter Art, je nachdem die zugehorigen Koppelkurven aus einem 
einzigen gesehlassenen Zug odcr aus zwei gctrenntcn Teilen bcstehen.') 
1st bei einem Gelenkviereck die Summe des grofsten und kleinsten 
Gliedes kleiner als die Summe der heiden anderen Glieder, so erhalten 
wir einen Doppelkurbel-, einen Schwingkurbel-, oder einen Doppel- 
schwingmechanismus zweiter Art, je nachdem wir das kleinste Glied, 
oder eines der beiden ihm benachbarten Glieder, oder das gegenüber- 
liegende Glied feststellen. 1st dagegen die Summe des groîsten und 
kleinsten Gliedes gr6Ber als die Summe der beiden andern, so entsteht 
auf alle Fiille ein Doppelschwingmeçhanismus erster Art. Der singu- 
lare Fall, in welchem beide Surnmen einander gleich sind, m6ge vor- 
Iiufig ausgeschlossen bleiben (vergl. Art, 7). 

Setzen wir nun voraus, es liege ein Doppelkurbelmechanismus vor, 
so ist d das kleiriste Glied, also entweder die Koppel c, oder einer der 
beiden Arme, etwa a, das grofste unter siimtlichen Gliedern. Im ersten 
Falle ist nach Voraussetzung c + d  < a + h und c - d > 1 a - b 1 ;  die 
Bedingungen (1) und (II) sind also nicht erfüllt, d. h. die Kurven p 
und n besitzen überhaupt keine reellen Asymptoten. Zu demselben 
Ergebnis gelangen wir im zweiten Fall; dann ist n i i d c h  wach Voraus- 

1) Die Koppelkurve mit sechspunktig berührender Tangente, diese Zeitschr. 
46. Bd. 1901, S. 331. 
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setzung a + d < b + c, also u - b < c - d und c + d < a + b. Machen 
wir jetzt das Glied A B  fest und AB beweglich, so entsteht ein Doppel- 
schwingmechanismus zweiter Art mit az als Polkurve und p d s  Pol- 
bahn, und mir erhalten somit den Satz: Bei jedem Dolrpellcurbelmechanis- 
mws und bci jcdem UoppclschwZngmcchani~~n~u.~ zw~iter Art sind die 
Asymptoten von Polkurce und PoZOahn samtlich inaaginiir. - In analoger 
Weise ergiebt sich: Bei jedem Schu~~ng7~urbe7mec7zanisnzus Waben YoZkurve 
und Polbu7~n vier reelle Asywzptoten; llagegen sind irn Falle des Doppel- 
schwingmecha~zismusn erster Art immm nur je zwei dieser Asymptoten reell. 

5. Die Endpunkte A und B der Kopyelstrecke sind Bvennpunkle 
und mgleich vierfache Punkte der Pollcurve. Setzen wir namlich in 
Glcichung (5) r" O, sa fol@ 

(sa - 6a)z - c74 = O, 

von den beiden Geraden r2 = O, welche die imaginiiren Kreispunkte 
mit A verbinden, berührt also jede die Kurve p in einem Punkte des 

Fig. 4. 

Kreises s2 = bB und hat in A mit p vier zusammenfallende Punkte 
gemein. D d s  y in A einen vierfachen Punkt besitzt, ist auch geo- 
metrisch unmittelbar ersichtlich; denn bringen wir das Glied AB in 
eine solche Lage, dak der Punkt B in die Gerade AB fiilt, so ist der 
zugehorige Pol identisch mit A. Dann ist AB entweder = c + b, wie 
in Fig. 4, oder = c - h, wie in Fig. 5, und zu jeder von beiden Lagen 
des Pnnktes B gehoren zwei in Bezug auf A B  symmetrische Lagen 
des Gliedes AA als Tangenten von p im Punkte A. 

Damit nun Fig. 4 überhaupt moglich und demnach das eine 
Tangentenpaar reell sei, muîs 

(a) b + c < a + d  

sein, und für Fig. 5 lautet die entsprechende Bedingung 

(IV) 1 0  - cl  < a - dl .  

Ebenso ist im vierfachen Punkte B das eine Tangentenpaar reell für 

(y> a + c < b + d  
und das andere für 

(VI) la - cl < ib - dl.  
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Beginnen wir wiederum mit dem Falle des Do~el1~urbelrnecl~anis~~zus, 
so ist d das kleinste Glied. 1st d a m  die Kvppel c das groîste Glied, 
mithin c + d < a + b, so bestehen zwischen den Strecken a, b, c, d 
jedenfalls die Ungleichiingen 

b + c > a + d ,  c - b < a - d ,  a + c > b + d  und c - a < b - d .  

Andererseits führt die Annahme, dafs einer der Arme, a. B. a dm grXste 
Glied sei, zu den Ungleichungen 

a + d < b + c ,  a - d > I O - ? I ,  a + c < b + d  und a - c < b - d ;  

den Bedingungen (III)  bis (VI) wird also in beiden Fàllen nicht ge- 
nügt, d. h. die Taqqmtm der Polkurve i n  A und B sind siclntlich 
imagi nar. 

TITerden diesdben fberlegungen aiif eïncn Do~yelsch~ingrlnecIzn~ai~s 
mus zweiter Art angewendet, so zeigt sich, dafs d a m  die Polkurve in 
jedem der Eoppelm~@udde vier reelle Tangenten hat. Diese Kurve 
wird aber durch U~rikehrung der Bewegung zur Polballri eines Doppel- 
kurbelmechanismus, d. h. bei jedem Duppel1izcrbeZw~ec1~anismzcs siml die 
Tarzgentm der Yulbalm in den Bndpnlcten des festen Glielles sanztlich reell. 

Durch wiederholte Benutzung derselben Schlufsweise ergiebt sich 
ferner: Bei jedenz Scl~zoingliurbeimeclzanisalus haben Polfiztrve und Pol- 
balm inz Endpunkte des yrolseren Armes (der Schwirzge) vier reelle, im 
Endpunk& des kleineren Armes (der Eurbel) vier imaginiire Tangenten. 
Bci jedcm Doy,r,e~sc~~wi~z~r~kec~~ccnisrnus LTS~CY Art besit~en beide Kuwelz 
in jedem ihrer vierfac7hen Punktc swei reelle und swei konjugiert ima- 
gin& Tangmten. 

6. Weitere Doppelpunkte der Polkurve. Aus Gleichung ( 5 )  folgt, 
dafs p die Schnittpunkte der Kurven 

a2b2(r2 + s2 - c2), + (a2 + b2 + c2 - d2'L)2r2s2 - a2s2(r2 - s2 $ c ~ ) ~  

- b2r2(- r2 + s2 + c ~ ) ~  = O 
und 

(a2 + Oz + cZ - d2) (9 + s2 - c2) + (r2  - s2 + c2) (- r2 + s2 + cg) = O 

o der 

(6) 4a2b2(x" y2 - cz)" (a2 + b2 + c2 - d y 2 ( x V  yg)[(c  - $ y?] 
- 4a2c2x2[(c-  x l2  + y2] - 4b2c2(c - I G ) ~ ( ~  + y9) = O 

und 

( 7 )  (a2 + b2 + c2 - d 2 ) ( z 2  + y2 - CZ) + ~ C ~ Z ( C  - Z) = O 

zu Doppelpunkten hat. Gleichung (6) stellt eine zirkulare Kurve 
vierter Ordnung dar mit Uoppclpunkten in A und l j J  (7) einen Kegel- 
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schnitt mit der liauptechse A B ;  beide Kurven schneiden sich auSser 
in A und B noch in zwei Punktpaaren Cl, Di und C,, D,, tlereu 
jedes in Bezug auf A B  symmetrisch ist. Setzen wir zur Ahkürzung 

a2 + 1i2 + c2 - d2 = s2, 
so ist nach (7)  

n3(z2  + y2 - C X )  = - 2c2x(c - x )  

n2(z2  + y2) = - C X [ ~ C ( C  - x )  - ne] 

7 b 2 [ ( C  - 5)" y2] = - C ( C  - Z ) ( ~ C X  - 'JL'), 

und dann geht Gleichung (6), unter Weglassung des Faktors c2x(c - $1, 
nach einfacher Rechnung über in 

[2c(7z2 - 2a2)x  + n2(n2 - 2c2)] .  [2c(n2 - 2b2)(c - x )  + n2(n2 - 2c2)] = 0. 

Hierans ergiebt sich fiir die Doppelpunkte Cl iind I), von p 

(a' + be + c e  - d q ( n e  + b" ce - d q  
XI = 

2 ç ( a y  - b y  - cq + d 3  

und für die Doppelpiinkte C, und D, 

Damit sind aber noch nicht samtliche Doppelpunkte von p er- 
mittelt. Multiplizieren wir niirnlich in Art. 2 zunachst Gleichung (1) 
mit (2 )  und ( 3 )  mit (4), so finden wir die Gleichung von p in der 
Form 

la2bs(r2 + s2 - c?):! - ' ~ ~ 4 ~ 2 ~ 2  + a2S2(vz - s$ + Cz)e - bZp2(- r% + s2 $ C - ) 2 ] 2  

- 402s2[n2rZ(- r2 + s2 + c2) + a2(rP + s2 - c2)(rz - s2 + c2)I2 = 0, 

und hierrach sirid Doppelpunkte von p auch die Schnittpunlde der 
Kurven 

a2b2(r2 + sZ - c ~ ) ~  - n4r2s2 + a2s2(r2 - s2 + c2)2 - b2r2(- r2 + se + = O 

und 
n2r2(- r2 + s2 + c2) + a2(r2 + s2 - c2) (r2 - s2 + c2) = 0. 

Bedienen wir uns wieder rechtwinkliger Koordinaten, so erkennen wir, 
dals die erste Gleichiing eirie zirkiilare Kurve vierter Ordnung mit 
Doppelpunkten in A und B, die zweite eine zirkulare Kurve dritter 
Ordnung mit einem Doppelpunkte in  A und einem einfachen Punkte 
in B darstellt; wir erhalten demach, von A, B und den inlaginareri 
Kreispunkten abgesehen, wieder vier Schnittpunkte, die in Bezug auf 

A B  paarweise symmetrisch liegen. Die Eliruinatiori von x2 + y2 zwischen 
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beiden Kurvengleichungen liefert für die hbszissen dieser Schnittpunkte 
die Gleichung 

[ 2 c ( n ~ 2 a Z ) x + n 2 ( n ~ 2 c 2 ) ]  L2(n2-a"b2)x- c (n2-2b2)]  =O. 

Der erste Paktor giebt gleich Nul1 gesetzt wieder den Wert x: = x, 
und damit die bercits bekannten Doppelpunkte Cl und BI;  dagegen 
entspricht dem zweiten Baktor ein neues Paar von Doppelpunkten 
C,, D, mit 

(eue - b s +  c" ddq 
xg = 

2 (ce - d P )  

Da jeder der vierfachen Punkte A und R für sechs Doppelpunkte 
zahlt, so haben wir mit Einschlds der imaginiren Kreispunkte bis 
jetzt im Ganzen 20 Doppelpunkte der Polkurve ermittelt. Nun besitzt 
eine Kurve achter Ordnung nie mehr als 21 Doppelpunkte; diese Zahl 
kann aber bei der Kurve p nicht erreicht werden, weil p in Bezug auf 
A B  symrnetrisch iot. W i r  kennen deninach bereits sarritliche Doppel- 
punkte von p und gelangen somit zu dem Satz: Die Polkurue hat 
azifier den ima,yin&cn Krcispunlcten und den vierfmhcn Punkten A 
und B i m  allgemeimn noch sechs (reelle oder imaginüre) Doppeipnkte. 

Fig. 6 zeigt die Kurve p nebst ihren Asymptoten für den in Fig. 1 
bis 5 dargestellten Schwingkurbelmechanismus. 

4. Ausartwzgen der Policurve in speziellen Fallm des Kurbelrnecha- 
nlsmus. Wir  beginnen mit der Betrachtung des dtcrchsclduger~den 
Kurbelmeclzanismus, setzen also voraus, im Gelenkviereck ABBA sei 
die Surnrrie zweier Glieder glcich der Summe der beiden anderen. 
Dabei haben wir zu unterscheiden, ob die gleichen Summen von je 
ewei gf~genüberliegenden oder von je zwei benachbarten Gliedern ge- 
bildet werden. 

1. 1st a + b = c + d, also aZ + b" cc" - d" 2(- a b  + ac + bc), 
so gehen die Gleichungen (1) bis ( 4 )  über in 

( r  + s + c)[(br2 + a s 2 -  abc) - (a  + b)rs  + b(a - cjr + a(b - c)s] = O 

( - r  + s + c ) [ (? ) r2+as2-abc)+(a+b)rs -b (a -c ) r+a(b-c ) s ]=O 

Bilden wir nun wieder die Gleichung der Polkurve durch Multiplikation 
clieser vier Gleichungen, su wird das Produkt 

(r+s+c)(-v+s+c)(r-s+c)(-r - s + c ) = ( Y ~ - s ~ ) ~ - ~ c ~ ( ~ ~ + s ~ ) +  c4 
- - - 4cey2; 

die Polkwve ~erfallt also i n  die doppdt zaldende Gerade A B  und eiw 
Kurve secl~ster Ordnung p. Diese hat wiederum Spitzen in den ima 
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ginaren Kreispunkten und aufserdem zwei unendlich ferne Punkte, die 
durch Fig. 3 bestimmt sind. Die Punkte A und B sind Doppelpunkte 

von JI; die zugehorigen Tangenten liefert Fig. 4. fiberdies schneidet 
p die Gerade AB noch in zwei Puukten, den beiden Polen der Durch- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



234 Über einige Kurven etc 

s~hlagslage.~)  Aufser 2 und B und den inlagingren Kreispunkten besitzt 
die Polkurve rioch die sechs mit Cl bis B, bezelchrieteri Doppolpunkte. 

II. Sei ferner die Summe zweier benachbarten Glieder gleich der 
Summe der beidcn anderen, x. H. a + d = h + c. D a m  wird der AUR- 
druck a2  + b2 + c2 - d2 = 2 ( a b  + ac - bc), und dieser Wert geht aus 
dem unter I gefundenen hervor durch Vertauschung von b  mit - b. 
Nun en thd t  die Gleichung (5) der Polkurve die Gliedliinge d überhaqt 
nur in der Verbindung n2 + b2 + CL d2  und im übrigen nur gerade 
Potcilzen von 0; wir schliefsen hioraus, dafs in den beiden mit 1 und 
II bezeichneten Fallen die Gleichungen der Polkurve sich nur durch 
die entgegengesetzten Vorzeichen der Oliedliinge b  unterscheiden werdrn. 
Der Fa11 II bedarf d e m a c h  keiner besonderen Untersuchung. 

8 .  n7enn irn FaLle 1 a = d und b = c ist, so erhalten wir einen 
gleichscl~en7iligez Kurbclmec?~a~zismus (Fig. 7 ) ,  und Gleichung (1) ver- 
wandelt sich in 

( r +  s t  b ) ( - r  + s  + b)(as- Zlr - ah)  = 0,  

mithiii spaltet sich die Polkurve in die vierfach ziihleiide Gerade AB 
unci eine Kurve viertw Ordriung p mit der Gleichung 

Setzen wir s2 = b2 + r2  - 2 b r  cos cg, wobei rp den Winkel BAY 
bedeutet, so ergiebt sich die Gleichung von p in der Form 

Fig. 7. 

91 

d. h. p ist eine Pascalsclz Ezmx2) 
In  der ï'hat, machen wir iil E'ig. 8 
auf A B  die Strecke AA, = AOA= a 
und bezeichnen mit y, den vierten 
harmonischen Punkt zu B, A,, A, 
mit den vierten harmonischen 

Punkt zii H, AO, A, mit D den Mittelpunkt von so wird 

1) Vergl. B u r m e s t e r  Kinematik 1, S. 113, sowie Fig. 334. 
2) R o b e r t s  a. a. O. p. 94. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von R. M ü ~ m a ,  235 

wir erhalten daher p, indem wir über A5' als Durchmesser den 
Kre i~  f beschreiben und auf den durch A gehcndon Strahlcn von 
ihren Schnittpurikten mit f aus die Strecke DpO beiderseits abtragen. 

Der Punkt A ist e h  Doppelpunkt von p. Wie sich ails Fig. 4 
ergiebt, gehen seine Tangenten durüh die Schnittpnnkte des uni A mit 

Fig. 8. 

dem Radius a beschriebenen Kreises und der Geraden 1, die in B auf 
A B  senkrecht steht. Die imnginiiren Kreispunkte sind wicdcrum 
Spitzen von p; die zugehorigen Tangenten schneiden sich in1 Mittel- 
punkt F von f, denn dieser teilt A B  im Verhiiltnis a2 : b? (Art. 3). 
Die Kurve p ist hiernach von der vierten Klasse. Durch jeden der 
imagink-en Kreispunkte geht folglich nur noch je eine Tangente, und 
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diese Tangenten treffen sich in B. Pür  s Z =  0 folgt niimlich aus 
Gleichung (8) 

(r" a2)2 = 0, 

d. h. die Geraden s" O sind Tangenten von p. (Art. 5). 

9. 1st a = b und c = d, so geht Gleichung (1) über in 

die Polkurve zerfailt also in die vierfach ziihlende Gerade AB, die 
doypelt z5hleride unendlich ferne Gerade und die Kurve 

d. h. einen Kegelschnitt p, der A und B zu Brennpunkten und die 
Gliedlanpe n zur Hauptachse hat. Das Gelenkviereck ABBA liefert 
gegenwiirtig einen Zzo.illinyskurOelmechanisr~zzcs, der in jeder der beiden 
Durchschlagslagen in einen Parallel3curbelnzechanisn~us übergehen kann.') 

Zu weiteren Sonderfiillcn gelangen wir durch die Amahme, in 
dem betrachteten Gelenkviereck seien zwei benachbarte Glieder, z. B. 
b und d, iinendlich groîs. Diese Sonderf alle Sind zuerst von Rober t s  
behandelt worden2), und wir erhalten die betreffenden Resultate ohne 
meiteres aus den vorstehend entwickelten allgemeinen Formeln der 
Artikel 2 bis 6,  indem wir dort b = w ,  d = oo und d - b gleich 
einer endlichen Strecke setzen. 

II. Die Flachpunktkurve u. 

10. Wir  gchen wiederum von einem beliebigen Xurbelmechanisrni~s 
ails mit den Gliedern A A = a ,  BB = b, A B  = c, AB = d. (Fig. 9). 
Für  die Koppellage AR, dit: A B  in @ schneidct, sei 9 der Pol, t die 
gemeinsame Tangente von Polbahn und Polkurve, W der Wendepol 
und E der Ballsche Punkt, also L t p A  = L B p @ ,  P W l  t und 
W K  I pK. Wir setzen y@ = h, 1 B p @  = E ,  L A v Q  =fi, 
L P Q A  = y ,  L !$?@A - S, IVE = X; d a m  dienen zur Bestirnnwq der 
Punktc W und K die an andrer Stelle abgeleiteten Gleichungen 

(11) 
sin y sin 8 pw= h---- 

sin a sln p sin (6 - y) 

tan a: tan  tan^ = - tan a 

1) B u r m e s t e r  Kinematik 1 S. 302. 
2) A. a. O .  S. 312 und 314. Vergl. auch , , n e r  die G e s t a h n g  der Koppel- 

kurven etc." a.  a. O, S. 15. 
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Bezeichnen wir die Strecken A p  und B p  wie bisher bezw. mit 
r und .y und ferner A K  mit Y', B K  mit s', so fol& ails dein 
Dreieck APK 

Fig. 9. 

r ' e  = Y" - 

2r -'$K -a). - - - - - - --_ - 
Nun ist --T 

sin y (13) r = h -  
1 

61. (P +Y) 
1 

1 
1 

und !@K = W .   sin^; 
schreiben wir also zur A B , I 1 

Abkürzung für tan a, tan f i, 
tan y, tan 6 bezw. x, A, p, Y, 

so finden wir mit Rück- 
sicht auf (11) und (12) 

und analog 

Bus der Figur ergiebt sich weiter 

sin i3 sin (8 - y )  sin a sin (6 - y) a = h 7  b = 1,) y.--p 
sin (B  + Y )  (p + 8) sin (a + y) sin (a + 6)  

sin y sin (p - a) sin 6 sin ( f i  - 9 
c = h - 7  d = h  7- 

81" (a + Y )  sin (B $ Y) sin (a + 8) sin ( p  + a) ' 
es ist also 

Die Elimination von h,  x ,  1, y, v zwischen (14), (15) und den 
vier Bleichungen (16) würde zu einer Gleichung zwischen a, b, c, d, r' 
und s '  führen, d. h. zur Gleichung der Flachpunktkurve zc. 

Ails Gleichung (13) folgt 

mithin ist nach (14) und (16) 
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und analog 

Die Grolsen xe, Â3, p2, v2 k6nnen durch eine einfache trigonometrisch 
Rcchnung, auf die wir hier nicht cingehen wollen, durch a, h ,  c, r ,  s 
ausgedrückt werden; die beiden letzten Gleichungen geben uns dem- 
nach eine Beziehung zwischen den Punkten (r, s) der Polkurve und 
den entsprechenden Punkten (r', s') der Flachpunktkurve. Besonders 
einfach gestaltet sich dieser Zusammmhang bei den speziellen Kurbel- 
mechanismen, zu denen wir nunmehr übergehen. 

11. Der gleic7~scI~nklige Kus.belmechanismus. Wir  kehren zu dem 
in Fig. 7 dargestellten Gelenkviereük zurück, setzen also voraiis, es sei 
AB=AA=a und AB=BB=b. D a m  ist y=a, S = P ,  mithinnach 
Gleichung (12) x = 180° - a, d. h. L BVK = 180' - (a: + 0). Ziehen 
wir daher p @ II AB bis AB, so ist L B q  K = L @PB. Gleichung (11) 
rerwandelt sich gegenwartig in 

h p w =  
sin (P  - a) y 

der Piinkt K liegt also symmetrisch zu @ in Bczug auf Ilp. 8' ieraus 
folgt weiter, dals die Dreiecke B @ X  und BA9 einander ahnlich sind; - 

demnach ist 

Setzen wir nun wieder B y  = s,  BK = s' und überdies L FBA = 4, 
L KlRA = so finden wir, dals entsprechende Punkte '$ und K der 
Kurren p und u durch die Gleichungen mit einander verknüpft sind 

Betrachten wir endlich die Strecken B!)3 und BK bezw. als die geo- 
rnetrischen Bilder der komplexen Grorsen 

8 = x + i y  = Sei?  8' = 2' + iYr = s 'e i -9'  

so kihnen wir da8 soeben erhaltenc Resultat auch in fnlgrnder Wcis~ 
ausspreclien: Die Flucl~punkt7;~~r?j(1 u entstel~t aus der Polku~ve  p dtwcll 
lianfbrm AbhiZdung der KopyelcBene auf sich sellist w~lt tdst  der Funkficm 
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Die Eigenschaften der Kurve zc ergehen sich hiernach aus den in Art. 8 
ermittelten Eigerischaften der Kurvep. - Spaltcn wir die letzte Gleichung in 

(20) 2L yy" = bx' 
und 

(21) 2xy = by' 
und bezeichnen mit E die nrsprüngliche, mit E' die transformicrtc 
Koppelebene, so erhalten wir zwisçhen E' und E die folgende ein- 
vierdeutigc Beziehung: Einem reellen PunktJe C'(X', y') von E' ent- 
sprechen in E zwei reelle Punkte C, Cl und zwei konjugiert imaginare 
Cz,  C3, namlich die vier Schni t t~unkte  der durch die Gleichungen (20) 
und (21) dargestellten Hyperbeln; sind s', 4' die Polarkoordinaten von 

4' 4' C', so fol@ für C und Cl s =Pl = m, 8 - -, 4, = a + - und für 
2 2 

x 4'  3z 4.' 
C,, Cs s, = s , =  i f b 7 ,  8, 8 - f T .  1st C' unendlich 

3 -  2 

fern, so mird Cl identisch mit C s = m, 8 ( - c) ; ebenso vereinigen 
x 4' 

sich C, und C, su einem reellen unendlich fernen Punkte (i>, = + 
Ilcm Punktc A der Ebene E' ist in E ein Punktquadrupel zugeordiiet, 
dessen einer Punkt mit A zusammenfallt; dagegen sind Il und die 
imaginiren Kreispunkte I und J drei selbstentsprechende Punkte von 
E' und E insofern, als für jeden dieser Punkte das ganze zugeordnete 
Quadnipel mit ihnl identisch ist. - Einer in E' beliebig angenommenen 
Geraden g' entspricht in E eine Hyperbel g;  den acht Schnittpunkten 
von g und p sind also in E' ebenso viele Schnittpunkte von g' und u 

zugcordnet, d. h. die Kurve ZL ist van der açhten Ordnw~g. Geht aber 
g' durch einen der drei Punkte B, 4 J, so zerfallt g in zwei Geraden, 
die sich in demselhcn Punkte schneiden. Es  ontsprechon e. B. der 
Geraden C ' I  die Geraden C I  und CII ,  von denen die eine den Punkt 
C,, die anderc den Punkt Cs enthalt. Niln eahlt der Piinkt 1 doppclt 
unter den Schnittpunkten von p mit C I  und C I I ;  folglich hat zc mit 
0'1 in I vier zusammenfallende Punkte gemein, d. h. die imaginaren 
Kreispunkte sind vierfaclie Punkte von u. Da ferner p in I eine 
Spitze mit der Tangente IF besitzt, so fallen die vier Tangenten von 
u in I mit der Geraden nach dem Punkte P' zusamrneri, der in E' 
dem Fokalzentrum F von p zugeordnet ist. 

Die Gerade R I  entspricht sich selbst bei der Transformation vori 
E in E'; der Punkt B ist folglich ein Brennpunkt von u von der be- 
sonderen Beschaffenheit, daik jede der Geraden, die ihn mit einem der 
beiden imaginiiren Kreispunkte verbindet, aukerdem noch vier zusainmen- 
failende l'uriktc mit zh gemein hat. 
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Die Gerade 1 der Fig. 8 schneidet p in vier Punkten, die paar- 
weise in Bezug auf B symrnetrisch liegen. Jedem dieser Paare ent- 
spricht ein Boppclpnkt von zc auf der Geraden AB. Ein dritter 
Doppelpunkt von zc ist der Punkt A, den E und E' entsprechend ge- 
iuein haben. - Da die Abbildung, die p in u überfiihrt, eine konfornie 
ist, so folgt weiter, dals die Tangenten in je zwei entsprechenden 
Punkteu von p und u mit den von B nach diesen Punkten gehenden 
Strahlen gleiche Winkel bilden. Die Kurven p und u berühren sich 
daher in ihrem gemeinsamen Doppelpunkte A. 

Um noch die Kriimmiing in entsprechcnden Kurven- 
Fiu 10. 

- punkten zu untersuchen, bezeichnen wir zunachst ganz 
allgemein mit k und k' irgend zwei entsprechende 
Kurven Ton E und E', mit P, Q ,  X drei unendlieli FJ l 

\ I I  

,, i 
benachbarte Punkte von k, mit P', Q', R' die zugeord- 

I l  

R ' \ 
neteu Punkte vun 75' und setzen B P  = s,  BP' = s: 

\ ( 1  -, ,,II L PBA= 8, LPfBA= a', L Q R P =  d a ,  L Q'BP1= da', 
\'y,. 1 '  , ,\ Y& - do, 1'' &' = d ~ ' ,  1 &Ji, P& = d ~ ,  L &'a', 4 PT& di', i PQII = o, P'QPB - m'.  (Fig. 10.) d 

Nach dem Vorigen bildet das Kurvenelement P' Q '  mit 
RP '  deriselberi Winkel wie PQ mit BI', und das Arialoge gilt vou 
den Elementen Q'R' und QR; mithin ist dz' - d a '  = di - d a .  Aus 
(19) folgt aber da'  = 2 d 4 ,  also wird 

dz' = dz + (La. 

Fcrner crgiebt siçh sus den Dreiecken BPQ und B P ' Q '  

und 

Nun ist w' + d a '  = w + d a ,  also w' = w - d a ;  hieraus folgt 
s ' 

d6' = 2-do .  
s 

Verstehen wir jetzt unter Q und Q' bezw. die Krümmungsradien 
von k und I;' in P und P', so erhalten wir 

d G 
8 = ~  

und 
, do '  
- - - 2s' -.--= d~ s '  1 2 - .  - - Q  

d z '  s d z  + d B  s 1 sinw 2 s ' '  s + Q ~ i n ~  

(2.2) -+-S. e 
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Dabei bedeutet w den Winkel, den die Tangente von k in P mit R P  
einsclilieîst. - W i r  aenden die gefundene Formel an auf den sich 
selbst entsprechenden Punkt A der Kurven p und u. Für r = O und 

ti 
cos çc = - folgt aus Gleichung (9) 

die beiden Krümmungsmittelpunkte des Punktes A von p liegen daher 
nuf der Geraden 1. Ucmnach wird ~ s i n w  = b ,  und de auch s = r', i d ,  
so geht Gleichung (22) über in g '  = g, d. h. die Kurven p und u osSu- 
lieren eiizander in i lmm gemeinsamcn Uoppcipunkte A. Uieser ziihlt 
also achtfach unter den 32 Schnittpunkten von p und u, und dasselbe 
gilt von jedenl der hagingren Kreispunkte. Die übrigen acht Schnitt- 
punkte sind in Fig. 8 irnaginiir. 

12. Der ~zuiJlingsX.urbel~~~~x1~anismz~s. Ln Fig. 11 i st A B BA ein 
Antiparallelogramm, also AA = B B  a ,  AB = AB = c. Gnter Bei- 
behaltung der in Fig. 9 angewendeten Bezeichnungen wird t identisch 
mit und p - - a, y = - 8 ;  die Gleichungen (11) uud (12) gehen 
daher über in  

h tan d p w = _ -  
2 s in2u  

und 
t a n e u  

tanx = -- - 
t an  S 

Verstehen wir also iinter G den Schnittpunkt von MTK und y&, 
PO folgt 

h VG = p W tanx = 
2 cos" a> 

und hieraus ergiebt sich für die Eonstruktion des Ballschen Punktes 
K die Regel: Man eiehe durch Q zu B B  eine Parallele, die AB in 2, 
AA in $3 schneidet, errichte in !Jl zu AA ein Lot und bestimme seinen 
Schnittpunkt E mit P a ;  dann ist K der Fufspunkt des Lotes von G 
auf y%. Bedeutet namlich S den Schnittpunkt von p.@ und AB, 
so ist 

Si? @S t an  n: A% cot S tan cr t a n e u  - trn'"@ = Y -,=-ips = -- 
c o t a  tant3 > 

also L % Y @  = X. - Die Gerade pK geht anch durch den Schnitt- 
punkt von BA mit der Parallelen durch Q zu AA. 

Bus den Kreisvierecken A% G S und 13 KG 5 folgt 

! @ A . P % = ! @ S . P G = V , C . P K ;  
Zeitrchrift f .  Matheinutik 11 l'hysik. 48. Rand. 190%. 3. H e f t .  16 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



242 Über einige Kumen etc. 

rnithin ist auch A% Ki' ein Kreisviereck, also L KAP = L ILL! 8 = L K p  B. 
Ebenso ist L PBK = L A p  K; die Dreiecke A P  K und p BK sind 
dcmnach cinander iihnlich, und es ist 

Man erhilt daher den Punkt K auf andere Weise auch dadurch, dafs 
AP man den Winkel A P B  durch die Gerade 5432 im Verhiltnis teilt 
13 P 

und den VCTinkel K P B  in A an A p  antriigt. 
Es ist ferner L A K 2  = L Q K B  = L APB. Hierau~  folgt eine 

dritte Koristruktion vol1 K: Mari ziehe A B  und V U  I F A ,  sowie 

BU und $3% 1 PB und fiille von !@ auf U %  ein L o t  dieses trifft 
il% in K. 1)a niimlich die Punkte !@, 8, A, K ein Kreisviereck 
bilden, so ist L Ali'2 = L A B P  = L APB u. S. W. 

Wenn in der Koppelebene die Polkurve p bereits gezeichnet vor- 
liegt, so liefern die beiden zuletzt abgelciteten Konstniktionen zu jedem 
Punkte !J3 von p den entspreçhenden Punkt E der Flaclyunklkurve u 
ohne Bcnutzung der zugehorigen Lage des Gliedes AB. Die hiemach 
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zwischen den Kurven p und .u bestehende Beziehung führt uns auch 
sofort zur Glcichung von u. E s  ist namlich 

und 

folglich 

oder mit Anwendung der früher gebrauchten Bezsichnungen 

(23) szrf = r2St.1) 

Ails den Llreiecken AEH und APB fol$ ferner 
+ S ' a  - C 2  

cos A K B = - - - I i  - 
Z r  s 

und 
T' + se  - C' cos L A P U  = ---. 

2 r s  

Kun ist aber L AKB = 2 . L APB,  also 
r ' P  + .y'= - ca ( re  + se - ~4' 

Zr's' 2 r e s e  1 
odcr nach (23) 

(24) r's'(2r2 + 2s2 - c2)  - r2s2 = 0 .  

Dabei genügen r und s der Gleichung (10) der Polkurve p,  die wir 
auch schreiben k6nnen 

( y2  - 2a2(r2 + s" + a4=  0 .  

Bringen wir mit IIiife von (23) die beiden letzten Gleichungen auf die 
Porm 

r e  
so ergiebt sich durch Elirnination von 

mithin lautet die vollstandige Gleichung der Flachpunktkurve 

1) Folgt auch aus den Gleichungsn (17) und (18). 
16% 
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Bezeichnen a i r  mit O den Mittelpunkt von A B ,  mit x' und Y' 
die rechtwinkligen Konrdinaten des Punktes K für 0 als A n f a n p  

punkt und OA als positive 2-Aohse, so a i r d  r t 2  = (i - x')' + y'; 
c4 

s r z  = (' + zr)' + y': also V =  2 ( x f 2  + y'? + W = - 2 c x f .  Durch 

Einführung dieser Werte verwandelt sich (26) in eine Gleichung 
sechsten Grades, welche nur gerade Potenzen von x' und y' enthiilt, 
und zwar ist das Glied sechsten Grades, von einem konstanten Faktor 
abgcsehen, gleich (2'' + y'2)2[(ca - u2)x ' s  - a2yr2]. Die Flachyunkt- 
kurve ist also eine in Bezug auf die Koordinatenachsen symmetrische 
hizi~kudare K u r w  sechstm Ordnung. Ihre Asymptoten 

sind identisch mit denen einev Kegelschriittu, der A und B zu Brenn- 
punkten und a zur Hauptachse hat, d. h. der Polkurve p. In Fig. 12, 

welche für das in Fig. 11 
F1g 1 2  

gezeichnete Gelenkviereck 
die Kurven p und u dar- 
stellt, ist c > a, a190 p eine 
Hyperbel. 

Verstehen wir unter pi 
- -  und 9, die Schnittpunkte 

von p mit dem Halbkreis 
über dem Durchmesser AB, 
unter KI und Kz die ent- 

\ sprecheoden Punkte von zc, 
so fol@ aus der dritten 

Koristruktion des Ballscheii Punktes sofort, dars KI und K, mit den 
li'ulspunkten der von y, und auf A B  gefiillten Lote zusammenfallen. 
N u n  entsprechen El und K, aber auch denjenigen Punkten von p, die 
zu und '$, in Bezug auf A B  symmetrisch liegen; sie sind also D o ~ ~ e l -  
punkte von M. Die Gerade A B  schneidet u i iberdi~s in den Yunkten 
Ko und KO, die den auf ihr liegcnden Scheiteln Po und Po von p ent- 
sprechen. Nach (23) ist 

AK,  - 9 Bx ( B  p:) i 
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bedeutet demnach 0, den vierten harmonischen Punkt zu A, B, Po, 
also den Th-ümmungsn~ittelpunkt von p für den Scheitel Po, so ist Ko 
der Mittelpunkt von Po Do. 

Sctzen wir in (25) r' = O, so ergiebt sich 

Von den beiden Geraden, die den Punkt A mit den imaginaren Kreis- 
p n k t e n  verbinden, hat folglich jede mit zc vier zusammenfallende 
Punkte gemein; A und Il sind also singuliire Brennpunlite von u. 
Aus (26) erkennen wir ferner, d a b  die Kurve u zwei Fokalzentra hat, 
die in gleichen AbstBnden von O auf der z- oder y-Achse liegen, je 

nachdem c 2 a ist. - Die Kurven p und u berühren sich mir in den 
unendlich fernen Punkten von p und schneiden sich überhes in acht 
(imaginaren) Punkten; setzen wir niimlich in (25) r' - s' = a, also 
r' + s' = 2r' - a ,  so folgt 

Wir wollen endlich noch zeigen, d d s  die zwischen p und IL be- 
stehende Reziehung abenrials mit einer konfor?mn Ahbilrlztng der Koppel- 
ellerie zusarrinienh511~$ Sind x und y die Koordinateri von für  das 
ziiletzt benutzte rechtwinklige Koordinatensjstem, so wird 

und demnach geht Gleiohung (24) über in 

D a m  ergiebt sich aber aus (23) 

und 

oder 

und 

Hieraus fol@ 
ç ' 

2X'($2 + y2) = 2.(x2 + ys + 7)  
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Bie Eurve u geht demnmh aus der Poilcurve p hmvor, wenn wir die 
Koppebebclzr: n~ittebs der 7eomplezm EUnktion 

III. Die Übergangskurve q. 

13. In Fig. 13 ist ABBA wieder ein beliebiger Kurbelmechanis- 
mus; für die gezeichnete Koppellage A B  sollcn dicjenigen Punkte der 
Koppelebene bestimmt werden, die augenblicklich einen Selbst- 
beriihrungspunkt ihrer B a h  durchschreiten. 

Angenommen, der Punkt Q genüge der gestellten Aufgabe, so 
existiert eine zweite Koppellage A'U', für die er sich wieder an der 
mit Q bezeichneten Stelle befindet; es ist also A AB&= A A'B'Q. 
Die Geradenpaare AA, B B  und AA', BB' schneiden sich bezw. in den 
Polen p und p' der betrachteten Koppellagen; mithin sind pQ und 
(P'Q die Normalen der Bahnkurve des Punktes Q, und da diese Kurve 
in Q einen Selbstberührungspunkt haben sou, so liegen '$3, y' und Q 
auf eiuer Geraden. Die seahs Geraden von A und B nach (P, p', & 
sind entsprechende Strahlen zweier perspektiven Strahlenbüschel, und 
da A Q und B Q die Winkel V'AV und (P'BP halbieren, so ist der 
vierte harmonische Strahl zu A'$3, Ap' und A Q senkrecht zu A&;  
ihm entspricht im anderen Büschel das Lot in B zu BQ, und die 
beiden Lote sehneiden sich auf y!@' im vierten harmonischen Punkt 
C zu p, !$' und Q. Die Punkte A, B, Q, El liegen also auf einem 
Kreise, dessen Mittelpunkt sich auf '$Fr befindet. Markieren wir nun 

1) Die vorhergeheuden Gleiühungen lieleru zunachet 

IIier murs aber das positive Vorzeichen gewahlt werden, weil in Fig. 12 jedem 
Punkte p, der auherhalb des Halbkreises A B  in der oberen IIalbebene liegt, ein 
Punkt K derselben Halbehne entspricht. 
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auf jedem der durch A und B gelegten Krcise die beiden Endpunkte 
des nach (p gehenden Durchmessers, so erhalten wir bekanntlich eine 
spezielle Kurve dritter Ordniing q, die als F'olcaZIcurve bczeichnet wird. 
Diese Kurve, die @ zum Fokalzentrum und A und B zu Grundpunkten 
hat, ist demnach der erste geometrische Ort des gesuchten Punktes &. 

Aus der Gleiçhheit der Winkel ,4QAr und B Q B '  fol@ femer, 
dalS L AQA-L B Q B  und folglich 1 A Q B - L A Q B  ist, und diese 
Reziehung gilt Eiekanntlich für alle Punkte der Koppelebene, die sich 

augenblicklich überhaupt in einem Doppelpunkte ihrer Bahn befinden. 
Der Punkt Q liegt daher auf eincr zweiten E'okalki~rve f, dem Ort der 
Brennpunkte aller Kegelschnitte, welche die Seiten des Vierecks ABBA 
berühren. Die Kurre f geht durch A, B, B, A, und durch den 
Schnittpunkt h j  von AB und A B .  Ihr Fokalzentrum ist der S c h i t t -  
punkt E der den Dreiecken 9 AB, V A B ,  QAA und @ B B  umge- 
schriebenen Kreise, und ihre Xittellinie geht durÜh die Mittelpunkte 
der Strecken A B ,  BA und VQ. Da die Punktpaare (A, B), (6, A), 
(p, @) aus jcdcm Punkte von f, also euch aus p, durch eirie syrurne- 
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trische Involution projiziert werden, so bildet die Tangente von f in 
mit Y B  denselben Winkel, wie PA mit p@; sie falit demnach zu- 
sammen mit der Tangente der Polkurve p. 

Die Kurven q und f haben auher !@, A, B und den imaginaren 
Kreispunkten noch vier Punkte mit einander gemein; für jede Koppel- 
la,qe giebt cs also im lzllgerneinm u i w  System~unkle,  die sich uzcgenblic7c- 
lich in  einem Selbstberührungspnli-te ihrer Bahn Oefinden. Ln Fig. 13 
schneiden sich rp und f in  vier reellen Punkten Q, Ji, 8, i!'. Die 
Bahnkurve des Punktes Q ist in der F i p r  angegeben. 

14. Betrachten wir die Koppel A R  a h  fest und zeichnen die 
Strecke A B  in einer Reihe neuer Lagen A, BI, A, B, . - 0 ,  BO erhalten 
wir durch Wiederholung der eben ausgeführten Konstruktion die 

Fokalkurven 9, und fi ,  F, und fi . bezw. mit den Schnittpurikten 
QI, RI, SI, Tl; Q,, R,, S,, T, . . ., und d a m  ergiebt sich als Ort 
dieser siimtlichcn Puriktquadrupel die Übergangsl~wrve p. 

Da die Bahnkurve des Punktes Q in ihrem Selbstberührungspunkte 
zwei nnendlich benachbarte Doppelpunkte besitet, so geht dilrch Q nucli 
die zu f unendlich benachbarte Kurre der Schar f, fl, f, . - . Die Kurren 
f ,  f,, f, . . - umhüllen daher einerseits die Übergangskurre q ,  anderer- 
seits die Polkurve p. 

Nach früheren Darlepngenl) ist q eine Kurve zehnter Ordnung 
mit Doppelpunkten in A und B und vierfachen Punkten in den 
imaginaren Kreispunktcn. Auher den vier eben genannten singuliiren 
Punkten haben die Kuwcn p und q noch 36 Punkte, darunter 12 Be- 
rührnngspunkte, mit einander gemein2) - Von den 30 Schnittpunkten 
der Kurven q und f entfallen je vier auf die imaginzren Kreispunkte 
und je zwei auf A, B, Q, 3, S ,  T. Die übrig bleibenden zehn Schnitt- 
pnnkte sind solche Punkte der Koppelebene, die sich augenblicklich 
in cirieni gewohnlichen Knotenpunkte ihrer Bahn befintlen, und deren 
Bahnkurven in ih ren~  weiteren Verlauf noch einen Selbstberührungs- 
punkt aufweisen. 

1) Über die Doppelpunkte lier Koppclkurve a. a. O. S. 303 u. 372. 
2) Ueitrage zur Sheorie des ebenen Gelenkvierecks a. a. O. S. 271. 
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Über Zentralbewegung. 

Von J. v. VIETH in Dresden. 

Unter den Bewegungen eines Massenpunktes, die so erfolgen, als 
würde derselbe von einem festen Punkte, dem sogenamten Zentruni, 
angczogen oder abgcstnîsen, kommen besonders zwei Arten in der 
Natur vor, erstens die Bewegung eines Planeten um die Sonne, die 
wir nach dem daraus abgeleiteten Anziehungsgesetz die Newtonsche 
Rewegurig nenuen konnen, zweiteris die elastische Schwingung eines 
Moleküls um die Gleichgewichtslage, wobei das Molekiil eine Ellipse 
beschreibt, deren Mittelpunkt die Gleichgewiühtslage i d ,  wahrend die 
Anziehung dem Radiusvektor proportional ist. Letztere Bewegung 
nennt man die hai-monische. 

Diese xwei Beweg~ngsarten zeichnen sich aber nicht niir diirch ilir 
bevorzugtes Vorkommen in der Natur vor allen moglichen Arten der 
Zentralbewegung aus, sondern aueh durch zahlreiche rein theoretische 
Eigenheiten. Vor allem hat J. B e r t r a n d  (ThEorèrr~e relat'if a u  mauve- - 

ment d'un point attiré vers un centre fixe, Comptes rendus tome 7 7  
pag. 849) nachgewiesen, daïs diese beiden Anziehungsgesetze unter 
allen moglichen nur vom Hadiusvektor abhingenden die einzigen sind, 
die stets eine in sich zurücklaufende Rahnkurve ergeben, wenn man 
eine beliebige Anfangslage und eine innerhalb gewisser Grenzen be- 
liebige Anfangsgeschwindigkeit des bewegten Punktes annimmt. 

Ein kleiner Teil der grofsen Bülle von sonstigen Eigenschaften 
dieser beiden Bewegungsarten soll irn folgeriden dargestellt werden als 
besondere Falle der Eigenschaften einer allgeineineren Bewegungsart, 
indem wir von der Form der Bahnkurve ausgehen und eine Bahnkurve 
untersuchen, die die Newtonsche und harmonische Bahnkurve als be- 
sondere Fiille eiithalt. 

Sodann werden noch einige allgemeine Gesetze der Zentralbewegung 
und überhaupt der Bewegung eines Punktes abgeleitet und auf diese 
Fallo angewendet werden. 

1. Form der Bahnkurve. 

Das Zentrum S sei der Koorclinatenenfangsp~mkt, r der Radius- 
vektor des Kurvenpunktes P, rp die Anomalie in Bezug auf eine be- 
liebige Achse. 
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Wir  betrachten die Kurve 

rn = 
P" 

~ + E C O E W < ~  ' 
wo n eine beliebige Zahl, p eine beliebige Strecke und F eine beliebip 
Zahl bedeutet. 

Für n - 1 wird diese Gleichung: 

was die Kegelschnittsgleiühung mit dem Brennpunkt S darstellt, also 
die Nemtonsche Bahnkurve. p ist in diesem Falle der sogenannte 
Parameter, E die niimeriirche Exzentrizitiit, CJI = O e~ltspricht dem 
Perihel. 

E < 1 giebt eine Ellipse, E = 1 eine Parabel, E > 1 eine Hyperhel. 
Für pz = 2 wird die Gleichung: 

Dies ist ein Kegelschnitt mit dem Mittelpunkt S ,  also fiir E < 1, wo 
CS eine Ellipse wird, die Kurve der harmonischen Bewegung. Die 

P Heine Halbachse - liegt in der Koordinatenachse, die grofse 
VI + 8 

.- 
P 

E-Ialbachse ist = - 
i l - € '  die lineare Exzentrizitît = p K &  

E'ür E = 1 stellt die Gleichung zwei zur Achse senkrechte Geraden 
dar, für E > 1 eine Hyperbel. 

Um für gr6kw-p. ganmahligc Werte von n. einc Vorstellung von 
der Form der Bahnkurve zu erhalten, beachte man, daïs ein Niiiimal- 
wert von r (Perihel) eintritt, so oft cos n rp = 1 ist, also für die 

2 %  4 R  
n Richtungen gj = 0 ,  , . - . 

Wenn E < 1 ist, bleibt r stets endlich und sein Maximalwert 
7c 3 x  

(Aphel) tritt ein, so oft cos nrp = - 1 ist, also für rp = -, - . 
Tl It' 

Wenn E < 1 ist, stellt also die Gleichung eine geschlossene den 
2% 

Punkt S umgebende Linie dar, die aus n kongruenten nur um je 

gedrehten Teilcn besteht. Jader dieser Teile besteht aus einer Rc- 
wegung vom Perihel m m  Aphel und einer symmetrisch dazu gebildeten 
Rückbewegung. Für  negative und gebrochene Werte von n, gilt das 
Eritsprechende A t  sinrigeruiXscr Umdeutung, für E = 1 werden die 
Maxima von r nnendlich grofs und fiir E > 1 werden die Figuren nocb 
etwas komplizierter. 
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II. Die dieser Bahnkurve entsprechende Zentralkraft. 

Betrachtet nian nun irgend eine Kurve obiger Art mit den be- 
liebigen Konstanten tz, p und 6 ,  so kann sie auf unendlich vielfaltige 
Weise als Rahn eines von Kraften bewegten Massenpunktes nng~sehen 
werden. Wenn aber die beschleunigende Kraft stets in Richtung des 
Radiusvektor r (oder entgegengesetzt) wirken so11, so ist die von r 
in eineru Zeitteilchen bestrichene doppelte Fliiche d f  konstant. 
Unter Annahme eines beliebigen Wertes von cif sind dann die 
Geschwindigkeiten und dümit auch dle Beschleunigungen für alle 
Punkte der Kurve bestimmt und k6nnen als Funktionen einer der 
Koordinaten r und rp des Kurvenpunktcs dargestcllt werdcn. 

Um die Formeln anschaiilicher zix machen, fassen wir das Zeit- 
differential als Zeiteinheit auf, so dars wir die ent~prechenden Differen- 
tiale dr,  d y ,  df direkt als Geschwindigkeiten bezeichnen konnen. 

Zunachst ist durch die Gleichung r 2 .  drp df der jeweilige Wert 
der Winkelgeschwindigkeit bestimmt: 

Die wirkliche Geschwindigkeit setzt sich an jeder Stelle ails zwei anf 
einander senkrechten Konlponenten zusammen, deren eine, die rotierende, 

d f senkrecht auf r steht und den Wert r d g ,  = hat, wahrend die andere, 

die radialc, die Zunahme d r  von r ist. 
Um dicse letztere anch als Bimktion von df und den Koordinaten 

des Kurvenpunktes auszudrücken, hat man nur die Kurvengleichung 
d f beiderseits zu diflerenzieren und dann d y  durch zii ersetzen. 

Durch kurze Rechnung ergiebt sich: 

nie halbe Summe der Quadrate dieser beiden Geschwindigkeitskom- 
ponenten id ,  wenn man die Masse des bewegteii Punktes = 1 setzt, 
die lebendige Kraft desselben: 

d f z  s 5 2 n - 2  sin - % n r p d f %  L = , +  2 r -. 
gp2 

Bus der Bahnkurve folgt 
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Setüt man dies ein, so ergiebt sich: 

Nachdem so die lebendige Kraft als Funktion der einzigen Variabeln 1. 

dargestellt ist, erhalt man die abs tohnde  Beschleunigung g alsDifferentia1- 
quotient von L in Bezug auf r: 

Soll also unsere Rahnkurve durch eine vom Zentrum S ausgehende 
beschleunigcndt: Kraft, ereeiigt werden, so murs dit, letztere diesen 
zweigliedrigen MTert haben, der aurser von den Koristanten der Kurven- 
glcichung und df nur von r abhzngt. 

Im Falle n = 1 verschwindet das zweite Glied und man erhalt das 
N e w  t onsche Anziehungsgesetz: 

P y=- - - ,  
Pr 

da ein negatirer Wert von 9 Anziehung bedeutet. 

I m  Falle n = 2 verschwindet das erste Glied und man erhilt das 

das allerdings nur für E < 1 eine Anziehung ergiebt. Für E = 1 wird 

I/ = O, wie wir dcnn schon geschen haben, daîs in diesem Falle die 
Bewegung geradlinig wird; fur 8 > 1, wo die Kurve eine IIyperbel ist, 
wird g positiv, bedeiitet also eine A b s t o h ~ n g .  Fiir grorsere mTerte 
von n besteht unter der Annahme E < 1 die Reschleunigung aus einem 
abstolsenden und aus einem anziehenden Teile, welch letzterer bei 
wachoendem r ochneller zuninirnt als der erstere. 

g w i r d = O f ü r r = p .  v(n - y ~ ~  E7 was also den Wendepunkten 

der Kurre entsprechen mufs. 

Wenn E = 1 kt, wobei die Kurve aus rz sich ins Unendliche er- 
streckenden Zweigen besteht, bleibt nur der abstoIsende Teil übrig: 

abgesehen von den schon vorher betrachteten Filleri n = 1 und r, = 2. 
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Wihrend aber jede Kurve unserer Form durch eine zentrale Be- 
xhleunigung von der E'orm: 

erzeugt werden kann, wo cl und c2 jedes für sich alle moglichen Werte 
haben kann, die von den Konstanten der Bahnkurve und von df ab- 
hkgrn,  wird i~mgekehrt eine 'solche beschleiinigende Kraft im all- 
gemeinen keine Bahnkurve dieser Form hervorbringen, wenn der 
Anfangszustand des bewegten Punktes beliebig gewiihlt wird. Dies 
folgt schon aus dem anfangs angeführten Beweise von B e r t r a n d ;  es 
lilst sich aber für diese Klasse von Zentralkriiften leichter direkt nach- 
weisen. 

Der Anfangszustand des bewegten Punktes ist vdl ig  charakterisiert 
durch seinen Abstand r, von 51, seine radiale Geschwindigkeitskom- 
ponente dr,  und die Flachengeschwindigkeit df,  mahrend wir die Ano- 
malie rp, der Anfangslage unter die zu bestimmenden Konstanten der 
Bahnkurve rechnen müssen, da ja die Lage der Achse dieser Kurve 
zuniichst beliebig ist. 

Für die zwei in der Kurvengleichung vorkommenden Konstanten 
p und E und für die Anomalie cp, der Anfnngslage ergeben sich nun 
folgende vier Gleichungen: 

p' = pn 
0 l+ecosnrp, '  

(n- 2 ) d f P  
Cl = 

d , 

Diese vier Gleichungen lassen sich im allgerneinen nicht durch 
drei Werte von p, e und gp, befriedigen, und zwar ergiebt eine nahere 
Untersuchung, dak dies nur moglich ist, wenn zwischen den Konstanten 
c, und c, des Arüziehungogesetzes ejne Beziehung stattfindet, die vom 
Anfangszustand des bewegten Punktes abhangt. 

In den FaLlen n = 1 und n - 2 fiillt je eine der zwei letzten 
Gleichungen weg oder wird vielmehr zur Gleichung O = O, dann lassen 
sich stets drei passende Werte von p, e und cp, bestimmen und die 

Anziehungsgesetze g = resp. g = - c,r geben also, wie bekannt,, bei 

jeder Arifarigalage und Anfang~geschwindigkeit des bewegten Punktes 
eine Kurve der betreffenden Art. 
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III. Die Schmiegungsbewegungen dieser Bahnkurve. 

O. S t a u d  e (Ein Beitrag zur Diskussion der Bewegurigsgleichungen 
eines Punktes, Mathem. Annalen, Band 41) bezeichnet mit Schmiegungs- 
hcwegung diejenige Bewcgung, die entstchen würde, wenn von cineni 
bestimmten Mornente an die Beschleunigung eines bewegten Punktes 
nach Lange und Richtung konstant bliebe. Jede Schmiegungsbewegung 
ist also eine sogenanrite Wudparabel. 

Betrachten wir nun irgend einen Moment der hier behandelten - 

Zentralbewegung, so hat die Beschlcuriigu~ig 

die Richtung des momentanen Radiusvektor r, bleibt also bei der 
Schrniegungsbewegung parallel zu r und veraridert nur den radialen 

d f Teil der Geschwindigkeit des Punktes, wahrend der rotierende Teil 

konstant bleibt und die Geschwindigkeit im Scheitelpunkte der Parabel 
darstellt. Nun ist der Parameter p' einer Wurfparabel gleich dem 
Quadrat der Scheitelgescliwindigkeit, dividiert durch die Beschleuni- 

Bei der N e w  t o nsehen Bewegung ist n, = 1 und also 

wobei das Minuszeichen nur daher rührt, dals unser g die von S ab- 
stolsende Beschleunigung bedeutet und hier eigentlich durch - g ersetzt 
werdon müfste. 

Dies giebt den von S t a u d e  bewiesenen Satz: 
,,Für die N e w t o n  sche Bcwegung ist der Paramcter der Schmiegungs- 

bewegung zu d e n  Zeitpunkten derselbe, namlich gleich dem Parameter 
des wirklichen Bahnkegelschnitts." 

Bei der harmonischen Bewegurig ist n = 2 und somit der Para- 
meter der Schmiegungsparabel: 

Da nun nach Früherem die Halbachscln dieser harmonischen Bahn- 

u n d b =  s i n d , s o i s t :  ellipse a = -- 
VI= € V I + €  
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IV. Die Geschwindigkeit. 

Die Geschwindigkeit an irgend einer Stelle unserer Bahnkurve 

besteht aus der rotierenden Komyonente = und der radialen 

- srn-' s i n n q d f  
- -  - - - Um eine bestimmte Vorstclli~ng zu erhaltcn, 

pn 
nehmen wir an, die Koordinatenachse sei nach rechts gerichtet und 
die Beaegung sei entgegengesetzt der Uhrzeigerbewegung. Die resul- 
tierende Geschwindigkeit bezeichnen wir mit dr nach dem Vorgange 
von F o p p l ,  der StreckengrXsen, bei denen es aulser der Lange auch 
auf die Richtung ankommt, mit deutschen Ruchstaben bezeichnet. 

Urn d r  noch auf andere Weise in Komponenten zerlegen zu 
&men, versuchen wir es zunachst durch einen einheitlichen analytischen 
Ausdruck darzustcllen und zwar als komplexe Zahl, indem wir in 
Richtung der Koordinatenachse verlaufende Strecken durch reelle Zahlen 
ausdrücken, wahrend eine un1 den Winkel q im entgegengesetzten 
Sinne des Uhrzeigers gedrehtc Strocke den Faktor ezq erhiilt. Wir 
müssen also die radiale Geschwindigkeitskomponente mit eiv multi- 

72 

plizieren und die rotierende noch aulserdem mit e z T  = i, d a m  erhalten 
wir durch Addition beider Ausdrücke die durch eine komplexe Zahl 
nach Lange und Richtung vollkonimen charakterisierte Geschwindigkeit: 

- ie". d f .  rn-l E-ir sinncp 

pn 1 
pn Da nun - nach der Kurvengleichung = 1 + E cos lzrp ist, so wird: 
rn 

Zerlegt mau dies in zwei Glieder entsprechend den zwei Gliedcrn in 
der Klammer, so erhalt man zwei neue Komponenten der Geschwindig- 
keit. Die erste ist proportional rn-1 und oenkrecht auf r, also wieder 
von rotierender Richtung, die zweite ist an Lange &mal so gp-01s als 
die erste und um das nfache des Winkels 9 im Sinne des Uhrzeigers 
gegen die erste gedreht. 

Bei der N e w t o n  schen Rewegung, wo n = 1 kt, wird obiger 
Ausdruck: 
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Die Geschwindigkeit kann also in zwei Komponenten zerlegt werden, 
die beide konstante Lange haben, wahrend die erste stets senkrecht 
auf r, die zweite stets senkreclit auf der A c h e  steht. 

Bei der harmonischen Bewegung ist n - 2 und man erhalt 

Beide Koniponeriten sind also proportional r und liegen syrnmetrisch 
in Bezug auf eine auf der Achse errichtete Senkrechte. Im Falle E = 1 
sind sie auherdem gleich lang und ergeben als Resultante eine Senk- 
rechte a d  der Achse von konstanter Lange, was unseren früheren 
Rmultaten entsprioht, wonach in diesem F a l k  die Rahnkiirve aus zwei 
Senkrechten auf der Achse besteht, wahrend die Beschleunigung g 
konstant = O war. 

Diese Resultate für die Falle tz = 1 und n = 2 lassen sich auch 
durch einfache geomctrische Betrachtungen finden; hier sind sie ab- 
geleitet worden als Spezialfalle einer allgemeineren Bewegungsart. 

Für  die Summe der Geschwindigkeiten in zwei entgegengesetzten 
Punkten der Bahnkurre laîst sich ein für alle Zentralbewegungen 
giltiger Satz ableiten, wobei wir den Hegi f f  der Geschwindigkeit noch 
inhaltlich erweitern konnen, indem wir jetzt aufser der Lange und 
Richtung auch noch die Gerade, i n  der die Hewegung stattfindet, als 
zum Begriff der Geschwindigkeit gehorig ansehen. Einen so gefafsten 
Begriff wollen wir nach Ci r a l s  m an  n einen Linienteil oder Stab nennen 
und dadurch synibolisch darstellen, daîs wir neben die durch einen 
deutschen Buchstaben bezeichnete Strecke einen beliebigen durch einen 
grolseri lateinischen Buchstaben bezeichneten Punkt der betreffenden 
Geraden schreiben. 

Beilaufig kann man nach Grai 'smanns ailgerneiner Definition der 
multiplikativen Verknüpfung zweier Groïsen (Ausdehnungslehre von 1844, 
2. duflage 1878, 5 9 und 10) diese Verbindung von Punkt und Strecke 
als Produkt ansehen. 

Hetrachten wir also nim eine ganz bcliebige geschlassene Hahn- 
kurve, die durch. vom Punkte S ausgehende Zentralkrafte irgend welcher 
Art cntsteht, wenn diese nur stets in ltichtung des 1Zadiusvektor 
wirken, so legen wir irgend eine Gerade durch S und erhalten so zwei 
entgegengesetzte Punkte Pl und Y, der Bahnkarve mit den Geschwindig- 
keiten drl und d r 2 .  Die entsprechenden Linienteile heiîsen also Pllit., 
und IJ2 d r2 . 

Ferner bilden wir die Summe der Linienteile, indern wir titatt der 
Punkte Y, und P, den Schnittpunkt Q der betreffenden Geraden 
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wihlen und von dort aus die zwei Strecken nach Lange und R i c h t u q  
an einariderfügen; die Summe ist also Q(drl + dt.,). 

Analog wird die Differenz Q(dr, - dr,) gebildet, indem wir die zweite 
Strecke in entgegengesetzter Richtung nchmen und addieren. 

Durch Ausführung der einfachen Konstruktion wird sofort klar, 
daL die vier Linienteile: 

ein harmonisches Strahlenbiischel bilden, das die durch S gelegte 
Gerade in vier harmonischen Punkten schneidet. 

Der erste Linienteil geht durch P,, der dritte durch Pl, der 
zweite ist derjenige Linienteil, der zu dem ersten addiert werden muk, 
um den dritten zu erhalten. . 

Xun entsteht aber aus der Geschwindigkeit in P, diejenige in Pl 
durch Addition einer unendlichen Zahl von Beschleunigungen, die alle 
durch den Punkt S gerichtet sind; dic Suminc dersclben, als Linien- 
teile aufgefaht, giebt also ebenfalls einen durch S gerichteten Linien- 
teil, daher gcht der zweite Strahl des Strahlenbüschels dureh S und 
sornit endlich der vierte durch denjenigen Punkt T der durch S ge- 
legten Geraden, der durch Pl und Y, von S harmonisch getrennt Liegt, 
d. h. durch den betreffenden Punkt der Polarkurve des Punktes S in 
Bezug auf die Bahnkurve. 

Dreht man nun diese die vier harmonischen Punkte P, S Pl T eut- 
haltende Gerade um S um einen unendlich kleinen Winkel, so wird 
die neue Gerade von den vier harmonischen Strahlen wieder in vier 
harmonischen Punkten PBSP;Tp geschnitten. Pi und Pi sind wieder 
Punkte der Rahnkurve, 1" also ein T uncndlich benachbarter Punlrt 
obiger Polarkurve, folglich ist der vierte Strahl eine Tangente dieser 
Polarkurve. I)araiis ergiebt sich der allgemeine Satz: 

,,Bei jeder gescidossenen Zmtralbewegung, wo nur durck das Zentruwz 
gwichtete Beschlncnigungen wirken, ist die Summe der als Linienteile auf- 
gefafitm Gesc?~windigkeitcn in zwei entgegengesetztm Bahnpun7cten stets eine 
Tangente an die Polal-kurve des Zentrums S in Bezug auf die Bahnkurve." 

Für den Radiusvektor R der Polarkurve hat man die Gleichung: 

Bci der von uns behandelten Bahnkurve r n  = Fq ist 

also die Gleichung der Polarkurve: 

2 1 "  - = - .  1 
i l  + rcosnrp - --a + r c o s n ( ( o + r ) .  

P 
Zeitschrift f. Mathematik u. P h y ~ i k .  48. Band. 1902. 2 Heft. 17 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



268 Cber Zentralbewegung. 

Für einen geradzahligen Wert von n, also z. B. bei der harmonischen 
Bewegung, Sind r, und Y, stets gleich, also stets R = oo, d. h. die 
Polarkurve wird zur unendlich fernen Goraden. In der That folgt 
auch direkt aus dem Flichensatz und dem Satze der lebendigen Kraft, 
dals dann die Geschwindigkeiten in entgegengeaetzten Punkten gleich 
und entgegengesetzt gerichtet sind; ihre Summe ist also dasselbe, was 
man bei Beschleunigungen ein Kriiftepaar nennt, das bekanntlich diirch 
ein unendlich kurzes Stück der unendlich fernen Geraden charakterisiert 
werden kann. 

Für  einen ungeraden Wert  von n wird die Gleichung der Polar- 
kurve, da d a m  cos rz(y + z) = - COS nq ist: 

Diese erstreckt sich nur ins Unendliche, so oft r, = r, oder cos nrp = 0 
wird, d. h. für die Werte: 

n 372 5n 
P =  - - " '  

2%'' Zn' 2n 

Im Falle der N e w  tonschen Bewegung n = 1 wird die Gleichung 
der Polarkurve : 

Dies ist aber, wie voraus zu sehen war, die Gleichung der dem Breiin- 
punkt S entsprechenden Direktrix des Kegelschnitts. Die Geschwindig- 
keiten in zwei entgegengesetzten Punkten einer K e w tonschen Be- 
wegung, als Linienteile aufgefdst, haben also als Summe stets ein 
Stück der Direktrix. 

V. Erzeugung derselben Bahnknrve durch andere 
beschlennigende Krafte. 

Eine Ellipse wird durch eine von dem einen Brempunkt aus- 
gehende Zentralkraft nach N e w t o n  erzeugt ; dieselbe Ellipse entst,eht 
aber auch durch eine von dem anderen Brennpunkt ausgehende Zentral- 
kraft derselbcn Art, nur da18 d m  die Geschwindigkeiten an den 
einzelnen Stellen andere sind. 

Im folgenden soll ein allgemeiner für aUe Bemegungen eines 
freien Punktes in einer Ebene giltiger Satz abgeleitet werden, der 
obigen selbstverst%dichen Satz als Spezialfall enthiilt. Wir be- 
trachten also irgend eine ebene Kurve K;  um dicse als Bahnkurve 
eines bewegten Punktes zu charakterisieren, murs jedem Punkte der 
Kurve eine bestimmte Geachwindigkeit zugeordnet werden; dadurch kt 
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dann auch die Beschleunigung für jede Stelle der Kurve nach Grofse 
und Richtung bestimmt. Nun verschicben mir alle dieso Geschwindig- 
keiten d r  parauel, so dais sie einen irgendwo in der Ebene angenommenen 
Anfangspunkt A erhalten, d a m  bilden die Endpunkte derselben eine 
unendlich kleine Kurve H; Diese Kurve heilst bekanntlich nach 
H a m i l t o n  der Hodograph. 

Eine Tangente an H giebt die Richtung der betreffenden Re- 
~chlcunigung an. C m  die GrXse der Beschleuniglurig fcstzustelien, 
braucht man noch den Krümmungsradius p der Bahnkurve an der 
entsprechenden Stelle. 

Wihrend niimlich in einem Leitteilchen, das wir ja  der Anschau- 
lichkeit wegen stets als Zeiteinheit ansehen, der bewegte Punkt auf 
der Kurve K den Weg d r  zurücklegt, dreht sich die Richtung der 

d r  
Bewepng um den Winkel d a  = -, also bildet der der neuen Lage 

e 
des bewegten Punktes entsprechende Radiusvektor dr  des Hodogaphen 
mit dem alten denselben Winkel. Die im Sinne der Streckenrechnung 
gebildete Differenz beider d r  ist aber die Beschleunigung dh, also ist 
letztere nach Linge und Richtung das zwischen den Schenkeh des 

d r  Winkels da = - liegende Stück der Kurve H. 
e 

Wahlt man eine neue Art der Bewegung auf derselben Kurve K 
in der Art, da18 man alle bisher angenommenen Geschwindigkeiten 
mit demselben beliebigen Zahlenfaktor n multipliziert, so werden alle 
ltadienvektorm der Kurve H phmal so grols, ebenso wird auch jeder 
Wmkel d a  fimal so grofs, also wird jede Beschleunigung n'mal so grofs. 

Eine in dieser Weise ails der zuerst angenommenen abgeleitete 
neue Bewepngsart wolien wir als mit der ersten gleichartig bezeich- 
nen, wie denn auch in unseren frühcren Formeln alle Geschwindig- 
keiten den beliebigen Faktor df, alle Beschleunigungen den Faktor dl" 
enthielten. 

Nun konnen wir aber auf unserer Kurve K für alle Punkte auch 
gtlnz beliebige andere Geschwindigkeiteri dr' annehrrierl und erhalten 
demgemafs auch eine ganz andere hodographische Kurve H' um den- 
selben Punkt A. Da aber die ncuen Gesçhwindigkeiten mit den alten 
überall dieselbe Richtung haben müssen, so liegen die einem Kurven- 
punkt entsprechcndcn Kadicnvektoren dt. und dr' der Kurven H und 
H' stets aufeinander. 

Besonders einfache Beziehungen zwischen zwei Bewegungsarten auf 
derselben Kiirvc ergeben uich nun, wenn man die Geschwindigkeitcn 
dr und dr '  so wiihlt, dafs sie überall dasselbe Produkt A2 haben. 

17' 
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treffenden Gesci~windigkeiten und zueic7m von der Kurvenno~maZe nuch 
be&n S'dm um denselhm Winkcl ab." 

Nun erst nehmen a i r  an, d d s  die eine Bewegung auf der Kurve K 
eine Zentralbewegung ist, d. h. dafs alle Beschleunigungen g durch 
eincn festen Punkt 8 gehen. Es liegt nun die Frage nahe, unter 
welchen Bedingungen auch die reziproke Bewegung eine Zentral- 
bewegung ist mit irgend einem Zentrum Sr.  Es ist nach obigem Batz 
Mar, dars dies dann und nur dann der Fa11 sein wird, wenn die von 
S und S' nach eineni Kurvenpunkt gezogenen Radienvektoren stets 
ewei gleiche Wirikel mit der Kurvennormalen einschlielsen. Diese geo- 
metrisehe Eigenschaft haben aber nur die Kegelschnitte und deren 
Brennpunkte S und S: also ist nnr bci der Newtonschen Bewegung 
die reziproke Bewegung wieder eine Z e n t r a l b e ~ e ~ u n g  und zwar mit 
dem anderen Brennpunkt als Zentrum. 

Es ist von vornherein klar, dals diese Bewegung wieder den1 
Newtonschen Gravitationsgesetz entsprechen m d s ,  wenn es sich um 
eine Ellipae haridelt. 

Wenn die N e w  t onsche Bewegung eine Parabel mit dem Brenn- 
punkt S ergiebt, so ist die Reschleunignng dcr reziprokcn Bewegung 
parallel zur Achse gerichtet; ihr Wert ergiebt sich aus der Proportion 

y ' :  y = d r f 2 :  dr2. 

Nun ist nach den früheren Formeln in diesem Falle 

also giebt dies, in obiger Gleichung eingesetzt: 

d f e  d4 . 4p're 
Y = - Y * - -  df"- = einem konstanten Wert. 

Also ist, was auch vorauszusehen war, die reziproke Bewegung 
die sogenannte Wurfbewegung in  derselben Parabel. 

Wenn endlich die N e w t  onsche Bewegung einen den Punkt X 
unigebenden Hyperbelast ergiebt, so mu16 die Besclileunigung y' der 
reziproken Bewegung ebenfalls zu g und damit m m  Radiusvektor 7 

in Bexug auf die Kui-vennormale symnietrisch gerichtet sein, also durch 
den anderen Brennpunkt gehen, aber von diesem weg gerichtet sein, 
also cine abstohende Kraft darstcllen. U m  die GrclSe derselben zu 
bestimmen, wiihlen wir die willkürliche Konstante d BO, dafs für beide 
Rewepngen sich dieselbe, wenn auch entg~gengesetet drehende, 
Flichengeschwinhgkeit df ergiebt. Da die Richtung der J3ewegung 
mit den naeh S und S' gerichteten Radienrektorm r und r' gleiche 
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Winkel bildet, so m d s  wegen der Gleichheit der Fliichen die Propor- 
tion gelten: 

dr:drl= r ' : ~  
also 

Nun verhalten sich g und g' aueh wie die Quadrate der Ge- 
schwindigkeiten. Da aber g  dem Quadrate von r umgekehrt propor- 
tional ist, so mu19 g r  dem Quadrate von r' umgekehrt proportivnal 
sein. Demnach wird der den Punkt S umgebende Hyperbelast auch 
erzeugt durch eine Tom andereii Brennpunkt ausgehendc Beschleu- 
nigung, die dcm Quadrate der Entfernung umgekehrt proportional, 
dabei aber abstofsend wirkt. 

Hci der harmonisehm Bewegung geht die Xeschleunigiing g' der 
daou gehorigen reziproken Demegung durch keinen festen Punkt, kann 
aber natürlich stets in 2 Komponenten zerlegt werden, die durch die 
auf einem Lot zur Koordinatenachse liegenden Brennpurikte E; und F2 
der Ellipse gehen, wenn wir uns hierbei auf den Fall der Ellipse be- 
schranken. 

WTir bezeichnen die von F, und F2 nach dern bewegten Punkte P 
gezogenen Hadienvektoren mit 7, und r, und wollen zunachst die Be- 
uchleiinigung g  und lebendige Kraft L der harnionisçhen Hewegiing 
durch r, und r2 ausdrücken. 

Nach den Formeln des Absehnitts II ist für die harmonische Be- 
wegung 

(1 - € ? d f %  g r -  - - - 
p4 

k - 2 r  

~ ~ ) d f "  
Die Konstante 3; = (' - - M s t  sich durch df und die IIalbachsen 

2p4 
a und O der Ellipse ausdriicken; letztcre siiid niimlich nach Abschnitt 1 

Da nun 27 die Diagonale des aus den Seiten r, und r2 gebildeten 
Parallelogramms ist, so zerfsllt g in die zwei nach FI und F, gerichteten 
Koinponenten 

gl=-7cr , ,  g 2 = - k r 2 .  

Demnach ist die lebendige Kraft: 
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Für die Konstante C ergiebt sich durch Betrachtung des einen 
k 

Perihelpuriktes der Wert 2ku2 = i. (rl + ra)2, also wird: 

welcher Wert aber mir unter der Voraussctziing r,  + r,  = Za, also 
nur für die Punkte der gerade hier betrachteten Bahnkurve richtig ist. 
~? , r i~ens  hatte sich dieser Ausdruck für L auch aus den1 im Ab- 
sclmitt II gefundenen durch rein geometrische Betrachtungen ableiten 
lassen. 

Nun lassen sich auch die Werte für die lebendige Kraft L' und 
die Beschleunipng g' der reziproken Bewegung leicht aufstellen. 

Da das I'rodukt der Geschwindigkeiten beider Bowegungcn an 
jeder Stelle einen konstanten Wert de hat, so k t :  

Da sich fwncr die Reschleunigungen wie die lebendigen Krifte ver- 
halten, so ist: 

, g . L '  k .  Z r .  L' 
- 

1, ' 
J ' = z  =- 

- - 2 r  . . 
k r ,  r2 rq 

Niin liegt 9' zu g symmetrisch in Bezng auf die Kurvennormale, r, 
und r, liegen aber auch dazu symmetrisch, folglich bildet y' mit seinen 
zwei nach den Brennpiinkten FI und F2 gerichteten Komponenten !J; und 
gg ein Parallelogramm, welches dem oben erwiihnten Parallelogramm 
mit der Diagonale 2r und den Seiten r, und r, ahdich ist und nur 
verkehrt darüber liegt. Man erhiilt aus dem Auridrucke für g r  die nach 
FI gerichtete Komponente g;, indem man den F'aktor 2 r  durch r,  
ersetzt : 

Entsprechend ist die nach F, gcrichtete Komponente: 

d d' 
Setzt man hierin L' - - = -;-, so erhilt man für die nach den 

4L 4hr , r ,  

Brennpunkten gerichteten Komponenten, in die die Keschleunigung der 
zur hariuonischen reziproken Bewegung zerfiillt, die von den Radien- 
vektoren abhiingigen Ausdrücke: 
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Wihrend aber aus der vorgelegten durch die Bahnkurve und die Ge- 
schwindigkeiten voilig bestimmten Bewegungsart sich dieses eigentiim- 
liühe Bnziehungsgesetz nach zwei festen Zentren ergiebt, wird nicht uin- 
gekehrt dieses Anziehungsgesetz bei jedem beliebigen Anfangszustand 
des hewngtcn Punktes eine Hewegung dicscr Ar t  ereeugen, vielmehr 
ist es von vornherein klar, dals dies unmoglich ist, wenn schon die 
gegebene Anfangsgeschwindigkeit nicht in die Tangente an die Ellipse 
faut, die durch die festen Zentren als Brennpunkte und die Anfangs- 
lage des bewegten Punktes als Kurvenpunkt bestimmt ist. 

E s  liegt nun hier der Gedanke nahe, diese Bewegung auf der 

Ellipse, wobei die lehendige Kraft L' = ist, einmal nicht als 
4 k ~ ,  r, 

h i e  Hewepng  aufzufasscn, sondern als Zwangsbewegung, indem der 
Punkt durch irgend einen reibungslosen Rlechanismus gezwungen werde, 
sich nur auf dieser Ellipse zu hewegen, deren Gleichung r, $ r, = 2 a  
ist. Da wir die Masse des Punktes = 1 setzen, so deckte sich der Be- 
griff der Kraft mit dem der Besehleunigung, so lange es sich um eine 
freie Bewegung handelte. Bei dieser freien Bewegung sind aloo die 
auf den Punkt wirkenden von Fl und F, ausgehenden Anziehungs- 
krnfte - g; und gi, wenn die verlangte Bewegung herauskommen soll. 

Bei der Zwangsbewegung kann noch eine beliebig sich iindernde, 
aber stets in die Kurvennorrnsle fallende Kraft hinzukommen, denn da 
diese sowohl wie der reibungslose Nechanismus weder Arbeit leistet 
noeh verzehrt, so erhiilt man üherall diesclhe lebendige Kraft, also 
genau dieselbe Bewegung wie vorher. Da ferner die Kumennormale 
den Winkel zwischen r, und r, halbiert, so zerfiillt diese neu hinzu- 
kommende Kraft in zwei heliehige aber stets gleiche Komponenten, die 
zu 9; und gS zu addieren oder von ihnen zu subtrahieren sind, ohne 
dafs dadurch die Bewegung des Punktes eine Andermg erleidet. 

Unter Annahme der Bedingungsgleichung r, + r, - 2a  kann also 
tliese Bcwegung auf unendlich verschiedene Arten durch zwei von FI 
und E', ausgehende Anziehungskrifte erzeugt werden. 

Wir wiihlen nun die zu Y; und zu addierenden Xraftkomponen- 
d4 

ten = - 
8 ~ l i r ~ r , ~  

also abstolend, und erhalten somit für die neue von 

FI ausgehende Kraft den Wert 
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Analog wird die von F2 msgehende Kraft: 

Diese Kriifte stellen nun aber das New t onsche Gravitatioris- 
gesetz dar. 

Nehmen mir umgekehrt an, da18 diesc beidon Kriifte auf einen 
zunachst freien Punkt wirken, so wird dessen lebendige Kraft für irgend 
einen Punkt der Ebene: 

Nimmt man nun für 

hinzu, so verwandelt 

den Punkt die Bedingungsgleichiing: 

r, + r,  = 2 a  

sich dieser Ausdruck in den Aiisdruck 

nies wird aber für den ganzen Verlauf der Rewegung identisch mit 
dem früheren Wert von L', wenn Cl = O, d. h. wenn an irgend einer 
Stelle beide Werte identisch sind. 

Daraus ergieht sich folgende Beziehurig zwischen der N e w t o n -  
schen und der harmonischen Bewegung: 

,, W e n ~ z  ein A t n L t  auf einer Ellipse sich zu Oewegen gezwungen i s t  
und dabei von den swei B r e n n p n k t e n  a m  ?;on Krüf ten angezogen wirci, die 

C C den8 N e w  tonschen Anxiehungsgesetz - urtd - entspechen:  u ~ d  w e n n  
y", Y; 

ctufierdern a n  i-end e i m r  Stelle d,ie leDend.iye KrafZ des Puinktes 

L' = c($ + :) i s t ,  so is t  die entstrhende Beweyung rezLprolc zu der 

freien harnzonischen Bewegung au f  derselben Xllipse, d .  h. die Ge- 
schwitzdigkeitetz Oeidev Bewegzmgen Izaben a n  jeder Stelle classelbe Produkt." 
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Zur mechanischen Auflosnng von Gleichungen. 
Eine elektrische Gleichungs - Maschine. 

Von LEOPOLD KMN an der k. k. Bergakademie in Leoben. 

Als ich mich zuerst mit dein Problem der mechanischen Gleichunp- 
aufl6suiig beschiiftigte und damals als Losung eine Gleiühungswage 
Herrn Professor M e h m k e  vorlegte, teilte mir derselbe freundichst mit, 
dafs ein ahdicher Gedanke bereits von L. L a l a n n e  in den Comptes 
rcndus der Pariser Akademie, t. 11 (1841) p. 859 und p. 959 ver- 
iiKentlicht worden sei. 

Nunmehr glaube ich, einen ganzlich verschiedenen und voll- 
kommeneren Apparat vorfiihren zu konnen: einen elektrischen Gleichungs- 
liiser. 

Nur mochte ich trotzdem gerne als Einleitung die Gleichungs- 
wage voranschicken; teils weil der Weg niüht ganz uninteressaiit sein 
diirfte, auf dem ich zur (vorliufig) endgültigen L6sung gelangt bin, 
teils weil dieselbe die Erkliirung der letzteren wesentlich erleichtern 
und vereinfachen mird. 

Die Gleichungswage (Figur 1). Aufgabe derselben ist es, die 
reellen Wurzeln einer beliebigen Gleichung beliebigen Grades mecha- 

rig. 1. 
nifich auffinden zu lassen: Sie 
besteht im wesentlichen ails 
einem Stiinder S und einer 
Kurvenplatte P, die - gut aus- 
balanciert - in die Ausschnitte 
des ersteren mit ihren Achsen- 
fortsiitzen O ,  O' so eingelegt 
wird, dals die an O' angebrachte 
Zunge Z auf die Nullmarke N 
einspielt. 

In die Kurvenplatte (aus 
Blech oder Karton) sind Kurven 

C geschnitten, z. B. für y = X, y = x', y = x3 u. S. W. (Natürlieh konnen 
auch beliebige andere genommcn werden, wie: y = x3/2, y = e", etc.). 

Der Malsstab für die Ordinaten dieser Kurven wird aus nahe- 
liegenden Gründen für die hoheren Potenzen reduziert, so wird z. B. 
fur y = x2 nur der zehute, für y = z5 nur der hundertste Teil des y 
genommen; dies gilt für x-Werte von 1 aufwirts. Von O bis 1 gilt 
dm Umgekehrte; auch wird es vorteilhaft sein, für diescn Bereich die 
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Kurven auf einer anderen Platte im vergrolserten MaTsstab zu sühneiden, 
weil sie sich sonst zu stark drangen, iind gesondert zu behandeln. 

Von d e n  solchen Kurven wird eine C+ und ihr Spiegelbild (bc- 
züglich der Mittellinie 0 0 ' )  C- geschnitten. Durch die Kurven- 
schlitze wird ein Stift mit einem Kopfchen k und einem Ringc r 
gesteckt. 

Alle diese Kopfchen kommen in den geracllinigen Spalt des 
Wurzelsuchers W zu liegeri, der riur - senkrecht zur Mittellinie - 
parallel zu sich selbst verschiebbar ist. 

Zur Wage geh6rt niin aiich noch ein Qewichtsatx, der folgender- 
inahen eingerichtet ist: 

Wihlen wir als Einheit z. R. 1.9 fiir y = x, dcssen M a h t a b  der 
natürliche sei, so bcfinden sich in der ersten Reihe des Gewichtsatzes 
eine Anzahl von Gewichten (mit Hakchen versehen) von lq, 29, 3g 
U. S. W., bezekhnet mit: x, 22, 3x, u. B. W.;  eutsprechend dem - wie 
oben erwiihnt - reduzierten hIafsstab für y = x2 in der zweiten Reihe 
Gewichte von 10y,  209, 309 u. S. w. bezeichnet mit: x2, 2x2, 3 2  u. S. W. 

(Verfiihrt man für den Bereich von O bis 1, wie oben angegeben, so 
miisscn nat,ürlich auch die Gcwichte in unlgekehrter R,eihenfolge ge- 
nonmen aerden.) 

Aufserdem ist noch eine Beihe von Gewichten in eutspreehender 
Iieduktion für die Konstanten vorhanden und bezeichnet mit 1, 2, 3 ek.  

Sol1 nun z. B. die Gleichung: O - 32" - 4x3 + Gx - 9 aufgelost 
werden, 90 entnimmt man derri Gewichtsatz aus der fünften Reihe das 
Gewicht 3x"nd hingt  es mit seinem Riikchen in den Ring r des 
Kurvenschlitzcs y = x5, der mit + bezeichnet ist; das Gewicht 4x3 
konimt in den Ring des - -Kurvenschlitzes y = xS; 6 2  wieder in den 
Ring des f -Kurvenschlit~zes y = x; imd sehliel'slich 9 in den Ring des 
stationaren Stiftes - a. 

Jetzt wird der Wurzelsucher W mit al1 den durch ihn gehenden 
Kopfchen und den daran hangenden Gewichten so lange parallel zu 
sich selbst verschoben, bis die Zunge Z auf Null einspielt, also 
Gleichgewicht eingetreten ist. 

Nunmehr kann auf der hlillimeterteilung R der Wert x einer 
Wurzel (w,) abgelesen werden; dam wird TV weiterverschoben, bis 
wieder Gleichgewicht eintritt, w, abgelesen; u. S. W. 

Auf diese Weise konnen nur die positiven Wurzeln erhalten 
werden. Um auch die negativen zu finden, braucht man blos die Ge- 
aichte der Glicder mit ungeraden Potenecxpnnenten (in unserem E'nlle: 
3x5, 4 2 ,  6%) aus ihren Ringen zu nehmen und in die Ringe des ent- 
sprechenden Kurvenschlitzes auf der anderen Seite der Mittcllinie zu 
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hangen; die Gewichte der Glieder mit geraden Potenzexponenten ver- 
blciben auf ihrem Platze, und man verfjhrt wie früher. 

Natiirlich k6nnen auch statt der einen Kurvenplatte deren mehrere 
- übereinander angeordnet - genoinmen werden, um das Durch- 
schneiden der Kurven zu verhüten; d a m  müssen die Wurzelsucher der 
einzelnen Platten in einer Vertikalebene starr miteinander verbunden 
sein, um gemeinsam verschoben werden zu konnen. Ja es kann für 
jede Kurve eine eigene Platte in Anwendung kornnien. Auch konnen 
a n  Stelle der Kurvenschlitze nach der Kurvenform gebogene Drahte 
treten, die an geeipeten Drahtrahrneri befestigt werden und mit Gleit- 
ringen versehen sind, welche oben Kopfchen tragen. 

Wenn diese Gleichungswage auch allgemein vielleicht nicht An- 
wendiing finden konnte, so wird es - bei ihrer Einfachlieit - für 
spezielle Falle stets ein Leichtes sein, die entsprechenden Kurven- 
schablonen in geeignetem Marsstab sich herzustellen und die Wage 
praktisch zu verwerten. 

Der elektrische Gleichungsaufloser (Figur 2 und 3). 

Die erste Ausführung (Figur 2) besteht aus einem Rahrnengestell 
(aus 4 Xutenleisten n, 4 Stützen s und 4 Querleisten Q) zur Aufnahme 
der Schablonen-Rahmen (Il,, R, u. S. W.) und einem Schieber W, dem 
Wurzelsucher, dessen Führungsansatz f' über einer Teilung 1' steht. 

Der Wurzelschieher W ist  auf den Leisten & nur parallcl zu 
sich selbst verschiebbar. Seine obere und untere Leiste sind in den 
Abstanden der Xuten n mit Lochern v~rsehen, in denen mittels der 
Klemmschrauben 7c, lc' Drahte D senkrecht eingespannt werden komen, 
so daîs sie stets - auch beim Verschieben - an den entsprechenden 
Schablonen anliegen. 

Die Kurvenschablonen sind entweder aus starkem Draht gebogen, 
der gegen die Seite, an welcher der Draht des wurzelsuchers anliegt, 
zu einer Schneide zugefeilt ist, wie bei B,, E,, R,, oder aus Blech 
geschnitten, mie bei R,, und werden - in  geeipeten Rahmen be- 
festigt - in  die Nuten des Hahmengestells eingcschoben. 

Sol1 nun z. B. die Gleichung: 2s $ 3x5 - 6x8 - 11 = O aufgelost 
werden, so schiebt man in die Nuten n Rahmen mit den Kurven- 
schablonen ein für:  y = x, y = x5 und y - x8. Dabei gilt bezüglich 
der Reduktion der Ordinaten dieser Kurven das bei der Gleichungs- 
wage Gesagte, ebenso betreffs des Bereiches x = O bis 1. 

Da  nun die Gleichungsaufl6sung bei dieser Maschine auf eine 

(elektrische) Widerstandsbestimmung hinausliuft, so müssen die senk- 
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rechten Drihte D erstens einmal einen der Reduktion der Kurven- 
schablonen, an denen sie anliegen, entsprechenden Widerstand haben, 
und eweitene müssen diese MTiderstkie nocli nach Mafsgabe der be- 
treffenden Eoeffizienten der zu losenden Gleichung erh6ht werden. 

So murs in unserem Palle, wenn wir (für y = x) z. B. Ohm 
als Einhcit amehrnen, der Widerstand des senkrechten Drahtes, der 
an der ersten Schablone y = x - deren Mafsstab der natürliche sei - 
anliegt, & Ohm bctragcn; der des Drahtes an der Schablone y = x5 

Fig. 2. 
7 

/ 

- deren Ordinaten auf io reduziert seien - 3 x 50 x & Ohm; und 
der des Drahtes an y - x8 - deren Ordinaten auf ,:, reduziert seien - 
6 x 100 x Ohm. 

Zu beachten ist, d d ~  die Schablonen fiir die negativen Glieder, 
wie R,, umgekehrt eingeschoben werden müssen. 

Ferner ist noch ein Brückenwiderstand w vorhanden, um die Kon- 
stanten berüclcsichtigen zii konnen. 

Hier mds,  für die Konstante - 11, die Kontaktpyramide p aus der 
Nittellage m um 11 Teilstriche nach rechts (u;) verschoben merden.') 

Von den Driihten des Wurzelschiebers sind der zweite und dritte, 
vierte und fünfte, u. s. m. leitend mit einander verbunden; von den 

1) Für eine positive Konstmte hLtte eine Verschiebung nach links, also ein 
Ilazusctialteu von Widerataiid zu erfolgen. 
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Rahmen, die bis auf die untere Leiste L, die isoliert ist, leiten, der 
erste und zweite, dritte und vierte, etc.; so dals ein bei u eintretender 
Strom (in der Figur) folgenden Wcg niriirrit: 

Von tc bis w irn Brückendraht, dann nach a, dann durch das 
Stiick a b  des erstcn Drahtes B xur ersten Kiirvenschablone, durch 
diese und ihren Rahmen, deren Widerstand zu vernachlassigen ist, 
zur zweiten Kurvenschablone nach c, von da im zweiten Draht des 
Wurzelschiebers nach d, hierauf nach e, aufwarts bis f ,  durch die 
dritte Schablone, u. S. W. 

Urn nun die Wurzeln zu suchen, wird der Schieber TV auf den 
Nullpunkt der Teilung, die Kontaktpyramide p auf den Mittelstrich nl 

geschoben und der nunmehr horrschende Widerstand, bcst,ehcnd ails 
dem Widerstand der Zuleitungs- und Verbindungsdriihte, dern des 
halben Brückendrahtes (u. m) und der ganzen Liingen der Drahte, die 
an Schablonen für negative Glieder der Gleichung anliegen, in einer 
Brückenanordnung ausbalanciert, so dals da8 Brücken-Galvanometer auf 
Null steht. 

Jetzt wird die Pyramide p für die Konstante auf w eingestellt 
und der Wnrzc1suc:hcr so lange verschoben, wobei für die positiven 
Glieder der Gleichung von den senkrechten Driihten D immer mehr 
Widerstand eingeschaltet, für die ncgativen ausgeschaltet wird, bis 
das Galvanometer wieder Null zeigt. I n  diescr Lage kann an der 
Teilung T direkt eine Wurzel der vorgelegten Gleichung abgelesen 
werden; d a m  wird weitcr verschoben u. S. W. 

So erhiilt man die positiren Wurzeln; um auch die negativen zu 
finden, legt man einfach die Kurvenschablonen der Glicder mit unge- 
raden Potenzexponenten urn. 

1st es nun auch ein Leichtes, die Widerstànde der Drahte des 
Wurzelsuchers W, den Reduktionen der betreffenden Schablonen erit- 
sprechend, ein für alle mal festzulegen, so wird doch die Berücksich- 
tigung der Koeffizienten in der Regel Umstinde mschen. 

Man konnte sich zwar auf mancherlei Weise helfen, so durch 
Verzweigungen etc.; aber am einfachsten beseitigt diesen fjbelstand die 

Zweite Ausführung des elektrischen Gleichungsauflosers (Figur 3). 
Bei dewelben ist der Wurzelsucher W auf einem Grundbrett G be- 

fcstigt und das Rahmengestell mit den Rahmen R langs der Führungs- 
leisten F verschiebbar, die cine Teilung t tragen. 

Kur  tragt der Wurzelsucher statt der Drahte IIülsen h mit 
Schlitzen s versehen, durch welche die Nasen n der in den Hiilsen 
verschiebbaren Stangen Z ragen. 
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Die Stangen sind i ~ n t e n  gezahnt (a) und grcifen in Zahnriider C 
ein, die - auswechselbar - auf den Achsen von Troinmelrheostaten 
sitzen. Das Gewicht Q sucht die Trornmel im Sinne des Uhrzeigers 
zu drehen und prefst gleichzeitig die Nase n an die Kiirve C an. 

Fiq. 3 

Jeder diescr Trommelrheostaten ist mit einem Drahte bewickelt, 
dessen Widerstand der Reduktion der Kurverischablone eritspriçht, zu 
der er gehort. Der Koeffizient des betreffenden Gliedes der Gleichung 
wird nun sehr einfaüh dadurch in Rechnung gebraoht, dafs man auf 
die Achse ein entsprechendes Zahnrad aufaetzt. Es wird also von der 
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Trommel bei der Bewegung des Rahmengestelles immer der gchorige 
Widerstand eingeschaltet, nainlich eine Drnhtlungc, welche gleich ist 
der jeweiligen Ordinate der Kurve multipliziert mit der dein Roeffi- 
zienten gleichen Übertragiingmahl (des Z~hnrades) .~)  

So mülste z. B. für das 6s' eine Trommel gewahlt werden, die 

mit einem Drahte bewickelt ist, dessen spezifischer Widerstand IOOmal 
so grob ist als der für das Glied 22, und ein Zahnrad tragt, das 
dreimal so vie1 Zahne hat als das für 2x. 

Im übrigen erklirt sich die Funktionsweise von selbst nach der 
des vorangehenden 

L osung 

Apparates. 

des Kreiselproblems mit Hilfe der 
Vektoren-Rechnung, 

Von A. FOPPL in München. 

Die Bewegung des symmetrischen Kreisels mit fest gehaltener 
Spitxe bei beliebig gegebenen Anfangsbedingiingen unter dem Hinfliisse 
seines Gewichtes, mit der ich mich hier beschaftigen will, ist freilich 
schon sehr oft behandelt worden. Nur  in der Absicht, die Vorzüge der 
Vektoren-Rechnung bei der Behancllung solcher Probleme an einem 
nicht allzueinfachen Beispiele darzuthun, komme ich auf diese schon 
lange geloste Frage von neuem euriick. Aus diesem G m d e  werde 
ich mich auch darauf beschranken, die allgemeine Losung des Problems 
abzuleitcn; aiif dit: wcitere Ihskusuion der Formeln, die mit der Vektoren- 
Rechnung nichts mehr zu thun hat, sondern nur  ein Ubungsbeispiel 
zur Lehre von den elliptischen Integralen und elliptischen Funktionen 
bildet, werde ich dagegen verzichten. 

Hinsiehtlich der Bezeichnungen und der Vorzeichenfestsetzungen 
werde ich mich an die in meinem Lehrbuche ,,Vorlesungen über tech- 
nische Mechanik" gebrauchten anschlielaen. Im übrigen wird aber jeder 
Leser, auch ohne dieses Buch zu Kate ziehen eu müssen, den nach- 
folgenden Ausführungen leicht folgen konnen, wenn er nur einige 
Kenntnis im Bechnen mit inneren und aiifseren Produkten gerichteter 
GrXsen besitzt. 

Von den Hilfsmitteln der Mechanik beuütze ich im folgenden fast 
ausschlielslich den Flichensatz, der zur Losung des Problerns schon 

1) Der Strom tritt bei e ein, geht durch die Drahtwindungen bis zum 
Kontaktradohen y, dann diirch den Arm a und tritt diirch die Feder f aus. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von A.  FOPPL. 273 

volistandig ausreicht. Nur bei den einleitenden Betrachtungen, die ich 
des besserm Verstandnjssee wcgcn vorausschicke, beziehe ich mich auch 
auf den Satz von der lebendigen Kraft. 

8 1. Vorbereitende Betrachtungen. 

Der Kreisel sci in irgend einer seiner Stellungen gegeben und 
besitze eine Winkelgeschwindigkeit u um irgend eine durch seine 
Spitze gehende Achse. Die Ttichtung dicscr Achse ist durch den 
Vektor u schon mit bestimrnt. Perner sei ein Vektor t. nach irgend 
einem Massenteilchen des Kreisels gezogen. Für die Geschwindig- 
keit b von m hat man dann 

b = - V u r  

wenn V das Zeichen für das X'sere Produkt ist. Für die lebendige 
Kraft L des Kieisels erhalt man daher 

Ferner denke man sich in der gewahlten Lage des Kreisels alle 
moglichen Achsen durch die Spitze gezogen und auf jeder jene Winkel- 
geschwindigkeit u aufgetragen, mit der der Kreisel um die zugehtirige 
Achse rotieren müfste, damit die lebendige Kraft einen beliebig ge- 
gebenen konstanten Wert  L, amahme. Die Endpunkte aller dieser 
Vektorcn u liegen auf einer Fliiche, deren Gleichung 

lautet. Da die Gleichung für u vom zweiten Grade ist und die Flache 
sich nicht ins Unendliche erstreckt, m ~ d s  diese ein Ellipsoid sein. Da 
die Gleichung auch noch erfüllt bleibt, wenn man u mit - u vertauscht, 
fYlt der Mittelpunkt des Ellipsoids mit der Kreiselspitze zusammen 
und der vorausgesetzten Symmetrie wegen ist es ein Umdi-ehungs- 
ellipsoid, dessen Umdrehungsachse in die Kreiselachse f a t .  Jeder 
Radiusvektor des Eiiipsoids ist dern Tragheitshalbmeaser für diesen 
Vektor als Achse umgekehrt proportional und das Ellipsoid heiîst 
daher das Tragheitsellipsnid. 

Wir bilden fcrner des statische Moment b der BewegungsptiIie 
für den Bewegungszustand U. Das Massenteilchen m liefert dazu den 
Beitrag 

Vmb . r oder r n v t v u r .  
Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. 48. Baud. 1902. 8.  Heft 18 
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Im Ganzen erhiilt man daher 

wenn man von eine~n Satze über das Rechnen mit geometriochen 
Produkten Gebrauch macht. Für  den etaas  weitlaufigen Ausdruck 
,,statisches Moment der Bewegungsgrfilse" sei für b weiterhiil die Be- 
zeiehnung ,,Dralli' gebraucht. 

wie man sieht, ist der Ilrall 8 eine lineare Funktion von U. 

Zerlegt man etwa u in zwei Komponenten u = U' + U" und berechnet 
zu jeder von ihnen den Drall nach G1. (l), so ist aiich das ganze 8 
gleich der geometrischen Summe aus 8' und 8". Denkt man sich 
daher beliebige Strecken u und die ihnen zugehorigen Werte von 8 
aufgetragen, so wird dadurch eine kokneare Abbildung des Raumes 
bewirkt. Bezieht man diese hbbildung auf jene W e d e  von U, die 
vorher im Triigheitsellip~oid als Radienvektoren vorkarnen, so liegen 
die Endpunkte der zugehorigen Drallwerte 8 auf einem zweiten Ellipsoide, 
das als das ,,Drall-Ellipsoid" bezeichnet werden rnag. Der Symrnetrie 
halber ist es ebenfalls ein Umdrehungsellipsoid, dessen Achse mit der 
Kreiselachse zusammenfiillt. 

Für  das innere Produkt aus u und 8 erhiilt man 

wenn man mit zc den Absolutmert von U, einen in der Richtung von u 
gezogenen Xinheitsvektor mit u, und das zu U, gehorige Triigheits- 
moment mit 0 bezeichnet. Bus der Gleichung 

folgen leicht alle Beziehungen zwisehen Tragheits- und Drallellipsoid. 
Bezcichnet man namliüh mit du irgend eine unendich klcine Streçke, 
die von dem Endpunkte von u auf dem Triigheitsellipsoide gezogen 
ist und mit Sm die eugeborige Strccke auf dem I)rallellipsoide, so ist 
nach G1. (2) 

1188 + b 8 u  = 0. 

Andererseits sind aber nach Cl. (1) beide Glieder auf der linken 
Seite einander gleich und daher ist 

Legt man also im Endpunkte von u eine Tangentialebene an da8 
Triigheitsellipsoid, die alle moglichen Richtungen von SU enthalt, NO 

steht der zu II gehorige Drall b senkrecht zu dieser Ebene. Um- 
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gekehrt steht auch jedes u senkrecht zur Tangentialebene an das 
Drallellipsoid im Endpunkte des zugehorigen 8. Für die Hauptrichtungen, 
nadich für die Kreiselachse und alle zu ihr senkrecht stehenden 
Achsen, sind daher u und b gleich gerichtet. 

Ferner folgt noch nus 61. ( Z ) ,  dafs die Houptachsen der Meridiail- 
schnitte vom Triigheits- und Drallellipsoid im umgekehrten Verhalt- 
nisse zu einander stehen. Bei passcndcr VCTahl der MaTsstlbe, die man 
zum Auftragen von u und 8 benutzt, werden beide Ellipsen einander 
kongruent. Die eine ist aber gegen die aiidcre um einen rechtcn 
Winkel gedreht; daher ist von beiden Ellipsoiden immer das eine ein 
abgeplattetes, das andere ein verlangertes Rotationsellipsoid (wenii sie 
nicht beide Kugeln sind). Mit dem Triigheitsellipsoide ist hiernach 
auch das Drallellipsoid ohne weiteres bekannt. 

Diese Betrachtungen gestatten auch, G1. (l), die allgemein gilt, für 
den besonderen Fall des symmetrischen Kreisels durch eine einfaehere 
zu ersetzen. Nari denke sich u in zwei Komponenten zerlegt, von 
denen eine in die Richtung der Kreiselachse, die andere in die Aquator- 
ebcne fëllt, entsprcchend der Gleichung 

wonach also 6, und a, zwei in den bezeichneten Richtungen gehende 
Einiieitsvektoren sind. Die eugehhorigen Drallkomponenten lassen sich 
leicht bilden und man erhiilt 

~ = u , ~ , B , + u , ~ , u , ,  

wenn mit O, das Tragheitsmoment für die Kreiselachse, mit 0, das 
Tragheitsmoment für eine in der Apatorebene cnthaltene Achse he- 
zeichnet aird. Eine einfache Umformung ergiebt 

Hiermit ist der Drall in zwei Kornponenten zerlegt, von denen 
eine in die Richtung der Drehachae, die andere in die Richtung der 
Kreiselachse fallt. 

5 2. Aufstellung der Hauptgleichung des Problems. 

Hierzu wird der Flichensatz henützt. Nach ihrn ist die Andcmgs-  
geschwindigkeit des Dralls gleich dem statischen Momente des Gewichtes 
8, bezogen auf die Kreiselspitze als Momentenpunkt, oder in Zeichen 
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Unter s ist hiernach der Schwerpunktsabstand und unter s8, der 
RJadiusvektor des Schwerpunkts oder der Hebelarm des Gewichtes 8 
zu verstehen. Dabei besteht noch zwischen 8, und u die Beziehung 

nie Diflerentialglcichiing des Probleins, die ich hier als die Hai~pt- 
gleichung bezeichnen will, wird erhalten, i d e m  man aus den Glei- 
chungen (4), (5) und (6) die Variabeh tt und B eliminiert, so dafs 
eine Gleichung für 8, übrig bleibt. - Zu diesem Zwecke beachte 

ist, wie man durch Einsetzen der Werte aus den drei Gleichungen 
findet. Daher ist die Projektion BI von b auf die Kreiselachse 

B1 = 8B1 

eine Konstante, die durch die Anfangsbedingungen gegeben ist. Multi- 
pliziert man G1. (4) auf innere Art mit 8,, so fol@ 

BI = zcl 8, , 
urid hiernach ist auch zc, eine Konstante. 

Bus 61. (6) folgt ferner, wenn man sie mit 6, auf auîsere Art 
multipliziert 

und für u hat man daher 
dB u = ulBl -Vgl -$ 

Auch b 1Xst sich nun mit Hilfe von G1. (4) vollstindig in Il 
ausdrücken; man findet 

Man braucht jetzt nur noch diesen Ausdruck in G1. (5) einzusetzen, 
u m  zur Hauptgleichung zu gelangen. Sie lautet 

Aufser der gesuchten Variabeln 6, enthiilt sie nur noch gegebene 
konstltnte Grofsen und mit ihrer Lntegration ist das Problem des 
symmetrischen Kreisels vollstandig gelEst, denn sobald man 8, ah 
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Funktion der Zeit kennt, sind nach den zuvor aufgestellten Beziehungen 
auch u und b su jeder Zeit bekrtnnt. Im Zusammenhange mit der 
Bedingmg, d d s  $ einen Einheitsvektor bedeutete, genügt auch G1. (7) 
vollst5ndig, uin 8, als E'iinktion der %cit darzustellcn. Da man dies 
aus Gl. ( 7 )  weniger gut erkennen kann, merde ich aie zumichst noch 
auf eine zu diesem Zwecke geeignetere Form bringen. Für die 
weitere Behandung knüpft man aber spiiter am besten an G1. (7) un- 
mittelbar an. 

5 3. Andere Form der Hauptgleichung. 

Zunachst folgt aus der Gleichung 

dnrch sweirnaliges Differentiieren nach der Zeit 

Nachdem dies festgestellt ist, 
Art mit 8, und entwickele die 
erhilt 

multipliziere man G1. (7) auf Zubere 
dabei auftretenden Produkte; man 

oder unter Berücksichtigung der vorhergehenden Beziehung 

d2f11 - - 8 (y- 5 dfl (8) -- dt' - l d t  1 V81, + , (@ - 61 - @BI). 

Hiernach lassen aich auch alle hoheren Djfferentialq~iot~ienten im 
ersten und in  8, selbst ausdrücken und man konnte, wenn man die 
Miihe nicht scheuen wollte, BI, nach dem Taylorschen Satee ohne 
weitcres in Form einer Reihe a19 Funktion der Zeit darstellen, da die 
Anfangswerte von 13, und seinem ersten Differentialquotienten durch die 
Anfangsbedingungen jedenfalls gegeben sind. 

5 4. Erste Integrale der Hauptgleichung. 

Ein erstes Integrel, das die Hauptgleichung vollstiindig zu ersetzen 
vermochte, 1Xst sich nicht ohne weiteres angeben; ein solches müîste 
notwendig wieder eine Vektorgleichurig sein, d. h. eine Gleiühung, in 
der jedes Glied die Bedeutung einer gerichteten Grolse hat. Nur wenn 
s oder @ gleich Nul1 sind, also für den kriiftefreien Kreisel, ergiebt 
sich ein solches Integral sofort, indem jedes der beiden erstcn Glieder 
auf der Linken Seite ein vollstindiges Differential nach der Zeit bildet. 
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Dagegen kann man leicht zwei skalare Integrale der Hauptgleichung 
angeben, die sich fiir die Losung des Problems recht nützlich erweisen 
werden. - Zur Ableitung des einen von ihnen multipliziere man die 

d 6 Hauptgleichung auf iidsere Art mit 2, entwickle die Produkte und 

streiche jene Glieder, die nach den vorhergehenden Betrachtungen gleich 
Nul1 sind. D a m  bleibt 

Jedes der Glicder ist mit dern ftichtungsfaktor a, hehaftct, der daher 
gestrichen werden kann. Man behalt daher 

und hieraus durch Integration 

Dieses Integral hi t te  sich auch unmittelbar nach dem Satze von 
der lebendigen Kraft anschreiben lassen; der Wert  der Integrations- 
konstanten ergiebt sich aus den Anfangsbedingungen zur Zeit t = O. 

Das andere erste Integral erhilt man aus der Hauptgleichung, 
i d e m  man jene Komponente von h r  nimmt, die in die lotrechte 
Richtung fallt, d. h. es ist jenes Integral, das aus dem li'liichensatze 
folgt, wenn man ihn auf eine durch die Kreiselspitze gezogene lot- 
rechte Achse anwendet. Der bequemeren Ausdrucksweise wegen wollen 
wir uns an der Kreiselspitze eiri im festen Raume ruhendes Koordinaten- 
system der i, j, t angebracht denken, von dem i in der Lotrichtung 
senkrecht nach abwarts geht, wiihrend j und f in der horizontalen 
Ebene beliebig orientiert sein mogen, so jedoch, daîs die Aufeinander- 
folge i, i, 1 ein Rechtssystein im Raume bildet. Da i hiernach mit (SJ 

gleich gerichtet ist, k6nnen wir dafür in der Folge 

schreiben, wenn G den Absolutbetrag des Kreiselgewichtes bedeutet. 

Um die i-Komponente der Hauptgleichung zu erhalten, multi- 
zieren wir sie mit i auf innere Art. Das Glied mit 8 fillt dann weg 
und nian behilt 
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woraus durch Integration 

gefunden wird. Dabei ist C eine neuc Integrationskonstante, deren 
Wert mit den Marigsbedingungen ebenfalla o h e  weiteres gegeben ist. 

5 5. Partikulare Integrale der Hauptgleichung. 

Die Hauptgleichung umfakt allc moglichen Bewegungsarten eines 
symmctrischen Korpers mit fcstgehaltcner Spitze untcr dem Einflusse 
des Gewichtes, also auch die ebene Pendelschwingung, die Schwingung 
des Korpers als sogenanntes Zentrifugalpendel und Tor allem die regu- 
lire Prazessionsbewegung. Allen diesen einfachen Bewegungsarten 
müssen auch einfach gestaltete partikulare Integrale der Hauptgleichung 
entsprechen, die sich leicht aufsuchen lassen. Aus diesen partikuliiren 
Integralen 1Xst sich d a m  auch das allgemeine Integral der Raupt- 
gleichung nach bekannten Methoden, nirulich durch dm Variation der 
Konstanten ableiten. Am besten knüpft man dabei an die regpliire 
Prizessionsbewegung an. 

Selbst wenn das Kreiselproblem bisher n w h  nicht g e l k t  worden 
wiire, würde man doch schon aufi der Erfahrung wissen, dars die 
Kreiselachse gewohdich ungefihr &en geraden Kreiokegel urn die 
lotrechte Achse beschreibt. E s  würde daher von vornherein sehr nahe 
liegen, zu versuchen, ob eine solche kreiskegelformige Bewegung in der 
Hauptgleichung mit enthalten ist. Versuchsweise setzen wir daher 

d ~ n n  dies ist die Gleichung eines horizontalen Kreises, desscn Mittel- 
punkt auf der i-Achse liegt. Man murs nur, damit 6, einen Einheits- 
vektor bedeute, 

a: + ai  = 1 

setzen, so dafa Gl. (11) nur eine willkürliehe Konstante al enthilt, die 
indessen nicht grXser als Eins sein darf. Der Winkel gp ist ein 
Richtungswinkel, den die durch 8, gelegte Lotebene mit ihrer Anfangs- 
lage bildet und eine vorliufig unbekamte Funktion von t. 

Setzt man diesen Wert von 6, in die Hauptgleichung ein, so 
d e  findet man, dak aie in der That befriedigt wird, falls man = 0 
d t  

d 
setzt und dem konstanten 5 einen passenden Wert erteilt. Obschon 
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diese Xechnung sehr einfach kt ,  wird es doch vielleicht gut sein, wenn 
ich sie ausführlich anschreibe. Man hat nach G1. (Il) 

Y a, sin g~ . j + a, cos gp . f) 37 

und daraus erhalt man unter Beachtung der Multiplikationsrcgeln fIir 
die Einheitsvektoren i, 1, f 

d g  9 ~ ~ ~ = ( a ~ . i - a ~ a , c o s ( p . j - a , a , s i n < 9 . 5 ) ~  d t 

d 9  - (e ,a ,cos ip . l -a ,~ ,s ingp. i ) (~)  

Ebenso erhilt  man fiir das andere in der Hauptgleichung vorkommende 
Vektorprodukt 

VBI,= ~Vi~ ,=G(a ,cosqp . I -a , s inqp . j ) .  

Setzt man alle diese Werte in die Hauptgleichung ein, so geht sie 
über in 

d<p e2(a ; . i -%~,  cos rp.i-ale2 s i n p .  f) ~ , a , a , ( ~ i n q p . j - ~ o s  F J . ~ ) ( ~ )  

Die drei letzten Glieder der linken Seite enthalten alle denselben 
Klammerfaktor und sind daher alle unter sich gleich gerichtet. Das 
erste Glied ist dagegen anders gerichtet, und damit die geometrische 

d e  Y Surrime Null sei, murs daher das erste Glied verschwinden, d. h. 

m u k  gleich Null sein. Die Prizessionsbewegung geht daher mit eincr 
konstanten Geschwindigkeit vor sich, die wir 

nennen wollen. Die vorige Gleichung geht d a m  über in 

0,a,w2 f- Z C ~ B , W  - SG = O, 

moraus man durch Auflosung nach w 

erhalt. Zu jedem Werte von a, und w, giebt es daher zwei ver- 
schiedene Geschwindigkeiten von regulàren Pr%zessionsbewegungen, die 
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als ,,lmgsamea und als ,,schnelle(( Prazession bezeiehnet werden. Falls 
u, klein sein soute, murs indessen a, entweder positiv oder, fa118 negativ, 
nur von kleinem Wert  sein, damit die Wurzel nicht imaginar wird. 
Setzt man th ,  gleich Null und macht a, positiv (also so, daîs die 
Kreiselachse schrag nach abwiirts gerichtet ist), so geht die regulkre 
Prazession in die Schwingung des Kreisels a l s  Zentrifugalpendel über. 
- Aiif die weitcre Resprcchung der reguliren Priieession kann hier 
verzichtet werden. 

5 6. Da8 allgemeine Integral der Hauptgleichung. 

Die aligemeine L6sung des Kreiselproblems wird aus der vorher- 
gehenden partikuliiren LEsung dadurch gefunden, d a b  inan an Stclle 
der Konstanten a, in Gl. (11) eine vorlaufig unbekannte Funktion x 
der Zeit setzt, die d a m  so bestimmt wird, daîs die Hauptgleichung 
befriedigt kt. An Stelle von (11) schreibe ich daher 

(13) ê , = x i + y c o s q . i + y s i n q . f ,  

wobei x mit y durch die Gleichungen 

dB 
zusanimenh~ngt. Hiernach findet man fur &: 

Hierauf wird auch der zweite Differentialquotient gebildet und die im 
vorigen Paragraphen ausführlich angeschriebene Rechnung in derselben 
Reihenfolge wiederholt. Wegen des Hinzutretens der Differential- 
quotienten von x und y wird freilich die Rechnung erheblich weit- 
liufiger; mari überzeugt siçh indessen auch hier ohne Schwierigkoit, 
da19 die Hauptgleichung von der L6snng (13) identisch befriedigt wird, 
falls die unbekamten Funktiorien x und q den folgenden beidcn 
Bedingungsgleichungen genügen: 

IIierin bedeutet C zunachst irgend eine unbestimmte Konstante. Hat  
man die allgemeine Losung der 61. (15) gefunden, so findet man aus 
(14) durüh eine Quadratur auch rp als Funktion der Zeit und hiermit 
ist auch die allgemeine LEsung (13) der Hauptgleiehung naher bestimmt. 
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Dals diese Losung allgemein ist, erkennt man namlich daraus, 
dak sie die notige Zahl willkürlicher Integrationskonstanten ent- 
hait, um sie jedem beliebig gegebenen Anfangszustande anpassen zu 
k" onnen. 

Freilich ist hiermit die Integration der nichtlinceren Differcntial- 
gleichung zweiter Ordnung, die wir als die IIauptgleichung bezeichneten, 
nur auf die Lntegration einer anderen gleichfalls nichtlinearen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung für z zurückgeführt. Der Fortschritt, der 
damit erzielt ist, murs aber doch schon als sehr erheblich bezeichnet 
werden, indem die Hauptgleichung eine Vektorgleichung war, wahreud 
wir es in G1. (15) nur noch mit einer gewohnlichen skalaren Gleichung 
zu thun haben. 

Es war zwar notig, den Nachweis unmittelbar zu führen, dds  der 
Ausdruck (13) nnter den nahcr ermittclten Rcdinpngen die Haupt- 
gleichung befriedigt, weil die ersten Integrale der IIaiiptgleichung, die 
wir in 8 4 aufstellten, diese nicht vollstindig zu ersetzen vermochten. 
Nachdem dieser Nachweis erbracht ist, knüpft man aber die weitere 
Behandlung am besten an die Gleichungen (9) imd (10) in 5 4 an. 
Diesen Gleichungen mu19 der in G1. (13) aufgestellte Wert von 6, 
ebenfalls genügen. 

Führt man den Wert  von a, in 61. (10) e h ,  so gelanqt man 
freilich zu keinem neuen Resultate; man kommt damit nui- auf die 
schon in Gl. (14) aufgestellte Beziehung zurück. Hierbei ergiebt siçh 
übrigens, dafs die in Cl. (14) und in G1. (10) mit C bezeichneten 
Konstantnn identisch mit einander sind. 

Anders ist es aber mit der Gleichung der lebendigen Kraft, 
Gl. (9). wenn man in diese den Wert von BI aus 61. (13) einsetzt, 
erhalt man, nnter Berücksichtigung, daL 8 6 ,  hier gleich 63: zu 
setzen ist, 

dx = 
+O, ( + (2 cos (p-tj sinIp*)'+ li t (2 sin rp+Y cos (p- 2')z I -SGX=X.  

Nach Ausquadriereu und unter Beachtung des zwischen x und y 
bestehenden Zusamrnenhanges geht dies über in 

oder nach Einsetzen des aus dem anderen Integrale erhaltenen und 
d <F auch schon in G1. (14) angeschriebenen Ausdrucks für =: 
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d x Durch Auflosen nach erhilt man daraus 

Nachtriiglich überzeugt man sich leicht davon, d d s  man hiermit in 
der That auch ein erstes Integral der Bedingungsgleichung (15) für x 
gewonnen hat; die zugehorige Integrationskonstante ist K. Das voll- 
stàndige Integral der Gleichung für x ist daher 

wenn c eine neue Integrationskonstante bedeutet. Der Aiisdriick unter 
dem Wurzelzeichen ist für x vom dritten Grade, das Integral ist  
daher ein elliptisches und umgekchrt ist x eine elliptische Funktion 
der Zeit, die sich mit Hilfe eines Amplitudensinus in einfacher Weise 
darstellen liilst. 

Dah man bei der strengen Losung des Problems ohne elliptische 
Funktionen nicht auskommen kann, war übrigens von vomherein voraus- 
zusehen, da ja schon die ebene Pendelbewegung, die als besonders ein- 
facher Fa11 in der allgemeinen L6sung mit enthalten ist, auf elliptische 
Funktionen führt. I n  der That ist übrigens, von der rein analytischen 
Seite her betrachtet, die Kreiselbewegung nicht wesentlich vernickelter, 
d s  die Pendelschwingurig. Man kann niimlich 81. (17), die den zeit- 
lichen Verlauf der Kreiselbewegung im wesentlichen beschreibt, durch 
eine lineare Substitution imnier so umformen, dais aie sich auf eine 
Pendelbewegung bezieht, d. h. man kann ein einfaches Pende1 angeben, 
das dieselbe Periodizitlit hat, wie die Kreiselbewegiing. E s  ist aber 
nicht notig, hier G h e r  darauf einzugehen. 

Für die weitere Verweridung der aufgestellten Formeln empfiehlt 
es sich, die Integrationskonstanten C und K durch solche Werte zu 
ersetzen, die sich unmittelbar auf die Anfangsbedingungen beziehen. 
Dabei steht es uns noch frei, ohne die Allgemeingiltigkeit der Losung 
zu beeintriichtigen, die Zeit t von einem Augenblicke an zu zihlen, 

a s  
in dem gleich Null ist, denn eine solche Wahl ist stets moglich, 

da x bereits als eine periodische Punktion der Zeit erkannt ist. Der 
zu diescr Zeit zutreffende und als gegeben anzusehende Wert von x 

rp sei mit x,, der zugehorige Wert von LEt mit w, bezeichnet. Dann ist, 

wie aus den vorausgehenden Formeln fol&, 

C =  (1 - x:)O,W, - u.,~,x,, 

K= + e , ~ ; ( 1  - x;) - SGX, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



284 L6sung des Kreiselprotilems mit Hilfe der Vaktoren-Rechnung. Von A. FOPPI. 

zu setzen und an Stelle von G1. (16) erhilt  man 

Ziim Vergleiche mag noch angegeben werden, wie die Gleichung 
lautet, wenn man sie auf ein einfaches Pende1 von der Padenlange 1 
bezieht. I n  diesem Falle ist 8, = 0; O, = ml2; s = 1 und G = mg zu 
setzen, so daîs man erhiilt 

Setzt man überdies noch w, = O, BO kommt man auf den Fa11 der 
ehenen Schwingungen eines einfachen Pendels, wofür die Gleichnng 

d 
lautet. In diesem Falle wird C =  O und nach G1. (14) such 2 = 0. 

d t  

Für die Reduktion des elliptischen Integrals auf die Xormalform 
hat man zunachst den quadratischen Faktor unter dem Wurzelzeichen 
in 61. (18) in seine linearen Fektoren zu zerlegen. Setzt man diesen 
quadratischen Faktor gleich Null und l6st nach x auf, so erhiilt man 

wobei zur Abkürzung 

gesetzt ist. Wiihrend der Kreiselbewegung schwingt u zwischen d m  
Werte x, und einem Werte x, hin und her, der durch G1. (19) an- 
gegeben wird, wenn man darin da8 positive m7iirzelvorzeichen nimmt. 
Wenn u, sehr grob ist, kann man dafür naherungsweise 

setzen, d. h. der Kreisel schwingt dann nur zwischen zwei sehr nahe 
bei einanderliegenden Werten von x. 

Die weitere Erorteruug dieser Einzelheiten hiitte an dieser Stelle 
keinen Zweck. Mir kam es, wie ich nochmals hervorheben mochte, 
nur  auf den Nachweis an, auf wie einfache Art sich die Theorie des 
Kreisels mit Hilfe der Vektoren behandeln l i lst ,  ohne dak man aus 
der Mechanik mchr d s  niir den Fliichensatz voraussetzen müfste. 
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Die Festigkeitstheorien und die von ihnen abhangigen 
Formeln des Maschinenbaues. 

Von PAUL ROTH in Berlin. 

Man berechnet heutzutage im Masehinenbau Konstruktionsteile, 
die auf ziisammengesetzte Festigkeit beansprucht werden, nach dem 
Gesichtspunkt, dals die groîste auftretende Dehnung einen gewissen 
durch Materialbeschaffenheit und die jeweiligen Umstande gegebenen 
Grenzwert nicht überschreitet. Diese Rechenmethode gründet sich auf 
die Theorie, dafs die grorste Dehnung für jeden Spannungszustand, 
Tor allem für die Elastizit~tsgrenze, charakteristisch ist. In  neuerer 
Zeit ist diese Theorie von verschiedenen Seiten angegriffen worden, 
weil es sich zeigte, daîs die Theorie mit den Ergebnissen von prak- 
tischen Versuchen nicht übereinstimmt. Wenn dem so ist, so murs an 
die Stelle der alten Theorie eine neue als Grundlage für die Festig- 
keitsformeln gesetzt werden. E s  ist nun die Frage, welche Festigkeits- 
theorie nach dem bis heute vorliegenden Versuchsrnaterial die grorste 
Wahrscheinlichkeit für sich hat, und wie weit sich die Gestalt und 
die Resultate der Festigkeitsformeln des Maschinenbaues mit der ihneri 
zu Grunde liegenden Theorie iindern. Hierüber soll die vorliegende 
Arbeit Aufschlds geben. Sie zerfillt nach dem Gesagten von selber 
in zwei Abschnitte: 

Im ersten Teile sollen die bisher aufgestellten Festigkeitstheorien 
an Hand des Versuchsrnaterials einer kritischen Betrachtung unterworfen 
werden, 

im zweitcn Teile sollcn die für den praktischen Gebrauch wich- 
tigsten Formeln der Festigkeitslehre naeh derjenigen Theorie abgeleitet 
werden, die sich als die wahrscheinlich richtige im ersten Absühnitt 
ergeben hat. 

Bei der Besprechung der Festigkeitstheorien werde ich miüh an 
den Aufsatz von 0. Mohrl) :  

Welche Umstinde bedingen die Elastizitatsgrenze und den Bruch 
eines Materiah? 

anlehnen und narnentlich die dort angegebene zeichnerische Dar- 
stellung beliebiger Spannungszustande benützen. Die Darstellung ist 
unabhingig von jeder Festigkeitstheorie und liefert ein ausgezeichnetes 

1) Zeitsühift de8 Vereins Deutscher Ingenieure 1900, S. 1524 ff. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



286 Die Festigkeitstheorien etc 

Mittel, die Übereinstimmung einer Theorie mit den Versiichsergebnissen 
zu prüfen. E s  soll daher hier zuerst die graphische Darstellung mit 
einigen Erweiterungen, die für die spiiteren Betrachtungen von Nutzen 
sind, wiedergegeben werden. 

Hat man an einer Stelle eines durch iidsere Kriifte beanspruchten 
Korpers d e  Normalspannungen und Schubspannungcn für drei zu ein- 
ander senkrechte Flachenelemente ermittelt, so kann man durch rein 
rnathematische Umrechnung die Spannungen für beliebig gerichtete 
Flachenelemente desselben Korperpunktes finden. Man bemerkt dam, 
dais in je drei ausgczcichneten Flachenelementen dio Schubspannungcn 
verschwinden. Diese Plachen stehen auf einander senkrecht, die in 
ihnon wirksamcn rcinen Normalspanniingcn werden sls Kaiiptspannungen, 
ihre Aktionslinien als Hauptachsen des Punktes bezeichnet. Mit den 
Hauptspannungen ist an jeder Stelle des beanspruchten Korpers der 
Spannungszustand vollstindig bestimmt. 

Denkt man sich ein Korperelement als unendlich kleine Kugel 
herausgenommen, und durch je zwei Hauptachsen desselben eine Ebene 
gelegt, so schneiden die drei Ebenen die Kugel in drei grolsten Kreisen. 
E s  lalot sich leiclit beweisen, d d s  die Richtungen der Gesamtspannungen 
in denjenigen OberKichenelementen der Kugel, welche von einem der 
drei Kreise geschnitten werden, in die Ebene eben dieses Kreises fallen. 

Die drei Hauptspannungen seien der algebraischen Grorse nach 
geordnet (TB, 6,, 6,; die drei Ebenen sollen als zy-, yz-, zx-Ebene be- 
zeichnet werden, nach den Indices der beiden Hauptspannungen, welche 
sie enthalten. 

Die Spannungen in den Oberflachenelementen der Kugel werden 
in einem Koordinatensystem derart aufgezeichnet, daîs die Normal- 
spannung einer Fliiche als Abscisse, die zugehorige Schubspannung als 
Ordinate abgetragen wird. Die Punkte des Systems, welche Haupt- 
spannungen darstellen, liegen auf der Abscissenachse, weil die Haupt- 
spannungen keine Schubkomponenten besitzen. I n  Fig. 2 wird 6, durch 
die Strecke G~ durch TY, 6, durch OZ dargestellt. 

Fig 1 In  die unendlich kleine Kugel werde 

rQ+ 
ein Prisma von dreieckigrechtwinkligem 
Querschnitt so gelegt, dafs die scnkrecht 
auf einander stehenden Seitenfliichen die 
oz-Achse und die 6,-Achse xu Normalen 
haben, die Prismenachse also mit der 

n; 6,-Achse zusammenfiillt (a. Fig. 1). Dann 
lie@ auch die Spannung der dritten, um den Winkel rp gegen die 
yz-Ebene geneigten, Seitenfliiche mit ihren beiden Komponenten 6 und z 
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in der #x--Ebene. Man erhalt also aus den Gleichgewichtsbedingungen 
der KrBfte, die an dem Prisma angreifen, die beiden Gleichiingenl): 

(2) z = ( G ~  - GJ sinrp c o s y  

Uurch Elimination von y erhilt mari 

Daraus erkennt man, dafs der geometrische Ort der Punkte (KT, z) 
ein Kreis ist, dessen Mittelpunkt auf der 6-Achse lie@ und die Ab- 
scisse $ (6% + GJ hat, und dessen Durchmesser die Lange (es - 6,) hat. 
Da die Kugel unendlich Hein ist, so kann man die Spannungen in 
den Oberflachenelementen, welche den betrachteten Prismenseiten parallel 
sirid, gleich den entsprechenden Spannungen in dieseri setzen. Auf dern 

Krcis über der Streüke xz = ci, - G~ (Fig. 2) liegen demnach die 
Punkte, deren Koordinaten die Spannungen in solchen Oberfliichen- 
elementen der Kugel wieder- 

Fig 2 
geben, welche von der zx- 
Ebene geschuitten werden. 
Schligt man noch über den 

Strecken XY = 6, - 6, und 
- 
Z Y  = 6, - G, a e i s e ,  ao liegen 
auf deren Peripherien die - z -- - + o- 

Punkte, deren Koordinaten die 
Spannungen von Oberfliichen- 
elementen senkrecht zur x y- 
und yz-Ebene darstellen. Die 

A 
drei Kreise über den Strecken 
--- 
XZ, X Y ,  YZ nennt M o h r  die Hauptkreise des Spannungszustandes. Die 
Punkte, welche Spannungen eines beliebig gelegenen Oberfliichenelementes 
der Kugel darstellen, liegen simtlich innerhalb der beiden von den drei 
Kreisen umschlossenen Zwickel. Der Hauptkreis über = ist vor den 
beiden anderen dadurch ausgezeichnet, dak er die grofsten Schub- 
spannungen enthiilt, welche eusammen mit einer Normalspmung von 
bestimmter Grofse auftreten. 

Die Darstell~mgsweise hat vor der bekannteren Spannungsellipse 
den Vorteil, dafs man durch aie ein Bild von dem Verlauf der Span- 
nungen nicht nur ihrer GrXse, svndern auch ihrer Riühtung nach ge- 
w i ~ e n  kann, und zwar auf folgende TVeise: Verbindet man (Fig. 2) 
--- - 

1) S. Fopp l ,  Festigkoitslehre S. 29. 
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einen beliebigen Punkt A des =-Kreises mit den Punkten X und Z 
und mit dem Punkt R, dessen Koordinaten die Spannungskomponenten 
der dritten Prismenseite angeben, so bildet AR mit A X  und AZ die 
selben Winkel wie 6 mit G ,  und G,  in Fig. 1, wie man aus den Glei- 
chungen 1 und 2 erkennen kann. Schlagt man um A (Fig. 2) einen 
kleinen Kreis von beliebigem Durchmesser, und sieht diesen als den 
grolsten Kugelkreis der XZ-Ebene an, so giebt A X  die Richtung der 
Hauptspannung 6,, AZ die Richtung der Hauptspannung G* an, und 
AR schneidet den kleinen Kreis um A in einem Punkt, welcher die 
Lage des Flichenelenientes, in dem die Spannungen O P  = G und 
P R  = z herrschen, zu den Hauptachsen vollst:kdig bestimmt. 

Unter allen Spannungszustiinden sind diejenigen von hervorragendem 
Interesse, welche am hiiufigsten durch den Versuch verwirklicht werden, 
namlich einfacher Zug, einfacher Druck, reine Drehung. Die ent- 
sprechenden grol'sten Haiiptkreise sind, mit 1, II, III bezeichnet, in 
Fig. 3 eingetragen. E s  ist im Falle 

(I) GZ = xi G  Y =6,-0 
(19 Ga = 6, = O 6, = - Hz 

(II1) Gz = x, 6 Y = 0 6z = - x 3 .  

Hauptspannungen l) auf: 
ra R= + p z  tangential G, = p - - --- 

Be - re q e  

An cinigen weitercn Beispielen sol1 gezeigt werden, in wie hohetn 
Mafse die M o h r  sche Darstellungsweise das Eindringen in das Wesen 

Fig. 3. von scheinbar komplizierten 
t Spannungszustinden erleichtert, 

ry  axial 6 = p -  = const. 
Y nt - r e  

,rnh 

ra Ra - Q~ 
radial G , = - P ~ . .  R - re en 

insbesondere wenn die Span- - 

nungen periodischen Schwan- 
z kungen unterworfen sind. 

1) B a c h ,  Elast. u. Fe~tigk. IV. Aufl. 8 GS. 

- LT +6 
Ein beiderseh geschlos- 

senes, kreiszylindrisches Rohr 
mit starker Wandung , dessen 
innerer Radius r,  dessen aukerer 
Badius R ist, sei auf inneren 

nberdruck vom Betrage p beansprucht. D a m  treten in einem Punkt 
der Wandung, der den Abstand p von der Rohrachse hat, folgende 
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Die Abscisse des Mittelpunktes fiir den groîsten Hanptkreis ist 

--=-- "+ II - 6, = const. Die gr6lsten Ilauptkreise sind nlso für 
2 

alle Punkte irn Inneren der Wandung und an den Oberfliichen konzen- 
trisch, die Durchmesser der beiden anderen IIauptkreise sind stets ein- 
ander gleich. An der Sufseren Oberflache des Rohres wird = O, der 
Sparuiurigszustand daselbst unterscheidet sicli von dem der cinfachen 
Zugspannung nur durch das Vorhandensein der mittleren Haupt- 
spannung G ~ .  Lri Fig. 4 sind die Hauptlrreise fiir einen Punkt der 
aulseren (ausgezogen) und für einen Punkt der inneren Oberflache (ge- 
strichclt) gezcichnet. 

In einem Rohr ohne feste Boden (etwa einem warm aufgezogenen 
Geschützring) wird die axiale Kiauptspannung G, = 0, die beiden anderen 
Hauptspannungen bleiben ebenso groh wie irn vorigen Beispiel. Der 
grofste Hauptkreis bleilut also derselbe, wenn die Dimensionen und p 

Big. 4. F i g .  6.  

dieselbe Grofse haben, wie vorher; die beiden andern Hauptkreise aber 
werden ungleich groh ( S .  Fig. 5). Die grorste11 Hai~ptln-eise sind wieder 
alle konzentrisch. An der adseren Oberfiache verschwinden zwei Haupt- 
spannungen, der Spannungszustand daselbst besteht in  eiiler einfachen, 
tangentid gerichteten Zugbeanspruchung. 

Als BeispieI für wechselnde Belastung sei folgender Fall gewahlt: 
Ein kreiszylindrischer Stab, welçher um seine Achso rotiert, werde durch 
ein Kriiftepaar beansprucht, dessen Ache zur Stabachse senkrecht steht. 
Dann schwankt in eincm Punkt an dcr 0berfi;che des Stabes die grorste 
Hauptspannung, welche stets die Richtung der Stabachse hat, zwischen 
zwei numcrisch gleichen Grenzwerten: ci,,, = G, und 6,in = - fio hin 
und her; die beiden anderen Hauptspannungen sind immer Null. Der 
Bmptkreis, welcher in jedem Augenblick den Spannungszustand des 
betrachteten Punktes darstellt, geht also stets durch den Koordinaten- 
anfmg. Ln dem Augenblick, in welchem der Punkt, auf der gezogenen 
Stabseite liegend, durch die Ebene des biegenden KrXtepaares hindurch- 
geht, habe der Hauptkreis die G r o h  1 (Fig. 6). Wihrcnd der nachsten 

Zeitschrift f .  Mat l ia ina t ik  u. Physik. 48. Band 1802. 2. Hoft. 19  
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Viertelumdrehung des Stabes schrumpft der Kreis auf einen Punkt, den 
Koordinatenanfang zusammen, machst dann wiihrend der zweiten Viertel- 
urndrehung auf der negativen Seite der Abscissenachse bis zur Grobe 
bei II, und geht wahrend des dritten und vierten Viertels denselben 
Weg zurück. 

Tritt nun zu dem Biegungsmoment ein konstantes Drehungsmoment, 
desseri Ebene auf der Stabachse senkrecht steht, so wird in allen 
Punkten an der Oberfiache des Stabes eine konstante axial und tan- 
gential gcrichtetc Torsionsspannnng z, hervorgcrnfcn, und es treten 
nunmehr an jedem Punkt zwei IIauptspannungen auf, niimlicli 

G,  = 4 (a + i/m) und G~ = $;(u- ~ ~ ~ ) ; ' )  

darin bedeutet 6 die jeweilige Normalspannung in der Stabachsen- 
richtung 6 = G~ - cos 4, wenn 6 den Umdrehungswinkel des Stabes aus 

Fig. G. Fig. 7. 

der oben angegebenen Anfangsstellung bezeichnet. Die mittlere Haupt- 
u - 0  

spaniiurig ist Kull, der Radius des p X s t e n  Hauptkreises ist -'+ = 

+ ~ G Z  $43, die Abscisse des Mittelpunkte~i ist + (G, + G ~ )  = + 6. In 
eine~ri der Stabachse parallelen Fliichenelement ist die Normalspannung 
immer Null, die Schubspannung immer c,; der grXste Hauptkreis 
murs also für alle Winkel .i9. die Ordinatenachse in dem Punkt z,, 

schneiden. E r  geht (Fig. 7) von der Lage und Groîse bei 1 (8 = 0) 

( 
7c 

durch die Lage iind Grofse bei II 6 = z ,  reine Ilrchungsbeanspnichung 1 
in die Lage III (8 = z) über, wo er die gleiche Gr6iSe hat, wie bei 1. 
Wihrend der zweiten halben Umdrehung des Stabes geht der grohte 
IIauptkreis denselben Weg zurück. Die beiden kleineren Hauptkreise 
gehen immer durch den Koordinatenanfang, sie sind in dio P'igur 
nicht eingetragen. 

Um in jedem Augenblick die Bichtungen der Hauptspamungen 
zur Stabaclise zu firiden, kann nian die Abscisseriachse (Fig. 8) zugleich 
-- 

1) S. F ü p p l .  Festigkeitslehre S 31. 
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As Stahachse anselien. Schliigt man um R' einen Kreis, den man als 

einen grolsten Kreis der unendich kleinen Kugel bctrachtet, so giebt 
3'2 die Richtung der p6ISten, E'X die Richtung der kleinsten 

Fig. S. 

Hauptspanliung gegen die Stabachse an; man liest die Beziehungl): 

tg2gp, = 3 f i r  den Winkc.1 gp, zwischen Stabachse und fIauptachse 

aus der Figur ab. 
Wie der Punkt R die Spannung eines Fliichenelementes angiebt, 

dessen Normale die Richtung R'K hat, d m  l'i~nkt % die Spanuung 
eines Flàchenelementes, dessen Kormale die Richtung R'Z hat, 80 ka;nn 

Big. 9. 

man aiich bei einer beliebigen Richtung cp der Normalen unter diesem 
Winkel gegen die Abscissenachse einen Strahl durch den Pnnkt R' 
ziehen und erhalt in dem zweiten Schnittpunkt P des Strahles mit den1 
Ilauptkreis denjenigen Punkt des I<oordinaterisysterr~s, welcher die 
Spannung in den1 normal zu R'P gerichteten Flichenelement darstellt. 

OP ist die Gesarritspauilung dieser Fliche, O N  die Nornialkomponente, 

1) Vergl. F o p p l ,  Festigkeitslehre S. 29, Gleichg. (11). 
19* 
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P N  die Schubkomponente. Der Punkt n' lie@ für alle Hauptkreise, 
dio sich bei der Umdrehung des Stabes ergeben, an derselben Stelle; 
mithin liegen die Punkte P, welche die jeweilige Spannung in einem 
unter (90 - 9) gegen die Stabachse ,geneigten Fliichenelcment dxr- 
stellen, alle auf der Geraden durch R', die mit der Abscissenachse den 
Winkel bildet, und zwar wandert der Punkt P auf der Geraden 
zwischen den Schnittpunkten derselben mit den beiden Grenzkreisen 1 
und II (Pig. 9) hin und her. Man erkennt ferner, dafs in d e n  Flichen, 
deren Normalen ewischen R'R und E T  (Tangente an den Kreis II) 
und zwischen R'R und R'T (Tangente an den Kreis 1) liegen, die 
Spennung immer eine Normalkomponente behilt, und dafs in allen 
Flichen bei bestimmten Lagen des rotierenden Stabes eine reine Schub- 
spannung auftritt, welchc immer die Grofse z, hat. 

Die Festigkeitstheorien. 

Nach der altesten Theorie ist die grofste positive oder grobte 
negative Hauptspannung für den Spannungszustand charakteristisch. 
In der Mohrschen Darstellung mürde das bedeuten, dah  die grXsten 
Hauptkreisc aller gleichwertigen Spanniingszustànde eine der beiden 
im Abstand x,  und x, zur Ordinatenachse gezogenen Parallelen (Fig. 10) 

Fig. 10. 
berühren. x, ist die grohte 
einfache Zugspamung, m, die 
g 6 L t e  einfache Druckspannung, 
welche den Zustand charakteri- 
sieren. Der für die praktische 
Anwendung wichtigste unter den 
charakteristischen Zustinden ist 
die Elastixitatsgrenae, weil nach 
dieser in der Regel die zu- 
Iissige Beanspruchung des Ma- 
terials bernessen wird. Für 
die Elastizitiitsgrenze, die sich 

bei den technisch wichtigsten Materialien, Sch~riiedeisen und Stahl, 
mit der ProportionalitZtsgrenze deckt, trifft die Theorie sicher nicht 
zu. B a u s  c h i n g e r  l) fand die Proportionalititsgrenze bei Torsion von 
verschiedenen Sorten Bessemerstahl etwa halb so hoch wie bei Zug, 
andero Expcrimcntatoren haben ganz Shnlicho Verheltnisse gefund~n.~) 

1) Mitteil. a. d. mechan.-Lech. Labor. München, Heft 3, 1874. 
2) Vergl. J. Guest, Strength of ductile materials under combined stress. 

Philos. Magazine 1900, Bd. 49, S. 69 ff. 
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Der gr6îste Hauptkreis für Torsion ist demnach etwa halb so 
grofs, als die Thcorie vcrlangt. d u c h  für den Bruch scheint die 
Theorie nicht richtig zu sein; doch ist dies schwer zu entscheiden, 
weil es aufser bei Versuchen mit einfachem Zug oder Druck selten 
rnoglich ist, die Grosse der Hauptspannungen im Moment des Bruches 
mit einiger Sicherheit festzustellen. 

Eine zweite Theorie setzt an die Stelle der griihten Haupt- 
spannung die groîste Hauptdehnung.') Wie meit diese Theorie für die 
Bruchgrenze zutrifft, ist noch nicht genügend gekliirt. Einige Ver- 
suche, z. B. von v. S z i l  y Z, sprechen dafür, andere elitschieden dagegen, 
z. B. die Versuche von Voig t3)  an Steinsalz und einem stearinartigen 
Material. Die Frage nach der Gültigkeit der Theorie an der Rruch- 
grenze ist indessen praktisch von ungleich geringerer Bedeutung als die 
Frage, ob die Elastixit%tsgrenze von der H6he der gr6Ssten nehnung 
abhiingt. Auf clieser Annahme beruhen die im Maschinenbau ge- 
briiuchlichen Festigkeitsformeln, indem darin als Mars für die zu- 
lassige Anstrengung eines Materials &mer die gr6fste reduzierte Haupt- 
spannung, d. h. die mit dem Elastizitiitsmodul E rnultiplizierte groIste 
Hauptdehnuny, angesetzt k t .  Man kann aber nach dem heute vor- 
liegenden Versuchsmaterial an dieser Annahme nicht mehr festhalten. 
Wenn die Dehniingstheorie, mie sic kim genannt werden kann, richtig 
wire, so mükte sich die groîste Uauptspannung an der Torsions- 
elastizitàtsgrenze eines Materials zur Spannung an der Zugelastizitiits- 
grenze wie 1 : 1,3 verhalten, weil die Hauptdehnimg im ersten Fall 

1 ' 6. (1 + :) , im zweiten Fa11 mir 6, bdriigt; m hedeutet hirrin 
E -  E 
den K ~ e f ~ i e n t e n  der Querkontraktion, der ungefahr die GrXse $ hat. 
Kach den schon erwahnten Versuchen von H a u s c h i n g e r 4 )  ist aber 
das Verhiiltnis thatsachlich z. B. für Stahl etwa 1 : 2. Das Gleiche 
fand J. Guest4)  bei Versuchen an Rohren aus Stahl, Messing und 
Kupfer. 

Gues t sieht durch seine Versuche die von neueren Porschern viel- 
fach verfochtene Theorie bestiitigt, d d s  die grorste Schubspannung einen 
Spannungszustand charakterisiere. Die gr6ïste Schubspannung tritt, wie 

1) Die Mohrsche Darstellung dieser Theorie ist etwas komplizicrt, sic ist 
in der Originalabhandlung von Mohr  [Zeitachr. d. Vereinv Deutscher Ingenieure 
1900, 8. 1528] zu finden. 

2) Zugversuche mit auf inneren Dmck beanspiuchten Rohren. [Kongrefa des 
Internationalen Verbandes für die Materialprüfungen der Sechnik, Budapest 1901.1 

3) Annalen der Physik u. Chemie, 1894, Bd. 53, S. 43; 1899, Bd. 67, S. 452; 
1901, Bd. 4, S. 567. 

4) S. o. S. 292. 
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ans der Mohrschen Darstellung deutlich hervorgeht, in der Ebene der 
grorsten und klein~t~en Hauptspannung auf und ist gleich der halben 
Differenz zwischen diesen beiden, sie wird ihrer Grolse nach durch den 
Radius des griXsten Hauptkreises dargestellt,. Daraus folgt, da19 nach 
der Schubspannurigstheorie, wie man sie kiirz nemen kann, die grofste~i 
Hauptlrreise aller Spannungszustande, welche an derselben Grenze liegen, 
von gleicher Grofse sein mülsten. Auf diese Theorie braucht hier 
nicht naher eingegangen zu werden, da sich zeigen mird, da& sie nur 
ein Sonderfall der IYI o h r  schcn Theoric ist. 

Tor  der Mohrschen Theorie ist noch eine andere zu erwahnen, 
welche auf C o u l o m b  zurückzuführen ist. Die von Coulomb1) irn 
Jahre 1773 unter dem Titel: Essai sur une application des règles de 
maximi8 et minimis à quelque problèmes de statique, relatifs à l'archi- 
tecture veroffenthchte Abhandlung enthilt den Grundgedanken einer 
Festigkeitstheorie. Co u l  O m b bestimmt rechnerisch den Winkel, welchen 
die Bruchflache eines auf einfachen Druck beanspruchten prismatischen 
Korpers mit der Bichtung der Kraft bildet, indem er das Minimum des 
Materialwiderstandes gegen Gleiten aufsucht. Der Widerstaiid setzt sich 
zusammen aus der Kohasion und der inneren Reibung des Materials. 
Die Bedingung, die C o u l o m b  fiir die Lage der Bruchflache findet, 
ILiriirnt er zugleich als Bedinpng für den Eintritt des Bruches an. Er 
hat aber seine Betrachtung auf einfache Zug- und Druckbeanspruchung 
beschriinkt, nicht auf zusanlmengesetzte Beanspruchung ausgedehnt.7 Zu 
einer vollstiindigen Festigkeitstheorie wurde der Gedanke von Coulomb 
erst durch Ch. D u g u e t "  aausgebaut, der sich aber nicht streng an die 
Anschauungsweise des ersteren band. Naruentlich in ewei wichtigen 
Punkten weicht er davon ab: Coi i lomb hatte angenommen, dals die 
inncre Heibung in einer Li'liiche mit dem daselbst wirksamen Normal- 
druck zunimmt, hatte aber beim einfachen Zug die innere Reibung 
ganz auker Acht gelassen und die Zugfestigkeit pleich der Kohision 
des Naterials gesetzt. D u g u e  t dagegen niinnit an, dals der Reibungs- 
widerstand einer Flache abnimmt, wenn in derselben eine Zugspannung 
herrscht. Ebenso wie C o u l o m b  sieht D u g u e t  den Bruch als Gleit- 

1) Savants étrangers 1773. 
2) Es ist geschichtlich interessant, daSs Coulomb erwartete, die Zug- 

fetitigkeit, und die Schuljfestigkeit eines Materials gleich grofa m i  finden, weil in 
beiden Fiillen nur die Kohiision zu überwinden sei, einmal senkrecht zum Quer- 
schnitt, das andere Mal parallel mit dem Querschnitt des belasteten Stabes. Er 
machte den Versuch mit einem Steinmaterial (une pierre blanche de Bordeaux) 
und fand seine Envartung bestgtigt. 

3) Ch. Duguet :  Limite d'élasticité et rdsistance ii la rupture. Deuxikme 
partie: Statique gdnéralc. 1886. 
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rorgang an und setzt die Schubspannung T einer Fliche, welche in 
dieser den Rruch herheiführt, ï' = S - f . N, worin S die reine Schub- 
festigkeit, N die in derselben Fliiche wie 2' wirkende, als algebraische 
Grofse aufzufassende Normalspannung, f den Koeffizienten der inneren 
Reibung bedeutet. Wihrend aber Cou 1 O m b  betont, da19 der Koeffieient f' 
fur jedes Material eigens bestiinnzt werden müsse, setzt D u g u e t  für 
allc Metalle f = 0,176, für anderc Materialien giebt er keine MTerte an. 

1st f = t g  qp, so verhalt sich nach der Duguetschen Theorie die 
Ziigfestigkeit eines Materials zur Druckfestigkeit wie 

wenn man f ' =  0,176 d. h. rp = 10° setzt. Da fur Gdseisen das Ver- 
hiiltnis bekanntlich etwa 1 : 4 betriigt, so ist die Annahnie cines kon- 
stanten f für alle Metalle jedenfalls unzntreffend. 

Fiir eine beliebige Belastungsart, bei welcher alle drei Haupt- 
spannungen von Null verschieden sind, erhiilt D u g  LI e t die Gleichungl) 

die in1 Augenblicke des Bruches gelten soll. Die mittlere Haupt- 
spannung 6, k o n m t  in diesem Ausdruck nicht vor, ihre Grosse ist 
demnach fiir den Eintritt des Bruches ohne Belang. 

Du g u e t  giebt zur Veranüchauliühung oeiner rechnerischen Resultate 
die Fig. il. ss bedeutet ein Flachenelement, das auf der Zeichenebene 

senkrecht steht, der Fahrstrahl 0% bedeutet nach Gr6S~e und Richtung 
eine Spannung, durch welche in ss der Bruch herbeigefiihrt wird. 
NN ist die Achse der Normelkomponenten, 0ï '  die Achse der Schub- 
komponenten der Spannungen in ss. Da T + fN = S = const, so 

liegen die Endpunktc aller Fahrstrahlen O%, welche Bruchspannnngen 
darstellen, aiif einer Geraden BR', welche unter dem Winkel 9 gegen 

die Abscissenachse gencigt ist. Der Abschnitt O #  auf dcr Ordinaten- 
achse giebt die GrXse S der reinen Schubfestigkeit. Spannungen, deren 
Abbildungen innerhalb des Winkels U' O P  fallen (B' O II Il ZZ'), k6nnen 
keinen Bruch in ss herbeiführen. Da bei Eintritt des Bruches die 
p6fsto Haiiptspsnnilng mit der Normale dcr E'liiche einen Winkel 

LX = 45 - q ,  die kleinste Hauptspannung einen solchen y = 45 + - 
2 

bildet, su geben die Richtungcn 0 8  und OC, welche unter a: und y 

gegen die Abscissenachse gezogen sind, die Ricktmgen der beiden 
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Hauptspannungen im Augenblick des Bruches an, die Achse der mittleren 
Hauptspsnnung strht in O auf der Bildebcne senkrcclit. 1)ie Grbfic 
der Hauptspannungen für einen beliebigen Fa11 von Beanspruchnng ist 
aus der Pigur fiicht zu entnelimen. Die einfache Zugf'estigkeit wird 
durch die Strecke E, die einfache Druckfestigk~it diirch 6 dargestellt. 
Der allseitig gleiche Druck (dabei ist T = O) kann nach der Formel 
T + fiV5 S unendlich groh werden, ohne dafs Bruchgefahr eintritt; 
dagegen liefert die Formel fïir den allseitig gleichen Zug den Grenzwert 

S N ---, der nach D u g u e t  ein hl& für die Kohiision des Materials 
O - f 

ist und durch die Strecke On' dargestellt wird, wenn man f für alle 
Werte N konstant lafst. D u g u e t  15Bt aber f mit wachsender Druck- 
s p n n u n g  allrnihlich abnehmeri, so daîs sich die Gerade DR' nach der 
positiven Abscissenachse hin krümmt, und O B  die Grenze der allseitig 

Fig. 11 

T 

gleichen Zugspannung angiebt. Auf die Über~inst i rnmun~ dieser Theorie 
mit den Erfahrungen braucht nicht weiter eingegangen zu werden, da, 
sich zeigen wird, dafs aauh diese Theorie nur ein Sonderfall der nun 
zu besprechenden Mohrschen Theorie ist. 

M o h r  kommt aus anderen G e ~ i c h t s ~ u n k t e n  heraus ,ais Coulomb 
und D u  g u  e t zu ganz Lhnliçhen Resulhten. Er ver6ffentlichte seine 
Theorie zuerst 1882'), also ehe D u g u e t  sein Werk herausgab, und 
wies 19002), aiif mehr Versuchsinnterial gestützt, in der erwiihnton Ab- 
handlung von neuem darauf hin. 

M o h r  nimmt an, dafs für den Eintritt bleibender Deformationen 
uud des Bruches die Spannungen derjenigen Fliichen mdsgebend sind, 
in welchen bleibende Verschiebungen beziv. der Bruch auftreten; er 
l X ~ t  die inncre Rcibung ganz aus dem Spicl, hiilt es für unwehrschein- 
-- -- 

1) Civil-Ingeriieur 1832 S. 113. 
2) Zeitschr d Vereins Deutscher hg. 1900 S. 1529. 
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lich, dds  nur eine Komponente der Spannung mafsgebend sein sou, 
sondern geht von der Ansicht aus, daSs die Bruchgefahr von den beiden 
Romponeuten der Gesamtspannung abhiinge. Mohr  gelangt so zu dem 
Satz: ,,Die Schubspannung der Gleitflachen erreicht an  der Grenze einen 
von der Normalspannung und der Rlaterialbeschaffenheit abhiingigen 
grofsten Wert". E s  ist dies dasselbe, mas D u g u e t  durch die Be- 
ziehung T + fN - < S ausdrückt; die Passung des Satzes ist nur bei 
Mohr viel allgemeiner, vor allem ist der Iioeffizient f '  von der Material- 
beschaffenheit abhangig gemacht und seine Grofse vorliufig ganz 
unbestimmt. Die Mohrsche Theorie kann sich daher den Versuchs- 
ergebnissen viel besser anpassen. 

Die gleichzeitig mit einer gewissen Normdspannung aiiftretenden 
grofsten Schubspannungen liegen auf dem gr6Ssten IIauptkreisl), dieser 
allein kommt dahm bei jedem Spannungszustand in Betracht. Die grofden 
Hauptkreise für einen gewissen Gremzustand nennt M o h r  Gren~kreise. 

Das Gesetz der Abhingigkeit der Grenzschubspannung von der 
Nornialüpamung desselben Flachenelenientes riimmt Mohr  eindeutig an 
bis auf das Vorzeichen der Schubspannung, welches phpikalisch keine 
Hedeutung hat Wenn also hei Vorhamdcnscin einer gewissen Normnl- 
spannung eine Schubspannung von ganz bestimmter GroLe die Gleit- 
bewegung der F l k h e  herbeifiihrt, in welcher beide wirken, so konnen 
nie zwei Grenzkreise einaiider umschlieSsen, sonst gabe es ja zwei 
Grenzschubspannungen zu einer Normalspannung. Jeder Grenzkreis 
muîs dalier den unmittelbur benachbarten schneirlen, und alle werden 
von einer gemeinsamen Umhüllungskurve berührt. Diese Hüllkurve 
stcllt das Gesetz dar, nach welchem der Grenzwert der Schulnspannimg 
von der Normalspannung abhângt und wird die Grenzkurve genannt. 

Die Annahme, daïs ein K6rper wohl durch allscitigen Zug, aber 
nicht durch allseitigen Druck zertrümmert werden konne, führte N o h r  
aiif die in Fig. 12 gezeichnete parabelartige Form der Bruchgrenzkurve; 
man erkennt darin sofort die D u  g u e t sche Grenzkurve wieder, und es 
ist interessant eu bemerken, daîs beide Autoren unabhingig von ein- 
ander die H u n e  in ganz ahnlicher F o r a  eritworfen haben. 

M o h r  hat seine Theorie sowohl für die Elastizitatsgrenze wie für 
den Bruch aufgestellt. In dieser Beziehung murs die Theorie von vorn- 
herein eine gewisse Beschrankung erfahren. Es  giebt Materialien, 
welche keine Elastizit%tsgrenzo besitzen und auch keine deutliche Fliefs- 
grenze, die man an deren Stelle setzen konnte. Pür  solche Materialien 
kommt natürlich nur die Bruchgroneo und die Bruchgrenzkurve in Be- 
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tracht. Andrerseits giebt es auch ziihe Materialien, welche zwar eine - 

ganz bestimmte Zugfestigkeit, aber für manche Beanspruchungsarten, 
wic, Driick und Torsion, keine Bruchgrenze haben, sondera sich jenseit 
der Fliekgrenze wie zahe Flüssigkeiten verhalten und sich beliebig 
defosmieren lassen. Unter diesen Cmstiinden kann inan nicht von 
einer Bruchgrenzkurve sprechen. Da auîserdem bei allen Materialicn, 
welche grol'se bleibende Formanderungen zulassen, die Formeln, nach 
denen die Spannungen aus den angreifenden iiufseren Iiriften berechnet 
werden, an der Bruchgrenze auch nicht annahernd richtige Resultate 
rnehr geben konnen, so soll die Mohrsche Theorie für die Brttchgrenze 
9zur bei solchen Materialien in Betracht gezogen werden, die keine 
Elastizitatsgrenze besitzen, z. B. Gukeisen, Steinmaterial, im übrigen 

Fig. 12. 
aber wird nur noch von 
der Theorie für die 
Elastizititsgrenzo dic 
Rede sein. 

Branchbare Pnr- 
meln kann man auf 
Grund der Mo hrschen 
Theorie erst aufstellen, 
wenn man die Grenz- 
kurve durch eine be- 
stimmte mathematische 
Kiirve anniihert, und 
dafür kommt praktisch 

nur die geradc Linie in Betracht. Mohr  ersetzt daher das Stück der 
Kurve zmischen den Grenzkreisen für einfachen Zug und fur einfachen 
Druck durch die gemeinsamen iiuîseren Tangenten dieser beiden Kreise. 
Die Hauptkreise aller praktisch wichtigen Spannuiigszustinde, die durch 
Zug, Druck, Schub, Drehung, B i e p n g  und Innendruck entstehen Iionnen, 
werden hei dieser Annaherung mit einbegriffen. 

Bezeichnet x, die Zugelastizititsgrenze, x2 die Druckelastizitatsgrenze, 
so lautet die Gleichiing der Tangente 

mo é und z die Komponenten der in einer Gleitflache wirkenden 

Span~iung sind. Sfilx2 = z, ist die Ordinate für 6 = O, also die 
Schubelastizitàtsgrenze; bei reiner Torsion ist an der Elastizitatsgrenze 
fiZ = x S ,  6 = O 6 = - x g ;  der Grenzkreis hat den Koordinatenanfang 

Y ' a  

zum Mittelpiinkt, sein Radius i d  x, = - 
XI XP + Xe 
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Für jedes einzelne Material charakteristisch ist die Neigung der 
Grenzgeradcn; der Winkel rp, mclchen sic mit dcr z-Achse bildct, ist 

X - X  gegeben durch die Beziehung cos rp = e-' (S. Fig. 13). Die D u g u e t -  
X ,  t XI  - .  

scho Theorie mit cp = 80°, u d  die Schubspannungstheorie niit g, = 90°, 
sind demnach nur Sonderfàlle der Mohrschen Theorie. 

Prinzipielle Einwiinde gegcn die Mohrsche Theorie k6nnen cnt- 
aeder auf der etwaigen Erkenntnis beruhen, dafs zmei experimentell 
gefundene Grenzkreise für dasselbe Material vollstRndig in einander 
fallen, und ihre Durchrnesser über die Grenze der Versuchsfehler hiriaus 
von einander abweichen, dafs also die Grenzschubspannungen nicht ein- 
d d i g  bestimmt sind, oder es konnte sich zeigen, dafs die Anriaherung 
der Grenzkiirve durch die geiade Linie nicht ausreichend genau ist. 

Was zuniichst die Elastizitiitsgrenze bctrifft, so ist die Überoin- 
çtimmung zwischen Theorie und Erfahrung durchaus zufriedenstellend. 
nie Versiiche von R a u -  

Fiy. 13. 
schingeri) ,  v. Sz i ly2)  
und J. Gues ts) bestatigen 
die Theorie vollstindig. 
Die Mohr sche Theorie 
ist Tor allem dndurch ge- 
kennzeichnet, dafs in ihr 
die mittlcrc Haiiptspan- 
nung 6, gar keine Rolle 
~piel t .  Gues t  hat niln 
durch planmakige Ver- 

I 
suche festgestellt, dafs die Grofse der mittleren Hauptspannung für den 
Eintritt der Streckgrenze ohrie Einfiuls ist. (Guest hat vornehnilich die 
Streckgrenze untersucht, weil er diese für den wirklich charakteristischen 
Deformationszustand hilt ,  wiihrend er das Auft'reten der Proportionali- 
tatsgrenze vor der Streckgrenze auf lokale Flieîserscheinungen zurück- 
führt. ~ o w e i t  er die Proportionalitiitsgrcnee beobachtcte, fand er 
iibrigens die für die Streckgrenze gültigen Gesetze bestatigt'.) 

Da fur Stahl und Schrniedeiscn die Z i ig  und Druck-Elastizitiits- 
grenze etwa gleich hoch liegen, also x, = x ,  gesetzt merden k m ,  so 
geht die Mohrsche Theorie fiir diese beiden Materialicn in die ein- 
fache Schubspannungstheorie über, die Gleichung der Mohrschen Ge- 
raden lautet dann einfach z = r, = const. 

An der Bruchgrenze liegen die Verhiiltilisse weniger günstig für 
die Mohrsche Theorie. Zerreiîsversuchc untcr verschieden hohcn all- 

1) 8. o. S. 292. 8 )  S. o. S. 293. 3) S. o. S. 292. 
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seitigen Plüssigkeitsdrucken, welche Voigt l )  an Steinsalz und an einem 
stearinartigen Material anstellen lieîs, lassen keine Deutung nach der 
Mohrschen Theorie zu. Die Ergebniuse von Versuchen, welche Bach2)  
an Gul'seisen anstellte, stehen ebenso gut mit der Uehnungstheorie im 
Einklang, wie mit der Mohrschen Theorie. Versuche von Bau-  
s c h i n g e r 3 )  iiber die Zug-, Driick- und Schubfestigkeit von Zement 
zeigen eine ganz gute Cbereinstimmung mit der Theorie, leider wurde 
aber die Torsionafestigkeit nicht untersucht, die schr vie1 zuverlLssigere 
Daten ergeben Kitte als die Schubfestigkeit. 

Die Mo h r  sche Theorie bezieht sich, wie zu Anfang der Besprechung 
erwahnt, nicht nur auf den Zusammenhang der Grenzspannungen bei 
verschiedenartiger Belastung, sondern auch auf die Lage der Gleit- 
und Bruchfliichen. Die Frege, wie weit die Theorie in dieser Hin- 
sicht mit den Erfahrungen übereinstimmt, ist von hohcm wissenschaft- 
lichen Interesse, und die neueren Ver6ffentlichungen, besoriders von 
L. H a r t  m ann4) ,  über die Plieîsfibruren liefern aufserordentlich reich- 
Iialtigcs Material dazil; aber die Prage behandelt ein Gcbiet fiir sich, 
das sehr umfangreich ist, und nicht in den Rahmen der vorliegenden 
Arbeit gehort. Auch auf den Verlauf der Grenzkurven jenseit der 
Grenzkreise für einfachen Zug und einfachen Druck sol1 nicht naher 
eingegangen werden, weil die aulserhalb dieser Grenze liegenden 
Sparinungszustande kein unmittelbar praktisches Interesse haben. 

E s  erübrigt nur zum Schluls, eine Gesamtbilanz über das Für und 
Wider die Mohrsclie Theorie aufzustelle~i. Man wird zugeben niüssen, 
daîs die Mohrsche Erkliirnng der Festigkeitserscheinungen besser ist 
als die früheren Theorien, welche zur Deutung und Zusammenfassung 
der Vorgange aufgestellt wurden. Sie ist dadurch, daîs sie mehr 
unahhiingigc Variabcle einfiihrt, anpassuiigsfihiger als irgend eine 'ihrcr 
Vorgangerinnen. E s  ware aber verfrüht, zu behaupten, d a k  sie eine 
Losung des allgcmeinen Problems darstelle; die Abweichungen dcr 
Versuchsergebnisse von V O i g t von den Hauptforderungen der Mo h r -  
schen Theorie sind zu grok,  um übersehen werden zu konnen, und 
die Zahl der Materialien, mit welchen methodische Versuchsreihen an- 
gestellt worden siiid, ist noch verhaltnismiifsig gering. Dagegen spricht 
nichts gegen die Existenz der Grenzkurve für die t'echnisch wichtigen 

- -- 

1) Annalen der Physik und Chemie, 1894, Bd. 6 3  S. 43; 1899, Bd. 67 S. 4 5 2 ;  
1901, Bd. 4 S. 567. 

2) Elastizit i t  und Fwtigkeit ,  5 35 u .  5 40. 
3) Mitteilungen a. d. mech.-techn. Labor. München, Heft 8. 
4) L. Hartmann, Distribution des déformations dans les métaux soumis à 

dee efforts. Paris 1896. 
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Materialien. Bei Sclimiedeisen und Stahl kann man die Kurre der 
Elastizitatsgrenze für die praktisch vorkommenden Spannungszustiinde 
durch eine zur Abscissenachse parallele Gerade ersetzen, wodurch die 
M ohr  sche Theorie in die einfachere Schubspannungstheorie übergeht. 
Dasselbe gilt wahrscheinlich von den anderen ziihen Metallen, die 
technisch vemendet werden; jedoch reicht für eine Entscheidung das 
Versuchsmaterial noch nicht aus. Die Bruchgrenzkurve für Gufseisen 
kann man ebenfalls durch eine Gerade annahern, welche aber der Ab- 
scissenachse nicht parallel lauft. Für  andere Materialien, bei denen 
auch nur die Bruchgrenze einen Makstab für die zuliissige Beanspruchung 
abgeben kann, fehlt es noch an dem erforderlichen Versuchsmaterial, 
um die Frage über die Richtigkeit der Mohrschen Theorie ganz zu 
entecheiden. Jedenfalls aber ist es als erwiesen anzusehen, dafs die 
Dehnungstheorie für die Elastizitiitsgrerize nicht zutriEt. Damit ist 
den technischen Formeln für zusammengesetzte Festigkeit, nach welchen 
heute noch fast allgemein gerechnet wird, der Boden entzogen. In 
dem folgenden Abschnitt soll nun untersucht werden, in welcher Weise 
çich diese Formeln und die aus ihnen gewonnenen Besultate Zndern, 
wenn man statt der Dehnungstheorie die Schubspannungstheorie (für 
Stahl und Schmiedeisen) bezw. die Mohrsche Theorie in ihrer all- 
genleinen E'orni (für Gdseisen) zu Grunde le&. 

Die Festigkeitsformeln des Maschinenbaues. 

Für die zul%sige Beanspruchung eines Maschinenteiles sind sehr 
hiiufig Gesichtspunkte mafsgebend, die mit der Festigkeitstheorie nichts 
zu thun haben, sei es daîs die g d s t e  Durchbiegung eines Stabes eine 
gewisse Grenze nicht übersçhreite~i sou, die weit von der Elastizitiits- 
grenze entfernt ist, sei es dafs der Verdrehungswinkel einer langen 
Welle, oder dals die Abnutzuug einer Fliiche durch Reibung in gewissen 
Grenzen gehalten werden sou. Solche Rücksichten führen praktisch 
daeu, dak man nur cine geringe Matcrialbeanspruchung zulXd. Wenn 
aber im folgenden schlechtweg von zulassiger Beanspruchung die Rede 
ist, BO ist stets die mit Rücksicht auf Haltbarkeit und Sicherheit der 
Konstruktion zulassige Beanspruchung gemeint. Von diesem Gesichts- 
punkt aus erscheint bei ruhender Belastung lediglich die Erfüllung 
der Forderung notwendig, dafs an keiner Stelle des beenspruchten 
Korpers die Elastizitatsgrenze überschritten wird. Da man die Hohe 
der Elastizitatsgrenze nicht für jedes Stück genau kennt, so wird man 
als hochste Spannung eine solche zulassen, die sicher noch unter der 
Grenze liegt. Die zuliissige Bemtnspruchung in dievem S i m e  k a m  als 
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ein charakteristischer Spannungszustand angesehen mcrden, auf den die 
oben besprochenen Festigkeitstheorien angewendet werderi k6nnen. Bei 
Materialien, welche schon unter ganz geringen Spannungen bleibende 
Formiinderungen erfahren, also praktisch keine Elastizitiitsgrenee bc- 
sitzen, murs die zulassige Beanspruchung nach der II6he der Bruch- 
grenze norrniert werden. 

Bei Torsionsbeanspruchung hat man demgemal bisher die zu- 
lassige Spannung so gewiihlt, daL die grofste Hauptdehnung die bei 
einfachem Zug zugelassene Dehnung nicht überschreitet; daher ver- 
halt sich die zuliissige Beanspruchung x, für Torsion zu der zulissigen 
Beanspruchung X, für Zug wie 1 : 1,3') oder wie 0,77 : 1. Ebenso 
k6nnte man von einer zulassigen Beanspruchung xp für Innendruck 
dünnwandiger ftohre ~prechen, und miifste nach der Dehniingstheoric 
in der üblichen Formel für die beim Druck p und dern Radius r 

erforderliche Wandstiirke S = *--' stntt xZ streng genornmen setzen 
%t 

x P = -- O,% ' weil die grorste reduzierte Spannung E - C ( = 6 z ( l - i L ) = X i  

sein soL2) Legt man statt der Dehiiungstheorie z. B. die Schubspannungs- 
theorie zu Grunde, eo werden sich die entsprechenden zulassigen Be- 
anspruchungen anders verhalten, und zwar wird d a m  x, = 0,5 x, und 

X - X,. 

Die Festigkeitsformeln enthalten stets eine gewisse Funktion der 
a u h r e n  angreifenden Krafte. Diese Funktion giebt diejenige Grofse 
an, wclchc nach der eu Grunde gelegtcn Theorie mafsgebend ist. EY 
wird also mit einer ~ n d e r u n ~  der Theorie nicht nur eine Andermg 
der zuliissigen Beanspruchung, sondern auch der Gestalt der E'estigkeits- 
forrneln verbunden sein: Die gr6fste Dehnung drückt sich irn allgemeinen 
durch die angreifenden Krafte anders aus als die grohte Schubspannung. 
In den beiden arigeführten FaIlen, Torsion und Innendruck düm- 
wandiger Rohre, unterscheiden sich jedoch die beiden Ausdrücke nur 
durch cinen Proportionalitiitsfaktor, der in die zulassige Beanspriichiing 
hineingczogen ist. Beide Falle haben die gemeinsame Eigentüuilichkeit, 
dafs die auftretenden Hauptspannungen ein ganz bestimmtes, von den 
Abmessungen des Korpers unabhangiges Verhdtnis haben, bei reiner 
Torsion ist namlich stets G, : G, : G~ = 1 : 0 : - 1, bei Innendruck, .wenn 
die Wandstirke klein iat gegenüber den1 Durchmesser, G~ : 6, : 6z = 2 : 1 : 0. 
Zu den Spannungszustinden mit konstantem Verhaltnis der Haupt- 
spannungen, kann man auch diejenigen ziihlen, bei dcnen nur eine 
Hauptspannung vorhanden ist, also einfachen Zug und einfachen Druck. 

1) S. o. S. 293. 2) Vergl. Fopp l ,  Festigkeitslehre S. 315 
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Bei anderen Spannungszustiinden andert sich die Bunktion der kuîseren 
Krifte mit der Festigkeitstheorie dersrt, dah  die Formelil nach der 
einen und nach der anderen Theorie sich nicht nur durch einen kon- 
stanten Koeffizienten unterscheiden. 

Nach der Schubspannungstheorie, in welche die M O h r  sche Theorie, 
wie mir sahen, für Schmiedeisen und Stahll) übergeht, gestalten sich 
die Fornieln verhiltnismilsig eirifach. Die grGlte Schubspannung ist 
gleich der halben Differenz zwischen der grofsten und der kleinsten 
Haiiptspannung. Bei der einfachen Ziigbelastiing ist sie also gleich 
der halben Zugspannung, man hat daher stets die Differenz (6, - ci,) 
gleich der zulissigen Zugbeanspruchung x, zu setzen. 

1. Torsion eines zylindrischen Stabes von kreisformigem Quer- 
schnitt, dessen Durchmesser d für das angreifende Drehmoment 31, zu 
bestimmen ist. 

Md.16  32 Md 
(j = - B  = - - O 6  - 6  =- . 

z d+ 1 z z z 

Die neue Formel lautet also: 

5 Ln, 
Die Dehnungstheorie ergiebt: d3 = . 1,3. Der Durchmesser d wird 

also nach der neuen Formel skts um 15°/0 grijfier a h  nach dcr alten Formel. 
2. Innendruck p eines dickwandigen Rohres, dessen innerer Radius r 

ist, dessen aufserer Radius R zu bestimrnen k t .  

Die neue Formel lautet also: 

R - r 
die Wandstàrke wird 

Die Grenze der theoretischen Ausführbarkeit ist also gegeben 
durch p = + xi, d a m  wird Il = oo. Die Dehnungstheorie ergiebt be- 
kanntlich: 
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Danach liegt die Grenze der theoretischen Ausführbarkeit bei 
1 

p = - also weçcntlich h6her als nach der Schubspannungstheoric. 
1,3 Xz) 

Die Wandstirken rJ für einen bestirnmten Radius r werden nach der 
neuen Formel stets g d s e r  als nach der alten, und zwar fiir x, = 2 5 p  
um 20°/,, fur x,  = 41, um 50°h. Die Abweichungen sind also sehr 
erheblich. 

3. Biegung und Dreliung eines zylindrischen Stabes von kreis- 
formigem Querschnitt, dessen Durchmesser d zu bestimmen ist. D a  
Biegungsmoment Jfb  mirkt in einer Ehene, die durch die Stabachse 
geht, das Drehmoment ICI, in einer Ebene senkrecht zur Stabachse. 
E s  sei dic zuliissigo Biegungsspannung x, = x,. 

Die neue Formel lautet also: 

Die Drehungstheorie ver la~gt :  

dS = ' O  [0,35 M6 + O,% y-11 . 
X b  

Nach der Schub~pannungsthcorie ergeben sich stcts groi'sere Ab- 
niessungen als nach der Dehnungstheorie, wie man erkennt, wenn man 
die neue Formel folgendermaken schreibt: 

Gleiche Abmessungen erhdt  man nach beiden Theorien nur für 
Md = O. Der Durchmesser wird nach der Schubspannungstheorie 

für M d =  M, 171,=2Mb 1C1,=O 

um 3,7% 7,4% 15,4O/o 

grofser als nach der Dehnungstheorie. 
1st der Querschnitt des Stabee nicht kreisformig, sondern etwa 

rechteckig, so iindert sich prinzipicll nichts, die Abmessungen werden 
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aiich für einen solchen Qiierschnitt nach der Schubspaiiniingsthcorie 
grXser als nach der Dehnungstheorie. 

Auf andere Arten von zusaminengesetzter Beanspruchung eimugeheii, 
ist unriotig, da sich das Prinzip in den herarigezogenen Beispielen voll- 
stiindig ausdrückt. 

Für Gufseiscn und iihnliche Materialien ohne Elastizitiitsgrenze 
inüssen die entsprechenden Formeln nach der allgerneinen Mo h r  schen 
Theorie entwickelt werden. 

Für die abzuleitenden Gleichungen wird die Grenzkurve als Qe- 

rade betrachtet, welche die GLoichungl) hat r = dl/G [1 - 6 " ) i l ] .  
X1*2 

Die Gleichung wird bequemer, wenn man statt x, und x, andere 

Varinhclc einführt, namlich z, = S l/x,x und den Winkel <p, den dic 
Gerade mit der Ordinatenachse einschlieht, und der gegeben ist durch 

cos p = X Z -  " . Die Glcichung dcr Geradcn lautct dann 
X ?  + x ,  

G cos cp f z sin cp - z, sin cp = 0. 

Setzt man in diese Gleichung statt der laufenden Koordinaten 
G und z die Koordinaten G' und z' eines beliebigen Punktes iin Koor- 
dinaterisystem, su erhiilt mari rechts nicht riiehr Null, sonderri den 
senlirechten Abstand des Punktes (G', z') von der Geraden, und zwar 
mit negativem Vorzcichcn, wenn dcr Punkt, (d, z') auf dcrsclbcn Seite 
der Gcraden lie@, wie der Koordinatenanfang. Der Hauptkreis eines 
beliebigen, znliissigen Spannungszustandes sol1 die Gernde niir bc- 
rühren, nicht schneiden. Die Koordinaten des Kreismittelpunktes sind 

, + Gz 
G = und z' = O. Setzt man diese Grtifsen für  6 und r ein, so 

2 
G - G 5  

erhdt man jedesrnel den Radius Q = "-- 
2 

des noch zuliissigcn 

Spannungskreises, d. h. die Bedingungsgleichuiig für die Abmessungen. 
Die Formeln sollen alle fiir Gufsciaen entwickelt werden, mit der 

Annahine, dafs xx, = 4x,, also cos y = 0,6 ist. Bür z, sin cp kann man 

ietreri 9;. (1 + cos F) = 0,8 n, (vergl. Fig. 13). 

1. Torsion eincs kreiszylindrischen Stabes, dessen Diirchmesser cl 

1) S. o. S. 298. 
Zeitschrift  f .  Mathematik II Physik. 48. Band. 1902. 2. nef;. 
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Die neue Formel lautet also für Gufseisen: 

Die alte1) und die neue Formel geben also gleiühe Werte d, wenn 
10 

man den Kontraktionskoeffizienten m = 4 annimmt, statt m = >-. 
2. Imendruck p eines dickwandigen Rohres, dessen innerer Radius r 

ist, dessen X s e r e r  Radius B zu bestimmen ist. 

r pRe  
p . COS y - 0,8 X, = - -7. RB- r 

Die neue Formel lautet also f i r  Gufseisen: 

x ,  + 0 , 7 5 p  
R = r l / - -  x ,  - 1,25 p bezw. 6 = v- [)/-y X ,  xZ  + - o,i'(>p 1,ZOp - 11 - 

Ilic (;renze der Ausführbarkeit liegt danach etwa eben so hoch 
wie nach der Dehnungstheorie?, namlich bei p = 0,8 x,. Die Wand- 
stirke 6 für einen gegebenen ltadius r wird nach der neuen Formel 
stets grofier als nach der Dehnungstheorie, und zwar für x, = 2 p  um 'iO/, 
für x, = 20p um 17O/,,. 

3. Biegung und Drehung eines kreiszylindrischen Stabes, dessen 
Durchmesser d zu bestimmen ist. E s  sei x ,  = x, 

Die neue Formel lautet also für Guheisen: 

also genau so wie nach der Dehnungstheorie2), wenn man m = 4 setzt. 

Formeln für wechselnde Belastung. 

Es wérde iin folgenden die bei ruhender Belastung ermittelte 
Bruchgrenzspannuug eines Materials als T~ayfestigkeit, die Belastungs- 
art, bei wdcher die Spamung periodisch zwischen Nul1 und einem 
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Gr6lGtwert schwankt, als pulsiercndc Belastung, die dabei ermittelte 
Rruchgrenze als Ur~.c~)ru~~gsfcstigI;r:it, die Relastungsart, bei welcher die 
Spannung periodisch zwischen einem positiren und einem negativen 
Grenzwert schwankt, als schwingende Belastung, die dabei ermittelte 
Bruchgrenze als Sckwingi~rtysfesLii/kezt bezeichnet. 

Ob die Resultate, die bei der Prüfurig der Theorien gefunden 
wurden, ohne weiteres auf bestiindig wechsclnde Heanspruchungen über- 
tragen wcrdcn konncn, ist zweifclhaft. Die Vcrsuchc von W 6 h l c r  
scheinen dagagen zu sprechen. W o h l e r  fandi) für Guîsstahl von 
Krupp (am dem Jahr 1862) folgcnde VerhHltnisse. Hei pulsierender 
Zugbelastung zwischen O und 3300at und bei pulsierender Torsions- 
belastung zwischen O und 2600at trat kein Bruch ein nach millionenmal 
wiederholtem Belastungswechsel; war die obere Spannungsgrenze nur 
wenig hoher, so trat der Bruch nach einer beschrankten Anzahl von 
Weohseln ein. Die Grenzzugbelitstung verh'alt sich zur Grenztorsivns- 
belastung wie 1 : O,T9. Rei schwingender Biegungsbelastung lag die 
Bruchspannungsgenzc bei & 1920st, bei schwingender Torsionsbelastung 
war f 15OPt die Grenze. Die Grenzspannungen verhalten sich wie 
1 : 0,78. Nach diesrn Versuchen sind also die Hauptdehniingcn, welche 
bei verschiedenartigen Belastuilgen mit gleichem Schwingungsgesetz 
von rlem Material gerade noch beliebig oft ertragen werden, genau 
gleich, da man annehmen darf, dah bis zur Grenze Proportionalitat 
zwischen Spannung und Dehnung bestand. Man kann aus den ~ i e r  
Versuchsreihen zwar noch nicht auf ein allgemein gültiges Gesetz 
schliersen, aber es rnag daran erinnert werden, daQ die Dehnungs- 
theorie für den Bruck bei ruhender Belastung durch einc Reihe von 
Versuchen gestützt wird; die Dauerversuche mit wechselnder Belastung 
sçlii:inen eine meitere Moglichkeit zu liefem, die Frage zu eritscheiden. 

H au s c h i n g e  r, der gleiühfalls Dauerversuçhe 2, arigestellt hat, hat 
dieselben nicht auf Torsionsbeanspruchung nusgedehnt, so dars die 
Resultate von W 6 h l e r  nicht an ihnen lioritrolliert werden Ironnen. 
Bau sc h i n g  e r  hat aber nachgewiescn, dak die Festigkeit des Materials 
(er untersuchto Stahl und Schmicdeiscn) bei periodisch wechselnder 
Ueansprucliung in einem gewissen Znsammenhang mit der ursprüng- 
lichen Xlastizitiitsgrcnze stcht, und diese hangt, wie oben gczeigt, bei 
den genannten Materialien von der II6he der groîsten Schubspannung 
ab. Es ist daher wohl denkbar, dal's die zulissige Reanspruc,hiing hei 
wechselnder Belastung auch von der grXsten Schubspannung abhiingt. 

1) Festigkeitsversuche mit Stahl und Eisen. 1870. 
2) blitteil. a.  d. mech.-teclin. Labor. München. Heft 1.3 u. 26. 

20 * 
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Aus diesem Grunde und weil es an sich interessant ist, festzustellen, 
welchen Einfiuls die ~ n d e r u n g  der Theorie auf die Dimensionierung 
von periodisch beanspruchten Konstruktionsteilen, also fast aller 
Maschinenelemente, ausübt, sollen auch hierfür einige Formeln nach 
der Schubspannungstheorie abgeleitct werden. Zu dem Zweck ist zu- 
niichst ein Blick auf die Abhangigkeit der znlassigen Beanspruchung 
von dem Schwingungsgesetz der Spannungen zu werfen. 

W o h l e r  fand das Verhalt'nis zwischen Ursprungsfestigkeit und 
Schwingungsfestigkeit bei allen Stahl- und Schmiedeisensorten, die er 
untersuchte, irn Mittel zu 1,s : 1, die Abweichungen von diesein Wert 
bei einzelnen Versuchen Sind gering. B a u s c h i n g e r  dagegen fand 
beide Festigkeitsgreneen gleich hoch. Worin dieser auffallende Unter- 
scliied seine Ursache haben kann, ist schwer festzustellen. Da man an 
der Sorgfalt der Versi~chsniisführung bei kcinem der hcidcn Nxperi- 
mentatoren zweifeln kann, und beide gleichartige Maschinen für die 
Versuche verwendetcn, so bleiben wohl nur zwei Moglichkeiten zur 
Erklirung übrig. Entweder hatte sich das 'naterial in den 20 Jahreri, 
die zwischen den Versuchen von W o h l e r  und denen von Rauschingei .  
verstrichen, hineichtlich der Festigkeit gegenüber schwiugender Be- 
lastung auffallend verbessert, oder das Tempo, in dem die Spannungs- 
wechsel aiif einander folgen, und das in  bnidon Vcrsuchsreihon nicht 
gleich war, ist von sehr bedentendem Einflufs, sei es prinzipiell, sei es 
gerade bei der Wtihlerschen Vcrsuchsanordniing. 

Das Verhiltnis zwischen der Tragfestigkeit iind der Ursprungs- 
festigkeit bei Zugbelastung haben beide Forscher etwa gleich gefunden, 
W 6 h l e r  fand das Verhaltnis für Stahl 2,2 : 1, für Schmiedeeisen l,5 : 1, 
B a u s c h i n g e r  fand für Stahl 2,l : 1, für Schniiedeeisen 1,75 : 1. Es 
ist damit jederifalls bewieseri, dafs bei wechselnder Relltstung die Bruch- 
gefahr weselitlich naher an die ursprüugliche Elnstizitatsgrenze lieran- 
rüokt als bei ruhender Kelastimg; ferner stimrncn die Beohar:htungeri 
beider Forscher auch darin übcrein, dafs sie eine auIserordentlich 
grorse Hmpfindlichkcit des Matcrials, besonders bei Fluîseisen iind 
Plufsetahl, gegen ganz geringe Materialfehler feststellten, wenn die B e  
lastung eine wechselnde war. 

Man kann allerdings die zulassige Beanspruchung bei wechselnder 
Belastung ebenso wenig wie bei ruhender nach der Bruchgrenze allein 
normieren, sondern niufs stets die zulissigen Forrninderungen irn Auge 
behalten. Hat man bei ruhender Last dafür zu sorgen, dak keine 
lileibcndon Formanderungen eintreten, so zwingen dio durch wcchselnde 
Delastung entstehenden Schwingungen des betreffenden I<onstruktions- 
teiles oder auch der ganzen Masehine, die zulissige Beanspruchung iii 
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engeren Grenzen zu halten. Wo es sich uni wechselnde aulsere Krafte 
handelt, kann man es aus dieser Rücksicht erkliren, dals es sich ein- 
gebürgert hat, die zulissige Beanspruchung bei schwirigerider Belastung 
halb so grofs zu nehmen als bei pulsierender. Nan  erreicht dadurch, 
dah dle iufserlich wahrnehmbaren Forni~nderungeri, z. B. die Durch- 
biegung eines Stabes, in gleichen Grenzen bleiben. 

Wenn man nach B a c h  die ziiliissigen Beanspruchungen bei 
schwingender, pulsierender und ruhender Belastung im Verhiiltnis 1 : 2 : 3 
wililt, so steht diese Annahme mit den Versuchsergebnissen von B a u -  
s cl i inger  aufser jeder Beziehung. Mlt den TV6 hl e r  echeri Ergebliissen 
steht sie in dem Zusammenhang, dals sie die zulissigen Beansprucli- 
ungen etwa im Verhaltnis der dort gefundenen Bruchgrenzen w8ldt. Dies 
ist aber mehr ein aukerlicher, als ein innerer Zusammenhang; denn bci 
allcn Xatcrinlien, die cinc ElastizitiLtsgrenze fUr ruhende Uelastung haben, 
wird die zulissige Beanspruchung nach der Elastizitatsgrenze normiert. 
liTenn man niin (las zahlenmDrsige Verhaltnis zwischen Rruchgrenz- 
spannung und Elastizit%tsgrenzspannung bei ruhender Belastung auf 
die wechselnde Belastung übertragt, um so die zulissige Beanspruchung 
zu erhalten, so ist das elrie durchaus willkürliche Analogicbildung, die 
aber durch die praktische Erfahrung gerechtfertigt wird. B a c h  
schreibt darüber im Vorwort zur ersten Auflage seiner ,,Maschinen- 
elemente", dafs ,,die zulassigen Beanspruchungen, welche im Laufe der 
Zeit in überaus p o k e r  Anzahl als EhfahrungsgriilScn cntstanden sind 
und nicht selten unter sich des Zusammenhanges entbehren, zu eineni 
ziemlichen Teile die W tihl e r  sche Re7iehiing der  vcrschicrlcnen Briich- 
belastiingen zu einander bestitigen." Das Verhdtnis 1 : 2 : 3 sol1 daher 
auch in den hier zu entwickelnden Pormeln beibehalten werden. Fiir 
Spannurigswechsel, welche zwischen den drei ausgezeiclineten Arten 
liegen, sind nach B a c h  zwischenliegende Werte für  die zulàssige Be- 
anspruchung zu wihlen, derart dak cliese linear von der Grofse de8 
Spannungswechsels abhàngt. 1st G ,  die untere, 6,) die obere Grenz- 
spaririung, BO kann man für den Betrag zu des Wcchsels die GrXse 

=O - Gu ?.u = - einführen; bezeichnet ferner x, die ziilissige Beanspruchung 
'JO 

für schwingende Belashng,  also fiir w = 2 ,  und x die ziilassige Be- 
anspruchung für einen beliebigcn andcrcn Wert von w,  dcr immer 
zwischen O und 2 liegt, so ist demnaeh zu setzen r. = x, (3 - w). 
Mit Hilfe dieser Bcziehung kann man die Rechnung für die einfachen 
Belastungsarten, bei denen die Hauptspannungen ganz bestirnmte, kon- 
stnnte Verh%lt8nisse nu einander habcn, stets streng durchführen, nicht 
so bei zusamrnengesetzter Beanspruchung, für welc,he die B i e p n g  und 
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Drehung eines zylindrischen Stabes &as typischc Beispiel ist. Hirr be- 
steht eine Schwierigkeit darin, dalS in der Regel das Schwingungs- 
gesetz der Normalspannung ein anderes ist als das der Schuhspannungen. 
Um diesem Umstand Rechnung zu tragen, führt Bach i )  in die Formel 

M, = 0,35 Mb + 0,65 id1," + Jld, nach welcher das ideelle Biegungs- 

moment 31, aus dem vorhandenen l3iepngsmoment Mb und dem Dreh- 
moment 1% (nach der Dehnungstheorie) zn bcrechnen ist, den Faktor 

h 
a, = - ein, mit dem Md multipliziert a i r d ;  xb bedeutet darin die 

173 xd 

zulassige Biegungsbeu~sprucl~tug für den Fall, daL 31, allein vorhaiiden 
wiire, x, die zulassige Beanspruchung für den Fall, dafs Md allein vor- 

d s  n 
handen wiire. Bei einer kreisruriden Welle ist 34 = - x, zu setaen, 

32 
worin d den gesuchten Wellendurchmesser bedeutet. 

Die Einfüguiig des Koeffizienten a, bewirkt folgendes: Für den 
Fall, dafs das Biegungsmoment JIb etwa gleich dem Torsionsrnoment 
dl, ist, w a a  praktisch sehr liiiifig vorkommt, daîs aber die Torsions- 
spannung konstant ist, wiihrend die Biegungsspaiinung zwischen einem 
positivcn und eincm gleich grofsen negativen Grcnzwert schm-ankt, 
wird a" = q und der Wert von AM, dadurch um 15O/, kleiner, als er 
ohne dic Korrcktion sein wiirde. 

Man k6nnte nun vermuten, dah  durch den Einfluh der koristanten 
Torsionsspannung die resultierende grorste Dehnung nur noch in so 
engen Grenzen schwankt, daïs die zulassige Beanspruchung x, vie1 
h6her angenommen werden kann, als sie naçh Malsgabe der Biegung 
allein sein darf. W e m  z. B. die aus Biegung und Drehung jeweilig 
resultierende grorste Dehnung zwischen Nul1 und einem Maximalwert 
schwanken würde, so konnte ja x, um 50°/,, grofser gewBhlt merden, 
als in der Bachschen Formel angenommen ist. Dann würde also die 
Korrektion diirch a, nicht ausrcichcn. Bci der grossen praktisch~n 
Wichtigkeit der in Frage stehenden Formel lohnt es sich wohl, hierauf 
einmal nBhor cinziigrhcn, und die Schwankungen der resultierenden 
gr6fsten Dehnung rechnerisch zu ermitteln, um die zulassige An- 
s t r e n p n g  der wirklichen Delznu~zgsiinderuizg entsprechend in die Rech- 
iiurig einführen zu konnen. Vergleicht mari d a m  die so erhalbenen 
Resultate der Formel mit den Resultaten der nach B a c h  korrigierten 
Formel, so erhalt niaii ein Bild davoii, wie weit die zwar praktisch 
einfache, aber immerhin zienilich willkürliche Korrektion durch a, theo- 
retischen Anforderungen gerecht wird. 

1) Elast. u. Bestigk. IV. dufl. S. 420. 
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Verfasser hat diese Rechnung für den einfachen Belastungsfali 
durchgeführt, daîs eirie kreiszylindrische, rotierende Weile durch ein 
konstantes Biegungsmoment M, und ein konstantes Torsionsmoment a-1, 
beansprucht wird, ein Fail, wie er etwa bci Turbinenwellen oder Wellen 
von rotierenden Umformern vorkommt. 

Hs wurde die nehnung E~ in eincr beliebigen Hichtung rp gegeil 
die Richtung der grXsten IIauptdehnung durch #ib, JId und den 
W d e l  gp ausgedrückt, daraus die Gr6Be des Dehnungswechsels 

Erprnax 'vrnin 
wd = ermittelt und in die Beziehung für die zulassige 

max 

Anstrengung x = x, (3 - tu,) ') eingesetzt. E s  cntspricht also jeder 
Ilichtung ein gewisser erforderlicher Mindestdurchmesser der Welle, 
der griifste von allen diescn ist das Mindcstmal's für die praktische 
Busführiing. Die mafsgebende Faserrichtung andert sich wesentlich 
mit deni Verhiltnis Md : 171,. Solange Nd < 3,2 AN,, erhiilt nian den 
grchten Durchmesser, wenn man die Dehnung in Richtung der 
Wellenachse zu Grunde legt, also das Torsionsmoment ganz vernach- 
Iassigt, da es hierzu keinen Beitrag liefert. Für Md > 3,2 Nb hat die 
malsgehende Faser ungefihr die Richtung der Hauptdehnung, mit 
welcher aie für 171, = 0 genau zusarnmenfillt. 

Für Md < 3,2Mb lautet also die Formel für den auszuführenden 
Durchmesser d wie bci einfachcr Bicgung: 

x, ist darin der der Scl~wilzguysfestigkeit entsprechende Wert. Pür 
Md > 3,2 ,Wb kann man die an sich komplizierte Formel mit ge- 
niigender Anniiheriing ersetzcn diirch: 

dsn Md + 1335 Jfb 
-- - 
16 rd 2 

worin 3 x ,  die zulassige T~rsionsbeanspru&hulp ist, welche der rul~enden 

Belastung entspricht. 
Die Resiiltate dieser beidcn Formeln sind von den entsprechenden 

Resultaten der nach Ba ch  korrigierten Formel nicht sehr erheblich 
verschieden, aber diirchweg etwas kleiner als diese. Dabei ist indessen 
eines zu beachten. Bei denl hier angegebenen Rechnungsverfahren 
wurde, um die Purchführiing mi ermiiglichen, der Umstand ganx aulser 
Acht gelassen, dafs auch die Schiebungen in jeder Faser wechseln, und 
die Grofse dieses Wechsels bei der Wahl der zulassigen Dehnung zu 
herücksichtigen ware. Die Dehnungstheorie ist wie alle Festigkeits- 

1) S. O S. 309. 
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theorién ursprünglich nur für ruhende Belastung aufgestellt und müBte 
streng genommen in diesem Punkt eine Ergiinzung erfahren, wenn man 
sie auf wechselnde Bclastung ÜbertrZgt. Der Einfachhcit zuliebe ist 
eine solche Ergiinzung bei der Rechnung nicht vorgenommen worden; 
aber mit Rücksicht darauf kann man wohl sagen, daîs die Einführung 
des Koeffizienten u, in die Formel für ruhende Belastung das Resultat 
der Formel sinngemiXs beeinfluîst. Ob man zu dem gleichen Ergetmis 
auch bei kolnplizierten Belastungsfillen kommen würde, ist nicht ohne 
weiteres abzusehen. 

Durch Einführung des Koeffizienten u, kann man auch die Formeln, 
welche nach der Mohrschcn Thcorie für ruhrndc, Bclastung ahgclciti't 
wurden, der wechsehden Belastung anpassen, soweit die Formeln nicht 
unmittelbar übertragbar sind, d a  die in Betracht kommenden Formeln 3) 
S. 304 u. S. 305 der entsprcchenden Formel, die auf der Dehnungs- 
theorie beruht, sehr iihnlich gebaut sind. Man hat aber der Mohrschen 

%b Theorie gem& zu setzen a, = -- 
2 

, worin gp den Winkel be- 
.- 

1 + cos g, Xd 

deutet, welchen die Mohrsche Gerade mit der z Achse bildet. Es 
dürfte aber von Interesse sein, für einige Belastungsfille eine genauere 
Rechriung durchzufiihren. 

Für solche Materialien, bei denen die Mohrsche Theorie die ein- 
frtche Form der Schubspannungstheorie annimmt, gestaltet sich die 
Rechnung nicht schwierig. Man kann es bei Zugrundelegung dieser 
Theorie als sinngemiii's bezeichnen, dafs man als Mars für die zuliissige 
Beanspruchung einer Naterialfaser den Wechsel der Schubspannungen 
in der Faser annimmt. Der Wechsel dm Normalspannungen wprde 
vernachliissigt. Da die Schubspannungen aller Fasern den Schiebungen 
stets proportional sind, so kommt es auf dasselbe hinaus, ob man mit 
dein Wechsel der Schubspannnngen oder der Schiebungen rechnet. 

Für  den Fall, dak eine rotierende, kreiszyliridrische Welle einem 
konstanten Biegungsmoment Nb und einem konstanteii Drehmomente Jl, 
unterworfen kt, ergiebt die Rechnung folgendes: Solmge dl, < 2,4 M,, 
ist für die Abmessung der Welle die Beanspruchung desjenigen Fliichen- 
rlementcs an der Wellenoberfliiche maîsgebend, welches iintrr 45O gegen 
den senkrechten Wellenquersclmitt geneigt ist. Zu der Schubspannung 
in eincr solchen Flache giebt das Torsionsmom~nt keinen Reitrag, es 
ist also ganz zu vernachlassigen, und die Formel für den erforderlichen 
Wellendurchmesser d lautet, wenn 
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Darin bedeutet wieder x, die bei schmingender Belastung eiil%sige 
Biegungsbeanspruchung. Für  JId > 2,4 JIb bildet das gefihrliche 
Flichenelement mit dem senkrechten Querschnitt Winkel, welche 
kleiner als 20° sind; die Formel für den erforderlichen Durchmesser d 
kann mit ausreichender Genauigkeit geschrieben werden, weim 

3 x ,  ist die bei ruhender Belastung zulassige Torsionsbeanspruch~~ng. 

Die Resultate dieser beiden Formeln weichen nicht schr erheblich 
von den Eesultaten der korrigierten Formel 

ab, die letzteren sind durchweg etwas groîser. Die korrigierte Forniel 
gicbt also eine angemessene Konstruktionssicherheit. 

Da die Rechnung mit den SchubsI)anniingswecllseln verhiltnismiîsig 
eirifach ist, so 1Xst sich unter diesem Gesiclitspunkt auch einer der 
praktisch liiiufigen Fiille behandeln, da15 niclit nur die Biegungs- 
spannungen, sondern auch die Torsionsspannungen periodischeil Schwing- 
ungen folgen. 

Als Beispiel sei die Berechnung des Wellerioapfens einer elektrisüh 
oder durch Transmission angetriebenen, doppeltwirkenden Pumpe ge- 
wihlt und der Weg der Rechnung kurz angegeben. Die GrfilSc dor 
Kolbenkraft sei konstant angenominen, sie wechselt nnr in den 
beiden Totpunkten der Kurbel ihre Richtung. Das auf den Znpf'cn 
wirkende Biegungsmonient ist also seiner Gr6Le nach konstant, 
das 'l'orsionsm ornent fol$, iinter der Annehmc eincr iinendlich 
langen Schubst'ange, wahrend jedes IIubes einem Sinusgesetz, wirkt 
aber immer im gleichen Sinne. Bezeichnet 9. den Çmdrehungswinkel 
der Kurbel, von einer Totlage aus gerechnet, 6, den Griihtwert der 
Biegungsspannung, tu den Groîstwert der Torsionsspannung im Zapfen, 
G und z die jeweilige Biegungs- und Torsionsspannung in dem Punkt 
an der Zapfenoberfliche, in welchem die Ebene des Kurbelarms den 
gefahrlichen Querschnitt des Zapfens schrieidet, so gelten für G und z 
wahrend eines Hubes die Gleichungen: 

G = 6, cos 8 und z = z, sin 9. (O < 9. < n). 

Dnr Verlauf von G und t wiihrend einer ganzen Umdrehung ist für 
n = 1 in k'ig. 14 dargeutellt. G und z wirken beide in einem Fliichen- 
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dement, welches normal zur Zapfmachoe gerichtet ist; in einem gegen 
dieses Element um den Winkel ~p geneigten Fliichenelement ist die 

volle Sinns~chwingun~en ausführten. Dz 

jeweilige Schubspannung 

t'= z,sin9. cos 2rp 
+ ri, cos 9. - S sin 297. 

Wenn man t' nach 8 
differenziert und 97 kon- 
stant lalst, so kann man 
fiir jede Kichtiing cp dcn- 
. . 
jenigen Umdrehuiigswin- 
kel a, finden, bei welchem 
t' am grüfbten ist. Man 
erhalt 

2 t o  t g  8" = - ctg 2 q  

= 12 ctg Zrp, 

Das Minimum von z' 

würde bei 9. = 8, + z 

liegeri, wenn 6 und z 
lie Schwingungsperiode aber 

nur von 9. - 0 bis 4 - n reicht, so tritt das Minimum von z' ein, 
wenn 9. = n, also 

Go ' - - sin 2rp 
2 

Z' mRx - Z' 
ZCl - min 1 

= 1 + - = 1 + cos 8, 
'' mar V I +  n e  ,tge 2y 

X i  = X d  (3 - w) = Xd (2 - cos aO) 

Darin bedeutet JI,, den Grolstwert des Biegungsmomentes. 
sin Y y 

Die numerische Auswertung von v = -- - 

cos 4" (2 - cos 4") 
für verschie 

n.r, dene Winkel 2 y  und verschiederie n = - ergiebt, daîs alle Werte v 
M* 
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kleirier oder gleich 1 sind, solange n. < 2.') Für rp = 45' wird stets 
v - 1, diese Richtung ist also die mdsgebende, wenn 12 < 2, und man 

d9n 
erhalt dann wieder die einfache Gleichung -- = -, da x, = + x,. 

32 xb 

Das Torsionsrnoment ist ganz xu vernachliissigen, wenn sein GrXst- 
wert kleiner ist als der doppelte Grohtwert des Biegungsmomentes. 
Praktisch würden andere Falle nicht in Betracht kommen, da die Eiit- 
fernuiig von Wellenzüpfenmitte bis Kurbelzapfenrnitte stets kleirier 
sein wird ala der doppelte Kurbelradius. Der Vollstindigkeit halher 
sol1 aberIaucah fiir n > 2 die Formel ahgeleitet werden. 

.._LI 1 
Für n > 2 kaiin man in dem Ausdriick cos 4, = - ------ 

fi-+ nectgï?y 

die Eiilheit gegen rrl2 ctg2 2rp mit eineiri Fehler von hüchstens 2,5% 
vernachlassigeii, weil der MTinkel 2rp klein kt. Man kann also setzeii 

cos 4, = t"' und erhilt  
12 

Hierin kanu man mit einem Fehler von hüchstens 3,3'/, den Faktor 
cos 2<p 

-- -- - $ sctzen, diesem Wert nahert sjçh der Faktor mit wachsen- 
t g 2 q  2 - - -  

n 

dem pz mehr und niehr. Man gelangt so zu der anderen, ebenso ein- 
fachen Formel 

Dss Biegungsinoment kann ganx vernachl5ssigt werden, wenn sein 
GrüIst'wert kleiner ist als der halbe Grülstwert des Torsionsrnomerites. 
Die zulassige Torsionsbeanspruchung wird entsprechend dem zwischen 
Nul1 und einem Groîstwert schwankenden Torsionsrnorrieiit gleich 2x,.  

Rechnet man im vorliegendcn Fall nach der korrigierten Formel 
fiir ruhende Belastung : 

und setzt darin für Mb und Md die Maximalwerte der Mamente (ob- 

wohl diese nicht zusarrirrieri auftreten), und für a. den Wert +, so 
hait man für den praktisch haufigsten Wert = 1 einen uni 3,g0/, 
gorgeren Zapfendurçhmesser. 

1) Geneucr le < 1,9; fiir n = 2 id Y max - 1,05. 
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Eine entsprechende Rechnung wie die hier angeführten auf Grund 
dcr allgemeinen Mohrschen Theorie anziisteilen, r i .  h. fiir den Fnll, 
dais die M o  h r  sche Gerade einen beliebigen Winkel mit  der z-Achse 
inildet, ist vor der Hand nieht moglich. Nach der M o  hrschen 'i'heorie 
fiir ruhende Belastung sind die ziilissigen Schubspannungen abhangig 
von den gleichzeitigen Nornialspannungen. Bei wechselnder Belastung 
schwanken aber iri jeder Faser beide Spanniingskorriponenten; iri der 
bisher benutzten Beziehung x = x, (3 - w)') ist also x ,  nicht mehr 
konstant, wenn man die Beziehiing auf die Mohrsche  Theorie über- 
t r ig t .  Man miilste notwendigerweise den Wechsel beider Spannungs- 
komponenten in die l i ~ c h n u n g  einfiihren. nadurch aiirde die ltechnung 
überaus kompliziert und adserdem zwecklos, weil sie sich auf ganz 
willkürliche Annahmen stützen mükte.  

Die hier arigegebenen Fornielu für  wechselnde Belastung gelteu 
nur  für bestimmte einfache Fille. Ilîre Ableitung ist zn umstiindlicli 
und zeitraubend, als dalu sie in jedern praktiuch vorkonirnenden Fa11 
durchgeführt werden konnteii. E s  zeigte sich aber, dafs die Resiiltate 
der rliirch Einfiihriing des Koeffizie,ntcn cio korrigierten Formel fiir 
ruhende Belastung nur w-enig von den Resultaten einer genaiieren 
Rechni~ng, so weit solclie hier erhalten wurcicn, ahweichen, und man 
darf wohl annehmen, daSs die Abmeichungen auch in komplizierteren 
Belastungsfàllen nicht erheblich sein werden, da für die beiden Grenzen 
Nd = 0 und JIb - O die korrigierte Formel imrner strerig richtig ist. 
W a s  die Formeln für  ruhende Belastung betrifft, so sei das Ergebnis 
der vorliegenden Untersuchurigen kurx dahiu zusamiiiengefaM: Wenil 
inan anstelle der Dehnuilgstlieorie die M o  h r  sche Theorie zu Grunde 
legt, so erhi l t  man im allgemeinen starkerc Abniessiingcn der Koii- 

struktionsteile bei gleicher Wahl  der zugelassenen einfachen Zugbeail- 
spruchnng; besonders wenn die Mohrsche Theorie die Form der Schiib- 
spannungstheorie aiinimmt, wie bei Schmiecleisen und Stahl, ergiebt 
sie teilweise ganz erheblich grolsere Abmessungen. 
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Kleinere Mitteilungen. 

In  der Vorrede zu der Schrift über den logarithmischen Rechenschieber 
von K. v. O t t  (Frag 1874,  2. Aufl. 1891) l i ed  man: ,,Bei dem durch und 
durch praktischen Volk der Englander wurde dcr Rechençchicl~er hereits in 
der Mitte des 17. Jahrliunderts und zwar auerst in der Fabrik von 
Boulton R. Watt  zu Soho niichst Birmingham unter dem Namen Soho-Regeln 
oder Soho-Linde  eingcführt und von Maschinenarbeitern dieser Fabrik mit 
groîsem Gesehick gehandhiibt. Von hier aus verbreitete sich das Schieber- 
linea,l (sliding riile) nach und nach iiber ganz Bngland. . .LL niese Angaben, 
deren Quelle nicht genannt ist, sind teilweise auch in andere Uarstellungen 
übergegangen, z. B. in die ausführliche Arbeit über logarithmische Rechen- 
apparate von A. F a v a r  O ') (wo sogar behaiiptct wird, der Rechenschieber 
sei in der genannten Fabnk  auerst hergestellt wordeu), aber sie e~ittialten 
unzweifelhaft verschiedene Irrtümer. Man findet über unseren Gegenstand 
einige Mitteilungen, dercn Zuverlassigkeit mir a u k r  Frage zu stehen scheint, 
in dem Treatise on the Steam Engine des Ingenieurs J o h n  F a r e y  
(Tlondon l 8 2 ï ) ,  chap. VTT, p. 531 nnd 536.  Hiernach wandte J a n i e s  Wa,tt, 
logarithmische Skalen auf eiuem Ilechenschieber a n ,  um die Abmessungeri 
von Dampfinaschinen und anderen Maschinen zu berechnen. Rechenschieber 
warm - so heriahtct P a r e y  - bei Aichmeisteru und St,euerbeamten lange - 
in Gebrauch gewesen uud sie wurdeli auch von Zinnnerleuten angewendet, 
aber sie waren roh ausgefUhrt und ungcnan geteilt und verlangten auch 
sonst Verbessorungen, u m  für Ingenieure brauchbar zu werden. W a t t  und 
sein Gehilfe S o u t h e r n  gaben den Skalen auf dem Rechenschieber eine fü r  
Ingenieure sehr brauchhare Anordnung und lichen dic Originale, nach denen 
die Rechenschieber kopiert wurden, von sehr geschickten Mechanikern aus- 
führen. Diese Rechenschieber waren besonders für den Gebrauch der 
lngenieuro in  der ';Iaschinenfabrik von Boulton & W a t t  i n  Soho bestimmt, 
wo sie in  die I l indc aller Werkmeister und Vorarbeiter kamen, und ihre 
Vorteile wwden allmahlich aiich bei anderen Ingenieuren hekarint,. Sie 
waren aus Buchsbauruholz und 101i2 inches h g ,  mit einem Schieber und 
vier Skalen auf der Vorderseiie (von denen drei kongruent waren, die 
vicrte eino doppelt su grorse Lüngeneinheit hatte); auf der Rückseite be- 
fanden sich Tafclu hiiufig gebrauchter Zahlen, Divisoren und Faktoren.') 
Rechenschieber dieser Art wiirdm auoh spater noch Soho rules genannt. 

Durch diese Mitteilungen von F a r e y  wir? das TTorkommen der Be- 
nennung Soho rule und die Angabe v. O t t s  über ihren Ursprung bestiitigt, 

1) Atti del Istituto Veneto, (5) 5 (1878-1879), p. 495--520. 
2) Man hat es hier offeubar mit dein Crbild der lange auch auf  dem Fest- 

land verbreitetsten Foim des Rechenschiebers (ohne Laufer, vgl. diese Z c i t s  chr  i f t ,  
S. 134 des laiifenden Bandes) zii thun. 
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aber zugleich gezeigt, daîs nicht der Gebrauch des Rechenschiebers über- 
haupt sich von Soho aus verbreitet hat ,  was anderweitig bekannt genug 
war, wohl aber der unter den Ingenieuren. Zudem ha t  v. O t t  die Zeit 
um mehr als ein Jahrhundert zu früh angesetzt, da W a t t  D o u l t o n s  
Fabrik 1 7 6 7  zum ersten Male sah und erst 1775 Seilhaber derselben wiirde. 
Uah  die Hechenschieber, die in jener Ii'abrik benütet wurden: i n  derselben 
auch hergestellt worden seien, sagt F a r e y  so wenig wie v. O t t  und ist auch 
nicht wahrscheinlich. In der That, lesen wir in Dinglers Polgtcchnischem 
Journal Bd. 3 2  (1829), S. 455,  dals W i l l i a m  J o n e s ,  e h  ausgezeichneter 
Instrumentenmacher, viele Jahre lang Rechenschiebcr für die Arbeiter in 
Boulton CG Watts  Fabrik verfertigt habe (nach einer Mitteilung von Gil l  
im Tech. and Microsc. Repos., Marz 1 8 2 9 ,  p. 189). 

Auskünfte. 

G. T., T. Den i n  der Encyklopadie der mathematischeu Wissenschaften 
Bd. 1, S. 1019 abgebildcten 7ogaritl~nzischelz Z~7ccl konnen Sie bei bci seinem 
Efinder, Herrn Hofmt E. B r a u e r ,  Professcir a n  der technischen Hochschule 
in Karlsruhe, bestellen. 

J. B., B. Die gruphisci~etz Lo,qaritltrnentaf'cln von A. T i c h y  sind im 
Verlag des Osterreiohischen Ingenieur - und Architektenvereins erschienen 
und kiinneu von der Kanzlei dieses vereins, mien 1, Eschenbachgasse 9, 
zuin Preise von 1,20 Kronen (postfrei K. 1,30) hezogen werden. 

Anfragen. 
Unter der 6berschrif't ,,Eine i n  Deutschland erfundene Rcchenmaschinet' 

findet man in Dinglcrs Polytechnischem Journal Bd. 52 (1834), S. 237 
folgende, angeblich der Zeitschrift L e  National, Numiner vorn 27. Jlarz 1834, 
entnommene Mitteilung: Herr S c  h i  e r e  c k ,  Professor der Nathematik zu 
Frankfurt a.  M., ha t  der franzosischen Akademie der Wissenschaften eine 
Dissertation über die Theorie der Zahlen eingeschickt. Dieser Abhandlung 
ist ein Zeiignis des Hcrrn C a u î s ,  des beriihrnten Geometers eu Gtittingen bei- 
gelegt, folgenden Inhalts: ,,Herr S C  h i e r  e c  k hat  mir ein Jlodell einer Kechen- 
maschine gezeigt, welche er zur Ausfuhrung der arithmetischen Operationen 
erfunden hat. Ich bezeuge mit Vergnügen, dals diese Xaschine den be- 
absichtigten Zweck sehr leicht erreicht und d d s  dies nach den Verbesserungen, 
welche der Erfinder an ihr zu machen beabsichtigt, noch mehr der Pali sein 
wird. Diese sinnreiche Erfindung ist um so schiitzharer, weil diese Alaschine 
mit geringen Kosten hergestellt werden kann.LL 

Weiîs jemand Naheres über diese Rechenmaschine anzugeben? 
R. XEHXKE. 
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Bücherschan. 

K01l. Die Theorie der Beobachtungsfehler und die Methode 
der kleinaten Quadrate mit ihrer Anwendung auf die Geodasie 
und die Wessermessungen. Mit i n  den Text gedruckten F i g u r a .  
Zweite Auflage. 8'. XII u. 323 u .  31 S. Berlin 1901, Julius Springer. 

Da die erste Auflage dieses Buches, dio aus dem Jahre 1893 stammt, 
mit verbreitet ist und unter den Praktikern, besonders bei den preufsischen 
Vermessungsbeamten , grofse Anerkennung gefunden ha t  , und weil ferner 
die vorlicgende zweite Auflage im wesentlichen unvergndert geblieben ist, 
so glaubt Ref. auf eine eingehende Besprechung verzichten zu konnen. 

Der Hauptwert des Buches beruht darauf, dars es die theoretischen 
Grundlagen Er  die nobh gültige, preufsische ,,Anweisung 1X für die trigono- 

- - 

metrischen und polygonometrischen Arbeiten", an d e r e n - ~ b f a s s u q  der ~ e r f .  
bekanntlich stark beteiliet ist. enthalt. und d a k  es mit Ilücksicht darauf 
eine sehr grosse ~ n z a h i '  durchgefüM& Beispiele in  der vorgeschriebenen 
schematischen Forrn darbietet. Auîserdem aber giebt cs auch noch einc Übersicht 
über die bei Landestriangulationen und Landesnivellements vorkommenden 
Ausgleichungsrechnungen und deren Ausführung. Die im Tite1 noch er- 
wahnten Wassermessungen treten sehr stark zurück. 

Eine zeitgemiiîse und nützliche Erweilerung gegen die erste Auflaga 
besteht darin, dafs für die Fiille, die dem Verf. geeignet erschienen, das 
Rcchnungsverfahren für  die Anwendung der Rcchenmaschine cingerichtet 
worden ist. Der Verf. batte aber noch einen Schritt weiter gehen konuen, 
i d e m  er auch den sehr haufig als praktisch bewiihrten Gcbrauch des Rechen- 
schiebers gebührend berücksichtigt hiitte. 

Da das Buch nicht nur für die Praxis, sondern auch f i u  das Studium 
bestimmt ist, so sol1 hier noch auf einige Punkte niiher eingegangen werden, 
in denen Kef. irn Hirlblick auf de11 zweiten Zweck mit dem Verf. nicht gauz 
derselben Meinung ist. 

Im 1. Teil, der Theorie der Beobochtungsfehler, wird das Fehlergeseta 
allein aus der Hügenschen Hypothese über die Elemcntarfehler abgeleitet. 
Es cmpfiehlt sich d i c s ~ s  Vcrfahren zwar dadurch, daSs n1x verhültnism~fsig 
geringe mathematische Keuntnisse vorausgesetzt werden, jedoch ist diese 
Hypothese selbst nicht gerade einfach und bietet mancherlei Angriffspunkte 
dar. Wenn nun auch die Entwickelungcn von L a p l a c e  liber dicsen Gegen- 
stand für den angenommenen Leserkreis vielleicht zu schwierig sind, so 
hiitte sich doeh leicht a,uf 1 bis 2 Geiten die klassische GauPssche Ab- 
leitung, auf Grund der Annahrne des arithmetischen Mittels als wahrschein- 
lichsten Wert einer mehrfach gleich genau beobachteten Grofse, geben lassen. 

Auffillig ist es, daSs im II. Teil, der Methode der kleinsten Quadrate, 
die Ergebnisse des 1. Teils vollstiindig unberücksiçhtigt bleiben. Es wird 
hier vielmehr von dem Grundsatz ausgegangen, dafs die gesuchten Grofsen 
so zu bestimrncu oder die Fehler der Beobachtungsergebnisse so aus- 
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zugleichen sind, d d s  die Quadratssumme der auf die Gewichtseinheit ziiriick- 
geführten wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler ein ?ilinimum wird. Diese 
einfache Annahme iat für ein Buch, wie das vorliegende, gewik empfehlens- 
wert, zumal da man dadurch unmittelbar auch auf das arithmctiache Mittel 
als plausibelsten Wert  geführt wird. Zu welchem Zwecke sind d a m  aber 
dic Entwickelungen des 1. Teils gemacht worden? Es  h$tt,e doch wenigstens 
angedeutet werden müssen, d a k  das Gaul'ssche Fehlergesetz sofort auch 
auf diesen Grundsatz führt. Aufserdem kann man bei diesem Verfahren 
nicht von ,, wahrscheinlichsten '' Beobachtungsfehlern sprechen , sondein 
hochsteris nur von plausibelsten, eirie Bezeichnurig, die gleichfalls von Gaul's 
herrührt. Wenn der Verf. ferner behauptet, daîs wir keinen ,,strengenlL 
Reweis dafiir fiihrcn kiinnten, dars wir nicht aiif eine anderc Wcise 
(z. B. dadurch, dafs man die Summe irgend einer anderen Potenz der absolut 
genommenen Beobachtungsfehler moglichst klein macht) im gegebenen Falle 
etwas Besseres zu erreichen iinstande seicn. als durch die Methode der 
kleiristeri Quadrate, so ist  dieses ja richtig; denn ohne irgend welche Axiorrie 
oder Hypothesen l a k t  sich überhaupt nichts streng beweisen. Es sei aber 
hier darauf hingewicsen, dars z. B. unter den sehr allgerneincn Voraussetzungen 
der zweiten Gauîsschen Begründung der Methode der kleinsten Qiiadrate 
in der Theoria combinationis obsemationurn etc. die hierauf beruhende Art 
der Koinl~ination der Ueobachtungen die plausibelstcn, d. h. den geringsten 
Fehlern unterworfenen Resultate liefert. 

Um ein Mais fiir die Genaiiigkeit der Beobachtiingsergebnisse und der 
aus ihnen abgeleiteten GrXseri festzustellen, wird als zweiter Grundsatz 
eingeführt, dai's als Nittelwert der Quadrate der wahrscheinlichsten Ue- 
obachtungsfehler (?) oder als Quadrat des mittleren Fehlers der Gewichts- 
einheit der Wert  angenorrirnen wird, der siüh ergiebt, werin wir die 
Quadratsumme der wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler durch die Snzahl 
der überschüssigen Beobachtungsergebnisse dividieren. Auch von diesem 
Grundsatze wird behauptet, daîs e r  sich nicht streng beweisen lasse. Jeden- 
falls lal'st er sich aber auf einen sehr vie1 einfacheren zurückführen; und dies 
ist hier von Wert, da sich der Tom Verf. gewahlte Grundsatz durchaus nicht 
von selbst versteht, mas schon die hiiuiigen Verstorse gegen ihn zeiçen. 
Da namlich im 1. Teil der mittlere Fehler (angenahert) als das hïittel der 
Quadrate der wahren Fchler definiert is t ,  so kann der zweite Grundsatz 
hieraus unter Annahrne des ersten streng abgeleitet werden, und es 1aBt 
sich sogar zcigen, d d s  diese Berechnung des mittleren Fehlers gegenüber 
alleri soust noch rnoglichen Arten die günstigste ist. 

Auf den Seiten 2511253 wird die Aufstellung der Seitengleichung für 
ein vollstandig beobachtetcs Viereck bchandelt. In ~iimtlichen 13, durch 
Figuren erlauterten Beispielen wird, ebenso wie i n  den beiden Fiillen des 
Zahlenbeispiels auf S. 2541257, als Centralpunkt der dem Dreieck mit 
dern kleinsten Flicheninhalt gegenüberliegende, also ihm nicht angehorige 
Eckpunkt gewalilt. Dies ist  falsch; von der Anwendung .dieses Priniips ist 
also ahziiraten. Dafs im Gegenteil der dem Dreieck mit der grorden Flache 
gegenüberliegende Eckpunkt des Trierecks als Centralpunkt für die Aufstellung 
der Seitengleichung der günstigste ist, ist  schon lange bekannt; am Reweiso 
dicses Satsres warcn h n d r a e ,  Z a c h a r i a e  und J o r d a n  beteiligt. Die im 
23. Bande der Zeitschrift Mr Verrnessungswesen (1894) hierüber zwischeii 
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W. J o r d a n  und dem Vcrf. geführte Fehde crscheint demnach Herrn R o l l  
nicht bekehrt zu haben. Vielloicht macht es aber auf ihn mehr Eindruck, 
wenn ich mitteile, daîs G a u r s  bcreits in  einem Briefe an G e r l i n g  vom 
Il. E'ehruar 1 8 2 4  den Satz in  der obigtin Form ohrie jede Einschriinkung 
ausgesprochen hatte, und daîs sich überdies in  seinem Nachlafs ein rein ana- 
lytischer Bcweis dafür vorgefunden ha t ,  der in dcm im Druek hefindlichen 
IX. Bande von G a u î s J  Werken veroffentlicht werden wird. 

Ü b e r h a q t  ist es dem Ref. aufgefallen, daîs sich i n  dem ganzen Buche 
der Namo G a u l s  nur einmal (auf S. 101), und noch dazu in einer Anmerkung 
vorfindet, und zwar hier auch nur bei der Angabe der Jibliehen G a u r s  schen 
Be~eichnun~sweise" [au] u. S. W. Freilich wird noch fünfmal, ehenfalls ohne 
naherci Kenntlichmachung durch Andeutung der Vornamen oder durch ~ h n -  
liches, dieser Name zitiert, jedoch is t  damit ein anderer, Fr. G. G a u î s ,  gemeint. 

Die zwci Bogen umfassende, hesonders paginierte und am Schluîs bei- 
gegeberie Zusarrimenstellung aller wichtigeren und für den praktisehen Ge- 
brauch in Frage kommenden Formeln wird manchem Leser erwünscht sein. 

Potsdam. A. BOKGCH. 

Dr. P. K. Schoute, Professor der Mathematik an der ReichsunivcrsitSt 
zu Groningen (IIolland): Mehrd imens iona le  Geometr ie .  Erstcr Teil. 
Die linearen Railme. Mit 65 Figuren und 335 Aufpben.  Sammlung 
Schubert XXXV. Leipzig, G. J. Güschen. 1902.  Preis geb. 10 Mark. 
Fast wie eine geistreiche Antithese mntet es den der Sache ferner 

Stchenden an, wonn er, wie im vorliependen Buche, von einer darstellendcn 
Geometrie im n-dimensionalen Raume %est. 1st doch die mehrdimensionale 
Geometrie eine kühne Schopfung der reinen Abstraktion, wghrend die dar- 
stellende Geometrie mit h e u  zahlreichen Beziehungeu zur Praxis so ganz 
auf dcm Boden der Wirklichkeit steht. In der That  kann man,  dem 
heutigen Stando der Wisscnschaft nach, die gesamto Gcomctrie einteilen 
in eine reale, welche sich in unserm Raume verwirklichen laTst, und in 
eine ideale, die blos gedacht werden k m n .  Aber es finden sich doch 
die innigsten Zusammenhinge zwisehen diesen Gebieten. Auch die Gebilde 
der gewohnlichen Geometrie, wie die Gerade, der Kreis u. S. f. existieren 
ja nur i n  der Vorstellung; sie beruhen auf dcr Abstraktion, wenn sic auch 
in der Wirklichkeit mit einer gewissen Ann%hening re  Jisiert werden konnen. 
So betrachtet ist die mehrdimensionale Geometrie eine A r t  von Weiter- 
entwicklung oder Verallgemeinerung der gewühnliehen Geometrie, nur  mit 
dem Unterschiede, daîs ihr auch die angenaherte Realisierbarkeit mangelt. 
Diese philosophisehe Scite und die groîsen prinzipiellen Schwierigkeiten 
werden - was ja übrigens auch ein Standpuukt ist - iru vorliegendcn 
Buche nicht weiter berührt. Der Verfasser bemerkt, es genüge, d d s  man 
sich aulserhalb des gewohnlichen Raumes eincn Punkt denken konne; über 
die Frage der wirklichen Existenz der mehrdimensionalen Ceometrie sol1 
nicht weiter gegriibelt werden. E r  gieht dann mit elementaren Mitteln 
eine streng logisch aufgebaute, syuthetische Theorie der rnehrdimensionalen 
linearen Raume und gewinnt für die Begriffe Parallelismus, Orthogonalitiit, 
Abstand, Projektion und Winlrel zum Teil in muer  Weise die entsprechenden 
Definitionen. Daran schliekt sich die weitere Ausführung dieser Betraeh- 

Zeitschrift f. Matheiri~tik IL. P h y ~ i k .  48,Rand. 1902. 2.Heft. 21 
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tungen in der darstellenden und analytischen Geomotrie, i n  der Geometrie 
der Lage und der Anzahl und in der Polygonometrie. IIier m6ge etwas 
nkiher daraiif eingegangen werden, wie der Verfasser die darstellende Gen- 
metrie solcher hoheren Baume behandelt. 

Enter einem rechtwinkligen Koordinaten - System ira n-dimensionalen 
Raume Rn versteht man n durch einen Punkt O gehende Gerade O XI, O X,  . ..O X,, 
von amen je zwei aufeinander senkrecht stehen, die aber ferner noch die 
allgemeinere Eigenschaft haben, daîs der durch d von ihnen bestimmte 
Raum R, a d  dem durch die übrigen n. - d Geraden bestimmten Raum .fi,-, 
senkrecht steht. Einen h n k t  P des Raumes Rn kann man durch n R h m e  
Rn-,, welche bezw. auf den Geraden OX,, OXz . . . OXffl senkrecht stehen, 
auf diese Koordinatenachsen projizieren, wodurch man die Punkte Pl, P, . . . Z', 

n (n - 1) 
erhalt. Die n. Koordinat'enachsen bestimmen ferner zu zweien 

Ebenen OXlX2,  OX,X, u. S. f. Legt man durch P Riiume welche 
zu diesen Ebenen orthogonal sind, so ergeben sich als Projektionen die 
Punkte Pl P13 U. S. f. Es  genügt_meistenç, n - 1 solche Projektious- 
ebenen z. B. OX, X,, OX,X3 . . . O X , - ,  X, zu betrachten. Bcschrinken wir 
uns jetzt auf don Raum von vier Dimensionen R,, so ist ein Punkt um- 
gekehrt bestimmt durch die Projektionen Pl,, P,S, P,,. 

Urn nun zu einer Art von Darstellung der Gebilde des R4 zu gelangen, 
zeichnet man in der Zeichenebene zwei auf einander senkrechte Gerade mit 
dem Schnittpunkt O und denkt sich die Projektionsebene des R4 in die 
Quadranten der Zeichenfliche geklappt, so daîs man also die vier Halb- 
strahlen durch O der Reihe nach mit OX,,  OX,, OX,, OX, bezeichnet. 
Man kann dann die Projektionon eines Punktes in diese Feldcr cintragen, 
erhalt gewisse Lagenbeziehungen zwischen denselben und ist imstande, 
den idealen Operationen im R, gewisse Konstiuktionen i n  dieser Tafel gegen- 
über zu stcllen. Von den im vorliegenden Buche durchgeführten Problemen 
des R, erwihnen wir folgende: Bestimmung der Lagenverhiiltnisse einer 
Geraden, Darstellung einer Ebene und eines gewohnlichen Ranrnes Ra, Be- 
stimmung des Abstandes eines Punktes von einem Raume R,, Bestimmung 
des Winkels zweier Geraden. Wenn man auf Gmnd dieser Abbildung für 
die abstrakten Begriffe i m  R4 male GriXsen erhtilt, so scheint es fast über- 
flüssig zu bemerken, daSs diese realen Grorsen eben nur durüh die benutzte 
Abbildung den idealen Gebilden des R, zugeordnet werden, und man kann 
darüber im Zweifel sein, ob man die Bezeichniing ,,darstellende" Geometrie 
auf diese Abbildung anwenden soll. Denn die Quadranten in der Zeichen- 
ebme und die Projektionsebenen des Koordinatensystems im R,, sind doch 
nur durch oine iiuîserliche, fast mcchanische Beziohung in Zusammenhmg 
gebracht und zwischen beiden giihnt die Kiuft, welche die idealc mehr- 
dimensionale Geometrie von der gewohnlichen trennt,  ohne daîs dicselbe 
durch diese Abbildung überbrückt niirde. 

Daîs die Konstruktion des Abstandes zweier Punkte iin R4 ihre Be- 
gründung erst i n  dern spateren Abschnitt, über die analytische Geometrie 
erfAhrt, verstoîst etwas gegen das sonst so strenge System des Vcrfassers 
und lierse sich vermeiden durch Voranstellung des Abschnittes über die 
analuytische Geometrie. Einen besonderen Vorzug dcs Buches bilden die in 
roicher Zahl (335) eingeflochtenen, zum Teil allordings nicht leichten 
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Aiifgahen, welche dem Leser Gelegenheit bieten, sein Eindringen in die 
Natene selbst zu kontrolieren. Zahlrciche kleine stilistische Unebenheiten 
haben sich infolge der Übertragung aus dem Holliindischen eingesehlichen. 
Im ührigen kann man dem Ruche nur wiinschen, daIs es das Tnteresse für 
dio mehrdimensionale Geometrie in weiteren Kreisen verbreite. Denn diese 
abstrakten Spekulationen bilden eine vorzügliche Schule für strenge Logik 
und führen auch d a m ,  die negriffe und Definitionen der gewohnlichen 
Geometrie scharfer zu fassen, ganz abgesehen davon, daSs man auch schon 
zu neuen Theoremen der gewohnlichen Geometrie dadurch gelangt ist, d a k  
man diese Geometrie als eine Schnittbildiing ans dem Raum von vier 
Dimensionen auffafste. 

München, Nov. 1902 .  ------ KARL DOEHLEMANN. 

Dr. Ludwig Marc, K. Reallehrer in Deggendorf. Sammlung d e r  Auf- 
gaben a u 8  d e r  h o h e r e n  M a t h e m a t i k ,  t echnisohen  Mechanik  und 
damtellenden G e o m e t r i e ,  welche bei der Vorprüfung für  das Uau- 
ingenieur-, Architektur- und Maschineningenieiu-fach an der k. technischen 
Hochschule zu Miiichen in den Jahren 1885 bis mit 1901 gest,ellt worden 
sind. Yünchen, Theodor Ackermaun. 1901.  Preis brosch. 1,60 Mk. 

Die Figuren sind, auf die Halfte verkleinert, den ilufgaben beigegeben. 

Xünühen, Nov. 1902 .  KAHL DOEHLEMANN. 

G.  Rliiller, Profcssor. Z e i c h n e n d e  Geometr ie .  Im Auftrage der Koniglich 
Württembergischen Centralstelle für Gewerbe und IIandel herausgegeben. 
Nit XI Figurentafeln und mehreren Abbildungen im Text. 6.  vermehrte 
Auflage. Stuttgart,  Paul  Neff. 1901. Preis geb. 2,20 llk. 

Das Buch ist für  solche Schulen bestimmt, in welchen die Geometrie 
nicht als ein besonderes Unterrirhtsfach, sondem in1 A n s ~ h l d s  an das 
geometiische Zeichnen behandelt wird. Die Anschauung, welche die gut 
ausgeführte Zeichnung liefert , sol1 moglichst ausgenutzt werden, um die 
geometrischen Wahrheiten zu erkennen und um zu Beweisen für dieselben zu 
gelangen. Der Verfasser giebt eine groke Zahl guter und praktisch angeordneter 
Zciehenubungcn, welche sich auf die Gerade und den Krcis bezichen, so- 
daun Konstruktionen von Kegelschnitten und cyklischen Linien (Cykloiden, 
Trochoiden, Kreisevolvente, archimedische Spirale). Sehr gut sind die Winke 
und Bemerkungen über die Werkzeugc und Materialien zum praktischen 
Zeichnen und über die Genauigkeit beim Konstruieren. Die dem Text ein- 
gereihten Figuren 5 ,  9 und 10 kann der Refirent, auch wenn sie aus- 
drücklich als schematisch und der vollst:%ndigen Richtigkeit eutbehrend 
bezeichnet werdcn, nicht gelten lassen. Denn unter allen Umstanden muîs 
der Schein vermieden werden, als berührten die von der Spitze des Kegels 
nach den Scheiteln der Grundellipse gehenden Mantellinien diese Ellipse 
in den Scheiteln. 

Nünchen, Nov. 1902 .  KARL DOEHLEMANN. 
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Neue Bücher. 

drithrnetik iiiiù Analysis. 

1. ÇZLXER, EYAWCEL, Wahrscheinlichkeitsrechn~~~g und ihre Anwendung aui'Fehler- 
ausgleichung, St,atistik und Lebcnsversicherung. (Teubners Sammlung Bd. 9.) 
1. Hklfte. gr. SO, 304 S. Leipzig, 13. G. Teubner. M. 12.-  

2. ENÇYKLOY;~DIE d. mathem. Wissenechaften. 1. Bd. 7. Heft. Leipzig, B. G. Teubner. 
M. 3 .60 .  

S. MELLOE, J. W., Higher Mathematics for students of Chemistry and Physicu. 
With special referenüe to practical work 8 vo, XXII and 544 pp. London, 
Longrnans, Green & Co. 12 6 .  6 d. 

4. T I ~ I ~ ~ ~ A Y E R ,  Die Mathematik in ihrer Anwendung auf des Versichcrungswesen. 
Progr. Papenhurg. 4O, 23 S. 

Astronomie and  Geodasie. 

6. BUCHHOI.~, H., Untersuchung der Bewegung vom Tgpus 213 im Problem der 
drei Korper und der ,,Hilda-Lücke" im System der kleinen Planeten auf Gmnd 
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Die Drehnng eines kraftfreien starren Korpers um einen 
festen Punkt. 

(Zugleich ala Erlauterung zu den im Verlage von Martin Schilling in Halle, 
Serie XXIX , Nr. 1- 3 ,  erschienenen Apparaten l).) 

Von HERXANN GRASSMANN in Halle a/S. 

Das Problcm der Drehung eines starren Korpcrs um cinen festen 
Punkt ist für den einfachsten Fall, wo keine aufseren Krifte wirken, 
seit der Mitte des 18. Jahrhunderts von einer lteihe hervorragender 
Nathematiker behandelt und namentlich durch die Arbeiten von E u l e r ,  
Lagrange ,  P o i n s o t ,  P o i s s o n  und J a c o b i  wesentlich gefordert 
worden. Seit den fünfziger Jahren des vorigen Jahrhunderts schien 
das Problem so gut wie erledigt, bis im Jahre 1880 W. H e f s  den 
Nachweis führte, dafs die schonen aus dem Jahre 1834 stammenden 
Untersuchungen von P o i n s  O t, durch welche insbesondere die geome- 
trische Seite des Problems in anschaulichster WTeise entwickelt wurde, 
in einem wichtigen Punkte der Verbesserung bedürftig seieri.') Dies 
erschcint besonders deshalb bcmerkenswert, w i l  der erwiihnte Fehler 
der Poinsotschen Darstellungs) trotz ihrer grorsen Verbreitung fast 
ein hnlbes Jahrhundert iinbeachtct geblieben und inzwischen sogar in 
die Lehrbücher der Mechanik übergegangen war; und es ist daher 
aiich hcgreiflich, tial's durch jene Nntdeckung, die wenige Jahre spater 
auch noch von anderer Seite gemacht wurde4), die Beschaftigung mit 
d m  Problem der Drehiing eines kraftfreien starren Korpers einen 
neuen Anstols erhielt. 

1) Drei Modelle zur Kreiseltheorie, unter Mihirkung von Fr. S c h i l l i n g  
herausgegeben von H. G r a l s ~ u a n n .  Halle, 1902.  

2) Vgl. W. H e r s ,  Das Rollen einer Flache zweiten Grades auf einer in- 
variable~ Ebcne. Inauguraldissertation. Miinchen, 1880. 

3) Vgl. unten S. 361. 
4) Vgl. die weiter unten zitierten Arbciten von D e  Sp a r  r e .  

Zeitschrift f. Mathemïtik u. Phgaik. 48. Band. 1902. 3. u. 4. Heft. 22 
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R r s t e r  A b s c h n i t t .  

Der Polhodiakegel und der Herpolhodiekegal. Die beiden Polwege. 

TQie in den Elementen der Kinematik gezeigt wird, l&t sich jede 
beliebige Bewegung eines starren Kiirpers um einen festen Punkt 0 
für jedes Zeitelement auffassen als eine Drehung um eine gewisse, 
durch den festen Punkt gehende Axe, die sogenanntc i n s t a n t a n e  
D r e h a x e  des Korpers. Diese Axe wechselt freilich, worauf auch ihr 
Name hindeuten soll, von Augenblick zu Augenblick ihre Lage, und 
zwar in doppelter M7eise. Eimial  verlegt sie beutiinclig ihren Ort in 
dem starren Korper und beschreibt also, da sie dauerrid durch den 
feuteri Punkt O hindurchgehen iriufs, e i m  in dern starreii Korper 
liegende Kegelflache, die den Punkt O zum Scheitel hat. Andererseits 
aber fiihrt sie gleichzeitig aiich eine Bewegung in 13ezug anf ein im 
Raume festliegendes System aus und durchliiuft somit eine zweite 
Kegelflàche, welche ihre Lage im Raum beibehiilt und ihren Scheitel 
eberifalls im Punkt O hat. Beide Kegelfliictien berühreri eiriarider jederi 
Augenblick liings einer Erzeugenden, und diese Erzeugende ist eben 
die instnntane Drehaxe. Dreht sich der starre K6rpcr um sie auch 
nur unendlich wenig, so komrnt dadurch eine andere Erzeugende des 
ersten Kegels mit einer solchen des zweiten in Berührung und wird 
so für den niichsten Noment zur Drehaxe des Korpers. Wahrend 
einer endlichen Bewegung des starren KGrpers rollt also der erste 
Kegel, ohne zu gleiten, auf dern zweiten ab. 

Um bei einem speziellen Rotationsprobleme auf Grund der d p a -  
mischen Differentialgleichungen die Gestalt der beide~i Kegel und zu- 
gleich für jeden Augenblick die Geschwindigkeit und den Sinn des 
Abrolien~ crmitteln eu kiinnen, bedient man sich zzceier gleichstimmigcr 
rechtwinkliger Koordinatensysteme, eines Systems x, y, z, welches mit 
dem starren K6rper fest verbunden ist und also an der Bewegung des 
Korpers Teil nimmt, und eines Systems 1, 2, 3, das absolut fest im 
Raume liegt. Für  beide Koordinatensysteme wiihlt man den festen 
Punkt O ,  zum Anfangspunkt, für das bewegliche System x, y,  z über- 
dies am besten die Haupttriigheitsaxen des Korpers in Bezug auf den 
Piinkt O au Koordinatenaxen. 

Denkt man sich, es sei gelungen, die beiden Kegel zu bestimmen, 
und kennt man auîserdem für irgend einen Augenblick die Lage des 
ersten Kegels gegen den zweiten, so kann man sich bereits ein TOU- 
standiges Bild von dem raurnlichen Gange der Bewegung des Korpers 
verschaffen. 
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Um indes diese Bewegung auch ihrern zeitlichen Verlaufe nach 
verfolgen zu konnen, muls man auch noch die Winkelgeschwindigkeit 
ermitteln, mit welcher der Korper in jedem Augenblicke um seine 
instantane Axe rotiert, und den Sinn, in dem diese Rotation erfolgt. 
Zur anschaulichen Uurchführung dieser Aufgabe pflcgt man die Gr619e 
der Winkelgeochwindigkeit durch eine Lange bildlich darzustelleii, die 
man von O aus auf der zugehorigen Erzeugenden der beiden oben 
beschriebenen Kegel abtriigt, und zugleich den Sinn der Drehung da- 
durch zu kennzeichnen, da& man diese Abtrapi ig  auf demjenigen 
Halhstrahl jener Eheiigendcn vornimmt, nm wclchen hcrum die I h h u n g  
in po s i t  ivem S i n  ne  erfolgt. Positiv sou dabei der Sinn einer Drehung 
um einen von O ausgehenden Halbstrahl heirsen, wenn sie für einen 
diesen Halbstrahl von O aus entlang blickeriden Beschauer in dernselben 
Sinne erfolgt, wie diejenige Drehung um die x-Axe, bei welcher die 
positivc Seite der y-Axe auf dem kürxesten Wegc in die positive 
Seite der z-Axe übergeführt wird, diese Drehung betrachtet von 
einem Beschaiier, der vom Anfangspunkte O aus die positivc Seite der 
x- Axe entlang sieht. 

Durch die so definierte Abtragung erhiilt man auf jeder Erzeugenden 
der beiden Kegel einen Punkt, der durch seine Lage die Winkel- 
geschwindigkeit und den Sinn der Drehung um diese Erzeugende 
charakterisiert und der D r e h p o l  d i e s e r  E r z e u g e n d e n  heifst. Als 
geometrischer Ort aller Drehpole ferner ergiebt sich auf jedem der 
beiden Kegel eine Kurve, welche als P o l w e g  bezeichnet wird, und 
diese beiden Polwege wickeln sich ebenso wie die beiden Kegel bei 
der Bewegung des Korpers auf einander ab. Ihr Bcrührungspunkt 
heiîst dabei für jeden Augenblick d e r  i n s t a n t a n e  D r e h p o l  d e s  
Ktirpers. 

Nach dem Vorgange von P o i n s o t ,  auf den die Einführung der 
beiden Kegel mit ihren Polwegen zurückgeht, nennt man endlich ins- 
besondere noch den auf dern beweglichen Kegel liegenden Polweg die 
Po lhodie  oder P o l h o d i e k u r v e ,  den Polweg des festen Kegels die 
Herpo lhodie  oder H e r p o l h o d i e k u r v e ;  und nach diesen beiden 
Kurven wiederum werden die beiden Kegel als P o l h o d i e -  und H e r -  
po lhodiekege l  untersühieden. 

Kennt man die beiden Polwege nach ihrer Grofse und Gestalt, 
sowie die Lage der Polhodic in dem starren Kijrper, die der Herpol- 
hodie im festen Raum und endlich für irgend einen Zeitpunkt die 
Stellung des Polhodiekegels gcgen den Herpolhodiekegel, so kann man 
die Bewegung des starren Ktirpers auch ihrem zeitlichen Verlaufe nach 
vollkommen getreu nachahmen. Die Aufgabe der Nechanik bei der 

22 * 
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Behandlung eines Rotationsproblems reduziert sich also der IIaupt- 
sache nach auf die Bestimmung der beiden Polwege. 

L m  bei dem speziellen Problem, auf das sich unsere Apparate 
beziehen, das heil'st, für den Fall, wo keine aufseren Krafte mirken, 
die beiden Polwege eu Eiestimnien, bedienen wir uns des Prin~ips der 
lebendigen Kraft und des Prin~ips der Fl&72en, welche in  dem Palle 
einer kraflfreien Drehurig eilies starren G r p e r s  uichts anderes aua- 
sagen, als dafs d i e  l e b e n d i g e  K r a f t  des  K o r p e r s  u n d  d ie  d re i  
K o m p o n e n t e n  s c i n e r  d o p p c l t e n  F ' l%chcnges t :hwind igke i t  i n  
B e z u g  a u f  d e n  D r e h p u n k t  k o n s t a n t  s i n d ,  d i e s e  Komponenten  
bezogen aiif d ie  E b c n e n  d c s  i m  Itaiime fcs t l i cgende i i  
K o o r d i n a t e n s y s t e m s .  

Die doppelte E'lachengeschwjndigkeit eines um einen festen Punkt 
drehbaren Korpers in Bezug auf diesen Punkt stirnmt übrigens nach 
ihrer Stellung im Raume, ihrer Grofse und ihrem Sinne zugleich mit 
dem in Bezug auf deriselben Purikt geriommenen Drel~mgsmomed der 
Alztriebe eines Systems con Stolj.krüften übereinl), welche die gerade 
vorhandcne Bewegung des K6qers  aus dem Ruhezustande heraus in 
einem einzigen Augenblick erzeugen würden. 

Nennt, man daher dm System dcr Antriebe dieser Stokkrafte don 
I m p u l s  des  K o r p e r s  und das Drehungsmoment dieses Impulses in 
Bezug auf den Drehpunkt sein I m p u l s m o m e n t  i n  R e z u g  a u f  den 
D r e h p u n k t 2 ) ,  so kann man sagen: Die doppelte Fliichengeschwindig- 
keit eines um einen festen Punkt drehbaren Korpers in Bezug auf 
diesen Punkt ist nach Stellung, Grofse und Sinn mit derri Impulsmonierite 
des Korpers in Bezug auf denselben Punkt gleich; und die Komponenten 
dieser doppelten Flichengeschwindigkeit des Korpers korinen sorriit aucli 
al8 die K o m p o n e n t e n  s e i n e s  I m p u l s m o m e n t e s  aufgefafst werden. 

Derngemafs 1Xst sich die Kigenschaft der Drehung eines kraft- 
freien starren Korpers, welche durch das Prinzip der Flichen aus- 
gcsprochcn wird, auch folgcndermaIsen formulieren: 

1) Bekanntlich ist für eine konslante Kraft, welche auf einen ruheudeu 
materiellen Punkt einwirkt, das Produkt ails seiner Masse und der von dieser 
Eraft erregten Geechwindigkeit gleich dem Produkte aus der Kraft und der Zeit, 
wiihrend welcher sie gewirkt hat ;  und dieses Produkt aus der Eraft und der 
Daum ihrer Wirksamkeit bezeichnet man als den A n t r i e b  d e r  K r a f t  Bei 
eiucr veründerlichen Kraft tritt an die Stelle des Produktes aus Kraft und Zeit 
das Integral, welches über das Produkt ails der Kraft und dem zugeh6rigen Zeib 
element erstreckt ist, und dessen Grenzen den Anfangs- und Endpunkt für die 
Dauer der Wirksamkeit angeben. 

2) Vgl. F. K l e i n  und A. S o m m e r f e l d ,  nber die Theorie des Kreisels. 
Heft 1 und il. Leipzig, 1897 und 1898. S. 93 if'. 
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Bei  e i n e m  k r a f t f r e i e n  s t a r r e n  K o r p e r ,  d e r  u m  e i n e n  
fes ten P u n k t  d r e h b a r  i s t ,  b l e i b t  w i h r e n d  s e i n e r  g a n z e n  Be-  
wegung d a s  I m p u l s m o m e n t  i n  B e z u g  auf  d iesen  P u n k t  s e i n e r  
S te l lung  irn B a u m e ,  s e i n e r  Gr6 îse  u n d  se inem S i n n e  n a c h  
konstant .  

Bezeichnet man die konstanten Werte der lebendigen Kraft und 
der Komponenten des Iinpulsmomentes beziehlich mit h ,  G,, G,, G, 
und drückt überdies die lebendige Kraft und die Komponenten des 
Impulsmomentes durch die Koordinaten p, q, r' des instantanen Drehpols 
aus, diese Koordinaten bezogen auf das bewegliche, das heirst, mit dem 
starren Korper fest verbundene System, so nehrneri die Gleichungeri 
des Prinzips der lebendigen Kraft und der Flichen die Form an1) 

und 

(2) 

Apn, + Upb, + Crc, = G, 

Apa, + Ilpb, + Crc,  = G2 

Aga, + Bqb, + Crc,  = Cs, 

wo die vier Grofsen 34 G,, G,, G, Integrationskonstanten sind, welche 
die soeben angegebene Bedeutung haben. hderersei ts  sind die Grohr i  
A, B, C die drei Haup t t r aghe i t t i r uome~ i t e  des Korpers in Bezug 
auf den Punkt O und besitzen also die nTerte 

unter nti die Masse und unter xi, yi, ai, i = 1, 2, . . . n, die Koordinaten 
eines beliebigen materiellen Punktes des starren Korpers in Bezug auf 
das bewegliühe Systerri verstanden, wshrend die neun Grohen ak, bk, ck, 
k = 1, 2, 3 die Richtungscosinusse der X, y, z -  Axe des beweglichen 
Systems gegen die Axen 1, 2, 3 des festen Systerns sind und somit 
den Gleichungen genügen 

1) Vgl. z. B. R a u s  e n b  e r g e r ,  Lehrbuçh der analytischen Mechanik. Leipzig, 
1888. Bd. II, S. 69 ff. 
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a: + ai + a; = 1 blc, + b, cz + 6, cg - O 

bf + ba + 6; = 1 und (5) cl a, + c, a, + c,a3 O 

CS + c i  + cg = 1 aib,+a,b,+a,b, = 0. 

Endiich ist die linke Seite der Gleiçhung (1)) das heifst, die 
Summe 

Apa + BqZ + CrZ, 

der Ausdruck f ü r  die doppelte lebendige Kraft deu KGrpers und die 
linken Seiten der Gleichungen (2)) das heilst, die drei Suminen 

Apak  + B p b k  + C r q ,  k, - 1 , 2 , 3 ,  

die Komponenten seines Trnpulsmomentes in Kezug aiif das feste 
System. 

Die vier Gleichungen (1) und (2) enthalten daher in der That 
den Satz: 

D r e h t  s i ch  e i n  s t a r r e r  K o r p e r  o h n e  E i n w i r k u n g  Zulserer 
Kri i f te  u m  e i n e n  f e s t e n  P u n k t ,  s o  b l e i b t  wi ihrend d e r  ganzen 
B e w e g u n g  s o w o h l  s e i n e  l e b e n d i g e  K r a f t  wie  s e i n  I m p u l s -  
m o m e n t  i n  B e z u g  auf  den  D r e h p u n k t  unver i inder t ,  u n d  zwar 
das  l e t z t e r e  s e i n e r  S t e l l u n g  i m  R a u m e ,  s e i n e r  Gro lse  und 
se inem S i n n e  nach. 

Pür die weitere Untersuchung werden sich die CrXsenbeziehungen, 
die ER-ischen den sieben Konstanten A ,  B, C ,  Gl, G,, G, und k ob- 
walten, als besonders wichtig erweisen. Zunachst mGge über dieselben 
wenigstens so vie1 bemerkt werden, dafs die vier Cfr61sen A, B, C 
und h ihrer Natur nach positiv sind, denn die Grofsen A, B, C sind 
die Haupttriigheitsmomente des Korpers in Bezug auf den Punkt O, 
und 11 ist der konstnnte Wert seiner lebcndigen Kraft. Hinsichtlich 
der Croîsenfolge der drei IIaupttriigheitsmomente A, B, C Cerner müge 
vorausgesetzt werden, dars 

(6) A < B < C  
~ e i .  l) 

Neben dieser Ungleichung (6) besteht dann aber, wie aus den 
Gleichungen (3) hervorgeht, zwischen den drei Grohen A, B, C noch 
eine andere wichtige Ungleichung. Aus den beiden ersten Gleichungen (3) 

1) Der Fall, wo zwei von den HaiipttrLgheitsmomenten einnnder gleich fiind, 
ist einer eirifacheren Behandlung fahig und moge hier von der Betrachtung aus- 
geschlossen bleiben. Ein kurzer IImweis auf diesen E'all findet sich auf S. 374 f. 
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folgt namlich durch Addition und iinter Reriicksichtigung der dritten 
Gleichung die Beziehung 

11 

A + B = C +  2 2 m i , z : ,  
1 

welche zeigt, daîs 

( 7 )  A+B>C -. 

sein murs. Selbstverstkindlich gelten auch die beiden zyklisch ent- 
sprechenden Ungleichungen. Doch bieten sie weniger Interesse, da sie 
bereits eine Folge der Ungleichnng (6) sind. 

Z w e i t e r  A b s c h n i t t .  

Die Polhodiekurve. 

Für die Beantwortung der Frage nach der Beschaffenheit der Pol- 
wege liefert schon die Glcichung (1) einen wiehtigen Beitrag. Denn 
sie ist eine Gleichung zweiten Grades zwischen den Koordinaten p, p, r 
des Drehpols in Bezug auf das in Rewegung begriEene System; und 
da sie neben dem konetanten Gliede 2h nur (Ilieder enthiilt, die in 
p, q, r quadratisch sind, und überdies die vier Gr6lsen A, B, (2 u n d  h 
samtlich positiv sind, so stellt sie ein Ellipsoid dar, das mit deni 
starren Korper fest verbunden ist, und dessen IIauptaxen mit den 
Haupttr%gheitsaxen des Korpers in Reziig aiif den Piinkt O zusammen- 
fallen. Dieses Ellipsoid ist aukerdem, wie der Vergleich seiner Gleichung 

mit der GIeichung des Tr i ighe i t se l l ipso ides  für den Punkt O: 

zeigt, rrii t  dieseni Triglieitsellipsoide nicht riur koaxial, sondern auch 
ihnlich und mage, mit Iiücksicht auf die Entstehung seiner Gleichung, 
das E l l i p s o i d  d e r  l c b e n d i g c n  K r a f t  genannt werden. Da die 
Koordinaten p, y, r des Drehpols in Bezug auf das bewegliche System 
die Gleichung (1) des Ellipsoids der lebendigen Kraft befriedigen, so 
bildet dieses Ellipsoid einen geometrischen Ort für den Polweg, den 
der Drehpol in dcm starren Kiirper bcschrciht, das heirst, e i n ~ r c  geo- 
metrischen Oî't für die Poll~odiekurce. 

J,'inen Z I A I P & ~  gcomctriscl~en 0î't fiir dicse Kirue liefern die drei 
Gleichungen (2) des Prinzips der Flachen. Freilich enthalten diese 
drei Gleichiingen in den neun R,iehtiingscosinns ak , h, , ck , 1" 1, 2, 3 
noch eine Beziehung auf das im Raume festliegende Koordinatensvstein, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



336 Die Drehung eines lnaftfreien starren Korpers nm einen festen Punkt. 

welche in der Gleichung der gesuchten Fliiche nicht vorkommen darf. 
-Man eliminiere daher diese neun Cosinus, indeni man die drei Glei- 
chungen des Prinzips der Blachen quadriert und die entstehenden 
Gleichungen unter Berüclrsichtigung der Gleichungen (4) und (5) nddiert. 
Auf diese Weise erhalt man die  leic ch un^ 

wobei zur Abkürzung 

(10) G: + GE + Gi = G2 

gesetzt ist, und sro also G die Grtifse der doppelten Flkhengeschwindig- 
keit des Korpers oder, Ras dasselbe ist, die Groîse seines Impuls- 
momentes bedeutet. Niin stellt aber die Gleichnng (9) wiederum ein 
mit dem starren Korper fest verburideries Ellipsoid dar, und zmar ein 
Ellipsoid, das dem Ellipsoid der lebendigen Kraft koaxial ist; wir wolleti es 
als das E l l ipso  i d  d e r  Fl i ichen bezeiühnen. Beide Eliipsoide sclineideii 
sich in einer R a u m k u r v e  v i e r t e r  O r d n u n g  d e r  e r s t e n  Ar t ;  
und diese Knrvr: miil's mit Riicksicht aiif die mechanische Hedeiitiing 
der Polhodie stets reell sein und besteht, da die beiden Ellipsoide 
koaxial sind, aiiu zwei kongrucntcn Zweigcn, von donen aber ziifolp 
der obigen Festsetzung über die Konstruktion des Drehpols nur  der- 
jenige Zweig die Poll~odiekurve bildet, für welchen die 1)rehiing des 
G r p e r s  um den von O ausgehenden Leitstrahl der Kurve in positivem 
Sinne erfolgt (vgl. S. 331). 

Die Gleichung des Polhodï'ekeyeb erhiilt man, wenn man aus den 
Gleichungen der Ellipsoide der lebendigen Kraft und der Fliichen, 
deren partieller Schnitt die Polhodiekurve k t ,  das heiîst, aus den 
Gleichungen 

(l> Ap"-tq2+ Cr2= 2 h  
und 

(9) A2p2 + B2q2 + CBrZ = G2 

durch lineare Verknüpfung eine in p, q, r homogene Gleiclzung ahleitet, 
Ge 

etwa indem man diese Gleichungcn bczichlich mit den Yaktoren Th 

und - 1 miiltipliziert und dann addiert, wodiirch sich ergiebt 

Diese Gleichung stellt in der That eine KegelKiche dar, deren Scheitel 
in O lie& und diese Kegelfiiiche geht überdies, mit Bücksicht auf die 
Entstehung ihrer Gleichung, durch die Schnittkurve der beiden Ellip- 
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soide (1) und (9) hindurch. Die Gleichung (11) ist also wirklich die 
gesuchte Gleichung des Polhadiekegels und liefert, da sie vom zweiten 
Grade ist, den Satz: 

Bei  d e r  k r a f t f r e i e n  D r e h u n g  e i n e s  s t a r r e n  K 6 r p e r s  u m  
einen f e s t e n  P u n k t  i s t  d e r  P o l h o d i e k e g e l  e i n  Ktyelzzceitcr O r d n z q .  

Beachtet man noch, dafs der Polhodiekegel ebenso wie die Pol- 
hodiekurve notwendig reell sein murs, so kann man aus der Gleichung (11) 

der eine wichtige Polgerung über die Grofse des Verhaltnisses sh 

rcchten Seiten der Gleichungen (9) and (1) hcrlciten. Damit niimlich 
die Gleichung (11) einen reellen Kegel damtelle, dürfen nicht alle ihre 
Koeffizicnten dassclbe Vorzeichen haben, woraus mit Riicksicht aiif (6) 

sein murs. Man erhilt  also den Satz: 

Bei  d e r  D r e h u n g  des  k r a f t f r e i e n  s t a r r e n  K 6 r p e r s  um 
einen f e s t e n  P u n k t  l i e g t  d a s  V e r h a i t n i s  des  Q u a d r a t s  se ines  
I m p u l s m o m e n t e s  z u  s e i n e r  d o p p e l t e n  l e b e n d i g e n  K r a f t  
zwischen se inem grol 'sten u n d  k l e i n s t e n  T r i i g h e i t s m o m e n t  in 
Bezug auf  d e n  D r e h p u n k t .  

D r i t t e r  A b s c h n i t t .  

Die Herpolhodiekurve. 

Um andererseits die Herpolhodiekurve, das heifst, denjenigen Pol- 
weg zu bestimmen, der seine Lage im Raum unveriindert beibehàlt, wird 
man naturgemaîs Gleichungen heranzuziehen haben, welche eine Be- 
ziehung auf das feste Koordinatensjste~n enthalten. Solche Glei- 
chungen sind aber die drei Gleichungen des Prinzips der E'lachen 

1 Gl=Apa, +Bqb, + C r c ,  

PI (4 = A p a , + R p b ,  + Crc ,  
G, = Ap a, + Bq b, + Cr  c, , 

in dcncn die GrXscn p, q, r  die Koordinaten des instantanen 1)rehpols 
in Bezug auf das bemegliche System bezeichnen. Für  die geometrische 
Deutung dieser Gleichungen ist es beachtenswert, dak sie ihrer Form 
nach genau mit den Gleichungen 

zi = xa, + yO, + sc,  

(13) x2 = xa, + yb,  + 2 %  
x, =sa, + yb, + s c ,  
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übereinstimmen, mittelst deren sich die Koordinaten xl, X, , x, eines 
Punktes im festen Koordinatensystem durch die Koordinaten X, y ,  z 
desselben Punktes im beweglichen System ausdrücken. Den Koordinaten 

4 Y? 2 

in Bezug auf das hcwegliche System entsprechm dabei in den Gleich- 
ungen (2) die Broken 

AP, C r ,  
wiihrend die Koordinaten 

51 ? 2 9  , xs 
in Bezug auf das feste System durch die konstanten Komponenten 

1 ,  G2 :2> G, 

des Impulsmomentes vertreten werden. Die Gleichungen (2) zeigen 
daher, dafs der Punkt I des bewegliçhen Systems, der in diesem die 
veriinderlichen Koordinaten 

A P ,  Bq,  Cr 

besitet, im festen System die konetanten Koordinaten 

GI, ( 7 2 ,  G3 

ha$ also absolut fest im Raume ist und die konstanten Komponenten 
des Impulsmomentes zu Koordinaten hat. Der Punkt I liegt somit 
auf dem Lote, das man auf der Ebene des Impulsmomentes im Dreh- 
punkte des Korpers errichten kann; wir wollen es die Impulsaxe  
des Korpers nennen. Andererseits ist der Ahstand des Punktes I vom 
Drehpunkte mit Rücksicht auf (10) nichts anderes als die konstanie 
I m p u l s s t a r k e  Cr des Korpers. Und cndlich ist der  S i m  der Strecke 
01 von der Art, dafs für einen diese Strecke entlang blickenden Be- 
schauer das Moment eine Drehung in positivem Sinne hervorzurufen 
strebt (vgl. S. 331). Der Punkt I charakterisiert also durch seine Lage 
die Stellung, die G r o h  und den Sinn des Impulsmomentes vollst~ndig 
und mbge daher als der I m p u l s p o l  d e r  B e w e g u n g  bezeichnet 
werden. Ferner moge die Strecke 01, von dem Drehpunkte O des 
Korpers nach dcm Impulspole I der Bewegung gezogcn, d ie  Strecke 
des  I m p u l s m o m e n t e s  heilsen. Ihre Richtungscosinus gegen das 
feste System besiteen die Werte 

GI cos a, = ;; , G, cos a, = z, G3 cos a - - . 
3 -  G 

Der Strecke 01 des Impulsmomentes kommt nun aber auch eine 
wichtige Bcdeutzwq für dus bezoegliche Systeln eu. Die Koordinaten 
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Ap ,  Bq, Cr ihres Endpunktes, des Impulspoles I ,  in Bezug auf das 
bewegliühe System treten iiiimlich zugleich als Koeffizienten in der 
Gleichung der Tangentialebene auf, die sich im instantanen Drehpol 
p, q, r des Korpers an das Ellipsoid der lebendigen Kraft legen IXst, 
denn diese Gleichung lautet: 

(15) ApE + B m  + C r t  = 2 h ,  

worin liegt, dafs die Strecke 01  des Impulsmomentes in die Linie des 
Lotes fï l l t ,  das man vom Drehpunkte O des Korpers auf diese Tan- 
gentialebene herablassen kann. Da aber andererseits die Strecke O 1  
des Impulsmomentes wiihrend der ganztin Bewegung des Korpers im 
Raume fest bleibt, so mu19 auch diese Tangentialebene, wenigstens ihre 
Sf&cr~g im Raume beibehalten. Sie kann aber auch ihren Abstand 
vom Drehpunkte O nicht verandern; denn aus der Gleichung (15) 
ergiebt sich für diesen Abstand der Ausdruck 

und dieser reduziert sich wepen der Gleichung (9) auf 

ist also wirklich konstant. 
Die Tangentialebene des Ellipsoids der lebendigen Kraft, konstruiert 

im Drehpole des Korpers, hat somit niçht nur eine konstante Stellung 
gegen das feste Koordinatensystem, sondern sie liegt überhaupt im 
R'aiime fcst und moge daher als die i n v a r i a b l e  E b e n e  bezeichnet 
werden. 

lhre Lage ist fixiert diirch die Glcich~ng (16) für ihren Abstand 6 
vom Anfangspunkte und durcli die Gleichungen (14), welche die 
Hichtiingscosiniis ihrer Kormale gcgcn das festr! System angeben. 

Nun dreht sich, wie wir gesehen haben, der starre K6rper und 
mit ihm das Ellipsoid der lebendigen Kraft in jedem Augenblicke um 
den Leitstrahl des instantanen Drehpols, das heirst nach dem Obigen, 
iim den Reriihrungsradius der invariablen Ebene. Und da dieaer H e  
rührungsradius, sofern er nicht gerade niit einer der drei Hauptaxeli 
des Ellipsoids zusammenfiillt, nicht auf der zugehorigen Tangential- 
ebene senkrecht st'ehen kaun, so tritt durch die Drehung des Ellipsoids 
um seinen Berührungsradius in jedem Augenblick ein neuer Ellipsoid- 
punkt mit der invariablen Ebene in  Berührung, und der neue Re- 
rührungsradius ist dann immer für den folgenden Augenblick wieder 
die insiautane Drehaxe des Korpers. IIieraus folgt: 
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340 Die Drehung einw kraftfreien starren Korperu um einen featen Piinkt. 

B e i  d e r  D r e h u n g  e ines  k r a f t f r e i e n  s t a r r e n  K o r p e r s  u m  
e i n e n  f e s t e n  P u n k t  w a l z t  s i c h  das  E l l i p s o i d  d e r  lehendigen 
K r a f t ,  d a s  s e i n e n  M i t t e l p u n k t  d a u e r n d  in  dem f e s t e n  Dreh-  
p u n k t  d e s  K o r p e r s  h a t ,  o h n e  z u  g l e i t e n ,  a u f  d e r  invar iab len  
E b e n e  f o r t .  

Dieser Satz liefert zugleich eine anschauliche geometrische Er- 
zeiigung der H~rpolhodiekiirve. Denn da die Herpolhodie als die 
Kurve definiert war, welche der Drehpol des Korpers in dem festen 
System durchliuft, und dieser Drehpol in jedem Augenblick durch 
den Berührungspunkt der invariablen Ebene mit dem Ellipsoid der 
lehendigen Kraft dargestellt wird, so ist die Herpolhodickume der 
geometrische Ort aller Berühungspunkte, die das Ellipsoid der leben- 
digen Kraft bei seinem Abrollen auf der invariablen Ebene ergiebt, 
>vomit insbesondere der Satz bcwiosen ist: 

B e i  d e r  D r e h u n g  e i n e s  k r a f t f r e i e n  s t a r r e n  K o r p e r s  u m  
e i n e n  f e s t e n  P u n k t  i s t  d i e  H e r p o l h o d i e  e ine  e b e n e  Kurve.  

V i e r t e r  A b s c h n i t t .  

Das Büschel der Polhodiekegel. Die drei zerfallenden Kegel. 

Denkt man sich in der Gleichung des Polhodiekegels 

die man auch in der Forru schreiben k a m  

G e  
das Verhaltnis =L veranderlich, so stellt sie e h  ganzes B ü s c h e l  von 

Kegeln zweiter Ordnung dar. Ilie Kegel dieses Hüschels sind, wie die 
Gleichungsform (11) zeigt, samtlich koaxial, und zwar fallen ihre 
Hauptaxen mit den Haupttriigheitsaxen des Korpers in Bezug auf den 
Punkt O zusammen. 

Andererseits aber haben die Kegel des Büschels, wie man aus der 
Gleichungsfornl (17) eritnimmt, aufwr ihrerri Scheitel O keirien reellen 
Punkt mit einander gcmein. Da niimlich jeder gemeinsame Punkt 
irgend sweier Fliühen eines Büsühels von Fliiühen zweiter Ordnung 
sümtlichen Blachen des Büschels angehort, und nach der Gleichung (17) 
in dem Kegelbüschcl auch die beiden imaginiiren Kegel enthalten sind, 
deren Gleichungen lauten 

Ap2 + Bq2 + Crs = 0, A2pe + B2q2 + C2r2 = O, 
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und welche aufser ihrern gemeinsamen Scheitel O überhaupt keinen 
reellen Punkt darbieten, so konnen auch die reellen Kegel des Büsc,hels 
a u h r  dem Punkte O keinen reellen Punkt mit einander gemein haben. 

Endlich geht durch jeden Punkt des Raumes e i w  und mit alleiniger 
Ausnahme des gcmeinsainen Sçheitels aller Kegelflachen auch n w  eine 
Kegelfliiche des Büschels hindurch. Denn, ist nicht gerade p = q = r = 0, 
so bestimnlt dic Gleichung (1.7) bei gegebcncm p, p, r eindeutig den 

G 2  
Parameter ;Zh der durch den Punkt p, q, r gehenden Fliiche des 

Büschels. 
Man hat also den Satz: 

Siiintl iche P o l h o d i e k e g e l ,  we lchn  einern g e g e b e n e n  Dreh-  
punkte  O e ines  s t a r r e n  K o r p e r s  zugehoren ,  b i l d e n  e i n  B ü s c h e l  
von koax ia len  K o g e l n  z w e i t c r  Ordni ing,  d e r e n  H a u p t n x e n  
mit den  I I a u p t t r a g h e i t s a x e n  des  K o r p e r s  i n  B e z u g  auf  den 
P u n k t  O z u s a m m e n f a l l e n ,  u n d  welche  a u l s e r  i h r e m  S c h e i t e l  O 
keinen r e e l l e n  P u n k t  m i t  e i n a n d e r  g e m e i n  hahen .  D a b e i  
geht  d u r c h  j e d e n  P u n k t  des R a u m e s  m i t  Ausnahrne  des  
P u n k t e s  O n u r  e i n e  a b e r  a u c h  s t e t s  e i n e  K e g e l f l a c h e  deu 
Büschels h i n d u r c h .  

m i e  jedes Büschel von konaentrischen Kegelflichen zweiter Ord- 
nung enthiilt auch das Büschel der Polhodiekegel drei in ein Ebenen- 
p a r  zerfallende Kegel zweiter Orhung .  Die Gleiçhungen dieser drei 
Ebenenpaare erhiilt man, wenn man über den Parameter des Büschels, 

Cr 
das heifst, über das Verhiiltnis %, nach einander in der Weise ver- 

fügt, daîs immer eine von den drei in der Gleichung (11) auftretenden 
Differerizen verschwindet. Man hat somit dieses Verhaltnis der Reihe 
nach den drei Haupttriigheitsmomenten gleich zu machen, also nach 
einander zu setzen: 

wodurch die Gleichung (11) des Polhodiekegels in die Gleichungen 
übergeht : 

B(A - B)q2 + C(A - C)r" O 

Von den drei Ebcnenpaaren, welche durch diese drei Gleichungen dar- 
gestellt wcrden, iut allcrdings nur eins reell. Schrcibt man namlich 
unter Berücksichtigung der Ungleichungen (6) die Gleichungen der 
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342 Die Drehung eines kraftfreien starren Korpers um einen fevten Punkt 

drei Ebenenpaare in der Weise, dah  in den Klarnmern nur positiw 
Differenzen auftreten, wodurch die Gleichungen die Form annehnien 

(21) B(B - A) p4 + C(C - A) rZ = O 

P I  A(B - A ) p a  - C(C - B)re = O 

P3) A (C - A)p2 + ?(C - B)q2 = 0, 

so sieht man in der That, dars das erste und dritte Ebenenpaar 
imaginar ist, und dah  bei jedem von ihnen nzw seine Do~pelli.izie reell 
ist .  Bei dem Ebenenpaar (21) wird diese Doppellinie durüh die 
Gleichungen 

P4) qa = O und r2  = O 

dargestellt und fallt also mit der Axe des kleinsten Triigheits- 
moments A,  das heifat, mit der g d s t e n  Axe des Triigheitsellipsoids 
und des Ellipsoids der lebendigen Kraft zusammen. Bei dem Ebenen- 
paar (23) lauten die Gleichungen der Doppellinie 

die Doppellinie ist daher in diesem Falle die Axe des gr6fsten Trag- 
heitsmoments, das heilst, die kleinste Axe des Triigheitsellipsoids und 
des Ellipsoids der lebendigen Kraft. 

Man kann dies auch so ausdrücken: In den beiden Fal len (21) 
u n d  (23) eines imaginicren Ebenen~)aures  i s t  der Polhodiekegel ilz eine 
gerade L i n i e  susammengeschrum21ft; die instantane Axe behilt also 
ihrc Lage in dcm starren Korpcr boi. 1)s sich fernrr in diesen beidrn 
Fallen d a m  auch die Polhodiekurve in einen Punkt, n a d i c h  in einm 
Endpiinkt der gr6fsten oder kleinsten Axe des Ellipsoide der leben 
digen Kraft zusammengezogen hat, und somit gerade der oben ausge- 
schlossene Ausnahmefall eintritt, wo der Berührungsradius der invariablen 
Ebene, um den die Rotation erfolgt, auf dieser Ebene senkrecht steht, 
so kann durch die Drehung auch kein neuer Punkt der invariablen 
Ebrnc mit eincm solchcn des Ellipsoids der lcbendigen Kraft in Hc- 
rührung treten. Der Berührungspunkt dieser Ebene, das heiîst, der 
Drehpol des Korpers, bleibt also auch im Raume fest, und die Herpol- 
hodiekurve i s t  somit ebenso wie die Polhodiekurve in einen Punlct, der 
Herpo17iodiekegel ebenso wie  der Poll~odiekegd in eine gerade Liwie 
zusamrnengescl~runz~~f't. Dabei wird die gerude Linie, welche den Herpol- 
hodiekegel vertritt, durch das Lot gebildet, das man vom Drehpunkte 
des Korpers auf die invariable Ebene Fillen kann, wiihrend der Fuh- 
punkt dieses Lotes die Herpolhodiekurve ersetzt. 
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Hiemus fol@ bereits, dafa der Abstand 8 der Herpolhodieebene 
von dem Drehpunkte O des Korpers in diesen beideri Fglleri gleicli 
der groîsten oder kleinsten JTalbaxe des Ellipsoids der lebendigen 
Kraft sein wird. Dies zeigt nian aber auch leiçht analytiaüh. Nech 
dem Obigen entsprechen den geraden Linien (24) und (25) diejenigen 
Werte der Impulsstirke G, welche d m  beidcn Gleichiingcn 

Genüge leisten. Dezeichnet man daher die Halbaxen des Ellipsoids 
dcr lebendigen Kraft, das durch die Gleichung 

dargestellt wurde, mit a, O, c, setzt alvo 

oder, was dasselhe ist, 

so verwandeln sich die Gleichungen (18) und (20) in: 

G e  2h G e  2h -- 2 h  a/nd -- 2h  ce 

oder in: 
2h - - 2 h  
- a und -Ct = c 

oder endlich mit Rücksicht auf (16) in: 

(28) S = u und (29) CS = c ,  

woraus in der That hervorgeht, daîs für die beiden extremen Werte 
Ge 

des Verhaltnisses 2h das Ellipsoid der lebendigen Kraft mit einem 

Endpunkte seiner gr6lstcn oder kleinsten Axe die invariable Kbene 
berührt, dals also das Ellipsoid uni seine in diesem Falle im Raume 
fest liegende grXste oder kleinste Axe und zwar mit konstanter Winkel- 
geschwindigkeit rotiert. 

Nan pflegt dios so aiiszudrücken: Die Axen des grol'sten und 
kleinsten Haupttriigheitsmoments sind zwei , ,permanenteL'  ( , ,natür- 
licheL', ,,frcieLL) l l r e h a x e n  des  Korpers .  1)as sol1 hcihen: Wenn 
der Korper in irgend einem Augenblick um eine dieser beiden Axen 
rotiert, so sctzt er die Rotationsbowegung un1 diesc Drchaxc, die 
dann sowohl im Korper wie im Raume fest bleibt, mit konstanter 
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Winkelgeschwindigkeit fort, so lange nicht eine aufsere Kraft storend 
auf ihn einwirkt, so lange also der Korper wirklich kraftfrei bleibt. 

Kach Ausscheidung dieser beiden F d l e  eines imaginaren Ebenen- 
paarcs bleibt von den drei Failen (18), (19), (20) noch der Fall 
iibrig, wo 

(1 9) 

ist, wo also wegen (27) und (16) 

Po)  6 = b  

ist, das heiht, wa der Abstnnd r î  des Drehpunktes O von der invariablen 
Ebene gleich der mittleren IIalbase b des Ellipsoids der lebendigen 
Kraft ist. Hier wird der Polhodiokegel durch die Gleichung (23) dar- 
gestellt, die man auch in der Form schreiben kann 

Der Polhodiekegcl ist also in ein reclles Ebenenpaar ausgcartet, dcssen 
Ebenen durch die mittlere Axe des Ellipsoids der lebendigen Kraft 
hindurchgehen und mit der griifsten Axe des Ellipsoids, das heii'st, 
mit der x-Axe, zwei entgegengesetzt gleiche 
schliehen, die sich aus der Gleichung 

Neigungswinkel A. ein- 

bestimmen. 

h'iinfter A b s c h n i t t .  

Das System der Polhodiekurven. 

a) Das Systom von Polhodiekurven, das oinem Bonstanten Werte 
, der lebendigen Eraft zugehort. 

Wir gehen nunmehr zu der Betrachtung aller Polhodiekurven 
über,  welche einem gegebenen starren Korper in Bezug auf einen 
gegebenen festen Piinkt zugehiiren. Wir wissen ber& (vgl. S. 336), 
dals jede von diesen Polhodiekurven einen Zweig einer Ilaumkurve 
viei-ter O r h u n g  der ersten Art bildet, welche durch die beiden Glei- 
chnngen (1) und (9) oder, wenn man will, d u r r i  die Gleichungen (1) 
und (11) dargestellt wird. Halt man in d i ~ s e n  Gleichungcn einst- 
weiltin den Wert der lebendigen Kraft / A  konstant und lXst nur die 
S t i r k e  G des Impulsmonlentes variieren, so bekommt man ein Büschel 
von Raumliurven vierter Ord~zung der ersten Art, namlich die Gesamt- 
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heit drr,jt:nigcn Raumkurven, dit: ails dem Ellipsoide drr Irhmtligrn 
Kraft mit dem Paraineter 72 durch das soeben betrachtete und durch 
die Gleichung (11) (oder (17)) dargestellte Biischel von Polhodiekegelii 

Fig. 1 

ausgesçhnitten werden.') Und die einzelnen Zweige dieses Büschels 
von Raurnkurven bilden dann eben dasjenigc Sustem von Polhodie- 
kurven, das derri Wer te  IL der lebendigen Kraft zugeliort (vgl. k'ig. 1). 

u) D i e  d r e i  G r e n z f i l l e ,  i n s b e s o n d e r e  d e r  Fa11 d e r  t r e n n e i l d e n  

P o l h o d i e .  

14 diesem Systerii von Polhodickurveil sind wierlerum diejeltige?~ 
chei Ktwven  mtspzeictmet, clie deeiz thei in eirz Ehenenpanr zel-fcilletzde~z 
Keyeln zweitcr Ordnzmy etztspr-ecl~en. Deil beiden iuiagiriiiren Ebeueri- 
paaren ist, wie schon oben erwahnt, je eine Polhodiekurve zugeordid,  
die in einen Punkt zuuarnriiengeschrumpft iüt und je cineri Endpunlit 

der gï6Csten oder kleinsteri Axe des Ellipsoids der lebeiidigen Kraft 
bildet. Deni reellen Ebenenpaar dagegen eiitsprechen zwei von der 
y-Axe begrenzte Halbellipsen, die den beiden Ellipscn angel~ü~eri ,  
wclclic duroli die E h n e n  (31) aus deni Ellipsoidc ausgesclinittea 
werden. Diese beiden Ellipsen trennen die Polhodiekurven, welche die 
x Axe umschlieLsen, von denen, welche die z-.Axe iinisohlidwn: die 
zugehürige Polhodiekurve m6ge daher als ,, t ,r e n n e n d e  l ' o lhod ie"  

- - -  U 

1) Wir verstchen dabei allgemeiri unter eiiiem B5schel con 12aunikur~1cn 
cierter Ordt~ung  ciel ersten Art daa einfach unendliclie Systerri von Raurnkurven, 
welches durrh ein Rüschel von l.'llichen zweiter Ordnung aus einer diesem Uiischel 
niüht angehorenden Fliche zweiter Ordnung ausgesühriitteri wird. 

Zeitachrift f Matiiaiiiatik u. Physlk. 48. Band  1902. 3 II. 4. kirft. 2 3 
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346 Die Drehung eines kraftfreien starren Korpers um einen festen Funkt. 

bezeichnet werden.') Die Neigungswinkel A. ihrer beiden Ebenen gegen 
die xy-Ebene stehen übrigeris zu den Neignngswirikeln y der Kreis- 
schnitte des Ellipsoids gegen die xy-Ebcne in einer engen Beziehung.') 
Führt man namlich in Gleichiing (3%) an Stelle von A, B, 0 ihre 
Werte aus (27) ein, B.> nimmt die Gleichung (32) die Forrn an 

Andererscits folgt aus der Gleichung der beiden ,,Hauptkreisschnittc 
des Ellipsoids", welche lautet') 

für  die Neigungswinkel p der Krcisschnitto gegen die zy-Ebene die 
Cl leichung 

Die TVinkel A. und y befriedigen also die Proportion 

und dieae gestattet eine einhche geometrische Deutung. Man dcnke 
sich namlich in der zz-Ebene, der die Winkel Â. und p angehoren, die 
Ellipse 

(37) 
.x8 z 2  
,e + c2  = 1 

gezeiclinet, welche diese Ebene aus dem Ellipsoid der lebendigen Kraft 
ausschncidet (vgl. Pig. 2), trage innerhalb ihrer Ebene an die $-Axe 
die Winkel Â- und p an und bringe den freien Sçlienkel des Wirikels 1 
zuni Schnitt mit der Ellipse in  T, fiille von II' das Lot TQ auf die 
x-Axe und verliingere es über T hinaus bis zuiri Schriitt mit deni 
freien Schenkel des Winkels p in U. D a m  verhiilt sich 

t g i : t g p =  Q T :  Q l j ,  

1) Vg1. R o u t h ,  Die Dynamik der Systeme starrer Kikper, deutsch 
S c h e p p .  Leipzig, 1898. Bd. II, S. 107. 

2 )  Vgl. die oben zitiertti Dissertation von Hers .  S. 8. 
3) Siehe zum Reisyiel: saIrno ri-F i e d l e r  , Analÿtische Ce~met~rie 

Raumes. Sei1 1. Vicrtc Auflage. Leipzig, 1898. S. 130 f .  

von 

des 
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und wegen (36) bestelit deher die Proportion 

QT: Q U ' = c : a ,  

welche zeigt, daîs der Punkt U auf dein Kreise liegt, der die gczeichnetc 
Ellipse in den Endpnnkten ihrer grorsen Axe berührt. Man hat also 
den Satz: 

Verze ichne t  m a n  i n  d e r  E b e n e  der  g r o î s t e n  u n d  k l e i n s t e n  
Axe des E l l i p s o i d s  d e r  l e b e n d i g e n  K r a f t  aufse r  d e r  E l l i p s e ,  
die diese  E b e n e  aus dem E l l i p s o i d e  a u s s c h n e i d e t ,  d ie  
Spuren der  be iden  H a n p t k r e i s s c h n i t t e  des  E l l i p s o i d s ,  s o  

Fig. 2 

sind die  b e i d e n  W i n k e l ,  we lche  diese  S p u r e n  m i t  d e r  g r o l s e n  
Axe der  E l l i p s e  c i n s c h l i e l s e n ,  d ie  e x z e n t r i s a h c n  Anornnliccn 
der P u n k t e ,  i n  d e n e n  d i e  E l l i p s e  v o n  der  t r e n n e n d e n  P o l -  
hodie g e t r o f f e n  wi rd .  

Dieser Satz ergiebt d a m  für die g o k e  Halbaxe der trennenden 
Polhodie die folgende Kvnstruktion: 

Man schlage um den Mittelpunkt O der Ellipse 

welche durch die xz-Ebene ' aus dem Ellipsoide der lebendigen Kraft 
aii~geschnit~teri wird, iiinerlialh ihrer Ekiene mit dem Radius der Haiipt- 
kreisschnitte des Ellipsoids, dah  heifst, mit seiiler mittleren EIalbaxe b, 

23 * 
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348 Die Drehung eines kraftfreien starren Korpers um einen festen Punkt 

den Kreis und verbinde den Mittelpunkt O der Ellipse mit einem von 
ihren vier Schnittpunkten mit jenem Kreise, er heiîse X; verlgngere die 
Linie OK, bis sie gleich der grofsen Halbaxe a der Ellipse wird, bis U, 
und falle von U das Lot auf die x-Axe, das die Ellipse in T schneiden 
irisg, so ist das Stiick O T = c seiner Grofse und Lage nach die halbe 
grofse Axe der trennenden Polhodie, wihrend die halbe kleine Axe 
nach GrXse und Lage mit der mittleren Halbaxe (b) des Ellipsoids 
der lebendigen Kraft zusammenfillt. 

Dafs wirklich die in der xz-Ebene liegende IIalbaxe 0T der 
trennenden Polhodie groher ist als die in der y-Axe liegende IIalb- 
axe b ,  folgt daraus, dah der zu dem Leitstrald 0 T  der Ellipse (37) 
gehorcnde Polarwinliel A. stets kleiner ist ;ils der zu dem Leitstrahl 
O K = b gehorende Polarwinliel p ,  so lange nicht h = n oder b = e 
wird; diese beiden Fiille aber sind diiich die Ungleichiingen (6) von der 
Hetrachtung ausgesclilossen. 

Natürlich kann man die Lange c der halben grohen Axe OT 
der treiinenden Polhodie auch leicht durch Rechnung finden. Dem 
Obigen zufolge ist die trennende Polhodie eine Hiilfte der zerfallenden 
Raumkurve vierter Ordnurig, die aus deln Ellipsoide der lebeiidigen 
Kraft 

(Il A p 2  + Bq2 + C?= 2h 

durch das Ebeneripaar 

P I  A(R - A)p2 - C(C - B)r2 = O 

ausgeschnitten wird (vgl. Fig. 1). Uin nun aber über die Halbaxenlingen 
der beiden Ellipsen, in welche diese Knrve zerfallt, Aufschlurs zu erhalten, 
stelle mari auuiichst d ~ e  Gleichung d~~je r i igen  Cyllnders auf, der durch 
die Kurve hindurchgeht, und dessen Erzeugende der x-Axe parallel 
laufen. Dazu eliminiere man aus d c i ~  Gleichungen (1) und (22) die 
Gr&e p, indem man diese Gleichungen beziehlich mit den Faktoren 
H A und 1 niultipliziert und dann addiert, wndiiich sich dir 
Gleichung ergiebt 

(38) H(I1 A) q2 4 (:(C - A)r2 = 2h(B - A ) ,  

welche den in Rede stehenden @linder darstellt. Ihre Forru zeigt, 
dafs der Cylinder elliptisch ist und die Halbaxen besitzt: 

Dieue Halbaxen Ti, und cl des elliptischen Cylinders sind dabei zu- 
gleich die IIalbaxen derjenigen Ellipse, welche die Projektion der 
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baiden Polhodieellipscn auf die ya-Ebene bildet. Da aber die bciden 
n 

Ebenen der trennenden Polhodie mit der yz-Ebene den MTinkel A 

einschliefsen, so werden die Halbaxen b und c der trennenden Polhodie 

(40) b = b , - b  
und 

c = & =  2 h ( R - A )  1 
sin î. 

wobei A dureh die Gleichung 

bestimmt ist. Es wird rlaher 
-- 

1 1 A(%- A )  + O ( C -  R). 
- 

sin A. t g P I .  - A ( R  - A) 

und bei Einfiihrung dieses Wertes verwandelt sich die Gleichung (41) in: 

oder, falls man die Division im zweiten Bruche ausführt, in: 

wofür man wegen (27) auch schreiben kann: 

Um endliüh zu zeigeri, daîs dieaer Ausdruük grcher als 6 ist, 
bilde man die Differenz c2 - b2. Es wird 

Dieoer Ausdruck aber ist sicher positiv; denn die Ungleichungen (6) 
ziehen wegen (27) die Ungleiehungen nach sich 

Folglich i a t  wirklich 
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p)  D i e  b e i d e n  H a u p t f i l l e .  

Nach Erledigung dieser drei Grenzfiille, i n  denen die Polhodir- 
kurve in einen Punkt odrr in zwei Halbellipsen ausgeartet ist, bleiben 

G 
jetzt noch die beiden Hauptfülle zu behandeln, wo der Parameter 

2 h  

des Polhodiekcgels zuiischez den hcidcn 7;kirzerrn Huwpttrayheitsnzomentcrl. 
A und Il oder zzciscilen den beirlen gro/ieren Haupttruyhcitsmo~~zr~ztelz H 
und C liegt, wo also eine von den beiden Ungleichungen befriedigt 
wird: 

(47) A<~+<c 
und 

(481 
Ge 

f l < B < , , < C ,  

oder was wegen (27) und (16) dasselbe ist, die beiden Fiille, wo 
zwifichen dem Abstando S des festen Punktcs O von der invariablen 
Ebene und den IIalbaxen des Ellipsoids der lebeiidigen Kraft die 
Ungleichungen bestehen: 

(49) a > b > b > c  
iind 

(50) a >  b > a > c  

Kun wurde die l'olhodiekurve oben definiert nls partieller Schnitt 
des Ellipsoicis der lebendigen Kraft und des Ellipsoids der Fliichen, 
n h l i c h  als ein Zweig der Raiimkurve viertcr Ordniing, in der sich 
die beiden Ellipsoide schneiden, deren Gleichiingen lauteten: 

Falst man in diesen Gleichungen fur den Augenbiick nicht nur wie 
bisher die lebendige Kraft I L ,  sondern auch die Stiirke G des Impuls- 
momentes als fest gegeben auf, so erhiilt man eirze eiuzelwe K w v e  des 
oben betrachteten Büschels von Raumkurven vierter Ordniing der ersten 
Art. Cm iiber die Form und Lxge dieaer Raumkiirve mit den festen 
Parameterwerten h und G Aufsc:hlufs zu erhalten, benutze nian die 
abwickelbnren Fliichen zweiter Ordnung, auf denen die Raumkurve 
gelegen ist. Nan  erhiilt die Gleichnngen aller Fiachen des Büschels 
von Fllichen zweiter Ordnung, welche durch die H,aumkiirve vjerter 
Ordnung lc, G hindurchgchen, durch lineare Verknüpfung der Glei- 
chnngen (1) und (9). Wie jedes Rischel von Flaclien zmeiter Ordnui-ig 
enthait nun dieses Biischel vier abwickelbare Fiachen zweiter Ordnung. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von Hiiii~rarx GKASSMANN. 331 

Eitze solche abwickelbare Fliiche zweiter Ordnung ist der zii der Raum- 
kurve h, G und deri beiden in ihr  enthaltencn I'olhodiekurven gehorige 
Polhodiekegel, dessen Gleichung (11) bereits oben aus den Gleichungen (1) 
und (Il) durch lineare Verknüpfung abgeleitct wurde. Die drci adcren 

abwickelbaren Flichen des Büschels sind drei Cylinderfliichen zweiter 
Ordniing, dcren Betrachtiing dazu dienen kann, eine genaue Anschauung 
von der Raunikurve vierter Ordnung h, G zii vermitteln. Man findet 
die Gleichungen dieser drei Cylinderflachen zweiter Ordnung, wenn 
man aus den Gleichungen (1) und (9) der Reihe nach die drei GrXsen 
p, q und r eliminiert, wodurch man die drei Gleichungen erhalt 

I h s c  Gleichungen schreibe man mit Rücksicht niif die C n  
gleichungen (47) und (48) in  der Form 

wo jetzt alle in den Klanimern auftretenden DiRerenzen positiv sind, 
rorausgesetzt, dafs man von den beiden Gleichungsformen (52a) und 
(,52b) die erstere k'orrn (52a) wiihlt, in dem Falle, mo 

k t ,  wiihrend man die zweite Forni (52b) zu benlitzen hat, wenn 

ist. Hieraus folgt dann, da16 die beiden Cylinder ( D l )  und (53) 
elliptistih sintl, daSs dagegen der durch die Gleichiing (52n) otier (52h) 
dal-gestellte Cylinder hyperbolisch ist und überdies die z- oder z-Axe 
schneidet, je nachdem die Unglcichungen (a) d e r  (b) gelten. 
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Pl'atiirlich kann nian die Gleicliiingen (51) bis (53) auçh als die 
Gleichungen h i e r  ebenen Kiirveri ansoheii, nlinilich als die Gleichungcn 
für  die Projektionen der Jtaumkurve IL,  G auf die yx-, s x -  und xy-Ehene. 
I k i  rliriser A~uffassiing sagen die Bleichiingen am, daSs dic Projektioneiî 
der Iiauiiikuivc: l h ,  G auf die yx-  und zy-Ebene Ell ipsm oiler Stücke 
von Ellipsen sind, tlals aber ihre Projektioii aiif die ,ex-Eliene diirch 
Stücl<(! e i w r  Ilyperbel gebildet wird, dereri reelle Axe, in deni b'alle (a )  
mit  der x-Axe, in dein Falle (b) mit  der 2-Axe zusanimenfillt. 

y) D i e  P r o j e k t i o n e n  des  h r t r a c h t e t c n  S y s t e i n s  v o n  

I ' o l h o d i e h u r v c n  aiif d i e  TTaiipttr5gheitsehentri. 

Nach diescar Orieritieriiiig tiher die rerscliieclenen Korveriformeu, 
welchr h i  den I'olhodiekiirrcn cints li6rpers aiiftretrn Ii6iiilen, kel~reuz. 
,MAT e'rw 7l~zters1,lchwm~ des yawc?z Biisclzels con Raunz7iurce~ ciwter 
(jrdnziîzq eiwiick, dessen Z w e i p  die Polkocliekzwcwz bilden. W i r  bet8rachten 
xlso wieder in den Cileidimgen (1) und (9) und e b e n ~ o  in den Glei- 
chniigen (51) bis (53)  die Stai-ke Cr des Inipulsmomentes als ver- 
iinderlich iiiid nur  nocli die lehendige Kraft IL als konstant. Die Glei- 
chuilgeii (31) bis (53) ,  wcl(:Eie die Projektionen der Tiaiinikurren des 
Kiisrhels aaf dic K~ordinat~cncbenen cl:~rstellcn, sind aber bn i  ver- 
iinderlickiem G die Gleichungsn dreier in den Koordinatenebenen 
licgender Kegelschnitthiischel. Und zwar sind die Gleichungen (51) 
~ i n d  (531, welche clcm Projektionen auf die y z -  und xy-Eberie zu- 
geliijren, die Glcichnngen je e i n e s  B i i s ç h e l s  a h n l i c h e r  und 
k o  ax i  :il or E l 1  i p  ü e n ,  dereu Axe11 die iri dicsen Ebenen liegenden 
Hauptt'riigheitsaxen bilden; die Gleichung (52a) oder (52b) aber die 
Gleichung c i n r s  T$üschcls  v o n  H y p e r b e l n  m i t  gemoinsnmcn  
A s y n ~ ~ t o t e n .  

1)ie G l e i c h q  dicsrs d , sy~)~~~to tc î z~~nn î . s ,  welches das Hyperhelbüschel 
vollstiindig çharakterisicrt und selbst deni Büschel angehort,, laiitet 

(54) A(h'- A ) p 2  - C(C - 1 1 ) ~ ~  = 0. 

Sie ~ t i m r n t  also mit der Gleichung (22) überein, die sich uns oben 
für  (las Ehenenpaar ergebcn I d ,  das in den? Büschel der Polhodie- 
kcgel e r d h l t e n  ist iirid aus dern Ellipsoid der Iebendigen Kraft 
(lie ,,trennende I'olhodie" ausschrieidet. Ilie ~s~j?)zj~tote?z des IType~Oel- 
hiisckc2s s i rd  rJal~cr ~ ~ i ~ 1 l t . j  ~ W . ~ C Y C S  uls d i e  Deiden G e ~ a h c ,  ,il& tlerm die 
xz-Ebme durch d m  H m s e q ~ a a r  der trcn.nendelz Poll~oclic yeschnitten zcirrl. 

Hic Kurvcn (les Ilyperhrlbiisclirls vcrtojlen sic11 aiif die bridrn 
Scheitel\viiikt:lpra;tre, welche die geiiieinsaiiien Asy~n~itoteii  des Uüschels 
mit einailtler bilden. I n  dem Falle (a)  niimlich liegen sie in dern 
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Winkelpaar, (las die x-Axe e n t l d t ,  in dem Falle (b) jn deni Winkelpaar, 
das die 2-Axe einsclilierst. Die Hype~bchz  i m c r l ~ a l b  eines j c d m  d i~s r ' r  

beiden TYinliclpnnre s i d  zciedw Z ~ P T  einandev ü l / ~ . ~ l i c l ~  u,mi konxinl. 
Da eine jede Polhodiekurvc als partieller Schnitt zweier Ellipsoide 

eine ganz im Endlichen verlaufrntle Kiirve is t ,  so m u k  dasselbe auch 
von ihren scnlrrechten Projektioneu aiif die ~ O o r d i ~ i a ~ e ~ l e l l c ~ n e n  gelteri. 
Insbesondere konnen daher ihre senkrechten l'rojektionen auf die 
rca-Ebene nicht die ganxcn diirch die Gleichungen (52a) und (52h) 
dargestellten Hyperbeln umfassen, sondern sie kiinnen 7iiur e i w n  Uoytw. 
dieser IIyperbeln ausntacl~en, und zwar offenbar einen Rogen, dessen 
Milte von eiriem Scheitel der Hj  perbel gebildet wird. Aber auch von 
den Ellipsen, welche diirch die Gleichiingen (51) und (53) dargestellt 
werden, ist für jederi gegebenen Wert  der StRrke (i des Inipulsmorrirntes 
immer nur die eine in ihrer ganzen husdehnung die Projektion der 
dicscm Wrrtt: von G: eiigcihorigen I'olhotliekurve, von clcr unrlcrqz 
Ellzpse d a y e p n  ntw e i ~ z  Boyen. 

Zum Heweise hierfür hat  man niir zu zeigen, daîs eine von den 
Halbaxen der Ellipsen (51) und (53) die entsprechende Halbaxe des 
Ellipsoids der lebendigen Kraft an Grorse ühertrifft. 

Man bezeichr! also die Halbaxen der Ellipse (51), welche der 
yz-Ebene angehort, mit /3, und y,, die der Ellipse (53),  welche in der 
xy-Ebene lient, mit a:, und & .  Dann ist zufolge der Gleiohung (51) 

und zufolgc der Gleichiing (53 )  

In dem F a l k  (a), in weichem S ) b und 

also 
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ferner 

oder wegen (27) 
< (h2 > b2, 

also 

Hjeraus folgt: Solmge der Abstpd  S des Tlrehpiinktes von der 
IIerpolhodieebene gri$er bleibt als die mittlere Halbaxe O des Ellip- 
soids der lebendigen Kraft, ist die Projektion der Pvlhodieknrvc aiif 
die yz-Ehone eine oolle h'llipse, ilire Projektion auf die xy-Ehene aber 
niir ein E2lzjxenbogen, welcher durch die x-Axe halbiert wird. Die 
Polhodielcurve untschliefst also in dicsem E'alle die x-Am, und dassrlinc 
gilt dann auch von dem Polkodieke~el  (vgl. Fig. 3). 

In  dem Fa,lle b) dagegen, in welchem b < b und 

ist, wird 

ferner 

8 

also 

Hieraus folgt: Solange der Abstand $' des Drehpunktes von der 
Herpolhodieebene Kleilzer bleibt als die mittlere ITalbaxe b [les Ellip- 
soids der lebendigen Kraft, ist die Projektion der Polhodiekurve aiif 

die yz-Ebene ein Bl ipse~zbogen ,  welcher durch die z- Axe halbiert 
u-ird, ihre Projektion aiif die z?/-Ebene aber eine volle 1SlZipse. Uie 
I'oll~ocliekur?ie urnschlie/it also i n  diesem f i l l e  die z-Axe, und dasselbe 
gilt dann aiich von dem I'olliodie7iegel (rgl. Fig. 3). 

Man kann den Hauptinhalt der gewonnenen Ergebnisse in deln 
Satze zusammenfassen: 

Bei  d e r  Ureh i lng  e i n e s  k r a f t f r e i e n  s t a r r e n  E 6 r p e r s  um 
e i n e n  f e s t e n  P i i n k t  urnschlie1st d e r  P o l h o d i e k e g e l  e ine grijlste 
o d e r  k l e i n s t e  JTalbaxe des  E l l i p s o i d s  d e r  l ebendigen  Krafk, 
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je nachdem d e r  A b s t a n d  des  D r e h p u n k t e s  von der  H e r -  
pnlhodieebene griil 'srr oder  k l e i n e r  i s t  a l s  d ie  rn i t t l e re  I I a l b -  
a x e  dieses  E l l ipso ids .  

b) Das zweifttch unendliche System aller Polhodiekurven. 

Uni endlich eiiie Übersicht über siimtliclze Pnlhodiekiirven eines nrn 
einen featen Purikt drehbaren Korpers zu gewiruien, hat  man in den 
Gleichungen (1) und (11) nicht nur die Stiirke G des Impulsmomentes, 
sondern auch die lebendige Kraft h als veriintl(diçh anziisehen. Dann 
stellen diese Gleichungen ein Bundcl von li>numkurveît vierter Ordrzuîzg 

der ersten Art dari), deren Zweige das gewünsehte System aller 
Polhodiekiirven bilden. Van jenein R,aumkiirvenhiindel aber k m n  man 
sich leiçht eine Vorstellung verschaffen. 

Die Gleichiing (1) ist namlich bei veranderlichem h die Gleiçhung 
eines Büachels alinlicher und koaxialer Ellipsoide; und dieses Büachel 
hat die Eigenschaft, dafs dureh jeden Punkt des liaurnes eine zrnd n u r  
eine Flache des Biischels hindurchgeht, denn die Gleiühilng (1) bestimrrit 
bei gegebenem p ,  p, r dcn Parameter h der Fllche eindeutig. Die 
Gleichung (11) aber war, wie wir im vierten Abschnit't gezeigt haben, 
die Gleiçhung des dort hetrachteten Rüschels von I'olhodiekegeln, das 
heilst, cbenfalls die Glcichung eines Büschels von Flachen zweiter Or& 

1) Cnter einem HUndel con Knti»il;zc~.cen z ier ter  Urdnung der ersten Art ver- 
stehen wir  d a h i  iias zweifach unendlielie Sptcrn von Raiimkiirven, in welchem 
die F l S c h e ~  einea Uiiucliels von Flaclie11 zweiter Ord~iurig von den Fliichcn eiries 
ZR-eiten solchen Biischels gcschnitten merden (vgl. S. 340). 
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nung. Und da aiiçh von den Fliichen dieses Kegelbüschels durch jedeii 
Punkt des Kaunies slels eine und, aabgeseheri vorn Punkte O, auch nur 
eitze Fliiche hindurchgeht, der Punkt O aber in dem Büschel ahdicher 
und koaxialer Ellipsoide eine F l k h e  fiir sich bildet, so geht auch dzirch 
jeden I't~~tlit des Ilaumes eine, aber auch nur eitze E u w e  des dzcrch die 
i~lcicl~twqcn (1) ' ~ m d  (I I )  daygestellten Hiindels von, Rautîzkurven vierter 
OrtZmng hintlurch. Dieselbe Eigenschaft kommt endlich auch dein 
System aller Polhotlie7iurven zu, welche die Zweige dieses Kurvenhündels 
bilden, wenigsteris wenn man die Punkte der Axe des mittleren 
Haupttragheitsmonientes ausnimmt, welche als Doppelpunkte der zer- 
fallenden Raumkurven viFrter O r h u n g  irrirrit!r 2~x;ei Polhodiekurven ari- 
phtiren. 

Man kanu hierari noch die Bemerkung kniipfen, dds ,  wenn hei 
einem kraftfreien, iim eincn fcsten Piinkt drehbaren starren K6rper für 
irgend einen Augenblick die Lage des Korpers und überdies die Lage 
seines instantanen Drehpols gegeben ist, damit seine Bewepng  in jedeni 
Falle eindeiitig bestiriinit ist. Denn durch die Lage des Drehpols fiir 
irgend einen Aiigenblick jst, ahgesehen von dem Ausnahmefall, wo der 
Drehpol auf die Axe des inittleren Trigheitsmomentes fallt, die zu- 
gehorige Polhodiekurve eindeutig festgelegt, aulserdem aber auch die 
Lage der diescr I'olhodickiirvc entsprcclientien Herpolhodieebenc. In 
der That ist diese ja nichts anderes als die Tangentialebene, die man 
in, anfanglichen Drehpol des Korpers an das durch ilin hestimnite 
Ellipsoid der lebenrligen Kraft legen kann. Und da, wie unten gezeigt 
werden a i r d  (vgl. S. 362), auch in den1 genannten Ausnahmefall, wo der 
Drehpol der Axe des mittleren Triigheitsniomcntes angehort, durcli 
Angabe seiner Lage auf dieser Axe die Bewepng  des Korpers un- 
zweideutig vorgesr:hriehen ist, so hat man den Satz: 

K e n n t  m a n  be i  e inem k r a f t f r e i e n ,  urn e inen  f e s t e n  P u n k t  
d r e h b a r e n  s t a r r e n  K o r p e r  f ü r  i r g e n d  e i n e n  A u g e n b l i c k  au l s e r  
d e r  L a g e  des  Kij rperv n o a h  d i e  Lagi: des  i n s t a n t a n e n  Ureh- 
p o l s ,  s o  i s t  d a d u r c h  d ie  B e w e g u n g  des  K 6 r p e r s  e indeut ig  
best,immt,. 

C) Der Durchlaufungssinn der Polhodiekurven. 

Um über den Sinn der Fortbewegung des Drehpols auf der 
J'olhodiekurve AufschluIs zeu erhalten'), benutzt man am besten eine 
von den drei Eulerschen Biferentialgleichzcngelz, welche lauten: 
.- 

1) Vgl. hierzu R o u t h ,  Rd. LI. fi. 106 
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In der mittleren von diesen Gleirhungen ist mit Rücksiclit auf die 
Lngleichung (6) der in  der Klammer auftretende Paktor C - A positiv. 
Die Gleichung zeigt daher, dah  das Vorzeichen des Differential- 

quotienten bq mit dein des I'roduktes rp übereinstimmt, d a î s  s i ch  
d l  

alvo d e r  D r e h p o l  i n  d e n j e n i g e n  v ie r  O k t a n t e n  des  bewcg-  
lichen K o o r d i n a t e n s y s t e m s ,  f ü r  we lche  das  l ' rodukt 1.p p o s i t i v  
ist, i m  S i n n e  d e r  p o s i t i v e n  y - A x e  b e w e g t ,  i n  d e n  ant icrcn vier  
Oktanten i n  e n t g e g e n g e s e t z t e m  S i n n e  (vgl. Big. 3). 

Uinschlieht also die Polhodiekiii.ve die positive (oder negative) 
Seite der x-Axe, so wird die Polhodiekurve und also auch der zu- 
gehorige Yolhodiekegel für einen rom Scheitel des Kegels aus die 
Kegellaxe entlang blickenden Beschauer in negativeru Sinne durch- 
laufen (vgl. S. 331). Umschlieht dagegen die Polhodiekurve die posi- 
tive ( d e r  negative) Seite der z-Axe, so erfolgt diese 1~urc:hlaufiing 
in positivem Sinne. Man hat also den Satz: 

Bei  de r  B e w e g u n g  e i n e s  k r a f t f r e i e n  s t a r r e n  K o r p e r s  un1 
einen f e s t e n  P u n k t  w i r d  der  P o l h o d i e k e g e l  v o n  d e r  i n s t a n -  
tanen Axe f ü r  e i n e n  v o m  S c h e i t e l  des  Kege ls  d i e  K e g e l a s e  
ent lang b l i c k e n d e n  B e s c h a u e r  in  n e g a t i v e m  o d e r  i n  p o s i t i v e m  
Sinne d u r c h l a u f e n ,  je  nachde in  diese  Axe m i t  d e r  Axe  des  
kle insten o d e r  g r o î s t e n  Tr i ighe i t sn iou ien tes  zusamrneiifi i l l t .  

Die Halbellipsen der trennenden Polhodie endlich werden für eirieri 
-rom Drehpunkte aus die Axe des kleinsten (grofsten) Triigheitsmonientes 
eutlang blickenden Heschauer in negativem (positivein) Sinne durchlaufen. 

S e c h s t e r  A b s c h n i t t .  

Die Erzeugung der Herpolhodiekurve mittelst der drei Apparate. 

Die drei Apparate, diirch welche in den beiden oben behantlelten 
HauptfaUen und in den1 Grenzfalle der trennenden I'olhodie die Be- 
wcgung des kraftfieien starren Korpers um einen festen Punkt nach- 
geahmt und zugleich die Herpolhodiekurve beschrieben werderi soll, 
heruhen auf dem Gedanken, dak man anstatt des Ellipsoids der leben- 
digen Kraft a z ~ h  diejenz$e K w v e  nuf der Heq101hodieebe)ze rollen Zassen 
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km%, welche durch die aufeinanderfolgenden Berii7~rulzgspunkte des Enip  
soi& der lebewdigen Kraft mit der Hevpolhodieeliene auf diesem Ellips&h 
gebiZ&t wird. Dabei ist vorausgesetzt, dak man diese Kurve, welche 
nach dem Obigen mit der Polhodiekurve identisch ist, mit dem ,,Trig- 
heitskreuz des Drehpunktes" in feste Verbindung bringt, den Drehpunkt 
in der gehorigen Entfernung von der Herpolhodieebene festhilt und 
die Berührung der Polhodiekurve mit der Herpolhodieebene durch 
passende Aufhkgung der Polhodiekurve so regelt, daîs bei positiver 
Drehung des K6rpers um den Leitstrahl des Berührungspunktes die 
Polhodiekurve von ihrem Berührungspunkte in dem auf S. 357 an- 
gegebenen Sinne durchlaufen wird (vgl. die Figuren 4 und 5). 

Wie weiter unten gezeigt werden wird, ist dazu in den beiden 
oben betrachteten Hauptfillen einer nicht zerfallenden Polhodiekurve 
erforderlich, dafs die Impulsaxe, das heiîst, das vom Drehpunkte des' 

Fig. 4. K6rpers auf die Herpolhodie- 
ebene gefallte Lot, von der Pol- 
hodiekurve umschlossen wird 
oder nicht, je nachdem der Ab- 
stand des Drehpunktes von der 
Herpolhodieebene kleiner oder 
grcher ist als die mittlere Halb- 
axe des Ellipsoids der leben- 
digen Kraft. 

Als feste Verbindung der 
Polhodiekurve mit dem Triig- 
heitskreuz des Drehpunktes wird 
man am besten den Polhodie- 
kegel benutzen. Man 1iBt algo 
den rings der Polhodiekurve ab- 

geschnittenen Polhodiekegel mit seiner Randkurve unter Ausscblufs 
des Gleitens auf der Herpolhodieebene abrollen, wahrend man seinen 
Scheitel in der zu der Polhodiekurve gehorigen Entfernung von der 
Herpolhodieebene festhalt und dabei die Aufhiingung in der oben an- 
gegebenen Weise ,regelt. Der geometrische Ort der Berühningspunkte 
der Herpolhodieebene mit der Randkurve des Polhodiekegels ist dann 
die Herpolhodiekurve. 

Eine solche Anordnung der Apparate gewghrt noch den Vorteil, 
daîs sie die Bewegung des Po ins  O t schen Polhodiekegels wieder mehr 
in den Vordergrund der Betrachtung rückt. Allerdings ist ja die oben 
gegebene, ebenfalls von Po ins  O t herrührende Veranschaulichung der 
Drehung des kraftfreien starren Korpers durch dm Abrollen eines 
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Ellipsoids auf einer Ebene auîserst übersichtlich und besitzt überdies 
den wichtigen Vorzug, dafs die Modellierung eines einzigen Ellipsoids 
susreichen würde, um alle m6glichen Formen der Drehung eines ge- 
gebenen Korpers nachzuahmen; denn sieht man von den Unterschieden 
ab, welche lediglich durch die Grofse der lebendigen Kraft der Be- 
wegnng bedingt weïden, so würden sieh die versehiedenen Bewegungs- 
formen des Korpers durch blofse Verindermg des Abstandes der 
Herpolhodieebene vom Mittelpunkte des Ellipsoids ergeben müssen. 

Andererseits aber leidet diese Methode der Veranschaulichung an 
dem Mangel, daîs bei ihr die Form des Herpolhodiekegels und die Art 
der Bewegung des Polhodiekegels nicht deutlich genug erkennbar ist. 
In diesen beiden Beziehungen 
aber Iiîst die von uns gewiihlte 
Methode, bei der die Polhodie- 
kurve als Randkurve des Pol- 
hodiekegels auf der zugehorigen 
festen Ebene abrollt, nichts zu 
wiinschen übrig; auîserdem er- 
moglicht sie eine beesere Ver- 
gleichung der Bewegung des 
kraftfreien starren Korpere mit 
der Bewegung eines Korpers, 
der von E i f t e n  beeinflufst wird. 
Endlich gestattet die beschrie- 
bene Einrichtung der Apparate, 
mittelst derselben die Herpol- 
hodiekurve auf einem Papier- 
blatt zu verzeichnen, so daîs 
also die Apparate nicht nur die 
Bewegung des kraftfreien starren Korpers nachahmen, sondern zugleich 
als Herpolhod iez i rke l  dienen konnen. Befestigt man Gmlich ein 
Papierblatt mit einem Stück aufgelegten Blaupapiers auf der Fnîsplatte 
der Apparate und Iàfst den Polhodiekegel ohne Anwendung von Druck 
unter gelegentlicher sanfter Nachhülfe durch die Hand auf seiner 
Unterlage abrollen, so ruft der Kegel durch sein blofses Gewicht die 
Herpolhodiekuwe mit hinreichender Deutlichkeit auf dem Papierblatt 
hervor. Eiae genaue Einhaltung der Entfernung des Drehpunktes von 
der Herpolhodieebene erzielt man dabei, wenn man nach L6sung der 
Schrauben, mittelst deren die Stütze des Drehpunktes auf der Fufs- 
platte befestigt ist, die beiden Papierstücke zwischen der Stütze und 
der Fdsplatte einklemmt. 
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S i e b e n t e r  A b s c h n i t t .  

Die Gestalt der Herpolhodiekurve. 

Die Gestdt und die Eigenschaften der IIerpolhodiekurve lassen 
sich nicht mehr in so elemeiitarer Weise entwickeln, wie dies bei der 
Polhodiekurve moglich war. Uic Gleiçhung der IIerpolhodiekurve wird 
niimlich im allgemeinen transscendent, und ihre Ableitung und Dis- 
kussion erfordert bereits umfangreichere Ecchnurigen, welche den für 
diese Blitter zur Perfügung stehenden Raum überschreiten würden. 
Es mogc daher auf eine eingchcnde Behandlung der Herpolhodiekiirve 
verzichtet werden, was um so mehr erlaubt scheint, als die vorlicgende 
Abhandlung ja wesentliçh den Zweck verfolgt, das Verstandnis für die 
drei Apparate und die durch sie dargestellte Bewegung zu verrriittelu 
und namentlich einen Cberblick über die verschiedenen Bewegungs- 
forriieu zu gewahren, welche bei der Drehung eines kraftfreien stairei~ 
G r p e r s  um einen festen Punkt eintreten konnen, wozu eiiie genauere 
Diskussion der Herpolhodiekurve nicht unhcdingt erforderlich ist. Docli 
sollen wenigstens historisch die wichtigsten Eigenschaften der Herpol- 
hotliekiirve mitgeteil t werden; hinai chtlich ihrer Regriindung aber ni tige, 
soweit dieselbe groîsere Rechnungen notig machen würde, auf die ein- 
schligige Litteratur verwiesen werden. 

a) Die Herpolhodiekurve in den beiden Hauptfallen. 

Der Leitstrahl der Polhodiekurve, vom Drehpunkte des Korpers 
aus gezogen, variiert in den beiden von uns oben betrachtetcn Haupt- 
fallen, auf die wir zun%chst eingehen wollen, zwischen einem groi'sten 
Werte, den er für die heiden in der zz-Ebene gelegenen Scheitel der 
Kurve erreicht, und einem kleinsten Werte, den er für die beiden 
anderen Scheitel annimmt.') Fiillt man ferner vom Drehpunkte O des 
Korpers das Lot 01kl auf die EIerpolhodieebene und bezeichnet die Ver- 
1)indungslinien saines FiiTspiinktcs M mit den Piinkten dcr  Hcrpolhorliri- 
kurve als die Leitstrahlen der Herpolhodiekurve, so bildet jeder Leit- 
strahl der Herpolhodiekurve die eine Kathete eines rechtwinkligen 
Dreieeks, dessen Hypotenuse der zugehorige Leitstrahl der Polhodie- 
kurve ist, wiihrend die andere Kathete durch das Lot 031, das heirst, 
durch ein Stück der Impulsaxe dargestellt mird. Und dieses Lot ist 
wenigstens in den beiden von uns jetzt betrachteten Hauptfillen kleiner 

- 

1) Vgl. Poinsot, Th&orie nouvelle de 1% rot,stion des c o i p  Journ. de math. 
\ Serie 1. R d .  1 6  (1851). S. 105, in der von Schellbach besorgten deutschen 

i;'bersetzung (Berlin 1851) S. 43. Siehe ferncr die obigc: Figur 3. 
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als der kleinste Leitstrahl der Polhodiekurve.') Polglich ~ ç h w m k t  auch 
der Leitstrahl der Herpolhodiekurve in den beiden Hauptfiillen zwischen 
einem grtirsten und einem kleinsten, volz flu21 verscl~ie&nen Werte hin 
und her. 

Die H e r p o l h o d i e k u r v e  i s t  a l s o  zwischen  zwei  konzen-  
trische Kreise ,  i h r e  , ,Grenxkreise", e i n g e s c h l o s s e n ,  we lche  d e n  
E'ufspunkt 171 j enes  L o t e s  zum M i t t e l p u n k t  h a b e n ,  u n d  welche  
abwechselnd von  d e r  H e r p o l h o d i e k u r v e  b e r ü h r t  werden.  

Man kann daher den Punkt $1 als den M i t t e l p u n k t  d e r  H e r -  
polho d i e k u r v e  bezeiclinen und die Irnpulaaxe, welche im Mittel- 
punkte M der Herpolhodiekurve auf deren Ebene senkrechtsteht und 
zugleich durch den Scheitel O des Herpolhodiekegels hindurchgeht, die 
Axe des H e r p o l h o d i e k e g e l s  nennen. 

Von dem Verlaufe der Herpolhodiekurve zwischen den beideil 
Grenzkreisen hatte sich P o i n s  O t eine unrichtige Vorstellung gebildet, 
in so fern er annahm, dafs sich die Kurve nach Art einer Wellenlinie 
zwischen den beiden Kreisen hinziehe und also zwischen je zwei auf- 
einanderfolgenden Berührungspunkten mit diesen Kreisen einen Wende- 
punkt l>esitze.%) 

Im Jahre 1880 zeigte indes W. Hels ,  indem er sich dabei auf die 
nach dcm Obigen zwischen den Haupttragheitsrnoincnten eincs Korpers 
herrschende Ungleichung 

(7) A + B > C  

stützte, dals  die  H e r p o l h o d i e k u r v e  ke ine  W e n d e p u n k t e  a u f -  
weisen k6nne3),  s o n d e r n  ü b e r a l l  i h r e m  M i t t e l p u n k t e  d i e  k o n -  
kave S e i t e  z u k e h r e n  müsse ,  ein Ergebnis, das d m n  spater von 
verschiedenen Autoren bestatigt worden In dieser Beziehuiig 
-- 

1) Dies folgt z. B. aus den von P o i n s o t  i n  derselben Abhandlung auf S. 111 
(in der Übersetzung auf S. 45) unter der Nr. 6 %  angegebenen Formeln. 

2) Vgl. diesel'ue Abhandlung S. 93f. ( Ü b e r s e t ~ u r i ~  S.  35s.). Auf dieser irrigen 
Ansrhaunng beruhte auch die von P o i n s  O t ebenda S. 102 eingefiihite Hezeichniing 
H e r p o l h o d i e  (= Schliingelweg). 

3) H e r s ,  Dissertation S. 29-32. 
4) Zuerst von D e  S p a r r e  in den Arbeitcn: Sur l'erpolodie de P o i n s o t .  

Comptes rendus des séances de l'ac. Paris i3d. 99 (1884 0kt.-Uez.). S. 906. Sur 
l'lierpolhodie dans l e  cas d'une surfacc: du  second degr6 qiielconque. Ebenda. 
Bd. 101 (1885 Juli-Sept). S. 370. Sur le mouvement d'un solide autour d'un 
point fixe et sur le pendule conique. Ann. de l a  soc scient de Bruxelles. Dd. 9 

(1885) B. S. 49. Be~onders  geeignet zur Orientierung über den Gegenstand sind 
die beiden Arbeiten von l i e s a l :  Uéveloppernents sur un  poirit de l a  théorie de 
la rotation dea corps solides. Journ. de  l'éc. polyt. Heft 53 (1883), S. 17 und 

Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. 48. Band. 1902 .  3. u. 4. Heft. 24 
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gleicht also die Herpolhodiekurve der senkrechten Projektion der Bahn 
des sphirischen Pendels auf eine horizontale Ebcne, mit der sic übrigens 
auch die Eigenschaft gemein hat, dals sie im allgemeinen eine trnns- 
scendcnte Eurue ist, àie sich itz unendlich vielcn nziteimanckr konpwntcn 
Windungeu xzuischen den beiden. Gremkreism I~lnsc7~lingt, o7~r~e jemals in 

b) Die Herpolhodiekurve in dem Grenzfall de r  trennenden Polhodie. 

In dem Grenzfalle der t'rennenden Polhodie, zu dem wir nunmehr 
übergehen wollen, geh6rt einem jeden Ellipsencjuadranten der Polhodie- 
kurve ein spiralformig gewundenes Stück der Herpolhodiekurve zu, das 
sich ilz u,rzendlich oielem Spiralwintiungen um den Schnittpunkt der 
Impulsaxe mit der invariablen Ebene herumzieht.') Der starre Korper 
bewegt sich dann in der Weise, da18 die Polhodieebene an diesen 
Spiralwindungen der IIerpolhodiekurve abrollt, und zwar mit einer 
Winkelgeschwindigkeit, welche für jeden Augenblick durch die Lange 
des Leitstrahls der Polhodiekurve dargestellt wird. Und da diese 
Winkelgeschwindigkeit stets endlich bleibt, die Anzahl der Spiral- 
windungen aber unendlich groh ist, und bei Durchlaufung jeder Spiral- 
windung eine volle Umdrehung des Korpers stattfindet, s o  wi rd  der 
i n s t a n t a n e  D r e h p o l  des  E o r p e r s  d e n  M i t t e l p u n k t  d e r  Spirale 
i n  e n d l i c h e r  Z e i t  ü b e r h a u p t  n i c h t  e r r e i c h e n  konnen .  

Dies Ergebnis lXst sich auch dadurch bestiitigen, dafs man direkt 
die Zeit bestimmt, welche der Drehpol zur Durchlaufung einer ganzen 
Herpolhodiespirale gebrauchen würde, wodurch sich für diese Zeit ein 
unendich groîser Wert ergiebta2) 

Umgekehrt wird ein kraftfreier starrer Korper, der für einen 
Augenblick um die Axe des mittleren Haupttragheitsmomentes rotiert, 
in jeder noçh so langen endlichen Zeit in seiner Rotation um diese 
Axe luit konstanter Wirikelgeschwindigkeit beliarren; und xwar bleibt 
dann diese Axe sowohl im Korper wie im Raume fest. 

D i e  Axe  des  m i t t l e r e n  H a u p t t r a g h e i t s m o m e n t e s  i s t  also 
ebcnso  wie  d i e  beiden a n d e r e n  H a u p t t r i i g h e i t s a x ~ n  e i n e  ,,per- 
m a n e n t e "  ( , ,natürliche",  ,,freiei() D r e h a x e  des  Bt i rpers .  

- 

Note siir la courbure de l'herpolhodie. 1:bentia. Heft 55 (1885), S. 275,  von denen 
die zweite den betreffenden Kachweis enthalt. Vgl. femer die Arbeit von 
A. l ' e t  r u s :  Beitriige zur Theorie der Ilerpolhodie P o i n s o t  S .  Halle. Inaugural- 
dissertation. 1902, i n  der  sich auch weitere Litteraturangaben finden. 

1) Vgl. die bereits mehrfach zitierte Arbeit von P o i n s o t ,  S. 95 ff. und 116 if. 
(Cbersetzung S. 36 f .  und 47 f.) 

2) E b e n d a  S. 299. 
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Die Stabilitat der Drehung nm die drei Haupttragheitsaxen. 

Indessen besteht zwischen der Drehung um die Axe des initt- 
lercn und iim die Axen der heiden extremen Haupttr5gheitsmoinrtnte 
r:iu nichtiger Unterschied hinsichtlich der S t a b i l i  t ii t d e r  D r e  h u n  g. 
Wird niimlich die Drehaxe dcs Kiirpers durcli eine n-iomentan wirkctndc 
aulsere Kraft in den1 Korper auch nur unendliçh wenig aus der Lage 
einer der drei Haupttrggheitsaxen verschoben, und d a m  der Kiirper 
wieder sich selbst überlassen, so beschreibt die instantme Axe den- 
jenigen Kegel aus dem von uns oben betraehteten Hüschel von Pol- 
hodiekegcln, welcher durüh die ncue Lage der Drehaxe bestimmt wird. 
Dze Form diescs Polkorliekegels aber ist yanzlich verschieden, je naclidem 
d ie  pcrwmncnte Bwl~czzc durch clic Axe des wzittleren otlcr du'rch die Axe 
eines der beitien extmnen Haz~pttrü~11e%tsmonze~zte gebildet tuunie. 

Bei der Axe des grolsten oder kleinsten Trigheitsmomentes nam- 
lich ist der Polhodiekegel ein Kegel von selw fileirien ~jf~nunclszui~zkeln. 
Trotz der Storung durch den Anstok h d t  sich dalier die Drehaxe 
sowohl in1 K6rper wie im Raurne in umittelbarer Nihe der ursprüng- 
lichen permanenten Drehaxe. Die Drehung des Korpers un1 die Axe 
des grofden oder kleinsten Triigheitsmoments heikt daher stabil . ' )  

Ganz anders liegen die Verhiiltnisse bei einer Drehung um die 
Axe des ruittleren Haupttrigheitsnicirrientes. 

Sieht maIl zuriiçhst von dern Falle ab, wo  die Drehaxe auch 
nach der Einwirkung des auheren Anstorses in einer der beiden Ebenen 
der trennenden Polhodie verbleibt, so wird die Drehaxe nach Auf- 
hebung der storcnden Kraft einen nicht zerfallenden Polhodiekegel be- 
schreiben, welcher sich eng an die Ebenen der trenneriden Polhodic 
auschmiegt und in einem der vier keilformigen Raume liegt, die durch 
das Eberienpaar der trenilcnden Polhodie gebildct werden (vgl. Fig. 3), 
welcher also niclzt die Axe des nzittlwen IIuupttrügkeitsmome~ts, son&rn 
enlaeder &le iles 1clein.sten oùer die des gri#ten ï'rtigheitsnzanzerzks un- 
scldiefien w i d .  Die grorste und kleinste Offnung eines solchen Kegels 
kami dabei nur wenig von dcii Werten z und 21 oder z und z - 2 1  
abweichen, vorausgesetzt, daîs wir wie oben (auf S. 344 B.) unter Â den 

1) Vgl. hierzu K l e i u - S o m m e r f e l d  S. 1.28 ff.; ferner l ' r i  c k e ,  Kurzgefahte 
Vorlesungeri über verschiedene Gebiete der hoheren Mathematik mit Berüçksich- 
tigung der Anwendungen. Analytisch-funktionentheoretischer Teil. Leipzig. 1900. 

S 935 ff .  und A p p e l l ,  Traité de mécanique rationelle. Bd. II. Paris. 1896. 
S. 219 ff. 

24 * 
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Winkel verstehen, den die Ebenen der trennenden Polhodie mit der 
2 y  Ebene einschlieIsen. i~lfol~edessen wird sich die instantane Ilreh- 
axe in  hinreichend langer, aber jedenfalls endlicher Zeit sehr stark 
von der Axe des mittleren Haupttrigheitsmomentes entfernenl), und 
zwar sowohl in dem Korper wie im Raunie. 

Aber selbst in dem bisher ausgeschlossenen Falle, wo die Storung 
der Bewegung eine Verschiebung der instantarien Drehaxe innerhalb 
einer der beiden Ebenen der trennenden Polhodie zur E'olge hat, wird 
init Rücksiçht auf den Durçhlaufungsuir~n der Polhodiekurven (vgl. 
Fig. 3) wenigstens für swe i  von den vier mtiglichen Verschiebungen 
cbcnfallu bercits in endicher Zeit eine starke Verlegung der Drehaxe 
stattfinden, wahrend bei den beiden anderelz Verschiebungen allerdings 
die instantanc 1)rehaxe wietler ihrer iirsprünglichcn Lage zustreben wird. 

Die Drehung des Korpers um die Axe des mittleren Haupt- 
t>riigheitsmomentes besitzt nlso die Kigcnschaft, dais eine noch BO 

kleine Storung dieser Drehung im allgemeinen eine Veranderung in 
dor Hcwcgung hervorrufcn wird, bci welcher nach endlicher Zcit die 
instantane Drehaxe eine von der ursprünglichen Lage der Axe sehr 
stark abwcichende liichtung annimmt. Aus diesem Grunde nennt man 
die Drehung um die Axe des mittleren IIaupttriigheitsmomentes labil .  

N e u n t e r  A b s c h n i t t .  

Die Art des Abrollens des Polhodiekegels auf dom Herpolhodiekegel. 

Schon oben murde auf den Enterschied hingewiesen, der in der 
Art des Abrollens des Polhodiekegels auf dem Herpolhodiekegel hervor- 
tritt und zu einer verschiedenen Aufhiingung der Polhodiekegel bei den 
hpparaten Veranlassung gie'ut (vgl. Fig. 4 und 5). 

Ersetzt man eine g a m  beliebige Beweyzc~zg eznes sturren hlorpers um 
eine~t. festen. Yujt7it durch die Ahwickelung eines beweglichen Kegels 
auf einem festen Iiegel, so konnen clr.ei verschiedene Bewegungsformen 
auftreten, welche man entsprechend den drei beim Rollen eines beweg- 
lichen Kreises auf emem festen Kreise vorkorrirrieriden Bewegurigs- 
formen als e p i c y k l o i d i s c h ,  h y p o c y k l o i d i s c h  und per icyk lo id i sch  
bezeichnen kann. 

Sobald namlich die beiden Kegel sich liings ihrer instantanen Be- 
rührungslinie ihre koiivexe Selte zukehren, wollen wir das Abrollen 

1) Jede nicht zerfallende Polhodiekurve wird von der instantmen Achse in 
endlicher Zeit durchlaufen. Vgl. z. B. des soeben enviihnte Werk von F r i c k e  
S. 333. 
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des Polhodiekegels auf dem Herpolhodiekegel fiir den betreffenden 
Augenblick e p i c y k 1 o i d i s c h nerineri. Wenn da,gegen die konvexen 
Seiten beider Kegel liings ihrer Berührungslinie nach derselben Seite 
gewendet sind, sol1 die Bewegung als h y p o c y k l o i d i s c h  oder p c r i -  
cy kloidis  c h  bezeichnet werden, je nachdem der Polhodiekegel von 
rlem Herpolhodiekegel l i ing~  der Heriihriingslinie iimschlossen wird, oder 
~elbst den Herpolhodiekegel langs dieser Linie umschlieîst. 

Ein cbergav aus der epicykloidischen in die hypocykloidische 
oder pericykloidische Bewegungsforrn oder der umgekehrte Ebergang 
findet statt, wenn die Berührungslinie der beiden Kegel, das heifst, die 
instantane Drehaçhse des Korpers in eine ,,Wt:~zdeliwk" eines der heiden 
Kegel zu liegen kommt. Dagegen tritt ein Übergang aus der hypo- 
cykloidischen in  die pericykloidische Bewegungsform - - oder der umge- 
kehrte Übergang ein, wenn die loeiden Kegel oder, mas auf dasselbe 
hinauskommt, die beiden Kurven eines senkrecht eu ihrcr Herührungs- 
linie gelegten Normal~chnitt~s mit einander eine Berührzcng gerader 
Owinung haben. 

Bei  dem von u n s  b e t r a c , h t e t e n  b e s o n d e r e n  Fa11 e i n e s  
k r a f t f r e i e n  K o r p e r s  s ind  i n d e s  von d i e s e n  d r e i  A r t e n  des  Ab- 
rol lens  n u r  d i e  e p i c g k l o i d i s c h e  u n d  d i e  p e r i c y k l o i d i s c h e  Be- 
wegungsform m o g l i c h ,  wi ih rend  e i n e  h g p o c y k l o i d i s c h e  B e -  
wegung ü b e r h a u p t  a u s g e s c h l o s s e n  ist .  

Das kann man sich auf folgende Weise klar machen: Rein kine- 
matisch bctrachtet waren für eine hypocykloidische Bewegung zwei 
Formen denkbar. Ln der That konnten die beiden Kegel entweder 
glcichzeitig der Axe des Herpolhodiekegels ihre konvexe Seite EU- 

kehren, oder aber beide zugleich ihre konkave Seite. Bei der Be- 
wegung eines kraftfreien starren Korpers indes ist der erstcre von 
diesen beiden Fallen von vornherein ausgeschlossen, weil nach dem 
Fielsachen Satze (vgl. S. 361) der Herpolhodiekegcl seiner Axe stets die 
konkave Seite zuwendct. Xan überzeugt sich aber leicht, daCs ebenso 
auch die andere rein kinematisch denkbare Art hypocykloidischen Ab- 
rollens, eine hypocykloidische Bewegung niimlich, bei der beide ICegel 
liings ihrei- Beriihrungsljnie der Axe des Herpolhodiekegels ihre kon- 
kave Seite zukehren, bei einem kraftfreien Korper kinetisch unmoglich 
ist. Denn da sich beim kraftfreien starren Korper die Bewegung in der 
Weise vollzieht, dafs das Ellipsoid der lebendigen Kraft auf einer festen 
Ebene, der Herpolhodieehene, ahrollt, und die Polhodieknrve den geo- 
metrischen Ort derjenigen Punkte dieses Ellipsoids bildet, welche wahrend 
der Bewegung mit der Herpolhotlieebcne in Herühruiig treten, so liegt für 
jeden Augenblick der Bewegung die Polhodiekurve a l ~ f  derseibew Se& rlcr 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



366 Die Drehung eincs kraftfreien starren K6rpers um einen festen Punkt. 

.Herpoll~odieebcne wie der Mittelpunkt cles Ellysoids, dus heifit ,  wie dcr 
Brehpunkt des KOrpers. Würde ~ i c h  aber der Polhodiekegel mit seiner 
Polhodiekurve auf hypocykloidische Art auf dem Herpolhodiekegel und 
der Herpolhodiekurve abwickeln und zugleich der Axe des IIerpolhodie- 
kegels seine konkave Seite zuwenden, so miilste gerade im Gegcnteil 
die Polhodiekurve in der Umgebung ihres Berührungspunktes mit der 
Herpolhodiekurve von dem gemeinsamen Scheitel der beiden Kegel, das 
heirst, vorn Brehpunkte des Korpers, durch die Herpolhodieebene getrennt 
sein. Denn in dem Falle einer hypocykloidischen Bewegung mürste sich 
der Polhodiekegel mit seiner Polhodiekurve aus dem ihn umfassenden 
Herpolhodiekegel und seiner Herpolhodiekurve in der Umgebung der 
Hel-iihrungslinie beider Kegel durch Zusammenbiegen des Herpolhodie- 
kegels unter Festhaltung der Rerührungslinie samt ihrer Tangen- 
tialebene erzeugen lassen. Nun ist aber beim kreftfreien starren 
Korper die Herpolhodiekurve eine ebene Kurve. Und bei weiterem 
Zusammenbiegen des Herpolhodiekegels, der ja seiner Axe die kon- 
kave Seite zukehrt, würde die Herpolhodiekurve aus ihrer Ebme 
heraustreten und auf diejenige Seite dieser Ebene gelangeil müssen, 
welche von dem Drehpiinkte des Korpers durch diese Ebene getrennt 
ist. Da aber eine solche Lage der Polhodiekurve nach dem Obigen 
ausgeschlossen ist, so ist für einen kraftfreien starren Korper eine 
hypocykloidische Bewegung überhaupt unmoglich. Es  kann also die 
Bewegmg einefi kraftfreien starren Korpers nm einen festen Piinkt 
nur entweder epicykloidisch oder pericykloidisch sein. TIieraus folgt 
m m  Beispiel, dafs eine Bewegung von der Art der Prazessionsbewegung 
der Erde, welche bekmntlioh hypocykloidisch ist, bei einem kraftfreien 
starren Korper nicht vorkommen kann. 

Andererseits kann aber dit. Bewegiing eincs kraftfreien starreri 
Korpers aiich nicht abwechselnd epicykloidisch und pericykloidisch 
sein, sondern sie mu19 wahrend ihres ganzen Verlaiifes ihren Charakter 
bemahren; denn meder der Polhodiekegel, welcher ja von der zweiten 
Ordnung ist, noch auch der Herpolhodiekegel (vgl. S. 361) weist eine 
wendelinie auf. Das Auftreten einer Wendelinie bei einenl der beiden 
Kegel war aber nach dem Ohigen (vgl. S. 365) die Voraiissetzung für 
einen mlchen ijbergang. 

Ob nun endlich die epicykloidische oder die pericykloidische Be- 
wegunguform eintritt, lXst sich ziemlich leicht entscheiden. Schon die 
Betrachtung der Bewegung des auf der Herpolhodieebene rollenden Ellip- 
soids der lebendigen Kraft l&t erraten, dafs das Abrollen des Polhodie- 
kegels epicykloidisch oder periüykloidisüh sein wird, je naühdem der 
Polhodiekegel die grofde oder kleinste Axe dieses Ellipsoids umschliefst. 
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Mit volliger Sicherheit aber entnimmt man dies aus dem Durch- 
laufungssinn des Polhodiekegels. Da namlich nach unserer Verein- 
barung (vgl. S. 331) die ,,Drehstreckei(, das heirst die Strecke vom 
Drehpunkt nach dem Drehpol, immer nach derjenigen Seite der in- 
stantanen Axe hin ahgetragen wird, um wrlche hemm die Drehung in 
positiveni Sinne erfolgt, so gilt ganz allgemein der Satz: 

B e i  epicykloi&sclu:m O ~ L Y T  hypcykluidischcm Abrollen eines Polhodic- 
lcegels auf' seinenz Herpoll~odiekegel wird  fur einen Beschauer, dessen Auge 
im Sckeitel der beiden Ke,qel lie.& der Polhodie1;e.qel von der instantanen 
Axe  in negativem Sinne durchTaufen, Oei pericykloidisclzem Abrollen in 
positivem Sinne. l) 

k'ür einen kraftfreien starren Korper, bei welchem, wie wir gezeigt 
haben, die hypocykloidische Bewegungsform ausgeschlossen ist, kann 
man diesem Satze auch die Fassung geben: 

B e i  einem kraftfreien starren K6rper i s t  dze Bewegung des Polhodie- 
kegels epicylihidisch oder pericyldoidisclz, je nachtlern fiir einen vom Scheitcl 
des Pollmdiekegels die K q e l a x e  entlany hlickenden Bescltauer der &gel con 
der instantanen A x e  in negativem oder positie~em Sinlze dtircldaufen wird.  

Hierfür aber kann man nach dem auf S. 337 entwickelten Satze 
auch sagen: 

Bei  d e r  D r e h u n g  e i n e s  k r a f t f r e i e n  s t a r r e n  K o r p e r s  urn 
einen f e s t e n  P u n k t  i s t  das  A b r o l l e n  d e s  P o l h o d i e k e g e l s  auf  
dem H e r p o l h o d i e k e g e l  e p i c g k l o i d i s c h  oder  per icyk lo id i sch ,  
je nachdenl  se ine  A x e  m i t  d e r  A x e  des  k l e i n s t e n  oder  
g ro l s ten  T r a g h e i t s m o m e n t e s  z u s a m m e n f a l l t ,  oder, was nach 
dem Satze auf S. 354f. dasselbe ist, je  n a c h d e m  der  A b s t a n d  des  
D r e h p u n k t e s  von  d e r  H e r p o l h o d i e e b e n e  g r o l s e r  o d e r  k l e i n e r  
i s t  a l s  d ie  m i t t l e r e  H a l b a x e  des  E l l i p s o i d s  d e r  l e b e n d i g e n  
Kraft .  

Z e h n t e r  A b s c h n i t t .  

Fortsetzung : Der Impulskegel. 

In engem Zusammenhang mit der Art des Abrollens des Polhodie- 
kegels auf dem Herpolhodiekegel steht dze Fraye ,  ob die I ~ n p l s a r c e  
der Helce.pzg welche mgleich die Axe des Herpolhodiekegels bildet, 
au~serhalb oder innerhalb des Polhodiekegels liegt. 

1) Um die Richtigkeit dieses Sataes einzusehen, braucht man sich ni l r  swei 
Kreiakegel vorzustellen, von denen der eine auf dem andern auf epicgkloidische, 
hypocykloidische oder pericykloidische Art abrollt. 
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Km diese Frage ailgernein zu eritscheiden, betraçhte man die rela- 
tive Bemegung der Impulsaxe in Bezug auf das mit deni IGrper fest 
verblindene Koordinatensystem. Die Koordinaten L, Jf, II7 des Impiils- 
pols in Bezug auf das bewegliche System Sind nach S. 338 mit den 
Koordinaten $3, y, r des instantanen Drehpols durch die Gleichongm 
verknüpft 

(62) L =  ~ p ,  M =  ~ q ,  N=- C r .  

Diese Gleichungen zeigen, dafs der Impulspol relativ zu dem in Be- 
wegung begriffenen K6rper e i n ~  Xurve beschreihen wird, welche 711 

der Polhodiekurve in dein Verwandtschaftsverhaltnis der Affi'jinitat steht, 
und dalg diese Affiiiitiit die drei Koordinatenaxen des beweglichen 
Systerris, dafs heiht, die drei Haiiptttxen der Polhodiekurve zu Duppel- 
l in ieu hat. Hieraus folgt, dafs die von dem Impulspol in den1 dreh- 
beren Korper beschriebene Kurve, wir wollen sie nach dem Vorgange 
von K l e i n  und Sommerfeld1)  als die I m p u l s k u r v e  bezeichnen, 
ebenso wie die Polhodiekurve cinen Zweig einer Xaz~mkurue  vierter 
Ordnzc~zg bildet, welche die Koordinateneberien des beweglichen Systems 
zu Symmetrieebenen hat, und daSs sie ferner in zwei  ebene Kurven 
zerfallt ,  deren Ebenen durch die Axe des mittleren Haupttragheits- 
moments hindurchgehen, sobald dies bei der zugehorigen Polhodiekurve 
eintritt. 

Die G l e i c h u n g e n  der Impulskurve erhalt man, wenn man in 
den Gleichungen (1) und (9) der Polhodiekurve für die Koordinaten 
p, q, r des Drehpols ihre Werte 

ausgedriickt in den Koordinaten L, M, AT des Inipulspols, substituiert, 
wodurch sich die Gleichungen ergeben: 

r d S  M A- - + - + - = 2 h  
A B C  

welche zeigen, dafs die Impulskurve eine s p h a r i s c h e  K u r v e  ist, die 
aus der Kugel (65) durch das mit ihr konzentrische Ellipsoid (64j 

1) Klein-Sommerfeld S. 123. Vgl. Semer: Maxwell, On a Dynamical 
Top, for exhibiting the phenornena of the motion of a system of invariable form 
abont a fixed point, with some suggestions as to the Earth's motion. Transactions 
of the Hoyal Society of Edinburgh. Vol. 21. Part. IV. 1857. (Scientific Paliers. 
Vol. 1. Cambridge. 1890. S. 248.) 
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ausgeschnitten wird. IIieraus ergiebt sich insbesondere, dals die beideu 
e b m m  Kurven, aus dcncn sich die zerfùllende Impztlskz~rae zusamnzensetzt, 
aulei grorste IIalbkreise der Kugel (65) silzd. 

Für den vorliegenden Zaeclr grniigt es, den ,,~r~pz~Zskegei", das 
heillit, den Kegel zu betraditen, der die Irn~)ulskurve zur Leitkurve 
und den Drehpunlrt des Korpers xum Scheitel hat, und welcher a190 

don geomctrischcn Ort der Impulsaxe bildet. Seine Gleichung findet 
man, wenn man aus den Gleichungen (64) und (65) der Impulskurve 
durch lineare Verkniipfiing rinc in L, M ,  N homoyene quadratische 
Gleichung ableitet. Dadnrch ergiebt sich für den Impulskegel 
Gleichung: 

1 Ge 1 G P  1 G e  
(66) A ( 2 h  - A)L'+  B ( -  2h - B )  - 2 h  C ) P =  O .  

Sie zeigt, dals der Impulskegel ebenso mie der Polhodiekegel 
Kegel z w e i t e r  O r d n u n g  ist, woraus noch folgt, dafs die Impuls- 
kurve als ein s p h a r i s c h e r  K e g e l s c h n i t t  bezeichnet werden darf. 

Urn die Lage des Impulskegels gegen den Polhodiekegel zu 
errnitteh, dessen Gleichung lautete: 

die 

e i n  

Ge Ga Ge  ( I l )  A ( %  A ) ~ "  +(-- -Ü)~~ 2 h .  + C ( 2 h  - c)Y'- O ,  

het man wieder die beiden obcn hchandelten Hauptfdle (a) und (b) 
und den Grenzfall der trennenden Polhodie von einander zu unter- 
scheidcn. Die beiden Hauptfiille (a) und (b) waren dadurch charak- 
terisiert, daIs in dem einen Falle 

(a> 
G A < z h < B < C  und B > b ,  

in dem andern Falle dagegen 

(b) A < B < $ < C  und B < b  war. 

In dern ersteren Falle (a), in welchem, wie oben (vgl. S. 354f.) 
gezeigt ist, der Polhodiekegel die x-Axe umschlielst, schneide man die 
beiden Kegel mit einer zur yz-Ebene parallelen Ebene, welche von 
dieser den Abstand 1 hat, deren Gleichung also lautet: 

( G 7 )  L - 1  oder p = l .  
Die Koordinaten 31, N und q, r der beiden Schnittkurven genügen 
dam den Gleiçhungen: 
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Die Ebene (67) schneidet aiso den Impulskegel sowohi wie den Polhodie- 
lzegel in e i w  Ellipse; und zwar besitzen deren Halbaxen b,, ci und 
b,, C, die Werte: 

A 
b. = 

B - -  C - -  
2 h  2h 

und 

Zwischen den entsprechenrlen Halhaxen der heiden Ellipsen bestehen 
daher die Beziehungen: 

ans denen wegen A < R < C die Ungleichungen folgen: 

Diese aber liefern das Ergebnis: 

In dem Faile (a) umschliefst der Implskeyel den Polhodiekegel. 
Es  liegt also die Impzllsaxe, dus heifst, die Axe des Herpolhodiekegels 
wiihrend der Danzen Bewegung des Korpers aufserhalb des Polhodiekegds. 

Da nun aber ferner nach S. 367 dem Falle (a) ein epicykloidisches 
Abrollen des Polhodiekegels eiitspricht, und andererseits die epicykloi- 
dische Bewegungsform auch nur in dem Falle (a) auftritt, so kann 
man noch hinzufügen: 

Be im k r a f t f r e i e n  s t a r r e n  K 6 r p e r  i s t  d a s  epicykloidische 
A h r o l l e n  des  P o l h o d i e k e g e l s  aiif d e m  H e r p o l h o d i e k e g e l  stets 
von  s o l c h e r  A r t ,  d a î s  d ie  Axe  des  Herpo lhodiekege l s ,  ein- 
s c h l i e r s l i c h  i h r e r  V e r l a n g e r u n g  ü b e r  den  D r e h p u n k t  des 
K o r p e r s  h i n a u s ,  g a n z  a u î s e r h a l b  des  P o l h o d i e k e g e l s  liegtl). 

In dem zweiten Falle (b), in welchem, mie oben (rgl. S. 354f.) 
gexeigt ist, der Polhodiekegel die a-Axe umuchlieht, schneide man die 
beiden Kegel durch eine zur xy-Ebene parallele Ebene, welche von 
dieser den Ahstand 1 hat, deren Gleichung also lautet: 

w) N =  1 oder r =  1. 

1) Danach ware z. B. eine Bewegungsform, wie sie in dem Buche von Klein 
und Sommerfeld auf 9. 63 durch die Figur 9 vera,nschaulicht wird, fur delt 

Fail  e ims  kraftfreien starren Korpers ausgeschlossen. 
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Die Icoordineten L, M und p, q der beiden Schnittkurven genügeri 
d a m  den Gleichungen 

Die B e n e  (71) schneidet also wiederum sowohi den Inzpulsiceyel wie den 
Polhodiekeyel i n  eimr Ellipse; und zwer besitzen die Halbaxen dieser 
beiden Ellipsen, sie m6gen heiïsen cc.,, P, und ap, P,, die Werte: 

und 

Zwiuchen den entsprmhenden Halhaxen der beiden Ellipsen herrschen 
daher die Beziehungen: 

ails denen wrgen A < H < C die Uagleiçhungen folgen : 

Diese aber liefern das Ergebnis: 

ln &rn Falk ( h )  uird der 71npulsli-cgd votz d m  Poll/otlzelx,qel wm- 
schloss~n. Die Impulsaxe, dus Izeif~t die Axe des Hwpollwdiekegels, 
Eieqt somit wuh-end der yznswt Hezc~gimy des Kihpws ztznerhalb des 
Polhodie1ce~~eels. 

Schliefslich hleiht rioch die  Bewegung in dern Grenzfall der 
trennenden Polhodie zu untersuchen. Fiir diesen Fa11 war nach S. 344ff. 

G2 (19) - = B  und (30) 8 = b ;  
2 h 

die Gleichung (66) des Impulskegels verwandelt sich daher in: 
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wofür man wegen ri < U < C besser schreiben wird: 

1 1 
(7 5 )  a ( B - A ) L B - - ( C -  C B ) N s =  O oder 

A C - B  

D e r  I m p u l s k e g e l  z a r f a l l t  a l so ,  wie nben schon angedeutet wurde, 
i n  e i n  r e e l l e s  E b e n e n p a a r ,  dessen Ebenen clurch die Axe des niitt- 
leren Haiipttrigheitsmomentes hindurchgehen und mit der xy-Ebene, 
das heifst, mit der Ebene des kleinsten und mittleren Haupttrigheits- 
momentes, zwei entgegengesetzt gleiche Neigungswinkel einschlieîsen, 
die sich anfi der Gleichung 

( 7 7 )  t g v = +  A C - B  

ergeben. Vergleicht man diese Gleichung mit der Gleichung 

A B - A  

fiir die Neigungswinkcl 1, welche die Ebenen der trennenden Polhodie 
mit der xy-Ebene bilden, so ergiebt sich zwischen den Neigunge 
winkeln Â. und v, welche die E benenpaare des zerfallenden Polhodie- und 
Impulskegels mit der Ebene des kleinsten und mittleren Haupttragheits- 
momentes bilden, die Reziehung 

(77 )  
C 

t g v = - t  A g  il, 

oder wegen (27) 

(78)  
a9 

t g v  = p.tgA, 

die man auch durch die Proportion ersetzen kann: 

(79) t g v :  t g a  = u"c2; 

und rniiltipliiiiert man diese Proportion mit der Proportion (36): 

(36) t g a : t g p  = c : a ,  

so erhiilt man die neue Proportion 

welche zeigt, daf i  ddie LNeigu~igswinkel v, w e l c h  die B e n e n  des xw- 
fallenden Inzpdsliegels mit der x y -Ebetze bilden zu den Yeigungs- 
winke ln  y ,  unter denela die Kreisschnitte des Ellipsoids &r lebendàgm 
Kraft gegen d k s e  Ebene yeneigt s ind,  in d e ~ s d b e n  Beaiehung stehn, 
wie dze W i n k e l  y au  den ATeigungswinkeln A ,  welche ddie B e n e n  des 
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zerfallenden Polhodiekegels mit der x y-Ebene einschlie~s'sm (vgl. S.  346 a.). 
Man erhalt daher den folgenden Sate: 

Verze ichne t  m a n  i n  d e r  E b e n e  der  g r o î s t e n  oder  k l e i n s t e n  
Halbaxe des  E l l i p s o i d s  d e r  l e b e n d i g e n  K r a f t  a u l s e r  d e r  
E l l i ~ s e  

welche diese  E b e n e  a u s  dem E l l i p s o i d e  a u s s c h n e i d e t ,  d i e  
Spuren d e r  b e i d e n  E b e n e n  des  z e r f a l l e n d e n  I rupu lskege lo ,  
s o  sind d ie  W i n k e l ,  d i e  d iese  S p u r e n  m i t  d e r  g r o r s e n  A x e  

Big. 6. 

jener E l l i p s e  e insch l ie l sen ,  d i e  e x x e n t r i s c h e n  A n o m a l i e e n  d e r  
Punkte,  in d e n e n  d ie  E l l i p s e  von  deil b e i d e n  H a u p t k r e i s -  
schni t ten des  E l l i p s o i d s  g e t r o f f e n  wird.  

1st also wieder K einer der vier Punkte, welche die beiden I-Iaupt- 
kreisschnitte aus der Ellipse (37) ausschneiden (rgl. Fig. G), und zieht 
man durch K die Parallele xur kleinen Axe der Ellipse bis zum 
Schnittpunkt V mit demjenigen Kreise, rvelcher diese Ellipse in den 
Endpunkten der groîsen Axe berührt, so ist O V die Spur einer von 
den beiden Ebenen des zerfallenden Impulskegels. 

Hat man bereits den Punkt T konstruiert, in dem die Ellipse (37) 
von der Eberie der trennenden Polliodie geschnitten wird, die jener 
Ebene des Impulskegels entspricht, so kann man natürlich die Spur 
jener Ebene des zerfallenden Inipulskegels auch dadurch finden, dais 
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man im Punkte ï' an die Ellipse die Tangente legt und auf diese vom 
Punkte O aus das Lot OE' fiillt. 1)ann mu19 diescs Lot OF der 
Geraden O P angehoren. 

Aus der Lage der ,,Impulsebenen" gegen die ,,Polhodieebenen" 
k a m  man ilisbesondere die Folgerung ziehen: 

B e i m  A b r o l l e n  e i n e r  H a l b e l l i p s e  d e r  t r e n n e n d e n  Po lhodie  
a u f  d e r  H e r p o l h o d i e e b e n e  l i e g t  d ie  A x e  des  Herpo lhodie -  
k e g e l s  s t e t s  i n  d e m j e n i g e n  v o n  d e n  v i e r  Winke l r i iumen  des 
z e r f a l l e n d e n  P o l h o d i e k e g e l s ,  w e l c h e r  d i e  Axe  des  groîs ten 
T r a g h e i t s m o m e n t e s  e n t h a l t  u n d  z u g l e i c h  d e r  r o l l e n d e n  Halb-  
e l l i p s e  an l ieg t .  

Berührt die Halbellipse schlieMich mit einem Endpunkte ihrer 
kleinen Axe die IIerpolhodieebene, so f i l l t  die Axe des Herpolhodie- 
kegels mit dieser Axe der Halbellipse, das heilst, mit der Doppellinie 
des zerfallenden Polhodiekegels, eusammeri. 

Mit ein paar Worten mage hier enaich noch der bisher von der 
Betrachtung ausgeschlossene Fall gestreift werden, wo zwei IIaupt- 
triigheitsmomente einander gleich sind, wo also (las ï'r(iglleitçe1l~soid 
u n d  sowi t  auch das  Ellipsoid cler letientligcn K r a f t  e in  abgeplattetes o d u  
e in  gestrcclitcs Kotationsellipsoid ist. 

Denkt man siçh fül- den Fa71 eilrcs abgeplatteten Rotutionsellz&soilEs, 
dessen P'igiirenaxe diirch die z-Axe gebildet werden mag, in einer 
Meridianebene des Ellipsoids der lebendigen Kraft, etwa in der zx-Ebene, 
die T<onstriiktjon der Spiiren des Ebenenpaares der trennenden Polhotiie 
wirklich ausgeführt (vgl. die Konstruktion auf S. 347 f. und die Figur 2), 
so fiillt der Punkt T auf den Punkt A;  die beiden Ebenen des Ebenen- 
paares der trennenden Polhodie falleri also mit der ~ p a t o r e b e n e  des 
abgeplatteten Rotationsellipsoids zusammen. Hieraus folgt: 

D i e  Bewegurig  e ines  k r a f t f r e i e n  s t a r r e n  K o r p e r s  um einen 
f e s t e n  P u n k t  i s t  s t e t s  p e r i c y k l o i d i s c h ,  s o b a l d  se in  Traghe i t s -  
e l l ipeo id  e i n  a b g e p l a t t e t e s  R o t a t i o n s e l l i p s o i d  i s t .  

D e m  auch der Fall, wo die Bewegung um eine natürliche Drenaxe 
- - 

des G r p e r s  erfolgt, niimlich entweder um die Figurenaxe oder um 
eirien Durchmesser des ~ ~ u a t o r k r e i s e s ,  kann noch als Grenzfall einer 
pericykloidischen Bewegung aufgefal'st werden. 

Führt man andererseits für den Fa l l  eines gestrccliten Rotatiotas- 
cllipsoids, desseri Figurenaxe niit der z - A x e  zusammenfillt, ,iriner- 
halb einer Meridiariebene des Ellipsoids der lebendigen Kraft, etaa in - 
der xx-Ebene, die Kon~truktion der Spuren des Ebenenpaares der 
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trennenden Folhodie wirklich aus (vgl. Fig. 21, so kommt der Punkt T 
auf den Punkt C zu liegen; die beiden Ebenen des Ebenenpaares der 
trennenden Polhodie fallen also wieder mit der ~ ~ u a t o r e b e n e  des 
Rotationsellipsoids zusammen. Da aber diese Ebene in dieaem Falle 
die Ebene der beiden kleinsten Halbaxen ist, so hat man dcn Satz: 

Die  B e w e g u n g  e i n e s  k r a f t f r e i e n  s t a r r e n  K o r p e r s  11111 e i n e n  
festen P u n k t  i s t  s t e t s  e p i c y k l o i d i s c h ,  s o b a l d  se in  T r a g h e i t s -  
ellipsoid e i n  g e s t r e c k t e s  R o t a t i o n s e l l i p s o i d  i s t .  

Denn auch hier kariri die Bewegung um eine natürliche Drehaxe 
noch als Grenzfall einer epicykloidischen Bewegung angesehen werden.l) 

E l f t e r  A b s c h n i t t .  

Die Konstanten der drei Apparate, 

Betrachtet man in den Gleichungen (1) und (9) für das Ellipsoid 
der lebendigen Kraft urid der Flacheii die Ilaiipttr~gheit~ni(~111ente A, 
B, C' als unbenannte Grofsen, denkt sich aber die Koordinaten p, p, r 
des Drehpols in cm ausgedrückt, so hat man sich den konstariten 
Wert h der lebendigen Kraft in qcm und die Starke G des Impuls- 
momentes in cm gegeben zu denken. 

Nun gehoren alle drei Apparate einem und demselben Tragheits- 
ellipsoide zu, welches den Haupttriigheitsmomenten 

entspricht. Aber auch die lebendige Kraft ist für alle drei Apparate 
gleich grofs angenommen und besitzt den Wert 

(B2) h = 5000 qcm. 

Infolgcdessen liegm die drci Polhodiekur?;en auch auf demselben 1Up.soide 
der lebendigen Kraft, auf dem Ellipsoide niimlich, dessen IIalbaxen den 
Gleichungen (16)  zufolge die Werte aufweisen: 

1) Es mag an  dieser Stelle noch bemerkt werden, d a k  die in den Yor- 
lesungen über Dynamik von H. Y. H e l m h o l t z  gegebeue Darstellung der Drehung 
eines kraftfreien starren Kfirpers eiue Verwechselung von h p u l v p o l  und Urehpol 
enthalt, iufolge deren die sonst schone Rehandlung des Gegenstandes zu falschen 
Ergebnissen geführt hat. Vgl. H. v. H e l m h o l t z ,  Vorlesungen über theoretische 
Phpik,  Bd. 1 ,  Abt. 2 ,  Die Dynamik diskreter Massenpunkte, herausgegeben von 

Kr iga r -Menze l .  Leipzig, 1898. S. 327 f. Auch die auf S. 326 gegebenen Figuren 
bedürfen einer Berichtigung. 
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Die Bewegungcn, welche durch die drei Apparate dargestellt werden, 
unterscheiden sich also von einander nur durch den Wert der Stiirke G 
des Impulsmomentes. 

Bei dem Apparat für die epicykloidische B m e g u n g  des Pdhodie- 
Legels (Apparat 1 )  ist das Quadrat des Impulsmomentes 

G2 -= 433 600 qcm 

gewiMt, sodals der Abstand S des Drehpunktes von der Herpolhodie- 
ebene mit Rücksicht auf (16) 

wird. 
Hei dem Apparat für die perirykloidische Uewegulzg des I'oll~odie- 

Legels (Apparat 2)  ist 

(Ho] G2 = 595 240 qcm 

angenommen.') Es wird wmit hier 

(87) 
2 h 

8 = -- = 12,961 cm. 
G 

I'ür die Beweguwg der t r e n n e d e n  Polhodie (Apparat 3) endlich 
ist das Quadrat des Impulsmomei~tes 

(88) G2 = 2 7~ . II = 510 204 qcm. 

Also wird in diesem Falle 

Die Malse der vier Figuren 1, 2, 3 und 6 entsprecheri geiiau deilen 
der drei Apparate; nur sind alle Liingen im Verhaltnis 187 : 1000 ver- 
kleinert. Bei den Figuren 1 und 3 sind ferner die zur Zeichenebene 

Z 
senkrechten Geraden in der Verkürxung 1 : 2 und mit der Neigung 

gegen die von rechts nach links laufende Gerade dargestellt. 

1) Es ist derjenige Wert  von G gewiihlt, für welchen hei der pericgkloiciischcn 
Bewegung dea Polhodiekegels der  kleinste Leitstrahl der Herpolhodiekurve sein 
Maximum hat. Dies tr i t t  nach W. H e î s  (Dissertation, S. 16; ein,  wenn 

ist. 
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Kontinuierliche Parabeltrager. 

Von Baurat A I I O I ~ P  FHANCKE in Herzberg a. H. 

Mit 28 Figuren auf einer Doppeltafel in Lithographie. 

Wir setzen für den aus einzelnen Bogentriigern zusammengesetzten, 
über den Stützen gekuppelten, kontinuierlichen Triiger unverschiebliche 
Stütepunkte voraus, betrachten also insbesondere die Mittelstützen als 
in jeder Richtung unverrückbare Gelenkpunkte, uni welche also die 
beiden, über der Mittelstütze mit einander festverbundenen, Einzelbogen 
bei elastischer Erregung des kontinuierlichen Gesamttriigers eine ge- 
meinsame elastische Drehung auszuführen gezwungen sind. 

Auf Grund eben dieses Zwanges gemeinsamer Drehung der Bogen- 
enden über den Xittelstützen konnen, in ganz analoger Weise wie für 
den geraden kontinuierlichen Ralken, die nllgerneinen Restimmungs- 
gleichungen für die über den Stützen erzeugten Biegungsmomente auf- 
gestellt werden. 

Es bezeiche f den Efachen Wert der elastischen Drehung q, 
welche ein an dem einen Ende eines Einzelbogens mit zwei Kampfer- 
gelenken angreifendes Kiimpfermoment M = 1 an dieser seiner Angrifftj- 
stelle erzeugt, 0 aber den Efachen Wert derjenigen elastischen Drehung 
rp', welcho dieses ~ i i h ~ f e n n o m e n t  M =  1 am entgegengesetzten Kiirripfer 
erzeugt, x ,  oder im Sonderfalle x', x,, x p ,  aber bedeute allgemein den 
Efachen Wert derjenigen elastischen Khpferdrehung, welche irgend- 
welche, etwa auf dem Bogen aufstehende Belastung P = 1,  q = 1 am 
Einzelbogen mit zwei, freien, Kiimpforgclcnkpunkten hervorruft, und es 
sollen im folgenden diese Werte f, O, x als positiv gelten, wenn die 
elastische Drehung, vorn Kimpferdrehpunkte ab gerechnet, nach innen 
gerichtet ist. 

Alsdann gilt, Abb. 1, zwischen je drei sich folgenden Stützen- 
rriornenten Ml, die Gleichung: 

wobei der Index 2, 3 von 8, f denjenigen Bogen anzeigen 5011, auf 
welchcn sich die Werte 8 ,  heziehcn. 

Diese Gleichungen (1) folgen aus dem Zwange gemeinsamer Drehung 
im Stützpunkte 1 i 2 ,  da die elastische Drehung qz des Hogens II: 

Zeitschrift f Natheniatik u. Physili.  48. Band. 1903. 8. II. 4. IIeft. 2 ?J 
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entgcgengesetzt gleich sein muCs der entspreclienden Drehung des 
Bogens III: 

~ p s ~ = ' & & l  + "3'3 
und sind allgemein sinngemafs gültig für beliebige Bogenformen, ins- 
besoridere also audl f i r  Kreisbogen- und für Parabeltriiger. 

Um die Gleichungen (1) anwenden zu konnen, ist eine allgemeine 
L)arstellung der Wertc 6 ,  O, x erforderlich, nnd leiten wir daher ini 
folgenden diese Werte zunachst für die Kreisbogenform, und daraus 
für die Parabel ab. 

1, Angriff eines Kampfermomentes. 

Bei zur Mittellinie des Bogens symmetrischer Ausbildung desselben, 
wird der Wert (S + 8 )  stets am einfachsten gefunden durch Betrachtung 
des symmetrischen Angriffes je eines Kiimpfermomentes 1V = + 1 an 
jedem Kiimpfer, und die Betrachtung dieses symmetrischen Helasti~ng~i- 
falles liefert zugleich, in einfachster Herleitung, den doppelten Wert 
des von einem Eimpfermoment M =  1 erzeugten, in Richtung der 

M 
Schlurssehne wirkenden, Bogenschubes H = 7 -. r 

P'ür den Kreisbogentriiger des iinveranderlichen Querschnittcs vom 
Tragheitsmomente J gelten für den symmetrischen Angriff zweier 
Kiimpfermomente M = 1 die Gleichungen Abb. 2; für die in Richtung 
des Halbmessers gemessene elastische Durchbiegung z: 

- - - 2q (cos w - Mr* d oz 

X J  dz  
. 

illre d w - 27 (sin GI - 

cos p) - 1 

, cos p)  - 

Aus der letzten Gleichnng folgt, da zu = O für cl = @, der Wert r]  des 
von einem Kiimpfermoment M = 1 erzeugten Bogenschubes: 
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Bus E J  d z  - - 257(sin f i  - f i  cos P )  - aber ergibt sich der Wert,: 
M ~ ' d m , = , ~  

J p"(sin fi - ,9 COS P )  ( f + û j = p - 2 q ( s i n ~ - P c o s p ) = P -  - .  
Jlr 3 [PI 

Beim antisymmetrischen Angriff zweier Kiimpfermomente -dl= * 1, 
sirid alle Scheitelwerte symmetrischer Ordnung M, H, z = 0, und es 
gelten, Abb. 3, die Gleichungen: 

E J  d S z  --- M 1 
r ,  - Qo COS Wj Q - - - Iz 

O - r sin /3 r sin j3 

Z J d 9  z i n m  - - 
r a  d m P  - sin 

h ' J  d z  cos w 1 cos w 
= C  - . = 

sin p fi ~ i n  f i  

E J d z  
woraus, ai13 -- fiir w = p, der Wert folgt: 

r e  d m  

cotarig B. 

Wir bezirthcn niin im folgenden die fiir die Kreishogenform, also für 
Xurven der Scheitelgleichung z" 2 r y  - y', abgeleiteten Formeln in 
der Weise auf die Parabel, dak wir zuniichst die für sehr flache Kreis- 
bogen gültigen Niherungs- und Rechnungsformeln dadurch darstellen, 
dais wir die Winkelfunktionen durch ihre Reihen uns ersetzt denken 
und nur die niedrigsten Potenzen berücksiçhtigen, die Wei-te r/3 mit 
den Bogenlangen s vertauschen, d a m  aber diese Formeln, weil die 
Kreisgleichung für gonügend groîsc Werte r in die Parabelgleichung 
übergeht, als rechnungsmafsige Annaherungsformeln auf den Parabel- 

1' 
trager aiiwenden, bei der Beziehung z2 = 2 r y ,  l 2  = 2 r h ,  r = - - 

2h  

Wir erhalten auf diesem Wege für den Angriff eines Kimpfer- 
momentes A%! = 1 an dem Parabelbogeri, Abb. 4, die Werte: 

oder, anders geschrieben: 
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2. Belastung durch lotrechte Einzellastm 

Eine im Bogenpunkte a: des Kreisbogentriigers, Abb. 5 ,  hangende 
lotrechte FJinzellast P = 1 erzcugt den Ilogenschiib If =.vP mit dcm 

und crzcugt am linkcn Kiimpfer die elastischc Drehung y) = G ,  am 

rechten c p -  mit clcn Mrerten: 
8 

J ;, (x + x') = /3 sin /3 + cos /3 - a: sin a: - cos a - 2 q  (sin /3 - p cos /3) 

p" CY" LY 

sin a: + ctg p)  + - cos a B .  

Die Werte 8, (" + x ' )  werden auch hier am einfachsten bei Retrachtiing 
des syminetrischen Belastungsfalles aus der Gleiçhung: 

-- E'J d 3 z  - - - 27 sinw, + cosw 
Pre  d m S -  

und deren Integralen abgeleitet, wiihrend der Wert  x - x' zweckmarsig 
ails dem antisymmetrischen Belastungsfail auf Grund der Bleichung: 

E J d% . (sin CY - sin 6) 
- - sin -- 

Pr3 clme , + sin w - sin c.r 
sin P 

ermittelt werden k a m .  
Für die Pnrabelform leiten wir darails die Urerte ab, Abb. 6: 

( s y  - uPj ( 5  ay - s y )  J ( x  + x') = 
4 8 s "  

oder anders geschrieben: 

Durch Vertauschung von a mit - a gelien die Formeln fiir x und x ' ,  

die eine in die andere über und gilt stets für diejenige Bogenhdfte, 
auf welcher P steht, die hier niedergeschriebene Formel Jx' mit posi- 
tivem Zahlwerte + 8 a s  irri Zahler. 
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Seien beispielsweise, Abb. 7, zwei gleiche Parabeltriiger, des gleichen 
Qiierschnitt'es, mit einander gekuppelt, so kann (las über der Mittel- 
stütze, durch eine iin Bogen 1 hangende lotrechte Last P srzeugte 
Biegungsrnoment Jf berechnet werden nach der, aus der allgemeinen 
Gleichung (1) hervorgehenden Gleichung: 

welche für die im Bogeiipunkte a hangende Einzallast P die Sonder- 
forrn annimnit : 

- (se - , n )  ( S n e  - s y  +as)  *jf = . - - - - -- 
48s"  P 7 

wobei in Ras das Vorzeichen + zii wahlen ist, wenn P, wie in der 
Abb. gezcichnet, rechts v o n  Sçheitel steht, des Vorzeichen -, wenn P 
links steht. 

Fiir Scheitelstellung, a = O ,  ergiebt sich rnithin der Wert: 
s P  X = + und man erkennt, dafs hierbei der Bogen II, in Folge des 
48 

s P  
Angriffs des Kknpfermonientes = einen Bogenschub 

48 

zu tragen bahen würde, wiihrend der Bogenschub Hr des Bogens I he- 
25 5 l e p  

tragen würde IIl = (ô. + - ) - mithin, vergliciien mit dern ent- 
384 s h  

sprechenden Schub Ll des freieri, ungekuppelten, Einzelbogens um den 
5 l ep  

Wert - - anwachsen wiirde. 
384 sh 

Um zu entscheiden, welche Strecken des Rogens I mit lotrediteri 
Lasten zu besetzen sind, damit hierdurch iiii Bogen II die h6chstm6g- 
lichen Wirkungen hervorgerufen werden, betraühtcn wir die Wurzeln 
der Gleichung: 

und ersehen, dah,  Abb. 8, fiir a, = 0,1165s, die Strecke A B  belastet 
min rniirs, iim im Bogen II den grofsten positiven Schub H,  sowie 
clas grolste Kampferrnoment 21f zu erzeugen. Würde aber die Strecke B C  
dcs Rogens 1 mit moglichst rielen Lasten betietzt werden, BO mürde 
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im Bogen II der grolste negative Bogenschub Hn und über der Mittel- 
stütze das grorste ncgativc Bicgungsmoment erzeugt wcrden, deren ah- 
soluter Zahlenwert den entsprechenden, bei Belastung der Strecke A B  
erzeugten positiven Werten genau gleich sein würde, wenn fiir die 
Strecken BC, A B  gleichmalsige Streckenbelastung p angenommen wird. 

Zieht nian auch die rritigliche eigene Belastung des Bogens II in 
Betracht, so erkennt man, daQ der grorste positive Bogenschub in1 
Bogen II entstehen wird, wenn dieser Bogen vol1 belastet wird und 
auf dem Bogen 1 die Strecke A B  mit moglichst vielen Lasten besetzt 
wird, die Strecke B C  dieses Bogens aber unbelastet bleibt. 

Um nuri die Wirkung solcher, auf einzelne Strecken verteilter 
lotrechter Belastungen p am einfachsten den Zahlenwerten nach fest- 
stellen mi konnen, hntrachten wir im folgenden den Einzelbogen iinter 
der Wirkung beliebig verteilter Streckenbelastung. 

3. Wirkung streckenweiser lotrechter Belastung. 

E'ür volle Belastung, Abb. 9, des Parahel-Einzeltragers gelten die 
Werte: 

4 1% H = -- Z h ,  % = O ,  xl=O. 

Daher ein, in einen kontinuierlichen Triiger eingeschalteter Parabeltriiger 
bei voller gleichmakiger Belastung q keinerler Krafte oder Beansprnchun- 
gen auf die anschliekenden Bogentrager übertragt. 

Für Belastung einer EIiilfte des Parabeltriagers, Abb. 10, gelten die 
Werte: 

wobei der positive Wert stets auf die belastete, der negative a8uf die 
unbelastete Bogenseite zu beziehen ist. 

E'ür Hclastiing der Parabel aiif der, von1 Scheitelpunkt ab geziihltcn 
Bogenstrecke a, Abb. 11, gelten die Werte: 
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aie aus den entsprechenden fiir die Kreisform, am einfachsten durch 
Betractitiing des symmetrischen, sowie antisymmetrischen Belastungs- 
falles zu gewinnenden Gleichungen hergeleitet werden kann. 

Von den Formeln (2) gilt der Wert Jx' stets für die belastete, 
J x  für die unbelavtete Bogenseite. Diese Formeln (1) und (2) sirid 
in Bezug auf die Spmetrieachse des Bogens als einseitig gültige 
Gleichungen, für absolute, positive LQen a anzusehen. Eine Ver- 
tauschung von u mit - a verwandelt die Merte x und x ' ,  den einen - 
in den andern mit Umkehrung des Vorzeichens. 

Die M'irkungen niçht am Scheitelpunkt beginnender Belastungen 
konnen sinngemak ails den Summen oder Unterschieden der Wirkungen 
am Scheitel begimender Belastungen dargestellt werden. 

Insbesondere gilt beispielsweise für den Belastungsfall der Abb. 12: 

wahrend für den, die Belastung der Abb. 12 zur vollcn Hclastung er- 
ganzenden Belastungsfall der Abb. 13 gilt: 

Für den, Abb. 14 dargestellten Relastungsfall gelten die Werte: 

wahrend für die, diesen Belnstungsfall der Abb. 14 ergiinzende, Be- 
lastung der Abb. 15 die Pormeln anzuwenden sind: 
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Um daher fiir den gekuppdten Parabeltrager der Abb. 8 das grorste 
Biegungsmoment über der Mittelstütze auszurechnen, haberi wir ent- 
weder, Abb. 16, die beiden Strecken AB, für a = 0,1165s, vol1 zu 
belasten, oder Abh. 17 ,  die Erganziuigsstrecke BB dieser beiden 
Strecken. 

Die Belastung der Abb. 26 ergiebt das grXste positive Moment JI,,, 
diejenige der Abb. 1 7  des grorste neg~t ive Moment vom gleichen ab- 
soluten Zahlenwert. 

Setzt man den Zahlenwert a = 0,1165s ein in die betreffenden 
Gleichungen, so erhalt man in riinder Rechnung: 

Die Stützpunkte kontinuierlicher Bogentriiger liegen hiiufig, z. B. bei 
Gefillen oder Steigungen der Bahnen, in verschiedenen Hohen. Nament- 
lich yflegen auch an und für sich die Schldsbogen, Abb. 18, als Aus- 
leger mit hoher liegender Schldsstütze angeordnet zu werden. Fiir 
oolche Fille, sowie auch dgernein dam, wenn seitliche Beanspruchiing 
durch Wind- oder Bremswirkung in Frage kommen sollte, genügt 
keineswegs die Betrachtung lotrechter, gegen die Bogenschluhsehne 
rechtwinkelig gerichteter Belastungskrifte, vielmehr wird d ~ d a n n  auch 
die Wirkung parallel zur Schluf~selinc gerichteter Seitenkraftc zu be- 
achten sein. 

4. Wirkung einer parallel znr Schluïssehne gerichteten Kraft auf den 
Parabelbogen mit zwei Kampfergelenken. 

Die den Parabelbogen der Abb. 1 9  im Bogenpunkte a angreifende, 
wagereohte Einzelkraft S = 1 erzeugt im Hogen dio beiden wagcrechten 
Kampferschübe: 

1 a3(5sz - a 3  H =  - -- 
2 8 s6 

und verbiegt den Bogen mit dcn fiir die elastischcn Drehiingen an den 
Kampfern gültigen Werten : 

h is* - ae) (9 + 3 u')  
J (% '  - X )  = ---- - 

12 P S  
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oder anders geschrieben: 

h (s' - as) (sJ + 3 a 's + 2 a3) Jx' = 
24Z8s4 

Der AbschluL eines kontinuierlichen Bogentriigers wird haufig durch 
ein Widerlager mit fester Einmauerung bewirkt,. Es  wird daher im 
folgenden betrachtet: 

5. Der Bogentrager mi t  einseitig fester Einmauerung. 

Die Kriifteverteilung in einem solchen Bogen, Abb. 20, dessen 
eines Widerlager A einen, unverschiehlichen, Gelenkpunkt bildet, wahrend 
das zweite Widerlager B undrehbar und unverschiebbar eingemauert ist, 
kam zwar, für jede beliebige Belastung oder Luanspruchnahme des 
Bogens, stets für sich auf Grund der für die in Frage kommende Be- 
1:istimg giiltigen Gleichungen der elastischen Reweping rl(:~ Bogens lin- 
vennittelt festgestellt werden. 

Zur Vermeidnng jedoch derartiger, sich im allgemeinen nicht 
besoriders einfach gestaltender Rechri~uigsausführurigen, empfiehlt es sich, 
die Krafteverteilung in einem solchen Bogentriiger festzustellen auf 
Grund der einfachen Uljerlegung, dais man einen aolçhen Rogen mit 
festem undrehbaren Widerlager B betrachten und behandeln kann, wie 
einan Hogen mit KSmpfcrgelcnk N, an welchcm [:in Kiimpfermoment 
angreift, so zaar,  dafs bei B die elastische Drehung rp = O erreicht 
wird, Abb. 21. 

Die Krafteverteilung kann daher durch einfache Anwendung der 
bereits bekannten, für den Hogen mit zwei Kampfergelenken gültigen 
Forrneln ermittelt werden unter Erfülluiig der Bedingung für den un- 
drehbaren Kampferpunkt: gp = O oder f i l [  + EPx = O. 

Wir fanden beispielxweise für den Parabelbogen den Wert 56 = i, 
und es entspricht dem Angriffe einer lotrechten Scheitellast Y der 

se Wert der elastischen Kanipferdrehung Jx = - - daher im Parabel- 
96' 

bogen der Abb. 20 durch die Scheitcllast P am undrehbaren Kiimpfer R 
s P da8 innere Biegungsmoment 31 = - P = - - erzeugt wird. Und um 

f 2 4 
nun die Eraftevertoilung in dem, statisch zweifach unbestinimten Bogen 
der Abb. 20, allseitig festzustellen, erübrigt nur noch die Angabe des 
entsteheriden Gesamtbogenschubes H, welcher sich zusammenzahlt aus 
dem, im Bogen mit zwei Kampfergelenken durch P erzeugten Schub 
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251aP s P  H = S4hs und dem, durch Angriff eines Kampfermorrientes 31 = -G 

erzeugten Schubes H = - = ~ 51'P ~ ~- ~- 80 d d ~  mithin dcr Rogenschub 
8hs' 192hs' 

61eP 
entsteht H =  -- - Hetrachten wir den Parahelhogen mit einseitiger 

12 h s 
Eirimauerung bei lotrechtcr Streckenbelastung p, so finden a i r  fiir 
volle Bogenbelastung das Kiimpfermoment iM - O. 

1st eine Bogeiihiilfte, Abb. 22, belastet, so erhalten a i r  M = + 5, 
je nachdem die Bogenseite mit Kampfergelenk, oder die Seite mit fester 
Eirimauerung belastet wurde. 

Im Belastungsfalle der Abb. 23 wird das Kampfermoment ,Y 

und das entgegengesetzt gleiche bei Belastung der Erganzungsstrecke. 
Fiir a = 0,1165 s erhiilt man die hochstm6glichen Werte M. F ü r  

den Angriff eines Kiimpfermomenteri 31, im Kimpfergelenke A des 

J1arabelbogens gilt die Heziehiing fio7,O + iM2 = 0; - + 3' = O 
12 4 

Wire  daher in dem, bereit's vorhin in Abb. 7 u. 8 betrachteten, 
gckuppelten Parabaltriiger das rechte Endwiderlager, Abb. 25, undrehhar 
eingemauert, so würden bei Belastung der ersten 0ffnung durch eine 
lotrechte E:inxellast P die beiden allgemeinen Momentengleichiingen 
gelten: 

2M15 + M,O = - PX 

woraus die Werte der beiden Biegungsmomente Ml und JI2 berechnet 
werden konnen. 

Für Scheitelstellung einer Einzellast P auf dem ersten Bogen 
ergeben sich z. B. die bestimmten Gleichungen: 

woraus folgt: 
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Stinde aber die lotrechte Einzellast Y aiif dem zweiten Rogen mit 
eingemauertem Widerlager, so würden die allgemeinen Gleichungen 
gelten: 

2M11;+ M,B = - Px, 

und bei Scheitelstellung der Last P würden wir daher die beiden be- 
stimmten Zahlengleichungen erhalten: 

woraus die Werte folgen: 

Wiire, Abb. 26, auch noch das linksseitige Endmiderlager undrehbar 
eingemauert, so wiirde die Konstruktian, statisch betrachtet, fünffach 
unbestimmt sein in Bezug auf die durch eine Last P erzeugte Krafte- 
verteilung. 

Steht nun diese Last P z. B. auf der ersten Offnung, so gelten 
die Gleichungen 

JI,,[ + nf,e + PX = O 

Mit Hilfe dieser drei Gleichungen komen,  bei jeder Stnllung der 
Last P, die drei Momente Mo, Ml, M, leicht ermittelt werden. Sind 
abw diese Kiimpfermomente bekannt, so kann nach den gegebenen 
Formeln sofort auch der Bogenschub H für jeden der beiden Bogen 
bestimmt und nach Restimmiing dieser fünf Kriiftegr6lSen, nlimlich der 
drei Stützenmomente und der zwei Bogenschübe ist die fünffache 
statische Unbestimmtheit gehoben. 

Bei Mittelstellung der Last P auf Bogen 1 ergeben sich z. B. die 
bestimmten Nomentengleichnngen: 
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woraus die Momentenwerte folgen: 

TJm zu entscheiden, bei welcher Lastverteilung die Einwirkung des 
einen Bogentriigers aiif den andern eine nioglichst g r o h  wird, stelle 
man fest, bei welcher Relastiing des ersten Bogens das Mittelstützen 
moment mogliçhst grok wird. Zu dem Zwecke betrachte man, bei 
willkiirlicher Stelliing der Last P, alfio hei unbestimmt gelasselien 
Werten x, x' den allgemeinen, aus den Gleichungen (3) hervorgehenden 
Wert  HI: 

"1 = - +(. + 3%') 
P 

und man crkennt, dalu die Gleiçhung 

x + 3 x 1 - 0  

die Grenzpunkte der zu belastenden Strecken angiebt. 
Da 

( se -ae ) (5a2 -se -  Ras) J x  = -- - ----- - -- 
96s' 

so ergeben die Wurzeln der Glcichung: 

die Grenzpunkte fiir die Relafitangsstrecke des Rogens 1 an. 
Um daher das grol'ste positive Mornent Jfl  durch eine Belastung 

des Bogens 1 zu erzeugen, hat  man die Strecke A B, bis m m  Bogen- 
purikt a, = 0,2s so stark wie ruogliçh zu belasten, wahrend man bei 
Relastung der Erganzungsstrecke das gr6Iste negative Moment erhalten 
würde mit, f ü r  g le ichrds ige  Streçkenbelestung, gleichem absoluten 
Zahlenwerte. 
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Um überhaupt das grohte Biegungsmonient Ml zu erhalten, hat 
man beide Riigen, cntwcrler auf den beiden Stirecken AB odcr dei. 
Erganzungsstrecke BB moglichst stark zu belasten. 

Man karin das in vorhergchender Darst'ellung an  dem einfachcn 
Beispiele des kontinuierlichen Bogentragers mit zwei gleichen 0ffnungen 
vorgefülirte Verfahren der Ermittelung der Krafteverteilung, welches 
seincm Wesen nach darin besteht, l e i  gegeberier Belastung zunkhs t  
siimnitliche Stiitzenmomente, auf Grund der allgemeiiien Gleichungen (I), 
zu berechneii, sinngemlIs ausdehnen auf kontinuierliche Bogentriigeï 
mit beliebig vielen und untereinander versçhiedencn 0ffnungen. 

1st eine g o h e r e  Anzahl Offnimgen vorhanden, so erhiilt man eben 
eine entsprechend grolsere Anzahl der allgemeinen Nomentengleichungen (1) 
zur Bestimmung der grofseren Anzahl unbekannter Momentenwerte, und 
sind die Spannweiten und Einzeltrager untereinander verschiederi, so 
erhilt man eben ungleiche Zahlenmerte [, für diese einzelnen Offnungen, 
die  Berechnung der Koef'fizienten der 3lonientc der Gleichungen (1) fiillt 
weniger einfach aus wie bei gleichen Offiungen und gleichen Trigern, 
in1 Wesen der Sache wird dadurch jedoch nichts geindert. 

Sind sehr viele Offnungen vorhanden, so ist, bei Durchführung 
des rechnerischen Verfahrens, die Auflosung sehr vieler linearer 
Gleichungen erforderlich, daher man für solche Fiille hiufig dein 
zeichnerischen Verfahren den Vorzug geben wird. Dieses kann für den 
Bogentrager in  analoger Weise, wie für den geraden Balken durch- 
geführt werden. 

Aua der linesren Form aller Jlomentengleichungen (1) folgt, bei- 
spielsweise durch Differenziation nach irgend einem einzigen bestimmten 
Einfluhwert x der rechten Seite dieser Gleichungen, fiir das Verhaltnis 

d Mn der Anderringen - -  irgend zweier Momentenwerte JIM Mn+, stets 
d Jf, + 1 

e h  konstanter, nu r  von den Koefizienten O, f der Momentengleichungen 
abhangiger, Wert. 

Tri@ mari daher die Stützenrnomente in festen Geraderi, natur- 
gemah in den durch die Stützpunkte gezogenen Lotrechten, als Strecken 
auf, so drehen sich alle Momentenlinien (Verbindungsgeraden der End- 
punkte der Hohen der Stützenmomente) um, i n  festen Lotrechten 
liegende, bestimmte Punkte L, K, wenn eine elastische E r r e p n g  von 
der einen zur anderen Seite durch den Trager Iiiuft. Weil  aber die 
Werte O bei dem R o g ~ n ,  im Gegensatz m m  geraden Ralken, negativ, 
den Werten f entgegengesetzt, ausfallen, so tr i t t  an  die Stelle der 
inneren Teilung der Spannweiten durch die Pnnkte L, K die iiuI%ere 
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390 Kontinuierliche Parabeltriger 

Teilung, sodaîs also die Stützenmomente mit gleichbleibendem, niclit 
wie heim geraden Balken mit abwechselndem, Sinne verlaufen. 

Auch die Bestimmung der Festpunkte S, in welchen behufs Dar- 
stellung des Verlaufs der Momentenlinien die EinflulSgriX'sen (mit be- 
stirri~nteii Koeffizeriten vervielfaltigte Werte der rechten Scite der 
Momentengleichungen (1) aufgetragen werden koilnen, erfolgt beim Bogen- 
trager in analoger Weise, wie beim geraden Triiger. 

1st also: 
~ 1 ~ 3 I ~ + c t ~ M , + c t , M , = o  bezw. = r  

eine bestirnmte Momenteligleichu~ig für drei sich folgeride Stützen- 
moment0 Ml, der drei Stützen 1, 2, 3, so hat die Lage des 
Punktes S der Bedingung zu entfiprechen: 

wenn xl, x,, X, die Koordinaten der Punkte 1, 2, 3; x, die Koordinate 
des Punktes S bedeutet, und in dieseni Punkte S würde wie beim ge- 

*$ raden, so dem gebogenen Triiger der Wert als Ordinate 
al + a, + a, 

aufzutragen sein, wobei der ganze Cnterschied zwischen dem geraden 
Halken und dem Parabelbogen darin besteht, dah im Falle des geraden 
Balkens die Werte q, a, stets positiv sind, wiihrend beim Bogen die 
Werte a,, a, negative Zahlen darstellen. Im übrigen kann das zeich- 
nerieche Verfaben beirn Bogentrager nach den nanilichen Regeln und 
Grundsiitzen durchgeführt werden, wie bei dem geraden Balken. - 

Wir  wollen uns hier d a r a d  beschranken als ein Beispiel zur Auf' 
steliung zaldenrniilsiger Momentengleichungen bei ungleichen Spann- 
weiten, den Triiger der Abb. 28 mit drei Offhimgen zii bctrachten. 

Der Bogen 1 habe die Abmessungen 

1, = 600 cm, hl = 500 cm, s, = 739,6 cm 

und den Querschnitt vom Tragheitsmoment JI = 61075 cm4. 
Alsdann gelten für diesen Bogen die Zahlenwerte gI, 011, menn 

wir dieselben, einfaeher Schreibweise zuliebe, mit IO5 vervielfaltigen 

Der Bogen II hahe die Abmessungen 1, = 1000 cm, h, = 500 cm, 
s, = 1148, und elllen Querschi t t  des Trigheitsmorrierites: 

J;, = 313047 cm4. 
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Dam ergeben sich f ü r  diescn Rogen die entsprechenden, ebenfalle mit 
IO5 vervielfiltigten, Zahlen: 

gn = 90; = - 30. 

Der Bogen III habe die Abmessungen I ,  = 750 cm, h,  = 500 cm, 
s,= 934 cm und einen Qiicrschnitt des Triigheitsmomentes J3 = 130QO'J cm4. 

Dann ergeben sich für diesen Bogen die entsprechenden abgerurideten 
Zahlen: 

cm = 180; OI= = - GO. 

Seien nun die beiden Endwiderlager, wie auch die Mittelstützen, unver- 
schiebliche Gelenke, so gelten die Werte No = ,JI3 = 0, und wir er- 
halten zur Bestimmung der beiden Momente der Mittelstützen die all- 
gemeinen Gleichungen: 

Ml (EI + Cn) + J4 (On) = - x,, 

Ml 011 + 1% (CI + tm) = - x,, 

wobei die Einfluhgr6fsen x , ,  x, der rechten Seiten der Gleichungen 
denjenigen elastischen Drehungen an der Mittelstützc 1 bezw. 2 ent- 
sprechen würden, wie solche etwaige Belastung in den betreffenden 
Einzelbogen mit frei drehbaren Enden herrorrufen würde. 

Durch Einsetzung der Zahlen ergiebt sich: 

Steht nun auf der ersten & h m g  eine Einzellast P, so ist x, = 0, und 
für x, der betreffende Zahlenwert, z. B. bei Scheitelstellung der Wert: 

sa. IO6 
- x, = 2-- - = 9326 einzusetzen, JI . Y 6  

wodurch also die Zahlengleichungen gefunden werden: 

393 Ml - 301M2 = 9326 

-3031, + 270M2 = 0, 

und aus welchen sich mithin der bestimmte Wert ergiebt: 

oder: 

9'326 , 270 
- -2 - -  

l - 393 . 270 - 50% 

Ml = P 26 cm. 

Steht die lotrechte Last P auf der rnittleren Offnung, so sind sowohl 
für x, ,  wie für x, bestimmte Zahlen einzusetzen und urn z. B. die 
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Frage zu entscheiden, auf welchun Strecken dieser MittelGffriung sind 
Lasten aufzubringen, damit der Bogen 1 moglichst stark hierdurch in 
Anspruch genommen wird, lose man die Gleichungen nach Ml auf 
und erhalt: 

IIieraus ersieht man, da19 die Erfüllung der Gleichung 9 xl + x, = O 
den Scheidepunkt der Belastungsstrecken angeben wird. 

Wird die Bogenstellung a der Last Y vom Scheitel naeh der 
r~ch ten  Seite ais positiv gerechnet, so ist zu setzen: 

uud führt daher die Gleichung 9 x ,  + x, = O zu der quadratischen 
Bleichiing: 

a2-  1,28as - 0,2s2 = O  

mit den Wurzeln 

der Wert = - 0,14 zeigt mithin den Scheidepunkt der beiden Be- 

lastungsstrecken an. - 
n'are der Bogen der Abb. 28 am linksseitigen Widerlager O un- 

drehbar eingemauert, BO ware iWo nicht = O zu seteen, und es würderi 
die ailgemeinen Momentengleichungen gelten: 

111, 
und bei Nichtbelastung der ersten Offnung würde x,  - O, also Mo = 3- 

werden. Bei Belastung aber irgend welcher Offnung sind die ent- 
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sprechenden Werte x,, x,, x2, wie bereits angegeben, cinzusetzen, wo- 
durch d e  WTerte M bekannt sind. 

Ware der Bogen auch am rechtsseitigen Endwiderlager undrehbar 
eingemauert, so wkire auch M, verschieden von 0, und es würden die 
Gleichungen gelten: 

Mo SI + Ml 0, = - %O 

oder in Zahlen: 

303 Mo - 101 Ml - - - Xo 

Wir setzten in unscror Darstellung für simtliche Einzelbogeii 
den namlichen Wert E des Elastizitiitsmaîses voraus. Gleichwohl 
bloihen unsere Formeln und Werte sehr leicht beziehbar nuf den Fall, 
dafs BBogen aus verschiedenem Material, also Bogen von verschiedenen 
Werten E zusammengekuppelt werden. 

Wir brauchen fiir diesen Pall in unseren Zahlenwerten t, O, x, 
nur die wirklichen, nicht wie wir der Einfachheit halber thaten, die 
Bfachen Werte der elastischen Drehungen zu verstehen, und ersehen, 
daCs man, für den Fa11 verschiedener Elastizitatsmdae für die Einzel- 
bogen, unsere Ausdrücke f 0, x, oder bestimmte Vielfache derselben, 
nur je durch den entsprechenden Wert E zu teilen braucht, um alle 
Forrneln und Verhiltnisse dieseni Fa11 der ungleichen Elastizitatswerte 
anzupassen. 

Zeitaïhrift f .  Mathematik n. Pliysik. 48. Band. 1802. 3. u. 4. Heft. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



394 &er die numerische Auflfisung von partiellen Differentialgleichungen 

Über die numerische Anflosung von partiellen 
Diff erentialgleichungen. 

Von RICHARD GANS in Heidelberg. 

Die von C. Rungel )  mgcgcbene Erwciterung der S impson  schen 
Regel zur Integration totaler Differentialgleichungen liilst sich auch 
noch mit geringer Modifikation auf die numerische Integration partieller 
Differentialgleichungen anwenden. Da ein Mittel zur naherungsweisen 
Integration für die Physik und Technik von grofser Wichtigkeit ist, 
wenn analytische Verfahren fehlen, so niocfite ich kurz den Gedanken- 
gang der Methode angeben. 

Zuniiühst liege eine DiEerentialgleiçhung erster Ordnung mit zwei 
a 2  unabhiingigen Variablen vor. Wir  denken uils dieselbe nach - auf- 
tly 

gelost, also in der Form gegoben: 

Diese Gleichung sei zu integrieren unter der Bedingung 

z=z , (x )  für y =  y,. 

W i r  betrachten x als Parameter und entwickeln d z  nach der Taylor-  
schen Reihe nach Potenzen von y - y, = d y .  D a m  stellt sich der 
wahre Wert von d z  folgendermaraen dar: 

Hierin sind die Ableitungen von f' in bekannter Schreibweise durch 
Indices bezeichnet, und es ist zur Abkürzung gesetzt 

Wir  bilden femer den dem Tangententrapez in der S i m p  s O n schen 
Regcl entsprechenden Nihcrungswert für d a  

1) C. Runge, Uber die nurnerische Aufloaung von Differentialgleiçhunp. 
Math. Ann. Rd. 46, 1895. 
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dieser giebt, nach Potenzen von d y  entwickelt: 

Ein weiterer Naheningswert, der dem Sehncntrapez in der 
Simpsonschen Regel entspricht, ist durch folgendes Gleichungssystem 
gegeben : 

d ' z  + d " ' z  
hT2 = 

2 ' 

Entwickeln wir ll.2 nach Potenzen von d y ,  so wird: 

3 2  - N I  d. h. NI + --- 
3 

stimmt noch in den Grofsen 3. Ordnung mit der 

wahen  Entwickelung überein. 
An einem Beispiel moge der Gang der Rechnung klar gemacht 

werden. Es sei 
%Z X % B  -- --- 
a y  ~ O S '  

für y = 1 sei 
a = e=. 

Gesucht wird z für y = 2 und kleine Werte von x. 
Die vorgelegte Differentialgleichung ist analytisch nach der Pfaff-  

Jacobischen Methode auflosbar durch Integration des Systems 

und ergiebt mit Berücksichtigung des vorgeschriebenen Bnfmgswertes 

= e " Y  

d. h. für  y = 2 iind kleine Werte von X, wenn wir uns also auf die 
ersten Glieder der Entwickelung beschriinken konnen: 
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Nach unserer Niherungsmethode wird 

Da z in f nicht explizite vorkommt, ist die Rechnung etwas einfachcr, 
indem man d " z  nicht zu bestimmen braucht. 

Dem Tangen ten t r apez  en t sp rechend  i s t :  

Dem Sehnen t r apez  en t sp rechend  i s t :  

für y = 1,2 ist z = (1 + 0.21: + 0.02xa + 0.001 x3)e". 
Der xweite Schritt ergiebt: 

Dem T a n g e n t e n t r a p e z  en tsprechend:  

ze- u e P z  

+ O.OO1xa + 0.0225 
u d y  = 

O . l ~ O . l 4 ~ + 0 . 0 2 6 ~ $ 0 . 0 0 2 3 : ~  

1.3+0.38~+0.04921+O.WSz' 
8, a 0 2 2  + O.O:i849 8 

+ 0.0075~' 
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Dem S e h n e n t r a p e z  e n t s p r e c h e n d  is t :  

für y = 1.4 ist z - (1 + 0.4s + 0.080~' + 0.010x3)e" 
Die niichsten Schritte ergeben: 

für y = 2 ist also 

B = (1 + z + 0.498.~" 0.164x3)(1 + x -t 0.5x2 + 0.167x3), 
d. h. B = 1 + 22 + 1.99HxZ+ 1.329~". 

Der wahre Wert ist 

2 = 1 + 22 + 25' + 1.333z3, 
also ist der Fehler unserer Naherungsrechnung 

- 0.002xZ - 0.004x3. 

Die Aiifgabe ist auch imter allgemeinerer Nebenbedingung zu be- 
handeln, wenn z. B. verlan& wird,, dals die Flache durch eine gegebene 
Raumkurve doppelter Krümmung hindurchgehe. 

Die Raumkurve sei in der Form gegeben: 

dann ist die Tangente der Raumkurve durch die Gloichungen bestimmt: 
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398 f i e r  die numerische Auflosnng von partiellen Differentialgleichungen 

1st A. ein unbestimniter Koeffizknt, so bedeutet 

den Ebcnenhüschel, desscn Trager die Tangente i d ;  eine Ebene dieses 
Büschels m d s  Tangentialebene der Flache sein; d. h. an der Raum- 
kurve ist 

a z 
- - - a a l ( x ) )  a x  - 

a z a z An der Raurnkurve sind alsn - und - -  durch die Beziehung ver- a x a Y 
bunden: 

Mit Hilfe der Differentialgleichung 

a z und der ~ o e b e n  aogegebenen Reziehung sind 9 und - an der 
O 5 ay 
a u  Kurve zu berechnen. Die Berechnung von u und - macht auch keine a Y 

Schwierigkeiten. 
Dieselbe Methode ist auch auf partielle Differentialgleichungeu 

hoherer Ordnung anwendbar; wir wollen noch für Differentialgleichungen 
2. Ordnung den Weg andeuten. 

Es  sei 
as# a z  a z  aaz P Z  

~ = f ( x ) R 5 ~ )  -- a 2 2 )  Zdi 
für y = y, sei gegeben 

Z = Boa,, 

Wir setzen in bekamter Bezeichnungsweise 
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und für y = y,: 

Wir suchen jetzt einen der S i m p s o n schen Regel entspre~henden 
Nihernngswert für d p .  

Dem Tangententrepez entsprecherid ist: 

Dem Sehnentrapez entsprecliend bilden wir folgendes System: 

A'q  + A"'q x2 = -- -- 
2 

Dann ist 
AT3 - NI nq = lv, + ---, 

3 

ein Nahermgswert, der in den dritten Potemen noch mit der wahren 
Entwickelung übereinstimmt; und es wird 

Heide l  bcrg, Physikalisches Institut, den 1. Mai 1902. 
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Beitrhge zur Theorie der kleinen Schwingungen. 

Von J. HORN in Clausthal. 

In dem im 47. Band dieser Zeitschrift S. 400-428 erschienenen 
Aufsatze ,,Zur Theorie der kleinen endlichen Schwingungen von Systemen 
mit einem Freiheitsgrad" habe ich mir die Aufgabe gestellt, die kleinen 
Schwingungen auf Grund der von der Dynamik geliefertm Differential- 
gleichungen exakt darzustellen, ohne die Differentialgleichungen in der 
übliühen Weiae durch Vernachllssigung der Produkte kleiner Grohen 
auf lineare Differentialgleichungen zu reduzieren. 

In der je t~igen Arbeitl) gehe ich zu Sgstemen mit rnelareren 
Freiheitsgraden über; ich beschranke mich aber zunachst auf kleine 
periodische Schwinpngen. Die mathematischen Untersuchungen, welche 
P o  i n c a r  é a )  angestellt hat, um zu den periodischen LGsungen eines 
speziellen Falles des Problems der drei Korper zu gelangen, sind zwar 
auf unsere Aufgabe niüht ohne weiteres anmendbar, sie konnen aber 
bei der Auhuchung der periodischen Losungen der Differential- 
gleichungen der kleinen Schwingungen als Wegweiser dienen. ~ b r i g e n s  
finden sich Ansatze zur L6sung unserer oder einer verwandten Auf- 
gabe boi Poincaré3) ,  Picard4)  und Painlevé."  Die erste der beiden 
Noten von P a i n l e v é  sollte eigentlich als Grundlage für unsere Untcr- 
suchungen dienen ktinnen; sie enthiilt aber an der entscheidenden SteUe 
eine unbegründete Behauptung, und die Folge davon ist, dals ein Satz 
über periodische Losmgen von Differentialgleichungen als allgemein 
giltig ausgesprochen wird, der bei den dynamischen Problemen nur 
deshalb gilt, weil das durch das Prinzip der lebendigen Kraft gelieferte 
Integral vorhanden ist. 

1) Im folgenden wird hiiufig auf die ,,Dynamik der Systeme starrer Korper" 
von R o n t h  (dentsch von S c h e p p ,  Leipzig 1898) zu vcrwciscn sein, worin die 
Theorie der kleinen Schwingungen unter den üblichen Vernaühliissigungen ein- 
gehend behandelt id. Hinweise auf die heiden Bande dieses Werkes werden 
durch R o u t h 1. bezw. R O u t  h II. unter Beifügung der Seiteneahl der deutschen 
Ausgabe gegeben. 

2) Les méthodes nouvelles de la Micanique céleste, Paris 1892-1899. 
3) MEcanique céleste, Bd. 1, S. 136-159. 
4) Traité d'Analyse, Bd. III, S. 180 -185. 
5) Sur les petits mouvements périodiques des systi.,mes (Comptes rendus, 

Bd. 124, S. 1222). - Sur les petits mouvements périodiques des systèmes a longue 
période (Comptes rendus, Rd. 124, 8. 1340), 
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Die Untersuchungen über periodische Losmgen gewisser Differential- 
gleichungssysteme in $5 2-4 des vorliegenden Aufsatzes, welche die 
mathematische Grundlage für die Ermittelung der periodischen Schwin- 
giingen bilden, muîsten daher ohne Bezugnahme auf die angeführte 
Note von neuem durchgeführt werden. In 5 1 wird ein System von 
n Freiheitsgraden hetrachte4 dessen Verbindungen von der Zeit nicht 
abhingen und welches eine Kraftefunktion besitzt; unter gewissen 
Voraussetzungen über die lebendige Kraft und die Eiftefunktion 
werden die Differentialgleichungen der Bewegung in der L a g r a n g e  schen 
Form aufgestellt. Die in der Nihe einer Gleichgemichtslage erfolgenden 
periodischen Rewcgungcn (welche den Hauptschwingungen der Nàherimgs- 
theorie entsprechen) werden unter gewissen einschrankenden Voraus- 
seteungen in $ 5 dargestellt. In 5 6 werden die allgemeinen Itesultate 
auf Systeme mit einem Freiheitsgrad angemandt und mit dem früheren 
Aufsatz in Verbindung gebracht; als Beispiel dienen die kleinen 
Schwingungen rollender Cylinder, welche in R o u t h  I., S. 39G395  in 
erster Anniiherung und S. 454-458 in zweiter Anniiherung behandelt 
sind. In  $ 7 und 8 werden zwei Beispiele mit zwei Freiheitsgpdcn 
hinsichtlich der periodischen Schwingungen um eine Gleichgewichts- 
lage untersucht (schwerer Punkt auf einer Flache in der Nahe einer 
Stelle mit wagerechter Tangentialebene ; Glocke und Kloppel). 

Die meisten in I l o u t h  II. in erster Fiherung behandelten Bei- 
spiele erfordern bei exakter Rehandlung eine Modifikation der in 8 3 
und 5 4 geführten mathematischen Untersuchungen; wir werden uns 
damit in einer Fortsetznng der Arbeit beschàftigen. 

Wir betrachten ein System von lz Freiheitsgradcn, dessen Lagc 
durch die n unabhangigen Koordinaten x,, . . . xn bestimmt ist. Wenn 
die Verbindungen von der Zeit t nicht abhiingen, ist die lebendige 
Kraft 

eine definite positive quadratische Form von 

(a, p = 1 , .  . . f l )  

deren Koeffizienten AeP Funktionen von x,, . . . xn sind. Wir setzen 
voraus, daîs eine nur von den Hoordinaten abhihgige Kraftefunktion 
U = U(x , ,  . . . x,) vorhanden ist. 
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Dann wird die Bewegung des Systems durch die Lagrangeschen 
1)iffercntialgleichungen 

-- 
A (a:l,,..n) 

dargestellt. Diese in Bezug auf 

linearen Gleichungen 

lassen sich nach diesen Grorsen auflosen: 

x a = F a ( x ;  , . . .  X ~ ; X ~  , . . .  x,)+&,(z l , . . . ~ n ) ;  ( a = i  ,... n )  

dabei ist Fa eine quadratische Form von xi, . . . Z R ,  deren Koeffizienten 
von xl , . . . xn abhangen, und 

id die Diskrimin.ante der quadratischcn Form ï'. 
Die Lage O mit den Koordinaten x, = O, . . . x, = O ist eine 

Gleichgewichtslage, wenn in derselben 

die symmetrische Determinante 

au  a T /  -- = O , .  . . -- - - 0  
a x, a X, 

A =  

oder, was a d  dasselbe hinauskommt, 

4 1  * * 'Ain 
. . . .  

ist. Wir  nehmen an, U sei eine in der Umgebung von O regulare 
analytische Funktion von x, , . . . xn, deren Potenzreihenentwicklung 
mit quadxatischen Gliedern beginnt: 

An1 . . .An,, 0 

mit den Unterdetcrminanten 
(a, p = 1,. . . n) 

(a, p=i, .  . . n) 

Die Koeffizienten AUp von T sollen ebenfalls in der Umgebung van O 
regulare analytische Funktionen sein - wir setzen Aaig (O, . . . O) = a 

ap  
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- und die Diskriminante d in O nicht verschwinden. Dann sind auch 
die Koeffizicnten der quadratischen Formen Fa von xi, . . . s+ sowie die 
Funktionen Q, in der Umgebung von O regulare analytische Funktionen 
von x,, . . . xn. 

Durch eine reelle lineare Transformation der Koordinaten x,, . . . x, 
lassen sich die quadratischen Formen 

auf die Gestalt 

bringen, wo s,, . . . s, reell sindl); d. h. man kann 

voraussetzen. Die neuen Koordinaten x,, . . . x, werden in der Theorie 
der kleinen Schwingungen Hauptkoordinaten genannt. In der Lage O 
ist nun 

A,,='l, A a p = O  (1~38)) d = 1 ,  

wo B, nur Glieder von mindestens zweiter Dimension in xl,  . . . xn 
enthalt. 

Hiernach haben die Bewegungsgleichungen die Form 

Fa ist eine quadratische Porm von xi, . . . xk, deren Koeffizienten 
regulire Funktionen von x, , . . . xn sind. Das Prinzip der lebendigen 
Kraft liefert uns ein Integral unseres Differentialgleichungssystems: 

T - U - Const. 
oder 

xia + . . + 2:' - .S 1 1  x2 - - . - s,xn + . . . Const., 

wo aufser den angegebenen quadratischen Gliedern nur Glieder von 
mindestens dritter Dimension in x, , . . . x,,, z;, . . . xi vorkommen. 

1) Weie r s t r a î s ,  Werke, Bd. 1, S. 242. - Vgl. Routh I., S. 414 ff.; II, 
S. 64 ff., S. 524 ff. 
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Wenn es sich um Bewegungen in der h'ahe der Gleichgewichts- 
lage O (kleine Schwingungen) handeltl), vemachlàssigt man in den 
obigen Differentialgleichimgen gewohnlich die Glieder zweiten und 
hoheren Grades in x,, . . . xn, x i ,  . . . x i ,  d. h. die Funktionen Fu und 

G u ,  so da18 die Bewegung durch die linearen Differentialgleichungen 

dargestellt wird. Sind die Grohen 

negativ, die Grofsen s r n + ~ ,  . . . sn positiv oder gleich Null, so ergeben 
sich (wenn man zunachst A,, . . . Â, als verschieden vorausuetzt) bei 
der üblichen angenaherten Darstellung m in der Nahe der Gleich- 
gewichtslage O verlaufende periodische Bewegungen (Hauptschwin- 
gungen) : 

c l ,  . . . cm, y,, . . . yni Sind die Integrationskonstanten. 

Zweck des vorliegenden Aufsatzes ist die exalite Untersuchung der in 
lZer Nahe Iier Gleichyewichtslage O verlaufenderz periadischen Bewegungm 
ohne Ymnahme von Vernuchliissigungen in den DiffermtialgleicAu~lye~z 
der Beweyzcng. Auf die nicht periodischen Bewegungen (welche den 
zusammengesetzten Schwingungen der üblichen Naherungstheorie ent- 
sprechen) wird vorerst noch nicht eingegrtngen. 

Des Lagrangesche  System von n Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung 1Xst sich dwch 2n Differcntialgleichimgcn erster Ordnung 

ersetzen; wir haben die in der Nahe der Stelle xl = 0, . . . x,, = 0, 
xi - 0, . . . x: - O verlaufenden periodischen Losungen dieses Systems 
zu bestimmen. 

1) Vgl. R o u t h  I., S. 414 ff. 
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0 2. 
Wir betrachten das allgemeinere Differentialgleichungssystem 

5 = xa(z1,  . . . x,,) ( a = i , .  . . n) 
d t 

wo 

X, = aa,xl + - .  . + anunxn + - . 

eine Potenzreihe von x,, . . . x, ist, welche für X, = 0, . . . zn - O ver- 
schwindet und für hinreichcnd kleine Werte von 1 xi 1 , . . . 1 xn 1 kon- 
vergiert. Wir  fragen nach etwaigen in der Niihe der Stelle xi = 0, 
. . . xn = O verlaufenden periodischen Losiingen. 

Die dem Difiren tialgloichungssystem genügenden, durch die An- 
fangsbedingungen 

t =  0) xi a Cc,) . . .  x n = c ,  

bestimmten Funktionen 

Xa = fa(t) 

lassen sich in Potenzreihen von c l ,  . . . c, cntwickeln, welche, so lange 
t zwischen O und einer irgendwie festgesetzten positiven Groîse t, 
bleibt, für hinreichend kleine Werte von 1 cl 1 ,  . . . 1 c, 1 konvergieren. 
Ee fragt sich, ob sich die hfangswerte  cl, . . . c, so bestimmen 

/ 

lauter einfache Elementarteiler') s - a,,  . . . s - a,, su lassen sich die 
Differentialgleichungen durch eine lineare Transformation von x,, . . . x, 
auf die Forin bringen: 

lassen, d d s  
fa (t  -t T> = fa('> 

wird, wo die Periode T von cl, . . . c, abhingt. 

Hat die chctrekteristische Determinante 

1) Vgl. WeierstrrtCs, Werke Bd. II, S. 19 ff. und S. 75/76, sowie Muth, 
Theorie und Anwendung der Elementarteiler. 

2) Die nicht mgeschriebenen Glieder sind hier wie in den folgenden Gleichungen 
von mindestens der zweiten Dimension in den a b h i i g e n  Veriinderlichen. 

A = .  

ul1 - s, . . . aln 

. . . . .  
7 . . .  an,-s  
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406 Beitrige zur Theorie der kleinen Schwingungen. 

Einem einfachen Elementarteiler s - a entspricht nach der Trans- 
formation eine Qifferentialgleichung von der Form 

einem p-fachen Elementarteiler (s - a)p entsprechen p Differential- 
gleichungen 

d x' -- -a%'+. . ., 
dt 

Sind s - ( x  + Ai) und s - ( x  - A i )  konjugiert komplexe oinfache 
Elementarteilcr, so lassen sich die beiden entsprechenden Differential- 
gleichungen 

durch die Substitution 

u=x+y, u = i ( x - y )  

auf die reelle Form bringon; 

Einem Paar konjiigiert komplcxer p-facher Elcmentarteiler (s - - Ai)p 
und ( s  - x + Â i ) p  entsprechen die Differentialgleichunpn 

d x" dy"  
--= ( x +  Ai)xU+x'+. .., 
d t 

--= ( x -  ni)ytP+ Y'+ . . . )  
d t 

welche durch die Substitution 

&) = x(a) + y(~), &) = i %(a) ( - Y'"') (a+ln...e~ 
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übergehen in 

Setzt man 

. z m = f u ( t )  = c , f a l ( t )  + .  . .  + ~ n f a e ( t >  f ' ' 7  

so stellt der auf die linearen Glieder reduzierte Ausdruck 

xa = c, f u i  ( t )  + . . .  + c,f,,(t) 

die Losuiig des Systerns linearer Differentialgleichungen 

mit den Anfangsbedingungen 

t = O ,  z , = c 1 ,  . . .  x , = c n  

dar. Man hat also im Falle (a) bei der Anfangsbedingung x(0) = c 

x = ceat + . . .  '1, 
im Falle (j) bei den Anfangsbedingungen %'(O) = c') . . .  x ( p ) ( O )  = c(p) 

2'= . .  

x " = F ~ ( c ' ~ +  6') + m . . ,  

. . . . . . . . . . . . . . . .  

im Falle (?) bei den Anfangsbedingungen %(O) = A, v ( 0 )  - B 

u = e X * ( A c o s A t + B s i n Â t ) + - a . ,  

v =  e x t ( B e o s L t -  AsinÂt) + . .  -, 
1) Jn dieser iind den f'olgenden Gleichiingen sind die weggelassenen Glieder 

von mindestens der zweiten Dimeneion in Bezng auf die Integrationskonstanten, 
d. h. die Werte, welche die abhangigen Veranderlichen für t = O annehmen. 
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im Falle (6) bei den Anfang~bedingun~en 

+ ~ t s i n ~ . t  ( E--+. .~+B(~))+ .  (a "-' - i)! 

Die Losung x, = f,(t) besitzt d a m  und nur d a m  die Periode T, 
wenn 

f;(q = fa(()) = c, ( a = ] , . . . ? % )  

ist. Man hat n Gleichungen, welche in Gruppen von einer der folgenden 
Formen zerfallen, je nachdem es sich um den Fa11 (a), ( P ) ,  (y) oder 
(6)  handelt : 

A ' ( @ T ~ o ~ A T -  1)  + E e x T s i n A T  + . . .  =O, 
--A'exTsinA.ï'+ B'(exTcosA.T- 1) + - .  . = 0, 

A"(e"Tcosi l l ' -  1) + We"TsinLï '  

+ X ' e ' T ( A ' ~ ~ ~ L T +  3 s i n A . T )  + S . .  = O ,  

- A " e T s i n i l T +  B"(t?TcosÂT- 1)  

+ TeXT(- A'sin AT + E c o s  AT) + . . .  = 0, 

Die Funktionaldeterminante der linken Seiten der shtlichen 
n Cfleichungen nach den n G d w n  c l , .  . .  c, für die Nullmerte dieser 
Grorsen ist, wenn man den Wert  von 1' für cl = O, . . .  c, = O mit l ' ( O )  

bezeichnet, ein Produkt von Baktoren von der Form 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von J. HORN. 

In1 allgemeinen ist keine von Nul1 verschiedene reelle GrXse 7'"' so 
vorhanden, daSs einer dieser Faktoren verschwindet; dann besitzen die 
n Gleiohungcn niir die Lijsung c, = 0, . . . c, = O ;  unser Differential- 
gleichungssystem hat auIser der Losung x1 = 0, . . . xn = O, welche als 
periodische Lfisung mit beliehigor Periode betrachtet werden kann, 
keine weitere periodische Losring. 

Damit der Faktor 
A TiO]. (ex  T"' - 1 ) 8  + 4 e ~ ~ ' 0 '  sinP -- 

2 

sein, wo nz eine ganze Zahl ist. Der Faktor F ~ T ' ~ '  1 kann, ohne daSs 
4 " O '  = O k t ,  nur im Palle a = O verschwinden. Wenn wir den Fa11 
verschwindender Wurzeln der charakteristischen Gleichung vorlaufig 
ausschlicl'sen, so b~steht eine notwendige Bedingung für dus Vorhanden- 
sein periodiscAer Losungen i n  der E ~ i s k l z z  rein imayinürer Wurzeln I il 
der charaklcristischen Gle ichuy  A = O ;  0;r Wer t ,  welchen eine etwaige 

2 m x  Periode T fiir c, =O, . . . en = O annimmt, kann nur von der E'orm 
1 

(m ganze Zahl) sein. 

8 3. 
Wir setzen voraus, die charaktmistisehe Gleickung d = O besitze & 

Panr eznfacher rein imaginarer Wurzeln + i, - il), aber daneben keine 
Wurzcl k im (m ganze Zahl) z c n d  keine Wurzel O. 

Die beiden ersten Gleichungen unseres Systenis seien 

die übrigen n - 2 Gleichungen k6nnen von den Fvrmen (a) ,  (P), (y), (6) sein. 

1) Sind die Wurzeln + il, - i1 vorhanden, ao machen wir R = 1, indem 
wir I t  als unabhkngiga Veranderlicha einführen. 

Zeitschrift f.  Mutliernatik u. Physik. 48. Band. 1902. S. u. 4. Heft. 2 7  
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Wir  fragen nach einer periodischen Losung mit der Periode 

wo S für cl = 0, . . - c, = O verschwindet. 
Von den notwendigen und hinreichenden Bedinguiigen fiir die 

Periodizitat 

scheiden wir die erste vorliiufig aus; durch geeignetc Wahl des Zp i t -  
anfangs erreichen wir, dafs fur t = 0 x, = O, also c, = O wird. (In der 
so hestimmten Losnng darf t iim eine Konstante vermehrt werden; 
wir werden künftig Losungen, welche durch ~ n d e r u n g  von t um eine 
Konstante aus einander hervorgehen, nicht als verschieden ansehen.) 
Die n - 2 Gleichungen 

zerfallen in Gruppen von einer der in 9 2 angegebenen Bornien (a,), 

(Pi), (yi), (al), wenn man dort ï'= 2 z  + S setzt. Die Funlitional 
determinante der linken Seiten dieser n - 2 Gleichungen in Bezug auf - - 
die n - 2 Gr6lsen e,, . . c, ist unter dcn oben gemachten Voraus- 
setzungen für cl = 0, . . - c, = O, S = O von Nul1 verschieden, da keiner 
der Paktoren 

e2na - 1 

oder 
(eznx - 1)' + 4czrrx  sin2zA 

verschwinden kaxm, weil die Falle a = O und x = 0, A = m aus- 
geschlossen sind. Demnach ergeben sich aus den obigen n - 2 Gleich- 
ungen c,, - . . c,, als Potenzreihen von cl und 8 ,  welche durçh CS teil- 
bar sind, weil alle von c,, . . . c, freien Glieder in jenen Gleichungen, 
nachdcm c, = O gesctzt kt ,  c, in der zweiten und in hoheren Potenzen 
enthalten. 

Man hat 
x, = cl cos t + c, siri t + . . -, 
x2 ; - c, sin t + c, cos t + . . - 

oder wegen c, = O 

wo die weggelassenen Glieder von zweiter und hoherer Diniension in 
cl, c,, - . . c ,  sind. Die Bedingung 

x,(2n + S) = O 
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schreibt sich, nachdem man für c,, . . . c, die oben berechneten Potenz- 
rcihen von cl und S gesetet hat, in der Form 

- c,sinS + c2A2(2n) + cS!J3(c1, S) = 0, 

wo y (cl, 3) = Ac, + . . . eine Potenzreihe von cl, d ohne konstarites 
Glied ist. 

m i r  zeigen, dafs A2(2n) = O ist. Um die Koeffizienten A, = A,(t) 
und A, = A,(t) von CS in den Reihen für x, und x, zu finden, ver- 
gleichen wir in den beiden ersten Differentialgleichungen unseres 
Systems nach Einsetzung der Reihen für x,, - . - x, die Koeffizienten 
von c:. Da z,, . . - 2, kein in cl lineares Glied enthalten, so kommen 
auf der rechteri Seite der beiden Gleichungen nur diejenigen Glieder 
zweiten Grades in Betracht, welche x,, . . - x, nicht enthalten: 

Durch Einsetzung der Reihen 

X, = cl cost + c:A,(t) + . - ., 
x 2 = - C i " n t + c ; A , ( t ) + . . .  

und Vergleichung der Koeffizienten von CS findet man für A,, A, die 
Ilifferen tialgleichungen 

deren Koeffizienten a, 6, c sich durch die a, P, y ausdrücken. Mit 
Rerücksichtipng der Anfang~bedin~ungen Al(0) = O, A,(O) = O findet 
man husdrücke Ton der Borm 

A, = 8, + B1cos2t  + CS, s in2 t  - ('21, + B,)cost - ('II, + B,)sint,  

A, : + 8, cos 2t  + 6, sin 21 + ('U, + 8 , )  sin t - (a, + B,) cos t. 

Deninach ist A,(2a) = 0, A2(2z) = O, W. z. b. W. 

Nach Division mit c, lautet die Gleichung x2(2n + S) = O 

wo die weggelassenen Glieder von zweiter und hoherer Dimension in 
c,, 8 sind; man erhilt daraus S als Potenzreihe von cl mit Gliedern 
mindestens zweiten Grades. Ilemnach ergeben sioh auch c3,  . . . c, als 
Potenzreihen von cl mit Gliedern zweiten und hoheren Grades. 

27* 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



412 BeitrBge zur Theorie der kleinen Schwingungen. 

Wir  haben somit eine Losung x,, . . . x, unseres Differential- 
gleichungssysterns in der Form dargestellt: 

ist. Dicsc Liisnng erfiillt die Bedingungen 

x z ( T ) = x 2 ( 0 ) = 0 ,  x3(T)=x3(0) ,  xn(T)=xn(0) .  

Dabei ist cl, der Wert  von x, für  t = O, eine hinreichend klein anzu- 
nelimende Konstante und T eine Potenzreihe von c, voii der Gestalt 

Die gefitdene LGsung ist im allgemeinen nicht periodisch, d. h. die 
Bedingung 

x1 (2') = XI (O) = Cl 

is t  iwz allgenzeinen nicht erfüllt. 
Nehmen wir etwa ein System von der Form 

welches nach $ 10 des Aufsatzes irn 47. Bd. dieser Zeitschrift d a m  
und nur dann periodische Losungen besitzt, wenn unendlich viele 
GrüTsen a31 a,, . - . verschwinclen, deren erste u, im allgemeirien von 
Nul1 verschieden ist. So ist x. B. bei dein System 

die durch die anfangsbedingungen 

qll = COS t ,  = - - ( 9 s i n t + s i n 3 t - 1 2 t c o s t ) ,  * . e l  

32 
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Hier ist a, - cp1,(2n) - i n q ;  alsn ist die berechnete Losung nicht 
periodi~ch. ') 

I n  der in 5 1 gestcllten dynamischen Aufgabe kennt man das 
durch das Prinzip der lebendigen Kraft gelieferte Integral. Wir machen 
jetzt die Voraussetzung, dafi dus System 

eine Integralgleichulzy 

O(Z,, x2, x,, . . - x,) = Const. 

besitzt, wo O eine Potelzzreihe von x, ,  . . . X ,  darskZlt, i n  wclcher die 
Gliedcr von. gcriyerm nls &Y p ten Dimension (p > - 1) fe11,len und ibr 

Koeffizient P von xf von Nul1 verschieden ist. 
Wenn wir statt x,(T) kurz z, schreiben, besteht die Gleichung 

oder, da die Bedingungen 

x2 = O ,  x, = cc,, . - - S n  = e n  

bereits erfüllt sind, 

Q>(xl, O, c,, . . - c,) = @(cl, O, C 3 ,  . . . c,). 

Setzt man darin für c,, . . cm die oben gefundenen, mit CS beginnenden 
Potenzreihen von c l ,  so erhalt die Gleichung die Form 

Y'-(xl, Cl ,) = q c l ,  cl) ; 
dabei ist 

P(x*, ci) = PX? + ZQq' c f ' '  (P' + P " > P )  

1) Wenn, wie P a i n l e v é  (Comptes rendus, Bd. 124, S. 1222ff.) angiebt, die 
Potenzreihen von z, x:, x:, welche die linken Seiten der dortigen Gleichungen 

(3), (4) (der Periodizitktsbedingongen) bilden, stets einen gemeinsamen Teiler 

r(1 + .  . .) - g ( x y  ++y + - .  - 
besafsen, so müîsten auch die linken Seiten unserer Periodizitiitubedinpngen, die 
aus (3), (4) dnrch die Bezeichnungsiindemng 

hervorgehen, eine Potenzreihe von 6 und cl als gemeinsamen Teiler besitzen. 
Man sieht, daîs dies bei nnserem Beispiel nicht richtig ist, wo es sich um die 
fblgenden Bedingungen handelt: 
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eine Potenzreihe von x, und cl, welche aiiTser dem Glied Px; ~ 1 1 ~ -  

Glieder von hoherer als der pten Dimension enthdt.  Wenn xl ni& 
gleich cl ist, geht die Gleichung 

durch Division mit x, - cl über in 

Aus 
x, (2) = c, cos t + - . . 

fol@ 
2, =xl(2a + 6) = c,cos6 + .  . . 

oder wegen lim d' = O für lim cl = O 

Die Division der obigen Gleichung mit cf-' ergiebt 

fiir limc, = O ist die linke Scite dieser Gleiühung glcich pl', also von 
Null verschieden; die Annahme, es sei xl(T) nicht gleich cl, hat also 
auf einen Widcrspruch gefiihrt. 

I~zf'olge der ~~ztegrak&chzcrtg Q> = Comt .  is t  die Periodizitut~Oetli~zg~t?a~/ 
x, (T) = x, (0) eine Folge der 12 - 1 übrigen; die obelz bercd~ncte Lbsulzg 
besitzt ulso die P e ~ i o d e  T. 

Aus den Entwickelungen des gegenwartigen Paragraphen geht 
hervor, dars es aufser der gefundenen LUsung mit der willkürlichen 
Konstante cl keine weitere Losung mit einer von 272 wenig verschie- 
denen Periode geben kann, welche die Hedingung %,(O) = O erfüllt; 
daraus gelit die allgemeinste derartige Losung durch h d e r u n g  von t 
um eine Konstante hervor. Nach 5 2 sind mtiglicherweise auch perio- 
dische Losungen mit einer von 2 m n  (m ganze Zahl) wenig abweicheilden 
Periode vorhanden. Wir setzen voraus, dafs die charakteristische 
Gleichung A = 0 neben der Wiirzel i Wurzeln von der Form f ir 
( r  rationale Zahl) nicht besitzt, und wiederholen die bisherigen Re- 
trachtungen, indem wir T = 21nn + z setzen. Buch jetzt ist die 
Funktionaldeterminante der linken Seiten der Gleichungen 

in Bezug auf die n - 2 Grohen c,, . . . c, fur cl = 0, . . . c, = 0, z = 0 
von Null verschieden, da die E'aktoren 
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von Nul1 verschieden sind; dcnn die Fille a = O und x = 0, = ganze 

Zahl sind teils clurch die früheren, teils durch die oben neu himu- 
gefügte Voraussetzu~ig ausgeschlossen. E s  giebt demnach cine Losung 
roi1 der Periode 2 n z  z + z mit einer willkiirlichen Konstanten cl, aher 
keine weitere dcrartige LGoung, abgesehen von der Vermehrung von t 
um eine Konstante. Da die oben dargestellte LGsung von der Periode 
2n + S aiich als LCsung von der Periode m (2z $ ù) = 21nz + z su€- 
gefalst merden kann, so mufs sie mit der soeben gefundenen Losung 
irlentisch sein. 

cj 4. 
Eine andere analytische Darstellung der in 3 unter gewissen 

Voraussetxurigen nachgewiesenen periodischen Losung unseres L)iEcrential- 
gleichungssystems erhalten wir durch Einführung der neuen Verander- 
lichen 

U = 
2 nt 

T-' 

Unserc periodische Lijsung gestattet eine fur hinreichend kleine Werte 
von 1 c 1 konvergente Entwicklung von der Form 

worin ?Ir,,, I),~, . . . Funktionen von U. mit, der Periode 252 fiind. 
Da niimlich z ,  in Bczug auf 2.b die Periode 2% besitzt, 0 0  ist 

b: 

da die Potenzreihe von c nur verschwinden kann, wenn alle Koeffi- 
zienten verschwinden, so ist @,, (U + 2%) @,, (u). 

Setxt man 

so geht unser Differentialgleichungssystem2) 

1)  c ist die i n  5 3 mit c, bezeiehnete GrüTse. 
2) Dabei sirid x3, . . . xn entweder die in ri 2 eingefiihrten neuen Verinder- 

lichen d e r  lineare Verbindungen deraelben. 
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41 6 Beitrage zur Theorie der kleinen Schwingungen 

über in 
dx (1 + q,ca +.  -)d = x". . - ,  

Indem wir in Verbindung mit den Funktionen @ , ,  auch die Konstan- 
ten va, q3 ,  . . . berechnen, erhalten wir von neuem die Reihenentwiük- 
lung der Periode T. 

Durch Einçetzung der Reihen fiir die x, in die 1)ifforential- 
gleichungen mit der Veranderlichen u und Vergleichung der Koeffi- 
zienten von c, cs, . . . cv, - - . erhiilt man Differentialgleichungen für 
~,,, QUg7 QUv7 . . Behufs Bestimmung der Integrstionskonstanten 
beachtet man, dafs wegen X, = c ,  x, = O für u = O 

sein murs und d d s  alle @,, die Periode 2 z  besitzen müssen. 
Zunachst hat man die Differentialgleichungen 

Die MTerte von +,, und Q,, ergeben sich mit Hcriicksichtjgung der 
Anfangsbedingungen $,,(O) = 1, $,,(O) = 0; die linearen Differential- 
gleichungen für qSl7 . - +nl besitzen unter den in 5 3 über die 
Wurzeln der charakteristischen Gleichung gemachten Voraussetzungen 
keine andere L6sung mit der Periode 2 x  als = 0, . . - Qn1 = 0. 

Fur qiz, . - . @,a hat man Differentialgleichungen von der Form 

v s 9  -=- *le + as + b, cos 2u + cp sin 2u, 
d u  
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Die beiden ersken Gleichungen ergeben unter Berücksichtigung der 
Bedingungen +,,(O) = 0,  $,,(O) = O Ausdrücke von der Forin 

Die 12 - 2 lctzten Gleichungen besitzen eine partikulàre Losung von 
der Gestalt 

+a2 = A:: $ A:: ~ 0 8 2 2 ~  + ~ i n 2 u  (a = 3, . . . n), 

mit der Periode a n ,  da das 

+ aafl+fl 
(a=& - . .  n) 

keine Losung mit der Periode 2 %  zulXst. 
Wir beweisen, daîs allgemein 

= A:: + A(" cos u + . . . + A:? cos vu 
(u=1 ,  . . . n) 

ist, wo die A und B konstant Sind. Wir nehmen an, diese Formel 
ssi für v = 1, 2, . - . p  - 1 gültig, und zcigen, dafs sie auch für v - p 
gilt; wir setzen gleichzeitig q2, . . . 7, - ais berechnet voraus und be- 
rechnen 7, Die ziir Bevtirnmung der I),, (- = 1, . . . n) dienenden 
Differentialgleichungen sind von der Form 

oder nach Einsetzung der Wert.e für die Funktionen Qui, . - +,, , - 1 
und deren Ableitungen 

d V m 1  . Das Glied - 7 - - 
P - 1  du 1st gleich q, -, sin u für K = 1, gleich q, -, C06u 

für a: = 2, wiihrend es für  a: = 3, . . - n verschwindet. Damit +lp, +2p 

die Periode 2n besitzen, müssen die Glieder mit cos u und sin u auf 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



418 Reitrage mir Theorie der kleinen Schwing~ingen. 

der rechten Seite der beiden ersten Differentialgleichungen fwtfallen; 
nian berechnet ri,-, aus der Gleichung 

Zur Bestirnmiing der beiden in @,,, enthaltenen Integratiuns- 
konstanten dienen die Redingungen @,,(O) = O, +%,(O) = O. Die Funk- 
tionen +,, (a - 3, . . n) sind durch die n - 2 letzten Differentialgleichungen 
und die Bedingurig, düfti sie die Periode 2% besitzen sollen, vollstandig 
bestimmt. Samtliche Grofsen +,, erscheinen in der oben fiir @,, an- 
genommencn Form. 

Wir fassen die Ergebnisse von $$ 2-4 in den folgenden Satz 
zusammen: 

Die charakteristische Gleichung 

1 a 1 1 - s 7  . . . . . .  
l 
l 
an11 . . . a.nn - s 

des Differelztialg2ezchunyssystems 

trio Xe  in eine Yotenzreihk uon xi,  . - . z, e)btwickelbar id: 

habe wben den einfacken Wurzeln + i A, - i A. 7;eiw Wurzel + i ml2 
(m ganze Zalzi) und keine v~7.schwindenrie Wwzel .  

Durch eine lineare Transformation von x,, - - . xn und durch Eilz- 
fiil~rung von nt ais unabhÜ.nyige Vwiinderliche Orinyt nznn, d m  Syskm 
auf die Form 

-- d x ~  = z2 + . . ., 
d t  

Es sei ein Integral 
@(xi ,  . . - x,) = Const. 

corhanden, wo @ eine Potenzrei7~ von x,, . . x, ist, welclze mit Giiederrc 
p ter Dinzension beginnt und iu welcher dus GZied mit x; nicld filzlt. 
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Das transfor?nierte Systcm Oesitzt eine perwdiscl~e Lijsung 

mit e iwr  Periode von der F w m  

T = 2n + &,c2 + c3c3 + - . .'); 
es is t 

qii = CO", q,, = - sint,  q,, = 0,  . . . vn, = 0. 

Man kann diese Losunq, indem man 

QIl = cosu, +,, = - sinu, +,, = 0, . . .+ni = 0 

und 

= A'" a v +ZA'*) a v COS (LU -1 ZlP)  a v sin pu. 
p = 1  p-1 

5 -5. 

Wir wendcu die bisherigen Ilesultate auf die in 9 1 aufgestellten 
Lagrangeschen Gleichungen fiir die Bewegung eines Systems von 
98 Freiheitsgraden in der Nalie eirier Gleichgewichtslage au. Wir geben 
diesen Gleichungen unter Einführung der Hauptkoordinaten x, . . . x, 
wie am Schlusse von 9 1 die Forrn 

Die Wurzeln der charakteristischen Gleichung 

1) Dabei kt e der Wcrt von z, fiir t = O, wilhrend ,z, fiir t = O ver- 
schwindet. In der angegebenen Losuug kann t durch t + Const. ersetzt werden. 
Skmtliche aufge~t~ell ten Potenzreihen von c sind für hinreichend kleine Werte von 
1 c 1 konvergent. 
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420 BeitrRge zur Theorie der kleinen Schwingungen. 

Urn periodische Bemegungen zu erhalten, nehmen wir an, dafs eine der 

GrXsen sa, z. B. s, negativ ist. Indem wir F S ; .  t ais unabhingige 
Veranderliche einführen, erreichen wir, dafs s, = - 1 wird, so dafs die 
charakteristische Gleichung die n'urzeln i i besitzt. Wenn wir an- 
nehmen, d& keinn der Grofsen s,, . . . s, gleich Null oder gleich - nz2 
( m  ganze Zahl) ist, so ist keine Wurzel der charakteristischen Glei- 
chung gleich + im (m ganze Zahl). Unser Differentialg1;leichungssystem 
besitzt das Integral 

T - U = Const. 
oder 

X;a + . . . + x; - s s2 - . . . - 
1 1  

s,xR + - . . = Const. 

wo der Koeffizient - s, = 1 von x: von Nul1 verschieden ist. Es sind 
also die in $ 3 aufgestellten hinreichenden Bedingungen für das Vor- 
handensein periodischer Bewegungen erfüllt. 

Es giebt fiir jeden hinreichend kleinen Wert  von c eine periodische 
Bewegung 

Xa = ~ T J a i ( t )  + c 2 q r r a ( t )  + c3va3(t) + . . 1  ( a = ] ,  . . .  n) 

fpI1 = cost, Ta1 = O, . . . Vnl = O, 

mit einer Periode von der Form 

Für  t = O verschwinden samtliche Punktionen rp,, (v = 2, 3 , .  . .) und 
ihre Ableitungen q i Y ,  so da19 c der wert von zl fiir t = O ist, 
wiihrend fi für t = O verschwindet. Durch Vermehrung von t urri 

eine Konstante gehen aus einer periodisehen Bewegung unendlich viele 
sndere hervor, die wir aber nicht als verschieden betrachten. 

Setzt man 
2 n t  u. = 
T 7  

so erscheint die ~eriodische Bewegung in der Form 

ist, zur Berechnung der @,, sowie der Koeffizienten der Potenzreihe 

fiir 5" oder der Reihe 

4- s 1 + q,c2  + qgcS + . . . 
T' 
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Von J. HOU. 42 1 

gehen wir den Bewc,rrungsgleichungen die Form 

Wir nehmen an, der für  $,, angegeberie Ausdruck sei für u = 1,2,. . . p -  1 
giltig, und zeigen, dah  er auch für v = p  gilt; gleichzeitig berechncn 
wir r i p - ~ ,  indem wir v s i  . . . % - z  "1s berechnet voraussetzen. Die 
Rechnung wird wie in 8 4 geführt; es fehlen nur in den 9 die Sinus- 

d'Pa v 
glieder. Wenn $,, nur Kosinusglieder enthilt ,  so enthilt nur 

dx d z n  . Siuusglieder; da PU eine quadratische Form von - d u  ' ' . - . d u  l ~ t ,  su 

enthilt die rechte Seite der Differentialgleichung für $,, nur Produkte 
v je zweier Groîsen -- (a: = 1, . . . w ;  u = 1, . . . p  - 1), die sich als 

d u  

Kosinussummen darstellen lassen; infolgedessen treten auch in eu, nur 
Kosinus auf. 

Wir haben den Satz: 

Die Luge eines Systems von n Freiheitsgraden mit von der Zeit t 
unabhüngigen Verbinrlungen sei durch die HauptAoordinaten x, , . . . xn dm- 
yeslellt. 23s sei eine Krüfk fmkt ion U (xl, . . . ic,) volhanden, welche in 
der Umgebung der Gleicl~gewicl~tstage x, = O, .  . . xn = O die Entwicklung 
.%!21212fit: 

u= + ( s  2 2 + .  . . +S,IL.?) A . .  .. 
1 1  

SI ' " gleich Es sei s, = - Â-S l) negativ und keiner der Quotientefi 5 - - 
JI 

dern &uadrat einer gnnzen Zahl  ode^ gleich Null. 

W i r  haben dann eine in der Nahe der Gleiclqzuiclz tslage x, = 0,. . . xn = O 
uerlaufende periodiscl~e Bewegung 

mit einer Periode von dm FWWZ 

1) Vorhin war A, t als unabhingige Veranderliche eingefülirt; jetzt wird t 
nicht transforrniert. 

d 2 
2 ) F ü r t = O  ist  xl=c, 2 = O. Mau kaun t um eiue Konvtante vermehren. 

d t  
Alle Potenzreihen von c ~ i n ù  füT hinreichend kleine Werte von 1 c 1 konvergent. 
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422 Beitrige zur Theorie der kleinen Schwingungen. 

Man kann rliese Bewegung, indem marz 

setzt, in. der Fmwz darstellen; 

Wir denkon uns jetzt nicht von vnrn herein Haiiptkoordinaten 
eingeführt; die Lage des Systerris sei vielmehr durch beliebige Koordi- 
naten f i ,  . . . F;, dargestellt, welche in der Gleichgewichtslage ver- 
schwinden. Die Ausdrücke fur die lebendige Kraft T urid die Krafte- 
funktion U seien wie in 5 1: 

Die Wurzeln der Gleiclzung 

seicn sümtlich negativ : 

si =-A;, . .., s ,=-a2  n ? 

sodals kl = O, . . . F;, = O eine stubile Gleichgewichtslage k t .  Wir setzen 
femer voraus, dafi AI, ,  . . . rl, verschieden und dafi lteiner der Qilotie?zten 

L u  
Â- (a, = 1, . . . n) eine ratiolzale Zahl ist. 

19 
Durch Einführung von Hauptkoordinaten z, . . . z,, vermitteltit der 

Gleichun gen 
E, = 1 ~ 1 1 x l  f . . - +  li.inxn, 
. . . . . . . . . 

-r, = J~,lxl + ' - . + h , d ,  

gehen die quadratischen Formen 

E"+ i:fp 7 2".p6,5, 
al' U P  
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über. Zur Berechnung der Substitutionskiieffizienten  IL,^, . . . ?znp dienen 
die Gleichugen 

(nja,, + b a l ) h p  + - - + (dila,, f ban)ilnp = O ;  ( a = i  , . . .  n: 

es verhalten sich demnach lzlp, . . . h,:, wie die Unterdeterminanten 
einer Zeile der Dctcrminante 

Man kann etwa hl,$= 1 setzen, worauf A,., . . . 71np vollstiindig bestimmt sind. 
Wir h a b e n  in der  Mhe der  (2lcicl~gczc~ichtslage n S c h n r m  won 

periodisclze~z Bnuegungen; der GrGIse Â p @  = 1, . . . n) entspricht eine 
2 7t 

Schur periodiscl~er Bewegungen nuit von n wcniy abweichender Periode.l)  
-- ;r 

1) Kummen unter den Grofsen A , ,  . . . 2, zwar ko~nmensurable vor, ist aber keiner 
I ,  

der Quotientepz - (u, p =  1, . . . w )  eine ganze Zahl,  su sind diese n Scharen von 
L, 

periodischcn. Schuiingungen auch vurhanden, wir kiinnen aber lticht behaupten, da/:s 
damit sümtliche in der iVahe der Gleichgewichtsluye verlui~fenden periodisclten Be- 
?üe.gungen gefundelz waren. Denn der Grorse A, konnten nach dem letzten Ab~a tz  

2 n 
von 5 3 a u î ~ e r  der gefundenen Schar von Bewegungen mit  von - wcnig ab- 

4 
2 n 

weichender Periode allenfalls noch Bewegvngen mit einer von m- (m ganze 
11 

Zahl) wenig verschiedenen Periode entsprechen, wenn eine der Grofsen L,, . .a,, 
mi t  A, kommensurabel ist. So beaitzt z. B. daci System linearer Diffcrentialgleiühungen 

wenn A, - 3, A, : 5 ist, die allgemeine Lijsung 

" C l = "  W O O Y ( ~ ~ + Y , ) ,  2, = C y  c 0 s ( 5 t + y g )  

mit der Periode 
2 n  2 n 

2 n = 3 . = 5 . - ,  
3 5 

wiihrend die Lasung 
x, = c, cos (3t -1- y,) ,  x, = O  

2 z 
die Periode - , die Losung 

3 

2, = 0, 2, = C, cos ( 5 t  + y,) 
2 n 

die Periode -- besitpt. 
a 
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Die Betrachtungen, wolche wir im folgenden fur die erste Schar an- 
stellen, lassen sich auf die n - 1 anderen übertragen. 

In erster Anniiherung haben wir die periodische Rewegiiiig 

wo c der RTert von z, für den Wert t = O ist, für welchen X; ver- 
schwindet. 

Daraus folgt 
f a  - chal cos Ait 

( a = l , . .  n) 

&, = - chu, Al sin 1, t. 
Es ist 

Ea-chaI ,  E a = O  für  t = O ,  
n 

E u = -  ch,,, & , = O  für  t = - .  
1, ' 

ferner haben wir 
n 

[ , = O ,  f,=-ch,,A, f ü r  t =  2 4  ' 

2 n 
die Periode der Bewegung ist -. Es erreichen bei Beschrankung auf 

2, 
die crste Niherung f , ,  . . f, gleichzeitig ihre Nullwerte bezw. ilire 
extremen Werte. 

Genau stellen sich die Koordinaten g, und die Geschwindigkeiteu 
E', ( a  = 1, . . . n) folgendermafsen dar: 

E, ,  = ch,,cosA,t+ C ~ ( ~ , T P , Z ( ~ )  + . . .  + hanTP,z(t')) + . . . ,  
5; - - c1ia1A1 sinA,t + c2(hal(p;2(t) + . . . + hanlpRy(t)) + . . . i 

es ist y,,(O) = O, &(O) = O. Die Periode ist von der Form 
2 n y -  + E, c2 + . - - . Zu den Zeiten 
4 

und 
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Die Koordinate E, geht durch ihren Nullwert zu den Zeiten 

u r d  

mit der Geschwindigkeit 

D 6. 
Für eiu Systein von eiuem Freilieitsgi-ad sei die lebeudige Kraft 

eine positive Funktion von z ist, und die Kraftefunktion 

so dafs x = 0 eine stabile Gleichgewichtslage ist. Die Bewegungs- 
gleichung lautet 

oder, weim man 
4 - -- = A: 
a0 

, d log A 
"lx - F(x) 

Nach 5 5 ist eine periodische Bcmegung mit den Anfang~bedii-i~uligen 
x = c, x' = O fiir t = O 

x = c c o s A t + ~ ~ ~ ~ ( t ) + ~ ~ y ~ ( t ) + ~ ~ ~  
Zeitac lr i f t  f ,  Mathematik a. Phraik. 48.Hand. 1902. 3. u 4. l i e f t .  Pd 
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vorhanden, deren Periode von der Form ist: 

Ersetzt man t durch t + Const., so hat man die allgemeinste in der 
W h e  der Gleichgewichtslage x = 0 verlaufende Bewegung. Setzt man 

so wird die obige Bewegung dargestellt durch 

= c$, (u.) + c"z (u) + c"3 (u) + - . .' 
wo 

?,bl (u) = cos u 
uud 

~,(u) = A:)+ ~ ; ) c o s w +  . . . +  A ~ C O S Y U  

ist. 
In  5 1 des früheren Aufsatzes (Bd. 47 dieser Zeitschr.) ist die 

Bewegnngsgleichung durch die Substitution 

auf die Form 

gebracht worden. In (5 9 und 5 10 wurde die allgemeinere Differential- 
gleichung 

betrachtet, wo F(x, x') eine Potenzreihe von x, z' mit Gliednrn von 
mindestens zweiter Dimension darstellt.') Enthalt F(x, a') wie in 
unserem jetzigen Falle nur gerade Potenzen von z', sn sind sbtliche 
in der Nihe von x = O verlaufenden Bewegungen periodisch, und in 
dern im 5 10 aufgestellten Ausdruck fiir @,tu) fallen die Sinus- 
glieder fort. 

Wir wenden die allgemeinen llesultate anf das folgende Bei- 
spiel an: 

IGn schwerer CyZindcr 6 e f i d t  sick in stub2em Gieichgewicht auf 
einw vollkomm~n rau,hen Cylinderflüche; die Rrzeu,yen&n bel'der Qjlintlw- 

1) Im 47. Bd. dieaer Zeitschr., S. 421, Zeile 3 von oben mu18 es heii'seii: 

9% (4 = Q (a + 2 7). 
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flaclzen sirzd horizontal und parallel. Es sollen die Schwingungejz des schuwwz 
Cylinders untersucht werden, uienn derselbe &ne kleine Storung erfüh~t.~) 

In Fig. 1 sind die Schnitte C und r beider Cylinder mit eirier 
zu ihren Erxeugenden senkrechten Ebene dargestellt. O sei der Punkt, 
in welchem die Leitkiirve C der 
festen Cyliiiderflache in der Gleicli- F1y 1. 

Y 
gewichtslage van der Leitkiirve r 
des rollenden Cylinders berührt 
wird. Dureh O kt die x-Achse 
horizontal, die y-Achse vertikal 
aufwiirts gelegt. Die Gleichung 
der festen Kuive C sei 

y = a,x + a,x2 + a,x9 + . . .; 
ihre rechte Seite sei in eine für 
hinreichend kleine Werte von 1 x 1 
kunvergente Potenareihe erit- 
mickelbar. Die bewegliche Kurve 
F ist auf mit ihr fest verbundene 
Achsen E ,  7 mit dern Anfangs- 
punkt A bczogrn; in der Gleich- 
gewichtslage fallen die Achsen 5, 7 mit den Achseii zl y, :dm der Punkt 
A mit dern Punkt O xusammen. Ilie Burve r habe die Gleichung 

Es itit a, = a,, weil sich in der Gleichgewichtslage lseide Kiirven in O 
berühren. Der Schwerpunkt S des rollenden Cyliilders habe die Ko- 
ordinaten 5 = O, 7 = h ;  in der Gleichgewichtslage ist dann = 0, 
y = h l  S lie@ mit O in einer Vertikalen. 

Zn eirier gewisseii Leit berühren sich die beiden Kurven iiii 
Punkte P, welcher im festen Achseiikreuz die Koordinaten x, yl im 
bemeglichen die Koordinaten 5, q habe. Die 7-Achse bilde mit der 
y-Achse den w i ~ ~ k e l  O. Setzt man den Bogen A Y  der rollenden gleieh 
dem Bogen O P  der festeii Kiirve, so erhalt nian die Gleichung 

daraus berechnet man 

1) Vgl. R o u t h  I., S. 394 R'. und S. 454 ff. 
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Die gemeinsame Tangente beider Kurven im Beriihrungspunkte P bilde 
mit der X-Achse de11 Winkel w ,  mit der g-Achse den Winliel 8 ;  

dann ist 
d dy 

( ( = k W ,  t g & = $ ,  tg"" =-- -  
d x  ' 

also 

daraus erhiilt man, nachdem man x durch 6 ausgedriickt hat, die 
Gleichurig 

k = p l e  + v 2 e e + - . . ,  

au8 welcher die folgenden hervorgehen: 

darin ist 

Das Quadrat der Entfernung des Punkts Y voni Schwerpunkt S ist 

Bezeichnet man die Masse des rollenden Cyliiiders mit 1 und den 
Tragheitsradius in Bezug aiif die Achse diirch den Schwerpunkt mit 7i, 
so ist die lebendige Kraft 

d e  2 T- + ( k 2 + h 2 +  y l û +  yî02+..-)(di) . 

Die Entfernung des Schwer~unktes S von der X-Achue ist 
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demnach haben wir die Kraftefunktion 

U = - g ( I 1 + ~ 8 , 8 ~ + + 8 ~ 0 ~ + . - ~ ) ;  
darin ist 

L + a: 8, = 2 (,pi + 11, - v,) - l b  = - h. l) 
2 ( %  - O,) 

1st 6, > O, so i d  die Lage 8 = O eine stabile Gleichgewichtslage. 
Die Differentialgleichung der Bewegung lautet 

oder, wenn die rechte Seite gleich 

der Faktor von gleich 

- ( B ~  + ~~e + .  . .) 
gesetzt wird, 

Die Integrstion dieser Differentialgleichung nach 5 5 oder nacb 5 9 
und 5 10 der früheren Arbeit liefert im Falle 3, > 0 die kleinen 
Schwingungen um die stabile Gleichgewichtslage 8 - 0. 

§ 7. 
Wir wenden die Ergebnisse des rj 5 auf ein Beispiel mit zwei 

Freiheitsgraden an. 
Rin schwerer Massenpunht Oewege sich auf eimr krummm FEiiche 

in der Nahe e i w  Stelk O mit wagerec7iltm Tangentialcbene. Wir untm- 
suchen dze kleinen pmzodisc1wn 8chwingungen. 
- - - 

1) Bezeichnet man mit z den Winkel, welchen die Tangente der Kurve C 
in O mit  der s-Achse b i l d ~ t ,  mit  r den Kriimmiingsradiufi der Kiirve C in 0, mit 
p den Krümmungeradius der Kurve r in A,  so ist  

1 
a, = o r l  = t g z ,  a - 

1 
I - cosSz 7 - -  - ' 2 0  cos3 z 

Wenn wir die Richtung der positiven x-Achse so wahlen, dars der Winkel r 
spitx oder gleich Nul1 ist ,  so ist r (bezw p) positiv oder negativ xu nehmen, je 
nechderu die Kurve C @ezw. r) nach unten konvex oder konkev i ~ t .  D a m  ist 
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Wir nehmen die vertikal aufwiirts gerichtete Normale der F lkhe  
in O xur z-Achse, die Tangenten der Krümmungslinien in O zu Achsen 
x und y eines rechtwinkligen Koordinatensystems. Bezeichnet man 
die Hauptkrümmungsradien der Flache in O mit g, und g,, su ist die 
Gleichung der Flache 

die rechte Seite ist eine für hinreichend kleine Werte von 1x1 und y 1  
konvergente Potenzreihe. Setzt man die Masse des bewegten Punktes 
gleich i ,  so ifit 

= sp2 (1 + 

= $ 1 2  (1 + 

Demnach sind 

u = - g z = -  

2 T = x ' 2  + y ' 2 +  z '2  

a z  a2 (E)) + y.2 (1 + (%)*) + P x ' y ,  7 7 
c z  oy 

2' + . . .) -1 (l + " + . . .) + arfyr  + . . .) . 
Q :  Q B PI Pe 

x, y Hauptkoordinaten. MTir haben ($ 1 und $ 6) 

9 
$1 = - -- ci ' 

Vermittelst der angegehenen Werte von 2" und U lassen siçh die 
L a g r  angeschen I3ewegungsgleichungen bilden und nach x ", y" auf- 
losen. 

Einfacher ist die direkte Herleitung der Differentialgleichungen 
der Bewepng.  Man hat 

die Korriponenten der normalen Reaktion der Flache sind. Zur Be- 
stimmung von A. ersetzt man in der zweimal nach t differentiierten 
Flachengleichung 

x", y", z" durch die rechten Seiten der drei Differentialgleichurigen. 
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Von J. HORN. 43 1 

Man erhiilt g o  fiir die heiden unabhhgigen Koordinaten x ,  y die 
Differentialgleichunp 

Mit Riicksicht auf 

erhalten diese Differentialgleichungen die Form 

wo die weggelassenen Glieder von mindestens zweiter Dimension in 
2, y, z', y '  sind. 

1st O ein elliptischer Punkt und zugleich eine tiefste Stelle der 
Fliiche, sind d s o  Q, und Q, beidc positiv, so ist O eine stabilc Gleich- 
gewichtslage. Um die Satze in 5 5 anwenden zu konnen, setzen wir 
voraus, d d s  fil und g, verschieden sind (dah also O kein Nahelpunkt 

ist) und daîs weder noch eine game Zahl ist. Dann sind 

zwei Ssharen von periodischen Bewegungen vorhanden, deren Perioden 

von 2nE bezw. 2sE wenig ahweichen. Wenn v$ irratinnal 

ist, giebt es keine weitere, in der Nihe von O verlaufende periodische 
Bewegung. 

1st O ein hyperbolischer Flàchenpunkt, ist etwa p, > O, fiB < 0, 
so haben wir nur eine Schar von periodischen Bewegungen mit von 

2 n p  wenig ahweichender Periode. 
9 

Der li'all, daîs O ein parabolischer Punkt ist (Q, - m), lakt  sich 
mit den hisherigen Hilfsmitteln nicht eiledigen; denri das Verschkinden 
von s? war in 8 5 ausdrücklich ausgeschlossen. 

Die Bewegung mit der Periode 
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432 Beitrage zur Theorie der 

die im ersten und zweiten der drei 
wird durch die Gleichuqen 

- 

s = c c o s p t  81 + 
y = 

oder 

kleinen Schwingungen. 

aufgeführten Fi l le  vorhanden id, 

dargestellt; dabei ist x = c, x' = O für t = O. Die Yrojektion der 
Bahnkurve ouf die q - E b e n e  ist eine geschlossene Lin ie ,  welche bei 
kleinem c von dem Abschnitt x = c . . . x - - c der x-Achse wenig 
abweicht; zur Diskussion dieser Kurve konnen die Formeln am Schlusse 
von 5 5 dienen. 

9 8. 

Wir behandeln ein weiteres Beispiel mit zwei Freiheitsgraden 
(Glocke und Kloppell)). 

B c r  K@er KI (Glocke) sei um eiw feste wage- 
Fig. 2. rechte Achse A, drehbar, der K&pw Kg (Kloppeu um 

einc in K, befestigk, zzh A, parallele Achse A,. Uer 
8ckwerPunkt SI von K, sol1 auf der Verbilz,rJ7,ttzgslilzie 
A, li, Eiegen. W i r  untersuchen die kleitzen periodischen 
Schwinpngetn um die Gl~c?igeu.~icl~tslage. Der Schuler- 
pu& von K2 sei 8,. Die  Strecke.rz A, A, = 1, A, SI = l,, 
A, S2 = 1, sezen siiw~tlich po.~itsv (qleichgerichtet). Il sei 
das Tragheitsmoment von KI in Bezug auf die Dreh- 
achsc, A , ,  I2 dafi Triigheitsmoment von K, in Reaiig 
auf die durch den Schwerpunkt 8, parallel zu A, 
gelegte Achse; Ki habe die Masse ml, K, die Masse nr,. 

sa Zur Zeit t bilde A, A, den Winkel cp,,  A S ,  den 
Winkel rp, mit der Lotrechteii (Kg. 2). 

Die lchendige Kraft des Systems ist 

= $ (Il + m,E2) gii" t (Ia + rn, 1:) vS2 + m,l4 cos (9, - rpl) . y; 31% 

und die Kraftefunktion 

U = (ml Zl + m, 1)g cos rp, f nz, Z2y cos v,. 
I n  der Nalie der stabilen Gleichgewichtslage qi = O, cpz = O gelten die 
Entwicklungen 

1) Vgl. F o p p l ,  Vorlesungen über technifiche Muchanik, Bd. IV, § 33. 
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Von J. HOILN. 

An Stelle der Koordinaten g.,, rp2 führcn wir Hanptkoordinaten 
x,, x, ein. Durch eine lineare Transformation 

die quadratische Gleichung 

oder 

sg[J1  I, + m, (Il 1 2  

hat die positiven 
den Gleichungen 

und von einander verschiedenen Wiirzcln A:, Ai. Auo 

(+Il + 4 1 )  + 4% . hi = O 
(i = 1, 2) 

A: a,, + (+a + ose) . $ = 0 

berechnet man 7t1 und h,. Die Transformation der Lagrangeschen 
Gleichungen 

(1, + ~ 2 ~ 1 ~ )  y; + m, I l ,  cos (T, - vl) VI: 
= m, I l 2  sin (rp2 - - (ml 1 ,  + m, l ] g  siu vi, 

7% 112  cos (9% - YI) Ti + (4 + m, 13 vz 
= - nz, I l ,  sin (T, - y,) - m2 Z2g sin F~ 

aiif die Form 
px lL  ..., + j , z X  . . .  

2 2 

k a m  hiernach ausgeführt werden. 
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434 Reitriige zur Theorie der  kleinen Rchwingungen. Von J .  HORN. 

Wenn 1, und 12, inkonimensurabel sind, so sind nach rj  5 zwei 
Scharen von periodischen Bewegungen mit Perioden vorhanden, welche 

2 x 2 z  von -- bezw. - wenig abweichen. (Sind 1, uncl t, komniensurabel, 
4 A.? 

1 7 

ist aber weder noch 2 eine ganze Zahl, so sind diese beiden Schsren 
1, 1, 

von periodischen Sühwingungen imnier noch vorhanrlefi, durch die bis- 
herigen Siitze ist aber das Vorhandensein weiterer periodischer Be- 
megnngen nicht ausgeschlossen.) Betrachten wir die erste Schar mit 
der Periode 

wo c den Wert von x, fur den Wert t = O darstellt, fiir welchen 
xi = O ist; die Bewegung wird durch die Gleichungen 

x2 = c2yzs ( t )  + . . = c",z (u) + - . 

dargestellt, wo 

ist. Daraus gehen die Gleichungen her+or: 

y,  = ch, cos u + c2 (hl $,, (u) + h2 +22 (u)) + - . . . 
Beschrankt man sich auf die erste Annaheriing, d. h. vemach- 

lassigt man die zweite und die hoheren Potenzen von c ,  so nehmen 
y,  und 93, gleichzeitig ihre Nullwerte und gleichzeitig ihre extremen 
Werte an. Dies ist bei genauer Darstellung der Bewegung nicht mehr 
dcr E'all. Zur Diskiission der Sch~i i igungobewe~ung dienen die allge- 
ineinen Formeln am Schlusse von 5 5. 
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fiber die Zusammensehung und Zerlcgung von Drehiingen etc .  Von C RUNGE 435 

Über die Zusammensetzung und Zerlegung von Drehungen 
auf graphischem Wege. 

Von C. R ~ N G E  in Hannover 

Wenn die Punkte einer Kugel durch stereographische Projektion 
auf einer Ebene dargestellt werden, so kann man durch eine sehr ein- 
fache Konstruktion zwei beliebige Drehungen um zwei beliebige Achsen 
zusammensetzen. E s  m6gen auf unsere Kugel die Ausdrücke Nordpol, 
Südpol, Erdachse, ~ ~ u a t o r ,  Meridian in derselben Bedeutung, die sie 
bei der Erdkugel haben, übertragen werden. Für  die stereographische 
Projektion, die wir ,,die Nrdkarte" nennen wollcn, werde der Südpol 
als Projektionszentnim gewiihlt, und die Ebene des Aquators sei zur 
Projektionsebene gemacht. Jede Drehungsachse kann durch jhre beiden 
Pole dargestellt werden, von denen einer innerhalb des ~ ~ u a t o r s ,  der 
andere aurserhalb liegt. E s  genügt auch, nur einen Pol anziigeben, 
da Jeder Pol durch den anderri bestirrirnt ist. Die Bahn, die bei der 
Drehung um irgend zwei Pole der ursprünglich mit ciem Südpol 
zusammenfallende Punkt beschreibt, ist notwendig eine gerade Linie, 
die die Verbindungslinie der beiden Pole halbiert. Denn erstens wird 
in stereographischer Projektion jeder Kreis wieder als Krcis dargestellt, 
der in dem speziellen Fall, wo der Kreis durch den Südpol geht, in 
eine gcrade Linie entarten miils, weil er ja den unendlirh fernen Pnnkt 
der stereographischen Projektion enthalt. Zweitens schneidet der Kreis, 
welchen bei der Drehung un1 die gegebenen Pole der ursprünglich mit 
dem Südpol zusammenfallende Punkt beschreibt, den Xeridian der 
beiden Drehungspole unter rechtem Winkel, folglich muîs auch in der 
stereographischen Projektion die ibrri entsprechende gerade Linie die 
gerade Linie, welche den Meridian clarstellt, unter rechtem Winkel 
schneiden. Die Bahn des ursprünglichen Südpols schneidet aber nicht 
nur den Meridian der beiden Pole, sondern überhaupt jeden durch die 
beiden Drehungspole laufeiiden grolsten Kreis untrr rechtem VCTinkel. 
Unter andern also auch den grofsten Kreis, der auf dem Meridian 
senkrecht steht und der also in der stereographischen Projektion die 
Verbindungslinie der beiden Drehungspole zum Durchmesser hat. 
Mithin muk die gerade Linie ein Durchmesscr dieses Kreises sein und 
murs deshalb die Verbindungslinie der bciden Drehungspole senkrecht 
halbierrn. 

Bei jeder Drehiing um die beiden Drehuiigspole verschiebt sich 
diese gerade Linie in sich. Jeder ihrer Puukte beschreibt sine 
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436 Über d. Zussmmcnsetzung u. Zerlegung r. Drehungen aiif graphischem Wege 

gerade Streçke. Diese Strecken haben aber nicht die gleiche Lange, 
sondern ihre Lange variiert in solcher Weise, dafs sie vom Drehungs- 
pol aus gesehen iinter gleichem Winkel erscheinen. Der Winkel giebt 
den halben Drehungswinkel an. Das ergiebt sich aus folgender Re- 
trachtung. Sei A ein beliebiger Punkt der geraden Linie, der sich bei 
der Drehung bis nach B bewegt, so konstruiere man den grohten 
Kreis, der durch A und durch die beiden Drehungspole P, P' geht. 
nieser Kreia ist alif der Krdkarte durch einen Kr& dargestellt, der 
die Verbindungslinie PP' der beiden Drehungspole zur Sehne hat. 

Big. 1 

Bei der Drehung geht dieser Kreis in einen andern Kreis über, der 
auf der Karte ebenfalls die Verbindungslinie der beiden Drehungspole 
zur Sehne hat. Die beiden Kieise schneiden sich also in den beiden 
Drehungspolen unter einern Winkel, der nach den Eigenschaften der 
st~rcogra~phischen hbbildung gleich dem Winkel ist, untcr dem sich 
die entsprechenden grofsten Kreise auf der Kugel schneiden, d. h. gleich 
dem Drehungswinkel. Nun ist als Peripheriewinkel der Winkel 4 PAY', 
unter dern von A aus gevehen die Verbindung~linie der beiden 
Drehungspole erscheint, gleich dem Winkel A 'PP '  den die Tan- 
gente P A '  im Drehungspol P mit dcr Verbiridungslinie der beiden 
Pole bildet. Folglich ist der Unterschied der beiden Winkel, unter 
denen PP' von A und von U aus gesehen erscheint, gleich dem 
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Drehungswinkel A'PB' .  Dieser Unterschied ist aber gleich dem 
doppelten des Winkels QC U Y A  oder B P ' A ,  unter dem die Strecke 
AB von den Drehungspolen aus gesehen erscheint. Mithin ist, wie 
behauptet, der Winkel, unter dem AU von den Drehungspolen ge- 
tieheri erscheint, gleich deni halben Drehurig~winkel. 

Anstatt die Drehungspole und den Drehungswinkel anzugeben, 
gmügt es auch, niIr die Strecke AB anzugeben. Dcnn a m  ihr kami man 
sowohl die Drehungspole wie den Drehungswinlrel finden. Um zunachst 
die Drehungspole zu konstruieren, siehe man durch den Nordpol N eine 
Parallele zu AB. Ferner fiille man vom Nordpol ein Lot N M  auf 
die Gerade AB oder ihre Verliingerung. Um den Bukpunkt 31 dieses 
Lotes als Zentrum schlage man einen Kreis, mit einem solchen Radius, 
daIs er den Aquator in denselben Punkten C, Cf scheidet, wie jene 
Parallele zu AH. Dieser Kreis ist ein grXstcr Kreis; denn er schneidet 
den Aquator in Antipoden C, Cf. Da er aukerdem die gerade Linie 
A B  senkrecht schneidet, so ist er der Kreis, der die Verbindungslinie 
der beiden Drchungspole P, P' zurn Durchmesser liat. Die beideri 
Drehungspole liegen auf der Geraden, die den Mittelpiinkt 17J dieses 
Kreises mit clem Nordpol verbindet. Mit den Polen ist nun auch der 
Drehungswinkel gefunden; denn er ist gleich dem doppelten des 
Winkels QC BYA, untcr dem die Strccke A B  von den Drehungspolcn 
aus gesehen erscheint. Jede beliebige auf der Erdkarte gezogene 
Strecke stellt also eine gewisse Drehung dm. Zwei verschiedene 
Strecken stellen Drehungen um verschiedene Drehungsachsen dar, wenn 
aie nicht in derselben Geraden liegen; dagegen stellen sie Drehungen 
um dieselbe Achse dar, w e m  sie in derselben Geraden liegen. Jede 
Drehung kann durch eine gerade Strecke dargestellt werden, mit Aus- 
nahnie der Drehungen urn die Erdachse selbat. Bei diesen isL die 
gerade Strecke ins Unendliche gerückt, und es ist nur der Winkel 
übrig gebliehen, unter dem sie vom Nordpol aus gesehen erscheint. 
Man kann sich diesem Grenzfall beliebig genau nahern, wenn man 
einen der Drehungspole ~ e h r  nahe am Nardpol annimmt. Die Strecke 
lie@ dann sehr weit entfernt, wahrend sie vom Pol aus gesehen inimer 
unter dern hnlben Drehungswinkel gesehen erscheint. 

Wenn man zwei Drehungen auf diese Weise durch zwei gerade 
Strecken AB, CD dargestellt hat, so kann man durch die folgende gra- 
phische Konstruktion die beiden Drehungen zu eirier einzigen zusamnien- 
setzen. Man verkngere zunachst die beiden Strecken, bis sie sich schneideil. 
Alsdann verschiebe mari die erste Strecke in ihrer Geraden, bis ihr End- 
punkt in den gefundenen Schnittpuiikt E fiillt. Der Anfangspiinkt murs 
dabci so verschoben werden, dah  der Tf'ilikel, unter deni die Strecke 
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vom Pole P aus gcsehen erscheint, derselbe bleibt QC A P B  = FPE. 
In ahnlicher Weise verschiebt man auch die zweite Strecke; nur sou 
hier der Anfangspunkt mit dein Schnittpunkt E der beiden Geraden 
eiisainmenfdlen, wZhrcnt1 der Kndpunkt G so liegen inuss, daSs die 
Strecke von ihi-en1 Drehungspol Q gesehen wieder unter dein hnlben 

Fiy 2 
Urehunpswinkel erscheint < CQD 
= BQ G. Sind die beiden Strecken 
auf diese Weise aneinander gelegt, 
so stcllt die Strecke, die den An 
fangspunkt F der ersten mit dem 
Endpunkt G der zweiten verbindet, 
die resultierende Drehung dar. Die 
Zusarnmensetzung ist also ganz 
iihdich wie bei der Zusamnien- 
setzung von Kraften, nur geht die 
Eesiiltierende nicht diirch den 
gemeinschaftlichen Angriffspunkt, 
Aufi diesem Grunde ist auch die 
Itesultierende niçht unabhiingig 
von der Reihenfolge der beidm 
Komponenten. Vertauscht man 
die Iteilienfolge der beiden Dreh- 

ungen, die man zusanimensetzen d l ,  so liegt die resultierende Stiecke 
nicht mehr in derselben Geraden, und infolge dessen ist die Achse der 
resultierenden Drehung eine andere. 

Der Heweis, daffi sich zwei Drehilngen in dieser Weise zusammen- 
setzen, liegt darin, dak jede der beiden Geraden sich bei der betreffenden 
Drehung in sich selbst verschiebt. Seien PE und E G  die boiden 
aneinandergelegten Strecken, und dalier nach der Behauptung I 'G  die 
der zusammengesetztcn Drehung entsprechende Strecke, so sieht man 
zunachst, d d s  der Punkt 2' sich durch die beiden aufeinanderfolgenden 
Drehungen nach G begiebt. Bei der ersteii Drehung gelangt der 
Punkt von 3' bis 3. Die Strecke FI:  wird bei der erstcn Drehung 
nicht mehr geradlinig bleiben; aber der Winkel, den aie in P mit der 
Geraden PE macht, wird derselbe bleiben. Denn auf der Kugel wird 
der Winkel durch die Drehung nicht geandert, folglich n ids  er wegeri 
der winkeltreuen Abbildung auch auf der Karte derselbe bleiben. Die 
Richtung der Linie F'G in ihrem Anfangspunkt wird alsn durch die 
erste Urehung nicht geandert. In  derselben weise folgt, dak ihe  
Bichtung auch bei der zweiten Dreliung nicht geiindert wiid. I h  
Gesamtresultat besteht also darin, dals durch die beiden Drehuugen 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



zusammen der Anfangspunkt der Linie F G  von F nach G rückt, 
wahrend ihre Anfangsrichtung vorher und naçhher dieselbe ist. Werin 
nun durch die resultierende Drehung der Punkt G in einen Punkt G '  
übergcht, so muD der Krcis, der durch die drei Punkte 4 G, G' .ge- 
legt werden kann, bei der Drehung in sich übergehen. Da aber seine 
Richtung, wenn er in  demselbcn Sinne durchlaiifen wird, in E und in 
G dieselbe sein rnuls, so ist dies nicht anders moglieh, als wenn er in 
eine gerade Linie entartet, d. h. die Gerade F G  geht bei der resul- 
tierenden Drehung in sich selbst über. Der TVinkel, unter dem die 
Strecke F G  von dem zugehorigen Pol aus gesehen erscheint, ist der 
hslbe Drehungswinkel. 

1st die eine der beiden zusanimenzusetzenden Drehungen eine Drehung 
um die Erdachse, so lie@ der Punkt li: irn Unendlichen. 1st die erste 
Drehung durch eine gewisse Strecke dargestellt, so hat man diese in 
ihrer Geraden so zu verschieben, dals ihr Endpunkt E ins Unendliche 
fallt. Zu dein Ende hat man durch den zugehorigen Drehungspol 
eine Parallele zu rlcr geraden Linie xu ziehen iind hirran den halben 
Drehungswinkel so anzulegen, d a h  der eine Schenkel in die Parallele 
fiillt, wahend der Scheitel im Pol liegt. Der andere Schenkel schneidet 
dann die gerade Linie der ersten Drehung in dem Punkte I;: dem An- 
fangspunkte der die erste Drehung reprasentierenden Strecke. Die 
uriendliche Strecke FE (wo E irn Unencilichen lie@) ist riun UIII den 
halben Drehungswinkel der zweiten Drehung um F zu drehen. Uann 
stellt sie die resultierende Drehung dar. 

1st die erste Drehung eine Drehung um die Erdachse, so ist der 
Arifangspunkt der zw-eiten Strecke iris Unendliche zu verlegen. Daru1 
stellt der Endpunkt G der zweiten Strecke auçh den Endpunkt der 
resultierenden Strecke dar, deren Arifaiigspunkt irn Uneridliühen liegt, 
wo er durch die erste Strecke herumgeschwenkt worden k t .  Dio 
Riçhtung zwischen der revultierenden Strecke und der die zwoitc 
Drehung reprasentierenden ist gleich tiem halben Drehungswinkel der 
ersten Urehung. Von dem Dreieck E'RG licgt dso, wenn die Urchung 
um die Erdachse die zweite ist, die Seite E G  im Unendlichen; wenn 
dagegen die Drehung um die Erdachse die crsti: 1)rehung ist, so liegt 
die Seite PE im Unendlichen. In beiden Ballen haben wir es mit 
der Schwenkung einer Strecke zu thun, von der nur ein Endpunkt im 
Endlichen liegt. In dern ersten Falle liegt dcr Anfangspunkt der 
Strecke im Endlichen, im zweiten Falle der Endpunkt. 

Aus dieser graphischen Zusammensetzung der Drehungen folgen 
mit Leichtigkeit eine Anzahl Lehrsatze. 

Sind zwei beliebige von einander verschiedene Dreliungsachsen 
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gegeben, so kann man immer zwei Drehungswinkel findeii von der 
Art, da19 die resultiereide Urehung bei vorgevchriehener Reihenfolge 
der beiden Drehungen um irgend eine vorgeschriebene A c h e  erfolgt. 
J)ie Drchiingswinkcl sind eindeiitig be~t immt.  

Der Beweis liegt uninittelbar darin, dafs man die den beiden 
Drehungsachsen entsprechenden beidcn Geraden durch die der vorge 
schriebenen dritten Achse eritsprecheude Gerade schneidet. Das Stück AC 
auf dieser dritten Geraden, das von der ersten Geraden A B  zur zweiten 
U C  führt, stelit die gesuchte Llrehung dnr. Auch wenn die drei Gc- 
raden sich in einem Punkte schneiden, behdt  das Theorem eincn Sinn. 
Nur Iiat inan es dann mit uiiendlich kleinen Drehungen zu thuri, deren 
Verhiiltnis eindeutig bevtiriiriit ist. Schreibt man die entgegengesetzte 

Fig. S .  

Reihenfolge vor, so bleiben die absoluten Betriige der Drehungen die- 
solben; nur müssen sic im entg-egerigesetzten Sinne gcnommcn werden, 
oder, was auf dasselbe hinauskommt, die Drehungen müssen in dem- 
selhen Sinne erfolgen, aber um Winkel, die die ersten zu 360 Grad 
erganzen. Bei unendlich kleinen Drehungen, bei denen nur das Ver- 
hiiltnis der Drehungswinkel bestimmt ist, kann die Reihenfolge der 
Drehurigon auch vertauscht werderi, ohne die Drehungen iru eritgegeri- 
gesetzten Sinne zu nehmen. Bei encllichen Drehungen dagegen ist 
dics niemals dcr Fall. Uie Vertauschung der Reihenfolge zweier 
Drehungen um verschiedene Achsen murs iinmer eine Andenmg der 
resultierenden Achse zur Folgc haben. 

E s  seien auf der Karte zwei beliebige Strecken gegeben, die also, 
wie oben gezeigt wurde, zwei gewisse Drehungen darstellen. In 
wel~her  Beziehurig steht alsdanil der Schnittpurikt ihrer beideri Geraden 
zu den beiden Drehungsachsen? Die vier Pole der beiden Drehungen 
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liegen auf ~ i n e m  griiTsten Krcise. Aiif der Knrte muh dieser Kreis 
seinen Mittelpunkt in dem Schnittpunkt der beiden Geraden haben. 
Denn jede der beiden Geraden ist der geometrische Ort der Mittel- 
yunkte aller Kreise, die auf der Karte durch die betreffenden Pole 
gehen. Auf der Karte müssen daher alle vier Pole von dem Schnitt- 
punlrt der beiden Geraden gleich weit entfernt sein. Auf der Kugcl 
entspricht dem Schnittpunkt der beiden Geraden das Spiegelbild des 
Südpols in lZezug aiif dio Ebcnr: d c ~  gr6lsten Kreises, der diireh die 
vier Drehungspole lauft. Denn die geraden Linien der Karte ent- 
sprechen ja auf der Kugel Kreisen, die durch den Südpol laufen. 
Diese Kreise schneiden den grolsten Kreis der vier Drehungspole unter 
rechtem Winkel. Mitliin schneiden sie sich aufser im Südpol in dein 
Spicgelbilde des Südpols in Bezug auf die Ebene des grXsten Kreises. 
Dieser Punkt entspricht daher dem Punkte, der auf der Karte durch 
den Schnittpunkt der beiden Geraden dargestellt wird. 

Denkt man sich zwei beliebige Drehungen so gelegt, dars der 
durch die vier Pole laufende grorste Kreis in den ~ ~ u a t o r  fiillt, dann 
schneiden sich die entsprechenderi geraden Linien im Nordpol. Eine 
Strecke auf einer dieser Geraden, die irgend eine Drehung um den 
zugehorigen Drehungapol darstellt, hat alsdann dieselbe Lange, wenn 
man ihren Anfangspunkt oder ihren Endpunkt in den ~ o r d p o l  legt 
( A N =  NA', B'N = ATH). Denn von dem bctreflenden Drehungspol 
aus gesehen, erscheint sie in beiden 
Lagen u n k r  dernselbcn Winkcl. Wenii Fig. 4. 

man nun auf beiden Geraden je eine 
solche Strecke konstruiert und sie in 
der oben beschriebenen Weiae zu einer 
dritten Strecke zusammensetzt, so bleibt 
die zusammengesetzte Strecke AB, BU'A', 
wenn man die Reihenfolge der Drehungeii A' 
vertauscht, tung und von offenbar gleicher von Lange, gleicher nur Itich- liegt @ 
sie iu beiden Fiillen nicht in derselben 
Geraden, das heilst, die Drehungsachse 
ist in beiden Fillen nicht dieselbe. Nun 
liegen aber, wie man leicht erkennt, die beiden Geraden A B ,  B'A' 
gleich weit vom Nordpol entfernt, und die zugchorigen Pole der 
beiden resultierenden Drehungen liegen ebenfalls vom Noidpol gleich 
weit entfernt in entgegcngesetzten ltichtungen. Die beiden zuüammen- 
gesetzten Strecken erscheinen von ihren Polen aus gesehen unter 
demselben Winkel. Mithin hat man den folgenden Satz: Bei Ver- 

Zoitschrift f .  Mathematik n. Phgsik. 48. Band. 1902. S. n. 4. Hoft. 29 
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412 h e r  die Zusammenset~uri~ und Zerleguug von Drehungen etc. Von C. Ruiuos. 

tauschmg der Reihenfolge zweier beliebigen Drehungen bleiht der 
Bctrag der Urehung iinvcriindert, nnr die Drehungsachse ist eine 
andere. Die beiden resultierenden Drehungsachsen bilden gleiche 
Winkel mit der Ebene, die die heiden Achsen der eusainmcn- 
gesetzten Drehungen enthilt. Hier ist sie zur ~ ~ u a t o r e b e n e  gemacl-it. 
Die Ebene der beiden resultierenden Drehungsachsen steht auf der 
Eberie der gegebeuen Achsen scnkredit. Für  sehr kleine Drehungen 
ist der Winkel, den die resultierenden Urehungsachsen mit der Ebene 
der gegebenen Drehungen bilden, selir klein. E r  wird neunzig Grad, 
menn die beiden gegebenen Drehungen beide 180 Grad sind. In dieseiu 
Grenzfall ist der l)rehuiigswinkel gleich dem dnppclten dns Winkels, 
den die beiden gegebenen Achsen mit einander bilden. Bei Vertauschmg 
der Reihenfolge der beiden gegebenen Drehungen kehrt sich hier der 
Sinn der resultierenden Drehung einfach urn. 

Diese Beispiele m6gen genügen, um zu zeigen, mit aelcher 
Leichtigkeit sich die graphische Konstruktion für die Zusainmensctzung 
der Drehungen verwenden laîst. Es  m6ge deiu Leser selbst überlassen 
bleiben, andere hwendungen dieses Verfahrenu zu bilden. So Iasseii 
sich z. B. die Drehungen der regularen Korper darstellen, wobei aus 
der Figur die fundamentale Eigenschaft, dafs die Drehungen eine 
Gruppe bilden, (d. h. dals irgend zwei Drehungen, die einen repliren 
K6rper mit sich selbst zur Deckung bringen, eine resultierende Drehung 
geben, die dieselbe Eigenschaft hat), deutliçh hervortritt. 

Eine andere Aufgabe, die sich mit der graphischen Darstellung 
der Drehungen losen 1&t, ist die Zerlegung einer gegcbenen Drehung 
in drei Drehungen um vorgeschriebene Achsen. Dies kann auf zwolf 
verschiedene Weisen geschehen, und durch graphische Konstruktion ist 
es riicht schwer, die verschiedeneri Losungen durch Probieren zu Enden. 
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Über die Zerlegung etc. Von C. ru no^. 443 

Über die Zerlegung empirisch gegebener periodischer 
Funktionen in Sinuswellen. 

Von C. ~ J N G E  in Iiirchrodc bei Hannover. 

Die Zerlegung empirisch gegebener periodischer Funktionen i n  
Sinuswellen spielt auf versohiedenen Gebieten cine wichtige Rolle. 
Xeuerdings scheiiit besonders bei einigen elektrotechnischen Unter- 
suchungen Nachfi-age danach zii sein, scitdem zweckmZlsige Apparate 
konstruiert sind, mit denen man Strom- und Spannungskurven auf- 
zunehnien im stande ist. Nun iut die Methode der Zerlegung zwar 
schon seit langem bekanrit. Aber eiriige Abkürzurigen, ich hier 
vorschlagen will, sind meines Wissens neu. Ich gebe im folgenden 
ein Sühema, nach dem man die Rechnurig leiüht und sicher ausführen kann. 

Die Periode sei in 4% Teile geteilt, und es sollen y,y,y, . . . Y ,,-, 
die m m  Anfang der Periodc und den 4rz - -  1 Teilpunkten gehorigen 
Ordinaten bedeuten. Die unabhangige Veranderliche x denke ich mir 
als Winkel und zwar so, daîs der Wert  x einen Winkel von YOxlw 
Grad bedeutet. Das heikt  mit andern Worten x milst den Winkel in  
Einheiten von 9Oln Grad. 

Die Sunime der zu bestimmenden Sinuswellen bezeiçhne ich mit 
A:. Es ist also 

BI cos z + B2 cos 2x + . . . + Br cosrz ,  

wo s. kleiner als 2n  sein murs, weil sonst mehr Unbekannte als 
Ordinatcn vorhanden sind und die Unbekannten daher nicht cindeutig 
bestimmt waren. 

Die Kaeffizienten H,,A,BIA,U,. . . A,.B, werden nun bckanntlich 
durch die Bedingung bestimmt, d a b  die Summe aller Fehlerquadrate 

mbglichst klcin werden soll. Diese Redingurig licfert die Gleirhungen 

(1) 4i2 8, =zya, 2nA, =Za sin al, 2nUi = Ba coi a i ,  

U A .  Ledeutet dabei, wie oben schon bemerkt wuïde, einen Winkel von 
90aA ln  Grad. 

29" 
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444 Eb. d. Zerlegung ernpiri~ch gegebener periodisch. Funktionen in Sinuswellen. 

Die so herechneten Werte A,  B sind von dein gewahlten Werte 
von r unabhangig, so lange nur r < 2 n  bleibt. Es ist für die Ent- 
wicklung der Formeln am bequemsten, wenn man r - 272 - 1 nimmt 
und nocli das Glied B2,ços2nz hinzufügt, also düh 

1 V , = B , + A , s i n x + A 2 s i n 2 x +  . . .  $A,n-lsin2~z-1x 
+B,cosx+B2cos21ç+ . . .  + ~ , ~ 1 c o s 2 ~ z - 1 x + B 2 , c o s 2 n x .  

Dsnn hat man gerade so vie1 zii bestimmende Koeffizienten A, B wie 
Ordinaten y. Dabei wird B,, ahnlich wie Bo durch die Formel 

4 % ~ ~  =zyu eus a 2n 

gegehen, wiihrend hei den anderen Koeffizienten A, B auf der linken 
Seite 2 n  statt 4 n  zu sçhreiben ist. 

E s  hindert natürlich nichts, von den Grofsen AH niir die ersten 
zu berechnen, wenn man sich mit der Annalieruiig begnügen d l ,  
die die ersten Wellen gewaliren. Berücksichtigt man aber alle Gliedcr, 
so wird für x - 0, 1, 2, . . ., 412 - 1 der Niiherungswert N ,  mit der 
gegebenen Ordinate y, genau übereiristiminen. 

Verwandelt inan x in 41.1. - x, tio gehen in der Forniel für & 
alle Sinusglieder ins Entgegerigesetzte über, und es ist daher: 

oder, wenn l. eine Zahl der Reihe O, 1, 2, . . ., 212 berleutet 

Dabei kann man a und A alle Werte 0, 1, 2, . , ., 2?2 durchlaufen 
lassen. 

Wir schreiben die Ordinaten y,yl . . . y,,-, in zwei Reihen, voii 
denen die zweite von rechts nach links lauft 

Y0 Y1 Y, . . . . . .  Y 2 n - 1  

Y4n-1 Y4n-2 ' . ' ?f2n+l  Y 2 n ?  

und bilden die DiEerenzen und Summen der untereinander steheuden 
Ordinaten 

Differenzen: a, a,  . . . a ,,-,, 
Sumnien: b, O, bznPl .  
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Zu den S i m m m  fiigen wir noch vorri die Grorse O, = y, und hinten 
die G r o h  b,, = yzn  himu. Alsdann k6nnen die Gleichungen (2) in 
der Form geschriehen werden; 

a,, - 2 2  A, sin a i ,  

fiir a = 0, 1, 2, . . ., 2 1 2  und d - 1, 2, . . ., 2n - 1, 

fiir 2. = O und A = 211 dagegen ist 

Diese Formeln haben geriau dieselbe Porrn wie die Gleichungen, die 
A, und Bi durch die Grohen u, und b,  ausdrücken. Denn die Glei- 
chungen (1) lassen sich schreiben: 

2nA, = z a ,  sin ad, 
a 

2nBi  =Zhu cos ad 
LL 

( a = 0 , 1 ,  Z , . .  , Z n  und A y 1 ,  2 , .  ., Z n - 1 )  

und für  A = 0 und il = 2 n  

da 
sin ( 4 ~  - a)d = - sin ad, 

Mit andern Worteri: Geuau wie die Groken n, B aus den Koeffi~ienten 
2 4 ,  2B berechriet werden, genau so werden die Grofsen 2 n A ,  2nB 
ails den GrUben a ,  b gefuriden. Oder anders ausgedrückt: Die Glei- 
chiingen (2) bleiben richtig, wenn man rechts a, b statt 2A, 2B ein- 
setzt uud zugleich lmks 2nA,  2 n B  statt a ,  O schreibt. Da mail aus 
a und b zugleieh auch die Orclinaten y findet, so kann man also sagen: 
Es ist :dgebraiscli dieselbe Aufgabe die T'Fellen zuaarnrrieniiusetzeri und 
eine gegebene Funktion in Wellen zu zerlegen. 
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446 Cb. d. Z e r l e g u q  empirisch gegebener periodisch. E'iinktionen in Sinuswellen. 

Wir betrachten hier die Lerlegung und werden von der Zusammen- 
setzung nur als Kontrolle der Zerlegiing einen Gebraiieh machen. 

Um die Summationen der Gleichungen (1 *) auszuführen, werden 
die Glieder zusammengefalçt, die denselben trigonometrischen Faktor 
besitzeri. 

E s  ist 

sin (2n - a)A = sin ctÂ. ( wenn A gerade, + wenn 1 ungerade), 

cos (212 - a)i = T cos a A. (+ wenn 1 gerade, - wenn A nngerade). 

Wir  schreiben die Grohen a und die Grofsen O in zwei Reihen, von 
denen die zweite von rechts nach links l iuft ,  und bilden die Surumen 
und Differenzen der untereinander stehenden Grofsen: 

Bei den Sunimen werden a, = a, und 6, = b, als letzte Glieder 
angefiigt. 

Dadurch nehmen die Gleichungen (1") die folgende Form an 

2nA,  = z a a s i n  ai, ( a = l ,  2, . . . ,  n) 
A =  1,3,5 . . .  

2 ~ i B ~  =Eb: COS a i ,  (a-O, 1, . .  , n - 1 )  

2 n A ,  = z a ~  din ai, (U = 1, 2, . . . ,  n - 1 )  

(1"") A = 2,4,6. .  . 
2nB,  - 2 6 ,  COS ad, (a=O, 1, 2 , . . . ,  n) 

A, und 4 n-, ktinnen am hequemsten zugleich ausgerechnet werden, 
ebenso B, und B,,-,, i d e m  man die Glieder der Summen für Al 
abwechselnd in zwei verschiedene Kolonnen schreibt und die beiden 
Kolonncn für sich addiert. Die Sumine diescr h iden  Resiiltate giebt 
dann A,, die Differenz giebt A, , - , .  Analog verhalt es sich für Bi 
und B,n-A. 
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In dern folgenden Schema ist die game Rechniing fiir den Fall, 
daîs die Periode in 12 Teile geteilt ist, dargestellt: 

Ordinaten: y, y, y, y, y, y5 

Yi1 YioY!, Yu Y7 Y6 

Differenz: a, a, a, a, a, 
Siimme: b, b, b, 6, O, hj b, 

- - - 
Siirnmc: a, a, a, Summc: b, 6, b, b, Diflcreiiz: a" b" Summe: c, c, 

Differenz: a; a, Differenz: b i  6; bS 
- - -  - 

' Sinus - Glieder 1 Cosinus- G l i~de r  

1. Xolonne - ' - 1 
2. Kolonne 1 1  - 

- -  
- i 

Summe: 

Die Tabelle . des Schemas ist dabei so zu verstehen, dafs die 
Glieder der Reihen, vor welche siu30°, sinCiOo, sin90° gescluieben 
sind, mit diesen Werten multipliziert gedacht 

Fig. 1. 
sirid. Die Produkte sind in die Tabelle eirizri- 
setzen. Da sin 30' den Wert S, sin 90, den Wert 1 +do 

Lat, so sind diese Produkte unmittelbar zu bil- 
den. Die vier Multiplikationenmit sin 60' bleiben 

tionen und Siihtraktionen. Für A - 0, 3, 6 sind 

M; 
dalin allein aii~eilführen. Allcs iibrigt, sind A d d i  -*O 

die Glieder noch weiter zusammengef&t. Das ist immer moglich, 
wenn A. einen Teiler mit n gemein hat, also z. B. immer für A. = O, 
n,  2n. 

Ein numerisches Beispiel wird am besten zeigen, mit wie wenig 
Mühe nach diesem Schema eine Funktion zerlegt werden kann. 

Es sei die periodische Funktion der Figur 1 graphisch gegeben. 
Zw6lf Orciinaten genügen in diesem FaU, urn die Kurve einiger- 

mahen genau zu charakteritiieren. Nach dem Schema gerechnet er- 
halten wir: 
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448 tyb. d .  Zerlegung empirisch gegebener periodisch. Funktionen in Sinumdlen. 

14.0 15.8 12.0 7.7 4.3 1.4 - 4.6 
- 6.8 - 9.9 - 9.3 - 8.2 - 6.8 

Differenz: + 22.6 + 21.9 + 17.0 + 12.5 + 8.2 
Summe: + 14.0 + 9.0 + 2.1 - 1.6 - 3.9 - 5.4 - 4.G 

+ 22.6 + 21.9 + 17.0 + 14.0 + 9.0 + 2.1 - 1.6 
+ 8.2 + 12.5 - 4.6 - 5.4 - 3.9 

Summe: + 30.8 + 34.4 + 17.0 + 9.4 + 3.6 - 1.8 - 1.6 
Differem: + 14.4 + 9.4 + 18.6 + 14.4 + 6.0 

+ 30.8 
+ 17.0 

Diff.: 13.8 

- -- - -- 

1.Kolonne i l  32.4 
2.Kolonne 29.8 

- 

Surnrne: 1 1  62.2 
DiEerenz: 2.6 

Resultat : 

+ 6.0 - 1.8 - 1.6 
Diff.: 12.6 Sum.: + 7.6 + 2.0 

- - - - - - 

Cosinus - Glieder 

2 = 1 ,  5 / I = 8 , 4  Â. 3 2.=0,6 = l  _ 

21.6 
12.5 

34.1 13.7 12.6 9.6 
9.1 6.9 1 5.6 

9-6/12 + 62.216 sin z + 20.6/6 sin 22 + 13.816 sin 3 x  + 4.416 sin 4z 

+ 34.1,16 cos x + 13.716 cos 2 s  + 12.6/6 cos 3 s  + 6.9/'6 cos 4s 

+ 9.1/6 cos 5x + 56/12 cos 6s. 

Man kann die Probe machen, i d e m  man nun nmgekehrt aus den 
Werten 2A,  2 B  die Grofsen a ,  b berechnet oder, was auf dasaeliie 
hinauskommt, aus 6 4  6 3  die GrGben 3a, 3b. Dabei ist es nicht 
notig, alle Grofsen a, b zu berechiien. Es genügt zur Kontrolle in1 
allgemeinen die Berechnung eines Wertes a und eines Wertes b. Wir 
wahlen a, und 6,. Davon ist b, einfaüh die Siimme der Werte B oder 
6 b, gleich der Suume der 61% 3a, mird dagegen aus der Reihe 6A,, 
Gd,, 6 A,, 6 A,, 6A, nach dcm Schema, genau sn gcfunden, wie GA, 
aus a, a, a, a, a,. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von C. EUXGE, 

Summe: 64.8 35.0 13.8 

sollte sein: 

84.0 
sollte sein: 

G b ,  = G x 14.0 = 84.0. 

Dedu~ch Sind die berecheten Werte kontrolliert. Die Abweichnng 
zwischen 67.9 und 67.8 erklart sich dadurch, daL die Pradukte 
alle auf die erste Dezimde abgekürxt sind, wodurch bei der Suni- 
menbildung die erste Dezimale nicht mehr ganz richtig zu sein 
hraucht. 

Zwolf Ordinaten werden i n  solchen FE'allen genügen, wo die Funktion 
mit ausreichender Gcnauigkeit durch die ersten fünf Wellen wieder- 
gegeben wird. E s  ist aber die Rechnung nach unserem Verfahren 
mch für cine erheblich grorserc %ah1 von Ordinateii nach gma gut 
zu bewaltigen. 

Ich gcbe im folgcnden des Schoma für 38 Ordinaten: 

Sinus-Glieder. Differenz: u, a, a, . . . a,, 

Cosinus-Gliedur. Summe: b, b, b, b, b,, b,, 
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450 Ch. d. Zerlegung ernpirisch gegebener peiiodisch. I-unktionen in Sinu~wellen 

Sinus - Glieder. 

a ,  a, a  , . . .  a , a ,  

a17 a 1 6 a 1 5  "10 

À ungerade, Summe: a, a, a, . . . a, a, 
A gerade, Differenz: a; ai  ai . . . a, 

il = 3 A = 9  1. = 6, 12 

a1 a, a3 a; a; 
as a4 a;' - a, - a, 

- a7 - a, - a, 0;' - + a; + a; 
Summe: a;' ai' a,' Differenz: a Sumine: a;" a;'' 

- - -  -- - . ~- -- 

I =  

sin IO0 
sin 20" 
sin 30° 
sin 40' 
sin 50° 
sin 60° 
sin 70° 
sin 80° 
sin !IO0 

- - 

1. Kolonne 
2. Kolonne 

Wieder ist wie oben die Tabelle so zu verstehen, dah z. B. in der 
Rcihe, wo der sin IO0  stcht, die betrefferideri Glieder CI,, - a,, - a5 etc. 
mit sin 10' multipliziert in die Tabelle einzusetzen sind. 

Um die Übersicht iiher die Prodiiktbildung zii erloichtern, kann 
nian die Grofsen a, a, . . . a, und 6; f& . . . bi in Zickzacklinien 
schreiben: 
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Cosinus - Glieder. 

b, b, b, b , . . .  b, 
b18 bl, h 6  b,, 610 b9 

d ungerade, Differenz: 6; b; bS b,. . . . bR 
d geradc, Summe: bo b, b, b, . . . b, b, 

A = 3 A = 9  A =  6, 12 A = O , 1 8  
b 61 ba 6, 6,-6,-b, 

-6; -bL -64 6; +b, +b5 -b,% bO" 6;'' 
-6; -b; b;' bi -6,-6, 

- bq" bs" 
Summe: b; b;' 6; , Differenz: b Summe: '60'' b;" bi" ba" DiEerenz: co cl 

Cosinus-Glieder. 

- 
Dam enthiilt die erste Zeile die GrXsen, die mit sin 60° zu multiplizieren 
sind, die zweite die Grohen, die mit sin IO0, siri50°, sin 70' zu multiplizieren 
sind, die dritte die Grofsen, dic mit sin2O0, sin40°, sin80° zu multiplizieren 
sind, und die vierte die Grorsen, die niit sin30° zu rnultiplizieren sind. 

In dieselhen vier %cilen kann man d a m  dit: GrtXs'sen a; a, . . . a i ,  

b, 6, . . . b, schreiben in der Form 

l - - 

10" 50° 70° 

20° 40° GO, 
- 

30" 

ai 4 
~ - - -- ~~ - - 

4 6 2  64 b5 b7 6, 
- - .  -- .--- ~- 

a; ai a, a; a; as 
- - - -- - - - - - - ~ 

63 fJ, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



452 üb. d. Zeriegiing empirisch gegebener periodisch. Funktionen in Sinuswellen 

so dak hier auch die Zeilen den Faktoren entsprechen. Die Berechnung 
aller VSTellen bis zur 18. hin h i l t  nicht wesentlich langer auf als die Berech- 
nung bis zur neunten Welle. Einige Produktbildungen würden zmar bei 
nmin Wellen erspnrt. Denn man kannte bei den Gliedern gerader Ordnung 

je zwei Glieder vor der 
Fig 2 Multiplikation zusammen- 

'W 
ziehen. 

Bei der Herechnung 
aller Wellen hat man den 
Vorteil einer Rechenprobe. 

1 Man kontrolliert aualog wie 
oben die siimtlichen Grofsen 
B durch ihre Surnme, die 
gleich y. sein muk. Die 

,JO Grohen A kontrolliert man, 

indem man analog wie ohen 
I 1 irgend eine der GrXsen 

al au, . . . a,, aus ihnen be- 
rechnet, in der sie alle vorkommen, z. B. ul. Am leichtesten liefse sich 
a, ja berechnen, aber dann kommen mir die GrGîsen A mit iingeradem 
Index vnr. 

Bei dieser Probe rechnet man natürlich am besten mit den 18fachen 
Betriigen der Grohen A urid findet nach dem Schema den Sfachen 
Betrag der betreffenden GrXse a .  

Das folgende Beiopiel giebt die Zerlegung des Stromes einer Wechsel- 
strommaschiiie (Pig. 2). 
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2 O 12 1 - 13 - 19 25 - 30 3 6  
+ 1 3  + 1 9  + 2 1  + 7  - 8 -18 - 2 5  -36 

Summe: 15 19 Y3 8 - 21 - 37 - 50 - 66 - 36 
Differenz: - 1 1 - 1 9 -  9 - G -  5 -  1 O +  6 

Differenz: 134 191 27 - 83 - 90 - 89 - 07 - 84 - 42 
Summe: - 2 -  1 5 - 2 7 - 1 1 -  8 -  9 -  5 -  2 -  2 0  

134 191 27 - 2  -15 + 2 7  +11 
97 89 90 231 - 5 - 9  + 8 - 7 - 2 6  

84 42 159 - 2 + 2  0 37 + 11 - 
231 364 159 72 - 7  - 26 37 11 - 44 - 37 
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Resultat: 

- 6.3sin 7x-15.Gsin 8x-25s in  9x+ 3.2sin 1 0 z f  4.1 $in llz+ 0.9 sin 12x+14.9 sin 1 3 ~  

$194 cos 7 ~ + 1 7 . 4 c o s 8 z + 7 2  c o s 9 z + 2 1 . 6 ~ 0 s 1 0 ~ - - 1 6 . 4 ~ ~ f l 1 1 ~ $ 1 3 . 5  ~ 0 ~ 1 2 ~ - 1 0 . 8 c 0 8 1 3 ~  

Die Dezimale in den Koeffizienten ist mit hingeschrieben, obwohl sie 

nicht p l i e  zuverl%ssig ist wegen der Abrundung und weil die Produkte 
mit dem Rechenschieber ausgeführt sind. 

Zur Kontrolle des Resultats rechne m m  nun uingekehrt u, und b, 
aus den Koeffizienten aus 

Summc: 160 2 33.0 -f 182.0 - 26.4 f41.0 -10 4 -2.2 - 12.4 -25 

Diese Zahlen sind mit sin 10°, siu 20°, . . ., sin YOO zu multiplizieren 
und die Produkte sind zu addieren: 

.- 27.9 
- 11.3 
+ 91.0 
- 17.0 
+ 31.4 
- 9.0 
- 2.1 
- 12.2 
- 25.0 
+ 17.9 sollte sein 9 a ,  = 18. 

Perner 

Die Übereinstimmung ist genügend in Anbetracht der Abrundungen. 
Man thut pt, wenn man siçher gehen will, die Probe noch weiter 

zu treiben. Wenn namlich in irgend einer der zweiten Kolonnen 
der Tabelle ein Fehler gemacht ist, so werden die bcidcn dieser Spalte 
entsprechenden Koeffizienten beide fitlsch, aber ihre Summe bleibt un- 
geiindert gleich den1 Doppelten der ersten Knlonne. Rei der Berech- 
nung eines a mi t  ungeradem Index oder eines O mit geradein Index 
f i l l t  dadurch der Fehler wieder heraus. Es ist daher gut, nnch die 
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Berechriung eines a mit geradem Index oder eines b &it ungeradcm 
lndex auszuführen. 

Um a, zu berechnen, sind stat,t der Summen in 1 die Differenzen 
zu .bilaen 

- 170.8 - 33.8 + 161.2 - 47.G + 11.2 - 12.2 - 10.4 - 18.8. 

Diese Gr6Lst;en sind wieder mit sin 20' sin 40" sin GO0 sin 80° in der 
clurch das Schema gegebenen Wcise zii multiplizieren und dann zii 
addieren, wobei man, wenn a,, nicht auch berechnet werden soll, die 
Zahlen erst paaraeise vereinigen kann. 

- 170.8 - 33.8 $ 161.2 - 47.6 
- 18.8 - 10.4 - 12.2 + 11.2 

Summe: - 189.6 - 44.2 + 149.0 - 36.4 

- 64.7 
- 28.4 
+ 129.0 
- 35.8 

, + 0.1 sollte sein 9 - = 0. 
Analog werde b, berechnet 

- 37 - 57.0 - 33.0 + 630.4 + 4.4 + 288.2 - 4.0 + 210.4 - 4.2. 

- 37 
+ 56.1 
- 31.0 
+ 545.9 
+ 3.4 
+ 185.2 
- 2.0 

+ 72.0 
0.7 

+ 791.9 sollte sein 9 . b, = + 792. 

Die hereinstimrnung ist in beiden Fdlen genügend. 
Wenn man alle die Wellen bei Seite liilat, deren Amplitude 4 Ein- 

heiten nicht übersteigt, so vereinfacht sich die Formel auf: 

18f(z) = - 163.5 sin x + 171.6 sin 3x + 26.1 sin 5x - G.3 sin 72 - 25 sin 9x 

Es bleiben nilr ungerade Wellcn ührig. Man sieht, da19 es nicht an- 
geht, sich in diesem Falle für die Zerlegung auf 12 Ordinaten zu be- 
schrhken. Denn die neuntc Welle hat noch eine Amplitude -vol1 
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456 Über die Zerlegung etc. Von C. RUNUP.. 

und die F'igur xeigt, dnfs die Verriachliissigurig einer solchen Grofse 
kaum gereçhtfertigt sein würde, weil die Ordinaten durchschnittlich 
wohl genauer sind. 

Der mittlere Fehler diescr 6 Glieder kann nach der allgemeinen 
Formel für das rriittlere F'ehlerqiiadrat herechnet wcrden: 

A ~ + B ~ ~ + B ~  
2 2  

[B'+ . .  ' +  - -  + . . .+]  Mittleres Fehlerquadrat = y - O 
2 2 

Wir erhalten 
1; 3 e 2 y s  = 899, 

Mithin 
ruittleres E'ehlerquadrat = 14, 
mittlerer Fehler - 3.7. 

Das mittlere Pehlerquadrat kann man auch als Probe bei der Berech- 
nung aller Wellen benutzen. Dann rnüssen alle Fehler Null sein, also: 

E s  ist im allgerncinen zweckrn&ig, diese Probe in ewei Teilen 
auszuführen. Es  ist namlich: 

a; + b j  
y; = - 

2 
für 12 = 1, 2, . . ., 2n  - 1 

Daher 

Und da die Groîsen A nur von den Grofsen a, die Grofsen B nur von 
den Grofsen h abhiingig sind, so kann man die Gleichung in die beidcn 
Teile spalten: 

a: + a: + . . . + a,:,-, = 412[Ai + A i  + . . . + A$,- , ] ,  

% h ~ + b ~ + h ~ + . . . + 0 ~ , - l + 2 h $ n  = 4 n [ 2 B ~ + I { + ~ + . . . + B ; , - , + 2 ~  J. 

Dies hat bei der Probe den Vorzug, daîs man erkennen kann, ob ein 
Fehler in  den Grofsen A oder in den GrXsen 8 stcckt. 

Um übrigens diese Probe zu einer genauen zu machen, müsseil 
die Gr6Saen A, B sehr genau berechnet werden. Man wird sich, urn 
dies au vermeiden, im allgemeinen mit einer genaherten Probe begnügen. 
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Hoherstellige Logarithmen-Tafeln. 

Von O. DIETRICHKEIT in Berlin. 

Rei den htiherstelligen Logarithinen-Tafeln machen sich zwei Tin- 
bequemlichkeiteri geltend: Einerseits das erforderliche grohere Format, 
und andererseits die Umstindlichkeit der Interpolations-Rechnung. 

So ist z. B. das Folio-Format des 10-stelligen ,,Thesaurusu von 
Vega zweifellos unbequein, und die Interpolation - namentlich zu 
Anfang der Tafel, wo noch die zweiten Differenzen zu berücksichtigen 
sind - ist umstindlich. 

Nachdem es mir nun gelungen ist, die Interpolations-Rechnung 
J 

etwas zu vereirifachen, hat es die hiesige Verlagst>uchhandlung J. Springer 
unternommen, durch Versuche die Schmierigkeiten des Formats zu über- 
winden. Mit folgender Setz-hordnung 

O00 000 g g 
düi-fte die Aufgabe für die 10-stellige Tafel gelost sein: Die ersten sechs 
Ziffern sind grofs, die letzten vier Ziffern klein und derart gedruckt, 
dafs die neunte und zehntc Ziffer unter der siebenten und achten Zililer 
stehen. In Format und Umfang würde sich eine derartige 10-stellige 
Tafcl mit den jetzigcn fiicbcnstelligcn Tafeln decken, trotzdem dis einzclnen 
10-stelligen Zahlen vollstandig ausgeschrieben und nicht aus zwei ver- 
schiedenen Kolumnen zusammenzusuchen sind. 

Bereits irn Druck erschienen ist die analoge kleinere, für 4- bis 
7-stellige Rechnung bestimmte Tafel, welche die siebenstelligen Loga- 
rithmen der vierstelligen Zahlen 1000 - 9999 und die siebenstelligen 
Antilogarithrnen (Numeri) der vierstelligen Mantissen 0000 - 9999 in 
folgender Sete-Anordnung enthàlt 

Ein Rand-Index ermGglicht es, von jeder beliebigen Seite der Tafel 
aus jeden beliebigen Logarithmus und Antilogarithmus (Numerus) mit 
einem Griff aufzuschlagen. 

Die Tafel ist nach Art der 4-stelligen Tafel von Hannyngton zu- 
niichst fijr 4-stelligcs SchnelLKcchnen ohne Int,erpolation bestimmt. 
Hierbei werden nur die fünf ersten, grofs gedruckten Ziffern berück- 
sichtigt, und die Schlukergebnisse werden auf 4 Stellen abgerundet. 
Durch eine einfache Interpolations-Iiechung 1Xst sich scliarfe aieben- 
stellige Genauigkeit erzielen. 

Znitnchrift f.  Mathemntik ii. Physik. 48. Band. 1902. 3. n. 4 .  IIeft. 20 
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458 Hoherstellige Logarithmen-Tafeln. 

Die analoge, ebenfalls mit Antilogarithmen und Rand-Index geplante 
10-stellige Tafél soll ev. spater irri Druck erscheinen. 

Dieselbe konnte zunachst für fünfstelliges Schnell-Rechnen ohne 
Interpolation beniitzt wcrden, indem man niIr die sechs erstctn, groh 
gedruckten Ziffern berücksichtigt und die Resultate auf 5 Stellen ab- 
rundet. Durch einfaehe Interpolations-Rechnung lieIse sich im Bedarfs- 
falle 10-stellige Genauigkeit erxielen. 

Die zweiten Differenzen lassen sich umgehen, indeni man die bezüg- 
lichen Logarithmen in der Antilogarithnicn-Tafel, und unigekehrt, auf- 
schlagt; denn Logarithmen- und Antilogarithmen-Tafel erganzen sich 
hierin in der glücklichsten Weise. 

Die vereinfachte Interpolations-Methode stützt sich auf eine 
charakteristische Eigenschaft der Antilogarithmen. 

Eine n-stellige Mantisse L kann man als eine Summe von Ein- 
heiten der nten Stelle ansehen 

L = l + l + l +  . . .  (L mal) 

Hiernach ist der Numerus (Antilogarithmus) von ein Produkt von 

n Faktoreri, deren Logarithrriuu eine 1 dcr n'en Stelle ist. 
Sei nuu der Numerus einer 1 der nten Stelle 

1 
1% (1  + a) = - 1 on 0.000 . . . 1, 

fi0 ist 

Num (L) - (1 -+ r i ) L .  

Es ist aber (S. Vega, Thesaurus) 

,HZ = a - a2 + n L  i: n 4 . .  

= log nat. (1 + a )  

und lCir der Modul des briggiechen Systems. 
Also 

(2)  
z . l o g ( i + a )  + (x.?n(!+- ' + .  . , ( l + n ) " = l +  - - , 

J I  M ) 
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Allgemein: 
log V 

JP- 1 + 2 + (% 1% 3,-) 7 ' + . . .  
Speziell: 

Setzt man: 

Mit Rücksicht auf G1. (1) u. (2) ist somit: 

Da nun 
1 

log (1 + a) = 0.000 . . 1 = - 
l o n  ' 

so kt: 
Tl T, = L 

Num (L)  = 1 + U, - + u2 - + ~3 + - - . 
IOn IOP" 

Ferner fol&: 

Num (L + 1) = (1 + a)L+'= (1 + a lL  . (1 + al1 - Nurn (L )  . (1 + a)l. 

1" 
(4) Num ( L  + 1) = Nurn (Lj 

IO2" 

(,5) Num ( L  + 1) = Num ( L )  

(6) Num ( L  + 1) = Nunl (L )  - (1  $ a), 

was auch ~ c h o n  &US den Beziehungcn: 

Nunl (L )  = (1 + a)L 

Nurii ( L  + 1) = (1 + 
= (1 + a j L  - (1 + u) 

= Num (L) - (1 + a) 
hervorgeht. 

Setzt man: 

D =- Niim ( L  + 1) - Nurn (L) ,  

so ist geiniils G1. (6). 
n = a Num (L) 

log n - log a + log Nuni ( L )  

(7) log n - log CL -t L. 
30" 
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Nach G1. 7 kann man den Logarithmus von D (d. h. den Logarithmus 
der Differenz zwischen Nnm (L) und Num (L + 1)) finden, ohtze die 
Di f ferenz  selber zu bilden. 

Die Grofse a- ist für siimtliche n-stelligen Mantissen konstant. Pür 
fünfstellige Mantissen ist z. B. 

log (1 + a) = 0.00001 

1 + a = 1,000023026 116027, 

a = 0,000023026116027. 

Um also den Logarithmus der Differenz zwischen Kuin (L  + 1) und 
Num (L) zu finden, hat man nur zu der bekannten, konstanten Gr6fse 
log a die Zahl L eu addiercn. 

Die Differenz D und deren Logarithmus spielen nun aber bei der 
hoherstelligen Interpolations-Rechnung eine wichtige Roile. 

Hat man z. B. den Numerus der 10-stelligen Mantisse 

3345610481 

zu bestimmen, so findet man in der Tafel der Antilogarithmen die 
10-stelligen Numeri der h te l l igen  Mantissen 33456 und 33437. Das 
gesuchte Resultat lie@ zwischen den beiden Tobellen-Zshlen und wird 
durch Interpolation nach der Formel gefunden: 

Num (.3345610451) = Num (.334456) + D . ,'oOf&, 

wo D die Diffe~enz zwischen Num (.33437) nur Num (.33456). Den 
Interpolations-Ausdruck wird man, da D eine 5-6-stellige Zahl ist, am 
besten logarithmisch berechnen: Man schlagt den Logarithmus von 
10481 anf, addiert dam den Logarit,hmus von Il, und siicht zii der 
gefundenen Zahl in der Antilogarithmen-Tafel den Kuinerus. 

Da nun gem& G1. 7 

log D = log a + 33456, 

so gestaltet sich die ganze Interpolations-Rechnung in obigem Falle 
folgendermafsen: Man schliigt den Logarithmus der fünf letzten Stellen 
(10481) auf, addiert dazu die konstante GrXse log a, (welche auf jeder 
Seite der Tafel oben angeführt ist), ferner die fünf ersten Ziffern 
(.33456) der gegebenen Mantisse, und sucht zu dem gefundenen Resul- 
tat in der Antilogarithmen-Tafel den Nunierus. 

Durch diese Bemerkung ist die Interpolations-Rechnung für die 
Antilogarithmen-Safel sehr vereinfacht. 

E s  fragt sich, ob eine iihnliche Vereinfachung auch bei der Loga- 
rithmen-Tafel erreicht werden kann. 
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Folgende beiden Formeln liefern nun analoge, wenn aiich nicht 
ganz so einfache Resultate: 

1 1 1 
(8) l o g ( f l + 1 ) = l o g ~ + i ~ . ( ~ - ; ~ ~ + ; ~ ~ ~ + .  . . ]  

oder mit Vernachliissigung hijherer Potcnzen: 

(10) 
M D = - -  log D = log JI - log .A7 N 7 

(11) 
2 M  D = - .  2 N + I ,  1 o g D = l o g ( 2 J I ) - l o g ( Z N + l ) ,  

wo M der Modul des briggischen Systems und D die Differenz zwischen 
log (N + 1) und log N. 

Die Formel (10) liefert Resultate, welche bei einer Lognrithmen- 
Tafel der vierstelligen Zahlen bereits in der 7ten  Stelle und bei einer 
Logarithmcn-Tafel der 5-stulligen Zahlen bereits in der neunten Stelle 
um etwa zwei Einheiten fehlerhaft sein konnen. Und G1. (11) ist 
unbequeni, weil man log (ZM + 1) noch besoriders aufsuhlügcn mii1ste. 
Etwas einfacher wird die Pnrmel (11) wenn man schreibt: 

D = --- . log D = log M- log (N+ +) 
N +  +' 

(12) 
log A +  10:: (A'+ 1) 

log D = log M - --. 
2 

Hier ist log iM für die ganze Tafel konstant, und die Zahlen log N und 
log (N + 1) hat man sofort zur Hand. 

Zu einem wcsentlich einfacheren Resultat gelangt m a n  jedocb, wcnn 
man in G1. (10) statt der Honstanten M eine Variable V setzt, also 

(13) V =  I n g D  + log X, 

iind den W ~ r t  von V für vcmchicdone Stellen der Tafel enipirisch 
bestimmt. Der Versuch zeigt, dak  der Wert  von 7 zwar schwankt, 
dal's aber bci einer 7 stolligen Logarithmen-Tafcl der vierstelligen Zahlen 
und bei einer 10-stelligen Logarithmen-Tafel der 5-stelligen Zahlen die 
Schwankung fïir eine Seite der Tafel nur geringfügig ist. Man kann 
also hinreichend scharfe Werte für log D erhalten, wenn man V nach 
Formel (13) für die Mitte einer jeden Tafel-Seite berechnet und die 
gefundene Zahl als Interpolations-Konstante auf jeder Seite oben a n  
führt. Dann erhiilt man den Logarithmus der für die Interpolations-Rech- 
nung in  Frage kommenderi Differenz, indem man von der am Kopfe der be- 
treffenden Seite angegebenen Interpolations-Konstanten den log N abzieht. 

Auf diese Weise ergiebt sich auüh für die hohersteliige Logarithmen- 
Tafel eine praktisch brauchbare, vereinfachte Interpolations-Rechnung. 
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462 b e r  ein kinematisches Modell. 

Über ein kinematisches Modell, 

Von THEODOR SCHMID in Wiea  

Hem Markus  Kriss ,  ein Horer der hiesigen technischen Hoch- 
schule, konstruierte vor etwa Jahresfrist nach eigenen Überlegungen 
einen sogenannten Ellipsenzirkel und erhielt hierfür auch ein Patent. 
Herr K r i s s  zeigte mir vor etwa 2 Monaten das Instrument und er- 
suchte mich um ein Gutachten. Ich sah sofort, daîs das Instrument 
auf der Entstehung der Ellipse als spezieller cyklischer Kurve beruhe; 
daher mrtchte ich Herrn Kr iss  aufmerksam, daîs man auf gleiche 
Weise auch jede andere cyklische Kurve zeichnen k6nne. Nach meinen 

Angaben wurde d a m  ein Instrument hergestellt, welches die vier ein- 
fachsten Gruppen von algebraischen Trochoiden zeichnet. Dasselbe 
bernht auf jener Eneugung der cyklischen Kurven, welche Herr 
F r i ed r i ch  S chi1 l i n g  in seiner Abhandlung ,nbe r  neue kinematische 
ModelleC") als erste kinematische Erzeugung bezeichnet2), und bildet 
sohin eine passende Ergbzung zu der bereits veroffentlichten Serie 
von Modellen, bei welchen unmittelbar das Abrollen von Kreisen ver- 
anschaulicht wird. 

1) Diese Zeitschrift, 44. Band, 1899, S. 214. Im folgenden ist die Bezeich- 
nung so wie in dieser Abhandlung. 

2) Die ,,Penn& ge~metrice~~ d& conte Suardi (1762) beruhte auf der azoez'ten 
kinematischen Erzeugung. [Katalog mathematischer Modelle nsw. von Walther 
Dyck,  S. 82.1 
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Die Tafel zeigt eine Abbildung des Modelles in ungefiihr halber 
G d s e .  Um eine Achse S ist ein Stab mit einer (beliebigen) Winkel- 
geschwindigkeit o drehbar. In cinem Sühlitze dieses Stabes ist eine 
Achse El verschiebbar, so dals die Strecke C = SBl innerhalb gewisser 
Grenzen (36 und 136 mm) veriinderlich ist. Über dem Stabe sind 
zwei gleich lange Arme c - SE, = E,M angebracht, die wieder durch 
einen Stab zu einem Gelenliparallelogranim ergiinzt werden. Damit 
aurh die Strecke c veranderlich wird, ist unter deiii ersten Stabe an 
der Achse BI ein kürzerer IlaBstab angebracht, welcher einen ver- 
schiebbaren Bleistift tragt, der den Punkt J I  vorstellt. Der Abstand 
c = El31 ist auf diesem Mafsstabe (O bis 36 mm) diirch jenen Noiiius- 
strich abzulescn, welchrr durch eincn I'iinkt gekennzeichnet i d .  Der 
Arm SE2 besitzt bei S ein Zahnrad, in welches ein ebensogrofses 
ltad U eingreift, dessen Achse auf dem Stabe C angebracht ist. An 
dieser Achse beiiridet sich unter C ein Zahnrad mit den1 Radius r, 
welches an einem auf der Achse S feststehenden Rade mit dem 
Radius R rollt. Der Arm SB2 maçht dann eiiie nnglrichlaufende 

m n Drehung mit der Winkelgeschwindigkeit SL = - - w ,  wenn = -- 
n II ~ P L  + n 

ist. Das Rad U besitzt namlich eine gleichsinnige winkelgeschmindig- 

keit me w in Bezug auf den Stab C, das Rad 8 eine ebenso groîse 

ungleichsinnigo Geschwindigkcit. l n  Bezug auf die Zeichenebene ist 
'na 

dann eine Geschwiiidigkeit fi = - - rd vorhenden. l n  das Rad U 
R 

greift noch eiri gleich grofses Rad G ein'), dessen Achse auf dem 
Stabe C befestigt ist und unter C wieder ein Zahnrad mit dem Radius 
r tragt. Durch Rdlen dioses Rades an einem auf der Achsc S feststehen- 
den Rade mit dem Radius Ii erlangt der Arnl SE, eine gleichlaufende 

711 n 
Drehung mit der Winkelgescfiwindigkeit S>, = n o, wenn R ' = - qn - - vz 

ist. Das Bad G hat niirrilich eine glcichsinriige Winkelgeschwindigkeit 
m - n .  
.- 

r. 
w in Bezug auf den Stab C, welche durch zweimalige Über- 

tragung auf das Rad S übergeht. In Bezug auf die Zeichenebene ist 

d a m  die Geschwindigkcit SL = -o vorhandcn. 
IZ 

Die an der Achse S befindlichen vier %der k6nnen durch Ver- 
schieben zum Eingriff gebracht werden, und zwar die oberen drei mit 
U, das untere mit G. Man erhalt so: 

1) Dieses Rad wird auch zur beeseren Fiihrung des Parallelogramnies benützt. 
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- 

verschl. 

Strecke 

S t e i n e r s  Hypocykloide 

Astroide. 

verschl. 
gesp. Epitrochoide 
gestr. 1 
Pascals Linie 

Cardioide. ') 

Für ,  das Zeichneii mit der Reilsfeder ist es notwendig, daîs die 
Schrieide der Fecler die Riçhtung der Tangente beibehalt, was leicht 
herbeigeführt merden kann. Die Normale des Pnnktes JI geht nam- 
lich stets durch das lilomentawzentr~irii Pl des Gelenkes El&?, welches 
auf dem Stabe SE, liegt, so dafs 

sr, - a - O  
fi SEI  - - -- 

oder SPI= C(1 -Y) -  

In den obigeri Fillen ist SPI = 2 C, C, -9 C; +C. Befestigt man 
daher in dem Schlitze des Stabes C bei P, eine Achse mit eiiiem 
horizontalen Stabchen, welches durch eine Tlücke des Federstieles geht, 
die zur Schneide normal ist, so behalt diese die Riçhtung der Tangente. 

Dio Normale des Punktes M geht auch durrh das Nomentan- 
zentrum P, des Gelenkes E,IM, welches auf S& liegt in eimm Ab- 
stande 

8P2 = E ( 1  - Y )  
Wahrend der Bewegung beschreiben die beidcn Zcntra kreisfihmigo 
Punktreihen. Jedem Pnnkte Pl, welchern ein Drehungswinkel (w t + k .  2z) 
zukommt, en tsprechen die I'unkte Y,, welchen Drehungswink~l 

zukornnien. Den >r verschiedenen Resten, welche mk 

bei der Division durch 98 ergiebt, ciitspricht einc regclmaI'sige Gruppe 

1) üei dem vorliegeudeu Modelle kann C gewiililt werderi: fur die ,,Streckea 
C = 36 mm, fiir ,,Steiner0 Hypocykloide" iirid ,,CardioideCL C - 36 bis 72 mm, 
endlich für die ,,8stroideu C.= 36 bis 108 mm. 
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von ri Punkten P, . Jedem Punkte P,, welchem ein Drehungswinkel 
(Qt + k . 2a) ziikommt, entsprechen die Punkte Y, mit Drehungs- 

xinkeln ( : f i t  + $PZ), also eine regelmÿlsige Gruppe von ni Punkten 

Y,. Die beiden Punktreihen sind somit in m-n-deutiger Verwandt- 
schaft. 

Uie Xvolute e i w  alpbruischm Trochide ist dus Erzm,yzis zweier 
kreisformiger n z  - n - deutiger Pz4nktreihen, also eine Kurve 2 (m +- n). 
Klasse, welche die beiden Kreise 2(m + +)-fach berükt, jedoeh nur den 
kleinerm in reellen Punkten. 

Für die Cykloiden werden beide Kreise identisch; daher entstehen 
(m + m) Doppelpunkte der beiden Punktreihen. Diese Doppelpunkte 
scheiden als Gebilde erster Klasse ans. Die Evolute hat dieselben als 
Scheitcl und ist nur mehr von der (nz + n). Klasse. Durch jedcn Punkt 

1 
des Polkreises gehen dann m Tangenten, welche je ; eines 

Winkels mit einander bilden, und 7~ Tarigenten, welche je 
streckten Winkels bilden. 

gestreckten 
1 
- eines ge- 
12 

Zur Theorie des Foucaultschen Pendelversuchs. 

Von FERDINAND MEISEL in Darmstadt. 

Im folgenden habe ich die Aufgabe zu losen tersucht, mit ganx 
elementaren Mitteln und ohne von der Betrechtnng unendlich kleiner 
Bewegungen auszugehen eine anniihernd richtige Formel für die durch 
die Drehung der Erde innerhalb einer gegebenen, endlichen Zeit be- 
mirkte Ablenkung der Schwingungsebene des Pendels aus ihrer ur- 
sprünglichen Lage aufzustellen. 

Da die Schwingungsebene, die in jedern Augenblicke durüh den 
Erdmittelpunkt gehen muk,  unm6glich sich selbst parallel bleiben 
kam, so lie@ d'il: AwuuJlme nuhe, dal;s sie der A~zfirwysriclttztny tiw Be- 
zuepng parallel bleibe. Diese Anfangsrichtung wollen wir uns in die 
Meridianebene fallend denken; sie ist die Tangente des Meridiana in 
dem Punkte, in dein der Versuch angestellt wird, zugleich die Tangente 
der Bahn des Massenpimkts in ihrem tiefsten Punkte. Die Schwin- 
gungsebene durchlauft alle Ebenen eines Ebenenbüschcls, dessen Achse 
elne diirch den Erdmittelpunkt gelegte Parallele zu dimer Tangente ist. 

In dern durch seine 3 Projektionen dargestellten l'unkte Y,, dessen 
geographische Breite f i  ist, werde der Versuch angestellt. Durch diesen 
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Punkt logen wir die yz-Ebene; der Ursprung O liege im Mittelpunkt 
der Erdkugel. 

Hat sich die Erde nach einer gemissen Zeit um ihre mit der - 
z-Achse zusammenfallende Achse um den Winkel t - den Stunden- 
winkel - gedreht, so ist Po in die durch ihre 3 Projektionen dargestellte 
Lage P gelangt. Die durch P gelegte Parallele zur erwiihnten Tangente 
in Po schneidet die xy-Ebene in A', die xz-Ebene in Bu. Da die 
Schwingungsebene aulserdem stets durch O gehen mub, sind A'O und 
B" O ihre Spuren.l) 

Die Bewegungsrichtung im tiefsten Punkte der Bahn ist die 
Schnittlinie dieser Schwingungsebene mit der in P an die Kugel 
gelegten Tangentenebene, deren Spuren C'B und DE" sind; die Pro- 
jektionen dieser Schnittlinie sind P'P' und P"GU. Der Winkel 
n f P ' F ' =  x' ist nun offenbar die auf die xy-Ebene genommene Pro- - 

jektion dm Winkels x, um den sich, in der Taiigentencbenc gemesscn, 
die Schwingungsebene in der dem Winkel t entsprechenden Zeit gedreht 
hat. Die wahre G d s e  des Winkels x wird schliel'slich gefunden, in- 
dem man P'P* = OP;' macht und um den Mittelpunkt H' den 
Bogen P*P' beschreibt, d. h. den TTinkel in die xy-Ebene umklappt. 

Die rechnerische Ermittelung von x gestaltet sich folgendermaîsen. 

wenn der Kugelradius = 1 gesetzt wird. Perner ist 

1 
cos g COB 

also 

Nun ist 

und 
A'K P'T, O P ' .  eint cos!. s int  tg + = -- = . - -  = - - 
O R  O K  OK OK 

1) D d s  die durch P gelcgte Parallele zur Tangente des Meridians von Po in 
diesem Punkte nicht in der Saugeriterieberie des Puriktu P liegt, ihr Winkel mit 
dem Neridian von P also anch nicht der gesnchte Winkel x sein kann, pflegt 
übersehen zu werden. Auch für uncndlich kleine Drehungen ist diese Annahme 
piçht zulissig. 
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Aus 
1 1  O K :  O M =  O R :  O R W = - - - : = t  

cosp s inp  g f l : '  
folgt 

O K =  O M .  tgp; 

Ferner id 

OM = OP;' + PA'M = s i n j  + cos0 . cotgp . cost, 

also 
OK = sinp . tgp  + cosp .  cost 

und 

folglieh 

Ilaher ist 
s in t  . sinp . t g a  F'H'=- 

BUI'/ . cost $ c o 7 g  

und schlieMich 

s in t  . s ina  t g x  = - -- - sin t 
s i n 2 p .  cost + C O E ~ ~  s i n p .  cost + cos(? .  cotg(?' 

Natürlicherweise kann man diese Formel auch dadurch ableiten, 
dals man dieselben Operationen, die hier nach den Methoden der ele- 
mentaren darstellenden Geometrie ausgeführt wurden, nach den bekannten 
Formeln der analytischen Geometrie des Raumes durchführt. Indessen 
erscheint mir die hier gewihlte Darstellungsweise besonders anschau- 
lich und einfach. 

Für den Aquator ergiebt sich: t g x  = 0, x = 0 

7, 7, Po1 77 ,, tgx = tgt ,  x = t 

 in 
77 >) tgx = coseg - . 

Für einen rerschwindend kleinen Stmdenwinkel (sint = t7 cost = 1) 
ergi ebt sich 

t g x  = ta sinp, 

oder, da in diescm P'alle auch z ein kleiner Winkel ist, 
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Für  kleine Winkel gelangen wir also zu demselben Ergebnisse, 
das auch Garthel), Pisko2), Vahlens) gc f~~nden  haben. 

Aus der für tgz gefundenen Formel fol& daîs für eine gegebene 
geographische Breite ein Maximum x' der Ablenkung eintritt, wenn 
t den Werth t', der durch die Bedingung 

cost' = - tg2@ 

gegeben ist, annimmt, und es ist 

t' und x' sind nur reell, wenn f i  < 4j0 ist; bei htiheren Werten von fi 
tritt kein Maximum zwischen O0 und 180' ein, sondern die Ablenkung 
nimmt bis t = 180° fortwahrend zu, um dann symmetrisch wieder 
abzunehmen. 

Die Art, wie sich die Drehung der Schwingungsebene unter den 
verschiedenen Breiten vollzieht, erscheint nun vollstindig übersichtlich. 
Im Pol dreht sich die Schwingungsebene 24 Stunden hindurch durch- 
aus gleichmafsig; bemegen wir uns gegen den Acpator, so wird die 
Bewegung ungleichforniig, und zwar in dem Sinne, dab  x zuerst gegen 
t zurückbleibt, d a m  schneller wachst, mit t zugleich den Wert 180' 
crreicht und symmotrisch wieder bis O ahnimmt. Die Ungleichfbmig- 
keit nimmt mit wachsender Entfernung Tom Pol zu, bis bei 45O Breite 
die Schwingungsebene anFingt, selbst eine Pendelschwingnng um die 
Meridianebene auszuführen. Der Aurischhg betragt bei fi = 45' nach 
jeder Seite 90"; allmiihlig aber nimmt die Amplitude der Schwingung 
ah, bis sie am ~ ~ u a t o r  den Wert  Ku11 ~rreicht .  - Die Schwingung 
der Ebene erfolgt in der Weise, d a b  letztere langsam bis zu ihrer 
iiuI'sersten Lage vorrückt, d a m  schnell in die Anfangrilage zurückkehrt 
und sich d a m  ebenso nach der anderen Seite bewegt. Bei B = 45' er- 
reicht die Ebene für t = 180°, also nach 12 Stunden, ihre gr6Tste Ab- 
weichiing x' = 90°, um d a m  - theoretisch - in der Zeit O in die 
Anfangslage zurückzukehren oder auch, da es sich hier um einen 
Grenzfdl handelt, nach Analogie des Verlaufs für > 4:i0 in der Zeit O 
bis 180' und symmetrisch darüber hinaus zu gelangen. Bei B = 4-1' 
wird der grXste Ausschlag x'= 74O56'52" in 10,54 . . Stunden erreicht; 
in 1,43 . . Stunden kehrt die Ebene in ihre Anfangslage zurück. In 

1) Foucaiilt's Versuch als direkter Reweiu der Achsentlrchnng der Erde, 
Koln 1852. 

2) Foucault's Beweis fiir die Achscudrehung der Erde. Urünn 1852. 
3) Über das Foilcault'sche Pentiel, diese Zeititchrift,, 43. Band, 1898, S. 166 11.167. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von FERDINAND MEISEL. 469 

der folgenden Tabelle habe ich für einige charakteristische Parallelkreise 
die Werte von x von Stunde zu Stunde zusammengestellt. 

Diese Zahlen bestatigen, dafs, wie wie wir schon oben sahen, für 
kleine Werte von t die Ablenkung nahezu proport'ional der Zeit ist. 
Daraus, das x wiilirend dieser ersten Stuuderi erhebliçh hiriter t zurück- 
bleibt, schlois Foucault, dars - auch für die Breite von Paris - die 
Schwingungsebene keine vollstandige Urndrehung iunerhalb 24 Stunden 
machen konne. E r  sagt namlichl): La grandeur moyenne dence mouve- 
ment, rapportée au temps qu'il emploie à se produire, montre, confor- 
mément aux indications de la théorie, que sous nos latitudes, la trace 
horizontale du plan d'oscillat'ion ne fait pas un tour entier dans les 
vingt-quatre heures". 

E s  ist von hohem Interesse, zu sehen, wie Foucault selbst sich die 
relative Bewegung der Schwingungsebene gegen den Meridian denkt. 
Er geht von der Annahme aus, daîs der Winkel der Schwingmgs- und 
der Meridiansebene moylichst klein sein miisse. ,,Quand la verticale, 
toujours comprise dans le plan d'oscillation change de direction dans 
l'espace, les positions successives du plan d'oscillation sont déterminees 
par la condition de faire entre elles des angles In der 
xugehorigen Figur ist P der Pol, X die Anfangslage des betrachteten 
Punkts, B die um den Stundenwinkel V J  auf sehem Parallelkreise ver- 
schobene Lage desselberi Punkts, A ein Punkt auf dem Meridiau von 171, 
dessen Entfernung von B = 90' ist, P A  = A, < P B A  = x, und nun 
folgt aus dem spharischen Dreieck PAB die Gleichung 

sinx = sin% - sinl,  

die für kleine Verschiebungen übergeht in 

Für vollstZndig g e l k t  M t  Foucault das Problem damit oEenbar 
selbst nicht, denn in der angeführten ,,DGmonstration" (S. 380) sa@ er, 

1) ,,Démonstration physique du mouvement de  rotation de l a  terre au moyen 
du pendule" in Recucil des travaux scientifique de  Léon Foucault, Paris 1878, 
S. 381. 

2) Lettre sur l a  loi à laquelle obCit la dhiation d u  pendule, a. a. O. S. 383. 
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nachdem er darauf hingewicsen het, daîs die Erscheinung nur am Pol 
in ihrer vollen Reinheit auftritt: Mais quand on descend vers nos lati- 
tudes, le phénomène se complique d'un élément assez difficile à appré- 

cier et sur lequel je souhaite bien vivement d'attirer l'attention des 
géomètres. 

Eine vollstandig strenge, erschopfende Beha~icilurig des Problerris 
hat schon 1856 L o t t n e r  gegeben.') 
-- 

1) Crelles Jounial für Mathematik, Rand 52. 
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Ein Beispiel zum Satze vom Minimum der Reibungsarbeit, 

Von H. HEIMANN in Frankfurt a. M. 

I)em Anfànger bereitet das Verstandnis der Minima-Siitee der 
Mechanik oft erhebliche Schwierigkeiten. Die direkte Ableitung jener 
Satze aus den aligemeinen Gleichgewichtsbedingungen oder umgekehrt 
der Gleicligewiclltsbedinguligen aus jenen Siitzen wird, wenn an ein- 
fachen Beispielen erklirt, leichter begriffen und behalten. 

Das folgende Reispiel scheint eur Erliiuterung recht geeignet. 
Es sei A eine mit der Winkelgeschwindigkeit w, sich drehende 

n'elle, B cin um diese Wellc mit der Pressung p gelcgtor Ring, der  
infolge der Bewegung der 
m'elle A die Winkelgeschwin- 
digkeit w, angenommen hat, C 
ein um diesen Ring ebenfalls 
mit der Preseung p gelegter, 
feststehender Bremszaum. E s  
wird gefragt, welche Beziehurig 
besteht zwischen w, und w,, so- 
bltld stationarer Zustarid einge- 
treten ist? Zur Beantw-ortung 
der Frage giebt es drei Wege. 
Einmal das direkte Ansetzen 
der Gleichgewichtsbedirigung 
für  den Ring B, dann die Anwendung des Satzes von der Erhaltung 
der Energie, nach welüheni die insgesamt von A abgegebene Arbeit 
gleich den Reibungsarbeiten an der iiulsoren und inneren Ringfiiche 
sein mu&, oder drittons die Anwendung des Ninimumsatzes, nach 
welchem die Winkelgeschwindigkeit w, einen Wert annehmen mds,  
der die Reibungsarbeit zu einem Minimum macht. 

1. Es sei die auf die innere Ringriche wirkende Reibungskraft = h., 

, a aukere ,, 71 )) = k, 

dann erhiilt man durch Gleichsetzen der auf den Ring mirkenden - 
Momente 

r . k, = (r f 6) 15. 

II. Die gesamte von A abgegebene sekundliühe Arbeit ist: 

r . o,k,. 
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Die sekundliche Reibungsarbeit an der inneren Ringfloche ist gleich 
der wirksamen Kraft k, mal dem Weg, den B relativ zu A pro Sekunde 

zurücklegt, also gleich: r (w, - w,) k,. Ebenso ist die sekundliche 
Reibungsarbeit ail der auheren Eingfliiche gleich: (Y + S) tul A,; und 
durch Gleichsetzen: 

rw,kl =r(w,  - w,)k, + ( Y  + S)w,3G, 
oder 

rk,  = (r + a)&. 

III. Die gesamte Reibungsarbeit ist wie vorhin: 

Diese sol1 ein Minimum werden, also 

oder 
rk, = (r + S)k,. 

Nimmt man en, dafs die Reibungskraft proportiond derri Irihalte der 
sich reibenden Fliichen und eine Funktion des Druckes der Fliichen 
gegcncinender und ihrer ~clativgeschwii~dig11cit sei, so ist nach unserer 

und wenn CS gegen r vernnchliissigbar ist, 
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Die Bestimmung des giinstigsten Punktes für  
das Rückwarts - Einschneiden, 

Von A. KLINGATSCII in Graz. 

Mit 8 Figuren auf einer Doppeltafel in Lithographie 

Die in der Geodasie hgufig vorkommenden Punktbestimmungen 
durch Vorwarts- und Rückwiirts-Einschneiden lassen sich bekanntlich 
bezüglich des Hechnungsvorgangcs ineinander iihcrfiihren. Sind (Fig. 1)  
L, M, R die drei gegebenen, P der zu bestimmende Punkt, so giebt 
nach Prof. B u n g e  ') eine Transformation nach reziproken Radien be- 
züglich eines Kreises um 31 -rom Halbmesser l die drei Punkt'e A P ' B  
so, dak ddurch dieselben Messungen, durch die P von L, nf, R rück- 
wiirts eingeschnitten wird, P von A, B als vorwirts eingescluiitteil 
betrachtet werden kann. 

Nachsteheiid soll eine Lhnliche Bexiehung entwickelt werden, welche 
die Grundlage für die in der Uberschrift angegebene Untersuchung 
bildet. Die günstigste Punktlage, diejcnige namlich, für welche der 
mittlere Punktfehler den kleinsten Wert hat, kann lediglich für die 
Annahme, dnfs die Kichtungsgcwichte proportional Yi@, ph? 
angenoinmen werden, durch ein einfaches Gesetz ausgedrückt werden; 
sofern die drei gemessenen \Vinkel aiif den Hoiizont ausgoglichcn 
werden, genügt der Mittelpunkt des dem Dreiecke eingeschriebenen 
Kreises der obigen Hedingung.7 Kir den Yall der Theodolitminkel- 
messung, um welchen es sich hier handeln soll, gilt dies nicht mehr. 

Für  die Bestimmung des giinstigsten Piinktes, ebenso wie für die 
Konstruktion von Genauigkeitskurven beim Ilückwarts-Einschneiden 
liegen unseres Wissens, von speziellen Fallen abgesehen, Untersachungen 
noch niclit Tor, so dais die wenn auch nur naheruiigsweise durch- 
fiihrbare Losung Interqsse bieten diirfte, indem dabei die einfacher zu 
behandelnden Genauigkeitsuriterauchungeli für  das Vorwarts-Einschneiden 
zur Anwendung gelangen. 

Wir  werden lediglich zwei gleich genau gemessene Winkel voraus- 
setzen. 

1. 
Der dern Dreieüke LLWR (Fig. 2) umschriebene Kreis werde mit 

einem zweiten Kreise K mit 132 als Mittelpunkt m m  Schnitt gebracht; 
die gemeinsarrie Sehne schrieido LL! und I V & ~  in A und B. 

1) Zeitschrift f. Verm. 1899, 1900. 

2) Kiepert, Zeitsctirift f. Verm. 1857. 
Zeitschrift f. Mathematik u Physik. 48 Baud 1902 3 u 4. Heft. 3 1 
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Für  jede Lage von P auf K ist der mittlere Punktfchler Mr für 
das Rückwarts-Einschneiden aus L, M, R gleich dem mittleren Punkt- 
fehler Mn für d m  Vorwarts-Einschneiden ails A und B. 

Hierbei sind die Winkel LY = Qi LPN, b =  J I P R  in dem durch 
die Aufeinanderfolge der Buchstaben gegebenen Sinne zu zahlen. 

Man hat durch die Konstruktion 

woraus die Gleichheit der Winkel 

folgt. 
Für zwei gemessene Winkel ist aber1) 

wo CS der Fehler in den Winkelmessungen ist. 
Wegen 

LP -- AP RP BP 
- -- 
- -- - -- -- - 

L M  Y I ~ '  RM P M '  
mird daher 

-- 

Solange der Halbniesser X P  = r von K ungeandert bleibt, gilt 
dasselbe von A und B. Pür verschiedene K resp. r bleibt die Richtung 
von AB ungeiindert, niimlich parallel zur Tangente t in 31 an den 
dcm Theieck L M R  unischriebenen Kreis. 

Da (3) lediglich an die Erfüllung von (1) gebunden ist, so liefert 
(1) auch die Punkte A,  B in allen Fiillen, wo keine reellen Schnitte . , 
ewischen den Kreisen stat'tfinden. 

Liegt nun, mie wir immer annehmen werden, eine in entsprechendem 
Malsstabe durchgeführte Zeiçhnung von LMR vor, so M s t  sich zu- 
niichst zu jeder gegebenen Lage von P, der Punktfehler 3.1 naherungs- 
weise finden, indem man mit  AP = a, == b, = c, (3) die Form 
giebt 

(4) 
a .  0.v- 

ch 

wo h den Abstand des Punktes P von AB bedeutet und die Ab- 
messungen in (4) der Zeichnung entnommen werden. 

1) Jordan, Handbuch der Vermeusung~kunde, 1. Band 1889, Seite 312. 
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Ebenso kann bei gegebener Lage von P einfach entschieden merden, 
welche Winkelmessungen den Punkt am scharfsten bestiinmen, welcher 
Dreieckspunkt also bei den Messungen ,,in die Mitte" zu nehinen ist. 

Bus dem Vorhergehenden folgt aber auch, dafs auf demselben 
KreiseA nm M die günstigsten bzw.1 ungünstigsten Punktlagen beim 
Rückwarts-Einschneiden aus LMR identisch sind mit denjeriigexl, welche 
sich auf diesem Kreise durch Vorwarts-Einschneiden von A, IZ ergeben. 

Indem wir zunüchst die letztere Aufgabe behandeln, sind in Fig. 3. 
die gegebenen Punkte A, B als unveründerlich anzunehmen. Alle Punkte, 
bei deren Bestimmung von A, B der mittlere Punktfehler konstant 
bleibt, liegen rtuf einer Kurve, der Genauigkeitskurve für Vorwarts- 
Vinschneiden. 

Den Crsprung eines rechtwinkeligen Koordinatensystems legen 

wir in den Mittelpunkt O von Iil, wiihrend X Ij AT sein soll. Sind 

OE = rn, Ë77= n die Koordinaten des Halbierungspunktes II von AB, 
so giebt (4) für den Punkt Y (x, y), 

Da, AB = c konstant ist, erhalt man mit 

die Gleichung der Genauigkeitskurven 

wo y, fiir die ganze Schaar die Hedcutung cines Parameters hat. 
Die Aufgabe, diejenigen Punkte auf K zu bestimmen, f ü r  welche 

y also auch M ein analytisches Maximum oder Minimum erreicht, ist 
auf die Bestimmung derjenigen Kurven y zurückzuführen, welche K 
berühren. Die Genauigkeitskurven~besitzen nach Fig. 4, von A und B 
abgesehen, weder Doppelpunkte noch Rückkehrpunktel), so daîs die 
Berührung (erster Ordnung) zwischen y und K auch die hinreichende 
Bedin,oung für die Losung enthalt. Lediglich diejenigen Stellen auf K, 
wo M =  cw> wird, konnen durch diese Untersuchung nicht erhalten 
werden, aie ergeben sich d a m  aber als reelle Schnitte xwischen ~ u n d r ~ .  

1) Naheres iiber den Verlauf derselben findet man in Jordan, Vermessungs- 
kunde, Seite 302, aiich in dieser Zeitschrift 1871. 

31 * 
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Setzt man niin zur Abkiirzung 

(8) 
c= 

P = ( n + ~ ) ~ + ( y - r n ) ' + ~ ,  Q = c 2 ( n + x ) ' ,  

so erhalt man aus 
d y  ( c ~ ~ ~  - 6 P 2  + 2Q) ( y - m )  - = (6P2  - 2Pcâ - 2Q) (n  + z )  
dx 

zu jrdsrn gegebenen Werte von p,  2 in jcdem Punkte. 

Die Elimination von pz aus (7) giebt d a m  

x und wegen 9 = - - 
d lo 

dem Kreise K entsprechend, die zmeite den 
Y' 

Berührungspunkt bestimmende Gleichung 

{ ( 3 P Z -  & ) ( y - m j e - P ( P 2 -  Q j } x = ( 3 P Z -  Q-Pc"(n+x)(y-n~).y.  

Die Einsetzung von P, Q nach (8) liefert schliehlich 

A , z ~ + ( A , + ~ l ~ ) ~ J + ( A , + B 2 ~ + ~ l ~ ~ y e + ( A 4 + ~ 3 ~ f  C2z2+D,x3)y 
+ (B4x  + Cgxz + D2x3 + E1x4) ; O 

und in Verbindurig mit 
+ = Yz  

die acht Iiisungen der Aufgabe. 
Hierbei ist 

( lu)<  

( A ,  = 12m2n 
A - = - (  cZ + 24nc9 + 12n2) tnn - 12mnr2 
A, = (- i6c4 + ln1n4 + 3n4 + $c2nz2 - c2n2 + 18ni2n2) n 

+ (i c2 + 18m2 + 6727 nr" 3n# 
A, = (t6c4 - 3rn4 - 3n4 - S cam2 + c2ne - 6m2n2) mn 

- ($c2  + 6m2 + 6n7 mlzr2 - 3mnr4 

BI - (2c" 4m" 2 4 f l  mm 
B 2 - --(',&+ f I m 4  -12n4+3e%2+2c2n~36nz%2)- (c2-12n2)r"  

B, = ( i6c4 + 9m4 - 15n4 + :c%rn" $c2n2 - 67nZ6n" nz 
+ (- +c" 6m" 1181z2) mr2 - 3mr4 

B4 : (6i4c6 - 2mG + n6 - :6e4na - ;c2m4 - ic2n4 - 3 7 1 ~ ~ n ~ )  
+ (ftic4-3m4 + 3n4 $ Sc2ns)r2+ ( ~ c 8 + 3 n 2 ) n r 4  + y G  

Cl = (- 3c2 + 12n2) H. 
C2 = (2c2 + 12m2 - 2 4 2 )  m n  - 12wznr" 
Cl, = - ( X  di + 6m4 - 66n4 + c2nq n + (c" 12n2) nnr' + 6nqA 
Dl = (c2 - 12n7 m 

c4 

= (- + 1 2 ~ 4  - 2cznz) - (c2 - 12nY) r2 

,E 1 - - (2c2-8n2)n .  - 
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Jede reelle Wurzel von (9) giebt aus (7) den zugehori, cren Para- 
meter p; hicrbei ist lcdiglich dicjenige Wurzel su bestimmen, für welche 
y den kleinsten Wert erhalt. Liegen A, B symmetrisch zu Y, so wird 
wegen n = O in (10) A = O, C = O, 3,' = O. 1)ie Schnitte von K mit 
Y(x  = O, y = & r) entsprechen dann zwei Wurzeln von (9). 

Die Aufl6suiig von (9)) insbesondere die Restimmung der in Be- 
tracht kommenden Wurzel wird wesentlich erleichtert, wenn eine Zeichnung 
von mehreren Genauigkeitskurven vorliegt. Hierzu hat man verschiedene 
Wege. Die Berechnurig der Koordinaten, bestimmten Werten von p 
entsprechend, wird umstiindlich, indem für jeden Kurvenpnnkt eine 
Gleichung 6. Grades aufzulihen ist. Man kann auch für angenommene 
Koordinaten die entsprechenden y berechnen und sodann diejenigen 
Punkte, in welchen p anzunehmende, runde Werte erreicht durch Inter- 
polation bestimmen und verbinden, welches Vei-fahren für den vor- 
liegcnden Zweck zu ungenau ware. Xinc Konstruktion der Gcnauigkeits- 
kurven wiirde vom Verfasser') angegeben, welche hier Vemendung 
finden kann, so daTs sich dit: Hercchnung nilr auf wenigc Piinkte, fiir 
welche sich etwa ungünstige Schnitte ergeben, zu erstrecken hiitte. 
Eine derartige in entsprechend gr?Xserem Mahstthe durchgeführte Dar- 
stellung solcher Genauigkeitskurven werden wir künftig zumeist voraus- 
setzen und als Diagramm - abgekürzt (D) - bezeichnen. E s  dient 
zur Diirchführung verschiedener Untersuchungen, welche Genauigkeits- 
fragen des Eückwarts-Einschneidens betreffen und ist dasselbe natürlich 
auch für verschiedene Dreiecke verwendbar. 

Sind nun c,sn,n,r, dem Icreise KI entsprechend, durch eine Zeich- 

nung (2) gegeben, wiihrend c = A B  (Fig. 4) die unveriinderliche Ent- 
fernung dieser Punkte in (D) vorstellt, so kann die Berechnung mit 
Hilfe des letzteren durchgeführt werden, menu der Mlttelpunkt O eines 
Kreises K sowie dessen Haibmesser r durch 

gegen (D) festgelegt wird '), indeni (1 1) ledigliçh die Reduktion des 
MalBstahes von ( Z )  auf den gegebenen von (D) bestimmt. 

1) Zeitschrift f. Verrn. 1895. 
2) Hierbei wird zweckmahig Paunleinwand benutxt, auf welcher die Punkte 

A, B der Fig. 4, sowie - mit Benutzung von nc, n, r - dic Koordinatcnachsen 
und IC vorgezeichnet, sind; durch Verschieben auf (Il), bis sich A und B decken, 
wud X Y zu (Dj in  die richtigc Lage gcbracht. 
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Die Zahl der Beriihrungsstellen xwischen den Rurven p und K, 
den reellen Wurzeln von (9) entsprechend, ICBt sich, indem man sich 
die fehlenden Kurven gezogen denkt, bestimhien, wodurch auch die 
annahernden Grenzen für die Koordmaten 5 y jenes Berührungspunktes 
angegeben werden konnen, für welchen p den kleinsten Wert erreicht, 
so dars ggenügende Niherung~wcrtc für  die in Retracht kommende 
Wurzel erhalten werden. Die Aiiflosung geschieht bei beliebigem 
Dreieck besser ohne vorhergehende Elimination der einen Unbekannten, 
etw a nach dem N e w t o n  schen Verfahren. 

1st P (x, y) bezüglich der Koordinatenachsen von (D) bestimmt, 
so ergiebt sich Pl(cc,, y,) für (2) aus 

Wir geben fiir n = O, m = 0 , 6 4 0 ~  zwei Beispiele, welche spater Ver- 
wendung finden. 

1. r' = 0,940 c; daher x,,, = 0;  y,,, = -+ 0,940 c. 
2 

Aus (9) falgt vegen (10) mit (:) = u, 

Dit: rcelle positive Wurzel ist 

u = 0,8425, also x ~ , ~  = f 0,917 C, y3,, = O,202c, 

wahrend die betreffenden p aus (7) mit 

pl=0,934,  p, =4,074, ( ~ ~ , ~ = 3 , 2 8 7  
folgen. 

LT. r" = 0,48Oc, x,,, = 0, y,,, = $- 0 , 4 8 0 ~  

uY + 0,6310 u2 $ 0,0851 u - 0)0149 = O 

u = 0,0963, x,,, = * 0,310 C,  y,,, = 0,366 c 

pl = 1,278, p, = 2,332, p3,* = 0,955. 

In Fig. 4 ~ i n d  mit den unten angegebenen kürzeren Bezeichnungen 
die zu y,,, gehorigen Kurven mit den den Kreisen K'K" entsp-echen- 
den Berühr~ngs~unkten  P'P" für beide Felle, nebst anderen dar- 
gestellt. Die Bezeichnung der Kurven ist 

1. für p = 0,918 IV. für p = 1,278 

II. ,, 0,933 V. ,, 2,332 

111. ,, 1,000 VI. ,, 3,287 . 
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4. 
Wir  wenden nun die in1 2. Abschi t t  angegebene Losung fiir 

Vorwirts-Einschneiden auf das R'ückwarts-Einschneiden aus L N R  an. 
Es  sollen also diejenigen Punkte auf cinem gegebenen Kreise K um IIf 
(Fig. 2) von1 Halbmesser Bp = r bestimmt werden, in welchen 
JIr = M die gr6Ssten oder kleinst'cn Werte errcicht. 

Wird zuniichst von (D) abgesehen, so sind c, m, n von ,Y ab- 
hangig und hat man wegen (1) mit Rücksicht auf das gewiihlte 
Koordinatensystem mit MR = s, 

sin w 
i ( x a + y 2 ) ,  ,O 16 

- s . sin w, 

- g'n~" 
2 -  

sin w, - 2 sin zrr cos 2ü2 
k, = 1-. 

2s . sinw, 

Sind nun LJTR durch Koordinaten in1 Zuçammenhange mit oiner Ver- 
messung gegeben, wodurch auch 1;,1~,1~, bestimmt sind, so giebt (9) auch die 
Koordinaten des günstigsten Punktes auf K, bezogen auf J I  als Ursprunç 
und t als Abscissenachse. Für  die Auswertung ist lediglich in (10) statt 
c, m, n bezw. Ii,k,k, zu setzen. Schlieklieh sind die Koordinaten wieder 
in dem der Vermessung zu Grunde liegenden System eu berechnen. 

Diese Aufgabe, wie oben angedeutet, lediglich durch Rechnung zu 
losen, bictet kcinen Vortcil, da es sich bei dcr Anwendiing doch nur 
darum handelt, den Punkt in einer Zeichnung (Plan) festzulegen, uni 
sodann die angengherte Lage desselben in der Natiir festziistellen. Wir  
greifen daher wieder auf das Verfahren des vorigen Abschnittes zurück. 

Nach Fig. 5 befinden sich die zu demselben p gehiirigen Kurven 
Ci C beeüglich 1CI in ahdicher Lage; findet also zwischen den H d b -  
messern r,r zweier Kreise KI K die Beziehung (11) statt, so sind auch 
P, P entsprechende Punkte. 

Genügt nun für AFB~ = cl, cl der Gleichung cl = h r ? ,  so kann 
der obere Teil der Fig. 5 als (Z), der untere d s  (7l) angesehen werden. 
Die Lage des Koordinatenursprungs O gegenüber (D) ist dann nach 
(11) h e m .  durch die Winkcl w (Big. 2 u. 3) bestimmt. Zu jedem r, 
aus (2) folgt r für (D) und umgekehrt aus 

(13) r . r, = = const. k, 
Die zusammengeh6rigen r,  r, sind hiernach Punktkoordinaten einer 

gleichseitigen Iiyperbel mit 2 als reelier Achse baüglich ihrer 

Asppto ten .  Im übrigen gilt dasselbe wie im 3. Abschnitt. Zur 
Verwendnng der dort gegebenen Beispiele m6ge es sich in Fig 6 um 
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ein gleichschenkeliges Dreieck LMR mit ul, = 7 G 0  handeln. Sind die 
Halbnie~ser r;rl  zweier Kreise El'K;' gegeben durch 

1. ri = 0,864 s, II. ri' = 1,692 s 

so erhilt man a m  (13) die früheren Annahmen für r '  bezw. r". Die 
in B'ig. 4 dargefitellten 1"Y" tinden sich hiernach in Fig. Ci ent- 
sprechend übertragen als Pi Pi'. Bür den ersten Fa11 bedeuten die 
Pnnkte Pi ein relatives Minimum anf Ki, wiihrend für den zweiten Pi' 
die günstigsten Lagen auf Ki' angeben. 

5. 
Die Ermittelung der günstigsten Lage fiir das Rückwiirts-Ein- 

scl-ineiden, wenn der Puukt lediglich auf einem Kreise uni M ange- 
nonimen werden kann, bietet natürlich für sich keine Anwendung, denn 
solche Bedingungen kommen nicht vor; allein die vorhergehende Unter- 
suchung ermoglicht die Bestimmung der giinstigsten Punktlage. 

Iiidem wir zunkhst wieder von ( I l )  abschm, giebt (5) mi j d e m  
Punkte den niittleren Punktfehler für Rückwarts-Einschneiden, wenn 
dort c; m, r, nach (12) dureh x, y ausgedrückt werden. 

Setzt man 

(14) 
so wird aus (5) 

(z/-/î,(~~+~~))~~~:2(~"+2/~)[{(~1~~+X.~+7i~)(~~+2/~)+2li~~-21~~~+1} 
(1 5) 

- l;:1(X;,(s2 + y') $ ~)~][($k: + kz + 1ï i ) (x2+ y2)  + 2k3x - 27;2y + 11, 

wonach zu jedem P(x, y) v ,  also auch der Punktfehler M berechnet 
werden kann. Für  v - const. giebt (15) zugleich die Gleichung der 
Genauigkeitslturveu fiir Rückwirts-Ei~isc~inei~len, 

$011 nun Bf und damit auch 
v = F(x7 y) 

den kleinsten Wert annehmen, so muk fur diese Lage von 1' auch 
(9) erfüllt v&rden. Ersetzt man nun in (10) c, m, rz durüh A,/;,7i3, so 
zerfiillt mit Rücksicht auf die zweite der Gleichungen (9), die erste in 

(x" y2)" O 

und in die Gleichung achten Grades 

(16) q ( x ,  y) = o.  
Hicrnach geh6rt der Punkt M jencr Kurve an, welchc durch (16) aus- 
gedrückt ist. Die allgemeine Losung ist daher in den Gleichungen 

(17) 

enthalten. 
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Da aber für die AuflGsnng von (17) bereits genügend scharfe 
Niiherungswerte für dns absolutc hliniinum bekannt sein niiiçsen, ço 
empfiehlt es sich auch hier den graphischen Weg einzuschlagen. 

Es mogen sich also wieder c, ,  sn,, n,, r, auf (Z), c, m, n, r aiif (D) 
bezieheri; dabei sind nt, n lediglich abhangig von den Winkeln tu, also 
mit Rücksicht auf die in E'ig. 2 gewiihlte Bezeichnung der Dreiecks- 
punkte, abhingig vori der Ariordnung der Winkelmessung, ruithin un- 
abhangig von r. 

Wegcn M = cl p S hnt mail nach (I l ) ,  (13), (14) 

wonach, wie gleich gezeigt wird, bei gegebener Anordnung der Winkel- 
messung, in (D) gen%hert der Halbrnesser jenes Kreises gefunden werden 
kanri, auf welcheni der günstigste Punkt, dern absoluteri Minirnuin von v 
entsprechend, gelegen ist. Der auf diesem Kreise liegende nach (9) 
resp. (10) zu bestimmende Punkt ware in erstcr Anniiherung der gesiichtc 
und ktinnen dessen Koordinaten in (2) a i e  fi-üher ermittelt werden. 

Vor der Anwendung der Gleichiing (O) ist aoch zii untersuclien, 
welche TVinkelmessungen den Punkt in seiner günstigsten Lage am 
scharfsten beetimmen. Der einzuschlagende Vorgang, drr als Vor- 
bereitung für die Rechnung dient, ist folgender: 

Man wiihlt einen Dreieckspunkt als M ,  wodurch die beiden zu 
rnessenden Winkel bestiinmt sind und auch O in (D) festgelegt ist. 

Sol1 in (18) v den kleinsten Wert annehmen7 so gilt dasselbe von :, 
wenn ,u und r so voneinander abhiingen, dah  p den kleinsten Parameter 
jener Genauigkeitskurven vorstellt, welche den Kreis vorn IIalbmesser r 
herühreu, so daîs der entsprechende Berührungspunkt der günstigste 

Punkt auf diesem Iireise ist. Wegen ( 7 ) )  (91, (10) ist daher c2 für ver- 

schiedene Kreisc eine Funktion von r .  Rei der versuchsweisen Ermitt- 

lung des kleinsten \Voites von ist zu beriicksichtigcn, dafs fiir die 

anziinehmenden r eine untere Grenze gegeben ist. Da niimlich fiir 
y = 0,9185 keine reellen Iiurveil bestehen und  dalirr p = 0,9185, 
den beiden Punkten I in Big. 4 entsprechend, den kleinsten Wert 
von p vorstellt, so ist der Halbmeseer des groîseren der beiden 
durch die Punkte I gehenden Hreise uui O als J f i t t e l p i d t  diese 
untere Grenxe. Iridem man riun in (B) die vorhandenen Kurven, 
also die dadurch gegeberien p beriütct, kann man die Halbrriewer der 
dieselben berührenden konzentrischen Kreise um O abmessen und, etwa 

mit deiii Recherischieber, die Wcrte bilden; in eirier graphiüclien 
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für das Minimum von fcstgestellt werden. 

Wird dasselbe fur die beiden anderen Dreieckspunkte durchgeführt, 
wobei jedesmal die Koordinatenachsen mit Beachtung der Bezeichnung 
der Winkel w in Fig. 2 gegen (D) festzulegen sind, so kann zunkichst, 
ohne aeitere Rechnung oder Zeichnung, lediglich mit (D) entschieden 
werden, welche Anordnung der Winkelmessung die günstigste ist, welchcr 
Dreieckspunkt daher bei der Messung als mittlerer gilt; zugleich hat nmn 
eine erste Nàherung für r, dem kleinsten Wert von v resp. M entsprechend. 

Sind nun r' > r" > r"' Annahmen, so geben (9) die Koordinaten 
der entsprechenden günstigsteii Punkte, wiihrend aus (7) die p, aus 
(18) die zugehorigcn v erhalten werden. Da ferner aus (13) auch die 
entsprechenden r i  < r;' < ri" für (2) folgen, und v eine Funktion 
von r somit auch von r, ist, so sind für die Kurve v = f (Y,) drei 
Punkte in der Nahe ihrer kleinsten Ordinate bestimmt. Setzt man 

so geben nach Fig. 7 die Scheitelkoordinaten einer Parabel mit eur 
Ordinatenachse V paralleler Achse eine weitere Anniiherung der Werte v 
und r,, wonach für r, die Koordinaten und damit v gerechnet werden 
konnen, ein Verfahren, welches bei Wiederholung natürlich immer grofsere 
Anngherung gewahrt. Übrigens giebt die iirsprüngliche Untersuchung 
in (D) auch genügeride Anhaltspunkte, um unmittelbar (17) anzuwenden. 

Die Bestimmung von Genauigkeitskurven für Rückwarts-Ein- 
schneiden kann wünschenswert werden, um etwa dasjenige Gebiet ab- 
zugrenzen, innerhalb welchern der Punktfehler eine gewisse Gr6lSe 
nicht überschrcitet. Die analogen Methoden wie fiir das Vorwarts- 
Xinschneiden werden wegeii des hoheren Grades von (15) schwieriger 
durchführbar. Hingegen enthiilt (18) eine einfache Beziehung zwischen v 
und p. Wegen 

konnen bei gegebenem Parameter v, für verschiedene r die suge- 
horigen p berechnet werden; die Sehnitte zwischen den Kreisen und 
den entsprechenden Genauigkeitskurven fü r  Vorwiirts-Einscheiden 
liefern Punkte der gesuchten Kurve. Für  die Durchführung wird wieder 
(Il) bcnutzt, indem man die Schnittpunkte dort ermittelt und deren 
Koordinaten, so wie früher, in (2) übertriigt. Dabei ist es wieder 
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zweckmiifsig, die vorhandenen Kurven zu verwenden, also aus (18) 

die Verhdtiiisse (:) für die gegebenen p ï u  bilden und für das  ber- 
tragen der Punkte (13), narnlich 

zu benuteen. 
Im Anschluls an das Beispiel des dritten und vierten Abschnittes 

hat man für 

p = 0,934, und (:) = 0,940, aua (18) v = 1,057. 

Zur Bestimmung dieser Genauigkeitskurve für das Dreicck L J f R  
(Fig. 6) erhalt man für die in  Fig. 4 vorhandenen Xurven: 

p = 0,934 r = 0,940 c r, = 0,864s 

- 0,955 = 0,950 c = 0,855 s 

= 1,000 = 0,972 c = 0,835 s 

= 1,278 = 1,099 c = 0,738 s 

= 2,332 = 1,485 c = 0,546 s 

= 3,287 = 1,763 c = 0,460 s 

wonach die Punkte 2-6 (Pig. 4 u. 6) erhalten wurden. I>er Annahme 
gemah berührt die Kurve v den Kreis Ki in 1. Ihr  zweiter reeller 
Schnitt mit der Mittellinie des Ureieükes wurde aus (15) berechnct. 
Wegen 11, = O erhalt man mit s = 1, +TL.; + X;: = 1, so dafs sich mit 
x = 0, y aus 

- 
bestimmt. Die beiden reellen Wurzeln sind daim mit -MR = s, 

y = ri  = 0,864s wie oben, und y = 0,186 s, 

die erste den1 Puukt 1, die zweite dem Punkt 7 in Fig. G entspreühend. 

7. 
Wir untersuchen noch die giin~ltigste Punktlage aiif einer durch M 

(Fig. 2) gehenden Geraden; eine Anwendung würde sich in dern 
Falle ergeben, wenn einer der Punkte, niimlich M, lediglich in der 
durch diese Gerade gegebenen Richtung geseheil werden kann. 

Aus (4) erhiilt man wegen (12) u. (14), wenn zur Abkürzung (Fig. 3) 
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Hiernach hat v in M wegen y = O fiir jede Riçhtung E einen bcstiinmten 

1) Folglich geht auch bei der am Schliisse des 6 Abschnittes benützten Dar- 
stollung v = f (7,) für T ,  = 0 ,  v in v, über. Dabei i d  der zugehorige Winkel E 
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Da jede Gerade diirch iW den dem Dreiecke umschriebenen Kreis 
noch einmal schneidet und für diesen Schnitt v - oo wird, andererseits 
dem uneildich fernen Punkt der Geraden naturgcmiifs ein unendlich groker 
Fehler entspricht, so müsseri irn allgerneirlen wenigstens zwei Wurzelri 
von (23) reell sein, welchen alsdann kleinste Werte von v entsprechen. 

Wird in (24) p nach (19) durch die Koordinaten ausgedrückt, so 

giebt (23) die Gleichung 8. Grades 

(25) +(x, Y) = O ,  
welcher in Verbindung mit (16) ahermals die Koordinaten des günstigsten 
Punktes für das Rückwiirtseinschneiden aus den drei gegebenen - dabei 
JI als den mittleren vorausgesetzt - genügen müssen. 

Die Bedingurig Co = 0 liefert wegen (12) 
3 sin (w, - w , )  

p - 2 = 0 ,  

wclcher also zwoi rcelle Wureeln entsprechen. 
Die durch (26) bestimmten beiden Geraden durch JI sind, wie 

man leicht findet, die Tangenten für den Dnppelpunkt Jf dei. diirch 
(25) bestimmten Kurve. Oür diese beiden nichtungen erreicht daher 
der Punktfehler in M selbst den kleinsten Wert. 

Für jedes gleichschenkelige Dreieck, bei welcherri die Spitze zurn 
mittleren Punkt gewahlt wird, verschwinden wegen k, = O in (24) die 
urigeraderi Potenzen von p ,  was schon die Symmetrle der Kurve (23) 
bezüglich der Ordinatenachse bedingt. Wegen w, = w, erhiilt man in 
diesem Falle aus (26) p = f 2  oder wegen (19) E = 54O4.1' . . - also 
unabtbhangig von den übrigen Bestimmungsstücken. 

8. 
Wir geben noch die Anwendung für das gleichseitige Droieck. 

Mit s - 1 gehen die Ausdrücke (24) über in 
Co = 6,9282 - 3,4G41p2 
Cl = - 39,0000 - 17,0000p2 
CI, - 93,5310 + 51,9615p2 
0, = - 123,0000 - 104,0000p2 - 31,0000p4 
C, = 93,5310 + 193,9904p2 + 100,3595p4 + G,9282p6 
C, : - 39,0000 - 1 17,0000p2 - 11 7,0000p4 - 39,0000p6 
C, = 6,9282 + 27,7128p2 + 41,5692p4 + 27,7128p6 + 6,9282pR. 
- 
mit Rücksicht auf die Bedeutung von (16: leicht mi ermitteln. Durch (16) wird 
r i ad i ch  auch derjenige von M auugeheride Kurve~izweig beutimnit, welclier die 
günstigste Punktlage enthil t .  Die Tangente in  M für diesen Zweig ergielt, sich 

d Y mit z = O, y = 0, aus (Y), (10) u. (12) mit - - El4 = cotg e,  wodurch nach 
d z  

(22) v, für diese Richtung bestirnmt ist. 
A, 
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Für die in dor obigon Zusammensteilung angegebenen Richtungen E 

wurden die beiden reellen Wurzeln von (23) bestimmt. Nach der auf 
Fig. 8 sich heziehendcn Nummerierung entspricht lediglich der zu Y 
symmetrische Kurventeil 1, 2 . - . I l  den kleinsten Werten von u. Die 
Berechnung von v aus x, y kann aus (15) oder (21) erfolgen. In dem 
Beispiele wurde wegen k, = 1 und (14) unmittelbar (5) verwendet, 
nachdem c, m nach (12) berechnet wurden. Für  p = a, erhdt man 
wegen y = 0, z aus 

Wie man der Tabelle entnimmt, findet sich für die vorausgesetzte An- 
ordnung der Winkelmessung die günstigste Punktlage auf Y zwischen 

dom Sçhwerpunkte des Dreieckes und der Seite LX. 
Für den Schwerpunkt, für welchen z = O, y = 0,5773 ist, erhàlt 

mari nach unserer Berechnung v = 0,5443. Man kam das letxtere Er- 
gebnis noch in anderer Weise erhalten. 

Unter der Voraussetzung, d d s  in diesem Dreiecke alle drei Winkel 
gemessen und auf den Horizont ausgeglichen sind, ergiebt sich nach 
einem günz anderen Rechnungsvorgange für den Schwerpunkt der 
inittlere Punktfehler ,Ml aus') 

Bezeichnen nach dern unteren Citat Mal 19, ~71"~ y, Mq> y die Punkt- 
fehler bei zwei Winkelmessungen, so ist 

1) J o r d a n ,  IIandbuch der Vermeasungskunde, 1. Band, 1888, Seite 337. 
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Da aber für die Dreiecksmitte des gleichseitigen Dreieckes 

ist, so hat man bei unserer Rezeichnung, wonach 
,JfW) M 

- 
6 

, - v  kt, 

übereinstimmend mit der früheren Angabe. 

Graz ,  im November 1902. 

Über den Pohlkeschen Satz, 
Von FR. SCHILLING in Giittingen. 

Mit einer Tafel 

1. Der Pohlkesclie Fundamentalsatz der allgemeinen Axonometrie 
lautet bckanntlich: 

(1 .) Drei von eincm Punlcte O ausyehende h'treckcn O X,, O Y,, O Z ,  
in einer B e n e ,  die der einxigen notwendigen Einscl~rünkung wnterlieyen, 
dafi 'ç~üchstms drei der Ptinkte O,  X,, 17,, Zo in eeincr Geraden, lie.q./m, 
bllden stets die Parccllelprojektion von vier im allgew~einen Palle cerscl~ie- 
dmen,  aus je drei Strecke~b konstantw Lange (lxi, O Y,, OZi (fiir 
i = 1 ,  2 ,  3, 4)  bestehenden rechtwinkligen Achsenkreuxen, die zzc je zweien 
glciclisinniy s i f ~ d ,  (d. h. durch Drehung um O zur Deckung gebracht 
werden kiinnen). Stcts d a m  und nur d a m ,  zcenn die Parallelprojelition 
sic12 als eine ortlmgonule c~weist ,  sind je die beiden gleichsinnigen Achsen- 
l~reuze idedisch. ') 

Dak die hinzugefügte Einschrinkung notwendig ist, ergiebt sich 
urimittelbnr von selbst, dafs sie in der That auch hirireicherid iat, n i d s  
der Beweis des Satzes zeigen.4 ih r  entsprechend wollen wir im folgen- 
deu amehmen, was ja nur cLie Rezeiclmuug betrifft, dals die Strecken 
O Y, und O Z ,  nicht in derselben Geraden liegen. 

Zatilreich sind die bisher über diesen Satz ver6fferit,liçhten Arbciten, 
die sich teils mit seinem Beweise, teils auch mit seiner Verallgemeine- 

1) Nach der Mitteilung von Herrn H. A. Schwarz (Crelles Journal Band 63, 
1864, pag. 309-314, Ges. Abhandlungen Ud. II, pag. 1-7) wurde dieser Satz 
zuerst, von Pohlke um das Jahr 1853 aiifgestellt und bewiesen und 1860 i n  der 
ersten Auflage seiner damtellenden Geometrie verGffentlicht. 

-2) Es konnen also hochstens zwei der gegebenen Strecken in derselben 
Geraden liegen, oder eu kann hochstens eine derselben gleich O sein. 
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rung beschift igen. ' )  Wir schl ie îsen  uns dem Geda i ikengange  in der 

unten g e n a n n t e n  imeiten Arbeit des  H e m  F. Schu r  a n ,  i ndem wir 

d i e  d o r t  entwiçkelte Korzstrul;tiorz rler wahren Lange der einander 

g l e i c h e n  S t r e c k e n  O X, = O = OZ,  adop t i e r en .  W a s  indes  den  Be- 
wcis d e s  Sa t zes  selbst betrifft, s o  ist e s  uns g e l u n g e n ,  dcnsclben 

e in fache r  z u  ges t a l t en ,  so dafs er in dieser n e u e n  F o r m  sich insbe- 

sonde re  f ü r  die V o r l e s u n g  gee igne te r  als j ede r  a n d e r e  Bewe i s  erweisen 

d ü r f t e  (vgl. d i e  Sch lu f sbemerkung) .  

II. Rc i  e i n m  bcliebigeii  Pa rn l l c lp ro j ck t ion  e i n r s  r e c h t w i n k l i g ~ n  

Achsenkreuzes  auf e ine  d u r c h  d e n  K o o r d i n a t e n a n f a n g s p u n k t  O gehende 

Ze ichenebene  gilt für d i e  um O mit OX = O Y =  O Z  beschriebene 

Kugel d e r  Sa t z :  

(2.) Jede der drei El lksen (xy),, (ys),, (sx),, weiclze die Pro- 
jeXtionen der drei grtj/.iteri, Kreise in den Kriwdinalenebeîzm darstellon 

1) Wir geben hier einc Zusammenstellung dieser Lit,teratur: v. Desch-  
w a n d e n ,  Anwendung tichiefer Parallelprojektionen zu axonumetrischen Zeich- 
nungen, Vierteljahrsschrift der Naturf Geu. Ziirich, 6. Jahrgang (1861), pag. 254 
bis 284. - K i n k e l i n ,  Die schiefc axonometrische Projektion, Vierte1j:~hrsichrift 
der Naturf. Ges. Xiirich, 6. Jahrgang (1861), pag. 358-367. - H. A.  S c h w a r d ,  

- - 

Filementarer Heweis des Pohlkeschen Fundamentalsatzes der Axonoinetrie, Crelle 
Ud. 63 (1864), pag. 309 - 314, Ges. Abhondl. II, pag. 1-7. - R e y e ,  Bemcis von 
Pohlkes Fundamentalsatz der Axonometrie, Vierteljahrvschrift der Naturf. Ges. 
Ziirich, 11. Jahrga,ng (1866), pag. 3.70 - 3 6 8 ,  wietier ahgrrlriickt Zeitschrift für 
Math. und Physik, Ud. 12 (liitiï), pag. 433--437. ( E r w e i t e r u n g  d e s  S a t e e s  
a u f  s c h i e f w i n k l i g e  K o o r d i n a t e n . )  - P e l z ,  e b e r  einen iieuen Deweis des 
Fundamentalsatzes von Pohlke, Wien. Ber. Bd. 76 (187'i;, pag. 123-138, sowie: 
Herr Küpper und der Pohlkebche Beweis des Satzes von Pohlke (Selbstverlag 
1889). - P es c h k a ,  Elementarer Reweis des Pohlkeschen Fundamentalsatzes 
der Axonometrie, Wicn. Ber. Ud. 78 (1879), pag.  1043-1055. - D r a s c h ,  Neuer 
Beweis des Pohlkeschen I:uiiciau!cntalsatzes, Zeitvchrift für dau Realschulweseu 
VI11 (1883), pag. 516-513. - M a n  d l ,  Der Pohlkesche Lehrsatz der Axonometrie 
und eine Verallgeineinerung dessclben, \Vien. Ber. Bd. 94 (1886), pag.  60-65. - 
R u t h ,  Über einen neuen Ueweis des I'ohlkeschen J!'undamentalsatzes rler Axono- 
metrie, Wien. Ber. Rd. 100 ( l A ! I l ) ,  png. 1088-1092. - S c h n r ,  l b e r  den Pohlke- 
sçhen Satz, Math. Ann. 25 (1885), pag. 596-597 ( p r o j e k t i v e  V e r a l l g e m e i n e -  
r u n g  d e s  S a t z e s ) ,  sowie: Über den Pohlkeschen Satz,  Crelle Bd. 117 (1896), 
pag. 24-28. - K ü p p e r ,  Der Satz von Pohlke,  Math. hrin. Bd. 33 (1889), 
pag. 474-475. - B e c  k ,  Über die Fundamentalaufgabe der Axonometrie, Crelle 
Bd. 10Ci (1890), pag. 121-124. - Von Lehrbüchern seien auSser dem Werke von 
P o  h l k e  selbst noch gensnnt,: E' i c  d l e r ,  Darstellcnde Geometrie Bd. 1, Leipzig 
(1883), pag. 334. - W i e n e r ,  1)arstellende (ieoirietrie Bd. 1, Leipzig (1884) 
pag. 448. - R , o h n  u n d  P a p p e r i t z  , I)arstclleiide Geometrie a d .  1, Leipzig [IB'Jti), 

pag. 366. - S c h  o u t  e ,  Mehrdimensionale Geometrie Ud. 1, Leipzig (1902), pag. 122 
und 255 ( V e r a l l g e m e i n e r u i i g  d e s  S a t z e s  a u f  m e h r d i m e n s i o n n l e  
R a u m e ) .  
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und bez. durch die ko-ugierten Aalh?nesser OX,, O Y,; O Y,, OZ,; 
OZ,, OX,  bestimmt sind, wo X,, Yo, ii, die Projelctionen der Punkle 
X ,  Y, Z sind, berülzrt die (aurserhalb dw genaunten Bllipsen verlazdfende) 
Umri[i;ellipse w, der Kugel, deren Durcl~9nesser der klcinen A c l ~ :  von u, 

gleiclz ist, in den Endpunkten eines beiden gcmeinsamm Durchnzessers; 
ictzterer ist überdics fur bcih Kumen gleichzeitig zu. der rntsprcchcnden 
dritten Acl~~enrichtung in der Zeichenebene konjugiert. 

Die Richtung O X ,  zum Beispiel ist gleichzeitig für die Ellipsen 
(yz), und u, ihrem Reriihrungsdiirchmeswr E&F, konjiigie~t, da im 
Raume (E'igur 1) der entsprechende gemeinsame Durchmesser EF des 
g-dsten Kreises (yz) in der yz-Ebene und des grXsten Kreises u ,  aus 
dem dio Ellipse u, hervorgeht, auf den Tarigentidebenen seincr End- 
punkte senkrecht steht und folglich 

Fig. 1. 
die projizierende Ebene der Achse 
O X zu diesen Tangentialebenen 
parallel ist. 

Bekanntlich werden die beiden 
Faiie der Axonometrie besonders be- 
vorzugt, die man als orthogcir~ule 
Axonometrie und als Knvalierper- 
spelctivc zu bezeichnen pflegt. Iin 
ersten Falle sind, wie schon der 
Name sagt , die Projektionsstrahlen 
senkrecht zur Zeichenebene, im zwei- 
ten ist die Zeichenebene mit einer 
der Koordinatenebenen ideritisch, etwa 
mit der (yz)-Ebene, wie wir im folgenden annehmen wollen. Dem 
entsprechen folgende Thatsachen, die wir mit deiri für unsere spatere 
Verwendung bequemen Bezeichnungen aussprechen, i d e m  wir statt 
O, &, Y,, 2, u. S. W. bea. O"', X"', Y"', 2"' und O", X*,  Y*, Z* süageri: 

(3.) Bei der orthogunalen Axor~owzetr/e ist der Urnrib u"' der u l n  

den Koordiîzatena.izfang.sp~~zI,t 0"' mit OU'X"' - O"' Y = 0"'Z"' be- 
sclzriebe~zen Kugcl ein Kwzs mil gleicl~em Radms; diescr K~ezs be-rulrrl 
die A%psen (xy)"', (ys)"', (zx)"' in deîa E9adp;zften ilwer gro/%en 
Achen, wükrend die R7cl~tu.ng der Xleinen Ache gedw Xllipse nad des 
hetreffenden dritteîz Koorclinatenaehse in der Zeiclmzebene zusanzmenfüllt 
(vgl. Fia. 2 sowie den Te11 rechts oben auf der Tafelfigur). 

(4.) Bei der Ka.üalierperspektive stellt sich der in der ys-Ebene ge- 
legene grofite Kreis ( y x )  unserer Kugei unveründert nls Kmis (yz)" 
dnr, so dafs die 7;lei~ze A c h e  der Unz.r~ifSellipse u" gleich seirwîz Durch- 

Zeitschrift f Msthematik u. Physik. 48. Band. 1902. 3. u. 4. IIeft. 32  
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490 uber den Pohlkeschen Satz. 

wesser is t ,  wiil~rend der Punkt  X* überdies der eine B v e n n p n k t  drr 
LTnzrifselZ@se u* ist (vgl. den Teil rechts unten auf der Tafelfigur). 

ILI. Unser Beweis des Pohlkeschen Satzes gipfelt nun im folgen- 
den als ein spezieller Fa11 zu betrachtenden IIülfssatze (vgl. den zweiten 
Teil des Satzes 1 und den Satz 3), bei dessen Fassung wir wieder so- 
gleich die spiter für uns zweckmahige Buchstabenbezeichnung einführen: 

(5.) Sind drei solche Streckelz O"' X"', O"' Y"', Of"Z"' einer A%sze 
gegeben, dafs die aus je zweien derselben als konjugierten Halbmmsern zu 
konstvuierenden Ellipsen (xy)"',  (yz)"', (zx)"'  gleich l a q e  grofie Acizsrn 
besitzen (und folglich in deren Endpunkten von einem konzentrischen 
Kreise u"' gemeinsam berührt werden) und für jede dieser E l l k s en  die 
belreffende drilte Strecke in ciie Rtcl~tung i l~rer  kleznen Achse fü12t1), so 

bilden die drei Strecken stets die 
Yig. a. or  t h  og o n a 1 e Prr,jektiolz von zzoei 

und  nur  zwei in Bezug auf die 
fiickenebene symmetrisch gdegenen, 
aus je drei gleichen Streclcen O"' Y,, 
O"' X i ,  O"'Zi (fiir i = 1, 2) be- 
stehenden Achsmkreuxen (Figur 2). ') 

Zum Beweis des Satzes dürfen 
wir annehmen, da& nicht gerade 
die Strecken O"' Y"' und 0"'Z"' 
in dieselbe Gerade fallen (vgl. die 
h m .  1). Die Endpunkte der 
grof~eri A c h e  der Ellipse (yz)"' 
seien Eu' und F"'. Es moge zu- 

niichst keiner von ihnen mit eincm der Purikte Y"' und 2"' eusarnnieri- 
fallen, d. h. der allgemeine k'all der Figur 2 vorliegen. Wir denken 
über a"' als grol'sten Kreis die Kugel konstruiert. Die Ellipse (yz)"' 
is t  dann die orthogonale Projektion zmeier symmetrisch zur Leichen- 
ebene gelegenen grorsten Kugelkreise (yz), und (yz) , ,  deren Ebenen 
durch E"'FF"' gehen. Auf dem einen Kreise mogen die Punkte Y,, Z,, 
auf dem anderen die Punkte Y,, 2, liegen, deren orthogonale Pro- 
jektiorien Y"', 2"' sind. D a m  ist folglich O"'Y ,  1 O"'Z, und 

1) Dah  die groi'sen Achsen der drei Ellipsen einander gleich sind, würde 
allein nicht geniigcn (vgl. die hmerkung  1 der Seite 466). Wohl aber ist in den 
genaunten Voraussetzu~igen von selbst enthalten, daCs hochstens drei der Punkte 
O"', X"', Y"', Z"' in einer Geraden liegen dürfen. 

2) In ihr ist der Übersichtlichkeit zu Liebe je die eine Hiilfte der Ellipsen 
der Bevorzugung des einen Achsenkreuzes entsprechend punktiert gezeichnet. Das 
Analoge ist spater auch dreimd in der Figur der Tafel gcschehen. 
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O"'Y, I O"'Z2, da On'Y,, OU'Z, und OV'Y2, O"'%, konjugierte 
Halbmesser der Kreise sirid. Die Bezeichnung der derri Punkte X"' 
analog entsprechenden Kugelpunkte XI und X ,  sei ferner so ge- 
wiihlt, dals O X ,  'X, Or"Y, und folglich O" 'X , I  O"'Y, ist. Da 
nun, wie unmittelber zu erkennen, die Radien O"'X, und O"'X, 
beide auch senkrecht au€ E"'E"" stehen, so steht O"'X, übcrhaupt aiif 
der Ebene des Kreises (yz), und o"'X, auf der des Kreises (yz), 
senkrecht, d. h. es gilt auch O"'X, I O"'Z, und OU'X, I O"'Zz. Die 
beiden gleichschenklig-rechtwinkligen Achsenkreuze, deren orthogonale 
Projektionen die Strecken O "'X"', O"' Y ,  O"'Zr" siiid, werden daher 
durch die Strecken O"'& = O"' Y,  = O1"Zi (für i = 1, 2) gebildet und 
unser Beweis zeigt auch, dafs dies die einzigen Achsenkreuze der ver- 
laiigten Eigenschaft sind. Noch eirifacher ist der Beweis in dem bislier 
ausgeschlossenen Balle zu führen, dafs einer der Punkte E"', E'"' mit 
einem der Punkte Y ,  Z"' zusarnrrierifillt, etwa E"' mit Y"', so daSs 
dam O"', ii"' und X"' in einer Geraden liegen, was wir nicht weiter 
ausführen wollen. 

IV. NTir schreiten nun zum Beweise des allgemeinen Pohlkeschen 
Satzes (1.). Gegeben seien die Strecken OX,, OY,, OZ, mit der schon 
gemachten Annahme, daîs O Y, und OZ, nicht in derselben Geraden liegen 
(Figur der Tafel). Sollen die drei Strecken die Projektion irgend eines recht- 
winkligen Achsenkreuzes mit den gleichen Schenkeln OX, = O Y, = OZj 
sein, so mufs für die um O durch Xi, Y;:, Z, beschriebene Kugel der 
Satz (2.) gelteri. Wir werden daher zunkhst  zu der folgenden Hülfs- 
aufgabe geführt, welcher die durch die konjugierten Halbmesser O X,, 
O Y,; O Y,, OZ,,; O Z o ,  OX,, bestimmten Ellipsen (zy),, (yz),, (zz), 
zu Grunde liegen: 

(6.) Eine konsentrische Ellipse u, .eu beskimmen, zuelcl~ jede der 
ElZipwn (zy),, (yz),, (zz), &u~serlich') i!n den Bndpur~ktLn  e es sulcher~ 
yemeinsa?nen Durclmessers berülzrt, dafi dieser fiir beide K u r v m  gleLL'1~- 
zeitig zu der durch d ie  ev~tsprecltende drille Strecke OeslÉ.rnrvden Ricl~lwng 
Iconjugiert ist. 

1) Dieser Zusatz ,,iuherlichLL iat notwendig; denn es giebt stets auch eine 
zweite konzentrische Ellipse, welche eberifalls jedo der Eliipsen (xy), , (yz),, (zz), 
in der iru Satz (6.) verlangten Weise berülirt, jedoch innerhalb derselben lieg$ 
Überdies giebt es irn allgemeinen noch 2 weitere reelle konzentrische Ellipsen, 
welche jede der gegebencn Ellipsen (xy),, (yz),, (zx:, doppelt berühren, ohne 
dah jeder Uei-Uhrungsdurchmesser zu der durch die dritte Strecke bestirnmten 
Richtung konjugiert ist. Doch auch diese Ellipsen gehen uns hier riichti; weiter 
an, su dais wir nicht nüher von ifineu sprechen wollen. 

32 * 
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E s  giebt eine grofse Zahl verschiedener Losungen dieser Aufgabei), 
die wesentlich alle aus dcnselbcn Überlepngen entspringen. Wir 
schliefsen uns, wie wir bereits sagten, dcr L6sung des Herrn F. Schur 
an, weil diese sich unmittelbar auf den Satz (4) der Kavalierperspek- 
tive stützt. 

Wir wiihlen eine zur Verbindungslinie Y, 2, parnllele Gerade, 
welche OY, und OZ,  in den Punktcn P und (j fichneiden moge, als 
Achse einer perspektiven Affinit%t2) und ordnen dem Punkte O den 
Halbierungspunkt O* des einen über Y Q zu errichtenden Halbkreises 
zu (Figur der Tafel). Diese hierdurch bestirnrnte Affinitat führt die 
drei Strecken OX,, O Y,, OZ, der Art in drei neue Streckcn O*X*, 
O* Y*, O* Z* über, dak O* Y* I und = O*Z* ist, die Ellipsen (%y),, 
(yx),, (zx), aber in die neuen Ellipsen ($y)*, (yz).)" (xx)*, von denen dam 
( Y B ) *  ein Kreis ist. n i e  zii der gesuchten Ellipse zc, affine Ellipse u* 
ist nun auf Grund des Satzes (4.) eindeutig bestimmt und leicht zu 
konstruieren, wobei wir uns eine mit O*Y* = O*Z* um O* beschrie- 
bene Hülfskugel hirizuderiken. Es sei die zu O * X *  senkrechte Strecke 
E * F *  der dem Kreise (yz)* und der Ellipse u* gemeinsame Durch- 
mossci., zugleich also die kleino Achse von u*, und G*H* die mit 
I-Iülfe des Brennpunktes X *  gefundene grorse Achse von u*. 

Diese Achsen E*F* und G*H* liefern sodann die zu ihnen 
affinen konjugierten Durchrnesser BOFo und G,H, der Ellipse u,, von 
denen EoFo entsprechend der gemeinsame Durchmesser der Ellipsen 
(yz), und 26, und für beide gleichzeitig zur Richtung OX, konjugiert 
ist. Aus E,& und Go Ho lassen sich in bekannter Weise die 
Achsen A K und COBo von u, konstruieren. Ausdrücklich hervorheben 
wollen wir, daîs unsere Hülfsaufgabe (6) in der That stets und nur 
tliese eine L6sung zulikt. 

V. Wir  wenden nun weiter zur Darstellung der riiumlichen Ver- 
haltnisse ein solches Zweitafelsystem an, das die Zeichenebene als erste 
Tafel benutzt, mihrend die trennende Achse xl,z beider Tafeln zu COD, 

1) Eine Zusammenstellung solcher firtdet sich z. B. W i e n e r ,  Darstellende 
Geometrie 1, pag. 131 ff., Leipeig [18P4), sowie R o h n  und P a p p e r i t x ,  DarstcLlende 
Goometrie II, pag. 208,  Nr. 691, Leipzig (1696). Tg1. auch P e l z ,  Über eiue all- 
gcmeine Bestimmung~aat der Urennptirikte von Kontouren der F'lschen 2. Grades, 
\Vien. Ber. Bd. 75 (1577), pag. 175, sowie: Über einan neuen Ueweiç dee Funds- 
mentalsatzes von Pohlkc,  wicn. Ber. Ud. 71; (1877):, pag. 136 und: Zur klinogra- 
phischen Dsrstellung der RotstionsflSchen, Ber. der bohmitichen Ges., Nr. VU 
(1895), pag. 1-15, iusbeaoiidere pag. 12-15. 

2) Eiue Parallele statt  der Geraden Y,Z0  selbst iat als Affinitatsachse ge- 
wahlt, um di~durch zu erreicheri, clals die lieiden xu cinantier affinen Figuren sich 
niulit überdeckeu. 
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parallel g e 6 h l t  sei. Wir  denken um O die Eugel niit dem Radius 
OA beschrieben, welche sich in den beiden Tafeln durch die Kreisc 
Ici und 7;;' mit gleichem Radius um O und 0" darstellt.') An diese 
Kngel legen wir von Co aus parallcl xur zweitcn Tafel die bciden 

Ilangenten G C  und c,C mit den in dcr Figur der 'I'afd in hciden 

Projektinneii eingezeichneten Beriihrungspunkten C und Die Ellipse 
u, l a 3  sich daun stets als der Urnrifs der Kugel in der ersten Tafel 
bei jeder der beiden schiefen Parallelprojektionen auffassen, deren Pro- 
,jektionsrichturig durch die eine oder andere dieser Taiigenten gegeben 
ist. Wir bevorzugen in der Folge eun:chst allein die Projektions- 
richtuug von C,C. 

Die in dieser Richtung von alleu Punkten der Ellipse u, aus- 
gehcnden Projektionsstrahlen berülircn die Kugel rings cines groîsten 
Kreises a, der zugleich als ortlmgonak Projektion der Ellipse zc, auf 
seine (mir ~wci ten  Tafel senkrechte) Ebene euftritt. Dei. Kreis ist; in 
der Figur in seiner zweiten Projektion 14'' durch die Strecke C " D  und 
seine Ebene dnrch ihre Spuren el, e, dargestellt. Diese Ebene sei als 
dritte Tafel aufgefalst und in die zweite Tafel um ez = x2,3 zunachst 
mit dem in ihr liegenden Kreise zc und seinem Mittelpunkt O uin- 
gelegt, die nach u,"' und 0"' Salleri, wobei 0" 0"' = 0" 0 ist. 

Aber anch die Punkte X,, Y,, Z, und die Ellipsen (xy),, (yz),, 
(zz), seien jetat eberif;ills in der Richturig Co C (cl. h. orthogonal) auf 
die Ebene (el, e,) projiziert und ihre Projektionen in der r ini lepng 
durch die Punkte X"', Y"', Z'" und die Ellipsen (zy)'", (yx)"', (zx)"' 
dargestellt, wobei z. 13. 3'" von der ~ ~ , ~ - A c h s e  gerade so weit entfernt 
ist, wie dcr Punkt %,, von der ~ ~ , ~ - A c h s e .  Da die in der Hülfuauf- 
gabe (6.) genannten Beziehungen der Ellipsen (xy),, (TJZ),, (EX), und 
der ICllipsc u, sich hierhci iinverLnd(:rt auf die Ellipsen (zy)"', (yx)"', 
(zx)"' und den Kreis u"' übertragen, so sind für die Fignr in der 
dritten Tafcl die Voraussr,tziingcn des Hülfssatzes (5.) erfüllt. Dewz 
entsprechazd OiZdm die drei Strecke9z O"'Xf", O"' Y"; 0 " ' Z  die zur 
llhene (el, e,) ortlmgonale Projelition, aotz zwei  u , ~ d  Izur von mrci in  Re- 
21q azlf die gcnamte f i e ~ z e  symmetrlscl~ plegcnen glcz'clischeiz7;liy-recljt- 
u:idligeîz Achsen7muzcn. Jleren Endpunkte seien wie oben bez. mit 

XI ,  Y,, Zl und X,, Y,, 2, bezeichnet. ;Diese Pudittrr;F?el wzd dmzit 
die beidef~ Ac~~scrzLreuze sclbst si~zd d a m  auch itz der Figw inz Aztfrifi 
eilzgezcichnet; im Grundrils haben wir uns, um die cbersichtlichkeit der 

1) Diese Kugel wird vielfach auch von den anderen Butoren zum Be- 
weise des Pohlkeschen Satzes benutzt, so von v. Deschwanden, I'eschka, Mandl, 
Bcck, Schur. 
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Fignr nicht zu storen, begnügt, allein die Punkte Z; und 2; einzu- 
zeichnen; es liegen ja z. B. die Punkte 2; und 2; auf der zur ~ i , ~ - A c l i s e  
parallelen Geraden diirch Zo, welche den Kreis IL; in den Punkten V, W 
schneidet, und die Punkte ii;' und %if auf der Senkrechten von Z"' zur 
~ ~ , ~ - A c h s e  und aiif dem Kreise um O" mit VW als Dnrchniesser. DR 
die zur Ebene (e l ,  e,) orthogonale Projektionsrichtiing mit der Iiichtung 
C,C identisch ist, so sind also auch die gegebenert Strech-eiz OX, ,  O Y,, 
OZo die Paralielproje7ctiolzen der lconstruierten Achsenkreuze OX, Y, 2, 
wzd 0 Y,& ivh der yenannten R i c h t u q .  

IIiitt,en mir statt Co C die Projektionsrichtung c,C bevorzugt, 
so würden wir diirch einc ganz analoge Konstruktion ~ o c h  tuxi 
rech tuii'rlkliy- gleicl~scAenX-Pige dcl~senkreuze O X, Y, 2, und  O X ,  Y, 2, er- 
l~u l ten  haben, die aus den voriyen sich durch Sj~ieqelung a n  der erstelz 
Tufd ev-ye6er~. Die irn allgenieinen Falle erhaltenen 4 Achsenkreuze 
sind daher in der That auch zu je zweien gleichsinnig, wie es unser 
Sntz (1.) behauptet. Da unscre Überlegung zugleich zoigt, dals es noch 
iiiidere Achsenkreuze der verlangten Eigenschaft nicht geben kami, so 
is t  hierniit der Heweis des J'ohlkcschcn Satzes vollstiindig geführt. 

Einen eiitschiedenen Vorzug gegenüber allen anderen Beweisen dieses 
S&es glaiiben wir dem unsrigen deswegen zuerkennen zu dürfen, weil 
mit deru Beweise zugleich die Konstruktion der Achsenkreuze Haiid in 
IIand geht und unsere 'C'berlegungen sich allein solcher Hülfsniittel 
bcdieuen, welche siçh auf die verwandten Eigenschaften der orthogonalen 
Arionometrie und Kavalierperspektire stützen. Besonders wenn an die 
Vorlesuiig über Axonomctrie sich Leichenübungen anschlierfien, ist es 
aulserst erwünsçht, bei der sich darbietenden Aufgabe, die Pigur der 
Tafel zu zeichnen, Gelegenheit zn haben, mit dem einzelnen Schiiler 
die ihm etwa entgegentretenden Schwierigkeiten besprechen zu konnen. 
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Kleinere Mitteilungen 

Kleinere Mitteilungen. 

Preisaufgaben für 1904. 

Acadhmie  R o y a l e  d e  Belgique. 1. Faire l'exposé des recherches 
sur les phénomènes critiques en Physique. Compléter nos connaissances 
sur cette question par des recherches nouvelles. - Preis 600 Frs. 

2. On demande des recherches nouvelles sur la viscosité des liquides. - 
Preis 600 Frs. 

3. On demande de nouvelles recherches sur Li cunduclibilit~ calorifique 
des liquides et  des dissolutions. - Preis 6 0 0  Frs. 

4. Faire l'historique et l a  critique des exphriences sur l'induction uni- 
polaire de W e b e r ,  e t  élucider, au moyen de ~iouvelles expériences, les lois 
e t  l'interprktation de ce fait physique. - Preis 8 0 0  Prs. 

Die Arbeiten konnen franz6sisch oder fliimisch a b g e f d t  sein. Sie 
müssen vor dem 1. August 1 9 0 4  an den standigen Sekretar (à 11. le  
Secrétaire perpetuel, au  Palais dcs Académies, Bruxelles) eingesandt wcrden. 

A c a d é m i e  d e s  Sciences d e  Paris .  Prix Vaillant (4000 Frs.): 
Déterminer et étudier tous les déplacemeuts d'une figure invariable dans 
lesquels les divers points de la  figure décrivent des courbes sphériques. 
Die Manuskripte sind ohne Verfassernamen und mit Kennwort versehen vor 
dem 1. Oktober 1 9 0 4  einzusenden. 

Preisaufgabe für 1905. 

Acad6mie  d e s  Sciencerr d e  Paris.  prix Damoiseau (2000 Frs.): 
Il existe une dizaine de comhtes dont l'orbite pendant l a  pkriode de visi- 
bilité s'est montré de nature hyperbolique. Rechercher, en remontant dans 
le prassé et  tenant compte des pertubations des s'il en était ainsi 
a w n t  l'arrivée de ces comètes dans le système solaire. Frist: 1. Jun i  1905 .  

Rechenmaschine ,,Millionarfi. 
Wir  haben in dieser Zeitschrift Band 46 (1901)~ S. 255 cinc Anfragc, 

die gegenwartig als einzige im Handel befindliche wirkliche Jhltiplikations- 
maschine') von O t t  o S t ei g e r  betreffend, heantwortet und konnen heute 

1) Die etwas Zltere, schon auf deliselben Gedariken beruhende M~lt i~~likat ions-  
maschine von L é o n  Bol l6e  (vergl. Nncyklopiidie der mathematischen Wissen- 
schaften Bd. 1, S. 970-974), welche im Conservatoire des Arts et Mdtiers in 
l'aris zu sehen ist und sich 1900 auf der Weltausstellung zu Paris befand. wird 
wegen ihres hohcn Prcisi!s (2500 Frs.) nicht mahr hergedellt. Die neiie Multipli- 
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mittcilcn, daB der Fabrikant, Ingcnieur H a n s  W. E g l i  in Ziirich II, den 
Vertrieb der Xaschine wieder selbst in  die Hand genommen ha t ,  wodurüh 
der Preis, der bis auf 1 2 0 0  Mlr. gesteigert worden war, erfreulicherweise 
auf 1 0 0 0  Mk. gesunken kt. Der von dem scit,berigen Vertreter der 
hlaschine ihr beigelegte Handelsname ,,?ilillionlir" ist  beibehalteu worden. 

Auskünfte. 
J. B., B. Auch auf dem Gehiete der Rechenmaschinen hat  die Sueht um 

sich gegriffen, mtiglichst fremdartig klingende, zur Sache in keiner Beziehung 
stehende Handelsna,men zu erfinden. H i n k r  ,,blonopolu-Simplex hexw. -Duplex 
verbirgt sich K ü t  t n e r  s Rechenmaschine, die bekanntlich zu den besten ,,sr- 
weiterten Additionsrriaschinenu (vergl. Encyklopadie der mathem. Wiss. Band 1, 
S. 970) gehiirt, und zwar bezeichnct, ,,Duplexu die Maschine mit der sehi- 
nützlichen Zehnerühertragung im Quoticnten (Preis bpi Gstelligem hlultipli- 
kanden, 7stelligem Quotienten, 12stelligem Produkt 650 Mk., mit 8 X 9 X 16 
Stellen 750  Nk.). Hersteller: Iiontrollkassen- und Rechenmaschinenfa,hrik 
, ,?rZ~no~ol '~,  Aktiengesellschaft, Dresderi; Vertreter: P a u 1  E a  us e n b e r  g,  
Dresden-A., NürnbergerstraBe 46. Die gleiche Gesellschaft stellt die 
Additionsmaschine mit Postcn- und Surnmendi~ick von H e i n i t z ,  die dcutsclie 
Mitbernerberin der amerikanisclien selbstschreibenden Additionsrriaschine von 
B u r r o u g h  (vergl. Encyklopadie Band 1, S. 963  und 964), jetzt auch mit 
elektrisçhern Anlriebe hcr; Preis für Gleichstrom 1 3 0 0  3111. 

Bücherschau. 

Klein, A n w e n d u n g e n  d e r  Di f fe ren t ia l rechnung  u n d  Integral-  
r e c h n u n g  auf G e o m e t r i e ,  e i n e  Revis ion  d e r  Prinzipien.  Vor- 
lesung gehaltcn im Sommersemester 1901.  Ausgearbeitet von Conrad 
Müller. B. G. Teubner, Leipzig 1902. 

Der Verfasser stellt in den Vordergriind seincr Retrac:ht,iing den Oegen- 
satz zwischen der Mathematik, wie sie iiei allen ins Eineelue gehenden 
Anwendungen, welche die Wirkliçhkeit darstellen, zur Geltung kommt und 
derjenigen, die allein mit den bcgrifflichen hbstraktionen arbcitct. 

Auf der ersteu Stufe der matheniatischen Erkenntnis maclit sich dieser 
Unterschied noch nicht geltend. Der Lchrer der Nathematik wird nicht 
damit anfangen, seinen Schülcrn auscjnanderzusetzcn, daîs eine gerade Linic, 

kationamaschine von Prof. S c l l i n g  ist noch nicht in den IIandel gekommen. Auf 
Anfrage k i l t  unfi ihr Erfinder mi t ,  da8 die Ai i~ l~gung  eines neiicn Patentes vom 
8. Januar d. J. nahe bevorsteht, da8 seine Masehine viel mehr lciste (auch die auto- 
matische Kopierung aller eingeführten und sich ergebenden Zalilenj und dank ihrer 
vollstiindig neuen Zehnerüliertragung viel leichter, genauer und billiger herzustellen 
sci, a h  ~ l l c  hisherigcn. 
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eine Kugel, eine Ebene in Wirklichkeit nicht vorkommen, sondern dafs es 
nur Abstraktionen seien, zweckniiirsig gebildet, um Lehrsiitze einfaçh aus- 
ziisprer,hen. E r  wird die Schüler zuni,chst in dem Glaiitwn la,ssen, d a k  die 
inat,hematischen BegTiffe sich mit der Mrirkliohkeit decken. Auf einer 
hoheren Stufe dagegen m d s  die Aussprache erfolgen und erfolgt von selbst, 
menn die Schiiler ihrc Kenntnisw anwenden lernen, um die Wirklichkeit 
bis ins Detail hinein zu verfolgen. Wenn man eine Lange oder eine Zeit 
oder die Intensitat einer Eigenschaft rnilst, so merkt man alsbald, daîs das 
Resultat einer brauchbaren Xessung nicht eine Zahl ist, sondern ein Intei-rall 
zweier Zahlen, zwischen denen die gemessene Groîse liegt. Infolge davon 
ist die Ahhsngigkeit von zwci verSnderlichen mefsha,rcn Crroîsen nicht eine 
E'unktiori, sondern ein Funktionssireifen. Die Erkerirhis,  daïs jede Beobach- 
tung mit einem Fehler behaftet ist, ja, dafs ohne Abschlttzung der Genauig- 
kcit das Itesultat der Reobachtung jcden Wert  verliert, ist kcineswegs 
schon so alt. J o r d a n  giebt den arnüsanten Ausdruck einer alten Verord- 
niing a n ,  die den Feldmesser verpflichtet, ,,bei seinem Eide ganz gena.iiLL 
zu &essen. Erst das neunzehnte Jahrhundert ha t  über dies; 1)inge all- 
gemeine Aufkliirung gebracht. Zugleich aber ha t  die immer weiter gehendc 
Spezialisierung im Laufe des neiinzchnten Jahrhunderts dahin geführt, dals 
die Matlicmatiker im enceren Sinne sich irnrner mehr auf das Gebiet zurück- 
gezogen haben, wo nur  mit den absti-akten Regiiffen operiert, und niçht ins 
empirische Detail gegangen wird ( K l e i n  nennt das ,,die Pr:izisionsmathe- 
matik"), wahrend die ,,Approximationsinathematik" den Astronomen, Geodiit,en, 
Ingenici~ren, Pliysikern u. S. W. inehr und mehr iiberlassen wurde. 

Diese Trennung ist xu bedaueru und zwar von beiden Seiten. Denn 
den Mathematikern im engeren Sinne geht dadurch vielfache A n r e p n g  
verloren, die uns die Probleme der MTirklichkeit bieten, und die ausübenden 
Matheinatiker müssen auf die Hilfe al1 dieser gesohulten Kriifte verzichten. 

K l e i n  intkhte hier vermittelnd wirken und diese Vorlesung ist, ein 
Reitrag dam.  Irri Rinblick aiif die Anwendurigen werden die Grundbegriffe 
der Differential- und Tntlegralrechnung besprochen, glcich lesenswert fur den 
reinen sowohl wie fü r  den ausübenden Nathematiker. Was ist unter einer 
empirisehen Kurve zu verstehen? Inwiefern konnen mir sie als differentiier- 
bar ansehcn? Wic werden empirische Funktioncn geniihert da,rgestellt? 
Das sind Fragen der Approximationsmathematik. wie ist  der Begriff einer 
Knrve zu fassen vom priizisionstheoretischen Standpunkt aus? Welche 
Vorsicht hier n6tig ist, zeigt der Verfasser sçhlagend an dem Beispiel von 
Peano, wo die rechtwinkligen Koordinaten x und y zwei stetigen Functionen 
von t gleich gesetzt werdcn x = y ( t )  tj = q~ ( t ) .  Die Gi-6îse t diirchlauft, 
die Werte von O bis 1 und die ,,Kurve6' x ,  y füllt dabei die Fliiche eines 
Qiiadra,tes vollkommen aus, derart, d d s  jeder Punkt  des Quadrats mindestens 
einerri eutsprechenden Werte von t augehort. 

Die dusarbeitung hat  etwas von der Frische des gesprochenen Wortes. 
Offenbar ist  moglichst der Wortlaut getreu wiedergegeben. Freiliüh laufen 
nun aiich Flüchtigkeiten mit unter, die der Rede eher verziehen werden 
als der X'iederschrift. 

Auf S. 124,  Z. 13  ist der Fehler der Gimpsonschen Regel falsçh an- 
gegehen, es rniifste f 4 ( 6 )  stat t  fyk) heiIsen. Der Satz auf S. 332:  ,,In 
der Nihe des gefihrlicheu Kreises wird durch kleine Ungenauigkeiten dur 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



408 Bücherecheu. 

Jlessung die theorctische Lage des Punktes aukerordentlich stark be- 
einfluîstLL ist nicht richtig. Es ist gerade dus Feine der Jordanschen 
Untersuchung, dafs sie diese Behauptung widerlegt, die eine oberflachliche 
iheoretische Betrachtung zu ergeben scheint (den Pmktiker klopft schon 
die Erfahrung auf die Finger). Dabei ist  die J o r d a n s c h e  Figur auf 
S. 3 3 3 a  abgedruckt, auf der man sich überzeugen kann ,  d a k  in der h'iihe 
jedes der drei Zielpunkte Gebiete sind, wo die Genauigkeit sehr grols wird, 
obgleich man dem gefahrlichen Kreise sehr nahe ist. 

T)as Reispiel aiif S. 3 3 1  ist nicht gut gewiihlt. n e n n  ein Seemann 
wird i n  solchein Fa11 die Lage seines SchifFes durch Iiompafspeilungen be- 
stimmen, was schneller geht und nur  zwei bekannte Zielpunkte voraussetzt, 
g a m  abgesehn davon, dars maln nicht leicht einen Ort auf der Erde findet, 
vcin dem man gleichzeitig drei Leuchtürme sieht. Beim Feldmessen auf 
dem Lande dagegen ist d i e  Kompaîspeilung irn allgemeinen nicht genaii 
geniig, und es miiîs dia P o t  h e n  otische Restimmung angewendet werden. 

Aber diese kleinen Xikeleien sollen gegen das Buch im ganzeri genoumen 
nichts sagen, dessen Studium uns vie1 Belehrung und G e n d s  gebracht hat. 

Hannover - Kirchrode. C. R ~ J ~ E .  

lioreiiz, H., Dynamik d e r  K u r b e l g e t r i e b e  m i t  b e s o n d e r e r  Berüek- 
s i c h t i g u n g  d e r  Schiffsmaschinen.  Leipzig bei B. G. Teuliner. 1901. 

Das Problem der ,,MassendrückeL' im Nechanismus niit hin- und her- 
gehcnden Tcilen ha t  seit dem Jahre 1 8 7 0  durch den Ein5ufs R a d i n g e r s  
ein besonderes Interesse in  den Kreisen der Maschinen-Ingenieure erhalten. 
Eigentlich war dieses Problem i n  gewissem Umfange schon in den dreifsiger 
Jahrcn des vorigcn Jahrhunderts durch die Franzosen N a v i e r ,  C o r i o l i s  und 
P o n c e l e t  ziemlich ausführlich behandelt. Aber die Ingenieure hatten diese 
Resultate in der langen Zwischenperiode fast vollstandig vernachliissigt und 
bei der Bestimmung des Ungleichf6rmigkeitsgrades nur  noch die Massen der 
rotierenden Teile berücksichtigt. Der Einfluls der oscillierenden 'ilassen auf 
das Fundament war allerdings bei Lokomotiven ( R e  d t e n h a c h e r  , Y v O n 
V i l l a r  c e a u )  wiederholt Gegenstand theoretisüher Untersuchungen, wurde 
jedoch für stehende Naschinen wenig beachtet. 

Der Verfasscr der vorliegenden Monographie ha t  mit groîser Sach- 
kenntnis dieses Gebiet der Masühinenmechanik behandelt. 

Tm ersten Kapitel entwickelt er die Grundlagen aus der tlieoretischen 
Mechanik. indem er eine Massenkincmatik der Knrbelmechanismm syste- 
matisch aufbaut. Hier findet namentlich das &iassenausg~eicliurigsProblem 
mehrkurbeliger Maschinen eine ausführliche Darstellung, indem der Ver- 
fasscr seine eigenen TTntcrsuchungen methodisch ausgoarbeitet dem Lescr 
vorführt. Bals die S c h l i c k - S  c h u b  er tsche Losung des husgleichungs- 
problems eine ihrer Bedeutung entsprechende Darlegung erfahren hat, 
braucht hicr kaum crwlihnt s u  werden, da schon der Tite1 des Buches 
darauf hinweist. 

F ü r  den Ingenieur wird es besonders interessant sain, zu sehen, dds 
die Msssenverteilung in einem einzelnen Gliede des Mechanismus, wie dies 
auch gestaltet sein mag, nur insofern die kinetischen Ansatzgleichungen 
beeinfluîst, als die Schwerpunktslage und das Tragheitsmoment in Be- 
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tracht konimt. Die hiiiifig -vvillkürlichen Verlegungen der Nassen zum 
Zwecke einer Vereinfachung der theoretischen Behandlung sollte man also 
durchaus vermeiden. Die eigentliche Schwierigkeit licgt auch thatsachlich, 
wie namentlich die Paragraphen 8 und 9 des Lorenzschen Buches zeigen, 
welche sich mit dem Ralanciergetriehe heschiiftigen, nieht in  der strengen 
Berücksichtigung der gegebenen Masseuverteilurig, sondern in der Bewaltigung 
der geoinetiischen Konnexbedingungen, die die Eigenart des Nechanismus 
charakterisieren. Kier müssen mehrere Hilfswinkel aus triponometrischen 
Gleichungen eliminiert werden, da der gnnze Bewegungsvorgang einer 
xwangliiufigen Mechanik doch nur  von einer variablen GrXse abhangen 
kann. Der Verfasser sieht sieh genotigt, bei diesem Eliminationsgeschaft 
Abkürzung durch Benutzung binomischer Reihenrntwicklungen und nach- 
triigliche Einführung spezieller Makverhaltnissc ein handliches Resultat zu 
erreichen. Dem Referenteu erscheint die alte Methode von P o n c e l e t  (An- 
wendung der Mechanik auf %Iaschinen, deutseh von S c h n u s e ,  Bd. i) all- 
gemeiner und einer ilusgestaltung fdhig, welche allen praktischen An- 
forderungen genügt. 

- 

Das zweito Kapitel der vorliegenden Monographie behandelt die Kinetik 
der Rurbelgetriebe irn Anschluls a n  das l'rimip der lebendigen Krafte, also 
inshesondere das treibende und widerstehendc Kraft>feld den Verlauf der 
Winkelgeschwindigkeit und die davon abhangjgen Schwankungen im Ureh- 
moment mehrkurbeliger Maschinen, insofern die Glieder derselben als starr 
vorausgesetzt sind. 

Die beiden letzteu Paragraphen bringen die Untersuchungen des Ver- 
fassers über den Rinfluk eelastischer Formiinderungen auf die Rewegung der 
Welle. Hier ist es nun schwer, die Abhangigkeit der Fehlergrenzen des 
Resultates von den Voraussetzungen festzustellen. welche zn der Differential- .. 
gleiohung der Torsionsschwingungcn und den spczicllcn Grenzbedingungcn 
geführt hahen. Der gegenwiirtige Zustand der Analysis und der Elastizitiits- 
theorie ermoglicht eine mathematische Durchfiihning des Prohlems unter 
allgemeineren Voraussetzungen und namentlich ein Eingehen auf die Stabilitiits- 
fi-age mehrfach gelagerter Wellen mit Berücksichtigung der Biegungs- 
schwingungen. Eine solche Untersuchung würde nicht allein eine exakte 
Prüfung der i n  dem vorliegenden Werke gewonnenen Resultate ermoglichen, 
sondern ailch vorai~ssichtlich die Reohachtungsmethoden in heheff des 
Schwirigungszustandes langer Wellen i n  r n ~ ~ l i d i s t  siçhere Bahnen lenken. 

Zum Schlufs sei das Werk cbensowohl den Mathematikern. welche sich 
über die behandelton technischen Problcme sachlich zu orientierén wünschen, 
als auch den Ingenieuren empfohlen, für die es allerdings in erster Linic 
geschriebcn ist. 

Karlsruhe i. 13. ppppp . IIEUN. 

Schubert, H.,  Theor ie  d e s  Sch l ickschen  Massenausgleiches b e i  
m e h r k u r b o l i g e n  Dampfmuschinen .  Leipzig bei G. J. Goschen. 1901.  

Tnsofern man die mehrcylindrige Darnpfmaschinc als einen Mechanismus 
von einem Grad der Freiheit Ir~etrachtet, der an versrhiedenen Stellen ge- 
stütxt ist  und unter dem Einfluîs eines hestimmten Kraftfeldes steht, kaun 
man die Frage aufwrrfen, welche Reaktionen da-, stutzende System von 
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seiten der beweglichen Teile erleidet. Bei einer stehenden Maschine murs 
das feste Fundament geeignet sein, diese Kriifte dauernd ohne Storung 
spines Zilsammenhanges aufiunehrnen, bei einem Fahrzeug dagegen wird 
dieses d b b t  in seinem Bewegungszustande in gesetzrniirsiger Weise beein- 
flulst. Disher ha t  man immer die ziemlich willkiirliche Voraussetzung ge- 
macht, d a h  das den Nechanismus stützende System als ein starrer Korper 
angesehen werden konne. Nach dcm Ansatze, welcher dem dJAlember t schen  
Prinzip zu Grunde liegt, ha t  man unter dieser Annahme nur  die Resultante 
und  das Grsamtmoinent aller ~erlorenen Elemrntarkrafte zu b i ld~n ,  um die 
Ueanspruchung der Unterlage vollstindig zu kennen. Diese beiden Vektoren 
resn. ihre sechs Komnoneuten lassen sich also unmittelbar als Maîs der 
l3eanspixchung der ganzcn Stiitzung ansehen, und man hat  auf diese 
Weise einen bestimmten Ausgangspunkt gewonnen, um weitere Frage- 
st,elliingen anzuknüpfen. Zunachst ha t  man das Problem vorn Standpunkt 
der Ma,ssenkinemat,ik ails betrachtet nnd die Bedingiingen aiifgestellt, unter 
denen die von deri Massen der bewegten Teile herrührenden Reaktionen mog- 
lichst klein werden. Würde ein Mechanismus in einem Kraftfolde stchen, 
dcssen Verlaid kcinerlei Gesetzmaîsigkeit erkennen lieîse, dann wiire die kine- 
~riatische Frage nach einer rri6glichst vorteilhaften Massenausgleichung in 
der Tha t  das einzige, was man in der Erfassung der beiden Reaktions- 
vcktorcn (Resultante und Momcnt) für die Stützkrafte leisten kfinnte, denn 
der dynamische Bestandteil dieser Grvîsen entzoge sich jeglicher theoretisctier 
Behandlung. Anders, wenn das Iiraftfeld ein mathematisch faîsbares, wie 
naincntlich bei dem stationgren Gang eincs Fahrzeuges, ist. Hier tritt  
neben das Problem des ~ ~ a s s e n a u s g ~ i c h e s  ein a n d e r e s  durchaus kineto- 
statisches, niimlich die Frage, wie man ein Minimum der Ungleichmalsigkcit 
i n  den Kompouenten der 1Zeaktionsvekturen oder eventuell nnbedingte 
Rlinimalwerte derselben erreichen kann. Man sioht auch sofort ein. dak  im 
dlgemeinen dieses kinetische Reanspriichi~ng~prohlein gar nicht die Aus- 
gleichuug der ?ilassenwirkungeri als solche verlaugt, ja niclit einmal gestattet, 
weil in  den meisten Fallen eine technische Einwirkiing aiif den Verlauf des 
totalen Kraftfeldes (d. h. mit Einschlids der widerstehenden Krlifte) - so- 
weit er nicht unmittelbare Folge der Phasend3ereuxen der einzelnen 
Kurbelbewepngen ist - kaum moglich ist. 

Schwioriger gestaltet sich das kinetostatische Beanspnichiingsproblem, 
sobald man die Voraussetzung der vtilligcn Starrheit des stützenden Sgstems 
faIllen Iarst u n d  die elastischen Verhiiltnissc desselben mit in Betracht zieht. 
Jetzt muk  man die Reaktion joder Stütze einzeln feststellen, um das 
Kriiftesystem kennen zu lerncn, welches neben den Grenzbedingungen die 
Dcformd;ioncn der TTntcrlage bcstimrnt. Die sachgem!iîse Durchführimg 
dieser Untersuchuug wird - narrientlich bei rtw aiger weiterer Steigerung 
der Kolbengeschwindigkeit - nicht nur eine wesentliche Bereicherung der 
theoretischen Maschinenlehre darstellen, sondern auch auf manche jetzt noch der 
Polemik unterliegcnde Fragen des Dampfrnaschincnbaues das wünschensmerte 
Tlicht wei-fen und inshpmondsre den V~.rsiiclismrthoden einen sicheren Weg bauen. 

Ilie vorliegende Monogral~hie beschaftigt sich mit dem kinematisclien 
Problein des M a s ~ e n a u s ~ ~ c i c h e s  unter der -~orausse tzung  einer einfachen 
starren Tlnterlage, dessen St,elliing in der nllpwzeinen Theorie der Fundament- 
reaktionen wir obeu charakterisiei-t haben. Seit den ausl"iuhr1ichen Uuter- 
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suchungen Y v o n  V i l l a r c e a u s  über die Stabilitat der Lokomotiven (Paris 
1852) sind die Redingungsgleichungen des Ma ssenaiisgleichw a n  mehrkiirbcligen 
Xaschinen in allgerneinstev Forru bekannt, sm erhielten aber erst im Anschlds 
an das 0. Schl icksche  Vcrfahren ejne eingehende und zweckentsprechende 
besondere Bcarbeitung durch den Verfasscr gcgcnwiirtiger Schrift, deren 
wesentlicher Inhalt daher auch durch diese Bcstrebungen gekennzeichnet ist. 

Nach einer elemeutaren ~ e ~ r i i r i d u n ~  der acht Bedingungsgleichungen, 
welche den Vernachlassigungen der zweiten und hoheren Potenzen der Ver- 
haltnisse von Kurbclarm zur Liingc der Schubstange cntspreohen, behandelt 
der Verfasser zunachst die S c  hl icksche Ausgleichung. Diese fllhrt zum 
Verschwinden der vertikalen Result,ante der Tr%gheitskrafte (stehende 
Maschine) und des von ihnen berührenden Momentes unter der Voraus- 
setzung unendlich langer Schubstangen bei vier Kurbeln. 

In einem weiteren Abschnitte werden die Bedingungen des vei-tikalen 
Massenausgleiches bei Berücksichtigung der ersten Potenz des Schubstangen- 
verhdtnisses untersucht, was zu ausgedehnten trigonometrischcn Retrachtiingen 
veranlafst. 

Die Erfüllung von sechs Bedingungen, welche das Verschwinden der 
Glicdcr erster und zweitcr Ordnung der vertikalen Massenwirkung und der 
Glieder erster Ordnung des entsprechenden Momentes darstcllen, bezeichnet 
der Verfasser als verbesserte S c h  1 i cksche Ausgleichung und kommt bei der 
eingehenden Verfolgung dieses Falles zu einem recht interessanten Hesultate. 

Die Erfüllung aller acht Bedingungsgleichungen endlich (die ,,vollige 
Ausgloichung") bildet den Schluîs der Untersuchung. Sie ist bei vier 
Kurbeln unmoglich, wie nachgewiesen wird, und auch bei fünf Kurbeln 
nicht erreichbar, wenn keine Kurbel ciner anderen parallel sein darf. 

Gerade die Beschrankung, welche sich der Verfasser vorliegender Schrift 
auferlegt ha t ,  indem er die elementar-mathematische Diskussion der acht 
Gmndgleichungen als gesondertcs und in sich abgeschlossenes Thema mit 
anerkennenswerter Gründlichkeit behandelt, macht dieselbe zu einer ent- 
schiedeu wertvollen Bereicherung der technischen Litteratur und bietet auch 
gleichzeitig dem Xathematiker die Mtiglichkeit, eiu zwar prinzipiell einfaches, 
aber in  seinor expliziten Ausgestaltung doch recht urnfangreichas Gebiet 
der Forschung mühelos zu übersehen. 

Karlsruhe i. B. 

Rach, C., Die  Maschinene lcmcntc ,  ihre B e r e c h n u n g  u n d  K o n s t r u k t i o n  
mit R ü c k s i c h t  auf d i e  n e u e r e n  Versuche .  Bd. 1 Text, Dd. 2 Tafeln 
und Tabellen. 8. Aiifl. Stuttgart bei A. Uergstraher. 1901 .  

Die seit langen Jahren von dem Verfasser vcrfolgten Bestrebungen, 
sowie Inhalt und Stoffanordnung des vorliegenden Werkes sind so weit und 
breit bekannt, d d s  es nicht erforderlich ersclleiut, hier auf iCinzelheiten des 
Textes einzugehen. Andererseits mag es vielleicht nicht übedüssig sein, 
einige Bemerkungen über die allgemcine Stellung des Buches zu den theo- 
retischen Hilfswissensçhaften des Technikers anzufügen, namentlich mit 
Rücksicht aiif die eigenartige Rehandliing der mannigfachen Qebiete der 
teclmischen Yorschungeu, die in ihrer Gesamteinheit uuter der Bezeichnung 
,,Maschinenelemente" nicht nur cinen wichtigen Lehrgegenstand der Studierenden 
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unserer Hochschulen, sondern auch für don im praktischen Leben stehenden 
Slaschincnbauer oine wohlgeordnetc Schatzkammor darstellen. 

Der Formenreichtum und die vielfiltigen F'unktionen der einzelneu 
Maschinenteile machen eine anatoinische Beschreibung sowie eine moglichst 
priignanto Charakterisierung ihrcs physikalischcn und mechanischen Vcr- 
haltens in dem Betriebszustaude der ganzeu Naschine notwendig. Den Blick 
auf dcn einzelnen - aus seinem natirlichen Zusarnmenhange losgelosten - 
Teil gerichtct, sucht, der Konst,rukteur i n  eincm golrissen Stadium seincr 
Thiitigkeit eine moglichst zweckdienliche Wahl  zu treffen, indem er Gestalt, 
Naterial, Festigkeit (mit besonderer Bücksicht auf maximale Beanspr~chun~en) ,  
Abnützung , Lagerungsverhtiltnisse, bequome Bedienung und Kosten in Be- 
tracht xieht und diese mannigfachen Faktoren in ihren Werten gegen- 
einander abwagt. Für die Entscheidung dieser Sonderfragen sind die 
,,Maschinenelemente" - wcnn auch nicht notwendig in der Form eines systc- 
matischen Buches - sein Ratgeber. Nachdem so ein vollstandiges Projekt 
entworfen ist, treten Fragen auf, die prinzipiell auf jenem anatomischen 
Wege nicht erledigt werden konuen. Gerade der moderne Wwhinenbau 
mit seinem Streben nach groher Geschwindigkeit bei moglichst okonomischer 
Verwendung des Xaterials hat zur Berücksichtigung mannigfacher kineto- 
siatisüher Probleme hingeführt und ist damit auf eiu technisch-wissensçhaft- 
liches Pr'iveau gelangt, für welches die ,,MaschinenelementeL' nach wie vor 
die unbedingt erforderliche Vorstufe hilden, aber nicht mehr alle not- 
wendigen Hilfsmittel liefem. 

Das Y. Eachsche Werk tragt - allerdings in dein Rahmen seiner 
nachsteu Hestimmiing - diesen weitergeheuden Anforderungen Rechnung, 
inderu im sechsten Abschnitte das Wichtigste aus der Massenkiriernntik des 
Kwbelaetriebes. der Kinetik und Kinetostatik der eincvlindrischen Damuf- 
maschiie dem ' l ese r  und Benützer gebotcn wird.  eh in dcm ~ a ~ i h  
über Absperrvorrichtuugen ist auf die Bedeutung der kinetischeu Vorginge 
und die einschlagliche Litteratur mit der groîsten Sorgfalt hingewiesen. 

Für eine sichere und vollstiindige Ermittelung der Kriifteübertragung 
in einem bestimmten Querschnitte eines einzelnen bewegten Xaschinenteiles 
~ i n d  Ansiitze erforderlich, in denen der kinematischc "nd dynamisohe Zu- 
sarrirnenliang mit allen anderen in Bewegung begriffenen Teilen euru Aus- 
druck gebracht wird. Dasselbe gilt für die Lagerreaktionen. Eine voll- 
stiindige Durchfühning dcrartiger Probleme l a k t  sich jedoch nicht mit den 
in deri ,,RlaschineuelementeuLL gebriuchlichen anatouiischen Methoderi, souder~i 
nur durch Anwendung der systema.tischen Xechanik erreiçhen. 

Karlsruhe i. B. HEUN. 

Haiifsiier, Dr. Robert, Darsteiiende Geometrie. Erster Teil: Elemente 
und ebenflichige Gebilde. 1 9 2  S. Leipzig 1902.  (Sammlung Goschen.) 

Das Rüchlein hehandelt in  vier Abschnitten die Parallelprojektion 
eberier Gebilde und die Affinitat, die schiefe Parallelprojektion raumliçher 
Gebilde, die Darstellung von Punkt ,  Gerade und Ebene in senkrechter 
Projoktion auf zwei LU cinander scnkrechten Ebenen und die Darstellung 
ebenfliichiger Gebilde bis zur Durchdringung zweier Vielflache. Es ist klar 
und ansprechend geschrieben und kann deshalb namentlich Anfangern, be- 
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sonders auch zum Selhststiidiiim empfohlen werden. Allerdings hediirfen 
.einige Nachliissigkeiten bei einer Neuauflage der Verbesserung; wir erwshneri 
nu r  kurz die i n  Fig.  43' gelCist,e Aufgabe, die ungenaue Fassung des Satzes 
auf S. 96, sowie die in Fig. 55 angedeutete Konstrulition. Dio Ausstattung 
mit  Figuren verdient mit Bücksiçht auf den billigen I'reis (geb. 80 Pfg.) 
besondere Anerkeniiiing. Vielleicht dürfte es sich empfehlen, an solchen 
Stellen, wo zu eintr Aufgabe zwei Figuren - in senkrechter und in schierer 
Projektiou - gehoren, fü r  beide Figuren in Zukunf t  genau dieselben Daten 

Draunschweig. R. MÜLLEK. 

Arithinetià und Analysis. 

1. CZUBER, EH., Probabilitks e t  Moyennes g6om6triques. Traduit de l'allemand 
par H. Schuermans. Gr. i ~ - 8 ~ .  Paris 1902, Hermann. Frs. 8 .50. 

2. CZUBER, E M ~ U E I . ,  Wahrscheinlichkeitsrechnung u. ihre Anwendung auf Behler- 
ausgleichung, Statistik u. Lebensversicherung. 2. Hiilfte. Leipzig, Teubner. 

M. 12. (Vollatindig geb. M. 24.) 
3. GOEDSEELB, P. J. E., ThEorie dea erreurs d'obaervation. Gr. in-ô0 avec fig. 

Louvain, Peeters. Cart. Frs. 8.50 .  
4. HALL, H. S., A short introduction to graphical rtlgebra. 12 mo. London 1902, 

Macmillan. 6 d. 
5. LIPPS, OOTTL. FRIEDH., Die Theorie dei Kollektivgegenst%nde. (Sonderabdruck 

a m :  Wundt ,  Philoeophiache Studien, Hd. XYII.) 8". IV u. 217 S. Leipzig 
1902, Engelmann. 31. 3. 

S. auch Nr. 7, 45. 

6. BIICHHOLZ, HUGO, Die Gyldénsche horistische Integrationsmethode des Problems 
der drei Kbrpcr und ihrc Konvergena. (Nove Acta Bd. 81, Nr. 8 . )  Halle. 

7. BOCCAKDI, J., Guide du calculateur. Astronomie, G&odésie, Navigation. 2 vol. 
gr. in 8". Paris 1902, Hermann. 

Ire  partie: Règles pour les calcula en général. Fra. 4. 
20 partie: Règles pour les calculs spéciaux. Fra. 12. 

8. Dimsss~,  ALOIS, Formeln zur christlichen Zeit- u. Pestrechnung. 8O. 24 S. 
Feldkirch, Unterberger. 

9. G~SSYELDT,  PAUL, Gnindzüge der sstronomisch-geographischen Ortsbestimmung 
auf Forschungsrcisen und die Entwicklung der hicrfiir mafigebenden mathe- 
matisch-geometrischen Regriffe. Braunachweig, Vieweg & Sohn. 

M. 10; geb. M. l e .  
10. HAYN, FRIEDRICH, Selenographische Koordinaten. (Abh. Kgl. sachs. Ges. Wise. 

Bd. XXVI1, No. IX). Leipxig 1902, Seubner. M. 2. 
I l .  H A V I N ~ A ,  E. ,  Onze ~terrenherriel en het riemeri van nachtelijke observaties. 

Met 2 grootc sterrenkaarten en 4 figuren in den tekst. post Sn, 102 blz. 
Amsterdam 1902, Stemler. F1. 3. 

1) Wo des Erschcinungsjahr fchlt, kt 1103 zu ergIinzen 
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12. MOULTON~ F. Hi., An introduction to Celeutial Mechanica. 8v0, p p  400. London, 
Macmillan. 14 a. 

Dnrstelleiiùe Geonietrie. 

13. EQGEFIS, WILH., Lehrbuch der Schattenkonstruktion. 4 O I  VI u. 42 S. m. 24 F i g  
II. 21 Taf. Leipzig, Seemann & Co. geb. M. 3. 

14. VEE~LLTS, J., Beschrijvende meetkunde. 1. Ge dmk.  Amsterdam, Veraluys. 
F1. 1 . 6 0 .  

15. T ~ ~ ~ ~ ~ ~ ,  KARL, Lehrbuch der dlirstellenden Geometrie. Hannover 1902, Ge- 
brüder Janocke. M. 5.60. 

aescliichte. 

16. BMUNXDHL, A. YON, Vorlesungen über Geschichte der Trigonometrie. 2. Teil- 
Von der Erfindiing der Logarithmen bis auf die Gegenwart. gr. 8", XI u. 
264 S. m. 39 Leipzig, Teubner. M. 10; in Leinw. geb. M. 11. 

17. KONIGSBEKGEH, LEU,  Hermann von Helniholtz. 1. Ud. Mit drei Bildnisseu. 
gr.  8O, XII u. 375 S. Braunschweig, Vieweg & Sohn. 

geb. in Leinwand M. 10, in Hlbfrz. JI. 12. 
18.  KOSACK, EYIL, Heinrich Daniel Riihmkorff, ein deutscher Erfinder. Ein Lebena- 

bild zu seineni 100. Geburtstage. Hrsg. vom IIannoverschen Elektrotechniker- 
Verein. gr. SU, 36 S. m. Abb. u. 1 Bildnis. Hannover, Hahn. M. 1 . 2 0 .  

19. POGGENDOBFF'B tiiograptutlch-Literarisches HandwLkterbuch zur Geschichtu der 
exakten Wissenschaften. 4 .  Bd. Lfg. 4 u.  5. Leipzig 1902, Barth. M. 6. 
- Dasselhe, Lfg. 6 u. 7. Ebenda. RI. 6. 

Mechnnik. 

20. HECLLT, KARL, Lehrbuch der reinen und angewandten Mechanik für Maschinen- 
u. Rautechniker. Bd. 3. Die graphischen Methodm Ilresden, Kühtmann. 

M. 12. geb. M. 13. 
21. JANSSEN, A., Cours de mécanique rationelle à l'usage des ingénieurs et  des 

officiera. In-8" avec fig. Louvain, inipr. Polleunis e t  Ceuterick. Frs. 10. 
22. K i r n ~ ~ n ,  J., Ilie Berechnung der Kessel- und GefiBwandungen. 1. Teil. Auf- 

stellung der allgemeinen Gleichungen. Mit eincm Anhang: Welches Hindcrnis 
versperrt i n  der Knicktheorie den Weg zur riclitigen Erkenntnis!? gr. RD, 
52  S. m. G Fio. Leiazie 1903. Teubncr. Y. 1.60.  

L - 
13. P n ~ ~ o x ,  Euu.,-l3eitrag zur ~ e r e c h r i u i i ~  der Nebenepannungen infolge starrer 

Xnotenverbinduneen bei Brückentrieern. m. 5 Zusammenstelluneen v. Zeich- 
nungen, xum ~eYbrauche beim ~ n t w e r f e n  eiserner 13rücken. F O ~  ILI u. 62 S. 
m. Fig. Hannover 1902 (St. Petersburg, Richter). M 4. 

24. PULLEN, W. W. F., Mechanics, theoretical, applied and experimental. With 
318 illusts. and numerous example-i. Cr .  8 vo, pp. V1-381. London, Longmans. 

4 s. 6 d. 
25. S c n ~ m a ,  WILHI<:LM, uber  die Deformation von Hauten rhombischer Struktur 

nnter Einwirkiing von Umfangskriiften, die in der Ebene der Haut liegen. 
Dissertation (Miinchen). Keuwied u. Leipzig 1902, Heuser. 

86. S , i u a u ,  E.,  Geonietrie der Dynameu Die Zusammensetzung von Kraften uiid 
verwandte Gegenstande der Geometrie. gr.  SO, MI1 u. 603 S. m. 46 Fig. im 
Text u. 1 Tfl. Leipzig, Teubner. M. 21; geb. M. 23. 

27. ST~BLER,  EI:GEN, Bewcgung einer auf horizontaler Ebene rollenden Kugel, deren 
Rchwerpunkt im Mittelpunkt liegt. Diss. Tübingen. gr. Bo, 33 S. m. 2 Tai. 
Stuttgart 1903, Cnderlen. M. 1. 

28. VYKN, H. J .  TAN UEH, Graphische statiek. De berekening van balken, vakwerken 
en kapgebinten. Met 54 figuren. gr. 8", 8 en 127 blz. Amsterdam, Veen. 

Fr. 1 .90 .  
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29. Axai~surirs, SVANIIC Avuusr, Lehbuch der kosrniechen Physik. 2 Teile. Leipzig, 
Hirzel. M. 38; geb. Jl. 40. 

30. RJEKKNES, V., Vorlesungen iiber hydrodynamische Femkrzfte nach C. A. B,jerknes' 
Sheorie. Bd. L1. gr. 8O, XVI u.  316 S. m. 60 Fig. Leipzig 1902, Barth. 

M. 10; geb. M. 11.50. 
31. CLERKE, AGNES M., Problems of Astrophysics. Containing 81 illustr. K'oy. 8  vo, 

pp. 384. London, Rlack. 20 S. 
32. FKICKE, HERYASN, Über die elastischeri Eigenschaflen des Leclers. Diss. gr .  8O, 

69 S. m. 25 Fig. Gottingen 1902, Vandenhoeck & Ruprecht. N. 1 .10.  
33. HOFNANN, KARL, Die radioaktivcn Stoffe nach dem gegenwartigen Stande der 

wioseuschaftlichen Krkcnntnis. gr. 8", 54 S. Leipzig, Barth. il[. 1.60.  
34. H o n o v ~ ~ z ,  GEO., Über die W5rmeausnützung in der Gasmaschine. Diss. gr. 4", 

32 S. m. 21 Fig. Berlin 1902 (Gottingen, Vandenhoeck & Ruprecht). M. 2. 
35. KCNDT, AUGUST, TTorlcsungen über Experimentalphysik, hrsg. v. Karl Scheel. 

Mit dem Rildnis Kundts, 534 Abbildungen u. einer farbigen Spektraltafel. 
gr. 8",  XXIV u. 8-5 S. Braunschweig, Vieweg & Sohn. M. 15; geb. M. 17.50. 

36. NECMANN, C., Über die Maxwell-Hertzsche Theorie. 2. Abhandlung. (Ahh. 
kgl. slchs. Gesellsch. der Wise. >Tath.-phys. Klasse, 27. Rd. Kr. VTII.) LAX. 
8O, 108 S. Leipzig 1902, Teubner. 11. 3 . 5 0  

37. SEUYANS, C.,  f;"oer die RLaxwell-Hcrtzsche Theorie. 3 .  Abhandliing. (Alih. 
kgl. sikhs. Gesellsch. der Wiss. Math.-phys. Klasse, 28. Bd. Kr. ri.) Lex. 8', 
25 S. m.  3 Fig. Leipzig 1903, Teubner. 31. 1 .50. 

38. ~ ' E R N T E R ,  J. M., Mete~rologische Optik. 2. Abschn. Wien 1902, Braumüller. 
M. 4.20. 

39. PorxcanÉ, H., Figures d'équilibre d'une masse fluide. T,eqons professCeu B l a  
Sorbonne en 1900, rkdigées par TJ. Dreyfus. In-S0 avec 36 fig. Paris, Naiid. 

Frs. 7. 
40. POYNTING, J. H. ,  and THOMSON, J. J., A text-book of Physics: Properties of 

matter. Roy. 8 vo, 236 pp. London, Griffin. 10 S. 6 d. 
41. ~ZIECKE.  En., Lehrbuch der Physik zu eigenem Studium u. zum Gebrauçhe hei 

Vorlesungen. 2. Bd. Magnetismus, Elektrizitit, Wirme.  2. verb. u. verm. Aufi. 
gr. SO, XII u.  666 S. m. 319 Fig. Leipzig 1902, Veit & Co. 

M. 13; geb. in Leinw. N. 14. 
42. RIGHI, A ~ G ~ S T O ,  und DESSAU, UEILNIIAKD, Die Telegraphie ohnc Draht. Braun- 

schweig, Vieweg & Sohn. 31. 12; gcb. M. 13. 
43. SCH%~Z, EI~NST HAKALD, Die Lehre von dem Wesen und den Wanderungen der 

magnetischen Pole der Erde. Ein Beitrag zur Geschichte der Geophysik. 
gr. RD, XII u. 76 S. m. 4 Tabelicn und 5 kartographischen Dsrstellungen. 
Berlin 1902, R,eimer. geh. M. 10. 

44. WILDERMANN, MEYGK, On chemical Dynamics and Statics under the influence 
of light. 4to.  London, Dulan. 3 s. 6 d. 

Rechennpparate, Tafeln. 

46. BLAINE, ROBERT GOEUAN, Some quick and easy methods of calculating. A 
aimple explanation of the theory and use of side-rule, logarithms etc. 2nd ed., 
revised and enlarged. 12 mu, pp. 164. London, Spon. 2 s. 6 d. 

46. T ~ E T R I C T I K E I T ,  O . ,  Siebenstellige Logarithmen il. Antilogarithmen aller vier- 
stelligen Zahlen und Mantissen von 1000 - 9999 bezw. 0000 - 9999, mit Rand- 
Index u. Interpolations-Einrichtung für vier- bis siebenatelliges Rechnen. 
Berlin, Springer. geb. in Leinw. M. 3. 

Zsitschrift f .  Mathematik u. Physik. 48. Band. 1902. 3. u. 4. Heft. 3 3 
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47. FÜHLES Rechenblatter. Kr. 3. Rechenblatt für photographische Zwecke. 4". 
Mit 1 üelatineblatt schmal Bo. R'ebst 8 S. Text. Schmal gr. 8O. Berlin, 
Mayer & Müller. M. 2. 

48. OHLAX~I ,  J . ,  Nouvelles tables tacheornetriques centésimales et  sexagésimales 
pour calculer les distances r6duites :d, l'horizon, les différences d e  niveau, les 
coordonnées rectangulaires et les courbes. In-12. Paris 1902. Béranger. 

Cart. Fr. 7.60. 
49. WKONECKI, TH., Tables trigonométriques centésimales pour le tracé des courbes 

des voies d e  communication, augmentées de tables tachéométriques, suivies 
d'un Recueil de coordonnées polaires et  de coordonnéa rectangulaires, de tables 
donnant les é16ments de  raccordement des courbes et  des déclivités des voiee 
de  fer e t  de  nnmhreiises tahies relatives à la pose des voies de  fer. Gr. in-8O 
avec 33 fig. Constantinople 1902, Keil. Cart. Fr.  12.50. 

50. AATUAIRE pour l'a11 1903, publi.6 par  l e  Bureau des Longitudes. Paris, Gau- 
thier-villars. Fr. 1.50. 

51. K ~ r a ~ o a  araTnE'ianscnsR MODELLE für den hoheren mathematischen Cnterricht. 
6. Aufl. gr. Bo, XIII u. 130 S. m. 88 Abb. Halle a.  S , Schilling. 

RI. 1 ; geb. X. 1 .60 .  
52. REVIJE GE~ESTHIELLE des publications mathématiques rédigée sous les auspices 

de  l a  Société mathématique d'Amsterdam. Tables des matières contenues 
dans les cinq volumes 1898-1902 suivies d'une table générale par noms 
d'auteiirs. Leipzig, Teubner. 

53. VNAXTI, G., Complcmcnti d i  Matematica ad usa dei Chimici e dei Naturalisti. 
('iIanuali Hoepli 329-330). Milano, Hoepli. 

54. O P G A ~ E X ,  ~ I S K T ~ N I ) ~ G E ,  met de oplossingen door d e  leden van het aiskundig 
genootschap ter spreukc voerende ,$en onvermoeide arbeid komt alles te 
boven". (2) 8 (1899-1902). Amsterdam, Delsman en Solthenius. Yl. 6. 

Eingelaufene Schriften. 
dieser Abteilung werden alle einlaufenden Schriftcn regelmZBig aufgefiihrt. 

Die Besprechung geeigneter Schriffen bleibt vorbehalten. Iliick~endung findct 
nicht statt.] 

ANNUAIRE pour l'an 1903, s. N. B. ( , ,New Bücher"), Kr. 50. 
ARRH,:NIUS, S. A., Lehrbuch der kosmischen Physik, S. N. B. 29. 
AE.TI~OKOMISCIIER KALEXDEIE fiir 1903. Hrsg. von der k. k. Sternwarte au Wicn. 

65. Jahrgang. Wien, Gerold's Snhn. N. 2.40. 
RBBGXEISTEH, HXRX., Geometrische Formenlehre fiir &ladchen-Lyceen. 1. Seil. Wien 

1902, Dcutieke. K. 1 .40 ;  gcb. K. 1.80. 
RIEL, B.. Mathernatieche Aufgaben fiir die hVheren Leliranstalten. Ausgabe f'iir 

Realanstalten. 1. Teil, Unterstufe. Leipzig, Freytag. geb. BI. 2.50. 
DJERKNES, V., Vorlesunpen über hydrodynamische Fernkriifte, Bd. II, S. N. B. 30. 
B~larrh-M~HL, A. vox, Vorlesungen über Geschichte dcr Trigonometrie. 2 .  Teil, 6. 

N. B. 16. 
BUCHHOI.~, HUGO, Die Gyldéneche historisehe Integrationsmethode des Problems der 

drei Korper, S. N. B. 6. 
CATALOG MATHEMATIKCHER MODELLE, S. K. B. 51. 
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Czun~n, E., Wahrscheinlichkeitsrcchnung, s. N. B. 2. 
DIETRICHKEIT, O., Riebenst,ellige Lngarithmen il. Antilogarithmcn, S. N. 13. 46. 
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