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Nuova trattazione della geometria proiettivo-differenziale
delle curve sghembe.

Memoria 2* di Gusravo SanNI1A (a Modena),

Nella Memorin 1* (<« Annali di Matematica », serie 4%, tomo I, fase. 1, pagg. 1-18) ho posto
i fondamenti della geometria proiettivo-differenziale delle curve sghembe, introducendo
Pareo o, le curvature 1 ¢ J, il teiraedro fondamentale F, le formule di FRENET-SErRRET
(proiettivi); in questa seconda espongo uno studio approfondite dell’intorno di un punto di
una curva, do interpretazioni geometriche per F e altri tetraedri, ece.

Per comodita di riforimento, proseguo in essa la numerazione dei paragrafi, delle
formule ¢ delle note contenuti nella prima.

§ b. Prime equazioni locali di v. Cono quadrico
e cubica sghemba (e duali) osculatori.

22. Per lo studio di » nell’iptorno di un suo punto P & naturale assu-
‘mere F (n,° 16) come tetraedro di riferimento locale e P stesso come origine
degli archi o su ». Or le coordinate (rispetto al tetraedro primitivo o fisso)
di ogni punto M o piano p dello spazio sono combinazioni lineari di quelle (40)
dei vertici o delle facce di ¥

(1) WY +yt+y"n+y“d) o WE+9"T4+7%"y + 9P

e i coefficienti 3/,..., ¥ o v',.., 7'V sono appunto le coordinate locali di M o B
riferito a F e al punto unitd (x + ¢ +n + by o al piano unitda E+t+ v+ §).
Avvertenza. La condizione di appartenenza tra un punto M=(y) e un

piano p=(n) é
(52) ylnw — y//n/ir + yﬂ/n// . ywn/ —0

(e non Y7 + ...+ Yy =0). Cio risulta scrivendo che la somma dei prodotti
delle coordinate (1) omologhe & nulla e tenendo conto delle (48) e (49).

23. a) Se M sta sulla curva v (in un certo intorno di P) le sue coor-
dinate non locali saranno funzioni «(c) di o= PM rappresentabili nella
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2 G. SANN1A: Nuova trattuzione della geometria

forma
2 8

) g
(53) x+x0+x, 91 + et 2, g1 + 7, (*2),

ove x, ®,, &,,... indicano i valori di x(c) e delle sue derivate calcolate in P
(per 6 =0). Questi valori si possono esprimere tutti in funzione di quelli
di @, t, n, b (calcolati in P) mediante le (4D), (46) e quelle che si deducono
derivando successivamente (46) ed eliminando ogni volta «,, ¢,, n,, b, me-
diante le (43). Sostituendo in (b3) i valori che cosi si ottengono, si perviene
ad una espressione del tipo della prima delle (51) con coefficienti che saranno
le coordinate ¢/,... di M,' e si conclude che:

Le coordinate locali omogenee rispetio a ¥ di un punto M di v espresse
mediante I’ arco 6 =PM wvalgono (in un intorno di P ed a prescmdere da un
fattor comune):

65
y —1_312, 2933’+(501 —K)4, —(100111+40631—-K,)m+

6 .
+ (18011, — K, ~+ 6019, — 5001* +- 151K+~ 865) -, -+ (2001, 'K3+
—+ 1201,0, — 800011, + 401, K + 251K, — 600[”93 + 6K6)° o N
7 c® = c' a! 2 | - o®
Y' =0 — bl 37 — 5], +20,) 5 + (50I* — 101, — k) 5+
+ (25011, + 6010, — 2K, — 101) +(4001* —= 101, 4
54 -+ 2001,8, + 40011, — 5001° + 151K +- 1692) 3T
2 GG
-g/’”=2— — 101 —(201 + 463) +(1001~ 301, — K)—-
(8019. + 60011, — 3K, — 401,) + (100012 — 6K, — 501, +-
4 2807,6, — 100012 + 201K -i- 130011, + 1662) ry,
3
Y = gq — 101 25 — (301, + 46,) + (1001" — 601, — K) ;L

+(8001[1——100[3 AK, +8016) +r

(*)) Qui e in tutti gli svilnppi successivi indicheremo in generale con ». un resto infi-
nitesimo di ordine n (rispetto alPinfinitesimo principale, che gni & o).
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proiettivo-differenziale delle curve sghembe 3

b) Se nelle (54) si cambiano 9, y',..., ¥V in —6b,, v',..., %, s¢ hanno
equazioni corrispondenti per la sviluppabile v.

24. a) Cerchiamo fra i coni quadrici col vertice in P quello oscula-
tore C,. } .
Ogni quadrica-luogo tangente a » in P ha un’equazione locale del tipo

(55) Zarsy(r)ym =0, (ay,=a, Qyy =0y = 0)

il cui primo membro per i valori (54) diventa

. 5 10 a 51
(@5 + a3,)0" + <a3“ + a23)03 _"'((}/_3241 + gf 3 la,, — 3 la13)04 + (% — g%
66, +51 51, + 26 a 151, + 226 451, +- 1486,
(66) | — g, 2 22) 5 (3;‘64*%(18?4! @y — S g+
I 5l 8007 — 151, — 8K 2001* +- 10/, + K s )
+§(l21—§a334—l 180 Q.. — 60 {y,)0° + 7.

Imponendo che (55) rappresenti un cono col vertice I>=(1, 0, 0, 0) (quindi
che sia a,, =a,, =0) e che in (56) siano nulli i coefficienti di ¢*,..., o°, si hanno
equazioni che determinano tutti gli a,, e si conclude che:

1l cono quadrico osculatore (contatto di.6° ordine) C, della curva v in P
ha U equazione
6T ' 29" — 3y"y~ 4+ 61y =0.

b) Dualmente : la quadrica limite osculatrice T, della sviluppabile v
in © ha per equazione

(58) 20" — 3"V 4~ 6" =0;

gli assi degli oo' fasci di piani di cui é costituita inviluppano nel piano n
una conica ¢, tangente alla curva v in P e di equazioni

(59) 3]//2 o 8]/',.7,/”, . 16[y”’2 — 0, yw =0 (43)'

—

43) Rimane da dimostrare la 2* parte. Ed infatti le derivate parziali rispetto a v',..., n1v

1 p P Wyeeny Y
del 1° membro di (58) sono proporzionali a —ywv, ¥, — ", ¢ se (¢, ¥, ¥, y¥) & il punto
ove il piano (v, %", %", 4V) della (68) tocea il suo inviluppo (per 1’avverternza del n.° 22);

quindi si ha
1

pyv —0, py" =384, ey’ =—4%", oy —3y' —12Iywv.

Eliminando v/,.., %IV tra qneste e(]lmzioni‘(- In (58), si hanno le (59).
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4 (. SANNIA : Nuova trattazione della geometria

28. a) Poiché una cubica sghemba & individuata da 6 punti e puod otte-
nersi come intersezione (parziale) di due coni quadrici aventi una generatrice
a comune (non di contatto), la cubica sghemba osculairice c, della curva »
in P avra un contatto di 5° ordine con v e potra ottenersi come intersezione
del cono (57) e di un cono quadrico avente un contatto di 5° ordine con »
in P ed avente a comune con (B7) una generatrice, per es. la y" —2Iy"v =0,
y" = 0. Questa incontrerd la ¢, (oltre che in P) in un punto R=(y/, 21, 0, 1),
con y' da determinare, e che sard quel punto ove (oltre che in P) la ¢, in-
contra il piano =,.

Ora, imponendo alla (55) di rappresentare un cono col vertice R, cioé che sia

a,,=9, 2la,,+a, =0, a,y +2Ila,,+a,, =0, 2Ia,, +a, =0,

e di avere un contatto di 5° ordine con » in P, cioé che siano nulli i coeffi-
cienti di o%..,, ¢® in (H6), si hanno equazioni sufficienti per il calcolo di tutti
gli a,, e di ¥y e si trova che:

(60) 5y — 20y — 2y"[5y 4 101y" - @0, — 151,)y™] =0
e U equazione del cono proz'ettnnle la ¢, dal punto
(61) ’ R = (151, — 26,, 101, 0, b)

ove ¢, tnconlra il piano rellificante wr di v in P.
Dunque : (57) e (60) sono le equazioni di c,.
0) Dualmente : le equazioni della <« sviluppadile di terza classe 1, oscu-
latrice » alla sviluppabile v in = sono la (B8) e I’ altra

(62) By — 2™y — 245y’ - 101" — (26, 4 151,™"] = O.

Qui v, vien considerata come inviluppo dei piani comuni alla quadrica
limite osculatrice T,, di equazione (58), e all’ altra quadrica limite (62) costi-
tuita dai fasci di piani aventi per assi le rette della conica-inviluppo secondo
cui la sviluppabile v, é segata dal suo piano p=—=(15I, + 26,, 101, 0, 5) che
passa per il vertice Py di F.

§ 6. Tetraedri osculatori di ¢, e y,. Quadriche
e complesso lineare osculatori.

26. Le equazioni (D7) ¢ (60) di ¢, suggeriscono la trasformazione di coordi-
nate di punto
2

(63) Z’ — y/ 4 2[1/” 3+ (5 ﬂ:( . 3[1)!/1\', ZII‘: y// . Qlyw, Z,” — 2‘1/”7 V= Gyn.,
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proiettivo-differenziale delle curve sghembe 5

che fa acquistare ad esse la forma canonica
" ”" o o v
(64) 3" —=2"e" =0, " —=33"=0.

In corrispondenza, si ha la trasformazione di coordinate di piano (**)

[

A3 4 2 ’ 1 v 4 ! (4 rnr 17 v ’
(69) o =50, — Bl — 21" 68, o' =—20E 28, =, A=,

che muta le equazioni (68) e (62) di y, nelle altre
(66) g — BEE” =0, BE" — IBEEY — 20,EE =0, -

Risulta dalle (63) che: ¢l nuovo tetraedro O di riferimento ha per ver-
tici quelli P e Py di F, il punto P, =(2I, 0, — 1, 0) della normale principale
e il punto R=(61), i quali assumono le nuove coordinate (1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0),
0, 0,1,0), 0,0,0, 1) '

Qumdl : O ha comuni con F (e con D e A del n.° 15) anche le facce &, T e
gli spigoli PPy, PP, = PP’y

Dalle (b4) e (63) si trova che: le espiessioni medianie s =PM delle
coordinate locali 1ispetto a O di un punto M di v sono (in un intorno di P
ed a meno di un fatlor comune):

F=1— g Is* — (8, —l—l:)[) 4 (3012 —K)~ (9011, +2810,— K,) 7% +
. 6 .
+(BBIK — BK, — 15001° +- 45011, 4- 30018, +- 4501 +- 3202) -Z—, 4,

7 4 , 5
©7) | ' =0— o, — (20, +5I) 5+ (701- — K — 101) &5 +

4 (3418, + 15511, — K, — BI,) s>~ 4 (1TIK — 3K, -+ 20016, +

551
-+ 40013 +- 52011, — 101, — T00I° + 168) 7 -+

787

2" = 21/" 2V — B
- ?

1"

ove YY" e yV¥ hanno i valori (54).

(i) Che si deduce imponendo che la condizione (52) di appartenenza tra punto e biano
diventi 2’8 + ...+ 2IVEIV =0, sicché punto e piano unitd siano armonici rispetto al nuovo
tetraedro.
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6 G. SANNIA: Nuova trattazione della geometria

27."a) Dalle (66) seguono le equazioni parametriche canoniche di C,
riferita a O:
(68) F=m? "=m? 3"=m, 2V=1,

(i punti P e R di ¢, corrispondendo a #m =oo e a m =0).
Allora in un punto qua'lunque R = (m) di ¢, la tangente ha le equazioni
(69) 2 —2m3z" 4+ m?z" =0, g" — 2.mz’” -+ m2zV =0,
ed il piano osculatore ha 1’ equazione
(70 ' 2 — 3mz” 4+ ImP" — m3z"W =0,
e quindi ha le coordinate omogenee |
(1) =1, =—3m, & =3m?, Ev—=_— 3
Le equazioni (71) o le equivalenti
(12) BE— OFEV =0, E" _3EEv=0

definiscono la sviluppabile c, riferita a 0.

Dal confronto delle (64) e (72) segue che: solo se v appartiene a un
complesso lineare (0, =0) le sviluppabili e (quindi) le curve c, e Y. coincidono.

Ma: in ogni caso le sviluppabili c, e y, sono contenute ambedue nella
quadrica lineare osculatrice T, [n.° 24, 0)] e (dualmente) le curve c, € 7, S0no
contenute ambedue sul cono quadrico osculatore C, [n.° 24, a)].

Cio segue dal fatto che, eliminando E¥ tra le (72), si ha la prima delle (66),
che & 1I'equazione di T, alla quale gia sappiamo che appartiene v, [n.° 25, b)].

Segue poi subito dalle (69) e (70) che: le facce di O sono i piani oscu-
latori z7=0 e 27 =0 di ¢, nei punti P e R, ed i piani 2" =0 e z'=0
passanti per uno di questi punti di c, e per la tangente nell’ altro.

Del resto & ben noto che le equazioni di una cubica sghemba assumono
la forma canonica (64) = (68) solo quando la cubica vien riferita a un qua-
" lunque suo tetraedro osculatore (**) (e ad un conveniente punto unita) ossia
a un tetraedro che abbia, come O, per facce i piani osculatori in due suoi
punti e i piani passanti per ciascuno di questi e per la tangente nell altro.

Qui perd O ha un vertice precisamente in P, e quindi per una. delle -
facce . ed uno degli spigoli il piano osculatore e la tangente comuni a v e a ¢,.

(*%) Questa denominazione & di H. NCHRODER.
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proiettivo-differenzials delle curve sghembe 7

E noi in seguito dicendo «telraedro osculatore di c, s intenderemo sempre
di riferirci ad uno di quelli che hanno un vertice in P, sicché ogni altro
tetraedro osculatore O di c, che introdurremo avra a comune con O il ver-
tice P, la faccia = e lo spigolo costituito della tangente a v in P.

Inoltre : quando assumeremo uno di tali O come tetraedro di riferi-
mento, soltintenderemo sempre di scegliere un punto unita che faccia assu-
mere alle equazioni di ¢, la forma canonica (64)=(68) e il suo piano
armonico rispetto a O come piano unitd.

b) Dalle (69) combinate con 2V =0, si deduce che : il luogo delle tracce
delle tangenti di ¢, (che é pure U inviluppo delle tracce dei piani osculator:
di c,) sul piano osculatore m di v in P & la conica di equazioni

(13) 32" — 422" =0, V=0 ().

Dicesi (con WILCZYNSKI) conica osculatrice di v in P.

Qui vediamo che essa coincide con la conica c, del n.° 24, b); perché,
applicando le (63) alle (72), si ritrovano le equazioni (59) di c,.

Poi: la conica q, proiezione di ¢, su n dal vertice opposto R di O &

(14) 3" — 5" =0, z2v=0.

Risulta facilmente dalle (73) e (74) che: c, e q, sono bitangenti nei ver
tici P e Py di O ed ivi hanno per tangenti gli spigoli PPy e PP, di O,
sicche rispetto ad esse Py e PPy sono polo e polasre.

¢) La c, appartiene al complesso lineare

(75) 3p(2, 3y __ p(l, ) — 0 (4'7)

che é quello osculatore di v in P.
Poiché anzitutto le coordinate

p(s, 3) — z"Z‘_m _ Z",Z"/ —_—— ,',ng, psg' H— Z’Z,“’ _ sz‘, [ 3)”2 (48)

di una tangente qualunque di ¢,, dedotte dalle (69), soddisfanno la (75).
Poi v e ¢,, avendo 6 punti comuni consecutivi, hanno pure 5 tangenti
comuni consecutive ed appartenenti al complesso, che percid & quello indi-

(46) Parché si escludano la tangente e il piano osculatore di ¢; in P.
(*) Per il significato delle p'® eofr. (16).
(**) Qui Pindice 1 denota derivazione rispetto a m.
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8 G. SANNIA : Nuova trattazione della gevmetria

viduato dalle tangenti stesse, ossia & quello osculatore. Altrimenti: le stesse
coordinate di rette, ma calcolate per la fangente a » nel punto (67), valgono

PP =5 — "5, = ot — glc* -+ (28, + 151,) 55 + 77,
(17

0.5

P4 =32V — V5 = 3c* — 4[c* — (20, 4+ 151)) 30

—+ 7‘6 (49)

e danno la formula

(18) Bp 0 — g v =2 0% 43,

la quale prova che (75) & osculatore a » in P.
La (78) prova inoltre che: se 0, =0 in P, <vi il complesso linearre oscu-
latore e surosculatore (°°).
d) Il complesso (75) (o la cubica ¢, che gli appartiene) determina, come
¢ noto, un sistema nullo nel quale si corrispondono, corne polo e piano polare,
un punto (3', 3", 2, 2V) e un piano (&, £, &, E) se (a meno d’un fattore):

(79) EI — zlv’ EII —_—— 32,!//, E/ll — 3zll, EIV e ZI (51).

Ad esso intenderemo sempie di riferirci tutte le volte che diremo
« sistema nullo ».
Come é evidente, o come risulta dalle (79), nel sistema nullo si corri-
spondono la curva e la sviluppabile c,, ¢ vertici e le facce di O, ecc.
e) Se st introducono le coordinate non omogenee di punto

’

(80) x=23":3, y=23":3, z=2":7,
alle equazioni (64) di c, st possono sostituire le alire
81 y=ua’ z=ux" (")

Allora, poiché » ha con ¢; un contatto sei-punto in Plx =y =2=0), le
equazioni della curva v possono mettersi (in un intorno di P) sotto la

(*9) Qui Vindice 1 denota derivazione rispetto a a.

(**) Abbiamo cosi dimostrato il teorema contrario (quindi il reciproco) di quello dimo-
strato in (), Dalla (78) segue anche quel teorema, ma soltanto se %,7=0, per le ipotesi
restrittive poste alle curve che consideriamo (n.° 7).

() E noto come si perviene alle (79): sostituendo in (75) alle p2® e p% ® le loro
prime espressioni (77), poi ordinando rispetto alle o/,;... ed uguagliando i coefficienti a &,....

(*%) Rappresentano i coni proiettanti e; da R e da F/,,.
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proiettivo- differenziule delle curve sghembe 9

forma

82) y=a*+ax®+dx"+cxt+r,, s= w0+t +r,,

con coefficienti che saranno invarianti proiettivi di v calcolati in P (%),
f) Dalle (82) segue
y—at=ax* +ox'+cxt+r,, wz—y'=daa" -0 —2a)x+1,,
F—ay=dadxt 0 —a)x’+( =Dt +r; F=a’+1,,

e quindi

(83) Ay — x*)+ Bz —ay) + Clez — y*) + Dz* =0,

a meno di un r;, se 4, B, €, D si scelgono in modo che risulti

Aa+Ba'+D =0, Ab+ Bl —a)+ Ca’' =0, Ac+ B(c'—b)+ CbW —2a)=0;

ed in tal caso la (83) rappresenta la quadrica-luogo che & osculatiice (contatto
9-punto) a v in P. Dunque, eliminando A, B, C, D, si ha che:

y—at z—xy wz—y 2 [=0
« 0 1
(84) b ¥—a a’ 0
c c—b ¥—2a O

é U’equazione della quadiica-luogo osculatrice alla curva v in P,
g) Se st introducono le coordinate non omogenee di piano

85 §=¢g":gv, n=¢:8v, E=¢:¢,
alle equazioni (12) della sviluppabile ¢, si possono sostituire le alire
1., 1

(86) "123527 §=§Ea-

h) Per avere le analoghe equazioni della sviluppabile », osserviamo
che il piano osculatore p di » in un punto generico, che per le (85) &

(1, x, o +ax®4+0x"+cx®+ry,, a*4-a'x® 02"+t +1),
passa anche per i punti

0, 1, 2x+6ax®+ 10x’+8cax™ 41y, 3x*+6a'x’ + 0’2"+ 8c'x™ + 1),
0, 0, 1415ax*+21bx® + 28ca®+ 1, 3x®+ 150'x* + 218'20° + 28¢'° 4-17,),

(%) Essendo intrinseca e proiettiva la definizione degli elementi di riferimento. Caleo-
leremo in seguito (n.° 29) le loro effettive espressioni.

Annali di Matematica, Serie 1V, Tomo III.
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10 G. SANNIA: Nuova trattazione della geometria

e quindi ha le coordinate omogenee

g = —x®— 10a’x® + 15(a — b")x” + ry,
B = 300° -+ 240'x° +- (350 — 2Ta)x® 4+ 6(8¢ — Thw’ 14- 17,
§" = —3x — 1ba'x* — 210 x® — 28e'x® +1°,,

§V =1+ 15ax* + 21bx° + 28cx® + 7,
Dall’ ultima segue 1’ altra
1:EV =1 —1bax* — 21bx° — 28cx® + »,

che, moltiplicata per le precedenti, da per le (85)

E= — 32 — 15a'a* + 3(16a — )" + 1(9b — 4¢ )’ +- 7,
= 300® + 24a'x® + (3B — 12a)x° + 3(16¢" — 35b)x” + 77,
L= —a* — 100’2’ + 152a — 0)" + 7.

Dalla prima si possono esprimere &%..., £ mediante «?,..., 2" (prescindendo
sempre da un #»;) e poi, viceversa, le seconde mediante le prime ; allora, sosti-
tuendo nelle altre due i valori trovati per «%,..., si conclude che: alle cquazioni
della sviluppabile v si pud dare la forma

4 I £ 2/ 18a — T8 ., . 8¢ — 21b .,
(87) 5 e e T
1 5a’ . ba 420 \
z C-—- 3% 64——36‘_)&—*—7'&

ove a, b,.., ¢’ sono i coefficienti delle equazioni (82) della curva v.

k) Osservazione (importante). In questo paragrafo abbiamo assunto come
tetraedro di ri;ferimento 0, che & un pasrticolare tetraedro osculatore di ¢,; ma
¢ da osservare che tutti i risultati del presente n.° 27 1i abbiamo dedotti fon-
dandoci esclusivamente sulla forma (66) = (68) delle equazioni di ¢,. Dunque,
ricordando quanto si é detto in a), possiamo asserire che: Twifti ¢ risultats
(formule incluse) del presente n.° 27 seguitano a sussistere se si prende come
tetraedro di riferimento, invece di O, un qualunque altro tetraedro oscula-
tore O di c,; variano soltanto la conica q, di b) e i valori dei coefficienti
a, b, ..c, ma conservando sempre il loro carattere intrinseco e invariante
per collineazione se tale carattere ha la definizione di O.
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prbiettivo-diﬂ"erenziale delle curve sghembe 11

28. Dalla prima delle (67) si deduce 1 alira

1

_,:1+f’lc~+(89 + 1511) (K + z4p> +(K +- 9011, -+ 6816

65
z 3)5v+

6

+ (22462 + 150I, + 6601,8, + 385K + 5K, — 45011, + 4501 &< +-

che, moltiplicata per le rimanenti, da, per le (80), le coordinate non omo-
genee rispetto a QO di un punto M di v (in un intorno di P) espresse
mediante o

I 2 O
.’L'_c+:9)c +(66 +5I)6O+(2A —IOI)%—F
6
+ (360,71 — 1011, + 2K, - )560 (52862+ 12401K + 20K, +
’7
-+ 7201,6, — 1001} — 370011, — 501, — 9800I%) ——~ 51t e
21
y=cq" +—o —+ (66, +5I) +(1Ix 4-BI% — 15],) —= 8
(88) 3 s+
+ (2K, — 201, + 34819, —|—90H)7 180+(4569§+801§~—
8
— 187011, + 15610, + 696K — 4280I° + 11K, —25[)2 TREAT

06 .
— a3 5 il 2
=0+ Is® + (140, + 151,)60+ (17K+ 15651 301)420

+ (13K, + 66410, + 4101, — 25I,) —— 1680

29, Dalla prima delle (88) si possono esprimere «?,..., 2% mediante o,..., o®
(prescindendo sempre da un #,) € poi viceversa le seconde mediante le prime;
allora, sostituendo nelle altre due, si hanno le previste equazioni (82) della
curva v, nelle quali ¢ coefficienti (invarianti proiettivi) hanno i valori

a= 316(912*"3’ K), b= (1], — 5K, 4+ 1216, + 90II,),

7-180
89 { ¢= 7971 (200IK — 18001° — 15011, T5I,— 25K,+ 45017 +601,6,— 33662),
’ 63 7 5 rad o 7 1 >
@ =—qt, V=g BL—K+9I", =g5(15—bK,+1618,4-9011).
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12 G. SANNIA: Nuova trattazione della geometrin’

Piiv semplici sono le loro espressioni. mediante I ¢ J:

S 3 e
' a = —%, b_m(]‘ZIe:i__‘)‘Ii)’ C= W(?OOIJ 25J2+6OIB3 33663),
(90) ‘
o= b, ¥ = 5J = 1 (1618, —BJ,) (°4).

15 T84’ 560

30. Sappiamo [n.° 25, a)] che le curve v e ¢, hanno un contatto di 5° ordine
in P; cerchiamo quello delle sviluppabdili v e ¢, in =,

Per le (90), a’ & nullo o non secondo che v appartiene (8, =0) o non (6,=1)
a un complesso lineare, ed allora i secondi membri della (86) e (87) coincidono
fino ai termini in &° o £° rispettivamente ; dunque : le sviluppabili v e ¢, hanno
nel piano comune © un contatéio di 5° o di 4° ordine, secondo che v appartiene
0 non a un complesso lineare (*%).

31. a) E poi da osservare che la coincidenza tra le seconde equazioni (86)
e (87) si spinge piu oltre in ogni caso, sicché le due curve (inviluppi piani)
da esse rappresentate hanno un contatto dl ordine maggiore di quello delle
sviluppabili v e ¢,; e tali curve giacciono nel piano di coordinate £=20,
n=1, §=0 o, per le (85), di coordinate & =0, =1, £ =0, Ev=1,
piano che incontra la tangente comune a » e a ¢, in P nello stesso P.
Ne segue (*®) che: le sviluppabili v e c, hanno per punto principale
nel piano comune wm il punto P comune alle due curve v e c,.
b) Le seconde equazioni (81) e (82) delle curve v e ¢, rappresentano
coni col vertice P (x =0, y=1, =0) di O, il quale giace nel piano =.
Ora, solo se a’ =0 (ossia 6; =0) questi hanno un contatto di 6° ordine, quindi

(**) Si deducono eliminahdo K con la (28); E si noti che la maggior semplicilﬁ, non ¢
soltanto formale. Infatti esse provano che il valore del numero n (n.° 11, osserv.) in q, b,..., ¢’
é minore di quello che apparisce dalle corrispondenti espressioni (98).

(%%) Questo risultato & deyno di rilievo, perché 1’intuizione condurrebbe invece ad asse-
rire che il contatto é soltanio di 3° ordine in generale. Ed infatti dall’avere le curve v e ¢
sel punti consecutivi comuni si induce che le sviluppabili'v e ¢; hanno quattro (e non cinque)
piani conseeutivi comuni.

(®) Per il duale di un notevole teorema di HaLPHEN, loe. eit. (3), che pud enunciarsi:
Se due curve hanno un contatto di un certo ordine in un punto comune P, i coni che 8i otten-
gono proiettandole da un punto qualungue di un cerlo piano passante per la tangente comune
(e non da altri punti) hanno un contatto di ordine maggiore. Tale piano dicesi piano (tangente)
prineipale delle due curve in P.

Quel punto che il teorema dnale associa a due aviluppabili in un piano ove si tocchino
si dird punto principale. ’
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proiettivo-differenziale delle curve sghembe 13

maggiore di quello fra v e ¢,; dunque, per il teorema ricordato in (*): le
curve v e ¢, hanno comne piano principale nel punto P il comune piano
osculatore m solo quando v appartiene a un complesso lineare.

32. Tutti i risultati, formule incluse, dei n.t 26,..., 31 ammettono i loro
duali (nel senso del n.° 11) e che bastera accennare.

Ad ogni tetraedro osculatore O di ¢, corrisponde un tetraedro osculatore Q
di y, [sul quale intendiamo fatte le convenzioni duali di quelle poste su O nel
n.° 27, a)]; ed in particolare ad O (n.° 26) corrisponde un telraedro Q (*') che
ha per facce le &, &, ==, di F, il piano =', = (2I, 0, — 1, 0) (passante per
la normale principale) ed il piano o= (151, 4 20,, 15I, 0, 5) che é quel
piano della sviluppabile v, che passa per Pi; quindi esso ha a comune con F
(e con D e A del n.° 15) anche i vertici P, Py e gli spigoli nn,, =nw,.

Alle coniche c¢,, g, del n.° 217, b) corrispondono due inviluppi conici di
2% classe C, e Q, col vertice in P, i quali sono bitangenti nelle facce n e ', di Q;
C, coincide col cono quadirico osculatore della curva v in P [n.° 24, a)], ma
considerato come inviluppo di piani; C, si ottiene proiettando da P le gene-
ratrict di v, e Q,, segando i piani di v, con la faccia p di Q e proiettando
le interseziont da P. ‘

Y, appartiene al complesso lineare osculatore di v in P [n.° 27, ¢)] che
é autoduale, quindi y, delermina lo stesso sistema nullo determinato da c,
(o da tale complesso).

Alla quadrica-luogo (84) corrisponde la quadrica-inviluppo osculatrice
della sviluppabile » in =.

Le curve v e v, hanno nel punto comune P un contatto di 5° 0 4° ordine
secondo che v appartiene o non a un complessa lineare; ed hanno come
piano principale il comune piano osculatore m. Le sviluppabili v e v, hanno
come punto principale nel piano comune = il puntio P solo quando v appur-
tiene a un complesso lineare.

33. I tetraedri osculatori di v, sono distinti da quelli (duali) di c, solo
se v non appartiene a un complesso lineare. Infatti ¢, ha contatto 6-punto
e v, ha contatto 5-punto (almeno, per il n.* 30) con » in P; dunque ¢, e v,

(*") Che nasce da F applicando formule duali delle (63), cioé con 6; cambiato in —6,
e le coordinate di punti cambiate in coordinate di pinno e viceversa. E con tali scambii
nasee in generale da ogni equazione dei n.i 26,.., 29 relative a un ente riferito ad 0, un’ equa-
zione relativa all’ente dnale riferito a Q.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



14 G. SANNIA @ Nuova trattazione della geometria

hanno a comune 5 punti coincidenti in P. Se hanno a comune un tetraedro
osculatore, hanno a comune un sesto punto (vertice del tetraedro opposto a )
e percio coincidono; quindi [n.° 27, a)] v appartiene a un complesso lineare.

§ 7. Equazioni locali canoniche di ».

34. Sappiamo [n.° 27, k)] che le equazioni locali della curva » conser-
vano la forma (82) se invece di O si assume come tetraedro di rlferlmento
un qualunque altro tetraedro osculatore 0 di ¢,. Ora;

Le formule di trasformazione (puntuali) per il passaggio da O a O
sono, in coordinate omogenee, del tipo

=12 — 3z -+ 32" — md),
91 _ : : _
" =03E" — 2ms" 4 mPe"v), " =U5" —ms"), zV=3",

con 13=0 e m costanti (**); in coordinate now omogenee (80), ed anuloghe

- (92) x=23"13 y=z"17, 3=2":2,
diventano
(93) le=A:D, Py=B:D, #z=0C:D,
ove '
(94) A=x —2my +m*z, B=y—mz, C=3,
(95) D=1 —3mx + 3m*y'— m®s (*).

Infatti le formule .di trasformazione (in coordinate omogenee) debbono
esser tali che: le equazioni dei piani osculatori di ¢, in P e nel punto R = (68),
le quali rispetto a O sono 2V =0 e (70), diventino 2¥=0 e 2z'=0 rispetto
a 0; e le equazioni dei piani passanti per uno dei punti P, R e per la tan-
gente di ¢, nell’altro, le quali rispetto a O sono 2” — mz¥ =0 e la seconda
delle (69), diventino 2” =0 e 2" =0. :

Da cio segue intanto che le dette formule debbono essere del tipo

| 2= h(z' — 3ms" + 32" — m2v),
(96)

| 3" = k(3" — 2mz3" 4 m*zv), 2" =I(3"" — mz"), zV=23V,

(%) Che fisrano il tetraedro 0; e precisamente: m fissn il 2° punto E di ¢, che (oltre P)
& vertice di O, ed I fissa il nuovo punto unita.
. (*®) Con le stesse formule, ma in coordinate di piani, si passa da @ a ¢ (n.° 32).
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proiettivo-differenziale delle curve sghembe 15

Poi le costanti %, R, ! (dalle quali dipende solo il nuovo punto uniti)
debbono esser tali che le prime delle (64) e (13) (che definiscono enti geome-
trici ben determinati) conservino la stessa forma dopo la trasformazione; e
cio esige che sia k=10?, h =13 come subito si vede. Le (96) si riducono cosi

alle (91) le quali effettivamente non alterano la forma delle equazioni cano-
niche (64) di c,.

35. Inoltre : passando da O a O le equazioni (82) della curva v diventano
OT) Y= B 4+ 0@ BB +0a 47, =040 B+ F B+ B 4,
ove

a

Pa —a'm), b=0VIb+(a — b)m + a'm?),

(98) ¢=1U[c— ¢'m + (20" — 3aym* — a'm?),

@ =Pd, ¥=1UI0—3am), ¢=1>U[+23a—2b)m - 3am?.

Infatti, per le (82), le (94) e (95) diventano
A=(1— m.:x)?m + (@'m — 2a)mac® + (b'm — 2b)ma” 4+ (¢'m — 2cymax® + 1y,
B =(1 — mx)x® + (@ — a'm)ax® + (b —b'm)x” +- (¢ — Cm)x® 41y,
C=a® 4+ a'x® + e’ + 2’ 47y,
D =(1 —mx)® 4 (3a — a'm)ym®*x® + (30 — ¥'m)m*x" 4- (8¢ — m)niPx® +»,
e danno | '
BD — A* =(a — a/'m)x® +[b 4+ (@ — b')m + a'm®la” +
(99) +[¢ + (b — ¢'ym + (' — 2a)m*Jxc® + 1,
CD — A =da'x® 4 (V' —ba'm)x" + [¢' 4 6(a) — V' )m 4+ 12a’'mPlac® -1y ;

inoltre, per la (95),

(100) - 1: D=1 4- 3mx + 6m>x? 4 1,
da cui

(101)  1:D*=1+46max + 2lm*x* +7r,, 1:D*=1+ 9mx+4-4dbm>x®+»ry;

poi, moltiplicando le (99) ordinatamente per le (101) e tenendo conto delle (92),
si ha

'lz@ — 2 =(a — a'm)x® + (b4 (Ta — b)ym — ba'm*lo’ +
(102) + [c 4+ (16 — )m + H(ba — b'yn* — 15a'm?la® + 17,

Bz — x%) = d'x® + @ 4 3a/'m)x” +[c 4- 32 — V) -3 *|x™ -2y
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16 G SANNIA : Nuova trattazione della geometria

ancora, moltiplicando .4 =x — 2ma® +m?a® +r, per la (100), si ha, per le (92),

lx=A:D=1+mx® +m*x®+r,,
da cui

1500° = 26° + 6mac” 4 21m°x® 1, U’ =& -Tma+ 1, Brt=wx+1r,;

infine, risolvendo queste rispetto a «°, 27, «* e sostituendo nelle (102), si
trovano le (97) con i valori (98) per a,.., ¢ (*).

36. Ora possiamo disporre di ! ed m in modo che le (97) (o le duali)
assumano una forma canonica; ed allora il corrispondente tetraedro O
(il duale Q) si dira fetraedio canonico della curva (sviluppabile) » in P (in x)
e si indicherad con 0, (con ;). Distinguiamo due casi.

1° caso : v appartenga a un complesso lineare (sicché 6,=0 e J==1),
Allora, per le (90) e (98), si ha

— J

_ 2
a=— =l b_2 l"m, c:(” m

252 28

)l“ @ =0, V= __5_‘714 E’:—‘élsm.

36 -84

Essendo [==0, conviéne evidentemente assumere m =0, ed allora O si
riduce ad O, , per le (91), che sarad O,; inoltre eonverrd assumere ! = V6, si
da rendere ¢ = — J(==:1). Dunque :

La forma canonica delle equazwm locali di una cuirva v appartenente
a un complesso lineare é

(103) g:EZ—JEG-l—gJIxS-i—ﬂ'Q, E=§3—175Jw7+7'9;

il tetraedro canonico O, coincide con O (*'). E (dualmente) fale é pure la
forma canonica delle equazioni (con X, y, z cambiate in &, v, §) della svi-
luppabile v riferita al tetraedro canonico @, che coincide con @ =0 (n.° 33)
ossia con O,.

2° caso: v non appartenga a un complesso lineare (sicché 0, = 1)
Sara a’ 2= 0, per le (90) e (98), quindi il coefficiente del termine di grado piti basso
in (97) suscettibile di annullamento & a =1I‘a —a’m) e per m=a:bJ:124,,
per le (90); converra poi scegliere ! in guisa che si riduca a — 1 il coeffi-

(89) 11 procedimento segnito & sostanzinlmente qucllo usato dal Wirczynskr in loe. eit. (3).
89 Pero non enincidono i punti nnit@ assunti coi 'tetraedri O¢ ¢ O perché le formule

di passaggio sono x — lo, y— 2y, 2 = B2 con I —V6 (¢ non I=1).
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protettivo-differenziale delle curve sghembe 17

ciente o = %a’ = — 1°0,:15 dell’ altro termine di pari grado, ossia porre
l=§/m. B poi facile determinare il tetraedro canonico O, a cui cosi si
riduce O; perché dalle coordinate omogenee z’,... dei suoi vertici rispetto
allo stesso O, e che sono (1,0, 0, 0), (0, 1,0,0), (0,0, 1,0), (0, 0,0, 1), si dedu-
cono quelle 2/,... rispetto a O mediante le (91). Eseguiti tutti i calcoli indi-
cati, si trova che: ,

La forma canonica delle equaziont locali di una curva v non apparte-
nente a un complesso lineare é

(104) Y=x"4+bx'+cx+r, 2=0—2°+b 2+ 2+,
ore
b= 2433, 5=1. T [ (14416 — 60J,0, + 25J%),
¢=2737452 T~ ],5[— 60486} +- 1080162 — 450(J, + 161T )62 +

- 3315J7,0, — 1250 %],
b =213 T AT, ¢ =243 110, (14402 — 4578, — 2577 ;

(103)

il tetraedro canonico O, ha per vertici i punti di coordinate
(106) (17 O’ 0) O)} (3m0) 1} 0) 0)} (3”102} 2"1’0’ 1} O)} (77303) nlcgl m0) 1)

rispetto a O, dove
3
(107) l.=V15:6,, m,=5J:126,, (8,=1).

(Cambiando X, y, 7, 8,, O, O, in E, n, §, —0,, Q, Q, si ha il teorema
duale per la sviluppabile v).

Osservazione. Solo se J =0 in P, i tetraedri canonici O, e Q, coincidono
con O e Q rispettivamente (ma non tra loro come nel 1° caso) (°%).

(8%) Sviluppi del tipo (103) e (104) (non i duali) furono gia dati per la prima volta da
HavpPHEN, perd con coefficienti che erano invarianti proiettivi relafivi (soltnnto). WiLczyNsK1
ha poi dato sviluppi con coefficienti invarianti assoluti, come quelli di (103) e (104), ma
diversi ¢ limitati ai termini in o7

Queste differenze provano che, pur coincidendo i tetraedri canonici di riferimento di
HarpaeN, di WinczyNskr ¢ il nostro O. (necessariamente, perché, come risulta dalle dimo-
strazioni del testo, di tetraedri di riferimento che facciano agsumere alle equazioni di v la
forma (103) o (104) non ve n’é che un solo), non coincidono i tre punti unité e il primo
punto non ¢ definito in modo intrinseco e invariante per collineazioni, come gli altri due.

Annali di Matematica, Serie 1V, Tomo III, 3
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18 G. SANNIA : Nuova trattazione della geometria

37. Le quadriche-luogo aventi con la curva v» sette .punti comuni in P
costituiscono una rete. Poiche dalle (97). si ha

a4 a y —bX 1y, YP—xrz=—a X+ 1,

a'z +xy—z_(a—b)w -+ 7

tre di tali quadriche hanno (riferite a 0) le equazioni

(108) 4+azt—y=0, y*—xz=0 dz+xy—z=0.

Ora queste hanno a comune un ottavo punto S che apparterrad a tutte le
quadriche della rete, e che risulta cosi definito geomeéricaniente e proietti-
vamente. '

Per determinare 8§ conviene supporre 0= 0,. Allora: se v appartiene a
un complesso lineare & (1.° 36, 1° caso) & = — 1, a’ =0 e dalle (108) risulta
per S x=1y=2z=0 ossia che S= P; altrimenti & (n.° 36, 2° caso) a =0,
o' = — 1 e dalle (108) risulta che per S & w:y_O z2=—1, quindi, per
le (92) e poi per le (91), risulta che & &'=m2 — 1/I;}, 2" =my, 2" = m,,
3% =1. Dunque :

Se v appartiene a un complesso lineare é S=7P; altrimenti S é un
punto dello spigolo PR, (uscente da P e non giacente in =) di O, che rrispetlio
a O ha le coordinate

(109) (me* — 1/1°, me*, me, 1).

Dualmente : le quadiiche-inviluppo aventi un contatto T-piano con la
sviluppabile v in w (e costituenti un fessufo) hanno un 8-piano comune o;
se v appartiene a un complesso lineare é ¢ =r, allrimenti o é un piano
passante per lo spigolo mp, (che giace in © e non passa per P) di Q, che ha
rispetto a Q le coordinate (109), ove 1, ¢ m, hanno ¢ valori (107) con 6,
cambiato in —90,.

§ 8. Interpretazioni geometriche di D, A, F, 0, 2, O,, Q..

38. 1 tetraedri D, A,..., Q. successivamente introdotti li abbiamo definiti
solo analiticamente, ¢ la definizione dei primi due (n.° 15), dai quali abbiamo
poi dedotti i rimanenti, presuppone la normalizzazione delle coordinate dei
punti e dei piani di v.

Tuttavia le definizioni stesse sono mtlm%eche e invarianti per collinea-
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zioni, quindi suscettibili di interpretazioni geomeiriche (°%). Tali interpre-
tazioni siamo ora in grado di dare, procedendo a ritroso. Distingueremo
due casi.

1° caso : v appartenga a un complesso lineare; sicché O,=0=Q=Q,
(n.° 36, 1° caso).

@) Applicando la (84) alle equazioni (105) della curva v riferita a O,,
si ha che la quadrica-luogo osculatrice in I ha 1’ equazione

(110) o’cﬂ+61§2-J22,_6Ia‘cE—‘§:0

e quindi ha come piano tangente in P=(l, 0,0, 0) il piano y=0 o y_O
(perché O, = 0), piano che é m:; dunque:

Per una curva v appartenente a un complesso lineare ¢ tetraedri O, Q,
Qo, Q2 in un suo punto P si riducono a un solo, che é quel tetraedro oscu-
latore di ¢, =1, [n.° 27, a)|] che ha per una delle facce w-, che é piano tan-
gente in P alla quadrica-luogo osculatrice in P; oppure (dualmente) che ha
per uno dei vertici Py, che é punto di contatto della quadrica-inviluppo
osculatrice col piano .

b) Con cié risultano definiti geometricamente anche: il piano rettifi-
cante (che & wm), il punio Py (suo duale e suo polo nel sistema nullo), la
normale principale (come spigolo di O, appartenente a P e a = diverso
dalla tangente).

€) Questi ultimi sono elementi anche di D, che ha per vertici i punti
P, P,=P,, P, e P, (n.° 15). Si completa la sua definizione geometrica osser-
vando che: lo spigolo PP, e la faccia P, P,P, sono tangente e piano oscula-
tore in P, (gid definito) alla curva luogo di esso, variando P su » (n.° 15);
il vertice P, & quindi intersezione di P,P, con la normale principale (gia
* definita); poi lo spigolo P,P, é la tangente in P, alla curva luogo di P, (n.° 15);
infine il vertice P, & I intersezione di detto spigolo con = (gia definito).

d) Dualmente si costruisce A (n.° 15).

e) Da D e A siottiene F con costruzione di quarti armonici (n.° 16) (°4).

(%3) Non cosl i tetraedri di riferimento usati nelle precedenti trattazioni, cit. in (%) e (3),
per giungere fino a 0.

(%4) Ma alcuni suoi elewenti possono anche ottenersi indipendentemente da D e Aj
tali sono [oltre agli elementi b)) il vertice Pn e la faccia my. Sussiste infatti il teorema (la
cui dimostrazione omettiamo per brevita) : sulle normale principale di v in P il vertice Pn di F
¢ il solo punto diverso da P al quale corrisponde nel sistema nullo il piano tangente nel punto
stesso alla rigata luogo delle normali principali; e tale piano é xnv. :
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. 2 caso: v non appartenga a un complesso lineare; sicché O, Q,
0., Q, sono distinti (°°).

a) Consideriamo solo le prime fra le equazioni (104) e y =x°, 7z = a?,
delle curve v e c, riferite a O,. Esse rappresentano coni avenii un contatto
di ordine sei in P, quindi maggiore di quello (cinque) delle curve stesse, e
tali coni hanno per vertice comune il vertice 5:37:0, z=1 di 0,, gia-
cente sul piano y=0 passante per la tangente comune a » e a ¢, in P;
quindi (*%) tale piano & quello principale delle due curve in P. La sua equa-

zione y =0, o 5" =0 per le (92), diventa

('111) 120,2” — 5Jz¥ =0
per le (91) e (107), e poi, per le (63),

(112) 4,y — 5Ty =0;

quindi (n.° 22, avvertenza) le sue coordinate rispetto a F sono (5J, 40,, 0, 0).
Dunque:

Per una curva v non appartenente a un complesso lineare il tetraedro
canonico O, in un suo punto P & quel tetraedro osculatore della c, relativa
a P che ha come una delle facce il piano principale di v e ¢, in P, il
quale rispetto a F ha le coordinate (5J, 49,, 0, 0). E (dualmente) per la
sviluppabile v il tetraedro canonico R in © é quel telraediro osculatore
della sviluppabile 1, relativa a © che ha come uno dei vertici il punto prin-
cipale di v e v, in =, il quale rispetto a F ha le coordinate (5J, — 46,, 0, 0).

b) Per passare a 0 e @, osserviamo che il piano principale di v e vy,
ha rispetto a O 1 equazione (111) e quindi ha le coordinate & =0, £’ =0,
g =120, §¥= — bJ; ad esso, per le (79), corrisponde nel sistema nullo il
punto di coordinate (5J, —496,, 0, 0) rispetto ad O, ed anche rispetto ad F per
le (63), e perci6 forma un gruppo armonico con P=(1,0,0, 0), P,=(0, 1, 0, 0)
e col punto principale (5J, —48;, 0, 0) di v e ¢,.

Dunque : 7l telraedro Q relative a un piano m di una sviluppabile v
non appartenente a un complesso lineare é quel tetraedro osculatore della v,
relativa a © un cui vertice é Py, che & coniugato armonico del punto che
nel sistema nullo corrisponde al piano principale delle curve v e c;, vi-

(%) Che O e O; (R e Q) siano distinti segue dal teorema del n.° 36, 2° caso; che poi O
e O siano distinti da @ e Q, segue dal n.° 33.
(66) Cfr. (56)'
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spetto al punto P e al punto principale delle sviluppabili v e y,. Dualmente
si ha O (e =) (*). :

‘¢) Ottenuti cosi 0 e L, i rimanenti tetraedri D, A, F se ne deducono
come nel primo caso.

§ 9. Altri risultati.

39. a) Gli enti geometrici considerati nei paragrafi precedenti in un
punto P di » li abbiamo spesso riferiti a tetraedri locali differenti (F, 0 e &,
0, e Q,, in generale 0 e Q); ma per studiare le loro mutue relazioni con-
viene riferirli tutti a uno stesso tetraedro. Li riferiremo (limitandoci ai piu
notevoli) al tetraedro fondamentale F, giovandoci delle formule di trasforma-
zione (63), (91) e loro duali, cioé¢ che se ne deducono scanibiando le coordi-
nate di punto con quelle di piano e 9, con — 0,.

b) Qui si ¢ alluso alla pseudo-dualith sempre considerata (fin dal n.° 11).
Ma or convieune considerare anche la dualitad (effettiva) che nasce se si fa
corrispondere a ciascun ente quello polare, cioé che gli corrisponde nel
sistema nullo [n.° 27, d)]. Ora, poiché le equazioni (79) di tal sistema riferito
a O si mutano, per le (63) e (65), nelle

(113) y=n, y=1" y'=1", yr=n"

risulta che: se F & il tetraedro di riferimento (come supporremo d’ ora innanzi),
da ogni espressione o equazione relativa ad.un ente si deduce quella relativa
all’ ente polare, scambiando le coordinate di punto con quelle di piano.

Con tale scambio si deducono per es, dalle equazioni della curva » e
della sviluppabile » riferite a F, e che sono le (54) e le duali, quelle di una
sviluppabile ¢’ e della curva ¥’ (suo spigolo di regresso) costituenti la varieta
polare di v (relativa a P). E dal confronto delle equazioni delle curve v e v’
risulta che : v/ coincide con v se v appartiene a un complesso lineare ; in
caso contrario v' ha le stesse curvature di v ed elemento lineare opposto.
(D’ accordo col n.° 14).

¢) Segue poi da a) e b) che, se in una espressione o equazione rife-
rentesi a un ente relativo a v si cambia 9, in —0,, si ha quella riferentesi
all’ente omologo (e non duale o polare) relativo a /.

(") Daremo in fine del n.° 43 un’altra costruzione di P; e nt, € quindi di O e Q.
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40. «) Cosi, poiché (57) non dipende da b,, si ha che v e v’ hanno in P
lo stesso cono quadrico osculatore C,, di equazione (57), ¢ (dualmente) la
stessa quadrica limite ', (e conica c,) osculatrice, di equazione (58); siccheé
talt enti sono nel contempo duali e polari éra loro.

b) E, poiché le varieta ¢, e y, sono autopolari [n.® 27,d)e n.* 32]: ve v’
hanno pure a comune in P le varieta c, e y,; ma con ufficii scambiati
(poiché alla curva e alla sviluppabile ' sona osculatrici rispettivamente la
curva v, e la sviluppabile c,).

41. a) Il tetraedro F di v in P é autopolare (coincide con I’ omologo di V')

e precisamente i vertici P, Py, Pn, Py sono ¢.poli delle facce (duali) «, n., ny, mp

rispettivamente. Perché con queste hanno a comune le coordinate rispetto
a F [n.° 39, ).

b) Risulta dalla (40) che il tetruediro D di v in P (n.° 15) ha per vertici

P=(1,0,0, 0), P=P,=(01,0,0),

114
1 P,=(51,0, —1, 0), 1)35(26375157()’_1)

e quindi (n.° 22, avvertenza) ha per facce

(119) (4,0,0,0), (0,1,0,0), (5/,0,1,0), (—26,,5I,0,]1).

Dualmente [n.° 39, a)]: ¢l tetiraedro A ha per facce

(116) nt=(l, 0,0, 0), n,=n.=(0, 1,0, 0),
n, =10, —1,0), =, =(
e per vertici

(117) (1,0,0,0, (0,1,0,0), (6,0,1,0), (20,,5I,0,]1).

Combinando per addizione e per sottrazione le coordinate dei quarti
vertici di D e A, si hanno i punti £=(20,, 51, 0, 0), P,=(0, 0, 0, 1); dunque:
i vertici di D, 8, F opposti alla faccia comune m appartengono a una mede-
sima retta che incontra la tangente nel punto E=(26,, 5I,, 0, 0) che forma
COn essi un gruppo aIrmonico.

Dualmente: le facce di D, A, F opposte al vertice comune P appar-
tengono a una medesima refta che determina con la tangente un piano
e=(—20,, 5I,, 0, 0) che forma con esse un gruppo armonico.

¢) Cambiando 6; in — 6, nelle (114),..., (117), si hanno vertici e facce
di omologhi tetraedri D', A’ (tra loro duali) che sono ¢ tetraedri normali di v/,
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e percio legati a F come D e A; essi danno percié un punto E'={—29,, 5I,, 0, 0)
e un piano ¢ =(26,, bI,, 0, 0) omologhi di £ ed ¢, definiti in d).

E si riconosce subito che: E ed E' (e ed &) sono separati armonicamente
da P e Py (% e mny). _

. Ed inoltre che: D’ & polare di A, e A" di D [n.° 39, b)]; D e D' (A ¢ A)
sono distinti, ma hanno a comune tre vertici giacenti in © (tre facce pas-
santi per P) ed i quattro vertici allineati con P (le quarte facce formanti
fascio con w).

42. a) Consideriamo un tetraedro osculatore quaiunque O della ¢, rela-
tiva a P n.° 27 a)], che percio ha due vertici su ¢,, che sono P e un altro
punto qualunque R di c,.

I vertici, che rispetto a 0 stesso hanno le coordinate (1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0),
0,0, 1,0), (0,0, 0, 1), avranno rispetto a O coordinate del tipo

(1,0,0,0), (3m,1,0,0), Bm? 2m,1,0), @ m2 m,1),

per le (91); allora, applicando le (63), si trova che: »iferiti a ¥, i vertici e

le facce di O hanno a comune (*®) le sequenti coordinate

(1,0,0,0), (3m,1,0,0), 6m?+2I 4m,1,0),
(118) '

<6ma.— 6Im + 31, — ?

0,, 6m*412I, 3m, 1).

Il tetraedro O considerato dipende dal parametro m che fissa il suo
vertice R: solo assumendo per m un (qualsiasi) invariante proiettivo di v
(calcolato in P), si ha un tetraedro O definito in modo intrinseco e inva-
riante per collineazioni (e che percid pud presentare interesse).

Sicché si deve sempre assumere (n.° 10)

(119) W‘Zf(eahra J, In Ju I27 Jz;"-)

ove f & funzione arbitraria dei suoi argomenti calcolati in P, cioé per s =0
(se P & 1'origine degli archi ¢ su », come supporremo),
b) Cosl, per m ==0 si ha il tetraedro O col vertice R nel piano rettifi-
cante (n.° 26).
Poi: il tetraedro canonico O, della curva v in P coincide con O se v
appartiene a un complesso lineare (n.° 36, 1° caso); in caso contrario é quel
tetraedro O che corrisponde al valore m, di m (n.° 36, 2° caso).

(6%) Per il n.° 39, by e perchée un O qualungne & autopolare (come e,).
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¢) Cambiando 6, in —6,, si ha da ogni tetraedro O di » I'omologo O di ¥/,
il quale coincide col tetraedro Q (duale di 6) di v; sicché, in particolare,
da O e O, si hanno i tetraedri  (n.° 32) e Q, (n.° 36).

d) Supponiamo che v non appartenga a un complesso lineare (8,==0).
Allora O e Q sono distinti (n.° 33) ed hanno il solo vertlce P e la sola faccia ©
a comune, in generale.

Perd: se m = (119) é funzione pari di 8,, O e @ hanno a comune t primi
tre vertici e le prime tre facce, di coordinate (118); poi i quarti vertici R, R’
allineati con P e le quarte facce p, ¢ formanti fascio con w (*°).

Civ vale in particolare (m=0) per O e R, i quali percid hanno comuni
{ tre veirtici P, Py, Pp (n.° 26), e le tre facce =, w;, m, (n.° 32) ("°).

e) Se invece m =(119) ¢ funzione dispari di 8, i secondi vertici (le
seconde facce) (118) di O e Q formano un gruppo armonico con P e Py (t e wn;);
la retta comune ai terzi vertici (alle terze facce) passa per Py (giace in m;) e
determina con la normale principale il punto (piano) coniugato armonico
di Py (di ms) rispetto ai primi due (alle prime due) ; la retta comune ai
quarti vertici R, R (alle quarte facce p, ¢') incontra la normale principale
e determina con questa e con m; (con Py) due punti (piani)

(120) (6m3 — Glm—gea, 0, 3m, 0), (31, 6m* 4121, O, 1)

formanti con R e R (p e o) un gruppo armonico.

Civ vale in particolare per i tetraedri O, e Q, (quando v non appar-
tiene a un complesso lineare), corrispondenti al valore m, di m (n.° 36, 2° caso);
allora la seconda faccia di O, e il secondo vertice di Q, sono rispettivamente
il piano principale delle curve v e c,, € tl punto principale delle sviluppa-
bili v e v, [n.° 38, 2° caso, a)] ¢ quali hanno percio le coordinate

(121) (BJ,, 48,, 0, 0), (5J, 46,, 0, 0).

Poi: il secondo vertice di Oc e la seconda faccia di Q sono il punto
principale delle sviluppabili v' e c, e il piano principale delle curve V' e y,,
ed hanno pure le coordinate (121) (™).

(®) Ciod R ¢ B (p e p') sono punti (piani) di ¢; e y, rispettivamente appartenenti a
una stessa generatrice del cono quadrico osculatore C, (A wna stessa tangente della conica
osculatrice ¢,).

(" E non solo i primi due vertici e le prime due faece, come fin qui sapevamo,

(") Perché se O, Q¢ sono i tetraedri canoniei di ¢/, 8i ha 0'.=Q,, .= 0.. Cfr. n.° 42, ¢).

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



o
Ot

proiettivo-differenziale delle curve sghembe

Ne segue che: 7 due punti (piani) principali sono separati armonica-
mente da P e Py (m e mo).

43. La v non appartenga a un complesso lineare.

Allora allo spigolo PR, di O, (mp, di Q,) appartiene un punto S== P
(piano o 5= =), geometricamente definito nel n.° 37.

Dalle coordinate (109) di S rispetto a O si deducono quelle rispetto a F
mediante le (63), e si trova che: riferito a ¥ il punto S ha le coordinate

(122) (Gmc3 — 6Im, + 31, — g 0,, 6my -+ 121, 3m,, 1),
e (quindi) ¢l piano o ha le coordinate
(123) (— 6me® + 6Im, + 31, + g b,, 6my + 121, 3m,, 1) (™).

E le stesse coordinate (122) e (123) hanno il piano ¢ e il punto S’ rispet-
tivamente (loro polari) relativi a V',

Se ne deduce che: la retta SS' (od) incontra la normale principale e
determina con questa e col piano = (punto Py) due punti (piani)

(124) (67)103 — 6Im, —gﬁs, 0, 3, O), (31, 6m*+ 121, 0, 1)

formanti con S e S' (c e o) un gruppo armonico.

Il secondo punto (124) coincide col secondc punto (120) per m = m,;
dunque : la refta SS' e la retta R Ry (congiungente i vertici di O, e Q. opposti
alla faccia comune =) concorrono in uno stesso punto del piano reltifi-
cante m;; e (dualmente) la retta oo e la retta p.p's (comune alle facce di O
e Q¢ opposte a P) giacciono in uno stesso piano passante per Py.

Essendo geometricamente definiti 0., Q. (e quindi R,, R';) [n.° 38, 2° caso, a)]
ed S, 8 (n.° 37), Pultimo teorema da una seconda definizione geometrica del
piano n, e del punto Py, e quindi dei tetraedri O e Q (7).

(™) Si ottengono dalle (122) cambiando 0; in — 83, ed allora m.=(107) diventa —me.
(") La prima & quella data nel n.° 33.

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo III.
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Sulle varieti abeliane reali.

Memoria 2* di ANNIBALE CoMESSATTI (& Padova).

‘

(Vedi la Memoria 1* negli « Annali di Matematica », serie IV, tomo 1I, pagg. 67-106).

§ 4. Proprieta reali dei sistemi X appartenenti alle varieta
abeliane. I1 problema dei gruppi semicanonici reali.

13. Trasformazione delle ¥. — Sia V, una varietd abeliana di¢ tipo reale,
corrispondente ad una tabella normale del tipo (VII) (incluso il caso A =0,
in cui la (VII) si riduce alla (V) con e, =e¢,=...= ¢, =1) nella quale, come
sempre, supporremo che le e, abbiano i valori di uno degli schemi noir-
muli (VIII). Poiché la relazione normale corrispondente ha i divisori unitari,
cosi il relativo sistema ®, & un sistema 2 (n.° 9) e le sue varietdh son noto-
riamente rappresentate, al variare delle ¢;, dalle equazioni

(1) N — Cyy Uy — Cyyonny Up — Cp) =0,

il cui primo membro verra spesso abbreviatamente indicato con du — c].

Il sistema X & trasformato in sé stesso da tutte le simmetrie w/; = u; 4, (**),
in quanto la corrispondente sostituzione (IX) sui cicli muta in sé la relazione
normale, ed anche, per analoga ragione dalle #'; = — u,; +-3;; cioé insomma,
se V, non & singolare, da tutle le simmetrie di V, (n.° 6). Fissata una, S, di
queste simmetrie, ad esempio, come a noi converra, la E;,, e detti ¢;, ¢';
i parametri (cioe le costanti delle relative equazioni (1)) di due varieta V, V'
di 2 in essa corrispondenti, ¢i proponiamo di esprimere le ¢’; mediante le ¢;,
cioé di scrivere le equazioni (fra i parametri) della trasformazione indotta
dalla simmetria S entro al sistema 2.

Poiché dall’ equazione #{u —c]=0 di V, si deduce subito per V'l equazione

(2) ¥u —¢] =0,

cosl tutto si riduce a trasformare il primo membro della (2) in una ¥wu — ¢,

(*%) Qui per evitare equivoci, indichiamo le costanti delle simmetrie con y:, 2; anziché
con ¢, d;. ’ '
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cioé ad esprimere la & mediante la %. La possibilita di tale espressione é
a priori garantita dall’ equivalenza fra la tabella normale e la sua coniugatu,
ch’é pure normale (n.° 9).

Tratteremo per semplicitd il problema nei due casi (diasimmetrico ed
ortosimmelrico) corrispondenti a p =2, A =2, che danno indicazioni piu che
sufficienti per la discussione-del caso generale.

Se, indicando provvisoriamente con g, i periodi ai cicli NN,, ricordiamo
che

" TE(Ty, M, A 20,91, My - 555M2) -+ 2E(ML Uy —+ Ngly) )

(3) 'ﬂ'(uuuz): ~2 e .

my, Mg

abbi_amo intanto subito

— 00, 00 o —~ - .
'Z o= (0,12 ~ 20,51 Mg b GogMy?) — 2ri (M 20, + Mys)

3) Hu,y u)) =

my, My
e quindi nel caso diasimmetrico in cui

.

1 . 1 . .
4) Guzé-i—zr“, 022=§+1122, 0, = Gy, == 1iT,,,

tenendo conto che, se m & intero, si ha sempre

— m? %Z =m? g — mmni, (mod 2mi)
risulta
Hu,, ME):.‘%'(— u, —%, — Uy = ;),
cioe, per la paritd della &
(5) Yu,, u,)= q‘)<u1 +- ;, U, + %)

Invece nel caso ortosimmetiico, avendosi

(6) Oy == 1@T,y, Oy ==1Ty,, O,, =0, =;-+1IiT,,

2

si trova analogamente (u,, u,) = H— u,, — u,) ed infine

(M) Wu,, u)=Hu,, u,).

(59 Nel confronto colla definizione di RiuMaNN (KRAZER, § 4) si tenga presente la diffe-
renza delle convenzioni cirea i periodi ai cieli M; (1 invece di mi).

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



A. CoMEessaTri: Sulle varietd abeliane reali 29

Cosi procedendo si ottengono in generale le seguenti formule di trasfor-
mazione delle ¥

Y 1 1
(XI) d) ?(M“ Uy yorey ’Mp) = U, -+ é,..., Uy S é, ul_'_i,..-, up)
0) Hotyy Ugyeery Up) =Dty Uygyeery Uy),

mediante le quali dalla (2) si deducono per la trasformazione indotia entro
al sistema I dalla simmetria v'; = u; le seguenti equazioni

d) C'n = Cp+ Cr EEk ) (h=1, 2,.,, X; k=2 L, D)

(XII) 2’

0) Cy=C; (¢ =1, 2,.., p).

La deduzione delle analoghe equazioni corrispondenti alle altre simmetrie
¢ immediata, dato che esse son prodotti della /; =w; per trasformazions
ordinarie; e d’ altronde presenta meno interesse perché, come fu osservato
piu volte, ogni simmetria dotata di punti uniti é riducibile (scelti opportu-
namente i parametri) alla o', = u;.

Sul modello V, dove u/, =, & il coniugio, diremo addirittura che le (XII)
son le equazioni del coniugio di X.

14. Varieta reali di X e trasformazioni di prima specie che le mutano
in sé. — Per comoditd di discorso ci riferiremo al predetto modello V,,
con che resta sottinteso che consideriamo solo varietdh dotate di punti
reali.

Le condizioni perché una varietd & sia reale, sono espresse dalle (XII)
nelle quali al posto delle ¢’ si serivano ancora le ¢. Nel caso ortosimmetrico
si ottengono cosi le stesse equazioni che servono a determinare i parametri
dei punti reali di V,,”; sicché trascrivendo la (8) del n.° 7 (efr. n.® 12, I) troviamo
per i parametri delle % reali nel caso ortosimmetrico i valori

(80) ¢c=7r+(0, 0,., O h}k+u hl+27-": hp))

nella cui formulazione seguiamo le convenzioni del § 2.

(5‘) Aggiungendo ai secondi membri il periodo al cielo N, + N, + ...+ N), si vede
che alle (XIId) possono sostituirsi le ¢y = ei+ji (h =1, 2,..., P) €ON Jro==I(Tn+ Tho—+ s 4 Tr)):
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Invece i parametri delle ¥ reali nel caso diasimmetrico, hanno i valori
(8d) ¢ E?‘-I—(l, 17"'7 1} hl+u hl+27---) h:o))'

che si desumono facilmente dalle (XIId) (°%).

Le (8) in corrispondenza ai valori che pud assumere la semicaratteristica
a secondo membro, danno 222 sistemi di ¥ reali, che in certa guisa fan
riscontro alle 22— falde della varieta; le & di ciascun sistema ottenendosi al
variare dei parametri reali »;.

Ogni varieta 3{u — ¢] =0, é mutata in s&¢ da una (ed una sola) trasfor-
mazione di 1* specie 7, di equazioni #'; = — u; + 2¢;; viceversa una T di
equazioni u'; = — u; + v, muta in sé 2°2 varietd ¥ (reali o no), i cui parametri

Yi

si ottengono aggiungeudo a 9 i 2*# semiperiodi incongrui.

Se la du — ¢]=0 ¢é reale, cioé se le ¢; hanno i valori (8), le costanti 2¢,
della 7 risultano congrue a numeri reali, cioé T é reale e muta in sé tutle
le falde di V,” (n.° 7); viceversa se le y; son congrue a numeri reali, la T
muta in sé 2°2—* § reali che, ridotte le y; reali, hanno i parametri

.

o) d) 0597+(g1, Gares Gpl1, Ly 1, hlﬂ, IzH?,..., hy)
1

0) ¢=37+ s Gors Ip 10y Oy O, B B sy Py

Il numero delle & reali mutate in sé da 7' & dunque eguale a quello dei
punti uniti reali di 7' (n.° 7); e cosl comincia ad affermarsi anche nel campo
reale quella reciprocita fra i punti di V, e le varieta & di Z, che notoria-
mente sussiste nel campo complesso (°%).

I noto che una ¥u — ¢]=0 contiene 22~42% — 1) punti uniti della corri-
spondente T. Ricordiamo brevemente come si giunge a tal risultato.

Gli argomenti dei punti uniti di 7 sono ¢, 4 o; (6; semiperiodo); quindi
la condizione d’ appartenenza di quei punti alla ¥u—c]=0, & ¥c]=0.

(*?) Se queste congruenze si serivono sotto la forma della nota precedente, 8i trova subito

1., | . s . . .
e=r+5J + (0, Oyey Oy By 41y RAsggeny ip) dove ji mon & (come 93) arbitrario, ma ha il valore
1

predetto ; ed i valori cosi ottenuti coincidono cogli (8 d) percheé '2-jh, differisce dal semipe-

riedo (1, 1,.,, 1, 0,..., 0) per una quantita reale.
() Per p =2, cfr. ENrRIQUES-SkvER1, Mémoire sur les surfaces hyperelliptiques. [Acta
Math,, vol. 32, (1909) pp. 283-392 e 33 (1910) pp. 321-403] n° 23,
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Essa & verificata allora e solo che il semiperiodo o; ha caratteristica
dispari (°*), cioé appunto per 22422 —1) valori di quella caratteristica (n.° 5).

Se.la ¥, e quindi la T, & reale, quanti fra ¢ predetti punti son reali?
Percio bisogna che gli argomenti ¢;+ o; abbian valori spettanti a punti
reali ((8) del n.® 7); quindi, tenuto conto delle (9), che il semiperiodo o;
abbia una caratteristica dispari del tipo .

d) Gis Goronr Gp |1y Loy 1, By s B ey Byp)

10 .
( ) O) (gl7 g2)"" qpl()) 0)"‘7 07 llx_'_{’ hk‘+‘2’".’ hp)'

Se ora ricordiamo (n.° 5) che ogni semicaratteristica del secondo gruppo,
esclusa la semicaratteristica impropria (0, 0,..., 0) appartiene a 2#—* caratte-
ristiche dispari, troviamo subito che le caratteristiche (10) e quindi ¢ puniti
uniti reali cercati sono 20—*.20—* nel caso diasimnetrico, 20—(20—* —1) nel
caso ortosimmetrico; giacché nel primo si possono dare ad Ay, Byippey By
tutti i 22— valori possibili, nel secondo bisogna eccettuarne ¢ valori nulli.

Inoltre negli argomenti ¢; + o, dei punti uniti, che son del tipo (8) (n.° 7),
la semicaratteristica a secondo membro varia soltanto al variare delle A
pelle (10), mentre le g danno contributo alle parti reali; e tanto basta per
concluderne che @ punti uniti considerati si distribuiscono a 2°—' q 22— sy
tante falde di V,", quant’é nelle formule predette il coefficiente di 27—,

Nel caso diasimmetrico queste sono 20— cioé tutte le falde di Vo3
invece nel caso ortosimmetrico rimane esclusa una falda, ch’é quella avente,
nella (8) del n.® 7, la stessa semicaratteristica delle costanti ¢; della .

Analogamente si prova che per un punto unito reale d’una 7' reale,
passano 2°—1.20=% o risp. 20—422—* — 1) ¥ reali, ecc.

Se p =2 le formule ottenute esprimono il numero dei punti doppi reali
della g, sopra una curva reale di £; in perfetto accordo col n.® 8,

14. 11 problema dei gruppi semicanonici reali. I. Caso delle curve con rami
reali. — Nelle conclusioni predette & quasi interamente contenuta (almeno per
le curve con punti reali) la risoluzione d’un interessante problema, segnato
dalla magistrale impronta dell’ opera kleiniana (°%). E il problema di determi-

(*%) Krazur, Cap. VIL, § 1. Questo almeno quando ¢ moduli sono generali.

%) Cfr. KiEIN, Ueber Realititsverhiilinisse (citata), Riemann’ sche Flichen, Parte III.
La tirannia dello spazio ¢’impedisce d’illustrare con maggiore ampiczza i molteplici rapporti
della questione colla teoria delle &-Riemanniane, e di ricordare al lettore le linee generali
dei procedimenti di KLEIN. Ci riserbiamo perd di ritornarvi in altro luogo.
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nare il numero ed il comportamento dei gruppi semicanonici reali, d’ una
curva reale C di genere p (gruppi I',_, di p — 1 punti, che contati due volte
son gruppi canonici), cioé il numera degli S,_, reali p—1 tangenti della
curva canonica (reale) Cop—s di Sy, (bitangenti della quartica piana, piani
tritangenti della sestica sghemba di genere 4, ecc.) e la distribuzione dei loro
contatti sui rami di C.

Per precisare nei riguardi di quest’ ultimo punto la posizione del problema,
indichiamo con p (> 0) il numero dei rami di C, e riuniamo in una stessa
classe tutti i gruppi di p — 1 punti, G,_,, reali, i cui punti reali son distri-
buiti con data paritd sui rami di C.

Otterremo tante classi quant’é il numero dei simboli [¢,, {,,..., fu] intro-
dotti al n.° 8, cioé 2*—! oppure 2*—*—1 secondo che p ¢ minore od eguale
a p + 1. Diremo brevemente con KLEIN, che tante son le classi combinato-
riamente possibili.

Ricordiamo ancora dal n.” 8 che il carattere reale x di C vale p+41—p,
e che ad ognuna delle (22— o risp. 27—*—1) classi predette, corrisponde una
falda della V© imagine reale dei G,_, di C.

Sia W, la varietd di Jacobi imagine reale delle serie lineari d’or
dine p di C. Ai punti d’una varieth ¥ di W, corrispondono su C le serie
i cui G, son contenuti parzialmente in una gggj e viceversa; in particolare
se la gggj risulta dall’ aggiungere alla serie canonica un punto fisso O, le serie
individuate dai (&, che hanno quel punto come fisso (*%).

Quando O & reale lo & anche la varietad & corrispondente, che indicheremo
con V; e la T di 1* specie che muta in s¢ V & imagine della corrispondenza
fra i G, per O che si ottiene associando due @, provenienti (aggiungendo 0)
da due G,_, mutuamente residui rispetto alla serie canonica. I punti uniti
di T appartenenti a V provengono dunque dai I',_, semicanonici, e pertanto
il numero di questi gruppi reali coincide con quello dei punti uniti 77eali di T
appartenenti a V. Si ha dunque, in base al n.° precedente (e posto A=p-+1—p)
la conclusione :

Il numero dei gruppi semicanonici reali appartenenti ad una curova
reale C, di genere p, con | >>0 ramni reali, é 2°—*.2* ! nel caso diasimme-
trico 20— 2%~ —1) nel caso ortosimmetrico.

Si vede poi subito che due I',_, di classi diverse, aggregati ad 0, danno
due G, pure di classi diverse, cioé corrispondenti (n.° 8) a punti di falde

(%) Cfr. la mia Nota, Sulle trasformazioni Hermitiane delle varieta di Jacobi. [Atti
Acead. Torino, vol. 50 (1914-15), pp. 439-455] ed il Cap. IX del KRAZER.
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diverse di W,™, e viceversa: sicché la distribuzione dei I',_, in classi, corri-
sponde a quella dei punti uniti reali di 7' sulle falde di W,®. Sussiste quindi
il teorema :

Una classe combinaloriamente possibile, che contenga gruppi semica-
nontct reali, ne contiene 28—, Nel caso diasimmetrico e nel caso ortosim-
met1ico massimo (l':O) cid st verifica per tutte le classi: negli altri cast
ortosimmetrici una classe rimane esclusa.

E questa la classe corrispondente al simbolo [I, 1,..., 1] cioé quella degli
Sy—, aventi un numero dispari di contatti con tutti ¢ rami di C,,_,. Ci
limitiamo ad ennnciarlo senza dimostrazione, riservandoci di tornare in altro
luogo sull’argomento (°%).

15. I1 problema dei gruppi semicanonici reali. II. Caso delle curve senza
punti reali. — La discussione di questo problema ci condurra anche a preci-
sare il carattere delle tabelle normali corrispondenti alle curve prive di
punti reali, a complemento di quel che si & gia detto al n.° 8 (cfr, il n.° 12, III).

Riprendiamo, dal n.> 8, la considerazione delle W, imagini reali delle
serie lineari d’ordine g = d una curva reale C, che, come si & osservato
sono altrettanti modelli reali della V, di JACOBI relativa a C; e mostriamo
che se C non ha rami reali due modelli siffatti, corrispondenti a valori
di q aventi diversa paritd possono esser distinti di fronte alle trasforma-
zioni birazionali reali.

Difatti, sia u,, u,,.., 4, un sistema d’integrali reali ¢ normali di C; e
ricordiamo che, fissata 1’ origine delle integrazioni, le equazioni del coniugio
di C saranno del tipo u’,.z@ra—y,,, colle y, congrue a numeri imaginari
puri j,. pitt un semiperiodo reale o, (n.° 6). Dette U, le somme degli %, nei gruppi
Gpen di C (che sono integrali di 1* specie di V), la trasformazione indotta
fra le serie lineari d’ordine p + & dal coniugio di C, ha per corrispondente
su V, la simmetria U, = U, +(p + h)y, dalla quale proviene il modello
Wz‘f(ﬂh (su cui quella simmetria & il coniugio, e gli U, son reali e normali).
Ora, se p+h ¢ pari, si ha (p+ h)js, =0, quindi quella simmetria &

Uy= (7,-+(p + h)j,., cioé (n.° 6) & della stessa classe di U', = U,, mentre

(") La classe corrispondente al simbolo {1, 1,..., 1] va esclusa anche nel caso ortosim-
metrico massimo, ma allora non &, nel nostro senso, combinatoriamente possibile, perché
ty+t+...+t>p—1. Nel confronto col numero precedente si tenga presente che se
p=p-+1, ¥V ha une falda di meno di W,©®, di guisa che i punti uniti reali di 7' apparte-
nenti & ¥V sono esclusi da una falda di @,

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo III. 3
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se p—+ h é dispari si ha (p + h)o, = o,, quindi quella simmetria non é della.
classe di U', = U,, almeno qnando c,.==0 (*).

Torniamo ora al nostro problema, esaminando separatamente i due casi
del genere pari e dispari. ’

a) GENERE p PARI. Sappiamo gia (n.” 8) che A = p, ed allora nell’ espres-
sione di y,, manca (n.° 6) il semiperiodo o,. Inoltre essendo p — 1 dispari,
non vi sono Lp_, reali.

Detta O I’origine delle integrazioni, e, come prima, V la varietad ¥ corri-
spondente ai G, col punto fisso 0, se associamo due punti di V quando pro-
vengono da due (G, ottenuti aggregando ad 0 due (},—, coniugati, otteniamo
su V una simmetria rappresentata dalle equazioni U'p= U, (p — 1)j,, che
si pud estendere a tutta la V, (*°). Tale simmetria & della classe di U'y= U,
sicche il modello reale V,” corrispondente (essendo A =p) ha wuna falda;
e su di esso la V & reale. Se V, fosse di tipo diasimmetrico la V conter-
rebbe 27—t punti uniti delfa corrispondente 7’ (n.° 13) e quindi esisterebbero
altrettanti I',_, reali. Ma cio & assurdo, dunque V, e quindi (anche) la tabella
normale relativa a C ha carattere ortosimmetrico.

b) GENERE p DISPARI. Consideriamo su C le serie lineari d’ ordine p -1,
Jp+i, che in generale hanno la dimensione .1, e tra esse quelle reali, alle
quali corrispondono i punti reali di W,,. Il coniugio subordina tra i loro
elementi un’antiproiettivita involutoria, che a priori (essendo dispuri la
dimensione dell’ente) pud avere o no elementi uniti (°°); quindi « P»iori
tali g,,, reali possono essere di due tipi nettamente distinti e non deducibili
uno dall’altro per continuita. Dunque W), ha una o due falde (una ne ha
certo in corrispondenza alle g,,, individuate dai G,,, reali).

Proviamo che non pud verificarsi il primo caso. Difatti essendo W, un
modello reale di V, con punti reali, sarebbe (ni17, 8) A=p e quindi il co-
niugio di C avrebbe le equazioni «', = U, +j,. Ma allora i gruppi di p punti

corrispondenti alle somme U ==y +;§jh (7, numero reale arbitrario) sareb-

bero reali, il che & assurdo perché p & dispari. Dunque W@, ha due falde
e A =p — 1.

(%) S8e C ha punti reali la questione non si presenta perehé, avendo il coniugio punti
uniti, & o, =0, auzi si pud addirittura supporre y,==0, scegliendo come origine un punto reale.

(*) Le U, son somme relative a gruppi di p punti di €,

(50 SkeRru, Le rappresentazioni reali delle forme complesse, ecc. [Math. Ann., vol. 40
(1892), pp. 413-467) pac. 431-32.
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Sulla W, consideriamo la & reale corrispondente alle g,,, individuate
dai G, con due punti fissi 4, B imaginari coniugati. Essa ha una sola falda
perché le g,., reali che contengono la coppia A, B appartengono tutte al
primo dei tipi sopra considerate, in quanto la serie residua ¢ una g,_, reale
che in generale riducesi ad un solo gruppo reale.

Se la W, fosse di tipo diasimmetrico la varieta & predetta conterrebbe
2.27—t punti uniti della relativa 7, divisi in due gruppi, ciascuno di 2#—* punti,
appartenenti alle due falde di W}, e quindi avrebbe anch’essa due falde.
Dunque la W§), (cioé la tabella normale relativa a C) & di tipo ortosimme-
trico, ed allora il numero dei punti uniti di 7, che, come si vede subito da
ancora il numero dei gruppi semicanonici reali, & 2~ In conclusione:

Una curva reale C, di genere -p, priva di punti reali, ha carattere
reale A=p o p —1 secondo che p & pari o dispari, e matrice normale
ortosimmetrica (°'). Il numero dei suoi gruppi semicanonici reali vale
rispettivamente O o 291,

Pertanto anche in questo caso ognuna delle classi combinatoriamente

possibili, contiene 22— gruppi semicanonici reali.

§ 5. I1 easo critico nella classificazione delle superficie
di Jacobi e delle curve di genere 2 reali.

16. Posizione del problema e programma della discussione. — Dalle con-
clusioni del n.” precedente, e del n.° 8, risulta che data una matrice normale
di tipo reale, corrispondente ad una curva reale C (%?), é perfettamente deter-
minato, dagli elementi caratteristici fin qui considerati, il numero dei rami
reali di C ed il suo carattere diasimmetrico od ortosimmetrico, fatta eccezione
per le malrici ortosimmetriche di carattere reale A=p o p—1 (secondo
che p & pari o dispari) a cui possono corrispondere sia curve con p +1— A
(cioé risp. uno o due) rami reali, sia curve prive di rami reali.

(1) Se la distinzione fra curve di tipo diasimmetrico ed ortosimmetrico. 8i basa, con
KreIN, sul noto ecarattere topologico delle corrispondenti superficie di RieMANN, le curve
prive di rami reali son tutte di tipo diasimmetrico.

(¥?) La matrice normale si suppone in ogni caso determinata partendo dalla relazione
di Riemany di cui si parla al n.° 12, 11T, per modo da eliminare ogni ambiguitd anche nel
caso delle curve singolari. Quest’ipotesi &€ implicita nelle considerazioni dei due numeri
precedenti.
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Nasce quindi il problema di distinguere i due casi, sempre in base ad
clementi dedotti dalle tabelle normali: alla sua discussione, nel caso del
genere due, & dedicato il presente paragrafo (°%).

Per precisarne bene la posizione, partiamo da una matrice normale orto-
simmetrica di genere e carattere reale equali a 2

1 0 it,, ; + i,
(1) » A > 0(112:‘:21)

1
01 2+112‘ iT,,

ed indichiamo con F©® la superficie di Jacobi 1eale, con una falda ad essa
corrispondente.

Intendiamo con cio, a norma dei numeri 4, 6 (le cui considerazioni si
trasportino a tabelle normali) di riferirci al modello (determinato a meno d’ una
trasformazione birazionale reale) corrispondente alla simmetria ’; =u; (0o ad
un’altra della sua classe); mentre il modello F,” corrispondente alla sim-
metria «'; = — u; (per cui gl’integrali normali della (1) non sono 7reali) si
associera alla malrice complementare della (1).

La superficie F™ contiene, entro al sistema Z, delle curve C© (di genere 2)
reali, che, a norma delle (8 0) (n.° 14) son quelle corrispondenti a valori reali
dei parametri ¢; delle 9. Esse hanno come tabella normale la stessa (1), e
quindi (n.° 8) possono avere wno o zZero rami reali (°*): perd in ogni caso
sono tutte dello stesso tipo, perché, come si vede subito, posson dedursi una
dall’ altra mediante™trasformazioni di 2* specie (¥'; = u;+ ¢;) reali.

La stessa F©@ & poi I’imagine reale propria, nel senso del n.” 8, delle
coppie di punti d’una sua C. Per quanto cio emerga senz’ altro dalla rappre-
sentazione trascendente, si pud persuadersene per via geometrica, conside-
rando il sistema 7eale oo!, T' costituito dalle curve di £ che passano per un
punto reale P di F©®, ed associando ad ogni coppia di punti di 0 I’ ulteriore
intersezione™delle due curve di I' da essi determinate.

%) Per p=1 il problema non ha senso giacché ad una matrice |1, iz] corrispondono
tante curve con dwe rami, provenienti dalle simmetrie della classe di w' =wu, quanto curve

. , . S . . . - 1 . S s
prive di rami, provenienti dalle simmetrie della classe di u’Eu,+§, giacehé in questo

cago la curva coincide colla propria varietd di Jacosr.
(¢% Si noti che, se C© non ha punti reali e si assume un suo punto come origine delle
integrazioni, le equazioni del coniugio non rimangono pit w'; = u;.
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Viceversa se si parte da una curva reale C di genere 2, avente come
matrice normale la (1), cioé (n. 8, 15) da una curva ortosimmetrica con un
ramo reale, o da una curva priva di rami reali, I’imagine reale propria F©
delle sue coppie di punti & del tipo predetto, ha come’ matrice normale: la
stessa (1), ecc. In conclusione : .

Ad una matrice normale del tipo (1) possono corrispondere superficie
di Jacobi F® reali, con una falda, e curve reali C® di genere 2 d’uno
dei due tipi seguenti: |

a) Superficie su cui tutte le C reali hanno un raimno reale; lo diremo
il caso propriamente ortosimmetrico ;

b) Superficie su cui tutte le C” reali son prive di rami reali; lo
diremo il caso émpropriamente ortostmmetrico.

Per stabilire in base alla tabella (1) la distinzione fra i due casi, parti-
remo dall’ osservazione, fatta al n.° 8, che due curve C®, C,” corrispondenti
a matrici (1) complementari, e le relative superficie di Jacobi F©, F,©
appartengono U una al tipo a), Ualira al tipo D).

Questa osservazione fa intravedere 1’ esistenza di un rapporto fra il tipo
della C® e della F, ed il determinante A =r=,1,, — 1, della (1) (che per
la condizione del n.® 12, IV & positivo) appena si ricordi la relazione 1614, =1
che intercedelfra i determinanti di due matrici complementari (n.” 4 e n.° 12 V),

dalla quale si deduce che ai valori di A (o di A)) >411 corrispondono i valori

. . 1 . . .
di A, (o di 4) <‘—1. E la previsione, & come vedremo, confermata dal seguente

teorema :
I cast propriamente ed impropriamente oirfosimmetrico coriispondono
o ‘1 1 o - 1
rispettivamente a A <1 ed a A>i' Nel caso di transizione A:Zl le due
superficie F®, F© coincidono (si equivalgono per trasformazioni reali) e la
curva C si spezza in due curve ellittiche imaginarie coniugale (unisecantisi).
Ecco infine una breve visione d’assieme delle fasi attraverso cui passera
la nostra discussione, a titolo di programma dei numeri sequenti :

T) Date due, matrici (1) entrambe con A >:i (o < le) si pud passare con

continuita dall’una all’altra senza che cessi d’esser verificata la condizione
(A > 0) d’ esistenza della F‘®, e senza che la curva del sistema X (corrispon-
dente alla reluzione normale) si spezzi, giacché tale spezzamento pud verifi-

carsi solo per A:4. Poiché durante tal variazione le curve reali di C non
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possono cambiar tipo, ne segue che non cambia neppure quello della super-

ficie F, e quindi che i due tipi ), b) corrlspondono Puno a A >1 U altro

47
1
a A<- i
II) Se A— la superficie di JACOBI corrispondente alla (1) é singolare

ed ammette una txasfoxmazmne birazionale singolare che muta I’una nel-

I’ altra le due simmetrie '; = u,, 'y E-—-u‘, quindi F® ed F, sono equi-
valenti per trasformazioni reali. Inoltre le curve C di ¥ si spezzano in due
curve ellittiche unisecantisi, che, quando C é reale (cioé ¢ una C) sono
imaginarie coniugate; viceversa ad ogni superficie F® delle coppie di punti
di due curve ellittiche imaginarie coniugate, corrisponde una matrice (1)

1
gon A =

IIT) 11 caso. impropriamente ortosimmetrico corrisponde a A>i, e

quindi il caso propriamente ortosimmetrico a A < i

—

17. I) Separazione dei due tipi in base alle disuguaglianze AZ=-. —

N

Supposto, com’¢ lecito (cfr. la nota (*)) t,, >0, poniamo 1,, = V2zx, t,,= V2y,
T, =T, = 2, ed interpretiamo le @, y, & come coordinate ortogonali di punto

in S;. Allora le due equazioni A=0, A :1

4 divengono

2) 2 —2xy=0, z*— 2wy=~i,
e rappresentano la prima il cono rofondo I' generato dalla rotazione degli
assi @, y intorno alla loro bisettrice & =1y, I’ altra I’ iperboloide a due falde
rrotondo J coassiale, generato dall’iperbole 8xy =1 (#=20), del quale I' & il
cono asintotico.

Ad ogni punto del semispazio x >0 (t,, > 0) interno al cono I' (A > 0),
cio¢ alla falda T, di T generata dal semiassi positivi «, y, resta cosi asso-
ciata una tabella (1) soddisfacente alla condizione d’esistenza A >0, quindi
una superficie F®: viceversa ad una tal superficie corrisponde un sistema di
punti (provenienti dalle tabelle equivalenti alla (1) nel senso della nota (*?))
interni a I'; e giacenti tutti (per I'invarianza di A) sulla stessa falda dell iper-
boloide 2* — 2xy = A,
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I punti per cui (oltre a 7, >0 e A>0) si ha A >:11 sono interni alla

falda J, di J giacente nel semispazio & >0, ed i punti per cui A <:1 sono

compresi fra J, e T, cioé sono esterni ad J, ed interni a I', (Fig. 1). Le due
Lo . . 1 1
regioni cosi associate a A > i A< 4 somo connesse, e tanto basta per con-

fermare che il passaggio con-
tinuo di cui in 1) & compati-
bile colla condizione d’ esi-
stenza di F©,

Rimane da provare che

s

per A diverso da i la curva

di X non pud mai spezzarsi.
Un tale spezzamenio, puo,
com’ & noto, avvenire solo
quando X ¢ somma di due
fasci ellittici wunisecantisi,
cioé quando ¢ periodi (1) sod-
disfane a due relazioni di
divisore zero la cui somma
sia la relazione normale
(13) + (24) =0 corrispon-
dente a I (%),
Siano a,,, a'y, 1 coeffi- Fig, 1,

cienti (primi tra di loro) delle

due relazioni di divisore O, e supponiamone scelti i segni in modo che la
condizione di dar per somma (13) 4-(24) =0, si esprima mediante le -

? r S : r o | —
3 ap+a,,=a, 40 ,=a,,+0d,=a,+d;,, =0, a,+ad,=a,+a,,=1.

Scrivendo la prirﬁa per i periodi (1), e separando il reale dall’immaginario

(%%) BaeNERA-DE FRrRANCHIS, loe. cit.,, n.° 9. Vedi anche la mia Memoria ¢ Sulle super ficie
di Jacobi semplicemente singolari [Memorie dei XL (3), vol. 21 (1919)], n.® 2, 8i pud aggiun-
gere che P invariante simultaneo delle due relazioni (che esprime il numero delle intersezioni
tra le carve dei due fasci) deve risultare eguale ad 1: ma ¢id non darebbe nulla di nuovo
perché tal condizione é conseguenza delle precedenti.
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troviamo

4) 20, +ay, +a, — 20, D=0 1
’ (D =A 4 )

4) QT + Ay, + (a5 + 0y, 4 a5)t,, =05 4

poi, esprimendo che le due relazioni hanno il divisore 0, e tenendo conto
delle (3), otteniamo

(5) Qpgltyy + Qygly + Q4,0 =0, @, +a,, = 1.

Perché la (4) sia compatibile colla condizione d’esistenza A >0, occorre
che 7l piano uscente dall’ 0rigine rappresentato dalla (4'), in cui, come prima,
si ponga 1, =V2-2, 1,, =V2.y, 1, =1, =2z, sia secante rispetto al cono T,
il che porta alla condizione .

(6) (a3 + ayp + ) — 4da,,a,, >0,
dalla quale, mediante”le (4), (5) con qualche elaborazione si ricava
@) 2a2,D < 14 al,.

Ora non pud essere a,, = 0, perché dalla (4) e dalla seconda delle (B) si
ricaverebbe 2(a,, + a,,)==1, ch’é evidentemente assurda; inoltre il primo
membro della (7) & infero perché lo sono a,, e (per la (4)) 2a,D. Se fosse

1 . . . . s
D> uel primo membro risulterebbe maggiore di a2, quindi almeno eguale
9 q &8 3 4

. . . | 1
ad 1+-a, in contraddizione colla (7) stessa. Dunque Dgé, cioé A =3

Ragionando allo stesso modo sulla matiice complementare della (1) che
st trova in analoghe condizioni, si ricava Aiga, e siccome 16AA, =1,

1
cosi A>-.
4
Si conclude in definitiva che lo spezzamento considerato pud avvenire

1
solo quando A:Zl, e cosl resta provata la prima parte del nostro assunto.

1 )
18. II) Il easo di transizione A:Z' — Dimostriamo anzitutto che in

questo caso le due supeficie F'°, F, sono equivalenti per trasformazioni
reali, & quindi che alle due simmetrie #'; =wu;, ¥/, = — u; non corrispondono
pit due classi distinte (nel senso del n. 6) ma una sola classe reale.
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Percio passiamo alla tabella complementare della (1), sostituendo (n.° 12, V)
ai relativi cicli normali M,, M,, N,, N, i nuovi cicli
(8) P,=M, -2N,, P,=M,—2N,; Q=M,—N,, Q=M —N

i 27

ed agl integrali normali %,, #, i nuovi integrali normali

(Vi %, 75 u,),

DN ™

i
9) v, = 3 (Vi + Tuy), v, =

dove le 7,, son gli elementi reciproci delle =,,. Tenendo conto delle relative

" . . 1
espressioni mediante le 1,, e di A ="

i’ troviamo facilmente che la matrice

cercata €

10 i —1T,,

. 11 é
(1, ¢)

0 1 %—i‘tm iTy,

Ora da questa si pud passare alla (1) non soltanto mediante I’ operazione
inversa di quella che c¢i vi ha condotti, ma anche sostituendo ai relativi
cicli P,, P,, Q,, Q,, i cicli —P,, P,, —Q + P,, Q,— P, e quindi agli
integralt normali v,, », i nuovi integrali V,=—v,, V,=v, (*®). Poiché
gle u,, u, son reali su F® e i V., V, (come i v,, v,) su F,®, e le matrici
corrispondenti sono ora identiche, ne segue che se si associa ad ogni punto
(u,, uy) di F®, il punto (V,, V,) di F,® dove V,=wu,, V,=w,, si ha una
trasformazgione birazionale reale che muta F© in F,©.

E cio, tenuto conto delle espressioni di V,, V,, val quanto dire che le
formule
(10) “:4 = 2u(ty, 4, — Ty Us)

Wy = 2i(Tyott, — Ty3l,),

rappresentano, sulla superficie di JACOBI F di cui ['* ed F, son modelli reali,
una (rasformazione birazionale singolare che muta una nell altra le due
simmetrie ', = u;, /; = — u;, come del resto si verifica direttamente.

La superficie I' & dunque singolare; e difatti i periodi (1), oltre che

dalla relazione normale (13) +-(24) =0 son legati anche dalla A _::li che puo

66) B questa una irasformazione dei periodi normali che rispetta la condizione (a) delln
nota (42) cioe conserva la realtd deql’ integrali novimali., Diremo pereid che le matriei nor-
mali (1) (1 e) sono equivalenti nel campo reale.

Annali di Matematica, Serie IV, Temo III. G
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scriversi
(11) (13) +(42)+2.(34) =0,

e quindi da futte le relazgiont del fascio
(12) A 4= pX13) + (A — p)(24) +2p(34) =0,

il cui divisore & \* — p?. Per A ==y si hanno quindi le due relazioni di
divisore zero

(13) (13) +(34) =0, (24)—(34)=0,

la cui somma & la relazione normale (13)-4- (24)=0, che son richieste (n.° prec.)

per lo spezzamento di ¥. Poiché le (13) con ovvio significato dei simboli, pos-
sono scriversi

(1—4-3)=0, 2—3.4=0,

cosi se, indicando con o,, vw,, w,, v, periodi ai cicli normali della (1), passiamo
a nuovi periodi primitivi (cioé a nuovi cicli) Q; ponendo

(14) Q=uv v, L=, QL=ou,6 2 =o0,—o0,
le (13) (riferite ai nuovi cicli) divengono
(15) (12)=0, (34)=0.

La tabella dei nuovi periodi degli integrali normali w,, wu, &

. . r . .
— 0T, it,, g+ i, —i%,

DO/ =

(16)

[y
[u—y

— 1Ty, 9 + 1T, 1Ty Ty

5
ed i due integrali ellittici v,, v, si ottengono combinando linearmente u,, u,
in modo che, com’¢é possibile in forza delle (15), si annullino i due periodi 2,, @,
oppure 2,, Q,, cioé¢ ponendo

. L.
O = Tyt — |5 = 1T U,
(17

. 1 .
Uy == — 1Ty, U, — (2 — zrm)uz .
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Allora, al posto della {16) si ottiene la tabella

0T ---% —dt, O 0
(18)

. 1 .
0 0 —iT, —5 T,
ed inoltre le equazioni del coniugio di F©, da %'; = u; divengono

. (19) 0/15'027 U,y 511

il che mostra che F© (éd F,) & la superficie (imagine propria) delle coppie
di punti di due curve ellittiche imaginarie eoniugate.

Viceversa siano C,, C, due curve ellittiche imaginarie coniugate, v, un
integrale di 1* specie di C, coi periodi a + ib, ¢+ id ai cicli primitivi 4,, B,, v,
'integrale coniugato di C,, coi periodi a —ib, ¢ — id ai cicli 4,, B, coniugati
di 4,, B,. La superficie di JACOBI F'® imagine propria delle coppie di punti
delle due curve (ch’é reale) corrisponderd alla tabella

a-+ib ¢+ id 0 0

(20) ,
~ 0 0 a—ib c—id

ed avra come equazioni del eoniugio le (19).

Passiamo ora ad ‘integrali reali w,, 1w, ponendo
21 W, =70, +0,, wW,=1v,—0v,),
e rendiamo reali i cicli del primo gruppo, sostituendo agli 4;, B; (cosl con-
tinuiamo ad indicare anche i cicli della superficie di JACOBI, a cui son relativi
i periodi (20)) i nuovi cicli

(22) M;:A1+A2’ M2:Bt+Bz7 N1=Bw N2=Au

che, per effetto del coniugio subiscono la sostituzione IX0) deln.* 12 I (p=2A1=2).
Si trova subito che i nuovi periodi di ww,, w, sono

20 2¢ c—id a-+1ib

(23) ,
20 2d d+ic b—ia

e non resta che normalizzare gl’integrali reali, rispetto ai cicli M,, M,,
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cioe porre

u, = QIT) (dw, — cw,)
(24) , D = (ad — b¢),
Uy = — 2D (bw1 — aw,),

per ottenere in definitiva la tahella

!.10 —

l.02+d2 1+ibd+ac
(25) } 2D 2 2D
1 L bd+ac Lat - b?

. . 1
ch’ & normale, ortosimmetrica, con A =2 ¢ A =,

- Dalle considerazioni esposte risulta che una coppia di curve ellittiche
imaginarie coniugate rappresenta un fipo di transizione fra la curva reale
di genere 2 ortosimmetrica con un ramo, e la curva reale di genere 2 senza
rami reali. Si pud rendersene conto tanto per via fopologica, quanto per vic
algebrica ; ma i limiti di questo scritto non ci consentono tal digressione.

19. Identificazione del tipo corrispondente a A >i. — In quest’ uitima

parte della discussione ci riferiremo a periodi pseudonormali, e costruiremo
curve di genere 2 prive di rami reali sulle quali |A| ha un valore arbitra-
riamente graunde. Ricordando che da una matrice normale si ottiene subito
una matrice pseudonormale (n.° 12, I) collo stesso |A| e che per -quest’ul-
time |A| & invariante (n.° 3) ne dedurremo che ¢l caso impropriamente orto-

. . . 1
simmetrico corrisponde a A > i

Consideriamo la curva I' di genere 2, priva di rami reali, rappresentata
dall’ equazione
(26) w* =(2* + a’)((3),

nella quale @ & un numero reale (positivo), ed f(2) un polinomio di 4° grado
a coefficienti reali, e radici complesse coniugate a, a, B, 8, negativo per tults
i valori reali di z. )

Segnati sul piano complesso s =a + ¢y i 6 punti di diramazione -+ ia,
—ia, 2, 2, B, B della funzione 10, tagliamo il piano-stesso lungo i tre segmenti
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paralleli all’asse y che li congiungono, e sovrapponendolo ad un secondo
piano tagliato allo stesso modo, costruiamo la superficie di Riemann R rela-
tiva a T, riunendo i bordi opposti di due tagli appartenenti a piani diversi
(Fig. 2).
Da facili considerazioni aiutate dalla figura, risulta subito che:
é) Al coniungio di T corrisponde
su R la stmmetria S nella quale sono

omologhi due punti di fogli diversi ’
simmetrici rispetto all’asse x (°7); B,

b) I cicli A,, 4, della figura . g m>
son mutati in sé da S, cioé son 4, A
reali; invece i cicli B,, B, son tra- 5

sformati rispettivamente in 4, — B,,
A, — B,. Pertanto, a norma della (II)
(n.° 2), e tenuto conto che p—=1=2,
si conclude che ¢ cicli 4,, 4,, B,, B,
sono pseudonormali; sicché la rela-

tiva tabella dei periodi dei due infe- Fig. 2.
grali di 1* specie reali di T

__(%dz . jdz
(27) U= 77 v= UJ’

sara del tipo

1 , 1 . ‘
Uy Qg 9 a,, + 1, 3 ty by,
(28) ) ) ,
Ay Gy, ?2 gy + ibsl Q gy ibn

ed il determinante A della matrice pseudonormale corrispondente ai cicli
A;, B;, che si deduce dalla (28) normalizzando gl’ integrali reali rispetto ai
cicli 4,, 4,, risultera eguale a || b,.|:] @]

Facciamo ora tendere a zero il numero reale a. Al -limite la curva T
degenera nella curva ellittica T' priva di rami reali

’
(29) w? = 2f(2),

(67 Invece la simmetria S, nella quale si corrispondono due punti dello stesso foglio
simmetrici rispetto all’asse z, ¢ch’® il prodotto di S per la g,!, corrisponde (n.° 8) al coningio

della curva w? = — (22 -+ a?)f(2) (complementare di T') che ha wun ramo reale rappresentato
su R dal cireuito avente sede lungo ’asse x,
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la cui equazione, posto 7 = pud scriversi

(30) 0 =1(3),

e i due integrali », v divengono

, dz dz
31) V=) )y

sicché u »imane di 1* specie, mentre v diviene di 3* specie, e acquista due
singolaritda logaritmiche nei due punti di IV corrispondenti a 2 = 0.

Durante la variazione di a il taglio + ia, — ia della R si restringe fino
a chiudersi; al limite rimane una superficie R’ (della curva I') coi due
tagli « a, B B, sulla quale i due punti O, O’ sovrapposti nell origine son da
considerarsi come distinti, e sono precisamente i punéi di singolarita loga-
ritmica dell’ integrale ¢'.

Durante la variazione di R possiamo supporre che i cicli 4,, 4,, B, re-
stino invariati; invece il ciclo B,, per effetto della chiusura del taglio che
attraversa si riduce ad un cammino aperto & congiungente i due punti 0, ¢/
attraverso al taglio @ @, ed omologo a quello risultante dai due segmenti
rettilinei O«, O percorsi su fogli differenti.

Indichiamo con a',,, ¥',., 1 valori limiti degli a,,, b,,. Intanto a’,,, @',,,
b,,, V,, son finiti perché « & di 1° specie; anzi a',, =0 perché su R’ il
ciclo A, é omologo a zero, mentre o', & certo diverso da zero altrimenti
avrebbe un solo periodo non nullo a',,. Iuvece, degli a,,, a',,, &y, &y il
primo e I’ultimo son finit¢ perché i cicli 4,, B, non circondano né conten-
gono singolarita logaritmiche di ¢/, e lo & anche a/,, che, come periodo polare
di v relativo alla singolarita logaritmica in O vale

2ni o

32 0y, = —= ;
(2) Y2 T V)

mentre &',, & infinito in quanto esprime il valore di ¢ lungo il cammino &
congiungente i due punti di singolaritd logaritmica O('. Si ha quindi

(33) lim | apg|| =k, lim|bys|= oo,

(88) Si noti che a'yy, limite del numero reale ayy, & reale perché f(0) & neqativo. Il segno
di \/_ﬂO) dipende dalle convenzioni fatte ecicea In distribuzione dei valori di w sui due
fogli di R.
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con k finito; e dunque in definitiva

(34) lim A = oo,

. - 1 .
cioé per a sufficientemente piccolo |A| > conformemente al nostro proposito.

§ 6. Le varieta di Kummer reali.

20. Richiami introduttivi. — La questione che imprendiamo a trattare,
e che presentiamo come un primo esempio d’ applicazione dei nostri procedi-
menti a varietd abeliane di rango > 1, per la sua estensione, e per la varieta
dei problemi accessori a cui si collega, domanderebbe, in una trattazione
dettagliata, uno sviluppo forse pitt ampio di quello che non ci sia concesso
dai limiti imposti al presente scritto. Ci limiteremo quindi di necessitd alle
questioni di maggiore rilievo.

Chiameremo varietd di Kummer la varieta algebrica a p dimensioni K,
imagine dell’ involuzione T generata sopra una varieta abeliana V, di rango
e divisort 1 (cioé contenente almeno un sistema X) da una trasformazione di
1* spécie T, p. es. dalla «/; = — u,.

Comunemente la denominazione si attribuisce ad un particolare modello
proietiivo M, della K,, che si pud costruire, in uno spazio ad N=2? —1
dimensioni, ponendone le coordinate omogenee proporzionali a 22 funzioni ¥ del
secondo ordine, pari, di p argomenti, scelte opportunamente. L’ ordine di M,
¢ 2P~'.p!l; in particolare per p =2 si ha la nota superficie di Kummer (°°).

Ad ogni coppia di punti di V, coniugati in 7 corrisponde un punto di M,;
in particolare ai 2?2 punti uniti di 7' corrispondono 2*2 punii singolari di mol-
teplicita 2°—*' e su K, altrettante varietd razionali H,_, fondamentali per
la corrispondenza (1, 2) fra K, e V,.

La caratteristica del semiperiodo collegato ad un punto unito di 7 si
dird caratteristica del punto singolare (o della H,_,) corrispondente, e ser-
vird anche a denotare il punto stesso.

Al sistema L delle sezioni iperpiane di M, corrispende su V, un sistema
lineare A, di dimensione 27 —1, costituito da vasrietd ¥ del 2° ordine mutate

(%9) Talune delle proprietad qui richianmate si trovano in WirrtiNGeR, Ueber eine Verallge-
meinerung der Theorie der Kummer’ schen Fliche [Monatsh. fitv Math. u. Phys., vol. I (1890),
pp. 118-128] altre sono facili generalizzazioni di quelle del caso p=2. Per quest’ultime
cfr. ENriQues-Severl, loe. cit,, n.i 46-49.
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in s& da T, al quale appartengono, come particolari varietd spezzate, le coppie
di varietd ¥ (del 1° ordine) d’ un sistema X, corrispondenti in 7' Le loro imagini
su M, sono particolari sezioni con iperpiani tangenti lungo una M,_, d’ ordine
2P=3%.p!, appartenente ad uno spazio di dimensione N —p—1; l'inviluppo di
tali iperpiani & duale della M, .

Dalle brevi notizie date al n.° 9 sui sistemi di varietd intermediarie si
deduce subito che il sistema lineare A & completo; quindi lo & anche L cioé
M, é normale.

Quando le due varieth ¥ di £ corrispondenti in 7' coincidono, e quindi, se
Ci
2
I'iperpiano corrispondente tocca addirittura M, lungo tutta U intersezione
ch’é dunque una M,_, d’ ordine 2?—2.p! Si hanno cosl 2°? varietd singolari,
ed altrettanti iperpiani singolari, a ciascuno dei quali collegheremo la carat-
teristica del corrispondente o,.

Per ogni punto singolare. passano 2P—*2? — 1) iperpiani singolari, e
dualmente.

Le 2°2 varieta & predette son trasformate complessivamente in sé da 2.2
trasformazioni ordinarie involutorie di V, che, se la T & u';= — u;, hanno
le equazioni u'; = == wu; + o;. Alle due trasformazioni di specie diversa prove-
nienti dallo stesso semiperiodo (che sono una il prodotto dell’altra per la T)
corrisponde una stessa omografia che trasforma in sé la M,; sicché A,
ammette un gruppo di 22 omografie involutorie.

Fissate ad arbitrio p costanti a;, si associ ad ogni punto u;,=p, di V,
la ¥u —q]=0, i cui parametri soddisfano alle relazioni p; —q, = «a;. La
corrispondenza cosi ottenuta, ha, come si vede subito, caratiere involutorio;
la diremo una polarita abeliana di V, di parametri a,, o,,.., o,.

La condizione perché un punto appartenga alla propria ¢ polare, & §[a] =0,
cioé & indipendente dal punto; le polarita abeliane sono quindi polarita uni-
formi se Ha]=0, sistemi nulli se ] =0.

Le trasformazioni di 2" specie di V, mutano ogni polaritd abeliana di V,
in sé stessa; invece le trasformazioni di 1* specie mutano la polarita di para-
metri (&,, %,.., %) in quella di parametri (— «,, — «,,..., — a,). Vi sono per-
tanto 2°2 polarita abeliane mutate in sé stesse da ogni trasformaszione di
1* specie di V,, e sono quelle aventi come parametri i 2*# semiperiodi incongrui.
In questo caso la condizione #[z] =0, &, come sappiamo, soddisfatta allora e
solo che la caratteristica del semiperiodo «; é dispari: sicché fra le pre-
dette polaritd 20—4(27 4- 1) sono wuniformi, e 2°P—'(2 — 1) son sistemi nulli.

le equazioni di T sono «'; = — u, + ¢;, hanno i parametri — + o, (5, semiperiodo),
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A queste polarita corrispondono, nello spazio Sy di M,, 2?—%2? 4-1) pola-
rita ordinarie ("°) e 2°—*(2P — 1) sistemi nulli che trasformano in sé la M,
(il luogo nell’inviluppo duale di cui sopra); in particolare mutano i punti
singolari negl’iperpiani singolari. Anzi da quanto precede si trae che un punto
ed un iperpiano singolare assegnati, si corrispondono in una sola fra le pre-
dette polarith la cui caratteristica (cioé la caratteristica del corrispondente
semiperiodo) é la differenza fra le caratteristiche del punto e dell’ iperpiano.

Ogni varietd di KUMMER (in senso proiettivo) M,, ¢, come abbiamo visto,
collegata ad un sistema X della varietd V,; quindi, se ¥V, non & singolare, &
perfettamente determinata dalla V, stessa a meno d’un’omografia. Viceversa
se due varieta M,, M’, collegate rispettivamente ai sistemi X, X’ delle va-
rietd V,, V', sono omografiche, si prova senza difficoltd (imitando un ragio-
namento che richiameremo tra poco) che quelle V, e quei ¥ sono birazional-
mente identici: quindi in particolare, che una stessa M, non pudé provenire
da piu coppie (V,, Z) birazionalmente distinte.

21. Genesi delle varieth di Kummer reali. — Il problema pitt generale
concernente le varietd di KUMMER reali (in senso invariantivo) & ovviamente
quello di classificare tutte le simmetrie che possono esistere sulla K,. Noi
perd discuteremo soltanto il caso pij ristretio delle simmetrie che conducono
a modelli reali del tipo proiettivo di M,.

Trasportiamoci addirittura sopra un modello M, siffatto, o piu in gene-
rale sopra un suo equivalente proiettivo M,, e quindi supponiamo che M,
ammetta un’ antiproiettivita involutoria s (imagine del coniugio di M,?, ciog)
dotata, in Sy, di punti uniti. Quali condizioni restano con cio imposte alla Vp,
ed alla trasformazione 7'? ‘

Per rispondere a tale questione, partiamo dall’ osservare che la s frasforma
in sé stesso il gruppo dei punti singolari di M,, cioé Iinsieme degli elementi
di diramazione della corrispondenza (1, 2) fra M, e V,. Ne deduciamo subito,
per il tramite d’un noto ragionamento, che la simmetria s é imagine d’ una

(™) Ci si rende facilmente conto del perché le polaritda uniformi di Vp si trasformano
in polarifd che (in senso complesso) non sono uniformi. La condizione perché un punto P
di M, giaccia sulla sua sezione iperpiana polare, & che il corrispondente P, di ¥V, giaccia
sulla & polare, oppure sulla sua corrispondente in T. Ora la prima circostanza & impossibile,
perché la polarith di Vp é uniforme, ma la seconda si presenta per tutti i punti di V, i cni
parametri soddisfano all’equazione #2u —«]=0, ai quali corrispondono i punti di M,

autoconiugati nella polarith ordinaria considerata.

Annale di Matematica, Serie IV, Tomo ITI.
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'

trasformazione antibirazionale S di V, in sé permutabile colle T ('), la
quale, in forza del carattere antiproiettivo ed involutorio di s, & necessaria-
mente una simmetria od una (rasformazione ciclica di 4° ordine avente
per quadrato la T, che trasforma in sé stesso il sistema A di V, (corrispon-
dente al sistema delle sezioni iperpiane di M,) e quindi il sistema X asso-
ciato ad M,. )

Si noti che la §, =TS = ST ¢ un’altra trasformazione dello stesso tipo -
avente ancora per imagihe la s.

Viceversa ad una S di V, del tipo predetto, corrisponde sopra la A/,
_associata ad un sistema X frasformato in sé da S, un’antiproiettivitd involu-
toria s. Poiché la dimensione N =27 — 1 dello spazio d appartenenza di M,
é dispari, possono darsi due casi:

a) La s é dotata in Sy (in particolare, ma non necessariamente, su M)

3

di punti uniti, & quindi & riducibile proietéivamente al coniugio. Diremo
allora che la M, in quanto ammette una trasformata proiettiva M, reale,
€ proiettivamente reale.

b) La s é priva di punti uniti, ed allora non & riducibile proiettiva-
mente al coniugio. La M, non ammette trasformate proiettive, ma solo ¢rasfor-
mate birazionali reali: e si dird ch’essa non é proiettivamente reale ().

In forza della posizione fatta, solo ¢ tipi proiettivamente reali interes-
sano il nostro problema.

(") Il «noto ragionamento » a cui si allude si basa sulle osservazioni seguenti: Entro
alla riemanniana Ry di My gli elementi di diramazione predetti (che sulla Ky son le varieta
fondamentali Hy_,) son ruppresentati da 2% varietd reali R,_,, girando intorno alle quali
8t scambiano i due punti P,, P, di V, corrispondenti ad un punto P di My; e un tale
scambio avviene soltanto in quel caso, gincché M, & regolare, cioé¢ ha connessione lineare 1.
Se P, @ son due punti di M, corrispondenti in s, quando P gira intorno ad una delle
predette By, lo stesso accade di ¢, ece.

(™) §’intende che su quelle trasformate reali, il coniugio &' & I'imagine di s. Non si
pud, almeno a priori escludere che queste siano alla loro volta M,®, ¢id potendo verificarsi
se sulla M, esistono dei sistemi I’ aventi lo stesse caratteristiche invariantive del sistema L
delle sezioni iperpiane, che siano mutati in s& da s. Ed allora si possono fare due ipotesi:
a) Il sistema 7/ & mutato in L da qualche trasformazione birazionale t di A, in sé (di sistemi
siffatti ne esistono notoriamente sulle M) ed allora detta o la trasformaziome birazionale
che muta M@ in M,, la wt & una proiettivita fra My® ed M,. Le My, M, sono dunque
omografiche, ma ¢id non & in contraddizione con b) perché la ot non muta pilt (come )
§ in ¢ ma in un’antiproiettivith o dotata di punti uniti. §) L ed 1’ son birazionalmente
distinti, ed allora M, corrisponde (nel senso precisato) ad wn’calira coppia (Vp, Z) per
cui la S eorrispondente ad s’ soddisfa alle condizioni perché si verifichi il caso @). Rimane

perd dabbia la possibilitdh di questo easo,
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s

22. Tipi provenienti da simmetrie. — Denotiamo, al solito, con #, inte-
grali reali e normali di V,, e supponiamo che la T sia %, = —u,;, e la §,
W, =u;+c;; allora la S, sard «'; = — u; + ¢; ("®). Pi avanti ci converra

talvolta, per avere equazioni piu convenienti, ricorrere ad un cambiamento
di parametri; in proposito notiamo subito che:

1°) le equazioni %'; = — u, sono invarianti per qualunque cambiamento
omogeneo di parametri;

2°) ai secondi membri delle equazioni di 7, S si pud aggiungere
(o togliere) uno sfesso sistema di numeri imaginari puri j;, trasformando
quelle equazioni in ', = — u, 4 j;, u'; =u;+ ¢, +j,. Basta cambiare i pa-

. 3 1 ¥ .
rametri u; negli u,—§]u

3°) ai secondi membri delle equazioni di 7 si pu6 aggiungere (o togliere)
un sistema di numeri reali 7, senz’alterare le equazioni di S. Basta cam-
. . . 1
biare gli «; in u, — g e
Cid premesso, ricordiamo dal n. 6 che le costanti ¢; d’una simmetria
hanno le espressioni

(1) ¢ E] +(O7 07"'7 9a+15 Jaaren gp)7

valide anche (n.” 12, I) se gl’integrali son normali. Qui per la permutabilita
di S con 7T occorre di piu che sia 2¢, =0, cioé che le ¢, sian semiperiodt;
sicché le j; saranno semiperiodi imaginarl puri. Ora un semiperiodo siffatto é
una combinazione lineare dei semiperiodi ai cicli (imaginari puri) P,, P,,..., P,
e quindi, stante le espressioni (n.® 12, V) di questi cicli, si pud ridwre, per
‘sottrazione di periodi, ad una somma di semiperiodi ai cicli M,, M,,.., M,,
Nat1r Naggrey Nyt sicehe la (1) pud scriversi

(2) C=(0,y Jarrr 9p 10, Orerey 0, Py Pyggyery Np).

Il criterio direttivo per la piu opportuna classificazione dei tipi in parola,
¢ fornito dall’ osservazione seguente :

() S’intende che gli u; son reali rispetto ad S e normalizzati in base alla relazione
di RieMANN a cui corrisponde il sistema I (reale rispetto ad S) collegato alle sezioni iper-
piane di M, (osservazione & superflun se ¥, non & singolare). Avendo scelto come T la
particolare w's= — w; occorre lasciave alla S tutta la sua generalitd: ma le trasformazioni
che riducono § alla forma u'; = u; + ¢; e normalizzano gl’integrali, sono omogenee, quindi
non alterano le equazioni di 7.
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I punti wniti di s, cioé i punti 1eali del corrispondente modello reale
di M,, provengono o da punti uniti di S o da coppie comuni ad Se T, cioe
da punti uniti di S;; inoltre la S ha punti uniti quando nella (2) si ha
Ortr = Dpps = o =g, =0, e la S, invece quando % ., =y, =..=h, =0 (n.° 6).
In base a questa osservazione tratleremo separatamente i casi seguenti:
I) Entrambe le simmetrie S, S, hanno punti uniti (quindi ¢ ¢ipi corri-
spondenti son sempre proiettivamente reali).
Avendosi ¢4, = Qrpe=r.=0gp=lyr  =M4o.=...= N1, =0, la (2) diviene

(3) 0=(gu 92)'"; g}u O; 0;"'; 0)7

e quindi, sottraendo dalle ¢, il periodo al ciclo g, N, +g,N, -+ ...4- g, N, oppure
al ciclo ¢, N, + gy~ N, +...+¢ N, secondo che la matrice normale & diasimme-
{rica od ortosimmetrica, pud scriversi

d) Cp = — i(axtlu + GyThe +911h1)

(4) .
0) Cn = — U¢3Th; + GamiThy + oo G, Thp)

I

Le costanti ¢; son dunque imaginarie puie, e percid col cambiamento
di parametri 2) si posson far sparire dai secondi membri delle equazioni di S,
riducendole ad ;= u;; perd le equazioni di T divengono ', = — u; — c;.
Ma aggiungendo ora alle ¢; il periodo predetto, le costanti dei secondi membri
divengono reali e quindi si possono far sparire dalle equazioni di 7 senza
alterare quelle di S. In definitiva le equazioni di 7, S si son ridotte alle

®) W= —u; UWi=u;,

quindi M, & I’imagine dell’ involuzione T' generata dalla (rasformazione
di 1* specie W, = — u, sulla varield abeliana reale V, di cui v';=u; & il
coniugio. Si noti che la T muta in sé stesse tutle le falde di V,* (n.° 1) e
-che gl’integrali w; son rimasti normali perché le trasformazioni operate sono
pure addizioni di costanti.
Di M, siffatte se ne hanno, per un dato p, tanti tipi quanti sono i valori
di A, distinguendo per A pari il caso diasimmetrico da quello ortosimmetrico.
3p+2
2
1) Una sola delle due simmetrie S, S, ha punti uniti (quindi ancora
i tipi corrispondenti son proiettivamente reali).

In tutto dunque [ ] tipi; in particolare 4 per p =2.

Per il comportamento simmetrico di S, S, si puo supporre che quella
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simmetria sia la S, sicché le ¢; son del tipo
(6) CE(gu G Gas 0: 0)"'7 OIO} O:'-', 0) hz+n h1+27--~7 hp);

con qualcuna delle & diversa da zero. Colle stesse trasformazioni del caso
precedente, le equazioni di 7} S si riducono a

(7) u’i =—u+ (07 0:'"7 07 hA+n hl+2 EAL) hp); ult = ;H

siccheé, come prima la T é reale sulla V, di cui u'y=u, é il coniugio,
ma ora essa & una di quelle trasformazioni che scambiano fra di loro le
falde di V,*. Data 1'identitd del comportamento di queste trasformazioni ("*)
si ha anche qui un tipo per ogni valore di A % carattere diasimmetrico od
ortosimmetrico, escluso A= p, in cui le (7) riduconsi alle (5) (e d’ altronde V,”
3p—1
2
IIT) Nessuna delle simmetirie S, S, ha punti uniti.

Allora le ¢; hanno i valori generali (2) con qualcuna delle g e delle 2
d’indice > A diversa da zero. Con trasformazioni analoghe alle precedenti,
le equazioni di 7, S possono allora ridursi alla forma

ha una sola falda), cioé in tutto [ ] tipi, in particolare 2 per p = 2.

g
Uy = — Uy,

® - ' .
Wi =u;+ (07 07"'7 07 Grt+19 Fad29e gp|0} 0:"'; 07 h}.+u hl+27'--) hp)-

23. Separazione dei tipi proiettivamente reali. — Nell’ultimo caso del
n.° precedente la s non ha su M, punti uniti e quindi ¢l modello reale corri-
spondente non ha punti reali; esso dunque sard o non sard proiettivamente
reale secondo che I’ antiproiettivitda s avra o non avra in Sy punti uniti. Ci
proponiamo di approfondire tal distinzione.

Incominciamo percié coll’ osservare che, in uno spazio Sy dicpari, un’an-
tiproiettivitd involutoria s ha o non ha punti uniti, secondo che in un fascio
d’iperpiani unifo esistono o no elementi uniti. Difatti nell’ ipotesi negativa i
punti uniti di s potrebbero esistere soltanto nello Sy_5 asse, e d’altronde cio
¢ impossibile perché allora s sarcbbe riducibile proiettivamente al coniugio e
quindi i suoi punti uniti non potrebbero localizzarsi in un Sy_a; nell’ipotesi

(") Scegliendo opportunamente la falda origine (n.° 7) ¢ i periodi normali, si pud sap-
porre che nelle (7) le b abbian valori prefissati, ad es. (1, 0,.., 0) qualunque sia la T del
tipo considerato.
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affermativa ci son certo punti uniti entro ad ogni iperpiano (del fascio) unito,
perché N —1 & pari.

Cio premesso, detti ¢;, d;, due arbitrari sistemi di costanti, consideriamo
su V, le due varietd du + ¢c]=0, 3w+ d] =0, e le loro corrispondenti in T,
Hu — c] =0, 3w —d| =0, e formiamo il rapporto

9 Hu + c]Hu — ¢]
©) S e —d]

Tenendo conto dei fattori che acquistano le % quando le « aumentano di
periodi, si vede subito che la (9) &€ una funzgione uniforme del punto di V,,
che, per la paritd della ¥, assume lo stesso valore in due punti corrispondenti
in T. Si tratta dunque d’una funzione razionale del punto di BM,.

I altronde quella funzione si annulla nei punti della sezione iperpiana
(tangente) corrispondente a ¥u 4 c]Hu — ¢] =0, e diviene infinita nei punti
della sezione iperpiana corrispondente a H{u—+d|¥u—d]=0, quindi & lineare
fratta, e, scelte opportunamente le coordinate omogenee x; in Sy si pud

supporre ridotta ad %; in altre parole si pud porre su M,
2

(10) px, =du +- cl¥u — ¢, px, = i + d|¥{u — d].

Se ora disponiamo dell’ arbitrarietda delle costanti c;, d; in modo che
gl'iperpiani », =0, x, =0 si corrispondano in s, il fascio &, —Ax, =0 risul-
terd unito, e dall’ antiproiettivitd ivi subordinata si potrad deéidere della natura
della s.

Ma affinche x, =0, o, =0 si corrispondono in s, basta che ¥u+c]=20,
Hu 4+ d)=0 (e di conseguenza Hu —c]=0, Hu —d]=0) si corrispondano
in S. Si potranno quindi assumere ad arbitrio le c¢;, ad esempio tuife nulle,
ed allora le d; resteranno determinate in base alle (8) ed alle formule di
trasformazione delle & del n.°.13; e precisamente avranno i valori

d) (1, 1)"'5 1: gA—H" g}\—f—z)'-'; gploi 0"") 0: hk+n hl+27"‘7 hp)
O) (O, O,..., 0, g)H'i? gl+2!"'7 gpIO, O,..., 0, h7k+i7 hl+2"“7 hp) (75).

(11)

Ora pensando le x,, x, delle (10) (nelle quali le ¢;, d, hanno i valori stabiliti)
come valori assunti in un dato punto P di M, si calcolino i valori &',, &, assunti

(™) Si noti che le d; son semiperiodi, qnindi le due varietd ${u—+ d]1=0, Hu—d]1=0
coincidono, come del resto le corrispondenti ${u -+ ¢]=0, 3u — e]=0 (essendo le ¢; nulle).
Insomma x, =0, 2, =0 son duze iperpiani singolari.
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nel punto P’ corrispondente in s, sostituendo al posto delle ui le u'; date dalle
seconde delle (8); e questi valori si confrontino con pw pw2 tratti pure
dalle (10) tenendo conto-delle formule di trasformaziorie del n.° 13, e dei fattori
che a‘cquistano le ¥ quando le u; aumentano di periodi (). Con caleoli che
risparmiamo al lettore si trova

4 e
o 2wt 2 hyfw + =
P X, pwlx'e At 2

P P »
_ 2t S g —m X 5 lohstes
— pw’z.e A+1 A+l 241

(12)

oI

»
— 72 2 bt

e quindi, posto x:w—‘, ed indicato con & il numero reale positivo ¢ A+ a+1

. Rk
(13) @ -

’ ?
valendo il segno —+ od il segno — secondo che X h.g, cioé la caratieristica
A+l

del semiperiodo (0, 0,.., 0, gruis Fatorws Ipl 0y Oy 05 Bagys Pyggyensy By)
pari o dispart.

La (13) rappresenta 1’ antiproiettivita subordinata da s nel fasc1o X = cost;
essa ha o non ha elementi uniti secondo che vale il segno + od il segno —,
quindi:

I tipi del caso III sono o non sono proiettivamente reali, secondo che
la caratteristica del semiperiodo dal quale dipendono le equazioni (8)
della simmetria S, é pari o dispari.

Questi tipi esistono per ogni valore di A << p; ma per A=p —1 si hanno
soltanto tipi non proiettivamente reali perche soltanto g,, A, possono, e de-
vono essere diverse da zero (eguali ad 1). Distinguendo al solito il caso dia-
simmetrico da quello ortosimmetrico, troviamo cosi facilmente [# tipi
proiettivamente reali e [%] tipi birasionalmente ma non proiettiva-

nmente 1eali; in particolare, per p =2, risp. 1 o 2 tipi.

(% KRAZER, § 4. Occorrera modificare quelle formule in base alla giA avvertita diffe-
renza di convenzioni, cirea i periedi normali,
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24. Tipi provenienti da trasformazioni cicliche di 4° ordine.
IV) Se la S & ciclica di 4° ordine ed S*= T, i punti uniti di S e di
, = ST =TS sono anche punti uniti di 7, e, come vedremo, esistono sempre.
Queste trasformazioni danno quindi luogo a (ipi proiettivamente reali privi
di punti ordinari reali ed aventi solo alcuni punti singolari reali.
Detti w,;, p integrali di 1* specie qualunque di V, (la quale stavolta, al-
meno a priori non & di tipo reale) siano, com’é sempre lecito supporre,

’

u'; = — u; le equazioni di T e
(14) u,i = kil;i -+ kiz'zl_s —+- .. 4+ Xmap -+ Gf,

le equazioni di S. Tenendo conto che 7' trasforma in sé § e che 8 =T, si
trova subito che o, ¢ un semiperiodo, e che se al suo posto nelle (14) si
pone lo zero si ottiene ancora una trasformazione del tipo di S. D’ora in
poi indicheremo questa con S e la (14) con Ss;; e ci occuperemo della S
riservandoci di provare che S ed Ss sono equivalenti, di fronte alle trasfor-
mazioni birazionali di V,, e quindi di fronte al problema. Notiamo pero6 fin
d’ora che la condizione perché essendo S* = T sia anche S;*=T ¢é
0; = A;,0, 4= AiyTy ~ oo 4= X0, CGioé che w, = o; sia un punto unito della S.
_Proviamo ora che le ¢rasformazioni del tipo considerato esistono solo
se p é pari; ed allora, con un cambiamento omogeneo dei parametri le

equazioni di S possono ridursi alle
', r__ . v v .. ’ o, ' ”
(15) v,=u,, y=—u; Wy=u, v, =—uy;.; Wp ,=Up, Wp=—tp_,.

Osserviamo difatti che se le (14), colle o; nulle, si considerano come egua-
glianze anziché come congruenze, resta ancor vero che il loro quadrato
& u;, = —u, ("), sicché se le wu,; s’ interpretano come coordinate omogenee
di punto in un S,_ , le (14) rappresentano ivi ur’ antiproiettivita involutoria
(perché allora u'; = --—u; & I’identitd). Se questa avesse un punto unito, che,
a meno d un cambiamento (omogeneo) dei parametri si pud supporre sia
Uy =1u,=..=u,=0, nelle (14) sarebbe A,, =%,, =...=121,, =0, ed allora
scrivendo che S*=T verrebbe A, A,,=—1 ch’¢é assurda perché A, A, ¢é
positivo. Dunque quell’ antiproiettivita non ha elementi uniti, quindi p — 1
& dispari, cioé p é pari.

Assumendo come vertici della piramide fondamentale di S,_,, g coppie

di punti corrispondenti (il che implica un cambiamento omogeneo dei para-

(") Cid non sarebbe pitt vero se le o; fossero 5= 0.
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metri) le equazioni di quell’ antiproiettivitd, avuto riguardo alla non esistenza
di punti uniti, si riducono subito alla forma (15) colla presenza al pii d’ un
fattore p nei secondi membri. Tornando alle congruenze, e scrivendo che

) - - : R
*=1T, viene pp=1, dunque p=1¢e* ed allora cambiando u; in e¢ Z2u; si
ottengon proprio le (15).
Dimostriamo ancora che la sostituzione

(16) C'y =m0, + My Cy 4= oo. 4+ 11, 5,0y, (i=1,2,..,2p)

indotta dalla S sui cicli d’un sistema primitivo, pud, mediante una tra-
sformazione unimodulare ridursi alla forma

=06, Co=—0C; (C,=0C,, C,=—0C..;

(17 , ,
’ C 2p—1 — 02}07 c o =— — C‘zp—u

analoga alla (15).

Anche la sostituzione (16), come la (14), & ciclica di 4° ordine, ed il suo
quadrato é la C’; = — C; indotta da T sui cicli d’ un sistema qualunque di V,,.
Nel corso della dimostrazione supporremo che 2p sia un numero pari qualungue
(quindi che p possa anche esser dispari), e, come al n.” 1, sostituiremo ai
simboli C; altrettante variabili «;. '

Il teorema & vero per p =1. Difatti se la sostituzione

(18) X'y =10,5, Ny Ly, X'y = Mg Xy = Ny,

sottosta alle condizioni imposte alla (16), si ha anzitutto #}, 4+ n,,n,, = — 1,
n,, == — ,,; poi cambiando le variabili in

(19) Xo=2lx, +px,, X,=@An,, + pn, )0, + (A, + png,)x,,

(A, p interi) si ha senz’altro X', =X, e quindi (perché il quadrato & X';—= — X)
anche X', = — X, ; sicché la (18) e ridotta come proposto, a patto che la (19)
sia. unimodulare. Percid occorre che glinteri A, p soddisfino all’ equazione

(20) n A — 20w, — pin, == 1,

la quale ha effettivamente soluzioni perché il determinante della forma
quadratica a primo membro & eguale a — 1 °("®).

(8) Od anche, in virth d’un teorema di FroeNIUs (loc. cit., §§ 3, 1) perche n,, n,. 1y

son primi fra di lovo.

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo III.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



58 A. CoMESSATTI : Sulle varietd abeliane reall

Passando ora al caso generale, scriviamo la 1* delle (16) sotto la forma
(21) X' =m0, %, - o N Do),

dove & & il m. c. d. di My, M2,y © PErCid 7,,,.., B ., son primi éra di
loro; e poniamo

(22) X, =2, X,=n,2x,+n,,0,+ ..+ 7, 9p%aps

scegliendo per X,, X,,.., X,, opportune combinazioni lineari (a coefficienti
interi) delle x,, @,,.., «,, In modo che la sostituzione risulti unimodulare.
Nelle nuove variabili, la prima delle (16), cioé la (21), ¢ X', =m, X, + 8X,
e allora (sempre perché il quadrato é X', — — X,) anche la seconda & dello
stesso tipo; quindi, in virta di quanto precede, esse possono ulteriormente
ridursi ad X', =X, X, =—X,.

Dopo cio il problema sard ricondotto a 2p - 2 variabili, e quindi il proce-
dimento sarad proseguibile, se dalle espressioni di X',, X',,..., X', si potranno
far sparire X,, X,. E questo scope si raggiunge se (denotando sempre con m;
i coefficienti) alle variabili X; ({=3, 4,..., 2p) si sostituiscono le y,=X; + m X,
giacché cid fa sparire la X,, e di conseguenza, per la proprieta del quadrato,
la X,. Il teorema é cosi dimostrato.

Ora cambiamo le notazioni dei nostri cicli, indicando con D,, D,,..., D, i
cicli C; d’indici dispari, e con Dyy,, Dpyy,y Dy, quelli d'indici pari; ed
inoltre denotiamo con

Dl D2 Dp ‘Dp+1 DIH—z D?IJ

ut wii 12 **e* (‘oip ’tii Tli’,' b T{IJ
(23) Uy | Wy, Oy ornr Wy Ty, Tyg oo Tap
Up| Wy Opy e Opy Ty Tpy e Tpp |

i relativi periodi degli u;. Facendo descrivere al punto di V, uno dei cicli D,
e tenendo conto degl incrementi che allora, in virta delle (17) (scritte fra i D;)
subiscono i due membri delle (15) si trovano le relazioni

(24) Toim1,n = Oi,ny Toi,n = — Wai—y,h>
le quali esprimono che ogni 1iga di posto dispari della matrice |1,.,| €
coniugata della riga di posto successivo della |v,s|, ed ogni riga di posto

pari della | t,.,|| & coniugata della riga di posto precedente della | | cam-
biata di segno.
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Viceversa data una matrice (23), soddisfacente alle (24), che ammetta una
relagione principale, di divisori 1, e trasformatae in sé dalla (17) (**), sulla V,,
corrispondente le (15) rappresentano una trasformazione S del tipo voluto. -

Cerchiamo ora i punti uniti della S. Poiché essi sono punti uniti di 7, i
loro argomenti devon esser semiperiodi o, soddlsfacentl per la (15), alle
condizioni 6, =o,, 6,= — q,, ecc.. Ma posto 0 == 9.y Gasees Gp | By Pyperry Pyp)
si ha per la (23) espholtamente

0, =5(0,0y, + g,0,5 - oo 4 gpWp + hy W RO h‘ptm)

(25)

Ill

DOl mad DOl =t

(9,0,, 4+ 9,0, + ... + G0, - /L T - R e hytyp), eCC.,

e quindi, tenuto conto della (24), le coundizioni predette son soddisfatte allora
e soltanto che g; = h,. Dunque S ha 27 punti uniti, cioé meta di quelli di T.

Se poi si ricorda che le relazioni g, =g0,, ¢,=—g0,, ecc., esprimono
anche la condizione perché la Ss

(26) W, =u,+o0,, u,=—u, 40, ecc.

abbia per quadrato la T, si conclude che di trasformazioni siffatte ne esistono
precisamente 2P che potran dirsi associate alla S. E queste S5 sono eviden-
temente le stesse delle (14) inizialmente cousiderate.

Ogni Ss & il prodotto di S per la '; =u; + o ed & anche la trasfor-
mate di S mediante la trasformazione di 2 specie ¥'; = u; + (9,, gyreey Gp)
le g essendo quelle di o,, come si verifica agevolmente. Pertanto S ed Ss sono
equivalenti, come avevamo affermato. 4

In conclusione si ha cosi per p pari un nuovo tipo proz’ettivamehte reale;
e qui})di in totale:

(") 8i vede facilmente che queste condizioni son compatibili colle (24), ¢ non traggono
di conseguenza altre relazioni, di guisa che la ¥, & in generale non singolare. Per p =2
una matrice (23) soddisfacente a quelle condizioni, pud dedursi dalla matrice normale

1 0 a—+ b c
. (D, =b>0
0 1 ¢ —a-+ib (D=0 >0)

cambiando segno alla 2* colonna e scambiandola colla 3*: apzi in fal easo si pud provare
che ogni matrice di Riemann (23) che soddisfi alle condizioni in parola pud trasformarsi

nella predetta matrice normale. Per p pari > 2 una matrice composta con 2gma,trici cosiffatte,

fornisee un esempio che eonferma la compatibilith enunciata.
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., 9p— I9p —
Il numero dei tipi di varietda di Kummer M, reali é p2 2 0 9p2 0

secondo che p é pari o dispari (*).

25. Proprieta e caratteristiche distintive reali dei tipi ottenuti. — Esa-
miniamo dapprima i tipi del n.® 22.
I) La simmetria S («'; = ;) ha come punti uniti tutti i punti reali di V@,
cioé quelli delle 22— falde, di argomenti (n.° 7)

27 u=r-+(0, 0;"'7 0, h?H—u h}H—?:"') hp)7
e la simmetria S, (W; = — u,;) lascia invece uniti i punti di argomenti
(28) u Ej—i—(oi 07"'7 O) g}g-{"l? gl“l‘?)"'? gp))

cioé quelli che divengon reali sulle 20—2 falde della wvarietd complementare

di V, che, per comodita di linguaggio, chiameremo falde fittizie di V,.
Due falde reali o due falde fittizie non hanno punti comuni; invece una

falda reale ed una falda fittizia hanno in comune il punfo unito reale di T

(29) O, Oyeey Oy Frtss Jaszseens In |0, 0,..., 0, Pors Poaggsees p),

e, al variare delle due falde, si ottengono cosi tutti i 2:7—* punti singolari
reali della T, di cui ogni falda, reale o fittizia, ne contiene come sappiamo
(n.° 7) 2%,

Ai punti delle falde reali e fittizie corrispondono (n.° 22) i punti reali
di M,®: questa pertanto ha wna falda sola, divisa in 20+1—2 yegioni, con-
nesse nel modo indicato attraverso ai 2*#—* punti singolari reali. .

Fra le 2°# % unite in 7" da cui provengono gl’iperpiani singolari di M,,
ve De sono, come sappiamo (n.° 14) 2*—* wite in S, cioé, su V, 9, reali (ed
unite anche in S,) che hanno i parametri (9) del n.° 14 per y;=0; ognuna
di esse contiene 27—'.2P—2 dei predetti punti uniti reali, nel caso diasimme-
t1ico, e 21’—‘(21’—7‘— 1) nel caso ortosimmetrico.

(®) In particolare (p=2) si hanno dunque otto tipi di superficie di Kummer reali,
quanti ne ha trovati il ROEN nel suo noto lavoro Die verschiedenen Gestalten der Kummer’ schen
Fliiche [Math, Ann,, vol. 18 (1881), pp. 99-159]. Per quanto i nostri punti di vista sian del
tutto diversi, in quanto il RoHN parte dal considerare la M, di KuMMeRrR come superficie
gingolare d’un sistema di complessi quadratici confocali, e dalla loro rappresentazione in
coordinate di KLEIN, siam dolenti che i limiti di questo seritto non ¢i consentano piu
dettagliati raffronti,
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Infine il numero delle polarita e dei sistemi nulli reali di M, si deter-
mina subito osservando che ognuna di tali corrispondenze muta un punto
singolare reale in un iperpiano singolare pure reale: tenendo fisso il primo e
facendo variare il secondo si hanno cosi 2—* corrispondenze reali, delle
quali son sistemi nulli quelle provenienti dagl iperpiani passanti per il
punto (*%). In conclusione;

Le wvarieta di Kummer reali, appartenenti ad uno dei [?_’%?] tipi

del caso I (di carattere reale ) hanno una falda reale, 2°2—* punti singo-
lari ed altrettanti iperpiani singolari reali.

La falda stessa resta suddivisa dai punti singolari reali in 22+~ pe-
gioni, che si possono separare in due classi, ciascuna)delle quali ne con-
tiene 27—, Una regione contiene 2° punti singolari reali; due regiont della
stessa classe non hanno punti comuni, mentre due regioni di classe diversa
son connesse atiraverso ad un punlo singolare.

Per ogni punto singolare reale passano 2°='.20=% iperpiani singolari
reali nel caso diasimmetrico, 21’“(21’—1— 1) nel caso ortosimmetiico e dual-
mente. Infine nel primo caso lo varietd ammette 2°2=*—* polarita e altret-
tanti sistemi nulli reali, nel secondo 2°—(20— 1) polarita e 20—1(20—* — 1)
sistemi nulli reali.

Appartengono a questo gruppo i tipi Ie (A=0), Ile. A=1), III (A= 2, dias.),
IVa (A = 2, ortos.) del RoHN.

II) T punti reali di M, corrispondono (n.” 22) soltanto ai punti uniti
di S(u';=u,;) cioé ai punti reali di Vp®. Ma la T scambia a due a due le
falde di V,, dunque a ciascuna coppia di fulde corrisponde una falda di M,;
inoltre la T non ha punti uniti reali, quindi M, non ha punti’singolari reali,
né analogamente iperpiani singolafi reali.

Determiniamo ora le polarith ed i sistemi nulli reali. Essi provengono da
quelle fra le 2°2 polaritd abeliane di V,, mutate in sé da 7' (cioé aventi come
parametri a, dei semiperiodi) che sono, su V,*, reali, cioé vengon trasfor-
mate in sé stesse da S. '

Ora a due punti comiugati w;=p;, u;=p; di V,?, corrispondono in
una polarith abeliana =, di parametri «;, le due varieth Hu + a — p]=0,
v +a —p]=0; quindi = sara reale se quelle due varietd risulteranno
anch’ esse coniugate (corrispondenti in S) cioé se fra i loro parametri p;, — «;,

(8) 8i vede subito che il numero delle omografie reali di Mp™® in sé& & in ogni caso
eguale alln somma dei due numeri che danno le polaritd ed i sistemi nulli reali.
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p; — a; correranno le relazioni (XII) del n.° 13. Effettuando la sostituzione,
le p; spariscono, e per le «; si ottengono subito i valori (8) del n.° 14; senonché
in questo caso le «; son semiperiodi e quindi devon esserlo anche le relative
parti reali »7;: quindi in definitiva

d) & E(gu 927"'1 gpl 1) 1;--'> 17 hl+u h}.+27"'; hp)

,(30)
0) % =(g,, Grs I |0y Oy O, Bypys Hysyensy Ip).

Di qui segue subito che le corrispondenze reali cercate sono in tutto
2#—% . o la distinzione dei due tipi; in base alla paritd delle caratteristiche
di « (n.° 20) & d’altronde immediata. Dunque :

Le varieta di Kumnmmer reali appartenenti ad uno dei [3p2— 1] lipi del

caso I (di carattere reale A < p) hanno 20—*—* falde reali ¢ nessun punto
e iperpiano singolare reale. Esse ammettono 2°?—*—' polarita ed altret-
tanti sistemi nulli 1reali, nel caso diasimmetrico 20—*(22—* 4 1) polaritd e
99—420—* _ 1) sistemi nulili, nel caso ortosimmetrico.
Appartengono a questo gruppo i tipi I6 (A=0) e II6 (\=1) del RoHN,.

III) In questo caso, come sappiamo, la M, non ha punti reali; essa
perd ammette lo stesso numero di polarita e sistemi nulli reali del caso prece-
dente. Difatti adesso le equazioni di S sono W= u,+ o (o; semiperiodo)
sicché a due punti corrispondenti u; = p;, u; Eg_oi + o;, corrispondono, in una
polarita abeliana w, le due varietdh Hu +a —p]=0, Hu 4o —p — o] =0.
Ma la condizione perché due ¥ siano omologhe in S non & pin, fra i para-
metri, rappresentata dalle (XII) del n." 13, sibbene da quelle che se ne dedu-
cono incrementando di o; i secondi membri: sicché per le a, si ritrovano
ancora i valori (30). Pertanto :

Le variela di Kummer reali, appaitenenti ad uno dei [37)—2_—4] tipi del

caso 1II (di carattere reale A << p — 1) non hanno punti reali. Esse ammet-
tono perd lo stesso numero di polarita e di sistemi nulli reali del caso
precedente (**).

Appartiene a questo gruppo il tipo Ic (A =0) di RoHN; inoltre, come si
é gia osservato (n.° 23), per p=2 si hanno anche due tipi birazionalmente
ma non proietéivamente reali.

. .. . , . P b —11
(8?) Queste corrispondenze reali si possono considerare anche sui modelli reali dei {p—z-J

[

tipi birazionalmente ma non proiettivamente reali, senca pero estenderle allo spazio.
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IV) Veniamo infine al tipo del n.” 24. Come si é visto, esso non ha punti
ordinari reali, ma solo 2?2 punti singolari reali, e, analogamente, 27 iperpiani
singolari reali (%)

Inoltre per un punto singolare reale non passano iperpiani singolari reali.
Volendo dimostrare questa proprietad per la via consueta, ricorrendo ai para-
metri delle 27 & unite in S, occorrerebbe valersi di periodi normali che noi
non possediamo. Ma possiamo pervenire all’ enunciata conclusione, anche per
la seguente via:

Intanto la proprieta & vera per p =2, giacché una conica singolare 1reale
non pud avere punéi isoluti reuli senza avere un ramo reale; e d’altronde
non pud avere rami reali perché M, non ha punti ordinart reali. Ne segue
che la proprietd & vera per le M, corrispondenti a matrici (23) composte
con g matrici analoghe di genere 2; e quindi, per continuita & vera in generavle.

Iofine, procedendo come .nel caso I, si trova subito che M, ammette
2?7 polaritd e nessun sistema nullo reale, sicché in definitiva:

Le varieta di Kummer reali del tipo corrispondente al caso IV (p paii)
non hanno punii ordinari reali, ma hanno 2? punti singolari (isolati) 1eali,
ed altrettanti iperpiani singolari reali non passanti per quet punti. Esse
ammetiono 2° polarita e 0 sistemi nulli reali.

Come caso particolare (p =2) si ha il tipo IVd del RoHN.

§ 7. Esempio di discussione d’un caso singolare.

28. Presentazione del caso. Preliminari generici e specifici. — Per quanto
gran parte delle nostre conclusioni abbiano valore per varieta abeliane singo-
lari e non singolari _giacché é in fondo di loro proprietd comuni che ci siamo
fin qui occupati, ben poco abbiam potuto dire finora circa le nuove questioni
che si presentano nell’esame dei casi singolari dal punto di vista reale. Come
primo avvigmento allo studio di tali questioni, vogliam presentare al lettore
I’ analisi di un caso speciale opportunamente preparato.

Diciamo perd subito qual’é in argomento la questione per noi princi-
pale. Come per una varietd abeliana, 1’ esser singolare (®*) porta in generale

(8) Considerando come elementi di ¥Vp, anziché i punti, le varietd & di 2, le §, T vi
subordinano trasformazioni analoghe, ecc.
&Y Qui, come al § 2 « singolare » va riferito all’indice di moltiplicabilita.
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di conseguenza un ampliamento nel gruppo delle trasformaziont birazionali
in sé, per l'intervento di ¢rasformazioni birazionali singolari, cosi & da
prevedersi, che se la varietd & di tipo reale, lo stesso accadra delle trasfor-
mazioni antibirazionali, in particolare che si presenteranno nwuovi tipi di
simmetrie. Potra dunque alterarsi il numero delle classi 1eali in cui si ripar-
tiscono le varieta reali birazionalmente identiche alla data; ed il problema
che consideriamo come principale, € quello di precisare la natura ed il signi-
ficato dell’ alterazione.

Abbiamo di proposito parlato di nwovi {ipi, non di simmetrie singolari
perché la distinzione delle trasformazioni in ordinarie e singolari é im-
propria nel caso antibirazionale; o, quanto mali, se una distinzione analoga
& pur possibile, deve fondarsi su criteri del tutto diversi. Difatti mentre le
trasformazioni birazionali ordinarie possono caratterizzarsi mediante le loro
equazioni u'; = 2= u; + ¢, la cui forma & invariante per qualunque cambia-
mento di paramelri, questo non accade (quando esistono) per le trasforma-
zioni antibirazionali #'; = ==, +- ¢;; mentre per contrapposto le equazioni
di qualunque simmetria possono, come sappiamo, ridursi a quella forma. Una
delle ragioni di tal differenza sembra risiedere in cio, che, mnentre le trasfor-
mazioni birazionali ordinarie mutano in sé stessi tutti ¢ sistemi @, della
varieta (perché la corrispondente tresformazione dei periodi muta in sé tutte
le relazioni di RIEMANN) una simmetria (per limitarci a questo caso) almeno
nelle ipotesi piu semplici, muta in sé uno solo od una classe subordinata di
quet sistemi, rispetto ai quali, ed ai corrispondenti integrali normali, ha il
carattere di trasformazione ordinaria (®®). L’ esempio che andiamo a svolgere
illustrerd ampiamente tali osservazioni preliminari.

Consideriamo una superficie iperellittica F di tipo reale, cioé contenente
una simmetria S di carattere reale » =0, ed indichiamo con 4,, 4,, B,, B,
i cicli d’un sistema pseudonormale relativo ad S. Supponiamo poi che fra i
relativi periodi degl integrali di 1* specie di F interceda una relazione di
RIEMANN principale e di divisore 1

(1) R = a,,(12) + a,y(13) + a,,(14) 4+ @,,(23) + @,,(24) + ,,(34) =0,

a coefficienti tutti diversi da zero, ed inoltre, per ciascuno dei due gruppi
(g Gyiy Qs () (Ayyy @) primi tra di loro.

(%) Si possono perd costruire esempi di V, singolari contenenti simmetrie che ne tra-
sformano in se tutti i sistemi @,
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La sostituzione A’; = A4;, B’; = — B; che la S induce (n.” 2) sui cicli 4;, B;
muta la R in

@) R =a,12) — a,(13) — a,,(14) — 0,,(28) — 1,,(24) + ¢,,(34) =0,

che, per l'ipotesi fatta sui coefficienti, ¢ distinta da R; quindi:
a) La superficie F & singolare (ha indice di singolaritd > 0);
b) 1l sistema Z corrispondente alla (1) non é reale rispetto ad S, cioe
F non ¢é reale in quanto superficie di Jacobi corrispondente a quel sistema 2 ;
¢) Le due relazioni R — R"=0, R+ R'=0, che, liberate da fattori,

son del tipo
3) A=a,(13)+a,(14)+a,,(23)+a,,(24)=0, B=a,,(12)+a,(34)=0,

son trasformate in sé stesse dalla sostituzione predetta. Di esse, come sap-
piamo dal n.° 10 solo la A ¢é principale, e quindi ad essa corrisponde_{un
sistema di varietd intermediarie (del 1° ordine) @, reale rispetto ad S. Detto 3 il
divisore della A (che supponiamo sia un numero primo >1) la F & quindi
reale come superficie di Picard di divisore 3.

Ora riduciamo, col procedimento del n.° 10, la A4 alla forma normale

4) A=(13)4+23(24)=0,
e sia

1 0 v, it, ‘
(5) ' 1 .
0 5 T

— - 2
. (Trs — "Cs,.), A= T T ™ T > 07
T,

la corrispondente tabella normale, relativa ai cicli normali M,, M,, M,, M,
ed agl’ integrali normali u,, %,. Poiché la sostituzione che riduce la primitiva 4
alla forma (4) opera separatamente sui due gruppi di cicli 4;, B;, cosl per
effetto di essa la B rimane ancora dello stesso tipo, e la trasformata di R &
ancora, come inizialmente, 4 -+ B. Scrivendo che questa ha divisore 1, si trova

(6) : Ay, =0 —1,
e quindi il divisore della relagione AA + pB =0 vale
) d =2 + p*(1 —3).

Pertanto, se d =2, poiche¢ 3 é primo sard p divisibile per 8, e posto
A=, p=23y verra
(8) o — 36—y =1,
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cosicché ¢ sistemi @ di divisore 3 corrispondono alle relazioni xA+0yB=0
nelle quali g’ interi a, y (primi fra di loro) soddisfano all’ equazione di Pell (8).
In particolare il sistema ®, corrisponde ad x =1, y =0.

Fissato, com’é lecito, il segno di a positivo, ricordiamo che detta x,, y,
la soluzione minima positiva della (8), che, come si riconosce subito &

(9) x,=20—1 y =2,
ogni altra soluzione %«, ¥, si ricava in modo noto dalla posizione
(10) o+ YaVBE — 1) = [, + y,VEE — DI,

nella quale a é un intero arbitrario positivo o negativo (°). Indicando con @, il
corrispondente sistema di varietd intermediarie del 1° ordine, otterremo cosi
un insieme numerabile di tali sistemi, che potremo ordinare nella successione

(11) ey D_,, D_,, B, B, O,,...

29. Trasformazioni birazionali ed antibirazionali della superficie F. —
Siano ora

(12) ull = pai + qz‘% + ci

, - -
u'y = ru, + su, 4 C,,

le equazioni d’una trasformazione antibirazionale di F in sé, ed

(13) M=y M, + my, M, +m M, + m,M,, (i=1,23,4)

quella della corrispondente sostituzione fra i cicli M;. Eguagliando al solito
gl'incrementi dei due membri di (12) lungo due cicli corrispondenti, troviamo
otto relazioni fra gli ni.s, le p, q, 7, s, ed i periodi (D), che, dopo elimina-
zione delle p, q, 7, s si riducono a relazioni a coefficienti interi fra quest’ ul-
timi. Nell’ipotesi ch’essi sian legati soltanto dalle A=V, B =20 tali relazioni
danno in definitiva

My = M,y == My, == My, = My, :"1713‘1 =, =, = O,

(14) My, = Mgy == My, =N, =M, M, = — pB,,,

My, = Py, Moy = Pllyy, Ny == — POU,,

() Cfr. DirtcuLET, Lezioni sulla Teoria dei Numeri (Venezia, Tip. Emiliana, 1881),
§6 83, 84. Vedi anclie la mia Memoria citata alla nota (%), in cui ai n.i 2, 3 & trattata una
questione che ha talune analogie coll’attuale,
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con m e p interi; dalle quali risostituendo nelle relazioni iniziali si ricava

(15) p=m —ip8a,T,, q=1pd0,T,,
r=—1pda,,T,,, S = M + 1p80y,T,, .

La (13) & quindi

M, =mM, — pda, M,, M',=mM,+ ca,, M,

16
(19 M, =0, M —mM, M,=—pda,,M,—mM,,

e se esprimiamo che il suo determinante (o quello ps — g della (12)) &
eguale a == 1 troviamo
(17) ‘ m? — 35 — 1) =1,

cioé, salvo il doppio segno del 2° membro, la stessa equazione di Pell (8) (*7).

Supponiamo anzi, per rendere pil intimo il legame fra i problemi con-
nessi alle due equazioni, che la (17) non abbia soluzioni quando il secondo
membro ¢ — 1, come accade p. es. quando & & un numero primo della
forma 4k 4- 1.

Ad ogni soluzione m, g della (17), assieme alla sua opposta —m, —p
corrisponde una schiera di trasformazioni (12) che si ottengono tutte da una
fra esse moltiplicandola per le trasformazioni ordinarie: e le (16) son deter-
minate a meno d’'un cambiamento di segno dei secondi membri, corrispon-
dente al cambiamento di segno di m, p, cioé al prodotto per una trasfor-
mazione di 1* specie.

Ogni schiera pud quindi collegarsi ad una soluzione m,, p, della (17)
con me positivo; indicandola con S, possiamo quindi, al modo delle ®,, ordi-
nare le S, in una successione

(18) vy S_gy S_y, Sy 8y, Sy,

nella quale la S, corrisponde ad m =1, p =0, cioé contiene le trasforma-
zioni o'y = == wu, +¢; tra cui ¢’ ¢ la simmetria S.

Un’ analoga conclusione sussiste per le trasformazioni birazionali, dal
momento che esse possono ottenersi come prodotti della #'; = w, per quelle
delle schiere S,, cioé son rappresentate ancora dalle (12) nei secondi membri
delle quali al posto delle u; si scrivano le ;. Se s’indica con 7T, la schiera
di queste trasformazioni che proviene dalla S,, la corrispondente sostituzione

(8 11 determinante della (16) & il gquadrato del 1° membro della (17) quindi di fatto
vale + 1, conformemente ad un risultato del CHeErUBINO. Cfr. la nota "%,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



68 A. CoMEsSATTI: Sulle varietqd abeliane reali

sui cicli M, si ottiene dalla (16) moltiplicandola (a sinistra) per la M', = M,,
M,=M, M';=—M, M,=— M, (indotta sui cicli normali dalla «'; = u,)
cioé cambiando nei secondi membri il segno di M,, M,.

Poiché la matrice (5) ha carattere reale nullo (n.° 6) nella schiera S, vi
sono quattro classi di simmetrie: ed é facile vedere che la stessa cosa st
verifica per le altre schiere. Difatti la (12) dove le p, ¢, », s hanno i va-
lori (15), quando ¢, = ¢, =0 & involutoria, quindi é una simmetria dotata di
punti uniti (p. es. u, =wu,=_0); sicché con un cambiamento di parametri
pud ridursi ad «'; = u,. Simultaneamente la (16) ch’é pure involutoria, puo,
a norma del n.” 2, ridursi alla N',=N,, N'y,=N,, Ny,=—N,, N,=—N, (®),
mostrando che le simmetrie della schiera S, hanno anch’esse carattere reale
nullo, e quindi si distribuiscono in 4 classi come si & sopra asserito.

30. Trasformazione delle @ e classi reali corrispon'denti alla superficie F. —
Quante fra le predette classi di simmetrie sono effettivamente distinte di fronte
alle trasformazioni birazionali (ed antibirazionali) di F in sé¢? Per rispondere a
questa domanda cerchiamo come son trasformati i sistemi @, della F.

Percio (n.° 9) trasformiamo mediante I’ inversa della (16), cioé la (16) stessa,
le relazioni 4=0, B=0. Troviamo facilmente, le notazioni riferendosi ai
prindii membri, e supposto che agli m, p delle (16) sian sostituiti ma, p«

A= — (Myad - 3p,uB)

(19)
B = (5 — 1)ppad + m,.B,

da cui intanto segue che la relazione A =0 & trasformata in myed -+ 8p, B=0,
cio¢ (per l'identita delle equazioni (8) (17)) che le S, mutano @, in @,,. Poi,
tenendo conto che, come risulta facilmente dalle (10)

(20) Mg == Npig + 8B — 1)py0q,  Ppig = MpPy ~+ M0y,
si vede, mediante le (19), che la relazione
mpd 4+ 8pp B =0,

(%%) Si prova con facilitd che condizione necessaria e sufficiente perché una sostituzione
unimodulare involutoria su duwe variabili, di coefficientl my, my, my, my sia riducibile
alla o'y ==, 'y = — 2, & che sin my — — my, & che mys, My siano entrambi pari. Ora a tali
condizioni soddisfano le due sostituzioni in cui si decompone la (16) considerata come

operante su ciascuna delle coppie M,, M,; M;, M; perché come risulta dalle (9) (10) I'in-
tero p € sempre pari.
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corrispondente a ®,, & mutata in quella corrispondente a ®,4_,; in particolare
per « =0, che le S, mutano ®, in ®_,. Infine tenendo conto che le 7% sono
prodotti d’una S, per le S, si perviene alla conclusione :

Il sistema @, é mutato dalle trasformazioni della schiera T in @yayp,
da quelle della schiera S, in ®,q_,.

Ne segue che le trasformazioni birazionali T, non lasciano fisso alcun
sistema @ fatta eccezione per le T, (trasformazioni ordinarie) che li lascian
fissi tutti ; mentre le trasformazioni antibirazionali di ogni schiera S, lascian’
fisso un sistema ® e precisamente @,

Inoltre si ricava che la condizione perché due sistemi ®,®, siano equiva-
lenti di fronte alle trasformazioni (birazionali ed antibirazionali) di F in
sé, & che gl indici p, q abbiano la stessa paritd.

In tal caso saranno evidentemente equi\ialeuti anche le simmetrie che
mutano in sé quei sistemi (e viceversa); e pertanto si conclude che la F
possiede otto classi di simmelrie effettivamente distinte, cioé che alla classe
definita in senso complesso da F appartengono otlo classi di superficie reali,
vale a dire il doppio di quante si hanno, per A==0, nel caso non singolare.

Quattro fra queste classi hanno per rappresentanti le simmetrie della
schiera S, che corrispondono alla tabella normale (b), le altre quattro hanno
come rappresentanti le simmetrie della- schiera §,. Cerchiamo qual’é la ta-
bella normale corrispondente. . ‘

Sostituendo nelle (16) alle m, p la soluzione minima positiva m,=23 — 1,
e, =2, dalla (17) si ricava

(21 MI{ =(20 — 1)M1 - 26“34M47 M'e': (25 - 1)M2 + 2a34M3
' M’4=2a12M|_(26— 1)M,, M’3= — Ba,M, — (25— 1)M,,

ed inoltre l4 relazione corrispondente al sistema ®, mutato in s& da S, &
(22) (28 —1)A + 20B =0.

Per passare a cicli normali del tipo considerato al n.° 10, occorrera tro-
vare una sostituzione che riduca le (21) alla forma caratteristica corrispon-
dente alle tabelle normali di carattere reale 0 (n.° 10, IV) e contemporanea-
mente normalizzi la relazione (22).

Con qualche tentativo si trova che tal sostituzione é

ZV{ = 5[‘/12 —+ a:uM:H N,=M, + a:nMa

(23)
N, =a,M,+ M, N,=a,M, +3M,,
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e calcolando i periodi di u,, u, ai nuovi cicli normali N; si ha la tabella

2
Wy, Ty, 1I— 1Ty — Gy + 25712 ITyy
(24) . . . ay, | .
14ida,t, — i, 1 &5 T |

GU integrali u,, u, non sono dunque normaii at nuovi cicli, e ciod & evi-
dente a priori, dal momento che le equazioni delle simmetrie della schiera S,
non sono della forma W, ===u;+c; ma della forma (12) per i valori di
p, ¢, 7, s dedotti dalle (15) ponendo m =28 — 1, p =2, Ma osservando che
il determinante dei periodi (24) ai cicli N,, N, vale a;A — 1, cioé per laB e

per la (6), — 50 Si ottengono come infegrali normali ai cicli N;

(25) U1 = 5[“‘34122“1 =+ (1 - ia’sﬂiz)uz]
. U, = (1 + da,,7,)u, — i,,7, Uy,

e la relativa tabella normale & allora

1 0 ity ir,
(26) 1, Ty,
0 S 1T, 1 E‘ I .

La superficie F ammette quindi due tabelle normali di tipo reale (5) (26)
non equivalenti nel campo reale, cioé non riducibili una all’altra con una
trasformazione che conservi la realtda degl’ integrali normali. Difatti una tale
equivalenza condurrebbe, come al n.° 18, ad una trasformazione birazionale
per effetto della quale ie simmetrie della schiera S, si muterebbero in quelle
della S, contrariamente alle conclusioni precedenti. )

Nota nggiunta durante la correzione delle bozze. — Nei riguardi dell’applicazione dei
nostri procedimenti e risultati e futte le varieta algebriche irvegolari (di tipo reale) cre-
diamo opportuno aggiungere alla nota () un ulteriore chiarimento esplicativo riguardante
I’ interpretazione topologica Qella formula (2) (n.° 1) e delle analoghe del testo. Tali formule,
perfettamente corrette quando i sistems di cicli primitivi si considerano, come a noi basta,
quali sostituti simbolici dei corrvispondenti sistemi di periodi primitivi degl integrali di
1* specie, lo sono anche in senso topologico (sostituendo al segno d’eguaglianza quello
d’omologia) se riferite a varieta algebriche prive di torsiome lineare (come le varietd abeliane
e le curve algebriche), mentre nel caso delle varietd con indice di torsione lineare c non
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nullo, Iinterpretazione topologica & lecita solo a patto di prescindere dall’ aggiunta di cicli
divisori dello zero. Invero, com’® noto, ogni ciclo (lineare) di quest’ultime varieth pud
esprimersi come combinazione lineare a coefficienti interi dei cicli &’ un sistema fondamentale
costituito da 2p eicli indipendenti C; e da certi g divisori dello zero T;; e nella sostituzione
unimodnlare con eui si passa dal sistema O;, T; ad un sistema analogo O, I'; (p. es. al
trasformato mediante una simmetria 8) i I'; si esprimono soltanto mediante i T;, giacche,
in caso contrario i O; dovrebbero soddisfare a relazioni d’omologia contraddicenti alla
loro indipendenza. Ne segue che nelle formnle esprimenti i ¢'; mediante i C;, Ty, 1 coeffi-
cienti min dei O formano un determinante eguale a =1, e quindi che, a patto di trascu-
rare i T; 8i pud atéribuire ancora alle (2) significato topologico. Infine, dato che i periodi
degl’ integrali di 1* specie ai cicli T; sono nulli, ogni influenza di questi cicli sulle 2) si
elimina nel passaggio ai periodi, onde resta confermato il valore simbolico affatto generale
di quelle relazioni.
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I sottogruppi del gruppo modulare con coefficienti del corpo
di Jacobi-Eisenstein e un teorema sui gruppi finiti.

Memoria di GiovaNNI SANSONE (a Firenze).

SoMMARIO — Introduzione — § 1 - 1 L’indice p({n) dei sottogruppi I‘ de] gruppo T di sostitu-
P . . . —144Y3
zioni lmearl unimodulari con coefficienti del eampo di JACOBI-EISENSTEIN {1, ¢ = —2'—)
- 2. II poliedro fondamentale del sottogruppo Iy ., — § 2-3.1I campi' fondamentali dei
gruppi Ty, - 4. Impossibilita di limitare con un numero finito "di pianmi e sfere di .rifles-
sione 1 poliedri fondamentali dei gruppi Ty (> oD 1 intero razionale pari, diverso da 2 —

¢ 3 - 5. Relazioni fondamentali fra le sostituzioni generatrici del gruppo T ai sostituzioni
lineari con coefficienti del corpo H(c) con determinante =1 — § 4 - 6. Sulla indipendenza
delle sostituzioni 8, T, U, generatriei del ‘gruppo finito G 2y © sulle loro relazioni caratteri-
stiche nel gruppo G?p(n) —§5-7. Dimostrazione del teorema fondamentale sui gruppi Gzll(n)
Lemmi preliminari - 8. Dimostrazione del teorema fondamentale nel case di moduli’ primi
con 2(1-—¢) — § 6 - 9. Il teorema fondamentale per i moduli m(1 —e), 3m, 2m, 2m(1 — &), 6m
con m primo con 6 - 10. Immagine geometrica dei gruppi Gletl—S)’ Ggp(z) — 9§ 7 11 11 gruppo
14-4ma, 4mb ¢
4me, 1+4md>’ [1m
1+ 3m(l —eja, ~ 3m(l—exb
3m(l—z)e, 14 3m(l ——z—:)d) !

delle sostituzioni unimodulari ( =1, e il caso eccezionale

dei moduli 4m - 12, I1 gruppo delle sostituzioni unimodulari (

ﬁmL: 4+ 1 e il easo eceezionale dei moduli 3(1—e)m.

INTRODUZIONE

Nella mia Memoria I sottogruppi del gruppo di Picard e due teoremi
sui gruppi finiti analoghi al teorema del Dick (*) e nella Nota Le relazioni
fondamentali tra le operazioni generatrici del gruppo modulare finito con
coefficienti del campo di Gauss (*) scrissi che i metodi da me trovati pote-
vano applicarsi allo studio dei gruppi del Brancmi di sostituzioni lineari con

(Y) Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo (Tomo XLVII, pp. 278-332). Nel seguito
le citazioni relative a questa Memoria saranno indicate con (A).
(*) Rendiconti del Cireolo Matematico di Palermo, Tomo XLIX.

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo III. 10
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74 G. SANSONE: I sottogruppt del gruppo modulare

coefficienti appartenenti a corpi quadratici immaginari (®)). In questa Nota
infatti io studio i gruppi I' di sostituzioni unimodulari

_ag+§ _
- Y'z -+ 5) aa pY - 1’
con coefficienti a, B, v, ¢ interi del corpo K{(e), (s:ll—;ﬂ> di JACOBI-

EIsENSTEIN delle radici cubiche dell’ unitad, ma le ricerche possono estendersi
ai gruppi di sostituzioni lineari unimodulari con coefficienti dei corpi K(i\/?);
(—— 14-iVD
gV
2
fondamentale abbia un solo vertice singolare (*) e si possa hmltare con un
numero finito di piani e sfere di riflessioni.
Il procedimento generale che si presenta é il seguente. Dato il gruppo T
di sostituzioni lineari unimodulari

), D=1, 11, 15, 19 e in generale a quei corpi il cui poliedro

,  az
2= mal

m, a,a—ﬁY:l,

con coefficienti di un corpo quadratico immaginario, si pué determinare con
un semplice ragionamenio aritmetico I'indice finito p(n) del suo sottogruppo

% B

invariante I'y.y formato dalle sostituzioni ( 5

y
T 2
con 7 intero del corpo (§ 1, (A)). Costruito il poliedro fondamentale del
gruppo I, si determinano, combinando le riflessioni sulle facce del poliedro,
le sue sostituzioni ellittiche generatrici (§ 5, (A)); queste sono anche le sosti-
tuzioni ellittiche generatrici del gruppo modulare finito Guqy di ordine p(n)
mediante il quale I' si rappresenta per Ip,y. Un primo gruppo di relazioni

tra le sostituzioni di Gpw, sono quelle che esprimono il periodo delle sue
sostituzioni ellittiche generatrici, un altro gruppo di condizioni si ottiene

) caratterizzate dalle relazioni:
)

i

1, 0
(0’ 1), (mod. n),
2

(®) L. BiancHI1: Sui gruppi di sostituzioni lineari apparienenti a corpi quadratici imma-
ginari. (Matematische Annalen, Bd. XL ; pp. 332-412).

() Questa circostanza si deve presentare secondo un teorema enuncinto dal BraNcHi,
msa ancora non dimostrato, per i corpi quadratici privi di ideali secondari. Cfr. L. BrancHi,
loc. cit. (%), p. 333.
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dall’ esprimere che le sostituzioni paraboliche del gruppo T'ny, si rappresen-
tano in Guwy con I'unitd (§ 7, (A)). Per provare poi se le relazioni trovate
tra le sostituzioni generatrici di Gum, sono sufficienti a caratterizzarlo, basta
I—Zc?a’ l—ﬁbnd> con a, b, ¢, d
interi del corpo sono esprimibili come prodotti di un numero finito di sostitu-
zioni paraboliche di T'pw) (§ 8a § 11, (A)). Questa proposizione non & in generale
vera nel corpo di GAuUss K(i), ove fanno eccezione i moduli » =0 (mod. 4) (*),
cosi nel corpo K(e) fanno soltanto eccezione i moduli divisibili per 2%, (1 — e+t -
con A >2, in altre parole quei moduli che contengono il divisore 2%, o la
potenza (1 —e¢)® del divisore 1 — e del numero primo critico del corpo.

Riassumiamo ora i resultati di questa Nota.

L’indice p(n) del gruppo TIyy, in I' & dato dalla formula :

dimostrare che le sostituzioni unimodulari (

f

i 1..h D1
(1) wn) XNs(")H<1—W>;

essendo N(n) la norma del numero #, il prodotto esteso a tutti i fattori primi
Dys Dareey Pn essenzialmente distinti di », e A=1 per n==2¢, (p=0, 1, 2)
e A=2 in ogni altro caso (§ 1).

Il poliedro fondamentale del gruppo Iy, ha almeno u(n):3N(n) vertici
impropri, e il gruppo Ium ottenuto da Ty, ampliandolo con la rotazione
3 =—3 e la riflessione ' =2, non pud limitarsi per n intero razionale
pari, diverso da 2, con un numero finito di piani e sfere di riflessione del
gruppo stesso (§ 2). Le sostituzioni generatrici del gruppo I ottenuto da T
ampliandolo con la rotazione 2'= — z sono:

_ {0, 1 {0, 1 {0, —e
s=(ioh 7={2 1) v=(2 0
caratterizzate dalle relazioni :
@)  S'=1, T'=1, U'=1, (SUF=1, (TUP=1, (ST*F=1 (§3).

Indicando con Gy il gruppo modulare finito di ordine 2p(n) mediante
il quale I' si rappresenta per I'm, si trova che nell’ipotesi che il numero

(® Cfr. la nota dell’ A, loc. cit. ().
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n=mn, +n,e sia primo con 2(1 —e¢), le S, T, U considerate come sostituzioni
generatrici di questo gruppo oltre che dalle (2) sono legate dalle relazioni:

(3) (USHTUPT(SUXTUXSU) M ==1,
(USHTUPI™[(SUXTUXSURM—" =1,

e ne segue il teorema: Se ¢ legami fra tre operazioni di natura qual-
stasi S, T, U sono espressi dalle (2) e (3) (0 da conseguenze di queste) ed
esse sono atte a generare um gruppo finito, U ordine del gruppo & 2p(n)
con p(n) espresso dalla (1) (§ 4 e § B). )

Nel § 6 si dimostra che il teorema ¢ vero per i 1oduli 241 — ef*m
con m primo con 2(1 —e); A=0, 1; p=0, 1; e come esempio si studiano
i gruppi Gang—e, © Gane isomorfi rispettivamente coi gruppi ampliati del te-
traedro e dell’icosaedro regolare.

Nel § 7 infine si dimostra che il teorema non sussiste per i moduli
4m, (1 — e qualunque sia m. Tali casi eccezionali sono conseguenza dei

due notevoli teoremi:
14 4ma, 4mbd

a) Tutte le sostituzioni unimodulari (
dme, 14-4m

d)’ per le quali

abbia il valore —+4-1

il simbolo di JAcOBI dei residui quadratici |[— & —
1+ 4ma

formano gruppo. .
NP . L (1 4=-3m(l —e)a, 3m(l —e*D )

b) Tatte le sostituzioni unimodulari ( Sn(l — e)e, 1 3m(l — o))’

c

< il
1+ 3m(l —e)a abbia i

3

per le quali il simbolo relative ai residui cubici [

valore + 1 formano gruppo.

§ 1. L’indice p(n) dei sottogruppi 'y, del gruppo I' di sostitu-
zioni lineari unimodulari con coeflicienti interi del campo

—1+4iV3

di Jacobi-Eisenstein (1, e= ) I1 poliedro fonda-

mentale del sottogruppo I'yq—.

1. Si consideri il gruppo I' di sostituzioni unimodulari

_as+p _
zl_YZ+5 ad — By =1,
a coefficienti interi del corpo K(e), ¢ = ﬂ Siccome il corpo K(e)

2
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(privo di ideali secondari) si comporta come il corpo di Gauss agli effetti
della divisibilita (°), ripetendo i ragionamenti del § 1, (A) (") concluderemo
che il sottogruppo Tpmy di sostituzioni

2
o 25 P

=y ®br=1 6—1=8—1=8=y=0 (mod. n),

con n intero del corpo K(e), & un sottogruppo invariante di indice wn), con

R ()

essendo N(n) la norma del numero n, il prodolto esleso a tulti i faltori
PrEME D,y Dasery Pn distinli di n, e con A=1 per n===2¢%, (p=0, 1, 2),
e =2 negli altri casi.

Si avrd ad esempio

_ 1, . a1 L
Wl —e) =33 (1—3—2)_12, 9(2)_4(1 16) 60.

2. Costruiamo il poliedro fondamentale del gruppo I'uq—ey, verificheremo
cosl per via geometrica che si ha 1 —e)—12.
Infatti il gruppo di sostituzioni lineari
r__ s +- B ’ gy + ﬁ

& =

=Yexo’ rare QOBr=1 B=r=0 (mod 1)

con a, B, vy, & interi del corpo K(e) ha per poliedro fondamentale il tetraedro
regolare T, limitato dai tre piani, :

1" 1\
E—s —— )+ =

( 2 1 2V3
essendo (€, m, §) una terna di assi ortogonali con gli assi & 7 nel piano
limite del semispazio iperbolico, e il semiasse § >> 0 interno allo stesso semi-

e dalla sfera:

C):Ib—‘

(®) Cfr. ad es. L. BiaNCHI: Lezioni sulla teoria dei numeri algebrici. (Bologna, N. Zani-
chelli, 1923), p. 101 e seg.

() Cfr. G. Sansong, loe. cit. (1), p. 276 e seg.
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spazio (%), e il gruppo considerato ha l'indice 24 nel gruppo di sostituzioni:

az - B , aZ, 48
':—— = 5— :i“l
d=e C T d ad — By

Associando a T, il simmetrico rispetto al piano n =0, considerando cioé

\ il poliedro T limitato dai 4 piani (Fig. 1)
N

—==EV3, EV3=£y=V3,

e dalle due sfere:

1)° 1\ 1
—“‘*— —+ —{—Vi_:’
(o) (e ays) =

esso & il poliedro fondamentale del

gruppo
0 1 z’ o az 4 B
7 (mod. 1 — ¢).
ab —fy=1, f=v=0,
Tale gruppo coincide col gruppo
Ip—e perché avendosi
ad =1 (mod. 1 —¢)
segue
Fig. 1.

a—8==%1 (mod. 1 —e)

e cambiando al piu il segno ad «, 3, v, o, si ha

a=8=1 (mod. 1 — ¢).

Segue che il gruppo I'wi—e ha 1’indice 24 nel gruppo I

,__ 28+

_m, :py:il

)

e percio !'indice’ 12 in I

(¢) Cfr. I.. BrancHI: Sui gruppi di sostituzioni lineari ecorrispondenti alle divisioni dello
spazio non euclideo in tetraedri e ottaedri regolari. (Rendiconti della R. Aceademia dei Lincei,
serie V degli Atti, vol. XVIII, 1° sem. 1909, pp. 645-652), p. 645 e seg.
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Le sostituzioni Q,, @Q,,.., Q,, che danno la rappresentazione di I' per
mezzo di ', formano il gruppo tetraedrale :

o2 o) Ca G2 60 @)
0,17 \e*, 0/’ 1, €/ \e, —e/7 N0, &/7 \e 1 )’

b

o 2o G ) 620 G20 00 (0
ety —e¥’ \l, 0 /7 \0, &/ \1, —1)’ e, 0 /7 \e¥ ¢/’

)

§ 2. I campi fondamentali dei gruppi I'yw..

3. Il tetraedro 7" limitato dai 3 piani
1 _
E=,, E9V3 =0,
e dalla sfera

62 + 112 + C:! f—
¢ il poliedro fondamentale del gruppo T' di sostituzioni lineari
2 — oz - B’
YZ+38

aa—ﬁy:il, . 1

con «, B, v, 3 interi del corpo K(e) (°).
Associando a 7" il suo simmetrico ri-

. 1 . .
spetto al piano E=§ si ha che la pira-

V¥

mide P limitata dai 4 piani o Y~ }

ExnV3=0, ExqV3=1,
e dalle due sfere

52_*_7124_?:1’ (5_1)2_'_712+C2=1

¢ il poliedro fondamentale del gruppo T Fig.. 2.

(Fig. 2). ' )
Chiamando con X la divisione regolare del semispazio iperbolico operata

dalla piramide P e considerando la rete dei prismi a base quadrangolare

*determinata dai due sistemi di piani-EinVI;:l con ! intero arbitrario,

troviamo che ad ogni prisma della rete appartiene una cella di % avente per

(¥ Cfr. L. BrancHl, loe. cit. (%), p. 365.
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vertice il punto all’infinito V, del semispazio iperbolico. Escluso il caso
n==(1—ef, =0, 1, 2, da noi esaminato al § 1, i movimenti di Ty, che
lasciano fisso Vo sono le traslazioni 2'=2%+nb con b intero arbitrario. Segue
che nel parallelogramma @ di vertici o, n, ne, — ne* non vi sono punti equi-
valenti per una traslazione 3z’ =z + nb (Fig. 3).

Infatti le traslazioni 3’ =2z + 2¢°, p =0, 1, 2, inducono in un punto una
traslazione equipollente al vettore == ne? e portano pertanto un punto interno
a @ in un punto esterno; le traslazioni 2=z n(l —e}’, p=0, 1, 2 indu-

cono in un punto una traslazione di ampiezza uguale alla diagonale di @ che
unisce i vertici n, ne e per esse i punti interni a @ sono portati in punti
esterni; ogni altra traslazione z'=—=2z+nb ¢ di ampiezza maggiore della diago-
nale maggiore di @, quindi in € non vi sono punti equivalenti per le trasla-
zioni considerate. .

Consideriamo ora il prisma formato dai 4 piani normali al piano limite che
segnano su di esso il parallelogrammo €'; i punti interni a questo prisma non
sono equivalenti per le sostituzioni di I' che lasciano fisso V.. Con cambia-
menti leciti, a questo prisma possiamo sostituire un insieme I di celle di & che
non sono equivalenti rispetto a I'p,, e tali che ogui altra cella di 2 di ver-
tice V. sia equivalente ad una cella di I per una traslazione di Ipq,.

Le celle di 7 sono in numero uguale al rapporto tra 1’ area del parallelo-
grammo @ che & N(n)VT3 e 1’ area del parallelogrammo limitato dai 4 piani

E+ VY3 =0, ExqV3 =1, che & é—\/g, cioé sono 3(n} + n) — nn,), (v. Fig. 3,

caso 7 =3+ e). (continua)
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Ne segue allora (*°) che si pud costruire un poliedro fondamentale Py
di Tpmy composto di p(n) celle congruenti a P tale che ogni cella ne abbia
aderente un’altra almeno per un vertice, e che attorno ad ogni suo vertice
improprio vi siano 3N(n) celle di £ e quindi con p(n): 3N(n) vertici improprii,
e percido questo numero ¢ il minor numero di vertici impropri del poliedro
fondamentale di Ty,

4. I ancora facile provare che supposto il modulo 2 intero razionale pari,
e diverso da 2, ampliando il gruppo I'ywm con la rotazione 2’ = — z e la.rifles-
sione 3'==2z, si ha un gruppo Iy, di cui il poliedro fondamentale non pud
limitarsi con un numero finito di facce e sfere di riflessione del gruppo stesso.
Infatti la riflessione di I, sono:

h,_(1—|—nal+n(.zge)zo - m‘b,\/g 2 (1 4 na, + na.e)z, +nb,
/g e
nic,V 82,4(14na,+nae®) 16,7, — (1 -+ na, + na,e’)’

essendo rispettivamente

(1 + na, + na,)* — 3na,(1 + na,) + 3n°b,c, =1,
(1 4+ na, +na,)? — 3na,l +na,) +nb,c, =1,

e per ¢, &= 0 le corrispondenti sfere di riflessione hanno per equazione :-

( a2)2+(n+2(1+na1)——na2)> o= 1 N

o 2—01/ 27204\/3 377’201
201 +na)— 7’L612>2 a2\/§)2 , 1
(E o 2nc, + 7)’ 2, +o= nic’-

mentre per ¢,=—0, avendo supposto n==2, si ha a,—=a,=0 e i corrispondenti

piani di riflessione hanno per equazione E:gb, n:gbvg, con b intero qua-
lunque.

Proviamo ehe il punto di coordinate (2, q7—\13, O\), con ¢ primo con 7 non

n /
solo non & sull’ intersezione di due piani di riflessione (evidente) ma non & né
interno né su qualsiasi sfera di riflessione.

(1% Cfr. p. 287 (A).
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82 G. Sansonk: I sottogruppi del gruppo modulare

Infatti (%, %3—, O) pué essere interno o su una sfera di riflessione

quando si abbia:

[q a, r_'_ [q\/g + 2(1 + na,) — naz,J2 1

n 2 n 2ne, V'3 3nic?’
q 21+ na,)— na, 2_{_ \3 _ a, V3] _ 1
n 2nc, n 2c, | — nic)’

ovvero
3(2c,q — na,)® + [6gc, + A1 4 na,) — na,* < 4,
[2¢,9 — 2(1 + na,) + na,]* + 3(2¢,g — na,)* < 4,

e per la paritd di n, deve essere rispettivamente :

2cq —na,=0, 6¢,9+ 21+ na,)—na,=0,
2¢,9 — 21 + na,) +-na, =0, 2¢,9=nmna,

dalle quali — 2¢,¢g =1+ na,; 2c¢,9 =1 4-na, le quali sono impossibili avendo

supposto 7 pari.
Ne segue, come si era prima affermato, che il poliedro fondamentale

di puy non pud limitarsi con un numero finito di piani e sfere di riflessioni
del gruppo.

§ 3. Relazioni fondamentali
fra le sostituzioni generatrici del gruppo I.

5. Nella Memoria citata del BIANCHI (*!) & dimostrato che il gruppo I di
sostituzioni di prima e seconda specie

,  az+B , ez, 4+
JE— P — __+
z_YZ 5 4—‘{50 5 ad — Py ===1

a, B, v, 9, interi del corpo K(e) ha per poliedro fondamentale il tetraedro 7'
con un vertice improprio limitato dalle 4 facce:

1 o 9
7]:07 E:§, E:‘/]V3, §2+7]2+§': .

{(19) L. BrancHI, loc. cit. (3), p. 365.
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con coefficienti del corpo di Jacobi-Eisenstein 83

Il gruppo I si pud quindi generare con le 4 riflessioni:

€
4 4 LA
=z, F=—2z,+1, =

(1,0 (=11 [, O (0,1
A=l a)m 2= ) e=( Zo)re 2= o)

A°=1, B*=1, (=1, D*=1.

con

Avendosi poi

0,1 {0 1 (0, —e
AD_(I’ )5, BD_( )z, Dc_(82 5 )z,

quindi
(ADf =1, (BDf=1, (CDf=1, DA=AD, DB=(BD}, DC=CD
segue che le sostituzioni del gruppo T

,. «z + B
2 = 5
1%+ 0

ad — By = 1,
(@, B, 3, v interi del corpo K(e)) si gemerano con le 3 sostituzioni ellittiche:

0,1 o (0 1 (1, —e
s=ap=() o), T=80=(" ), v=00=(y %)
con
SP=1, T°=1 U*=1.

Vogliamo trovare tutte le relazioni indipendenti tra le S, 7, U. Si consi-
deri il tetraedro T ottenuto associando a 7'il simmetrico rispetto al piano % =0
cioé il tetraedro limitato dai 4 piani (Fig. 4):

i cui vertici sono:

11 2 11 2
V,=(0, 0, 1), V1=(2’ 2—%7 Vg)’ V2=(—§, 2\/—§7 Vg), V,=oc
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84 G. SANsONE: I sottogruppi del gruppo modulare

\ ’ D 1 V3 . .
21 L V. / ed indichi V:(2, 0, 9 ) il punto medio
/ dell’ arco VTVZ. E facile provare (‘*) che

ogni relazione fra le sostituzioni del
gruppo I' & un prodotto di un numero
finito di trasformate delle rotazioni at-
torno agli spigoli
VoV V.V VoV Vol
Vilo; ViVe; VyoVe; VVe;

le quali hanno rispettivamente per espres-
sione : _
ST U, S(UM)S, (ST,
(TUy, STXHTUPTS, (ST?),

e di queste la quarta & conseguenza
della terza, la settima della sesta, re-
stano fra le S, 7, U, le relazioni indi-
pendenti :

@ St=1, T*=1, U*=1,

Fig. 4. SUY =1, (TUP=1, (ST*?=1.

§ 4. Sulla indipendenza delle sostituzioni S, T, U considerate
come sostituziomni generatrici del gruppo finito Gy.,, ©
sulle loro relazioni caratteristiche nel gruppo stesso.

6. Il gruppo I'ym ha nel gruppo T' I'indice 2(n), e le 2n(n) sostituzioni
a determinante == 1 con le quali I' si rappresenta per [y formano un gruppo
finito Gopmy di ordine 2p(n), ove si considerino percidé come identiche due
sostituzioni i cui elementi siano ordinatamente congrui (modulo 7), oppure con
gli elementi di una congrua ordinatamente agli elementi opposti dell’ altra
(modulo 7). Se costruiamo i tre gruppi finiti di ordine 6, 12, 12 generati dalle
operazioni T, S; S, U; U, T si verifica facilmente che qualunque sia il mo-
dulo 7, non pud una qualunque delle sostituzioni U, T, S esprimersi come un

(1) Cfr. pag. 295 (A).
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con coefficienti del corpo di Jacobi-Eisenstein 85

prodotto formato con le altre due sostituzioni, ossia le S, 7, U considerate
come operazioni del gruppo Ggum Sono indipendenti.

Per determinare delle altre relazioni fra le S, 7, U oltre le (I), troviamo
le sostituzioni di T'pwmy che lasciano fisso V.. Escluso il caso n =z (1 — g)e?,
p=0, 1, 2 esse hanno la forma:

. , 1, nl
g =5 )
e posto
n=mn,4-ne, =1+ Le,
-quindi

(12, e, + Le) =1,(n, + n,e) + l[— n, + (1, — n,)]
le sostituzioni precedenti si compongono con le poteunze delle traslazioni

(1, n, + n2a> (1, n,—mn, — n;)
0, 1 70, 1

e per queste nel gruppo Gapm) si ha:

<1, n, —|—n2s‘) =1, (l, n, — Ny — nga) —1.

0, 1 0, 1

Ma si ha: .
1, 1 _ ? 2 17 € . 2 2 2
(07 N =wsyroy, (07 )= (surrUysUy,

e le precedenti diventano:

(USHTUP[(SUXTUXSU s =1,

(1)
(USHTUYIM{(SUXTUMSUYF e = 1.

. l
Inversamente dalle (II) e (I) segue che ogni sostituzione z’=<(1)’ 7i)z nel
?
gruppo Gapwmy si rappresenta con 1 identitd. Bastera provare per questo che

le due sostituzioni (US)(TU) e (SUXTU)«(SU)* sono permutabili, cioé bastera
provare che:

(USP(TUMSUXTUPSUY = (SUP(TUXSUXUS)(TU)
ovvero avendosi (SUXUSY =1 e (TUy =1, bastera provare che:
(US{TUYSUXHTUSUR =8U»TU

e moltiplicando a sinistra per (SU)* e a destra per (TU»(SU)* occorre verifi-
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86 ° G. SANSONE: I sottogruppi del gruppo modulare

care che:
(TUPSUXNTUXSUMTUYSU? =[(TUPSUPP = 1.
Ma &
(TUOXSUY = UTHSU® = USTUSU = US(TUYUS)™!
percio

(TUP(SUYT = [USXTUXUS)=F = (USYTURUS)~ = 1.

Notiamo infine che ogni sostituzione parabolica del gruppo I'ym € una
trasformata della (4) (*®), segue che le (II) esprimono le relazioni frale S, T, U
che si hanno dalla condizione che le sostituzioni paraboliche del gruppo Lpg,
si rappresentano nel gruppo con I’ unith. Dimostreremo nel § seguente che
le (I) e (II) rappresentano tutte le relazioni indipendenti tra le operazioni del
gruppo Gapmy quando il modulo »# non & divisibile per 22, od (1 —¢€)® cioé
ogni relazione fra le S, T, U in Gum & conseguenza delle (I) e (II), segue
quindi il teorema: Se i legami fra tre operazioni S, T, U sono espressi
dalle relazioni:

@O  S'=1, T°=1, =1 SUf=1, (TUP=1, (ST =1,

(IIy* (USHTUYI(SUTUHSUY= =1,
[(USHTUP|~™[(SUMTUSUPm—"s =1,

(o da loro conseguenze) e il numero n=n,+ n,e non & divisibile per 2°
e (1 —e), ed esse sono atte a generare un gruppo finito, il gruppo da esse
generato é isomorfo oloedricamente col gruppo modulare Gupmy di ordine

2 1...h 1
sk — 3 —_———
(I1I) 2p(n) =3 N¥(n) [] (1 e (pi)).

prendendo A =1 per n==2¢, (0 =0, 1, 2) e A =2 negli altri casi, e il
prodotto esteso a tutti i fattori primi essenzialmente distinti di n, + n,e.

§ 5. Dimostrazione del teorema fondamentale
sui gruppi Gy. nel caso di moduli primi con 2(1 —¢).

7. Una sostituzione @ — S* T8 UY:§*TB:Ys.., rappresenta nel gruppo
Gapmy 1 identitd quando si abbia @ =1, oppure

®) Q= (é” ?) (mod. n).

(13y Cfr. p. 304 (A).
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Nel primo caso, come si & detto al § 3 la Q & conseguenza delle (1),
nel secondo caso,  ha la forma:

_(l+mna, nb )
6) 9—( ne, 1+ nd

e il teorema sard dimostrato ove si provi che per n non divisibile per 2%
(1 —¢)* la (6) & il prodotto di un numero finito di trasformate della sostitu-

)

zione parabolica <(1) nlk)- Seguiremo per questo la via gia tenuta nella me-
2

moria citata (**) riconducendo il teorema a quello del Dick, (gruppo modulare
con coefficienti del campo minimo di razionalita).
Premettiamo le seguenti osservazioni (**):
(1+na, nb )
éun
n¢g, 1 +nd
prodotto di sostituzioni paraboliche di Ty, anche la sostituzione unimo-

_ (l+mna, nb ) . . L , ,
dulas e.( ne, 14 nd é un prodotto di sostituzioni paraboliche di Tpgy,.

Osservazione 1*. Se la sostituzione unimodulare

Osservazione 2* (*%). Se la sostituzione unimodulare (1 +na, nb ) P
: ne, 1-+nd

un prodotto di sostituzioni paraboliche di Twwy anche la sostituzione
(11—';;:;: il_:}); dp) e un prodotto di sostituzioni paraboliche di T'py,.
Seguono i soliti Lemmi, ci limiteremo perd a dare quelle dimostrazioni
che subiscono qualche modificazione.
1+na, nb
ne, 1-4nd
trasformata, che wmoltiplicata per sostituzioni paraboliche di Tywy assume
la forma (1 ;\f“’ 1 —ll\IBN5> con N multiplo arbitrario di n.
Sia N=mngq, e supponiamo dapprima che nella & sia ¢ primo con ¢. Sia
allora « radice della congruenza a — cx =0 (mod. ¢), la trasformata di Q:

0 _(1, w)Q(l, —x)_(l+n(a—cw), nb, )_(1+nqa“ nb, )
t7N0, 1 o, 1/ ne, 14-nd,/ ne, 1-+4nd,

Lemma 1°. Data una sostituzione 9:( ) esiste una sua

ha gia il primo coefficiente = 1 modulo ng = N.

(14 Cfr. § 10, p. 311 e seg. (A).
(*%) Cfr. loe. cit, (?), n. 2.
(1% Cfr. loe. cit. (3), n. 2.
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88 G. SansonE: I sottogruppi del gruppo modulare

Sia era cli, bla cioé c=kq+1, b,=I1qg +s si ha:
r k s 1
0 :Q( 1, 0)(1, —ns):(l-f—nqoz, ngp )
z N—mnr, 1/\0, 1 ngy, 14 nd,
ed essendo Q, unimodulare, & d, =0 (mod. ¢) cioé d, =¢% e quindi la 2, ha
la forma richiesta. '
Quando nella @ non sia ¢ primo con ¢, se poniamo # uguale al prodotto
di tutti i fattori primi di ¢ non contenuti in ¢, nella sostituzione :

1, 0 1 4 na, nb )

%=1 (ny, 1) = (1 + n¢c + Y1 +na)), 1+ nd,

& ¢+ y(1 + na) primo con ¢ e percid possiamo operare sulla Q; come si &
operato prima sulla Q.

Piu in particolare ragionando come nel Lemma 1° del § 10 della Memoria
citata (A) si ha:

Lemma 2°. Data una sostituzione unimodulare (6), si pud moltiplicarla
a destra e a sinistra per opportune trasformate della sostituzione parabo-
lica ((1)’ nlk) in guisa che la sostituzione prodotta abbia la forma:

b

r__ (14 N?a, NS )
M : 9—( Ny 1+ N

con o, B, v, 0 interi del corpo K(e), N intero raszionale, (N multiplo arbi-
trario non nullo di n) e quando c¢i occorra N =0 (mod. 12).

Nel seguito IV, ove non si avverta espressamente indica un numero
intero razionale.

Lemma 3°. Se una sostituzione Q ha la forma (7), é lecito moltiplicarla
per una sostituzione parabolica di Tw.y in guisa che la parte reale e il
coefficiente di e di v siano primi tira loro.

Si ha infatti:

1, o> =(N[ 1+ N, NB )_(1+N2a, NB )

(Nx, 1 v+ @l +N%), 1+N3/ "\ Nm, 14 N?%

con © =1y + a(1 4 N?3). Supposto 1+ N?¢ primo con 6, si pud trovare un «,

tale che sia
(8) Y4+l +N3B)=2 —c¢ (mod. 6),
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e posto x = x, + 6¢ si ha allora:
T =7 + (1 + N*3) + 6(1 + N*3)t.

II numero 6(1 + N%3) & per le ipotesi fatte primo con y + x,(1 + N?3),
si puod percio assegnare all’indeterminata ¢ (*") un valore per il quale = risulti
primo complesso ; esso & per la (8) di primo grado, e percido ha la parte reale
e il coefficiente di ¢ primi tra loro. Quando non sia 1+ N?*¢ primo con 6,
posto A uguale al prodotto dei fattori primi di 6 non contenuti in 14 N?3,

la sostituzione
Q ___9( 1, O)_(1+N”oc, NB )
T U\NR, 1) T Ny,, 1+ N?%,

ha il quarto coefficiente primo con 6.

1 -+ Ng(ai -+ aze)} N<b1 -+ bzs) )
N(e, +cue), 14+ N¥(d, +due)’

¢, e c, sono primi tra loro, ad essa, salvo moltiplicarla per sostituzioni

paraboliche di Tyy) si pud dare la forma:

Lemma 4°. Se nella sostituzione :(

( 1+ N*a, Nec, + cgez)ﬁ)
Ne,+c¢e), 1+ N3 /’

con a, B, & interi razionali.

Puo evidentemente supporsi ¢, — ¢, 4=0, perché ove si abbia ¢, —¢, =0
cioé ¢, =c, per lipotesi fatta che ¢, 'e ¢, siano primi tra loro, si ha
¢,=c¢,—==1 e percid ¢, +c,e ==£¢* e la trasformatd della sostituzione Q

(1,ias>9(l,¢ae)_’ 1, NB )_(1, Np)( 1, 0)
0, 1 0, 1 —(J_rNaZ,lxzvzga? —\0, 1 /\x=Ne, 1

¢ un prodotto di sostituzioni paraboliche.
Supposto allora ¢, e ¢, primi tra loro, ¢, — ¢, =3=0, si possono determi-
nare gli interi x, e x,, y, e y, in guisa che si abbia rispettivamente:

(¢, — ¢, )y + ¢, +dy, =0, (¢, — )Y, + ¢y, +a,=0

(1) Qui facciamo uso del teorema di DIrICHLET sulla progressione aritmetica esteso
da E. EcHg alle progressioni a + bx con @ e b interi di un evrpo K(6) e con a primo con
Pideale principale (b). Cfr. E. Ecar: Ueber di L-Functionen und den Dirichletschen Primsahlsatz
Sir einen beliebigen Zahlkorper. (Nachrichten von der K. Gessellschaft der Wissenschaften zu
Gottingen. Math. phys. Klasse, 1917, pp. 299-318) p. 300.
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e la sostituzione

(l, N, + wze>) o (1, Ny, + ym)
0 1 0, 1

b

ha la forma richiesta.
Lemma 5°. Se Q ¢ una sostituzione del gruppo Cpw, si possono deter-
minare due prodotti di sostituzioni paraboliche S,, S, di I'uywy tali che si

abbia » .
1+ N?*a, N1+ N?
Slgszz( + :‘) ( -+ 270)@)

N1+ N%y), 1+ N*

con a, B, 3 interi razionali, (Y, 1, interi coniugati).
Infatti per il Lemma precedente ad @ pud darsi la forma

( 1+ N2, Ne,+ 026’)6>
Ne,+-ce), 1+ N3 )

e supporre in essa 1 4 N®x primo con 6.
Consideriamo il prodotto

(9) ' ( 1 N?a, N(ci—l—cze”)ﬁ)( 1, O 0
N, +ce), 14+ N®% ANw, 1) 7!

e indicando con s, un intero complesso radice della congruenza
(10) ¢, + e+ (1 + Ny, =1 (mod. N?)
si scelga I'intero ¢ in guisa che il numero:

T =0C, + C,¢ + 2,(1 + N*&) + N*(1 4+~ N*a)t =1+ N°y

sia un numero primo (‘®). Se = & di secondo grado (intero razionale), la Q,
per le osservazioni 1* e 2* & un prodotto di sostituzioni paraboliche; se ® &
di primo grado, percio colla parte reale e il coefficiente di € primi tra loro,
nella (9), posto & = x, + N*¢, possiamo operare come abbiamo indicato nel
lemma precedente e ne segue il lemma ora enunciato.

1 +N§Y?00“, 1 _F;)ic(’a) con a, ﬁ; if) &
interi razionali, ¢ e c, interi coniugati & wun prodotio di sostituzioni
paraboliche di Ty (**).

Lemma 6°. Una sostituzione 9:(

(1%) Cfr. (1),
(%) Cfr. 10 (A), p. 315.
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. 16 o . . {1+ N, Ne,
Corollario 1°. Se una sostituzione (unimodulare) 9_( Ney, 1 +N?5)
con a, B, v, O interi assoluti é wun prodotto di sostituzioni paraboliche
, I . i (14N, Nc,f, )
di Tww anche la sostituzione unimodulare 91_( Ney,, 1+ N4 con B,

e v, interi assoluti (B,y,=By) & un prodotto di sostituzioni paraboliche
di Tuewy ().

N 1 +na, nc,R
c : o. l ( b 0 2)
Corollario 2°. Se la sostituzione ncR,, 1 nd con n, a, d, R,, R,

interi assoluti & wun prodotto di sostituzioni paraboliche di T'yw,, anche la
1 -+na, nc,R,
ncR’,, 1 4nd
prodotto di sostituzioni paraboliche di Tpumy (*H).

Lemma 7°. Se Q ¢ una sostituzione del gruppo I'yw,, la sostitusione Q°
é un prodotto di sostituzioni paraboliche di Tny,.

Diremo che una sostituzione Q appartiene all’ esponente A, quando % & il
piu piccolo esponente positivo per il quale si abbia Q"= 38 con S prodotto di

sostituzione ( ) con R, R, interi assoluti, R’ R,=R,R, é un

sostituzioni paraboliche di Tpu).
Si pué dimostrare (*®):

a) se una sostituzione appartiene all’ esponente 2, qualsiasi sua trasfor-
mata moltiplicata per un numero finito di sostituzioni paraboliche arbitrarie
appartiene all’ esponente A;

b) data una sostituzione @ ad essa se ne pud sostituire un’altra

( 1+ N, N(1+N270)p)’

(1) N1 +N*), 1+ N%

con a«, B, & interi razionali, che appartiene allo stesso esponente %, ed & deve
risultare un divisore dell’ indicatore di GAuUss

L=9[{14+N*y+ 1+ Na)y, Y} {l + Ny, + (L + N a)(y, + y,e*)}]

essendo 1+ N?y 4+ (1 + NV?a)(y, + y,e) un numero colla parte reale e il coeffi-
ciente di ¢ primi tra loro, e 1~ ¥y, + ¥,e¢ primo con N.

Supponiamo come si & detto al lemma 1°, N =0 (mod. 12) e cominciamo
dal provare che se 2 ha un divisore primo dispari p, esso deve essere uguale

(2% Cfr. 10 (A), p. 315.
(1) Cfr. loe. cit. (3), n. 2.
() Cfr. 10 (A), p. 816.
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a 3; per questo dimostriamo che preso un numero primo dispari p==3 si pos-
sono determinare y, e y, in guisa che L non sia divisibile per p.

Si puod supporre nella (11), 1 4 N*« primo con p, (**), e siano x ed a due
soluzioni delle congruenze

(14 DNy 4+ 2(1 4 Na)=2 (mod. 9p?),

12 i 2
(12) |1+ +9p’a=1—c¢ (mod. 8).

I numeri x e a esistono, essendo 9p* primo con 1+ N’a, ed 8 primo
con 9p®. EsSendo per le ipotesi fatte il numero 8><9p*(1 4+ N*a) primo con
1+ N*y + (2 + 9pa)l + N%x) si pud scegliere 1'indeterminata z in guisa che
il numero

(13) =1+ N* + (2 + Ip°a)l + Na)+ 8 X 9p*1 + N’a)z
sia prﬁno (**) e poiché non pud aversi insieme

(P =2 (mod. 3)
|+5er=1—¢ (mod. 2)

segue che m & di primo grado, inoltre possiamo scegliere z in guisa che =
sia in modulo maggiore di N? e percié primo con N>
Si ha poi dalla (13) e dalla prima delle (12)

nn, =4 (mod. 9p®)
e percid |
nn, — 1 =3 (mod. 9p?)

ossia L = ¢(nr,)) = 3 + 9p’q, che non ¢ divisibile per p, supposto p==3.

Si ha di piu che la massima potenza di 3 che divide L & il numero 3
stesso, percid h pud contenere come divisore dispari al massimo 3.

Si osservi ancora che dalla (13) e dalla seconda della (12) segue :

nw, = (1 —e)l —e*) =3 (mod. 8)

cioé¢ nn, —1—=8/+2 ovvero L =2(4l+ 1) quindi se 2 & pari la massima
potenza del 2 contenuto in esso & 2, cioe 2 & un divisore di 6 e percio @ pud
appartenere ad un esponente divisore di 6, ossia Q% é un prodotto di sostitu-
zioni paraboliche di Tyy,.

() Cfr. 10 (A), p. 318.
) Cfr. (*7).
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1- 2
Lemma 8. Se nella sostituzione Q :( +ma, - nb . ) si ha
ne, 1+4n*d
(14+n'a=¢ (mod. ¢); p=0, 1, 2;
( c=1 (mod. 72%),

la @ & un prodotto di sostituzioni paraboliche di Tuyy (*°).

, , 1- b
8. Teorema. La sostiluzione Q :( +na, n
. ne, 14-nd

e primo con 2(1 —e) é vn prodotto di sostituzioni paraboliche di Ty,,.
Infatti applicando la trasformazione indicata nel Lemma 1° e 5°, la pud
assumere la forma:

) quando il modulo n

(14) :< 1+ N, N1 +N%)B)

N(1 +4- N%y), 1+ N%3

con N primo con 2(1 —e), a, B, & interi razionali.
E lecito supporre 1 i- N?*y numero primo, & -

(15) 1 +N3y =24 9 (mod. 36),
e percid complesso di 1° grado. Ove ci6 non sia si puo trasformare la (14) in

guisa che restino soddisfatte le condizioni ora dette. Infatti nella (14) possiamo
supporre 1 - IV®« primo con 2(1 — &), [perché in caso opposto nella sostituzione

gl NI+ NgYo)w)_ 14 N*a + N¥1 + N*yX1 + N*y ), N?1(1+N”Yo))
1 — N(1 + N*y) 1+ N*3
essendo N(1 4+ N?*yY1 + N?y,) primo con 1 +4- N?«, si puo scegliere o in guisa
che il primo coefficiente sia primo con 2(1 —e¢); basta porre « uguale al pro-

dotto dei fattori (o al fattore) di 2(1 —e) non contenuti in 14 N*«]. Esiste allora
una radice «, della congruenza:

(16) 14- N*y + (1 + N*2)N*x, = 2 + 9¢ (mod. 36),
Y

(perché N1 +4- N?a) & primo con 2(1 — ¢)) e si pud ancora scegliere ]’ inde-
terminata ¢ in guisa che il numero

n=1-+ Ny 4+ (1 + N*&)N*x, + 36 (1 + Niz)N3¢t

~ sia primo complesso [perché 36(1 -+ N2z)N* & primo con 14 N*y +(1 + N*o)N*x,]
e di conseguenza di primo grado a.causa della (16).

(%) Cfr. 10 (A), p. 319.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



94 G. SansoNE: I sottogruppi del gruppo modulare

Nella sostituzione

Q( 1, 0)_(1+N9a, NB, )
“\N'(w, +36¢, 1/ =\ Nm, 14 N,

il fattore primo = del 3° coefficiente soddisfa alle due condizioni

n=1, (mod. N?),
=249 (mod. 36)

e col procedimento del Lemma 6° potremo formare la sostituzione

1 + N?a, N )

5,08, = ( N3 14 N%

con S, e S, prodotti di sostituzioni paraboliche, «, 8, & interi razionali. Sup-
poniamo senz’altro che nella (14) sia 1+ N?y primo di primo grado e sia
soddisfatta la (15).
Dalla (15) segue
(1 + N*yY1 + N*y,) =67 (mod. 36),

1
percio g o[(1 4- N?y)(1 + N?y,)]=11 + 6¢, ossia il numero é o[(1 -+ N3y Y14 N3y,)|

é primo con 6.
Dalla (14) si ha poi

1
o [(La4 N2 N1 + N*y)1 + N*ypa,, N+ Ny )3,
1

N(1 + Nyyy,, (14 N*3)8" 4 N*(1 + NyXL + N7y,

con «,, B,, v,, 9, interi razionali.
Ora avendosi
1
(1-}—N20c)"'¢ziep (mod. 14 N?y)
1+ Ny=1 (mod. N?)

per il Lemma 8° la sostituzione:

1
(1 -+ N*a)s™ -+ N(1 + N1+ Ny, N+ Ny,
1

N(1 -+ V), (14 N%2)" -+ NY1 + N1 + Ny, )3,

¢ un prodotto di sostituzioni paraboliche di I'wawy, e per il corollario 1° del
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1
Lemma 6° anche la sostituzione Q8 — Q!+ ¢ un prodotto di sostituzioni

paraboliche di I'yy,, ossia & appartiene ad un esponente divisore di 11 + 6¢

1+na, nb
ne, 14 nd)

con n primo con 2(1 —e) & un prodotto di sostituzioni paraboliche di I, .

e per il Lemma 7° all’ esponente 1, e percid la sostituzione @ =<

§ 6. Il teorema fondamentale
per 1 moduli m(1 —e€), 3m, 2m, 2m(1 — ¢), 6m.

9. Teorema 1°. La sostituzione wunimodulare 9=<1+2ma, 2m§ )
2my, 1+42md
con m dispari, ha il periodo 1 o 3.
Possiamo supporre y primo con 2, in caso opposto si puo sostituire alla Q
1, O _( 1 +4-2ma, 2mB
2m, 1)— 2mly + (1 + 2ma)], 1 + 2m3,
Y+ (1 +2ma) & primo con 2. Indichi ora & una soluzione della congruenza

1 altra sostituzione. 9( ) e il numero

17 14+ 2ma +2myxr =1+ 6¢ (mod. 12),

(x esiste perché 2my e 12 hanno per massimo comune divisore 2(1 — )t
con A<C2) e si prenda ¢ in guisa che il numero nm=1+ 2ma+ 2myx +- 12myt
sia primo (cio & possibile perché 12my é primo con 1+4-2ma—+ 2myx) e
percio per la (17) di primo grado (¢ impossibile infatti la congruenza
4=5e? =1 (mod. 6)); si avra dalla (17) che il numero primo p==rn, ha la

forma 42 + 3 ciod p =3 (mod. 4), e quindi (%l)z — 1 (*%.

Ora si ha per la trasformata Q, di & (che ha lo stesso periodo di Q)

Q_(l,—(w—i—(it))gl,x—i—& o m 2mb )

700, 1 (O, 1 T \2my, 1+ 2md
- e Y1 Y1 _ -

e sono possibili due casi [E] =1, [E] =—1 (*").

(%) Cfr. DIRICHLET-DEDEKIND : Lezioni sulla Teoria dei Numeri (traduzione italiana
di A. FArrorERr) p. 86.

(®") Per il significato del simbolo [ﬂ relativo ai corpi quadratici in un corpo algebrico

e la sua riduzione all’ordinario simbolo di LEGENDRE. cfr. L. BiancHi, loc. ecit. (%), p. 328
a 345. Per il teorema di reciprocitd relativo a questi simboli, efr. E. EcHE: Vorlesungen iiber

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



96 G. SansonNE: I sottogruppi del gruppo modulare

\

1.° Caso. Sia [2%] =1, esistera (essendo = di primo grado), un intero razio-

nale g per il quale si abbia g* =y (mod. =); e sia ancora a un intero razionale
tale che si abbia 1 + 2ma = ¢g—* (mod. ©r,); si avra

(14 2ma)yy=1 (mod. m),
ovvero
1+ 2ma)*y =1 + wgq.

N . 1+ 2ma)®,  2mb
i are Q, = ( ! !
Considerando una sostituzione unimodulare &, ( 2mq Lo 9m d;)

si ha:

00—t — (1 4 2ma), 2mb, 1+ 2md, — 2mb\ _ (14 2ma,, 2mb,
L 2mb, 1+ 2md,)\ — 2my, n )\ —2m, 14 2md,

I+ 2ma,, 2mb,

ed essendo ( —9m, 14 2md,

si ha:

(1, —a2)<1+2ma2, 2inb, )(1, az)_( 1 2inB )_(1, 2mB>( 1, O)

0, 1 —2m, 142md,\0, 1)” \—2m, 1—4mB/~ \0, 1 A—2m, 1

& QQ=38"" ove S~* & un prodotto di sostituzioni paraboliche, ed infine

Q, =89, quindi Q, (¢ percid Q) hanno lo stesso periodo di 2,.

1+ 2ma, 2mqb, )
2mq 1+ 2md,

con b, e d, interi razionali: é Q= ((1 + 2”“;)7;1;; d1qg,a,, li?lg;)i‘:i
47 4

ha il periodo 1 o 3; ha anche il periodo 1 o 3 la sostituzione

) un prodotto di sostituzioni paraboliche perché

Consideriamo ora una sostituzione unimodulare &, :(

) ed essa

o _ ((1 + 2ma)® + dmiqq.a,, 2maqqb,c,
4 2mgq, 1+ 2md,

dic Theovie der algebraischen Zahlen. (Leipzig 1923, Akademische Verlagsgesellschaft) p. 242
a 249. Il teorema di reciprocitd nei eorpi quadratici immaginari ha la forma semplicissima:
Fra due numeri dispari «,  di cni uno almeno sia primario (cioé congruente col quadrato

di un numero del corpo rispetto al modulo 4) ha luogo la relazione [g] = [B] (dal teor. 165,
. «
pag. 246). Se uno dei nmumeri & pari, si ha Daltro teorem:a: Se x & un numero dispari residuo

quadratico del modulo 8, & E} =1 (dal teorema 167, p. 249).
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2

poiché il prodotto QR ~' ha la forma
1 4~ 4m2qq, A, 2mq,B . . .
( 2mqC, 1+ 4m2qqu) (4, B, C, D interi assoluti)

ed & quindi (per il Lemma 6°, § 5) un prodotto di sostituzioni paraboliche;
ha ancora il periodo 1 o 3 la trasformata di Q,

)

1, 2mqa, 0 1, —2mg,a,\  ((142ma), 2mgq,B,
1 “\0 1 o 2myq, 1+ 2mD,

e infine tenuto conto che questa differisce da Q, per una sostituzione para-
bolica (perché hanno il primo ed il terzo coefficiente eguali) anche la @,
(e percio la Q) ha il periodo 1 o 3. c. d. d.

2. Caso. Sia nella Q, :(2;:( liyrgind)’ (%): —1. E anche
}

- )~ (50

T, — 2mb
— 2my, 14 2md
all’esponente 1 o 3; ed anche la Q, (ragionando come all’ osservazione 2*, § b),
ed infine la @ ha il periodo 1 o 3.

quindi la sostituzione( ) per il caso precedente appartiene

1+ 6ma, 1 4+ 6ms
6my 6mp
con 6 si pud esprimere con un prodotto di sostituzioni paraboliche di Lpgmpy.
Possiamo supporre (Lemma 1°, § 5) m intero razionale dispari, primo
con 3. Tenuto conto del teorema precedente e ragionando come nella seconda
delle Memorie citate dall’A. (**) si prova poi:

3
@) La sostituzione ((1 + 6ma)’,  6mb

. . .
10. Teorema 2°. Qualsiasi sostiluzione ( )con m primo

6me, 1+6md) & un prodotto di sostituzioni
paraboliche di Tpegum).

b) Indicando col simbolo [ il simbolo generalizzato di JACOBI sui

¢
1 + 6ma|,

(® Cfr. nota (3.

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo III. 13
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1+ 6, 6:mb

residul cubici (*?), si ha che la sostituzione: . .
bme L 4+ 6md

) con 14 6ma

c

—————| =1 & un prodotto di sostituzioni para-
1 4 6ma P S P

primo, di primo grado e [
3

boliche di Tpemy (*°).

1 t-6ma, 6mb
6me, 1+ 6md

zioni paraboliche del gruppo Tygm .

¢) La sostituzione Q :( ) é un prodolto di sostitu-

Infatti possiamo alla @ sostituire una sua trasformala, in cui sia 1+ 6ina
primo, di primo grado, e inoltre @ =¢ (mod. 3). Ove questo non sia nella Q

(#¥) Cfr. per i residui cubici, P. BACcHMANN: Die Lehre von der Kreisteilung und Ihre
Berziehungen zur Zahlentheorie. (Leipzig 1872), p. 185 a 199 e p. 224,
Abbiamo usato per i residui eubici il simbolo (%L} per distinguerlo da quello dei residui
3
quadratici. Per facilita del lettore richiamiamo qui le proprietd di questo simbolo di cui
faremo uso.
N(n)—1
2 3

Se m € un numero primo, ed # & primo con m, si ha sempre —& (mod. n), ¢

. R - n - . . N .
si porra per definizione [EJ =2z". La condizione necessaria e sufficiente perche sia risolubile
3

valgono le se-

s . . [» - . [n
la congruenza x*=n (mod. m) & che si abbia l— =1. Per i simboli [—
m |3

mjy

guenti proprieta:

n] [n' nn'
a) |=| |=|=]—]":
LM M]3 m Jg

1 N(m)—1
b) ——J:}:—l,r]:s 3

mj

m
[n] Lo .
c) q] =1 per ¢ primo intero razionale;
) 2
[1—c¢ CARY . . . .
d) b =e3 supposto @ + bz seritto sotto forma primaria, cioé con a = —1
@ E

(mod. 3), b =0 (mod. 3).
¢) Se m e n sono due nwmneri primi sotto forma primaria (diversi dall’unitd) &

=% (teorema di reciprocitda, valido anche quando uno dei due numeri m od = sia il 2).
m]3 3

- . . m e . . o
Al simbolo generalizzato di Jacosi ['—J , con m e n primi tra loro daremo il solito signifi-
3

cato; notiamo che si puod provare, che se il numero « ha la forma primaria, si ha [ J =1,¢,¢
%
) 3
secondo che si abbia xzy=1, 4, 7 (med. 9). Esse infatti si verificano immediatamente per «
primo, e con procedimento d’induzione si provano qualunque sia il numero dei fattori in

cui si decompone o.
(3% Cfr. per la dimostrazione il teorema precedente.
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si pud supporre sia ¢ primo con 3, basterd in caso opposto considerare la
sostituzione :

L, 0\ 1+ 6ma, 6mb
6m, 1)~ \6m[c 4 (1 + 6mna)), 1+ 6md

e se o indica una soluzione della congruenza a —cx =-¢ (mod. 3), ove si
scelga ¢ in guisa che sia il numero ®* =1 + 6m(a — cx) + 18mct primo (e perciod
di primo grado) si ha che la trasformata @, di Q

9:1,:)(:—3ts2 1,—aa+3t: , 6mb,
T\, 1 0, 1 6me, 1+ 6md,

soddisfa alle condizioni richieste.

Ora se & [%J =1, Q, e percio & & un prodotto di sostituzioni paraboliche
3

. . 1€ .
(caso b); se invece e [E] = ¢* avendosi

3

i, = (1 4- 6me 4+ 9g)1 +- 6me® + 9q,) =1 — 6m + 9Q

é p:é(mto—l):—%n + 3Q cioé p & primo con 3 e se p, indica una solu-

zione della congruenza pp, + A =0 (mod. 3) si ha:

P
[C_E_:J =X {E}P‘: gA+PP =1,
T 3 ™

n,  6mbeH
6mee’s, 14 6md, _
liche di T'pemy, © quindi 2, (per I’ osservazione 2* § 5) e percid la @ sono pro-
dotti di sostituzioni paraboliche di I'ugn- ~ c. d. d.

Tenuto conto del Lemma 1° si ha:

onde la sostituzione ( ) ¢ un prodotto di sostituzioni parabo-

1+4-na, nb
nc, 14+ nd

n=2X1—¢em con m primo con 6, A=0,1; w=0,1 sono prodotiti di
sostituziont paraboliche di Ty, .

Corollario 2°. Il teorema enunciato al § 4 é vero per i moduli 2*(1 —e)*m
con m primo con 6, A=0,1; p=0,1.

Proveremo nel paragrafo seguente che se il modulo 7 & multiplo di 4 o
di (1 —¢e)® non & pit vero il teorema enunciato nel § 4.

Corollario 1°. Tutte le sostituzioni ( ) quando  sia

13*
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Qui come applicazione daremo 1 interpretazione geometrica dei gruppi
Gapa—s), G-
Quando sia » =1 —e¢ avendosi

. (€5 0
=3

i

1 (mod. 1 —¢)

le (I) del § 4 diventano:
170 St=1, =1, U*=1, (SUP=1, (TUP=1, (ST*P=1,

e le (I) essendo ora n, =1, n,=— 1, (TUOXTUY* =1, (TUy =1, ed esse
sono soddisfatte per le (17).

Le (17) caratterizzano il gruppo ampliato del tetraedro regolare, (di
ordine 24). Infatti indicando con V,, V,, V,, V, i vertici di un tetraedro
regolare, posto

S=(Vu Vz)’ T:(Vi’ Vs; Vz); U=(Vu Vz)(V3; V4)

cioé S uguale alla riflessione sopra il piano che passa per lo spigolo V,V, e
il punto medio di V,V,; T uguale alla rotazione a periodo 3 attorno alla
congiungente il vertice V, col centro della faccia V,V,V,; U uguale al ribal-
tamento attorno alla retta congiungente i punti medi degli spigoli opposti
V.V,, V,V, i movimenti S, T, U soddisfano alle (17) e generano il gruppo
ampliato del tetraedro regolare (**), come poteva prevedersi per i resultati
del § 1.
Quando sia =2, le relazioni (I) e (II) del § 4 diventano:

S = 1, T*=1, U*=1, (SU¥=1, (TUP =1, (ST}*=1,
(USYTUYP =1, [(SUXNTUQXSU)E=1.

I ultima relazione scritta é conseguenza delle altre. Infatti essa puo
scriversi :

(SUPTURSUPSUNTURSUY = (SUTUMUSHTUXSUY =
= (USYP[(USHTURHSUY = 1,

(®) Cfr. ad es. L. BiaxcH1: Lezioni sulla teoria dei’ gruppi di sostituzioni e delle equa-
zioni algebriche secondo Gabois. (Pisa, Spoerri 1899), p. 123, p. 129.
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quindi le relazioni fra le S, 7, U diventano

S*=1 T°=1, U*=]1,
(SUP =1, (TUP=1, (ST =1, [(USHTUF}=1.

E facile vedere che il gruppo Gape & isomorfo col gruppo ampliato del-
I'icosaedro regolare. Infatti indicando con oo, 1, 2, 3, 4, 5 un vertice dell’ ico-
saedro e ordinatamente i 5 vertici adiacenti, e con oo/, 1, 2, 3, 4, 5’ i vertici
opposti, posto :

T =(0, 4, 2'\0, 4, 2)1, 3, co')(1, &, o0)
U=(0, co)0, o1, 4)1, 4'X2, 2')(3, 3),
S =(2, 4X2, 43, 0o)3 o0),

le T e U rappresentano rispettivamente due rotazioni a periodo 3 e 2 del
gruppo ampliato dell’icosaedro e generano un gruppo tetraedrale (,, che
lascia fermo uno dei cinque ottaedri inscritti nell icosaedro; .S rappresenta
una riflessione che trasforma I’ ottaedro considerato in un altro ottaedro in-
scritto, e facilmente si verifica che le S, T, U generano 1'intero gruppo del-
I'icosaedro (**).

Del resto la sostituzione P == (UT*S(TU)S ¢ un movimento a periodo 5
attorno ai vertici 1 e 1, e il gruppo ampliato G, dell’icosaedro si rappre-
senta per (,, con gli indici:

1, P, P, PS P+ S, &SP, SP?, SP° SP*

§ 7. I moduli 4m, 3(1 — ¢)m come moduli eccezionali.

11. Vogliamo ora provare che il teorema enunciato nel § 4 non sussiste
quando il modulo 7 sia divisibile per il numero 4, o per il numero (1 — ¢)?;
bastera provare, nei due casi, che esistono delle sostiluzioni unimodulari :

1 +4ma, 4mbd I+ 3m(l —e)a, 3m(l —e*h
dme, 1+ 4md)’ 3m(l —e)e, 143m(l —e)

che non sono prodotti di sostituzioni paraboliche.
Per il lemma 1° del § 5 supponiamo che sia m intero razionale, e limi-
tiamoci ora al primo caso. E fondamentale, in vista di quanto ¢i proponiamo

(% Cfr. L. Biaxcai, loc. cit. (3!), p. 124, p. 129.
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di provare, dimostrare il teorema: Tutte le sostituzioni unimodulari,

a, 4mf s
(47;17, S )’ a=3=1 (mod. 4m)

¥

per le quali sia a =1 (*)) formano gruppo.

. a, 4mf ak, 4mb o bteei s -
Siano (4le’ 5 ), <4mc, d due sostituzioni unimodulari del gruppo
Tpumy per le quali si abbia:
Ay c
= =

dove con A abbiamo indicato il massimo comun divisore tra il terzo coef-
ficiente della prima sostituzione e il primo della seconda, e dove potremo
supporre a e A scelti in guisa che si abbia contemporaneamente:

(a=1 (a=1—c¢
1 d. 4); d. 4).
| a=q (MmO S =—(1 —¢) (mod. 4)
Sia ancora v una radice della congruenza:
(18) aow =1 (mod. 8)

e possiamo supporre sia ® primo e primo con ya (infatti se w, ¢ una radice
della congruenza aqaw, =1 (mod. 8), posto w=w, + 8¢, si pud scegliere g in
guisa che il numero w, - 8g sia primo e primo con ya).

Avendosi:

a, 4mB\( ar, 4mbd\ __ [Mao -+ 16m®by), 4m(raf + b3)
dmly, & \dme, d )\ 4m(ca + Ady), dd+ 16m>cB
[ co + Ay _[c al[ co + Ady
Maa + 16m2by)] — (M| [M] |ae 4 162y
__[el#]] aca 4 2ady
YIRS

ao + 16m2by
od anche tenuto conto:
a) dad =1+ 16m?bc;

o =

Il

o a
acw + 167 h1w]||w

®) Cfr. (7).
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¢) del teorema di reciprocita;

d) axo =1 (mod. 8) e percio |— ]:1:
\mﬁiﬁhA—HmwammJWWM=

= )] oL o = 5 ] =
=HHTWWﬂdeH=HHHHHH=

Ma &

[’%ﬂ%%l}'=[;a;H:;]={:;]-—-hl][%k{%L

=1, quindi [QH

e percio [é} F -_—_[r—l], ma & anche F} [—
" la]{a] © al|x
wort | | = | o] o]
Naa + 16m*by) v ||{v]la
Dlstmgmamo ora i due casi e =1 (mod. 4), a =1—¢ (mod. 4)
a) a =1 (mod. 4). E allora [g} B}:l, ma & anche w=1 (mod. 4)
. R - L |—1 . " co -+ Ady
(cioé w & primario) percio [T} =1 ossia [ml_—:l.
b) a=1—c¢ (mod. 4); essendo a=1 (mod. 4) & per la (18)
(mod. 4), e analogamente se ® ¢ un altro numero primo, radice della con-
gruenza (18) ¢ ' = — (1 — ¢?) (mod. 4) percido aw' =1, wo' =(1—=¢*? (mod. 4)

=—(1—¢?

ossia aw’ e ®ww’ sono primari.
Si ha quindi:
—-1a®"_'~1 o’ au) co_—1 oo
~lslla =SS [l o el =1 )5
Ora se o(w) & intero razionale, anche o — w + 8g(w =« +-8¢) si pud

supporre intero razionale, ed &

-0 E-()-+ Bl

D) ® ®
indi 1= 17w’ ol 1 ‘s C)‘jiﬂ___.
quindi | —-— |~ =1 e percio Maa 4 16m*by|
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Siano invece w e o' di 2° grado possiamo supporli primi con 1 —e¢, e
poiché w(l —¢) e w(— 3 — ¢€) sono primari si avra:

—1 — 1 . _ .
@) [T] :(wwo) = —1, (perché ww, =3 (mod. 4));

O L o o S e
= FE s e = =
{ ] ( ) 1,[?{2]:[1ia]—1 [3+ ]_1 (perché (1 —e)t =1
(mod. 3 4-¢); percid {Iw_l} ]3

Mo co —+ Ady .
® [(17 Mao + lﬁmzby)] =1 e.d.d

Corollario 1°. Se una sostituzione unimodulare

_( x  4mf 5
—<4mY; 5 ), a=08=1 (mod. 4m)

=1 e quindi {

é un prodotto di sostituzioni paraboliche del gruppo T'pum, & [g]_—_—g- 1.

1 + 4mkxy, — 4mky?
dmka?, 1 — dmkxy

] ed osservando che se k & pari 1+ 4mhxy

Infatti una sostituzione parabolica ha la forma (
kac? k

14 4mkwy 1+ 4mkoy|’

¢ congruo 1 modulo 8, & lecito applicare il teorema di reciprocita, e quindi

edé[

kac?
[1 + 4mkwy] -

Se poi la & & un prodotto di sostituzioni paraboliche, tenuto conto del
teorema precedente, segue il nostro corollario.

1
Corollario 2°. Qualunque sostituzione Q:( +4ma,  4mb ) con

4me, 1+ 4md

[H_ﬁt] = — 1 non pud esprimersi come prodotto di sostituzioni parabo-

liche del gruppo pum).
Dalle cose dette ed osservando che si possono costruire quante si vogliono

sostituzioni unimodulari, per le quali si abbia — 1 segue che il

C —
1+ 4ma|
teorema del § 4, n.° 6 non sussiste per i moduli 4m, qualunque sia #.

12. La via da seguire nel secondo caso, cioé per i moduli multipli di (1 — ¢)?

¢ la medesima, salvo che ai simboli relativi ai residui quadratici sostituiremo
i simboli relativi ai residui cubici.
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Teorema. Tutte le sostituzioni unimodulari

( %, 3m(1 — 52)5) e=8=1 [mod. 3(1—eum],

3m(l —e)y, 3
er le quali sia |V =1 (4 formano gruppo.
Y q « grupp
3

. . . o, 3m(l — ¥ ay, 3m(l — )b )
Siano infatti (3m(1 Z ey, 5 ' \sm(1 — e, d due so

stituzioni di Tpgsmi—g), cioé tali che si abbia:
a=0=ar=d=1 [mod. 3(1 — &)]

e inoltre sia

A [e]
H=n =t

Abbiamo indicato con A il massimo comun divisore tra il terzo coefficiente
della prima sostituzione ed il primo della seconda, quindi A ed a sono primi
tra loro, e supponiamo, come del resto & lecito a =2 =1 (mod. 3).

Il prodotto delle due sostituzioni &

Mao + 2Tmby),  3m(1 — €*)arB + b3)
3m(l — e)ca + Ady), ds + 2Tm?*cf ’

co+ My | __ 1
Naa + 27Tm*by)|,
Tenuto conto che aca + Aady = clax + 2Tm*by) + 1 si ha:

ca —+ Ady el =
Aao 4 2Tm2by)|,~ |A[[A ], .
_Jella]| co—+ Ady [ a S
T A A slax 4 2TmPhy | laa + 2TmPby), T

=[],

Poiché é a primo con 1-—¢, applicando all’ultimo fattore il teorema di
reciprocita, si ha:

ce+ My | [g} [)\] [ Y ] [m?by :
Maa 4 2Tm*by)|, (Al A lax + 2Tmbyl| a |,°

3

e occorre provare che

ca + Ady
aa + 2Tm*by

o Y a 2
X, ax + 2TmPby || aa + 2Tm0y |,

(3 Cfr. ().
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Distingueremo ora i tre casi:
a) a =1 [mod. 3(1 — &)];
b) @ =4 [mod. 3(1 —e);
¢) o= — 2 [mod. 3(1 — ¢)].
Caso a). Sia a = [mod. 3(1 —¢)]; per gualunque y é:

SR S oy . o ) L
ac 42Tyl {1l v blrls

co + Ady _lelf=]{a] [« [m* o
MNao + 2 79%%)]’}3- [3‘—]3[)_‘]3[?]3[?]3[7]3 L_LL
a

= =Lk
Ma avendosi 1 e a==1 [mod. 3(1 —¢)] & anche {—|=|={|=-[=1;
_ [“ 3 [ ( ! Al A lyls ’
Ll= ¢ ) Y| quindi
da [aALWI segue [}‘L [ ] ; infine & [YL_[“L quindi

[ co -+ Ay ¢ m“ziz__gz ﬂgz__[mfbcﬂ_:_lz__l
(aa-l—??m?by) ajlal, |al, aj, | a §, [alj

Caso ). Sia a =4 [mod. 3(1 —¢)] e quindi A =7 [mod. 3(1 —¢)]; & di
conseguenza aa, =T (mod. 9), AA, =4 (mod. 9) ed infine

e e

Posto 1 = e’Il(g)Il(w), ax+ 2Tm*by =1 (¢)l,(») ove con ¢ e w abbiamo
indicato rispettivamente i fatiori primi (sotto forma primaria) di primo e se-
condo grado dei numeri y e aa -+ 2Tm?*by, osservando che é

ax 4 2TmPby = 4 [mod. 3(1 —e)]

quindi :
2

Y

a

3

m*

a

3

si ha:

i [ [ (@I } [ QU ()
an + 2TmPhy|, cm+27m oyly (L (I, (w) |, () (w) |,

e 2 of g ]

- e ] e ]

a
. co ~+ Ady ]
€ ancora come prima ) =

Moo +2Tmby)l,

(3) Cfr. (),
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Caso ¢). In modo analogo al caso ) si esamina I’ ultimo caso:
a=—2 [mod. 3 (1 —¢€)).
Corollario 1°. Se una sostituzione unimodulare
3m(l —e*)f o
9 ju— “’ = — .
(3”2(1 e, 3 ) a=0=1 (mod. 4)
e un prodotto di sostituzioni paraboliche del giruppo Tysgma—s, € [ﬂ =1.
Infatti se € & una sostituzione parabolica, ha la forma !
1+ 3m(l - e)ry, — 3m(l — e)hy?
3m(l — e)ka?;, 1 — 3m(l — e)kry
e per essa si ha:
kao? . k x ?
14-3m(l — okay|, |1+ 3m(l — ekay|,|1 + 3m(l — kaxy),
Posto k = Il(¢)[I(w), tenuto conto che
(14 3n(l — gkay)[1 + 3m(l — eHk,xy,] =1 (mod. 9)
si ha:
k _ 3 PIL4-3m(l — e)hacy|
1+ 3m(l — e)kxy|, (1 + 3m(l —e)kry|, I(g)(w) .
[1 + 3m(l — s)kﬂcy} '
== =1
k 3

x
analogamente

I+ 3m(l — s)kxy]sz 1 e percio

kao* ] 1
1+ 3m(l — ekry|,
Se poi la @ & un prodotto di sostituzioni paraboliche, tenuto conto del
teorema precedente segue il nostro corollario.

Corollario 2°.

. 1 1—
Qualunque sostituzione ( -+ 3m( €3,

3m(l1 — e)e,
nella quale sia ©

Im(1 — )b
14+ 3m(l —e)d
1 4+ 3m(l —e)a

}:—1 non pud esprimersi come prodotio
3
di sostituziont paraboliche del gruppo Tugmi—e).

Dalle cose dette segue che il teorema del § 4, n.° 6, non sussiste per i
moduli 3(1 —&)m, qualunque sia m (*%)

Firenze, giugno 1924,

() In altra nota ¢i proponiamo di trovare le ulteriori condizioni che caratterizzano

i gruppi Gauem), G2p[3m—s), cosi come abbinmo fatto nel nostro lavoro: Le relazioni fonda-
mentali del gruppo modulare finito con coefficiente nel campo di Gauss, (loc. cit. ().
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Sui sistemi regolari di integrali abeliani riducibili

e sulle reti di corrispondenze ad essi .associate. .

Memoria di CarLo ROsATI (a Pisa).

La teoria degli integrali abeliani riducibili ha fatto in questi ultimi anni
progressi notevoli, specialmente dovuti a lavori di geometri italiani. Per non
citare che i principali, ricordo 1 elegante procedimenfo, con cui SEVERI (}),
applicando per primo i metodi della geometria iperspaziale a questo genere
di studi, ha dimostrato e generalizzato alcuni teoremi classici di PICARD e
POINCARE, e gli importanti contributi che allo studio di detti integrali ha
portato lo Scorza con le sue belle ricerche sulle matrici di Riemann (),
nelle quali i risultati noti e numerosi altri nuovi sono inquadrati in una
teoria di notevole semplicita ed eleganza. ,

Nelle mie ricerche sulle corrispondenze fra i punti di una curva alge-
brica, ho visto che la presenza su questa di sistemi regolari d’integrali ridu-
cibili & legata all’ esistenza di classi particolari di corrispondenze singolari,
che ho chiamato corrispondenze speciali, onde le proprieta di quei sistemi si
traducono in proprietad di qileste corrispondenze. Si presenta quindi 1’ oppor-
tunitd, nel caso particolare di integrali appartenenti ad una curva, ed anche
in vista .di eventuali uiteriori svileppi dello studio delle corrispondenze, di
dare alla teoria degli integrali riducibili uno svolgimento che abbia con
quella delle corrispondenze una relazione pit intima di quella che non sia
nella trattazione di ScoOrza, nella quale i procedimenti si riferiscono general-
mente a varietd algebriche qualunque, dotate di integrali semplici di 1* specie.

(") Severt: Sugli integrali abeliani riducibili, (Rendiconti della R. Accademia dei Lincei,
(5), vol. XXITI, 1° sem, 1914).

(®) Cfr. le Memorie di Scorza: a) Inforno alla teoria generale delle mairici di Riemann
e ad alcune sue applicazioni, (Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, t. XLI, 1916).
b) Le algebre di ordine qualunque e le malrici di Riemann, (_Rendidouti del Circolo Mate-
matico di Palermo, t. XLV, 1921). Con questa seconda Memoria lo Scorza ha dato allo studio
delle matrici di RixMany un impulso vigoroso, merce I’ applicazione della teoria delle algebre
associative. Vedasi a tal proposito I’opera fondamentale dello ScOrRzaA: Corpi numerici e
algebre. (Messina, Principato, 1921).

Annali di Matzmatica, Serie IV, Tomo III. 14
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110 C. Rosari: Sui sistemi regolari di integrali abeliani riductbili

E questo lo scopo che mi sono prefisso in questa Memoria, nella quale, oltre
a ritrovare per altra via alcuni dei risultati di Scorza, altri se ne aggiun-
gono che mi sembra debbano presentare un qualche interesse.

§ L. Le reti di corrispondenze associate
a un sistema regolare riducibile.

1. Si abbia sopra una curva I, di genere p > 1, un sistema regolare
riducibile 4, 00?7, e sia R,,—4 -, il suo asse (°). Diremo che una corrispon-
denza speciale X fra i punti di ' appariiene ad A quando la somma dei
valori di un integrale di 1® specie qualsiasi della curva nei punti del gruppo
omologo per X di un punto variabile & un integrale di 4; diremo che una
corrispondenza speciale Y & di livello costante per A quando ogni integrale
di A dA somma costante nel gruppo omologo per Y di un punto variabile.
Le corrispondenze X appartenenti ad A sono quelle aventi per immagine
omografie singolari col 1° asse passante per R,,_,—, e formano una 7ele;
essa si dird rete di 1% specie associata ad A, ovvero all’asse R,,_g_,, @ si
indicherad con M,_,, essendo I=1 il numero delle corrispondenze indipen-
denti in essa contenute. Le corrispondenze Y di livello costante per A sono
quelle aventi per immagine omografie singolari col 2° asse contenuto in
R, ,—p—, © formano pure una rete, che si dird refe di 2% specie associata
ad A o all’asse R, _,_, e si indicherd con N, _,, essendo m—1 (m=>1)
la sua dimensione. Ai numeri I, m daremo il nome di indici (1° e 2°) del
sistema 4 o dell’asse R, ,_,_,. Si avverta che in M, _, csistono certo corri-
spondenze il cui 1° asse coincide con R,,_,_,, € che in INV,,_, esistono cor-
rispondenze il cui 2° asse coincide con R,,_,_,. Se U & una corrispondenza
(di N,,—,) avente R,,_,—, per 2° asse, e V & una corrispondenza (di M,;_,)
avente R,,_,_, come 1° asse, le reti M, _, N,,_, sono generate rispettiva-
mente dalle corrispondenze X Y tali che

(1) ‘ UX=0, YV=0.

(® Per le nozioni, di cui faremo largo uso, di asse di un sistema regolare, di spazi
@’ incidenza di un asse, di omografia immagine di una corrispondensa, di sistema nullo fonda-
mentale, di rete di corrispondenze, ecc. veggansi le mie Memorie: a) Sugli integrali abeliani
riducibili, (Atti della R. Aceademia di Torino, vol. L, 1915); b) Sulle corrispondenze fra i
punti di una cwrva algebrica e, in particolare, fra ¢ punti di una curva di genere due, (Annali
di Matematica, serie 1II, tomo XXV, 1915); c) Sulle corrispondenze algebriche fra i punti
di due curve algebriche, (Annali di Matematica, serie III, tomo XXVIII, 1918); d) Nuove
ricerche sulle corrispondenze algebriche fra i punti di una curva algebrica, (Annali di Mate-
matica, serie III, tomo XXXI, 1921).
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Sia o il sistema regolaré co?—2—! complementare di A, avente per asse
V'R,,—, polare di R,,_q_, nel sistema nullo fondamentale A. 1 sistemi A
ed «, come pure i loro assi, si diranno coniugati. Ricordando che le corri-
spondenze U~-* V—% inverse di U V, hanno per immagini omografie singolari
per le quali R,,_, €& rispettivamente il 1° e 2° asse, e poiché dalle (1) si
deducono le relazioni

X~'Ut=0, V'Y=,

mentre da queste si deducono le (1), si ha la proprieta:

Le corrispondenze contenute nelle reti di 1* e di 2% specie associate
ad un asse sono le inverse delle corrispondenze contenute nelle reti di 2% e
di 1% specie associate all’ asse coniugalo.

Due assi coniugati hanno dunque, salvo 1’ordine, i medesimi indici; e se
M',,_, N’,_, indicano le due reti associate all'asse R,, ,, la proprietd dimo-
strata pud rappresentarsi simbolicamente con

Moy =Ny Y™y Ny =M )"

2. Occorre ora riprendere una rappresentazione, da me altrove conside-
rata (*), delle corrispondenze della curva I' sui punti razionali di uno spazio
lineare.

Sia p il numero base per la totalitid delle corrispondenze di ' e (7,7, ... Ty)
una base minima per le corrispondenze medesime, in guisa che per ogni corri-
spondenza T si abbia 1’ equivalenza

T=MNT, 42T+ ..+ 2Ty,

in cui A%, ... A sono -numeri interi. Se in uno spazio Sy_, si stabilisce un
sistema di coordinate omogenee, e chiamiamo ¢mmagine di 7' il punto di S,_,
di coordinate (A2, ... ), I'insieme delle corrispondenze di I' viene assimilato
alla totalitdh dei punti razionali di Sy_,, un punto essendo immagine di infi-
nite corrispondenze due a due dipendenti; e le reti associate ad un sistema
regolare avranno per immagini spazi razionali subordinati in Sp_,. Indjche-
remo tali spazi con gli stessi simboli con cui si denotano le reti.

Siano ora A A’ due sistemi regolari complementari qualsiansi co?—* co?—2—4
R, ,—¢— Ryq—, iloro assi, M,_, N, le reti associate ad 4, M',_, N',_, quelle
associate ad 4'.

) Rosarr: Sulle corrispondenze algebriche fra i punti di una curve algebrica. Note 1
e II, (Rendiconti della R. Accademia dei Lincei, serie 5% vol. XXII, 2° sem. 1913).
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0

Se T & una corrispondenza speciale avente E,,_, R,,_,—, rispettivamente
come 1° e 2° asse ed X & una corrispondenza variabile, ponendo 7X = X', i
punti di Sy_, immagini di X X’ sono omologhi in una omografia razionale T,
che diremo indotta in Su_, dalla T come moltiplicatrice a sinistira. Poiché
le immagini di corrispondenze X tali che 7X =0 sono tutti e soli i punti
razionali di Sy, che hanno in © I’omologo indeterminato, si deduce che t &
singolare ed ha come 1° spazio singolare I'immagine M,_, della rete di 1* specie
associata all’asse Ryp_,—,. Proviamo ora che I’Su_,_,;, 2° spazio singolare
di 7, & indipendente da M;_,. Invero, nell’ipotesi opposta, la 7%, indotta da 77,
avrebbe come 1° spazio singolare uno spazio contenente 3f,_, e pit ampio
di questo. Indicando allora con X una corrispondenza avente per immagine
un punto contenuto nel 1° spazio singolare di ®> ma non in qunello di T, sa-
rebbe T7X==0 e T°X =0. Il 1° asse di X conterrebbe perci¢ il 2° asse di 1%
ma non quello di 7}, e quindi il 2° asse di 7® sarebbe meno ampio di quello
di 7T'; cio porta che i due assi R,,_,—, R,—, dovrebbero incontrarsi, contro
I'ipotesi. Osservando poi che una corrispondenza avente I’immagine in Su_,_;
ha il 1° asse passante per R,,_,, si deduce che S,_,_, ¢ contenuto o coin-
cide con I'immagine della rete di 1" specie associata a R,,_,; ma poiche
d’ altra parte le reti di 1* specie associate agli assi complementari I?,,_,—,
R,,_, sono indipendenti (perché una corrispondenza avente il 1° asse pas-
sante per gli assi suddetti &€ a valenza zero), si conclude che Sy_,_; coin-
cide con I'immagine M’,_, della rete di 1° specie associata a R,,_,, e si
avrd 4 r=y.

Analoga deduzione pud farsi per le reti di 2* specie N,,_, N',—,, consi-
derando 1’omografia t, indotta in Su_, dalla 7' come moltiplicatrice a destra.
Ma piu rapidamente si giunge al risultato osservando che (IV,,_,)~* (N'e—)™!
sono le reti di 1* specie associate ai sistemi regolari « «' coniugati di 4 4,
i quali sono pure complementari. Ne segue m + s=p e che le reti (N,,_,)™*
(N'e—)™", e quindi anche le reti N,_., N’,_,, sono indipendenti. Si ha
dunque :

Le reti di 1% specie (o di 2% specie) associale a due sistemi regolari
complementari A A" hanno per immagine due spazi indipendenti e appar-
tenenti a Sp_,.

Supponendo in particolare che gli assi Ryp—g—y R,,—, siano coniugati,
le reti N,,—, M'._, sono I’una inversa dell’ altra, onde sara m =1 Ma allora
dall’ uguaglianza 7 4+» =y si deduce 1'altra [+ m =y, cioé:

La somma degl’ indici di un sistema 1regolare uguaglia il numero base
delle corrispondenze.
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Ritornando all’ipotesi che ER,,_,—, R,,—, siano due assi complemen-
tari qualsiansi, dalle uguaglianze (-+m=p, I +r=p si deduce r=m e
quindi s =17; dunque: )

Gl indici di un sistema regolare A coincidono, salvo I ordine, con
quelli di un qualsiasi sistema complementare A'.

3. Siano A e B due sistemi regolari riducibili, C il sistema congiungente
e D quello intersezione. K chiaro che gli assi di C, D sono rispettivamente
I'intersezione e 1 asse congiungente gli assi di 4 e di B. Indichiamo
~con ! m » s i primi indici dei sistemi 4 B C D e con M@ M® M© MD
le reti di 1* specie associate ad essi. Una corrispondenza comune alle due
reti M@ M® deve avere il 1° asse passante per gli assi di 4 e di B e
quindi per 1'asse.di D, e inversamente; dunque la rete M‘® & 1’intersezione
delle reti M® M®, e percid le immagini di M® M appartengono ad
un S, m—s—,. Poiché una corrispondenza che sia combinazione lineare di
quelle appartenenti ad M M® deve avere il 1° asse passante per I asse
di C, si deduce che S;,,,_,_, & contenuto o coincide con I’immagine di M;
sard dunque I +4-m —s—1<<7—1, cioé [+ m <<+ -+ s. Si considerino ora
i sistemi « B v & coniugati di A B C Dj; y sard 1 intersezione e & il sistema
congiungente i due sistemi « f. Poiché i primi indici di « § y & sono p—1,
p—m, p—7r, p—S8, per la proprietd ora dimostrata sard (p — )4 (p—m)<<
<(p—)+(p—s), cioé I4-m=12+s. Si conclude pertanto che I+ m=—1r-+s
e che Sppm—,—, coincide con I'immagine di M; dunque:

Le reti di 1% specie associate al sistema intersezione e al sistema con-
giungente due sistemi regolari sono rispettivamente la rete intersezione e
quella congiungente le reti di 1% specie associate ai sistemi dati.

Siano ora N@ N® N© N@ e reti di 2* specie associate ai sistemi
A B C D. Poiché (N@)y=* (NO)—=t (NO)~* (N®)—! sono le reti di 1* specie
relativi ai sistemi coniugati « vy 8, (N“)~' sara I’ intersezione ed (N@)—!
sard la rete congiungente le due reti (N®)—t (N®)~'" Ne segue che N &
1 intersezione ed N & la rete congiungente le due reti N® N®; dunque:

Le reti di 2% specie associate al sistema intersezione e al sistema con-
giungente due sistemi regolari sono rispettivamente la rete congiungente e
quella intersezione delle reti di 2% specie associate ai sistemi dati.

Osservazione. Le proprietd ora dimostrate contengono come casi parti-
colari quelle del n.° 2, quando si consideri il sistema oo?~' di tutti gli inte-
grali della curva come un sistema regolare di indici (0, p). Esse dicono
inoltre che alle operazioni di proiezione e sezione eseguite fra gli assi di piu
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sistemi regolari, rispondono nelle reti di 1* specie operazioni di sezione e
proiezione, e nelle reti di 2* specie operazioni di proiezione e sezione.

4. Per le considerazioni che dovremo fare in seguito, occorre richiamare
alcune proprietd della rappresentazione aeccennata al n.° 2. Ricordiamo percid
che due corrispondenze U, V di indici (« B) («' §') con v coppie comuni si
dicono coniugate quando & af’ + a'B —v =O;-si dicono invece anticoniugate
quando I'una & coniugata dell’inversa dell’ altra, cioé quando & ao’ -8 —v =0,
essendo v il numero delle coppie comuni a U e a V—*; ed & chiaro che v, v sono
rispettivamente i numeri di coincidenze delle corrispondenze UV—!, UV.

Cid posto, si prenda una base minima (7, T, ... Ty), e, indicati con («; B;)
gl’indici di 7%, con v, il numero delle coppie comuni a 7;, T, (per ¢ =~k il
grado virtuale di 7)), e con v, il numero delle coppie comuni a 7T; T,
si ponga

W = oBx + @i — Vi, 0 = 2,2 + Br — vie (i, k=1, 2,. p)

e si considerino in §,_, le due quadriche

Q= ¥ opawy, =0, K=3 wp@awy=0.
ik ik

Vedemmo che due corrispondenze sono coniugate o anticoniugate quando
¢ solo quando hanno per immagini punti coniugati rispetto alla quadrica Q o
rispetto alla quadrica K; inoltre al fascio (QK) appartengono le due quadriche
specializzate @ — K =0, @ + K =0 aventi come spazi doppi un Sy,_, e un
Sp,—, razionali indipendenti (p, + p, = ) i quali rappresentano con gl’insiemi
dei loro punti razionali le totalita delle corrispondenze simmetriche ed emisim-
metriche della curva. Le polarita Q, K sono perwmutabili e il loro prodotto &
I’ omografia involutoria J avente per spazi fondamentali Sp,—, ed Sp,—,, e le
coppie di punti omologhi in J sono immagini di due corrispondenze 1 una
inversa dell’ altra. Osservammo inoltre che @ non contiene alcun punto reale;
aggiungiamo ora che, supposto p, > 1, K 2 a punti reali e che la dimensione
dei suoi spazi reali massimi uguaglia il minore dei numeri p,—1, p,—1.

Che la quadrica K contiene punti reali si deduce subito osservando che
i due punti in cui essa & segata da una retta reale appoggiata ai due spazi
Sp,—, Sp,—, in due punti 4 e B costituiscono la coppia comune all’ involuzione
iperbolica avente 4 e B per elementi doppi e all’involuzione ellittica dei punti
coniugati rispetto ad @, coppia notoriamente reale. Inoltre le sezioni di K con
gli spazi Sp,_, Sp,_,, coincidendo con quelle di Q, sono quadriche non conte-

11—
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nenti alcun punto reale. Ne segue che una trasformazione reale di coordinate,
in cui la nuova piramide fondamentale & una p?? polare con p, vertici in Sy, _,
e p, vertici in Su,_,, riduce I’equazione di K a forma canonica con p, coeffi-
cienti di un segno e p, di segno contrario, il che prova quanto so;;ra si &
asserito. .

Ci6 premesso, dalla proprietd osservata al n.° 1 si deduce che:

L’ involuzione J. trasforma le immagini delle reti di 1% e di 2% specie
relative ad un asse nelle immagini delle reti di 2% e di 1% specie relative
all’ asse coniugato. ‘

Siano ora M,_, Ny, ((+m=y) le reti di 1* e di 2* specie associate
all’ asse R, ,_,—,. Se X & una corrispondenza qualsiasi della prima ed Y
una qualsiasi della seconda, dal fatto che il 2° asse di Y & contenuto nel
1° asse di X si deduce che YX=0. Ed allora indicando con (« B) gl’indici
di Y, con («' B') quelli di X e con v il numero delle coincidenze della cor-
rispondenza YX, poiché questa ¢ a valenza zero, si avra | uguaglianza
ao’ + B —v =0, la quale dice che le corrispondenze Y, X sono anticoniu-
gate. Le immagini delle reti M,_, N,_, sono dunque spazi polari rispetto
a K, cioé:

La polaritda rispetto alla quadrica K trasforma "una nell’ alira le
tmmagint delle due reti associate ad uno stesso asse.

Infine, essendo @ = JK, si avra:

La polarita rispetto ad R trasforma le tmmagini delle reli di 1% e
‘di 2% specie relative ad un asse in quelle delle reti di 1* e di 2% specie
relative all’ asse coniugalo. "

§ II. Coefficiente d’immersione di un sistema regolare.
Sistemi isolati.

b. Nella formula

(2) TE liTi +12T2+qn+lpr

con la quale una qualsiasi corrispondenza 7T viene espressa mediante una
base minima, supponiameo che i simboli 7' T, T, ... Th, oltre che rappresen-
tare corrispondenze, indichino pure le omografie che ne sono le immagini.
Dando allora ai parametri A, 1, .. A, tutti i possibili valori reali e complessi
si viene a geunerare un sistema lineare ooP—! di omografie, costituenti un
gruppo G, riferito proiettivamente allo spazio Su_,, i punti razionali di Sp_,
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rappresentando omografie immagini di corrispondenze, e gli spazi subordinati
di Sp_, sistemi lineari subordinati di G (®).

Si considerino ora le due reti M;,_, N,_, (I +m =) associate ad un
sistema regolare A4 di asse R,,_,_, e supponiamo dapprima che le due im-
magini si intersechino in un S;_, (A>>0) e quindi appartengano ad un Sp_,_;.
Gli spazi Sy, Sp_,—, sono razionali e il numero A, manifestamente inferiore
ad ! e ad m, rappresenta il numero delle corrispondenze indipendenti che al
tempo stesso appartengono ad A e sono di livello costante per 4. Si ha ora
la seguente proprietd fondamentale:

Lo spazio Su_,_, congiungente le immagini delle reti di 1% e di 2% specie
associate ad un asse Ry,_.,—, rappresenta il sistema lineare di omografie
del gruppo G che trasformano in sé I’ asse medesimo.

Dal fatto che l'asse R, ,—, € uno spazio razionale, discende che il
sistema lineare delle omografie di G trasformanti in sé R,,_,—, ha per im-
magine in Sp_, uno spazio razionale. Sard dunque dimostrato 1’ asserto, quando
si sia provato che i punti razionali di Su_,_a sono tutti e soli immagini di
omografie razionali di G trasformanti in sé& R,,_4—,.

Sia P un punto razionale di Sp_,_; ed H !’ omografia di G ad esso cor-
rispondente. Se P giace in M,_,, ovvero in N,_,, puo dirsi che H muta in
sé Ryp,—q—, giacché nel 1° caso I'omologo in H di ogni punto di R,,_g,—,
& indeterminato, nel 2° caso, quando non & indeterminato, giace in R, ,_,_,.
Supposto che P non appartenga né ad M,_, né ad N, _,, si conduca per P
un S, razionale appoggiato a questi spazi in due punti distinti P, P, e
siano H, H, le omografie di G che hanno i punti stessi per immagini.
L’ omografia H appartiene al fascio individuato da H,, H,; e poiché un

(®) Le immagini delle reti associate ai sistemi regolari sono spazi razionali giacenti
sulla ipersuperficie @ i cui punti corrispondono alle omografie singolari del sistema lineare (2).
L’ordine di @ (priva di parti ripetute) & il grado dell’equazione minima dell’omografia
generica del sistema. Osserviamo, per quanto ¢id non occorra nel seguito, che 1’equazione
“minima dell’omografia generiea 7, di coordinate (A2, ... Ay) si pud subito scrivere, quando
siano note I’equazione p(Ad;..2,) =0 della ipersuperficie @ e le coordinate (k ks ... k“) del-
Videntita. Essa & infatti (X, — 2k, dg—2k,, A, — 2ky) =0, ciod

zn — 'll) i A v—Dep(X)an—1 (n) _L_ Arm—2ep(A,)an—2 _ 1
(1 =) k P(As) -+ 9 CP(kt) k (A2 +-...+( 1)ucp(k

dove A® & il noto simbolo di polarizzazione

©lx) =0

i)

1 o do \®
Ap(s) A)————— L i
Ke() (n—s+1)....n(k‘ DA‘+""+kli al“) :
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punto qualsiasi di R,,_,—, ha in H, I"omologo indeterminato, tale punto
avra in I e in H, lo stesso omologo, il quale dovra dunque appartenere
& RByp—gr—i- ‘

Inversamente sia // un’ omografia razionale di G trasformante in sé R, 4,
e proviamo che il punto P, corrispondente ad H, appartiene ad Sp_,_».

Si consideri percio un asse R,,_, complementare di R,,_,—, e 1’omo-
grafia razionale di G che ammette R,,_,, R,,_,—,
golare e che induce in R, _,_, I'identita. Se T' & una corrispondenza speciale
avente per immagine questa omografia, la 7, come moltiplicatrice a sinistra,
induce in Sp_, un’omografia t che ammette come 1° spazio singolare M,_,
e come 2° spazio singolare |'immagine M’,_, della rete di 1* specie relativa
a R, _,, e i due spazi M,_, M',_, sono indipendenti (n.° 2). Poiché, per
I'ipotesi fatta su 7, le corrispondenze 7% e 7 sono dipendenti, '’ omografia 7%,
indotta da 7® deve coincidere con 71, e quindi t deve indurre in M’,,_,
'identitd. Si ponga ora TH= H,. Se fosse H, =0, il punto P appartiene
ad M;_, e la proprieta & dimostrata; supposto H, =0, il punto P & esterno
ad M,_, ed ha per omologo in 7t il punto P, proiezione di P fatta da M,_,
su M',,_,. Ma per l'ipotesi fatta su H, la corrispondenza H, ha per 2° asse
R, y—q—, 0 un asse contenuto in R,, ,_,; dunque P, appartiene ad N,,_,,
e I'S,=(M,_, P,) giace in Sp_,_;. E poiché¢ P & contenuto in detto S,
anche P appartiene ad Sp_,_,.

Osservazione. Nello spazio Sp_,_, € contenuto il punto cui corrisponde
in G l'identitd; infatti questo punto ha per omologo in © I'immagine di T,
che & un punto di IV,,,. Cid poteva anche dedursi dal fatto che Sp_,_; &
immagine di un sistema lineare di omografie, che € anche un sottogruppo
di G.

come 1° e 2° spazio sin-

6. Si indichi con @, il sottogruppo di G che ha per immagine V' Sp_,_; =
=(M,_, N,,_,) e con & un sistema lineare oo* contenuto in G e corrispon-
dente ad un S, razionale generico di Su_,. Sia P un punto di questo Sy ed U
I'omografia di £ che ha P per immagine. Se P non giace nella sezione di S;
con la ipersuperficie @ (vedasi la nota (*)), la U ¢ una omografia non singolare
e muta l'asse R,—g—, in un S,,_,_, incidente agli spazi dei periodi. Se P
appartiene alla detta sezione, la U & singolare; pensando allora P come po-
sizione limite di un punto P* che si muove sopra una linea tracciata in Sy
genericamente per P, la U risulta limite di una omografia non singolare U*
variabile nel sistema X. Associeremo allora a P lo spazio S,,_,—, li-
mite dell’ S*,,_,—, in eui R,, 4_, ¢ mutato dall’omografia variabile U*.
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In tal modo ad ogni punto di S, viené a corrispondere un S, 4,
incidente agli spazi dei periodi; in particolare al punto comune ad S, e
ad Sp_,—3 =(M;—, N,_,) corrisponde l'asse R,, ,—,. Indichiamo con V
la varietd costituita da questi spazi, concepiti come elementi. Vogliamo pro-
vare che:

a) La V ha la dimensione X, cioé contiene oo* Sy, _g_,.

b) La V é generata dagli spazi S, p—, -, Ottenuti applicando all’ asse
Ry p—p—, le omografie del gruppo G.

La proprietd a) deriva subito dal fatto che 1S, ,_q—, generico di V ha
per corrispondente un solo punto di S;. Infatti cio avviene in particolare per
I'asse R,,—_4—, cui corrisponde I'unico punto comune a S; e ad Sp_,_;.

Per stabilire la proprietd b), occorre provare che lo spazio S,,_g—, In
cui & mutato R,,_,—, dall’omografia generica 7" di G ¢ un elemento di G.
Infatti R, p,_q—, € mutato in S,,_,—, da tutte e sole le omografie del sistema
lineare ootb—'—*@,T, il quale ha per immagine I’ S'u_,—, corrispondente del-
U'Sp_,—y =(M;_, N,p_,) nell’ omografia t indotta in Su_, dalla 7 come molti-
plicatrice a destra; e il punto che S»_,_;, ha comune con S; & immagine di
un’ omografia del sistema lineare X, la quale muta R,,_g—, in S,,—p—,.

Il ragionamento fatto prova inoltre che la varietd V, i cui elementi sono
in corrispondenza biunivoca coi punti di S; & érriducibile e razionale. E
poiché ai punti razionali di §; corrispondono elementi razionali, si deduce
che V contiene infiniti assi di dimensione 2(p — q)— 1, © quali costituiscono,
nel continuo degli elementi reali, un insieme ovungque denso.

E anche da osservare che lo spazio cui appartiene V, ove non sia I'S,,_,
rappresentativo, é un asse mutato in sé da tutte le omografie del gruppo G.
Infatti detto spazio ¢ quello stesso cui appartengono gli assi in cui & mutato
Ryp—p— da X4 1 omografie razionali indipendenti del sistema lineare Z,
spazio manifestamente razionale, e mutato in s¢ da ogni omografia di G,
perché tale omografia trasforma in sé la varieta V.

Notiamo infine la seguente proprieta, che avrd nel seguito larga appli-
cazione :

Se Ryp—q—, & un asse qualsiasi di V ed Rypp—y & un allro asse della
curva che abbia comune col primo un complementare Ry,__,, anche Ry,_g—,
& contenuto in V.

Infatti I’ omografia del gruppo G' che ammette R,,_, ed sz(p_q,_‘ come
1° e 2° spazio singolare e che induce in quest’ ultimo I’ identithd, muta Ry, —g—,
in Ryp—p—y, 0gni punto di R,,_,—, avendo per corrispondente in essa la
sua proiezione fatta da fR,,_, sopra R, g -
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In particolare un asse della curva che sia infinitamente vicino ad un
asse di V appartiene a V.

Il numero A dicesi coefficiente d’immersione dell’ asse R,,_q—, € del
relativo sistema regolare.

Se A=0, l'asse R,,_,—, ¢ mutato in sé da tutte le omografie del
gruppo G e la varietd V riducesi all’asse medesimo. In tal caso l'asse e il
sistema regolare diconsi ¢solati (°).

7. E facile vedere che, nellipotesi A >0, tutti gli assi di V hanno co-
muni gl’indici e il coefficiente d’immersione.

Che il coefficiente d’immersione é il medesitno per tutti gli assi di ¥,
segue subito dal fatto che applicando ad un asse qualsiasi di V' le omografie
del gruppo G si ottiene la stessa V. Se poi si osserva che due assi qua-
lunque di V possono pensarsi come primo ed ultimo di una catena tale
che due assi consecutivi di essa abbiano comune un complementare, si
deduce, in base alla proprietd stabilita al n.” 2, che tutti gli assi di V hanno
i medesimi indici.

8. Si indichino con I', I', i gruppi (discontinui) di omografie razionali
indotte in Sp_, dalle corrispondenze della curva come moltiplicatrici a destra
e a sinistra. Poiche le formule (1) del n.° 1 continuano a sussistere quando
si moltiplicano i primi membri, a destra e a sinistra rispettivamente, per una
corrispondenza qualsiasi, si deduce che I', muta in sé 1'immagine di ogni rete
di 1* specie e che I', muta in sé I’immagine di ogni rete di 2* specie.

Siano ora R R due assi complentari, e indichino A X" i loro coefficienti
d’immersione, M,_, N,_, le reti associate ad R, M’,,_, N',—_, quelle associate
ad R(!+m =p). Se T & una corrispondenza che ammette R ed R’ rispetti-
vamente come 1° e 2° asse, le omografie di I', e di ', rispondenti a 71 sono
singolari ed hanno rispettivamente (N, N’) ed (M’, M) per spazi singolari
(n.° 2); segue allora dalla precedente proprieta che N N’ congiungono due
spazi contenuti in M M’, e che M M’ congiungono due spazi contenuti

(®) La nozione di coefficiente d’immersione A di un asse 4, fondamentale nella teoria
degli integrali riducibili, & dovuta a Scorza, il quale I’ha introdotta come caratiere simul-
taneo di A e di un qualsiasi asse complementare. Egli ha pure stabilito il significato geome-
trico di A, come dimensione della’ varieta minima algebrica contenente tutti gli assi aventi
comune con A un complementare. (Cfr. Scorza, loc. cit. (), a), 1* Parte, n.° 41; b) 2* Parte,
n.° 26). La via da noi tenuta si discosta da quella di Scorza,
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in N N'. Se dunque nel quadro

M_, | M,

@) Np—y | 8=, iy

N, Sn—y Syr—y

indichiamo le intersezioni di due qualunque delle quattro reti (di specie diversa),
si avrh A-+h=I[ X4 h=I e quindi A=1X, cioé:

Due asst complementari hanno lo stesso coefficiente d’ immenrsione.

Le varietd V V' definite da B R’ hanno dunque la stessa dimensione A.
Proviamo ora che esse sono trasformate U una nell’ altra dal sistema nullo
fondamentale A.

Sia infatti V* la trasformata di V mediante A, e anzitutto si osservi che
I’asse R* di V* che & coniugato di R, come complementare di R, appar-
tiene anche a V'. Sia ora R* un altro asse qualsiasi di V*. Poiché gli assi
di V* formano un insieme ovunque denso, gli assi R* R* possono pensarsi
come primo ed ultimo di una catena contenuta in V* e tale che due conse-
cutivi di essa abbiano uno stesso complementare. Ne segue che R* & pure un
asse di V', cioé ogni asse di V* & contenuto in V’. Deriva di qui che ¥V’
coincide con V*, perché altrimenti tutti gli assi di V* e di conseguenza quelli
di V apparterrebbero a una varietd algebrica di dimensione < A.

Osservazione. Dalla proprietad ora osservata si deduce che le due va-
rieth V V' sono determinate appena & noto un asse qualsiasi di una di esse,
cioé che i complementari di ogni asse dell’una sono contenuti nell altra.
Deriva inoltre che un asse ha il coefficiente d’immersione nullo o positivo
secondoché ammette uno o infinitli assi complementari.

9. Si indichino con ¢ ¢ i numeri delle corrispondenze simmetriche ed
emisimmetriche indipendenti contenute nella rete di 1* specie M,_, associata
all’ asse generico R di V, e con ¢ ¢ i numeri analoghi per la rete di 2*
specie N,,,; cioe sieno S,—, S;—, le intersezioni di M,—, con gli spazi fonda-
mentali Sy, Sp,—, dell’involuzione J, S,—, Sy—, quelle degli spazi medesimi
con N,,—,. Se nel quadro (3) supponiamo che le reti M, , N, si riferi-
scano all’asse coniugato di R, gli spazi N';—, M’,_, sono corrispondenti
nella J di My—, Npp—, (0.° 1), onde si avrd h=e-+¢, I/ =€ -+ ('; ma allora,
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essendo ! =A -+ h, m=A+ K, si ottengono le uguaglianze
4) l=e+t+2L m=e4t+2A

le quali provano che al variare dell’asse R entro V i numeri (¢ ¢) (¢’ ¢') non
variano. ,

Passando invece dagli assi di V a quelli di V' si scambiano gl’indici I m
e le coppie (e t) (¢’ ¢). Infine, applicando le (4) e la proprietd che M,_, N,,_,
sono spazi polari rispetto alla quadrica K, si ottengono le formule (%)

6)) _ po=e+e 4+ p,=t++Ar

Osservazione. Poiché nelle reti di 1" e di 2* specie sono certo contenute
corrispondenze simmetriche, nelle (5) sard e>1 ¢'>1 t=0 ¢ =0; e quindi:
1l coefficiente d’ immersione di un asse non supera il minore dei numeri

l"’g—_27 o

10. Quando & A =0, la variety V si riduce all’asse R e la V' all’asse
coniugato R* e dalle (4) si ottiene [—=e ¢, m=—¢ +-t. Le reti di 1* e di
2" specie per 1'asse R hanno per immagini spazi indipendenti, uniti nell’invo-
luzione J e polari I’uno dell’ altro rispetto alle quadriche K ed @ ; esse dunque
coincidono con le reti di 2* e di 1* specie relative all’ asse R* (n.” 4).

Inversamente se una delle reti associate ad un asse ha per immagine
uno spazio unito nella J, dovra essere A=0; dunque:

Condizione necessaria e sufficiente perché un asse sia isolato é che una
qualsiasi delle reti ad esso associate contenga insieme ad ogni sua corri-
spondenza, anche U inversa.

Vedemmo (n.° 4) che se X Y sono due corrispondenze appartenenti alle
reti di 1* e di 2* specie di un asse R, si ha YX = 0. Se R & isolato, le mede-
sime reti sono ancora di 2* e di 1* specie per I’ asse coniugato R*; si avra
dunque ancora XY = 0, cioé le corrispondenze X, Y sono permutabili. Suppo-
niamo inversamente che le corrispondenze appartenenti alle rett M,_, N,_,
associate ad R siano permutabili. Se X & una qualsiasi corrispondenza di M;_,
ed Y una corrispondenza di N,,_, avente R come 2° asse e come 1° asse il
coniugato R* per l'ipotesi si ha XY =0, e quindi X deve avere il 2° asse

(" Le formule (5) equivalgono a quelle di Scorza, con cui si esprimono gl’indici di
singolaritd e di moltiplicabilitd di una matrice impura per mezzo degl’indici di singolarita
e di moltiplicabilitd di due suoi assi complementari. (SCORzA, loe. cit. (?), a), 1* Parte, n.° 41).
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contenuto in R*. Ne segue che X' ha il 1° asse passante per R, cioé X!
appartiene ad M,_,. La rete M,_, contiene dunque !'inversa di ogni sua
corrispondenza, e 1'asse R ¢ isolato. Si ha pertanto:

Condizione necessaria e sufficiente percheé un asse sia isolato e che due
corrispondenze qualsiansi delle due reti associate ad esso diano per pro-
dotto una corrispondenza a valenza zero, qualunque sia U ordine in cui
st moltiplicano.

§ III. La configurazione degli assi e delle retl di corrispon-
denze ad essi associate. Coefficiente d’immersione di un
asse qualsiasi. Suo limite superiore.

11. Lo studio della configurazione dei sistemi regolari che pud possedere
una curva ¢ stato compiuto da Scorza (%), il quale ha determinato i vari aspetti
che pud presentare una matlrice di Riemann impura; ma, per ragioni di
chiarezza e per le considerazioni che dovremo fare in seguito, occorre che
noi lo riprendiamo, dal punto di vista di questa Memoria. Percid & opportuno
partire dai sistemi ad assi puri, cioé dai sistemi i cui assi non ne conten-
gono altri di dimensione minore. Tali sistemi sono gli elemienti coi quali si
ottengono tutti i rimanenti sistemi regolavi; sulia varietd di JAcoBI relativa
alla curva i sistemi medesimi danno luogo a congruenze abeliane con le quali
si compongono le rimanenti congruenze.

Sia Ry p—qy— Un asse puro avente il coefficiente d’immersione A,, e V,
indichi la varietd, di dimensione 1,, definita dall’asse medesimo. Tutti gli
assi di V,, trasformati di questo mediante omografie razionali del gruppo @,
sono manifestamente puri. Prendendo in V, successivamente degli assi R R' R"...
con la condizione che ciascuno non sia contenuto e quindi sia indipendente
dallo spazio che congiunge i precedenti, si giungerd a costruire un gruppo
R R.. R*® di k +1 assi indipendenti di V, tale che lo spazio congiun-
gente contenga ogni altro asse di V, e quindi !intera varieta V, (°). Posto
ki +1)(p—q)=@Q, (=<p) la V, appartiene ad un Rgq,1, il quale, nel-
Iipotesi @, <<p, & un asse isolato. Proviamo ora che se ¢ Q = non

(®) Scorza, loc. cit. (*), a), 1* Parte, pag. 41.

(9 Una varietd algebrica W (in particolare uno spazio lineare) che contenga ogni asse
di V,, contiene l'intera V,, giacché altrimenti nell’ Sy, razionale in cui & rappresentata V,
esisterebbe una varietd algebrica di dimensione <2, contenente tutti i punti razionali
di §,, il che & assurdo.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



e sulle reti di corrispondenze ad essi associate 123

esistono altri assi puri fuori di V,, se é Q, < p, ogni altro asse puro ¢ conte-
nuto nell’ asse coniugato di Rag,_;. Basta percié dimostrare che un asse puro R
non appartenente a V, é contenuto nel coniugato di un qualsiasi asse di V,.
Sia dunque R, ,—q,—, un asse di V, ed R,,—, il suo coniugato. Se R non gia-
cesse in R,, _, dovrebbe essere indipendente da questo asse ed avere percio
la dimensione minore od uguale a 2(p — q,) — 1; ora entrambe le alternative
sono da escludersi perché, nel 1° caso, proiettando R da R,;—, Su Ryp—gn—
si avrebbe in questo un asse di dimensione < 2(p —gq,)— 1, nel 2° caso R,
come complementare di R,,—,, dovrebbe appartenere a V,. Supponiamo @, <p
e che nell’ asse Ry, g,—1, coniugato di Rpg,—;, esista un asse puro R, 4.,
di coefficiente d’immersione A,. Indichi V, la varietd definita da questo asse,
e kR, +1 il massimo numero di- assi indipendenti che essa contiene. Posto
k, +1(p—¢q,)=0@q,, la V, appartiene a un asse isolato Ryg, 1, essendo
Q,<p—Q,. Se Q,=p— Q, non esisteranno altri assi puri fuori di V, e
di V,; se & Q,<p— Q,, ogni ulteriore asse puro & contenuto nell’ asse
Rotp—g,—@—1 coniugato di quello congiungente Rog,—1, Rzq,—1. Cosl continuando,
si giunge a costruire ¢ assi isolati indipendenti

RQQI_I y RQQE-—I’-u R2Qt—l (Qi + Q2 + o-o‘+ Qt — p)

contenenti rispettivamente delle varieta V, V,..V, di dimensioni A, A,.. A,
definite da assi puri; e si avrd Q; = (k; + 1)(p — q;), essendo k;+ 1 (k,<<}))
il massimo numero di assi indipendenti contenuti in V; e 2(p —q,)—1 la
loro dimensione. Se & k;=0 e quindi A; =0, la V, si riduce all’asse Rag 1
che risulta puro; se & £=1 la curva & priva di assi isolati. Un asse qual-
siasi R* non contenuto in alcuna V; dovra essere impuro; e poiché, com’ée
manifesto, si pud costruire in esso un sistema di assi puri ad esso apparte-
nenti, R* si otterrd congiungendo », 4+ 1 assi indipendenti di V,, con #»,+1
assi indipendenti di V,, ecc., essendo — 1<<»r,<Ck; (i=1, 2,... {). Gli assi
Ry 1 (i=1,2,...7) e quelli congiungenti i medesimi a due a due, a tre a tre, ecc.,
essendo mutati in sé dal gruppo G sono isolati, e sono i soli aventi questa
proprieta, perché un asse isolato che contenga un asse di V; deve contenere V;
e quindi il suo spazio di appartenenza Raq 1.

12. Vogliamo ora studiare pitt da vicino le varietad definite dagli assi puri,
per trarre alcune notevoli conseguenze non osservate da altri.

Consideriamo percio la varieta V;, di dimensione A; >0, e, detti R R due
suoi assi qualsiansi, cerchiamo anzitutto il numero delle omografie razionali
indipendenti che intercedono fra gli assi medesimi e che mutano gli uni negli
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altri i loro spazi d incidenza. Una di queste, che diremo U, si costruisce
facilmente, pensando I ed R come primo ed ultimo di una catena di assi
appartenente a V; tale che due consecutivi di essa ammettano uno stesso
complementare, e riferendo ogni coppia di assi consecutivi prospettivamente
alla stella che ha per centro il comune asse complementare, Ed allora le
omografie razionali fra R ed R della specie suddetta si ottengono tutte molti-
plicando per U le omografie razionali dell’asse R in sé che mutano pure in
sé i suoi spazi d’incidenza. Ora il numero di queste che sono indipendenti
uguaglia il numero delle omografie razionali indipendenti del gruppo G che
sono singolari ed hanno per 2° asse R e per 1° asse un asse R’ complemen-
tare di R. Indicando con m; il 2° indice di R, poiché la rete di 2* specie
Nu1 di R e la rete di 1* specie M’y di R’ s’ incontrano in un Smn—y,—1 (0.° 8),
si conclude che il numero richiesto & m;— ;. Le omografie razionali fra R ed R
della specie su indicata appartengono dunque a un sistema lineare oo™ Al g
il loro insieme & assimilabile all’insieme dei punti razionali di un Sm—2A—1,
razionale.

Cio posto, sia R R'..R%*? un gruppo di k;—+1 assi indipendenti di V;
ed v, v,..w, siano k; omografie razionali fra I'asse R e gli assi R, R",... R*?
dei rispettivi sistemi lineari oo”'"""‘_l, omografie certo non singolari, per essere
i detti assi puri. Le dette omografie generano una variefd di Segre X conte-
nente due schiere di spazi: quelli di una schiera sono gli S, congiungenti i
gruppi di &;~+ 1 punti omologhi, quelli dell’altra sono degli S,y—q,—, incidenti
agli spazi dei periodi. E poiché, preso un S, razionale della 1* schiera, gli
spazi della 2* che escono dai punti razionali di quello sono razionali, si
deduce che la 2" schiera contiene infiniti assi il cui insieme & assimilabile
alla totalitd dei punti razionali di un Sp,. E facile ora dimostrare che la va-
rieth 2 & contenuta in V;, cioé che gli spazi della 2* schiera di 2 sono ele-
menti di V,; basta infatti provare la cosa per ogni asse R di detta schiera;
e cio si verifica subito, pensando R come ultimo di una catena di assi conte-
nuta in X, di cui il primo sia ad es. I'asse R appartenente a V;, e tale che
due consecutivi di essa abbiano uno stesso complementare.

Si lasci ora cadere 1’ ipotesi che ®, w,..w, siano razionali, e si supponga
invece che siano omografie generiche variabili nei rispettivi sistemi lineari.
Dico che la varietda W descritta da Z al variare di v, w,..w, coincide
con V;. Anzitutto si provi che W & contenuta in V;. Poiché ogni varietd 2 &
individuata dalle omografie ®, ®, ... », variabili in sistemi lineari co™ %', la
totalita delle varietd X, considerata ciascuna come elemento, pué porsi in
corrispondenza biunivoca con la varietd dei gruppi di k, punti tolti da k;
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spazi Sm-1.1 €, per quanto si & sopra osservato, ogni X corrispondente a gruppi
di punti razionali & contenuta in V;. Se dunque W non fosse contenuta in V,
nella suddetta varietd di gruppi di k, punti esisterebbe una varietd algebrica
di dimensione < k{m; — X; — 1) contenente tutti i gruppi di k; punti razionali,
e cido & assurdo. Per concludere che W coincide con V, & sufficiente provare
che ogni asse R di V, appartiene a W. Se R & indipendente dagli spazi con-
giungenti k; qualsiansi degli assi R R’ ... R*?, la cosa & manifesta, percheé gli
assi R R R"... R® R definiscono una varieta di SEGRE di quelle sopra co-
struite. Ammettiamo che R sia contenuto nello spazio congiungente h—+ 1< k,+1
degli assi suddetti, ma non in quello congiungente un numero di assi minore.
Se, com’ & lecito supporre, quegli assi sono R R’ ... R®, mediante gli S uscenti
dai punti di R e appoggiati in un punto a ciascuno dei precedenti vengono a
stabilirsi fra 1’asse R e gli assi R’ R”... R™ delle omografie razionali w, w,...wy.
Le infinite varietd di SEGRE che si ottengono tenendo fisse o, w,.. v, e va-
‘riando w4, ... w,, nei rispettivi sistemi lineari, contengono tutte 1’ asse R.

Dalle considerazioni fatte discende una conseguenza notevole. Osservando
che le varieta di SEGRE con cui & generata la V; sono oo™ 47" che in
ciascuna gli spazi della 2* schiera sono ,ooki, e che per lo spazio generico
di V; passa una sola delle dette varietd, si deduce che la dimensione di V;
A
m;— A

Se X; ed my sono il coef}"czeme &’ immenrsione ed il 2° indige di un
asse puro, r; & multiplo di m; —A;, ed il quoziente aumentato di 1 rap-
. presenta il massimo numero di assi indipendenti che appartengono alla
varietd definila dal suddetto asse puiro.

Si vede inoltre che:

Condizione necessaria e sufficiente perché la varieta definita da un
asse puro sia una varietd di Segre, é che fra il coefficiente d’immer-
sione A, ed il suo 2° indice m, sussista la relazione m; — A; =1,

& R(m; — 1,), e quindi k‘-_ Si ha dunque il risultato :

13. ‘Se nell’ uguaglianza

B+ 1DP—q)+E+ 1P =)+ + R+ 1P —g)=1p
si pone k; +1 :7—% (=1, 2,... t), si ottiene la relazione
T M

L4

", N0,
m(ﬁ—ql)—*—m D — Q)+ o l(p_Qt)—p
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Questa, quando si riferisca alle varietd V', definite dagli assi comple-
mentari di quelli delle varietd V;, lega fra loro le dimensioni p —¢; — 1 dei
sistemt 1regolari puri della curva, i loro primi indici m; e i loro coefficienti
d’immersione A;.

Si considerino ora in Su_, le immagini N,,._, delle reti di 2* specie per
gli assi di V;. Dal fatto che ad assi dipendenti e indipendenti sono associate
reti di 2* specie dipendenti e indipendenti (n.° 3), facilmente pud dedursi che
il minimo continuo contenente le dette immagini é una varietd algebrica (V)
cui pud assegnarsi una generazione in tutto simile a quella di V;, salvo la
dimensione dello spazio generatore. La (IV;) appartiene ad uno spazio razio-
nale di dimensione (R, + 1)m; — 1, che & I'immagine della rete di 2 specie
per I'asse isolato g1, € gli spazi cui appartengono (N,) (IV,)...(IVy) saranno
indipendenti e appartenenti ad Su_,, onde si avra:

(R, 1, 4 (By - 1y 4 oo - (e + Ly = 1

da cui si deduce

2

m m? My
— 2+ — =,
m,—A,  My—X, Ny — Ap

2

(6)

Trasformando (IV;) mediante la polaritd K, si ottiene la varietd (M,) con-
tenente le immagini delle reti di 1* specie per gli assi di V;, e le trasformate
di (¥,) (M,) mediante 1'involuzione J sono le varietd (M';) (NV';) associate alla
varietd V', definita dagli assi complementari di quelli di V,.

14. La configurazione delle varietd associate a V, V’'; assume un aspetto
singolarmente semplice nel caso m; —X; =1, in cui V, & una schiera oo™
appartenente ad una varietd di SEGRE (n.° 12). La varietad (N;) contenente le
immagini Nn—; delle reti di 2* specie per gli assi di V; & pure una schiera oo™
di una varietd di SEGRE; e poiché le immagini M',_ delle reti di 1* specie
per gli assi di V', hanno con un N, _; generico un punto comune (n.° 8), ne
segue che le dette immagini sono spazi dell’ altra schiera, cioé (V) (M',) sono
le due schiere oo™ ' di un’ unica varietq di Segre =. Tale varieta appar-
tiene ad un S, immagine della rete di 2* specie per I’asse isolato Rag. 1.
E noto che in X si hanno due schiere oo'”f_‘, correlative di (IV;) (M’,), di spazi
secanti Sy m,—1—1, ottenuti congiungendo m;—1 spazi indipendenti di ciascuna
delle schiere primitive. Proiettando tali schiere di spazi secanti dallo spazio
polare di Swp—1 rispetto alla quadrica K (o alla quadrica Q) si generano le

varietd (N';) ed (M)
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Se inoltre ¢ ¢ indicano i numeri delle corrispondenze simmetriche ed
emisimmetriche indipendenti contenute nelle reti WV,_i, dalle formule (4)
del n.° 9 si deduce ¢’ =1, t'=0, cioé una tal rete contiene una corrispon-
denza simmetrica e nessuna emisimmetrica. L’ immagine della corrispondenza
simmetrica & il punto di Sp,_; in cui lo spazio N, _; di una schiera incontra
lo spazio M’y _1 dell’altra che gli corrisponde nell’ involuzione J; il luogo di
questo punto & allora una varietd di VERONESE () W, di dimensione m;—1,
di ordine 2’”1'"1, appartenente ad un Spm_nm+2. Tale spazio & I intersezione

5 .
di Swz—1 con Sp (**) ed allora lintersezione di Sm2—1 con Sp,_3 sard un

S(m,—o—])(m,-?) .
2

15. Sia R* un asse qualsiasi della curva, A* il suo coefficiente dimmer-
sione e V* la varietd da esso individuata.

Un sistema di assi puri indipendenti appartenenti a R* sara costituito
da r,+1 assi indipendenti di V,, 9,41 assi indipendenti di V,,..., »;+1 assi

(19 Dimostriamo la proprietd: Se in una varietd di Segre ad indici uguali le due schiere
di spazi sono riferite proiettivamente, il luogo del punto comune e due spazi corrispondenti
¢ una varietd di Veronese. :

Infatti se la varietd di SkGRE rappresenta le coppie di punti di due spazi S,= (m),
Sr=(y), (i=0, 1,... 7), le sue equazioni parametriche in Syy,s_, saranno Xy = wyn,
(i, k=0, 1,.. 7). E poich® una omografia fra S. ed §'r, cioé fra le due schicre, pud rappre-
sentarsi con xi=y;, (i=0, 1,... 7), il luogo del punto comune a due spazi corrispondenti &
rappresentato dalle equazioni Xpy=uwirr, (1=0, 1,.. v); esso & dunque una varietdh di
VERONESE W,¥ appartenente all’ Srr+3) intersezione degli iperpiani Xp = Xis, (3, k=1,... 7).

3 . .

(1) Per giustificare quest’asserzione, occorre dimostrare che ogni corrispondenza simme-

trica speciale 7' avente il 2° asse contenuto in RzQi—l ha per immagine un punto dello

spazio Semi—1)mi+2 cui appartiene la varietd di Veronese W. Sia B il 2° asse di 7T ed
2

E* il suo 1° asse, coningato di K. L’asse R congiungerd I (=1) assi indipendenti R’ B”... R®
di V; ed & chiaro che un tal gruppo si pud scegliere in guisa che il coniugato di un gualsi-
voglia asse del gruppo contenga i rimanenti. Siano 7T, T, ... T} le corrispondenze simmetriche
speciali aventi per secondi assi R' R"’..R® e indichiamo con 2H, H,..H; i sistemi nulli
immaging di T T, T, ... T, aventi come spazi singolari gli assi coniugati di R R R"..R®,
Poiche i sistemi nulli del fascio (ZH,) hanno tutti per spazio singolare 'asse E* e segano B’
nel medesimo sistema nullo, dovrd esistere nel fascio un sistema nullo 2, avente per spazio
singolare I'asse (E*R') congiungente E* con R'. Analogamente nel fascio (Z,H,) esisterd un
sistema nullo 3, avente per spazio singolare (E* R’ R"), e, cosi continuando, si giungerd ad
un fascio (Zi_,H;_,) contenente un sistema nullo X;_, con lo spazio singolare (B* B’ R ... R¢—D),
Sard dunque 2;—, = H;, e I apparterrd al sistema lineare individuato da H, H, .. H:;; donde
gegue che la corrispondenza T & una combinazione lineare delle 7, T,... T; che hanno per
immagini punti della varietd di VErONESE W.
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indipendenti di V,, essendo — 1 <<»;,<<k,. E facile ora dimostrare che la
varieth V* coincide con la varieth W generata dagli spazi congiungenti », +1
spazi indipendenti di V,, con 1, 1 spazi indipendenti di V,,... con ¢+ 1 spazi
indipendenti di V,; basta percido provare che gli assi appartenenti all’ una sono
pure contenuti nell’altra. Che un asse R di V* & contenuto in W si deduce
da cid che, essendo R trasformato di R* mediante un’ omografia razionale non
singolare che mufa gli uni negli altri gli spazi d’incidenza (n.” 12), K dovra
contenere », + 1 assi indipendenti di V,, »,+1 di V,,.. .+ 1 di V,. Che
un asse R di W appartiene a V* si vede pensando R* ed R come primo ed
ultimo di una catena contenuta in W, tale che due assi consecutivi di
essa abbiano uno stesso complementare. Cio posto, si determini la dimen-
sione A* di V*,

I grappi di »; -+ 1 spazi indipendenti di V, sono o4, Ma, ragionando
come al n.” 12, si vede che nello spazio congiungente 1;+ 1 assi indipen-
denti di V, sono contenuti oo“™2? spazi di V; con cui possono formarsi
oo " V=A) oryuppi di ; + 1 spazi indipendenti. Ne segue che la varieta ge-
nerata dagli spazi congiungenti ; + 1 spazi indipendenti di V; ha la dimen-
sione (; + 1) [A; — 2 (m; — X)] = (2s + 1)(Ry — »)(m; — 4,), onde si avra la
formula
™ M= (r, 4+ 1)k, — ) m, — %) +

4+ (1 = D)k, — 7)(my — &) + o (e + DRy — 1) — Ay),

la quale fornisce il coefficiente d’immersione di ogni asse della curva,
quando siano noti i secondi indici e i coefficienti d’ immersione degli assi puri.

Osservazione. Poiché & (»; + 1)(k,-—7-,-)g7i(k,-+ 1%, dalla (7) si deduce
1 =t
A< Zgl(ki + 1) (my — &),

da cui, tenendo conto che k;, = si ottiene

_
my; — A

13 m
l* < - —l\— .
- 4@._21 My — A
Infine, osservando la (6), si avra la disuguaglianza

. B
)\..
=4
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la quale assegna un limite superiore per i coefficienti d’immersione degli assi
appartenenti alla curva. Perché tale limite possa esser raggiunto da un asse R¥,

occorre che per quest’asse si abbia r;4+1=k; —7»; =% Ry + 1DEi=1,2,..10);

i numeri %, + 1 dovranno esser tutti pari e la varieta V* definita da R* coin-
cide con quella definita da un gualsiasi asse  complementare. Inversamente

. 1 .
se i numeri k;+1 sono pari, 'asse R* per cui & »;+1 =g(k,-+1) ha il

cofficiente d’immersione A*=1L; dunque:

=4

Il valore massimo * del coefficiente d’ immersione pud esser raggiunto

4
dagli assi di una varietd V* {a quale contiene insieme od un suo asse ogni
suo cowmplementare. ’
E chiaro che una tale varieta, quando esiste, & unica, e che pud esistere
soltanto sulle curve-di genecre pari.

§ IV. Sistemi regolari provenienti da una involuzione irra-
zionale. Involuzioni ellittiche.

16. Sopra una curva I' del genere p > 1 si abbia una involuzione T del
genere (0 < g < p) e dell’ordine n, e T indichi pure la corrispondenza (spe-
ciale) nella quale un punto ha per omologo il gruppo dell’involuzione uscente
da esso. B noto che I’ omografia , immagine di 7I'"ammette come spazi fonda-
mentali due assi coniugati R,,_,_, R,,_,, corrispondenti alle radici 0, n
della sua equazione caratteristica. Alloré,, poiché R,, ,_, & 1° asse di T
e 2° asse di T —nl (I rappresentando 1identita), la rete di 1" specie per
I'asse Ryp_q_, ¢ generata dalle corrispondenze X tali che (I'—nI)X=0, e
quella di 2* specie dalle corrispondenze Y tali che YT'= 0. Ne segue che:

Il coefficiente d’ immersione .de‘i sistemi regolari provenienti da wuna
involuzione irrazionale T di ordine n ¢ il numero delle corrispondenze
indipendenti che sono soluzioni delle equazioni

(8) TX =nX, XT=0.

I sistemi medesimi saranno dunque isolati o no secondoché non esistono
ovvero esistono corrispondenze soddisfacenti alle (8).
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Dal primo dei teoremi enunciati al n.° 10 si deduce inoltre che:

Condizione necessaria e sufficiente perché ciascuno dei sistemi regolari
provenienti da una involuzione irrazionale T faccia parte di una infinitd
discontinua é che esista almeno una corrispondensa X tale che XT =0,
X—1T==0; cioé che detti G G ¢ gruppi omologhi di un punto variabile
per la corrispondenza X e per la sua inversa X1, dei due gruppi for-
mati dai gruppi di T uscenti dai punti di G e di G, uno solo si muova
entro una serie lineare.

17, Supponiamo ¢ =1, cioé 7 sia !’'involuzione proveniente da un inte-
grale ellittico ». Poiché il numero e delle corrispondenze simmetriche indi-
pendenti appartenenti all’asse R,, , & 1, e quello ¢ delle emisimmetriche & 0
o 1 secondoché lintegrale »# non & ovvero & a moltiplicazione complessa,
dalle formule (4) del n.° 9 si deduce che il 1° indice dell’asse medesimo &
nel 1° caso I=1-+ X e nel 2° caso /=24 A, essendo A il suo coefficiente
d’immersione.

Ammettiamo dapprima che 1’integrale « sia isolato e non a moltipli-
cazione complessa (A =0, £ =0). Le reti di 1* e di 2* specie associate al-
I’asse R,,_, hanno allora per immagini un punto M, ed un iperpiano Np_,
polari rispetto alle quadriche K ed @ e uniti nell’involuzione J,

E poiché M, appartiene ad Sp,—,, I'iperpiano Nup_,, nell’ipotesi p, >0,
passerad per Sp,—,; dunque: )

Se wuna curva possiede un integrale ellittico isolato che non sia a
moltiplicazione complessa, o non aminette corrispondenze emisimmetriche,
ovvero le corrispondenze emisimmelriche sono tutte speciali e di livello
costante per il detto integrale.

Reciprocamente, se una curva possiede un integrale ellittico e si verificano
le proprietd espresse dalla tesi, I’integrale & isolato e non a moltiplicazione
complessa. Infatti dalla formula p,=¢+¢ + 2, in cui ¢ & il numero delle
corrispondenze emisimmetriche col 2° asse contenuto in R,,_,, essendo p, =7,
si deduce A =¢=0.

 Se l'integrale » ¢& isolato e a moltiplicazione complessa (A =0, {=1),
sard p, >0 e le reti di 1* e di 2* specie associate ad % hanno per immagini
rispettivamente un M, appoggiato ad Sp—, Sp,—, e I'Nu_, polare di M, ri-
spetto alle quadriche K ed Q.

Sia ora A >0 ¢=0, ciné I'integrale « sia non isolato e non a moltipli-
cazione complessa. I’ asse R, coniugato di R,, , ha per 2° indice ! e per
coefficiente d’immersione A; e poiché é un asse puro e sussiste la rela-
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zione ] —A =1, la varietdh V' da esso definita & una schiera oo* apparte-

nente ad una varietd di SEGRE (n.° 12). La V' appartiene ad un asse isolato
R,,4, i cui spazi d’incidenza S, S, sono spazi dellaltra schiera, e la va-
rieta V definita dall’ asse R,,_, si ottiene trasformando V' mediante il sistema
nullo fondamentale A. Le reti di 2* specie per gli assi di V' e quelli di
1* specie per gli assi di V hanno per immagini rispettivamente degli spazi
N’y M, contenuti nelle due schiere di un’unica varietd di SEGRE Z apparte-
nenti ad un S, ,s_,, immagine della rete di 2* specie per I’ asse isolato R,; .,
e di 1* specie per I’asse coniugato. L’ involuzione J riferisce proiettivamente
le due schiere di X e il luogo del punto comune a due spazi corrispondenti

. . . A .
¢ una varietd di VERONESE W,*" appartenente ad un Sy, contenuto in Su,_,
: st
(n.° 14). Lo spazio S, ,s_,, unito nell’involuzione J incontra Sy, _, nel detto
spazio Sy ) ed Sp,_, in un S;_ a4, © si avranno percid le disuguaglianze
Bl s

1 1
=5 A +1DA+2), p=5MA+1), A<p-—1,

La T fa parte di una infinitA discontinua di involuzioni ellittiche che
hanno per immagini i punti razionali della varieta Wfl; essa ¢ di livello
costante per il sistema regolare oo’ ~* di asse R,y4,. Nell'ipotesi A=p—1
la varieta X appartiene ad Sy, e si avra

1 —1
9 mzp(p; ) %:p(p2 )

Ammnettiamo infine che sia A >0, ¢ =1, cioé l'integrale « sia non isolato

A A . .
e a moltiplicazione complessa. Poich¢ & k=m= 5 la varietd V' definita

da R, contiene §+1 assi indipendenti; essa appartiene dunque a un asse

isolato Ry, con gli spézi @ incidenza S, S,, onde & generata dagli S, con-
2 3

giungenti due punti qualunque degli spazi medesimi. Le reti di 2* specie per

gli assi di V' hanno per immagini degli spazi N';,., di una varietd (') con-

tenente g+1 spazi indipendenti. NQ segue che (N’)'appartiene ad un S%@ 91

immagine della rete di 2" specie per I'asse R;,, e di 1" specie per I asse
coniugato. Si pud ora dimostrare che questo spazio incontra Sp_, Sp,-, in
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132 C. RosaTi: Sui sistemi regolari di integrali abeliani riducibili, ecc.

spazi di ugual dimensione (*?), onde si avra
1 . 1 o
= O +2, k= 028 A=2Ap— 1)

Supposto A ==2(p — 1), cioé che non esista alcun integrale per cui l'infi-
nitad discontinua di involuzioni ellittiche cui appartiene 7 sia di livello co-
stante, Jo spazio S1(1+ma_1 coincide con Sy_,, onde si avrd

2

(10) B, =p, =5

e la curva & a indici massimi.

Da cié che precede discende che se una curva di genere p >>1 é priva
di sistemi regolari isolati e possiede una involuzione ellittica, ne possiede
infinite e i suoi numeri base g, p, non possono presentare che i due casi
espressi dalle formule (9) (10) (*3). '

Pisa, maggio 1925.

(**) Diamo un cenno di dimostsazione. L’omografia singolare avente per 2° spazio singo-
lavre RZ+| e per 1° 1’asse coniugato e che indnce in R)L«H omografia involutoria i cui

spazi fondamentali sono S)\’ gl & razionale e immagine di una corrispondenza emisimme-

2 32
triea B. L’omografia di Sp—1 indotta da E come moltiplicatrice a destra ammette come
2° spazio singolare ) e come 1° il suo polare rispetto ad 2; inoltre in §,
5 211 5 A+

induce un’omografia non singolare nella guale si corrispondone gli spazi d’intersezione
con Sp,—1 ed Sp,—1. Questi spazi hanno dunque la stessa dimensione.

(*%) Questo risultato & stato, con altre considerazioni, stabilito da Scorza. (Cfr. SCORza,
loe. cit. (3 a), 1* Parte, n.° 54). '
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Il principio di reciprocita nella Fisica.

Memoria di MarceLLo LELLI (a Bologna).

1. Negli ultimi decenni sono apparsi numerosi lavori riferentisi a particolari
forme del cosidetto principio di reciprocitd, principio che esercita sui Fisici,
a quel che sembra, una particolare attraitiva, giustificata del resto dalle varie
applicazioni pratiche delle quali, in qualche caso, esso principio & capace.

Tutte queste forme di uno stesso principio sono evidentemente legate da
una certa analogia, da alcuni Autori, come il DONATI e il PUPPINI, ripetute
volte posta in luce, la quale risulta dall’essere ognuno di tali principi fondato
sulla proporzionalita intercedente fra due elementi caratteristici di uno stesso
fatto fisico.

Il prof. BURGATTI, nelle sue Lezioni sulla teoria dell’ elasticitd dettate
all’ Universita di Bologna e in nota a una recensione (!) sul volume del
prof. COLONNETTI Principt di statica dei solidi elastici, fece inoltre notare
che ‘tali principi provengono da un’unica formula generale, indicata nel-
I Analyse wvectorielle générale di BURALI-FORTI e MARCOLONGO, e che si
verificano quando sia soddisfatta una certa condizione, che Egli chiamo di
7reciprocitd. ,

Credo utile riprendere questo importante argomento, con I’intento di indi-
care altre due condizioni di reciprocita le quali, unitamente a quella del
BurGATTI, costituiscono i capisaldi di ogni principio di reciprocita.

2. Siano a(P), w(P) un’omografia e un vettore, variabili entro uno spazio S
a tre dimensioni, funzioni finite, continue e monodrome, insieme alle loro
derivate prime.

In ogni punto di S vale la relazione:

div (aw) =1 1(“ g—%) - grad Ko X u,

(Y) Bollettino del prof. Loria.

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo III. 17
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134 M. LeLui: Il principio di reciprocit@ nella Fisica

e ancora, considerando I’omografia coniugata Ko :
N B ATAN
div (Kaw)—=1Ke- aP ~+ grad o X u,
dalla quale, integrando e applicando il teorema della divergenza, si ha:

(1) j grad @ >< wdS -+ f 10 >< ando [ 1,(1@ Z'Il))db': 0,
8 5 s

dove o ¢& il complesso delle superficie che limitano S.
La (1) puo dirsi il teorewma di Green generalizzato.

Analogamente, considerando un’ altra omografia 8§ P) e un altro vettore v(P
o b} D
definiti entro S, si avra:

@) [ grad § > vdS + j v > Bdo f 11(1{;3- g'f )dS:O.

Pertanto, qualunque significato fisico possano avere le omografie a«, § e
i vettori e, », risulta che sempre identicamente sono egunali fra di loro, ed
eguali a zero, i primi membri delle (1), (2); si ha cioe:

(3) jg‘rad a X nudS —{—J w X andos —}—J‘I‘(Ka . Z;)dS:
8 5 s

1l
_fgmd X vdé‘—*—jvx Brda +Jll<1{p %%)d&'.
5 s

8

Questa eguaglianza diremo reluzione identica di reciprocita.
Supponiamo ora che sia verificata una almeno delle tre condizioni:

A odv
(4) | 1,(Aa. e P)db __jli<lx§-d P) ds,
§ 8 ~
(5) jgrad a > udS :Igl‘ad B> vdd,
§ §
(6) ju > ando :jv X pnds,

che chiameremo condizioni di reciprocitd (').

(4 R ..
(1) La (4), anzi pin particolarmente: 1,(1(1-31‘1):1,([({3.:“‘1), & la condizione di recipro-

citd indicata dal BunrearTri.
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M. LeLt: Il principio di reciprocitd nella Fisica 135

Corrispondentemente la relazione identica (3) assume sei diverse forme,
a ognuna delle quali spetta la denominazione di piincipio di reciprocita.

Ne ommetto qui gli evidenti enunciati per venire immediatamente alle
applicazioni. '

3. Il secondo teorema di Green. — Siano:

_do o du
—dap’ T dP’

I facile verificare che la condizione di reciprocita (4) & soddisfatta. Infatti,
se 1 vettori unitari 4, j, &k costituiscono la terna cartesiana di riferimento, si ha:

dv du die
K- == i

( ip'dp )X P 'Xdp ece
dove 1 secondi membri sono simmetrici in u, v.

C e . du .
Sommando i primi membri risulta I,(K "ap) © scambiando « con § ¢ w

con v, Ii(KB . ;i;,) .

Tali espressioni sono dunque eguali e la (3) assume pél‘tante la forma:
D Jﬁ Av > e A’uXv)dQ-——Juxgga >< “n ds,
J! - =T} ap

espressione vettoriale di quello che si suole chiamare il secondo teorema di
GREEN, o il lemma di GREEN.
Volendone 1’ enunciato scalare basta porre :

w—=o9a; v=1ia,

dove o, $ sono omotetie, cioé funzioni scalari, e ¢ & un vettore costante in
tutto S. Si ottiene:

= \ o 0
@) Jeony —gagas=—[(o3t —43¥)a
N g

4. 11 teorema di Betti. — Sia lo spazio S occupato da un solido clastico,
non necessariamente isotropo, e siano 8, &; f, 8 due sistemi di omografie delle
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136 M. LeLLi: Il principio di reciprocitd nella Fisica

tensioni e di spostamenti provocati da due diversi sistemi di forze ¥, F,; F', F',
agenti nell’interno e sulla superficie ¢ che limita lo spazio S.

Ponendo nella (4) B, 8 al posto di «, B ed s, & al posto di w, ¢, si riscontra
che essa & verificata.

ds ds’ L
, delle deformazioni, si ha:

Infatti, chiamando «, «’ le omografie dP’ dP

1,(8Da"y = I,(8' Da),

per essere (come risulta dall’ammettere 1’ esistenza di un potenziale elastico,
funzione quadratica omogenea delle sole deformazioni) ciascun membro sim-
metrico nelle componenti di Dx e Do,

E poiché:

L(Dx)=1,(«); L(FDa)=I,(f=),
¢ verificata anche I’ eguaglianza :

1,Bo) = 1,(R'2),

in ogni punto di S, cioé la (4).
Pertanto la (3), se si tien conto delle equazioni dell’ equilibrio :

( pFP=gradf, pF =gradf
Fy,—jn, F',=fn

(p densitd, i normale interna), assume la nota forma :

(8) j‘pr s’dS +IF°X s'dao :J‘pF'Xst—i—JFO'X sdo.
8 S § o

9. Il secondo prinecipio di reciprocita. — Anche il cosidetto secondo prin-
cipio di reciprocitd, enunciato la prima volta dal LAND (*) nel 1887 e di cui
in seguito il COLONNETTI (*) ha dato due diverse dimostrazioni, pud dedursi
dalla (3) o ancora dalla (1).

() Wochenblatt f. Baukunde, gennaio 1887. pag. 25. Cfr. anche G. ALBENGA: Sul teorema
di reciprocitd del Land, Atti della R. Acc. delle Scienze di Torino, 1915.

(®) Sul principio di reciprocitd, Rendiconti della R. Ace. dei Lincei, 1912, pag. 393.
G. CoLoNNErTI: Principi di statica dei solidi elastici. E. Spoerri, 1916.
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M. Lerir: Il principio di reciprocitd nella Fisica 137

Come é noto, per dedurre tale principio, si immagina che in un corpo
elastico, in equilibrio sotto 1'azione di date forze, sia effettuato un taglio o,,
e che nel tempo stesso siano applicati sulle due facce del taglio due sistemi
di forze distribuite, equivalenti alle tensioni interne che prima agivano attra-
verso o,. Supposto poi che alle due facce di o, venga impresso un moto relativo
di corpo rigido, tale cioé che I'una faccia compia rispetto all’altra una traslazione
ed una rotazione, si scrive 1’ espressione del teorema dei lavori virtuali.

Orbene & precisamente la formula (1) quella che qui conviene. Infatti, se
indichiamo con: .

F, Fy, F, le forze di massa, in superficie e quelle ora applicate su
una delle due facce del taglio o, (sull’altra saranno eguali ed opposte);

s, B gli spostamenti dei punti del corpo seguiti all’ apphcazwne delle
forze F, F; e la relativa omografia delle tensioni;

Os gli ulteriori spostamenti dovuti al moto di corpo rigido impresso

alle facce di o, (sopra ciascuna di queste ultime li indicheremo coun 9s’, ds”
rispettivamente) ;

#’ la nuova omografia delle tensioni,
la (1), ove si pongano in essa

oc': ﬁ ; U = 58,
diviene :

(9) ijX Sst—i—ch X 8sdo —|-—j‘Fcl X (38' — 88")da, +
S 4]

dSS
—I—JI‘ 3 KB- aP

j‘ I, d5s

S

asS=0.

Ma Kp—=—238, e inoltre:

as=0o,

per il teorema di MENABREA (*).
Pertanto potra scriversi

(10) j o F > 58S -+ j F,>< 8sdo -+ j P, (38 — 88" ds, =O.
S o} Oy

() Tale espressione, variazione del lavoro di deformazione, & poi evidentemente nulla
quando la natura dei vineoli che legano il corpo, il taglio o,, e il moto di corpo rigido
impresso siano tali da non importare aleuna deformazione elastica del corpo.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



138 M. LeLLi: Il principio di reciprocitd nella Fisica

Volendo ricavare la stessa espressione mediante la pilt recente delle dimo-
strazioni date dal COLONNETTI, senza cioé ricorrere al teorema di MENABREA,
basta valersi della (3) invece che della (1).

Posto in essa

a=f3, n=0s; B=3—0§ v—us,
si ha infatti

(11) pr8.9dS+jF5><6.edo+J‘Fol><(Bs’——5s”)dol+‘fli(K@ ”ll;: dS =
s a [ 8

I Y
~§fl,;K<B—ﬁ>-Oﬁ) as

poiché é grad f=grad §’ ovunque, e Bn=_F'n sopra g e g,.
Ma, in base alle stesse considerazioni accennate al numero precedente,
si ha:

s _ , ds |
['(pﬁ’_llg(ﬁ_—ﬁ)dlj))

corrispondendo le omografie delle deformazioni dI: :ZP rispettivamente a quelle
delle tensioni B'—f e B.
Pertanto la (11) d4 ancora luogo alla (10).
Se si pone ora in quest’ ultima, secondo fa il CoLONNETTI nella prima delle
Opere citate,
(12) 58 — 38" — e KX + 0 KA(P — 0),
dove:
e, @ sono due pumeri dell’ordine di [3s];
K & un vettore unitario individuante 1" asse del moto elicoidale risultante
della traslazione e della rotazione relative impresse alle facce di o, ;
O é un punto dell’ asse suddetto;
P & un punto generico;

si ha infine:
(13) Jpr 5.s~dS—i—fF3><8sdc—|—sK><R—|—wK>< M =0,
K 3 ‘

espressione generale del secondo principio di reciprocita, nella quale per
brevita si & posto:

(12) - Jzﬂdc_R J > — 0 AF, ds, — DI

Oy
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6. 11 principio del Volterra. — Nel campo dell’ elasticita ha infine somma
importanza, benché meno adatto alle applicazioni che interessano gli ingegneri,
il principio enunciato dal VOLTERRA fra casiatteristiche di distorsioni e sforzi
da essa generati (*), e che presenta con quello di cui s’ & fatto menzione nel
precedente paragrafo una notevole analogia.

Si consideri uno spazio S, multiplamente connesso, occupato da un solido
elastico non soggetto all’azione di alcuna forza di massa o in superficie, ma
eventualmente sottoposto a un certo sistema di sforzi interni, rappresentati da
un’ omografia § (funzione finita, continua, monodroma dei punti di §), dovuti a
una deformazione ovunque continua e derivabile, rappresentata dall’omografia a.

Se m & I’ordine di connessione dello spazio, si suppongano eseguiti n tagli
(n < m) indipendenti, tali cioé che ognuno diminuisca di un’ unitd I’ ordine di
connessione di S.

Ove non si applicassero in corrispondenza delle due facce di ciascuna
delle superficie o, costituenti i tagli, delle forze F, distribuite, equivalenti a
quelle che prima dei tagli stessi si trasmettevano attraverso o, le due facce
subirebbero, come il VOLTERRA dimostra, un moto relativo di corpo rigido.

Applichiamo dunque a coteste facce le forze Fj, non solo; ma, ottenuta
cosi la immobilith del sistema, imprimiamo noi ora un moto relativo di corpo
rigido alle » coppie di superficie o.

In virth di queste n distorsioni 1’ omografia B delle tensioni preesistenti
all’ esecuzione dei tagli subird un incremento &88; in particolare gli sforzi F|
subiranno gli incrementi 83n (2 normale interna a ciascuna faccia delle c);‘
queste ultime sono pertanto le forze distribuite da applicarsi al termine delle n
distorsioni al fine di mantenere 1’ equilibrio. o

Posto poi che sia 8a I’incremento dell’ omografia « delle deformazioni, asso-
ciando al precedente un secondo sistema di incrementi 38/, 8a' dipendente da un
secondo gruppo di » distorsioni, risulta verificata la (4), ove si faccia in essa:

a=12, =2

u=y¢, v=s

(s, & sono gli incrementi dello spostamento) poicheé si ha:

d‘\l P N
L% ; == 1,(3B50) = I,(3h'3) = I, f i g; g o).

() V. VorrerraA: Aunales de I'Eeole Novmale Supérieure, 1907, pag. 433.

(3 11 principio della sovrapposizione degli effotti, qui valevole, permette di trattare il
solido elastico come se fosse inizialmente libero da tensioni interne.
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Percid la (3), tenuto conto dell’ assenza di forze di massa e sulle superficie
non costituenti i tagli, diviene:

2 (', — &) > 3n ds, =3 {(s, — )X 8nds;,
=1 1=

Tz g
nella quale gli indici 1, 2 si riferiscono a ciascuna delle due facce di ogni taglio,
Specificando 1a natura della discontinuitd degli spostamenti impressi M e’
introducendo la risultante e il momento risultante delle forze &8n, e 38'n (carat-
teristiche delle distorsioni), cosl come s’ & fatto nel numero precedente con le
posizioni (12), (12'), si ha:
3 K’><(e’R+m’Ju)_Z KX (R + oM,

=1
espressione del principio enunciato dal VOLTERRA.

*
* %k
7. I principi di Volterra e di Donati nella Elettrodinamica. — Mostrerd
in questo e in alcuni dei seguenti paragrafi come si possano dedurre in modo
simile anche i principil di reciprocita relativi ai fenomeni elettrici, e poiché i
fatti fisici che qui prenderemo in esame si svolgono generalmente in uno
spazio avente una dimensione predominante sulle altre due, premetterd alcune
opportune modificazioni delle formule (3), (4), (5), (6).

8. Si consideri, entro lo spazio S, una superficie o aperta, limitata dal
contorno I e in ogni suo punto si
conduca la normale.

Se sopra ognuna di queste nor-
mali si prende, a partire da o e
sempre dalla stessa parte, uno stesso
segmento ¢, il luogo degli estremi
dei segmenti cosl costruiti sara una
superficie o che, insieme a ¢ e alla
superficie laterale che si appoggia

Fig. 1. al contorno I (fig. 1), limita un certo
spazio al quale possono applicarsi le relazioni (3)... (6)

() Non & evidentemente necessario, al fine di ottenere una reciprocitd, che la disconti-
nuitd in questione consista in un moto relative di corpo rigido. Ove cid non fosse risulte-
rebbero allora discontinue sopra le o le deformazioni 3%, &«
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Passando al limite per e =0, risultano: la relazione identica di reci-
procita :

(3) j rad o > uds +j1 i 3
o]

P do +ju>< andl =

:jgrad@dec—l—J I,%Kp-ﬁ‘; dcs—|—jv><ﬁndl=0,
- c G i

e le tre condizioni di reciprocita :

, dv
@) J"I Ka 2% dc_JI%KB-ﬂ, do,
(5 J.grad o > uds :jgmd B X vdo,
) fu > andl = j v Bndl,
. i :

nelle quali 2 indica la normale ad ! che & tangente a o, rivolta verso I’ interno.

l,

1 )

Con identico ragionamento, considerando una linea aperta [, di estremi 1, 2

Annali di Matematica, Serie IV, ‘Lomo IXII 18

Fig. 2.
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(Fig. 2), si ottengono le relazioni:

d
Koc-é#)%dl—l—uixdl-i—u?xwg:

8" Jgrad a X wdl —|—ff,
i

l

dl +v, X< B, +v, X pl, =0,

L. adv
_—_J.gradQdel—l—IIl;le-dP
3 l

" o P 1) k3. 22
4" JI'GM aP| =, Lsap apid
(5" Jgrad a > udl :jgrad B> vdl,
] 1]
(6") w, Xal, +w, X al, = v, X I, + v, <X §i,,

nelle quali ¢,, 7, sono due vettori unitari tangenti alla curva [/ negli estremi 1, 2.

9. Tutto c¢id premesso, abbiasi dapprima una distribuzione a tre dimen-
sioni di correnti.

Lo spazio S occupato dal conduttore sia limitato dalla superficie o, attra-
verso alcune zone (il cui insieme chiameremo o,) della quale esso é in comu-
nicazione con I’ esterno. )

Entro § sia definita la funzione scalare ¢, pofenzgiale elettrico, derivabile,
con derivate continue, ma eventualmente discontinua lungo alcune superficie
che indicheremo complessivamente con o,, sedi di forze elettromotrici, che
risulteranno chiuse e totalmente comprese entro S, oppure aperte, ma appog-

giate al contorno o di S.
Per tal modo lo spazio § pud intendersi suddiviso, mediante le o,, in un

certo numero di parti minori, entro le quali sard lecito ritenere ¢ continua,

derivabile e con derivate continue.

Insieme alla ¢ sia definita ancora la funzione vettoriale ¢, infensitd della
corrente che attraversa 1’unita di superficie equipotenziale (se il conduttore &
isotropo), anch’essa funzione derivabile, con derivata continua.

Le quantitd ¢, ¢ sono in ciascun punto dello spazio legate dalla legge
di OHM, che assume 1’ espressione:

(14) i:—igrad cp,'

dove R & la resistenza offerta dall’ unitda di volume del conduttore.
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Sard R costante se il conduttore ¢ omogeneo, dipendente dalle coordinate
dello spazio se esso & isotropo, sara infine un’ omografia dipendente dalle coor-
dinate dello spazio, se esso € anisotropo e non omogeneo (*).

Si considerino ora due regimi elettrici (che supporremo permanenti) i, ¢, £;
¥, ¢, E' (E, E' sono le forze elettromotrici unitarie distribuite sulle superficie o,),

e nelle (3), (4) si pongano :

[

CPI

¢

’

g
v

[ At
=1

|

La (4) risulta subito verificata, poiche, ad esempio, si ha:

N

L’Ka-d" )=cpdivi':o,

¢
P —’4(°P'cﬁ)

per la permanenza del secondo regime.
Pertanto la (3) diviene :

I@i’ X nda, +fEt’ X nda, —‘fRi > 1'dS =
(15) % % . s
— j v'i > ndo, —}-JE@ > nds, — J‘R;' > idS.
Gy Gy 8

Quando, come generalmente accade, il conduttore sia .isotropo, risulta
verificata anche la (), e si ha:

(16) Jcpi’ > nds, —l—jEé’X nds, :Jcp’c‘ > nds, —|—JE"4‘ X nds, .
g, Gy ° A g,

E questo il principio di reciprocitd di Donati esteso alle distribuzioni
a tre dimensioni. Ove il sistema conduttore non sia in comunicazione con
I’ esterno, tale principio assume la semplice forma:
r
(17) jEe’x ndcz_:JE’andcz.
o] o}

2 2

(*) Pud dirsi ancora che 1’ omografia 11?’ caratterizza la conducibilitd specifica del con-

duttore,
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Quando invece manchino le discontinuith £ e la corrente sia totalmente
dovuta a sorgenti esterne, esso diviene

(18) ' J‘cpi’x nds, :J‘cp'iX - ds, (4.
a

1 Oy

Giova osservare che la 7sofropia del mezzo, condizione sufficiente perché
valgano le (16), (17), (18), quando si confrontino due regimi permanenti, non
¢ affatto necessaria.

Infatti a che sia verificata la condizione (5), cioé perché sia

() j Rix< i'dS = j Ri 3< idS
' A

basta assai meno; & sufficiente infatti che, pur essendo anisotropo il condut-
tore, sia ad esso applicabile la legge di OHM generalizzata e che si abbia

RixXi{=KRiX {

per qualsiasi coppia (7, ¥'), dove KR ¢& I omografia coniugata di R; che ¢

quanto dire
5Y” R=KR.

Dunque: perché sia verificata la condizione (5) non é necessaria la iso-
tropia del mezzo, bastando a tal fine ammettere lu legge di Ohm per mezzi
anisotropi e che I omografia K sia una dilatazione (*).

Se si vuole che la relazione (b) e i principi di reciprocitd che ne discen-
dono valgano per un qualsiasi spazio § considerato entro il conduttore, la
condizione (5Y” diventa anche necessaria.

10. La trasformazione che le precedenti espressioni subiscona quando due
od una delle dimensioni del conduttore predominino sulle altre, & immediata.
Basta premettere che in un conduttore filiforme percorso da corrente

(1) Questa espressione il PupPINI ebbe gid 1’ oceasione di presentave, riferendosi a con-
duttori elettrolitici, in una Memoria: (Modelli elettrici per lo studio delle acque filtranti,
« Il Monitore Tecnico », 1922, n. 18; Verifica sperimentale ecc. ... « Il Monitore Tecnico », 1922,
n. 35) nella quale propone di ricondurre lo studio del funzionamento idrodinamico di una
falda artesiana a quello elettrodinamico di un modello elettrico di egual forma.

(®) Cfr. O. Lazzarino: Atti della R. Acead. dei Lincei, 1917, T Semestre, Fase. 11, Sulla
estendibilita del teorema di reciprocita del prof. V. Volterra...
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chiamasi sezione in un punto la superficie Q, normale alle linee di corrente,
passante per quel punto, limitata dal contorno del conduttore, e inlensita di

corrente in quella sezione il vettore risultante jidQ, che comunemente si

Q
indica ancora con 4.

Ma quando interessi, come nei fenomeni di induzione, la posizione geome-
trica del counduttore rispetto ai corpi circostanti, un conduttore filiforme verra
approssimativamente trattato come un tubo di flusso a sezione infinitesima ;
cio che verra fatto nel seguito. ’

Analogamente, una distribuzione superficiale, cioé una lamina piana o
curva percorsa da correnti, si intenderd il luogo di una semplice infinitd di
linee di flusso, mentre 1’intensitd avra un significato del tutto corrispondente
a quello sopra definito per una distribuzione filiforme.

v Cid che invece importa rilevare si & che la funzione potenziale elettrico
deve ritenersi, secondo 1 esperienza, una funzione che non subisee disconti-
nuitd nel passare dalla superficie dei conduttori al coibente circostante, e che
risulta nulla la derivata di tale funzione secondo una qualsiasi direzione nor-
male a dette superficie. E dunque possibile, e in modo semplice, completare
entro lo spazio coibente vicino a un conduttore filiforme o laminare, la defi-
nizione (puramente fittizia, ma fatta in maniera da conservare la continuitd)
delle funzioni che figurano nelle (3')... (6", (3")... (6”), che sono state dedotte
dalle (3)... (6) precisamente operando, mediante una trasformazione continua
dello spazio S, sopra funzioni definite in uno spazio a tre dimensioni. Po-
tranno cioé applicarsi le (3')... (6") alle distribuzioni superficiali, e le (3")... (6”)
a quelle filiformi.

Cio premesso, abbiasi una rete di conduttori_filiformi, in comunicazione
con I’ esterno.

Anche in questo caso, posto che in qualche ramo abbiano sede delle
forze elettromotrici, intenderemo che i punti corrispondenti (punti di’disconti-
nuita della funzione ¢) suddividano la rete (cfr. Fig. 3) in un certo numero »
di campi lineari [ separati, in ciascuno dei quali percio il potenziale elettrico
risulterd continuo.

Pertanto se con ¢ indichiamo la corrente totale che attraversa una se-
zione generica @, e consideriamo ancora due regimi permanenti, le (4”), (b")
risultano senz altro verificate, e la (3") (cfr. n. 8) diviene:

B, A B X ol = 2i Xl A B X9

1
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Se poi indichiamo con » il numero degli estremi della rete, attraverso i
quali essa comunica con 1’ esterno, e con m (*) il numero delle discontinuitd E
del potenziale elettrico, e separiamo dai primi i 2m estremi costituenti due

12

//E‘“

a due le forze elettromotrici E, la relazione ora scritta, ove si tenga conto
anche del fatto che i vettori unitari 7,, I, sono diretti, salvo il senso, come @
ed ¥, assume la nota forma: '

Fig. 3.

n m n m
19) B¢ + XE = Siy’ 4 JiE,
1 1 1 1

data dal DONATI al suo principio (%).

Corrispondentemente ai casi che danno luogo nelle distribuzioni di spazio
alle relazioni (17), (18), valgano qui le seguenti:

(20) SV = SiE"
i 1

@1 Si'e — i,
1 1

() m & il numero delle localith ove, o nel primo o nel secondo regime o in tutti e due,
trovansi situate le forze elettromotrici.

(» Rendiconti della R. Accademis delle Scienze di Bologna, Novembre 1899, febbraio 1900,
maggio 1910,
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11. Del principio ora dimostrato i1 DONATI, nella seconda delle citate
Memorie, ha dato un particolare enunciato atto’ a importanti applicazioni.

Si scriva la (21) relativamente al caso in cui i due regimi elettrici siano
dovuti all’immissione di corrente, dapprima a mezzo di una coppia di elet-
trodi (a, b), poi a mezzo della coppia (¢, d). Si ottiene:

(22) Ta¥'a — o) = TealPe — Pa):

per cui, se R,,, R.; sono le resistenze, in virtu della legge di OHM risulta
ancora:

Pa—%s 1 _9e—Pa 1

Ye—9a Rar 9a— 9 Rea’

espressione che il DONATI applica alla risoluzione di alcuni quesiti di elettro-
dinamica.

La legge (22) va posta, per la verita, in relazione con altra, perfettamente
analoga, data dal VOLTERRA nel 1882 (%), relativa a distribuzioni di spazio.

Essa si deduce dalla (18), cioé ammettendo che sia ovunque continuo il
potenziale elettrico e che siano verificate le condizioni (4) e (b).

Considerati quattro punti 4, B, C, D interni o sulla superficie del con-
duttore e tracciate, facendo centro in essi, quattro piccole sfere di raggio e,
si supponga che in un primo regime, permanente, un flusso I di corrente esca
dalla sfera di centro A ed entri attraverso quella di centro B, e che succes-
sivamente durante un secondo regime, anch’esso permanente, un flusso I’ esca
dalla sfera di centro C e vada a quella di centro D.

La formula (18), indicando con o4, op, 00, op le superficie delle quattro
sfere, diventa allora '

Jcpi’ X ndo = jcp’i > ndo,

GA+O'B+GO+OD °A+°B+°0+UD

essendo ¢, ¢ il potenziale e 1'intensitdh di corrente relative al primo regime,
¢ ed i’ le analoghe quantitd relative al secondo.
Questa relazione risulta verificata per qualunque valore di ¢; in parti-

(1) « Il Nuovo Cimento %, 1882, Terza serie, Tomo XI: Sopra una legge di reciprociid
nella distribueione delle temperature e delle correnti galvaniche costanti in un corpo qualunque.
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= ad

colare quando si passi al limite per e =0. Ma in tal caso si ha:

lim | @i’ X ndo = @aé'4 xjndc =0
g

€=0
%4 A
lim jcpi' X ndo = ¢pi'p Xjnda =0
= op °B
Iimjcpi’ Xn= ¢gji’ X ndo = ol’
= Sg %o
lim { o' > n=9p j i X nds = — gpl’,
e=0 o . -

e cosi dicasi dei limiti dei quattro integrali del secondo membro, i cui valori
sono ¢'4I, — ¢'sl, 0, 0 rispettivamente.
Avremo dunque:

(o —¢pl' = (¥'sa — 9B,
identica alla (22); e, se si suppone I'=1:
(22) P0— $p =94 —¢5,

cioé: se in un conduttore a tre dimensioni di cui la conducibilitd varia da
punto a punto si fa passare una corrente di intensita 1 da un punto A a
un punto B, e in due punti C e D si ha wuna differenza di potenziale,
otterremo la stessa differenza fra i potenziali dei punii A e B quando st
faccia entrare da C ed escire da D la stessa corrente di intensita 1.

E questo il teorema di VOLTERRA, valevole evidentemente anche quando
i valori g4, 95, ¢¢, ¢p non sono finiti, purché il loro ordine di infinito sia

inferiore a quello di —:—2

Una estensione del suo teorema fu data in seguito dal VOLTERRA nel 1915
(Rend. Accad. dei Lincei; 1° sem., pag. 231, 542) al caso di una distribuzione
superficiale (') soggetta all’azione di un campo magnetico, con la condizione
che il campo agente in un regime sia eguale ed opposto a quello agente
nell’ altro.

(1) Converrebbe in questo caso valersi delle formule (8')... (6').
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L’ enunciato non differisce da quello sopra riportato e pud senz altro
ritenersi valido anche per conduttori a tre dimensioni, non omogenei ed ani-
sotropi ('), ma sotto particolari condizioni.

Ammesso, in tal caso, che la variazione subita dall’ intensita € per effetto
del campo magnetico dipenda da una certa omografia M e‘precisamente che

- . 1 .
questa variazione sia rappresentata dal vettore —Mgrad ¢, Sl assumera come

intensitd di corrente I’ espressione
. 1 1 .
i = — _I§+Zl_l grad ¢;

e conseguentemente varrd la (18), o, in particolare, la (22'), quando i regimi
posti a confronto siano permanenti, e quando sia verificata la condizione (D),
cioé si abbia:

(i N i ias = (i 1Yy < idsS.
IR+M' _JR M '
8 .

S

Ora a questa condizione, per qualunque spazio S, si soddisfa, e solamente,
supponendo

1 1 1 1

rtu=k& (T{f - 1171)’
K essendo il simbolo della omografia coniugata, cioé¢ quando sia

1 1

1 1
= =—K—.

M M

Le omografie e % (quindi anche le loro inverse R ed M) devono

1
R
dunque essere: I'una una dilatazione, 1’ altra un’ omografia assiale (*).

12. Si osservi come finora si siano posti a confronto due regimi perma-
nenti, il che importa il verificarsi della (4) o della (4”), a seconda che ci si
riferisce a una distribuzione di spazio, o a conduttori filiformi.

() Cfr. E. Frepa: Rend. Ace. dei Lincei; 2° sem. 1916, pag. 28. Cfr. anche O. LazzARINO ¢
id. id., 1917, 1° sem., pag. 596.

(® Cfr. O. LazzariNo: Rend. Accad. dei Lincei; 1925, Vol. II, » 3, 4: Sulle condizioni
di esistenza del teorema di reciprocita del Volterra.

Annali di Matematica, Serie IV, L'omo III. 19
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Orbene ¢ importante ricordare che, ove si confrontino elementi istantanei,
corrispondenti a due diversi istanti, di un regime vario, la divergenza della
corrente non & generalmente nulla (').

Pertanto, avremo che la (16), quando si tratti di conduttori isotropi o ad
anisotropia soddisfacente alla condizione (5)”, diviene :

J:pi’ > nds, + j Ei' < nds, —|—j:p div ¢dS =

23) o % y
:jnp'i X nda, +J E'i > nda, -i—jcp’ div idS;
o, g, 8
e la (19):
24) St +-SEf 3 j o div i'dl = S¢'i 4-3E'i —I—ercp' div idi.
1 1 ll 1 1 ll

Praticamente pero la dipendenza dal tempo degli elementi della corrente.

¢ tale che, in confronto con la corrente di conduzione @, quella di sposta-
oD .
mento a5 & trascurabile (?).

Pertanto le (16), (19) saranno applicabili ancora ai valori istantanei di una
corrente non permanente, purché, come osserva il DoNATI, per forze elettro-
motrici si intendano le risultanti di quelle impresse e delle forze elettromotrici
sviluppate per induzione.

(1) Indicando con w la corrente totale del MaxweL, e con D lo spostamento, si ha:

D R . . .
u=i+aa—l, dove la sola corrente w & solenoidale; per cui sard solenoidale ¢ solamente
quando sia fale %)
() Indicando con E la forza elettrica, I la costante dielettrica del conduttore, A la
.sua conducibilita specifica, si ha: .
oD KuE
?[ = EE '5; 9 i=AE.

Percio nel caso delle correnti alternate la condizione di trascurabilitd di %I—t di fronte

ad i, indicando con o la pulsazione, si traduce in quella che sia trascurabile di fronte alla
unitd il rapporto:

K oE
4n§_£f_u)
AE T 4mr’

condizione che nella pratica pud ritenersi sempre verificata.
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Il DoNATI ha fatto in proposito un’ applicazione del suo principio al caso
in cui la rete dei conduttori considerata al numero 10 sia attivata da forze
elettromotrici alternative sinussoidali a pulsazione costante (*).

Ma non entreremo in tale questione che richiederebbe ulteriori modifica-
zioni delle formule fondamentali, poiché nell’enunciato compaiono elementi
che dipendono da variabili complesse. ’

Piuttosto ci proporremo di specificare la forma assunta dalle (16), (19)
quando si pongano a confronto non le cosidette caratteristiche, ma i valori
istantanei della corrente e degli altri elementi che la distinguono. '

13. A tale scopo rammentiamo anzitutto che il campo elettrico, in ogni
punto di uno spazio sede di fenomeni elettromagnetici, ha il valore:

oy
o’

(25) : FE=—grado— A

dove ¢ & il potenziale, A la costante elettromagnetida, e U e il potenziale
vettore, definito in una distribuzione filiforme, alla quale per semplicita inten-
diamo per ora di riferirci, dalla relazione :

di
2 — j —
(26) U ZJ] =,

essendo j il modulo dell’intensitd istantanea della corrente che attraversa
I’elemento lineare di, » la distanza di questo elemento dal punto nel quale
si calcola il potenziale vettore.

Allora se scriviamo la legge di OHM nella forma:

1
avremo,.tenendo conto della (25):
: 1, oU
(27) grad:p:——ig——Aa—t,

relazione che tornerd utile nel seguito.
Cio posto, ammettendo che la (4”) sia verificata, il che sempre accade in
pratica, quando si pongano in essa:
| e=¢ B=¢
w=j v=j

) Rendiconti della R. Accademia delle Scienze di Bologna, 28 marzo 1917,
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la (3") assume la forma:
Z‘.J @ +Z]’E +2Jgrad o XJ =2j¢ + ZjE + Ejgl‘ad ' > gdl.
1 1 1
Z

Questa relazione pud intendersi I’ enunciato di un principio di reciprocita
che lega i valori istantanei j, ¢, E; j, ¢/, E’ relativi a due diversi istanti di
un regime non stazionario, qualora non sia soddisfatta la relazione (5").

Ma essa, tenuto conto della (27), pud anche scriversi:

U .
Y X jal,

(28) EJ<9+2JE A’“ﬁ X Jjdl =2z jcp’+§jE'—Az:j
1 1
i

giacche in ogni punto della rete si ha:
Lisci—Lise i
3 X =3FXJ;

mentre la condizione (5”) diviene:

(29) z a;{x ydl __AJ

oU

> Jat ().

Esaminiamo questa condizione.
Il primo membro, per la (26), pud scriversi:

zﬂzjaf ‘”] s<jdl,

e poiché la corrente che circola e la sua derivata rispetto al tempo sono le
stesse in tutti i punti di uno stesso ramo, esso primo membro risulterd di
termini del tipo

975 dl ., ., 9J al oj
ﬂ a]; - }x Jn'dl = jn’ ﬁ* uxj = My jn' a];,
L
dove con A, k si indicano due rami generici.
Percio la (29) assume la forma:

¥ LT
(30) S My TP =3 3 My, 2k
h=1 k=1 o h—1k=1 ol

(Y) Con r si indica qui il numero dei singoli rami, numevo generalmente diverso da
quello dei campi lineari nei quali si & detto di intendere suddivisa la rete al principio
del § 10.
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In questa i coefficienti M,; dipendono solamente dalla forma e dalla posi-
zione geometrica dei rami %, k.

Ove questi siano chiusi tali coefficienti prendono notoriamente la deno-
minazione di coefficienti d’induzione mutua.

Quando la (30) sia verificata, il principio (28) si riduce alla solita relazione:

ne

31) Sje+27E=2j¢ + SjE".
1 1 1 1

14. Giova osservare che la condizione (30) & senza dubbio verificata
quando in ogni ramo sia:

. ,
(32) T =i

Questa condizione sufficiente, ammesso che le intensita siano grandezze
alternative a pulsazione costante, pud trasformarsi nel modo seguente.

Valendosi del noto schema secondo il quale il valore istantaneo di tali
grandezze alternative risulta la proiezione sull’ asse reale di un vettore che
ruota con velocitd angolare costante ® mantenendo un estremo nell’ origine,
e indicando fra parentesi quadre le proiezioni suddette, si ha:

J = [J€) = jm cos (¢ -+ i),
dove

j:jmew
& la caratteristica di j, cioé il vettore ruotante (di grandezza j,,) al tempo
t=0, e ¢ & la fase.
Derivando rispetto al tempo, risulta:

3]_ T T
5;"'[“”]6 1= wj,, cos{p + ol 5)
Analogamente pud scriversi:
J =Jj'm cos (v + vt
- w'j',, cos | ¢’ g
¥ Jm ¢+l 4 9

quando si considerino gli elementi relativi a una seconda corrente, di pul-
sazione o’ e fase ¢'.

La (32) diviene allora:

(B2)  wcos (¢ 4+ w't’)cos (:p + ot + g) = 0’ cos (p + of) cos (cp’ —+ 't -+ g),
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per soddisfare alla quale & sufficiente che sia

(33) . ‘ (O )]
: { ¢4 of =¢ -+ o'’ + km.
Percio, quando si confrontino gli elementi di due correnti sinussoidali, il
verificarsi della (32) o, in particolare, delle (33), assicura la validita del
principio (31).

15. Quanto si & detto al n. 13 pud ripetersi nei riguardi delle distribu-
zioni di correnti non stazionarie in uno spazio a tre dimensioni.
Ricordando-che il potenziale vettore & in tal caso definito dalla

. .as
U= .7'1_,)

dove j indica I’ intensitd della corrente che attraversa I’unitd di superficie
equipotenziale, se il conduttore & isotropo, e valendosi dei soliti simboli, si
trova, in luogo della (28):

fcpj’ > ads, —{—j Ej > nds, — AJ%? X jas =
o, S, N
(34) '
= | ¢'j X nds, +jE’j > nds, — Aj% X jdS.
Ty S

Oy

Questa relazione & vincolata all’isotropia del conduttore o quanto a meno
alla condizione meno restrittiva indicata al termine del n. 9, essendosi elimi-
L . . ool , 1,
nati gli integrali estesi ad S delle funzioni i'iXJ e 5\(7’)(3.

Non vi & luogo qui a semplificazione alcuna nei riguardi della condizione

UL (AU,
_!WxadS—bs[ U Jas,

poiché i tubi di flusso relativi a una distribuzione possono differire da quelli
relativi all’ altra.

Da quanto finora si é visto circa le correnti variabili puoé dedursi che .
generalmente un principio di reciprocitd semplice come quello (16) o il (19)
non vale, e che una tal forma si conserva solo ove si considerino degli istanti
particolari; la qual cosa aveva trovato anche il DONATI che enuncid, come
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s'¢ detto, un principio che lega le caratteristiche, ciot le grandezze degli
elementi in un particolare tempo: quello iniziale.

16. Un caso particolare della legge (28) si ha quando la rete risulti co-
stituita di uno o pilt circuiti chiusi, nei quali il potenziale sia ovunque con-
tinuo e quindi la corrente dovuta a fenomeni di induzione generati da varia-
zioni del campo elettromagnetico circostante.

In tal caso la condizione (29) & forzatamente verificata, in virtti della (28),
e costituisce essa stessa un particolare principio di reciprocita (‘).

Ponendo fuori del segno d’integrazione 1’intensitd della corrente, la qual
cosa risulta lecita in pratica in virta della proprietd solenoidale ricordata
al n. 12, si ha:

(35) zj xdl_Zj ‘st

dove 7 indica il numero dei circuiti.
Potendosi scrivere

7

35 fodz_zjaJU'xdt

1

e notando che gli integrali soprascritti valgono i flussi (che chiameremo @, @)
dell’ induzione magnetica abbracciati dai circuiti, risulta infine:
r,od o
=2 —
legge che non ha peraltro carattere di novita, essendo una immediata conse-
guenza dalla nota relazione:
_ 4w,
R 7

nella quale j, corrente indofta nel circuito, ha senso solamente quando, come
nel caso presente, essa sia solenoidale.

17. Nei numeri 9 e 15 i principi relativi a distribuzioni di spazio sono
stati enunciati in base all’ ipotesi che il mezzo conduttore sia isotropo, o a
quelle meno restrittive indicate al termine del n. 9.

L]
(1) Cfr. V. Gori: Su una reciprocitd fra variazioni di flusso d’induzione magnetica e

correnti indotte in circuiti eletirici; « Bollettino dell’ Unione Matem. Ital., Anno IT, n, 5.
() Cfr. A. Rorri: Hlementi di Fisica, 11, § 462, 469.
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Ove tali ipotesi non siano verificate comparira al solito in ciascun membro
di ogni eguaglianza un termine in piu.
Cosl la (16) diverra:

jcpt X ndo, + JE@ X nda, —thx {dS =
S
(16)
_J.cp i >XXnda, +JE’: X ndo, — j.Rl, X idS,

A gy

e la (34), ricordando che I’ omografia % si & gia indicata con R:

I@J X nds, +IEJ X nds ——JRJ XJds — A 9 U><.7'dS =

71

(34)
_J‘cp X nda, +IEj><ndc —jR) > jdS — AJ N .Jjds.

19. Dopo esposte le reciprocitd piu importanti che valgono nella Elettro-
dinamica, terminerd ricordando quella stabilita da GaUss nell’ Elettrostatica.

Tale principio non & qui fuor di luogo, in quanto occupa rel campo dei
fenomeni elettrici lo stesso posto che occupa il principio di VOLTERRA nella
statica dei solidi elastici.

Si consideri un sistema di conduttori isolati e si suppongano assegnati
loro dué diversi sistemi di cariche, g, ¢'.

Il potenziale di ciascun conduttore assumerd corrispondentemente i valori
¢, ¢, e la forza elettrica in ciascun punto del campo i valori E, E'.

Chiamando o la superficie che limita ciascun conduttore, ed 2 quella di
una sfera sufficientemente grande perche possa contenerli tutti, si applichino
le (3), (4), (D) allo spazio S compreso fra la @ e le o, dopo aver posto:
| o= ’

f=¢
| w=KE’ v—

!
| KE (K costante dielettrica).

Risulta subito che le (4), (B) sono verificate.
Infatti &:

dul J’ . .
JI, ; Ka- 2t ds =)e div (KE)IS =0,
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poiché KE, a meno del coefficiente 4in’ é, secondo V'immagine del MAXWEL,

lo spostamento di un fluido incompressibile. Ed & ancora, quando si supponga
isotropo il dielettrico, o ad anisotropia caratterizzata da una dilatazione:

Jgrad o > wdS = —jEXKE’dS: —j 1'>< KEdS ::jgradBdeS,
8 8 s 8

in virtia della relazione:
E = — grad ¢.

Pertanto la (3) diviene:

zjcpKE' > nda f GKE > ndQ =3 j GEE> nds + 5 SEKE > ndQ.
o] 91 o] Q

Se ora si fa crescere indefinitivamente il raggio della sfera, la relazione
soprascritta si semplifica nella

% j oKE X ndo—=3 j @ KE> nds,
o] [

giacché il modulo di 9K E diviene, quando il raggio tende all’infinito, un infi-
nitesimo di terzo ordine rispetto all’inversa di questo raggio.
Infine, per essere

IKEX nde = 4ngq; IKE’ X nde = 4rnyq/,
o] g

e ¢ costante su ciascuna sfera, risulta:

(37) Zoq = 2¢'q.

20. I1 principio di Puppini. — Si consideri un ammasso poroso occupato in
una certa sua regione S totalmente da acqua (o da un qualsiasi altro liquido)
in movimento. Lo spazio S risulti limitato da un complesso o di superficie,
parte permeabili, parte impermeabili.

Indicando con z la quota di un punto generico di S sopra un piano oriz-
zontale di riferimento, con p la pressione unitaria nell’ intorno del punto, con »

Annali di Matematica, Serie 1V, Lomo III. 20
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il peso specifico del liquido (che si suppone omogeneo), e posto

(38) 2+ g =h (carico piezometrico),
(39) = — grad h (pendenza motrice),
si ha notoriamente :

(40) 9=/,

espressione della legge DARCY-RITTER, dove q & il vettore porfata per unita
di superficie di egual carico piezometrico, se il mezzo & isotropo, e p & il
coefficiente di filtrazione (*).

Cio posto, se &, f,-q; I, f', ' sono due diversi sistemi di carichi, pendenze
mofrici e portate corrispondenti a due diversi regimi idrodinamici (non neces-
sariamente permanenti), si ponga nelle (3), (4), (B):

(41) | a=h B=H
u—q v=q.

Con cid la (4) é senz’altro verificata, per essere ad esempio:

de

I I{OC‘CW}

1

dg\ _ . .,
_Ii<hdp>—hdwq__0,

per la continuitd del moto e per la incompressibilitd del fluido.
Pertanto la (3) assume la forma:

T R j £3< uf'dS + j X nds = — (£ pfdS + W < nds,
S G S )

ove si e tenuto conto delle:
{ gradh=—7f | grad i = — f’
? g=¢ | ="

Supponiamo ora che la funzione p sia in ciascun punto dell’ammasso
indipendente dalla direzione del moto, cioé che I’ammasso sia idraulicamente
isotropo, oppure che, mancando 1’ isotropia, I’ omografia p sia una dilatazione.

In tal caso & allora verificata anche la (5), e la (42) si semplifica nella:

(43) th’ X nds :jh’q > ndo.
o) o)

(1) Nei riguardi di questo coefficiente pud farsi anche gqui Dipotesi che sia un’omotetia
per ammassi porosi isotropi, che sia un’omografie quando venga a mancare 1’isotropia.
)2 P 3 g
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E questo il principio di reciprocity dovuto al PuppINI (*). Esso risulta
come conseguenza di tre ipotesi: il verificarsi della legge DARCY-RITTER, la
incompressibilitad del liquide e 1'isotropia del mezzo (o, pit generalmente, la
anisotropia individuata da una dilatazione).

Ma condizione essenziale a che possa enunciarsi un principio di reciprocita
¢ solamente il verificarsi della prima unitamente ad una delle due rimanenti.

Quando ad esempio sia p indipendente dalla direzione del moto, ma, per
essere il moto vario, si voglia tener conto della lieve compressibilith del
liquido e non valga quindi pia la (4), si ha:

‘

(44) jlt div Q%E—I—th' X ndo :Jh/ div qdS +J]1'q > 0 da.
N o N o}

Le (42), (44) rappresentano pertanto due espressioni piti generali della (43),
corrispondenti al non verificarsi di una delle due ultime ipotesi necessarie alla
validita della (43) stessa.

Praticamente quest’ ultima sara accettabile ove si pongano a confronto
due regimi permanenti, nel qual caso scompare I effetto della piccola com-
pressibilitd del liquido, e quando I’ammasso poroso sia costituito, o da piccoli
elementi sferici di grandezza variabile con continuita da punto a punto, o da
elementi di tal forma che risulti una dilatazione I’omografia p che caratterizza
la permeabilitd del mezzo, il che importa il verificarsi della (40) e della (5) (?).

21. Anche 1’estensione data dal PUPPINI al teorema (43) in base al prin-
cipio della sovrapposizione degli effetti risuita immediata, mentre lo stesso
principio di sovrapposizione & sostituito qui dalla proprieta lineare degli ope-
ratori grad ed I,.

Si considerino infatti tre sistemi di carichi, pendenze motrici e portate
hy £, q; B £, a5 17, ", q", corrispondenti a tre diversi regimi di deflusso
attraverso S; il primo preesistente all’ attivazione mediante pozzi di una certa
zona o, del contorno o, zona che in questo primo regime é dunque in riposo;
gli altri due regimi dovuti a due diversi modi di erogare acqua attraverso g, ;
e si ponga nelle (3), (4):

| o= —h B=h"—h

(45)
| n=¢q"'—q v=q¢ —q.

(*) U. PoppiNi: « Il Monitore Tecnico », novembre 1911.
() Di questo principio ha avuto occasione di occuparsi anche lo scrivente in una nota
apparsa sul « Monitore Teenico, nn. 30-32 dell’anno 1923; n. 21 del 1924,
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Si riscontra subito che, ammessa la incompressibilith dell’acqua, o la
permanenza del moto, la (4) & verificata, perché si ha ad esempio:

du | , o . _
L,K“'(ﬁ)g-(h - h)div ¢" — div q)=0.

Percio la (3), ove si indichi con g, la parte di o residua dopo o,, e si
tengano presenti le (39), (40), (45) assume la forma:

— [ =P f" — S+ [0 — ig" — @) < ndo =
(46) S Gi—f—Og
—— j (F"— ) X< (' — F)dS + j (" — h)q' — q)>< ndo.
S

01—}-02

E se si suppone isotropo il mezzo, oppure che sia p una dilatazione, con
che anche la (5) risulta verificata:

J(h’ — h)g" X nda, +j(h’ — h)q" — q) X nds, =
%2

9y

(47)
:j(h” — )y X nds, —{—J(h” — h)q@' — q)X nds,,
6‘ 02

poiché ¢ & nullo su o,.

A questo punto, tenendo conto delle reali condizioni nelle quali si pre-
sentano le falde artesiane (') in natura, pare lecita 1'ipotesi che sia trascura-
bile il secondo termine di ognuno dei due membri della (47), in quanto le
depressioni (B’ — h), (h" — h) prodotte nelle lontane zone permeabili della
superficie o, attraverso le quali la falda comunica con serbatoi naturali o con
sorgenti (quando lo spazio S considerato si estenda sino a quelle) possono
" ritenersi assai piccole in confronto con quelle provocate su o, , mentre d’ altra
parte, per la continuitd, il contributo totale delle portate unitarie @' su o,
e (¢’ — q) su g, (e rispettivamente ¢” su o, e (9" — @) su o,) risulta invariato.

Sotto quest’ ultima condizione potrd dunque scriversi:

(48) j.(h' — h)q" X nds, =j(h” — h)g' X nds,,
01 o,

) Alle7falde freatiche occorre applicare senz’altro la (47), poiché fanno necessariamente
L PP y

parte della zona permeabile di o, alcune superficie che devono allacciarsi a o, e che sone

quindi a distanza finita.
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che & il noto terzo enunciato dato dal PupPINI nel 1914, nel quale gli inte-
grali sono estesi alle sole superficie attraverso le quali i pozzi comunicano
con la falda.

In merito a questa espressione, atta ad interessanti applicazioni, dovra
_ pertanto avanzarsi una riserva in piu oltre alle tre, della validita della legge
DARCY-RITTER, dell’incompressibilita del liquido (quando il moto & vario) e
dell’ isotropia (o della anisotropia corrispondente a una dilatazione): quella
della effettiva trascurabilita delle depressioni (W' — &) e (" — h).

Quando cid non fosse la (48) risulta solo l’espressione approssimata di
una legge rigorosamente espressa dalla (47).

Si & detto poco sopra che le depressioni (B’ — Ah), (R — h) da ritenersi
trascurabili sono quelle corrispondenti alle lontane superficie s, delle sorgenti
(quando S si estenda sino a quelle); ma effettivamente, perché valga la (48),
non occorre che S si estenda a tutta la parte della falda permeabile occupata
dall’acqua, ognuna delle relazioni soprascritte potendo essere riferita anche
a una piccola parte dell’ammasso, purché della sua superficie limite faccia
parte la go,.

In tal caso le depressioni (2" — h), (B” — h) non sarebbero piu trascurabili;
ma & facile riconoscere che possono allora, e in ogni caso, elidersi, per es-
sere eguali, i secondi termini della (47), solamente quando la parte permea-
bile della superficie o, pud con deformazione continua portarsi a distanza
infinita, senza uscire, s’intende, dallo spazio occupato dall’ acqua.

Infatti, scrivendo la (47) nella forma abbreviata

o f=f+f

e facendo variare di posizione la o,, si scorge facilmente che gli inte-

14
grali j., j subiscono eguali incrementi.
02 62

Supponiamo allora che o, possa portarsi a distanza infinita. Corrispon-

dentemente andranno a zero J e J’; dunque questi integrali erano eguali
Gy Sy '
anche prima della deformazione di o, e possono togliersi dalla (47).
Reciprocamente: se per una qualsiasi coppia di regimi idraulici si ha

’
j‘:j 9
G, O,
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lo spazio S deve essere infinito. Poiché basta supporre che o, sia una super-
ficie di egual carico in ciascuno dei tre regimi (preesistente e di attivazione
dei pozzi) e che sia ivi i/ =h". ,

Risulta allora che, comunque si emungano i pozzi attraverso o,, sempre
deve essere:

(W — h)j(q” — @)X ndo, = (1" — h)j(q’ Q)X nds,,
(¢}

Sy 2

dove & B — h =h" — h in ogni punto di o,.

Orbene queste due differenze devono anche essere nulle e quindi deve g,
trovarsi a distanza infinita da o,, altrimenti ne seguirebbe 1’ assurdo ché song-
eguali le portate affluenti ai pozzi nei due sistemi di erogazione, portate che
sono invece del tutto arbitrarie. '

Dalle considerazioni esposte risulta dunque che, a rigore, a nessuna falda
artesiana (‘) & applicabile la legge (48, laddove nella pratica potrd questa
relazione applicarsi con tutta tranquillita alle falde occupate dall’ acqua per
una notevole estensione. ‘

22, Terminerd I esposizione delle leggi di reciprocita che si riferiscono
alla filtrazione, osservando che potrebbe in tale campo enunciarsi anche un
teorema identico a quello che il VOLTERRA ha dato nella elettro'dinmnica, sia
valendosi della formula (43), sia ricorrendo alla (48).

Se non che softo ciascuna delle due forme esso teorema perde molta
parte dell’interesse che gli € stato riconosciuto nel caso di una corrente
elettrica o di un flusso di calore.

Infatti, riferendosi dapprima alla (43), va posto in rilievo che sono ne-
cessariamente incluse, nel complesso o delle superficie che racchiudono la
falda permeabile, anche le lontane superficie o, di alimentazione e di eroga-
zione attraverso le quali la falda comunica con I esterno.

Pertanto in ciascuno dei due regimi posti a confronto, le superficie di
immissione (o4, g, secondo le notazioni usate al n. 11) dovrebbero necessa-
riamente coincidere con g,, mentre cg e op potrebbero effettivamente rap-
presentare quelle relative a due pozzi distinti B e D. Inoltre converrebbe
immaginare che in un regime si erogasse acqua dal solo pozzo B, e che
nell’altro si ponesse in azione il solo pozzo D; infine la falda permeabile

() Alle falde freatiche, ripetiamo, non pud in alcun caso convenire la (48), poiché a far'
arte della zona permeabile di o, sono anche necessariamente le superficie che si collegano a g,.
p 2 1
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dovrebbe supporsi inizialmente in riposo, se si vuole che la portata erogata
da ciascun pozzo eguagli quella entrante attraverso la superficie o,.

Cid posto, essendo sensibilmente invariabile durante qualsiasi erogazione
il carico sulla lontana superficie o,, risulta, detto kh il carico preesistente ai -
due regimi della falda in riposo:

(h . h”B)Q’B — (h _ h,D)Q”D

dove h'p, @p sono il carico piezometrico e la portata relativi a un regime,
h's, @' p le analoghe quantita relative all’altro.
Se poi si suppone @'p={@'p, si ha:

h—'k"_gzh—"h,p

relazione che & evidentemente contenuta nella (48).

Ove ci si valga, invece, della stessa relazione (48) e si considerino
quattro pozzi distinti, si ottiene si una legge nuova, di cui & immediato
I'enunciato, ma non presenta questa un notevole interesse pratico, giacché
bisognerebbe supporre che durante ciascun regime I’ acqua che si attinge da
un pozzo fosse contemporaneamente versata in un altro.

23. Il principio di Lorentz. — Ripetero qui, per essere completo, un teo-
rema di reciprocitd, dovuto al LORENTZ ed esposto dal BURALI-FORTI e dal
MARCOLONGO nel secondo volume dell’ Analyse vectorielle générale, relativo
ai moti vorticosi dei liquidi viscosi.

Osservando che le equazioui. dell’ equilibrio sono in tal caso:

dv
(49) ‘ grad = p(F— %)
ﬁnch ’

dove F, F, sono le forze agenti sull’unitd di massa e in superficie, v & la
velocithy, e § & 1’ omografia delle pressioni, se ne deduce che alla massa liquida
occupante uno spazio S limitato dalla superficie s, sono applicabili i risultati
ottenuti nei riguardi dei solidi elastici, purché alle forze di massa si sostitui-

e alla omografia delle deformazioni quella dv

scano le forze perdute I — dv aP

de’
delle velocitd di deformazione.
Fattajpertanto 1" ipotesi dell’incompressibilita, risulta verificata la (4), ove si
ponga in essa:
(a=B B=F

[ u=0v wv=uy,
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essenda 8, v; B, ¢’ due sistemi di omografie delle pressioni e le velocita cor-
rispondenti a due diversi sistemi di forze F, F,; F’, F';; mentre la (3) diviene:

d ' !
50 o 2= 20) s+ mxvao = [ 1 2)<ats 1, .
S 5 S ¢
Nel caso di moti lenti e stazionari si ha:

(51) jPFX v'dS +jli’c X v'do :ij’x vdS +SF’° > vdo,
S B S G

relazione perfettamente rispondente al teorema di BETTI.

In merito a questo principio giova osservare che, mentre nel caso di un
solido elastico non muta, da un sistema di sollecitazioni ad un altro, la indi-
vidualita delle particelle cimentate, qui la natura stessa del fatto fisico importa
che gli elementi fluidi, i quali in un certo regime occupavano lo spazio S,
vengano in un secondo regime sostituiti con altri diversi. dai primi.

Ma subito si riconosce che anche un corpo elastico potrebbe essere sosti-
tuito con altro, purché di egual forma geometrica. Solamente, affinché per i due,
sottoposti ciascuno a un proprio sistema di forze, valga tuttavia il teorema
di BETTI, occorre e basta che nei punti geometricamente corrispondenti sia
la stessa la funzione potenziale elastico, cioé siano gli stessi i 21 moduli di
elasticit.

Pertanto nel caso presente il liquido in moto dovra, nei riguardi dinamici,
essere omogeneo, poiché ogni particella della massa liquida che trovasi in un
regime o andrd poi a trovarsi in un secondo regime entro lo spazio S, pud
trasportarsi in un punto qualunque di S; dovra cioé essere lo stesso ovunque
il coefficiente di viscosita.

24. I principi di Volterra e Puppini nella Termodinamica (). — Si con-
sideri un corpo conduttore (solido o liquido o gassoso indifferentemente) occu-
pante lo spazio S, e limitato dalla superficie ¢ attraverso la quale avvengono

(1) «I1 Nuovo. Cimento »; 1882, Serie III, Tomo XI; « Il Monitore Teenico », 1916, n. 8.
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scambi di calore; e si supponga, per rimanere in un caso piu generale, che
la massa conduttrice possegga eventuali sorgenti interne di calore.
Chiamando 7 la temperatura ed

F——grad T
il vettore caduta di temperatura, vale notoriamente la legge:
(52) Q—=KF,

dove Q & il vettore flusso di calore per unitd d’ area di una isoterma (se il
conduttore & isotropo) e per unitd di tempo, e K & un’omografia che, nel
caso di un conduttore isotropo, prende il nome di coefficiente di conducibilita
termica. A

Se T, F, Q; T', F', ( sono gli elementi relativi a due diversi regimi
termodinamici, potra scriversi un principio di reciprocita ove si ammetta, oltre
la legge (52), una almeno delle due seguenti proprieta: I’ isotropia termica del
mezzo o ia solenoidalitd di @. Corrispondentemente sara verificata la condi-
zione (5) ovvero la (4), quando si ponga in esse: '

a=1T B:T'
u:Q’ ’U:-Q.

Se si ammette I’isotropia oppure che, essendo anisotropo il conduttore,
sia una dilatazione (') I’ omografia K, & verificata la (b); si ha cioé:

—Jzﬂx KF'dS = —j F'>< KFdS;
S 8
mentre la (3) diviene:

(53) j T div QdS —|—jTQ/ < nds = j T div QdS + f 7'Q X ndo,
s ] S o

nella quale:

o T
d]VQ——cat (P,

() Cfr. n. 9 di questa Nota.

Annali di Matamatica: Serie 1V, Tomo IIL 21
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essendo ¢ il calore specifico, ¢ il tempo, ¢ 1'eventuale contributo interno per
unitd di tempo e di volume.

Se invece si suppone divQ =div@Q'=0, come nel caso di due regimi
permanenti e quando sia ¢ nullo ovanque, vale la (4), avendosi ad esempio:

du )

I "d—P,’:

Ko

TdivQ =0;

i

mentre la (3) assume la forma :

N e}

B  — j Fx KF’dS—l—jTQ’x nds — — j F'>< KFiS —|—JT’Q < nd.
S G

Quando infine fossero verificate entrambe le ipotesi, si avrebbe:

(55) j TQ > ndo — J T'Q) > nds,
[o1 g

espressione formalmente identica alla (43).

Quest’ ultima e la (53) sono gli enunciati dati dal PUPPINI.

Una forma particolare della (55) & la legge esposta dal VOLTERRA nel 1882
unitamente all’identica legge relativa alle correnti elettriche, di cui s’ & gia
data la dimostrazione nel n. 11 di questa nota, e che qui va identicamente
ripetuta,

Fatto centro in quattro punti 4, B, C, D situati entro lo spazio S occu-
pato dal conduttore (isotropo o ad anisotropia soddisfacente alla condizione
del LAZZARINO), si traccino quattro sfere o4, op, 6¢, 6p, di raggio e e si
supponga poi che in un primo regime termico un certo flusso ® di calore,
avente carattere solenoidale se il regime & permanente, entri per o, ed esca
per op, mentre in un secondo regime, anch’esso permanente, un diverso
flusso @' di calore entri per 6oy ed esca per op.

La formula (55), poiché attraverso il contorno ¢ dello spazio S occupato
dal conduttore non ¢’é movimento di calore, assume allora la forma:

(b5") J’TQ’ X nds :JT’Q > nda,

0A+CB+GO‘3D GA+GB+GO+GD
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Passando al limite per e =0, risulta:

lim (7 = ndo = T, Q’ijndc —0
=0

OA GA
liijQ’X ndo— TB Q’ij.ndc =0
e—0 o

GB g

linngQ’X nds = To| Q' X ndo = To®’
€

Go OO
lim j TQ > nda = TDJQ’X nds = — Tp®'
- °p °p

e lo stesso dicasi degli integrali estesi a o4, o5, o¢, op del secondo membro
della (55'), i quali assumono rispettivamente i valori 774,®, — 7"3®, 0, 0.
Percid si ottiene:

O(Tg — Tp) =D(T's — T'5),
e, supponendo infine che sia @ = @,
To— TD: T’A— T’B;

cioé : ¢l dislivello termico determinato nei punti C, D da un flusso qualsiasi
di calore entrante per A e uscente per B é eguale a quello provocato nei
punti A, B da un medesimo flusso entrante per C e uscente per D.

26. In tutti gli esempi fin "qui presentati non si & tenuto conto alcuno
della condizione (6).

Tale ommissione & stata fatta con intenzione, poiché in pratica i teoremi
piu semplici e piu importanti sono generalmente quelli nei quali i termini
della relazione (3) che rimangono a costituire il principio di reciprocitd sono
precisamente gli integrali di superficie della condizione (6) medesima.

Pertanto sono generalmente da ritenersi privi di interesse pratico quei
principi, dedotti dalla condizione (6), o dalla (6) associata a una delle altre
due, nei quali i termini che si dimostrano eguali sono tutti integrali di spazio.
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Cio6 non di meno, in ordine alle applicazioni del metodo che siamo venuti
esponendo, sono da considerare anche tutti gli enunciati, per brevita ommessi,
che discendono dalla suddetta condizione, dei quali alcuni potrebbero tornare
utili nel campo delle ricerche prettamente scientifiche.

26. Da quanto si & esposto nei precedenti numeri sorge anzitutto la
grande semplicitd del metodo vettoriale nei confronti con qualsiasi altro. In-
fatti, mediante la relazione identica (3), associata alle condizioni (4), (5) [e ci
si potrebbe valere anche della (6)], & stato possibile dimostrare speditamente
i piu importanti principi di reciprocitd che valgono nella Fisica, e si sono
ottenuti risultati, se non nuovi nell’argomento cui si riferiscono, certamente
assai pit generali.

A questo metodo potrd opporsi che esso & proficuo solamente in quanto
la quasi totalitd dei teoremi esposti era conosciuta e che solo tale conoscenza
ci ha guidati nella scelta delle opportune omografie «, B e dei vettori w, v
da sostituire nelle (3), (4), (5); meutre la fonte diretta alla quale tuttora con-
verrebbe rivolgersi in una nuova indagine rimarrebbe ‘ancora quella di ca-
rattere energetico cui attinsero alcuni degli Autori di tali ricerche.

Ma & facile riconoscere che la relazione fondamentale (3) [o la (1), il che
¢ equivalente] & suscettibile di una espressiva interpretazione fisica e che
percid non & affidata al caso la scelta delle omografie e dei vettori pitt op-
portuni.

Basta, ad esempio, pensare al significato della (1) nella teoria dell ela-
sticita.

Posto che « sia 1’ omografia delle tensioni interne e il vettore sposta-
mento, la (1) & I’espressione del principio della conservazione dell’ energia
quanda « corrisponde ad , & il feorema dei lavori virtuali nel caso op-
posto, purché w sia un sistema possibile di spostamenti, ad esempio sia do-
vuto a un’altra omografia 3 delle tensioni.

Orbene questa interpretazione della (1) si conserva in tutte le altre ap-
plicazioni, anche se le dimensioni vengono a mutare per il mutato significato
dei simboli.

Dunque il metodo esposto risulta in diretto rapporto coi principi fonda-
mentali della Meccanica, ai quali ha dovuto pure ricorrere anche chi, come
il DoNATI, seguito poi dal PUPPINI, si é riferito inoltre al principio del mas-
stmo dell’ entropia.

Un particolare cenno su questo punto chiarird questo asserto.

Mi riferisco al principio di reciprocitda valevole in una rete di fili con-
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duttori, e precisamente alla seconda dimostrazione data dal DONATI nei Ren-
diconti della R. Accademia delle Scienze in Bologna, Novembre, Dicembre 1899.

Ivi il problema ¢& ricondotto alla ricerca di un estremo condizionato
della funzione calore svolto per effetto JOULE, la condizione essendo rappre-
sentata dal principio della conservazione dell’ energia.

Seguendo un noto procedimento si & cosl condotti ad annullare la varia-
zione prima di una certa funzione (somma di quella che esprime il calore
svolto con Ia condizione moltiplicata per una costante di immediata determi-
nazione), quando si assegnino alle variabili intensitd della corrente degli in-
crementi compatibili coi vincoli (nel caso specifico solenoidali); quando, ad
esempio, si assegnino degli incrementi dati dalle intensitd corrispondenti a un
secondo regime, alterate mediante uno stesso fattore numerico infinitamente
piccolo, che sia lo stesso in tutti i punti della rete.

Ora, la relazione che cosi il DONATI ricava per nulla differisce da quella
che immediatamente risulta dal teorema dei lavori virtuali (*), teorema che
€ ancora rappresentato in tutta la sua generalith dalla (1), quando « ed
siano funzioni che non corrispondono a uno stesso regime,.

Pertanto alla (1) e quindi alla (3) spetta nella Fisica un’importanza che
non si limita solamente al suo carattere analitico.

Dalle osservazioni sovraesposte risulta poi ancora che ogni principio di
reciprocita é una conseguenza del teorema dei lavori virtuali.

7. Concludendo: ogni qualvolta in un campo, che sia sede di fenomeni
fisici, esistono un’omografia « (che pué anche ridursi a un’omotetia) e un
vettore «, pud subito scriversi la relazione identica (3), mentre la condizione
di proporzionalita, cui usualmente si fa appello, si traduce qui nel fatto che
esiste un elemento fisico, che potrebbe anche essere rappresentato dallo stesso
vettore «, proporzionale a grada, o che risulta il trasformato di grad « se-
condo un’altra omografia.

Ma la (3), di per sé sola, non dice nulla. Perché possa scriversi un prin-
cipio di reciprocita occorre verificare se, in virti del significato fisico di «
e u, ¢ soddisfatta una almeno delle condizioni (4), (5), (6). In dipendenza di
tali condizioni varrd dunque un principio anziché un altro.

Consideriamo infine queste condizioni.

() Un’espressione in tutto corrispondente & quella che regola 1’equilibrio dei fili flessi-
bili. Cfr. P. BurGgaTTI: Meccanica Razionale; 1* edizione, pag. 188 (1).
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La (4)
| dae . dv
bj[”z(a.ﬁ%ds_gzi3Kp.dpids,

quando «, B non siano delle omografie particolari, come nell’ Elasticita,
esprime I’ eguaglianza dei lavori virtuali interni, che nel caso ricordato
risulta da una nota proprieta delle forme quadratiche omogenee.

Quando «, B si riducono invece a delle omotetie, come negli esempi che
interessano 1’'Elettrologia, 1’ Idraulica, la Termodinamica, la (4) & verificata
(condizione sufficiente, ma non necessaria) ove siano w, v solenoidali, il che
accade (se u, v rappresentano velocitd) quando il moto sia permanente, op-
pure quando, essendo vario il moto, & ‘ncompressibile il fluido in movimento.

La condizione (b):

Jgrad a X wdS :Jgrad B> vds,
S S

esprime I’ eguaglianza dei lavori esterni di massa.

Con riferimento ai campi della Fisica nei quali abbiamo avuto occasione
di usarla e conformemente a quanto ha dimostrato il Prof. LaAZzARINoO, di-
remo: condizione sufficiente (*) affinché essa sia verificata & che 1’ omografia
(« e B) caratterizzante le proprietdh specifiche del mezzo sia una dilatazione
se questo € anisotropo, un’ omotetia se questo & isotropo.

Da ultimo la (6):

jom > udao =Jﬁn>< vdo,
g [¢]
esprime I’ eguaglianza dei lavori virtuali in superficie.

Si é gia rilevato in proposito che ben raramente potrd dirsi a priori che
essa & verificata, poiché generalmente costituisce piuttosto essa stessa il piu
suggestivo principio di reciprocitd che si tende a dimostrare, anziché una
condizione la cui evidenza risulti immediata.

Bologna, Scuola Ingegneri, ottobre 1924.

(1) In tutte le applicazioni esposte le condizioni (4), (5), (6) sono risultate sostitnite da
quelle pilt restrittive, sufficienti, ma non necessarie, nelle quali Ueguaglianza corre fra le
fanzioni da integrarsi, anzicheé fra i loro integrali, cosl come fu gia fatto dal BurcaTti. Cid
non di meno nel corso di questo lavoro 8j & conservata la forma integrale alle tre condi-
zioni, poiché non & detto a priori che non esistano fatti fisici pei gquali, comungue varino
le grandezze degli elementi posti a confronto, entro prefissati campi o ed S, Ieguaglianza
degli integrali sia quella sola che & sempre verificata.
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Rappresentazione geodetico-proiettiva fra due superficie.

Memoria di Exrico Bompiani (a Bologna).

I. Premessa.

Data una superficie dello spazio ordinario s’ indichino con wy(u, v) (i =1,.., 4)
le coordinate proiettive omogenee dei suoi punti e con & (w, v) quelle dei suoi
piani tangenti; con X; e E; ojuelle di punto e piano generico dello spazio.

Fissato un sistema di riferimento (rispetto al quale si sian calcolate quelle
coordinate) rimane arbitrario un fattore nelle coordinate di punto ed uno in
quelle di piano; scelto il primo ad arbitrio si fissi il secondo in modo che

4 4
1) |2, 24y, Xy, X|: %&X‘:IE, €us Eoy E!:zlixiEi )

Se si pone u, =w, u,=0o

4 2
(2) F2 == -- thm‘dgi = Zikamduiduk
1 1
14 \ . 2
6) Fy =9 Elt(dwid & —dbd’z;) = %mzamld“idukd“z

e si moltiplicano le x per un fattore p, F, ed F, vengono moltiplicate per p.
F, =0 rappresenta le asintotiche, F, =0 le linee di DARBOUX della su-

perficie; la forma frazionaria, invariante per omografie ed anche per applica-

bilita proiettive, F,/F, & 1’ elemento lineare piroiettivo della superficie (?).

(!) I simboli a numeratore indicano determinanti (le eui righe si ottengono da quelle
scritte apponendo gl’indici 1,.. 4 alle coordinate); gli indici » e v significano derivazioni
parziali rispetto ad » e w.

7~ () I risultati qui accennati sono dovuti a G. Fuini; all’elenco dei suoi numerosi lavori
sostituisco la citazione delle Lezioni di Geometria Proiettiva Differenziale redatte insieme
ad E. CecH (di prossima pubblicazione presso la Ditta N. Zanichelli). 11 modo ricordato
d’introdurre Fy ed F, & del Crcn: I fondamenti della geometria proiettivo-differensiale secondo
il metodo di Fubini. (Annali di Matematica, 31 (3), 1923, pp. 251-278); FEtude analytique de
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Si chiamano geodetiche proiettive o ipergeodetiche o pangeodetiche
(FuBiNT) della superficie le estremali del seguente problema di variazione

(4) 5 J FJF,=0 (.

Relativamente ad esse mi sono proposto il problema analogo a quello di
BELTRAMI-DINI: ricercare quando & possibile porre due superficie in corri-
spondenza geodetico-proiettiva, cioé tale che si corrispoﬁdano dette estremali.

 Si ha la soluzione banale del problema quando gli elementi lineari pro-
iettivi sono uguali o differiscono per un fattore costante. Ma esistono anche
qui dei « casi di LIOUVILLE »; essi si presentano per le  superficie a linee
canoniche indeterminate e per. un tipo di superficie rigate; di queste super-
ficie eccezionali do 1’ effettiva costruzione di modelli.

II. Le geodetiche proiettive.

Prima d’iniziare a trattare il problema della corrispondenza geodetico-
proiettiva c¢i conviene trovare 1 equazione delle geodetiche proiettive nel
caso in cui si assumano come linee coordinate le linee asintotiche della
superficie; escludiamo in tutto il lavoro dalle nostre considerazioni le super-

U ¢lément linéaive projectif d’une surface. (Publications de la Faculté des Sciences de
1’ Université Masaryk, Brno, 1924, pp. 1-24).

" Per applicabilitd (o deformazione) proiettiva di una superficie s’intende una trasfor-
mazione puntuale tale che a curve della superficie data i cui piani osculatori in un punto
formino fascio corrispondano sempre sulle trasformate curve dotate della stessa proprieta.
La nozione di applicabilitd proiettiva & dovuta pure al FoBini, la definizione qui ripor-
tata al Ceca. i

(® Queste geodetiche sono state considerate quasi contemporaneamente dal FUBINI:
Alcuni risultati di geometria proiettiva differenziale, § 10 (Rendiconti della R. Accademia
dei Lincei, s. 5, vol. XXXII (1923,), pp. 273279 ¢ 321-326), dal Crcu: Sur les géodesiques
projectives (Rendic. della R. Accademia dei Lincei, s. 5, vol. XXXIII (1924,), pp. 15-16) e
da me: Noziont di geometria proiettivo-differensiale velative ad una superficie dello spazio
ordinario (Rendiconti della R. Accademia dei Lincei, s. 5, vol. XXXIIT (1924)), pp. 85-90);
io ho mostrato come da essa si possa ricavare in modo geometrico semplice la normale
protettiva di Fusing, Il significato geometrico di F,/F, & stato trovato in vari modi dal
CecH : Sur la géoméirie @’ une surface et sur le facteur arbitraire des coordonnées homogénes
(Rendic. della R. Accademina dei Lincei, s. 5, vol. XXXI (1922,), pp. 475-478) e da me : Determi-
nazioni proiettivo-differenziali relative ad una superficie dello spazio ordinario (Atti della
R. Accademin delle Scienze di Torino, vol. LIX (1924,), pp. 409-429); e Le forme di Fubini
nella teoria protettiva delle superficie (Rendic. del R. Istituto Lombardo, vol. LVII (1924,),
pp. 677-683).

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



E. BoMriaNi: Rappresentazione geodetico-proiettiva fra due superficie 173

ficie sviluppabili, ed in questo paragrafo anche le rigate (¢ noto che in
quest’ ultimo caso F, ed F, hanno un fattore lineare comune; se poi la super-
ficie & una quadrica F, = 0).

Le due forme F, ed F, non sono qualsiansi ma son legate dalle 7ela-
zioni di apolarita '
(5) Qopllyyy — 20,505 + @), 0,5, =0

Qayllyyy — 2050455 4= Qs =0

e s¢ la superficie & riferita alle sue linee asintotiche (a,, =a,, =0, a,,50)

6 a,,,=0a,,, =0 e "elemento lineare proiettivo pud mettersi sotto la forma

, _ Bdu? 4+ ydo® ,
(6) F,/F, = W—ﬂ% v, v)du By == 0).

L’ equazione differenziale di EULERO per le estremali di SjlfduzO

of  &f rr . Ff L,
(0 30 30 3030 L 5020 =0

nel caso attuale si scrive

2(dud*v — dvd*u)(Bdu® 4 ydv®) =

du v

2 2
+(Ba lOag‘vFi e du* —y zioaguBY dv? )duzdvz

- = (3 logB 4, 2losy dv) (Bdu? + ydv*)dudv 4+

(e questa mostra che le asintotiche son sempre geodetiche proiettive).

Ci domandiamo ora come si comportano le linee di DARBOUX rispetto a
questa equazione e piu precisamente: quand’ & che uno dei fattori di F, di-
vide tutta 1’equazione (8). Affinché ci6 accada occorre che

2 2
Ba_—loag;) By du® —y @g,’uﬁ‘r_ dov* e fdu®+ ydo®

abbiano un fattore comune; e ‘percié dev’essere (*)

i, 0log B3y . dlog By?
JsZ oV 1 __ S, "ol
€) B 3 Y T

() La determinazione di (§/Y)'/: & ben fissata dal sistema di linee di DarBOUX. che si
suppone composto di geodetiche proiettive.

Annali di Matemnatica, Serie IV, Tomo III. 22
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Per interpretare questa condizione basta ricordare 1’ equazione differen-
ziale delle linee canoniche della superficie (%)

dlogfy* , _ dlogfy
(10) au— du = Tdv
o in forza della condizione (9)
(11) B'lsdu -+ y'lsdo
cioé
(12) Bdw® — ydv* = 0.

Ma quest’ equazione rappresenta le linee di SEGRE (%), siccheé:
~ Condizione necessaria e sufficiente affinché un sisteina di linee di Dar-
boux sia costituito di geodetiche pioiettive (cioé I’ equazione (8) sia divisi-
bile per il fattore di F, che lo rappresenta) é che le linee canoniche costi-
tuiscano il sistema di linee di Segre coniugato al precedente (7).

Nel caso poi che pitt di un sistema di linee di DARBOUX sia costituito di
geodetiche proiettive (nel senso sopra dichiarato) tutt’e tre i sistemi di linee
di DARBOUX sono tali e si ha

dlogBy*  dlog Py
(3) ‘ o — a0

cioé la superficie & a linee canoniche indeterminate.

(®) In ogni punto della superficie & definito (in modo invariante rispetto alle applica-
bilitd proiettive) un fascio canonico di rette (FuBINI: Alcuni risuliati, ecc.; gia citato in (3))
al quale appartengono la normale proiettiva di Fupini, una direttrice di WiLczyNsk1, uno
spigolo di GreEN, ed altre rette notevoli. Il piano canonico ¢ il piano tangente relativi ad
un punto si tagliano lungo la tangente canonica definita appunto dalla (10). Se le a; sono
le coordinate normali di FuBINI le rette del fascio canonico congiungono il punto z al
0 log §y 9 log By®

50 Ty + P

(®) Cioé inviluppate dalle tangenti di SEGRE; queste sono coniugate armoniche di quelle
di DARBOUX rispetto alle tangenti asintotiche.

(") Le superficie ora incontrate, soddisfacenti alla (9), godono di altre propriethr. Hsse
sono caratterizzate dal fatto che un sistema di linee di Segre & costituito di geodetiche proiet-
tive. Ma di piu: Se, e solo se, in un punto una linea di Segre e la geodetica proiettiva tan-
gente si osculano wvale la (9); cioé la tangente comune & la tangente canonica ed il piano
osculatore & proprio il piano canonico.

Per dimostrare la prima parte basta confrontare, in una direzione di Skere, la (8) e
I’ equazione ottenuta differenziando la § — yv? =0

punto xm+l( xv) al variare di 2.

(1) Bu ~+ Bt — Yo' — Yo't — Byv'%0" = 0.

Per la seconda parte si ricordi che, pgsto T'=|2X, @, au, 2|, Ny=|X, %, 2u, Tu |,
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Queste superficie sono state in pilt modi caratterizzate (%); p. es. col
fatto che le linee di DARBOUX sono geodetiche della forma quadratica normale
di FuBINI ¢, = 2Bydudv. Qui conviene caratterizzarle (in vista del seguito)
in quest’ altro modo:

Condizione necessaria e sufficiente affinché le geodetiche di F,/F, coin-
cidano con le geodetiche di Ve, é che la superficie sia a linee canoniche
indeterminate.

Infatti I’ equazione delle geodetiche di Vg, &

v, 0logBy ,, OdlogBy ,
(14) Vi, Y T, v =0;

a questa, o alla forma equivalente per le (13),

lalogy alogﬁv,

[< ”
(15) v +2 ov u

=0

si riduce la (8) se valgono le (13); e viceversa se la (8) dev’ essere equiva-
lente alla (14) dev’essere divisibile per Bdu® -+ ydv®, cioé valgono le (13) e
tanto basta per la desiderata equivalenza. , .

All’ ultima condizione, notando che ¢, & a curvatura nulla, (e si pud
fare § =y =1), si pud dare la forma:

Condizione necessaria e sufficiente affinché una superficie sia a linee
canoniche indeterminate & ch’essa si possa rappresentare sul piano in modo
che alle sue geodetiche proiettive corrispondano le rette del piano.

N,=| X, =, %y, %u |, ’equazione del piano osculatore alia linea v — v(u) &
‘ olog By 9logBy

2 TIR—yp3 (L __ 7 "2 ¥l

@ e o

6 8i caleoli il coefficiente di T in una direzione di SEGRE, tenendo conto della (9); esso
risulta nullo.

L’ultimo enunciato vale ancora se al posto della geodetica proiettiva si considera

v’)v’+@” +2(N, + N o' =0

un’estremale di J Py OVe Py =f (Bdu3 + vdv3) & la forma cubica normale di FuBiNI.

Qualunque sin la snpuﬁcle, l.ﬂblle non soddisfacente la (9), valgono i teoremi seguenti:
I piani osculatori alle tre geodetiche proiettive uscenti da un punio della superficie melle
diresioni di Segre formano fascio intorno ad una vetta del piano canonico, caratierizzata
da X =— 3/8 (A ha il significato dato nella nota (3)). I piani osculatori alle tre estremali

3 .
di J\/cpa tangenti in un punio alle linee di Segre passano per la direttrice di Wilezynski

A= —1/2).
(®) Nella mia Nota: Coutributo alla geometria proiettivo-differenziale di una superficie
(Bollettino dell’ Unione Matematica Italiana, a, 11T (1924, n. 2, 3; pp. 49-566, 97-100); n, 7,9, 10, 14.
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III. La corrispondenza geodetico-proiettiva.

La forma dell’ equazione (8), in cui a coefficiente dei differenziali secondi,
o di ", figura la forma F, ci fa presumere che, almeno in generale, le due
forme F, relative a due superficie in corrispondenza geodetico-proiettiva siano
fra loro proporzionali, cioé si corrispondano su di esse le linee di DARBOUX
e, in conseguenza delle relazioni di apolarita, le linec asintotiche; se c¢ié fosse,
riferendosi alla (8) e all’analoga per la superficie trasformata, si troverebbe
subito il caso banale gid segnalato.

Ma con cidé si perderebbero i casi eccezionali, gli unici interessanti, e si
escluderebbero le rigate (scartate nel paragrafo precedente).

Occorre quindi come nel caso classico di BELTRAMI-DINI procurarsi |’ equa-
zione differenziale delle geodeliche proiettive rispetto a parametri qual-
siansi u, v (la corrispondenza fra le due superficie & definita dall’ uguaglianza
in punti corrispondenti delle coppie di valori di u, v); I'equivalenza fra le
equazioni relative alle due superficie ci dard le condizioni richieste.

Fortunatamente non ¢'é bisogno di eseguire tutt’i calcoli indicati e il
ragionamento fatto in principio di questo paragrafo e i risultati del precedente
permettono di arrivare a fondo abbastanza rapidamente.

La f{u, v, ©") da sostituire nella (7) &

@y 30,0 4 30,07 + ay,,0"°
’ 72 .
20,0+ a,,v

(16) /‘(u; v, ’U’) -—

Indicatone il denominatore con f, si ha per essa:

E-)f l 7 ’3 /2
év/ - F { ag?’l222v4 t+ 4(,7/1.20,2222) -+ 3(“““222 +- 2“12“122 - azzaue)v -+
2

+ 230,855 — a22aili)vl + (3,0, — 20,50,

e, utilizzando la (5), per semplificare il coefficiente di 2

1 , 2
—air = 5§ Qagya ¥ 4 40,5050,V 4 60,055,V +
(17) LI
-+ -2(3(,1“(1,‘22 - ana“‘)v' + 3(a, @y — 20 ,,044,) §
In seguito
ﬂ = 1 %[4(L 662220’3 + 12“420’2227),2 —+ 12“41“222”’ +2(3a,,a,, — oot VIfy —
avlg - /-3 4 22 . ,
(18) 4[2(1, a U“ -+ 4“12“2220,3 -+ 6(1“(1222'0 ? + 2(3(“1‘“122 - "22“414)7) +-
- 29222

+ (3a,, 8y T 90,40, )@y A Ao¥ ).
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Calcoliamo i coefficienti delle potenze di ¢’ entro la {}. Sono nulli
quelli di ¢ e di v*; gli altri valgono:
Coefficiente di v
8(“32 0, Oyy)ll g, -
Coefficiente di v"

LYy 2 —_ 2
6(2“1465426‘222 - Qau“w“nz + a??”’“l) — 24(”42 - ‘Luas-z)awz .
Coefficiente di V'
< 2 —_ 2
12(“1(“222 T oy gy — (L aelly s al2a22alll) — 24(‘112 - auazz)auz .
Coefficiente di v'°
2 2 — 8(a% —
6“11“422 - 2“41“22“111 - 12“11“12““2 + 8“42“1“ —_ 8(a12 a'uazz)aui

ove ¢ da osservare che le ultime espressioni scritte si sono ottenute in forza
delle relazioni di apolaritd senza operare per divisione (sicché valgono anche
se alcuni dei coefticienti delle due forme F,, I, si annullano).

Poiché la superficie non & sviluppabile ai, — a,,a,, 3=0; se s’immagina
moltiplicata tutta la (7) per f3/(al, — a,,a,,) essa diviene intera in ¢ e il coef-
ficiente di 2" vale 8F,. Ora potranno confrontarsi i coefficienti dei termini
simili nelle equazioni, che diremo E ed E’, delle geodetiche proiettive delle
due superficie (indicando con apici quanto si riferisce alla seconda di esse).

Nel caso generale nessuna delle due equazioni sara divisibile per F,
(o per F',) o per un suo fattore. Esauriamo questo caso.

Per semplificare i calcoli osserviamo quanto segue. La corrispondenza
fra le due superficie potra conservare (almeno @ p»i07°¢ pud supporsi): 1°) un
doppio sistema coniugato; o 2°) un solo sistema di asintotiche; o infine 3°) i
due sistemi di asintotiche.

Nel 1° caso scelto il doppio sistema coniugato permanente come sistema
di linee u, v, a,, =a',, =0, a,a,a,,&,,&0 si ha, per la proporzionalita
di I, e di F'; proporzionalitd fra le a;,; e le a’,; dalle relazioni di apolarita

- ’ ’ ’ ’ —_
" a22a“1+allai22_0 ‘ a’22a Hl_{_aila 122 —"O
— ’ ' ’ ’ -
( a22a“2+a“a222_0 ( a22a“2+alla222—'0
si ha poi a',/a,, =day,/a,, (se cosi non fosse dovrebbero essere tutte le
Qi = &'z, =0, cioé le superficie sarebbero quadriche; ma per queste ogui

curva ¢ geodetica proiettiva). Sulle due superficie si corrispondono quindi
linee di DArBOUX ed asintotiche,
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178 E. BouPiaN1: Rappresentazione geodetico-proiettiva fra due superficie

Nel 2° caso, a,, =a',, =0, a,,a,,0’,,a’,, F=0 si ha sempre proporzionaliti
fra le a,;; e le a';, e le relazioni di apolaritd sono

. [ o

) Aoy = 20,50, | @pay,, =2d,0,
_ N > Y )

( a22all2 - 2a12a122 l a ?2a 12 — 2a 12(’4 122

da queste si ha ancora in generale a',/a,, = ad',,/a,,, cioé si corrispondono
linee di DArBOUX ed asintotiche; a meno che sia p. es. a,, =a’,,, =0 e di
conseguenza (per le ipotesi fatte) a,,, = a,,, =da,,, = @,,, =0 nel qual caso
i due elementi lineari proijettivi si riducono al tipo

’
F3 a222dv . F3 —_— 222dv

(19) F,” 2a,,du+aydv’ T, 2d,du-+ a,,dv

cio¢ le due superficie sono rigdte.

Nel 3° caso infine corrispondendosi, oltre alle linee di DARBOUX, le asin-
totiche (per ipotesi; ed a questo caso abbiam visto che si riducono tutti i
precedenti, a meno che tutt’e due le superficie siano rigate), posti i due
elementi lineari sotto la forma (6) si ha §'=1¢f e v =py, quindi dalla (8) e
dall’ analoga (8') risulta p — costante. ‘

Si ottiene cosi (escluse le rigate) il caso banale F',/F’, = cost. I,/ F, (°)

IV. Il caso d’eccezione per superficie non rigate:
superficie a linee canoniche indeterminate.

Riserviamo &l seguito lo studio delle rigate ed occupiamoci dei possibili
casi d’eccezione. Essi si presentano se le equazioni K ed E’ sono divisibili
per uno o piu fattori di F, o risp. di F',.

Si noti perd subito che il caso in cui E ed F pP- es. abbiano uno o piu
fattori comuni ma non accada altrettanto per E’ ed F', non fa eccezione a
quanto si & detto sopra, perché vanno confrontate E ed E’ (e non [ privata
del fattore comune ad F, con E’ che risulterebbero di grado differente in ')

sicché possono aversi eccezioni solo quando £ ed E’ presentino lo stesso
caso di divisibilita rispetto ad F, e ad F', rispettivamente,

(®) In sostanza il ragionamento fatto in principio del paragrafo va bene, eccettuato il
caso che le due superficie siano rigate ; sarebbe rimasto dubbio il caso in cui una sola delle
due superticie sia rigata, il che, come ora risunlta, non pud accadere. Cid poteva dedursi
anche dal fatto che se una superficie & rigata, tutti i sistemi di linee di DarBOUX e¢oinci-
dono (nelle generatrici) e quindi altrettanto deve accadere per Paltra superficie,
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Supponiamo quindi che E ed E’ abbiano ciascuna un solo fattore comune
con la rispettiva forma cubica.

Se cido avviene confrontando i coefficienti di " (dopo eseguita la divisione
di £ e di E’ per quei fattori) si deduce, come nel caso generale, che sono
proporzionali i fattori residui di F, ed F';, cioé che si corrispondono sulle
due superficie due sistemi di linee di DARBOUX.

Assunti questi due sistemi come coordinati le due forme F; ed F', si
riducono al tipo

(@,,.0u 4 a,,,dv)dudv; (@, du+- o, dv)dude
sicché il problema di variazione 8Jlfdu =0 va trattato per

/ 72
(20) f(u v ,DI) - all?” + al‘.’,?v
b ) _ ! R
a, +2a,,v + a,,v

Le relazioni di apolaritda danno
@1) { 20,1261“2———&“0,122
l 200,50 50 == Ogs0ly
quindi necessariamente 4aj,==a,,qa,, (altrimenti a,,,=a,,=0) e poiche si
sono escluse le sviluppabili & certo @,,a,,a,, 5= 0; per le (21) la [ si scrive

20,0 + a,,0"

= , , +0
r=el V) o a + " (e=F0)

o anche, fatto come si pud a,, =1, a,, =b=FE0), a,, = 45*

. —_— .
22) e T

Posto /, =1+ 250" + 4% si ha

Of 260 () 39581080 4o\ 4o,.01080 g0 108 ¢°0°

v f3 3 48b4—rv + 80— v o -
+4b23L§;l’3 o -61)31;%?%'4_9_1%9”
§v—’:~— ’ 2;:) 24b*0'(1 + 2bv)
%=2—;§{16b331_°§2¢013+1% 5loagp/b '2+6b31‘;g9b U,+3103ipb%
aigal; Z;fi16’3%ﬁv’“+12b?%ﬁ@w+6b“g—§ﬂ’v’+?}%—i”%_
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L’ equazione differenziale delle geodetiche proiettive & percio:

246*0'(1 +- 200" 0" =
32b5 a IOg P 16 . 4864 a lgg P /5 24b3 a lOg Pb‘ vl.;

v
o ph3
(23) gy d lo,, e’ 2b3 log p b* o 4 19 dlogp b .
: ov ou ou
dlogpb ,  dlogeb ,,
- 6b % ° + ™ (*%).

Poiche le linee di DARBOUX sono rappresentate sulla nostra superficie
da du=0, dv=0, 1+ 206’ =0, bisogna scrivere, per metterci nell’ ipotesi
adottata, che il 2° membro della (23) & divisibile per 1+ 2bv'.

La condizione di divisibilita &

Slogp:2balogpb

(24) v ou

e a divisione eseguita in luogo della (23) si ha

246%'0" =
dlogp ,. dloge ,0logpeb® |,
— __ 16p* 5 1652 "o 2 3
©5) 6b R v 66 e v 4b T AR
5
+ 4b28 log o/b o+ 4b3 log pb o +3 log pb'
ou ou ou

Per la corrispondenza fra le due superficie dev’ essere intanto

/ b Jlogp e a_logpf

96 ov v

(25) 3 logp —y dlogyp
v v

da cui risulta (essendo b e &'==0) che se aﬁ:{:O anche a——:i:O e percio

__,, 9logp dlogyp . dlogp Blogp
b=V, = =% °PI 5, du
iettivi differiscono solo per una costante moltiplicativa.

, cioé i due elementi lineari pro-

(') Questa equazione mostra che se un fattore di Fy divide I’equazione E delle geode-
tiche proiettive, le corrispondenti linee di DarBoux soddisfano anche all’equazione ottenuta
dividendo FE per quel fattore.
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, P __ % _ g, %Y . 1 ; ;e
Ma se % = 0 anche = =20, per la (24), e la (25) si riduce a
: . ologdb ,, Qdlogd ,
(27) v = af v 8; v

da cui & = cost. b (*").
D’ altronde rell’ipotesi attuale

(28) pb=pv), p=g¢(u) quindi b= pv)/eu)
e percio
F

3

29 L 9du 4 2pdo L pdu - 2pdo
(29) 172 —cpzdu* 4 2cpp.dudv + 4!"2‘102-

cioé posti dU =o(u)du, dV = 2p(v)dv

F,_ (@U~+dV)dUudV
F, =AU +dUdV +dV?

(30)

e 'elemento lineare trasformato pud seriversi

30 Fy_ Wh(hdU -+ kdV)AUQY
( 7, B0 + hkdUdV + kdV*

con h e k costanti (una sola di esse & essenziale).

Su queste due superficie non si corrispondono le linee asintotiche, né i
sistemi residui di linee di DArRBOUX (diversi da dU =0 e dV=0); anzi i tre
sistemi di linee di DARBOUX sopra una superficie e I’immagine sulla stessa
del terzo sistema di linee di DaArBoUX dell’altra formano in ogni punto bi-
rapporto costante; cosi le linee asintotiche di una superficie e le immwagini
di quelle dell’ altra. :

Tutto cioé riesce del resto evidente se si osserva che i due elementi
lineari precedenti si riducono (a meno di una costante moltiplicativa inessen-
ziale) al tipo (du®—+ dv®)/dudo, cioé sono a linee canoniche indeterminate

(1) Si puo controllare I'impossibilith, affermata in principio del paragrafo, di rappre-
sentare nel modo voluto una superficic la cui equazione F sia divisibile per un fattore
di F; sopra un’altra Ia cui equazione E' non abbia fattori comuni con F';. Infatti, confron-
tando la 125) moltiplicata per 1+ 20’0’ con I’analoga (23') della (23) per la seconda super-

Lo . . P .
ficie, 8i ricavano ancora le (26) e percid la stessa conclusione se 2—;4:0 e %}—:1:0. Se invece

!
g—:=0, quindi anche gg =0, la (27) moltiplicata per ¢'(1+4-2b'v') confrontata alla (23') da

2log o'’ . . . o . -
agop =0 cioé anche la seconda superficie soddisfa alla (24), contro 1’ipotesi fatta.
[
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(proiettivamente applicabili sulla sfera proiettiva xyz—1) e si tien conto
del fatto gia provato (in fine al capitolo II) che queste 'superficie sono rap-
presentabili sul piano in modo che alle loro geodetiche proiettive corrispon-
dano le rette del piano.

Siamo cosi condotti ad esaminare 1’ ultimo caso di eccezione (che come si
vedrd comprende il precedente) in cui E sia divisibile per F, ed £’ per F',.

Per il risultato ora ricordato le due superficie sono a linee canoniche
indeterminate e si possono rappresentare sul piano nel modo ora detto.

La piu generale corrispondenza gecdetico-proiettiva fra le due superficie
si ottiene riferendo omograficamente i due piani che le rappresentano.

Il caso precedente si ottiene come immagine delle affinita con centro
nell’ origine del piano cartesiano (u, o).

In conclusione:

Se due superficie non rigate sono in corrispondenza geodetico-proiettiva
0 ¢ loro elementi lineari differiscono (al pii) per un fattore costante, op-
pure tutl’ e due le superficie sono a linee canoniche indeterminate. In tal
caso le due superficie possono rappresentarsi (per punti) su due piani in
modo che alle loro geodetiche corrispondano le rette dei due piani; le
corrispondenze geodetico-proiettive fra le due superficie hanno per imma-
gint le omografie fra i piani rappresentativi.

Non esistono rappresentazioni geodetico-proiettive di wuna superficie
rigata sopra una non rigata.

V. I1 caso d’eccezione delle superficie rigate.

Riprendiamo ora a considerare gli elementi lineari (19). Siccome a,,, 4=0

e a’y,, =0 (essendosi escluse le quadriche per le quali il problema non si
pone) possiamo porre la f(u, v, v') relativa al nostro problema nella forma

r vl'z

S TN

a (e cosi a') € F=0 essendosi escluse le sviluppabili. Si ha:

of o s
o Y+ 2ay (bo? 4 200); 55 = Gv + 2a)°
e o ) ’
Sual;’ =T v ¥ 2a) (Bby v + 60b, v + 8aay)
| *f v

JR S _— /2 ’
3000 — (o7 + 3y (0D + 6abyv + 8aa,)
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quindi I’ equazione delle geodetiche proiettive si scrive:

v _[10(be  lay\ 100y o 1[,0b, . ay ,, a4,
@3 o _[M(?—EE)“LE(P? Py 3&7”5)” v

Disponiamo ora delle linee v(du =0), la cui scelta & ancora arbitraria, pren-
dendole come il sistema di asintotiche curvilinee sopra una delle due super-
ficie, per es. sulla seconda sicché &' =0.

Se ad esse corrispondono le asintotiche curvilinee sull’ altra si ha'b—0
e si ha il solito caso banale.

Nell’ipotesi opposta (che non si corrispondano le asintotiche curvilinee)
poniamo I’ elemento lineare della seconda superficie nella forma

/2
(34) Z du;
4
I'equazione delle sue geodetiche proiettive &
(35) v = Loy v 4 Pr gy
2 . op
Dal confronto fra (33) e (35) segue (essendo b 0):

dloga dlogp
(36) ‘ u ~ u
'8b3logh  dlog(afp) .
@7 2a su * 9 =0
38) alogb_laloga lbalogb:

ov 2 v +Z_LEL ou
Con integrazioni immediate si ha
(39) a=pe¥, b= Vet

ove 8§ =0(u), p = p(v) sono legate a p dall’ equazione

‘ leb+ @ logVp . N
(49) éW(T+9)—-P
ovvero, posto 0(u)=log h(u)

- .,0loghVp - det
[t~ N P —_—
(41) h* —= 2h Vp =
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{

ossia, posto ancora 2h Vpcfiev G

h*dlogo
42 — =—1.
(42) G Ju 1

Questa s’ integra subito e se ne trae

' "

(43) L _defe du )

9% Vp_ dv ) k¥ (w)

ove v & simbolo di funzione arbitraria.

Cambiamo ora i parametri # e » in modo da ottenere espressioni piu
semplici. Posto

(44) AU = du/h*(u)

vediamo come si alterano p, a, b. Indicandone con p, a, b le nuove espressioii
deve aversi
dv® __ dv® dv? dv®

45 ey ™ il
() pdu od’ 2adu + bdv . 2adU + bdv

da cui p=~h%, a=h%a, b =", sicché

; a==ge%; b="Vge
(46) 1 det
( W—: = U%‘ -+ V('U)
P _
Cambiamo poi v in V=—=et®; dV—(fiidv::)\dv Indicate con R, A, B le

nuove espressioni di p, a, b deve aversi

dv _ dv? dv* av:
od U TRAV’ 2adU~+ bdv  24dU~+ BAV

da cui R=2%, A=2%, B=2b, cioé per le (46)
A=RV? B=VRV?
(47) 1 1
——==U~+ 5 M(V
2 VR 2 M

ove M(V) & simbolo di funzioue arbitraria. Gli clementi lineari proiettivi
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corrispondenti sono (ritornando a scrivere u, v)

20 4+ M) *du
20° + [2u 4+ M(v)]p*

(2u + M(v)]"v"*du;

ovvero
Ve 4 No)Po'*du

12,42 . -_—_
(48) [ + N(o)}*o*du; v* - [ + No)o*

ove Nv) indica funzione arbitraria della sola .

Le linee dv=0 sono per tutt’e due le superficie le generatrici rettilinee
(nelle quali si raccolgono i tre sistemi di linee di DARrBOUX); le asintotiche
curvilinee sono per il primo degli elementi (48) le linee du =0 e per il se-
condo Je linee integrali di o'(« + N) -1- » =0, rappresentate da

(40) uv + F(v) = cost.

ove F\v) & una qualunque primitiva di N(v)dF = Ndv).
Le geodetiche proiettive, integrali di

(50) (4 N 4 Nv* -2 =0
sono rappresentate in termini finiti da
(1) uv 4+ Fo)=au + b

(@ e b costanti); di esse fan parte sia le generatrici rettilinee sia le asintotiche
curvilinee delle due superficie (cioé, considerando tutto sopra una sola super-
ficie, le sue asintotiche e le immagini delle asintotiche dell’ altra).

Nel piano cartesiano rappresentativo (u, v) esse si ottengono tutte impri-
mendo alle immagini delle asintotiche (49) una traslazione parallela all’ asse u.

Dalla (50) o dalla (51) segue che: le geodetiche proiettive di una qual-
siasé delle superficie in esame uscenti da un punto tagliano due generatrici
rettilinee qualsiansi della superficie in punteggiate proiettive.

VI. Costruzione di modelli per i casi eccezionali.

Proponiamoci ora I effettiva costruzione di superficie che presentino le
circostanze eccezionali segnalate relativamente alla rappresentazione geode-
tico-proiettiva. Una di queste superficie si dira un modello del caso a cui si
riferisce. '

Se la superficie non & rigata, essendo necessariamente a linee canoniche
indeterminate, il modello & gia noto: esso & la superficie cubica xyz =1
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sulla quale tutte le altre superficie corrispondenti a questo caso sono proiet-
tivamente applicabili (**).
Diversamente vanno le cose per le rigate eccezionali di elemento lineare

(52) . ' [ + N©)v*du.

Per costruirne un modello occorre partire dalle equazioni differenziali
alle quali soddisfano le coordinate proiettive omogenee x; dei punti della
rigata (omettendo 1’indice ¢ delle x)

Lype = A, + B

(53)
Lpp = Cx,, - D, + Ex

(4,... E sono funzioni di u, v indipendenti da i); esse esprimono che le lince
u(dv=0) sono generatrici rettilinee e le v(du =0) sono le asintotiche curvi- -
linee della rigata.

Le equazioni (03) si potrebbero rendere piu semplici con una scelta op-
‘portuna dei parametri %, »; ma non sappiamo a priori se cid sia lecito,
perché la scelta di tali parametri ¢ gia stata fatta in modo ben determinato
(a meno di costanti addittive) per ridurre I’ elemento lineare proiettivo alla
forma (52). .

Se poniamo per brevitda A =|wx, x,, %y, Xy, | € inoltre (con FUBINI)

F,= x, «,, x,, dx]|
(54) F,=|x, x,, ©,, d3x|—~ng2—l—ZdlogA
si ha per le (53)
(55) F,=2Adudv; F,=ACdv; F,/F,— gv'sdu;
quindi per avere una rigata con I elemento lineare assegnato si possono sce-
gliere arbitrariamente A, B, D, E col solo vincolo di soddisfare alle condi-

zioni d’integrabilita delle (53).
Intanto puod farsi 4= B=—=0 e con cio

(56) ] x(u, v)=a,v) + up;(v);
pud prendersi inoltre D=0 e dal confronto fra (52) e (5D) risulta

67) C=2[u + No)

(#?) Cfr. la mia Nota: Contributo alla geometria ecc., gid citata in ¢), n. 10,
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mentre E dev’esser tale da soddisfare alle condizioni d’integrabilita

da cui '
(59) E = — 2[u + Hu)|

ove H(r) & ancora simbolo di funzione arbitraria. : _
Notiamo esplicitamente che qualunque sia H{(v) tutte le rigate soddisfa-

centi al sistema

{ Loy =0

(60)
| @y = 2[u + N)ic,, — 2[u + H)x-

hanno lo stesso elemento lineare proiettivo (52); alterando i coefficienti di «,,
e di & per uno stesso fattore costante anche 1’elemento lineare viene alterato
per lo stesso fattore. A

Sicché se vogliamo costruire un modello delle nostre rigate possiamo
senza restrizione prendere H{(v) = N(v). Con questa posizione, portando le (56)
in (60), ed omettendo I’indice 7 delle «; e B; si ha

| &"=2N(NB ~a)

6 |
& | B" =2(NB — ).

L’integrazione di questo sistema, data N(v), fornisce le «; e §; da sosti-
tuire nelle (56) per avere le equazioni parametriche del modello. Al si-
stema (61) pud sostituirsi 1’unica equazione

(62) BY — AN'R' — 2N"B =0

integrata la quale si calcola « = Nf§ — §”/2. Sicché:

La costruzione del modello cercato dipende dall’ integrazione di una
equazione differenziale ordinaria (62) del quart’ ordine.

Ancora qualche rilievo. Il significato geometrico di N(v) risulta dal fatto
che u + Nv);=0 rappresenta la linea flecnodale della rigata. Quanto al
significato di » (quello di » & evidente) esso risulta da cido che la forma
intrinseca -F, (**) dell’ asintotica u — oo (cioé descritta dal punto x;=2§; &
identicamente nulla (come risulta dalla (62)); fatta questa scelta di » il signi-
ficato geometrico del sistema (61) & il seguente: si consideri una generatrice
della rigata e di ogni suo punto si prenda il derivato secondo rispetto al-

(13 Cfr. le Lezioni, gid citate in (3, di FuBINt ¢ CkcH, cap. I, § 6, O). Un altro signi-
ficato di N(v) si avrebbe introducendo 1’ arco proiettivo della asintotica u= oo ; cfr. ibidem, § 7.
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I’ asintotica che vi passa (cioé il punto wx,,); tutti questi punti coincidono
nel flecnodo della generatrice. In altri termini:

Il luogo dei punti derivati secondi di quelli della rigata rispetto alle
asintotiche curvilinee é la linea flecnodale della rigata.

Particolarmente semplice & il caso N— costante. Si pud anzi (spostando
I’ origine delle u) come mostra la (52) supporre in tal caso N=0; allora
Bv =0 ed « = — §"/2. Disponendo di un’omografia si possono prendere

Bi=12% Bo=2% B=1 B, =v; «,=—38v, ¢,=—1, 2,=0, 2, =0;

le equazioni parametriche della superficie sono

2= — 30 + uvd
Yy =—1-4 uo®
ZF=u
t =uv

0, in coordinate non omogenee (! =1), (x3 — 3y)g +2=0.

Tutte le asintotiche sono cubiche sghembe, ad eccezione della =0
tangente ad esse nello stesso punto; esse risultano punteggiate proiettivamente
se si fanno corrispondere su di esse i punti nei quali i piani osculatori vanno
a passare per uno stesso punto della direttrice rettiiinea.

Le geodetiche proiettive sono pure cubiche sghenmbe rappresentate sulla
rigata dalla (Bl), wv = au + b, quindi nello spazio dalle equazioni parametriche

x=10"—3v — a)b
Yy =v—(v—a)vbh
z =1/v.

Esse appartengono percid ai coni di equazione (by — az + 1)z =20, dei quali
¢ visibile il significato geometrico. Sicché la costruzione della rigata (*¢) e
delle sue geodetiche proiettive pud farsi cosi:

Data una cubica sghemba C ed un suo punto O con la tangente t, per
avere la rigata basta congiungere un punto P variabile su.C col punto
ove il piano osculatore in P incontra t; le geodetiche proiettive sono se-
gate sulla superficie dai coni quadiici osculatori lungo t al cono che da 0
proietta C.

(**) Che & necessariamente la rigata cubica di CayLEY perche fra le asintotiche u=-cost.
non v'é che la u =0 che sia rettilinea.
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Ricerche sopra il numero delle classi di forme aritmetiche
di Hermite.

Memoria 1* di A. M. Bepariva (a Genova).

SoMMaRI0O — Introduzione — Parte I. Forme definite ed indefinite di Hermite - § 1. Equivalenza
delle sostituzioni aritmetiche a modulo indecomponibile - § 2. Il sistema completo normale di
sostituzioni applicato alle forme di Hermite - § 3. Continuazione - § 4. Osservazione fonda-
mentale — Parte II. Forme definite di Hermite - § 5. Le forme definite di Hermite nello
spazio non euclideo - § 6. I gruppi automorfi aritmetici delle forme definite di Hermite —
Parte IIL. Relazioni sopra il numero delle classi di forme definite di Hermite - § 7. I valori
del numero n per le forme definite di Hermite - § 8. Forme definite di Hermite primitive
di prima specie - § 9. Forme definite di Hermite primitive di seconda specie.

INTRODUZIONE

1. Cenni storici. — GAUSss, nelle sue mirabili scoperte sopra le forme
binarie quadratiche a coefficienti e variabili interi ordinari, pose la ricerca
della determinazione del numero delle classi, in cui si distribuiscono tali
forme, aventi il medesimo determinante. Soltanto con la pubblicazione delle
sue opere postume si vide che egli aveva esaurito completamente questa
ricerca, per una via del tutto analoga a quella seguita da DIRICHLET, che fu
il primo a renderla nota. )

Questi profondi studi sono stati sviluppati coi mezzi che offre I’Aritmetica
analitica, cioé di quel ramo dell’alta Teoria ‘dei Numeri che procede con le
teorie dell’Algebra ed in generale, dell’Analisi.

I procedimenti di Aritmetica pura non sono sufficienti, almeno fino ad
oggi, per affrontare tale ricerca. Con questi mezzi, infatti, si giunge fino a
determinare le relazioni tra i numeri delle classi, quando i determinanti dif-
feriscono per un fattore quadrato; e, precisamente, GAUSS le stabill ricorrendo
alla teoria di composizione delle forme quadratiche; il LIPSCHITZA (*), invece,

(1) Lapscurrz: Einige Sdtze aus der Theorie der quadratischen Formen. Crelle’s Jour-
nal, 53 Bd.
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190 A. M. BEDARIDA : Ricerche sopra il numero delle classt

le stabili, con procedimenti totalmente diversi, che poi estese (*) alle forme
binarie quadratiche a coefficienti e variabili interi del corpo A(V —1) (campo
di GaAuUss), ossia alle forme dette di DIRICHLET. Le considerazioni del LiPSCHITZ
sono fondate sopra la proprietd che trasformando una forma quadratica con
una sostituzione lineare intera ed omogenea a modulo m, il determinante
della nuova forma & il prodotto di #?, per il determinante della prima forma,

Noi ci siamo proposti di applicare i procedimenti del LipscHITz alle forme
di HERMITE, cioé alle forme del tipo (forme a variabili coniugate):

1) f=(a, b, &)= awm, + by, -+ b,5,y + Yy,

in cui ¢ e ¢ sono interi razionali; b e b, interi coniugati in un corpo qua-
dratico immaginario; x, y le variabili, «,, y, le loro coniugate in tale corpo (3.
In due Note preventive (*) noi abbiamo gia fatto conoscere i risultati nel caso
che le forme (1) appartengano al corpo K(V —1).

2. Generalith. — L’ espressione A=—0b, —ac ¢é& il determinante delle
forme (1): se A <0 é detta definifa (positiva o negativa); se A >0 la forma
& detta invece indefinita.

Se K(V —d) & il corpo quadratico immaginario che consideriamo (d in-
tero, razionale, positivo, privo di fattori quadrati), il coefficiente & delle
forme (1) sarda b=>b,+5b,V—d se dz=—1 (mod. 4); se d =—1 (mod. 4)
potrad anche essere b =20, + b, i;/—d
in quest’ ultimo caso, con b, =1 (mod. 2).

Le forme che consideriamo sono primitive, cioé gli interi razionali
a, b,, b, e ¢ saranno primi tra loro. Occorrerd distinguere le forme primitive
in: primitive di prima specie, se anche gli interi a, 2b,, 2b,, ¢ sono primi
tra loro: in primitive di seconda specie, se questi numeri non sono primi
tra loro (quindi come massimo comun divisore hanno il numero 2).

Le forme primitive di prima specie esistono qualunque sia il valore del
determinante A; ad es. si ha la forma principale (1, 0, — A). Notiamo le
condizioni softo le quali esistono le forme primitive di seconda specie. Gli

, essendo b, e b, interi razionali ed

(3 Liescuirz: Ziir Theorie der quadratischen Formen. Crelle’s Journal, 54 Bd.

() HErMITE : Oeuvres, tome I, pag. 235 e segg.

(*) BeparIDA : Sopra il numero delle classi di forme aritmetiche definite di Hermite.
Rend. Ace. Lincei, 1921, 2° semestre,
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di forme aritmetiche di Hermite 191

interi razionali b, e b, non possono essere entrambi pari e:

sia d =1 (mod. 4) deve aversi A =1, 2 (mod. 4)
» d=2 (mod. 4) » » A=1, 2, 3 (mod. 4)
se b=>b,+b,V —d deve aversi A=0, 1, 3 (mod. 4)
1 —d
e se b:bl+b2iv——, (b, =1 (mod. 2) oltre ai

2
valori di A che si hanno per & della forma prece-
dente, deve aversi A =2 (mod. 4) nell’ipotesi che

| sia anche d = — 1 (mod. 16).

» d=3 (mod. 4)

Viceversa: se A =1 (mod. 4), qualunque sia il numero d, si ha ad es. la
1—A
2

(mod. 4) e A=2 (mod. 4), si ha ad es. E(z, 1 4+y=a, 1t Z—A

forma primitiva di seconda specie a detérminante A : f, = (2, 1, ); sia d=1

); sia d=2

(mod. 4) e A=2,3 (mod. 4), si hanno rispettivamente ad es. f; _=_<2, +\/3,d—_2—‘A)
ed f;; sia d =3 (mod. 4), se A =0, 1, 2, 3 (mod. 4) (notando che A = 2 (mod. 4)

quando sia d = — 1 (mod. 16)), si hanno, rispettivamente, ad es.: f;, f,, fu=

= (2, 1+ 1 +\;_ d; 1+ l_gd—g) ed f,. Concludendo: Le forme di Her-

mite, appartenenti ad un corpo quadratico immaginario K(V—d), primi-
tive di prima specie, esistono qualunque sia il valore del determinante A;
altrettanto accade per le forme primitive di seconda specie se d = —1
(mod. 16); se d =3 (mod. 4) e d=j=— 1 (mod. 16), queste forme esistonosol-
tanto se A=0, 1, 3 (mod. 4); se d=1 (mod. 4), queste forme esistono sol-
tanto se A=1, 2 (mod. 4); se d =2 (mod. 4), queste forme esistono, escluso
il caso A =0 (mod. 4).

Nel presente lavoro, i corpi quadratici immaginari a cui appartengono le
forme di HERMITE, saranno privi di ideali secondari, cioé in essi vi ¢ identita
tra numero indecomponibile e numero primo.

E diviso in tre parti: nella prima le considerazioni svolte valgono tanto

per le forme definite, quanto per le forme indefinite ed il corpo K(V—d) &
generico; nella seconda e nella terza i nostri sviluppi si riferiscono esclusiva-

mente alle forme definite, e il corpo K(V—d) & ancora, fin dove & possibile,
generico e poi deve essere fissato e le ulteriori considerazioni sono relative
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192 A. M. BEDARIDA ! Ricerche sopra il numero delle classi

ai corpi K(V—1 1) (campo di Gauss), K(V— —2) e K(V=3) ( (campo di IACOBI-
EISENSTEIN).

Come & noto, per le forme di GAUSS e di DIRICHLET, si & trovato che,
quando i determinanti differiscono per un fattore quadrato, uno dei due numeri
delle classi & sempre un divisore dell’ altro; si ha cioé un’espressione monomia
per il numero delle classi.

Per le forme definite di HERMITE, appartenenti ai corpi K{V— 1), K(V—
e K(V:T?-) non si giunge alla medesima conclusione osservata per tali forme,
ma, precisamente, indicando con A’=App, ove p é un numero indecompo-
nibile, se si tratta di forme definite di HERMITE, primitive di prima specie,
il numero delle classi delle forme a determinante A' é una combinazione
lineare, intera, omogenea, a coefficienti interi razionali, di due, oppure di
tre, numeri delle classi di due, oppure di tre, ben determinati insiemi di
classi di forme a deter minante A, secondo che le forme appartengono ai

corpi K(V—=1), R(V—2), oppure al corpo K(V—3); se si tratta invece di
forme definite di HERMITE, primitive di seconda specie, si ha, in tutti e tre
i corpi considerati, per il numero delle classi di forne a determinante A,
la medesima (dal punto di vista algebrico) combinazione osservata per le

forme definite primitive di prima specie nel corpo K(V —3) (§§ 8, 9).

Queste relazioni si possono estendere al caso di un intero composto e si
deducono da quelle relative ai numeri indecomponibili fattori di questo intero,
ma sono meno semplici e'di pit perdono quell’ omogeneitd ora notata.

La ragione delle differenze di risultati tra le forme di GaAuUss, di DIRICHLET
e le forme di HERMITE, riposa sul fatto che i procedimenti del LIPSCHITZ sono
intimamente legati alla considerazione del gruppo automorfo aritmetico delle
forme, gruppo che per le forme di GAUSS e di DIRICHLET & perfettamente
determinato dal determinante delle forme, mentre per le forme (definite) di
HERMITE, il determinante non definisce completamente il tipo del gruppo auto-
morfo aritmetico.

Si noti che in questi nostri risultati, nuovi ed inattesi, si ha il punto in
cui la Teoria delle forme di HERMITE, si scosta di pit dalla Teoria delle forme
di GAuUss e di DIRICHLET.

Si & detto di una differenza di forma uei risultati tra le forme definite di
HERMITE, primitive di prima specie, appartenenti ai corpi K(V—1), K(V—2)
e quelle della stessa specie, appartenenti al corpo K(V—3): questo fatto non
¢ limitato a questi casi, ma assume, per le forme definite, primitive di prima
specie, un carattere generale (§7 e §9, Osservazione), precisamente, avviene
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come per i corpi K(V —1), K(V—2) (espressione binomia per il numero delle
classi) in corpi K(V —d), ove d==—1 (mod. 4); come per il corpo K(V—3)
(espressione trinomia per il numero delle classi) in corpi K(V—d), ove d=—1
(mod. 4) (®). Per le forme definite di HERMITE, primitive di seconda specie,
I’ espressione algebrica (trinomia) si mantiene in altri corpi (§§ 7, 8, 9).

Naturalmente, entrando in campo la considerazione del gruppo automorfo
aritmetico, bisognera supporre che il corpo K(V—d) ove si considerano le
forme, sia uno di quelli in cui ¢ stato determinato, oppure & possibile deter-
minare, il poliedro fondamentale del relativo gruppo di BrancHr (°) (§§ 5, 6).

L’ equivalenza delle forme di HERMITE, sara in tutti questi studi, I’ equi-
valenza aritmetica propria; cioé, quella rispetto al gruppo di sostituzioni:
x=oax' 4By, y=1yx' + 3y ove a, B, y e & sono interi del corpo K(V —d)
che si considera, tali che a8 — fy = + 1.

La presente Memoria contiene una prima parte delle mie ricerche sopra
le forme di HERMITE; il seguito, in parte gid sviluppato, comprendera altri\
lavori.

" PARTE PRIMA

FORME DEFINITE ED INDEFINITE DI HERMITE

§ 1. Equivalenza delle sostituzioni aritmetiche
a modulo indecomponibile.

Consideriamo un corpo quadratico immaginario K(V —d), privo di ideali
secondari (") (d intero, razionale, positivo e senza fattori, quadrati). Si assu-
merad sempre, nel seguito di queste ricerche, come base degli interi del corpo,
quella formata da [1, 6], ove &

0=V—d ‘per dz—1 (mod. 4)
e;l*i » d=—1 (mod. 4).

(®) BrancH1: Geometrische Darstellung der Gruppen Linearer substitutionen mit gawzen
complexen Coefficienten nebst Auwendungen auf die Zahlentheorie. Math. Ann., 38 Bd.

(®) BraNcHI: Sui gruppi di sostituzioni lineari con coeﬁczenn appar tenento a corpi quadra-
tici immaginari. Math. Ann., 40 Bd.

(") Quest’ipotesi sard taclmmente mantenuta in tutto il presente lavoro. Noteremo che
si dird numero indecomponibile anziché numero primo, quantunque, nei corpi che conside-
riamo, i due concefti coincidono: cid viene fatto per uniformareci ad un lavoro successivo,
in cui vengono considerati i corpi che hanno anche gli ideali secondari. (Cfr. Intr.).
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Siano ora le sostituzioni lineari intere ed omogenee:

( @ =oax + By

1
@ ? Yy =vx' + 8y

in cui «, B, v e & (primo, secondo, terzo e quarto coefficiente delle sostitu-

zioni (1)) sono interi del corpo K(V —_d), tali the a8 — By =yp ove p & un

intero indecomponibile iu detto corpo. L’ideale (principale) (p) sara primo.
Indicheremo le (1), simbolicamente, cosi:

(a, ﬁ)_
v, 8
Date due sostituzioni del tipo (1), che diremo sostituzioni aritinetiche a
modulo p.:
s (), n =),
Y, 8/ ! Yy 8
si dird che X, & equivalente a Z, quando esiste una sostituzione aritmetica a

modulo + 1:
i (%, B
= (Y’, 5’)

oy =ax' 4By, B, =af + ¥
T, =ye + 28, & =yf+2%.

per cui si abbia:
@)

Si scrivera:

3) (“u (3,):(% ﬁ)(aﬁ ﬁ’)_
o B WRJAVERS

L’ equivalenza cosi deﬁriita delle sostituzioni (1) & reciproca e transitiva.
Segue, che le infinite sostituzioni aritmetiche a modulo p, si possono ripartire
in tanti classi, ponendo in una medesima classe due sostituzioni allora ed
allora soltanto che siano equivalenti tra di loro. Per le nostre ricerche & di
fondamentale importanza il determinare il numero di questi classi.

A tal fine permettiamo il seguente teorema, al quale dovremo ricorrere
anche in seguite.

Perché due sostituzioni a modulo indecomponibile p.:?.'}::(:f’ g) e

21-:(““ g‘) con i primi e terzi coefficienti primi tra loro, in K(V —d),

1? i
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siano equivalenti, occorre e basta che sia verificata la congruenza.:
4) ay, —a,y=0 (mod. ).
Infatti: se & e X, sono equivalenti, il numero:

T Y% oy,
v n

deve essere un intero, e quindi la (4) & verificata. Inversamente, da questa
risulta vy’ intero; inoltre lo é pure:

ar':__ 6“1 —_ BYA’
[

poiché dalla a8 — By =0 (mod. p) e dalla (4) si ha:

a@x, —By,) =0 . (mod. ),
Y(aai — BY;) =0 (mOd' P’);

da cui, essendo primi tra loro gli ideali principali (a) e (), risulta 3o, — By, =0
(mod. p). Cosi dall’ipotesi di « e y primi tra loro, risultano interi 8’ e &'; c. d. d.
Segue che due tali sostituzioni, con i medesimi primi e terzi coefficienti,
sono equivalenti. '
Ora, in ogni classe si potranno sempre considerare sostituzioni col primo

L

e terzo coefficiente primi tra loro, poiché se in 2:(1’ 6)’ « e Yy non sono
2

tali, il loro massimo comun divisore non pud essere che un ideale principale
e avendosi a® — @y =y, il suo humero generatore € p e percido § e 3 sono
primi tra loro. Allora la sostituzione

a B\(0, —1\ __ (B, —«
s 8 1) 0/ 5; — T
é della classe di T ed ha il primo e terzo coefficiente primi tra di loro.
Sia dunque X una tale sostituzione: se y =0 (mod. p), nella sua classe
esiste, per quanto si ¢ detto, la sostituzione ((1)’ S), se y=]=0 (mod. p), si potrd
b
sempre trovare un numero ¢ ed uno solo (mod. p), tale che si abbia yl =«

t —
(mod. p), ed allora nella classe di ¥ esiste la sostituzione (1’ O‘L).
1
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Da quanto precede si pub dunque concludere:

1l numero delle sostituzioni aritmetiche a modulo p, indecomponibile
nel corpo K(V—d), é sempre finito ed ha per valore N(p)+1 (*). Si ha
un sistema di rappresentanti della totalita di tali classi nelle N(p)+1 so-
stituzioni dei due tipi: :

1, 0 . t, —
s=lo ) %=(,70")
ove in S, tl coefficiente t percorre i N(p) valori di un sistema completo di
resti (mod. p).
Nel seguito s’intenderd che questo sistema di resti (mod. p) sia fissato
una volta per tutte. ‘
Le sostituzioni S, ed S, si diranno sostétuzioni normali ed il loro insieme

si. dira: il sistema completo normale di sostituzioni. -
Osserviamo, infine, che le due’ sostituzioni aritmetiche a modulo :

(a’ ﬁ) e (—F % [3) sono sempre equivalenti, poiché si ha:
Y8 \—v —%

a B\(—1, 0\ (—a —8

‘{,8 01 — 1) —77—8.

§ 2. Il sistema completo normale di sostituzioni
applicato alle forme di Hermite.
Se si applica ad una forma di HERMITE, appartenente ad un corpo K(V —d),
= axx, + by, + b2y + cyy,,

a determinante A = bb, — ac, una sostituzione aritmetica a modulo m (m intero
qualunque in K(V —d)):

(@=oax'+BY
Ly =o' + By,

si ottiene una nuova forma di HERMITE, appartenente al medesimo corpo,

LR A 4

(1) [=adrdx,+-bx'y,+0a Y + Yy,

() Con N(p) si indica la norma del numero p.
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ove.

@ = ast, -+ by, -+ b,y + oY,
b =adf, + bad, + bopo\' ~+¢vg,
Vy=aaf + byx,5 + bBy, + cy,°
\ ¢ =aff, + 0B, + b,B,5 + ¢33,

(2)

il cui determinante A" =¥'b'; — a'c’ vale: A" = Amm,.

Si ha subito che: applicando ad f sostituzioni aritmetiche equivalenti,
si ottengono formme aritmeticamente equivalenti (cioé forme della medesima
classe).

Infatti, se si ha la (3) del paragrafo precedente, si potra scrivere:
. {#: B %, B\, §
3) ( 17h1): (7(\ ,; ,>
( fh,oi f‘r,o '
e ponendo:

d)=r e Gz)=r
la (3) offre:
n=r (%) v

Sia la forma f= (a, b, ¢) primitiva di prima o di seconda specie (°), e
consideriamo le inverse delle (2); si ha:

N(m)a =a'88, — by, — b'y18, + C'vY,

N@b = — @38, + b3a, + ' By — 'ya,
N@)b, = — a'3,8 + By, + 0' 3,2 — C'ay,
. Nm)e =—a/ff, — 0'Ba, — &' i, + ¢'acs,.

Da queste relazioni risulta che il divisore di /' = (a/, ¥, ¢/), cioé il mas-
simo comun divisore razionale degli interi razionali «', &', ¥',, ¢, deve divi-
dere N(m)a, N(m)b, N(m)c e poiché [ & primitiva, esso non potrd essere che
un divisore di N(m). Se f’ & primitiva, essa sara di prima o di seconda specie,
se tale & la forma considerata f. -

Sia K una classe di forme aritmetiche di HERMITE, a determinante \ e

primitive di prima o di seconda specie e sia ancora = (a, b, ¢) una sua forma.

(%) Nel segunito, quandov, considereremo le forme primitive di seconda specie, intende-
remo tacitamente che siano verificate le condizioni necessarie e sufficienti per la loro esi-
stenza. (Cfr. Intr.).
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Applichiamo ora ad f la totalith delle sostituzioni aritmetiche a modulo p,
essendo g un intero indecomponibile in K(V—d): la totalita delle forme risul-
tan.ti, corrispondentemente alle classi in cui si distribuiscono queste sostitu-
zioni, saranno, per quanto si & veduto, ordinate nelle classi:

(4) k’i ’ klz yeoe k’N(ll)+1

distinte oppure no e le cui forme hanno il determinante A’ = Apy,.

Ora, trasformando la f successivamente con le sostituzioni §, e S, del
sistema completo normale a modulo p (§ 1), si ottengono N(p)-+ 1 forme [,
che costituiscono un ‘sistema di rappresentanti di tutte e sole le classi (4).
L’ equivalenza, oppure, la non equivalenza di alcune di queste forme, coincide
col fatto che le (4) non sono tutte, oppure sono tutte distinte tra di loro.

Si tratta ora di studiare queste nuove forme f”,

I loro coefficienti ', ' e ¢’ saranno dati, ordinatamente, dalle seguenti
relazioni:

'=a a =att,+ bt + bit, + ¢
b =by, b =— (at + by,
@, e By,
’ b'y=b,p b'y=— (at, + d)p
L O =app, ¢ = ap;

ove ¢ percorre il fissato sistema completo di resti (mod. p).
Se la forma f & primitiva di prima specie, si potra supporre, come & lecito,
a primo con N(p) (*°); se & primitiva di seconda specie, si supporra che N(uw)

(*%) Si ha il teorema: In ogni classe di forme di Hermite, appartenenti ad wun corpo
KV=1d), primitive di prima specie, esistono forme il cui primo coefliciente non appartiene ad
un ideawle primo P, fissato ad arbitrio (anche secondario).

Noi ¢i limitiamo ad esporre la dimostrazione per il caso che 1'ideale P sia principale,
bastando questo per gli studi del presente lavoro. Osserviamo perd che le considerazioni che
seguono valgono e si estendono subito al caso che P sia un ideale secondario.

Indichiamo con p il numero primo coordinato all’ideale P: se f=(a, b, ¢) & una forma

in cui sia ¢ =0 (mod. p), ma ¢==0 (mod. p), applicandovi la sostituzione ( 1) 8i ottiene

1
—10
Pequivalente (¢, — b, @) che soddisfa all’enunciate. Ora se p = 2 sard necessariamente ¢ =j= 0
(mod. 2); se invece p & un altro numero primo e se anche ¢=0 (mod. p), si potrd trovare

un intero «,, per cui si abbia:
ba, 4+ by ={=0 (mod. p),

perche, diversamente la forma f non sarebbe primitiva. Di qui segue subito il teorema.
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sia dispari e poi ancora, come & lecito, & primo con N(p) (*!). Segue che gli
ideali (a) e (p) saranno primi tra loro.
La forma del tipo «) sard allora sempre primitiva e di prima o di seconda
specie, secondo che & tale la forma f.
Per esaminare le forme del tipo B), occorre distinguere i due casi secondo
* che I'intero indecomponibile p & razionale, oppure & complesso.

D). Sia I’ intero indecomponibile p, razionale.
Si ponga p=2p, che supporremo per semplicitd 5= 2. Notiamo che sara

(Z—z) = — 1, perché diversamente 1’ideale principale (p) non sarebbe primo.

Il divisore delle forme del tipo B) non potrd essere, per quanto si & veduto
in principio del paragrafo, che 1, p oppure p* e quindi affinché queste forme
siano primitive occorre e basta che { non soddisfi alla congruenza:

(5) aad’ = (at +b)at,+0) —A =0 (mod. p).

1°) Se (%):0, la (5) si riduce:

(6) (at +bYat,+b)=0 (mod. p),
e poiché I’ideale (p) € primo, da questa si ottiene la congruenza lineare:
(N at+b,=0 (mod. p)

che ammette, nel corpo K(V —d), una ed una sola soluzione (mod. p). Vice-
versa, se £ & la soluzione della (7), tale soluzione verifica pure la (6). Si ha

dunque: la congruenza (D), se (%):0, ammette una ed una sola soluzione
(mod. p).

A
2°) Se (5)4:0, consideriamo la congruenza:

(8) XX, =A (mod. p),

() Sard N(p) un numero primo razionale e se & il numero 2, nel caso che f sia primi-
tivo di seconda specie, conduce a svolgere particolari considerazioni in questo paragrafo e
nel seguito che per ragioni di brevitd omettiamo. Si ha il teorema che 8i dimostra come il
precedente: In ogni classe di forme di Hermite, appartenenti ad wn corpo K(V=4d), primi-
tivi di seconda specie, esistono forme il cui primo coefficiente non appartenya ad un ideale
primo assegnato ad arbitrio (anche secondario), il cui numero primo razionale coordinato sia
diverso dal numero 2.
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che in K(V —d) ha p + 1 soluzioni incongrue (*2) (mod. p). Ad una soluzione
della (8) corrisponde uno ed un sol valore di ¢ (mod. p), soluzione della con-
gruenza:

9 at+b,=X (mod. p)

che verifica la (D). Cos}, la verifica il valore di ¢ (mod. p), soluzione di
quest’ altra:
(10) at+b, = X, (mod. p).

Inversamente dalla (9) e (10) si hanno, per la (b), soluzioni per la (8).
Ora, le (9) e (10) offrono lo stesso valore di ¢ (mod. p) quando sia
X =X, (mod. p), cioé quando X soddisfi alla congruenza quadratica:

3] x*=A (mod. p)

che, nel corpo K(V —d), & sempre possibile, con due soluzioni incongrue
(mod. p) (*3).
Se X & una soluzione della (11), sard X = X, (mod. p) oppure X = — X

(mod. p) secondo che & (%):—I—l oppure e):— 1. Si ha dunque: It con-
gruenza (5), se (%):l:O, ha 2p oppure 2p + 2 soluzioni incongirue (mod. p)

secondo che ¢ (%) =+ 1 oppure (%): — 1.

Alle soluzioni della (D) corrispondono altrettante forme del tipo ) non
primitive e cio¢, precisamente, come si deduce osservando le relazioni B):
tutte a divisore p, escluso il caso di A =0 (mod. p*) in cui se ne ha una
sola ed a divisore p2.

Abbiamo dunque il risultato:

Per (T)Z — 1 ("), delle p* + 1 forme che si ottengono dalla forma f,

applicandovi le sostituzioni del sistema completo normale a modulo p;

(**) Cfr. HERMITE: op. cit., pag. 248 e meg.
(*¥) Cfr. Bianchr: Lezioni sulla teoria dei numeri algebrici, pag. 335-336.
. (—d — . . .
(‘% I casi —p—)=+], —]—)—)=O verranno considerati in un successivo lavoro: nel
presente, poiché i corpi K(V—=d) a cui appartengono le forme di HErRMITE non posseggono

ideali secondari, e p & indecomponibile in K(V—d), non pud aversi che (_Td)————l.
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se (%):O, una & a divisore p oppure p?, secondo che é A==0

(mod. p*) oppure A =0 (mod. p?) e le rimanenti p* sono primitive di prima
o di seconda specie, se tale ¢ la forma f;

A . .
se (p)=+1, se ne hanno 2p a divisore p e le rimanenti (p — 1)
sono primitive di prima o di seconda specie, se tale é la forma f;
A
se (E)Z — 1, se ne hanno 2p+2 a divisore p e le rimanenti

(p— 1 —2, sono primitive di prima o di seconda specie, se tale é la
forma f,

IT). Sia I’ intero indecomponibile p, complesso.

Si ponga p== e N(m) =g¢q, sard ¢ un numero primo razionale.

Il divisore delle forme del tipo ) sara 1 oppure q. Ora, perché una di
queste forme non sia primitiva, occorre che &' sia divisibile per ¢, quindi
deve essere: A

at +b,=0 (mod. ).

Sia ¢ la soluzione di questa congruenza, che si pud ritenere razionale;

¢ allora:
at+b=0 (mod. =),
quindi %, & pure divisibile per ¢. Bastera ora vedere se ' =0 (mod. g),
ossia se é:
. aa' = (at + b,)at +b)— A =0 - (mod. g).

Per questo occorre a basta che sia A =0 (mod. ¢). Si conclude dunque
col risultato:

Se n & un numero indecomponibile, in K(V —d), le-q - 1(N(x)= q)
forme che si oltengono, applicando alla forma f, le q+ 1 sostituzioni del
sistema completo normale a modulo w, sono tutte primitive di prima o di
seconda specie, se tale é la forma f, tranne quando sia A =0 (mod. q), nel
qual caso, q sono primitive di prima o di seconda specie, se tale é la
forma f, ed una ¢ a divisore q.

§ 3. Continuazione.

Trasformando una forma f= (a,b,c) di HERMITE, appartenente al corpo
K(V—d), a determinante A, primitiva di prima o di seconda specie, con le
sostituzioni del sistema completo normale a modulo p considerato, si otten-
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gono N(p) +1 forme di HERMITE, a determinante A" = App,. Di queste, con-
sideriamo quelle primitive, di prima o di seconda specie, se tale & la forma f,
e siano:

(1) f’i’ f’?)"" f,"'l'

I diversi valori del numero i sono stati determinati nel paragrafo prece-
dente, e notiamo, in modo esplicito, che tali valori non dipendono che dal
determinante A e dal numero indecomponibile p.

Andiamo ora a determinare il numero delle forme (1) non equivalenti tra
di loro, ossia il numero delle classi in cui queste forme si distribuiscono. Indi-
cheremo tale numero con n e sard n << m.

Se

4 ' . .
ijz T :i:]r
ove V & una sostituzione aritmetica unimodulare e se

2 Si=/[ e [§;=["

indicando S; e §; due sostituzioni normali a modulo p (di classi diverse), si
avra:

f(SjV) =f't

cioé, esiste una sostituzione aritmetica a modulo p di classe diversa della
classe della sostituzione S;, che applicata ad f produce la forma f;.

Viceversa, se una sostituzione a modulo p, Z, non della classe di S; ¢
tale che:

(3) ri=fr,

allora esiste una forma f; fra le (1), equivalente ad f*;, perché ponendo £==S;U,
ove S; & la sostituzione normale della classe di % ed U €& una sostituzione
aritmetica unimodulare, sara appunto:

S =rv=r..

Si deduce intanto: il numero delle forme (1), equivalenti ad una mede-
sima forma f'i, coincide col numero delle diverse classi di sostituzioni arit-
metiche a modulo p, contenenti sostituzioni arz'tmetiche, che applicate alla
forma f producono la forma f';.

Sia ora T una sostituzione del gruppo automorfo aritmetico della forma f:
se vale la prima delle (2), si ha pure:

TSy =T1";.
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Viceversa, se si ha la (3), si potrda porre:
2=T8§;

ove T & una sostituzione del gruppo automorfo aritmetico di f. Infatti dalla

£Si=r3
si deduce
f(8E=)=f,
ossia, la sostituzione 7= S;2—', unimodulare, applicata ad f, la riproduce.

Ora dico che essa & aritmetica, cioé a coefficienti interi del corpo K(V= —d)."

Consideriamo i due tipi della sostituzione normale S, : (é’ ?L), (i’ —OP) e ponendo
) ’

E—_—(a’ g), sara rispettivamente

)

—Y, &
oppure :
t 47, -—tB =
T= "
= 5 8
p’ B

incui & =0 (mod. ) e 3=0 (mod. ). Invero, se [, = (¢, ¥, ¢), 1a (3) offre
note relazioni, che si possono scrivere:
a' = (aa, -+ by)a — (Do, —+ CYo)Y
= (aBy + bBo)a 4 (Bef, + Bo)Y
= (ax, + byo)B 4+ (boxy 4+ €Y,)0
¢ = (aBy 4 03,)B + (B8, + ¢33

da cui: dalla prima e terza:

14

5
S a0, + by, = Yy
4) | *
( b0a0+0Y0=b00¢ —%E
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e dalla seconda e quarta:

a§30+b50=———

¥s 'y
B

®)
Cl“ bl
Z bt = =

Ora i coefficienti ¢, &' e ¢’ hanno i valori dati dai sistemi «) e B) del
paragrafo precedente, secondo il tipo della sostituzione normale S;,. Se p &
razionale — p, gli ideali principali («') e (p) devono essere primi tra di loro,
perche, diversamente, sarebbe ¢’ = 0 (mod. p), e per le relazioni 3) del para-
grafo precedente, risulterebbe che la forma f non & primitiva, contrariamente
a quanto si suppone; onde dalle (4), essendo ¥, =0 (mod. p), risulta che é
=0 (mod. p) e =0 (mod. p). Se p & complesso — =, si ha subito dalla (4),
essendo &', =0 (mod. =), la medesima conclusione se gli ideali («") e (r) sono
primi tra loro. Se questi due ideali non sono primi tra di loro, devono esserlo
gli ideali (') e (), perché diversamente, dalle relazioni B), risulterebbe che
la forma /’ non & primitiva; allora dalle (5), essendo ¢’ =0 (mod. =), risulta
=0 (mod=) e & =0 (mod. =) E quindi provato che la sostituzione T appar-
tiene al gruppo automorfo aritmetico della forma f.

Si pud dunque concludere con il seguente risultato che applicheremo in
seguito :

Il numero delle forme (1), equivalenti ad una medesima forma f', coin-
cide col numero delle diverse classi in cui si distribuiscono le sostituzioni
aritmetiche a modulo p del tipo TS;, ove T percorre le sostituzioni del
gruppo automorfo aritmetico della forma f ed S; é la sostituzione normale
che applicata ad f, produce la forma considerata f';.

Le considerazioni. precedenti ci conducono all’esame del gruppo auto-
morfo aritmetico di una forma di HERMITE, appartenente ad un corpo quadra-
tico immaginario generale K(V — d).

E noto (**), che le forme definite hanno un gruppo automorfo aritmetico
finito e quelle indefinite, un gruppo infinito. Occorrera dunque scindere il caso
delle forme definite dal caso delle forme indefinite, cio che noi faremo appunto,
dopo il paragrafo seguente.

(%) Cfr. Biancur: op. cit.,, Math. Ann.
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§ 4. Osservazione fondamentale.

Dimostriamo ora la seguente proposizione:

Data una forma di Hermite, f' = (a/, V', ¢') appartenente ad un corpo
quadratico immaginario K(V —d), a determinante App,, ove 1 & un nu-
mero indecomponibile in K(V — d), primitiva di prima o di seconda specie,
esistono sempre delle forme di Ilermite, appartenenti al medesimo corpo,
a determinante N, rispettivamente primitive di prima o di seconda specie,
che con sostituzioni aritmetiche a modulo p, si trasformano nella forma
considerata {'. Tali forme costituiscono una ed una sola classe.

Per fissare le idee, supponiamo che si tratti di forme primitive di prima
specie e che p sia un numero primo razionale = p: negli altri casi si pro-
cede analogamente.

Applichiamo alla forma [’ le sostituzioni del sistema completo normale a
modulo p: si otterranno (§ 2) p*+ 1 forme a determinante Ap* delle quali
una sola & a divisore p* e quindi, applicando ad /' la totalita delle sostitu-
zioni aritmetiche a modulo p, pensate ordinate in classi, si ha, corrisponden-
temente, una totalith di forme a determinante Ap*, ordinate in classi, delle
quali una sola & tale che le sue forme siano a divisore p*. Sia fE((_l, 5, E)
una forma di essa; si potra scrivere:

a« = a'a, b'ay, + by —+ CYy,
1 b = a”“Bo -+ blaao =+ b,oBoY -+ C’Yao
(_ ) (;o = @2, + 0'ga,d + 8 ofy, + 1,0

c =aBB, + B8, + VB, + 3
ove a, B, v e & sono i coefficienti di una conveniente sostituzione aritmetica

(% B

a modulo p: (Y: 5).
Poniamo allora:

b, c—C

a b
b =

a:PZ’ b—‘pz!

_F,

0
La forma f= (a, b, ¢) sard primitiva di prima specie ed a determi-

nante A. Segue subito dalle (1) che la sostituzione aritmetica a modulo p,

5 — (3) .
trasformera f in f'.
(“_ Y, &% f f
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Ora, tutte le forme della classe di f soddisfano alla proposizione enun-
ciata, perché se f, = (a,, b,, ¢,) € una di queste, si deve avere:

x,

@, b )37 B =t 0, o)

! r
o . . . . . c e
ove ( ] g, é una sostituzione aritmetica unimodulare e quindi:
T

)

a,’ 57 - Y
((6‘, bi) C‘) (Y’; g:)(_ v “p):(ay b; c).

Inversamente se f, =(a,, b,, ¢,) € una forma richiesta, cioé tale che sia:

* ’ 4 4
(a,, b, Ca)(«” gl):(“; v, c)
(1) 9

<Z17

Y

O7 TO

‘) una sostituzione aritmetica il modulo p, convenieute, sara:

indicando (
1

((L,, b/, cl)( 815 - Bi

R — )=(p?a, p*b, z.f’c)
e quest’ultima, a divisore p* ed a determinante Ap‘, & necessariamente equi-
valente alla forma (a, b, ¢), cioé alla forma (p2a, pb, pc) e quindi sono tali
le due forme (a,, b,, ¢,) e (a, b, ¢), cioe la forma (a,, b,, ¢,) & della classe
di (a, b, ¢). Con cid6 la proposizione enunciata é dimostrata pienamente.
Facciamo ora seguire 1’ osservazione seguente, che per le nostre ricerche,
é di fondamentale importanza.
Indichiamo con 7(A) e A'(A) il numero delle classi di forme di HERMITE
a determinante A, rispettivamente primitive di prima e di seconda specie, e
siano:
(2) . K, K, K,.., K, (r="h(4), r="Hr(4A)).

In ciascuna di esse si scelga una forma (qualunque) ed a questa appli-
chiamo il sistema completo normale a modulo p. Delle forme risultanti, a
determinante App,, consideriamo rispettivamente quelle primitive di prima o
di seconda specie, e non equivalenti tra di loro: esse costituiscono un sistema
completo di 1'cippresentantz' della totulita di classi di forme di Hermite, a
determinante App,, rispettivamente primitive di.prima o di seconda specie:

(3) K, K/, K/,.., K'yv  (r"=h{Bpp,), =N (App,)).
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Invero, se cid non fosse, consideriamo nelle (3) una classe K';, che non
abbia il rappresentante nelle classi considerate e sia f’; una sua forma. Ora,
per la proposizione dimostrata pilt sopra, esistono forme di una determinata
classe, tra le classi (2), dalle quali, con sostituzioni aritmetiche a modulo p,
si ottiene appunto la forma f*,. .

Dunque, effettivamente, il sistema di forme ottenuto nel modo detto, co-

stituisce un sistema completo di rappresentanti delle classi (3).

PARTE SECONDA

FORME DEFINITE DI IHERMITE

§ 5. Le forme definite di Hermite nello spazio
non euclideo.

Nel seguito del presente lavoro considereremo il caso delle forme di
HERMITE definite (il determinante A << 0); che, per fissare le idee, saranno
sempre positive.

Come si & veduto, le osservazioni finali del § 3 ci conducono a determi-
nare il gruppo automorfo aritmetico di una forma definita di HERMITE, in un
corpo quadratico immaginario K(V— d).

Per questo, dovremo premettere alcune considerazioni geometriche intorno
a queste forme, ed & quanto noi faremo in questo paragrafo (*°).

Siano :

le sostituzioni lineari sopra la variabile complessa z, ove i coefficienti «, 3, v, &
R . . . o

sono complessi tali che 2% — By = 1. Indicheremo le (1), simbolicamente : ( ’ g .
7

Ai due assi cartesiani ortogonali 0%, Oy del piano &y, ove immaginiamo

distesi i valori 2 =& + iv, associamo un terzo asse 0, ad essi ortogonale; e,

('¢) Cfr. BiaNcHI: op. cit.,, Math. Ann,, 38, 40 Bd.
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[4

ad una sostituzione (1) facciamo corrispondere la trasformazione definita dalle
relazioni (*"):

2 — gy, + zad, + 2,8y, + B3,
EorY, + 218, + 2,748 + 83,

" E oY + 2,28 4 3B,y + Bo%
° 2o+ 278, 4 2,70 + 8,
n_ Praxg -+ zaBy 4 22,8 + B8,
T ETe + Y8+ 77,8 + 83,

- g

> = e*YYo = 370, = 27,8 + 83,

z
2)

79

ove: o* =& +7° 4+ e o =8 + 7"+ (%

Le (2) trasportano le affinitd piane circolari. di MoB1Us (1) in trasformazioni
conformi dello spazio in sé, e costituiscono un gruppo continuo. Per i punti
del piano &y, le (2) si riducono alle (1); trasformano quindi questo piano in sé
medesimo. Le trasformazioni (2), nel semispazio { > 0, rappresentano i movi-
menti della ben nota metrica non euclidea a tre dimensioni.

Consideriamo ora nelle (1) i coefficienti «, §, v ¢ & interi appartenenti al
corpo K(V—d): il gruppo, discontinuo, corrispondente, sari detto: gruppo di
Bianchi, se d=£1; gruppo di Picard, se d =1; e, sara indicato con G'®,

Due punti del semispazio { > O (spazio non euclideo), si diranno equira-
lenti rispetto ad un gruppo G'¥, quando esiste, nel gruppo, una trasformazione
che trasporti un punto nell’ altro. '

Sia una forma definita di IIERMITE, appartenente al corpo K(V—d):

[ = axx, -+ bxy, + b,y +cyy,, A=bb,—ac-70:

il punto (proprio) dello spazio non euclideo, avente per coordinate:

ba-b, __ b—b, . V—A
o 2a T="% » 5= 4

sara detto indice della forma.
L’ equivalenza aritmetica di tali forme & riportata con ci6o all’equivalenza
dei corrispondenti indici, rispetto al gruppo G‘® ed inversamente, in modo che:

(") Cfr. PorNcari: Mémoire sur les groupes Kleiniens. Acta Math., T, R,
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[+4 N . . . . .
se( ! g) €& una sostituzione aritmetica unimodulare che trasforma una forma
?

—1
nell’ altra, il movimento non euclideo, definito dalla sostituzione lineare (:’ g) ,
?

trasforma 1’indice della prima forma nell’indice dell’altra, ed inversamente.

8 6. I gruppi antomorfi aritmetici delle forme
definite di Hermite.

Come conseguenza della considerazione finale del paragrafo precedente,
risulta, che la ricerca del gruppo automorfo aritmetico di una forma definita
di HERMITE, in un corpo K(V—d), viene condotta alla determinazione delle
trasformazioni di POINCARE con «, 3, v e & interi del corpo considerato, che
lasciano fisso il corrispondente indice della forma.

Segue subito di qui, e da note proprietd dei gruppi di Brancnr (*%), che il
gruppo automorfo aritmetico delle forme definite di HERMITE é sempre un
gruppo finito.

Intanto si osservi che: se I’indice di nuna forma definita, apparienente
ad un corpo K(\ —d), ove d==1, =3, ¢ tale che sia {>1, il suo gruppo
automorfo aritmetico é costituito unicamente dalle due sostituzioni : (identita)

+1, 0
0, =+1)
Infatti, 1’ ultima delle trasformazioni (2) del paragrafo precedente, ponendo
=g, ci offre:

1 1
TYo +'§§ (‘]’3 -+ a)(Yozo + ao):' F <1,

da cui, essendo y intero, non potra aversi che y=0. Allora risulta a8=1, e
poiche il corpo K(V —d), per ) ipotesi fatta, non possiede altre unita oltre == 1,
sard o — & — == 1. Corrispondentemente dalla prima delle trasformazioni sud-
dette, dovendo essere 2z’ =z, sard §=0. C. d. d.

Per potere ora completare la ricerca del nostro gruppo bisognerad supporre

che il corpo K(V?——d) sia uno di quelli cui e stato determinato, oppure € pos-

(%) Cfr. BraNcHr: op. cit., Math. Ann,, 10 Bd., pag. 335-336.
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sibile determinare, il poliedro fondamentale del gruppo di BIANCHI corrispon-
dente G'® (%),

Si potrd supporre, senza fare limitazioni, che 1’indice della forma appar-
tenga al poliedro fondamentale, cioé la forma sia 7idofta.

Abbiamo subito: I) se I’indice della forma é interno al poliedro fonda:
mentale, il suo gruppo automorfo aritmetico é unicamente costituito dalle
due sostituzioni: (identitd)

, (1‘1, 0 )
A0, =1/

)

Potra quindi aversi un gruppo automorfo pilt ampio soltanto quando I’ indice
della forma appartenga al contorno del poliedro fondamentale. E, per quanto
si & ora veduto, se d==1, &= 3, dovra inoltre essere situato non al disopra
del piano {=1.

Un punto del contorno fisso, & necessariamente un punto di un asse di un
movimento ellittico del gruppo G‘®. L’ asse & una retta od un circolo, ortogo-
nale al piano limite {=0: se d =1, == 3, nou potrd essere che un circolo.

La ricerca del nostro gruppo automorfo aritmetico é quindi condotta alla
determinazione dei movimenti ellittici del gruppo G'®, che portano il policdro
fondamentale in uno aderente della rete poliedrica in cui viene diviso lo spazio
non euclideo. Ogni tale movimento darda uuna sostituzione per il gruppo auto-
morfo, e le sostituzioni che nascono da questa con le successive potenze (*%),
daranno altrettante sostituzioni per tale gruppo.

Le considerazioni svolte in questa parte valgono anche se il corpo K(V—d)
possiede anche ideali secondari. Per procedere innanzi, dovremo ora fissare il
corpo a cui appartengono le nostre forme e quindi, nel seguito, il corpo K(V— d)
sard privo di ideali secondari e per il quale sia nolo il poliedro fondamentale
del gruppo G‘®. Secondo le osservazioni del Brancur (*'), il gruppo G'®, dopo
I’ampliamento per riflessione, non avra nessun vertice singolare sul piano {=0.

I corpi nei quali noi svilupperemo le ulteriori ricerche saranno: K(V— 1),
K(V—2) e K(V=3), che si trovano nelle condizioni ora specificate; notando
perd che, basandoci sopra i nostri sviluppi, nei quali non viene fissato il numero
d, si potranno avere i risultati, oggetto dell’ attuale studio, anche negli altri
corpi che si trovino nelle condizioni suddette.

(%) Cfr. BiaNcHI: op. cit,, Math. Ann., 40 Bd,, pag. 384 e seg.

(3%) Ogni sostituzione ellitbtica di G2 ha un periodo finito; cfr. Brancmi : op. cit., Math.
Ann., 40 Bd., pag. 353-354.

(') Cfr. Brawcur : op. cit,, Math, Ann., 40 Bd., pag. 333.
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Notiamo perd, in generale, che nei-vari casi studiati dal BiaNcHI, si hanno
le sostituzioni ellettiche:

0, +1 - e o
( ’1 _'6 ) a periodo 2; il cui asse & 1'intersezione tra la sfera di rifles-
- b
sione E* +v®+{*=1 ed il piano di riflessione £=0;
—1 . . . s .
( 0, a periodo 3, il cui asse & I'intersezione tra questa sfera ed
+1, +1
1
il piano di riflessione &= —gi
O, -_— 1 . . . 3 s N 4 N 4
+1, —1 a periodo 3, il cui asse & I'intersezione tra questa sfera ed
’

1
il piano di riflessione EZQ'

Si hanno, corrispondentemente, i casi seguenti per il gruppo automorfo
aritmetico : . .
. II) se Uindice della forma & sull’arco intersesione tra la sfera
B4 32=1 ed il piano E=0 il gruppo & costituito dalle quatiro

sostituziont »
i 17 OI 07 i ] .
0, =*=1)7 \x1l, 0 )’

III) se I indice della forma é sull’ arco intersezione tra la sfera

1 .. R
4+ 4+ =1 ed il piano E=— 97 il gruppo & costituito dalle séi sosti-

41, 0 41, =1 0, =1\
0, =17 \x1, o) \x1, 1)

IV) se Uindice della forma é sull’ arco intersezione tra la sfera

tuszioni :

B+ + =1 ed il piano 5:%, il gruppo é costituito dalle sei sostitu-

+1, 0 1, *+=1 0 =1
(0, =17 \x1, 0/ \*I1, 1)’

Nel seguito, quando tratteremo delle forme definite da HerMITE, aventi
questi gruppi automorfi aritmetici, non faremo alcuna ipotesi sopra il valore
del numero d; soltanto, che il relativo corpo K(V — d), sia, come si & detto,
privo di ideali secondari,

stoni
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Consideriamo ora i tre corpi: X(V—1), K(V=2), K(V=23).

K(V=1).

Il poliedro fondamentale del gruppo di PIcArD (*?) & la regione dello spazio
non euclideo esterno alla sfera di riflessione:

EZ + .{)2 + C? — 1
e compresa tra i quattro piani di riflessione:

1 1
’ n—_é’ 7)—“+

=0, E= -

DO =

I movimenti ellittici (i cui assi potranno essere qui anche delle rette per-
pendicolari al piano {—=0), che fanno passare questa piramide in una aderente
danno luogo ai seguenti casi per il gruppo automorfo aritmetico, oltre ai casi
gia notati precedentemente I), I1) e IV):

1°) se 1’indice della forma & sopra la retta £ = =0, il gruppo & costi-

tuito dalle sostituzioni : }
*=1, O [Ei 0\,
0, =1/’ 0, =x=1¢)’
2°) se 1’indice del}a forma & sopra la retta E:;, n=0:
4=1,. 0 = = M= =AY
0, +1)7 \0, =i
3”) se 'indice & sulla retta £ =0, n=—
=1, O =i, *+ 1\,
0, X1 \0 i)

1
4°) se I'indice & sulla retta E:2, n=—

1
2
+1, 0 i, =1
o, =+=1) \o xi /

b

(22) Cfr. Brancui: Math, Ann,, 38 Bd,, pag. 318,
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se l'indice e sulla retta £ =1 =‘%:

1, 0\ (Fi Fl3Fd
0, =1/ \0, =*i )

o
)
<2

? ? -

6°) se I'indice & sulla retta £=0, y -.:;:
+=1, 0 Fi, =1\
0, ==1) \0, =)
" Ve as , ) S -
() se "indice & sull’ arco 71=——2, B4t =1:

=+=1, 0 0, =«=¢ =1, i\
0, ==1) \gi, *=1) \gxi 0 )

1
8°) se I'indice & sull’arco 7y =35 B4+ =1:

+1, 0 0, =i\ (£1, =i\
0, =*=1) \xi x+1) \¢ 0 )

9°) se I'indice & sull’arco =0, & 4+ 7'+ =1:
+=1, 0 0, =i
0, =#£=1) \x4¢ O0)

E(V=2).

Ii poliedro fondamentale del gruppo di BrancHi (*¥) corrispondente & la
regione dello spazio non euclideo esterna alla sfera di riflessione:

§2+n2+C2:1

e compresa tra i quattro piani di riflessione:

Nel caso attuale, tenendo presente le osservazioni esposte in principio del

(*3) Cfr. BiaNcH1: Math. Ann., 40 Bd., pag. 363-364.

Annali di Matematiea, Serie 1V, Towo 1II, . 2
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paragrafo, si vede subito, che per il gruppo automorfo aritmetico non vi sono
altri casi oltre a: I), II), III) e IV).

KE(V—3).

Il poliedro fondamentale del gruppo di BiANcHI G® & la regione dello
spazio non euclideo costituita della piramide a base triangolare equilatera:

g=%, E—nV3=0, E~4nV3=0,

dalla sua simmetrica rispetto alla retta € —7V3=0 ed esterno alla sfera di
riflessione

Bt =1 (),

I movimenti ellittici in G® (i cui assi potranno essere anche delle rette
ortogonali al piano {=0) che fanno passare questo poliedro in uno aderente,
danno luogo ai seguenti casi per il gruppo automorfo aritmetico, oltre ai casi

1 f—
I), II) e IV) gi4 notati: (e rappresenta 1’ unita —_l_—;“g)

1°) se l'indice & situato sopra la retta £ =7 =0:

+=1, 0 =+e O +e*, 0,
0, =1/ \ 0, ¢/ \ O, IE)’

o 1 3
2°) se l'indice & situato sopra la retta 6:2, 7N = l{)é

+=1, O +e? e Fe, et
0, =*=1) 0, =&/’ 0, ==eg2)

3°) se I'indice & situato sopra la retta §—

y N=—

*=1, 0 e e Fe e
0, =17\ 0, =Z¢e/’ \0, =g

)

DO

(* Cfr. BiancHi: Math. Ann., 38 Bd., pag. 322-324.
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4°) se I’indice & situato sopra la retta §=0, n = ?:

+=1, 0 e’ 1 te 1Y)
0, =1/ \ 0, e/ \ 0, xe*)

5°) se I’indice & situato sopra I'arco E4%V3=0, 24+ + 3 =1:

41, 0 0, ¢
0, 1) \&e, 0 )

6°) se I’indice & situato sopra I'arco £ — V3 =0, & 4n*+=1:

+=1, O 0, I=¢
0, =17 \xz¢& O

7°) se I'indice & situato sopra l'arco £E4+7nV3 —1=0, 49>+ {=1
+1, 0 41, et 0, ¢
0, ==1)7 \xe 0 )7 \*e x1)°

Quanto precede ci permette la seguente conclusione:

Le forme aritmetiche definite di HERMITE, nei corpi K(V—1), K(V=2)
e K(V— 3) hanno (escluse particolari forme) (**) per gruppo autonmorfo aritne-
tico, gruppi (ciclici) degli ordini 2, 4 e 6. Nei corpi K(V—1) e K(V— 2), quelle
primitive di prima specie non possono avere gruppi piu ampi di quelli di
ordine 2 e 4; quelle primitive di seconda specie possono avere gruppi
avtomorfi aritmetici anche di ordine 6.

Nota. — I risultati ottenuti nel presente paragrafo, coll’ osservazione che
sulla retta £ =% =0 si trovano gli indici delle forme definite di HERMITE del
tipo (a, o0, ¢), ci permettono di enunciare il teorema:

L’ ordine del gruppo automorfo aritmetico delle forme definite di HER-
MITE, del tipo axx,+ Cyy,, con ac=k 1, coincide col numero delle unita del
corpo quadratico imvmaginario K(V— d), in cui queste forme si considerano
(senza alcuna limitazione per il numero d). '

(%) La considerazione di queste portieolari forme & inutile per le attuali ricerche. Nella
min Nota: Sopra le forme definite di Hermite (Atti della Societd Ligustica di Scienze e
Lettere, vol. TV (1925)) vengono considerati questi casi, cio che conduce ad ottenere, in casi
particolari, il numero effettivo delle elassi. (Cfr. Intr.).
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PARTE TERZA

RELAZIONT SOPRA IL NUMERO DELLE CLASSI DI FORME
DEFINITE DI HERMITE

§ 7. I valori del numero »n per le forme definite primitive
di Hermite.

Esaurito lo studio sopra i gruppi automorfi aritmetici delle forme definite
di HERMITE, che occorreva per le nostre ricerche, riprendiamo le considera-
zioni del § 3, coll’andare a determinare il numero n delle forme f* definite,
a determinante A’= App, (& indecomponibile in K(V— d)), primitive di prima
o di seconda specie, non equivalenti tra di loro, che si ottengono applicando
alla forma f=(a, b, ¢) definita, a determinante A, primitiva, rispettivamente
di prima o di seconda specie, le sostituzioni del sistema completo normale a
modulo p. .

Si vedra che i valori del numero n dipendono, unicamente, dal determi-
nante A, dal numero p e dall’ordine del gruppo automorfo aritmetico della
forma f.

Come si & veduto, per il risultato finale del § 3, per questa ricerca
bastera calcolare il numero delle classi di sostituzioni in cui si distribuiscono
le comﬁosizioni TS, ove la sostituzione 7' percorre le sostituzioni del gruppo

. . ’ . - 1, 0
automorfo aritmetico della forma f ed § & la sostituzione normale (0’ )
)

oppure (i’ —OP'), in cui ¢ percorre quei m — 1 valori del sistema completo
)
di resti (mod. p) fissato (§ 1), che rendono primitive le forme risultanti

dall’ applicazione delle sostituzioni (i’ —OP.) alla forma f (§ 2).

)

Notiamo che nelle composizioni 7'S basterad tenere conto di uno solo dei
due segni dei coefficienti delle sostituzioni 7. .

Occorrera, nelle considerazioni che seguono, distinguere i vari casi, corri-
spoadenti dell’ ordine del gruppo automorfo aritmetico della forma f, primitiva
(di prima o di seconda specie). ‘
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I) La forma f sia a gruppo automnorfo aritmetico G,:
Le composizioni 7'S danno una sola classe e quindi (§ 3) & »=wm: spe-
cificando (§ 2), abbiamo la seguente tabella :

er p— se (A)-—O é n=1p*?
per p=p \ § n) = =D
A

/o =1 » — 1
2 ) N1
-]
per p—=m= ‘se (3):0 é n=yq
Nm=q | (3):#0 . om—gal

II) La forma f sia a gruppo automorfo aritmetico G,, con lindice
sopra 1’ arco intersezione tra la sfera & +%®*+{*=1 ed il piano £§=0.

La forma sara percio del tipo f= (a, bV —d, a), con a e b interi razio-
nali, primi tra di loro, a dispari o pari secondo che [ & primitiva di prima
oppure di seconda specie, e tali che A =05b%d — «a®.

Inoltre supporremo a Z=0 (mod. p) (*%).

Le composizioni 7'S che qui si devono esaminare sono, secondo il tipo
delle sostituzioni normale S: ’

(+1, 0 +l,0_<+1,0 (0, + 1 +1,0_(0, B
0, +1 O; P’_ 0) P', _17 0 07 p'——lio,

(+1, 0 (t, —w\ [t —p\ (0O 4—1) t, —u\_[+1,0
0, +1hr1, 0)T\+1, o) =1, ofey, 0)T =t W

\

(*%) Quest’ipotesi non & una limitazione. Nei corpi K(V— 1), RV=2) e RV—3), ove
coi risultati a pag. 225-228 si completano le considerazioni generali che andiamo ora svol-
gendo, ¢id & possibile ottenersi. )

Infatti basta ricordare (§ 2) che in ogni classe di forme primitive, esistono forme col
primo coefficiente non divisibile per p e poi, unitamente ai risultati ora accennati, pensare
che qui le forme sono a gruppo automorfo aritmetico G, e la riduzione a forme ridotte si
compie quindi unicamente con sostituzioni che lasciano inalterato il primo coefficiente delle
forme (cfr. Biaxcrr: Math. Ann,, 38, 40 Bd.). Questa circostanza pud osservarsi anche quando
le forme appartengono ad altri corpi quadratici immaginari.

Per brevita si escludera il caso particolare di N()=¢=2, ora ed in tatlo quel che
segue.
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Ricordando ora la congruenza (4) del § 1, si ha subito: le composi-
zioni TS si distribuiscono in due classi distinte se S é del tipo ((1)’ 3), op-
H

pure é del tipo (‘;’ _OP"> e t non & soluzione delln congruenza:
)

(1) *=—1 (mod. p);

st distribuiscono invece in una sola classe, se t soddisfa « questa con-
gruenza,

Consideriamo la congruenza (1) nel corpo K(V — d). Sia p razionale =p (*'):
1a (1) é sempre possibile con due soluzione incongrue (*%) (mod. p). Indicando
con ¢, +t,V—d una di queste (¢, e £, interi razionali), la (1), nel corpo dei
numeri razionali, ci offre le due congruenze:

2) H—td=—1 (mod. p)
(3) : tt, =0 (mod. p);

dalle quali visulta che & ¢, = 0 (mod. p) oppure ¢, =V (mod. p) e non con-
temporaneamente. Poiché é (——;)—Cj)=— 1, osservando le (2) e (3), risulta su-

bito che le due soluzioni della (1) si possono assumere razionali se p =1
(mod. 4), puramente complesse se p =3 (mod. 4). Lo stesso risulta se le ra-
l+V—d

2
t,=1 (mod. 2). Sia p complesso =x: N(n)=g¢q. La (1) sara solubile od inso-
lubile, secondo che & ¢ =1 (mod. 4), oppure ¢ = 3 (mod. 4) (**): nel caso della
solubilitd le soluzioni sono due e si possono assumere razionali.

dici hanno la forma ¢, + ¢, , quando fosse d = —1 (mod. 4), con

Cié posto, ritorniamo allo studio delle composizioni TS, ove S:(tl’ —Op)’
b

per vedere se e quando dei valori che pud avere t, possono essere soluzioni
della congruenza (1), nel caso che sia solubile.

Distinguiamo i soliti casi.

Sia p razionale = p.

A — .
1°) Sia (2—0>:0. Poiché & b°d = «® (mod. p) risultera (_p_l):_ 1,
quindi p =3 (mod. 4). Abhiamo allora:
(%) Per brevitd supporremo ora e nel seguito p3=2.

(%) Cfr. BraNcH1: Lezioni sulla Teoria dei Nwmeri algebrici, pag. 335-336.
(*9) Cfr. BiancHl: Lezioni ecc., pag. 841,
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LY

Una delle due soluzioni che ammette la (1), offrre una sostituzione nor-
male che applicata alla forma f, produce una forma primitiva; I’ alira
offre una sostituzione normale che applicata ad f produce una forma non
primitiva. Infatti, per quanto si & veduto pitt sopra le soluzioni della (1) si
possono assumere puramente complesse, cioé { = ==, V —d (mod. p). Si con-
sideri ora la congruenza:

(at—bV—dat, +0V—d)y=0 (mod. p),

che ha una sola soluzione (mod. p) (§ 2, I, 1°). Essa & soddisfatta da uno dei
due valori = ¢, V' —d, perché da b*d =a® (mod. p), tenendo conto della (2)
risulta appunto af, === (mod. p): di qui si ha I’ enunciato.

Segue allora:
tv — P
I, O
distinte perr m — 2 valori di t ed in una sola classe per uno solo valore di t.

Le composizioni TS, ove S:( ) st distribuiscono in due classi

Si pud dunque concludere: Se p @ razionale =p e ($)=o, quindi neces-

sariamente p=3 (mod. 4) si ha:

m—1 m 41
3 +1= 5

4) "=

2°) Sia (%)4:0. Abbiamo:

Se p=1 (mod. 4), le due soluzioni della (1) offrono due sostituzioni
normmnali, che applicate alla forma f producono due forme non primitive
se p=3 (mod. 4) tali soluzioni offrono due sostituzioni normali, che appli-
cate alla forma f producono due forme primitive. Infatti: se p =1 (mod. 4)
le soluzioni_della (1) si possono assumere razionali: sia ¢, una di esse e si

ponga:
X=at,—bV—d (mod. p)
sara .
X, =at+bV—d (mod. p)
e quindi: :
XX,=a+0d=—a*+0d=A (mod. p).

Percio (§ 2) & provata la prima parte dell’ enunciato. Per la seconda, si
osservi che le soluzioni della (1) si possono assumere puramente complesse:
=3¢,V —d (mod. p) e, se una di esse, per es. {,V—d offrisse una sostitu-
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zione normale che applicata ad f producesse una forma non primitiva, si
dovrebbe avere (§ 2): :
(4) at,V—d —bV—d=X (mod. p)

ove X & una delle soluzioni della congruenza XX, = A (mod. p). Allora dalla (4)
risulterebbe :
at,=b (mod. p)

e per la (2): a® = b*d (inod. p), cioé A =0 (mod. p), contro I'ipotesi. C. v. d.
Segue allora il risultato:

Le composizioni TS, ove S = (f’ _Op) st distribuiscono: se p=1 (mod. 4),
b

in due classi distinte, per tutti i valori che pud assumere t; se p=3 (mod. 4)
in due classt distinte per m — 3 valori di t ed in una sola classe per due
valori di t.

Si potra dm]que concludere:

Se p é razionale =p e (§>¢0 st ha:

E
2
m

(6) per p=3 (mod. 4), n— 9 -+ 1.

(D) per p=1 (mod. 4), n=

Sia p complesso = n: N(w) =q.

19 Sia (3):0 Da bd=a® (mod. q) risulta (%): + 1, avendosi
(%d):+1, percid deve essere q =1 (méd. 4) (*Y, quindi in questo caso
la (1) & solubile. Si hanno qui gli stessi risultati osservati per p razionale = p
divisore di A; e percio si conclude subito:

Se p é complesso ==, N(n)—=q, e e):o, quindi necessariamente q =1

(mod. 4), si ha:
__m—|—1
=—G.

&

(3) 8i noti che ¢ non pud essere in questo caso un numero primo critico, civé tale che
—d L . . .
(—)=0, perchié diversamente sarebbe ¢ =0 (mod, ¢) contro D’ipotesi. Puo invece essere
.

. q
tale nel caso successivo.
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—

2°) Sia (3)4:0. Allora, ricordando (§ 2) che tutti i valori che puo assu-

mere ¢ offrono sostituzioni normali, che applicate alla forma f, producono forme

primitive, e tenendo presente quanto si disse sopra la congruenza (1), abbiamo
i risultati:

Se p é complesso ==, N(n)=q, e (§>:§=O, st ha:

m—2+‘ m+
2 2

(1) per g=1 (mod. 4), n=

(8) per ¢ =3 (mod. 4), n = ?2& ’
Raccogliendo le formule (4), (b), (6), (7) ed (8) e specificando i vari valori
del numero m (§ 2), si ha la tabella:

2
&8 (é>=0 (p=3 (mod. 4)) & n="2 + 1
p 2
12
: (A) e p=1(mod. 4) » n:.—(p 21) —1
per w=2p > il o
b s p=3(mod4d) » n=L_L 21)
d A .» p=1(mod.4) » n=(_p__2_l_)f
(;)_—_—~1 » (—)_—_—_.]_1 ( _—1)2
P P » p=3 (mod. 4 » ":—?——5——{—1
A\ _ g1
per p=n se (&)—-0 | (g=1 (mod.4) & n=g—
ge g=1 (mod.4) » n:q.';‘l_}_l
A
(Np)=9) . (~)¢0 |
1 (,'qs_?)(mod.él) N n—_—_ﬂ%{

1) La forma f sia « gruppo automorfo aritmetico G, con 1 indice

sopra ) arco intersezione tra la sfera £ +v* 4 C*=1 ed il piano E—_—_%.
. . a — . .
La forma sara del tipo f= (a, —5 46V —d, (l,), ove a e b sono interi

razionali, primi tra di loro, a =0 (mod. 2) con A =5%d —Zeﬁ: la forma sara

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo III,
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primitiva di seconda specie; oppure, nel caso di d = — 1 (mod. 4), puo essere
—
anche del tipo f= (a, — a—;;b+b %——d, a) ove a e b sono interi razio-

b*d — 3a*
—
primitiva di prima specie. Ci limiteremo alla considerazione del primo tipo
della forma f, poiché per il secondo si ottengono, per la medesima via, gli
stessi risultati.

Si supporra @ =z0 (mod. p) (**).

Esaminiamo le composizioni 7'Y: esse sono le seguenti, corrisponden-
temente al tipo della sostituzione normale S:

<+1, 0)<+1, 0)_<+1, 0) (0, +1)<1, 0)_( 0, p.)
0; +1 O) P"— Or P" _1;+1 O:P— _I?P',
_1y+1 1,0_(-1;P’ ('*‘1; 0 (5,—”_(5,—;).)
—1, oMo, p)—\=1,0 Vo +1A, o) \1, o)
0, +1y¢ —p\ _[(—t+1, p ——l,+1(t,—p._(——t+1,p
—1, +1A1, 0 ) 1 0o \=1, o \t, 0o /)= \ —¢ )

Si ha subito (§ 1): le sostituzioni TS si distribuiscono in tie classi distinte

nali, primi tra loro, entrambi dispari, con A= , e la forma sara

se S ¢ del tipo ((l)’ 3) oppure & del tipo (]t’ *Opd) e t non soddisfa alla con-
' 2

gruensa ; ,

9) —t+1=0 (mod. p);

si distribuiscono tnvece in una sola classe, se t soddisfa « questa congruenza.
Occorrera esaminare la (9) nel corpo A(V—d): un semplice calcolo e

ponendo :

(10) y=2-+1 (mod. ),
essa si riduce a

(11) _ P=—3 (mod. p).

Se la (9) é solubile, per la (10), & pure solubile la (I1) ed inversamente.
Sia p 1razionale =p = 35: 1a (11) & sempre solubile con due soluzioni incongrue
(mod. p) ed altrettanto accadra per la (9).

(¢4 Cfr. nota a pag. 217.
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Indicando con ¢, + ¢,V — d una delle soluzioni della (9), nel campo razio-
nale si avra:

12) t?— 4, —t3d+1=0 (mod. p)

(13) 6,2t —1)=0 (mod. p).

Ora dalla (13) risulta {, =0 (mod. p) oppure 2{, =1 (mod. p), ma non
simultaneamente, perché allora dalla (12) si avrebbe ¢, =0 (mod. p) oppure
t, = — 1 (mod. p), il che non pud essere. Segue allora, che se p =1 (mod. 3)
¢ t,=0 (mod. p) e 2¢, 51 (mod. p); se p=2 (mod. 3) & £,74-0 (mod. p) e
2¢, =1 (mod. p). Se invece, quando fosse d =1 (mod. 4), la radice considerata
1+V—d

2
se p=1(mod.3) & {,=0 (mod. p) e 2¢(, 1 (mod. p); se p=2 (mod. 3)
& ¢, 0 (mod. p) e £, +2{, — 1 =0 (mod. p). Se p=3 la (9) ha una sola
soluzione. Sia p complesso —==n ¢ N(nr)=q3F3: si ha subito, che la (11), e
quindi la (9), é solubile, con due soluzioni incongrue (mod. =), che si po-
tranno assumere razionali, od insolubili secondo che & ¢g=1 (mod. 3) oppure
é ¢ =2 (mod. 3). Se ¢ =3 si ha lo stesso risultato di p==3 (**).

della (1), é della forma ¢, 4 ¢, (¢, =1 (mod. 2)), allora si ottiene che

Ritorniamo allo studio delle sostituzioni 7S ove S_—_(tl’ _OP)'
)

Sia p ragionale = p.

1°) Sia (2):0. Avendosi 4b*d = 3a* (mod. p), si ha (;3>=<Zp.d)=_1

e percid p =2 (mod. 3). Abbiamo allora:

Una delle due soluzioni della congruenza (9) offre una sostituzione
normale, che applicata alla forma f, produce una forma primitiva; Ualira
offre una sostituzione normale, che applicata olla forma f, produce wuna
forma non primitiva. Questa proposizione si dimostra come la corrispondenti
del cago 1I), tenendo pero conto di quanto si & veduto sopra la congruenza (9).

Segue il risultato :

t]
1
stinte per m — 2 valori di t ed in una sola per un valore di t.

Le composizioni TS, ove S :( _Op) st distribuiscono in tre classi di-
?

(*" Nel seguito si supporrd che tanto p quanto ¢ siano ==38; i risultati relativi sono
semplicissimi.
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Si pué dunque concludere:
A
Se . & razionale = p ed é(5)= 0, quindi necessariamenie p =2 mod. 3),

st ha.

m—1 m 42
14 —_— - —_—
(14) n 3 —+1 37

2°) Sia (%):{: 0. Abbiamo :

Se p=1 (mod. 3), le due soluzioni della congruenza (9) offrono due
sostitugiont normali che applicate alla forma f producono due forme non
primitive; se p=2 (mod. 3) fali soluzioni offrono due forme normali che
applicate alla forma f producono due forme primitive. Anche questa propo-
sizione si dimostra come la corrispondente nel caso II), tenendo sempre conto
dei risultati sopra la (9).

Segue allora:

Le composizioni TS, ove S = G’ _Op> s distribuiscono: se p =1 (mod. 3),
) -

in tre classi distinte per tutti i valori che pud assumere t; se p =2 (mod. 3),
in tre classi distinte per m — 3 valori di t ed in una sola classe per due
valori di t.

Si pué dunque concludere:

Se 1 ¢ razionale =p ed ¢ (%):f: 0, si ha:

(15) per. p=1 (mod. 3), = :%
(16) per p =2 (mod. 3), n:mT_g_l_Q:__ m;—l—i—l.

Sia . complesso =n: N(n) =q.

1°) Sia (g): 0. Da 45°d = 3a® (mod. g) (**) risulta (—T‘;):(%‘%):—i—l

e percid ¢ =1 (mod. 3). La (9) & sempre solubile e come nel caso corrispon-
dente di p razionale = p, abbiamo:
A
Se n & complesso ==, N(n)=q, e (q—):O, quindi necessariamente q =1

(mod. 3), si ha:
_ m 42

Nn—= —

3 -

(3% Cfr. nota a pag. 220,
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2°) Sia (é)=|=0. Si ha analogamente nel caso corrispondente in II):

Se p & eomplesso ==, N(r)=xq, ¢ (A):[:O, si ha:

q
(17) per g=1 (mod. 3) e n:m;-1+1
(18) per ¢ =2 (mod. 3) & n:%l.

Raccogliendo le formule (14), (15), (16), (17) e (18) e specificando i valori
del numero m (§ 2), si ha la tabella:

2 <
se (%):0 (p =2 (mod. 3)) & n="> ;— 2
per p=9p A 1
(:—)d)z—l se(5>=——1 (p=2 (mod. 3)) &6 n= P 3 +1
se (’3):+1 (P=1 (mod. 4) & n="L""1"
b 3
se (é>=0 (g=1(mod. 3) & n= q——*_?
q 3
per p=m \e qsl(mod.?))) & n:qsi_ﬂ_l_l
(Nm)=9) |ge (é>4:0
7 2 e ¢g=2 (mod. 3) & n= q_—;—_l

A questi medesimi risultati si perviene se, essendo la f a gruppo auto-
morfo aritmetico G, I'indice giace sopra I'intersezione della sfera £*-+%*+(*=1
ed il piano E:—-é.

Notiamo, esplicitamente, che nei casi I) e II) la forma f, primitiva, pud
essere di prima o di seconda specie, nel caso III) pud essere soltanto di seconda
specie se d3=— 1 (mod. 4); invece, se d=—1 (mod. 4), pud essere anche di

o . 14+V—d
prima specie (e tale se b & della forma b, + b, ~—_'———}2——, b, =1 (mod. 2)).

Svolte le considerazioni generali precedenti, che servono per tutti quei
corpi K(V—d) che si trovino nelle condizioni specificate nel § 6, riprendiamo
i corpi K(V—1), K(V=2) e K(V=3) per completare la ricerca del numero n,
quando le forme appartengano a questi corpi.
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K(V=-2).

Esaminando i risultati del § 6, concludiamo subito, che quando le forme
definite di HERMITE appartengono al corpo A(V— 2), la ricerca del numero n
é gia esaurita con le considerazioni generali precedenti.

K(V—1), K(V=13).

Si ha il teorema:

Se la forma f appartiene ai corpi K(V=1) o K(V—=23), primitiva, é a
gruppo automorfo aritmetico G, oppure G,, i valori del numero n, sono
invarianti, 1ispetto alla posizione dell’ indice della forma sul contorno
del poliedro fondamentale del gruppo di Picard oppure del gruppo di
Bianchi G®.

Occorrera dunque provare che se l'indice della forma f giace sopra le
rette od archi osservati a pag. 212 e 213 ed a pag. 214 e 213, si ottengono per =
gli stessi valori ottenuti nella tabella di II) e di III). Notiamo che nel corpo
K(V—1) non pud aversi che p =3 (mod. 4) e ¢ =1 (mod. 4) e nel corpo
K(V—3) non pud aversi che p =2 (mod. 3) e g =1 (mod. 3).

La forma [ appartenga al corpo K(\/—l), sia a gruppo automorfo arit-

c o . 1 .
metico G, e il suo indice sia sulla retta §=7v =_ del poliedro fondamentale

2
del gruppo di PICARD (§ 6): le considerazioni che seguono si riferiscono a
questo caso, pero in ogni altro, le cose procedono similmente.

La forma sarad quindi del tipo fz(a, —g(l — 7), c) con «, ¢ interi razio-
2

nali, primi tra loro, a =0 (mod. 2), ¢ <c, A=£fZ
ritenere ¢ =0 (mod. ). Consideriamo le relative composizioni 7'S: si ha:

o, o ) =lo k(6" T ke, )=o)
o0 0= o) 6 ) = (T
0, 1\, 0 , 0) Vo ¢ At o — o)

Risulta (§ 1): le composizioni 7T'S si distribuiscono in una sola classe se S

— ac ed inoltre si potra

¢ del tipo ((1)’ 3) oppure & del tipo (i’ _Oll), con ¢ soluzione della congruenza:
’

(19) 2t =117 (mod. p),

si distribuiscono invece in due classi distinte in ogni altro caso.
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Vediamo se e quando tra i valori che ha ¢ nelle sostituzioni normali, vi
& la soluzione della congruenza (19).

Sia A =0 (mod. p): la soluzione della (19) offre una sostituzione normale,
che applicata alla forma f, produce una forma non primitiva. Infatti, la solu-
zione della congruenza (§ 2):

at =< (1 41) . (mod. 1)

ol S

¢ quel valore che corrisponde alla sostituzione normale che applicata ad [
produce una forma non primitiva e questo valore coincide (mod. p) con la

soluzione della (19). Segue che le composizioni 7S ove S__—(i, _OP) appar-
’

tengono a due classi per gli m — 1 valori che assume ¢. Allora si ha subito,
secondo la natura aritmetica di p:

P+l g+l

2 7’ 2

n=

Sia (%):}:0; abbiamo: la soluzione della congruenza (19) € un valore di ¢

che offre una sostituzione normale, che applicata ad [ produce una forma
primitiva. Infatti, se cio non fosse, dovrebbe essere soluzione della con-
gruenza (§ 2):

(20) at —92‘ (14+)=X (mod. p)
ove X & una soluzione della congruenza XX,= A (mod. p). La (20) si puo

scrivere :
a2t — (1 +i)j=2X (mod. p),

onde la soluzione della (19) renderebbe X =0 (mod. p) e quindi A=0 (mod. p)
t, —

p .
1. o ), apparten

gano a due classi distinte per # — 2 valori di ¢ e sono della medesima classe
per un solo valore di ¢. Si ha dunque:

se (é)_—___]_ é n=(_p——l)2

contro l'ipotesi. Segue che le composizioni 7S, ove S:(
’

p 2
A (p—1)*

> — 1 > . .
(p) + " g +1
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Sia (%):}:0: si ha subito (II), 2°)

Con cio il teorema enunciato & provato completamente.

§ 8. Forme definite di Hermite primitive di prima specie.

Andiamo ora a stabilire, per le forme definite di HERMITE (positive), a
determinante A, primitive di prima specie, le relazioni sopra il numero delle
classi che formano 1’oggetto degli attuali studi.

Tali forme appartengono ai corpi K(V—1), K( :_2) e K(\ — 3). I rela-
tivi gruppi automorfi aritmetici non possono essere (§ 6) che un G, ed un G,
se si tratta dei corpi K(V— 1), K(V— 2); potranno essere anche un Gy, se
si tratta del corpo K(V— 3).

Sia il corpo K(\/———l) Bsistono forme definite (positive) a determinante A,
primitive di prima specie, a gruppo G,, quando esistono forme definite a deter-
minante 4, primitive di prima specie, ridotte il cui indice & interno al poliedro
fondamentale del gruppo di PICARD; ossia quando A & rappresentabile dalla
forma quadratica quaternaria:

o, =X+ y* — 2t,

con x, ¥y, & e ¢ interi ordinari, primi tra di loro e z, ¢{ positivi e non nulli,
di cui uno almeno dispari e sia z << ¢ ed inoltre 2 >2 x|, # > 2|y|. Invece,
forme definite primitive di prima specie a gruppo G,, ne esistono sempre;
ad es. la principale (1, 0, — A).

Sia il corpo K(V—2). Esistono sempre delle forme definite (positive) a
determinante A, primitive di prima specie, a gruppo G,; ad es. la principale
(1, 0, — A). Invece, esistono forme definite (positive), a determinante 4, pri-
mitive di prima specie a gruppo G,, quando A é rappresentabile propriamente
dalla forma indefinita di GAUSS, a determinante 2:

Py = 2a* — 1/},
con y=1 (mod. 2).

Sia il corpo K(V— 3). Esistono forme definite (positive) a determinante A,
primitive di-prima specie, quando esistono forme definite a determinante A,
primitive di prima specie ridotte il cui indice & interno al poliedro fonda-
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mentale del relativo gruppo di BiaNcHI; ossia quando A é rappresentabile
almeno da una delle due forme quadratiche quaternarie :

Py =" +3Y* — 3t
‘Ptzwz"‘wylﬂ‘ Y — &t

con «, ¥, 3 e ¢ interi ordinari, primi tra loro e 2, ¢ positivi ¢ non nulli, di
cui uno almeno dispari e sia s < ¢ ed inoltre, se si tratta della forma g,,
z2-2x|,2>3y ex—3y<<0; se si tratta della forma ¢,, 2 >|2x+y|,

z>gly| e x —4y <0.

Esistono forme definite (positive) a determinante A, primitive di prima
specie a gruppo G,, quando A & rappresentabile propriamente dalla forma
indefinita di GAUss a determinante 3:

L) = 3x* — yz

con y =1 (mod. 2). Le forme definite, primitive di prima specie, a gruppo G,
esistono sempre; ad es. la principale (1, 0, — A).

Con questo & specificato quanto occorreva sopra I’ esistenza dei vari ordini
dei gruppi automorfi aritmetici delle forme definite primitive di prima specie,
nei corpi che cousideriamo.

Si noti che il tipo di questo gruppo ¢ comune a tutte le forme di una
classe.

Sia ora A(A) il numero delle classi di forme definite positive di HERMITE,
a determinante A, primitive di prima specie, appartenenti ad uno qualunque
dei tre corpi K(V—-l), K(V—2), K(V=3). Siano h,(A) e h,(A) i numeri delle
classi di forme definite positive di HERMITE, a determinante A appartenenti
al corpo fissato, primitive di prima specie, rispettivamente a gruppo automorfo

aritmetico G, e G,; e, se si tratta del corpo K(V— 5) sia inoltre A (4d) il
numero delle classi delle forme definite (positive) di HERMITE, a determinante 4,
primitive di prima specie, a gruppo automorfo aritmetico G,.

Si ha, manifestamente : per i corpi K(V—1) e K(V— )

(0 R(4) = hy(8) + hy(8),

in cui: nel corpo K(V—1), sara h(A)=0 se A non & rappresentabile nel
modo detto dalla forma ¢,; nel corpo K(V—2), sara h,(d)=0 se A non &

o
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rappresentabile, nel modo detto, dalla forma ¢, ; per il corpo K(V—3):
(V) R(A)=h,(4) + hz(A) + I (4),

in cui sara uno dei due numeri li(d) e I,(d) o tutti e due saranno nullj,
secondo che A non & rappresentabile, nel modo specificato, da una o da tutte
due, delle forme ¢, e 9,.

Come si & veduto nel § 7, i valori del numero #», fissato il corpo a cui
appartengono le forme che si considerano, non dipendono che dal determi-
nante A, dal numero indecomponibile p, dall’ordine del gruppo automorfo
aritmetico della forma f e non dalla particolare forma che si considera.

Indichiamo ora con », ed =, rispettivamente i valori del numero n per
le classi le cui forme sono a gruppo automorfo G, e G,; e, se si tratta del
corpo K(V— 3) con n, i valori del numero 7 per le classi le cui forme sono
a gruppo automorfo GG.

Counsideriamo i numeri n,2,(A), n,h,(3) ed n,/i(3): I’ osservazione fonda-
mentale esposta alla fine del § 4, ci permette di scrivere le relazioni: per

i corpi K(V—1) e K(V—2):

(2) A(Apiy) = 1,1 () + 1,k ,(A),

e per il corpo K(V—3):

(2) h(Appe) = 1,k (B) + n,h,(8) + 1,k (A).

Alle (2) e (2') associeremo, rispettivamente, le (1) e (1°).

Specifichiamo ora il corpo a cui appartengono le forme: le relazioni
stabilite, dando ai numeri n,, n, ed n,, i loro vari valori (§ 7), ci offrono i
seguenti risultati finali, per le forme definite (positive) di HERMITE, primitive
di prima specie:

K(y—=1).

Siano h(A) ed b(Auyn)) ¢ numeri delle classi di forme definite (positive)
di Hermite, appartenenti al corpo K(\/-—l), rispettivamente a determi-
nante A e App,, ove p & un numero primo nel corpo ¢ primitive di prima
specie ; siano inoltre, h,(d) ed h,(A) i numeri delle classi di forme definite
(positive) di Hermite, appartenenti allo stesso corpo, a determinante A,
primitive di prima specie, rispettivamente a gruppo automorfo aritmetico
G, e Gy. Secondo la natura aritmetica del nwumero primo p, nel corpo, si
hanno le sequenti relazioni.
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sia | un numero primo razionale p (p =3 (mod. 1)), sard:

. ) P41
MAP?) = p*hu(d) + P hy(d);

APt =[(p — 17 — 2h, &)+ L= g ),

2
se (é)z +1,
P _

hMﬁFﬂp—D%ﬂrkw%f—+4pMM;

sta p un numero primo complesso w, N(x) =q, (q =1 (mod. 4)), sara.

se (é) =0,
! 1
MAg) = gh, (&) + 15— ny);
(oo

mAg) = (g + () + 137 41| )

ed inoltre:
h(A) = 1,(A) + h,(d).

KV —2).
Siano h(A) ed h(App,) ¢ numeri delle classi di forme definite (positive)

di Herwmite, appartenenti «l corpo K(V—?), rispettivamente o determi-
nante A e App,, ove p & un numero primo nel corpo e primiiive di prima
specie ; siano inoltre h,(A) ed h,(A), ¢ numeri delle classi di forme definite
(positive) di Herinite, appartenenti allo stesso corpo, a determinante A,
primitive di prima specie, rispetitvamente a gruppo automorfo aritmetico
G, e G,. Secondo la nutura aritmetica del numero primo p nel corpo, si
hanno le seguenti 1relazioni.:

sia . un numero primo razionale p, sard.

A
se (5) =0 (p = 3 (mod. 4)),
p*+1

hAp*) = p*,(A) 4+ 75— hy(d);
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e p=1 (mod. 4)

! wapty=itp =1 — 2 @+ L5 — 1],
8¢ (E) =—1 e p =3 (mod. 4)
mApY) = [(p — 17 — 2 () + B ),

2

e p=1 (mod. 4)
[ANp— ’ 2 (p - 1)2
8¢ (’_) = ( e p=3 (mnod. 4)

) =(p — 18+ 252

+ ]} h,(4);
sia p un numero primo complesso = n, N(n) =q, sarad :

se (g)zo (=1 (mod. 4),
g+1,

(4);

e g=1 (mod. 4)

A Aq) = (g + 1)h(4) +{q ;‘ + 1} Ty (D)
5¢ (3):':0 e ¢ =3 (mod. 4)
HAQ) = (g + D ®) + T R,

ed inoltre:
h(A) = h,(A) + h(d).

K(V—3).

Siano h(d) ed h(App,) ¢ numeri delle classi di forme definite (positive)
di Hermile, appartenenti al corpe K(\/ — 3), rispettivamente ¢ determinante
A e App,, ove p é un numero primo nel corpo e primitive di prima specie;
stano inoltre h,(4), hy(d) ed hy(A), ¢ numeri delle classi di forme definite (posi-
tive) di Herwmite, appartenenti allo stesso corpo, a determinante A, primitive
di prima specie, rispettivamente a gruppo automorfo aritmetico G,, G, e G,.

Secondo la natura aritmetica del numero primo p, nel corpo, st hanno
le relazioni sequenti:

sia P un numero primo razionale p (p= — 1 (mod. 6)) sard .

se (%):0, (p =3 (mod. 4), p =2 (mod. 3))

P +1
2

2
h(® + L2 nga;

h(Ap®*) =p*h,(A) +
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e p=1 (mod. 4)
A napy=to— 17 =2+ 25 1w+ E=F )
® (5)4:0@52 (mod. 3) e p=3 (mod. 4)

)=l —1—2 &)+ n )+

—1'—1 .
3 —+1}h3(A)7

sia P un numero primo complesso w, N(n)=q, q =1 (mod. 6), sard:

se (3—):0, (=1 (mod. 4), g =1 (mod. 3))

Hag) = ahy® + L a4+ T 2 g,
e g=1 (mod. 4) 0
N h(Ag)=(g+ 1) A)+[Q+ 1]h2(A)+[q;' +1]h (A)
e (a):|:0(q_=.l (mod. 3)) e ¢ =3 (mod. 4)

nag) =g+ 1@+ 5@+

ed inoltre :
h(A) = hn(A) -+ hz(A) + ha(A)-

Stabilite cosi le formule relative ad un numero indecomponibile, non &
difficile scrivere quelle relative ad un intero composto, poiché basta comporre
fra loro le formule relative ai fattori indecomponibili di questo numero. Si
ottengono formule poco semplici e di piu perdono 1 omogeneitd rispetto ai
numeri hA); percid tralasceremo di scriverle (*4).

§ 9. Forme definite di Hermite primitive di seconda specie.

Andiamo ora a stabilire anche per le forme definite (positive) di HERMITE,
a determinante A, primitive di seconda specie, le relazioni sopra il numero
delle classi, oggetto della attuale Memoria.

(%) Nelle relazioni ora Bscritte, nei casi che uno dei numeri hi4d) sia nullo, due nel
corpo K(V—3), cid che viene precisato da quanto & esposto in principio del paragrafo, si
ha che Rh(A) & divisore di h(App,), come & stato trovato per le forme di Gauss e di DIRICHLET.
Analogamente si dica per le relazioni che si stabiliscono nel § 9.
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Tali forme appartengono ai corpi K(V—1), K(V=12), K(V—= 3) e, per A,
siano verificate le condizioni necessarie e sufficienti per I’ esistenza delle forme
primitive di seconda specie (3%),

I relativi gruppi automorfi aritmetici potranno essere un G,, un G,, ed
un G, (§,6).

Sia il corpo A(\/—_l) Esistono forme definite (positive), a determinante A,
primitive di seconda specie a gruppo automorfo (i, se A & rappresentabile dalla
forma ¢,, del § precedente, nel modo ivi specificato, peré con z e ¢ entrambi
pari. Invece, forme definite, primitive di seconda specie, a gruppo G, ne esistono

. . . — 4y
sempre; infatti: se A=1 (mod. 4), si ha la forma (2, 1, 1——2—), il cui indice
1
cade sopra la retta E:Q, =0 del poliedro fondamentale del gruppo di

PicArRD; se A =2 (mod. 4), si ha la forma (2, 1+ 1, 1—2), il cui indice

&

cade sopra la retta §—=y :% del detto poliedro (§ 6).

Sia il corpo K(V—2). E subito visto che esistono sempre delle forme
definite (positive) di HERMITE a determinante A, primitive di seconda specie
a gruppo automorfo G,; quelle a gruppo automorfo (I, esistono se A & rappre-
sentabile dalla forma ¢,, del paragrafo precedente, nel modo ivi detto, perd
con ¥ =0 (mod. 2).

Sia il corpo K(}/—3). Esistono forme definite (positive) a determinante A,
primitive di seconda specie, a gruppo automorfo G,, se A & rappresentabile da
una almeno delle due forme ¢, e ¢,, del paragrafo precedente, nel modo ivi
detto, perd con z e ¢ entrambi pari. Similmente, quelle a gruppo G, esistono
se A & rappresentabile dalla somma ¢, del paragrafo precedente, nel modo
detto, con ¥ =0 (mod. 2); similmente pud stabilirsi dell’ esistenza delle forme
a gruppo G,.

Indichiamo con A'(d), il numero delle classi di forme definite positive di
HERMITE, a determinante A, primitive di seconda specie, appartenenti ad uno
qualunque dei tre corpi; indichiamo con 2',(d), 2',(A) e A',(A) i numeri delle
classi di forme di HERMITE appartenenti al corpo fissato, a determinante A,
primitive di seconda specie, rispettivamente a gruppo automorfo aritmetico G,,
G, e G,. Qualcuno dei numeri 2',(A) potra essere nullo, come & stato veduto
e precisato ora.

(3%) Cfr. Introduzione.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



di forme aritmetiche di Hermifte 235

Similmente a quanto si é esposto nel paragrafo precedente, si giunge, per
le forme definite primitive di seconda specie nei corpi K(V—1), K(VV=2)
e K(\/—3), alle relazioni seguenti:_

R (Bppae) == 0, (A) + m, o (B) + n 1y (B),

P(8) = ' (A) 4+ I ,(8) 4 7' (A).

Specificando ora il corpo a cui appartengono le nostre forme dando ad =
i numeri n,, #, ed n, i loro vari valori (§ 7), queste relazioni ci offrono i
risultati finali, per le forme definite (positive) di HERMITE primitive di se-
conda specie : ' .

E(Y=1).

Siano W(Q) ed W(App,), i numeri delle classi di forme definite (positive)
di Herwmite, appartenenti al corpo R(V—1), rispettivamente a determi-
nante A e App,, ove p & un numero primo nel corpo, e primitive di seconda
specie ; siano inoltre W (4), W,(A) ed W, (A) ¢ numeri delle classi di forme
definite (po'sitive) di Hermite, appartenenti allo stesso corpo, a determi-
nante A, primitive di seconda specie, rispettivamente a gruppo automorfo
aritmetico G,, G, e G,. Secondo la natura del numero p, nel corpo, si
hanno le sequenti relaziont : ‘

sia p un numero primo rasionale p (p = 3) (mod. 4)), sard :

se (—é) = O,
. V4 .
gt = o0& + Ty + T2 g,
A
se (—5) = — _1 (p = 2 (mod. 3))
—1y 1P —
W(Ap*)=[(p — 1 —2]W (4) 4+ (—32—1 7 (A) + [(7"]——3—)2—1 1A, (A);

se '(%)=+ 1 (p=1 (mod. 3)

waw) =0 — 0@+ B iy + @,
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sta p, un numero primo complesso m, N(n)=gq, (q =1 (mod. 4)), sarad:

-

Wb =g &+ L5 ) + L5 W),
e ¢g=1 (mod. 3)
A F(Aq) = (g + D)W, (8) + [q—;—1+ 1] ’g(A>+[q;‘2+l]h’ (4),
»e (E)#:O e ¢ =2 (mod. 3)
' H(Ag) = (q + I (A) + [q’; +1]h’ (A)+‘1+1h (A);

ed inoltre :
R(A) = I (&) + I, (Q) + I'y(Q).

E(V—2).

Siano h'(d) e W(App,) © numeri delle classi di forme definite (positive) di
Hermite, appartenenti al corpo K(V— 2), rispettivamente a determinante A
e Apy,, ove 1 é un numero primo nel corpo, e primitive di seconda specie,
sieno inoltre h’i(A), h'y(A) ed h'y(A) ¢ numeri delle classi di forme definite
(positive) di Hermite, appartenenti allo stesso corpo, a determinante A,
primitive di seconda specie, rispettivamente a gruppo automorfo aritme-
tico Gy, G,, e G;. Secondo la natura aritmetica del nwmero p, nel corpo
si hanno le relazioni sequenti :

Sia p un numero primo razionale p, sard:

se (2) =0(p =3 (mod. 4), p =2 mod. 3))

(Apg) - 2h’1(A) + o h’2(A)“ T h’a('\

e p=1 (mod. 4)
2

HAp=lp—1) —2]h'4(A)+l(p_1)2—-l]h'z(A)+[M$+2]h'3(A),
P = 2 (mod. 3) ’

e

e p=3 (mnod. 4) \
a1 =2 W+ | L e ):

3
e p=1 (mod. 4)

nap=p—1rn @) v P @ O )

p =1 (mod. 3)g e p=3 (mod. 4)
( (p—1

= H )+ | e g B e,
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sia 1 un numero pirimmo complesso ©, N(n) =q, sarda:

se (é) =0(@ =1 (mod. 4), ¢ =1 (mod. 3))

q
R(Aq) = g’ (A)+q;'1 ) -4 +3h (A
e g=1 (mod. 4
(h'(Aq):«qq-nh"(A) [%+1} A)+[ Jh’3(A),
¢ = 1(mod.3) e g=23 (mod. 4)
\ (h(Aq) CRRIUNINER BTN BT
% (5) +0 e g=1 (mod. 4)
S}L’(Aq):(q-i—l)h'i(A) P;I—H}h D+ q“h;(A),
¢ =2 (mod.3) e ¢g=3 (mod. 4)
( H(Agy=(g-+ 1A+ L )+ L),

ed inoltre:
R(A) =R (A) 4 I/ ,(A) + W' (A).

E(V=3).

Se le forme definite (positive) di HERMITE, primitive di seconda specie,
appartengono a questo corpo K(V—3), si ha il sistema di relazioni che si
é trovato per le forme definite (positive) di HERMITE, primitive di prima
specie, appartenenti a tale corpo.

Anche per le forme primitive di seconda specie, le formule relative ai
numeri composti, si possono ottenere da quelle relative ai numeri indecompo-
nibili e, per queste formule, si pué dire quanto gia si & detto alla fine del
paragrafo precedente.

Osservazione. Si & notato (§ 8), nelle relazioni stabilite per le forme defi-
nite, primitive di prima specie, una differenza algebrica, secondo che le forme
appartengono ai corpi K(V—1), K(V—2) oppure al corpo K(V—3); preci-
samente : per il primo caso il numero A(App,) ha un’espressione binomia; per
il secondo, un’ espressione trinomia, Le considerazioni svolte nella prima parte
del § 7, ci permettono di asserire che questo fatto non € limitato a questi
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casi, ma assume un carattere generale, per le forme definite primitive di
prima specie; cioé: avviene come nei corpi K(V—1), K(V—2), in corpi
K(V—d), ove d==—1 (mod. 4); avviene come nel corpo K(V—3), in corpi
K(V—d), ove d = —1 (mod. 4)

Invece, per le forme definite, primitive di seconda specie, la forma alge-
brica (forma trinomia per il numero A'(App,)) si mantiene inalterata e questa
forma é quella del numero A(App,) per le forme definite, primitive di prima
specie, in corpi K(V—d), ove d = — 1 (mod. 4).
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Lettera del prof. G. A. Miller al prof. Luigi Bianchi.

UNIVERSITY OF ILLINOIS

October 17, 1925.

My dear Professor Bianchi,

In the Annali di Matematica, August 1925, volume 2, page 321, Pacifico
Mazzoni published an article entitled « Sui gruppi transitivi. Totalita delle
sostituzioni permutabili con tutte quelle di un dato gruppo ». The main theorem
on page 323 is not new. It was first proved by one of my students and is
commonly known as Kulin’s theorem. Cf. Theory and Applications of Finite
Groups, Miller, Blichfeldt, Dickson, 1916, page 37.

The last part of the theorem on page 324 is not true. That is, K is not
always holoedrically isomorphic with some subgroup of the entire transitive
group G. This may be proved by extending the direct product of two qua-
ternion groups by means of an operator of order 2 which interchanges these
quaternion groups. If the group of order 128 thus obtained is represented as
a transitive substitution group of degree 64 with respect to a subgroup of
order 2 contained in one of these quaternion groups the group A of order 32,
which is composed of all the subtitutions on the letters of this transitive
group G which are commutative with every one of its substitutions is not
holoedrically isomorphic with a subgroup of G.

A proof of this interesting fact results directly if it is noted that X contalns
an abelian subgroup of order 8 and of type (1, 1, 1) while G does not contain
such a subgroup. In fact, the subgroup of order 64 which is the direct product
of two quaternion groups involves only one non-cyclic subgroup of order 4 and
two of the substitutions of order 2 which are contained in this subgroup are
not commutative with any of the other substitutions contained in G. It there-
fore follows that this transitive group of degree 64 and of order 128 does not
contain a subgroup which is holoedrically isomorphic with the group of order 32
composed of all the substitutions on the letters of this transitive group which
are commutative with every substitution of this transitive group. Hence the
last part of the theorem in question is not correct, and the rest of the theorem
is not new.

Very respectfully yours G. A. MILLER

P. 8. - In view of the delay in writing I would say that yon have my permission to publish
the above letter in order to avoid the spreading of these errors. G. A. MILLER
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Il 5 gennaio 1926 moriva in Milano, nell’etd di 80 anni, il

Pror. GIUSEPPE JUNG

Laureato in matematiche a Napoli nel 1867, fu dei primi collaboratori di
F. Brioschi nella istituzione del R. Istituto Tecnico Superiore di Milano, e vi
tenne per lunghi anni, con lode, I'insegnamento della Geometria Proiettiva e
Descrittiva. Fu membro effettivo del Reale Istituto Lombardo di Scienze e
Lettere, aggregato del R. Istituto Veneto; collaboratore della « Encyclopadie der
Math. Wissenschaften », ece. Ma gli « Annali di Matematica » ne compiangono
in modo particolare la perdita e tengono a ricordarne con speciale menzione
il nome, poiché Egli fu membro della Direzione degli < Aunali » dal 1897 fino
al 1923, cioé per tutta la durata della terza serie, e come membro residente
a Milano dove si pubblicava il periodico, curd la pubblicazione stessa con rara
intelligenza, con cura indefessa e con grande abnegazione; e all’opera di Lui,
costante, difficile e da molti ignorata, si deve se, in momenti difficili, il nostro
glorioso periodico poté perseverare nell’ opera intrapresa a vantaggio della
scienza.

Alla Sua memoria vada il saluto riverente della Direzione degli « Annali ».
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Felice Klein (1849-1925).

Cenno commemorativo di Guipo CAsTELNUOVO (a Roma).

Il giudizio che spesso pronunziamo intorno ai grandi uomini scomparsi
limitandoci a leggerne le opere é unilaterale e da una immagine sbiadita
del pensatore a cui rivolgiamo la nostra attenzione. Spetta ai contempo-
ranei che hanno vissuto sotto il fascino di lui e ne hanno seguito le molte-
plici attivita, di fornire tutti gli elementi che occorrono per renderne com-
piuto il ritratto.

Per quanto grande possa parere 1 opera matematica di FELICE KLEIN,
credo che I'uomo sia stato superiore all’ opera. Se esaminiamo con minuziosa
critica la novitd o la perfezione di alcuni suoi risultati, non riusciamo a ren-
derci ragione dell’influenza che egli ha avuto sulla matematica dell’ ultimo
cinquantennio. Discorrendo di lui dobbiamo por mente al pensiero filosofico
che ispira tutti i suoi scritti, all’importanza dei problemi che egli ha proposto
e che hanno provocato le indagini di altri matematici insigni, all’ efficacia del
suo insegnamento, che ha dominato quasi tutti i campi della nostra scienza ed
ha portato luce e rivelato legami imprevisti in svariate teorie; dobbiamo
ricordarci delle sue eccezionali facoltd organizzatrici che hanno suscitato
tante alte iniziative.

Il KLEIN fu un grande animatore e per dar vita alle sue idee ebbe la
risorsa di eminenti qualitd artistiche. Riconosciamo in lui una dote che spetta
agli artisti sommi: la facoltd di scolpire in forma definitiva immagini che ad
altri erano apparse annebbiate e senza rilievo. Chi confronti quella larva che
¢ la geometria metrica-proiettiva di CAYLEY (pur cosi ricca di idee) col solido
organismo della geometria non-euclidea di KLEIN non troveri esagerate le
nostre parole.

Alcuni suoi scritti e in particolar modo il suo insegnamento diffuso in
tutto il mondo ebbero una influenza cosi grande sopra una parte dei mate-
matici contemporanei che spesso, quasi inconsciamente, pensiamo secondo le
sue vedute e adoperiamo il suo linguaggio.

Annali div Matematica, Serie IV, Tomo III. 30
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FevLicE KLEIN, laureatosi a Bonn nel 1868, fu cola assistente del PLUCKER
dal 1866 fino alla morte (1868) di questo grande matematico e fisico. E dal
suo maestro portd quell’ amore per la geometria e per la fisica che egli
senti fino agli ultimi giorni. Del fascino che la fisica esercitava su di lui -
parla piu volte il KLEIN in quei preziosi commenti ai suoi scritti coi quali
ha voluto arricchirne la raccolta. A provarle basterebbe il modo come egli
concepisce la ricerca matematica: I’interesse rivolto piu al risultato che alla
dimostrazione, il bisogno di rendersi ragione di proprieta riposte mediante
procedimenti grafici o sperimentali, la intuizione visiva e le geniali osserva-
zioni sui rapporti tra gli enti geometrici astratti e le immagini grossolane
con cui li raffiguriamo.

Pure all’influenza del PLUCKER sono dovuti i primi lavori di KLEIN sulla
geometria della retta, che lo condussero a riguardare la retta come un punto
di una varietd quadratica di uno spazio a cinque dimensioni e ad appli-
care a questo campo di ricerche risultati classici della teoria delle forme
quadratiche.

Nuovi orizzonti aprono al KLEIN le conversazioni con SOPHUS LIE (che
egli conobbe nel 1869 ed ebbe compagno a Parigi nella primavera nel 1870)
e lo scambio di idee coi maggiori maestri francesi di allora, in particolare
col DARBOUX e col JorDAN. Videro allora quei due giovani matematici tutta
I"importanza che il concetto di gruppo di operazioni ha nella scienza e si
proposero di approfondirne la teoria.

Per la mente filosofica del KLEIN la stessa classificazione degli indirizzi
geometrici & legata colla nozione di gruppo. Proprietd geometrica di una
figura non & un carattere della figura considerata isolatamente, ma & un
carattere comune ad essa e a tutte le figure che da quella si ottengono tra-
sformandola mediante un gruppo di operazioni che comprenda il gruppo dei
movimenti o coincida con esso. Ad ogni gruppo siffatto corrisponde un ramo
di geometria, i cul caratteri salienti dipendono dall’indole del gruppo. Ad es.
la geometria euclidea ed i due tipi di geometrie non-euclidee in senso stretto
(geometria di LOBATCHEFSKI e geometria di RIEMANN) sono caratterizzate da
gruppi di omografie a sei parametri (movimenti) che lasciano invariata una
quadrica, degenere o no.

Questa concezione grandiosa, che raggruppa sotto un unico punto di vista
svariatissime ricerche geometriche, pud esser estesa anche ad altri rami dello
scibile. Il KLEIN stesso aveva fatto notare fino dal 1902 come quel principio
di classificazione potesse applicarsi nella meccanica. E pochi anni dopo ebbe
il compiacimento di veder ricondotto, attraverso la teoria della relativita, lo
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studio fisico dell’ universo allo studio di un gruppo di operazioni, che anuzi,
nel caso della relativitd ristreita, & 1’ estensione di uno di quei tipi che egli
aveva incontrato nella geometria non euclidea.

Nel programma di lavoro che il KLEIN e il LIE avevano formulato durante
le loro conversazioni giovanili, il primo si era proposto lo studio dei gruppi
discontinui di operazioni. Il legame che il GALOIS aveva scoperto fra il pro-
blema della riscluzione di un’equazione algebrica e lo studio di un gruppo
di sostituzioni sulle sue radici suggerisce al KLEIN, in uno dei suoi primi
lavori (1875), una ricerca che nelle sue mani e in quelle di colleghi e discepoli
ha preso poi un ampio sviluppo. Si tratta di caratterizzare i gruppi composti
di un numero finito di trasformazioni lineari di una variabile e di sfruttare
il pit interessante di quelli per lo studio della equazione di quinto grado.
Il KLEIN (quasi contemporaneamente allo SCHWARZ che mirava ad altri scopi)
si accorge che i gruppi cercatl equivalgono ai gruppi di rotazioni intorno ad
un punto capaci di sovrapporre a sé& stesso un poliedro regolare avente ivi
il centro; donde la determinazione immediata dei detti gruppi. In particolare,
i dodici vertici di un icosaedro, considerati (sulla sfera circoscritta) come
indici dei valori di una variabile complessa, sono radici di una equazione
del dodicesimo grado, le cui risolventi compariscono anche nelle ricerche
di BrroscHi, HERMITE e KRONECKER intorno alla risoluzione dell’ equazione di
5° grado. Di qui un legame che ha permesso al KLEIN di illuminare e perfe-
zionare, con considerazioni geometriche, la teoria di guesta equazione e della
sua risoluzione mediante funzioni modulari elittiche.

Il KLEIN vien cosi condotto allo studio di queste ultime funzmm e del
gruppo (infinito, discontinuo) di trasformazioni lineari sulla variabile che le
lasciano inalterate. Nella costruzione della funzione, dato il gruppo e la corri-
spondente divisione del piano della variabile complessa, si risente la influenza
che il genio di RIEMANN ha esercitato sullo spirito di KLEIN. Egli aveva voluto,
in quell’epoca (1881) rendersi ragione per via intuitiva di quel mirabile e riposto

risultato di RIEMANN che afferma I’ esistenza, sopra una superficie connessa, di
funzioni di una variabile complessa aventii caratteri degli integrali di funzioni
algebriche. Staccandosi dalle consuete superficie di RIEMANN a piit fogli sovrap-
posti, ma convinto di interpretar il pensiero di quel grande, il KLEIN parte da
una superficie chiusa di forma qualsiasi. La suppone formata da una lamina
conduttrice e mediante una esperienza facilmente concepibile fa percorrere
la lamina da una corrente elettrica stazionaria. Il potenziale che si deter-
mina pei singoli punti fornisce un infegrale abeliano, le cui singolarita
dipendono dai punti ove la superficie & a contatto coi fili conduttori. Lie prin-
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cipali proprietd dei detti integrali riescono conseguenze quasi immediate di
questa generazione. Il KLEIN non pretende naturalmente di dare una dimo-
strazione matematica dei fatti che ritrova, ma solo di indicare una via euristica
che egli ha creduto un momento potesse esser quella stessa percorsa da RIEMANN
nelle sue scoperte.

Nello stesso tempo il KLEIN, proseguendo il programma delle sue ricerche,
inizid lo studio delle pitt generali funzioni uniformi di una variabile complessa
che si riproducono per un gruppo discontinuo di trasformazioni lineari su questa.
Lo stesso soggetto stava allora trattando un giovane matematico francese che,
con quegli scrittl, riveld al mondo scientifico le sue doti eccezionali: ENRrICO
PoOINCARE. La corrispondenza che i due matematici si scambiarono per un
anno al fine di comunicarsi le loro scoperte e le vie con cui vi erano perve-
nuti, & un documento di grande interesse per la storia dell’Analisi di quel
periodo. KLEIN lavora sulla traccia di RIEMANN; POINCARE, che all’inizio delle
sue ricerche non sembra avesse studiato I’opera del sommo matematico di
Gottinga, procede colla rappresentazione analitica familiare alla scuola fran-
cese. Analogie e differenze tra le mentalith dei due giovani matematici si
rivelano in quelle lettere. Assistiamo eola allo sviluppo della nuova teoria,
alla quale entrambi hanno portato contributi essenziali.

Dovrei discorrere degli altri campi di ricerche del KLEIN, riguardanti le
equazioni differenziali lineari, la forma delle curve e superficie algebriche
reali, argomenti vari di meccanica e fisica matematica. Ma non voglio entrare
in particolari.

Tra i lavori originali possono anche esser considerati i corsi di lezioni
che, prima in litografia, poi a stampa, si son diffusi in tutto il mondo; origi-
nali, se non per i soggetti, per la forma nuova colla quale quei soggetti sono
esposti. Questioni che pur avevano dato luogo in memorie o trattati classici
a discussioni penose, sono da lui presentate sotto aspetto impreveduto ed
attraente. Egli sa ovunque mettere in luce il lato essenziale, lasciando in
ombra gli sviluppi formali che rappresentano solo uno dei mezzi per arrivare
alla veritd. Convinto che occorra combattere 1’ eccessivo specialismo, egli si
sforza di dimostrare come 1’aiuto scambievole di rami diversi della mate-
matica permetta spesso di risolvere agevolmente problemi che, trattati da un
unico punto di vista, presenterebbero difficoltd non lievi.

Molte iniziative egli promosse e tradusse in atto colla convincente elo-
quenza, colla tenacia, coll’abilitad organizzatrice. Sostenne, insieme al DARBOUX,
I’ opportunitd che 1’insegnamento della matematica nelle Scuole medie venisse
rinnovato coll’introduzione dei primi concetti del Calcolo infinitesimale, e curd
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la preparazione degli insegnanti svolgendo egli stesso dei corsi appositi. Nomi-
nato, nel Congresso matematico di Roma del 1908, Presidente della Commis-
sione internazionale dell’insegnamento matematico, diresse la inchiesta intorno
alle condizioni che son fatte al detto insegnamento nelle diverse nazioni. Pro-
pugnd un pilt intimo legame fra la scienza pura e le applicazioni e cred nella
Universitd di Gottinga una scuola per dare una coltura matematica superiore
ad ingegneri aspiranti a perfezionare la tecnica. Fu !’ iniziatore e I’ anima
della grande Enciclopedia delle matematiche, la quale rende utili servigi, e
maggiori ne renderebbe se qualche collaboratore, meglio interpretando il
pensiero del maestro, avesse dato una forma pit sintetica e meno particola-
rista all’ articolo affidatogli.

Il KLEIN fu sempre prodigo di consigli, di incoraggiamenti e di aiuti ai
suoi numerosissimi discepoli ed anche a coloro che da lontano a lui si rivol-
gevano. Apprezzd le nuove conquiste del pensiero da qualunque parte venis-
sero e fu spesso il primo a segnalare, colla sua autoritd indiscussa, lavori di
giovani che si aftacciavano alla scienza. Anche per questo la sua morte destod
un cosl largo tributo di rimpianto e di stima. Ad esso partecipa con speciale
fervore chi ebbe la fortuna di avvicinare questa forte tempra di matematico,
di filosofo e di animatore.
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On tensor geometry.

P. DieNus (at Swansea).

CHAPTER I. Tensor geometry at a point.

1. Space has two different kinds of properties:

a) local properties manifested in the character of geometrical construe-
tions in the neighbourhood of a point; .

b) connective properties manifested in relations between constructions
in the neighbourhood of different points. A prominent property of the second
kind is correspondence of parallel directions.

Thus e. g. in Riemannian geometry it was LEVI-CIviTA’ s definition of paral-
lelism that opened the way to the systematic construction of the theory. On
the other hand WEYL and EDDINGTON showed that physical applications require .
a generalisation of the idea of Riemannian geometry.

In this paper we are going to examine a- twofold extension of the usual
conception of that geometry. First of all, we do not suppose that the con-
nective properties are deduced from local though infinitesimal properties. In
that way we shall survey a large class of connections independent or not of
the local character of space. Secondly we do not suppose that the network
of relations in M, constituting geometry is necessarily established by a qua-
dratic form or by any element of distance. We replace it by the following
conception.

Denote by M, (T, x,) the manifold of tensors of all possible ranks and types
(tensors of O rank invariant, of the first rank vectors, ete. covariant, contra-
variant and mixed) attached to the same point «}, «?,..., x}. We denote the
set of M, (T, x) for all the points (x!, x%..., ™) of M, by M,(T) and call it:
the n-dimensional (mathematical) tensor manifold. Finally a network of relations
between tensor manifolds at different points constitutes a tensor space S,(T).

2. Local operatious‘ on tensors. — For the usual operations like addition,
multiplication and contraction of tensors attached to the same point we refer
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to our paper in the Journal de Mathématiques (!). We notice however that we

denote contraction in the following way: Ife.g. 4= Af,‘,.jeke‘ef, i. e. the tensor

with the components A4J;, we have

FAdas= A‘f»ije'-
The symbol of a mixed tensor of rank w is

Ky ¢
A= A.i:. (@'y..., xMe vekv(wl,"-, x™)

Y . _ 1
where .4,.=1,, i,,.., lv, -Ry. =Pk, ky,..., ko and e“e (x',.., ") stands for

W
1
Me™(xt,..., x™ey (x,..., ™)
v=l1
either 7, or k, being zero for the same v and e’ =¢, = 1. We generally do
not exclude from our considerations non-homogeneous tensors such as

Ao -+ Aiei -+ A;jeiej =+ ..

With regard to differentiation of tensors, we remark that the difference
A(x + Ax) — A{x) is so far meaningless, for addition and substraction of ten-
sors attached to different points & and « + Ax have not yet been defined. This
difference aquires a meaning only when we replace A(w + Awx) by a tensor B(x)
« equivalent » to it. And the example of forces acting on rigid bodies shows
that it is not always opportune to move a vector from its axis. Anyhow,
differentiation of tensors must be preceded by a definition of « equivalence »
of tensors attached to different points.

On the other hand a finite combination of the four elementary operations
on tensors (division being supplanted by contraction) gives us a sufficiently
concrete idea of tensor functions i. e. mathematical passage from one tensor
to another, like

Y=|AX-

a3 Wwith A= Akee!, X=X, Y= Ye,.

Similarly the notion of limit extends to tensor sequences, lim 4 being equi-

n oo (n)

valent to as many separate limits as there are components in the thensors A.
(n)

() P. DieNes, Sur la structure mathématique du Calcul Tensoriel. Premier Chapitre,
Journal de Mathématiques, 1924, p. 79. We keep here to the notation of that paper.
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If the tensors of the sequence are not of the same type (and generally not
homogeneous) the number of separate limits may increase even to infinity.

3. Definition of length. — The physical application of the Tensor Calculus
must be preceded by a geometrical interpretation, i. e. by the definition of
length and direction.

Usually the length |A| of a contravariant tensor Afe; is defined by the
formula

(3-1) ‘A|2=A£Ajg,;j

where the metrical parameters g, (', «%,..., "), are arbitrarily given functions.
We define similarly the length |A| of a covariant tensor 4 — A’ by the
formula

|A[* = A,4;9%

where the functions g¥(x,.., ™) are in general independent of g,;.
Transforming the Calculus by changing the variables, we can easily see
that the parameters g,; (and g¥) are transformed as the components of a
covariant (contravariant) tensor of the second rank.
Hence we define length by introducing two <« norm-tensors »

N=g,e'el, N=g'e.e;
and by butting for the contravariant tensors of the first rank
AP = [FAN |, 32, 0
and for the covariant tensors of the first rank
A= I'AN'|(I,3><2, 4.

By means of that definition, at every point (!, ..., ") of the n-dimen-
sional mathematical manifold there is a special way of attributing a length
to tensors of the first rank,

4. Metrical contraction. — To be able to extend these definitions to homo-
geneous tensors of any type and rank, we are going to extend the definition
of contraction to two suffixes of the same kind. We put

4-1) |- ete’ | :.g‘j, -2 =g

Annali di Matematica, Serie IV, Tecmo III. 31
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or more generally

(4-2) |- He'vekv-](ix, i) = g'x's o _eive,,v
UM'B)
(4-3) -Teve Vol =g II eve .,
| | K l(k‘z,kp) kmkﬂ(kz,kp) ]

where the suffixes under II indicate that the corresponding factors in II are

suppressed, and
(4-4) [A+B-|=|-A-|+|B-.

In order to distinguish this operation from the contraction of opposite
suffixes we call it « metrical ». These two operations being sufficiently distin-
guished by the suffixes we indicate both operations by the same symbol.

Thus we can define length by putting

’A lgz I' A'l(a“ a' Ny, @'y) v (A, a'm)
where «, =1, + ky, a',=jv+ I, (i. e. a, is a non-zero suffix and is equal to 7,
or to k).

As in our case ¢ and j are zero or not at the same time the contraction

in question is metrical.

" b. The angle of two temsors, — Take two tensors, of the same rank o,

A=A eMer,, B=B" e,
and put .
(5-1) |A||B|cos (4, B)=|-4B (4, 3,).. (1w, bw)

where a, =i, + k,, b, =7j,+ [,; this defines the angle between A and B if
neither of them is a «nil-tensor », i.e. if |A|2=0, |B|3=0. We see immedia-
tely that

(5-2) cos (4, A)=1

i.e. that the angle between 4 and A4 is zero. In the same way
(5-3) cos (4, B)y=cos (B, 4)

if g5 and g% are symmetrical. Finally, by (5-1), cos(4, B) is either real or
imaginary, so that the angle a« between 4 and B is either real or a«=2kn+ i
T

or a=g ok +1B
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We give here some geometrical formulae resulting from our definition
of angle:

(9 (k) (&) (k)
2| A||B|cos(4, B)

() (@ (1) w) 1
(5-4) cos(4 +..+ 4, B+...-I— B)=

7 @ k) @ o (3) (k)
2‘.|A||A|cos(A A)E[B[|B|cos(B B)

ik=1,...,0 i, k=L,...,0
(#) &) (1) (k) @ (# (k)
Z|A||A]|cos(4, A),Z‘.[A[]B|cosA B)

i,k=1,...,» 1,.. ,m

‘—1, R

@ (& (f) (k) @ & (@) (k)
Z|A||B|cos(4, B),Z|B||B|cos(B B)

M (@) (1) ) |21, =T et
(5-6) sin(A+..+4, B+..4+ B)= re®
k) 0 (k) (o (k) (9 (k)
V Z]A[|A|cos(A AE]BHB]cos(B B)
ooy’

cos(A, C)cos(B, D)—cos(A, D)cos(B, C)

(5-6) cos (AB — B4, CD — DC)= sin (4, B)sin (D, 0)

(5-7) sin (4, 4 + B)= ull%m sin (4, B).

6. Geometrical determination of tensors. — Consider the tensor 4 —=A’e,,
|A|3=0. As |-Ae*-| = A4* and |e*|* =g"**, the direction cosines of A with
respect to e, €%,..., e" are

Ak
|A[Vg™

(6-1) cos (4, ek) =

We suppose that 9" =0, g+ 0.

Conversely if the cosines, cos (4, ¢*), and the length of a contravariant
tensor of the first rank A are given, equation (6-1) determines the tensor com-
ponents A% i.e. the tensor 4. Thus the tensor .| seems to be determined by
its direction and its length.

The same holds for a tensor B =— B;e¢t. We have

B‘gik

(6-2) CcOS (B, ek) = W .
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Suppose now that |A|=|B| and that cos (4, e*) = cos (B, €*). Geometri-
cally there is no difference what-so-ever between the two tensors: they have
same length and same direction. Yet are they identical? Certainly not, one
being contravariant and the other covariant, i. e. they transform differently.
We might introduce, however, the principle of geometrical determination of
tensors by the convention that fwo tensors having the same length and
the same direction are considered as identical. Hence

(6-3) A* = B,g**

which establishes a relation between covariant and contravariant tensors of
the first rank. In the general Tensor Calculus contraction is the only link
between tensors of different types. The geometry of tensors introduces an
other by the above postulate.

The same principle applied to covariant tensors gives B,g**e,— Be'. We
say that the functions Bg®* are the contravariant components of the covariant
tensor B,ef. The distinction between covariant and contravariant tensors disap-
pears. The tensor is neither covariant nor contravariant but has covariant
components as well as contravariant ones.

Similarly A = A%ee; is uniquely determined by its length and its direc-
tion cosines

A?‘J
(6-4) cos (4,e"e’) — — .
. |A|Vg'rg
We notice, however, that the two angles (4, e”¢%) and (4, e*e”) are different
unless AY = AJL

If B= Bde'e; has the same length and direction cosines as A, we have
A% = BYy*. This leads to the process of raising and lowering of the suffixes.
The coundition of reciprocity A*g,; = A; = A,g™*g,; requires that

Sl if j=1

i ihy
(6-5) 979%=10 if j&=i  (no summation w.r. to 7).

We suppose as usual that g¥* and thus also g, are symmetrical and that the
determinant of g;, and thus that of g* does not vanish.

7. If A and B are two tensors of the same type and rank, the fensors

AA 4 B foirm a plane in the sense that angles in a tensor plane are addi-

1 @ @
tive, i. e. if 4, 4, A are three tensors of the family, we have

@ m 3 @ 6
(4, 4) =(4, 4) + (4, A)
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M @ an @ @ ® m @ @ &
cos (4, A) =cos (4, 4) cos (4, A) — sin (4, 4) sin (4, A).

Proof. We can always represent the tensors A4 4+ pB by orthogonal 4
and B. In fact if [ AB-|4=0, we can choose X,, i, ==0 such that

-4, \ A+ pB| =%, |- AA-| +p, |- AB-| =0
then, for given A, p, there are values a«, § such that
A + pB=ad + B(A,4 + 1, B)
namely X = a + 28, p=fp,, i.e. every tensor A4 4 pB figures in

ad + BAA + p,B)
and vice versa.
®
Put now |- 44+ =uaq, | -BB-|=050. We have 4 = 4 + B and

W@ AN e+ b
cos(A,A)zmlz_m_@*jﬁi,

14]]4]

o @ 2 2 2 7 . )
sin® (4, ) = 242 + 1b)%a + B0 — A Aa ppd) a0 — At

2 . “ n @
IAI IAI" |Al| 4]
Hence
) @ 2) (3) O @ @ 3
cos (4, A) cos (4, 4) — sin (4, 4) sin (4, 4) =
1
= m (xt)‘aa + P‘aP’2b)()‘2)‘3a —+ foity0) — ab(lip’% - 12}"4)(1293 — A ) =
|A[[A]* [4]
1
= o (MM A 5D+ (R A pE - M, pad] =
[4][4] 4]
Xa -+ b)) A0 + b  A\a—+ b m &
= P.Em))(u) @ aped) . Aids 0 (5193 =cos (4, A).
|4]) 4 |4] |4]]4]

Which was to be proved.
We call the star of tensors A4 -+ pB a bi-plane or a two-tensor. Similarly

0] :
we call the star of tensors XA, A where the coefficients A; assume every real
t==1,e..,p

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



254 P. DieNEs: On tensor geomeiry

) '
value, a p-plane or a p-tensor if the tensors A are independent, i. e. if there

is no homogeneous linear relation between them.

8. Tensor determinants (). — In order to simplify the descriptions of
angular relations of tensor planes, we introduce a purely tensorial represen-
tation of these planes. We put accordingly

4,4, A4
4,4 gy B,B 4,4 4,4
8-1 " |=AB—BA, B,B,B|=A4| "’ — B C’ T
e |33 oo ol =25 o+l 5]

More generally we make the convention of expanding a tensor determinant

Ly a2 (1,9)
A, A,., A
@n @2 @p
(8-2) 4, A4,.,
»nl) (92 (p,p)
A

) geesy

always with respect to its first column.

Some obvious properties of tensor determinants are the following. If two
rows are interchanged, the determinant changes its sign. In particular if two
rows are identical, the determinant vanishes. But two identical columns do
not make the determinant vanish. In geometrical applications we mostly meet
determinants with identical columns.

The determinant is not changed when we add to the elements of a row
the corresponding elements of another row multiplied by the same function.
The similar theorem for columns does not hold.

More generally

@y WLy @ dm; €y 2 (1,9) @ »
A+B A+ B,..,A+ B 4, A4,., B, B,.,
@0 22 ) 20 @2 ,9) @y @y en
(8-3) 4, 4,.., A —| 4, 4,., +| A4, 4,.,
(p,1) (2,2) (2:p) ®»1) (2,2 (p,p) @ (2 (p,2)
’ FALM) 4 ’ IR A ) LAY

(1) See P. DieNEs, Déterminants tensoriels et la géoméirie des tenseurs. Comptes Rendus
de 1’ Académie des Sciences de Paris, 1924, Premier semestre, p. 682-685.
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This follows from the distributive and associative character of tensor

multiplication.
The multiplication of tensor determinants is complicated. - We have,

however,
LD (1,p) @1) @,p)
Xhl LA li,p 4 PR E_Rm 4 PR z“‘lm A4
2 t
(8_4) . e “ e e e - e e = e e I T
(1) (9,p) 1) (t,p)
gty Apip| | A youy A Sy ey Sy d

where A, are any numbers or functions.

(%)
9. The equation of a tensor plane. — All the tensors of the p-plane X A; A
=1

satisfy the equation

m 0 (o8]

14, A,..,
oo o
©-1 w o @l=0 or{4 4., 4) Xx=0
R S
X, Xn, X

as it is readily proved by (8-3).
Conversely if X satisfies (9-1), i. e. if, for every combination (i, i,,..., ip4,)
of the integers 1, 2,..., n, we have

............

(9-2) (») (2), (»)

' oy @ ®»
there is a linear homogeneous relation between X%, A%, A% .. A% with coef-

ficients independent of ¢,. To prove it we have only to expand the determi-
nant (9-2) with respect to its first column. Hence, X is a tensor of the p-plane
in question and thus (9-1) completely(characterises the p-plane. We call equa-
tion (9-1) the equation of the p-plane.

We can formulate the same mathematical fact in a slightly different
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way by remarking that in virtue of a known theorem of SILVESTER'S (%),
we have

1) ) ()
4 ) 0] 0) () (1, Ab,..., Aw—y, Al
Ai')"') Alp—y Ail;“-x A’ At'r'" A | | .
--------- . . . . . = . . . . (ll—l) (p_‘) (p_l) -
o I G @ ®), (®), @ Ab,...,  Ar—i, Alpas
(9 3) A l,“" A P—i A l;"-y A P A l,---, A » Xt',..., Xip—l, XiP+1
0] O JE () ) ] 0]

Abg..,  Alp—, A| A4, A, A

...........................

— (»—1) (»—1) (»—1)
(»—1) (»—1) (r—1) 3 ]
by..., v—1, A'p Absyey Ay,
. (») (p) (v)
Xi,... X, Xb| |Ah,., Ab—, Ab+a

i.e. we can write (9-1) in the form

0y D5 D — (0 R D) =

It follows from the last equation that

(B 20 R e £ o

i. e.

) (p—1) _\Jirodp () PN JFiseenndp
(95) {4, x" " =2{4.., 4}
with the same X for any permutation of the suffixes j,,..., j,. Thus we have

o @
for every tensor of the p-plane of 4,..., 4

o (-0 ) (»)
(9-6) (A,..., A, X)':A-(A,..., A ) , A=0.
" Hence this equation characterises the p-plane as well as the equation (9-1).

10. Orthogonal and normed temsor planes. — We are going to show that

@
any p-plane can be represented by orthogonal and normed tensors A, i.e. by
Q)
tensors A satisfying the conditions
(@) (¥) @) G)
(10-1) FAA-{=0 if ik and |44 |=23,(==F1).

(') See G. KowaLewski, Determinantentheorie. Leipzig, 1909, p. 83.
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(1) (m)
Suppose the result to be true for the m-plane of A,.., A. We shall prove

¢V} (m) (m-+1)
that in that case it is true also for the m—+-1—plane of A4,.., A, 4 . Consider

for that purpose the m--1—plane

() (m)
(10-2) NA+..+N, A+ XN, B
with
(m+1) m ()

(10-3) B= A4 + Zu,A
=1

where a; are determined by the conditions.

() (m+1) @)
(10-9) -4, A +a,A{=0 , (nosummation w.r. to ).

(1) (m)
The last equations show that the tensors 4,.., A4, B are mutually ortho-

gonal.
m M m) D
But the m—+1—plane of 4,.., A, B is identical with that of A , 4,

because for arbitrary A,,.., lm_,_‘ the equation

(m—+1)

A A+ A+ A A=NX, A+ AN A+)Jm+iB
is satisfied if we determine A',,..., X',,, by the equations
A=XN 4Ny A =N+l Ay = Nongey -

Similarly if ',,..., X',,4, are given.

If | BB-| is not 4+ 1 or —1, we replace it by sz which does not

|B|

affect orthogonality.

11. We can orthogonalise and norm the representation of any p-plane by
ScHMIDT’S method (*). Put

) @
B=c,,A

) (4] )
B=c, A+c,A

() () (v
B=c, A+ ..+ cC,A

(t) E. Scumipr, Uber die Auflosung linearer Gleichungen mit unendlich vielen Unbekannten,
Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, 1908.

Annali di Matematica, §eris IV, Tomo III. 32
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and
o @ () fe—1y ()
(@) I‘A; A'I’ ) -4, uE)
e B T T y
(@) (1) (u) (a—l) (u)
4, 4., ]-4

¢ O, mwo
Co= Cats Cozy Oy O

Coys Cagyeery Con

: (o)
‘The multiplication (row of Cy into column of U) gives

( 1) (=1 (1)

(%) l ( LA ( B A l B
ClU=| ..., . ... . ..., ,

(@) (1) () (a—1) (o)

FBA-,.,B 4 -, B

and (row into row)

" 0 W e (0 ,
@ |FBBHy}B B, B| @ @@,
CosCal=| ... 00 0 000 ~0.. 1B
@ ) g
1BBL’1 B {, B

® i) ¢ ®
where [ =|-B B-|, and the tensors b are supposed to be orthogonal.

On the other hand

(UND) (1) (@) ) 1) (@)
-4 A,..,|-4 A FBB-,y BBy | 1
........... Cala=1 oo i |=lul
(e (1) (%) (o) (o} (1) (o) (@)
[AA]7 7"AA'| I'BB'I’""]'BB'I

Hence the tensors
o (3]
@ (@ ) (%)
l/ ]/ ; ki}]Da A
VDa—lD VDa~lDa ’

(=1, 2,..., p)

with
) ) (1) (@)
FAA-],., |44
(o )(\) (o) ()
|-4 A 4 |-4 4|

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



P. D1eNES: On tensor geometry 259

are mutually orthogonal and normed. D is the minor of D, pertaining to
the k% element of the last column with a convenient sign.

12. Orthogonal transformations. — Consider the p-plane of orthogonal and
. (%) (p)
normed tensors 4,.., 4 as well as that of the orthogonal and normed tensors

(k) I3 (%)

(12-1) C= 24, (h=1,2,.., p).
By hypothesis
() &)
(12-2) FAA]=3,
(9) (8
(12-3) FCC| =28,

where 8, =0 if k3=¢ and &, == 1.
By (12-1) and (12-3), we have

? @) %) »
akl = Z I')‘kl)‘l]’A A‘l = 2 lki)‘ljaij
hi=t 6j=1

i.e.

(12-4) § Bihnitys = Bay.
=1

On the other hand by putting
(0] P (%)
4 =2 pyC
k=1
the identities
® » @) P (k) 0)] ? (k) »
C: 2 )\”AZ Z !J.MC)\H and A--'——-' E }Lk;(/’: E P’kjlkiA
=1 i, k=1 ‘ ‘.'i, k=1

k=1

give

»- »

2 ppdy =B}, D pashas =|8y].

i=1 k=1
Multiply the second group of equations by 5,,)&,,- and add them. We find,
by (12'4)7 . '
rp .
] X P'kj)‘kiaiikpl =|5u‘|
1, k=1
i.e. ’

PpiOpp = B1iAps
where

Ppg = Sp0is Apj-
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Consequently
) » (k P (%)
A= 2 pp;C = 2 8p8;;A4;C
k=1 k=1
and

@) ¢) ? (k') @ ?
|'A A'[ == l'k ?_lskksiilkic5zz5ii)\zto'l =k2 15kh5u7“ki5ylhj5kk = 551-

Hence

a,,.aj,élakkxmxkj —3,
and
(12-5) k§15kk)\ki)‘kj = Bj;.

These relations (12-4) and (12-5) express the properties of local orthogonal .
transformations in a Riemannian space with a definite or indefinite funda-
mental quadratic form.

13. The angle between a p-plane and a tensor. — In general the angular

relations of a p-plane and a g-plane are perfectly determined by the minima
and maxima of the angle

r () g ()
(z A, ZpiB)'

=1 =1

considered as a function of the p'arame'tres Xiyemy Aps Bysen Bg (). We shall
consider some particular cases to rely on it in the sequel.

o)
The angle between §7&,-A and B. By definition
=1

20148
(13-1) ot -4 B-|

» ()
cos| 2 XA, Bl|= , .
i=1 » @) (k)
2 Ary|-4 A-.|-BB-|
1, k=1

In order to determine the value of 2,,.., A, for which this expression assumes

an extreme value we may suppose that A,,..., A, satisfy the condition
P @) (k)
(18-2) 2 A FAA] =8 =21,

3, k=1

because it is a restriction on the length of the tensors but not on their directions.

(1) C. JorDAN, HKssai sur la géométrie & n dimensions. Bulletin de la Société mathéma-
tique de France, t. 3, 1875, p. 103.
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Thus, in the usnal way, we are led to determine the extrema of .

f()‘n"v lp) - g CP()‘U ' )‘p)

where
1 P @)
[y )‘Il) = TB‘:IiEIlp l—A B‘l
P @ ()
O SESSRENS  SEL
Hence
, W .
(1; 1)7'--) (1; "_1)} l'AB']7 (17 Z+1);"-; (1; p)
. () .
3 (p’ 1)7'-'7 (p7 t— 1); \“A B'l’ (p; l+1)7"‘7 (py p)
pri =

(p? 1)}"'? (p) p)

Since we want only the ratios of X; we can take

(13-4) A= DY(B)

G

P
i.e. the extreme angle a between the tensors of Z\A
i={
P (1)
ED;“A and B. Moreover
i=1

2o 9
5DV} 4B

=1

3 D("D(k’] 44- |.-BB

1,, k=1

(13-) COS & ==

= cos (, P, B).

m @ .
If A,.., A are mutually orthogonal, we can take

(%)
(13-6) A =lAB]

B
and

r () 1
2 ABf—
(13_7) =1 (1" 1’)

COS o —

(1, Ly (1, P) T

(?)
VE"ABO‘Z@ B
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—

) () . L.
If 4,.., A are also normal, i.e. (Z,¢)® =1, we have

Taer
(13-8) cosa ==L 4B
|B|

@) — ®
cos? a is an orthogonal invariant. As |- AB-| =V 3,3 cos (4, B), this theorem
is the generalisation of the projection theorem. Proof. If we represent the
. ® ()
p-plane 2X;4 by another system of orthogonal and normed tensors C we have
@) r (O
A=2X lJ-jC
1

J—

and the condition of orthogonality is
14 @) ? (@)
28,-AB|lP=238,|-CB-*
=1 i-1

which shows that cos® « is an orthogonal invariant.

p_ @
We remark that if the angle between B and 2X;A4 is the angle between B
=1
M ® i)
and 4, then B is orthogonal to the tensors Zg,l,A. In fact by hypothesis cos (B, 4) .
i=2

is the extremum of the expression

(1) 2 @)
| BA{+5 1B, 41
=2

»_ @)
cos (B, z )\,A) =
1

= »

S 2 (@) (x)
-BE Vl-ii)\iA’ kEllkA L

g () »
where we can suppose that |-2ZX;4, %

(%) r
MA-|=2Z A, ==x1 and that A =1.
1 k=1 i=1

@
If the quantities [-BA-|, ({=2,.., p) are not all zero, we can choose

()
the 2,,.., A, such that cos (B, 4) is not the extremum of the expression in
question. Which proves our remark.

m ()

0]
14. The angles between fliA and 2 p;B.
=1 i—1

We suppose that m < p and

@) ®
that both system of tensors A and B respectively are orthogonal and normed
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and we are going to determine the values of A;, p; for which the expression

k=1,...,m ) (0
4 m % z ZlJ'kl AB ]
p_ 0 0 i
(14-1) cos| X a4, B pB)=—T"r0f
i=1 i=1 4 @0eE m (i) (1)
S A4S p? BB
i=1 =1

assumes an extreme value. Since this expression is not changed when we
replace A; and p; by KX, and Lp, respectively, we might suppose that

@) () m ) @)
(14-2) ZAHAAI 1=5 Zp2lBB|{=d41=¥§

m @)

Fix p,,0 pom. For B=2 11,B, the square of the extreme value is given by
=1

p () 2

,zll'A B'l 5 53 (% ) (k) 25

= =¥ AB-
(14:3) FBEB] .ﬂ( bl 0

, 06 6

=2 El Z Pi!’vk| AB-|FAB-3;,= 2 i Conltsin

i=1j,k ik

with
@) (j) (l) (")

(14-4) : Cin=2"0 Zail AB-||-A B, Crj = Cjn

@) @)

Putting f(p, e fom) = Z 2 Cpnbisita and (it eeey o) —Z P’zl BB-| =¥, we have

to determine the extrema of F(1yyeey Pm) — pcp(p“..,, pm), i. e. to solve the
equations '

of acp
dy 3!’-1
i.e,
" (14-5) = Conttn — 1y =0.

This system of homogeneous linear equations is possible only if we take
for p a root of the equation

Cy P Cis) Cim ‘
(14_6) 021’ czz Pyeeey czm =0
Cmys Cing sy Coam — P
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e e
To each root p; of that equation corresponds a set of values p,,..., 1, making

the expression (14-3), hence (14-1) with the corresponding 2,,..,, A, an extremum.

We denote these extrema by cos(,P, ,Q), i=1, 2,.., m.

@ mE®
The tensors E=2p,B, (i = 1,..., m) are mutually orthogonal. In fact
r=1
m @) () (1) () w6
® G 2 ppp,|-B B D g8y
__rs&=l1 _r=1
cos(l, B)="—p—f—="6 o
|E.| E] | ]| £

And, by (14:5),

m () @) X m (UEW)] m (3) (j)
X Crshts — Pifr =0, 1, €. 2 Crsibsty = P; ) P fre
8=1 r, 8- r=1
and similarly
m () ) m (i) (j)
2 CrsPly == Pi 5 Wylbse-
r, 8=1 r=1
Hence if j3=1,
m (i) (j)
2 iyt = 0

)
which proves the statement if all the B are of the same type.
@ om0
On the other hand to every tensor £ =2 p,.B belongs, by (14-6), a tensor

© @ (1 @
C=23,|-A E-| 4, (the angle between them being the angle between ,P and E).

@)
The tensors C are mutually orthogonal. In fact

® () r 0@ @O @ e 0 o OO
l-CCH :EJ-A E-lAE-3; =2 ppps |-AB-||FAB-| = &5 ppt,Cs = 0.

m
Consequently if we take FE,.., E for the fundamental tensors of the m-plane ,,Q

1) (m) ’
and C,.., C and p — m other orthogonal tensors for the fundamental tensors

of ,P, the m(< p) angles between the planes ,P and ,,Q@ are the angles
) )
between the corresponding fundamental tensors C and E:

n ()
(pP7 mQr):(Cy E), r=1, 2,..., m.

(1) » () (m)
The system C,..., C, E,.., E is orthogonal and represents a p - m-plane.
Consequently if » +m >n, ,P and ,,& have a common p -+ m — n-plane.
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More generally, if ,P and ,,Q have a common p plane, the number of the

angles between them is diminished by p.

(1) (r) (1) (m)
If A, ., 4 and B,..., B are not orthogonal and normed, we have

. (1) . )
= S i 3; '(1; Dyeey (1, e=1), 4 l ’(1) .., (1, j—1), B
7 YD,ZD,;Da— Dx 5 Di-.D:

.............

><-

(i) 1)}'“7 (Zy 7’_1)7 (h 1)} * (h k— 1)7 B

i.e. if we denote by d7 the minors of D; and by d_; those of D;, we have

— & o Silun
I V-Dj—iDjDk-ka =1 Dt—lDi

with
" (e
eyn= 2 drdyd:ds|-AB-{|-4B-.
i
8'=1,.., Rk

15. We are going to apply the preceding result to the determination of
® )
the angle between the two p-planes X A;4 and p, B+ % p,4. Fix the numbers
i=1 =92
iy Bp and denote by C the tensor thus individualised. According to the

)
preceding paragraph the angle between C and the p-plane ‘Ell,A is the angle
between C and -

p @ ) 2 0 U] U]
4 ::218, FAC-|A=2 w A +p,3,-AB- A.
= =2

_ @ ' — p_ 6
Let A = Zp ;4. The angle between €=, B+ A and the p-plane X X4 is
i=2 =1
— @) (61 J—
the angle between p, B+ 4 and p,3,[-4B-|A - A with the conditions

|FAB|=0, }-A44-]=0.

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo III. 33

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



266 P. DiENES : On tensor geometry

) — —
Consider now the two biplanes A, 4 + 2,4 and p,B + p,4 with the restri-
M) _ -
ctions [\ A+ XA ==1, |p,B+ AP == 1 and determine the extrema of
angles between tensors of the two biplanes i.e. the extrema of the expression
7 ) — — ) =

(15-1) f(xl) )\2) P’u l‘!’z): I cos ()\1A + )\2A’ I‘LiB_*_ p'zA)l = l Alp'l I- A B-I l2l“"251
with the conditions
(15-2) W, AR =1, B, pB==k1

We have

’ A ) _
O 4 SN P

31 d)L .
f+ o dite 3 1 4B — 2" —0,

I T 8

Hence
() . )
(15-3) )‘19251 =Xy, [-4B-, A, =X, [ 4B,
i. e. by multiplication
(1)

(15-4) Aoy 13,8, = A, A, |- 4 B[

m
If |-A B-?=383,, the tensors A and B coincide, hence also the two bi-planes.
Consequently if this is not the case, A, or A, or p, or p, vanishes. The cases
A, =0, p,=0; 4, =0, p,=0; },=0, o, =0 do not lead to anything new.

(1)
The case 2, =0, p, =0 leads to the angle between 4 and B. Thus the angle
(1
between A and B is the angle between the two biplanes in question. More
— (n
generally since this angle is independent of A, the angle between A and B

(18] m
is the angle between the two p-planes Zpk,-A and pB —l—Zpi AA.
=1 =2

16. Suppose now that the two p-pianes considered are not orthogonal

and normed. According to No. 11 we have to replace X l’A by L A G and
=1 i=1

=l () r @) =
S A+ W,B by ZpF with
t=1 =]

(o) (@)
(0) U L] |4
T—= | =

- ﬁ _——
VDe1De|’ |V D'ariD'a |
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where for a <p
@ @
V=U, Dus=D,
()

and thus the angle ¢ between the two p-planes is the angle between G and F.
Let us calculate now sin® ¢, We have

(p) (p) (p) () (r) (»
sin® ¢ = sin? (0, 7= == (|- & G- |- & £1-18 ) =
(16-1) (2) (») (p) (p) ®
_ L FOO YV OV
D*,_, D", D,
with
0
(1, Dy p—1; 4 | (1, Doy (1, p—1), |- 4 B
O e I
(16-2) V= 1) , Dip= (1)
(P—l 1); 7(p_1 p—l)r (p—l)) 7(p—1 p—l) , 4 B',
(p—1)
B 41,.., | B4 4, - BB

- BA Iy |-B 4 -, B
But it is readily seen that,
(») (v) (v) (v)
(16-3) -UU-|=Dy,_D,, |VV|{=D,_D".
On the other hand, denoting by A4,, and A”;, the minors of D, and of D",
respectively pertaining to the ¢t row and kt* column, we have

=1

(2) () — —1
UV= Dp—u‘l +E(— 1)p+ig,, ”Dp_iB + z (— 1)v+kA”

Consequently

(2) () @)
LoV =p,_, 1 4B- |+Dp_,2(—1)”+‘A FA B+

ot T (v) (%) p-1 () (%)
Dy B (— 12447, |- 4 A- 1+ B (=1 dady | A 44,
A=1

But as k= p,
(o) (%)

’z(—nMIAAI——Dp—A A

i. e. the last two of the right hand side cancel each other. We have thus

the equation
( )( )
(16-4) UV =D,_ D,
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with

(1) 1)7"'7 (1: p— 1)) l'(‘z B'l

-----------------------

= (p—3)
(p—lx 1))'-'7 (p_l p—l)y ‘ A B'L
(p) (1) (p) (r— (»
FA A, |-4 ) l, A B
which leads to

(p) (p) (p) (p) (p) () . " e
l-U HVVl lUV'\:Dn—x(Dpr“Dp)°

But by SYLVESTER’S theorem,

DzzD”p — Dlzp =Dy Dy,
with

(1)
(1, 1)7-"7 (1) p); I‘AB'I

| (;). .
o (p; 1);'"; (p) p)} l'AB'l
) (2)
|-BA4-,.., |BA-, |-|BB-|
for D,_, is symmetrical.
Hence the formula in question

@@ D_D
. 4 qin® Y Tr—1Zp 1
(16-5) = sin® (G, F) 0,0,
@ ) P)
Put finally P= (A, o A, Q=-(B,...,, B)-
It is readily seen that

(A B, FAB
- A - ,..., - -
[' P Q -[(l!p+1)--'(p1 °p) :p! ............

(p) () (») (p)
l'A B‘l)'--, I‘A B'l

(16-6)

© (1)
Hence if P=-(4,.., 4, B), we have

4 /2
+sm(PP) [PP||PP|——[PP]2 pr'—Dp=

' pr D,D"
167) | PP{|-P P p

_Dp—(Dﬂ+4 — ain? (2} (p)
= —D—pﬁ,:— =8l (G, F).
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Thus the angle between the two p-planes P and P is equal to the angle

()] () » ()
between (G and F. This shows that the representation of the tensors X 2,4 by

i=1
) (»)
the tensor determinant -(4,..., 4)- is fairly complete.

CHAPTER II. Geometry of tensor spaces.

17, In this chapter we are going to examine various kinds of correspon-
dences between tensor pencils attached to different points i. e. we are going
to construct various types of tensor spaces. As a rule, the passage from a
tensor A(p) at p to the corresponding tensor B(q) at ¢ is called parallel displa-
cement or translation of A(p) from p to gq.

If we require that, once the path from p to ¢ is given, the initial tensor A(p)
determines the corresponding tensor at ¢, the correspondence will be established
by a system of equations of the type

a4 - dAqy -
T+ f*(x, z, x,..| 4%) =0, -+ falo, 22, 2,0, 4,) =0,
(17-1) s
~ar + f¥(x, 2, x,... | A*) =0 etc.
: dx! dx™ . )
where 2 stands for ——,..., ——, 4% means that the suffix disappeared (*) in
dat’"” dt

a summation involved in />
0
To every curve x%¢) and to every tensor of any type and rank Al:z at-

tached to the point 2%(¢,) belongs a system of equations, and, provided /%, fq,
[°8,... satisfy very general mathematical conditions (*) in the neighbourhood

of the point x%(¢,), this system of equations determines A'_';::(t) along a finite

Ry -
Y

arc of the given curve so that A:’:::(to)=§1

In order to distinguish the fuhctions A'.’:::, as defined by the corresponding
system of equations of the type (17-1), from an arbitrarily given tensorfield
along the same curve C, we denote the former by A'_’:::(C; t,)(¢) or in words:

0
A‘.'::: transported along C from w«x®(¢,) to x*(f).

(!) See T. Levi-Civitra, Diferenciales sequndas-que se cumportan de mods invariantivs.
Revista Matematica Hispano-Americana, 1923, vol. V, pp. 165-176.
(%) See, for example, E. Picarp, Traité d’Analyse, tome II.
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The tensormanifold M,(7T) with the connexion thus defined will be denoted
by M, (T; 1% fa, *,...) and called lineally connected tensorspace with the
parameters of connexion f¢ f, f°8,... («lineally » meaning that the connexion
is defined along lines). We remark that this idea of tensorspace is independent
of metrical considerations though on the other hand it is a natural extension
of LEVI-CIvITA’S connexion (') generalised by WEYL (®)). We complete this
scheme by defining the correspondence between scalars at different points
by equations of the type

d -
d—:+ P(x, x, 2,..|f)=0
and remark that if & =0, i. e, if we remain at the same point, all the tensors
correspond to themselves. Hence
ar dA*
d_t = O, _dt— = 0, ete.

9, 0, 0,...|/)=0, [%x,0,0,.|4*)=0, fidx,0,0,..|4,)=0, etc.
We shall suppose in the sequel that ¢, f*, f,, f*,... satisfy this condition.

18. Differentiation of tensors. — Now we are able to attribute a sense to
the difference A%p+ Ax) — A%p) or more generally to A:f::(pﬂ—Aw)—A’_tz:(fp),

i. e. to define differentiation of tensors along a line, For this purpose we
replace A*(p + Ax) by its equivalent at p along the given line, namely,
by A%p-+4Ax)Xp) or in the notation of the previous paragraph by A*({ 4 Af)¢)

and we put
A4e Jim At + At)(t) — A%(¢E)
At T o At ’

In order to calculate this limit we write the corresponding system (17-1)
in integral form :

YO = Atte) — [ e{, &, ,...| A0 XE) =
to

dx! da®

where x stands for a'(t),..., £"(t) and similarly x stands for T g

® T. Levi-Civira, Nozione di parallelismo in una varietd qualunque e conseguente speci-
Sficazione geometrica della curvalura riemanniana. [Rendiconti del Circolo Matematico di Pa-
lermo, t. XLII (1917), pp. 173-205).

(?) WEYL, Raum, Zeit, Materie, 1920, p. 169,
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Hence
4

At A£Y(E) = A% + Af) — J (o[, 3, 3y | A¥(E 4 AtYT)de

AL
which readily leads to the result

Ad* dAe . < N
_AT_—dt——'—f (¢, o, x,...lA )

We notice that the value of the righthand side is the same for curves
passing through «x%(f) with the same numerical values x(f), a(f),....

Similarly we get

Ad, dA. Ce

—AT=—dt—+fa($, @, w,...|A*)
A48 dA* e
=gt *(x, x, w,..| A*), etc.

In the same way for a scalar f:

Af _df c.
E—d-—t—i_cP(w’ @, w?lf)
where, in general, ¢ varies with the weight of the scalar f.
We put finally
A4 A4e AA A4 :
-A_t_ = ]7 €, A—t = fA—t— €ap, etc.

Hence the system of equations defining the translations of a tensor of
any type and rank can be written in the symbolic form

AA

2=
for scalars

A= 0

We remark that in spite of the intimate connexions between translation
and differentiation of tensors, these two operations are essentially different
in nature. In fact trauslation of tensors applies to individual tensors and the
result of translation is a range of tensors along the given curve. The indi-
vidual numerical tensors of a tensorfield are translated independently of one
another. We notice finally that, according to the theory of PFAFFIAN systems,
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translation of a tensor, in general, cannot produce a continuous tensorfield of
two or more dimensions.

On the other hand differentiation is defined only for tensorfields since it
involves neighbouring values of the components. Furthermore tensor differen-

e L AA .
tiation is a local operation, i. e. 4 and A Are attached to the same point

whereas translation leads to tensors attached to different points.

19. For the examination of the general properties of tensor differentiation
we introduce the following notations :
a) general tensor differentiation :

AA*  dA° -
(19’1) —AT=—dT+ f“(x, x, w,--.IA*)
and
Antige 4 AnAe  drfe
19-2 ——
(192) A+t g A tggm
where

(19.3) 4re__ 8/ A4P @:_d_(@)= ofe AAS AAT | of AAP
dt ~ 04 At de* T di\dt 048347 At At 048 Ag? )
Similarly for covariant tensors and for tensors of higher ranks:
b) special kinds of tensor differentiation :
1 1, fa, [*8,... are homogeneous and of order one (but not necessarily
linear) in the tensor components. In that case we shall use the notation

A A=
A7 ete.
2°) 1% fay fop,... are homogeneous and linear in the tensor components.

We put

Béi“ = % + fu(e, @, .47
(19-4) 54s  dd

_6t_“=—617“+f;'(ac, x, x,..)A4,, etc.
and in particular
19-5 A
(19-5) 5t =g + 9@ @ T,
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3 re, r,. do not depend on &;, x etc., and are homogeneous and

or? la’*

linear in 2. We put

Dtk 1 o
(19-6)
DA, _ dAd

D = dr =+ for (x)A, 2%, etc.

In particular
Dr _ ‘_i_f oS
(19-7) ni=ar T P o()f2°.

In that case we can separate the terms containing a* and put

DA+ 34 DA, 94,

(19-8) D—a_}? = a -+ f:"Ar Exs aws -+ ;:;s ry etc.
D
(199) =T var

The cases 1°) and 2°), in general, do not lead to partial differentiation (}).
The properties of tensorial differentiation. For the A and A’ operations in

general
Atk (A4 At+R 4
Ak At' t1,+k

where as for & and D we have

ok (5tA SR+t 4 D* (DA Drtig
w(%‘ ()_

&) = 5 D\ D) = D

ak St 5k+if
3t* (67() = s

Similarly for the sum of tensors: In general

(19-10)

A(A* 4~ B®) | Ad® ABe

Y; VYA
But
SA* 4+ Bv) oA  Be
(19'11) —S—t__?t——'_?t" etc.

(!) See P. DiENES, Sur les différenticlles secondes et la dérivation des tensewrs. Rendi-
conti dell’ Accademia dei Lincei, 1924, vol. XXXIII, ser. 5, 1° sem,, p. 265.

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo III. 4
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With regard to multiplication, the rule

A(4B) A4 AB
(19-12) ’(AT):ATB"'AA_;

is, in general, not satisfied by any of the operations. In fact, this rule applied
to two contravariant tensors means that

(19-121) /8w, @, @,...| AB) = f*(x, @, ,...| A¥)B® + [¥(x, &, 2,...| B*4°

which can be satisfied only if the differentiation of tensors of higher ranks
is determined by that of vectors (= tensors of the first rank). In that case we
call the tensor space monodromic and define differentiation of A8 by (19-121).
But even then rule (19-12) applies only to A%, & and D for in the general case
fo@, x, x,..| A*BP) == f(a, x, ©,...| A*)B® and with the exception of tensorial
differentiation of a scalar

(Df.f) . Df, Df,
Dt Tl

This equality is satisfied only if ¢ = 0. We remark, however, that

A(fd) _ NA  Af :
Az =137+ 4— @ @, NA.

In this paper, unless the contrary is explicitely stated, we deal with mono-

dromic spaces.
In general none of the differentiations is interchangeable with contraction.

It is so for & and D if, and only if
(19'13) f:r +f:u.= Cgr’ f:n—l_ ro:':

respectively. In any case the lefthand side is a tensor:

(19'14) fgr -+ fga = C:r’ f:f‘ + f:gl‘ = C‘:ﬂ'
Similarly
(19'15) f:n - f(?er = S:re’ f:u - f:t:a = S;:;l

are tensors ().

(1) ScHOUTEN, Ricei Kalkiil, Springer, Berlin, 1924, p. 66.
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Contraction and differentiation are connected by the formula

Ry Ry,
|_ A4S \ =A\-A .:v"\(ip,, k)
(19-16) l At (i, ko) At
. . kv kG——-' , . k'V k
+f;(w7 w’ w} IA Yy l’[iu—;%) + f (w’ w? Iad IA "V [[1: 7%)'
In particular
54 ) A "
(19-17) Ty (i, ko) A" ke=a] g
3t (i'p,,kc) 6 Z “Hve (ip =]
and
Ty
asigy  PAa DR H Gk + Bl o
l Da*  Gin ko) i e i =] Tooet

At each successive contraction we get two new terms in f i. e
sums in & and D.

If the contraction leads to scalar, we have e, g.

. two new

_84sp
ot

dA‘;a r e
| = dat + Aoa Cor-

(19-19)

Remark 1. %% =0 defines a transport of directions i. e.
(RA®YE, || 8) = kAL, || )
only for A’ (3 and D).

P
Remark 2. The transport of a multiplane Z)\A is independent of the
=1

fundamental tensors A only for & (and D).

Remark 3. In the general case, [, wx, bb,...]O) is a tensor, so is
fe@, x, ©,..| A* 4 B¥) — [%x, @, &,..| A*) — (@, ©, 2,.|B* as well as
4, ,.. | A4* 4- pB¥) — Af%(x, Xyenr | A*) — pf (20, x,... | B*). In fact /= is tran-
sformed by the formula .

P E, &, | A%) = th1ip 8 A° - 111 M(a, @, | To A°
and thus

= .M, o’c,... | ta(AA® 4 pB%)] — A% fk x, @,.. ] T, A% — plh e, @,...| ta B

which proves the last statement,
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‘We notice that

anﬂ
ot o8

where Ej =0 if 4=« and =1 if f=a.

20. Taylor formula for transported temsors (*). — Take a tensor line A%(¢)
along C; transport A*(f) to X%, by the equation
AAe
(20-1) W_O
and consider the one parameter (f) family of tensors A%¢!l¢,) attached all to

the same point X*(¢,). We are going to expand A(f||¢,) as a function of ¢ in
Taylor series:

As(t]| £0) = A% | t,), + (dA (tilto)> (=) + (dzAa(t”to))t =ty

dat? 21
. (t - t0)2 . .
In order to calculate the coefficients of ¢ —¢,, —g e We write (20-1) in
integral form '
Q, 0 o ' * e dwa
(20-2) At || 1) = — [, @,...| AX¢||v))dT 4~ ANt), x*= ac
Tt

First of all we see that A%(¢| ¢,), = A%(t,). It follows that

aA Nty _ o % f ddr_ Ad dfa

S =, @y ) — | T s+ S == — [ dn.
¢ t
Hence
_ aAe(t)|t)\ _ (A4

(20-3) (T)_ (W)

and

(20-4) tim 2G 8

to—rt Tdt At °

(M) I first proved this formula for 3 operation in my paper: Sur les différentielles se-
condes et la dérivation des tenseurs. Rendiconti dell’ Accademia dei Lincei, vol. XXXIII,
ser. b, 1924, p. 265.
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To calculate the second derivative we notice that under the integral
sign, f* depends on ¢ only through the componants A*(¢||t). Consequently

dde¢||t,) _ AA® ¢ 3f d4b(t])

ai - = ar )aas a4
t

Hence, by (20-4)

t

drdst]t) _ d A4 9re) A48 dezfa

e T dt At T 4P A T ) de
t
i. e.
A*A(t] L)\ _ (A*A" . dPA%t||¢,)  A*AC
(20-5) ( ag )to_ Ag? to’ t:u—r.]t dat? A
and so on.
In that way we find the formula
A4
A= At + (55 ¢ — e+
t
(20'6) AzA (t t )2 A"“‘:l (t ¢ )n_g_
—t, —t,
(), 5 (), 2
with
to
A" Ae dnfa. .
(20’7) Rn: (—AtT)u— Ft,;? dz Cay
t

Analogous formula for scalar fields and tensor fields of any rank and type.

21, Curvatures of a tensor line. — The preceding result enables us to
investigate a tensor line in the neighbourhood of a point.

Since we cannot compare two tensors attached to different points, we
have to transport A%q) from ¢ to p. But, by (20-3), at first approximation

mmmm—M@=@ﬁAa
»

Hence the limit plane of the tensors A%(C; q||p) and 4%(p) when g approaches p

. ;A4
is the plane of 4 and 4= AL The osculating biplane of the tensor line is
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dx®
—dt
. dxe At (dxe
at p is the plane of the tensors ar and K(d—t)

If « is the angle between A(p) and A(C; ¢q| p), the first curvature of the
tensor line is, by definition, the limit of the quotient Ait’ i. e. that of Sl;;
But by (6-7)

21-1)  sin(4, A+ AAt) = _ 148 (4, AAt) = _1Aad g (4, A).
| A+ AA¢L| | A+ AAE|
Hence

e VT v
@ . . .
The normed tensor N in the biplane of 4 and 4, orthogonal to 4, is called

the first normal of the tensor line,
Similarly formula (20-6) shows that when ¢ approaches p, 4%(C; q||p) is

. [o]
a tensor of the p—+ 1-plane of 4, A,.., 4. We call this p~-1-plane the ptt
osculating plane of the tensor line.

[p—1]
Consider the p-plane P— '(A A, " ) As the rule of differentiating
determinants extends to tensor determinants, we have

pe{d 4 i " e i i i e 4" )

p=14, 4., 72" ).

I - .
Hence the tensors 4, A4,.., pA belong to P as well as to P. Consequently
they belong also to the p-plane P(C; q| p)= P -+ PAt. Denote by « the angle

o sin o
A °F that of A7

when Af—0 is called the p® curvature of the tensor line.
But, by (-7),

between P and P(C; ql||p). The limit of the quotient

| P|At

————sin (P, P).
| P+ PA¢|

sin (P P+ PAt)
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Hence

sin (P, P+PAy _ | P| . V|- PP-||- PP — |- PP

(21-4)  vp= lim a7 = p|sin (P, P)= FPP]
Finally (16-6) and (16-7) give
__ Dy Dy,
where

py | FAAD EAb 4
[p—11[p—1]
| o)
. da® .
Putting A“=W, we gen the successive curvatures of the curve.

&) @ .
The direction N in the 3-plane of 4, N, A is called the second normal etc.
) (n)

4, N,.., N is called the principal n-nuple.

The final form (21-5) of the curvatures vy, reproduces the KOWALEWSKY-
BLASCHKE formulae (!) with the difference that our formulae apply also if the
metrical quadratic form is not definite. But the real difference lies in the fact
that we succeeded to define the successive curvatures in a purely geometrical
way by following as closely as possible the usual procedure.

o @ ™)
22. Consider the principal ennuple N, N,.., N (e. g. tangent and the

n — 1 principal normals) attached to every point of a given curve. We can
easily verify that

(O’ 0);'"7 (07 7'_2)7 A.a
(22-1) 1({;“2 1 (17 O):'"; (1) i—2)7 A4s
[s—1]
E—1,0),., (—1,i—2), A°
where
3] [k]

[%]
(i, k) = A"APgag, (0, k) = A*APgqp

(!) W. BLASCHKE, Frénet’s Formeln fiir den Raum Riemann. Mathematische Zeitschrift,
vol. 6, 1920, p. 91-99. See also P. DienEs, Déterminants tensoriels et la geoméh te des tenseurs.
Comptes Rendus, Premier semestre 1924, p. 682-685.
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and

(0’ 0)""’ (O, t— 1)

Di=| - e
E—1,0).., (—1, i—1)
In fact, if i > %k
@ @ 1 ©, 0),..., (0,2 —2), A= ©, 0),..., (0, &k —2), A,
NaNBguB: .................................. )
|VD;_,D,DyDy_, | ; [i-1) 1

(i—1, 0),..., G—1, i—2), A* ||(k—1, O),..., (k—1, k—2), A,

k1]
Write the second determinant in the form aA.,+a,A+ .4 ap_, 4, and

notice that, for j << ¢

(07 0);"" (O; i— 2); A4 (07 0))"'; (07 7:_2)) (0; .7_ 1)

---------------------------------------

[+—1]

(i—1, 0),..., (i—1, 1—2), e (i—1,0),.., (i—1, i—2), (i—1, j—1)

We see thus that, if ¢ 3=k,

(] %]

NuNﬁgaﬂ:O~
If i =k,
. (07 0)7"'7 (O; i 2)’ 4
@ @ i
N“Nﬁgap:TD.—.—] li—1] (@da —l—aA +.. +a,_2Aa+D,_ Aq)=
T (=1, 0y, (E—1,i—2), Aq
DiciDe g
lDf—lDil

1) (n)
Consequently the system of tensors N,.., IV is orthogonal and normed. On the
) @ .
other hand N is parallel to 4, and N is in the plane of 4 and A and normal
to 4 i. e. IV is parallel to the first normal and so on.
We remark that if in (22-1) we replace IVD,_lD,-I by VD,_,D,, we intro-

)
duce imaginary tensors (instead of negative tensors) but then the N are not

@) @)
only orthogonal but N“Nﬁgap_—i— 1 for each of them.
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23. As a preliminary to the introduction of rotation of tensor n-uples we
are going to express the fundamental tensors in invariants (*). Consider for
that purpose an arbitrarily given continuous and differentiable tensorfield of

()
orthogonal and normed =n-nuples R* called the reference n-uples. We shall
denote as usual

® ® 0 if j=7.
(23'1) Ra — Rﬁgﬁa, R® Ra - : () J :':
@ if j=1d.
Putting
)] (8 (iw)
(23-2) Xt b p Bl gy, = 1. Uali o,
19000y (Ili) (’bw) 1 ‘0

@
(we do not apply the summation convention t, 1 in this paper) it is readily

seen that
(iw)
(23-3) xhrrbo _ o p Rﬁl v Ra RPo .

&y goeey Xgyy ’ ‘lw (k ) (k(ﬂ)

Thus we see that every tensor can be expressed in the invariants ai‘ i‘”
g e T
@

and in the reference n-uple R®.
Applying it to the metrical tensor g.g, we get

(23-4) 9op = by Ru Ry
® G
with
® G ©) G 0 if 53¢
i1 ,j—gaBR"‘Rﬂ—'RﬁR g(i) s
l if j=1d.
Hence
0 if j=k<¢
(23-5) b=
l if j=q.
Similarly putting
50.,5
23-6 <+t =, Ry R,
( ) 6t pj(i) (j)B,
we get

®) G) @) &
23-7) py=117s 9 Reks

) G. Ricor et T. LEvi-Civira, Méthodes de calcul différentiel absolu et leurs applications.
Math. Annalen., Tom. 54, 1901, p. 125-201.

Annals di Matematica, Serie IV, I'omo III. 35
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with
(23-8) Pis="Psi if gud = Y.
Furthermore
. (G)
(23-9) 8, = o, B3R,
)
with
i @0 5O
(23-10) 6o =1 [CouR R;.
@
We put finally
¥ SR
. SR> ® o
(23 11) at zYikRu7 5(2 —Yirlla
with
® 3R
* R k) VS (k)
(23-12) Yh=1 2 ok ;B ta=l 5 R

24. The interchange of differentiation and contraction [see rules (19-17),
(19-18), (19-19)] leads to some relations between the invariants p, ¢ and 7.
Flrst, by (19-19)

(1)
_ B(R“Ra) dR*Ry)

F | =@ ERC.
& ’(“13) o dt

On the other hand, by (19-12)

@)

S(R*R @ R
i ( ‘k)ﬁ) ) _I SRo R ’ ;2)“ (k)ﬁ ) _
% len | % ® |@p | e (@ B)
G ® ®
=|-YVR*Rg- Ry yRg o =1t T + Yhi-l
® (B D |(ey B)
Hence
) o GH®
(24-1) YRl l=1 1. oy
Similarly from
oK ®
® __ 2gap B, 8R* @
V Y R* - Gup 57 5t gsﬁR Cor

we get

() i (R)
Ythﬂ _— O'lmRkRﬁRu -+ gaﬁ Gi RG b gsﬁchokR Rr,
()}

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



P. DieNEs: On tensor geometry 283

.HU
@

%) G
£B[°lkl +Y* — i — loy} =0. .

Hence, since the tensors R are mutually orthogonal,
)

24-2) ' ¢ — v+ lP”‘ = lcok

Eliminating ok from (23-13) and (23-14) we have

(k) W (@)
(24.'3) Yikl —+ Ykil =1 lcik.

Eliminating y,, we find

o @)@ @) (k)
(24-4) y”‘l A yril - log =1 l(oh, + om).

O @
Express now an arbitrary n-uple A® in terms of R*. We get

()
A® = a’kR“ Ay =y Ra
(U] (&)

(24-5) H o ) 0]

a¥l = A*R, ’ a,-jl = AR

%) @
Hence
(")
a*®* R%gop == a4 Rg,
(k)

i e.

aszﬁ = athﬁ
(k) (k)

( (©)
and multiplying by R‘3 and summing: a¥l = ayl, i. e. we have

(24-6) a¥ = ay.
Putting

e ® Pho

“ — pik po @ —_— . R
(24-7) = = ¢ R, 5% em(k)m
we get by (24-5)
)
ar et =

(m) (k)
ai"R“ + atk km po — etk Ro,
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Multiplying by R, we have
9]

(24-8) a¥ +athyti—=eY or d,j + apy® = e,
Similarly
(24-9) Oy = QigYrg = €.

) o
The fact that both A* and R* form an orthogonal and normed n-uple is
expressed by the relations
G) 0 if A1
o (7 it n=1i

o) @
where we suppose that in the two systems A* and R* positive tensors cor-
respond to positive and negative tensors correspond to negative tensors. I. e,

(k) k)
Agde = R,R°.
1) 0)
Proof: By (24-5)

(k) )
A®Ay = ap;0(n R Ry
® (m)

which leads immediately to the result announcend.
Finally we notice that

oY
’ d(A®4.)
24-11 ) 0) . *) &)
(24-11) 2+ A7A,Cl = Zeazl + Bepatl,
(6)) 3 k
for the lefthand side is
0)
3(4*4g)
: G - .
I

25. Rotation of n-uples. — The rotation of an orthogonal and normed
n-uple at a point means a one-parameter family of orthogonal and normed

n-uples all attached to one and the same point. But every one-parameter
(k)
family of n-uples A%u) attached to the same point form the solution of the

simultaneous equations

(k)
[+ k
(25-1) dds _ %,
du

with conveniently chosen p*(u).
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In fact, by (25-1),

252 ‘ZA“ do=p¥)

() ()
which determines p“ when the functions A® and thus also 4, = APgsg are
)
given.
(@)

Since A°® form an orthogonal and normed #n-uple for every value of wu,

we have
(#)

d(A*A,)
k)
du =0
(@)
for A“Au is either 0 (if 254=17) or 1 (if 2=17) for every value of ». Hence
*
by (25-2)
' () (@)
(25-3) PpYl4pitl=0.

(& @
Consequently we define rotation of a tensor nm-uple A® as the solution A%u)
0
@)
of the equations (25-1), subjected to conditions (25-3), reducing to A* for
0
u=u,.
Since gap is independent of u (all the tensors considered being attached
to the same point), we have

d4a df;)ﬁ (k)
(25-4) d(;) o Jpa = pikAﬁgﬁ — p”‘A

which shows that the rotation in covariant components is governed by the
same set of equations as in contravariant components (the initial values
being in general different). Therefore we do not nead to distinguish p*
from p;z.

To justify our definition we have to show that if the initial sn-uple is
orthogonal and normal, the whole family of n-uples defined by (25-1) is ortho-
gonal and normal. But by (25-2) and (25-3)

@)

d(Au(é;l) d(‘zl)a A f«? d(f)“ zk(;c) | ki(? 0
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@
Thus the value of A®A4, does not change with ». Which proves the sta-
(k)
tement,

The rotation of n-uples corresponds to the rotation (= change of orien-

(N (@)
tation) of rigid bodies. If A and A are both positive or both negative tensors,

the relation (25-3) becomes the normal one p¥ -+ p/* =0,
The method proposed by us (*) for solving LEVI-CIVITA’S equations applies
without any modification to the system (25-1) and leads to the explicit form

@
of the solution A%u):
(¥) @) () .
(25-5) AX PP 5w || 1) = A%(wo) + AXw)ZH (M5 u, || %)
with

w w v
ZU @5 u || ) =jp“du + j : jp‘”dv % pPdY 4 ... +
Uy Uy Uy

(25-6)

v v, Y

—l—j uf...J‘go“’ldv‘10"1"=rdv2 w P dp, +- ..

Uy Uy Uy

and it is readily proved that series is absolutely and uniformly convergent
in a finite interval (u,, %) if the functions p"¥ are bounded and integrable.

26. Displacement. — We shall call a set of orthogonal and normed n-uples
continuously distributed along C, a displacement of any of the n-uples in
question along C. Every displacement of a contravariant n-uple along C can

(9)
be represented as the solution A*(C, p™; ¢,]|¢) of the equations
8(i) (k)
(26-1) oA hire) e
ot
%

corresponding to the initial values A%(¢,).

() P. DiENES, Sur la structure mathématique du Oaleul Tensoriel. Journal de Mathéma-
tiques pures et appliquées, 1924, p. 79.
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In fact, from (26-1),

@) .
LY LR )] ()

26-2 hutninll B — pij
( ) at gaﬁA l

which determines the rotational coefficients p%(t) and thus proves the
statement.

But these functions are subjected to a set of conditions resulting from
the fact that the =n-uples are orthogonal and normed at avery point of C.
In fact

a(ﬁ) (fﬁ* ) a(ﬁ' %5 y  ©0)
- *APgys) - - *APgay s -
5(4°4%vo) Ly L VI, T I
5% |12 Bt gaaor | e
@ ()
B (%) () @ () @) ()
— AL L0e5) |, 4oy pChy - 4247, = A7 dHgaClr + 91Ol

and on the other hand

5(%&?{5 ) 5 Aa (J) (@ 5;? @) () §

T =2 By + A grp + AL,
i. e., by (26-1),

(k) (7 @ (k) (@) (5
= p*AxABgyy +- At%zof"ABg«(a 4+ A=A agza s

i. e. by contracting and equating the two results

@ () (7) @ OO0
(26-3) A7 BG4 Gy Ca) = P9 L p* L - Ao D 9“3

In Riemannian geometry Cp, =0, 8%?:0, so that in that case the con-
dition reduces to its normal form :
%) ()

(26-4) p“l+p1‘l——0

Condition (26-3) is not independent of (;1)“. Consequently if we give the
rotational coefficients we cannot, in general, use them to define a displacement
of n-uples by (26-1) because before solving the equations we do not know
whether (26-3) will be satisfied or not i. e. whether we get a series of ortho-
gonal and normed #n-uples or not.
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In the case, however, when

(26-5) §g—:ﬂ = g:aCop + 98:Coa = Cup + Cpa

(@)
the terms containing A% cancel each other and we get the usual form of
condition (26-4).

(26-5) expresses a property of the translation, i. e. it refers to the conne-
ctive properties of the tensor space in question. We shall call a space where
local melrics and translation are connected by (26-5) isotropical. In an
isotropic space every system of equation of type (26-1), with rotational
coefficients (26-4), defines a one-parameter family of orthogonal and normed
n-uples i. e. a displacement.

@)
We notice, however, that if, for given p¥(¢) the function A%¢) satisfy (26-1)
and (26-3), it follows that
@) (J)
d(A‘tAﬁgaB)

a0

®
i. e. if for a single value of ¢ the n-uple A%(¢) is orthogonal and normed, it

is so at every point of C.

2%. Similarly for covariant n-uples. We put

5B,
@11) = pui(t) B
(k)
i, e.
aBa
(27-2) g“BBa = py; L.

) (N

The general condition (26-3) is replaced by
gob
(27-3) BgBa(Co8 - CBr) = p,jl+pjtl+Bst TR
)] ® @0
In Riemannian geometry

(27-4) Dij L+ psu 1 =0.
(7 (®)
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Condition (26-5) is replaced by

SgB

Tt— = U“B + CBZ,

(27-5)

A relation between covariant and contravariant rotational coefficients is de-
duced from (26-2) and (27-2). In fact it follows from those equations that

sz 0 D8 5 @ ®) @
By =+ 4 % 57 (A" Bs) = p™ A" By + ppBpA”.
(9 ®) 0 (k)
Hence by contraction
a0 20 @
dt(A B.) + A"B,Cq, = p** A*B, + p;jz B2 A%.
() () (ﬁ (%)
. ®)
Thus taking Ba= ABg.g, we have
(9
I ¢
(27-6) ATA,Cop = pY L+ py; L.

)
.0 L o . o
Since A* enters in this condition, there is no general relation i. e. independent of

the specific line of n-uples considered, between the contravariant and covariant
rotational coefficients of n-uples. In Riemannian geometry (27-6) reduces to

") (%)
(27-7) P74 p;l=0
which leads, by (26-4) to
(21-8) Py =pY.
In that case we can write

o4
279 oA __ itk
(27-9) 57 = P*4

In Riemannian geomelry displacement and raising or lowering suffixes
are interchangeable. In fact, from '

(@)
S—A—B = Zhhf‘;c)
we have
5 S(Aq;ia) ()
57 98a 5 — Pindgse,
Annali di Matematica, Serie 1V, Tomo III. 86
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0]
since %‘:O and C;=0. We see thus that the displacement of (A4Bggz),

(®) @)
along C reproduces the line of n-uples ABggz as deduced from AB. Which
proves the statement,
The same is true in the general case. In fact, by (26-1),

@

308 *)
~; 98 =p"Abgsa,
1. €.
8(1(1)30%) @ ® (T 295
=S5p T ATGuCor = p*Aigha+ A8,
: 3t
i. e. by (26-3)
)
) (2.0 OO0
A«aﬁg—f‘m A%A" Gy + P U= ATA%(Cay + Cya).

Hence, by (27-6),

0 3 AB %) (*) ()
A28 — p T pas g,

i. e.

(J a(ﬁ)“gga) (k)

A% St - pikABgB“ =
Consequently

B(Abgh (k)
LI = puadighs

which proves that displacement and raising or lowering suffixes are inter-
changeable.

28. We notice, however, that ¢ranslation as usually defined and raisingf
or lowering suffixes are, in general, nof¢ interchangeable.
Since translation is usually defined by the equations

54% 544
5 =0 and -=0

i. e. by p;;=p¥ =0, condition (26-3) reduces to (26-5) and condition (27-6)
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to Cor =0. It is only when both these conditions are satisfied (When it follows,

3
like in Riemannian geometry that _.g;_ﬁ = ) that translation and raising or

lowering suffixes are interchangeable. In WEYL'S geometr, C3 =0 but
(28-1) I — gchPYa'c"

is different from naught. Hence in that case translation destroys the connection
between covariant and contravariant component of a tensor.

This apparent contradiction between displacement and translation is re-
moved by remarking that if we put p” —0, we cannot, in general, put in
the same time p,; = 0 because according to (27-6)

(9 @) ()
py =1 A, A"Cs,,
i. e. in general different from zero. This remark shows also that in genera-
lising Riemannian geometry (where C; =0) the natural way to proceed is to
generalise displacement of n-uples and not translation of a single tensor. In that
way the parameters gag(a’,..., ™) of metrie, and the parameters ff,%(m, 5(;,...), ete.
[more particulary f:fw(m',..., xm), etc.] of translation are absolutely independent
of each other without destroying the simplicity of the construction, in parti-
cular the correspondence between contravariant and covariant components
of the same tensor. Displacement of n-uples seems to fit in more adequately
into the structure of general tensor space than the translation of a single tensor.

For instance in WEYL’S geometry displacement of n-uples is a simpler
uotion than translation of a tensor. ‘WEYL’S conception could be deseribed
also in saying that the translation of tensors of the second rank like gag (or this
particular tensor anyhow) does not follow the usual rule derived from . the
translation of tensors of the first rank. In fact equation (28-1) can be written
in the form
(282) B9 4 1 gy + 1 00 =0
with

=fo if ra
and

1 .
h:z = f:z —3 ¢ act (no summation w. r. to a)

i. e. Weyl’s geometry is not monodromic (see No. 19).
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If we stick to monodromic spaces, equation (28-1) can be interpreted in
two different ways. Writing it in its original form (')

Dgap
(28-3) Dot — 9497

it prescribes the value of the partial derivatives of gag if the parameters ff:?w
of the translation are given. This interpretation is, in general not workable
because a tensorfield is not, in general, a derivative of any tensorfield.

On the other hand, if we give the functions geg, (28-3) or any equation

of the type

' D
(28-4) ﬁ(a]:\? = fapy (2, gv),

where f may depeud or not on gpv, determines the parameters of translation,
provided they are symmetrical in. e, y. This is WEYL’S interpretation of
equation (28-3) and it leads to a monodromic space where translation destroys
the relation between the covariant and contravariant components of a tensor
as well as that between length and tensor.

But (28-1) is not equivalent to (28-3). For arbitrarily prescribed transla-
tional parameters and local metrics, equation (28-1) or any other equation
of the type '

(28) W8 — (ol el 00)

determines gag(t,||¢) along C, i. e. superposes on the manifold a metric issued
from Xi(t,) as the analytic continuation of the local metric gas(t,) at XV¢,)
This metric superposed at x¥(¢) is independent of the prescribed local metrics
at the points of C for it is determined by (28-5) and the initial values gzg((,).
On the other hand it depends on the path, C, between wx(¢f,) and x(¢).

The idea of a local geometry imposing itself on the universe i. e. upon
its surroundings is a natural outcome of the idea of relativity. In particular
the equation (26-5) of isotropy is of the form (28-5).

29. Decomposition of displacement into translation and rotation. — We
prove first that ¢(ranslation and 1rotation are interchangeable.

() H. WYL, Raum, Zeit, Materie. Third edition, p. 112, formula (48).
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In fact we have ()

(29-1) Ax(C; 8| 1) = Ax(t,) + AP(L)s5,(Cs 4, || 0)
and
(29-2) @(’;%OW 4 [ 4 [555(C; ¢, || 6y =0.

Similarly, by (25-6)

R v,
(293 27 vl

ik irgrk,
&y PTEE

By (29-1) and (25-5), we have

0] @) (0]
Ax(p*' 5 uy ||| C; &y || 8) = A(P*; u, || %) + As(p*; u, || w) sy (C; & || 8) =
U] () () ©) (@) (O]
= Az + Acs - Amz“’ + A‘z“’s = A(C; t,||t) + A%(C; 8, || t)z*® =
(7)
== A“(C; to “t”pp.v; Uy, u)}

which proves that translation and rotation are interchangeable.
On the other hand, if we put » = w{¢), the function of ¢

(¥ ) @) ()
(29-4) Aa + A°s -+ Aaz“ + A“z“’s
satisfies the equation
59 du ®
- o4 _ u

as we can easily verify it by means of (29-2) and (29-3). This shows that in
isotropic spaces the displacement of the n-uple as defined by (29-5) consists
of a translation determined by the path and of a rotation determined by
the given rotational parameters p*' and associated to the translation by the

function w(f). We usually put v ==¢.

Since, for a rotation at a point, (26-4) is satlsﬁed the reasoning does not
apply to anisotropic spaces where (26-4) and (26-3) contradict each other. Conse-
quently every translation and rotation associated arbitrarily in an isotropic
space give rise to a displacement. Conversely, every displacement in an

(%) P, DiENES, loc. cit., p. 96, formula (52).
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isotropic space can be decomposed into a translation and an associated
rolation.

WEYL'S geometry is anisotropic and thus in that space displacement
does not possess this property of m-uples. Translation and rotation are inter-
changeable in quite general tensor spaces but only isotropic spaces are they
equivalent to a displacement.

30. Frénet’s formulae. — As an application of the notion of displacement
we calculate the p™ belonging to the principal n-uple of a tensor line in an
@)
isotropic tensor space. Since the length of the tensors N in unity, they cor-
respond exactly to the direction cosines of the principal trihedron.
@ . [—1)
Since N are homogeneous linear forms of 4, A,.., A4, we have

@)

3 . (s
—517\[2 adt+a A4 ... +a;A
with
ay — L—_._-‘_._.
VDi—gDi—z

0] m G
But 4 is a homogeneous linear form of N,.., N. Hence

®
SN i+1 ®
= = QPN
ot El J
i. e.
(30-1) phitk =0 when &k >'1.
It follows, by (26-4), that in an isotropic space we have also
(30-2) - pithi—=0 when &k > 1
and :
(30-3) pt=0.

On the other hand, by (26-2) and (22-1), using imaginary tensors instead
of negative ones, . ‘
(%) G+ (O; 0)7---) (0; i— 1), Ax | )

G+ G+ SN /2 U 1 ) . [
phitt =1 Ny *6; = (@, A+a A+ v t+Dy_A).

v

T YD D [£]
VD‘DH_‘ (ir 0),...5 (iy i—1), Az VDi—‘Di
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Hence, by (21-5),

,0‘71) VD—D— (s‘-la—p
30-4 i, t4+1 — 17—y —_.
(30-4) P — =

Thus we get FRENET'S formulae for isotropic tensor spaces:

1) @

SN [ ®
5,
v Te o
~=—-N—_—-N
47 T Yy
(B05) e
(n—1) m n—2)
I m 1 -2

We see that the usual teory of curves (Where A%:ix—a), in particular, the

dt

method of moving trihedron extends without essential modifications to isotropic
spaces. On the other hand, this result justifies our definition of rotation and

displacement.

24-th Nov. 1924.
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. Sulle superficie deformabili al modo di Bonnet.

Memoria di GIovaANNI SANSONE (a Firenze).

1. Le superficie a curvatura media costante possono deformarsi in guisa
che tutte le famiglie di traiettorie isogonali alle linee di curvatura si possono
cangiare (e in doppio modo) in linee di curvatura sulle deformate (') (deforma-
zioni di BONNET). Noi in questo lavoro ci siamo proposti la questione di tro-
vare tutte le superficie che godono tale proprieta.

La proprietd appartiene evidentemente alla superficie sviluppabili e alle
sferiche, le nostre ricerche provano che la proprietd & goduta ancora soltanto
dalle superficie a curvatura media costante, abbiamo anzi dimostrato il teo-
rema: Se una superficie reale S pud deformarsi in guisa: 1°) che le sue
linee di curvatura restino linee di curvatura su una conveniente deformata
di S; 2°) che tre famiglie distinte di traiettorie isogonali alle linee di cur-
vatura si cangino in doppio modo in linee di curvatura sulle deformate
di S; allora tutte le famiglie di traiettorie isogonali alla S possono can-
giarsi ¢ in doppio modo in linee di curvatura sulle deformate di S e, se
la superficie non é sviluppabile, né a curvatura tolale costante, essa é &
curvatura media costante.

Per le superficie di rotazione abbiamo in particolare il teorema del
BiaxncHi : Se effettuando una deformazione di una superficie di rotazione,
una famiglia di iraietiorie isogonali ai meridiani, distinta dai meridiani
e dai paralleli della superficie stessa, pud cangiarsi nelle linee di curva-
tura della deformata, la stessa proprietd vale per ogni altra famiglia di
traiettorie isogonali, e la superficie data o é sviluppabile, o a curvatura
totale costante, o una superficie di Delaunay (%).

Alle nostre conclusioni siamo pervenuti nel seguente modo. Il problema
di determinare tutte le superficie in esame dipende dall’ esistenza di una so-
luzione comune a due equazioni alle derivati parziali del primo ordine del

() Cfr. L. Biancui, Lezioni di Geometria Differenziale, 11 ediz., T. 1I, p. 440. Nel se-
guito e¢i riferiremo sempre a quest’opera con le notazioni T. I, T, II.

() Cfr. L. BiancHI, Annali R. Scuola Normale Superiore di Pisa, Vol. 1I, p. 228 e
seg. |187Y].

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo III. 37
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tipo di RiccaTI con una funzione incognita [n.° 2, sistema (10)]. Se le condi-
zioni di integrabilitd sono identicamente soddisfatte la superficie & sviluppabile
(n.° 3), in caso opposto la funzione incognita ¢ determinata da un’equazione
di secondo grado [n.° 3, equaz. (13)]. Il caso che una sola radice soddisfi il
sistema porta alle superficie a curvatura totale costante (n.° 4), quando en-
trambe le radici soddisfano il sistema, quando cioé esistono due deformazioni
che cangiano ogni famiglia di traiettorie isogonali in linee di curvatura sulle
deformate della superficie, se la superficie data non € a curvatura totale co-
stante, essa & a curvatura media costante (n.! 5, 6, 7). Nel caso particolare
delle superficie di rotazione, dalla forma particolare del sistema che determina
la deformazione risulta la proprietd prima enunciata (n.° 8).

I resultati nella prima parte, possono pensarsi in certo senso quasi pre-
vedibili. Infatti con una sola funzione incognita si deve soddisfare un sistema
di due equazioni alle derivate parziali del primo ordine [n.° 2, sistema (10)]
con i coefficienti formati razionalmente con le derivate parziali prime dei
coefficienti £, G del quadrato dell’ elemento lineare della superficie, e con i
raggi principali di curvatura della superficie stessa. Il sistema & possibile se
la superficie & a curvatura media costante, e poiché la classe delle superficie
a curvatura media costante dipende da un’equazione alle derivate parziali
del secondo ordine, & da prevedersi e i ragionamenti fatti lo provano, che la
classe tanto ampia delle superficie a curvatura media costante debba coinci-
dere con !’aggiunta delle superficie sviluppabili e di quelle a curvatura totale
costante con le classe delle superficie le quali godono la proprietd in esame.

2. Sia
ds* = Edu® + Gdv*
il quadrato dell’elemento lineare di una superficie S riferita alle sue linee di
curvatura u = cost., »=cost. ed 7, e 7, indichino i suoi raggi principali di
curvatura corrispondenti rispettivamente alle linee %, »; si hanno allora le
equazioni di CoDAzzI

(Lo L)EVE_2(1)_o (L_1)2lsVG 2 (1),

ryooo1 D) do\r,) I ou ou\r,

e I’equazione di GaAuUss

1 1 (3/193VG\  3/13VE\| ,
® = T VEE e )+—k——)$“'

() T. I, p. 27.
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Consideriamo le trajettorie u, = cost. isogonali secondo I’angolo ¢ alle
v=cost, e le v, =cost. ortogonali alle #%,. Posto

ul - cP(247 U), vi = LP(”? ,U)

si ha:
a—?z—l‘\/—ﬁsenc a—q)=—)k2\/Ecoscs
3u ’ au 4
3) % B 3) a0 . *)
a—D=A4VGcosc, %=—)\2\/Gsen0,

dove A, e A, sono due fattori di proporzionalita legati dalle equazioni:

NVE) | oo VE) g
ov u

g —

_cosgw+ sen QMZO'
0 ov ou

(4) sengc X

1l quadrato dell’elemento lineare della S riferito alle (u,, v,) assume la
forma:

) dst = 3 dd} + o]
1 2

e perché le linee (u,, v,) siano le linee di curvatura di una superficie S’ de-

formata della S occorre e basta che si possano determinare due funzioni

r/, v, di u,, v, le quali soddisfino le equazioni:

, 1 1)\3log}, _a_(i)_ (_1_ 1\3log 2, 3 (1 .
(1) (7'(’ 7‘2’) avl + avl 1‘2, _0’ 1/-" 7"2’> aul aul 7-_‘/ - O)

(2" R eV

ove #,/, r,) indicano i raggi principali di curvatura di 8’ corrispondenti ri-
spettivamente alle sue linee di curvatura (u,, v,).

Dalle (4) dividendo rispettivamente per A,VE@, ,,VEG si ha:

coscdlog}, sensdlogd, = cossdlog V@ sencalog\/E'_O

@ VE ou VG v VE o T vg oo ’
sencdlogA, coscdlog}, sencdlogVG coscdlogVE
— _ — =+ — -— — —1 0,
VE u VG u VE ou VG ov

mentre le equazioni (1), (2), esprimendo le derivate per rispetto ad u e v,

) T. L p. 90 e p. 94,
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diventano:

©) senc(_l____l)alogkz_cosc(l i)&log?&2 senca(l cosca(l)

. 1 1 .
Se per la deformata S’ si avra i — =0 (»/=12,) la §' & una sfera,
1 2
inversamente tutte le superficie applicabili su una sfera (a curvatura costante

positiva) godono la proprieta in esame (su una sfera infatti tutte le linee sono
linee di curvatura) (®).

Escluderemo d’ora in avanti sempre il caso sferico, supporremo cioé
1 1
— — — 0.
”i 72

Dal confronto delle (4) e delle (6) si ha:

2

(_l_i)[cos gdlog VG senc?dlog \/E] 08G9 (1)+seno ] (i)
7 rz,

N VE u VG v VE du\r, VG oo\r,)’
1 1\[sencdlog VG coscdlog VE sencd(1\ coscdfl
O\ — o= v =——=a =)t =5.7)
r |\ VE  u VG ov VE du\r, V@G oo\,
1 1

Inversamente dalle (7) e dalle (6) seguono le (4) e percid le (1), (2,
quindi il nostro problema ¢ ricondotto al seguente: determinare le fun-
gioni E, G, r,, r, [legate gia dalle tre equazioni (1) e (2)] in guisa che le tre
equaszioni (1) ammettano qualunque sia la costante o, una soluzione r,, r,.

Indicando con w,, w, le curvature principali, posto cioé

(%) Sulle superficie a curvatura costante positiva cfr. L. Biancui, loc. cit. (), T. II,
cap. XXV, p. 435 e seg..
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e quindi

1
8) — =0%,, — =10 2,

ove 0 & una funzione incognita, le equazioni (1) diventano:

dlogVE 2 ~ \2log VG 3
) (w‘—w2)—Q§;’L—-%= » (w1~m2)_%r+a;‘ 0,

e il sistema (7) si riduce alle due equazioni:

(ae . VEZBB:26310g\/Gw2__QegﬁalogVG_mgc_,B(e__l) EdlogVE

/374+ £V G ou ©, ou G
G B _ . 3logVEw, ,0,0logVE 0, Galog VG
(t Vo R A Vel 5, 01 o

e da quest’ ultime risolvendo rispetto a 3’ 3o si hanno per 6 le due equa-

zioni di RICCATI:

w, “/g 810g VE b2 04 dlog va}ez
2

26
(tg*o+ 1)z, =—2 au

ou

s / o p— —; -_—
2{_m2310gVGt_20+ E dlog VE. G+V_galogaXEm,tga+alogvgm2

©, u G oo

1

&[_SlogVGtg%_‘_ Ealog\/Etgc}’

— w, ou G v
(10 ,
36 3log VE’ Galog V@G }
2 AP Bt I bl = 7o ¥V 2
(tg’o+ 1)y = 2(02[ 3% tg® o+ E - ou tg a(b® +

0 BV VE e Bt E e v

@,

. [1/G2log VG alog\/E
—QED[E o B°T T

Il nostro problema consiste quindi nel trovare come si debbono scegliere
le funzioni £, G, v,, w, [gia legate dalle equazioni (2) e (9)] in guisa che il
sistema delle due equazioni (10) ammetta qualunque sia ¢ una soluzione .
Facilmente si verifica:
@) Se il sistema (10) ha per o la soluzione 6, per c—i—g ha la solu-
w2
i 0, =2,
zione 0, o
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2
b) 11 sistema (10) per 6 =0 ha la soluzione 9=2)—)Z, per c_—_:g la solu-

. i
zione 9 —=1.

¢) Se nel sistema (10) supposto possibile, si ecangia « con v, E con G,
@, con w, e ¢ in — o e le derivate rispetto ad » nelle derivate rispetto a v,
anche il nuovo sistema che corrisponde alla stessa superficie S & possibile e

la soluzione 0 del vecchio sistema si cangia nella soluzione 9 del nuovo.

Queste proprietd si ricavano anche dal fatto che le linee %, v sono per
ipotesi linee di curvatura, e che essendo le linee (u,, v,) ortogonali, se le
%, = cost. sono una famiglia di linee di curvatura su §’, le v, == cost. danno
I’altra famiglia di linee di curvatura di S'.

3. Occupiamoci della risolubilitd del sistema (10). Posto per brevita:

w,[1/E dlog VE dlog VG _ _
“:—2.”—;[ G e et | o= T s

1 w, 3log V E2log VE Vﬁalog\/Em‘t 5 21og VGo,
- 2”70V~ /=7 s vl —ZY e YA g4 - 2
2b w, ou t c—i-% G tg o+ & ou
1,,__w,3logVE w,1/Glog VG G;alo,g\/Gm2t ,_ dlog VEo,
20 =0, "0 Bt VE o ®°F u w

il sistema (10) pud scriversi:

20 E 2 . Vﬁ ,
2 1) — 62 . = . 2 = — ab® -5’6 C
(12) (tg*c+1) 5 =ab®+ 8 c]/;tgo, (g o+ 1y =tgo +¢
e da questo derivando la prima equazione rispetto a v e la Seconda rispetto
ad w si ha per 0 I’equazione di secondo grado:

(13) A0* 4+ B + C =0,
ove abbiamo posto ora:

A toto|olog VE3lg VG 9 log VEo,
=% v ou 3o
dlog V Ealog\/EalogVE’m
+tg°[—2l/E< au ) —l/ — % T
(139
i_l_aVG&a 83( 1 3VEw,
| VE u v,) 0lVG W w,)

N [2 dlog VE3108 VG 3 log VE«»,J %f

v ou Budv 2
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dlog VEdlog VG *logKVEG
ov ou ' oudv

E(31og \/E dlog VG)
”g"[ 4V ( VE( 2u
3 | GalogKGg d ESlogKEq
Pl w VVtawla a0

8 log VEdlog \/G 02 logK\/EG ]
- v u dudr ’

B= tg’c {4

C= tg°c

alongalog VG  3log VGo,
dudv

3 log \/G + Edlog VE3log VEu,
+18 G{ V;( ou ) 2 G ov +

3( 1 3VGw,) 3| I ava‘)J w2
m?
1

du \/E' T w,| VG v v, )|w

[2 dlog VEalog VG 9 log VszJ o},
w

v du T dudw 7’

essendo K la curvatura totale della superficie.

I coefficienti 4, B, C sono polinomi di secondo grado in tgo, e se essi
sono identicamente nulli (rispetto a tg o), la (13) & identicamente soddisfatta,
il sistema (12) & possibile e la funzione 6 & determinata a meno di una co-
stante arbitraria, la S ammette quindi una deformazione continua la quale

2
di curvatura della § in linee di curvatura della superficie deformata; la S &
per un teorema di Copazzl (°) una superficie modanata del MONGE a svilup-
pabile direttrice cilindrica. Il quadrato dell’elemento lineare di queste super-
ficie é:

cangia le traiettorie sotto 1’angolo o (i casi 0 =0, P inclusi) delle linee

U 2
(14) as® = du® +(1 + E) as’,
essendo U= Uu), R= R®) ("), ed & anche
o —Ll__Vi—u® _1 U’
T TR T T yioor

() T. 11, p. 168.
() T. 1, p. 168.
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In 4, B, C il coefficiente di tg*c e i termini noti sono nulli, scrivendo
che sono nulli in 4 (o cid che & lo stesso in C) e in B il coefficiente di tgo
si hanno le equazioni :

— 2\/@(3—10%,—\/5_)2—{— i

u u %:0,
. . .
4va<a£aguw;)_£ 0, VG aVG+V@alogm2§:O_

o, ou " o du

VG o,
u o,

(15)

Si osservi che se &€ U”=0 si avrd K=0 e la superficie S & sviluppa-
bile, per U"” =0 dalla prima delle (15) si ha:

U 1

(16) UWU+R) ¢

dalla quale si ottiene (essendo U” =4=0) R(v) = cost..
Dalla (16) una prima integrazione da:

(17 U =clog(U+ R)+c,

e moltiplicando la prima equazione (15) per 2 e sommando con la seconda,
tenuto conto dell’ equazione (17) si trova:

[—20 — US4 cU 4+ c*|(U+ R) — ¢*U' = — ac(U+ R); (a costante).

Da questa, essendo U+ R==0, si avra U’ espressa algebricamente per
U+ R (e le costanti a, ¢) e cid non pud aversi per la (17) che soltanto nel
caso ¢c=0, U?=1 cioé per K =0 e la superficie S & sviluppabile.

Ne segue che eccetto il caso delle superficie sviluppabili, I’ equazione (13)
non & identica. Aggiungiamo ora che nell’ipotesi che la superficie S non sia
sviluppabile i coefficienti 4 e C non sono rispetto a o identicamente nulli,
perché I’equazione (13) diventa in questo caso B8 =0, e poiché & 030 ne
seguirebbe B —=0 identicamente (rispetto a o) e percid la (13) (contro I’ ipotesi)
sarebbe identica.

La forma dei coefficienti A e C ci dice poi che d’ora in avanti possiamo
supporre che 4 e C non siano identicamente nulli.

4. Dalla equazione (13) nelle nostre ipotesi si ha:

__—B=VA

(18) 0= N con A=DB*—44C
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e di questi due valori di 6, perché la superficie S ammetta la proprietd pre-
fissata, uno almeno deve soddisfare il sistema (12).

Se non & A identicamente nullo (rispetto a ) nel qual caso 6 ha la forma%

con N e D polinomi di secondo grado in tgo, se il sistema ammette una
sola soluzione 9, sostituendo uno dei valori (18) nel sistema (12) si ha che
devono verificarsi identicamente rispetto a ¢ due relazioni ciascuna della forma:

M==%NVA
con M ed N polinomi razionali interi in tg o, dove nel secondo membro dovra
prendersi soltanto o il segno + o il segno —.

Cio porta che N non & identicamente nullo (rispetto a o) cioé VA si esprime
razionalmente per tg o, e percio se il sistema (12) ha una sola soluzione (inclu-
diamo quindi il caso che sia identicamente A = 0) essa deve avere la forma:
_a/tgto+a/tga+a,

19
(19) a,tg*c+-a,tg o+ a,

dove i coefficienti a,, a,, a;, a,, a,, a/ sono espressioni razionali in E, G,
0, 0, e le loro derivate prlme e seconde rispetto ad » e v, ed essendo poi

[efr. n.° 2, b)] llm G(tg o)= 2:i:O lim 6(tg 6) =1 ne segue che numeratore

tgg—+00
e denomlnatore sOno po_lmom1 rispetto a tgo dello stesso grado.

a) Supponiamo in primo luogo che la soluzione 8 non dipenda da o,
in questo caso », »,” sono per le (8) indipendenti da ¢ e dal sistema (7), che

. oo . T .
ammette una soluzione indipendente da o, facendovi T=g3, =0, si ha:

d (1 1 dlog VG 3 (1 1 dlog VE
e e e I R o e S

1 2

e O B L

du \» r' ) du ’ v \»y r, v v

e da queste sommando, e indicando con H’ la curvatura media di S’ si ha:
2 of

e

ossia H = cost.. Ne segue che la S ¢ la deformata di una superficie S’ a

curvatura media costante e le linee di curvatura di § corrispondono ad una
famiglia di traiettorie isogonali delle linee di curvatura di S’, ma allora (%)

() T. II, p. 438.
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S deve ammettere due deformazioni distinte corrispondenti a valori distinti
di 6 e ci0 & contro l'ipotesi che il sistema (12) abbia una sola soluzione.
Escludiamo d’ora in avanti come si & prima detto il caso »,'=7,, e piu in
generale il caso di una superficie a curvatura totale costante, applicabile
quindi su una sfera di raggio reale (»/ e »,” reall) o puramente immaginario
(r,/ e »,) immaginari), rimandando ad una prossima Memoria lo studio di questi
casi particolari in cui vogliamo che esista un’ effettiva deformazione della sfera
che’ trasformi le famiglie di traiettorie isogonali in linee di curvatura sulle
deformate.

b) Supponiamo in secondo luogo che il secondo membro della (19) si
riduca al quoziente di due funzioni lineari in tgo:

9=a2’tgc+aa’.
a,tgo+a,

2

Per 6 =0, & 9:%;, per c:g & 6=1, [cfr. n.° 2, b)), ne segue che O
4

deve avere la forma:
g tgo+ aw;
tg o + aw}’

2
T

[E)
Abbiamo detto perd che cangiando ¢ in 5+ 0 si cangia in 6752 [n.° 2, a)),
i

dovra allora essere identicamente :

w; —ctgo+aw) awitgo—1

bw] T —ctgo+anl T awitgo —1’

e percio deve essere identicamente :

2.2 2,12, .4 2112 2
aw,0; tg 6 - a’ww, a0, tg 6 — o,
20y 2 ndn? 2ene 27
aww, tg 6 + a’o,w;  aww,; tg o — O]

e per l’irriducibilitd delle due frazioni:

(20) a’wiw; = — 1.
Da questa si ha a= mz:”z, p=1,3 (i unitda immaginaria), Percié 6 ha
I’ espressione :
tg o+ ¢° Qe
(21) o=
g o+ #° m—‘

2
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G. SANSONE : Sulle superficie deformabili al modo di Bonnet - 307

Scrivendo ora le condizioni che ci assicurano che 6 & una soluzione del
sistema (12), si ottengono per le funzioni E, @, »,, 7, oltre le equazioni (1)

e (2) le altre (K: ! ):

7‘17.?

| alogV
K E 3K _ Cp—
w TV e =" —ma —FKVEG,

e percio le superficie corrispondenti alle (21), se esistono, sono immaginarie.
[In altra Memoria esamineremo questo caso particolare].

¢) Supponiamo infine che il numeratore e il denominatore della
frazione (19) considerati come polinomi in tg o, siano primi tra loro, posto

allora e:% con N e D polinomi di secondo grado rispetto a tgo, primi tra
loro, e sostituendo nella (13) essa diventa:
AN* 4+ BND + CD* =0.

Dovra essere quindi N divisore di C, D divisore di 4, e poiché¢ 4 e C
sono polinomi di secondo grado, dovra essere

<D

|

3
Aoy

dove n» & una costante rispetto a o (funzione perdo di » e ») che possiamo
subito determinare.

~

w? T C
Tufatti poiché per 6 =0 & 6(0)= mg e per o= & lim 6(c) =~ lim =1
2T

?
2 B G__%A
sara:
o dlog VEdlog VG & log VEu,
T 9w ou Qudv . 3?
alog VEdlog VG azlog\/ﬁw1 w,’
v ou dudv
(22 _ _ _
: dlog VEJlog VG 3logV Go,
908 Y4006 VIr ¢ 195 VU9,
" o ou _ wdv
o 3log VEdlog VG logVEe, '
v du dudv
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308 G. SANSONE : Sulle superficie deformabili al modo di Bonnet

dalle quali moltiplicando si ha ne% =1 con e==1, e le (22) diventano:
2

dlog VEJlog VG @ log VGo, e ® (2 dlog VEdlog VG  log \/Eoz)

(23) 2 v dw wdv o, FD) du dudv

Sara allora 6 = é&—q e dividendo numeratore e denominatore della fra-

w, 4
. C 3log VE3log VG & log VEw, . .
d < — 07 q
zione — per 2 % 5 N30 si ha per 0 1’ espressione
tg26+a,s&tgo—— sz)-)—'z
24) 8(c) = il Sl e=1,

2 (1)(
tgfct o, tgoc —¢ —
(.02

essendo «, una conveniente funzione di u e o.
Poniamo ancora 0=%(N e D polinomi di secondo grado in tg ¢ primi
tra loro); la funzione 6 soddisfera il sistema (12) ove si abbia

(tg* o + 1)DN,/ — (tg* o + 1)ND,/ =aN* +bND — G

tgs ¢D?,
(26)

(tg®* o + 1)DN,/ — (tg* 0 +- 1)ND,/ =tg o ‘/%aN’ -+ 0'ND + cD?.
Da queste segue che i due polinomi in tgo
(tg? o + LN, + ‘/g tgaeD, (tg°c -+ 1)N,) — ¢D
debbono essere divisibili per N, quindi & divisibile per Nil polinomio in tgo:
2 ’ E '
(tg*os+ 1IN, 4 ﬁtchv .
Possiamo supporre che N sia primo con tg®o + 1, perché in caso opposto

. © . . . .
si avrebbe «, =0, sw—‘ =1, quindi w, ==ew, e secondoché sia e ==zk1 siamo
2

nel caso noto delle superficie sferiche, o in gquello noto delle superficie d’ area

minima (°); si ha percidé che deve essere N,/ +V g tg o N, divisibile per N e ana-

©) T. 11, p. 331.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



(. SANSONE : Sulle superficie deformabili al modo di Bonnet 309

logamente deve essere divisibile per D il polinomio in tgs, D,/ tg o 1/— — D).

Esprimendo queste due condizioni si ottengono per la funzione incognita «, le
due equazioni:

dor, E 3log (o, ‘O, G 9 dlog w!)
@7 ou VG (uTg)’ v Eau +a‘ v \o,/)
Scrivendo ancora che le (26) risultano identicamente soddisfatte rispetto
a o, si hanno per «, le altre due equazioni:

0, — 0, (0, — w,)(w, + ew,) 8& -

0,0, (2o, — ew, + 0] du _ o) Ju
E 1 ow, )
- o 2 — 9ew.) o8,
alVG mlme [ml(ml + mz Ew?) av + (!)2((.0‘ (1)2) av ’
o} ov

dw dw,
=« VE [ 0,20, — ew, swg) +a( ‘”*)“’*a_u]'

Queste per e =+ 1 diventano:

E
@) (o, +w,) V 0y o, (0, 0) o = ]/Ezau

In questo sistema omogeneo rispetto a oK a—‘s osto 8—K—O ue
n questo si g p 3%’ 3 SUPP 3 — 0 ses8
(‘”4+"’2)g—f=0’ percid o aa—f=0 quindi K = cost.,, caso escluso, oppure

w, +0,=0 che & il caso noto delle superficie minime. Supposto allora
oK oK o .
%4:0, %4:0 il sistema (28) ci da

(0, + 0, + lo; =0,

quindi
. (o,
o, =1 aT+l’ e=1,3
2
e la (24) diventa
tg o+ ¢° ot
®
b(c) = ——w'
p 1
tgo 41 ©

2

contro I’ipotesi che il secondo membro della (24) sia una frazione irriducibile.
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310 G. SansoNE: Sulle superficie deformabili al modo di Bonnet

Analogamente supponiamo ¢ = — 1, esse diventano:

dw, o0
(wl - (!)2) [‘”2(3‘”1 + ‘”2) a—u - u),(w‘ - (1)2) 3—;] -

E ow dw
— a’VE w, [(cai + 3w,) S—ug “+ (0, — 0,)o, %J

~

~

G ] ow ‘w,]
=, VE w, [(3(01 + o,)o, @—‘ — (v, — 0,)o, a_ugj
e ancora, a meno che non si abbia:

) dw dm L)
(29) ‘”2(3‘01 +‘”2) ’a‘j - ‘”1(‘”4 - ‘”z) 9—?,:_—-0’ (1)1(3(1)2-1—0)4) 91)2 + ‘”2(‘”1—“’2) %‘ZO)

moltiplicando si ha

e
alzlp(w—'— ), =13
2
e come prima

)

tgo 4+ 2

g—— @

= ~

tg o - °

g o+ p

2

contro l'ipotesi che il secondo membro della (24) sia una frazione irriducibile.
Supposte invece verificate le (29), si ha anche

L) dw,® o 0, ,
40,0, @4 — (o, — ®,) 8; 2;0, 4‘”‘(028_1)?—*_(0)‘—(02) #:O,
od anche
4810g\/G+810gK=0’ 4810g\/E+310gK:O,
du ou v ov
percio

K@ = o(v), KE*={(u),
e cambiando i parametri » e v nei parametri isometrici, possiamo supporre

che per la superficie S riferita alle sue linee di curvatura si abbia F = G,

c . . . . .
k= Fp con ¢ costante. Quando sia ¢ costante negativa, la superficie S é appli-

cabile su una d’area minima con conservazione delle linee di curvatura (')

() T. II, p. 330-331.
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G. SANSONE : Sulle superficie deformabili al modo di Bonnet 311

ma in questo caso le traiettorie isogonali alle linee di curvatura si possono
cangiare in doppio modo in linee di curvatura sau due deformate di §; il
caso ¢ >0 & analiticamente identico, ma la corrispondente superficie S é
immaginaria (si passa dall’uno all’altro caso con un’omotetia di rapporto g).

5. Ci resta da esaminare il caso che entrambe le soluzioni dell’ equa-
zione (13) soddisfano il sistema (12), cioé che per ogni valore di o esistano
due deformazioni distinte di S le quali cangiano le traiettorie secondo
I’ angolo o delle linee di curvatura di S in linee di curvatura sulle deformate.

Pero prima di esaminare il nostro problema in questo caso, proponiamoci
di esprimere sotto forma analitica semplice, la condizione per la quale le
linee di curvatura di una superficie S possono cangiarsi nelle linee di cur-
vatura di una deformata della S (*).

Se indichiamo con ®,, ®, le curvature principali della superficie defor-
mata di S sulla quale le linee di curvatura (¥, v) si conservano linee di cur-
vatura, pofremo porre

1 1

r e ) 2 'y 2
(!)‘——l—lm‘, (!)2—}!, "02

ove b (r>0) ¢ una funzione di » e » che dovrad soddisfare alle equazione'
oftenute da quelle di CoDAzzI

0,9 log \/E'__S log V Eo,

0,3log VG __dlog VGw,
0, W v e, duw T

St ()

(30)

1 1
sostituendo ad @, e ®, rispettivamente p2%v,, p 2m,, e per questo dovra

essere:

(TR

_ 1 1
dlog _Vsz(l ~ g) _o 2logVGom—1°_ 0

v ! ou

per le quali cambiando convenientemente i parametri #, v dovra aversi:

_1 ,
VEo, = (1 — ?IL) 2, VGo, = —1) 2

(') Sappiamo che «tutte e sole le superficie, che hanno a comune con una superficie a
curvatura costante positiva 1’immagine sferica delle linee di curvatura, possono ricevere
una deformazione finita che conserva le linee di curvatura ». T. II, p. 46.

('¥) Cfr. equazioni (1).
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312 G. SANsONE: Sulle superficie deformabili al modo di Bonnet

od anche, posto
p = ctgh® « (**),
si avra:
(31) VEo, =cosha, VGo,=senha.

Le equazioni (30) e (2) diventano:

13VE_ 3 13VG

(32) VG o % VE ou
oo Pa
(33) 7 s+ a3 3+ senh « cosh « = 0 (**).

Dalle (31) si ha: se ds* =Edu®—+ Gdv® ¢ ¢l quadrato dell’ elemento
lineare di una superficie S per la quale le linee di curvatura u, v si pos-
sono cangiare nelle linee di curvatura di una deformata delia S, indicando
con o,, o, le curvature pr mczpah della superﬁcze, (cangiando al piy ¢
paramelri u, v) dovrd essere

Ew; — Go} =1,

Cid premesso, domandiamoci quando wuna soluzione E, G, a« del si-
stema (32) (33) & tale che le due radici dell’ equazione (13)

(13") 46 -BO+ =0

soddisfino qualunque sia o il sistema:
L) E 26 G
2 —_— 2 2 Jp— 2 /
(12) (tg o+1)au_a6 59 cVGtgc, (tg c+1)av_,tgoVEa0 + b0 4-c.

Osserviamo che nelle espressioni (13') dei coefficienti A, B, C possiamo
supporre quando la superficie S non sia a curvatura media costante, che
uno almeno dei due coefficienti

dlog VEdlog VG 3 log VEw, o3 log VE3log VG & log VGo,
v ou dudv '’ v ou dudv

34) 2

sia diverso da 0. In caso opposto le due soluzioni 0 dell’equazione (13”) sono
indipendenti da o, e come si & detto al n° 4 a) le superficie deformate

(3) Supponiamo y > 1, cioé che & sempre lecito, basta cambiare in caso opposto le
linee % con le v.
(%) Cfr. T. II, p. 46 e 436.
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G. SANsoNE: Sulle superficie deformabili ul modo di Bonnet 313

della S corrispondenti ad ogni valore di &==0, g sono a curvatura media

costante, anzi la S stessa é a curvatura media costante. Infatti se S & una
superficie a curvatura media costante corrispondente all’angolo o, le traiet-
torie sotto angolo — o di questa si possono deformare nelle linee di curvatura
di due superficie a curvatura media costante S’, S”, e poiché queste linee
si deformano anche nelle linee di curvatura di § (non potendo essere le de-
formazioni in esame pitt di due) dovra S coincidere con S’ o con 8", cioé S
¢ a curvatura media costante.

Escludiamo d’ ora in avanti che la superficie S di partenza sia a cur-
vatura media costante, e proviamo allora che qualunque sia lo soluzione
E, G, « del sistema (32), (33) le due radici O dell’ equazione (13") non pos-
sono soddisfare, qualunque sia o, il sistema (12").

Poiché delle due espressioni (34) una almeno non é nulla, possiamo, (scam-
biando al piu le linee % con le linee ») supporre sia

alog\/Ealog\/G log VEow

2
L . Ou udv +0.
. ) . " dlogVEdlogVG & logVEw,
Dividendo I’ equazione (13”) per 2 > T 3ude essa
assume la forma
(35) AP +BoO+C, =0
con
A =— tg20+2mtgc+§
(36) B,—=(1+4-ctgh* a)[tg® c —2m' tg o —1]
. . G G
C,=ctgh®a|—tg c—|—2mEtgc+E

ove m e m’ sono funzioni di » e v soltanto, e la determinazione delle nostre
superficie & ricondotta al problema di determinare corrispondentemente ad
una soluzione E, G, a del sistema (32), (33) due funzioni myw, v) m'(u, v) in
modo che le due radici 6 dell’equazione (35) soddisfino il sistema (12").

Derivando la (35) rispetto ad u« e tenuto conto della primgw equazione (12
si ha:

204 ,0° + [2bA +aB, += o4 (tg~ o+ 1)]82
(37)

_J1/E . oB, E aC, . , .
-+—[ 2VGtgcoAl—l—bB‘—l—m(tg29+1)}6+[—311/a—tgc+W(tg 01'1)]—0,

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo III. 39

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



314 G. SANsSONE: Sulle superficie deformabili al modo di Bonnet

la quale fissato u, v, ¢ deve ammettere le due radici dell’ equazione (35), per
questo occorr- e basta che il suo primo membro considerato rispetto alla
variabile 0 sia divisibile per 46° + B0 + C, esso dovra avere quindi la forma:

=
— B, Etgcc—i—%(tgﬂc—l—l)
G ou
. (4,9° + B+ 0)

2a9 +

e scrivendo ora che il primo membro della (37) & identicamente uguale a
questa espressione si hanno le due relazioni:

E oC, . . . . 04, ., ,
A,[—Bi‘/atgcc+ﬁ(tg G—}—l)}—{?b[l‘ aB‘+E(Fg o+ 1)iC,
(38) B,[— BJ/E tgoc + a—(tg o+ 1)]

= [— 21/% tgocd, +bB, — 20L01-+—§)%(tg2 o+ 1)]0,.

E analogamente, derivando !’ equazione (3H) rispetto a » e confrontando
con la seconda equazione (12') si avranno le altre due relazioni:

{cB +8 L (tg® o + 1)] [2()’Al — atgoV%B1 —I—%(tg?c—k 1)]0“
(38

BA[CB1 + %(tg2 G+ 1)] = [2cA‘+b’Bl— 2atgc‘/% C,+%(tgzc+l)]C, ,

ove le 4,, B,, C, sono date dalle (36) e le a, b, ¥, ¢ dalle (11).

Scrivendo ora che le equazioni (38), (38’) debbono essere soddisfatte iden-
ticamente rispetto a o, si trova che se non é E= G fra E, G, o, m, m' deb-
bono sussistere le nove equazioni:

1 3VE _dx 1 9VG da a %«
VG o =2’ VE u =3’ a—m+az+senhacosha_0

3’”_9‘/2’7 i(m G __,a_]/g
(39) ﬁ_av G’ v —E - u E’
Qo

E do ,
2(@_ l)ctgh2aa—u+4(m—m)]/ ctthoca—

vy (/E VemVe=o
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@ G da G da

4VE( mz,-i—m)ctgh?oca ( )ctghQaa—
() ) 63V 6V Bl 5o

(89) ’
2W—m’)a_“ (]/_Q_-I/E ?E_ am',__
=M st \VE— V6o 825, =

G da G E\da om’
2("1E—m)av+(l/7£—1/ﬁ)a — cigh 22 5= 0.

Si ha percid: Tutte le superficie S per le quali una qualunque famiglia
di traiettorie isogonali alle linee di curvatura u = cost., v = cost. pud can-

giarsi in doppio modo mnelle linee di curvatura di due deformate della S,
hanno U’ elemento lineare della forma

ds®* = Edu® 4+ Gdv*

con E e G funzioni di v, v per le quali risulta possibile il sistema (39),
oppure hanno U’ elemento lineare della forma

ds® = E(du® + dv?)

\

(E=@), nel qual caso le due prime equazioni (39) danno E=G —=e>* ¢
come sappiamo, la corvispondente superficie é a curvatura wmedia Cco-
stante (*®).

Noi andremo a provare che il sistema (39) con E=G non ha soluzioni.

6. a) Del sistema (39), supposto possibile, due integrali particolari si tro-
vano con le seguenti considerazioni.

Abbiamo provato nel numero precedente che se le linee (u,, v,) si pos-
sono cangiare in doppio modo nelle linee di curvatura di dne deformate della

1 1

superficie S, fra i raggi principali di curvatura 6%0,, 6 2w,, della superficie
: . 1 1

deformata e i coefficienti E,:l—g, Gizﬁ del quadrato del suo elemento
1 2

lineare (con un cambiamento al pitt dei parametri «,, »,) debbono sussistere
le relazioni :
1 ., 1 1

(40) sl hei=—¢ 5,
i

1
— —1,2 - 2 __
)\2 1 2 12 1™ 62 (!)2 12 62(!)1 e}
1 2 2

() T. II, p. 486.
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316 G. SANSONE : Sulle superficie deformabili al modo di Bonnet

ove ¢ e—==21 e 0,, 6, sono le radici dell’ equazione :
(35) A0*+Bb+4 C,=0.

Dalle (40) eliminando rispettivamente 2, 2* e non essendo 6, +0,=0,
(perché si avrebbe identicamente B, =0 e percido 1+ ctgh® @ =0, «=cost,,
caso noto delle superficie sviluppabili) si ha:

2 o’ A
1—3‘(94—92)=€, 1_32(91 - 92)'6_1=0)
ovvero per la (35)
o VA o

XA, TN

[ S

~
\Tze con A=DB]—44.C,.
i

Da queste dividendo si ha:

E 2
l:_@tg o—2mtgo—1

32
1

’

E
te? g — Qm te o — —
g*c migo— 5

ed esprimendo A} per A} e sostituendo nel sistema (4) si ottengono per A, le
due equazioni:

om )

20 7 — e?® —

pllogd 2 ' ey
v T dw  e*tgto—2mitgo — 1’

0] o

20 Y% _ oYY
dlogd _ . _ BT 5 .
du e tgtc — 2mtga— 1 &%

ove abbiamo posto
Vg =e®,

. . o VA . . . .
Scrivendo che la funzione X} =¢ -2 soddisfa quest’ ultimo sistema si

C,
trovano per A le due equazioni:
A 4 4
dA senh azo’ d4 senh a:O,
ou ov

cioé A senh*a & costante rispetto ad » e v.
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Posto per comodita:
-E’ (A} (1) ’ ’
(41) ] g=¢" 2=a, m=Me", m=M

e tenuto conto che A & il discriminante dell’ equazione (35) si ha:

A senh* @ = tg* ¢ — 4[M’ cosh® @ — M cosh o senh® a](tg® o — tg o) +
+ 4[M" cosh® @ — M* senh® a + cosh 2w senh® a — cosh® a] +- 1

e dovendo essere qualunque sia o, A senh* o costante rispetto ad » e » sara:

M? cosh® a — M cosh o senh® a =¢,

42
42) M’ cosh® @ — M? senh® a + cosh 2w senh® a — cosh®* a = ¢,

con ¢, e ¢, costanti assolute.

Se trasformiamo il sistema delle ultime sei equazioni (39) con le posi-
zioni (41) si ha che per [’esistenza di una superficie S la quale abbia la
proprietd in esame & mecessario che il sistema:

oM o , 2a da
Su—(Me —M)tghaau senhmtghaa—v,
oM w , da da
g = (Me -—M)tgha% senhmtgha@,

(M?® + cosh?® m)%%:ctgha[— M + M’ cosh w]g—i+

-+ ctgh a[M2 — MM'e® — senh 2(0] da

2 ou’
dw da
2 2 — 4 - —
(M? + cosh® o) Ay ctgh a[— M+ M’ cosh ] ™

—ct —
ctgha 5 35’

M — MM'e—® 4 senh 2(»} da

(M?+-cosh® ®) %%!:ctgh a[—M?3*+M*M'e®+ M senh o cosh ® — M-+ M’ cosh w]g—z —

— ctgh a [MM' senh ® + senh ® cosh o] g%,

oa
u
— ctgha [M?®— M*M'e—® + Msenh ® cosho+ M — M'cosh o)

(M? + cosh® ) aeivlz ctgh a [— MM’ senh ® — senh ® cosh o)

da

ov

ammetta due integrali particolari della forma (42).

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



318 . SANSONE: Sulle superficie deformabili al modo di Bonnet

b) K evidente ora il procedimento che dobbiamo seguire per determi-
nare le condizioni di integrabilitd del sistema (43),

Derivando le (42) rispetto ad « e » si hanno per le funzioni M, M', », a
quattro equazioni lineari ed omogenee nelle derivate parziali prime di queste
funzioni. Di queste, quelle che si ottengono derivando la prima delle equa-
zioni (42) sono una conseguenza algebrica del sistema (43), mentre 1 alfra
equazione derivata rispetto ad v e » ¢i di le nuove condizioni :

Me® da_ cosh @ da (M'cosh o — M)senh 0 =0,
ou ov
Me™® da ~+ cosh ® oa (M’ cosh o — M)senh @ =0.
ov ou

Da queste si ha
(44) M' cosh @ = M.

Infatti se fosse senh ® =0, sarebbe @ =0, V%:ewz 1, E=@ cioé la S
sarebbe, contro l'ipotesi, a curvatura media costante; né pud essere insieme

Me‘”?—i—coshm%:O, coshwg%—!-Me*"’g—Z:O,

da 2da

perché essendo M e coshw reali & M*® + cosh®® >0, quindi w3

0, e

. 1
percid r=gz
Per la (44), la terza e la quarta equazione (43) diventano

a —cost. e la S & sviluppabile,

dlogsenh® senha
ou

=0, (M4 1)coshe dlog Senng senha =0,

(M'"® +1)coshe
e quindi
senh o senh a = ¢.
La prima equazione (42) da ora
M'[1 — senh® a senh® 0| =¢,

e se & senh® asenh®w =1 si avra M’ = cost. In questo caso la prima e se-
conda equazione (43) danno:

2 20

14 () . o —
M'(e® cosheo — 1)tgha 5 seph w tgha 3 0,
—senhotgha da + M'(e™® cosh © — 1)8_0‘ —0

u o ¢

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



G. SANSONE : Sulle superficie deformabili al modo di Bonnet 319

e poiché é& tgha==0, (M'*+1)senh?050, ne segue g_: 0, ga_O cioé

o :%a = cost. e la § & sviluppabile.

Dovra essere quindi per la risolubilita del sistema (43)

(45) M’ cosh o= M, senh®asenh®?w®w =1.

¢) Abbiamo posto nelle (41) V%:e‘” e tenuto conto della seconda

della (45) si ha che dovra essere

E E
== — =
]/ G ctgh «, V a tgh .

VE _ V@

— é
cosha senha per le (31)

uando si abbia E:ctgh ®, OVVero
G

®, = o, che il caso noto della sfera.

i . VE | V@ _ B .
Per Va_ —ctgh o si ha coshz ¥ senh “.__0, o, + 0, =0 che & il caso
noto delle superficie d’area minima.
E . 3 VE 3 V@
Per V Q tgh «, le due equazioni (32) danno 36 senh = =0, 3 osh a 0,

VE _ V@

o _ . s . .
quindi sonha — cosh = =c¢ e percio per le (31) ,0, =¢* e la superficie S &
a curvarura totale costante positiva, applicabile percid sulla sfera.
E AV Esenha AV Geosha
Infine per V@Z—tgh «, le (32) danno: (a—v):O —T—) 0,
possiamo porre quindi :
VE senha= —¢%u), VG cosha—= ")

con, ¢ e ¢ funzioni rispettivamente di » e ». Si ha da queste [cambiando
segno al piti a ¢(u)]:

tgh & = p(u)d(v),
e |’equazione (33) diventa :

I R

Proveremo che essa & possibile soltanto se ¢ —cost., $ = cost.. Comin-
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ciamo intanto col dimostrare che essa & possibile soltanto se ¢ = cost., op-
pure ¢ = cost..

Infatti non sia ad es. ¢(u) = cost.; derivando la (46) rispetto ad » succes-
sivamente due volte si trova che se non &

1 ’ N
#) C%r%)
@1 oA e
& 65y
¥ A
si avrebbe che $(v) (e ¢”) & funzione di » e percid ¢ = cost.. Se & verificata

la (47), avendosi (cpL

2 W\ 1V " ' 1V
o+ =) [F+ )=
¢ @ 9* ¢ ¢ ¢

dalle quali integrando si ha:

’

0o

~

& 0 esistono due costanti ¢ e ¢, per le quali si ha:

fp Cp’ QPII 1 c
25+ = % ye (——l—l)—_——‘—-}-c
Cp ¢ (P' 22 P cpz cpz 3
ovvero :
29" =—0¢9* (¢, — ¢, + 19" +¢, P =C 9+ (¢, — 1)g.

Derivando la prima di queste rispetto ad » e tenuto conto che ¢ ¢ =4=0
. . 1 " 3
si ha ¢" = — ¢,¢° +§(02 — ¢, + 1)y ed essendo ¢” = ¢,9*+ (¢, — 1)9, Poiche o

non & costante, deve essere ¢, =0, ¢,=3(c, —1) e percid ¢*=(c, —1)p? 4.
Sara quindi nell’ipotesi che né ¢(u) né $(v) siano costanti:

(48) ¢ =(c,— "+, ¢*=(d,—1)}*+d,
I’ equazione (46) diventa :
1 q)ll ] < q)lg " )
(e, 4+ —cd?|= + -+ 1)¢* +3(c, — 1
ey o=y ) w5
e poiché ¢ non & costante, dovra essere:
Z 173 ”
(49) c+t—cqﬂ_0 24;2 ¥ +1+43, —1)=0.

Dalla seconda (48) derivando si ha ¢"=(d, — 1)}, e dalla prima (49) si

ha subito ¢=0, ¢, 4-d,=1 e le (48) diventano (dovendo essere per gjpm-
metria d =0)

(48’) . ,2 =(¢, — I)CP ) 4),2 == clq’zi
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Ll
abbiamo quindi 15 = —¢

$°

(p”

17 $
sibile.
Segue quindi che & ¢(u) o $(v) costante e percid avendosi tgh a—= p(u)d(v)
¢ o funzione di # o di v soltanto.
Sia ad esempio {(v)=—cost., e perci6 @ =2a funzione di #u soltanto, il
sistema delle due ultime equazioni (43) da

= —¢, e la seconda delle (49) & allora impos-

M _ ¥ M _ 9w
du g’ W )’

e poiché per la prima di queste & M= C(v )cp(u) sostituendo nella seconda si
ha C'(v)=%, ciod C'(v) = —¢, perciod —(—)_cu+c con ¢ e ¢, costanti.
L’ equazione (33) diventa ¥ (cu+c,)”——1] [20’ + (cu+-¢,)*| =2¢* e poiché

si ha @1;4:0, ne segue ¢ =0 (in caso opposto si ha un’equazione finita per la

1
variabile indipendente %) ma allora é ¢(u) = o © percid tgh a=—=(u)y(v)=cost.,
i

o & percio costante e la superficie S & sviluppabile.

"Dalle cose dette segue che le deformazioni in esame sono ammesse,
oltre che dalle superficie sviluppabili e dalle superficie a curvatura totale
costante dalle superficie a curvatura media costante.

7. Si osservi che le equazioni (38), (38) le quali esprimono che le traiet-
torie isogonali delle linee di curvatura di S si possono cangiare in doppio
modo in linee di curvatura sulle deformate di S sono polinomi di sesto grado
in tgo. Ne segue che se la proprietd geometrica in esame sussiste per sette
famiglie di traiettorie isogonali corrispondenti a sette valori distinti di o
sussiste anche per ogni altro valore di o, e poiché se la proprietd & valida
per le linee di una famiglia & valida anche per le loro traiettorie ortogonali
segue il teorema: Se una superficie non sviluppabile, né a curvatura totale
costante pud deformarst in modo : 1°) che le sue linee di curvatura restino
linee di curvatura su wuna conveniente deformata di S; 2°) che tre fa-
miglie distinte di traiettorie isogonali, corrispondenti a tre valori distinti
di : o, g,, o, 0<o‘1<62<c3<—;~
in linee di curvatura -sulle deformate di S, allora tutte le famiglie di
traiettorie isogonali della S possono deformarsi, e in doppio modo, in linee

st possono cangiare in doppio modo
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di curvatura sulle deformate di S, ¢ la S é una superficie a curvatura
media costante.

8. Vogliamo terminare questa ricerca con un’interessante teorema del
BIANCHI ().
Su una superficie di rotazione di elemento lineare

ds* = du® + r*(u)dv*
una famiglia di traiettorie isogonali alle linee di curvatura corrispondente
all’angolo o, 0<o<g si possa cangiare nelle linee di curvatura di una

deformata di 8. Avendosi ora VE =1, VG=1r(u), nei coefficienti 4, B, C
dell’ equazione (13) la cui espressione & data dalle (13) si annullano i termini
in tg®¢ e i termini indipendenti da o, perciéo I’equazione (13) assume la forma

tg o(a0? 4- 80 4-y)=0

con «, B, y indipendenti da o. Essendo tgo3=0, ne segue che questa equa-
zione resterd soddisfatta qualunque sia o, quindi tutte le famiglie di traiet-
torie isogonali alle linee di curvatura si possono cangiare in linee di curvatura
sulle superficie deformate, e percio se la S non & sviluppabile, né applicabile
sulla sfera, & una superficie di rotazione a curvatura media costante, cioé una
superficie di DELAUNAY (*"). Si ha quindi: Se effettuando una deformaszione
di una superficie di rotagione, una famiglia di iraietiorie isogonali ai
meridiani, distinta dai meridiant e dai paralleli della superficie stessa,
pud cangiarsi nelle linee di curvatura della deformata, la stessa propirietd
vale per ogni altra fomiglia di traiettorie isogonali in meridiani, e la
superficie data é o sviluppabile, o deformata della sfera, o una superficie
di Delaunay.

Firenze, aprile 1926.

(%) Cfr. (). :
(*) Cfr. E. Crsaro, Lezioni di Geometria intrinseca, p. 181,
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