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Nuova tratfaziotie della geornetrin proiettivo-differenziale 
delle curve sghembe. 

I 

Melnorirt Za di GUSTAVO SANNIA (II Moden~). 

Nellri, Memoriti la (u Aiinnli di Mateiurtticn B, w r i e  4', toiiio 1, f:isc. 1, pagg. 1-18) ho posto 
i fond~ii ient i  delin geometrin pioiettivo-(liffererizislt? delle ciirve ngheiiibr, jntrodiiceiido 
l'rcrco o, le  eu i~~~ntz l l ' s  1 e J, il letmerlru fodanaetctnle F, le  f w m z i l e  di  FK~NET-SERRRT 
(proiettivi); in queetil 8eoonda espongo uno etoiidio approfoiidita dell'intoriio di un piiiito di 
unil ourvr, do i~it~erpretnzioiii geometriclie per  F e nltri tetrnedri, ecc. 

P e r  co~iioditA di rifuriineiito, prourgiio in  essir I R  iiiiiiierrizioiie d r i  psrrigr:iti, delle 
forriiiile e delle iiutr, contenuti nelln priiiiit. 

5 5, Prime equazioni locali di u. Cono quadrico 
e cubica sghemba, (0 duali) osculatorl: 

22. Per  10 st~idio di v nell'iptoriio di un suo punto P é naturale assu- 
mere P (n." 16) corne tetraedro di riferimento locale e P stesso corne origine 
degli archi o su v. Or le coordinate (rispetto al tetraedro primitivo O fisso) 
di ogni punto M O piano p del10 spazio sono combinazioni lineari d i  quelle (40) 

dei vertici O delle facce di P 

e i coefficienti y', ..., ytV O y',..., sono appunto le coordinate locali di M o  p 
riferito a F e a l  punto unith (x + t + n + b)  O a l  piano unith (5i-2-4- v + p). 

Avvertenzs. La condizione di ciypadenenza frla un punto M =(y) e MU 
piano p = (y) P 

(52) - Y"rl'" + y"'rl" - = 0 

(e noii y'$+ ... t yrVqiV=O).  Cid risulia scriveiido che la soinina dei prodotti 
delle coordinste (51) omologhe é nuIla e tenendo conto delle (48) e (49). 

23. a) Se fM sta sulla cyrva v (in un certo intorno di P) le sue coor- 
dinate non locali saranno funzioni x(k) di O =  PM rappresentabili nelln 

dlanali di Xata,notica. Serie IV, 'l'onio 111. 1 
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forma 

(53) 

ove x, a,, x,, ... iiidicano i valori di $(a) e delle sue derivate calcolate in P 
(per a = O). Questi valori si possoiio esprimere tutti in fuinione di quelli 
di x, t, n, b (calcolati in P) mediante le (45), (46) e quelle che si deducono 
derivando successivamente (46) ed eliminando ogrii voltn xi, t , ,  nt, b, me- 
diante le (43). Sostitueiido in  (53) i valori che cos1 si ottengono, si perviene 
ad una espressione del tipo della prima delle (51) con coefficienti che saraniio 
le coordinate y',... di M,' e si conclude che:  

Le coot-dinate locali omogenee rispetlo a F di un punto M d i  v espresse 
mediante l'arco a = P M  valgono (in un intorno di P ed a prescindere da un 
fnttor coiilune) : 

5' + (8010, + COOII, - $Ki  - 401,) - + (10001f - 6ZC2 - 501, 1- 
7! 

aâ + (80011, - 100r3 - 4Ki + 801 O,) ,, + T,  . 
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proiettiuo-diffwenziale delle cwwe  sghembe 3 

b) Se  nelle (54) si carnbiano O,,  y', ..., yIV in - O,, y' ,... , yIYi si hnnno 
equazioni cowispondenti  per la  sviluppnbile v. . 

24. a)  Cerchiaiuo fra i coni quadrici coi vertice i n  P quel10 oscuia- 
tore C,.  

Ogni qundrica-luogo tangente a v iii P h a  un'equazione locale del tipo 

il cui primo membro per i valori (54) diventa 

Imponendo che (55) r:ippreseiiti un cono col vertice 1'=(1, 0, 0, O) (quindi 
che sia, a,, =: a,, = O) e chc i i i  (56) sian6 nulli i coefficienti di oz, ..., 06, si hnnno 
eqiiazioni che determinano tutti gli a,., e si conclude che : 

12 cono quadvico osculatore (contatto di .Go  ordine) C, della cu~z)a  v i n  P 
ha 1' equa-'  A 20126 

(57) 2y"'2 - 3yf'y[' .+ = 0. 

6) Dualinente : la  qundl*icn l imite  osculatvice I', della sviluppabile v 
in 7~ h a  pela eqmziojze 

(58) 2rlff (n - 3 y f f r l ~ ~  + 6 1 ~ r ~ ~  = 0 ; 

gli assi degli oo4 fasci di '  p iani  d i  cu i  è costituitn i w i l u p p a n o  ne2 piano ?r: 

u n a  co?zicn c, tnngeute alla curva  v in P e d i  equazioni 

del 1' iiieinbro di (58) Nono proporzioriali n -y1', y"', - y", y' se (y', y", y"', ylV) è il p w t o  
ove. i l  piano (q', -qrfr y j f r r ,  ~ T V )  de114 (58)  OCC CL i l  8110 inviluppo (per 1 7 n t ~ v e ~ f e ~ ~ a ( ~  del 11.' 2 2 ) ;  
quiiitli si ha 

p?,lv = O ,  pyl" ,37/, PY" = 471'1, = 37'' - 12IV1\.. 

Eliiiiiii:iiitlo ri',..., 11' trn qiieste equnnioni t a  ln (M), si lirtniio le (59). 
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4 G. SANNIA : A'ILOV~ t ~ a t l a z i o : ~ ~  della geomotrirt 

25. a) Poichè una ciibica sgheinba A individuata da 6 puriti e yud otte- 
nersi coine intersexione (pnrzinle) di diie coni quadrici aventi iiiia generatrice 
a comune (non di contatto), la cubicn sglzembn osculatrice c, della curva v 

>[one in P avr& un contatto d i  5' ordine con v e potr& ottenersi corne interue7' 
del con0 (57) e di un con0 qaadrico avente un contatto di 5' ordine coi1 v 
in P ed itvente a comune con (57) una generatrice, per es. la y" -2IyW=0, 
yfrr = O. Questa iiicoiitrerA la c, (oltre che in P) in 1111 puiito R - (y', 21, 0, l), 
con y' da determinare, e che sark quel puiito ove (oltre che in P) la c, in- 
contra il piano zT. 

Ora, iinponendo alla (55) di rappresentare un cono col vertice R, cioè che sia 

CC,( = 0, 21a,, i- a,, =O,  a,,yr + 2Ia,, -I- a,, = 0, 2Ia,, i- a,, = 0,  

e di avere un cmtatto di 5" ordine con v in P, cioB che siaiio nulli i coeffi- 
cieiiti di oz, ..., cs5 in (56), si hniiiio equazioi~i s~ifficienti per il calcolo di tutti 
gli a,., e di y' e si trova che : 

ove c, inc01111w il picu~o r e l l i ~ c a ~ ~ t e  nt d i  v i u  P. 
Dunque : (57) e (60) sono le equnzioni d i  c,. 

II)  Dualinente : k equnzioni delln u suiiuppaiSile d i  t w z a  classe y, oscu- 
lat?*ice * alla sviluppnbile v i n  n sono la (58) e l ' a l t ~ m  

(62) 5(q" - 21~'")" 2q1"(5$ i- 10Iqrr' - ( 2Q ,  i- lQ1,)qrC] = 0. 

Qui y, vieii considerata conle iiiviluppo dei pia.iii cornuiii alla quadrica 
limite osclilatrice F,, di equnzioiie (38), e all'altra quadl=icn limite (62)  coSti- 
tuita (lui fasci d i  piani nventi per a s s i  le ?-ette delln conica-izzvilwppo secondo 
cui In sailuppabile y ,  è segnta t lnl  suo picwn p = (151, +- 20,, 101, 0, 5) clze 
passa pe7- i l  vertice Pt di F .  

5 6. Tetraedri osculatori di r:, e y,. Qiiadriche 
e complesso lineare osciilatori. 

26. Le equazioni (57) c (60) di c, suggeriscorio la trnsforiiinzione di coordi- 
nn,te di  punto 

(63) a'= y'4 21yV'+ !/lr, G".Z y"- 21y1J', 2"' =‘2yu', 
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proiettiîlo-diffet9e11ziale della etcrue sghembe 5 

che fa. acquistare ad esse la forma canonica 

In corrispoiidenza, si ha la trasforiaazione di coordi~iate di piano (44) 

Risulta dalle (63) che : i l  nuovo tetl-aedro O d i  viferimento ha pet- vels- 
tici quelli P e Pt d i  F, i l  punto P', ~ ( 2 1 ,  0, - 1, 0) della no~vimle pg+zcipale 
e il p u d o  R E  (61), i quali assunzono le nuove coo~dinate  (1, 0, 0, O], (0, 1, 0, O), 

(O, 01 l., O), (O, O, O, 1). 
Quiildi : O hn comuni con F (e con 1) e 4 del 7 ~ "  15) anche le facce TC, 7c,  e 

g l i  spigoli PPt , PP, = PPr,.' 
Dalle (54) e (63) si trova che : le s6po.kssioszi w.ediante o = P M  delle 

coorr.di?zate locnli 1-ispetto a O d i  zcn punto M di v sono ( in  wz intovno d i  P 
ed a meno d i  un fattov comune): 

3 os o4 u 
Z' = 1 - ; Io" (80,+151,) - -1- (301'- K) - 1-(9011,+2810, - K ) " + 

2 30 4! ' 5! 
u6 

-F (6511Z - 5K2 - 15001' + 45011,i- 3001,0, +- 4501: 1- 320') - -i- q., , 
6! 

( $ 4 )  Clle si dediice iiiipoiiendo d i t !  In cnndiaioti~ (52) di nppnrtenenm trn piinto e piniio 
clirrnti dg'  + .... +& '~  4, siccl& piinto e piniio iiiiitii siniio nmioi~ic i  riepetto n l  Iliiovo 
trtrnedro. 
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6 G. SANNIA : Nilova trnttazione della geonietrin 

27:a) Dalle (66) seguono le equnzioni parametriche cauoniche d i  c, 
ri feri ta a O : 

(68) 2' = nt3, Z" = mZ, z'" == m, zrV = 1, 

(i punti P e R di c, corrispondendo a m = CO e a nh = 0). 

Allora in un punto qualunque R (nt) di c, la tangente ha le equazioni 
1 

ed il piano osculatore ha l'equazione 

e quindi h a  le coordinate omogenee 

Le eqiiazioni (71) O le equivnlenti 

definiscono ltc sviluppabile c, riferita a O. 
DaLconfroiito delle (64) e (72) segue che:  solo, se v nppalstiene a un 

co~nplesso linea9-e (8, = O )  le sviluppabili e (quindi) le cul-ve c, e y, coincidono. 
Ma: 112 ogni caso le sviluppabili c, e y, sono contenute nlnbedue neEla 

quadricn linenre osculatrice I', [n." 24, b)] e (dudniente) le curve c, e y, sono 
contenute ambedue sul con0 quadrico ~sc?clato?-e C,  [II." 24, a)]. , 

Ci6 segue da1 fatto che, eliminando SIV tra le (72), si ha  la  prima delle (66), 
che è l'equazione di r,, alla quale gi8 sappiamo che appartiene y, [n." 25, b)]. 

Segue poi subito dalle (69) e (70) che : le fncce d i  O sono i piani oscu- 
latori zXV = O e z' = 0 d i  c, nei  punti P e R, ed i piani z"' = 0 e z" = O 
passanti pev uno d i  questi punti  d i  c, e per la tangente nell'nltro. 

Del resto é ben noto che le equazioni di una cubica sghembn assumono 
la forma canonica (64) SE (68) solo quando la cubica vien riferita a un qua- 
lunque suo tetraedro osculatore (45) (e ad un conveniente punto unit&) ossia 
a un tetraedro che abbia, come 0, per faccr: i piani osculatori in due suoi 
punti e i piani passanti per ciascuno di questi e per la tangente nell'altro. 

Qui peri, O ha  un vertice precisamente in P, e quindi per una.  delle 
facce ed uno de@ spigoli il piano oscula.tore e la tangente comuni a v e n c,.  
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yi.oiettivo-diflevenziale delle clrrue sghembe 7 

E noi in seguito dicendo a tetraedro osculatore di  c, * ,intenderemo semprs 
di riferirci ad uno di quelli che hanno un vertice i n  P, sicché ogni alti-O 
tetraedro osculatore 6 di  c, che intvodurrerno a w a  a cornune con O il vev- 
tice P, la faccia 'IF e 10 spigolo costituito della tangente a v i n  P. 

Iiioltre : quando assunze?.emo uno di  tali 6 corne tetvaedvo di ?.ifet-i- 
nzento, soltiztende~.emo seînp?-e d i  sceglie2.e u n  punto unitù che faccia assu- 
nzew alle equazioni di c, la fomza canonica (64) = (68) e i l  suo piano 
a~~monico rispetto a O corne piano unitd. 

b) Dalle (69) coinbinate con zw = O ,  si deduce che : il luogo delle tracce 
delle tangenti di u, (Che é puve l'invilz~ppo delle tracce dei piani osculato~.i 
d i  c,) su1 piano osculatove n d i  v i n  P é En conica di equnzioni 

Dicesi (con WILCZYNSKI) zovica osculatrice di v in P. 
Qui vediamo che essa coincide con 7a conica c, del n." 24, b ) ;  perche, 

applicaiido le (63) slle (72), si ritrovano le equnzioni (59) di c,. 
Poi: la conica q, pl-oiezi~ne di  c, su TC da1 vertice opposto R iii O è 

Risulta facilmente dalle (73) e (74) che : c2 e q, sono bitangenti nei ve/- 
tici P e Pt, d i  O ed ivi hanno pev tangenti g ~ z '  spigoii PPt e Pt,Pb d i  O, 
sicché rispetto ad esse Pt e PP', sono polo e poing-e. 

c) La c, appartiene al cornplesso lineare 

di unn tangente qualunque di c,, dedotte dalle (69), soddisfaniio ln (75). 
Poi v e c,, avendo 6 punti coinuni consecutivi, hanno pure 5 tangeiiti 

comiini consecutive ed appartenenti a l  compleeso, che percib è quel10 indi- 

("6) P~iroliè si esoludano la tnngente e il p i m o  oscul:rtore di c, in P. 
(") Per il eigiiificnto ilella ~ ( 2 % )  cfr. (16). 

('R) Qui 17indiee 1 d m o t l ~  (It?riv:~zioile rispat,to n vi. 
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8 G. SANNIA : NI~OV(C trattnzione dellu geornetria 

viduato dalle taiigenti stesse, ossia è quel10 osculahore. Altrinieilti : le stesse 
coordinnte di rette, n h  c:~lcol;tte per la tangente a v ilel puntb (Ki), viilgoiio 

1â yuale prova che (75) è osculatore a v in P. 
La (78) prova inoltre che : se 0, = 0 in P, iv i  i l  complesso linea1.e osczc- 

latore é sur30sculatore (jO). 

cl) Il complesso (75) (O la cubica c, che gli appartieiie) determina, coine 
è noto,' un sistema nullo ilel quale si corrispondono, corne polo e piano polm-e, 
un punto (z', z", z'", zrV) e un piano (y, y, y, elV) se (a meno d'un fattore): 

Ad esso intendevenio sewzp?-e d i  9*ifedmi tutte le volte che diremo 
sisterna nullo B. 

Come è evidente, O corne risulta dalle (79), ne1 sistema nullo si c o w i -  
spondono la czc?-va e la sviluppabile c,, i vej.tici e le facce d i  0, ecc. 

e) Se si int?.oducono le cdordinate non olnogenee d i  punto 

alle equazio?zi (64) d i  c, si possono sostitui?*e le a l k e  

Allora., poichè v ha coi1 c, un contatto sei-puiito 
equazioni della c u j w  v possouo mettevsi (in u n  

in P(x = y  = z  =O),  le 
i n t o m o  d i  P) sotto la 

(49) Qui l'indice 1 tlenota derirnziorie rispc?tto a a. 
("O) Abbiamo cosi dimostrnto i l  teorenia contrario ( q u i i d  il  reciproco) di quel10 dimo- 

strnto in (16). Dalin (78) s e p e  anche quel teorenin, ma soltanto se $,*O, per le ipotesi 
restrittive poste alle ciirve clie considerinino (n.O 7). 

(5') 2 noto coine ~i perviene nlle (79): sostituendo in (75) aile p? 3, e p(" " le  ioro 
prime rsprcssioni (77), lmi ordiii:iiitla rispetto alla c l , ;  ... et1 iigii:igli:intlo i mefficitmti :% cf,  .... 

( 5 2 )  I t : ~ ~ q ~ r ~ s e n t : ~ ~ i o  i coni l)roirtt:lnti d : ~  R e d a  Ppi. 
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y~oiettivo-differs~iziule delle cu~.vt! eghenibe 9 

con coeficienti che saranno inval-ianti p~oiet t iv i  d i  v cnkolnti in P (j". 
f )  Dalle (82) segue 

a ineiio di uii 1' , ,  se A, B, C, D si scelgoiio iii modo clie risulti 

ed i i i  ta1 cas0 la (83) rappresenta la quadrica-luogo che é oscuk~t lice (con tatto 
9-puiito) a o in P. Dunque, eliinitiaiido A,  B, C, D, si ha che : 

b l'equazione della qundl-ica-luogo osculatrice alla C U ~ ~ V O .  v in P. 
g)  Se si introducono le coordinate non onzogenee d i  piano 

(85) 5=5" ' : 5w ,  r,=5":5", 5=5':y 
? 

alle equnzioni (72) della sviluppabile c, si possono sosfituive le altre 

12) Per avere le analoghe equazioiii della sviluppabile v, osserviamo 
che il piaiio osculatore p di .o i i i  un punto generico, che per le (85) è 

passa anche per i puiiti 

Atiiiali di diatmnatica. Serie IF, Tomo III .  
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10 G. SANNIA : Nuova trattazione della geometria 

e quindi ha le coordinate omogenee 

Dall' ultiina segue 1' altra 

che, nioltiplicata per le precedenti, dB per le (85) 

5 = - 3 b  - 15a'x4 -1.- 3(15a - 7b')x" 7(9b - 4c')x6 -1- r,, 

y = 3 x 2  + 24a'x5 t (35b' - 72a)x6  + 3(16c' - 35b)x7 + r,, 

5 = - x3 - 1 0 d x 6  i- 15(2a - b')x7 + r,. 

Dalla prima si possono esprimere 5" ..., E7 mediante xZ, ..., x7 (prescindendo 
seinpre da un r,) e poi, viceversa, le seconde niediante le prime; nllora., sosti- 
tuendo nelle altre due i valori trovati per xe, ..., si conclude clic: alle cqunaio~ti  
della sviluppabile v si pub dare  la forma 

ove a, b, ..., c' sono i coeficienti delle equazioni (82) della czcrva v. 
h) Ossersazio~ze (importante). In questo paragrafo abbiamo assunto corne 

tetraedro di riferinlento 0, che é un pavticolare tetraedro osculatore di c,; ma 
é da osservare che tutti i risultati del presente n." 27 li abbiaino dedotti fon- 
dandoci esclusiuamente sulla forma (66) r (68) delle equazioni di c,. Duiique, 
ricordando quanto si è detto in  a), possiamo asserire Che: Tut t i  i risul tat i  
( fo~-mule  incluse) del presente ne0 27 seguifano a sussistere se si prende come 
tetraedro d i  9-iferin~ento, invece d i  O, u n  pualunque altro tetraedro oscula- 
tove 6 d i  c,; variano soltanto la conica q, d i  b) e i valori de i  coeficienti 
a, b, ,.. c', m a  conseruando sempre i l  loro carattere in tr imeco e invariante 
pej* collinenxione se 'tale c a r a t t e ~ v  ha la definizione d i  6. 
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prbiettivo-differanziale delle cuwe sghembe 11 

28. Dalla prima delle (67) si deduce l 'altra 

che, moltiplicata per le rimanenti, d$, per le ($O), le cool-dinate non onzo- 
genee vispet lo  n O d i  un punto RI d i  v ( i ? ~  u?b int01'no d i  P)  espresse 
mediante a : 

29. Dalla prima dellé (88) si possono esprirnere a',..., x8 rnediante oz, ..., o8 
(prescindendo sempre da un r,) e poi viceversa le seconde mediante le prime; 
allora, sostituendo iielle altre due, si hanno le previste equazioni (82) della 
curva v, nelle quali i coeflcienti ( invariant i  pl-oiettivi) hnnno i valo?-i 

1 1 
n = (9 Iq - t  31, - K),  I, = - 

36 7.180 
(151, -- 5Ki t 1210, + goII,), 

1 
c = (2001K- 180013- 15011,i- 751,- 25K2+4501~+601,0,- 3360:), 

10.7! 
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12 G. SANNIA : Nuovu tvuttcizione della g ~ o m e t h  

P i h  se/mplici sono le 109.0  esp?.essioni. filediante 1 e J : 

30. Sappjanlo [n." 25, a)] che le cul-ve v e c, haiiiio un contatto di 5" ordiiie 
in P; cerchiaino quello delle sviluppabili lj e c, in n. 

Per le (go), a' è nul10 O non secondo che v appartieiie (0,=0) O non ( O , =  1) 
a uii complesso lineare, ed allora i secondi ineinbri della (86)  e (87) coincidono 
fiiio ai termini iii E5 O E6 rispettivameiite; durique : le sviluppabili v e c, lumno 
ne1 piano c o l y m e  i~ u n  contatto d i  5" O d i  4" 09-dine, secondo che v appavtiene 
O n o n  a un complesso linea?*e (j5). 

31. a) h poi da osservare clie la coincidenza tra le seconde equazioiii (86)  
e ( 8 7 )  si spinge piii oltre in ogiii caso, sicché le due curve (inviluppi piani) 
da esse rappreseritate hanno un contatto dl ordine maggfore di quello delle 
sviluppabili v e c,; e tali curve giaccioiio ne1 piano di coordinate 5 = 0, 
q = 1, 6 = 0 O, per le (85),  di coordinate 5' = 0, 5" = 1, (5"' = O, [IV = 1, 
piano che iiicontra la tangente comune a u e a c,  in P rie110 stesso P. 

Ne segue (j6) che : le sviluppabili v e c, hanno pev pzmto pvincipnle 
nel pin110 comune 7c il puslto P comuue alle due  c w u e  v e c,. 

b) Le seconde equazioni ( 8 1 )  e (82) delle curve v e c, rappreseiitaiio 
coiii CO! vertice P1,(x = O, y = 1, a = O) di O, il qiiale giace ilel piano 7c. 

Ora, solo se a' = O (ossia 0, = O) questi hanrio u n  coi] ta tto di 6" ordine, qiiiiidi 

(") Si  deilucono aliiiiinnhdo IC con la (28). E: si iioti clie In ninggior ueiiiplicilil izoiz B 
soltniato foriiude. Infatti  esse prurono clie il  valore del nurnero n (n.' I l ,  osserv.) in  a, b, ..., cf 
0 iiiinora tli quello che nppnrisce delle corrispoiidenti e ~ p r e ~ ~ i o i l i  (98). 

(55) Qtcesto vienltnto è ( l e p o  di vilievo, perchè 17iiitiiiï;ionü coiitlurrebbe i ~ v e c e  ad iisse- 
rire d i t :  i l  confxtto è sollnnto di 30 od i ibe  in geiierale. Etl iiifatti t1:dl'nvere 18 ciirve v e c, 
sei punti coii~eciitivi c o n i ~ ~ i i i  u i  i l ldi lc~ clie le sviliippnbili'v e c, hniino qii:ritio (e non cinqiie) 
p i ~ i i i  c o ~ i ~ e c u t i v i  cornuni. 

(56) Per i l  t1u:~le di un notevole teorenia di HALPHEN, loc. cit. (?), d i e  pub enuncinrsi : 
Se dite e w v e  7innit.o 1111 contntfo di un certo odiihe i n  uir ptcato coi~szote P ,  i eoni che si olten- 
~ O I L O  ywietlnrtdole (En u i ~  pictito p1111~qiqile d i  1~11 eerlo piniao pilusniate pev ln tnuge)hte c o m m e  
( e  MOI& ( in  a l t r i  p~c id i )  hni~iio t h I r  coi~tnt to  di  ordiire mnggiore. Tale pitiiio dicesi pi( iw> (tatigeide) 
p ~ i i ~ c i p n l e  tlclle due curve iii P. 

Qurl piiuto che il teor<tiii:i dii:~Jv atlsoci:~ :I tliir ~vi1iipp:iI~ili in  iin piniio ove si toccliiiio 
~i dira pi i~i to  piitciprrle. 
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pl-oiettivo-tlifferenziule delle curve sghetrtha 13 

inaggiore di quel10 fra v e c, ; dunque, per il teorema ricordato in (j6): le 
curve  v e c,  hanno come piano principale ne1 punto' P i l  comune piano 
osculatove n solo qvnndo v appnvtiene a un contplesso 1inea.l-e. 

32. Tutti i risultati, formule incluse, dei n.' 26, ..., 31 ammettono i loro 
duali (iiel senso del n." 11) e che basterà accennare, 

Ad ogtii tetraedro osculatore O di c,  corrisponde un tetl-aedro osculator-e a 
di y ,  [su1 quale iiiteiidiaino fatte le  conveiizioni duali di quelle poste su 3 ne1 
II." 27, a ) ] ;  ed in particolare ad O (n." 26) corrisponde u n  tetraed9.0 S-2 (57) che 
h a  per facce le n ,  ni = nT d i  F, i l  pialto nty = (21, 0, - 1, 0) (passante peg* 
lu n o ~ m a l e  ps.incipaie) ed i l  piano p = (151,-+28,, 151, 0, 5) che è quel 
piano della sviluppabile y ,  che passa per Pt; quindi  esso h a  a conzune con F 
(e coi1 D e A del n." 15) anche i vertici P, Pt e gli  spigoli nn,, m,. 

Alle coiiiche c,, q, del n." 27, 6) corrispondono due inv i luppi  conici d i  
2" clnsse C ,  e Q, col velVtice in P, i quali sono bitangenti nelle facce n e d., d i  Q ;  
C, coimide  col cono quad?.ico osculntore della culsva v i n  P [11.0 24, a)],  nia 
conside~.nto conte invi luppo d i  piani  ; C, si ottiene p?-oiettando da P le gene- 
vat7'ici d i  y ,  e Q,, segando i p iani  d i  y ,  con la faccin p d i  P e proiettando 
le i n twsez ion i  da P. 

y ,  appat-tiene al compiesso 1ineat.e osculatore d i  v in P [n." 27, c)] che 
è autoduale, quindi y,  de t e~wt ina  Eo stesso sistema nul10 detegwtinato d a  c, 
(O d a  tale cornplesso). 

Alla quadrica-luogo (84) corrispoiide l a  quad~*icn-invi luppo ~ s c u l a t ? ~ i c e  
della sviluppnbile v in n. 

Le  c u j ~ e  v e y ,  Imnno ne1 punto conlune P ult contatto d i  5" O 4" ordine 
secondo che v appavtiene O n o n  a un cornplesso l inenre;  ed hanno come 
piano principale il  conzune piano oscuiatove n. Le sviluppabili v e y,  hanno 
corne punto principnlc ne1 piano c o m m e  7~ i l  pzinto P solo quando v a p p w -  
tiene un complesso lin6aj.e. 

33. 1 tetraedt-i  oscu1atol.i d i  y, 'so~to dis t int i  d a  quelli (duali) d i  c, solo 
se v n o n  appavtiene a tut complesso l i n e w e .  Infatti c, h a  contatto 6-punto 

e y, h a  contatto 5-punto (alirieno, per  i l  n." 30) coi1 v iii P; dunque c, e y, 

(57) Che rinsce (la P npplicnndo formule i1ii:ili dclle (63), oioè con 8, cambinto i11 - 8, 
a 1i: cooriliiintu di  puuti ciciiibiate in  coordiiinte di y i m o  e vioevrrsn. E con t:di ~ c : ~ i i i b i i  
iirrsce in generale da ogni eqiiaziono dei 11.i 26,. ., 29 reht ive  n i i i i  ente riferito nd O, uii'eqii:r- 
ziorir relntiva nll'ente d i ide  riferito n Q .  
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hauno a coinune 5 puiiti coincidenti iii P. Se hanno a comune un tetraedro 
osculatore, hanno i~ cpmune un sesto punto (vertice del tetraedro opposto a 7c)  

e percio coiiicidono; quiridi [no0 27, a)] v appartiene a uri complesso lineare. 

5 7.  Equazioni locrtli caraoniche di t9. 

34. Sappiaiiio [il." 27, k)] che le equagioni locali della curva ,v conser- 
vano I'a forma (82) se invece di O si assurne come tetraedro di riferimento 
un qualunque altro tetraedro osculatore 8 di c,. Ora ;  

Le fornzule di trasformnzione (puntuali) per il passnggio da O a O 
sono, i n  coordiunte omogenee, del tipo 

cou 1 $-- 0 e in costnnti ; iu c o o ~ d i m t e  no14 omogenee @O), ed nndoghe 

Infatti le  formule .di trasformazione (in coordinate omogenee) debbono 
esser tali che : le  equazioni dei piani osculatori di c, i i i  P e ne1 punto %= (68), 
le  quali rispetto a O sono ztV = O e (70), diventino = O e O rispetto 
- 

a O ;  e le  equazioni dei piani passariti per un0 dei punti P, %! e per la tan- 
gente di 6, nell' altro, le quali rispetto a O sono 2"' - rnzIv = O e la seconda 
delle (69), diventino ? = O e 2 = 0. 

D ~ L  cib segue intanto che le dette formule debbono essere del tipo 

(58) Che fisaano il tetraedro 3 ;  e precirnmentc: m fissn i l  2' pnnto di e,  che (oltre P) 
è veitiec. di et1 1 fisua i l  niiovo punto iinifh. 

( 5 9 )  Con lu   tes se formule, ma i n  cwrtliritite di pinui, si p:ma da R s cn.O 33). 
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proiettivo-diffd+lenziale delle cu~we sghembe 15 

Poi le costanti h, k ,  1 (dalle quali dipende solo il nuovo punto unit&) 
debbono esser tali che le prime delle (64) e (73) (che definiscono enti geome- 
trici ben determinati) conservino la stessa forma dopo la trasforinazione; e 
ci6 esige che sin k = 12,  la = 13,  corne subito si vede. Le (96) si riducono cosi 
alle (91) 12 quali effettivamente non alterano la forma delle equazioni cano- 
niche (64) di c,. 

35. Inoltre : passando da O a O le equazioni (82) della cwwa v diventano 
- - - - - 

(91) y = ~ ~ + a x 6 + b X 7 + ë X 8 + ~ ~ ~ ,  ~ = X 3 + i ' X 6 + b )  X7+zX8-+y9,  
ove 

- - 

a = l'(a - a'm), b = Z5[b + (a - bf)m 4- a'nz2], 

l9Q 1 - c = ZR[c - c'm + (2br - 3a)rnz - arrn3], 
- 
a' = 13ar, b' = 14(b' - 3afm), c' = 15[c' + 2(3a - 2bf)rn i- 3n'm2]. 

Infatti, per le (82), le (94) e (95) diventnno 

A = ( 1  -- n t ~ ) ~ x  + (a'rn - 2a)nzx6 + (b'm - 2b)mx7 + (clrn - 2c)mx8 + g e 9 ,  

B = (1 - mx)x" ( a  - a'm)x6 + (b - b ' m ) ~ ~  $- (c - c'm)x8 + T ~ ,  

C = x3 i- a1x6 + b'x7 + crx8 f- r9,  

D = (1 - mx)" (3n - n'm)n12xx;s + (3b - b'nl)~n21r;~ i- (3c - c ' n z ) ) ~ E ~ x ~  +y., , 
e dànno 

BD - A2 = (a  - a'm)x6 + [b i- (a - b')m + dm2]x7 -+ 
(99) j + [c + (b - cf)rn + (bf - 2a)m2]xs + I . ,  , 

CD - A3 = a's6 + (br - barm)x7 i- [G' + 6(af - bf)nz + 12a'nzg]xs i- T, ; 

inoltre, per 1s (95), 
(100) . 1 : D = 1 -1- 3192x + 6)11'xè -1- r3,  
da cui 

(101) 1 : Dg= 1 + 6n2a + 211122n;P +Y,, 1 : D3 = 1 -t- Q U E X  -1-45111~~' + 1 ' 3 ;  

poi, moltiplicando le (99) ordiiiataineiite per le (101) e tenendo conto delle (92), 
si ha 
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16 G. SANNIA : Nuova t~attazione della geogetria 

ancora, molt.ip1icando. A = x - 27mP + rn2x3 i- r,  per la  (100), si ha, per le (92), 

E X  = A : O = 1 + W~ -t- 912-x~ t Y ~ ,  

da cui 
- 

PX6= s6 + 6172x7 + 21n1'x8 + j s , ,  17%' =a7 $- ?mm + v,, lsx8=x8 +P., ; 

infine, risolvendo queste rispetto a x6, x7, xR e sostitueiido nelle (102), si 
trovaiio le (97) con i valori (98) per a, ..., c' (O0). 

36. Orn p'ossiamo disporre di 1 ed nb iii modo che le (97) (O le duali) 
assumano una forma canonicn ; ed allorn il corrispondeiite tetraedro O 
(il duale G) si dirh tell-aed9.o cnnonico della curva (sviluppabile) v i n  P (ir. n) 
e si indicherh con O, (con 8,). Distinguiamo due casi. 

1"aso : v appavtenga a u n  complesso linea?.e (sicchè O ,  = O  e J=zk 1). 
Allora, per le (90) e (98)) si ha  

Essendo 1 +O, conviene evidentemente assumere 111 = 0, ed allora 8 si 
ricluce ad 0, per le (91), che sarh 0,; inoltre converra assumere 1 = V ,  si - 
da rendere a = - J(= 9- 1). Dunque : 

La fowza canonica delle equnzioni locali d i  una cu?*ua v appartenente 

i l  tet9.aedî.o canonico 0, coincide con O 
fomza cnnonicn delle equazioni (con 5, 

("1). E (dualniente) tale é pu2.e la 
- - 
y, z cnmbiate in 5, r), della svi- 

luppabile v ? * i f v i t a  al tetj.ned9.0 cnnonico Q,, che coincide con Q r O (n." 33) 
ossin con O,. 

2" caso : v ?zo?& nppa?.tengn n zcn complesso lineave (sicchè 8, = 1). 
Sara 2 + 0 ,  per le (90) e (98)) quiiidi il coeîfificiente del termine di g-rado piU basso 
i i i  (97) suscettibile di aiiiiullaineiito è &= lJ(a - a'm) e per l n  = a : 5 J :  1 PO,, 
per le (90); convwrA poi scegliere 1 in guisn fiche si siduca. n - 1 il coeffi~ 
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proiettivo-diferenziziale delle c w v e  sghembe 17 

- 
ciente U' = 13a' = - 138, : 15 dell' altro termine di pari grado, ossia porre 

3 -  
1 = v l 5 :  0,. È poi facile determinare il tetraedro canoiiico 0, a cui cosi si 
riduce 8; perché dalle coordinate omogenee Z',... dei suoi vertici rispetto 
al10 stesso 07 e ohe sono (1, 0, 0, O), (0, 1, 0, 0); (0, 0, 1, O), (0, 0, O, l), si dedii- 
con0 quelle z', ... rispetto a O inediante le (91). Eseguiti tutti i calcoli indi- 
cati, si trova che : 

La forma canonicn delle equazioni  locali d i  u n a  curva  v non  appal-te- 
nente a un complesso l inenre 8 

i l  te traedro canonico 0, h a  pe?. vertici i punt i  d i  cooshdinate 

vispetto a O, dove 

- -  - 
(Cambiando x, y, z, 0,) 0, 0, i f 2  5, i ,  c, - O , ,  a, QG, si h a  il teoqSerna 

duale per ln  sviluppabile v). 
Osservazione. Solo se J = O iin P, é t e t m e d v i  canonici O, e P, coilzcidono 

con O e Q rispet t iua~nente (ma non tra loro come ne1 1" caso) ( 62 ) .  

(6?)  Sviluppi del tipo (103) e (104) (non i (lualil furoiio già d i 4  per In priiiia volta d a  
HALPHEN, perb oon ooeffieienti olie erwno invnrinnti proiettivi re2ntivi (so1t:into). WII,CZYNSKI 
lin poi dnto sviluppi con coefficieiiti invnrinnti nasolzcli, coiiie qiielli d i  (103) e (104), nin 
diversi e, liinitsti ni termini in r7. 

Qiie~te (liffc-renze provano clie, pur coinoidendo i tetrnedri cnnonici di riferiiiiento di  
HA~.PHRN, d i  WILCZPN~KI  e il  riustro Oc (necessariarnente, perche, corne risulta dalle dimo- 
straaioni del testo, di tetrltedri di riferiiiiento d i e  fsecinrio n,Bsiiniere alle equ~zion i  di v 1s 
forma (103) O (104) non ve n7è d i e  un solo), non coincidom i tre pundi w i t d  e il primo 
pza~to won è cE.finifo if& modo i>&ineeco e invnrialtte per eollitirnzioné, come g2i a l t r i  the. 

dntiali di Mateinalica, Serie IV, Tom0 III. Y 
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18 G. SANNIA : Nuova tmttazione della geometvia 

37. Le quadriche-lu,ogo aveiiti coii l i ~  curva v sette .punti comuni in  P 
costituiscoiio uiia rete. Poiché dalle (97) si ha 

tre di tali .quadriche hanno (riferite a 8) le equazioni 

Ora queste hanno n conlune uii ottavo punto S che apparterrà a tutte le 
quadriche della rete, e che risulta cosi definito geomehicamente e pl-oielti- 
vanlente. 

Fer deterininare S conviene supporre 8 O,. Allora: se v appartiene a 
un coinplesso lineare è (II." 36, 1" caso) a = - 1, a' = O e dalle (108) risulta 

- - -  A 

per S x = y = z = O ossia che S = P ; altrimenti è (n." 36, 2" caso) a = 0, 
- - 

a' =- - 1 e dalle (108) risulta che per S è x = y = 0, 2 = - 1, quindi, per 
le (92) e poi per le (91), risulta che è z' = mC3 - l/lc3, z" = wcS, z'" = ?nt, 
zIV = 1. Dunque : 

Se  v appart iene a un conzplesso lineal-e é S = P ; alt?.inlenti S è un 
punto dello spigolo PR, (uscente da P e non giacente in n) di O, che r ispel la 
n O h a  le coordinate 

(1 09) (mC3 - 1/zC3, me2, m,, 1). 

Dualniente : le qt~ad~niche-inuiluppo aventi  un contatto 7-piano con En 
sviluppabile v i n  7~ (e costituenti un tessuto) hanno u n  8-piano conzune a ;  

se v appart iene a un complesso lineal-e è o i-c, altvinzenti o é un pictno 
passante pel* 20 spigolo np, (che giace in 7c e non passa per P) d i  P, chc ha  
vispetto a 8 le cool-dinate (log), ooe 1, e m, hanno i valori (107) cou 0, 
cambiato in - 0,.  

§ 8. Interpretazioni geometriche di D, A, P, O, 9, O,, Q,. 

38. 1 tetraedri D, A, ..., 9, successivamente introdotti li abbiaino defiiiiti 
solo analiticarnente, e Ia definizione dei primi due (II." 15), dai quali abbiaino 
poi dedotti i rimanenti, p?*esuppone la nor r~ud i z zaz ione  delle coovdinate dei  
p w t i  e de i  p iani  d i  v. 

Tuttavia le defiiiizioni stesse sono intriiiscche e iiivni.innti per colliiiea- 
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proiettivo-diffùrenziale delle curve sghembe 19 

zioni, quiiidi suscettibili di interpretazioni geonzetl-iche (63). Tali interpre- 
tazioiii siamo ora in grado di dnre, procedeiido a ritroso. Distinguereiiio 
due casi. 

I o  caso : v appalatenga a u n  co~rzplesso lineal-e ; sicchè O, r O = Q =Sc 
(n." 36, 1" caso). 

a) Applicando la  (84) alle equazioiii (103) della curva v riferita a O,, 
si ha che la  quadrica-luogo osculntrice in  P ha  l'equazione 

- - -  - 
( 1 10) x2+61?- ~ z ? - 6 1 x 2  - ' y=0 ,  

e quiildi h a  conie piano tangente in P - (1, 0, 0, 0) il piano y = 0 O y = O  
(perché Oc O), piano che è ; dunque : 

Pei. zma curva v appaAenente  a u n  complesso 1ineal.e i t e t ~ a e d r i  0, 8, 
O,, 9, in un suo punto P si riducono a un solo, che é quel tetraedro oscu- 
latore d i  c3 = y, [n.' 27, a)] cha h a  pet- u n a  delle facce z,, che 4 piano tan- 
gente in P alla quad~ica-luogo osculatrice i n  P ;  oppure (dualmente) che h a  
pel. zc12o dei  vevtici Pt, che è punto d i  coutatto della quadrica-inuiluppo 
osculatrice col piano z .  

b) Cori ci0 risultano definiti geometricamente anche : i l  piano 1,ettifi- 
cante (che é x,), i l  punto Pt (su0 duale e suo polo ne1 sistema iiullo), la  
normale principale (come spigolo di 0, npparteneiite s P e a z diverso 
dalla tangente). 

c) Questi ultirrzi sono elementi a?zclze d i  D, che ha  per  vertici i punti 
P, Pt = P,, P, e P3 (n.' 15): Si conipleta l a  sua definizioiie geometrica osser- 
vando che:  10 spigolo P,P, e la  faccia P,P,P, soiio tangente e piano oscula- 
tore in Pt (gik defiiiito) alla curva  luogo di esso, vasiando P su v (n." 15); 
i l  vertice P, é quindi intersezione di P,P, con la normale principale (gih 
definita); poi lo spigolo P,P, è l a  tangente in P, alla curva luogo di P2 (11." 15); 
infine i l  vertice P, è l'intersezione di detto spigolo con n, (già definito). 

d) Dualrnente si costwisce A (il." 15). 
e) Da. D e A si ottiene F con costvuzione d i  qua?+ a?*rnonici (n." 16) (64). 

t6" Non cosi i tetinedri tli rifiriiiieiito iisnti nelle precedenti trnttneioni, cit. in (?) e (y), 
yer giiiiigerc fiiio n Oc. 

(64) Ma alcuiii suai vlciueiiti yossorio anche ottenersi iiidipendanteuieiite da D e A ;  
tnli sono [oltre ngli elementi b)] il vertiee Pn e In fnccin ?rv. Sussiste iiifatti il teoreiiin (la 
ciii diiiiostrnzione omettiaiiio Der bre~i th)  : st~1Za ~iovntale principale di v in P .il vevtice Pn d i  F 
è il solo p u ~ t o  tliaewo (In 'P al p a l e  corvispowle vael sistema nul10 ilpia?ro tanqede welpzwto 
stedso nlln rigntn l1rogo delle ~ionnnli  priiicipttli; e tale pinno è x ~ .  
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, 2" caso: v n o n  ccppm.tengn a un complesso l inenre;  sicchè 0, Q, 
Oc,  Q, sono d is t iMi  ( G 5 ) .  - - - 

a) Coiisideriaino solo le prime fra le eqiinzioiii (104) e y = x" z z s3, 
delle curve v e c, yiferite a O,. Esse rappreseiitano coiii avenii uii contatto 
di ordine sei in P, quiiidi maggiore di quello (ciiique) delle curve stesse, e 

- - - 
tali coiii haiiiio per vertice coniune il vertice x =y= O, z = 1 di O,, gia- 
ceiite su1 piitiio I / =  0 passante per la tangente coinuiie a v e a c, in P; 
quindi ' ( "6 )  tale piaiio 13 quello priiicipale delle due curve in P. La sua equa- 
zioiie J = 0, O ?"=O per le (92), diventa, 

per le (91) e (107), e poi, per le (os), 

quiiidi (n." 22, auuel-tenza) le sue coordinate rispetto a. P soiio (5J, 40,, 0, 0). 
Duiique : 

Pev una c u l v a  v non  appajutenente a un conlplesso 1inea~-e i l  tetraed9.0 
canonico Oc in un suo punto P 2 quel te traedro osculatore della c, 2-elativa 
a P che h a  come unn delle facce i l  piano priizcipale d i  v e c, i n  P, i l  
quale 1-ispetto a F ha le cooj.dinate (5J, 40,, 0, O) .  E (dunlniente) pev ln 
sviluppabile v i l  tett.ned9-o canonico 9, in 7c è quel tetj-aed1.o osculnto~.e 
della sviluppabile y, relat iva a n: che ha come uno de i  velstici i l  punto prin- 
cipale d i  v e y, in x, i l  quale vispetto a F h a  le coogvlinate (5J, -40,, 0, 0). 

b) Fer passare a O e 8, osserviamo che il piano principale di v e y ,  
ha rispetto R O 1' equmione (111) e quindi ha le coorciiiiate = 0, 5" = 0, 
5/11= 120,, [IV= - 5 J ;  ad esso, per le (79), corrisponde ne1 sisteina nul10 il 
piirito di coordinate ( 3 4  - 403, 0, O) rispetto ad O, ed anche iispetto ad F per 
le (63), e percib forma uii gruppo armonico con P s ( 1 ,  O, 0, O), Pt (O, 1, 0, 0) 
e col punt'o principale (5J, - 40,) 0, O) di v e c,. 

D~inque : il tetrnetlj-O 52 +.elntiuo a u n  piano n: d i  u n a  sviluppabile v 
n o n  appartenente a un conzplesso l ineare  è quel te&~=aedro  osculatore della y, 
9.eZativa a R un CUZ vertice è Pt ,  che é cauiugato arnaonico drl punto che 
ne1 sistema nul10 com'isponde al piano p7-i7icipale delle cm.ue v e c,, ? s i -  

( 6 5 )  Clle O e Oc (Q e !&)   in no distiiiti wxiie (1x1 teoreiiin del n." 36, 2' cnso j clie poi O 
r Oc  inn no tlistinti (la 9 s Q ,  ~ e y i e  & I I  11.' 33. 

Cfr .  (56).  
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spetto al punto P e al punto p?*imipnle delle svilu.ppabili v e y,. Dualmente 
si ha  O (e 7cT) ( 9  

'c) Ottenuti cos1 O e 9, i rimanenti tetraedri D, A ,  F se ne deducoiio 
coine ne1 priiî~o caso. 

5 9. Altri risultati. 

39. a) Gli enti geometrici considerati nei paragrafi precedenti in un 
punto .P di v li nbbiamo spesso riferiti a tetraedri locali differeriti (F, O e 52, 
O, e Q,, in geiierale 8 e a); ma per studiare le loro mutue relazioni con- 
vieiie ~ i f e v i ~ l i  t u t t i  a uno stesso tetl-aedm. Li riferiremo (limitandoci ai piii 
no tsvoli) al te traedro fondamentale F, ggivvadoci delle formule di trasforma- 
zione (63), (91) e loro duali,  cioè che se ne deducoiio scnnlbiwndo le coo?*di- 
na te  d i  puqlto con quelle d i  piano e 0, con - 0, .  

b) Qui si é a.lluso alla pseudo-dualità sempre considerata (fiii da1 II." 11). 
Na or convieiie considerare anche la  dualitk (effettiva) che nnsce se si fa 
corrispoiidere a ciasciin ente quel10 pola~me, cioè che gli corrisponde ilel 
sistema nul10 [il." 27, d)]. Ora, poichè le equnzioiii (79) di ta1 sistenîa riferito 
a O si mutano, per le (63) e (65), nelle 

risulta che : se F è il tetraedro di riferimento (coine supporreiilo d'orri, innanzi), 
da ogiii espressioiie O equazione relativa ad.  un ente si deduce quella relativa 
all' ente polare, sca~ltbimtdo le coordinate d i  punto con quelle d i  piano. 

Coi] tale scambio si deducono per es. dalle equazioni della curva v e 
della sviluppabile v riferite n F, e che sono le (54) e le duali, quelle di una 
sviluppabile v' e della curva u' (su0 spigolo di regresso) costituenti la va9,ietà 
polal-e di v (relativa a P). E da1 confronto delle equazioni delle curvc v e v' 
risulta che : v' coincide CO@ v se v appm-tiene n u n  conzplesso linect?-e ; i n  
caso cont~*avio v' hcc le stesse czwuatza~e d i  v ed elenzento Zine(11.e opposto. 
(D' accord0 col n." 14). 

c) Segue poi da a) e b) che, se in una espressione O eqiinzioiie rife- 
rentesi a un ente relativo a v si cambia 0, in - 8,, si ha quelln riferentesi 
all'ente 0??20~0go (e 11011 dilale O polnre) relative a v'. 

("7) Dnremo i i i  fine ciel n . O  43 iin7:ilti.n eostriizione di Pt e Er, e quindi di O e P .  
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23 G.  ANN NIA : Nuoua trattaziowe della g e o m e t ~ i a  

40. 11) Cosi, poichè (57) iioii dipende da O,, si ha che v e v' hanno in P 
10 stesso con0 quadrico osculatore C,, d i  equazione (57), e (dualmente) la 
stessa quadrica l imite  î, (e conica c,) osculatt,ice, d i  equazione (58); sicchè 
ta l i  en t i  sono ne1 contempo duali  e polm-i tra l o ~ o .  

b) E, poichè le varieta c, e y, sono autopolitri [n." 27, d )  e 11." 321 : v e v' 
hanno pure a couune  in P le varieth cG, e y,; ma con u f l c i i  scarnbiati 
(poichè alla curva e alla sviluppabile v' soi10 osculatrici rispettirameiite la 
curva y, e la sviluppabile c,). 

41. a) Il tett-nedro F d i  v in P è autopolare (coincide con 1' om.ologo d i  v') 
e p~.ecisanzente i ve?-tici P, Pt, P,, Pi, sono i .pol i  delle facce (duali) n,  n,, ny, np 
rispettivanzem!e. Perché con queste hanno a coinune le coordinate rispetto 

8 

a F [ i l ."  39, 6)].  
II) Risulta dalla (43) che il tetrciedvo D d i  v in P (n." 15) h a  per ve?-tici 

e quindi  (11." 22, avvo$enzn)  h a  pegm facce 

( 1  15) ('7 '7 '9 O), (O, ' 7  O, O), (51, O? '7 O), (-203, 51i 7 O? 

Dualinente [n.O 39, a)] : i l  t<?traedg-o A ha per facce 

(1 16) 
x = ( l ,  O, 0, O), n , = n , ( O ,  1, 0, O), 

7 ~ ~ ~ ( 5 1 , 0 , - 1 , 0 ) ,  ~ 3 - ( - 2 0 3 , ' 5 ~ l , 0 ? - 1 )  

Combinando per addizione e per sottrazione le coordinate dei quarti 
vertici di D e A, si haniio i punti E = @ O , ,  .TI,, 0, O), Pb = (0, 0, 0, 1 )  ; dunque : 
i velbtici d i  Dl A, F opposti alla faccia cowune .n appm-tengouo a u n a  nzede- 
s ima 9-etta che incontra la tangente ne1 punto E =(20,, 511, O, O) che fovnla 
con essi un gruppo agmonico. 

Dualmeilte: le facce d i  D, A, F opposte al ve?.tice comune Y appaqV- 
tengono n zcna nledesima re t ta  cize detefwzina con In tangente u n  piano 
E r (- 28,, SI,, 0, 0) che fotwux con esse tcn gjatcppo a~wionico.  

c) Cambin.r:do 0, in - 0, nelle ( l l4) ,  ..., (117), si hanno vertici e facce 
di omolo;hi tetraedri D', A' (tra loro duali) clie sono i t e f m e d r i  notvnnli d i  v', 
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proiettivu-diffwenziaEe delle curve sghembe 23 

e percib leg~zti a P coine D e A ;  essi dknno percib un punto E'r  (-20,, 51,, 0, 0) 
e un piano E'=(B,, 51,, 0, O) omologhi di E ed E, definiti in b). 

E si riconosce subito che : E ed E' (E ed E') S O ~ L O  'sepassati a~wzom'catuenle 
da P e Pt (TC e nr). 

. Ed inoltre che : Dr é polare d i  A, e A' d i  D [n." 39, b ) ] ;  D e Dr ( A  e A') 
sono distinti ,  naa hanno a comune t r e  vevtici giacenti in .x (tl-e facce pas- 
santi petm P) ed i quattro vertici allinenti con P (le quarte  facce formanti  
fascio con x). 

42. a) Consideriaino un tetra.edro osculatore qumuiique O della c, iela- 
tiva a P [n." 27,T a)], che percio ha due vertici su c,, che sono P e un altro 
puuto qualunque R di c,. 

1 vertici, che rispetto a O stesso haiino le cooidiriate (1, 0, 0, O), (0, 1, 0, O), 
(0, 0, 1, O),  (0, 0, 0, l), avrnnno rispetto a O coordinate del tipo 

(1, 0, 0, O), (3171, 1, 0, O), (3m2, 21n, 1, O), (m3, nz" ,n 1), 

per le (91); allora, npplicando le (63), si trova che : lb i fer i t i  n F ,  i ce?*tici e 
le facce d i  O hanno a. cornune (68) le segueqiti coo~'dinate 

(1, O, O, O), (3111, 1, O, O), (611t2+21, 4t72, 1, O), 

Il tetraedro 8 considerato dipende da1 parametro nt che fissa il suo 
vertice 3: solo assumendo per m u n  (qunlsiasi) invar iante  pvoietlivo d i  v 
(calcolato in P), si ha  un tetmedl-O O definito in modo intvinseco e inca-  
r iante  pel- collineazioni (e che percii, pub presentare interesse). 

Sicché si deve senzpve assumeve (n." 10) 

(l l9) = f ( % ,  , &  J, Il, J i ,  4, J2,-) 
oue f C funzione arbi tgm-in de i  suoi orgomenti  calcolctti i n  P, ci02 p u .  o=O 
(se P 6 l'origine degli archi 5 su v, conle supporremo). 

b) Cosi, per m = O  si ha il tetiaedro O col vertice R rie1 piaiio rettifi- 
cante (n." 26). 

Poi : i l  te t~aedjao canonico O, della curvn  v in P coincide con O se v 
appnr t ie~ze  n un co~nplesso lineare (n." 36, 1" caso); in caso cont~-nr io  é quel 
tetrnedl-O O che c o ~ ~ i s p o n d e  al valore m, d i  m (IL" 36, 2" caso). 
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c) Cainbiaiido 0, in -O,, si ha da ogni tetraedro 3 di v 1' omologo (Y di  v', 
i l  quale coincide col tetvaedro Q (duale d i  6) d i  v ;  sicché, in particolare, 
da O e O, si hanno i tetraedri SJ (n." 32) e 8, (11." 36). 

d) Supponiaino che v n o n  appartenga a un complesso lineag-e (0,+0). 
Allorn O e Q sono distinti (n." 33) ed hanno il solo vertice P e la sola faccia 7c 

a cornurie, ii i  generale. 
Perd : se i n  r (119) é fu?zzione pavi  d i  O , ,  O e a hanno a c o m m e  i p r i m i  - - 

t r e  vert ici  e le p?.znze t9.e facce, d i  coovdinate (118) ; poi i quar t i  vertici R, R' 
- - 

allineati con P e le  quaj$e facce p, p' fomzanti  fascio con 7~ (69). 
Cib vale in particolal-e (in = O) per O e Q, i qunli pef-cib hanno comuni  

i t7-e vei-tici P, Pt, P, (11." 26), e le  tve  facce z ,  zr,  TC,, (II." 32) (70). 

e) Se  invece m =(119) è funnione d ispar i  d i  0, i second$ veg-tici (le 
seconde facce) (118) d i  6 e a fo9mano un gruppo armonico con P e Pt ( 7 ~  e zT);  
la  vet ta conEune a i  te l-z i  vel-tici (alle t e m e  facce) passa per Pt (giace in 7cT) e 
detemzina cou l a  nowrtale p l inc ipale  i l  punto (piano) coniugato armonico 
d i  Pt (d i  z,) rispetto a i  prinzi due  (alle p r ime  due ) ;  l n  ve t ta  comune cri 

- - 
quar t i  vef-tici R, R' (alle qualSte facce p, p') inc0nt7~a la  normale pl-incipale 
e determina con questa e con z, (con Pb) due punt i  (piani) 

- - 
fovmanti con e R' (p e 7) un gvuppo awnonico. 

Cib vale in particolare per i tetraedl-i O, e Qc (qualzdo v n o n  appar-  
tiene a u n  complesso linenre), cowispondenti  a l  valove m, d i  m (n." 36, 2" caso); 
allora En seconda faccia d i  O, e i l  secondo velBtice d i  Q, sono 9-ispettivatnente 
i l  piano principale delle c u ~ v e  v e c,, e i l  p m t o  principale delle sviluppa- 
bili v e y, [il." 38, 2" csso, a)]  i quali hanno pe?.cib le coordinate 

Foi: i l  secondo vertice d i  O, e l a  seconda faccia d i  $2 sono i l  punto 
principale delle sviluppcrhili v' e c,  e il piano principale delle c w v e  v' e y,, 
ed hnnno pure le c o o ~ ~ d i n n t e  (121) (7i). 

(69) Cioé R e R' (2 e p') soiio piinti (piani) di c, e y, rispettiveineiite appertenenti n 
uiin stess:~ geiieriitrice del cono qiindrico oscii1:~tore C2 (n nnn stessn t:irigeiite della conicn 
osciilatrice c,l. 

('O) E non solo i priiiii clai. rrrtici e 1~ prime diie fnccv, corne fin qiii sapevaino. 
(7') P(w4iè sc Ofc, QI,  ROIIO i tetrmdri cniinnici di a', si lia O',=Q,, Q I , =  O , .  Cfr. n." 42, c). 
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Ne segue che : i due punti (piani) principali sono sepamt i  armonica- 
mente da P e Pt (n e TC,). 

43. La v non appavtenga a un complesso lineuve. 
Allora al10 spigolo PR, di O, (np, di 9,) appartiene un punto S=/= P 

(piano a + n), geometricainente definito ne1 n." 37. 
Dalle coordinnte (109) di S rispetto a O si deducono quelle rispetto a P 

inediante le (63), e si trova che : riferito a F il punto S ha le coordinate 

4 
(122) 6117,~ - 6Im, + 31, - - O,, 6me2 + 121, 3rit , ,  5 

e (quindi) i l  piano o ha le coordinate 

E le stesse coo~dinate  (122) e (123) hanno il  piano a' e il punto S 1-ispet- 
tivawente (loro polnri) velalivi a v'. 

Se ne deduce che : la ?.etta SS' (00') incontra la noq-male p?+ncipale e 
dete~wtina con questa e col piano zT (punto P t )  due punti (piani) 

4 
6n2," 6Im, - O,, 0, ~ I I Z , ,  , (314, 6111," + 121, 0, 1) 

forvzanti con S e S (a e 5') un g ~ u p p o  arnzonico. 
Il secondo punto (124) coincide col seconde punto (120) per rn=m,; 

dunque : la ret ta SS' e la 9.etta RCXc (congiungente i vet-tici d i  O, e a, opposti 
nlla faccia cotnune n) concowono i n  uno stesso punto del piano rettifi- 
cnnte nT; e (dualmente) la ret ta a5 e la ret ta p,pl, (contune alle facce d i  O, 
e 9, opposte a P) giacciono in uno stesso piano passante per Pt. 

Essetido geoinetricamente definiti O,, 8, (e quindi Re, R',) [IL" 38, 2' caso, a)] 
ed S, S' (11." 37); l'ultimo teovema da una seconda definizione geornet.rSica del 
piano n, e del punto Pb, e quindi dei tetraedri O e 51 (73). 

('2) Si ottengono dalle (122) cainbiniido 8, i n  - O,, ed :dlora ?ilc = (107) di vent:^ - n t c .  

(73) La pri~ua 13 q u e l l ~  (lata ne1 n.' 38. 

Annali di dfateinatica, Sarie IV, Tomo I I I .  
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Sulle varie& abelinne reali. 

Memoria 2' di ANNIBALE COMESSATTI (a Padova). 

(Vecli l n  Memoria ln negli < Anridi di h&teiiiatica », serie IV, torno II, pngg. 67-106). 

5 4. Proprietà reali dei sistemi Z appartenenti alle varietà 
abeliane. Il problema dei gruppi semicanonici reali. 

13. Trasformazione delle 9. - Sin Tr, una variet& abeliana d i  tipo reale, 
corrispondente ad uiia tabelia normale del tipo (VII) (iiicluso il caso h = O, 
in cui la (VII) si riduce alla (V) con e,  = e, = ... = e, = 1)  nella quale, come 
sempre, suppoiremo che le E,, abbiltno i valori di uno degli schenzi na. -  
n t d i  (VIII). Poichh la relazione normale corrispondente ha  i divisoi'i uni tai'î, 
cosl il relativo sistema CD, è un sistema Z (n." 9) e le sue variet& son iioto- 

\ 

riamente rappresentate, al variare delle ci, dalle equazioni 

(1) #('Mi.- CI, Ug - Cg, ..., UP - c*) = O, 

il cui primo inembro verrà spesso abbreviatameiite indicato con 9[u - cl. 
- 

I l  sistema Z A trasformato in se stesso d s  tutte le simmetrie di E u , t  y, ( 4 9 ) 7  

iii quanto la corrispondente sostituzione (IX) sui cicli niuta in sè la rehzione 
normale, ed anche, per analoga ragione dalle uti r - u, + 6,; cioè insomma, 
se 5 lion è singolare, da tutte le simmetrie di V, (n." 6). Fisswtn unw, S, di 

.- 
queste simmetrie, ad esempio, come a noi converrh, la zt', r u,, e detti ci, di 
i pamnzet~-i  (cioé le costanti .delle relative equazioni (1)) di due varietà V, 'CI' 
di 2: in essa corrispoiidenti, ci proponiamo di esprimere le c', mediante le ci, 
cioè di scrivere le equazioni ( P a  i parametri) della tmsformazione indotta 
dalla sinzrnetria S entgso al sisterna 2 .  

PoichA dall' equazioiie 8[u - cl = O  di V, si deduce subito per V' 1' equazioiie 
- 

(2) - 8[u - cl = O, 

cos1 tutto si riduce a trasformare il primo membro della (2) in una 9[u - c'], 

(49j Qui per ovitare equivoci, indictiiamo le  co~tant i  delle sinimetrie con Ti, B i  aiizichè 
con ci, di. 
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cioé ad esprimere la 9 niediante la 9. La possibilita di tale espressione é 
a pviovi garaiitita dall' equiualenza fra la tabella normale e la sua coniugattr, 
ch'è pure normale (n." 9). 

Tratteremo per seinplicità il probleina nei d~ie  casi (diasim?zett.ico ed 
o?~tosim~îzetrico) corrispoiidenti n p = 2, A = 2, che d&nno indicazioni piii che 
sufficieiiti per la discussione - del caso generale. 

Se, indicando provvisoriamente con a,, i periodi ai cicli N,,  ricordiamo 
clie 

abbiaino intanto subito 

e qliiiidi ilel cnso clinsim~zet~.ico in ciii 

teneiido conto che, se m é intevo, si ha seinpre 

risultn. 

cioh, pei. lit pnvitd della 9 

Iiivece ne1 cas0 o~*tosi~tt~~zet~-ico, aveildosi 

(50) Ne1 confrorito co l l :~  definizione di  R I R M A N N  (KRAZEIZ, $4) si tenga lmarnte In cliffe- 
renza delle coiirenaioiii circa i periodi ai cicli dfi ((1 i~ivecr di ni). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



A. COMESSATTI: S~clle varietil abelians reali 29 

Cosi procedendo si ottengono in generale le seguenti formule d i  trasfo?*- 
rnazione delle 8 

inediante le quali dalla (2) si deducono per la t?easfo~v?zazione indotta entqao 
al sistenza 2 dalla sirnmetria uti r Üi le seguenti equazioni 

- 1 - 

(XII) 
c ' ~ = C ~ + -  c ' ~ = C ~ ( ~ ? )  ( h = 1 , 2  ,..., 1; k=h+l, . . , ,  p) 

- 
2' 

0) c', = ci (i = 1, 2 ,..., p). 

La deduzione delle aiialoghe equazioni corrispondeiiti alle altre siinmetrie 
è iminediata, dato che esse . son prodotti della di r Üi per t ~ ~ a s f o m ~ a ~ i o n i  
ovdiuavie ; e d' altronde presenta merio interesse perché, corne fu osservato 
piii volte, ogni simnletria dotata di  punti unit i  è riducibile (scelti opportu- - 
nainente i parametri) alla u', - ui. 

Sul modello V,'" dove u', r U i  é il coniugio, direino addirittura che le (XII) 
son le equazioni del coniugio d i  Z. 

14. Varietà reali di Z e trasforniazioni di prima specie che le niutano 
in  sè. - Per comoditk di discorso ci riferiremo al predetto modello VP('), 
con che resta sottinteso che consideriaino solo varieth dotate d i  pzrnti 
reali. 

Le condizioni perché uiia varieta 9 sia reale, sono espresse ddle  (XII) 
nelle quali al posto delle c' si scrivano ancora le c. Ne1 cas0 ortosiininetrico 
si ottengono cos1 le stesse equazioni che servono a determinare i par;iineti.i 
dei punti reali di VP'O) ; sicchè trascrivendo la (8) del n." 7 (cfr. n.' 12, 1) troviamo 
per i pa9.a?îzet?-i delle 8 reali ne2 caso ovtosinzmet~ico i valori 

nella cui formulazioiie seguiamo le convenzioni dei 5 2. 

(ji) Aggiringeiido ai secoiidi iiirmbri i l  periodo al ciclo Ni + N o  + .... + N l ,  si oeclr - 
ohe nlle (XII d) posac~tio sostituir.6 le e't, = c h + j , ,  (11 = 1 ,  2,,.., p) con j r t -  i(mi +TI,?+ ....+ v~A) .  
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Invece i pal-ametvi delle B reali  ne1 caso diasimrnetrico, hailno i valori 

che si desumono facilmente dalle (XIId) (52). 

Le (8) in corrispondenza ai valori che pub assumere la seinicaratteristica 
a secondo membro, dhnno 2p-A sistemi d i  9 reali,  che in certa guisa fan 
riscontro alle 2p-A falde della varietà; le 9 di ciascun sistema ottenendosi al 
variare dei parainetri reali vi. 

Ogni varietà $124 - c] = O ,  è mutata in SB da una (ed uiia sola) trasfor- 
mazione di la specie T, di equazioni uti r - ui t 2ci ; viceversa uns T di 
equazioni u', = - ui + y, muta in sè 2%" varietà 8 (reali O no), i cui parametri 

Y. si ottengono aggiungeiido a 2 i 2?P seiniperiodi incongrui. 
2 

Se la 8[u - cl = O è g.eaEe, cioé se le ci hanrio i valori (8), le costanti 2c, 
della T risultano congrue a nuineri reali, cioè T é g~eale e muta  in sé tutte 
le falde d i  V,[O) (n." 7 ) ;  viceversa se le y, soi1 congrue a numeri reali, la T 
muta in sé 2"vh 8 g.eali che, ridotte le y, reali, hanno i pag.anzetvi 

Il numero delle 9 reali mutnte in se da T 6 duiique eçuale a quel10 dei 
p~inti uniti reali di T (n." 7);  e cosi comincia ad afferlnarsi anche lael campo 
veale quella recipi-ocità fra i punti di V, e le varieth 9 di 2, che notoria- 
mente sussiste ne1 campo complesso (j3). 

E iioto che una 9 [ u  - cl = O  contiene 2 " - ' ( 2 P -  1 )  punti uniti della cowi -  
spondente T. Ricordiarno brevenlente come si giunge a ta1 risultato. 

Gli argomenti dei punti uniti di T sono c,  i- oi (ai seunipeq-iodo) ; quiridi 
En coudiaione d'nppartenenza d i  quei punti alla 9 [ u  - cl = O, è $-[a] = 0. 

(") Se queste congruenze si scrivono sotto la forma della notk precedente, ei trova ~ub i to  
1 e = r + - j + (0, 0, ..., O ,  hh+, , hh+*, ..., ha) dove jiL non è (corne ~ h )  nrbitrnrio, iun l ia  i l  vnlore 
2 

1 yrodetto; ed i vnlori cos1 ottenuti coincidono cogli (8 d) perchè - j i ,  differisce clal scmipe- 
2 

riodo (1, 1 ,..., 1, 0 ,..., 0) per nna qiiantith yenle. 
(53) Per p = 2, cfr. E~itr~uss-Sitv~itr,  jlé?iiOil.e sll.1. les szwfnces hyperelliptiques. [Acta 

hletli., vol. 32, (1909) pp. 283-392 e 33 (1910) pp. 321-4031 n.O 23. 
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Essa é vevificata allora e solo che i l  senzipeî-iodo oi ha cawztteristicn 
d.i#preri. (54), cioh appunto per 2@-i(2p- 1) valori di quella caratteristica (n." 5). 

Se. la 9, e quindi la T, A reale, quanti P a  i p?'edetti punti son real i?  
Percid bisogna che gli tirgomenti C ,  + o, abbian valori spettanti a punti 
reali ((8) del n." 7 ) ;  quindi, tenuto conto delle (9), che i l  semipeliodo oi 

abbia una caratteristicn dispar i  del tipo 

Se oca ricordiamo (n.' 5) che ogni seinicaratteristicn del secoudo gruppo, 
esclusa la senhicaratte7-istica impropria (0, 0, ..., O) appartiene a 2"-' caratte- 
ristiche dispari, troviamo subito che le caratteristiche (10) e quindi i punti 
u ~ z i t i  veali cercati sol20 2p-i.2p-A ne2 caso diasinzmetrico, 2~-~(2~-" 1)  ne1 

caso 01-tosi?îzrnet~-ico; giacchè ne1 primo si possono dare ad hA+,, hh+2,..., hp 
tiitti i 2p-' valori possibili, ne1 secondo bisogna eccettuurne i valoj-i nulli. 

Inoltre negli argonlenti ci + cri dei punti uniti, che son del tipo (8) (a." 7), 
la semicaratteristica a secondo membro varia soltanto al variare delle h 
nelle (IO), mentre le g d&nno contributo alle parti reali ; e tanto basts? per 
concluderne che i punti unit i  considerati si distribuiscono a 2p-' a 2p-' su 
tante falde di  VP<", quant'8 nelle formde  p e d e t t e  i l  coeplciente d i  2p- l .  

Ne1 caso diasimmetrico queste sono 2p-> cioè tutte le falde d i  VP(O); 
invece ne1 caso ortosinzrnetrico rirnane esclusn una falda, ch' A quella aveiite, 
nella (8) del n.O 7, la stessa semicarntteristica delle costanti ci della 9. 

Analogamente si prova che per un punto unito reale d'una T reale, 
passano 2"-' . 2 ~ - ~ ,  O risp. 2p-'(2p-' - 1) 9 rea l i ,  ecc. 

Se p = 2 le formule ottenute esprimono il riuinero dei punti doppi reali 
della gS sopra una curva reale di I: ; in perfetto .accord0 col n.O 8. 

14. Il problema dei gruppi semicanonici reali. 1. Caso delle curve con rami 
reali. - Nelle conclusioni predette A quasi internineilte contenuta (almeno per 
le ciirve con punti reali) la  risoluzione d'un interessante problema, se,;nato 
dalla magistrale impronta dell'opera kleiniana ( 5 5 ) .  E il problema di determi- 

(54) KRAZIGR, Cap. VIT, 0 1. Questo n11iieno ganiado' i stoduli sono gene~ali. 
( 5 5 )  ~ f r .  KLEIN, Uebe~  Bealit~tsuevh~lti~isse (citntn), Rientmcn'scl~e Flii'lachsw, P:~rte I I I .  

La tirannia del10 spazio o'impedisoe d'illustrnre con nmggiore aiiipiczxa i molteplici rnpporti 
della questione colln teoria delle 8-Riemanniane, e di ricnrc1,zre al lrttore le liiier genernli 
dei proc~limt.nti di KLEIN. Ci riaerbinnio perb di ritnrriarvi in n1ti.o Iiiogo. 
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nare il iiumero ed il cornportainento dei gvuppi semicanonici ?.enli, d' una 
c u w a  veale C di genere p (gruppi I',-, di p - 1 punti, che contati due volte 
son gruppi canonici), cioè i l  numeva degli 8,-, reali p - 1 tangenti della 
c w v a  canonica (reale) C,,-, di S,_, (bitangenti della quartica piaiia, piani 
tritangenti della sestica sgheinba di genere 4, ecc.) e la distlaibuzione dei loro 
cuntatti sui rami di C. 

Per precisare nei riguardi di quest' ultimo punto la posizione del problema, 
indichiamo con p ( > O )  il numero dei rami di C, e riuniamo in una stessa 
classe tutti i gruppi di p - 1 punti, Gp-,, reali, i cui punti renli  son distri- 
buiti con data pnrità sui rami di C. 

Otterremo tante classi quaiit'è il nunlero dei sinlboli [ t , ,  t,, ..., tP] iiitro- 
dotti a l  n." 8, cioè 2p-', oppure 2i-L-"1 secondo che p è minore od egiiale 
a p i- 1. Diremo breveinente con KLEIN, che tante son le classi con~binato- 
riamente possibili. 

Ricordiamo ancora da1 11." che il carattel-e m a l e  h di C vale p t 1 - y, 
e che ad ognuna delle (2+' O risp. 2p-'-1) classi predette, corrisponde uiia 
falda della VPO>, imagine reale dei Gp-, di C. 

Sia W,(O1 la varieta d i  Jacobi imagine reale delle setoie l ineari  d'ov- 
dine p d i  C. Ai punti d'nna varietb 9 di W,(O1 corrispondono su C le serie 
i cui G, son contenuti parzialmente in una g,:~: e viceversa; in particolare 
se la  g $ ~ :  risulta dall' aggiuilgere alla serie canonica un punto fisso O, le serie 
individuate dai G, che hanno quel punto conle fisso (56). 

Qunndo O è reale 10 è anche la varietà 9 corrispondente, che indichereino 
con V ;  e l a  T di la specie che muta in se V e imagine della corrispondenza 
fra i Gp per O che si ottiene nssociando due Gp provenienti (aggiungendo O) 
da due G,-, n~utuanzente 4-esidui zi-ispetto alla serie canonica. 1 punti uniti 
di T appartenenti a V provengono dunque dai l',-, semicanonici, e pertanto 
il iiuinero di questi gruppi ?-enlé coincide con quel10 dei punti uniti v'eali di T 
appartenenti a V. Si ha  dunque, in base a1 n." precedente (e posto A=p+ 1 - p) 
la conclusione : 

I l  numero dei gvuppi semicanonici reali  appartenenti ad u n a  curva 
reale C, d i  genelse p, con p ) O r a m i  9-eali, è 2"-' -2p-' ne1 caso diasimme- 
trico 2*-'(2r-L-'- 1 )  md cas0 09-tosinznzetrico. 

Si vede poi subito che due I',-, di classi diverse, aggregati ad 0, d5tnno 
due G, pure di classi diverse, cioè corrispondenti (n." 8) a punti di falde 

(56) Cfr. la min Nota, Sul le  twcfifomonzioi~i Hennitinne delle  unrietri d i  Jncobi. [Atti 
Acc:id. Toriiio, vol. -50 (1914-15), pp. 4-39-4551 ed il Cap. IX del K R A ~ R .  
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diverse di W,("), e viceversa: sicchè la distribuxione dei  I',+ in classi, corri- 
sponde a quella dei punti uniti r e d i  di T sulle fctlde di W,(O). Sussiste quindi 
il teorema : 

Una classe conibinato7-iamente possibile, che contenga g m p p i  semica- 
nonici s-eali, ne  contiene 2g-i. Nel caso diasinamet~.ico e ne1 caso 09-tosinz- 
mets-ico massirno (1 = 0 )  cib si vevifica pet* tutte le classi: negli alt9.i casi 
ovtosintmetvici una  classe rirnane esclusa. 

È questa la classe corrispondente al simbolo [l, 1, ..., 11 cioè quella degli 
Sp-, aventi u n  nunzero dispal-i d i  contatti  con tut t i  i r a m i  d i  C,,-,. Ci 
limitiamo ad e~nnciar lo  seriza diinostrazione, riservandoci di tornare in altro 
luogo suli' argomento (57). 

15. Il problema dei gruppi semicanonici reali. II. Caso delle curve senza 
punti reali. - La discussioiie di questo problenia ci condurrà anche a preci- 
sare il camtteg-e delle tnbelle n o r n d i  cowispondenti alle culsce pvive d i  
punti 9-eali, a complemento di quel che si é gih detto al n." 8 (cfr. il n." 12, III). 

Riprendiamo, da1 n." 8, la coiisiderazione delle W,") imagini reali delle 
serie lineari d'ordine q )  (p d' una curva reale C, che, conîe si è osservnto 
sono altrettanti modelli f-eali della Vp di JACOBI relativa a C ;  e mostriamo 
che se C non ha r a m i  venli due n~odell i  siff'cttti, cowispondenti a valori 
d i  q ave~ t t i  divema p a ~ i t à  possono esser distinti d i  f?onte alle t ras fo~nza-  
zioni bij.azionali reali. 

Difatti, sin u,, zc,, ..., u, un sistema d'integrali veali e no?wal i  di C ;  e 
ricordiamo che, fissata 1' origine delle integrazioni, le equazioni del coniugio 
di C saranno del tipo ut,. 5 u ,  + y,., colle y, congrue a numeri imaginarî 
puri j,. piii un semiperiodo reale a,. (n." 6). Dette U,. le somme degli u,. nei gruppi 
GPCh di C (che sono integrali di la specie di VJ, la trasforniazione indotta 
fra le serie lineari d'ordine p + h da1 coniugis di C, ha per corrispondente 
su V, la sirninetria U',. = D, + (p +- h)y, dalla quale proviene il mode110 
w$, (su coi quella simmetria è il coniugio, e gli Ti,. son reali e nornîali). 
Ors, se p + lz é pari, si ha ( p  +- h)o, = O ,  quindi quella simmetria è 
Ur,. U,. + ( p  + h)j,, cioè (n.' 6 )  è della stessa classe d i  Ut, .  = Ü,., inentre 

(57)  Ln clnuse corrispotidente a1 ~inibolo [l, 1, ..., 11 va escluus melie ilel caso ortosini- 
m t r i c o  innssiiiio, ma allorn, noii P ,  ne1 nostro senso? combiitntorinmede possibile, perclié 
t ,  t t2-+ .... t t p  > p - 1. NIA confroiito col numero precedtinte si tengn presentr d ie  se 
p = p +  1, .V lin, NIML fnltl<c <li ?,teno d i  I1T,(O), di giiioa che i piinti iiniti reali di 1' npp:irtu- 
nenti a P sono rscliisi (ln, [Inn, faldn d i  T&@). 

dri~iali di  Matematica, Serie IV, Tamo III .  I 
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se p + h è dispari  si ha ( p  -!- h)5, - a,., quindi quella simmetria noii 0 dolln. 
classe di U',.= UV, almeno qn.mdo O,. + O ( 5 8 ) .  

Torniamo ora al nostro probleina, esaminando separatamente i due casi 
del genere pari e dispari. 

a) GENEBE p PARI. Sappiamo (11." 8) che A = p, ed allora ~iell' espres- 
sioiie di y,. inanca (n." 6) il semiperiodo a,.. Iiîoltre essenclo p - 1 dispari, 
notz ui sono r,-, reuli. 

Detta O l'origine delle integrazioni, e, coine prima, V lri, varietg 8 corri- 
spondente ai G, col punto fisso O, se associarno due punti di V quando pro- 
vengono da due G, ottenuti aggregando ad O due iJp- ,  coniz~gati~ otteniamo 
su V un% simmetria rappresentata dalle equazioni U',. r U,. -4- (p - l)j,, che 
si pub estendere a tutta la V, ( 5 9 ) .  Tale simnietria A della classe d i  Ut,= Ü,. 
sicché il inodello reale V,(O) corrispoildente (esseiido X = p) ha una fulda ; 
e su di esso la  V è reale. Se V,") fosse di tipo diasiminetrico la B conter- 
rebbe 2"-' puiiti uniti della corrispoildente T (n." 13) e quindi esisterebbero 
altrettnpti l',-, reali. Ma cib è nssurdo, dunyue V,(OI e quindi (anche) la tnbeUa 
nommEe ~*eZativa n C ha cccmtte~v ovtosinznzet?*ico. 

b) GENERE p DISPARI. Consideriamo su  C le serie lineari d' ordiiie p + 1, 
.y,+,, che in generde hanno la  dimerisione .l, e trn esse quelle veali, alle 
qnali corrispoildono i puiiti reali di W$",. 11 coniugio suboïdiiia tra i loro 
eleinenti un'n?ztip~*oiettività involutwia, che n priovi (essendo dispm*i 1s 
diiileiisione dell'eiite) pub nvere O iio elen-ienti uniti quiiidi a p?-iori 
tali g,,, reali possouo essere di due tipi nettamente distinti e non deducibili 
uno dall'altro per cotititiuitti. Durique TV;\, ha utm o due faldr? (una ne ha. 
çerto in corrispondenza alle g,,, iiidividuate dai G,,, reali). 

Provistino che nori pi16 verifica~si il primo caso. Difatti esseiido W z ,  uii 

inodello reale di 5 con puiiti reali, sarebbe (11.' 7, 8) h = p c quindi il co- 
u 

niugio di C avrebbe le equazioni ut, = u, f j , . .  Ma allora i gruppi di p piinti 

P corrispondeiiti &lle somine Uh 5 + jla nuinero reale arbitrario) sareb- 
2 

bero' reali, il che è assurdo perché p é dispari. Duiique w;:, h a  due f d d e  
e A=p-1. 

( 5 S )  Se C lia punti reali I n  qucslioiie non si prceeritn. peroliè, rveiitlo il coniugio yiinti 
uttiti, è u,.=O, simi ~i pub ndrlirittu~a R I I ~ ~ O I . I . C .  yr==O, scegliendo corne origiiit. un piinto renie. 

(5Y) Le U,. son soiiirne relative :L grn11~1i d i  p pnt~ti tli C. 
( 6 0 .  SKGRIC, Le mppwsei~tnzioni  1-ecili  d e l l e  .foi.we complesae, ecc. [Math. Ann., vol. 40 

(18423, Dp. 415-4671 pnz. 431-3.2. 
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Sulla WFL, consideriamo la 9 veule corrisponderite alle gp+i iiidividuntc 
dai GD+, con due putiti fissi A, B imaginari coniugati. Easa ha zma sola faldn 
perche le g,,, reali che contengono la coppia A, B appartengono tutte al 
primo dei tipi sopra considerate, in quanto la  serie residua è una g,-, reale 
clie in generale riducesi ad un solo g ~ ~ u p p o  reale. 

Se la  WS, fosse di tipo diasimmetiico la varieta 9 predetta conterrebbe 
2. 2p-i punti uniti della relativa T, divisi in due gruppi, ciascuno di 2p-' punti, 
appartenenti alle due falde di WfA, e quiiidi avrebbe anch'essa due falde. 

Duiique la Wp;, .(ci06 la  tabella normale relativa a C) è di tipo ortosimine- 
trico, ed allora il iiuinero dei punti k i t i  di T, che, corne si vede subito dk 
ancora il iiuinero dei gruppi semicaiioiiici i ed i ,  é 2p-'. III coiiclusioiie : 

UIUL c w v a  veale C, d i  genere . p ,  priva d i  punt i  venli,  ha ca?.atteq:e 
reale h = p O p - 1 secondo che p è pa9.i O dispari ,  e n ~ n t ~ i c e  nomzale  
ortosirîzrnet&a ( O i ) .  Il nunzevo de i  suoi  p u p p i  semicnuo~iici  9-eali vale 
r ispet t ivamente O O 2"-'. 

Pertanto anche in questo caso ognuaa delle clnssi co?1zbigznto7*iamente 
possibili, contiene 2p-' grupp i  serrtica?aonici ?*eali. 

g 5. I l  caso critico nella classificazione delle superficie 
di Jacobi e delle curve di genere 2 reali. 

16. Posizione del problenia e programma della discussione. - Dalle con- 
clusioni del n." precedente, e del ne0 8, risulta che data una matrice norniale 
di tipo reale, corrispondente ad uha curva reale C (62), è perfettamente deter- 
iiliiiato, dagli elenlenti caratteristici fin qui considerati, il nunlero dei rami 
renli di C ed il suo carattere diasiinmetrico od ortosimmetrico, fatta eccezioiie 
per le mail-ici ortosilnntetriche d i  c a m t t e r e  vealc A= p o p - 1 (secondo 
clie s, è pari O dispari) a cui possono corrispondere sia curve con p + 1 - A 
(cioè risp. uno O due) rami reali, sia curve prive di rami renli. 

(61) Se la distinziune fra ciirve di tipo dinsiiniiietrico ed ortosimnietrico. s i  basn, con 
KLRIN, su1 noto cnrattere topologico dellu corrispoiideiiti superficie di RIEMANN, le c u v e  
prive di ranii reali fini1 t11tt.e di tipo diasimmet~ico. 

(62) LR inatrict: rîormnle s i  fiuppone iii ogni cnso deteriuiiinta parteiido ù;ill:b relazione 
d i  R I E ~ I A N N  di  ciii ~i pctrlit 111 n.O 12, 111, pei  niollo dn, eliiniiinre ogiii ninbi,viiità, anolie ilel 
cnso delle clcrue singolari. Qiiestlipotesi è iiiiplicita nelle consi(1ernsioiii dei due niinleri 
precedenti. 
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Nasce quindi il problema di distinguere i due casi, sempre in base ad 
olemeiiti dedotti dalle tabelle iiormali : alla sua discussione, nel caso del 
gene2.e due, è dedicato il presente paragrafo ("3). 

Per precisariie bene la posizione, partiamo da uiia matrice no?wzale 0 2 3 0 -  
si.i)wzetrica d i  geneî-e e caqBatte?-e reale egunli n 2 

ed iiidichiaino con Po) la supeî-ficie d i  Jacobi w a l e ,  con u n n  faldn ad essn 
corrispondente. 

Inteudianio con cii,, a norina dei nunieri 4, 6 (le cui coiisiderazioni si 
trasportiiio a tabelle iiormali) di riferirci a1 mode110 (deteriniiiato a, ineno d' una 
trnsforinazione birazionale reale) corrisporidente alla simmetria zrri r Üi (O ad 
uii'nltra della. sua classe); inentre il inodello I;iC0) corrispoiidente alla siin- 
metria ufi r - ui (per cui gl'iiitegrali normali della (1) non sono 7,eali) si 
associera alla mat~* ice  co>î~plen~entare della (1). 

La superficie P'" contieiie, entro al sistema 2, delle curve C'O) (di geiiere 2) 
~.ecdi, che, a nornm delle (8 O )  (n." 14) son quelle corrispondenti a valori v e d i  
dei paranletri ci delle 9. Esse haiiiio come tabella normale la stessa (1), e 
quindi (11." 8) possono avere uno O xe7.o rami reali (64): peri, in ogiii caso 
souo tutte dello stesso tipo, perché, come si vede subito, posson dedursi uiln 
dnll'altra mediante~trasformazioni di 2" specie (u', = ui + ci) veali. 

La stessa FO) è poi l'inzagine veule pvopria, ne1 senso del n." 8, delle 
coppie di puiiti d' iina sua c'O). Per quanto ci0 enierga senz'altro dalla rappre- 
sentaaione trnscendeiite, si pu0 persuaderseiie per via geometrica, conside- 
rando il sisteina reale oo', I' costituito dalle curve di 2 che passano per un 
punto 7-eale P di Fol, ed associaiido ad ogiii coppia di puiiti di C'O) i'ulteriore 
iiitei.sezioiiemclelle due curve di i' da essi deterininate. 

("3 P m  p = 1 il problema non ha senso ginccbè nd uns  niatrice / 1, i~ 1 oorrispondoiio 
tniite ciirve coi1 di ie  m m i ,  provenieiiti dalle sirniiietrie delln classe di u'=& quniito ciirve 

- 1 
pvive di vnmi, provenieiiti dalle sirniiietrie delln classe di ~ L ' E  ZL + -, gii~ccliè in qoeeto 

2 
cnso In curvn coincide colla propris vnrieth di Jacosr. 

(64) Si noti,che, se C(0) non lm p~iiiti reali e ~i nssllii~e (611 8uo p111110 coii~ti origine delle 
intrgr:ieioiii, le  eqiinzioiii del coiiiiigio noii rii~iniigoiio più 1r1 ,= î l i .  
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Viceversa se si parte da uiia curva reale c'O) di senere 2, avente coine 
matrice normale la (1)) cioè (11.' 8, 15) da uiia curva ortosinîmetrica con un 
ramo reale, O da uiia curva priva di rami reali, l'imagine reale propria FCo' 
delle sue coppie di puiiti é del tipo predetto, ha conle' matrice iiormales la 
stessa (l), ecc. In conclusione : 

Ad una nmt~- ice  novmaZe del tipo (1) possono coî-rispondel-e supeq'icie 
di  Jacobi F(O) 3-eali, con una falda, e cus-ve m a l i  C'O) d i  genere 2 d'uno 
dei due t ip i  seguenti: 

a) Supeg-ficie su cui tutte le C(O) veali hanno u n  ?.alno veale; 10 diren~o 
il caso propiccrnente o#*tosimnzet~*ico ; 

b) Supevficie su cui  tutte le C(O) veali son prive di mwi 1,eali; Io 
diremo il caso i21~~1.021ricsntejtte o~~touir?mntet~*ico. 

Pcr stabilire in base alla hbella (1) la distiiizioiie fra i due casi, parti- 
rem0 dall' ossesvnzioiie, fatta al n." 8, che due ctwve c'O), c,"' cowispo~~dent i  
n ?nçltg-ici ( 1 )  complerîze?ztn~*i, e le 9-elative supevficie d i  Jncobi F ' O ) ,  Fi(0) 
appal-tengono l 'unn a2 tipo a), l'aîtra al tipo b). 

Questa osservazioile fa. i n  travedere 1' esistenza di un rapport0 fra il tipo 
della C(OJ e della FO), ed il detemninante A = -c,,z,, - zi, della (1) (che per 
la coiidizioiie del 11." 12, IV 15 positivo) appena si ricordi la relazioiie 1 6 A A ,  = I 
che iiitercedezfrn i determinanti di due matrici complementari (n." 4 e n." 12 V), 

1 
dalla quale si deduce che ai vdori di A (O di A,) > corsispondoiio i valori 

4 
1 

di A, (O di A) <4. E la previsione, è come vedrenio, confermata da1 &gueiite 

teorema : 
I casi prop~ianiente ed impropviamente o~.tosinwaetrico C O I - I ~ S ~ O ~ ~ O ~ O  

, 1  1 1 
9-ispettivamente .a A < - ed n A > -. Ne1 caso d i  tvansizione A = - le due 

4 4 4 
supe?-ficie F0), Fi(') coincidono (si equivalgoiio per tr;~.sbrinazioui reali) e In 
c u m a  c'O) si spezza in due c u m e  ellittiche hag ina l - i e  coniugicte (uiisecaiitisi). 

Ecco infioe uoa breve visione d'assieme delle fasi attraverso coi passe ri^ 
ln nostra discussione, a titolo di programma dei numeri seguenti: 

'1) Date due, matrici (1) entrninbe con A > si pub piissare con 
4 

continui th dall' uiia all' altra senza che cessi d' esser vesificatn la condizione 
(A > O) d'esisteriza della F'O', e senza, che la curva del sistema X (corrispon- 
dcrite alh i.e.li~zioiie iiorinale) si spezzi, giacchè tale speBzaiiîento pub vesifi- 

1 
carsi solo per A = Poicliè duraiite tnl variazioiie 'le curve reali di Ccu1 iioii 4' 
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possono cambiar tipo, ne segue che nou cambia neppure quel10 della super- 
1 

ficie FO), e quindi che i due tipi a), 6) corrispondono l'uno a A > - I'altro 
4 '  

1 
II) Se A = - la superficie di JACOHI corrispondente alla (1) è singolare 

4 
ed ammette una trasforrnazione birazionale singolare che muta l'una nel- 

- - 

1' ttltra le due simmetrie di r ut,  zc', = - ui ; quindi F'O) ed Pi(') sono equi- 
valenti per trasformazioni reali. Inoltre le curve C di Z si spezzslno iii due 
curve ellittiche unisecantisi, che, quaiido C è reale (cioè è una C'O)) sono 
iinagiiiarie coiiiugate; viceversn ad ogni superficie 8"') delle coppie di punti 
di due curve ellittiche imaginarie coniugnte, corrisponde uiia matrice (1) 

1 
III) Il caso. impropriainente ortosinmetrico corrispoiide a A > e 

4 ' 
1 

quindi il cnso propriamente ortosimnîetrico ri. A < -- 
4' 

1 
17. 1) Scparazione dei due .tipi in base alle disuguagliauxo A Z-  - 

4 ' 
- 

Supposto, coni'è lecito (cfr. la nota (")) r,, > 0, poiiinino r,, = v2x,  T,, = vSy, 
zi2 = zei = Z, ed iiiterpretiamo le x, y, z corne coordinate ortogonali di punto 

1 
in S,. Allorit le due equnzioni A -0, A - divengorio 

- 4  

e rappreseiitaiio la prima il cono ~ o t o ~ z d o  r generato dalla rotazione degli 
assi x, y intoriio alla loro bisettrice x = y, 1' altra l'iptwboloide n due fnlde 
g'otondo J consside, generato dall'iperbole 8xy = 1 (z = O), del quale I' è il 
Couo asintotico. 

Ad ogni punto del semispazio cc > O (z,, > O) i n t e m o  al couo I' ( A  > O), 
cioi: alla fcddn I', di I' generata dai semiassi positivi x, y, resta cos1 asso- 
ciata uiia tabellit (1) soddisfacente alla condizione d'esistenza A > 0, quindi 
uiia superficie Po) : viceversa ad una ta1 superficie corrispoiide uii sistema di 
Puiiti (proveiiieiiti dalle tabelle equivak?uti i~lla (1) ne1 sens0 della nota (")) 
iliterni A I', e giaceiiti tutli (per l'invariniiza di A) sulltt stessit fitlda dell'iper- 
boloide Z* - 2xy = A.  
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A. COMES~ATTI : Sulle varietd abeliane ~ea2i  39 

1 
1 punti per cui (oltre a T,, > O e A > O) si ha A > - sono interni alla 

4 
1 

falda JO di J giacente ne1 sernispazio 11; > 0, ed i punt i  per cui A < - sono 
4 

cornpresi fra JO e r,, ci06 sono esterni a d  JO ed interni a l?, (Fig. 1). Le due 
1 1 

regioni cosi nssociate st A > - e A < - sono connesse, e tarito basta per con- 
4 4 

fermare che i l  passaggio con- 
1 

t inuo  d i  cu i  in 1) 2 conzpati- 
bile colla condizioîze d'esi- 
s tenza d i  FO). 

Rimane da  provara che 
1 

per A d i v e n o  da - la curva 
4 

d i  Z non pub mai  spezzami .  
U n  tale spezzainento, pub, 
coin' è noto, avvenire solo 
quando Z é sornnza d i  due  
fasci ellittici unisecantisi, 
cioé quando i pel-iodi (1 )  sod- 
disfane a due  relazioni  d i  
divisore zero ln cui sonima 
sia In relazione normale 
(13) + (24) = O cor r i spon-  
dente a.  2 (9, 

Siano a,, , a',, i coeffi- Fig. 1. ' 

cienti (primi tra di loro) delle 
due relazioni di divisore O, e suppaniamone scelti i segni in modo 'che la 
condizione di d m  per somma (13) t(24) =O7 si esprima mediante le 

Scrivendo la  prima per i periodi (l), e separando il reale dnll'immaginario 

(65) BAGINERA-DE FRANCHIS, loc. oit., 11.' 9. Vedi anche la iiiia Meinorin: S d l e  s t v p e ~ j c i a  
di Jacobi semplicemente s ingo ln~ i  [Mernorie dei X L  (3), vol. 21 (1919)], n.' 2. Si pub aggiiiii- 
gere ohe l7 i~aeaviaate sinaultniteo delle diie relitzioni (ohe esp?ime i l  niiniero delle iiitersrxioiii 
tra le curve dei due f:isci) deve risultnre egude  ad 1: nia cib non ilnrebbe riull:i tli iiiiovo 
percliè ta1 condizione é consegumga delle precedent,i. 
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2a,, -ta,,  + a,, - 2n,,D=O 
( ,=A+;)  

ailT22 + '3'2'ii t- + ' 4 2  3- = O ;  

poi, espriinendo che le due relazioni hanno il divisore O, e tenendo coiito 
delle (3)) O tteiiiamo 

Perche la (4') sin coinpatibile colln condizione d'esistenza A > 0, occorre 
che i l  piano uscente dnll' origine rappresentato dalla (49, in cui, coine prima, 
si ponga T,, = V ~ . X ,  T*, = V S e  Y, T , ~  = T ~ ,  =z, sin secnnte rispetto al cono I', 
il che porta alla condizione 

dalla quale, mediantelle (4), (,5) con qualche elaboritzioiie si ricava 

Ora non pu6 essere a,, = 0, perchè dalla (4) e dalla seconds delle (6) si 
ricaverebbe 2(a,, + a,,) == 1, ch' è evidenteniente assurda ; iiioltre il primo 
inembro della (7) è intel-O perchè 10 soiio u,, e (per. la (4)) 2n,,D. Se fosse 

1 
D > , quel primo membro risulterebbe inaggiore di a;, quindi alnleno eguale 2 

1 1 ad 1 + a3, in contraddizione colla (7) stessn. Dunque D < - ci06 A < - 
2 4 ' 

Rngionmdo al10 stesso modo sulla mat?*ice complenzentwe della (1) clle 

1 
si t l . 0 ~ ~ 6  in annloghe condicioni, si ricava A, < - e siccoine 1 6 A A ,  = 1, - 4' 

1 
cosi A > - 

- 4 '  
Si conclude in definitiva che Io spezzainento considerato pub avvenire 

1 
solo qiinndo A = - e cosi resta provnta la prinin parte del nostro assiiiito. 

4 

1 
18. II) Il easo di transizione A =- - Diiilostriaino anzitutto che i n  

4 ' 
qiiesto caso le due szcpeficie Fi'), Fiio) sono equivalenti pejs tmsfomzazioni 

- - 

9-ecili, i: quiiidi che alle due siiilmetrie di sz ui , u', r - ui iioii corrispondoiio 
piil duc! cl:lssi distinte (iiel sciiso del 11. 6) iiln zma soln classe veale. 
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Percid passiaino alla tabella complernentare della (1), sostituendo (n.' 12, V) 
ai relativi cicli nor~nali M,, il&, Ni, N, i nuovi cicli 

ed agl'integrali norinali u,, u, i nuovi integrali iiormali 

dove le T',., son gli eleineiiti reciproci delle T,.,. Teneildo conto delle relative 
1 espressioiii niediante le T,., e di A - - , troviaino facilnieilte che la matrice 

- 4  
cercata e 

0ra  da questa si pub passare alla (1) non soltanto mediante l'operazione 
inversa di quella che ci vi ha condotti, ma anche sostitueiido ai relmtivi 

cicli Pi, P,, Q,, Q,, i cicli, - P, , P,, - Q,  + P,, Q, -Pl e quindi agli 
integrali norindi v,, v, i nuovi integrali V, = - v,, V2 = v2 (66). Poichè 
gli u,, ZG, son 9-enli su F'O' e i V,,  V, (corne i v,, v,) szs e le inatrici 
corrispondenti soi10 ora identiche, ne segue che se si associa ad ogni punto 
(u, , u,) di F'O), il punto (V ,  , Vz)  di Pic0) dove V, = u,, V, = u, , si ha una 
tl-asfovmazione big-azionnle veale che muta F(O1 in  FiCo). 

E ci6, tenuto conto delle espressioni di 'Ir,, V 2 ,  val quanto dire che le 
formule 

(10) 
uri = 2i(z,,u, - z,,u,) 

ut, E 2 i ( ~ ~ ~ u ,  - T,,u,), 

rappresentaiio, sulla superficie di JACOBI F di cui Fo ed son  inodelli reali, 
iina tg-nsfo~.mazione bivazionale ~ i n g o l a ~ ~ e  che muta u n a  nell'altra le due 

- - 
siminetrie ufi = u,, firi = - ui, coine del resto si verifica direttainente. 

La sztpe).fzcie F é dunque singoliune; e difatti i periodi (l), oltre che 
1 

dalla relazione normale (13) + (24) = 0 son legati anche dalla A = - che pub 
4 

A ii?rali di Alatcmatica. Yerie I V ,  l'crno I I I .  (i 
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42 A. COMESSATTI : Sulle val.ietà abeliane veali 

scriversi 

(1 1) 

e quindi da  tutte le velaxioni del fnscio 

il cui divisove è 1' - pz. Fer  1 = zk p si hanno quindi l e  due r.elazioni di 
divisore zero 

(13) (13)+(34)=0, (24)-(34)=0, 

la cui somma è l a  relazione normale (13) -1- (24)=0, che son richieste (II." prec.) 
per Io spezzaniento di Z. Poiché le (13) con ovvio significato dei simboli, pos- 
soiio scriversi 

(1 - 4-3) = O ,  (2 - 3.4) = O ,  

cosi se, indicando con o , ,  w,, o,, o,  periodi a i  cicli nornlali della (l), pnssiamo 
a nuovi periodi primitivi (ci06 a nuovi cicli) ni poiiendo 

le  (13) (riferite ai nuovi cicli) divengoiio 

La  tabella dei riuovi periodi degli iiitegrali iiormali u,, u, 8 

ed  i due i n t e g ? d i  ellittici v,, v, si otteiigono conîbiiiando linearnlente u , ,  u, 
in modo che, com'è possibile in forza delle (15), si aniii~llino i dlie periodi 9,, 9, 
oppure 8,, Q , ,  cioé ponendo 
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Allora, a1 posto della (16) si ottiene la tabella 

- 
ed inoltre le equazioni del coniugio di FC0), da ?cfi r ui diveiigono 

il che mostra che Po) ( id  Fi("') è la  super.ficie (imagine propria) delle coppie 
d i  punt i  di dwe c m v e  ellittiche ivnagi~zarie eoniugate. 

Viceversa siano Ci, C, due curve ellittiche imnginarie coniugate, v ,  un 
integrale di 1" specie di C,  coi periodi a + ib, c - t  id ai cicli primitivi A,, B,, v ,  
1' integrale coniugato di C,, coi periodi a - ib, c - id ai cicli A,, B, coniuqati 
di A,, B i .  La s~lperficie di JACOBI F'O' imagine propria delle coppie di punti 
delle due curve (ch' é reale)  corrisponderh alla tabelln 

O a - i b  c - i d  

ed avr& coine equnzioni del eoniugio le (19). 
Passiamo orn ad ' integral i  real i  zo,, zo, ponendo 

e reiidiamo veali  i cicli del p%no g,.uppo, sostituendo agli A,, Bi (cos1 con- 
tiiiuiaino ad indicare anche i cicli della superficie di JACOBI, a cui son r'elativi 
i periodi (20) )  i nuovi cicli 

che, per effetto del coniugio subiscono la sostituzione (IX O) del 11." 12 1 ( p = A = 2 ) .  
Si trova subito che i nuovi periodi di zo,, w, sono 

e non resta che n o r m u l i x z a ~ ~ e  g l J i n t e g ~ - a l i  veali,  rispetto ai cicli M,, M,, 
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44 A. COMESSATTI: Sulle varietù abeliane reali 

cioè porre 

per ottenere in definitiva la tahella 

ch' è no?-male, ortosimrizetrica, con h = 2 e A = 
1 
4' 

. Dalle coiisiderazioiii esposte risulta che una coppia di curve ellittiche 
iiiiaginarie coniugate rappreseiita un t ipo d i  tl-ansizione fra la corva rede  
di genere 2 ortosiinmetrica con un ramo, e la curva reale di genere 2 senza 
rami reali. Si pub rendersene coiito tanto per via topologicn, quniito per via 
algebrica; ma i limiti di questo scritto non ci consentono ta1 digressioiie. 

1 
19. Identificazione del tiyo corrispondente a A >- - III quest'oltimn 

4 ' 
parte della discussione ci riferiremo 9 pe?%iodi pseudonornznli, e costruiremo 
curve di genere 2 prive d i  r a m i  ?+eali sulle quali 1 A 1 ha un valore arbitra- 
riamente grande. Ricordando che da una matrice iiorniale si ottiene subito 
una nîatrice pseudonorinale (il.' 12, 1) col10 stesso 1 A 1 e che per -quest'ul- 
time ] A  1 e iiiva,riante (na0 3) ne dedurremo che i l  caso invpropriamente orto- 

Coiisideriamo la curva I' di genere 2, priva d i  r a m i  w a l i ,  rappresentata 
dali' equazione 

(26) tu" ((z" a2) f (z ) ,  

iiella quale a é un numero reale (positivo), ed f (z )  un poliii01ni0 di 4 O  grado 
a coefficienti reali, e radici coinplesse coniugate a, a, P, p, uegcit i~o pev tu t t i  
i va1oj.i reai i  di z. 

Segnnti su1 piano complesso z = x; -1- i y  i 6 punti di clirniiinzione + in ,  

- r a, , /3, della fuiiziorie 10, taglialno il piano stesso lungo i tre segmeiiti 
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A. COMESSATTI: Su12e u a ~ i e f d  abeliana veuli  46 

paralleli allla&e y che li congiungono, e sovrapponendolo ad un secondo 
piano tagliato al10 stesso modo, costruiamo la supevficie d i  Riemann R rela- 
tiva a I', riunendo i bordi opposti di due tagli appartenenti a piani diversi 
(Fig. 2). 

Da facili considerazioni aiutate dalla figura, risulta subito che : 
a) Al coniugio di I' corrisponde 

su R la simtnetvia S nella quale sono 
omologhi due punti d i  fogli diversi I y  
sinimetrici rispetto all' asse x (67) ; 

b) 1 cicli A , ,  A, della figura 
son mutati in sè da S, cioé son 
9-eali ; invece i cicli Bi,  B, son tra- 
sformati rispettivamente in A,  - B,, 
A ,  - B,. Pertanto, a norma della (II) 
(il." 2), e tenuto conto che p = X = 2, 
si conclude che i ciçli A;, A,, B,, B, 
sono pseudono?-maii; sicché la rela- 

- 
tiva tabella dei periodi dei due inte- Fig. 2. 

g?*ali d i  1" specie veali di l? 

(27) 

sarh del tipo 

ed il deter-minante 

1 1 
Ui i  a,, i p , , + i h ,  p , , + i b , ,  

9 della matrice pseudonommle corrispondente ai cicli 
A,, Bi, che si deduce dalla (28) normalizzando gl ' i~?tegrali  ?*enli rispetto ai 
cicli A , ,  A, ,  risulterk eguale a Il b,, 11 : (1 a,., 11. 

Faccianzo ora tendere a zevo i l  numero veale a. Al .limite Zn CU?-va I? 
degeneva nella curva ellitticn r' pl-iva d i  varni reali 

P7) Invece In simmetriib S, nella qunla si corrispondono due  piinti dello stesso foqlio 
uiiiiiiietrici rispetto nl17:isse x, ch7è i l  prodotto di S lier In g,', corrisponde (n." 8) nl coningio 
tlalln curva 7u" - (û? -+ n2)f(,n) (complemet~tnre di r) clle ba  LM v m t o  venle rappresentnto 
su R da1 circuito nvente sade lungo L'nase x. 
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46 A .  COMESSATTI : Sulle varietà abeliane veali 

W 
la cui equazioiie, posto 7 = - pub scriversi 

X 

e i due integrali u, v divengono 

sicché u .îSimane d i  la specie, mentre v diviene d i  3" specie, e acquista due  
singolarità logalitlîziche nei due punti di l" corrispondenti a z = 0. 

Durante la variazioiie di a il taglio + ia ,  - i a  della R si restringe fino 
a chiudersi; al limite rimane una superficie R' (della curva ï') coi due  
tagli a 6 p p, sulla quale i due punti 0, O' sovrapposti iiell'origiiie son da 

coiisiderarsi come distinti, e sono precisamente i pulzti d i  s ingolwi tà  loga- 
r i tm ica  dell' in tegrale vv. 

Durante la variazione di R possiamo supporre che i cicli A , ,  A , ,  B, re- 
stino iiivariati; invece il ciclo Bi, per effetto della chiusura del taglio che 
attraversn si riduce ad un c a n m i n o  apel.to 6 congiungente i due punti O, O' 
nttraverso al taglio a a, ed oinologo a quel10 risultante dai due segmenti 
rettilinei Oa, aO' percorsi su fogli differenti. 

Indichiamo con a',,, b',, i valori l iniiti  degli a,,, B , , .  Intanto a',,, a',,, 
b',,, O',, son Pnit i  perchè ut è di la specie;  anzi a',, = O  perché su R' il 
ciclo A, è omologo n zel-O, nlentre b',, è certo dive~aso d a  ze l -o  altrimenti u' 
avrebbe un solo periodo non nul10 a',,. Iiiveco, degli a',,, a',,, b',,, b',, il 
primo e l'ultimo son finiti perché i cicli A , ,  B, non circoridnno né conteii- 
gono singolaritk logaritmiche di v', e 10 8 anche a',, che, coiiie periodo polare 
d i  v' velntivo alla s ingolwit& logn~*itinica i ~ i  O vale 

mentre b',, è infinito iii quanto esprime il valore 
congiungente i due punti di singolarita logaritmica 

di v' l~iiig-O il cainmino 6 
00'. Si ha  quindi 

(68) Si noti clic limite del numrro yenle  ne.,, è renle perchè f(0) è ite!/cttiuo. Il segno 
di YfiOl clipeiidt! tlnlltt coriveiixioiii fattv ciic-n la distiibiieioiitt dei  vnlori d i  io m i  diie 

fogli di R. 
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con k finito; e dunque in definitiva 

(34) lim A = oo, 
1 

cioh per a sufficientemente piccolo 1 A 1 > -, conformemente al nostro proposito. 
4 

5 6. Le varietà di Kummer reali. 

20. Riehiami introduttivi. - La questione che imprendiaino a trattare, 
e che preseritiamo corne un primo esernpio d'applicazione dei nostri procedi- 
menti a varietk abeliane di rango > 1, per la sua estensione, e per la varietk 
dei problemi accessorî a cui si collega, domanderebbe, in una trattazione 
dettagliata, uno sviluppo forse piu ampio di quel10 che non ci sia concesso 
dai limiti imposti a l  presente scritto. Ci limiteremo quindi di necessitk alle 
questioni di maggiore rilievo. 

Chianleremo vmqietà di  Kumnter la varieth algebrica a p dimensioai K,, 
imagine dell'involuzione r generata sopra una varietà abeliana Vp di m k g o  
e divisol-i 1 (cioé contenente almeno un sistema 2) da  una trasformazione di 
1" specie T, p. es. dalla uti = - u, . 

Cornunemente la denominazione si attribuisce ad un particolare mode110 
proiettivo M, della K, ,  che si pub costruire, in uiio spazio ad N = 2 " -  1 
dimensioni, ponendone le coordinate oinogenee proporzioiiali a 2p funzioiii 9 del 
secondo ordine, pari ,  di p argomenti, scelte opportunamente. L'ovdine di Mp 
é 2P- ' .p!;  in particolare per p = 2 si ha l a  nota superficie di Kurîznzev ( 6 9 ) .  

Ad ogni coppia di punti di Vg coniugati in T corrisponde un punto di Mg; 
in particolare ai 22fl punti uniti di T corrispondono 22P punt i  singolari d i  mol- 
teplicità 2g-', e su K, altrettante varietà 1-azionnli H,-, fondamentali per 
la corrispondenza (1, 2) fra Kp e V p .  

La caratteristica del semiperiodo collegato ad ui1 punto unito di T si 
dira cm-alteAst ica del punto singolare ( O  della HP-,) corrispondente, e ser- 
vira anche a denotnre il punto stesso. 

Al sistems L delle sezioni iperpiane di Mp corrisponde au T', un sistema 
1inem.e A, di dimensione 2P- 1, costituito da val-ieta 8 del 2" os.dine mutate 

(69) T:tliinr tlrllt! proprieth qui ricliiainate si trovrtiio in WIK.I.INGRR~ Ueber eilce V e m l l g e -  
mei i ievu i~g  der  l 'heorie der E~bminei.'srheir Fliiche [Monrttsh. fiir blnth. 11. Pliys., vol. 1 (1890), 
111). 113-1281 nltre sono fncili grnriï~lisxncioni d i  quelle del c ; i ~  1) =2.  Per qiirst'iiltinie 
cfr. E ~ i < r ~ u ~ s - S s v s ~ t r ,  1 0 ~ .  cit., 1l.i 46-49. 
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48 A. COMESSATTI : Sulle varietà abeliane reali 

in sè da T, al quale rtppartengono, come particolari val-ietà spezzate, le coppie 
di variet& 9 (del Io ordine) d' un sistema 2, corrispondenti in T. Le loro iinagiiii 
su Mp sono particolari sezioni con iperp iani  tangenti  lungo uiia Ji?,-, d' ordine 
2p-3. p !, appartenente ad uno spazio di dimensione N - p - 1 ; 1' iiiviluppo di 
tali iperpiani é duale della MD. 

Dalle brevi notizie date a1 il." 9 sui sistemi di varieth intermediarie si 
deduce subito che il sistenha lineare A é co~~zp le to ;  quiiidi 10 8 anche L ciob 
M, 12 nolvnale. 

Quando le due varieth 9. di Z corrispondeiiti in T coincidono, e quiildi, se 
C. 

le equazioni di T sono uti = - ut i- ci, hanno i parainetri f + o, (a, semiperiodo), 
2 

l'iperpiano corrispoiideiite tocca addij%tujw M p  lzcngo tu t ta  I'inte~.sezione 
ch'è dunque un& Mg-, d'ordine 2p-2.p! Si hanno cos1 2'p vavieta singola?.i, 
ed altrettanti ipegyiani  s ingo la~ i ,  a ciascuno dei quali collegheremo la c a m t -  
teristica del corrispondente o, . 

Per ogiii punto singolare. passaiio 2p-'(2"- 1) iperpiani singolari, e 
diialmeiite. 

Le 22P varietà 9 predette son trasformate conzplessivamente iii sb da 2-22P 
trasformazioni ordinarie involzcto?-ie di Vp che, se la T 8 u', r - ui, hanno 
le equazioni uti = 3~ ui+ ai. Alle due trasformazioni di specie diversa prore- 
nienti dallo stesso semiperiodo (che sono iina il prodotto dell'altra per la, T) 
corrisponde u n a  stessa omogt-afin che trasfornia iii se la M,; sicchè Np 
a m n e t t e  a m  g m ~ p p o  d i  2ep onzog).afie i n v o l u t o ~ i e .  

Fissate ad arbitrio p costanti a i ,  si associ ad ogni punto t l i  = pi di V, 
la  8[2c - q] = 0, i cui parametri soddisfano alle relazioni pi - q ,  F a i .  La 
corrispondenza cosi ottenuta, ha, come si vede subito, cnratte?*e invoZutorio ; 
la  diremo uiia polul.itù abeliana di V, d i  pamntetr.i a,, a,, ..., a,. 

La condizione perche un punto appartenga alla propria 9 polare, è 9[&] =O, 
cioè è indipendente da1 pzrnto; le polarith abeliane sono quindi polal-ità uni -  
f o lm i  se 9[a ]  $= 0, sistemi nul l i  se &[a] = 0. 

Le trasformazioni di 2" specie di Vp mutaao ogni polarith abeliana di Vp 

in sè stessa; invece le trasformazioiii di la specie imtnno la polarità di para- 
metri (a,, a ,,..., a,) in quella di parametri (- a,, -- a ,,..., - a,). Vi sono per- 
tanto 2'" ~ ~ o l c w i t ù  ubeliune muta te  in s& stesse d& ogni tmxsfomlazione d i  
1" specie d i  Vp, e sono quelle averiti conie parainefri i 2 2 P  semiperiodi incongrui. 
Iii questo caso la condizioiie 9[a ]  = 0, è, conie sappiamo, soddisfattn allora e 
solo che Zcc caratte?-isticcc de2 s e ~ ~ ~ i p e r i o d o  ai é disp(i9.i: sicchè f r ~ c  le pve- 
dette pola~.it& 2 p - i ( 2 p  +- 1 )  sono unifol-rxi, e 2P-'(2" - 1) son sisterni nulli. 
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A queste polarità corrispondono, nello spazio SN di M,, 2P-*(2,+ 1) pola- 
9-ità 07-dina?-je' ('O) e 2*-'(2f' - 1) sistemi nulli che tl-asformano i n  sè la M, 
(il luogo nell'inviluppo dnale di cui sopra); in particolare mutano i punti 
singolari iiegl'iperpiani singolari. Anzi da quanto precede si trae che u n  punto 
ed un iperpiano singolare assegnati, si corrispoiidono in uns SOZCL fra le pre- 
dette polaritk la cui caratteristica (cioe la caratteristica del corrispondente 
seiniperiodo) è la differenza fra le caratteristiche del punto e dell'iperpiano. 

Ogni varietà di KUMMER (in seiiso proiettivo) M,, è, corne abbiamo visto, 
collegata ad un sistema 2 della varieta V,; quindi, se V, non è singolare, è 
pecfettamente determinata dalla V, stessa a meno d'un'oinografia. Viceversa 
se due varietk Np, Mtp collegate rispettivaiiiente ai sistemi 2, L' delle va- 
rieth V,, V', sono onzografiche, si prova sema difficoltk (ilnitando lin ragio- 
namento che richiameremo tra poco) che quelle Vp e quei Z sono birazional- 
mente identici: quindi in particolare, che una stessa M, 11011 pu0 provenire 
da piu coppie (V,, 2) birazionalnlente distinte. 

21. Genesi delle varietà di Kummer reali. - Il problema pih generale 
conceriieiite le varietà di KUMMER reali (in senso invariantivo) è ovvianiente 
quel10 di classificare tutte le simmetrie che possono esistere sulla K,. Noi 
perb discuteremo soltanto il caso pifi vistvetto delle siminetrie che conducono 
a modelli reali del tipo proiettivo di M,. 

Tiasportiamoci addirittura sopra un mode110 M,'O' siffatto, O piii in gene- 
rale sopra un suo equivalente proiettivo M,, e quindi supponiaino che f i  

ammetta un'anlips~oiettivitd involutoria s (imagine del coniugio di Np"', cioè) 
dotata, i n  SN, d i  punti uniti. Qüali condizioni restano con ci6 imposte alla V,, 
ed alla trasforiilazione T? 

Per rispondere a tale questione, partiaino dall' osservare che la, s trasfornia 
in sè stesso il gruppo dei ,punti singolari di M,, cioè l'iiisienle degli elementi 
di diramnzio~ze della corrispondenza (1, 2) fra 114, e V,. Ne deduciamo subito, 
per il tramite d' un noto ragionamento, 'che la simnzetria s é imagine d'unn 

(70) Ci si rende facilmente coiito del percbè le golarith miformi di V p  si trn~forn1:mo 
in polnrith clle (in senso complesso) mon s o ~ o  î ~ n i f o ~ m i .  Ln coiidizioiie perctih un piinto P 
di Np ginccin eulln sua sezioiie iperpiniia polme, é che i l  corrispondentu P, di Pp ginccin 
siilln 9. polare, oppwe sulln sua eowispondettte in T. Orn la prima circostnnzn è iinpoasibile, 
perchè la polnrità di rp è î~nifovme, ma 1% secoiidn, si presentn per tutti i punti di Pp i ciii 
pnrametri soddisfnno nlllequnzione $[2u  - a] = O ,  ni qunli corrispuiidono i yiititi di IIIp 
autocoi~iuynti nelln polnrità ordinarin considerntn. 

Lwial' di dlatematica, Serie i V ,  ' L ' o ~ o  III. I 
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t?.asforrnazione antibi~.azionccle S di Vp in sè permutabile colla T (I t ) ,  la 
quale, in forza del carattere antiproiettivo ed involutorio di s, è iiecessarin- 
mente una sinmet?-ia od U I Z U  t m s f o ~ ~ ) m ~ i o n e  ciclica di  4' oladine aveute 
pey quadlaato la T, che trasforma iii sè stesso il sisteina A di VD (corrispon- 
dente al sistema delle sezioni iperpiaiie di M,) e quindi il sistema Z asso- 
ciato ad M,. 

Si noti che la Si = ,TS = ST è un' altra trasforinaeione dello slesso tipo 
avente ancora per imagine la s. 

Viceversa ad una S di Vp del tipo predetto, corrisponde sopra ln N p  
associata ad un siséema 2 trasformato in sè da S, un'antiproiettivita involu- 
toria S.  Poichè la dimensione N =  2 p  - 1 dello spazio d'appartenenzn di M, 
è dispal-i, possono darsi due casi : 

a) La s é dotatcc in SN ( in  particolare, ma non necessariamente, su M,) 
di punti uniti, é quiiidi è riducibile ~~'oiettiuarnente al coiiiugio. Diremo 
allora che la MD, in quanto ammette una trasformata proiettivn MD(') reale, 
è p?*oiettivnme)cte wale .  

b) La s è pt.iua di punti utziti, ed allora non è riducibile proiettivn- 
mente al coiiiugio. La Mp non ammette trasforniate proiettive, ma solo tl-asfor- 
înute bi~mzionali gmdi: e si dirit ch'essa taon è p~viettiannler~te vetrbe (7e). 

I n  forza della posizioiie fatta, solo i tipi p'oiettivamwle rectli intel-es- 
sano i l  ~zostvo poblema. 

( 7 ' )  11 u O E O ~ O  rayioimneiato . n cui si nllnde s i  basa siille oeaervcieioni segrienti : Entro 
alla rieiiianninirn R,, di M, gli eleinrnti di diiwnazione predetti ( c h  siilln Ep son le varieth 
fondementdi  HP-,) aon rrtppresentnti da  2 ' ~  varietir venli R,p-2, girarido intorno aile qnali 
si sctcmbinno i due punti P,, P, di Vp corrispoiiclenti ad un piioto P di Np;  e un  tale 
scnnibio xvvieiie soltnnto i i t  quel cnso, ginc:chè JIp è rtgolnre, ciod ha cownessione Einenve 1. 
Se Pl Q m u  diir punti di Np oorrispondenîi in  s, qunndo P girn iiitorno nd una delle 
predettr R,,-?, Io .utessu nccade di Q, ecc. 

(7') Si  intende che su quelle trnsfotmate reali, i l  coriiugio s' è 17iningine d i  S. Non si 
yu?), slnieno i c  priori escludere che qiieste siano nlln loro volta Mp(0), cib potendo veritic:rrsi 
se siilla Di, esiatorio dei sistemi L' aventi le  etesse cnratteriaticlie invariantive del eisteina L 
delle sezioni iperpixne, clle sinno mutnti i n  sè (1% s. E d  allorn si possono fnre due ipotcsi: 
a) 11 sistema L' è niiitato i n  L dn qualclie trnsforrnnzione birazionale r di  Arp in sè (di sistemi 
sifîntti ne e ~ i s t o n o  notorinniente sulle A l 2 )  ed allorn detta w ln trnsforiunzione birazioiiale 
clie niuta 114,"J) in  JI;,, In or è iinn p~oiettivitic fra  ed M,. Le d i P ( 0 ) ,  Mlp sono dunque 
ornogr:~fiche, nia ci« non è iii contraddizione con b) prrcliè ln: wr non iiiutn più (coiue co) 
s' in  a inn iii un'autiproiettirita 5 dotntn di p w t i  unifi. 8) L ed 1,' son birazionxlmente 
distinti, ed nllorn &,(O) corrisponde (riel senso prec i~a to)  ad ~sia'nltrn coppirc ( V P ,  Z) per 
ciii 1 : ~  S corrispoiitlente nd s' wocldiofn nlle condizioni percliè si verificlii i l  cnso a). Riiiii~ne 
11eA dubbia l a  po~eibilith di qursto caso. 
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22. Tipi provenienti da simmetrie. - Denotiamo, al solito, con zl, inte- 
grali r e a l i  e nomîzali di Vp,  e supponiamo che la  T sin u', - - u,, e la S, - 

= ui + ci ; allora la S, sarà uti = - ui + ci (73). Piu avanti ci converrh 
talvolta, per avere equazioni piii convenienti, ricorrere ad un cambiamento 
di paranietri; in proposito notiamo subito che : 

1" le equazioni uti r - u, sono invmianti per qualunque cambiamerito 
ornogeneo di parametri ; 

2") ai  secondi membri delle equazioiii di T, S si pub aggiungere 
(O togliere) uno stesso sisteina di nunieri imaginarî puri ji, trasforinaiido 
quelle equazioni in di = - ui f- ji, = ui i c, 4- j , .  Basta cainbiare i pa- 

l 
rametri u, negli u, - - j ,  ; 

2 
3") ai secondi niembri delle equazioni di  T si pu6 aggiungere (O togliere) 

un sistema di numeri reali r i  senz'alterare le equnzioili di S. Basta cam- 
1 

biare gli u, in 26, - - ri. 
2 

Ci6 prernesso, ricordiaino da1 n." 6 che le costanti ci d'una sirniiletria 
hanno le espressioni 

valide anche (n." 12, 1) se gl'integrali son normali. Q u i  per la pej.nzutabilità 
di S con T occorre di piu che sia 2ci = 0, cioè che le ci sian s e m i p e r i o d i ;  
sicchè le ji saranno semiperiodi imaginarî puri. Ora un semiperiodo siffatto è 
una combinazione lineare dei semiperiodi ai cicli (inmgiiiarî puri) Pi, Pz ,..., P,, 
e quindi, stante le espressioni (n." 12, V) di questi cicli, si pu6 ridurre, per 
sottrazione di periodi, ad unn somma, di semiperiodi ai  cicli Mi, M,, ..., Ml, 
NA+,, Niez,..., Np : sicchè la (1) pub scriversi 

I l  cvi ter io  divet t ivo per la piii opportuna classificazione dei tipi in parola, 
è fornito dall' osservazione segueiite : 

(73) S'iiitende clie gli  ui son reccli risgetto ad S e normnli,nznti in bnee d l : i  relazioiie 
di RIEB~ANN a oui corrisponde i l  sistemn 1 (reale rispetto ad S) collegato alle sezioni iper- 
pinne di M, (l'osservnzione è siiperflua se Pp non è singol:~re). Aveudo scelto coiiie 1' la 
particolare t h ' $ -  - ui occorre 1neciai.e alla S tzcttn Zn sua gelaeldit&: inn l e  trnsforninzioni - 
the riducono S alla forma di=% + ci e iiorninlizzano gl'integrnli, soiio onLogeuee, qniiidi 
non nltcrniio le eqiinaioni di 2'. 
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1 pun t i  un i t i  d i  s, cioè i pun t i  gBeali del corrispondente iilodello reale 
di MD, provengoiio O da pzmti un i t i  d i  S O da coppie coîrtuni ad S e  T, ci06 
da punt i  u n i t i  d i  Si  ; inoltre In S ha punti uniti quaiido nella (2) si lin 
gh+, =gh+s = ... = gp = 0, e la  Si invece quaiido hl,, = ha+, = ... = h, = O  (II." 6). 
In  base a questa osservazione tratlerenio separatainente i casi seguenti: 

1) Egttt-ambe le s immetvie  S, S, hanno punt i  un i t i  (quiiidi i t ip i  c o w i -  
spondenti son sempg2e pt.oiettivnrne?zte reccli). 

Avendosi ga+, = gl+, = ... = g, = hl+, = = ... = hp =O, la (2)  diviene 

e quindi, sottraeiido dalle ch il periodo al ciclo g, Ni t g ,  N, -t ... 1-glNl oppure 
a l  ciclo glN, +gl-iN2+... +g,Nl secondo che la matrice normale è d ic~s imne-  
t l i cn '  od o~.tosijî~nzet?-iccc, pu0 scriversi 

Le costaiiti ch soli duiique i??zagi?icwie puve, e percii, col cambiameiito 
di pnrametri 2) si posson far sparire dai secoiidi niembri delle equazioiii di S, - 
riducendole ad uti r ui ; perd le equazioiii di T divengono u', = - ui - ci. 
Ma aggiungendo ora alle ci il periodo predetto, le costanti dei secoiidi inenibri 
divengoiio i - e d i  e'quiiidi si possoiio far sparire dalle equazioiii di T seiiza 
alterare quelle di S. In defiiiitiva le equnzioni di T, S si son ridotte alle 

quindi MPc0) é 1' irnccgine dell' involuzione l? generatn dalla tms fomnazione  
- 

d i  la  specie u', r - u, sulla vu?-iela abelinna ?,eccle V,(O) d i  cui  di r ui è i l  
conizcgio. Si iioti che la T m u t a  in sé stesse tut te  le fcclde d i  (11.' 7) e 
che gl'integrali ui son rimasti normali perché le trasformazioni operate sono 
pure addiziorii di costaiiti. 

Di M,'O) siffatte se ne hanno, per un dato p, taiiti tipi qiiaiiti soiio i valori 
di 1, distingueiido per h pari il caso dksinmetrico da quel10 ortosimmetrico. 

[3'7, '1 tipi ; in particolare 4 per p = 2. I n  tutto d~inque - 

I I )  Una sola delle due s i n m e t r i e  8, S, hcc pzcnti m i t i  (quindi aiicora 
i t i p i  COI.)-ispondenti son proiettivccnzente renli).  

Pei. il cornportnmeiito simiueti'ico d i  S, S, si pub supporre clle quella 
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coi1 qualcuiia delle h diversu da zero. Colle stesse trasformazioni del caso 
precedente, le equazioiii di T, S si riducoiio a 

- 
(7) Uf i  - - U[ + (O, O,..., O, ?'LA+, , hh+2 ,"', hp), urt U t ,  

- 
sicché, conte prima l a  T é reale sulla Tr,") di cui ur, = u,  é iE coniugio, 
ma ora essa è una d i  quelle tvasformaxioni che scantbiano f ~ a  d i  Eo~o le 
falde di VP(O). Data llidentit& del compor tame~~to-  di queste trasformazioni (14) 

si h a  anche qui uii tipo per ogni valore di 1 e carattere diasimmetrico od 
ortosiinmetrico, escluso A Y p, in cui le  (7) riduconsi alle (5) (e d' altronde V,(') 

[3pc '1 tipi, in particoiare 2 per p = 2. h a  unn solu fulda), cioè iii tutto ---- 

I I I )  Nessunn delle sirimetvie S, Si ha punti uniti. 
Allora le  ci hanno i valori generali (2) con qualcuna delle g e delle h 

d' indice > A diversa d a  zero. Coi1 trasformazioni analoghe alle precedenti, 
le equazioiii di T, S possono allora ridursi alla fornia 

23. Separazione dei t ip i  proiettivanienfe i'eali. *- Neli'ultimo caso del 
11." precedente la  s lion h a  su  M, punti uiiiti e 'quindi i l  modello reale cowi- 
spondente non ha punti s-eali; esso duiique sark O non sar.3 proiettivantente 
veale secondo che l'antiproiettività s avrà  O non avrk in SN punti uiiiti. Ci 
proponiamo di approfoiidire ta1 distiiiziorie. 

Iiicomiiiciamo percii, coll' osservare che, in uiîo spa.zio SN di,cpa7*i7 uil'aii- 
tiproiettivit8 involutoria s ha  O non h a  punti uniti, secondo che in un fascio 
d'iperpiaiii unito esistoiio O no elemeiiti uniti. Difatti nell'ipotesi negntiva i 
punti uniti di s potrebbero esistere soltanto ne110 asse, e d'altroiide ci6 
é iinpossibile perché allora s sarebbc riducibile pi'oiettivamente al coiiiugio e 
quindi i suoi puiiti iiniti non potrebbero 1ocalizz;irsi in un SN-2; iiell'ipotesi 

(7') S~eglie11110 opportun~inente 1:~ f d d a  origine (II.' 7) e i periodi normnli, si pub slip- 
poire dit? iitblle (7) le IL nbbi:~ri vnlori prafismti, ncl m. (1, 0, ..., 0 )  pnltcnqtce sin, In T del 
tipi) consitlur~itc). 
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affermativa ci son certo ponti uniti entro ad ogni iperpinno (del fascio) rinito, 
perché N- 1 è pari. 

Cib premesso, detti ci, d i ,  due af-bitt.al-l sistemi di costanti, coiisideriamo 
su Vp le due varietk $124 + cl = 0, 8[u f dl = O ,  e le loro coi'rispondeiiti in T, 
9.[u - cl = 0, 8[u - d]  = O, e formiamo i l  rapport0 

Teneiido coiito dei fattori che acquistano le 9 quaiido le zc auinentano di 
periodi, si vede subito che la (9) è una funzione uniforme del printo di Vp,  
clle, per la parith della 9, assume 10 stesso valore i i i  due punti corrispondeiiti 
in T. Si tratta diinqiie 'd'uiia funzione vazionale del p n t o  di A l p .  

D'altronde quella fiinzione si annulla nei punti della sezione iperpinna 
(tniigent,e) corrispoiideiite a 8[u + c]S[zc - cl =O,  e diviene infiiiita nei punti 
della sezione iperpinna corrispondente a 8[u + d]9[u - dl =O, quiildi è lineave 
fvalta, e, scelte opportunamente le coordinate omogenee mi in SN si pub 

X 
siipporre ridottn ad 2; in altre parole si pub porre su JIp 

x z 

Se ora disponiamo dell'arbitrarietà delle costnnti ci, di in modo che 
gl'iperpiani xi = O, x, = O si corrisporidano in s, il fascio rr;, - Ax, = O risul- 
terh unito, e dall' antiproiettivitii ivi subordinata si potrii de6idei.e della natiira 
della S. 

Ma affinchè x, =O, m, = O  si corrispondono in s, basta che 9[u +cl = 0, 
8[u + dl = O (e di conseguenza 8[u - cl = O, &[u - dl = O) si corrispondano 
in S. Si potranno qiiindi assumere ad arbitrio le ci, ad esempio tutte nulle, 
ed nllora le di resteranno deterainate in base alle (8) ed alle formule di 
trasformazione delle 8 del n." .13 ; e precisaineiite avranno i valori 

Or;& pensniido le xi,  x, delle (10) (rielle quali le ci, d, Iinnno i valori stabiliti) 
conie valori assunti in un dato punto P di ;II, si calcolino i valori x',, x', assunti 

t7j) Si  noti che 10 di son seiniperiodi, qiiindi le due varieth 8[u + (El = O, 3[u - dl = O  
c o i w i d o ~ w ,  coine del resto l e  corrispondenti 8 [ u  + cl = 0, 9[u - cl = O (essendo Ir ci nulle). 
Ius~~iiiiiitl x, = O ,  x 2 = 0  son düe i ~ e q h i i i  siiiqol(r~~i. 
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ne1 puiito Pt  corrispondente in  s, sostituendo al  posto delle ui le  ut, date dalle 
- -  - -  

seconde delle (8); e questi valori si confroi?tino con p xi, p x, tratti pure 
dalle (10) tenendo contosdelle formule di trasforrnaziode del 11." 13, e dei fattori 

u 

che acquistano le 9 qunndo le  ui aumentano 
risparmiamo al lettore si trova 

di periodi (76). Coli calcoli che 

Y P 

X - x ' F  Z k i 7 ~ S ~ P S  
e qiiiiidi, posto x =", ed indicnto con k il numero 1-eale positivo e A+' 

$2 

P 
uulendo i l  segno + od i l  segno - secondo che 2 h,gt cioè la  carattevisticc~ 

h+i 

del semipeviodo (0, 0 ,..., O, g~,,, gl+ ,,..., g,I 0, 0 ,..., O, hA+,, hA+ ,,..., h,) è 
pari O dispal-i. 

L a  (13) rappresenta 1' antiproiettività subordinata d a  s ne1 fascio x = cost; 
essa ha O non h a  elementi uniti secondo che vale il segno + od il segno -, 
quindi : 

1 t i p i  del caso III sono O non  sono pî8oiettivanzente real i ,  secondo che 
la  c~?~akle) - i s t ica  del s emipe~~ iodo  da1 guule dipeudono ' l e  equuzioni  ( 8 )  
della sirnnzeh-ia S, è p a j i  O dispuri.  

Questi tipi esistono per ogni valore di A < p ; ma per A = p - 1 si haiino 
soltanto tipi non  proiettivaineiite reali perché soltaiito g,, h, possoilo, e de- 
vollo essere diverse da  zero (eguali ad l). Distiiigueiido al  solito il caso dia- 

sinimetrieo da  quel10 ortosimmetrico, trovinmo cosi facilmente [3%4] t i p i  

[ 3 p  2 '1 t ip i  bircciio&dniente ntu n o n  @oïettiva- pl-oiettivamente venli e - 

j~iente 9.ectli; in particolare, per p = 2, risp. 1 O 2 tipi. 

KHAZER, $ 4. Occorrerri. inodificxre quvllt! forniult! in ~ : I S C  alla giA nvvertit:~ diEt.- 
raiim di coiiveiiziimi, circa i periodi normnli. 
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24. Tipi  provenienti da trasformazioni cicliche di 4" ordine. 
IV) Se la S è ciclica di 4" ordine ed S2 = T, i puiiti uniti di S e di 

SI = S T  = TS sono aiiclie puiiti ~iiiiti di T,  el come vedrenio, esistoiio sempre. 
Queste trasformazioni dànno quiiidi luogo a t i p i  pvoiettiuamente gmeali p ~ * i v i  
d i  punti  ordinari  iseali ed aventi  soio alcuni punt i  singolari ~*eccli. 

Detti ui, p integ-rali di la specie quulunqzce di Vp (la quale stavolta, al- 
ineiio a priori non é d i  t ipo 12eale) siano, com'è sempre lecito supporre, 

ufi - zci le equazioiii di T,  e 
- - - 

(14) ufi = A i i l / ,  + Ai,u, -1- ... + Aipup + O,, 
le equaziorii di S. Teiieiido coiito che Y' trasforinn i i i  s e  S e clie S2 = T, si 
trova subito che O, 2 un semipeviodo, e che se a1 suo posto iielle (14) si 
pone 10 zel-O si ottiene niicors uiia trasforinazioiie del tipo di 8. D'oj-a in 
poi indichevetno questa con S e la (14) con Sg; e ci occdpereiiio della S 
riservandoci di provare che S ed SO sono equivalenti, di fronte alle trasfor- 
i~mzioiii birazionali di V9,  e quiiidi di fronte itl problema. Notiaino pero fin 
dl ora che la condizioiie perché essendo S2 = T sia aiiche Sjz = T è 

- - - 

ai = Aiiu, i- Ai,a2 + ... t A,,op, cioè che u, ui sia un punto unito della S. 
, Proviamo ora che le t m s f o ~ ~ î n u z i o ~ ~ i  del t ipo conside~.ato esistono solo 

se p 2 pag-i; ed allo~.a, con u n  canzbiaînento omogeneo dei  p a m m e t ~ . i  le 
equazioni d i  S possono j.idu?.si nlle 

- - - - - - 
(15) t b l , U , ,  u ' ~ ~ - U , ;  d , = t d , ,  t t f , r -U, ;  ...; Z C > - , G U ~ ,  2 ~ ' ~ s -  i ~ ~ - ~ .  

Osserviamo difatti che se le (14), colle oi nulle, si considerano corne egucc- 
gliunse aiiziché cotne cong?.z{elzze, resta, ancor ver0 che il loro quadrato 
é = - 24, (77), sicché se le ui s'iiiterpretnno coine coordinnte omogenee 
di puiito in un Sp-, , le (14) rappresentmo i v i  i i i ? ' n~~ t ip~~o ie t t i v i t d  itzvolutovia 
(perché allora di = -- ui è Z'itlentità). Se questa nvesse un punto uiiito, che, 
n nieno d'un csinbianiento (oiilogeiieo) dei parainetri si pu0 supporre sis 
u2 = te, = ... = u p  = O, rielle (14) sarebbe A,, = A,, = ... = A,, = O, ed alloia 
scriveiido che S2 = T verrebbe ~ , , h , ,  = - 1 ch' è assurda perclié AJ,, é 
positivo. Dunque quell' ccnlipf.oiettiuitd non ha elemen2i unit i ,  quindi p - 1 
è dispari, cioè p 2 pari .  

P Assuinendo come vertici della piianlide foiida~neiitale di 8,-, , coppie 

di piiii ti corrisponden ti  (il che iiiiplica uii catnbinmeiito otnogeiieo dei pnra- 

(7) Cil) i io i i  si~rrbbe piii vero se le O; fosaero $0. 
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inetri) le equazioni di quell'antiproiettivita, avuto riguard0 alla lion esistenza 
di punti uniti, si riducoiio subito alla forma (15) colla presenza al piu d'un 
fattore p nei secoiidi inembri. Tornando alle congruenze, e scrivendo che 

. 'P - -% - 
S2 = T, viene p p  = 1, dunque p = el? ed allora cambiando ui il1 e 2 z r i  si 
ottengon proprio le (15). 

Diinostriaino ancora che la sostituzione 

i d o t t a  dalla S sui cicli d 'un  sistema pl-inzitivo, pub, medimzte u?la t7.a- 
sfolmazione unimodu1a1-e 1-idursi alla fomnu 

@,=C,, c',=-ci; c3=c,, c,=-c3; ...; 
(17) 

C12P-i = CZP 7 c122, = - CZP-i i 

analoga alla (15). 
Anche la sostituzione (16), coiile la (14)) è ciclica di 4hrdi i ie)  ed il suo 

quadrato è la Cr, = - C, indotta da T sui cicli d' un sistema qualunque di Vp. 
Ne1 corso della dimostrazione siipporremo che 2p sia un nuinero pari qzcalunque 
(quindi che p possa anche esser dispari), e, come al 11." 1, sostituirenm ai 
simboli Ci nltrettan te variabili xi. 

Il teorema è vero per p = 1. Difatti se In sostituzioile 

sottostii alle condizioni imposte alla (16)) si ha anzitutto 7zf i  + 92,,n,, = - 1, 
a,, = - n,, ; poi cainbiando le variabili h i  

(A, p iiiteri) si ha senz' altro X', = X, e quiiidi (perchè il quadrii.to è XIi = - Xi) 
anche X', = - X, ; siccllé la (18) e ridottn come proposto, a patto che la ( 1 9 )  
sia uninzodulave. Percib occorre che gl'interi A, p soddisfiiio all'equazione 

la quale ha erettivanie~zte soluzioni perchè il deteriniilante della forina. 
quadrwtica a prinio lllembro e eguale a - 1 ' (78) .  

(78) 0d melie,  in virtii <17iin teoremn di FROBENIUS (loc. cit., $Q 3. 4) peicliè q ~ , , ,  I I , ? .  ? I - ,  

son printi frn di lovo. 

Amiali di diatematica, Serie IV, Som0 III .  i 
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Passando ora al caso generale, scriviamo la la delle (16) sotto la fornia 

(21) XI, = mitxi  4 6(ni2x2 i- ... + ni, 2px2p)l 

dove 6 è il in. c. d. di m ,,,..., ml,, ,  e percib n ,,,..., n,,, soli pimi t m  di 
Eoro ; e poiiiamo 

(2% Xi=%,,  X , = n , , x , + n , , x , + ~  ...+ n ,,,, x,,, 

scegliendo per X,, X,, ..., X2, opportune combinazioni lineari (a coefficienti 
interi) delle x,, x, ,..., snP iii modo che la sosti tuzione risulti zmimodula~.e. 
Nelle nuove variabili, ln prima delle (16), cioè la (21), è X', = ni,,X, + 6X', 
e allora (sempre perché il quadrato è XIi = - X,) anche la seconda è del10 
stesso tipo; quiiidi, in virtii di quanto precede, esse possono ulteriormente 
ridursi ad X', = X,, X', = - Xi. 

Dopo ci6 il probleina sarB ricondotto a 2 p  - 2 variabili, e quiiidi il proce- 
dimento sara proseguibile, se dalle espressioni di X',, X',, ..., X',, si potranno 
f&r sparire X,, X,. E questo scopo si raggiunge se (denotando sempre coi1 ??aik 
i coefficienti) alle variabili Xi (i =3, 4, ..., 211) si sostituiscoiio le yi = X i  + rn,,X, 
giacchè cib fa sparire la X,, e di conseguenza, per la proprieta del quaàrnto, 
la X,.  12 teo7-enza è cosi dimostrato. 

Ora cambiaino le notazioni dei nostri cicli, indicando con D,, D,, ..., D, i 
d'indici piri ; ed 

1 

cicli Ci d'indici dispari, e con DP+,, Dg+ ,,..., D,, quelli 
inoltre denotiamo con 

Dl Dl D P  DPCi DPf2 Dr, 

i relativi periodi degli ui. Facendo descrivere al punto di  V, uno dei cicli D,, 
e teneildo conto degl'incrementi che allora, in virtii delle (17) (scritte frn. i D,) 
subiscono i due niembri delle (15) si trovano le relazioni 

ui 
(23) u~ 

up 

le quali esprimono che ogni v iga  di posto dispavi  della n~atv-ice I l  r,.8 1 1  è 
coniugnta della r i g a  d i  posto successive della 11 orsl17 ed ogni v'iga d i  posto 
palBi della I ~ T , ,  I I  è coniugata della s - iga  d i  posto pj*ecedente clelln I I  w,, I I  cam- 
binta di  segno. 

W l i  W,, .... Ti i 'ci, .... T , p  

op, meB .'.' Ozp T21 TZ2 S... Tlp 

. . . . . . . . . . . . a  . . . . . . . . .  
Wpi W p z  .... Wpp , TD2 .... T~~ 
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Viceversa data unn matrice (23)) soddishceiite alle (24), che amrnetta una 
7-elaaione principale, d i  déviso~-i 1, e il-asfol-mata in.st? dalla (17 )  Co), sulla Vp 
corrispondente le  (15) rappresentano uria trasforiilazioiie S del tipo voluto. . 

Cerchiamo ora i punti uiliti della S. Poichè essi soiio puiiti uniti di T, i 
loro argomenti devon esser semiperiodi oi7 soddisfacenti, per l a  (15), alle 

- - 
condizioni 5, = 4, a2 = - ol, ecc.. Ma posto oi = (g,, g ,,..., g, 1 hi, h ,,..., h,) 
si h a  per  ln (23) esplicitamente 

e quindi, tenuto conto della (24), le coiidiziorii predette son soddisfatte allorn 
e soltanto che gi = hi. Dunque S ha 2, punti uniti, cioè metà d i  quelli d i  T. 

- 
Se poi si ricorda che le  relazioiii o, = o,, CS, = - - a,, ecc., esprimono 

anche l a  coiidizione perché l a  SO 

abbia per  qun,drato l a  T7 si conclude che di trasformazioni siffatte ne esistoiio 
precisameiite 2" che potran dirsi associate alla S. E queste S3 sono evideii- 
teinente l e  stesse delle (14) inizialtnente coiisiderate. 

Ogni SS è il prodotto di S per la di -.ui + oi ed 8 anche la  tl-asfor- 
mata d i  S mediante la t~.asfoi.nzazione d i  2" specie uti = ui + (gi, g2,..., gp)  
le g essendo quelle di o,, corne si verificn. agevolineiite. Pertanto S ed SG sono 
equivalenti, coine avevamo affermato. 

In  conclusione si h a  cosi per p palai u7~ nuovo tipo proiettivamente reale;  
e qui'ndi in totale : 

(79) Si vede faoilmeiite ~ l i e  que& condizioni sou compntibili colle (24), e non traygono 
d i  ooiiseguanza nltro reltieioni, di gi i im ohe la Vp è in generale nom singolave: Pei  p = 2  
unit mntrioe (23) soddisf:uxnt,e :L qnelle ooiidizioiii, pub deùurai dalla niatrice normale 

cnmbinndo segno alla 2' coloni~a e scambisiidols colla 3*: aozi in ta1 cnso si pub provarè 
ohe ogwi mnt~ice  di Riemam (23)  che soddis9 nlle condi~io l~ i  is pm:oln ,pub tms fo smn~s i  

ltslla predetta matrice ~wrmnle. Peï p pari > 2 una matrice composta con - iiirtkrici cosiffatte. 
2 

fornisce un eeemyio clie coiifermn ln  coinp:itibilith enunoiata. 
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60 A. COMESSATTI : Su1k vnrietà abelia~ae reali 

9 p - 2  9 p - 5  
Il nunzero d e i  t i p i  d i  variiitci d i  K u m m e r ,  M, t*ecdi è - 2 0 -  

2 
secondo che p è p a r i  O dispa?*i ( 8 0 ) .  

25. Proprieth e caratteristiche distintive reali dei tipi ottennti. - Esa- 
niiiiiamo dappriina i tipi del n." 22. 

1) La simmetria S (di  = G) ha coiiie punti uniti tutti i punti reali di TS'O), 
ci06 quelli delle 2p-' falde, di argomenti (n." 7) 

- 
e la siininetria Si  (di = - ui)  lascia invece uniti i punti di srgomenti 

cioè quelli che divengon v e n l i  sulle 2p-A falde della vci~*ietci coînpleme72tare 
di V,'" che, per conîodiitk di linguaggio, chinmereino faEde fittiaie di VP(". 

Due falde reali O due falde fittizie non hanno punti coinuni; invece una 
falda reale ed una falda fittizia haniio in coinune il punto  urtito ?-enle d i  T 

e, al variare delle due falde, si ottengono cosi tutti i 2'p-' punti singolari 
vetcli della T, di cui ogiii falda, reale O fittizia, ne contiene conie sappiaino 
(il." 7) 2p. 

Ai piinti delle falde renli e fittizie corrispoiidono (n." 22) i puiiti reali 
di MP'O1: questa pertanto ha zmn fcddrc soEa, divisa in 2~+'-' regioni ,  con- 
nesse ilel modo iiidicato attraverso ai 2-p-' punti singolari reali. 

Fra le 2?P 8 unite in T da cui provengono gi'iperpiaiii singolari di 
ve ne sono, conîe seppianlo (11." 14) 2?p-?' unite in 
unite anche in 8,) clie hanno i parametri (9) del 
d i  esse contiene 2 ~ - ' - 2 ~ - '  dei predetti punti uniti 
tvico,  e 2 p - j ( 2 ~ - L  1 )  ne1 caso o ~ . t o s i ~ ? ~ n ~ e t 7 - i c o .  

-- 

S ,  cioè, SU VPc0), ?*eali (ed 
n." 14 per yi = O ;  ognuna 
reali, ne1 cnso d i a s i n m e -  

(SO) III  pnrticolnre ' ( p  = 2) si Iianno dunqiie otto tipi di  supevficie d i  Ktc~nmev renli, 
qii:~iiti ne II:\ trovnt>i i l  ROHN ne1 silo uoto lavoro Die verschiedene~ Gertnlten der Kzcmmev'scheii. 
Pliiche [Math. Ariii., vol. 18 (1881), pp. 99-1591. Per qiinnto i nostri p n t i  di vistn sinn del 
tntto diversi, i n  qiiaoto il ROHN parte da1 considerme 1% JI2 di Iioivuart corue siiperficie 
~iiigoinre d'un sistema di coiiiylessi qiindratici confocali, e d n l l ~  loro r:ippieseiitazioiie in 
ü0or11in:~te di KLEIN, s i a ~ n  doleiiti cliti i liiiiiti d i  qiieeto ~ c r i t t o  no11 ci coriscmtnno yiù 
dettagliati r:iffroriti. 
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A. COMESSATTI : Xulle varietà abeiiane ~ e u l i  6 1 

Infine il numero delle polaritk e dei sistemi nulli reali di M,") si deter- 
mina subito osservando che ogiiuna di tali corrispondenze muta un punto 
singolare reale in un iperpiano singolare pure reale: tenendo fisso il primo e 
facendo variare il secondo si hanno cosi 2"-' corrispondenze reali, delle 
quali son sistemi tiulli quelle provenienti dagl'iperpiarii passanti per il 
punto In conclusione; 

3p + 2  Le vaj*ietci d i  K u m m e r  veccli, appavten.enti ad uno  dei  [ --- ] t i p i  

del caso I ( d i  camtte?.e reule A) hanno u n a  falda 9-eale, 2~p-' punt i  singo- 
lavi  ed al tvet tant i  ipellpiani singola9.i reali.  

La  faldu stessu resta suddivisa dai  punt i  singolaî~i .~-eu l i  in 2p+'-I 7-e- 
gioni, che si possono sepavare in due  classi, ciascuna; delle quali n e  con- 
tiene 2"-'. Una regione contieize 2p punti  singo1at.i veal i;  due regioni della 
stessa classe non  hanno pzcnti colnuni, nie9ztre due regioni d i  classe divei-sa 
son connesse ccttrnvevso ccd un ptcnlo siugolrwe. 

Per ogni punto singolure jveale passuno 2p-' .2p-' ipet.pia9zi singolari 
9-euli nel cas0 diasimrnetrico, 2~-~(2p-' - 1 )  ne1 caso o~.tosimrnet~.ico e dual- 
mente. Infine ne1 pl-imo caso Za zavietà ammet te  22p-h-' polam'tà e nltg-et- 
tccnti sistemi nul l i  venli,  ne1 secondo 2~-'(2"-% 1 )  polavità e 2~-'(2p-'- 1) 
sistenzi nu l l i  reuli.  

Appartengono n questo gruppo i tipi Tu @=O),  IIcb (h= l), III (h= 2, dias.), 
IVa (A = 2, ortos.) del ROHN. 

II) 1 punti red i  di M,'" corrisporidono (n." 22) soltanto ai punti uniti 
di S (u', =Li) cioè ai punti reali di V,'"). Ma la T scainbia a due a due le 
falde di Vp(O1, dunque a ciascuna coppia di fttlde Corrisponde una faldi~ di 

inoltre la 3" non ha punti uniti reali, quindi non ha punti$ingolari reali, 
116 analogamente iperpiani singolaii reali. 

Determiniamo ora le polaritii. ed i sistemi bulli renli. Essi provengono da 

quelle frn le 2" polaf-ità abeliane di V,, mutate in se da T(cio6 aventi'coine 
parametri a, dei semipeviodi) che sono, su VP(", vectli, ci06 vengon trasfor- 
mate in sè stesse da S. - 

Ora a due punti coniugati ui  = p i ,  ui = p, di V,'", corrispondorio i i i  

unx polarith abeliana n ,  di piirn.metri a,, le due varietii. *[u + a - pl = 0, 
9[u + a - 31 = 0 ; quindi n sara reale se quelle due varieth risulteraiiiio 
aiich'esse coniugate (corrispondenti in S )  cioè se fra i loro parametri pi-  ai, 
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62 A. COMESSATTI : Sulle varietà abeliaue reali 

.- 
pi - ai correranno le relazioni (XII) del n." 13. Effettuando la sostituzione, 
le pi spariscono, e per le  ai si ottengono subito i valori (8) del 11." 14;  senoriche 
in questo caso le ai soli semiperiodi e quiridi devoii esserlo anche le relative 
parti reali ri : quiiidi in defi!iitiva 

Di qui segue subito che le corrispondenze reali cercate soiio iii  tutto 
2zp-h. , e la distinzione dei due tipi, in base alla paritd delle caratteristiche 

di a (n." 20) é d'altronde immediata. Dunque: 
3 p  - 1 

Le varietà d i  Ku~izmeg- ?-enli appartenenti  ad ztno dei  [ - ] i i p i  del 

caso I I  (di  carat tere w a l e  A < p) hhnnno 2 ~ - ~ - '  falde rea l i  LI nessun p m t o  
e i p e ~ ~ p i a n o  singolnrc jaeale. Esse anmzettono 22p-h-' polnrità ed altret- 
tagzti sislemi nul l i  jmeali, ne1 cnso dinsirnmetrico 2~-'(2"-~ + 1 )  polarità e 
2 ~ - ' ( 2 p - ~  - 1) sistemi ~zui l i ,  ne1 cnso ortosinwnet~ico. 

Apparteiigono a questo gruppo i tipi I b  (A = O) e IIb O\= 1) del ROHN. 
III) Iii questo caso, come sappiamo, la Mp[O1 non  h a  punt i  r e a l i ;  essn 

perb nmmette 10 stesso numero di polarità e sisteiiii nulli reali del caso prece- 
- 

deil te. Difatti adesso le equazioni di S soiio u', G ui i- ai (ai seiniperiodo) 
- 

sicchè a due punti corrispondenti ui pi, ui = pi + oi, corrispoiidono, in unn 
polarità abeliana 7 c ,  le due varietà 8[z6 + a - pl = 0, 9.[u + a - @ - a] = 0, 
Ma la condizione perché due 9 siano omologhe in S rioii è piu, fra i para- 
rnetri, ra,ppresentnta dalle (XII) del n." 13, sibbene da quelle che se ne dedu- 

, con0 incremeiita~ido di oi i secondi mernbri : sicchè per le a, si ritrovnno 
nncora i valori (30). Pertaiito : 

3 p  - 4 
Le varis td d i  Kuiitnzer reali,  appni . tenmt i  ad un0 de i  [--1 t i p i  du1 

cas0 III (di  caratteve ?*enle A < p - 1) no1z hnnlzo punt i  1-eali. Esse anznzet- 
tolzo pe7.b 10 stesso numero  d i  polarità e d i  sistemi nul l i  ~ . e a l i  del cuso 
precedente ("). 

Appartiene a questo gruppo il tipo Ic ( A  =O) di ROHN; iiioltre, come si 
é gi8 osservato (n." 23), pe?- p = 2 si hanno anche due t i p i  biruzionalozente 
m u  n o n  pl-oidt ivamente real i .  

(s?) Qiieste coirisporidenxe renli si possono consitler,zre anche siti modelli venli dei 

til'i bir:ixioiinliiieiite iiin non proiettivniiieiite r e d i ,  s e w n  per6 e s t e i d e r l e  nllo spnrio. 
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A. CONESSATTI : Sulle varictà abaliri7ie ~ . en l i  . 63 

IV) Veniamo infine al tipo del n." 24. Come si è visto, esso non ha punti 
ordinarî reali, ma solo 2 P  punti singoin?-i jteali, e, analogamente, 2 p  iperpiani 
singolari reali (8;'). 

Iiioltre per un punto singolare reale non passano iperpiani singolari reali. 
Volendo dimostrare questa proprietà per la via consueta, ricorrendo ai para- 
metri delle 2 p  9. unite in S, occorrerebbe valersi di peqeiodi normali che noi 

non possediamo. Ma possiamo pervenire a,ll'eiiunciata conclusione, miche per 
la. segueiite via : 

Intatito la proprietà è vera per p =2, g i x c h è  uiia conicn singolare s.eale 
non pu6 avere pzmti i soldi  ~ z t i l i  senza avere un niino reale ; e d'altroiide 
noil pu6 avere rami reali perché LM,'" no11 ha punti ordiiiitrî reali. Ne segue 
che la proprieth è vera per le MP(O1 corrisporidenti a matrici (23) corrbposte 

P con - matrici analoghe di genere 2 ;  e quindi, per continuith è vera in generale. 
2 
Infine, procedendo conle nel caso 1, si trova subito che MP(O1 ammette 

2 p  polarith e riessun sistema nul10 reale, sicchè in definitiva: 
Le varietà d i  h7umvrzer s-eali del tipo cogw'spondeute al caso IV ( p  pnsi) 

nola h a m o  punli o?*dinar2 1-eali, m a  hanno 2 P  punti singo1ag.i (isolatz) g~eali, 
ed nltrettanti iperpiani singolavi reali non pussunti per quei pwzti. Esse 
unzmettono 213 pola?ità e O sistemi nulli reali. 

Corne caso particolare ( p  = 2) si ha il tipo IVb del ROHN. 

5 7.  Esempio di discassione d'un caso singolare. 

28. Presentazione del easo. Preliminari generiei e speeifiei. - Fer quanto 
gran par te delle nostre conclusioiii abbiano valore per varie th abeliane singo- 
lari e non singolari giacchb è in fondo di loro prop ie tà  comuni cht: ci siaino 
fin qui occupati, ben poco abbiam potuto dire fiiiora circa le nuove questioni 
che si presentaiio nell'esame dei casi singolari da1 punto di vista reale. Come 
p ~ ~ i m o  avuiamento al10 studio d i  tali questioni, vogliain presentare al lettore 
l'analisi di un caso speciale opportunamente preparnto. 

Diciamo perb subito qual'8 i n  as-goînento Eu questione pev noi p?inci- 
pcclr. Come per uiia varieth abelinna, l'esses singolare porta in generrtle 

(83) Coilaiderando coiiie eleiiieiiti di Vp,  rcnzicliè i puiiti, le varieth 9 di  Z, le 8, T v i  
~iibordinano trasformneioni annloghe, eco. ' 

cs4) Qui, corne al Q 2 « singolare B va riferito all'indice d i  moltiplicnbilità. 
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di conseguenza un anzpliamento ne1 yruppo delle tvasfolwazioni bif.azionali 
i l &  sé, pei l'intervento di tj.asfomiazioni bil-azionali singolari, cosi è da 
prevedersi, che se la varietà è di tipo reale, Io stesso accadrà delle trasfor- 
inazioni mitibirazionali, in particolare che si preseiiteranno nuovi t ipi  di  
sinzrnetvie. Potrk dunque alterarsi il numero delle classi 9-eali in cui si ripar- 
tiscoilo le varieta reali biraziorialmeilte identiche alla data; ed il probleina 
che coiisideriamo come principale, è quel10 di precisare la iiatura ed il signi- 
ficato dell' alterazione. 

Abbiamo di proposito parlato di ~ ~ u o v i  tipi, non di siminetrie singolavi 
perché la distinzione delle tms forn~az io~z i  i n  ordina~.ie e singo1a1.i é im- 
p,-opluia ne1 caso a~ztibi~-azionale; O, quanto mai, se uiia distinzione arialoga 
e pur possibile, deve foiidnrsi su criterî del tutto diversi. Difatti inentre le 
trasformazioni birszionali ordincc~-ie possoiio caratterizzarsi inediaiite le loro 
equazioni di  r d~ u, + ci la cui forma è invaviante pe7- quulunque canzbia- 
ntento di  pavamet?+,' questo 11011 accade (quand0 esistono) per le trasforma- 
zioiii aiitibirazioiiali r & Üt i- ci ; mentre per contrapposto le equazioni 
di qualunque siminetria possono, coine sappiaino, ridursi a quella forma. Uiia 
delle ragioni di ta1 differenzn sembra risiedeie in cib, che, w2ent1-e le t?-asfor- 
nlazioni bi~.azionali o~.dinarie îîtutnno i n  sB stessi tu t t i  i sistemi CD, della 
vaîdietà (perché la corrispondeiite tresformazioiie dei periodi muta in sé tutte 
le relazioni di RIEMANN) u?za sinznzet~,ia (per liinitarci a questo caso) almeno 
nelle ipotesi più semplici, muta in sé u12o solo od una classe suboi~dinata d i  
quei sistemi, rispetto ai quali, ed ni corrispondenti integrali norinali, ha il 
carattere di trasforinazione ordinaria L'esempio che andiamo a svolgere 
illustrer& ainpiamente tali osservazioni preliminari. 

Consideriamo una superficie iperellittica P di tipo 9-eule, cioè conteilente 
uiia siminetria S d i  carat te^-e renie A = O ,  ed indichiamo con A , ,  A , ,  B,, B, 
i cicli d'un sistenta pseudono~~~?zale relativo ad S. Suppolliaino poi che fra i 
relativi periodi degl'integiali di la specie di F iiiterceda una relazioiie di 
RIEMANN principale e d i  divisore 1 

a coefficieiiti tutti diversi da zero, ed inoltre, per ciascuno dei due gruppi 

(a,,, CI,,, a2,, a,,) (a,,, primi tra di loro. 

($j) si pornono k)erb costrilire eseiiipf di Vp sircgolnri contenenti siniiiietrie c h  ne tra- 
sfortiinno in sè tutt i  i sistemi a. 
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A. COMESSATTI: Nulle vcwietà abeliane reuli 63 

La sostituzione Ati = A i ,  B', = - Bi che la S induce (n." 2) sui cicli Ai, Bi 
muta la R in 

che, per l'ipotesi fatta sui coefficienti, è distinta da  R ; quindi : 
a) La superficie P è singolare (ha indice di singolarith > 0) ;  
b) Il sistema 2 corrispondente alla (1) non é reaie rispetto ad S, cioe 

P nos& è 1.eale in quanto sirpeg-ficie d i  Jacobi corrispondente a quel sistema L ; 
c) Le due relazioni R - R' =O, R + R' = 0, che, liberate da fattori, 

son del tipo 

son trasformate in sé stesse dalla sostituzione pred'etta. Di esse, come sap- 
piamo da1 n." 10 solo la A é principale, e quindi ad essa corrispondeJun 
sistema di varietà intermediarie (del 1" ordine) 0, reale rispetto ad S. Detto 6 il 
divisore della A (che supponiamo sin un nurnel.0 pr imo 1) lu P 2 quindi  
veule con2e supeq?cie d i  Picavd d i  dioisore 6. 

Ora riduciaino, col procedimento del n.' 10, la  A alla forma normale 

(4) 
e sia 

la corrispondente tabelln normale, relativa ai  cicli norniali JI,, M2, M,, iM, 
ed agl'iiitegrali normali u,, u,. Poiché la sostituzione che riduce la primitiva ,4 
alla forma (4) opera separatamente sui due gruppi di cicli A,, Bi ,  cos1 per 
effetto di essa- la B 'riinaile aiicora del10 stesso tipo, e la trasformata di R é 

ancora, come inizialmente, A -t- B. Scrivendo che questa ha  divisore 1, si trova 

e quindi il divisore della velazione hA i- pB = O vale 

Pertanto, se d = 6, poiché 6 é pl-imo sarà p divisibile per 6, e posto 
X =  x, p=8y verrà 

(8) x2 - O(8 - l)yZ = 1, 

Annnli d i  Matematica, Serie IV,  Toinu III. Y 
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* 
cosicché i sisterni Q> di  diuisore 6 cowispondono alle ?*elaaioni SA+ ôyB= O 
îzelle quali gl'interi x, y (primi fra di loro) soddisfuno all'equaziont! d i  P e l l ( 8 ) .  
I n  particolare il sistema @, corrisponde ad x = 1, y = 0. 

Fissato, com'è lecito, il segno di ~r; positivo, ricordiaino che detta x,, y, 
la soluzione minima positiva della (8), che, come si riconosce subito è 

ogni altra soluzione Xa, y, si ricava in i11odo noto dalla posizione 

nella quale a é un intevo a ? * h i t ~ a ~ i o  positivo O ncgutivo (86).  Ilîdicando con (Da il 
corrispondente sisterna di varieta intermediarie del 1" 02-dine, otterremo cosi 
un insieme nuînel-abile di tali sistemi, che potremo ordinare nella successione 

. 29. Ti~asformazioni birazionali ed antibirazionali della superficie P. - 
Siano ora 

utz = Y U ,  + SU, $- C,, 

le equazioni d'unn trasformazioiie antibirazionale di P i n  sé, ed 

quella della corrispondente sostituzioiie fra i cicli Mi. Egungliando al solito 
gl'incrementi dei due men~bri di (12) lungo due cicli corrispondenti, trovinmo 
otto velazioni frn gli m,,, le p, q, Y, s, ed i pexiodi (5), che, dopo elimiiia- 
zione delle p, q, 1-, s si riducono a relazioni a coefficienti interi fra quest'ul- 
timi. Nell'ipotesi ch' essi sian legati soltanto dalle A = O, B = O tali relazioci 
dhnno in definitiva 

(86) Cfr. DIR~CHLET, Lesioni szclln I'eorin dei Nzcnaevi (Venecia, Tip. Emiliana, 3881), 
$9 83, 84. Vedi anche In iiiia Mernoria citata 811% iiot:i ( 6 7 ,  i n  cui ni n.i 2, 3 è trsttat:~ iina 

questioiie che lin tdiine nriitlogie coll'nttiiale. 
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con rn e p interi;  dalle quali risostituendo nelle relazioni iiiizinli si ricava 

La (13) é quindi 

e se esprimiaino clle il suo deterininante (O quel10 ps - qr della ( 1 2 ) )  è 
eguale a t 1 troviamo 

(17)  m2 - 6(6 - l )p2  = t 1, 

cioè, salvo il doppio segno del 2" membro, lu siessa equazione di Pell (8 )  ("). 
Suppoiiiamo aiizi, per rendere piii intimo il legame fra i problemi con- 

nessi alle due equazioni, che la (17)  non abbia soluzioni quando i l  secondo 
mernbro é - 1, come accade p. es. quando 6 è un  nurnevo pmhao della 
forrna 4k i- 1. 

Ad ogni soluzione rn, p delln (17), assienle alla sua oppostn - m, - p 
corrisponde una schiera di trasformazioni (12) che si ottengono tutte da una 
fra esse moltiplicandola per le trasformazioni ordiliarie : e le (16)  son deter- 
minate a meno d'un cambiamento di segno dei secondi menibri, corrispon- 
dente al cambiamerito di segno di m, p, cioh al prodotto per una trasfor- 
mazione di 1" spe.cie. 

Ogni schiern pu0 quindi collegarsi ad una soluziorie WL,, p, della (17) 
con ma positivo; indicandola con Sa possiamo quindi, al modo delle a,, ordi- 
nare le Sa iii unn successione 

~iella qunle la S, corrisponde ad m = 1, p = O ,  cioè contiene le trasforma- 
- 

zioni u', 3 z  ui + ci tra cui c' è la simmetria S. 
Un'aiialoga conclusione sussiste per le trasfoîwzazioni birazionali, da1 

- 
moinento che esse possoiio otteriersi come prodotti della ut, = u ,  per quelle 
delle schiere Sa, cioe son rappresentata ancora dalle (12) nei secondi menlbri 
delle qudi  al posto delle Ûi si scrivano le ui. Se s'indica con T, la schiera 
di qaeste trasformazioni che proviene dalla S a ,  la corrispondeiite sostituzione 

(87) Il deter~ninante della (16) é il qî~ndrnto del 1' membro della (17) quiiidi di fntto 
vale + 1, conformeniente ad un riaiiltnto del C H E R ~ B I N O .  Cfr. la notsa tL4). 
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sui cicli Mi si ottiene dalla (16) moltiplicandola (a sinistra) per la M', = M,, 
Mt, = M,, Mt, = - M,, Mt, = - 1% (indotta sui cicli riormali dalla uri = uJ 

cioè carnbinndo nei secondi membvi il segno d i  M,,  M,. 
Poiché la matrice (5) ha cavattel.e reale nul10 (n," 6 )  neEEa sclzie?-a S, vi 

sono quattro classi di simmetrie: ed è facile vedere çhe la stessa cosa si 
ve~i/iccc pev le altve schiere. Difatti la (12) dove le p, q, 7-, s hanno i va- 
lori (15), quaiido ci = c, = O è iiivalutoria, quindi & ulm simnzet2.ia dotatn d i  
punti uniti (p. es. u, = u, = O) ; sicchè coi1 uii cainbiainento di paranletri 

- 
pub ridursi ad uti r zr, .  Sirnultarieamente la (16) ch'è pure involutoria, pub, 
a norma del n." 2, ridursi alla Nti = Ni, N p  = N 2 ,  Nt3 = - N3, lV4 = - N4 
mostrando che 'le simmetrie della schiera S a  hanno anch' esse cccrcittere loeaEe 
nullo, e quindi si distribuiscono in 4 classi coine si é sopra asserito. 

30. Trasformazione delle, Q, e classi reali corrispan&nti alln siiywficie P. - 
Qiiniite fra le predette classi di simmetrie sono effetLivamente distiiite di froiite . 

nlle trasformazioni birazioiiali (ed antibirazioimli) di F i n  sè? Per rispondere a 
questn domaiida cerchiaino conle son trasfornmti i sistemi a, della Ir. 

Percio ( 1 1 . 9 )  trasforniiaino mediante 1' inversa della (16), cioè ln (16) stessa, 
le relazioni A = O, B = O. Troviamo facilmente,. le notazioiii riferendosi ai 
prinii iîienlbri, e supposto che agli m, p delle (16) siari sostituiti ??la, p, 

da cui intai~to segue che la relazione A = O  è trasformnta in m,,A 3- 6p2,B=0, . 

cioè (per l7ide1itit8 delle equazioni (8) (17)) che le & iniitaiio @, in a,,. Poi, 
tenerido conto che, coine risulta facilmente dalle (10) 

si vede, mediante le (19), che la relazione 

(88) Si prov:~ con frtcilith the condizione neceesnrin e sufficiente percliè iiiin sostitiizione 
uniniodulare involutorin su dice varinbili, d i  coefficienti mi l ,  nci2, m-,, ml, 8ia riducibile 
nl la x', =- 2,, xt, = - x, è che sin na,, =- m,, e clie m,p, na,, s i m o  entrnmbi p ~ i .  Ora a tali 
condizioni soddisfnno le due sostitiizioni in ciii ei drcoinpone ln (16) conaiderntr corne 
oper:mte si1 cinsciinn delle eoppie Jf,, q ;  M?, 41, pricliè coiiie riuiiltn, 11nllc (9) (10) l'in- 
t e r ~  p è .sriiiprcb p l i .  
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corrispondente a a,, è mutata i i i  quelln corrjspondente a O,,,; in particolare 
per a=O, che le S,, mutano 0, in a-*. Infille tenendo conto che le Ta sono 
prodotti d'una So pcr le Sa si perviene alla conclusione : 

Il sisterna a, é mutato dalle trasfo~wzazioni della schieî-a Ta i ~ z  a,,,,, 
da quelle della schieva S a  i n  CD,,,. 

Ne segue che le trasfo~wctzioni bimzionali Ta non lc~sciano f isso alcun 
sisteîïin Q, fatta eccezione pci13 le To (t2,asfoî-mnzioni ovdinnrie) che li lascian 
fissi tzltti; ment~.e le tmsformuzioni antibip-azionnli di ogni schiera Sa lascian 
fisso un sistema @ e p?.ecisarnente @,. 

Inoltre si  ricava che la condizione perché due sistew' @,a, sinno equiva- 
lenti di fronte alle h*asfornzazioni (bir-azionali ed ccntibil.azionali) d i  F i n  
sé, é che gl'indici p, q abbiano la stessa paritù. 

In ta1 caso saranno evidentemente equivaleiiti anche le simmetrie che 
mutano iii sè  qiiei sisteini (e viceversa); e pertanto si conclude che la li' 
possiede otto clnssi di  sinmehie effettivameiite distinte, cioè che allcc classe 
definita i n  senso compiesso da P appartengofio otto clussi d i  supevficie 1-eali, 
vale a dire il doppio di quante si hanno, per À = O, ne2 caso non singo1n1.e. 

Quattro fra queste classi hanno per rappresentanti le simmetrie della 
schiera S, che corrispoiidono alla tabella normale (5), le altre quattro harino 
come rappresenta~iti le simmetrie della- schiera Si. Cerchiamo qual'8 la, ta- 
bella normale corrispondente. 

~osti tuendo nelle (16) nlle m, p la soluzione n~inima positivu m, =26 - 1, 
p,  = 2, dalla (17) si ricavn 

ed inoltre ln relazione çorrispondmte al sistemn a; mutato in sè da S, 8 

Yer passare a cicli noq-mali del tipo considerato al n." 10, occorrerh tro- 
vare una sostituzione che r i d u c ~  le (21) alla forma caratteristica corrispon- 
dente alle tabelle normali di carattere reale O (ne0 10, IV) e contempo?~cineu- 
rnente normalizzi la relazione (22). 

Coii qiinlche teiitntivo si trova che ta1 sosti tiixione è 
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e calcolaiido i periodi di u,, u, ai nuovi cicli norntali Ni si ha ln tabella 

GI'integrali u,, u, non sono dunque notwzaii ai nuovi ciclt, e cib é evi- 
dente a priori, da1 inomento che le equazioiii delle simmetrie della schiera S, 
noli sono della forma ut+ &Üi+ci ma della forma (12) per i valori di 
p, q, ga, s dedotti dalle (15) ponendo r î ~  = 26 - 1, p = 2. Ma osservando che 
il determinailte dei periodi (24) ai cicli Ni, N, vale aLA - 1, cioè Der la B e 

1 
per la (6), - si ottengono come integrali normali ai cicli Ni 

6 ' 

. (24) 

La superficie P ammette quindi due tubelle n o ~ w a l i  di tipo veule (5) (26) 
non equivalenti ne1 campo reale, cioé non riducibili una ali'altra con iina 
trasform~zione che conservi lu reultà degl'integ?~ali novmaii. Difatti una tale 
equivalenza condurrebbe, come al 11.' 18, ad una trasformazione birazionale 
per effetto della quale ie simmetrie della schiera S, si muterebbero in quelle - 
della SI contrariamente alle coiiclusioni precederiti. 

ia3,zii 1 - i a 3 4 ~ i ,  - a,, + i6zi, ' ir i l  

1 + iu,,r,, - i a34~22  i 6 3 ,  ni2 - + iz,, 6 

Nota nggiutrtn dzcrntde ICL cowerione clelle bome. - Nei rigoardi dell 'npplic~zione dei 
nostri procediineriti e iissltnti  n tzstie le unvieth algebvicibe iwegolnri (di tipo renle) cre- 
diamo opportune aggiungere alla uota (7) un idteriore cliinriineiito esplicativo rigunrtirtnte 
17ide9.p1.etnzio1ie topologico della formuln (2) (n.' 1) e delle nndoglie del testo. Tali forrniile, 
perfettnnierite corrette quand0 i sistenii di cicli prinzitivi bi  considerniio, coiiie a noi bastri, 
yiinli sostituti simbolici dei corrispondenti sistemi di peviodi p~imit i î ' i  d e g l ' i ~ ~ t e g r ~ t l i  di  
la specie, 10 sono anche in Renso topologico (sostituendo al segno d1egtcmllinszn quel10 
cl'on~ologicc) se riferite n vcwieth nlgeh~iclte prive di tovsio~ie liuenrs (coiiie 1~ varietg abeliltut, 
e le  ciirre algebriclie), inentre nel. cnso delle vtirit.tA con indice di turaione linenre O non 
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A. COMESSATTI : Xulle varietà abelialte rea l i  71 
-- 

nullo, 17intwpretnzione topologicrt é Lecita, solo a patto di p~eecindere drcll'aggirntn d i  ci& 
divisovi del10 suro. Invero, aorn'è noto, ogni oiolo (lineare) di questlultime varieth pub 
esprimersi corne combinazione lineare a coeficienti interi dei cicli d7 un sistemn fondnmeihde 
oostituito da  2p eicli indipendei~ti Oi e da  certi q divisoli dello zevo Tj; e nell:i.sostituzione 
iiiiimodiilnre con cui si  passa da1 sistema Ci, rj ad  i111 sistemn rtnnlogo Ofé, Ttj (p. es. a1 
trnsforiiinto inediante un% simiiietrin 8) i rJj ~i euprimono soltaiato medimete i rj, giaccliè, 
i n  cnso contrario i Ci dovrebbero soddisfnre a relazioni dlomologia coiitrnddiceiiti nlla 
loro indipendenm. Ne segue clie nalle formiile esprimenti i C'i medinnte i Ci, Tj, i coeffi- 
cienti mih dei C h  formtlno lin determinante egiide n e 1, e qiiintli ohe, n pntto di t?nscu- 
vrc~t! i I'i si pub nttribuire aiicora alle (2) significrtto topologico. Infine, d ~ t o  clle i periodi 
degl'iirtegidi d i  1' specie ai oicli I'i sono nudli, ogni iiifluerixa di qiirsti cicli sulle (2) s i  
elimina ne1 pitssaggio ai  periodi, onde resta conferinaio i l  ~ ~ n l w e  sinibolico affatto genersle 
d i  quelle relazioni. 
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1 sottogruppi del gruppo iriodulare con coefficienti del corpo 

di  Jtzcobi-Eisensteiii e uri teorema sui gruppi finiti. 

Memoria d i  GIOVANNI SANSONE (a Firenze). 

SOMMARIO - Introduzione - $ 1 - 1.  L'indice ~ ( 9 9  dei sottogruppi I'l-l(n) del gruppo I 'd i  sostitu- 

zioni lineari unimodulari con coefficienti del campo di JACOBI-EISENSTEIN 2 - l+ 
- 2. I I  poliedro fondamentale del sottogruppo ry(i-,) - 0 2 - 3. 1 camp< fondamentali dei 
gruppi ry(,&, - 4. Impossibilità d i  limitare con un numero finito -di  piani e d e r e  di .rifles- 
sione i poliedri fondamentali dei gruppi rP(,,), con n intero razionale pari, diverso da 2 - 
O 3 - 5. Relazioni fondameatali f r a  le sostituzioni generatrici del gruppo f di sostituzioni 
lineari con coefficienti del corpo Etc) con determinante + 1 - Q 4 - 6. Sulla indipendenza 
delle sostituzioni 8, T, O, generatrici del gruppo finito G;lp(9,) e suIIe loro relazioni caratteri- 
stiche ne1 gruppo GgP(,, - $ 5 - 7. Dimostrazione del teorema fondamentale sui gruppi G2p(n). 
Lemmi preliminari - 8. Dimostrazione del teorema fondamentale ne1 caso di  moduli primi 
con 2(1-  E) - Q 6 - 9. 11 teorema fondamentale per i moduIi m(1- a), 3m, 2m, 2 m ( l -  s), 6m 
con m primo con 6 - 10. Immagine geometrica dei gruppi G np(1-q Y G2p(.2) - § 7 - . I l .  11 gruPP0 

1 +-4ma, 4mb c 
delle sostituzioni unimodulari --- =+ 1, e il caso eccezionale ( 4mc, 1+4md)'  [ l + & a ]  

1 +- 3 m ( l -  E)a,' . 3m(l -  az)b 
dei moduli 4m - 12. I l  gruppo delle sostituzioni unimodulari 

3rn(l-Ê)C, 1 + 3 m ( l - ~ ) d  

= + 1 e il caso eecezionale dei moduli 3(1-s )h .  
11 + 3 4  - +j3 

INTRODUZIONE 

Nella min, Meinoria I sottog7.uppi del gruppo d i  Picard e, due teoremi 
sui gl'uppi JZniti analoghi al teolbema del Dick (') e nella Nota Le ?+elaxioni 
foncia~~tentali t m  te ope~aaxioni generatvici del gruppo modulare @nit0 cou 
coeficienti del c a m p o d i  ~ a z t s i  ( 2 )  scrissi chc i snetodi da me trovati  pote- 
vano applicarsi al10 studio dei g'ruppi del BIANCBI di sostituzioni lineari con 

(ii Rendiooiiti de l  Circolo Mntematico di  Palermo (Tomo XLVII, pp. 273-332). Ne1 seguito 
l e  citazioni relative 8 queski Memoria srtraiino indicate con (A). 

(9 Rendiconti  d e l  Circolo Matematico di Palermo, Tomo XLIX. 

Annali di Matematica, Serie IV, Som0 III. 10 
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74 G. SANSONE: I dottogruppi del gvuppo modulave 

coefficienti appartenenti a corpi quadratici immaginari (3). Ili questa Nota 
infatti io studio i gruppi I' di sostituzioiii uiiimodulari 

con coefficienti a, p, y, ô iiiteri del corpo E;(E), (E = - * + iV') di JACOBI- 
2 

E~SENSTEIN delle radici cubiche dell'unità, ma le ricerche possono estendersi 
ai gruppi di sostitiizioni lineari unimodulari con coefficienti dei corpi K(iV2); 

K(- 8 ivn), D 7, 11, 15, 19 e in generale a quei corpi il cui poliedro 

fondamentale abbia un solo vertice singolare 
numero finito di piani e sfere di riflessioni. 

Il procedimento generale che si presenta 
di sostituzioni lineari unimodulari 

(4) e si possa liinitare con un 

è il seguente. Dato il gruppo r 

con coefficieiiti di 1111 corpo quadratico immaginario, si pu6 determinare con 
un semplice ragionarnenlo aritmetico l'indice finit0 p(7z) del suo sottogruppo 

invariante rclc,> format0 dalle sostituzioni (:: !) caratterizzate dalle relaziorii : 

(mod. n), 

con 1% intero del corpo 
gruppo ï, si determinano, 

(5 1, (A)). Costruito il poliedro fondamentale del 
combinando le riflessioni sulle facce del poliedro, 

le sue sostituxioni ellitticlie generatrici (5 5, (A));  queste sono anche le sosti- 
tuzioni ellittiche generatrici del gruppo modulare finito Gp(,,, di ordine p(n) 
mediante il quale I' si rappresenta per rP,,,. Un primo gruppo di relazioiii 
tra le sostituzioni di GP(,,, sono quelle che espriinono il periodo delle sue 
sostiluzioni ellittiche generatrici, un altro gruppo di condizioni si ottiene 

(9 L. BIANCHI : Sui g w p p i  di sostitzwioiai liueovi n p p n r i e n s ~ d  n corpi pwzdrntici immn- 
gincc9.i. (Mnteninti~che Annaleri, Bd. X L ;  pp. 332-4121. 

(*) Questa circostnnza si deve presentnre secondo un teorema enuncii~to d:d BIANCHI, 
ma ancora non dimostrato, per i corpi quadratici privi di idenli secondari. Cfr. L. BIANCHI, 
loc. cit. (S), p. 333. 
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con coeficienti de2 corpo d i  JacobGEisenstein 75 

dal17espri1nere che le sostituzioni paraboliche del gruppo I'CL,n) si rappresen- 
tano in Ger(,,> con l'unit& (5 7, (A)). Per  provare poi se le relazioni trovnte 
tra le sost~tuziorii generatrici di GP(,, sotio sufficienti a cai-atterizzarlo, basta 

dimostrare che le sostituzioai uriiinodulari (' ZC;'' =bnd) con a, b, c, d 

iiiteri del corpo sono espriinibili corne prodotti di un nuinero finito di sostitu- 
zioni paraboliche di rp(,,, ( 5  8 a 5 11, (A)). Questn proposizioiie non è in generale 
vera ilel corpo di GAUSS K(i), ove fnnno ecceziorie i moduli n r O (mod. 4) (7, 
cosi ne1 coi-po K(E) fanno soltanto eccezione i inoduli divisibili per  2h, (1 - 
con A )  2, in altre parole quei nloduli che contengono il divisore P, O la  
potenza (1 - E ) ~  del divisore. 1 - E del Iiuinero primo critico del corpo. 

Riassuiuinmo ora i resultati di questn Nota. 
L'itidice y(n) del gruppo rp(,,, in l? è dato dalla formula: 

essendo N(n) la  norma, del numero n, il prodotto esteso a tutti i fattori primi 
p j 7  p2, ..., ph essenzialmeiite distinti di n, e A =  1 per n== t28 ,  @ = O ,  1, 2) 
e À = 2 in ogni altro caso (3 1). 

I l  poliedro fondamentale del gruppo r,,(,, h a  almeno y(n): 3N(n) vertici 
impropri, e il gruppo Top(,, otteriuto da rP(, amplinndolo Cori la  rotaziorie 
z'= -a e la riflessione a' =z,  non pu6 limitarsi per  IZ intero razionale 
pari, diverso da 2, con un numero finito di piani e sfere di riflessione del 
gruppo stesso (5  2). Le sostituzioni generatrici del gruppo r ottenuto d a  l? 
ampliaiidolo con la rotazione z' = - z sono : 

crtratterizzwte dalle relazioni : 

Iiidicando con G-~P~,,) il gruppo modulare finito di ordine 2p(n3 mediante 
il quale I' si rappresenta per r~(,,, si trova che nell'ipotesi che il numero 
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1% = ni + n,a sia primo con 2(1 - E) ,  le  8, T, 0 considerate come sostituzioni 
geiieratrici di questo gruppo oltre che dalle (2) sono legate dalle relitziorii: 

e ne segue il teoreiria: Se i leganzi fi-a tg-e operazioni d i  nntul-a qual- 
siasi S ,  T ,  U sono espressi dalle (2)  e (3) (O d a  conseguenze di queste) ed 
esse sono atte a genep-ave un g ~ u p p o  finito, Z 7  ordine del grzcppo é 2p(ii) 
con p(n) espresso dalla (1) (5 4 e 5). 

Ne1 5 6 si dimostra che il teorema è ver0 per  i iiioduli 2'(l - t ) h  

con m primo con 2(1 - E); A = 0, 1; p = O, 1 ; e come eseinpio si shidiano 
i gruppi G2p(I-s) e GdPI4 isomorfi rispettivainente coi gruppi ainpliati del te- 
.traedro e dell' icosaedro regolare. 

4m, 
due 

Ne1 5 7 infine si diinostra che il teorema rioii sussiste per  i inoduli 
(1 - ~ ) ~ 1 n  qualunque sia nz. Tali casi eccezioiiali sono conseguenza dei 
no tevoli teoremi : 

1 -I- 4ma, 4,116 ) 
a) Tutte l e  sostituzioni unimodulari per le q~ial i  ( 4me, 1 4- 4 i i d  ' 

C 
il simbolo di JACOBI dei residui quadratici I l  + 4iiaa] abbia il ' valore + 1 

formano gruppo. 
1 f 3,,1(1 - €)cc, 3m(l - 2 ) h  

b) Tutte le  sostituzioni uiiimodulari 
1 - SC, 1 + 3n1(1 - ~ ) d  

per le  quali il simbolo relativo ni residui cusici 1 a ~ i a  il 
1 4- 3rtt(l - E ) N  

valore + 1 formano gruppo. 

5 1.  L'indice p(n)- dei sottogruppi rP(,, del gruppo l' di sostifu- 
zioni lineari nnimodulari con coefficienti lnteri del campo 

di Jacobi-Eisenstein - ' -k i v3) .  Il poliedro fonda- 

mentale del sottogruppo rp(l-,, . 
1. Si consideri il gruppo i' di sostituzioni uniiiiod~ilari 

- 14- iV3 
a coefficiei~ti interi del coipo j i (~ ) ,  E = 

2 
. Siccome il corpo K(E) 
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(privo di idezli secondari) si comporta cotne il corpo di GAUSS apli effetti 
della divisibilitii (6), ripeteiido i ra.gioiiamenti del $ 1, (A) (") concludereino 
che i l  sottog?vcppo Fp(,,) 

C O I L  I I  in ter0  del  colapo 

d i  sos t i tuz ioni  

cc6 - !y = 1, a - 1 r 6 - 1 r p =- y = O (mod. n), 

k ( ~ ) ,  2 u n  s o t t o g m p p o  i n v n ~ ~ i a n t e  d i  ind ice  p(n), co7~ 

essenda N(n) l n  n o r m a  del  numel -O 11, i l  prodolto esleso n. t i d t i  i fitltovi 
p r i m i  p, , p *,..., p h  dist inl i  d i  I I ,  e con  A = 1 per  11 = t 2 ~ ~ ,  (p = 0, 1, 2), 
e A = 2 neg l i  a l t r i  cnsi .  

Si avrh ad esempio 

2. Costruiaino il poliedro fondamen tale del gruppo rll+E), verifichereino 
cos1 per via geonietrica che si ha y(1 - E )  = 12. 

Infatti il gruppo di sostituziorii lineari 

coi1 cc, p, y, 6 interi del corpo K(E) ha per poliedro fondamentale il tetraedro 
regolare T, liinitato dai tre piani, 

7,=0, y = 5 v 3 ,  5 v 3 + y = v \ / 3  
e dalla sfera: 

essendo (5, y ,  5) uria terna di assi ortogonali con gli assi 5, 7, iiel piano 
limite del semispazio iperbolico, e il serniasse 5 ) 0 iiiterno al10 stesso semi- 

('j) Cfr. ad es. L. BIANCHI: Le~iofi i  sulln teovin dei ~zzcmeri nlgebviei. (Bologiia, N. Zani- 
olielli, 1923), p. ,101 s seg. 

Cfr. G. Y A N S O N ~ P ,  loc. cit. ('), p. 276 t: seg. 
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spazio e il gruppo coiisiderato ha l'indice 24 ne1 gruppo di sostitiizioiii : 

Associando a T, il siinmetrico rispetto a1 piano q = 0, coiisiderando ci06 
il poliedro T liinitato dni 4 piaiii (Fig. 1) 

- - 
7, = t (V3, 511'3 t 7 , 4 3 ,  

e dalle due sfere : 

1 
(E -q+ (Y *&)+ k3, 

ess i  è il poliedro fondamentale del 

gruppo 

, a z +  P z =- 
y z  + 6 '  (inod. 1 - E). 

a 6 - P y = l 7  P-y-O, 

Tale griippo coiiicide col gi.uppo 
I'p,l-,, perche aveiidosi 

Fig. 1. 

a 6 = 1  (~iiod. 1 -E )  
segue 

a - 6 - t 1 (mod. 1  - E) 

e cambiaiido al  piii il segiio a d  cc, P, y, 6, si ha 

Segue che  i l  gruppo rIl(,,, ha l'indice 24 iiel griippo 

e percib l'indice' 12 iii ï. 

(8) Cfr. 1,. BIANCHI: Sui yvuppi d i  80atit?~zioui line(wi c o w i s p o ~ ~ d e n t i  nlle tlivifiioni de210 
spnsio non eticlideo in tetvcledvi e nftnedvi vegolnvi. (tleiitlicoiiti della R. Bccnd~i i i in  dei Lincei, 
serie V tlegli Atti, vol. XVIII, 1" sein. 1909, pp. 645-652), p. 645 e seg. 
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Le sostituzioni &,, Q, ,  ..., Q , ,  ohe ditnno la rappreseittazione di I' per 
tnezzo di I'p(l-E, formano il gruppo tetraedrale : 

a 2. 1 campi fondamentali dei gruppi rp(,,. 

3. Il tetraedro T' limitato dai 3 piani 

e dalla sfera 
5- + q2 + fS '=  1 

6 il poliedro foiidamentale del gruppo di sostituzioni linenri 

con a, p, y, 8 iiiteri del corpo K(E) (g). 

Associando a T' il suo siinmetrico ri- 
1 

spetto al piano 5 - - si ha che la pira- 
- 2  

mide P limitata dai 4 piani 

e dalle due sfere 

è il poliedro fondarneiitale del gruppo T Fig. 2. 
(Fig. 2). 

Chiamaiido con Z la divisione regolare del semispazio iperbolico operata 
dalla piramide P e considerando la rete dei prisini a base quadrangolare 

- determinata d i  due sistemi di piani 6 =!= 7v3= 1 con 1 intero arbitrmio, 
troviamo che ad ogni prisma della rete appartiene uria cella di Z nvente per 

( 9 )  Cfr. L. BIANCHI, loo. cit. !3), p. 365. 
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vertice il punto all'infiiiito V ,  del semispazio iperbolico. Escluso il caso 
n=*(l-~)P, p=O, 1, 2, da  noi esaminato a1 5 1, i movinlenti di rp,,,) clie 
lasciano fisso V, sono le traslazioni z'= z-i-nb con b intero arbitrario. Segue 
che ne1 pitrallelogramms Q' di vertici O, 11, ns, - . n a h o n  ni sono punti equi- 
valenti per una traslazione z' = z -I- nb (Fig. 3). 

Infatti le traslazioni z'= z + U E P ,  p = 0, 1, 2, inducono in un punto una 
traslazione equipollente a l  vettore t- e portano pertanto un punto interno 
a Q' in un punto esterno ; le  traslazioni z'= z t n(l - E ) E ~ ,  p = 0, 1, 2 indu- 

Fig. 3. 

con0 in un punto una traslazione di ampiezza, uguale alla diagonale di Q' che 
unisce i vertici n, ns e per esse i punti interni a Q' sono portati in punti 
esterni ; ogiii altra traslazione z'=z +nb A di ampiezza maggiore della diago- 
nale maggiore di Q', quiiidi in Q' non vi sono punti equivalenti per le  trasla- 
zioni considerate. 

Consideriamo ora il prisma format0 dai 4 piani norinali a l  piano limite che 
segnano su  di esso il parallelogranmlo Q'; i punti interni a questo prisma noir 
sono equivalenti per le sostituzioni di J! che lasciano fisso V-. Con cambia- 
menti leciti, a questo prisma possiamo sostituise oii insieine I di celle di Z d i e  

rion sono equivalenti rispetto a rp(,,, e tali che ogni altra cella di E di ver- 
tice V,  sia equivalente ad  una cella di I per una traslazione di rP(,,,. 

L e  celle di I sono in numero uguale al  rapport0 t ra  1' a rea  del pnrallelo- 

v 3  
grammo Q' che é N(n)- e 1' area  del parallelograinmo limitato dai 4 piani 

2 
1 * q v 3  = 0, 5 31 rid3 = 1, che è - ~ 3 ,  cioè sono 3(n l+  11; - nln2), (v. Fig. 3, 
6 

caso n = 3 + E). (continua) 
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Ne segue allora ( ' O )  clic si pu0 costruire un poliedro fondamentale Pl+,) 
di I',,(,,) coniposto di y(n) celle congruenti a P tale che ogni cella ne abbia 
aderente un 'a l t r s  almeno per un vertice, e che attorno ad  ogni suo vertice 
improprio vi siano 3~V(n) celle di B e quiiidi con y(n) : 3N(?z) vertici improprii, 
e percid questo iiumero è il ininor iiumero di vertici impropri del poliedro 
foi) damen tale di rP(,,). 

4. E ancora facile provure che siipposto il modulo n intero rnzioiiale pari, 
e diverso d a  2, ampliando il çruppo ïp(,,, con l a  rotazione z'= - z  e In-rifles- 
sione z'==zo si ha uii gruppo rocr(,, di ciii il poliedro foridameiitale non pub 
limitarsi con un nuinero finito di facce e sfere di riflessione del gruppo stesso. 
Infatti la  riflessione di FoP(,,) sono : 

( 1  + 7tal + nn,~)a ,  -4- n i h , ~ ~  ( 1  + nal + n a 2 ~ ) z o  + nb,  
2' = z = 

I A ~ C , ~  3so+(l +na, t ~ z c c , ~ ~ ) '  nclzo - ( 1  -t na, t na,02)' 

essendo rispettivamente 

( 1  -t na, t na,)' - 3na,(l + na,) + 3îrVic, = 1, 

( 1  + na, +na,)" 3na,(l + na,) + n2b,c, = 1 ,  

e per  cl + O  le corrispondenti sfere di riflessione haiino per  equazione : 

meiitre per ci =O, avendo supposto n+2, si ha  a, = a, = O e i corrispoiideilti 

n n 
piani di riflessione hanno per equazione F =-b ,  y =lbV3, con b intero qua- 

2 
lunque. 

- 

Proviamo che il punto di coordinate (:, O), con p primo con n non 
1 

solo non è sull' iutersezione di due piani di riflessione (evidente) m a  non é né 
interno nè su qualsiasi sfera di riflessione. 

('O) C f t .  p. 287 (A) .  

Arinali d i  Matsmalica, Serie IV, Tomo III. 
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Infatti ( -, - 'z3,  O) pub essere iiiterno O su una sfera di riflessione 

quaildo si abbia : 

2(1 -t- ria,) - na,]' 1 

2nc, V 3  <rn7 

3(2c,q - na,)' + [6qc, + 2(1 + na,)  - na,]" 4 ,  

[2c,q - 2(1 t na,) + na,]' t- 3(2c,q - na,)' s 4, 

e per la parita di n ,  deve essere rispettivamente: 

2c,q - na,  = 0, 6c,q + 2(1 t na,) - na, = 0, 

2ciq - 2(1 -+ na i )  -+ na ,  - 0, 2c,q = na ,  

dalle quali - 2c,q = 1 t na, ; 2c,q = 1 i- na ,  le quali sono impossibili nvendo 
supposto 1% pari. 

Ne segue, come si er,i prima affermato, che il poliedro foiidanlentale 
di I'Op(,a, non pub limitarsi con un numero finito di piani e sfere di riflessioni 
del gruppo. 

5 3. Relazioni fondamentali 
fra le sostituzioni generatrici del gruppo r. 

5. Nella Mernoria citatn del BIANCHI (") é dimostmto che il gruppo r0 di 
sostituzioni di prima e seconda specie 

a, p, y, 6, interi del corpo ha per poliedro fondamentale il tetraedro T 
con un vertice improprio limitato dalle 4 facce : 

( '!)  L. BIANCHI, ioc. cit. (3), p. 365. 
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Il gruppo r0 si pub quindi generare con le 4 riflessioni: 

che indicheremo rispettivamente con A, B, C, D, si ha percib 

Avendosi poi 

quindi 

(AD)' = 1, (BD)3 = 1, (CD)' = 1, D A = AD, DB = (BD)', DC= CD . 

segue che le sostituzioni del gruppo 

(a, /3, 8, 7 interi del corpo K(E))  si genernno con le .3 sostiluzioni ellittiche: 

con 

Vogliamo trovare tutte le relazioni iiidipendenti tra le S, T, Ii. Si coiisi- 
deri il tetraedro T' otteniito associando a T il simmetrico rispetto al piano rl -=O 
cioè il tetraedro limitato da; 4 pinni (Fig. 4): 

i cui vertici sono : 
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Fig. 4. 

V3  ed inùichi V= (P, O ,  ) il p~in lo  medio 

deli' arco V T 2 .  k facile provare ('y d i e  
ogni relazioiie fr;t le  sostitiizioiii del 
gruppo è un prodotto di 1111 iiiiiiiero 
finit0 di trasfor~nnte delle rotaziorii nt- 
torno agli spigoli 

le  quali haiino rispettivniiiente per  espres- 
sione : 

S2, T3, U2, S ( V ) &  
(TU)3, LST'(I'U)~TS, (ST2)', 

e di queste la  qiiarta é coiisegiieiiza 
della terza, la settiina della sesta, re-  
staiio fra le S, T, U, le  relazioiii iiidi- 
peiidenti : 

S 2 = 1 ,  T k l ,  U 2 = 1 ,  
(1) 

(SC')' = 1, (TC)"  = 1,  (5'7'')' = 1. 

4. Sulla indipendenza delle sostituzioni 5, T, U considerate 
corne sostituzioni generatrici del gruppo fiiiito Gzp(li.), 8 

sulle loro relazioni caratteristiche ne1 gruppo stesso. 

6. I l  gruppo rP(,, h a  ne1 griippo l'iiidice 2y(n), e le 2p(n) sostituzioiii 
a determiiiante t 1 con le  quali Ï' si rappresenta per  rp,,,, formaiio un grcippo 
fiiiito Gep,,,, di ordine 2p(71), ove si considerino percib coine identiche due 
sostituzioiii i cui elemeiiti siano ordinatamente congrui (h0d~110 n), oppure con 
gli elementi di una, congrua ordinatamente agli eleineiiti opposti del1'altr:a 
(niodulo n). S e  costruian~o i tre gruppi finiti di ordiiie 6, 12, 12 genei-ati di~lle 
operazioiii T, S ;  S, U ;  U, T si verificn facilinente clle qaaliiiiqiie sin i l  ino- 
du10 n, non pub una qualiiiiqiie delle sostitiixioni U, T, S espriiiiersi coiiie uii 

('7 Cfr. png. 295 (A). 
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prodotto forliiato con le altre due sostituzioiii, ossin le S, T, U considerate 
coine operazioni del gruppo GZ1+) sono iiidipeiidenti. 

Fer deterininare delle altre relmioni fra le S, TI; U oltre le (1), troviamo 
le sosti tiizioiii di rlL(,,) che lnsciano fisso V,. Escluso i l  caso ?z = (1 - E ) E ? ,  

p = 0, 1, 2 esse haiino ln forma : 

le sostitiizioiii precedeiiti si coinpongoiio con le poteiize delle trnslazioni 

e per queste iiel gruppo G2,,(,, si ha.: 

e le  precedeiiti diventano : 

1, nl 
Iiiversainente dalle (II) e (1) segue che ogni sostituzione d = ( )I ne1 

O ,  1 
gruppo G2p(,i) si r i ~ p p r e ~ e ~ ~ t i ~  con l'ideritità. BasterA provare per questo che 
le due sostituzioiii (UAS')'(TU)~ e (SU)"(TU)' (SU)? soiio permutabili, ci06 basterit 
provare che : . 

(US)z(TU)2(SU)1(TU)7(SUy = (SU)P(TU)'(SU)'( OrS)?(TU)' 

ovvero avendosi ( S U ) 2 ( U S ) 2  = 1 e (TU)3  = 1, baster& provare che : 

(US)2(  TU)?(SU)'(TU)"(SU)'  = (SU)' TU 

e inoltiplicando a siiiistra per (SU)' e a destra per (TU)'(SU)' occorre verifi- 
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Notintno infine che ogni sostituzione parabolica del gruppo rP(,,, è unn. 
trasfornlata delln (4) (13),  segue che le (II) esprimono le relnzioiii fra le S, T, O' 
che si hanno dalla condizione che le sostituzioni pnraboliche del gruppo rP(,, 
si rappresentano ne1 gruppo con l'unit&. Dimostreremo ne1 5 segiiente che 
le (1) e (II) rappresentano tutte le relazioni indipeadenti tra le operazioni del 

gruppo Gap(,> quando il modulo n non A divisibile per Y, od (1 - E ) ~  cioé 
ogni relazione fra le S, T, U in Gp(,,, è conseguenza delle (1) e (II), segue 
quindi il teorema: Se i leganzi fra t r e  operazioni S ,  T ,  U sono espvessi 
dalle relazioni  : 

(O da loro conseguenze) e i l  numei-O il = n, + n2E non è divisibiie per 2' 
e ( 1  - E ) ~ ,  ed esse sono at te  a genera7.e un gruppo finito, i l  gi*uppo da  esse 
generato é ison~ovfo oloed2-icamente col g~.uppo modulare Gip(,, d i  ovdine 

pl-endendo A = 1 pe7. n = ~ E P ,  (p = 0, 1, 2 )  e h = 2 negli a l t r i  casi, e i l  
prodotto esteso a tu t t i  i fattot-i pr imi  essewzialinente dist int i  d i  n, + n,a. 

$ 5. Dimostrazione del teoremil fondamentale 
sui gruppi (&,,, ne1 caso di moduli primi con 2(1 - E). 

7.  uni^ sostituzione 8 = Sxl Tpl UYISYaTpaUYa ... rappresenta ilel griippo 
Gapcl,> l'ideiitith quando si abbia 8 = 1, oppure 

(mod. n). 

('3) Cfr. p. 304 (A). 
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Ne1 primo caso, come si è detto al 8 3 ln 8 è conseguenza delle (l) ,  

ne1 secondo caso, Q h a  la  forma: 

e il teorema sar& dimostrato ove si provi che per n non divisibile per  Y,  
(1 - la  (6) è il prodotto di un numero finito di trasformate della sostitu- 

zioiie parabolica (i: nlk). Seguiremo per questo l a  via gih tenuta nella me- 

moria citata ( i4)  riconducendo il teorema a quel10 del DICK, (gruppo rnodulare 
con coefficienti del campo minimo di razionalitA). 

Premettiamo l e  seguenti osserrazioni (15): 

nb 
Osservazione 1". Se la sost i tusiow unirnodulare (' 1 + nd ) é u n  

prodotto d i  sostituzioni pnraboliche d i  rP(,,, anche la sostituzione uninao- 
+ 

lib' ) é u n  prodotto d i  sostituzioni paraboliche d i  Fi<(.,. ( nc. 1 + nd' 

Osservazione 2" ( i6) .  Se la sostituzione uninlodulare ) é i1 1 -1- nd 
u22 prodotto d i  sostituzioni pal-aboiiche d i  anche la sostituzione 
1 -Ç na, f nb~-7) 

2 un prodotto d i  sostituzioni paraboliche d i  Tp(n). 
t ncep, 1 + nd 

Seguono i soliti Lemmi, ci limiteremo perb a dare quelle dimostrazioni 
che subiscono qualche modificazione. 

Lemma Io. Data' una  sost i tmione Q = (' ) esiste una  sua 
1 + nd 

t?-asfomzata, che nzoltiplicatn pev sostituzioni paraboliche d i  rP(,, assunae 

la forma (' ~ y ~ u '  TiONo) con N ninlliplo arbitrario d i  n. 

Sia N =  nq, e supponiarno dapprima che nella LI sin c primo con q. Sia 
allora x radice della congruenza n - c x  = O (mod. y), l a  trasfornmta di 8 : 

1 1 - x  l+n(a -cx ) ,  nb,  )=( 
= O 1 O 1 ) = ( nc, 1 t n d ,  nc, 1 +nd,  

h a  gi& il primo coefficiente s 1 niodulo nq = N. 

(14) Cfr. $ 10) p. 311 e seg. (A). 
(i5) Cfr. loc. oit. (Tl n. 2. 
( l e )  Cfr. loc. eit. (z), n. 2. 
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Sin ora C L  bik- cioè c = kq -t. 9 - ,  b, = lq + s si ha : 
~ k ' s  Z 

9, = R, 
nqy, 1 + nd,  

ed essendo Q, unimodulare, é d, = O  (inod. 9 )  ci06 d ,  = qô  e quindi In SI2 ha 
la forma richiesta. 

Quando nella Q non sia c prinîo coi1 q, se poniaino y iigiiale a1 prodotto 
di tutti i fattori primi di q non conteiiuti in c, nella sostitiizioiie : 

1 -t- na,  
1 + n[c f y(1 + na)],  1 1- n d ,  

è c + y(1 + n a )  prinio con q e percii, possiamo ope'rare siilla Q, coine si è 
operato prima sulla 52. 

Piii in particolare mgionando coine ne1 Lemma 1" del 5 10 della Mernoria 
citata (A) si ha : 

Lemma 2". Dula una  sostituzione unimodulare (6), si pub nzoltiplicada 
a destra e a sinistva pe?. opportune tmsformccte della sostitusioize parabo- 

lica (O: ;k) in guisa che Zn sosliluzione p ~ o d o 8 a  abbia la fomwt : 

con a, p, y, ô intelmi del c o ~ p o  K(E), N intero razionale, ( N  nlultiplo ajabi- 
trario non nul10 d i  n) e qunndo ci occo?v-a N = O  (niod. 12). 

Ne1 seguito N, ove non si avverta espressaniente indica un numero 
intero razioiiale. 

Leiiiina 3". Se una sostituzione 8 ha ln forma (7) ,  è Zecito moltiplicarla 
per uns sostituzione parabolica d i  rp(,,, i n  guisa che la parte veale c il  
coeflciente d i  E d i  y siano p r i n ~ i  ti-a loro. 

Si ha infatti : 

con 7~ = Y  +x(I  + N28). Supposto 1 + N26 primo con 6, si puo trovare un x, 
tale che sin 

(8) y -+.x,(l + N6) r 2 - E (inod. 6), 
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90 C*. SANSONE : 1 sottogruppi del grtrppo mod712a1-e 

e la sostituzione 

ha  la forma ricliiesta. 
Lemma 5'. Se B é una sostituzione del gr-wppo ril<,,, si  possono detw- 

mhaare due prodotti d i  sostituzioni paraboliche S,, S, d i  rP(,) tali che si 
abbiu : 

sias, = 1 + N'a, N(1 + N2yo)P) (ni + N'y), 1 + NP6 

con a, p, 8  in te l~i  mzio?~a l i ,  (y, 7 ,  interai coniugati). 
Infatti per il Lemma precedente ad Q pub darsi la  forma 

1  4 N'a, N(c, + c,E")P 
~V(C,+C,E), 1- t -NP8  

e supporre iii essa 1 + 8% priino con 6. 
Consideriamo il prodotto 

e indicaildo con x, un iiltero complesso radice della congrueiiza 

(10) ci + C,E + (1 + N")x, = 1 (mod. N2) 

si scelga l'inter0 t in guisa che il iiumero: 

sia un numero primo Se n è di secondo grado (intero razionale), la 8, 
per le osservazioni la e 2" è un prodotto di sostituzioni paraboliche; se n 8 
di priino grado, percio colla parte reale e il coefficiente di a priini tra loro, 
nella (9), posto x = x, + Nat, possiarno operare corne abbianlo indicato ne1 
lemma precedente e ne segue il lemma ora enunciato. 

1 + N ~ c , ~ ,  
Lemma 6". Una sostituzione Q = ) con a, p, r, 8 ( Ney, 1 + N2cooB 

intermi razionali,  c e c, intel-i coniugati 2 un p~odot to  d i  sostituzioni 
pal-aboliche di rp(,) (19). 

('8) Cfr. (17). 

('$) Cfr. 10 (A), p. 315, 
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Corollario 1". Se  u n a  sostituzione (unimodulare) Cl = ( Ney, 1  + N26 
con a, p, y, 6 i n t e r i  assoluti è un prodotto d i  sostituzioni paraboliche 

d i  rp(N, anche la sostituzione uniwtodula~.e Q - No'p4 ) con pi 
- ( l G z a ~  1 + N26 

e y, i n t e j i  assoluti @,yi = py) é u n  prodotto d i  sostituzioni paraboliche 

dé ~ P ( N )  ('O). 

1 +na ,  ncoRz 
Corollario 2". Se  la sostituzione ( ncR,, 1 + n d  

) con n, 4 d, R, ,  R, 

intelei assoluti è un p ~ o d o t t o  d i  sustituzioni pamboliche d i  rp(, , ,  anche la 
1 -+na,  nc,R', 

sostituzione ( ncR',, 1 + nd 
) con R', , R', i n t e r i  assoluti, R',Rr,= R,R, è un 

prodotto d i  sostituzioni parnholiclze d i  rp(,, ("1. 
Lemma 7". Se  !.2 2 u n a  sostitztzione del g m p p o  r p ( N ) ,  la sostituzione P6 

è u n  pj-odotto d i  sostituzioni pa?.aboliche d i  l?p(N,. 
Diremo che una sostituzione P appartiene all' esponente h, quando h 6 il 

pih piccolo esponente positivo per il quale si abbia Qh = S con S prodotto di 
sostituzioni paraboliche di r p ( ~ , .  

Si pub dimostrare ("): 
a)  se una sostituziorie appartiene all'esporiente h, qualsiasi sua trasfor- 

mata moltiplicata per  un nuinero finito di sostituzioni paraboliche arbitrarie 
appartiene all'esponente h ;  

6 )  data unn sostituzione P ad essa se ne pu0 sostituire un'altra 

1 + N'u, IV( 1 + N'y ,)p) 
(N(1 + N y ) ,  1 + N26 ' 

con a, p, 6 interi razionali, che appartiene alIo stesso esponente h, ed h deve 
risultare un divisore dell'indicatore di GAUSS 

esseiido 1 i- ,Vy + (1 +Nb)O(y, + y,€) un numero colla parte reale e il coefi- 
ciente di E primi t ra  loro, e 1 -t- y, + y2& primo coii N. 

Supponiamo come si é detto al  lemma Io, N = O (rnod. 12) e cominciarno 
da1 provare che se h ha un divisore primo dispari p, esso deve essere uguale 

(20) Cfr. 10 (A),  p. 315. 
(a) Cfr. loe. cit. (?), II. 2. 
(2') Cfr. 10 (A), p. 316. 
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a 3;  per questo dimostriamo che preso un numero primo dispari p + 3 si pos- 
sono determinare y, e y, i n  guisa che L non sia divisibile per p. 

Si pub supporre nella ( I l ) ,  1 +N 'a  primo con p, (e3) ,  e siano x ed n dile 
soluzioni delle congruenze . 

(tnod. 9p2),  
(niod. 8). 

1 numeri x e a esistono, essendo 9p2 primo con 1 +N'a,  ed 8 primo 
con 9p" Essendo per le ipotesi fatte il riiiinero 8 X 9p2(l + N%) primo con 
1 + Ney + (x + 9p2n)( l  + N'a) si pub scegliere 1' indeterminata z in guisa che 
i l  numero 

(13) 7~ = 1 + N'y + (x + 9p2a)(l +N'a)  + 8 X 9pZ(1 + Nea)z 

sin pr iko  (24) e poiche non pub aversi insieme 

segue clie n: A di primo grado, inoltre possinmo scegliere z in guisa che n: 

sia in  niodulo maggiore di N 2  e percib primo con N2. 
Si h a  poi dalla (13) e dalla prima delle (12) 

e percib 
(mod. 9p2) 

ossia L = tp(nn,) = 3 + 9p2q, che non é divisibile per p, supposto p 3. 
Si ha  di piii che l a  massima potenza .di 3 che divide L è il numero 3 

stesso, percib h pub contenere come divisore dispari a1 massimo 3. 
Si osservi ancora che dalla (13) e dalla seconda della (12) segue : 

xn, F (1 - ~ ) ( 1  - t2)  = 3 (mod. 8) 

cioè nn, - 1 = 81 t 2 ovvero L = 2(41+ 1) quindi s e  h è pari ln massiina 
poteriza. del 2 coritenuto in esso è 2, cioè h é un divisore di 6 e percib Q pub 
q p a r t e n e r e  ad un espoilente divisore di 6, ossia Q 6  é un prodotto di sostitu- 
zioni paraboliche di rp,N,. 

(?3) Cfr. 10 (Ai, p. 318. 
(i4) Cfr. ('l). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



con coeficienti del covpo d i  Jacobi-Eisenstein 93 

1 -+ n2a, 
Lemina 8. S e  nel la  sost i tuz ioue P = nb ) si k a  ( nc, 1 + n 2 d  

( 1 + nYn - t EP (inod. c); p=0, 1, 2 ;  

i c = l  (mOd. ne )7  

lu  P 2 un prodotto d i  sost i tuz ioni  pal-nboliche d i  rp(,, ('7. 

8. Teoremn. L n  sosti tuzione Q = ( tbIid) puando il modulo  n 

é pvinto con 2(1 - E) è vu pvodotto d i  sos t i tuz ioni  pnmbo1icT~e d i  r,,(,,,. 
Infatti npplicaiido la trmformazione iiidicata ne1 Lemina Io  e 5", la pub 

assuinere la forma : 

con N primo con 2(1 - E), a, p, 6 interi razionali. 
E iecito supporre 1 1- N" nniiinero primo, e 

(15) l + N " = 2 + + ~  (mod. 36), 

e percib coinpl'esso di 1" grado. Ove cib non sia si pub trasformnre la (14) iii 
guiaa che .iestino soddisfatte le condizioni ora dette. Infatti iiella (14) possiaino 
supporre 1 + N 2 u  primo con 2(1 - €1, [perche in caso opposto nella sostituzione 

1, N(1 t- N'yo)% N2u + N2(1 + N2yX1 + N2yo)x, Np,(l +NLyo) 
1 N(l + N'y) 1 + N2ô 

essendo N( l  i- N2y)(l +Ney,,) primo con 1 4- NZu, si pub scegliere x in guisa 
che il priino coefficiente sin primo con 2(1 - E); basta porre x uguale al pro- 
dotto dei fattori (O a1 fattore) di 2(1- E) non contenuti in 1 + N2u]. Esiste d lo ra  
una radice xo della congruenza: 

(16) 1-1- N2y + (1 + N2a)N2x, = 2 + 9~ (inod. 36), 

(perché N71 f- N'u). è primo con 2(1 - E)) e si pub ancora scegliere l'inde- 
terminata t in guisa che il riuniero 

sia primo cornplesso [perché 36(1-+ N%)N2 6 primo con 1 + N2y +(1 t N2u)NPxo] 
e di coilsegueiiza di primo grado a .  causa della (1 6). 

e5) Cfr. 10 (A) ,  p. 319. 
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Nella sosti tuzioiie 

il fattore primo n del 3"coeKiciente soddisfa alle diie condizioiii 

(mod. Se), 

(iriod. 36) 

e col procediineilto del Lemina 6" potremo formare l n  sostituzioiie 

con S, e S, prodotti di sostituzioni paraboliche, a, P', 6' interi razioiiali. Sup- 
poniamo senz'altro che nella (14) sia 1 + N2y primo N i  priiiio grado e sia 
soddisfatta la (15). 

Dalln (15) segue 
(1  -t N2y)(l + Nv0) = 67 (mod. 36)) 

1 1 
percib - cp[(l+ N'y)(l+ N"o)] = 11 + 69, ossia il nuinero - cp[(l -+ N")(l i- N'y,)] 

6 6 
è primo con 6. 

Dalla (14) si h a  poi 

con a, ,  j,, y,, 6, iiiteri iazionali. 
Ora nvendosi 

1 
P 

(1 + N%)6 = t EP (nlod. 1 + Ngy) 

l + N 2 y = l  (mod. N z )  

per il Leilinin 8" la sostituzioiie: 

é un prodotto di sostituzioni paraboliche di rP(~), e per  il corollario 1" del 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



con caefficienti del corpo di  Jacobi-Eisenstein 95 

1 
rp 

Lenlma Ci0 anche la sostituzione 526 = Qi"+" un prodotto di sostituzioni 
paraboliche di r i l (~ , ,  ossia Q appartiene a d  un esponente divisore di 11 + 6q 

e per  il Leinina 7" all' esponente 1,  e percio la sostituzione 51 = (' "" 1:Lj 
con n primo con 2(1 - E) 13 un prodotto di sostituzioni paraboliche di rP(,,,. 

5 6. I l  teorema fondamentale 
per i moduli nz(1 - E), 3 m ,  2 m ,  2m(l  - E), 6 m .  

1 + 2ma, 9. Teorema 1". La sostituzione unirnodzdnre Q = 

con m dispari ,  ha il periodo 1 O 3. 
Possiamo supporre y primo con 2, in  caso opposto si pub sostituire alla P 

1 4- 2mu, 
1' altra sosti tuzioiie. 8 2ii1p ) e i l  ilumero 

2m[y + (1  + 2nza)], 1 + 2m8, 
y + (1 + 2ma) é primo con 2. Indichi ora x una soluzione della congruenza 

(x esiste perché 2my e 12 hanno per  massimo cornune divisore 2(1 - E)A 

con A < 2) e si  prenda t in  guisa che il numero n = 1 + 2mz t 2 m y x  + 12nzyt 
sin primo (ci0 é possibile perche 12my e primo con 1 + 2ma + 2tnyx) e 
percio per  l a  (17) di primo grado (6 inlpossibile infatti l a  congruenza 
=CI ~ E P  = 1 (mod. 6)); si avrh  dalla (17) che il numero primo p = nn, h a  l a  

forma 4h + 3 ci06 p = 3 (nlod. 4), e quindi' ( i l )  - - - - 1 (25). 

Ora si h a  per  la trasformata Q, di P (che h a  10 stesso periodo di Q) 

e sono possibili due casi [g = 1, [il = - 1 ("), 

(26) Cfr. DIRICHLET-DEDEKIND : Lezioni svl'io Teo~irc dei Ntotteri (traduxione itnliann, 
di A. FAIFOFXR) p. 86. 

(9 Per i l  significnto del sinibolo relntivo ai corpi quadrntici in  u n  corpo dgebrico 

e In sua riducione rtl170rdiuario siinbolo di LEGENDRE. cfr. L. BIANCHI, 100. cif. (=), p. 328 
a 345. Per i l  teorema di reciprocità relativo a questi siinboli, cfr. E. ECHIE : Povleszcngen fiber 
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1.' Caso. Sia [X] = 1 ; esisterh (essendo x  di primo grado), un intero razio- 

nale g per il quale si abbia g2 y (inod. x ) ;  e sin ancora a un intero razionale 
tale che si abbia 1 + 2nia -= g-' (mod. n x O )  ; si avrh  

1 + 2 2iikb' 
Considerando una sostituzione unimodulare 9, = 2mq 1 + 2mdl 

si h a  : 

1 + 21îza,, 2mb, 
ed  esserido un prodotto di sostituzioiii paraboliche perché 

.- 2n2, 1 -+ 2md, 
si h a  : 

1,  - a2 1 i- 21na,, 2mb2 1, a 1 21wH 1 2ntB 1, 
(O, 1 )( - 2171, 1 + 2iiid)(O, ;)=(- 2m, 1 - 4iitB) = (O: 1 )(-2m, y)  
è 8,8,-' = S-' ove S-' 8 nn prodotto di sostituzioni pni'aboliche, ed  iiifine 
QI = 88, quiudi  Q, (e: percib Q) h a m o  10 stesso pe~ , io t lo  d i  Q , .  

1 + a 2ntq.6, ) 
Consideriamo orst una sostitiizione unimodulare Q, = 

2niq 1 -I- 211id, 
( 1  + 2111a)2 + 4111?qq,a,, 21iiq0b, 

con b, e d, interi razioiiali : è II: = ed essa 
2wqc4 , 1 + 2md, 

h a  il periodo 1 O 3 ;  ha  anche il periodo 1 O 3 la sostituzione 

dit l'heorie der nlyebrnischen Zcciden. (Leipzig 1923, Akadeiiiisclie Verl:igdge~ell.scl~aft) p. 242 
a 249. Il teorenln di reciprocith nei corpi qu~dratici iiuiua,vinnri lia ln foriiin scinplicissinm: 
Fra due numeri dispari a, P di ciii uiio aliiieno  in, primario (cioé congriieiite col qundrato 

di  nn riiiiiiero del corpo riepetto n1 motlulo 4) ha Iiiogo ln, relrteione 

pag. 266). Se lino dei nuineri è pitri, si I i r l  l'altro teorem:i: St. x è 1111 t i i i i~i~ro dispari reilidiio 

quadratico del modulo 8, è - 1 (da1 teorenia 167, y. 249). 
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poichè il prodotto Q;Q,-' h a  la  forma 

1 i- 4nt2qqoA, 2nLqoB ( A ,  B, Cl D interi assoiuti) ( 2mqC, 1 + 4m2qq,D 

ed 6 quiiidi (per il Lemtna 6", 5 5) un prodotto di sostituzioiii paraboliche; 
ha ancora il periodo 1 O 3 la t r~s fo rma ta  di Q, 

e infine tenuto coiito che questa differisce da P, per uria sostituzioiie para- 
bolica (perche haiiiio il primo ed il terzo coefficiente eguali) aiiche l a  52, 
(e percib la  Q) h a  il periodo 1 O 3. c. d. d. 

n 2 m q  
S." Caso. Sin nella 8, = (2nry, + 2md) ,  (1;) = - 1. È anche 

quiiidi l a  sosti tuzione - 2 m o )  per il caso preeedente appartiene - 2 m y ,  1 t 2tnd 
all' esponeiite 1 O 3;  ed anche la Q, (ragionando come all' osservazione 2", 5 5), 
ed iiifine l a  P ha  il periodo 1 O 3. 

\ 1 + 6ma, 1 + 6m6 
10. Teorema 2". Qualsiasi sostiluzione con rn primo 

6m? 
con 

COI1 

6 si pub espl-imere con un prodotto d i  sostituzioni par~lboliche d i  I'p<sm>. 
Possiamo supporre (Lemma 1" 5 5) rn intero rdzionnle dispari, primo 
3. Tenuto coiito del teorema precedente e ragionando come nella seconda 

delle Meinorie citate dall'A. (2" si prova poi : 

a )  L a  sostituzioiie ((l + 6iiLa)3' ) è un prodotto di sostituzioni 
6mc,, 1 + 6nzd 

paraboliche di ïp(8,n) . 
C 

b) Indicatido col simbolo 
[1  + Bma], 

il simbolo genernlizxato di J A ~ O B I  sui 

Cfr. nota (-). 

A w a l i  di Afatematica, Serie IV,  Tomo III. 
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1 -i- G m n ,  6 d  
residui cubici ('y, si lia che l a  sosti tiizioiie : ( 6111~ L + 61)id 

coi1 1 + 6mn 

primo, di primo g r d o  e =1 6 uii prodotto di sostituzioni ptti'a- 

boliche di  rp(r;,n> (30). 

z i o ~ ~ i  pco.aholiche del g7 . i~ppo rP,,;,,, . 
Iiifrttti possianio a.lln 9 sostituire uiin sua trasforinain, i i i  cui sia 1 + 6 ~ n  

primo, di priino giado, e iiioltre n. r a (iiiod. 3). Ove questo iioii sia nella 52 

t2" Cfr. per i residui ciibici, P. BACHMANN: Uie Lelwe VOIL der Tfieisteilt~ii~j w t i  IIwe 
B s ~ ~ z i e l ~ t ~ ~ ~ q e i ~  ~ u r  Znhlentkeoris. (Leipzig 1872), y .  185 n 199 e p. 22a. 

Abbi:iiiio iisxto per i residiii ciibici i l  siriibolo per d i d i i g u e d o  t h  qiic.llo dei residiii 

qiiadr:~tici. Per facilit& dr l  lrttore ricliiniiiinmo qui le proprieth di qiiesto ~iiiiboio di ciii 
farenio iiso. 

N(9n)-1 

Se rn è un nuiiiero primo, ed 11 è priiiio coi1 wh, c;i tir wiiiprr 11 LE' (inod. tl), e 

s i  porrh pnr definizione = z? .  L:L condizioiie itecüssnria e siificiente prrcliè sin risolubile [a, 
la, coiigruenea z3=1& (mod. ln) à che si abbia [il,- 1. ~ e r  i aiiiiùoli [:l3 valgoiio le s e  

[i] = 1 per q primo intcro riizioiiaie ; 

2 
-(a t 1) 

supposto (i + bz scritto uotto fornin priiu,zria, cioè con n = - 1 

(mod. 31, b = 0 (iiiod. 3). 
e) Sr ?n e i t  sono due nuiiieri priiiii sotto fornin prininria (diversi d:il17unità) à 

[il3= [:l3 (teorenin di rrciproîith, siiliilo anoliï qiiriiido iiiio dei  duc nuineri n i  od n s i r  i l  2). 

A l  siiiibolo geiieralizzato d i  Jacoai  [-] con 91t e n priiiii trn Iwo liiraliio il 80lihJ signifi- 
IL 5)  

cato; notiaiiio che si piib provare, die se il iiiiiiirro a lin la foriiix priniaria, ~i lia =1, E, E" [z13 
secondo che si :~bbia 3 z 0 _ = 1 ,  4) 7 (iuod. 9). Esse inf:btti a i  verificctrio iiiiitiedintaiiiente per a 
priino, e con procedinieiito dlindiizione ai provaiio yiialiiiiqiic~ sin il  numrro dei fattari in 
oui si tlecoinpone a. 

(30) Cfr. per la diriiostrn~ioiie il teorainn precedeiite. 
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si pub supporre sia c primo con 3, basterii in caso opposto considerare la  
sosti tuzione : 

e se x indica una soluzione della congruenza a - cx E (mod. 3)) ove si 
scelga t in giiisa che sia il nuinero n = 1 + 6 m ( a  - cx)  + 18nzct primo (e percib 
di primo grado) si h a  che la trasformata Q, di Q 

soddisfa alle condizioni richieste. 

= 1, 8, e percio 8 è un prodotto di sostituzioni paraboliche 

(caso b); se invece è = EX avendosi El3 

6 p = (mo - 1) = - 2m -i- 3Q cioè p è primo con 3 e se p, indica una solu- 

zione della congruenza pp, + 1 r 0 (mod. 3) si ha :  

onde la  

liche di 
dotti di 

sostituzione (6i,i2Ep,, 16~b[id) è un prodotto di sostituzioni parabo- 

l?p<6,i, e quindi Q, (per Il osservazione 2" 5 5 )  e percib l a  51 sono pro- 
sostituzioni paraboliche di rp<6m>. c. d. d. 

Tenuto conto del Lemma 1" si ha :  

Corollario 1". Tutte le sostituzioni quando sia 

n = 2 k ( 1  - &)Pm con m p'irno con 6,  h = 0 , l ;  p = 0, 1 sono pl-odotti d i  
sostiluzioni paraboliche d i  rP(,, . 

Corollario 2'. Il teorema enunciato al 5 4 é veyo per i moduli 2"l -&)Pm 
con m prinzo con 6 ,  1 = 0, 1 ; p = 0: 1. 

Proveremo ne1 paragrafo seguente che se il modulo n é multiplo di 4 O 

d i  (1 - E ) ~  non é piu ver0 il teorema enunciato ne1 S, 4. 
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Qui come applicazione daremo l'interpretazione geometrica dei gruppi 

Gwi-~),  Gwe). 
Quando sia n = 1 - B avendosi 

(niod. 1 - E) 

le (1) del 5 4 diventano: 

(17) Se = 1, T3 = 1 ,  U2 = 1 ,  (SU)' = 1, (TU)3 = 1, (ST2)' = 1, 

e le (II) essendo ora 12, = 1, n, = - 1 ,  (TU)2(TU)-2 = 1, (TU)6 = 1, ed esse 
sono soddisfatte per le (17). 

Le (17) caratte)+zzano il  pmuppo an~pl ia to  del t e t raed~-O regoltwe, (di 
ordine 24). Infatti indicando con V, ,  V,, V,, V, i vertici di un tetraedro 
regolare, posto 

cioè S uguale alla riflessione sopra il piano che passa per 10 spigolo V,V4 e 
il punto medio di VlV2; T uguale alla rotazione a periodo 3 attoriio alla 
congiungente il vertice V, col centro della faccia ViV,V,V3; U aguale al ribal- 
tamento attorrio alla retta congiungente i punti medi degli spigoli opposti 
V, V,, V3V, i movinienti S, T, U soddisfaiio alle (17) e geiieraiio il gruppo 
ampliato del tetraedro regolare (3i), come poteva prevedersi per i resultati 
del 5 1. 

Quando sia n = 2, le relazioni (1) e (II) del 5 4 diventano : 

S% 1, T3 = 1, U' = 1, (SU)' = 1 ,  (TU)3 = 1, (ST4)2 = 1, 

[(US)'(TU)"' = 1, [(SU)2(TU)2(SU)2]B = 1. 

L'ultima relazione scritta è consegueiiza delle altre. Infatti essa pub 
scriversi : 

(31) Cfr. ad m. L. BIANCHI: Lesioni slclln teorin dei'grfcppi di sostituzioni e delle epun- 
zioni aigeh'éche secondo Gobois. (Pisa, Spoerri 1899), p. 123, p. 129. 
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quindi le relazioni fra le S, T, U diventano 

È facile vedere che il gruppo GpPp, é isomorfo col gruppo ampliato del- 
l'icosaedro regolare. Infatti indicando con oo, 1, 2, 3, 4, 5 un vertice dell'ico- 
saedro e ordinatamerite i 5 vertici adiacenti, e con CO', If, 2', 3', 4', 5' i vertici 
opposti, posto : 

T = (O, 4, 2')(Of, 4', 2)(1, 3, ool)(l', 3', m) 

U = (O, m)(O', m')(l, 4)(lf, 4')(2, 2')(3, 3'), 

S = (2, P')(2', 4)(3, w')(3' OQ), 

le T e U rappresentano rispettivameiite due rotazioni a periodo 3 e 2 del 
gruppo ampliato dell'icosaedro e generano uii gruppo tetraedrale G,, che 
lascia fermo uno dei cinque ottaedri inscritti nell' icosaedro ; S rappresenta 
uiia riflessione che trasforma l'ottaedro considerato in un altro ottaedro in- 
scritto, e facilmente si verifica che le S, T, U generano l'inter0 gruppo del- 
1' icosaedro (32).' 

Del resto 1% sostituzione P = (UT2)S(TU)S B un movimerito a periodo 5 
attorno ai vertici 1 e l', e il gruppo ampliato G,,, dell'icosaedro si rappre- 
senta per G,, con gli iiidici : 

1, P, P2, PB, P4, S, SP, spe, SP3, SP'. 

5 7. 1 modiili 4m, 3(1 - ~ ) m  come moduli eccezionali. 

II. Vogliamo ora provare che il teorema enunciato ne1 5 4 non sussiste 
quando il modulo n sia divisibile per il numero 4, O per il riumero (1 - c l 3 ;  
baster& provare, nei due casi, che esistono delle sostituzioni unimodulnri : 

the noil sono prodotti di sostituzioni paraboliche. 
Per il lemina 1" del 5 5 supponiaino che sia in intero rnzioiiale, e liini- 

tiamoci ora al primo caso. l? fondamentale, in vista di quaiito ci proponiamo 
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di provare, diniostrare il teorema: T u t t e  le sost i tuz io~zi  unirnodulari ,  

(niod. 41.11) 

pet- le qun l i  sia 7 = 1 (33) foivmmo g q ~ p o .  LI 
al, 4nhb 

Siano ( 4':8), ( ) due sostitiinioni uniiiioduliiri del gruppo 
4 d y ,  4mc, 

rp(4,, per le  quali si abbia: 

[+, [+; ail 

dcke con A abbiamo indicato il massimo coinun divisore trn il terzo coef- 
ficiente della prima sostituzione e il priino della seconda, e dove potreino 
supporre a e A scelti in guisa che si abbin coiiteinporaneamente: 

( a = l  ( a = l - ~  
(mod. 4); (mod. 4). i 1 ~ 1  1 l = - ( l  - E ~ )  

Sia ancora w una radice della congruenza: 

e possiamo supporre sia w primo e priino con yn (infatti se w, é ui!a radice 
della congruenza aaw, = 1 (mod. 8), posto w = w, + Sq, si pub scegliere q in 
guisa che il nuniero w, 4- 8q sin primo e primo con y@). 

Avendosi : 

od anche tenuto conto: 
a) l a d  = 1 + 161n2bc; 

b) - - - -  [al - [$ 
(33) Cfr. ('7). 
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c) del teorema di reciprocità; 

d) aaw -= 1 (mod. 8) e percib - 
[a L], = l :  

b c - [+] , k a  e a i i c ~ e  

[;] - 1 quindi [%] [:]=[+], ed 

Distinguiamo ora, i due casi cc 1 (mod. 4), a r 1 - E (mod. 4) : 

a) a 1 (mod. 4). È allora [E] [:] = 1, m a  è a~ iohe  o - 1 (mod. 4) 

(cioè w B primario) percib [SI = 1 ossia [ ' Ca + ldy ]= 1. 
w A(aa + 16m2hy) 

b) a G 1 - E (inod. 4); essendo a = 1 (rnod. 4) é per la (18) w = - (1 - E ~ )  

(mod. 4), e a n d o p m e n t e  se of è un altso numero primo, radice della con- 
grueiizn (18)  è wf r - (1  - c2) (mod. 4) percjo aw' r 1, ww' r (1 - ~~)"rnod. 4) 
ossia a d  e cùw' sono primari. 

Si h a  quindi : 

0r.a se w(w' )  è intero razionale, anche w' = w + 8q(w = o' -+- 8q) si pub 
supporre intero razioiiale, ed 6 
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Siano invece w e w' di 2' grado possiamo supporli primi con 1 - E ,  e 
poiché w ( l  - E) e w(- 3 - E )  sono primari si avrk : 

a)  [ ]  = (2) = - 1, (perché ww, E 3 (mod. 4)); 

3-1-c E 1-€ 
c )  [-'] = ( 3 )  = - l? [-] = [-1 = 1? [-] = 1 ; (perché (1 - E)' E 1 

1-E 1 - E  1-& 3 + 5  

Corollario 1". S e  una sostituzione uninzodzclare 

è wz pl-odotto d i  sostituzio?zi paraboliche del gvuppo 

l + 4mkxy, - 41rzky2 
Iiifatti una sostituzione parabolica ha  l a  forma 

4 m k x e ,  1 - 4 ~ h x t ~  
k x 2  

ed ' [l + 4nikmyl = [t + ed osservando che se k 6 pari 1 + 4rîzkxy 

e congruo 1 modulo 8, è lecito applicare il teoreina di reciprocità, e quiridi 

Se poi l a  8 è un prodotto di sostituzioni paraboliche, tenuto corito del 
teorema precedente, segue il nostro corollnrio. 

1 + 4111a, 
Corollario 2". Qualunque sostituzione 9 = 4mb ) con 

4mc, 1 + 4md 
c 

1 non pub espvimevsi coîne prodotto d i  sostituzioni pnvnbo- 

liche del gruppo ~ ( 4 ~ ) .  

Dalle cose dette ed osservaiido clie si possoiio costriiire quarite si vogliono 
C 

sostituzioni unimodulari, per le quali si abbia Il + 4riia] = - 1 segue che il 

teorema del 5 4, n." Ci non sussiste per i moduli 4771, qualunque sia ?st. 

12. L a  via da seguire ne1 secondo caso, cioè pela i inodiili inultipli di (1 - E)" 

e la  medesima, salvo che ai sirnboli relativi ai residui quadriltici sostituiremo 
i simboli relstivi ai residui cubici. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



con coeficie)tti del cwpo d i  Jacobi-Eisenstein 105 

Teorema. Tut te  le sostituzioni uninzodulari 

3m(1-- e")P 
ô 

a = 6 = 1 [mod. 3(1 -&)ml, 

per le quali s ia  = 1 ("4) formano gruppo. [:13 
ay, 3m(1 - 

Siano infatti (3nl(:~ ,)y, 3'n(1 - E2)pj' (3m(l - E)C, 
6 d due so- 

stituzioni di I'p[3,n(l-p,l, cioè tali che si abbia : 

a r ô r a h r d = l  [mod. 3(1 - E)] 

e inoltre sia [il, - = 1, [SI,=1. 
Abbiamo indicato con A il massirno comun divisore tra il terzo coefficiente 

della prima sostituzione ed il primo della seconda., quindi 1 ed a sono pritni 
tra loro, e supponiamo, corne del resto è lecito a r A - 1 (mod. 3). 

Il prodotto delle due sostituzioni é 
' 

l ( a a  + 27rn3by), 3m(l - ~"(ahp + b6) 
3141 - &)(CE + Ady), d6 + 27m3c/3 

e occorre provare che --- 
[4a,"AELy,1,= I V  

Tenuto conto che aca + Aady = c ( m  + 27nz2by) + y si h a  : 

ca + Ady CU + Ady 
A , h , a a  + 27rn3by , [ A ( m  + 27m%yJ,= p] ['] [ 1 = 

Poichè è a primo con 1 -E, applicando all'ultimo fattore il teorema di 
reciprocit&, si h a  : 
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Distingueremo ora i t re  casi : 
a) n = 1 [mod, 3(1 - a)] ; 
6)  a a 4 [rnod. 3(1- o)] ; 
c) a'= - 2 [rnod. 3(1- e)] .  

Caso a). Sia a = [mod. 3(1 - E)] ; per quctlunque y è : 

= 1 e a: r l [mod. 3(1- r)] B anche [cl3= [,] (-1 = 1 ; 
37 3 

2 

da [s] = 1 segue [:13= k] ; infine 6 [;],= [$] quindi 
3 3 3 

Casa b). Sift a E 4 [mod. 3(1 - E)] e quindi X E 7 [mod. 3(1 - E)];  13 di 
conseguenza au, r 7 (mod. 9)) h l ,  3 4 (mod. 9) ed infine 

Posto y = ~ Q ( q ) I l ( w ) ,  aa + 27»t2by = 1I,(q)Tl,(w) ove con q e w abbiamo 
indicato rispettivamente i fattori primi (sotto forma primaria) di primo e se- 
condo grado dei numeri y e a u  -+ 27m'%y, osserveiido che é 

[rnod. 3(1 - E)] 

ca -t- Ady 
e ancorn corne prima 

(35) Cfr. (9. 
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Caso c). Iii modo aiialogo al caso b) si esamina l'ultimo caso:  

a - - 2  [inod. 3 ( 1  - E)]. 

Corollario Io .  Se u n n  sosti tuzione uninzoduln?-e 

(mod. 4) 

é u n  pl-odotto d i  sos t i tuz ioni  pal-nboliche de l  p o u p p o  l?p13,n,,-~)i, 

Iiifi~tti se é uiia sostituxioiie pnrabolica, ha la forma 

kx"  x 
[l + &,r(l - .)hxy],= [i + 1 + 317r(l - 

Posto k = spIi(q)TI(w), teiiuto conto che 

[ l  -t- 31rt(l - s)kxyJ[l + 3?1z(1 - e2)k,x,y,] = 1 (mod. 9) 
si ha: 

Se poi ln SI 13 ut] prodotto di sostituzioni, paraboliche, tenuto coiito del 
teoretna precederite segue il iiostro corollario. 

1 + 3m(1 - €)a, 3 ~ ( 1  - s3)b 
Corollnrio 2". Qualunque sosti tuzione 

3m(l - e)c, 1 + 3m(l  - s)d 
c 

nel la  quale  sia ] = - 1 n o n  pub e s p r i m e r s i  coiiie p ~ o d o t t o  
1 + 3m(l -  €)a ,  

d i  sost i tuz ioni  pamboZiclze del g ~ u p p o  I'plJ,n(L-E)l. 
Dalle cose dette segue che  il teorerna del 8 4, 11." 6, noii sussiste Fer i 

moduli 3(1 - .)nt, qualuiique sia nz (36). 

(36) In a l t r ~  iiotn. ci yroponismo tli trovare le ulteriori contlixiorii clle carntteriaznno 
i griippi Ggp(4m), GdP[3rn(l-a)], cosi cotiie abbictiuo ftctto ne1 nostro 1:rvoro: L e  relnzioni foiuia- 
vzentrcli del g r ~ ~ p p o  modiclnre $fillilo con coeflciente ne1 campo d i  Gauss, (loc. cit. (7). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Sui sistemi regolnri di iiitegrali ttbeliani riducibili 
e sulle reti di coïïispoudenae ad essi <associate.. . 

Memoria di CARLO ROSATI (a Pisn). 

La teoria degli integrali abeliani riducibili ha fatto in questi ultimi anni 
progressi notevoli, specinlmente dovuti a lavori di geometri italiani. Per. non 
citare che i principali, ricordo l'elegante procedimento, con cui SEVERI ('), 
applicando per primo i metodi della geometria iperspaziale a questo genere 
di studi, ha dirnostrato e generalizzato alcuni teoremi classici di PICARD e 
POINCARE, e gli importanti contributi che alIo studio di detti integrwli ha 
portato Io S c o n z ~  con le sue belle ricerche sulle înatrici di Riemann (a ) ,  
nelle quali i risultati noti e numerosi altri nuovi sono inquadr~ti  in una 

teoria di notevole semplicit& ed eleganza. 
Nelle mie ricerche sulle corrispondenze fra i punti di una curva alge- . 

. 

brica, ho visto che la presenzn su questn di sistgmi regolari d'iiitegrali ridu- 
cibili è lçgata all'esistenza di classi pnrticolari di corrispondenze singolari, 
che ho chiamato corrispondenze speciali, onde le proprietà di quei sistemi si 
traducono i i i  proprietà di &este horrispondenze. Si presenta quindi l'oppor- 
tunitb, ne1 CRSO particolare di integrali appartenenti ad uns curva, ed anche 
in vista .di eventuali ulteriori svi ldpi  dello studio delle corrispondenze, di 
dare alla teoria degli integrdi riducibili uno svolgimento che abbia con 
quella delle corrispondenze una relazione pih intima di quella che non- sia 
ilella trnttazione di SCORZA, nella quale i procedimenti si riferiscono general- 
mente a varietà algebriche qualunqine, dotate di integrali semplici di 1" specie. 

- - -  
(1) Sicvic~i : S ~ g l i  ii~tsgrnli abelinni vi(2ucibili. (Reiitlioo~iti della R. Accademia dei Lincei, 

(5 ) ,  vol. XXIII, 1' sem. 1914). ' 

(e) Cfr. le Meniorje di SCORZA: a) I3torno dia teorin genernle delle matrici di Biemam 
e ad nlctine sue applicazioni, (Rendicoiiti del Circolo Matematico di  Palermo, t. XLI, 1916). 
b) Le nlgebre d i  ordine gzcnZzcnqtre e le matrici d i  Biemnwo, (~eiidiconti del Ciroolo Mate- 
inatico di Palerino, t. XLV, 1921). Coii qiiesta seconda Memoria 10 SCQRZA ha dato alIo studio 
delle iuatrici di  RIEMANN un iinpulso vigoroso, mercè 1' applicazio~e della teoria delle dgebre 
associative. Vedasi a tnl  proposito l'opera fondamentale dello SCORZA: Corpi s~arnzerici e 
algebve. (Messina, Prinoipato, 1921). 

Aniiali di  Matumatica, Serie IV, TGmo III. 14 
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E questo 10 scopo che mi sono prefisso in questa Mernoria, nella quale, oltre 
a ritrovare per altra via alcuni dei risultati di SCORZA, altri se ne aggiuii- 
gono che mi sembra debbano presentare un qualche interesse. 

g 1. Le reti di corrispondenze associate 
a un sisterna regolare riducibile. 

1. Si abbia sopra una curva r, di geiiere p > 1, un sisteiiîa regolare 
riducibile A, ooq-' , e si& R,,,-,,-, il suo asse (7. Direrno che una corrispoii- 
denza speciale X fra i punti di l' nppnrtiene ad A quando la sominn dei 
valori di un integrale di 1" specie qualsiasi della curva iiei punti del gruppo 
omologo per X di un punto variabile 6 un integrale di  A ; diremo che uiia 
corrispondenza speciale Y è di Zivello costante per A quando ogiii integrale 
di A dit somma costante ne1 gruppo oinologo per Y di un punto variabile. 
Le corrispondenze X appartenenti ad A sono quelle aveiiti per iinmagiiie 
omografie singolari col 1" asse passailte per R,,,-,,-, e formano una 2-ele; 
essa si dirit glete di la specie associata ad A, ovvero all'asse R,,,-,,-,, e si 
indicherh con Ml-,, essendo 1 2  1 il. numero delle corrispondenze indipen- 
denti in essa contenute. Le corrispondenze Y di livello costante per A sono 
quelle aventi per iinmagine oinogrnfie singolari col 2" asse contenuto i i i  

Rfcp-,,-, e forinano pure una rete, d i e  si dirit vete di 2a specie associata 
ad A O all' asse R,,, -,,-, e si indicher8 con N ,,-,, essendo m - 1 ( m  2 1) 
ln sua diinensione. Ai niinleri 1, 711 dnrelrio il nome di indici ( I o  e 2 O )  del 
sistema A O dell'xsse R,,,-,,-,. Si avverta che in Ml- ,  csistono certo corri- 
spondenze il cui 1" asse coincide con R,,,-,+,, e che in N,,,-, esistono cor- 
rispondenze il cui 2" asse coincide con R2,,-,,-,. Se U é unn corrispondenza 
(di N,-,) avente RI,,  -,+, per 2" asse, e V é una corrispoiidenza (di Ml-,)  
avente R,,,-,,-, corne 1" asse, le reti 1%-, N,-, soiio geiierate rispettivit- 
mente dalle corrispondenze X Y tali che 

(1) ux=o, YV=O. 

(a) Per le nozioni, d i  oui faremo largo iiso, d i  asse d i  c m  sistemx ve~yolnve, di spnzi 
d' i~bcideszn d i  W C  asse, d i  o~nogm$n immngine d i  ~ L I L ~  c o r ~ i f i p o i d e n ~ n ,  d i  siste~na nullo.fondn- 
meutale, d i  rete di  cewispondenze, ecc. veggniisi l e  mie  I lemorie:  a) 8r~g l i  i~~te!qrrcli abeiinibi 
vidzccibili, ( A t t i  della R. Accndeiiiie d i  Toriiio, vol.  L, 1915); b) Stclle corvispotdenze frcr i 
puttti d i  tma  ctwva dgebricrc el i n  pnrlicolare, f r a  ipzcnti  d i  i~ncc czcvva di yetcere due, (Aiinnli  
d i  M:~teiiiatica, eerie I I I ,  tom0 X X V ,  1915); c)  A'ulle cowisporhtienze nlgehriche fi'a i puqsti 
d i  due ctcrve nlgeb~iche, ( A i i n d i  di hlatemûtica, serie III ,  toino XXVIII, 1918); cl) Nt~ove 
vicewke s t~l le  cowispo~zdenzs nkqebt-iche frn i p m t i  d i  n1~n CIL TU^ nlyebricn, (Ai inel i  d i  Mntc- 
~iint~icn, serie I I I ,  toiiio X X X I ,  1921). 
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Sia cc il sistenia regolare mf'-Q-', complementare di A, avente per asse 
1' R,,-, polare di R,,,-,,-, ne1 sistetna nul10 fonda)neutaZe A. 1 sisteini A 
ed a, come pure i loro assi, si diranno coniugnti. Ricordarido che le corri- 
spondenze U-' V-', inverse di U V, hanno per immagini omografie singolari 
per le quali R,,-, è rispettivamente il 1" e 2" asse, e poichè dalle (1) si 
deducono le relazioni 

X-'U-'=O, v-'y-{ = O ,  

mentre da  queste si deducono le (l), si ha la proprietà: 
Le cofv.ispondenxe contenute nelle ret i  d i  la e d i  2Q specie associate 

ad un asse sono le inverse delle cowispondenze contenute nelle yeti d i  2a e 
d i  la  specie associate all'asse coniugalo. 

Due assi coniugati hanno dunque, salvo i'ordine, i medesimi indici; e se 
ilI',,,-, NT,-, indicnno le  due reti nssociate alll asse R,,-, , la proprieth dimo- 
strata pua rappresentarsi simbolicamente con 

2. Occorre ora riprendere u n i  rappresentnzione, da me altrove conside- 
rata (4), delle corrispoiidciixc della curva r sui punti razionali di uiio spazio 
lineare. 

Sia p il numero base per la totalitk delle corrispondenze di F e (T,T, ... TF) 
iina base inininin per le corrispondenze medesime, in guisa che per ogni corri- 
spondenza. T si abbia 1' equivalenzn 

Z1= A,TI +XiT2 +... +lpTp,  

in cui AIX, ... A,, sono .nuineri interi. Se in  uno spazio Sp-, si stabilisce un 
sisteinn di coordinate omogenee, e chin.miamo i i îmflgine di T il punto di Sp-, 
di coordinate ( A i l ,  ... A,,), l'insierne delle corrispondenze di I' viene assimilato 
alla totnlitk dei puiiti razionali di Sp-,, un punto essendo immagine di infi- 
nite corrispondeiize due n due dipendenti; e le reti associate ad un sistema 
regolare avraniio per immagini spazi razionali subordinati in SF-,. Iiidjche- 
rem0 tali spnzi con gli stessi simboli con cui si denotano le reti. 

Siano orn A A' due sistemi regolari complementari qualsiansi ooq-' ~ o P - q - ~ ,  

R2,D-Q,-i R2,-, i loro assi, Ml-i N,+, le reti associate ad A ,  M',.-, Nt,-, quelle 
associate ad A'. 

i4) ROSATI  : Sd le  cowisponde~i.ze nlgeb~ichs .fm i pzmti d i  m n  cwvn algebvica. Note 1 
e II, (Kriitlicorit~i t l~ l la  R.  Accnrleiiiia dei J h c e i ,  serie 5': vol. XXU, 2' sein. 1913). 
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Se T è una corrispondenza speciale aven te R,,-, R,,,-,,-, rispe ttivamen te 
come 1" e 2" asse ed X è uiia corrispondenza variabile, ponendo TX X', i 
punti di Sp-, imrnagini di X X' sono oinologhi in una oinografia razionale r, 
che diremo indottn in SL-, dalla T corne rnoltiplicat~.ice a s i~zish*n.  Poicliè 
le immagini di corrispoiidenze X tali che TX = O sono tutti e soli i punti 
raziondi di 8,-, che hanno in z i'omologo indeterminato, si deduce clle z è 

. singolare ed ha coine Io spazio singolare l'immagine Ml-, della rete di la specie 
associata all'asse R,,,-,,,,. Proviamo ora che l'Sp-,-l, 2" spazio siiigolare 
di t, è indipendente da  Ml-,. Iiivero, neli'ipotesi opposta, la ?, indotta da T 2 ,  
avrebbe come 1" spazio singolare uno spazio conteneiite hll-, e piii ampio 
di questo. Indicando allora con X una corrispondenza avente per inimagine 
un punto contenuto ne1 10 spazio singolare di rz ma non in qnello di r, sa- 
rebbe T X r l ~ 0  e TZX = O. I l  1" asse di X conterrebbe percio il 2" asse di T2 
ma non quello di T, e quiiidi il 2' asse di !ilQarebbe nieno ampio di quello 
di T ;  cib porta che i due assi R,,,-,,-, fi,,-, dovrebbero il~contrarsi, contra 
l'ipotesi. Osservaiido poi che uiin corrispondenza avente l1iinnlagine in Sp-,-, 
ha il 1" asse passante per R,,-,, si deduce che Sp_,-, è contenuto O coin- 
cide con 17i111magine della rete di 1" specie associata a R,,-,; nia poichb 
d'altra parte le reti di la specie associate agli assi coinplemeiitari IZ,,,-,,-, 
R,,-, sono indipendenti (perché una corrispondenza aveiite il 1" asse pas- 
sante per gli assi suddetti è a valenzn zero), si conclude che Sp-i-z coin- 
cide con llimmagine Np,.-, della rete di la specie associata a K,,-,, e si 
avrB 1 + 1. = p. 

Analoga deduzione pub farsi per le reti di 2" specie N,-, NI,-,, consi- 
derando 1' omografia z, indotta in SP-, ddla  1' cotize n ~ o l t i p l i c a t ~ ~ i c e  cc destra. 
Ma piii rapidaineiite si giunge al risultato osservando che (N,,-,)-' 
sono le reti di  la specie associate ai  sistenli regolari cl a' cmiugati di A A: 
i quali sono pure complenientari. Ne segue $72 + s = y e clie le reti (N,-,)-' 
(Np,-,)-', e qiiindi anche le reti N,,-, Np,-,, sono indipeiidenti. Si ha 
diinque : 

Le ~meti d i  la  specie (O d i  2a specie) associate n due sistemi regolari 
compleme~ztnr i  A A' hcmno pev imntagine due  spnz i  i ud ipmden t i  e n p p a r -  
teltenti n S,-,. 

~ u ~ ~ o n e i i d o  in particolare che gli nssi R,,,-,,-, R,,-, siano coniugnti, 
le reti N,,,-, M',.-, sono l'una inversa dell'altra, onde sarB i u  = 1.. Ma nllora 
dall' ugua.gliaiiza 1 + Y = p si deduce 1' altrn Z + 172 = p, cioè : 

Ln  somma degl'i~zdici d i  un s i s l c ~ m  1.egolcr9-e u g m g l i n  i l  1~uuie9-O base 
delle co7.1-ispo~ztle~zze. 
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Ritornando all'ipotesi che R ,,,-,,-, IZ ,,-, siano due assi complemen- 
tari qualsiansi, dalle uguaglianze 1 -I- m = y, 1 + T = y si deduce Y = r ) h  e 
quindi s = 1 ;  dunque : 

Gl'indici d i  u n  sistema regolare A coincidono, snlvo 1'07-dine, con 
quelli d i  u n  qualsiasi sistema coswpleriientare A'. 

3. Siaiio A e B due sistemi regolari riducibili, C il sistema congiungente 
e D quel10 intersezione. E chiaro che gli assi di C, D sono rispettivaniente 
l'intersezione e l' asse congiungente gli assi di A e di B. Indichiamo 
con 1 rn r s i primi indici dei sistemi A B C D e con M t a )  M(b) Mtc) M t d )  
le reti di 1" specie associate ad essi. Una corrispondenza comune alle due 
reti Mta) Mcb) deve avere il 1" asse pass:mte per gli nssi di A e di B e 
quindi per l'asse .di D, e inversamente; diinque la rete Mt" é 1' intersezione 
delle reti MCb), e percio le immagini di M'a) Mcb) appartengono ad 

un &+,-,-,. Poichè una corrispondenza che sin coinbinazione lineare di 
quelle appartenenti ad M(b) deve avere il 1"asse passaiite per l'asse 
di C, si deduce che AY~+,-,-, B conteiiuto O coiiicide con l'immagine di 
sark duiique 1 + ??z - s - 1 < 1 .  - 1, cioé 1 + n2 < 1 -  + S .  Si considerino orn 
i sistemi a p y 6 coniugati di A B C D; y sarB i'ictersezioiie e 6 il sis te in:^ 

congiungente i due sisteini u P. Poiché i priini indici di a P y 6 sono p - Z, 
y - n2, p - 9-, p - S, per la proprieth ora dimostrata sarh (p - 1) t (p - m)< 
<(p-v)+(p-s) ,  ci06 Ii-rîl>~.+s. Si conclude pertanto che Z i - m = r + s  
e che Sl+,,,-, coiiicide con l'immagiiie di M(C);  dunque: 

Le re t i  d i  la specie associate a2 sistenza i i z t e m e z i o ~ ~ e  e al sistema con- 
giunyente due  sistemi rego1a1.i sono rispettivanzente la 9.ete intes9sezione e 
quella congiungente le  2-eti d i  la specie associate a i  sisterni dati.  

Sial10 ora iVa) Ntb) Ntc) N c d )  le reti di 2" specie associate ai sistemi 
A B C D. Poichb (N(a))-i (Ncb))-l (N(o)-' (N'a))-' sol10 le reti di 1" specie 
relativi ai sistenii coniugati u P y 8,  (NtC1)-' sark 1' intersezione ed (Ntd')-' 
sarh In rete congiuiigerite le due reti .(N'a))-' (Wb))-':  Ne segue che N'") B 
1 intersezione ed 13 la rete coiigiungente le due reti N t a )  ,Vcb); dunque: 

Le ve t i  d i  2a specie associate al sistema intemeziosze e al sistenza con- 
giungevate due  sis'temi regolari sono vispsttivanzente la  r e t e  congiungente e 
quella intersezione delle r e t i  d i  2a specie associate a i  sislemi dati.  

Osservazione. Le proprietà ora dimostrate contengono come casi parti- 
colari quelle del i 1 . O  2, quando si coiisideri il sistenia wP-' di tutti gli inte- 
grali della curvn corne un sistema regolare di indici (0, p). Esse dicoiio 
iiioltre che alle oper;~zioiii d i  proiezioiie e sezioiie eseguile fra gli nssi di pih 
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sistemi regolari, rispondono nelle reti  di 1" specie operazioni di sezione e 
proiezione, e nelle reti di 2" specie operazioni di proiezione e sezione. 

4. Per  le considerazioni che dovremo fare in seguito, occorre richiamare 
alcune proprieth' della rappresentazione accennata al  n." 2. Ricordiamo percib 
che due corrispondenze U, V di indici (a  P) (cc' p) con v  coppie comuni si - 
clicono coriiugnte quando é ap' + u'p - v  = O ;  si dicono invece anticoniugnte 

- 
qunndo 1' unn è coniugata dell' inversa dell' altra, cioé quando 8 auf+ pp' - v = O, 
essendo il iiumero delle coppie comuni a U e a V-i ; ed P chiaro che v ,  ; sono 
rispetti vaine11 te i riumeri di coincidenze delle corrispondenze UV-', UV. 

Cid posto, si prerida una base minima (Ti T, ... Tp), e, indicati con (ai Pi) 
gl'indici di Ti, con v i ,  il numero delle coppie comuni n Ti, T, (per i = k il 
grado virtuale di Ti), e con ;,& il numero delle coppie comuiii a Ti Tk-l, 
si ponga 

- - 

wik = a& i- ahPi - vik,  qh = u,ak -+ P i P k  - v i h  ( i ,  k ,  1, 2, ... p) 
e si coiisideriiio i i i  SP-, le diie qiintlriche 

Vcdciiimo clie due corrispoiideiize soiio coniiignte o :inticoiiiiignte qiiaiido 
c solo quaiido hnnno per iminagini piiiiti coniugati rispetto alln qundrica S2 O 

rispetto alla qundrica K;  irioltre al  fascio (QK) nppartengono le due qundriche 
specializzate 52 - K= O, P + R= O nventi conie spnzi doppi un SPI-, e un 
Sp2-, razioiinli iiidipcndenti (p, + p2 = p) i quali rappresentano con gl'insiemi 
dei loro piinti raziondi lc  totnlita delle corrispondenze siminetriche ed emisim- 
metriche della curvn. L e  polaritk 52, K sono perinutabili e il loro prodotto .é 
l'omografia involutoi.ia J avente per spnzi foiidamentnli ed  Sp,-,, e le 
coppie di punti omologhi in J sono iiiimagiiii di due corrispondenze l ' una  
iiiversit dell'altra. Osservammo inoltrc che P non contiene slcun punto reale; 
aggiungiamo ora che, supposto p, 2 1, K é n punti veuli e che ln di~n.e~zsione 
dei suoi spnzi 2.eali nmssimi uyulcglin il lili~zoi-e dei numeri  y ,  - 1, p, - 1. 

Che l a  quadrica K contiene puriti reali si deduce subito osservando che 
i due pnnti in cui essa A segata da una retta reale appoggiata ai due spazi 
SPI-, Sp2-I i n  due punti A e B costituiscono la  coppia comuiie all'involuzione 
iperbolica aven te A e B per elemeii ti doppi e all' involuzione e!li ttica dei punti 
coniugati rispetto ad 52, coppia iiotoi-iaineiite reale. Inoltre le sezioni di K c o n  
gli spazi SI~, - ,  Sp,-,, coincidendo coi] quelle di P, sono quadriche non coiite- 
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iienti alcun punto reale. Ne segue che uiia trasformazione renle di coordinate, 
in cui la nuova piramide fondaineiitale è iina y P z a  polare con pi vertici i n  Sp,-, 
e pz vertici in Spa-,, riduce l'equazione di K a forma caiioiiica con pi coeffi- 
cienti di un segiio e p, di s e p 0  coiitrario, il che prova quaiito sopra si è 

asserito. 
Ci6 premesso, dalla proprieta, osservata a1 n." 1 si deduce che: 
L'involuxio~ze J. Irasforma le inznzagini delle re t i  d i  la e d i  2a specie 

9-elative ad un asse nelle immagini delle ret i  d i  2a e d i  la  specie relative 
all' asse coniugato. 

Siano ora M,-, N,-, (1 + n2 = y) le reti di 1" e di 2a specie associate 
all'asse R,,,-,,-, . Se X é una corrispondenza qualsiasi della prima ed P 
uiia qualsiasi della secoiidn, da1 fatto che il 2" asse di Y, è conteriuto ne1 
1" asse di X si deduce che Y X r  O .  Ed allora indicando coi1 (cc P) gl'indici 
di Y, con (a' p') quelli di X e con v il numero delle coincidenze della cor- 
rispoiidenza YX, ' poichè questa é a valenza zero, si avrk l' uguaglianza 
EU' + - v = O, la quale dice che le corrispondenze Y, X sono anticoniu- 
gate. Le irninagini delle reti M l - ,  N,,-, sono dunque spazi polari rispetto 
a. K, cioé: 

La polarità vispetto alla quadrica K trasfo?wza 1' zcna d l '  altra le 
imsnagini delle dwe pmeti associate ad uno stesso asse. 

Infine, essendo P = JK, si avrA : 
La polaritd rispetto ad Q tg.asfomza le inzntagini delle 1.eli d i  la e 

.di 2a specie relative ad un asse i n  quelle delle ?.eti d i  la e d i  Za specie 
9~elative all' asse coniugato. 

5 II. Coefficiente d'immersione di un sistema regolare. 
Sistemi isolati. 

6 .  Nella formula 

con lit quale una qualsiasi corrispondenza T viene espressa mediailte una 
biise minilna,, supponiamo che i simboli T T, T, ... Tp, oltre che rappresen- 
tare corrispondenze, indichino pure le omografie che ne sono le immagirii. 
Dmdo allora ai parametri 1, 1, ... Xp tutti i possibili valori reali e complessi 
si vieiie a generare un sistema lineare oop-' di omografie, costituenti un 
gi.ii;,po G, riferito proiettivarneiite dlo spazio SP-, , i puiiti razionali di Sp-, 
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i.appreseritiiiido oinografie irninagiiii di corrispondenze, e gli spazi subordiiiati 
di Sp-, sistemi liueari subordiiiati di G (j). 

Si consideriiio ora le due reti Ml-, N,-, (1 i- nz = p) associate ad un 
sistema regolare A di asse R,,,-,,-, e supponiamo dapprima che le due im- 
magiiii si intersechino in un Sl-i ( A )  O) e quindi appartengano ad un Sp-,-A. 
Gli spazi Sp-,-]. sono razionali e il numero A, manifestamente inferiore 
ad 1 e ad m,. rappresenta il nuinero delle corrispondenze indipendenti che al 
tempo stesso appartengono ad A e sono di livello costante per A .  Si ha 0i.a 
la seguente proprieth fondamentale: 

Lo spazio Sp-,-li congiungente le i m n a g i n i  delle ?*eti d i  la e d i  2a specie 
associate ad un asse R,,,-.,,-, ~app l - e sen ta  i l  sistema Eineave d i  onlografle 
del gvuppo G che trasfowaano in sé l'asse medesinlo. 

Da1 fatto che l'asse R,,,-,,-, è uno spazio razionale, discende che il 
sistema lineare delle omografie di G trasformanti in sè II,,,-,,-, ha per im- 
inagilie in S+, uno spazio razionale. Sarh dunque dimostrato l'asserto, quando 
si sia provato che i punti razionali di $+,-A sono tutti e Sbli immagini di . 

omografie razionali di G trasformanti in se R,,,-,,-, . 
Sin P un punto razionale di Sp-l-l ed H l'omografia di G ad esso cor- 

risporidente. Se P giace in Ml-,, ovvero in N,-, , pub dirsi che H muta in 
se R?,, -,,-, , giacchè ne1 1" caso l'oinologo in H di ogni punto di R ,,,-,,-, 
è indeterminato, ne1 2' caso, quando non è indeterminato, giace in  R,,,-,,-,. 
Supposto che P non appartenga ne ad Ml-, né ad N, - , ,  si conduca per P 
un S, razionale appoggiato a questi spazi in due puriti distinti P, P2 e 
siano H, H, le omografie di G che haiino i punti stessi per immagiiii. 
L'omografia H appartiene al fitscio individuato da Hi,  H,; e poichè un 

( 5 )  Le iiniiingini delle reti nssocinte ai  sistemi regolari sono spnzi rnzionali ginconti 
sulie iprrsiiperfieie i cui punti corrispoiidono aile omografie singoinri del sistemil linenre (2). 
L'ordine di  (priva di parti ripetute) è i l  grado dell'eqnazione minima dellromogra6~ 
generics del sistema. Osserviamo, per quanto cib non ocoorra ne1 seguito, che l'equnzione 

';ninima dellloinografin generion l', di coordinste (&A, ... Ap)  si pub subito ecrivere, qnando 
s i m o  note l'equazione cp(h,b, ... h y )  = 0 della ipersuperficie @ e l e  coordinate (k,k, ... k,,) del- 
17identità. Essa è infatti q(A, - zk , ,  A,-&,, h p  - zkp) = 0, cioè 

dove A's' è i l  noto simbolo di go1:~rizznzione 
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punto qualsiasi di R,,,-,,-, ha in Hi l'omologo indetermiiiato, tale punto 
avrA in H e in H, 10 stesso omologo, il quale dovrk d~inque appart,enere 

a R2(,-9)-1. 
Inversamente sia Huii' ornografia razionale di G trasformante in sé R,,,-,,-, 

e proviamo che il punto P, corrispondente ad H, appartiene ad SP-,-?\. 
Si consideri percii, un asse R,,-, complementare di R,,,-,,-, e l'omo- 

grafia razionale di G che ammette R ,,-,, R ,,,-,,-, come 1" e 2" spazio sin- 
golare e che induce in R,,,--,+, l'identith. Se T é una corrispondenza speciale 
avente per immagiiie questa omografia, la T, corne moltiplicatrjce a sinistra, 
induce in Sp-,  un'omografia z che ammette corne 1" spazio singolare Mt-, 
e corne 2" spazio sirigolare l'immagine Mtm-, della rete di la specie relativa 

a R,,- , ,  e i due spazi Ml-, Mt,-, sono indipendenti (n." 2). Poichè, per 
l'ipotesi falta su T, le corrispondenze T2 e T sono dipendenti, l'omografia 
indotta da T V e v e  coincidere con T, e quindi z deve indurre in Mt,-, 
l'identith. Si ponga ora T R r  ET,. Se fosse Hl = O ,  il punto P appartiene 
ad Mt-, e l a  proprieth è dimostrata; supposto Hi eJ=O, il punto P é esterno 
ad Mt-, ed ha per omologo in z il punto P, proiezione di P fatta da Ml-, 
su M',-,. Ma per l'ipotesi fatta su H, la corrispondenza Hi ha per 2" asse 
R ,,,,,,-, O un asse contenuto in R ,,,- ,,-,; dunque Pi appartiene ad Arnz-t, 
e 1' Sz = (Ml- ,  P,) giace in Sp-l- l .  E poiché P B contenuto in detto Sl ,  
anche P appartiene ad Sp- , -I .  

Osselvazione. Nello spazio Sp-,-h é contenuto il punto cui corrisponde 
i n  C* l'ideritith; infatti questo punto ha per omologo in z I'immagine di Y', 
che è un punto di N,-, . Cid poteva anche dedursi da1 fatto che Sp-I-h é 
immagine di un sistema lineare di omografie, che é anche un sottogruppo 
di G. 

6. Si indichi con G, il sottogruppo di G che ha  per iminagine 1' Sp-i-A = 
=(Ml- ,  N,,-,) e con E un sistema lineare ooh contenuto in G e corrispon- 
dente ad un SA razionale getierico di Sp-,. Sia P U I I  punto di questo SA ed U 
l'omografia di Z che ha P per imn~agine. Se P non giace nella sezione di SA 
con l a  ipersuperficie @ (vedasi la  riot~r (')), la U è una omografirt non siilgolare 
e muta l'asse R ,,,- ,,-, in un S ,,,-,,-, incidente agli spazi dei periodi. Se P 
appartiene alla detta sezione, la U e singolare; pensando allora P come po- 
sizione limite di un punto P* che si muove sopra una l ima  tracciata in SA 
genericainente per P, la  U risulta limite di una omografia ilon siiigolare U* 
variabile ne1 sistema Z.  Associeremo allorn a P 10 spazio S,,,-,,-, li- 
mite dell' S* ,,,- ,,-, in cui R ,,,-,,-, 6 mutato dall'oinografia variabile U*. 

Lniiali di dfalen~aliea, Serie I V ,  Yom0 I I I .  16 
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In ta1 modo ad ogni punto di Sl viené a corrispondere un S,,,-,,,, 
incidente agli spazi dei periodi; in particolare al punto cornune ad SA e 
ad =(Mt-, N,-,) corrisponde l'asse R ,,,-,,-, . Indichiamo con V 
la  varieth costituita da questi spazi, concepiti corne elementi. Vogliaino pro- 
vare che : 

a)  La V ha la  dimensione A, cioé co~atiene aoh S2,D-Q)-i. 
b) La V é geneî-ata dagli spaz i  S,,,-,,-, ottenuti applicando ccll'asse 

R ,,,-,,-, le omog~.afie del gruppo G. 
La proprieth a )  deriva subito da1 fatto che l'S,,,-,,-, generico di V ha 

per corrispondente un solo puiito di SA. 1nf:~tti cib avviene in particolare per 
l'asse R ,,,-,,-, cui corrispoilde 1' unico purito comune a Si e ad Sp-,-A. 

Per stabilire la propriet& b), occorre provare che 10 spazio S,,,-,,-, in 
cui è mutato R,,,-,,-, dall'omografia generica T di G è un elemento di G. 
Iiifatti R ,,,-,,-, è mutato iii S 2,,-,,-, da tutte e sole le omografie del sistema 
liueare m p - i - h ~ , ~ ,  il quale h a  per iinnlagirie l'Sp-,-A corrispondente del- 
1' Sp- = (Mt-; N,-,) nell' omografia z iiidotta in Sp-, dalla T come molti- 
plicatrice a destra; e il puilto che S'p-,-n ha comune con SA è iinmagine di 
uu'omografia del sistema lineare L, la  quale muta R ,,,- ,,-, in S,,, -,,-,. 

Il ragionamento fatto prova inoltre che la  varieth V, i ciii eleinenti sono 
in corrispoildenza biunivoca coi punti di SA é iwiducib i le  e ~ - ~ z i o n a l c ~ .  E 
poiché ai punti razionali di SA corrispondoiio elementi razionali, si derluce 
che V contiene i r t f i l z i t i  nssi d i  d imemione  2 ( p  - q ) -  1, i qunli costituiscono, 
ne1 continuo degli eleînenti venl i ,  un imienze o2;unqzce deizso. 

E anche da osservare che 10 spazio cui appartiene V, ove non sia 1'S,,-, 
rappresentativo, è u n  asse muta to  i l z  sé da  tu t te  le  onzog~.a/ie del gl-uppo G. 
Iiifatti detto spazio è quel10 stesso cui appartengone gli assi iu cui è mutato 
R,,,-,,-, da h + 1 oiuografie razionali indipendeiiti del sistema lineare 2, 
spazio manifestainente razionale, e mutato in sé da ogni oinografia di G, 
perché tale omografia trasforma in sè la  varietk V. 

Notiamo infine la seguente proprieth, che avrh ne1 segiiito larga appli- 
cazione : 

Se  R,, -,,-, é u n  asse qualsiasi d i  V ed ,,,- ,,-, é u n  alt1.0 asse delln 
- 

cmUva  che abbiu c o m m e  col pi-in10 U71 complernentare R,,-,, a m h e  R2,p-Q)-i 
8 contenuto in V. - 

Infatti l'oinografia del gruppo G che ammette R ,,-, ed K ,,,-,,-, come 
1" e 2" spazio siiigolare e che induce in quest' ultimo 1' ideiitit8, muta R,,,-,,-, 

- 
in R ,,,-,,-,, ogni pixnto di R ,,,-,,-, avendo per corrispondente in essa la 

-- 

sua proiezione f ; ~ t t ~  d a  II' ,,-, sopra R ,,,-,,-, . 
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In  particolare un asse della curva che sia infinitamente vicino ad un 
asse di V appartiene a V. 

Il numero 1 dicesi coeflciente dlinlmersio?ze dell'asse R,,,-,,-, e del 
relativo sistema regolare. 

Se 1 = 0 ,  l'asse R ,,,-,,-, A mututo in SA da tutte le omografie del 
gruppo G e la varieth V riducesi all'asse medesimo. In  ta1 caso l'asse e il 
sistema regolare diconsi isolati ('j). 

7. E facile vedere che, nell'ipotesi h > O, tutti gli assi di V hnnno co- 
muni gl' indici e il coeflciente d' immersione. 

Che il coefficiente d'immersione è il medesirno per tutti gli assi di V, 
segue subito da1 fatto che applicando ad un asse qualsiasi di V le omografie 
del gruppo G si ottiene In stessa V. Se poi si osserva che due assi q u a  
lunque di V possorio pensarsi come primo ed ultimo di una catena tale 
che due assi consecutivi di essa abbiana comune un complementare, si 
deduce, in base alla proprieta stabilita al n." 2, che tutti gli assi di V hanno 
i medesimi iridici. 

8. Si indichino con I', i', i gruppi (discontinui) di omografie razionali 
indotte in Sp-, dalle corr.ispondenze della curva coine moltiplicatrici a destra 
e a sinistra,. Poiché le formule (1) del n." 1 continuano a sussistere quando 
si moltiplicano i primi menibri, a destra e a sinistra rispettivamente, per una 
corrispondenza quslsiasi, si deduce che I', muta in sè l'immagine di ogni rete 
di 1" specie e che l', muta iii sè l'immagine di ogni rete di 2" specie. 

Siano ora R RI due assi complentari, e indichino h A' i loro coefficienti 
d'immersione, lCfz-, N,-, le reti associate ad R, Mt,-, NIz-, quelle associate 
ad R'(1 + m = p). Se T A una corrispondenza che ammette R ed R' rispetti- 
vamente come 1" e 2" asse, le omografie di r, e di i', rispondenti a T sono 
singolari ed hanno rispettivamente (N, N t )  ed (M', M) per spazi singolari 
(n." 2); segue allora dalla precedente proprieth che N N' congiungono due 
spazi contenuti in M M', e che M' congiungono due spazi contenuti 

(9 La nozione di coefficiente d'iinmersione 1 di un asse A, fondamentale nelln teoria 
degli iiitegrali riducibili, è (loviita a SCORZA, il qiiale l ' h  introclotta coine cauzttere siwitcl- 
t m e o  di A e di lin qunlsiaai asse compleinentnrr. Egli ha pure stnbilitn il ~igiiificnto geoiiia- 
trico di 1, corne tliineiisioiie tlella' variati miriiitia nlgebrica conteiieute tutti gli nssi aventi 
coiuline con A un coiiipleiiieiitart~. (Cfr. SCORZA, loc. cit. ('), a), la Parte, n." 41; b)  2' Parte, 
n." 26). La via (la mi teniitn si tliscosta (7% qiic.11~ di SCORZA. 
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in N N'. Se dunque ne1 quadro 

indichiamo le intersezioni di due qualunque delle quattro reti (di specie diversa), 
si avrh X + h = 1, h' + h = 1, e quindi A = A', ci06 : 

Due assi cornplementavi hanno 10 stesso coeflciente dJ irnmes.sione. 
Le varieta V V' definite da R R' hanno dunque la stessa diinensione X. 

Proviamo orn che esse sono trasforrnnte 1' una nell' altt-a da1 sistema wullo 
fondsmen tale A. 

Sia infatti V* la trasformata di V mediante A, e aiizitutto si osservi che 
l'asse R* di V*, che è coniugato di R, come complementare di R, appar- 
tiene anche a V'. Sin ora E* un altro asse qualsiasi di V*. Poiché gli assi 
di V* formano un insieme ovunque denso, gli assi R* R* possono pensmsi 
come primo ed ultimo d i  ana catena contenuta in V* e tale che due conse- 
cutivi di essa abbiano uno stesso complenlentare. Ne segue che R* é piire un 
asse di V', cioè ogni asse di V" è coiitenuto in V'. Derivn di qui che V 1  
coincide con V*, perche altrimenti tutti gli assi di V e  di conseguenzs quelli 
di V apparterrebbero a una variet& algebrica di dimensione < A. 

Osse~.vazione. Dalla proprieta ora osservata si deduce che le due va- 
rietà V V' sono determinate appeiia è noto un asse qualsiasi di uns di esse, 
cioé che i complementari di ogni asse dell'una sono contenuti nell'altra. 
Deriva iiioltre che un asse h a  il coefficiente d'immersione 1111110 O positivo 
secondochè arninette iino O infiniti assi coinplementari. 

9. Si indiclîiiio con e t i numeri delle corrispondenze simmetriche ed 
emisimmetriche indipendenti contenate nella rete di 1" specie LM,-, associatsl 
all'asse generico R di V, e con e' t' i numeri analoghi per la rete di 2" 
specie N,,-, ; cioè sieno Se-, AS-, le intersezioni di 1M,-, con gli spazi fonda- 
ineiitcili SI+, dell' involuzione 3, $+, S+, quelle degli spazi medesimi 
con N,-, .  Se ne1 quadro (3) supponiamo che le reti Ml,,-, Nf , - ,  si riferi- 
scsno all'itsse coniugsto di R, gli spnzi N f + ,  Mt,,,-, sono corrispondenti 
ilella J di Ml-, N,-, (II . '  1), onde si ~ I V I ' S L  h = e -(- t ,  IL' = et+ I I  ; ]na nllorn, 
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essendo 1 = h + h, m = X + h', si ottengono le uguaglianze 

le quali provano che al variare dell'asse R entro V i numeri (e t )  (e' t') non 
variano. 

Passando invece dagli assi di V a quelli di V' si scambiano gl'indici l m 

e le coppie (e t )  (e' t'). Infine, applicando le (4) e In proprieth che Ml-, N,-, 
sono spazi polari rispetto alla quhdrica K, si ottengono le formule (') 

Osservazione. Poiché nelle reti di l a  e di 2" specie sono certo contenute 
corrispondenze simmetriche, nelle (5)  sarà e> 1 e'>l t 2 0  t'>O; e quindi: 
Il coelpicien'te d' irnrnersione d i  un asse non supera il minore dei numeri  

Pi-2, Pz, 

10. Quando è h = O, la varieth V si riduce ali' asse R e l a  V' d l '  asse 
coniugato R*, e dalle (4) si ottiene Z = e + t ,  .in = e' -1- t'. Le reti di la e di 
2" specie per l'asse R hanno per immagini spazi indipendenti, uniti nell'invo- 
luzione J e polari 1' uno dell' altro rispetto alle quadriche K ed Q ; esse dunque 
coincidono con le reti di 2" e di la  specie relative all'asse R* (n." 4). 

Inversilmente se una delle reti associate ad un asse h a  per immagine 
uno spazio unito nella J, dovrà essere A = O ;  dunque : 

Condizione necessa?% e suflciente perch8 un nsse sin isolato 2 che una 
qunlsiasi delle yeti ad esso associate contengn insieme ad ogni sua cowi -  
spoudenza, anche 2' inversa. 

Vedemmo (il." 4) che se X Y sono due corrispondenze appartenenti alle 
reti di 1" e di 2" specie di un asse R, si ha YX= O. Se R é isolato, le mede- 
sime reti sono ancora di 2" e di la specie per l'asse coniugato R*; si avrh 
dunque ancora XY s z  0, cioè le corrispondenze X, Y sono permutabili. Suppo- 
niamo inversamente che le corrispondeiize appartenenti alle reti LM,-, N,-, 
associate ad R simo permutabili. Se X è una qualsiasi corrisporideriza di Ml-, 
ed Y una corrispondenza di N,-, avente R come 2" asse e come 1" asse il 
coniugato R*, per l'ipotesi si ha  X Y =  O, e quindi X deve avere il 2" asse 

(7) Le formule (5) equivalgono a quelle di S c o n z ~ ,  con oui si e~primono gl'indici di 
~ i i ~ g o l ~ r i t à  e di moltiplic:~bilit~h di iina iii:~trice irnpwa per riiezzo degl'inùici di singolitrith 
e di inoltip1ic:ibilitB di tliie suai asBi cou~plei~~eiitari.  (SCORZA, loe. cit. ("), a), 1" Parte, II.' 41). 
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contenuto in R*. Ne segue che X-' ha il 1" asse passante per R, cioé X-' 
appartiene ad Ml-,. La rete Mt-, contiene duilque l'inversa di ogni sua 
corrispondenza, e llrtsse R 8 isolato. Si ha pertanto: 

Condizione necessavia e suficiente perché un asse sin isolato e che due 
co1.9-ispondenze qualsinnsi delle due  yeti associnte ad esso diano pesa pro- 
dotto u n a  cowisponde~zza  a valenza 2~1.0 ,  qualunque sin l 'ovdine in cui 
si moltiplicano. 

III. La configurazione degli assi e delle reti di corrispon- 
denze ad essi associate. Ooefficiente d'immersione di un 
asse qualsiasi. Suo limite superiore. 

11. Lo studio della configunrzione dei sisteiiîi regolari che pub possedere 
una curva B stato compiuto da SCOIZZA il quale ha determinato i vari aspetti 
che pub presentare unn mcitrice di EZienzaï~u i lnpz t~ 'a;  mil, per ragioni di 
c1ii;irezza e per le coiisideraxiorii che dovreino fare i n  seguito, occorre che 
iioi 10 riprendinnîo, diil piiiito di vista di qiiesta Jleiiiori>~. Percii, é opportuiio 
p;ri-t,ire d;ii sisteini ad clssi  pul-i, cioè d;ii sistenîi i cui nssi iioii ne coiiten- 
gono tiltri di diineiisione iniiiore. Tnli sistcini soiio gli e lon~ent i  coi qud i  si 
otteiigoiko tutti i rimaneiiti sisteini regolirïi ; sulin varieth ( l i  J A ~ O B I  relativa 
alla curva i sistenîi medesimi dknno luogo a congruenze abeliane con le quali 
si cornpongono le rimaneriti congruenze. 

&a RP(P-qi)-I un asse puro avente il coefficiente d'inîmersione A , ,  e V, 
indichi la varieth, di dimensione A , ,  defioita dall'asse medesimo. Tutti gli 
assi di V,, trasformati di questo mediante onlografie razionali del gruppo G, 
sono manifestamente puri. Prendendo in V, successivameiite degli assi R R' R.. .  
con la condizione che ciascuno non sia conteiiuto e quindi sin indipendente 
dallo spazio che congiunge i precede~iti, si giungertt a costruire un gruppo 
R R'... R(kl) di k l  + 1 assi indipendeiiti di V, tale che 10 spazio congiun- 
gente contenga ogni nltro asse di V, e quindi l'iiitera varieta V, ( 9 ) .  Posto 

(k ,  + l ) ( p  - q,) = Q ,  ( Q ,  <p) ,  la 'CI; appartiene ad un Rzg,-1, il quale, iiel- 
1' ipotesi Q,  < p, é un asse isolato. Proviamo orn che se B Q, = p non 

(8) SCORZA, loc. cit. (2), a) ,  ln Parte, pag. 41. 
u n n  vnrietà slgebrioa W (in particolare urio ~paxio  liriearr) clie contenga ogni auee 

di V;, contieiie l'intern P,, giaccliè :rltrirnriit,i i i e l l ' S ~ ,  rnzioiiale in cui è inpprrseiitntrt V ,  
esisterebbe i i i i : ~  vnrieth :tlpvebric:l di dimensiorin < i l  coiitaiiente tutti i puiiti r n z i o d i  
di S A , ,  i l  clir è assiirdo. 
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esistorio altri assi puri fuori di Vi, se 8 Q, < p, ogni altro asse puro è conte- 
nuto nell' asse coniugato di KsQ,+. Basta percid dimostrare che un asse puio 
non appartenente a V, A contenuto ne1 coniugato di un qualsiasi asse di V l .  

- 

Sia dunque R ,,,-,,,-, un asse di V, ed R ,,,-, il suo coniugato. Se K rion gia- 
cesse in R,,,-, dovrebbe essere indipendente da questo asse ed avere percib 
la dimensione minore od uguale a 2 ( p  - q,) - 1 ; ora entrambe le alternative 
sono da escludersi perche, ne1 1" caso, proiettando R da R ,,,-, su R ,,,-,,,-, 
si avrebbe in questo uil asse di dimensione < 2(p  - q,) - 1, ilel 2" caso R ,  
come complemen tare di Rz,,-, , dovrebbe appartenere a V, . Supponiamo Q, < p 
e che nell'asse Rz(p-Q,,-l, coniugato di  R2Q,-1, esista un asse puro R ,,,-,,,-, 
di coefficiente d'immersione A,. Indicbi V, la varietà definita da questo asse, 
e k, -!- 1 il massimo numero di. assi indipendenti che essa contiene. Posto 
ik, + l)(p - q,) = Q,, la V, appartiene a uii asse isolat0 R2Q,-i, essendo 
Qz < p - Q, . Se Q, == p - Q,, lion eaisteranno altri assi puii fuori di Vi e 
di V, ; se 4 Q, < p - Q,, ogni ulteriore nsse puro é contenuto nell'asse 
R2(p-Qi-Qs>-l coniugato di quel10 corigiungente ReQ,-i, Cosi continuando, 
si giungr: a costruire t assi isolati indipendenti 

contenenti rispettivamente delle varietà V, ... Vt di dimensioni A, A, ... 1, 
definite da assi puri ; e si avrk Qi = (ki + l ) (p  - q,), essendo k; -t 1 (k, <Ai) 
il mnssimo numero di assi indipendenti contenuti in Vi e 2(p - pi) - 1 la 
loro dimensione. Se k ki = O e quindi Ai = O, la  V, si riduce all' asse RzQ,-1 
che risulta puro ; se é t = 1 la curva é priva di assi isolati. Un asse qual- 
siasi R* non contenuto in alcuria Vi dovrh essere impuro ; e poichè, com'è 
inanifesto, si pub costruire in esso un sistema di assi puri ad  esso apparte- 
iienti, R* si otterrh congiuiigendo ri + 1 assi indipendenti di VI, con r, -1- 1 
assi indipendenti di V,, ecc., essendo - 1 < ri <.ki (i = 1, 2 ,... t) .  Gli assi 
RpQtl (i = 1, 2, ... t )  e quelli congiuiigenti i medesimi a due a due, a tre a tre, ecc., 
essendo mutati in sè  da1 gruppo G sono isolati, e sono i soli ment i  questa 
proprieth,, perche un asse isolato che contenga un asse di Vi deve contenere V, 
e quindi il suo spazio di appartenenza RZQ,-1. 

12. Vogliamo ora studiare piii da vicino le varietà definite dagli assi puri, 
per trarre alcune notevoli conseguenze non osservate da altri. 

Consideriamo percid la varieta Vi, di dimensione A, > O, e, detti R R due 
suoi assi qunlsiansi, cerchiamo anzitutto il numero delle omografie razionali 
indipeiidenti che intercedono fra gli assi medesimi e che iiîiitaiio gli uiii negli 
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altri i loro spazi d'incidenxa. Una di queste, che direino U, si costruisce 
facilinente, peiisaiido R ed n coine priiiio ed ultimo di uiia cateiia di assi 
appnrtenente a Vi tale che due consecutivi di essa ammettano uno stesso 
complementare, e riferendo ogni coppia di assi consecutivi prospettivainente 
alla stella che ha per centro il comune asse complementare. Ed allora le 
omografie razionali fra R ed I I )  della specie suddetta si ottengono tutte molti- 
plicmdo per U le omogrnfie razionali dell'asse H in 8è che inntano pure in 
se i suoi spazi d'incidenza. Ora il numero di qireste che sono iiidipendenti 
uguaglin il numero delle omografie raxionalf indipendenti del gruppo G che 
sono singolari ed hanno per 2" asse R e per 1" asse un asse R' complemen- 
tare di R. Indicaiido con mi il 2" indice di R, poichè lit. rete di 2" specie 
LVmi-l di li e la rete di 1" specie di R' s' incontrano in un Sm,++ (n.' 81, 
si conclude che il numero richiesto B m i -  A i .  Le omografie razionali fra R ed R 
del.la specie su indicata appartengono dunque a un sistema lineare aom"k-' e 
il loro iiisieme é assimilabile all'insieine dei punti razionali di uii S,,,-A+, 
razionale. 

Cio posto, sin R R' ... R('i' i l i l  gruppo di ki i- 1 assi indipendenti di Vi 
ed w, w, ... whi siano ki omografie razionali fra l'asse R e gli assi R', Rn, ... R'ki' 
dei rispettivi sistemi lineari OO'"~-~- '  , omografie certo non singolari, per essere 
i detti assi puri. Le dette omografie geiierano una varietà d i  Segve Z conte- 
nerite due schiere di spazi : quelli di uiia schiera sono gli Ski congiungenti i 
gruppi di ki t 1 punti ornologhi, quelli dell'altra sono degli S,,,-,,,-, incidenti 
agli spnzi dei periodi. E poiché, preso un Ski razionale della 1" schiera, gli 
spazi della 2" che 'escorio dai puiiti razionali di quel10 sono razionali, si 
deduce che la 2" scliiera contieiie infiniti assi il cui insienle é assimilabile 
alla totalith dei punti razionali di un SRi. E facile oril. dimostrare che la va- 
rieth Z 6 contenuta iri Vi, cioè che gli spazi della 2" schiera di Z sono ele- 
menti di V , ;  basta infatti provare la  cosa per ogni asse R di detta schiera; 
e cib si verifica subito, pensarido 2 corne ultimo di una catena di assi conte- 
nutn in 2, di cui il primo sia ad es. l'asse R appnrtenente a Vi ,  e tale che 
due consecutivi di essa abbiaiio uno stesso complementare. 

Si lasci ors ctidere l'ipotesi che w, o, ... w, siano razionali, e si supponga 
invece che siano omografie generiche variabili nei rispettivi sistemi lineari. 
Dico che la vavietà TV desn~i t ta  da Z al val-iare di w, w, ... wk coincide 
co~z  V i .  Anzitutto si provi che W é contenuta in Vi. P o i ~ h é  ogni varieta Z A 
iiidividuata dalle omografie w, w, ... w, variabili in sistemi lineari oo"i-Arl la 
totdita delle varieth 2, considerata ciascuna come eleinento, pub porsi in 
corrispoiidenzn biuiijvoca con la varieth dei gruppi di k ,  punti tolti da hi 
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spazi Srni-+ el per quanto si é sopra osservato, ogni Z corrispondente a gruppi 
di punti razionali A contenuta iii V,. Se dunque W noii fosse contenuta iii Vil 
nella suddetta varieth di gruppi di k ,  punti esisterebbe una varietà algebrica 
di dimensione < ki(nzi - hi - 1 )  conteneiite tutti i gruppi di ki puiiti razionali, 
e cib é assurdo. Per coricludere che W coincide con Y, ,  è suficiente provare 
che ogni asse di V, appartiene a W. Se é iiidipendente dagli spazi con- 
giungenti k i  qualsiansi degli assi R R' ... R'ki', l a  cosa 8 manifesta, perche gli 
assi R R' R" ... Eki '  R definiscono una varieth di SEGW di quelle sopra co- 
struite. Arnmettianio che R sia contenuto ne110 spazio congiungente h+ l < ki+l  
degli assi suddetti, ma non in quel10 congiungente un numero di assi minore. 
Se, com'é lecito supporre, quegli assi sono R R' ... R(h), mediante gli Sh uscenti 
dai punti di R e appoggiati in un punto a ciascuno dei precedenti vengono a 
stabilirsi fra 1' asse R e gli assi R' R" ... R(h) delle oinografie razionali o, w, ... oh. 

Le infinite varieth di SEGRE che si ottengono tenendo fisse w, oz ... w, e va- 
riando oh+, ... oki nei rispettivi sistemi linenri, contengona tutte l'asse R. 

Dalle considerazioni fatte discende una conseguenza notevole. Osservando 
che le varieth di SEGRE con cui é generata la Vi sono ooki(meAi-l) , che in 
ciascuna gli spazi della 2" schiera sono .ooki, e che per 10 spazio generico 
di V, passa una sola delle dette varieth, si deduce che la dimensione di V, 

A ki(mi - A,), e quindi k i  == --- hi . Si ha  dunque il risultato : 
mi - hi 

S e  hi ed m, sono il coeficiente d ' i m m e ~ s i o n e  ed i l  2 O  indiae d i  un 
nsse pu9.0, Ai é mul t ip lo  d i  9 1 1 ,  -hi ,  ed i l  p o z i e n t e  aumentnto d i  1 vap-  
presenta i l  massimo numero  d i  assi indipendenti  che appartengono al la 
varietà definila da1 suddetto nsse puro. ' 

Si vede inoltre che : 
Condizione necessaria e suficiente perché la va?-ietà definita da un 

asse puro sia u n a  varietà d i  Segr-e, 2 che fr-a i l  coeflciente d'irnmer- 
sione A, ed i l  suo 2 O  indice m, sussista la relaxione nt, - Xi  = 1. 

13. Se nell' uguaglianza 

( k ,  + - q , )  +(kz 4- 1Xp - q,) + a.. + (kt + 1Xp - qt) = p 

nii 
si pone k, + 1 - - (i = 1 ,  2, ... t), si ottiene la relazione 

mi - h, 

Ai~iial i  d i  Matcniatica, Serie IV, Torno I I I .  10 
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Questa, quando si riferisca alle varieth V'( defiiiite dagli asvi comple- 
mentari di quelli deIle varieta Vi ,  lega fra loro le dirnensioni p - qi - 1 dei 
sistemi 1.egolari puri della curva, i loro primi indici mi e i loro coefficienti 
d' immersione A,. 

Si considerino ora in Sp-, le iminagini N,,-, delle reti di 2" specie per 
gli assi di Vin Da1 fatto che ad assi dipendenli e indipendenti sono associate 
reti di 2" specie dipendenti e indipendenti (11." 3), facilmerite pu6 dediirsi che 
il miiiimo coritinuo contenente le dette iinmagini è una variet8 algebrica (IVi) 
cui pub assegnarsi una generazione in tutto simile a quella di Vi ,  salvo la 
dimensione del10 spazio generatore. La (Ni )  appartiene ad uiio spazio razio- 
nale di dimensione (k, + 1)n2, - 1, che é l'iminagine della rete di 2" specie 
per i'asse isolato R2,+1, - e gii S ~ A Z ~  Cui appsrteiigoilo ( N t )  (N,)  ... (N t )  sarailil0 
indipendenti e npparteneiiti ad SP-,, onde si avrC1: 

( k ,  +- l ) m ,  -1- (k ,  + l)nz, + ... f (kt  t 1)171t = p ; 

da cui si deduce 

Trasformando (Ni) mediante ln polnrita K, si ottiene la varietk (JIi) con- 
tenente le iminagiiii delle reti di 1" specie per gli assi di Vi, e le trasforinate 
di ( N i )  (Mi)  inediante l'involuzione J sono le varietk (NIi) (N',) associate alla 
varieta V', definita dagli assi complementari di quelli di V i .  

14. La configurazione delle varieth associate a V, V', assume un aspetto 
singolarmente semplice ne1 caso mi - li = 1, in cui V, è una schiera oo"'"' 
appartenente ad una varieth di SEGRE (n.' 12). La varieth ( N i )  contenente le 
iinmagini Nm+ delle reti di 2" specie per gli assi di Vi è pure unit schiera OO"'~' 
di una varieth di SEGRE; e poiché le iminagiiii delle reti di 1" specie 
per gli assi di V', hanno con un Nm+ generico un punto comune (n." a), ne 
segue che le dette iinmagini sono spazi dell'altra schiera, cioè (N,) (M',) s o ~ l o  

le duc? schiere mm<-' di uny unica vwietà di Segre 2 .  Tale varietà appar- 
tiene ad un S,,LI iinmagine della rete di 2" specie per l'asse isolato RPQi-i. 
E rioto che in Z si hanno due schiere mmi-', correlative di (N,)  (M',), di spazi 
secaiiti Smi(,,,-l,-l, ottenuti congiungendo mi - 1 spazi indipendenti di ciascuna 
delle schiere primitive. Proiettando tali schiere di spnzi secanti dallo spazio 
polare di  rispetto alla quadrica K ( O  alla quadrica Q) si generano le 
varieth ( N p i )  ed (Mi). 
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Se inoltre e' t' indicano i numeri delle corrispondeiize simmetriche ed 
emisimmetriche indipendenti contenute nelle reti JVn,r~, dalle formule (4) 

del n." 9 si deduce e' = 1, t' = O ,  cioé una ta1 rete contiene uria corrispon- 
denza simmetrica e nessuna emisimmetrica. L'iminagine della corrispondenzn 
simmetrica é i l  punto di Sp,-l in cui 10 spazio Nm,-i di una schiera incontra 
Io spazio M',,l dell'altra che gli corrisponde nell'involuzione J; il luogo di 
questo punto é allora una varieth di VERONESE ('O) W, di dimensione mi- 1, 
di ordine 2mi-1, nppartenente ad un S(mi-i)<,,aen). Tale spazio é l'intersezione 

di S,,t-i con ed nllora l'intersezione di Sm,~-l con Sp,-l sarà un 

Sm,+i)(mi-a) 

15. Sia R* un asse qualsiasi della curva, X* il suo coefficiente d'immer- 
sione e V* la variet& da esso individuata. 

Un sistema di assi puri indipendenti appartenenti a R-arA costituito 
da r ,  -f 1 assi indipendenti di Vl, lm, + 1 assi indipendenti di V,, ..., v,+ 1 assi 

(10) Dinlostril~mo la  proprieth: Se iia uim variet& d i  Segre ad indici ccgimli le due schie~e 
di spmi sono riferite proiettivniiteiate, ,il luogo del pzlitto cornnice n thce spazi cor~.ispoirde~iti 
è una varietci d i  Veronese. 

Infatti  se  l a  varieth d i  SEGRE rappresentri, le  coppie di punti d i  due ~ p a z i  &=(xi), 
S', = (yi), (i = 0, 1, ... v) ,  le  sue equazioni parametriche in  S(,.+ils-l sarnnno X,k = xiyk, 
(il k = O ,  1, .. Y). E poichè onil omografio f r a  & ed SI,,' cioè fra  le  due schicre, pub rnppre- 
aentarsi con y;, ( i=O, l:... ri, i l  luogo do1 punto comme n due spazi eorrispoudenti è 
rappresentnto dalle equszioni X i k ~ x i x k ,  (1 ==O,  Il... v); es80 é dunque una vnrieth di 
VERONESE WreP appartenente alll  Sr<r+s) intersezi one degli iperpiani X ~ R  = Xki, (9, k= 1, ... Y ) .  - 

2 

(fi) Per giustificare qiiest7nsserzione, occorre dimostrnre che ogni corrispondenzn simine- 
triori, specinle 2' nvente i l  2O asse contenuto in R2Qi-l ha per iminagine u n  punto del10 

spazio S(mi-l)(mi+2) cui appertiene la varietà di VERONESE W. Sia R il 2' asse d i  T e(i 
0 
I 

i l  suo l0 asse, coniugnto d i  3. L1asse R coiigiiingerh 1 (z1) assi iiidipendenti RIB1' .  .. R") 
di Pi ed è chiaro clie un ta1 gruppo si pub scegliere in guisa che i l  coniugato di un qualsi- 
voglia nsm del grupyo contengs i rimnnenti. Siano Ti T2 ... li le  cortispondenze simmetriclia 
speciali aventi per ~ e c o n d i  nssi R1 RIr... R(o e iiidicliinmo con 8 H, H,  ... H8 i sistemi wulli 
immngini di  T Ti T, ... a, aveoti corne spazi singolari gl i  assi coiiiugati di 2 R' RIf ... R"). 
Poicliè i sistemi nulli del fnscio ( Z R 1 )  linnno tiitti pef epazio singolare lyasse Zr e segsno R' 
ne1 medesiino sistema nullo, d o v d  eaistere ne1 fascio un  sistema ~ i u l l o  8, avente par spazio 
singolare l1asse (%?*R') cougiungente E* con R'. Analogamenta ne1 fascio (Z,H,) esisterh un 
sistema nullo Z2 avente per spazio singolare (z* R' RI'), e, cosi continuando, si giungerà ad 
un fascio (Zl-,Hl-,) oontenrnte uii sistema nullo 21-, con lo spazio aingolnre (n* R'B "... R'"-"). 
Sarh dunque Zl,,=Et, e 2 npparterrà a l  sistei~ia 1ine:lre i n d i ~ i d u a t o  da  Hi H 2 . . . H ~ ;  donde 
segue che la coirispondenzn T è una combinnzione lineare delle T, Tt... Tl ohe hniino per 
irnm:~giiii punti della varieth di VEHONESE W. 
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indipendenti di V,, essendo - 1 < ri 5 k , .  E facile ora dimostrare che la 
varieth V* coincide con la varieth W generata dagli spazi congiungeiiti r ,  + 1 
spazi indipendenti di V,, con I * ,  t 1 spazi indipendenti di V2 ,... con vt i- 1 spazi 
indipendenti di Vt ; basta percib provare che gli assi appstrteiieiiti all'una sono 
pure contenuti nell'altra. Che un asse R di V* A contenuto in W si deduce 
da. ci6 che, essendo R trasforinato di R* mediante un'omografia razionale non 
singolare che muta gli iiiii iiegli altri gli spazi d'iiicidenza (ri." 12), R dovrh 
coiitenere 1-, -t 1 assi indipendenti di V,, v, t 1 di V,, ... rt + 1 di V,. Che 
un 'asse R di W appartiene a V* si vede pensando R* ed R come primo ed 
ultimo di una catena contenuta in W, tale che due assi consecutivi di 
essa abbiano uno stesso cornpleinentare. Cib posto, si determini la  dimen- 
sione A* di V*. 

1 gruppi di ri + I spazi indipeiidenti di V, sono OO"""~~. Ma, ragionando 
come al n." 12, si vede che ne110 spazio coiigiuiigente 7 . ~  + 1 assi indipen- 
denti di V, sono contenuti mri(ma-'6) spazi di Vi con ciii possono formarsi 

ri(ri+l)(m6-Ai) gruppi di gni + 1 spazi indipendenti. Ne segue che la varieta ge- 
nerata da,gli spazi congiuiigeiiti vi + l spazi indipeiidei~ti di V j  ha  la dimen- 
sione (Y ,  + 1) [Ai - lU,(mi - A,)] = (1  + l ) ( h ,  - l.,)(nii - A,), onde si avrh ln 
formula 

(7) 
A* = ( 1 - ,  + l ) ( k 4  - qVi)(?n, - 1,) + 

-i- ( I ' ~  + l ) (k ,  - ~ , ) ( 1 1 1 ,  - A*) + ... +(imt + l ) ( k t  - l a t ) ( m t  - At), 

l a  quale fomisce i l  coeflcieute d ' i~nme~.s ione  d i  oyni  asse della c w v a ,  
q u a d o  siclno noti i secondi indici  e i coeflcienti d' imne~ . s ione  degli assi puvi. 

1 
Ossel-vazione. Poichè è (ri + l)(ki - 2-.) < - (k i  + 1)2, dalla (7) si deduce 

"4 

A .  
da ciii, tenendo conto clie ki  = A, si ottiene 

? / h i  - hi 

Irifine, osservando 1s (6)) si avrh la disuguaglianza 
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e sulle reti d i  colrispondemze ad esse associdte 129 

la quale assegna un limite superiore per i coeficienti d'irnmersioiie degli nssi 
apparte~~enti  alla curva. Perché tale limite possa esser raggiunto da un asse R*, 

1 
occorre che per quest' asse si abbia ri + 1 = ki - ri = - ( k ,  + l ) ( i  = 1, 2, ... t )  ; 

2 
i numeri k ,  + 1 dovranno esser tutti pari e In varieta V* definita da R*coin- 
cide con quella definita da un qui~lsiasi asse . cornplementare. Iiiversamente 

1 
se i iiuineri k ,  + 1 sono pari, l'asse R* pcr cui é goi + 1 = - (h,  + 1) lia il 2 

cofficiente d'immersioiie A* - -; dunque : 
-4 

fl Il valove niussimo - del coeflciente d ' iulme~*sione pub esse?. raggiunto 
4 

tEngli assi d i  u n a  vaj.ietù V" la quale contiene insienze cr.d un sua nsse ogni 
suo complemeîztal-e. 

E cliiaro che una tale varietk, qunndo esiste, é unicn, e che pub esistere 
soltaiito sulle cuwe  .di geiicre pari. 

5 IV. Sistemi regolari provenienti da una involuzione irra- 
zionale. Involuzioni ellittiche. 

16. Sopra uns curva I' del genere p > 1 si abbia uiia iiivoluzione T del 
genere q(0 < q < p) e dell' ordine n, e I' iiidichi pure la  corrispondenza (spe- 
ciale) nelln quale uri punto ha per oinologo il gruppo dell'involuzione uscente 
da esso. È noto che l'omografia, immagirie di T.arninette corne spazi fonda- 
inentali due assi coniugati R ,,,-,,-, R ,,+, corrispoiidenti nlle radici O, n 
della sua equazione caratteristica. Allora, poiché Ed,,,-,,-, é l h s s e  di T 
e 2' asse di T - 7 2 1  (1 rappresentando l'identith), la rete di la specie per 
1: nsse R,,,-,,-, è generata dalle corrispondenze X tali che (7'- nZ)X G O, e 
quella di 2" specie dntle corrisporiderize Y tali che YI'= O. Ne segue che: 

I l  coeflciente d'inzmersione .dei sistemi ?*egolaf i  p~~oveizient i  da  u n a  
involuzione irrazionnle T d i  ordine n é i l  nunzet-O delle comispondenze 
i?zdipendenti che sono soluzioni delle equazioni 

(8) TX = n X ,  X T = O.  

1 sistemi medesimi saranno dunque isolsti O no secondoché non esistono 
ovvero esistono corrispoiiderize soddisfaceiiti alle (8). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



130 C. ROSATI : Sui sistemi regolari di  i deg~a t i  c~beliani riducibili J 

Da1 primo dei teoremi enunciati al n." 10 si deduce inoltre che : 
Condixione necessag*ia e suficiente perché ciascuno dei sistemi regolnri 

provenienti da una involuzione iwazionale T faccia parte d i  una infinita 
discontinua 2 che esista almeno una corrispondenza X tale che X T e  O, 
X-'T=I: O; ci02 che detti r* G-1 i gruppi omologhi d i  un punto variabile 
per la corrispondenza X e per  la sua inve~.sa X-l, dei due grztppi for- 
mati dai gruppi di T uscenti dai punti di  G e di  G-', uno solo si rnuova 
entro una serie lineare. 

17. Supponiamo q = 1, cioé T sin l'involuzione p~oveniente da un inte- 
grale ellittico u. Poichk il numero e delle corrispondenze simmetriche indi- 
pendenti appartenenti all'asse R,,-, è 1, e quel10 t delle emisimmetriche é O 
O 1 secondochk l'integrale u non é ovvero 8 a moltiplicazione complessa, 
dalle formule (4) del n." 9 si deduce che il 1" indice dell'asse medesimo 8 
ne1 1" caso 1 = 1 -i- A e ne1 2" caso 1 = 2 + A, ossendo h il suo coefficiente 
d' immersione. 

Ammettiamo dapprima che l'integrale u sia isolato e non a moltipli- 
cazione complessa (A =O, t = O). Le reti di 1' e di 2" specie associate al- 
l'asse R,,-, hanno allora per inmiagini un putito Mo ed un iperpiano Np-, 
polari rispetto nlle quadriche K ed D e uniti nell'involuziorie J. 

E poiché Mo appartiene ad SP,-,, 1' iperpiano NiLi, nell' ipotesi p, > 0, 
passer& per Sp,-, ; dunque : 

Se uua cul-va possiede un integvale ellittico isolato che non sia a 
nzoltiplicazione complessa, O non numette corrispondenze emisi~nmetriche, 
ovuevo 1s col-vispondenze emisimmetviche sono tutte speciali e d i  livello 
costante per  i l  detto intcgj-ale. 

Reciprocamente, se una curva possiede un integrale ellittico e si verificano 
le proprieth espresse dalla tesi, l'integrale è isolato e non a moltiplicazione 
complessa. Infatti dalla formula p2 = t + t' + A, in cui t' A il numero delle 
corrispondenze emisimmetriche col 2" asse contenuto in R,,-,, essendo pi = t', 
si deduce h = t = 0. 

Se l'integrale u 8 isolato e a moltiplicazione complessa (1 =O, t = l), 
sarh p, > O e le reti di 1" e di 2" specie associate ad u hanno per immagini 
rispettivamente un Mi appoggiato ad SPI-, Sp,-i e polare di Mi ri- 
spetto alle quadriche K ed P. 

Sia ora À > O t = O, cioé l'iiitegrale u sia non isolato e non a moltipli- 
cazione complessa. L'asse R, coniugato di Ri,-, ha per 2" indice 1 e per 
coefficiente d'immersione À ;  e poidié è un asse puro e sussiste 1s rela- 
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e sulle reti di  corrisponde~~ze ad essi associate 131 

zione E - A = 1, la varieta V' da esso definita A ' uns schiera ooh apparte- 
nente ad una varieth di SEGRE (n.' 12). La  V' appartiene ad un asse isolato 
Rgh+, i cui spazi d'incideriza Si sono spazi dell' nltra schiera, e l a  va- 
rieth V definita dall' asse R,,-, si ottiene trasformando V' inediante il sistelna 
nul10 fondamentale A. Le reti di 2" specie per gli assi di V' e quelli di 
1" specie per gli assi di  V haniio per iinmagini rispettivamente degli spazi 
Nfh Ml contenuti nelle due schiere di un'unica varieta. di SEGRE ri apparte- 
nenti ad un ~ ! 3 ( ~ + , , ~ - ~ ,  iinmagine della rete di 2" specie per 1' asse isolato RZA+, 
e di l a  specie per 1' asse coniugato. L' involuzione J riferisce proiettivainente 
le due schiere di 2 e il Iuogo del punto cornune a due spazi corrispondenti 
A una varieth di VERONES* FVA2' appartenente ad un Sn(i+,i contenuto in SPI-, 

-- 
2 

(n." 14). Lo spazio IS,h,i,I-,, unito nell'involuaione J incontra SPI-,  ne1 detto 

La T fa parte di una infinith discontinua di involuzioni ellittiche che 
h 

hanrio per inimagini i punti razionali della varieta WA2 ; essa é di liv-el10 

costante per il sistema regolare w"-"~ di asse Rzhtl. Nell' ipotesi A = p  - 1 
ln varieth Z appartieiie ad Sp, e si avrh 

Ammettiamo infine che sin h > 0, 

e a iiloltiplicazione cornplessa. Poichè 

P(P - 1) 
Pz= . 

t =s 1, cioè 1' integrale u sia non isolato 
h X 

13 k = - = - la  variet& V' definita 
1-1 2' 

A 
d a  Ri contiene - + 1 assi indipendenti; essa appartiene dunque a un asse 

2. 
isolat0 Rh+* con gli spazi d'incidenza Si &, onde 15 generata dagli Si con- 

- - 
Y a 

giungenti due punti qualunque degli spazi medesirni. Le  reti di 28 specie per 
gli assi di V' hanno per immagini degli spazi Nth+, di una varieth ( N t )  con- 

h 
teneilte - +l spazi indipendenti. Ne segue che (N') appartiene ad un Sl(h+2)a-1 

2 
'2 

immngine della rete di 2" specie per 1' asse Ri+, e di la specie per 1' asse 
coniugato. Si pub ora dimostrare clie questo spazio jncontrn ,Ycl,-, SPI- ,  in 
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132 C. ROSATI : Sui sistemi vegoluri di integrali abeliaibi riducibili, ecc. 

spazi di i 1 g 1 ~ 1  dinîensio~~c ( l e ) ,  onde si avi.8 

Supposto A = 2(p - l), cioè che non esista alcun integrale per cui l'infi- 
nita discoiitinua di involuzioiii ellitticlie ciii appnrtieiie T sia di livello co- 
stante, lo sprtzio Sl(A+a)a-l coiiicide cor1 S+, , onde si avrA 

L2 

(10) Pi = P z  = pP, 

e la curva é a indici massimi. 
Da cib che precede discende che se  uiia curva di genere p 3 1 è priva 

di sistemi regolari isolati e possiede una involuzione ellitticrt, ne possiede 
infinite e i suoi numeri base p, p2 non possono presentttre che i due casi 
espressi dalle formule (9) (10) (13). 

Pisa, mnggio 1925. 

(12 )  Dinnio n u  cenno di dimoethzioiie. L'omogr:\fin singolare svente per 2' spazio eingo- 
Inre R),+, e per ID l'nase coniiigato e clie indnce in  l$+, l'omogrclfia in ro lu tor i~ ,  i cui 

~ p z i  f~~idan te i i t a l i  BOIIO Si, è razion:de e immngine di i i i i i t  corrispondenza einieimnie- 
- - 
2 2 

trio:& B. L1O1llOgrafi~ di SC(-1 i i ~ d o t l ~  dit 3 corne moltipiicatrice :i destrn ammette come 
2' epnzio singolare SI t: come 1' il suo polare riepetto ad &; inoltre i n  S 

g (A+2)a-1 $ (A+2P-l 

induce uii'oniografia non siiigolnre nella qrinle si corriapondono gli epazi dlinteraezione 
con &,-i ed Sp,-l. Questi spazi hnniio ciunque 1s ~ t e s s n  diinensione. 

( ' 3  Q~iesto riaultnto è utato, cou altre considerazioni, stnbilito da SCORZA. (Cfr. SCORZA, 
100. cit. (9 (<d, 1" Piirte, n.b 54). 
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Il principio di  reciprociti~ nella Fisica. 

1. Negli u l t i i~~ i  decenni sono apparsi numerosi lavori riferentisi a particolari 
fornie del cosidetto pl-incipio d i  j.ecip~ocità, principio che esercita sui Fisici, 
a quel che sembra, uiia particolare attrat tiva, giiistificata del resto dalle varie 
applicazioni pratiche delle quali, in qualche caso, esso priiicipio é capace. 

Tutte queste forme di uno stesso principio sono evideiiteinente legate da 
uiia certa aiialogia, da  alcuiii Autori, corne il DONATI e il PUPPINI, ripetiite 
volte posta in luce, la quale risulta dall'essere ogiiuno di tali priiicipi fondato 
sulla proporzionalità intercedente fra due elemeiiti caratteristici di uiio stesso 
fatto fisico. 

Il prof. BURGATTI, nelle sue Lezioui sulla teoria dell' elasticità dettate 
a1l'Università di Bologna e in nota a uiia recensione (') su1 volume del 
prof. COLONNETTI Pr incipi  d i  statica dei solidi elaslici, fece iiioltre notare 
che tali principi proveiigono da un' unica formula generale, indicata nel- 
l'Analyse vectovielle gén&*ale di BURALI-FORSI e MARCOLONGO, e che si 
verificaiio quando sia soddisfatta una certa condizioiie, che Egli chiamb d i  
recip f-ocità. 

Credo utile riprendere questo importante argoinento, con l'iiiteilto di indi- 
care altre due condizioni di reciprocita le quali, unitamente a quella del 
BURGATTI, co~tituiscono i capisaldi di ogni principio di reciprocith. 

2. Siaiio a(P), u(P)  un'oinogrnfia e un vettore, variabili entro uno spazio S 
a tre dimensioni, funzioni finite, continue e monodronle, insieine alle loro 
derivate prime. 

In ogni punto di S vale la relazione : 

div (aw) = Il a - f- grad Ka X th, ( 2) 
(1) Bollettino del prof. LORIA. 

Annali di Matatsmatiea, Serie IV, Tomo III. 
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e nncora, coiisideraiido l'omografia coiiiugata Ka : 

div ( f i t & )  = 1, ( Ka. - dr) + grad a X ai 

dalla clriale, iiitegiaiido e applicaiido i l  teoremi della divergeiiza, si lia: 

dove o è i l  coiilplesw delle superficie clle liniitaiio S. 
La (1) pub dirsi il ~ F O ~ B W C C  di Gr-ee?~ ge?ze)*alizznto. 
Analogamente, coiisideraiido ~ l l ' i b l t l '~  01110grafii~ P P) e 1111 nltro vettore ta(P) 

defiiiiti eiitro 5'. si avrk : 

Pertanto, q~ialurique sigiiificato fisico possaiio avere le oiiiogiAie a, P e 
i vettori u, v ,  risultit clle seinpre identicamente sono eguali fi-u di loro, ed 
eguali a zero, i priiili membri delle (l), (2);  si h a  cioe : 

Questa egwigliaiiza direino ~ d u z i m ~ e  iduiticn d i  j.ecip?mith. 
Siippoiliaino ora clie sia verificata uim aliiieno delle tre coiidizioiii: 

(6) 
3 

che chiameremo condiaioni di vecipvocith ('). 
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Corrispoi~deiiteniente la  wlnoione identicn (3 )  assiiiiie sei diverse forme, 
a ogiiiiiia delle q d i  spetta ln deiioiiiinazioiie di p i ~ z c i p i o  d i  ?necipj.ocità. 

Ne oinnîetto qui gli evideiiti eniiiiciati per reiiire imiuediatameiite alle 
applicazioni. 

* * * 

3. Il secontlo teoreiiia d i  Green. - Siaiio : 

h facile verificare che la coszdizio?ze di 9-ecipi-ocitci ( 4 )  è soddisfatta. Infatti, 
se i vettori unitari i, j, X' C O S ~ ~ ~ U ~ S C O ~ O  la terna cartesinna di riferiniento, si lia: 

X i - d lc  d a  
dP dP - TP 1: X dP I ,  

ecc. 

dove i secondi meinbri sono silimetrici in 14, v. 

Tali espressioai sono dunque egunli e la  (3) assume pertniito la forma : 

espressioiie vettoriale di quel10 che si suole chininnre il secondo teoreina di 
GREEN, O il lemma cli GREEN. 

Voleiidoiie 1' eiiiiiicinto scalare basta porre : 

dove y ,  + sono oniotetie, cioè funzioni scalari, e (c è un vettore costaiite in 
t i~t to S. Si ottiene : 

4. 11 tegreiiia di 
iioii iiecessariniiieii te 

Betti. - Sin 10 spazio S occiipato d a  un solido elnstico, 
isotrope, e sitziio p, .v; fi', nt due sisteini di omografie delle 
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terisioni e di  spostainenti provocati da due diversi sistemi di forze II', F,; Pt, E", 
agenti iiell'iriterno e sulla superficie o clie limita Io spazio S. 

Ponendo nella (4) P, P' a1 posto di a, P ed a, n' al posto di  r r ,  P,  si siscoiitra 
che essa è verificata. 

LIN d.4 
Infatti, ,chiainando a, a' le omografie 

d P 7  dP 
delle deforinazioiii, si lia : 

per essere (coine risulta clallJ ainmettere 1' esistenzn di un poteiiziale elastico, 
funzione quadratica omogeiiea delle sole deforiilaziorii) ciasciiii iueinbso sim- 
inetrico nelle componenti di Da e Da'. 

E poichè : 

è verificata anche 1' eguaglianza : 

in ogni punto di S, cioè la (4). 
Pertanto la  (3), se si tieii conto delle equazioni dell'equilibrio : 

( p  densità, normale interila), assume la nota forma : 

5. Il secondo principio di  reciprocità. - Aiiche il cosidetto secondo p i n -  
cipio di 1-ecipocità, enuncinto la priinrt volta da1 LAND (') ne1 1887 e di cui 
in seguito il COLONNETTI (2)  ha dnto due diverse dimostrazioiii, pub dedursi 
dalla (3) O ancora dalla (1). 

(1) Wochenblntt f. Baiikunde, gennnio 1887. pag. 23. Cfr. anche G. ATAICNGA: Sul teorenan 
d i  reeipvocilà del Lnnd,  Atti della R. Aoc. delle Scienze di Torino, 1913. 

(2) S d  pvincipio d i  reciprocitri, Kendicotiti della R.  Acc. clri Lincei, 1912, piig. 393. 
G. COLONNETTI: t ' v iw ip i  d i  stnticn d e i  solidi elnetici. E .  Spoeri'i, 1916. 
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Corne è noto, per dedurre tale principio, si iinmagina che in un corpo 
ela,stico, in equilibrio sotto l'azioiie di da,te forze, sia effettuato il11 ta.glio a , ,  
e che ne1 tempo stesso siano applicati sulle due facce del taglio d ~ i e  sistemi 
di forze distribuite, equivalenti nlle teiisioni iiiteime che prima agivano at tra-  
verso o , .  Supposto poi che alle due facce di a ,  venga iinpresso un moto relativo 
di corpo rigido, tale cioe che l'uiia faccia coinpia. rispetto al l 'dtra  iina traslazioile 
ed uoa rotazione, si scrive I'espressione del teorema dei lavori virtuali. 

Orbene è precisttmente la forinula (1) quella che qui coiiviene. Infittti, s e  
indichiamo con : 

P, Po, fil le forze di niassa, in superficie e quelle orn applicate su 

uiia delle due facce del taglio a, (sull'altra saranno eguali ed opposte); 
N, p gli spostamenti dei punti del corpo seguiti ali'applicazione delle 

forze F, Po e l a  relativa oinografia delle teiisioni ; 

Fx gli ulteriori spostamenti doviiti a l  moto di corpo rigido impresso 
alle facce di a, (sopra ciascuiia di queste ultime 1i indicheretno con Fs', 6.u" 
rispe ttivamente) ; 

p' l a  naova oinografia delle tensioni, 
la  (l), ove si pongano in essa 

a ' = j ;  24=8.9, 
diviene : 

Ma KP = p, e inoltre: 

per il teorema di MEKABREA ('). 
Pertanto potrk scriversi 

(10) S p P  x 6adS + Po ',X Fado + Po, X (8s' - Fa") do, = 0. 
S S 01 

(1) Tale espres~iolie, variazioiie del lavoro di defwmnzione, è yoi evidenteiuente niilla 
qiiiciido la n:~tiirn dei viiicoli clie legauo i l  corpo, i l  taglio oi, e i l  inoto di corpo rigido 
impresso s i m o  t:di da non iinportnre nlciiiin deforiiiazione elastica del corpo. 
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Volciido ricavare In stessa espressioiie inediaiite la pii' receiite delle tliiilo- 
strazioiii date dnl COLONNE'I~TI, seiiza cioè ricorrere :il teoreiiiil di ~ I E X A I ~ I ~ E A ,  
basta valersi della (3) iiivece che della (1). 

Posto i i i  essa 
X = p ,  7 1 = Ô 9 ;  p=y- p, ' # y - # ,  

si ha infntti 

poichè è grad /3 = grad P' oviinqiie, e P I E  = ?' I I  sopra a e a,. 

Na, in base alle stesse coiisiderazioiii accennnte al niitnero prececleiite, 

d ô x  dn . 
corrispondendo le omografie delle deformazioni - - rispettivaineiite a quelle 

dP' dl' 
delle teiisioni P' - P e P. 

Pertatito la (11) d a  aiicora luogo alla (10). 
Se si poile orn il1 qiiest' illtilila, secondo fit ii COLONNETTI iielh priiiin delle 

Opere citate, 

(12) 8s' - 6.4"' EK + w K A ( P  - O), 
dove : 

E, O soi10 due iiiiineri dell' ordine di 19s / ; 
R è ari vettore unitario iiiclividuante 1' asse del iiioto elicoidale risaltaiite 

della trashzioiie e della rotazione relative iiiipressc nlle facce di o, ; 
O é un puiito dell' asse snddetto ; 
P é un pnnto generico; 

si ha infiiie : 

espressione geiierale del secondo pl-incipio di 5i.ecipimilci, nena qunle per 
brevitk si è posto: 
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6. IL principio del Volterra. - Ne1 campo dell'elasticith ba iufine soinina 
importsnztt, beiichè iiieiio adatto alle applicazioni che iiiteressaiio gli ingegneri, 
il principio eiiuiiciato da1 VOLTEBRA fra cm.cltteq-istiche di distog.sioni e sforzi 
da essa geiieïati (i), e che preseiita coi] quel10 di cui s' è fatto iileiizioiie ne1 
precedeiite paragrafo uiia iiotevole aiialogia. 

Si coiisideri uiio spnzio S, iiiultiplitiiieiite coiinesso, occupato da un solido 
elastico non soggetto all'iizioiie di alcuiia forza di massa O i i i  superficie, nia 
eveutualiiieiite sottoposto a uii cei-to sisteina di sforzi iiiteriii, rappresentati da, 
m'oiiiografia P (fuiixioiie fiiiitn, coiitinua, moiiodroina dei puiiti di S) ,  dovuti a 
uiia deforiimzioiie oviiiique contiiiua e derivabile, rappreseiitrtta dall'oiiiografia. a. 

Se 911 è i'ordiiie di coiiiiessioiie dello spazio, si suppoiigaiio esegititi n ta@ 
(n < m) iildipendenti, tali cioè che ogiiuiio dimiiiuisca di un' uiiità 1' ordiiie di 
coiiiiessioiie di S. 

Ove lion si rtpplicassero iii corrispondeiiza delle due facce di ciascum 
delle superficie a ,  costitueiiti i tagli, delle forze Z; distribuite, eqiiivalenti a 

quelle clie prima dei tagli stessi si trasniettevitiio nttraverso o, le  due facce 
subirebbero, coiue il VOLTERRA diinostra, un moto rekitivo di corpo rigide. 

Applicliimio .duilque a coteste f x c e  le forxe Fa,  iioii solo; iila, ottenuta. 
cosi la iiiîiiiobilitlt del sisteina, iinprimiaino iioj ora uii inoto i'elativo di corpo 
rigido alle 91 coppie di superficie o. 

Iii virtu di queste n distorsiorzi l'oluografia P delle tensioiii preesistetiti 
all'esecuxioiie dei tagli subirk uii iiicremeiito Ô P ;  i n  particolare gli sforzi F', 
subirmino gli incremeiiti 6Sit  ( I L  iiormitle interna a ciascuiia faccia delle 5) ;  

clueste ultime soiio pertaiito le forze distribuite da applicai'si al termine delle n 

distorsioiii a l  fine di inniitenere l'equilibrio. 
Posto poi che sia 6a 1' iiicremeiito dell' onlografia a delle deformazioni, asso- 

ciaiido al precedente uii secoiido sistema di ii~cremeriti 6p, Ôa' dipeiideiite da 1111 

secondo griippo di n distorsioni, risulta verificata la (4), ove si fi~ccia in essa: 

a=sp, pz sp '  
2f, = x', 'v = 8 

(.Y, 8' sono gli increinenti dello spostaineiito) poichè si ha 

(l) V. VOLTERRA: Aibsbccles d e  17.&ole N o ~ m a l e  Sthpé~.ieu~e, 1907, pag. 433. . 
(2) I l  principio della sovrap~~osi~ioiie degli effethi, qui valevole, perruette cli trattare i l  

~ o l i d o  elnutico coiiie ~ r ,  fusse inizinl1nente liber0 da teuaioiii interne. 
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L 

PerciB la (3), tenuto conto dell' assenza di forze di massa e sulle superficie 
non costituenti i tagli, diviene : 

. . 

nella quale gli indici 1, 2 si riferiscoiio a ciascuna delle due facce di ogni taglio. 
Specificando la natura della discontiiiuitti degli spostamenti impre-ssi (i) e 

introducendo la  risultante e il inoinento risultante delle forze 6P14 e 6/3'n (carat- 
teristiche delle distomioni), cosi coine s' è frttto ne1 numero precedente c in  le 
posizioni (12), (127, si h a :  

espressione del principio enunciato da1 VOLTERRA. 

7. 1 principî di Volterra e di Donati nella Elettrodinamica. - Mostrerb 
in questo e in alcuni dei seguenti paragrnfi corne si possano dedurre in modo 
simile anche i principf di reciprocith relativi a i  fenomeni elettrici, e poiché i 
fatti fisici che qui prenderemo in esame si svolgono generalmeiite in iino 
spazio avente una dimensione predominaiite sulle altre due, premetterb alcune 
opportune modificaziorii delle formule (3), (4), (5), (Ci). 

8. Si consideri, entro 10 spazio S, una superficie o aperta, limitata da1 
contorno 1 e in ogni suo punto si 
conduca la  normale. 

Se soprtt ognuna di queste nor- 
inali si prende, n partire da o e 
sempre dalla stessa parte, uno stesso 
segment0 E, il luogo degli estreini 
dei segrnenti cos1 costruiti sarà, una 
superficie a' che, insieme a o e alla 
superficie laterale che si appoggia 

Fig. 1. al  contorno Z (fig. l), limita un certo 
spazio al quale possono applicarsi le relazioni (3) ... (6). 

(') Non & ttvidentemente necessario, a1 fine di ottenere ilna reciprocith, cbe la disconti- 
nuits in qnestione eonsista in an moto relrttivo di corpo rigido. Ove oib non foese risulte- 
rebbero sllora disoontinne soyra le O le deforiiiazioni BU, Bu'. 
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Passando al limite per & = O ,  risultano : la relazione identica d i  qaeci- 
procità : 

e le tre condizioni di  reciprocità : 

nelle quali indica ln normale ad 1 che è tangente a a, rivolta verso 1' interno. 

Fig. 2. 

Con ideiitico ragioiiaineiito, considerando una liiien apertn 1, di estremi 1, 2 

A m a l i  di dlatanatiea. Serie I V ,  'i'omo III 
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(Fig. 2), si ottençono le relazioni : 

(3") - Sgrad Z. x d u '  d l  + rc ,  x al, + fr. x ut ,  = 
1 1 

(5") j g r a d  a X u d l  = grad /3 X vdl, 
1 2 S 

iielle quali I ,  , 1, sono due vettori unitnri taiigenti alla curva 1 iiegli estremi 1, 2. 

9. Tutto cib premesso, abbiasi dapprima una distribozione a tre dimen- 
sioni di correnti. 

Lo spazio S occupato da1 conduttore sia liinitato dalla superficie a, attra- 
verso alcune zone (il cui iiisienie chiainerem0 a,) della qiiale esso è. in comu- 
nicazione con 1' esterno. 

Entro S sia definita la funzione scalare y, potenzinle el&,-ico, derivabile, 
con derivate continue, nia eventualiiieiite discoiitinua l~iiigo alcuiie superficie 
che indicherelno complessivanieiite con O,, sedi di forze elettronzot?.ici, che 
risulterarino chiuse e totalineiite comprese eiitro S, oppure aperte, ma appog- 
giate al coiitoriio o di S. 

Per ta1 modo 10 spazio S pub iiiteiidersi suddiviso, mediaiite le a,, in un 
certo numero di parti minori, eritro le quali sar& lecito ritenere (p continua, 
derivabile e con derivate continue. 

Insieme alla y sia deîinita aiicora la funzione vettoriale i, intensità della 
cowente che attraversa l'unith di superficie equipoteiiziale (se il conduttore è. 
isotropo), anch'essa funzione derivabile, con derivatn continua. 

Le quantitIt cp, i sono in C ~ ~ S C U I I  punto dello spazio legate dalla legge 
di OHM, che assume l'espressioiie : 

dove R è la resistenza offerta dall'iinith di volume del conduttore. 
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Sarh R costante se il coiiduttore é omogeneo, dipendente dalle coordinate 
del10 spazio se esso è isotropo, sarh iiifine un' oinografia dipendente dalle coor- 
dinate del10 spazio, se esso è anisotrope e non omogeneo ('). 

Si considerino ora due regimi elettrici (che supporreino pernianeiiti) i ,  cp, E; 
if, y', Et ( E ,  E' sono le forze elettromotrici iiiiitarie distribuite sulle superficie O,), 

e nelle (3), (4) si poiigano : 

a=cp P='pf  

l l = i r  v = i .  

L a  (4) ri'sulta subito verifkata, poiché, ad esernpio, si ha :  

per la permanenza del secondo regime. 
Pertanto l a  (3) diviene : 

Quaiido, corne genemlmente accade, il coiiduttore sia. .isotrope, risulta 
verificata anche la (5), e si h a :  

È qiiesto i l  pvincipio di reciprocità di D o i ~ a t i  esteso alle distribiizioni 
a tre diineiisioni. Ove il sistetna condu ttore non sin. iii coiniinicazione coi1 
1' esteriio, tale priiicipio n5suiiie ln sein plice forma : 

(1) P n b  dimi nncora ehe l'otiiografir 5 carnt.terizzr la coridiieiùilitik ~pec i f i c :~  del con- 
R 

duttorr. 
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Quando invece inanchino le discontinuit8 E e la correrite sia totalinente 
dovuta a sorgenti esterne, esso diviene 

Giova osservare che la i s o t m p i n  del rnezzo, condizione sufficieiite perché 
valgano le (16), (17), (la),  quaiido si coiifrontino due regiini permnneiiti, non 
é affatto necessaria. 

Infatti a che sia verificata la condizione (5), ci06 perché sia 

basta assai ineno; è sufficiente infatti che, pur essendo niiisotropo il coiidut- 
tore, sin ad esso applicabile la legge di OHM generalizzata, e che si abbia 

per qualsiasi coppia (i, if), dove KR é l'omografia coniugata di R; che 8 
quanto dire 
(5)f'f R = KR. 

Dunque: pewlzè  s ia  verificnta ln condizione (5) non é necessa?.ia la  iso- 
t rop ia  del mezzo, bnstando n ta1 fine anlmt?tte?*e la legge d i  Ohm pev mezzi 
nnisot)-opi e che lYomog~.af in  K siçc uua di lntazione (7. 

Se si vuole che la relazione ( 6 )  e i principi di reciprocitl~ che ne discen- 
dono vn.lgano per un qualsiasi spazio S considerato entro il coiiduttore, la 
condizione (5)'" diventa anche liecessaria. 

10. La trasformazione che le precedenti espi-essioiii subiscona quando due 
od ~ I I U L  delle diinensioni del conduttore predominino sulle altre, e immediata. 

Basta preinettere che i r i  uii conduttore filiforme percorso da correrite 

('j Qiiesta espressiorie i l  PUPPINI ebbe gib I'oocnsione di pre~atitnrr, riferendo~i a con- 
tluttori elettrolitici, in  uiin Meniorin: (Model l i  elettq-ici p e y  10 ntztdio del le  neqtre $ l t ~ n ~ i t i ,  
r I l  Monitore Taoiiico D ,  1922, n.  18; Beri$cn spehtetctnle eee. ... a Il Monitore Trünico », 1922, 
n. 36) nellit qiinla yropoiie di ricoiitlurre Io ~ t u d i o  (le1 fuiizioii~n~erito idrodiiiniiiico d i  iinn 
fnldn :irte.sinna, a qiiello e1ettrodin:~iiiico di un  i~iodello elrtti ico di egiinl foriiin. 

(7 cfr. O. ~ J A Z Z A I ~ I N O :  At t i  clelin R. Accxd. dei r~ilicri ,  1917, 1 Seiiir~tre,  Ftisr .  11, Stilln 
estendibilitù del  teweiim d i  j,eciproeit& d e l  p ~ f .  Y. Voltewn ... 
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chiamasi sezione in un piinto la  superficie 9, normale alle liriee di corrente, 
passalite per qiiel puiito, limitatn da1 contorno del coiiduttore, e i?/lensita di 

cowe?zte iii quella sezione il vettore risultante idQ, che comuiienîente si J 
61 

indica ancora con i .  
Ma qunndo iriteressi, come nei fenomeni di induzione, lit posizioiie geome- 

trica del coiiduttore rispetto ai corpi circostaiiti, un coiiduttore filiforme ver rà  
approssiinativaineiite trattato come un tubo di flusso a sezione infinitesima ; 
ci0 che verrli fntto ne1 seguito. 

Analogamente, una distribuziorie superficiale, cioé una lamina piana O 

curva percorsa da  correiiti, si intender& il luogo di una semplice infinith di 
linee di flusso, mentre lliritensit& av rà  un significato del tutto corrispondente 
a quel10 sopra definito per  una distribiizione filiforme. 
, Cid che iiivece importa rilevaxe si é che la  funzione potenziale elettrico 

deve ri teiiersi, secondo 1' esperieiiza, una funzione che non sahisce discon ti- 
nuitk ne1 passnre dalla superficie dei condiittori a1 coibente circostante, e che 
risulta iiulla l a  derivata di tale funzione secondo una qualsiasi direzione nor- 
male a dette superficie. E duiique possibile, e in modo semplice, coinpletare 
entro 10 spazio coibente vicino a un coiiduttore filiforme O l a ~ i n a r e ,  l n  defi- 
nizione (puramente fittizia, ma fatta in maniera da  conservare la  coritinuith) 
delle funzioni che  figurano nelle (3') ... (ti'), (3") ... (6'7, che sono state dedotte 
dalle (31 ... (6) precisaiiiente operando, mediante una trasformazione continua 
del10 spazio S, sopra furizioiii definite in uno spazio a t re  dimensioni. Po- 
tranno cioé applicarsi le (3') ... (6') alle distribuzioni superficiali, e le  (3") ... (6") 
a quelle filiformi. 

Cib premesso, abbiasi una rete di conduttori~ filiformi, in comuiiicazion.e 
con 1' esterno. 

Anche in questo caso, posto che in qualche ramo abbiano sede delle 
forze elettromotrici, intenderemo che i punti corrispondenti (punti di'disconti- 
nuitlt della funzione y) suddividano la rete (cfr. Fig. 3) in un certo numero r 
di campi liiieari E separati, in ciascuno dei quali percii, il potenziale elettrico 
risulterA continuo. 

Pertanto se con i indichiamo l a  corrente totale che attraversa una se- 
zione generica Q, e consideriwmo ancora d u e  regimi permanenti, le (4'7, (5") 
risultniio senz'altro verificate, e l a  (3") (cfr. n. 8) diviene: 
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Se poi indichiaino con n il nuinero degli estremi della rete, attravei'so i 
quali essa comunica con l'esterno, e con nz (t) il numero delle discoiitiriuit& E 
del potenziale elettrico, e separinmo d ~ i  primi i 211, estreini costituenti due 

Fig. 3. 

n due 'le forze elettromotrici E, la relazione ora scritta, ove si tenga conto 
anche del fatto che i vettori unitari Z , ,  1, sono diretti, salvo il senso, corne 1: 
ed .If, assume la riota forma: 

data da1 DO.NATI al s u o  priiicipio (?). 

Corrispondcntemente ai  casi che danno luogo nelle distribuzioni di spasio 
nlle .relazioni (l'?), (18), valgano qui le seguenti: 

(') 9 è i l  niiiiiero tlelle localith ove, O ne1 primo O ne1 secorido regime O in kiitti e ilnr, 
troyensi sitiiate le forze elettromotrioi. 

(?) Rendictonti tlella R. Accndemis\. tlelle Scienze t l i  Bologna. Noveiiibre 1899, fabbrrtio 1900, 
mciggio 1910. 
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I l .  Del principio ora dimostrato i l  DONATI, nella seconda delle citate 
Memorie, ha  dato un particolare enunciato atto' a importanti applicazioni. 

Si scriva la (21) relativamente al caso in cui i due regimi elettrici siano 
dovuti all'immissione di corrente, dapprima a mezzo di una coppia di elet- 
trodi (a, b), poi a mezzo della coppia (c, d). Si ottiene: 

per cui, se Rab, Red sono le resistenze, in virtu della legge di OHM risulta 
ancora : 

espressione che il DONATI applica alla risoluzione di alcuni quesiti di elettro- 
dinamica. 

La legge (22) va  posta, per la verith, in relazione con altra, perfettamente 
analoga, data da1 VOLTERRA ne1 1882 ('), relntiva a distribuzioni di spazio. 

Essa si deduce dalla (18)) cioé ammettendo che sin ovunque continu0 il 
potenziale elettrico e che siano verificate le condizioni (4) e (5). 

Considerati quattro punti A, B, C,. D interni O sulla superficie del con- 
duttore e tracciate, facendo centro in essi, quattro piccole sfere di raggio E, 

si supponga che in un primo regiine, permanente, un flusso I di corrente esca 
dalla sfera di centro A ed entri attritverso quella di centro B, e che succes- 
sivz+rneiite durante un secondo regiine, anch'esso permanente, un flusso 1' esca 
dalla sfera di centro C e vada a queva di ,centra D. 

La formula (18), indicando con U A ,  a ~ ,  50, UD le superficie delle quattro 
sfere, diventa allora 

essendo cp ,  8 il potenziale e l'intensith di corrente relative al primo regime, 
y' ed i' le analoghe quantith relative al secondo. 

Questa relazione risulta verificata per qualunque valore di E ;  in parti- 

(') u 11 Niiovo Cimento $, 1888, Teim serie, Tomo X I :  Soprn. unn legge d i  reciprocità 
nelln distvibuaioti.e delle tempenztzsre e delle e o w e ~ ~ t i  gnlvnniehe costadi  iia N I L  ooi-po qzmlzl~cque. 
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colare quando si passi al limite per E = O .  Ma i n  ta1 caso si ha: 

liin (Pi' X n d a  = vBitB x qtdO = O 
€=O S .  S 

lim cpi' x n = r p ~  i' X wda = - cpDIt, 
€=O S S 

'=D 

e cosi dicasi dei limiti dei quattro integrali del secondo membro, i cui valori 
sono <p'*I, - cpfBT, O, O rispettivamente. 

Avremo duiique : 

(y0 - ~p0)l' = (T'A - ~p'h')I, 

identica alla (22); e, se si suppone I r =  1: 

cioe: se in un condutto?-e CL t9.e dimensioni di  cui la conducibilità varia da 
punto a pzknto si fa passare unn corrente di  intensztà 1 da un plcnto A a 
un punto B, e in due punti C e D si ha unn difel.enza di potenziale, 
otterrenzo la stessa diferenza fra i potenziali dei punti A e B quando si 
fnccia entlsnve da C ed escil-e da D ln stessa cowente di  intensitd 1. 

È questo il teorema di VOLTERRA, valevole evideiîtemente anche quaiido 
i valori y*, ( P B ,  #a,' (plD non sono finiti, purche il loro ordine di infinito sia 

1 
inferiore a quello di - 

E~ ' 

Una estensione del suo teorema fu data in  seguito da1 VOLTERRA ilel 1915 
(Rend. Accad. dei Lincei; 1" sen]., pag. 231, 542) a1 caso di  uiia distribuzioue 
superficiale (') soggetta all'azione di un canipo magnetico, con la condizione 
che il campo agente in un regime sia eguale ed opposto a quello agente 
nell' altro. 

(0 Coiiverrebbe in quefito cano vtilersi delle foriiiule (3') ... (6'). 
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L'eriunciato non differisce da quel10 sopra riportato e pub sena'altro 
ritenersi valido anche per condnttori a tïe dimensioni, non omogenei ed ani. 
sotropi ('), ma sotto particolari condizioci. 

Ammesso, in ta1 caso, che la variazione subita dall'intensita i per effetto 
del campo magnet i~o dipenda da una certa omografia M e precisamente che 

1 
questa variazioiie ~ i i ~  rapprese~itata da1 vettore - - wrad cp, si assuinerà come 

M" 
intensi ta di corren te 1' espressioiie 

s i  = - -+- gradcp; (R M) 
e consegiientemente varrB la (18)) O, in particolare, l a  (22')) quando i regimi 
posti a corifrorito siano permaneriti, e quando sin verificata la condizione (5)) 
cioé si abbia : 

Ora a questa coiidizione, per qualunque spazio S, si soddisfa, e solamente, 
supponendo 

K essendo il simbolo della omografia coniugata, ci06 quando sia 

1 1  
Le ornografie - e - (qoindi anche le loro inverse R ed M)  devono 

R M 
dunque essere: 1' una un& dilatnzione, l 'altrn un'omogvafia assiale ('). 

. 12. Si osservi come fiiiora si siano posti a confronto due regimi perma- 
nenti, il che importa il verificarsi della (4) O della (4'7, a seconda che ci si 
riferisce a uiia distribuzione di spazio, O a conduttori filiformi. 

(') Cfr. E. FHEDA: Kend. Aco. dei Lincei; 2" eeiii. 1916, pg. 28. Cfr. anoht: O. LAZZARINO: 
id. id., 1917, 1" sem., ptlg. 596. 

(7 Cfr. O. LIZZARINO: Reiid. Aocnd. dei Lincei; 1925, Vol. 11: n: 3, 4 :  Sidle condisioni 
di eeieteazn del teommn di vecip~ooità del Voltewn. 

Annali da Malematioa, Serie IV, 'K~mo III. 19 
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Orbeiie é iinportaiite ricordare che, crve si confrontiiio'eleinenti istnntaiiei, 
corrispoiideiiti a due diversi istanti, di un regime vnrio, la divergeiiza della 
correiite iion è generalinente nulla ('). 

Pertanto, avreino che la (16), quando si tratti di condiittori isotropi O ad 
aiiisotropia soddisfacente alla condizioiie (5)''') diviene : 

y'i X n d o ,  +- E'i X mdo, + y' div idS; 

O1 

J' 
=2 

S 8 

98 m n m 

' S ( 2 4  Lyi' + L Ei' +- E y div i1d1= Zy ' i  +XEri + Z y' div i d l .  
1 1 1 1 l 1  ' S 

l 1  

Praticameiite pero la dipendenza da1 tempo degli elemeiiti della corrente. 
é tale che, in confronta con la corrente d i  conduzione i ,  quella d i  sposta- 

aD 
mento - é trascurabile ('). a t 

Pertanto le (16)) (19) saraiiiio applicabili aricora ai valori istantaiiei di una 
corrente non permanente, purchè, corne osserva il DONATI, per forze elettro- 
motrici si intendaiio le risultanti di quelle impresse e delle forze elettroniotrici 
sviluppate per induzione. 

( i )  Indicmdo con .IL la correrote totale clel MAXWEL, e con D Io spostrcmei~to, s i  hn: 
au u = i + -, dove la  sola corrente 26 è solenoiciale; per ciii sarh solenoidale i solamente 
01 

aD qiinndo sia tale - . 
at 

(7 Indicando cou E la forxa elettrica, Ti ln costante dielettricn del coiiduttore, la 
,sua conduoibilità upecifica, si ha: 

a 1) Percib ne1 caso delle correnti a1terli:tte 1s coiidieionr di tr:iaciirabilit8 di - di  fronte 
at 

ad 9, indicando con w la piilsazione, ai traduce in quella che ~ i a  t r a~curab i le  d i  fronte nlla 
unità il rapporto: 

K aE 
4x ?% Kw -=-. 

AE 4 x A  

condizione che nella prntica puo ritenersi sempre verificata. 
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IL DONATI ha fatto in proposito uri'applicazione del suo priiicipio a l  caso 
in cui la  rete dei conduttori considerata a l  numero 10 sia attivata d a '  forze 
elettromotrici alteriiative siriussoidali a pulsaziorie costante ( i) .  

Ma non eritreremo in tale questione che richiederebbe idteriori modifica- 
zioni delle formule fondamentali, poichè iiell'eiiu~iciato cornpaioiio elementi 
che dipendono da  variabili coinplesse. 

Piuttosto ci proporreino di specificnre la forma i~ssunta dalle (16), (19) 
quarido si pongaiio a confrorito non le cosidette cal-attel-istiche, ina i vnlori 
istaiitanei della corrente e degli altri eletneilti che la distiiiguono. 

13. A tale scopo raiim~entiamo aiizitutto che il campo elettrico, in ogni 
puiito di uno spazio sede di fenornerii elettroinagnetici, ha  il valore: 

dove cp e il poteiiziale, A la  costante elettromagneticn, e Cr é il potenxiale 
vettol-e, definito iii una distribuzione filiforme, alla qunle per semplicitA inteii- 
diaino per  ora di riferirci, dalla relaziorie : 

essendo j il modulo delllintensit& istantanea 
l'elemento lineare d l ,  1. la  distanza di  questo 
si calcola il potenziale vettore. 

della corrente che attraversa 
elernento da1 punto ne1 quale 

Allora se  scriviamo la legge di OHM nella forma : 

avremo, . tenendo corito della (23) 3 

relazione che tornerA utile ne1 seguito. 
Ci6 posto, ammettendo che l a  (4") sia verificata, il che sempre accade in 

pratica, quando si pongario in essa:  

( a=v P = TJ' 
1 v c = j l  v = j ,  

(1) Reiidioonti dell:, 11. A C C R C ~ ~ ~ ~ R  delle Scieuze di  Rologrin, 28 mtirxo 1917. 
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la (3") assume la forma : 

Questa relaziolie pud iiitendersi l'eiiunciato di un principio di reciprocitk 
che lega i valori istantaiiei j, y, E; j', y', E' relativi a due diversi istanti di 
un reginle ?eo,e sta#ioncc~~io, qualora non sin soddisfatta lit relazione (6"). 

Ma essa, tenuto conto della (27), pub anche scriversi: 

giacché in ogni pmto  della rete si h a :  

inentre la condizione (5") diviene: 

Esaminiamo questa condizione. 
Il primo membro, per la. (26), pub scriversi: 

e poichb la corrente che circola e la sua derirata rispetto al tempo sono le 
stesse in tutti i punti di uno stesso ranio, esso primo nieiiibro risulterh di  

termini del tipo 

dove con h, k si indicano due rami generici. 
Percib la (29) assume la forma: 

(') Con si indic i~  qui i l  iiiimaro dei siiigoli rniiii, minieru gennrnlinente diverso d : ~  
qurllo dei cniiipi liiirnri nei qiinli si è tlrtto di iutaiitlrrr .q~l(ldivi~:t la retr i l 1  principio 
del 5 10. 
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Ili yuesta i coefficienti M,, dipendono solmiente dd la  forina e dalla posi- 
zione geometrica dei rami h, h. 

Ove questi sia.110 chiusi tnli coefficienti prendoiio iiotoriamente la deno- 
minazione di coeficienti d'induzione mut ua. 

Qusiido la (30) sia verificata, il principio (28) si riduce alla solita relnzioiie: 

14. Giova osservsre che la condisione (30) è seilza diibbio verificata 
quaiido in ogrii rsmo sin: 

Questa condizioiie sufficiente, ainmesso che le intensith siano graiidezze 
alternative a pulsaxioiie costante, pub trasforinarsi ilel modo seguente. 

Valendosi del noto schema secondo il qunle il valore istantaiieo di tali 
graridezze alternative risulta la proiezione sull'asse reale di un vettore d i e  
ruota con velocith aiigolare costante o inantenendo un estremo iiell'origiiie, 
e indicarido fra parentesi quadre Ie proiezioni suddette, si  ha:  

dove 

- 

j =  [jeiwt] = j ,  cos (y t w t ) ,  
- 
j = jmeiv 

è la caj.atteristica di j, cioè il vettore ruotante (di grandezza j,) al tempo 
t = O, e y è ln fase. 

Derivaiido rispetto al tempo, risulta: 

Analogamente pub scriversi : 

a y 
at = wyn, COS y' + O't' f- - ( i)' 

qitatido si considerino gli elementi relativi a una aecoiida corrente, di pul- 
sazione w' a fase y'. 

La (32) diviene allora : 

w cos ('9' -1- wlt')cos y -t- wt + ; = w' cos (rq + w t )  cos y' + w't' + ( 3 2 ( 3. 
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per soddisfare alla quale é sufficiente che sin 

Percid, yuaiido si confrontiiio gli elenieiiti di due correiiti siiiiissoidnli, il 
verificarsi della (32') O, in particolare, delle (33), assicura la vxliciitA del 

priiicipio (31). 

'15. Quanto Si é ùetto al  i i .  13 pub ripetersi nei riguardi delle distribii- 
zioiii di correnti rion stazionarie in uiio spazio a tre dimciisioiii. 

Ricordando-che il poteiizistle vettore b iii ta1 caso defiiiito d d l i ~  

dove .j indica l'iiitensith della corrente che at t r ;~versa l'uiiità di superficie 
equipotenzide, s e  il condiittore e isotropo, e valendosi dei soliti siinboli, si 

trova, in luogo della (28): 

Questa relazione è vilicolata all'isotropii~ del conduttore O quanto n meno 
alla coiidizione ineno restrittiva indicatn al termine del 11. 9, essendosi elimi- 

1 1 
nati gli integrali estesi a d  S delle fiinzioiii - J  X j' e -$'X j. X A 

Non vi é luogo qui a semplificazione alcuiia nei rigunrùi clella coiidizioiie 

poichè i tubi di flusso relativi a una distribuzione possoiio differire d a  quelli 
relativi dl' altra. 

DR quanto finora si e visto circa le correilti variabili puO dedursi che 
generalmente un priiicipio di reciprocith seinplice corne quel10 (16) O i l  (19) 
non vale, e che una ta1 forma si coiiservii. solo ove si consideriiio degli istanti 
particolari; la qua1 cosa aveva trovnto anche il DONATI che enuiicib, coine 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



M. LELLI : Il piincipi0 d i  reciprocitd nella Fisica 1 55 

s'é. detto, un priiicjpio che l e p  le  ca~n t t e r i s t i che ,  cioé le  graridezze degli 
elementi in un particolare teiiipo: quel10 iiiiziale. 

16. Uii caso particolare della legge (28) si h a  quand0 la  rete risulti co- 
stituita di uiio O più circuiti chiusi, nei quali il poteiiziale sia ovuiique con- 
tinuo e quindi la  correiite dovuta a fenomeni di indusioiie generati d a  varia- 
zioni del campo elettromagnetico circostante. 

In ta1 caso l a  condizioiie (29) é forzatamente verificata, in virtii della (28), 
e costituisce essa stessa un particolare principio di reciprocita ('). 

Ponendo fuori del segno d' integrazione l' intensittî della corrente, la  qua1 
cosa risulta lecita in pratica in virtu della proprieth solenoidale ricordata 
al  n. 12, si ha: 

dove r indica il numero dei circuiti. 
Potendosi scrivere 

e notando che gli integrali soprascritti valgono i flussi (che chiameremo @, @') 

dell'induzione iiiagrietica abbracciati dai circuiti, risulta infine: 

legge che non ha peraltro carattere di novith, essendo una irnmediata conse- 
guenza dalla nota relazione : 

nella quale j, correrite indotta ne1 circuito, h a  senso solamente quaido, corne 
ne1 caso presente, essa sia solenoidale. 

17. Nei numeri 9 e 15 i principi relativi a distribuzioni di spazio sono 
stati enuiiciati in base all'ipotesi che il mezzo conduttore sia isotropo, O a 
quelle meno restrittive indicate al termine del n. 9. 

(') Cfr. V. GORI: Su tmn recipvocità faa vnrinziotri di $us80 d7induaiome mngltelicn e 
cowenti i l d o t t e  il& cireuiti elettaici; <c Bollettino dell! Unione Matein. Itrtl., Anno IT, i l .  5. 

(') Cfr. A. ROITI: Elemercti d i  Fisica, T I ,  5 462, 469. 
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Ove tali ipotesi non siano verificate coinparira al solito ii i  cinscuii membro 
di ogni eguagliaiizn un termine in piu. 

Cosi la  (16) diverra: 

1 
e la (34), ricordando che l'omografia - si e già indicata con R: 

h 

19. Dopo esposte le reciprocità piu importaiiti chr, valgo110 ilella Elettro- 
dinamica, termiiiero ricordando quella stabilita da GAUSS iiell' Elettrostatica. 

Tale priiicipio non è qui fuor di luogo, in quanto occupa ce1 campo dei 
fenomeni elettrici 10 stesso posto che occupa il principio di VOLTERRA iiella 
statica dei solidi elastici. 

Si consideri un sistema di conduttori isolati e si suppongaiio assegnati 
loro due diversi sisteini di cariche, q, q'. 

Il poteiiziale di ciascun conduttore assumera corrispondentemente i valori 
y, y', e la forza elettrica in ciascun punto del campo i valori E, Æ'. 

Chiamando o la superficie che limita ciascun conduttore, ed !2 quella di 
una sfera sufficientemente graiide perché possa coiiteiierli tutti, si applichiiio 
le (3), (4), (5) al10 spazio 5' compreso fra la 52 e le o, dopo aver posto:. 

( a=cP ( B = c p l  
1 u = X E 1  1 u = KE' (K costnnte dielettrica). 

Risultn subito che le (4), (5) 
Iirfatti è : 

sono verificate. 

1 dS =Sv div (KE)rES = 0, ' b' 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



M. LELLI : Il priucipio d i  recipi~ocita 9aella Fisica 157 

1 
poichè KE,  a ineiio del coefficieiite - 6, secoiido l'immagiiie del I~AXWEL, 

4n' 
10 spostameiito di uil fluido iiicompressibile. Ed é ancora, quando si supporiga 
isotropo il dielettrico, O ad anisotropia caratterizzata da una dilatazione: 

in virtii della relazione : 
E= - grad rp. 

Pertanto la (3) diviene : 

Se ora si fa crescere indefiiiitivamente il raggio della sfera, la relazione 
soprascritta si semplifica ilella 

L yKE' X mda = Z cp'KE X nda, j j 
çiacchè il nlodulo di cpKE diviene, qanndo il raggio tende all'infinito, un infi- 
nitesirno di terzo ordine rispetto all'inversa di questo raggio. 

Infine, per essere 

SKE x n d o  = 4rp; S KE' X lido = 4rq', 

e rp costante su ciascuna sfera, risulta: 

20. Il principio di Puypini. - Si consideri un aininasso poroso occupato in 
una certa sua regioiie S totalinente da acqult (O da un qualsiasi altro liquido) 
in inovimento. Lo spazio S risulti limitato da  un complesso o di superficie, 
parte perineabili, parte impermeabili. 

Indicando con z la quota di un punto generico di S sopra un piano oriz- 
zontale di riferimento, con p la pressione unitaria nell' intorno del punto, con w 

Amali  di Matemataca, Serie IV, Tomu III. .Lo 
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il peso qecifico del liquido (che si suppoiie oinogeneo), e posto 

(39) f = - grad h (pendenza nzotjice), 
si h a  notoriamente : 

(40) = pf, 

espressione della legge D A E ~ Y - R I T T ~ R ,  dove q 6 il vettore po r t a t a  per uiiith 
di superficie di egual carico piczometrico, se il mezzo B isotropo, e p 6 il 

coefficiente di filtrazioiie ('). 
Ci6 posto, s e  h, f,q; h', f', q' sono due diversi sistemi di carichi, peiidenze 

motrici e portate corrispoiideiiti a due diversi regimi idrodiiiainici (lion iieces- 
sariamente permailenti), si ponga nelle (3), (4), (5): 

Con cib la  (4) è seiiz'altro verificata, per essere ad eseinpio: 

per la  contiiiuit8 del moto e per la  incoinpressibilitii del fluido. 
Pertaiito la  (3) assiinle la  forma: 

ove si e tenuto coiito delle : 

Supponiaino ora che la funzioiie p sia iii ciascuii pui-ito dell'ammasso 
indipeiidente dalla direzione del iiioto, cioè che l'ainmasso sia idraulicaniente 
isotropo, oppure che, niancando l'isotropia, 1' oinografia p sin unn cliltrtnzione. 

In ta1 caso è allora verificata miche la (5), e l a  (42) si semplifica nella: 

(i) Nei riga~rdi 
per ainrmssi porosi 

di qiiesto coeflicienta piib farai aiiolit: qiii I'ipotesi clle si% un70motetia 
isotropi, clie si% un7o9)10grnfi~ qwtndo vaiig:~ rt iii:tncare l'isotropia. 
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fi questo il prii-icipio di reciprocitA dovuto al PUPPINI ('). Esso risulta 
coine conseguenza di t re  ipotesi : il verificarsi della legge DARCY-RITTER, la  
iiicompressibilitk del liquido e l'isotropia del mezzo (O, piu geiieralinente, la, 
anisotropia iiidividuata da  uiia dilatazioiie). 

Mn coildizione essenziale a che possa enuiiciarsi uii principio di reciprocitk 
è solnmeiite il verificarsi della prima iiiiitniiierite ad uiia delle due riinnneiiti. 

Quaiido ad eaeinpio sia p iiidiperideiite dalla direzioiie del moto, ma, per  
essere il moto vario, si voglia terier conto della lieve compressibflitb del  
liquido e non valga quiiidi più la (4), si lia: 

1 

Le (42), (44) rnppreseiitaiio pertniito due espressioni piii generali della (43)) 
corrispoiideiiti a l  noii verificarsi di uiia. delle due ultime ipotesi iiecessarie alla 
validitix della (43) stessa. 

Praticninente quest' ultima sarit accettabile ove si pongaiio a coiifroiito 
duc: regiiiii permaneirti, ne1 qiinl cas0 scoinpare l'effetto della piccola conî- 
pressibilith del liquido, e quaiido l'arniiiasso poroso sia costituito, O d a  piccoli 
eleinenti sferici di grandezza variabile con contiiiiiità da  piiiito a punto, O da  
elenienti di ta1 forma clie risiilti iiiia dilatazioiie l'omografia p clle caratterizza, 
la  perrnenbilith del inezzo, il che importa il verificarsi della (-10) e della (5) (2). 

21. Anche l'esteiisione data da1 PUPPIN~ al teoretna (43) in base al prin- 
cipio della sovrapposizione degli effetti risulta. iiiiniediata, meiitre 10 stesso 
principio di sovrapposizione 6 sostituito qui dalla propi'ietk lirieare degli ope- 
ratori gl-ad ed 1,. 

Si considerino iiifatti t re  sistemi di carichi, peiideirze motrici e portate 
12, f ,  q ;  IL', f ' ,  q'; IL'', f", q", corrispondeirti a t re  diversi regiini di deflusso 
attraverso S ;  il primo preesistejite all'attivazioile nîediante pozzi di uiia certa  
zoila O, del contoriio O, zoiii~ che i i i  qiiesto primo regiine è duiiqiie iii riposo; 
gli nltri due regiiui dovuti a due diversi modi di erogare acqua attraverso O,; 
e si ponga iielle (3), (4) : 

( i )  U. PUPPINI: r l l  Monitort: Tecnico *, riove~ilbre 1911. 
?) Di questo principio lia :~viito occasione di occupnrsi nnühe Io scrivente iii iinn rioh 

:~pparsn, siil a. Moiiitore Tecriico, IIII. 30-32 del17anno 1923; n. 21 ilel 1924. 
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Si riscontra subito che, ammessa l a  incoinpressibilitk dell'acqun, O la 
perinnnenza del moto, la  (4) 8 verificnta, perche si  hi^ ad  eseinpio: 

Percio l a  (3), ove si iiidichi con o, ln parte di o residua dopo a , ,  e si 
tengario presenti le (39), (40), (45) assume l a  forma: 

-J (f' - f )  X ~ ( f  - f ) d ~  -1;) (h' - h)(qu - q) x l ido = 

(46) 
S o,+a, 

E se si suppone isotropo il inezxo, oppiire che sia p uaa  dilntazione, con 
che anche la  (5) risulta verificata: 

poiché q è nul10 su a,. 

A questo punto, tenendo conto delle reali condizioni nelle qunli si pre- 
sentano le falde artesiane (') in natura, pare lecita l'ipotesi che sia trascura- 
bile il secondo termine di ognuno dei due membri della (47), in quanto le  
depressioni (h' - h), (h" - h) prodotte nelle lontane zone permeabili della 
superficie o, attraverso le  quali l a  falda cotnanica con serbatoi riaturtili O con 
sorgenti (quando Io spazio S considerato si estenda sino ;L quelle) possono 
ritenersi assai piccole in confronta con quelle provocate su  o,, menti'e d'altrn 
parte, per la, continuitii, il contributo totale delle portate unitarie q' su  o, 
e ((II - q) su a, (e  rispettivainente q" su a, e (q" - q) su a,) risulta invnriato. 

Sotto quest' ultinla coiidizioiie potrh dunque scriversi : 

('i A1le;fiilde freatiche occorre applicnre scnz'rtltro la (477, poicliè fanno neceasnrinniente 
parte della zona permenbile di a, alciine superficie che davono d1:~ccinisi a a, e cha sono 
quinili a dietanxa finitn. 
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che è il iioto terzo enuiiciato dato da1 PUPPINI ne1 1914, ne1 quale gli iiite- 
grali sono estesi alle sole superficie attraverso le quali i pozzi coinunic~ino 
con la falda. 

In ii~erito a questa espressione, atta ad interessanti applicazioni, dovra 
pertanto avanzarsi una riserva in pih oltre alle tre, della, validith della legge 
DARCY-RITTER, dell'incompressibilita del liquido (quando il moto 8 vario) e 
deli'isotropia (O della misotropia corrispondente a uiia dilatazioiie): quella 
della effettiva trascurabilitk delle depressiorii (h' - h) e (h" - h). 

Quaildo cib non fosse la (48) risulta solo l'espressione approssimata di 
una legge rigorosamente espressa dalla (47). 

Si è detto poco sopra che le depressioni (h' - h), (1%" - lz)  da ritenersi 
trascurabili sono quelle corrispondenti alle lontane superficie a, delle sorgenti 
(quando S si esterida sino a quelle); ma effettivamente, perche valga l a  (48), 
non occorre che S si estenda a tutta la  parte della falda permeabile occupata 
dall'acqua, ogiiuiia delle relazioni soprascritte potendo essere riferita anche 
a una piccola parte dell'ammasso, purchè della sua superficie limite faccia 
parte la a,. 

In ta1 cas0 le depressioni (h' - h), (h" -- h) non sarebbero pic tri~scurabili ; 
ina. é facite riconoscere che possoiio allora, e in ogni caso, elidersi, per es- 

sere eguali, i secondi termini della (47), solainente quando la parte permea- 
bile della superficie a, pub con deformazione continua portarsi a distanza 
infinita, senza uscire, s'intende, dallo spazio occupato dall'acqua. 

Infatti, scrivendo la (47) ilella forma abbreviata 

e facendo variare di posizione la a,, si scorge facilmente che gli iiite- 

grali S, subiscono eguali increinenti. 

02 0" 

Supponiamo allora che o, possa portarsi a distanza, infinita. Corrispoii- 

dentemente aridraniio EL zero S e b'; dunque questi integrali eraiio eguali 

=a 02 

anche prima della deformazione, di a, e possono togliersi dalla (47). 
Reciprocan~ente: se per una qualsiasi coppia di regimi idraulici si ha 
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10 spazio S deve essere iiifinito. Poich8 basta siipporre che a, sia uiia siiper- 
ficie di egiinl carico iii ciasciiiio dei tre regiini (preesisteiite e di attivazioiie 
dei pozzi) e che sia ivi hl= h". , 

Risultn dlora, che, coinutique si emiiiigaiio i pomi attraverso a, , seinpre 
deve essere: 

(IL' - h )  (q" - p) X iido, = (h" - 1i)J (rl' J 
dove 8 h' - h = h" - h in ogni p~iiito di a,. 

Orbene queste due differeiize devono anche essere nulle e quincli deve a, 
trovarsi a distanza infinita, da a,, altrimeiiti ne seguirebbe i'assurdo clié soiid- 
eguali le portate affluenti ai pozzi iiei due sisteini di erogazioiie, portate che 
sono invece del tutto arbitrarie. 

Dalle considerazioiii esposte risiilta di~iiqiie clie, a rigore, a iiessiiiia faldi~ 
artesiaria ( ') e applicabile la 1ea;ge (48,  laddove iielln prnticn. potrk questa 
relazione applicnrsi coii tutta. traiiquillith alle fiilde occupate dall'acqiia per 
uiia notevole esterisioiie. 

22. Termiiierb l'esposizioiie delle leggi di reciprocitA che si riferiscono 
alla filtrazioiie, ossei.v:i.iitlo che potrebbe i i i  tale caiiipo eiiiiiiciarsi aiiclie un 

# 

teoreina ideiitico a quel10 che il VOLTERRA ha dato iiella elettrodiiiainica, sia 
valendosi della forinula (43), sia ricorrendo alla (48) .  

Se non che sotto ciascuiin delle due forme esso teoreinn perde iiloltit 
parte dell'interesse clie gli é stato ricoiiosciuto ne1 cxso di uii:i corrente 
elettrica O di 1111 fliisso di calore. 

Infatti, riferendosi dappriina alla (431, va posto in rilievo che soiio ne- 
cessariainerite incluse, ne1 complesso o delle superficie che rncchiiidono la 
falda perineabile, :~iiche le loiitaiie superficie a, di :iliiiieiitazioiie e di eroga- 
zione attraverso le quali la fitldn comiiiiicn con l'esteriio. 

Pertmito in ciasouiio dei due regiiiii posti a conhonto, le superficie di 
irninissioiie (aA,  00, secoiido le iiotazioni iisate al i i .  11) dovrebbero i!ecessn- 
riameiite coiiicidere con O,, ineiitre GB e a= potrebbero effettivainente iyip- 
presentnre quelle relative a due pozxi distinti B e D. Inoltre converràbbe 
iinm.agiiiare che iii un regiine si erogasse acqiia da1 solo pozzo B, e che 
nell'altro si ponesse iii azione il solo pozzo D; iiifiiie la. falda permeabile 

(') Allü f d d e  frentiche, ripeti:inio, non piih in dcuri c:uo convenire 1% (48), yoicli8 a far' 
p r t e  della zona 11erine:ibile di  a2 sono anche nrceasnri:tiiieiite le mperficie ch+ si collegiino n oi. 
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dovrebbe supporsi inizinlineiite in riposo, se si viiole che la portata erogata 
da  ciascun pozzo eguagli qiiella entrante attraverso la superficie 5,.  

Cib posto, esseiido seiisibilinente invariabile durante qualsiasi erogazioiie 
il carico sulla loiitana superficie o,, ,risiilta, detto h il carico preesisteiite ai 
due regimi della falda in riposo : 

(h - hlIB) Q' = (h - hlD) Q D  

dove hlD, Q'B sono il carico piezoinetrico e le portata relativi n un regiine, 
KtB, Q D  le aiialoghe quaiititii relative ali' altro. 

Se poi si siippone PD = Q'B, si h a  : 

h - h"B = h - Ml, 

relazione che é evideiiten~ente contenuta nella (48). 
Ove ci si valga, iiivece, della stessa relazione (48) e si considerino 

quattro pozzi distinti, si ottiene si uua legge nuova, di cui é immediato 
l'enuiiciato, nia non preseiita questa uii notevole interesse pratico, giacchè 
bisognerebbe suppocre clie durante ciascun regime l'acqua che si attinge da 
un pozzo fosse contemporaneamente versata ii i  LUI altro. 

23. Il principio di 1,oi-entz. - Ripeterb qui, per essere compkto; u i ~  teo- 
renia di reciprocita, dovrito. al  LORENTZ ed esposto da1 BUKALI-Foni7r e da1 
MARCOLONGO ne1 secoiido volume dell'dtzalyse sectoj-ielle génei-ale, r e l ~ t i v o  
ai moti vorticosi dei liquidi viscosi. 

Osservan,do che le equazioui. dell'equilibrio sono in ta1 caso : 

dove F, Fa sono le forze agenti suli'uriit8 di massa e in superficie, u e la 
velocitk, e P è 1' oinografia delle pressioiii, se ne deduce che alla massa liquida 
occupante uno spazio S limitato dalla superficie a, sono applicabili i risultati 
ottenuti nei riguardi dei solidi elastici, purche alle forze di massa si sostitui- 

do  du 
scaiio le Jorze perdute P - - , e alla oniografia delle deforinazioni quella - 

dt dP 
delle velocita di deformazione. 

Fattaipertanto 1' ipotesi dell'incompressibilitii, risulta verificnta la (4)' ove si 
ponga in essa: 

( a=P P - 8 '  
i , G = V ~  v=2.', 
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sssenda p, v ;  pl, vr due sistemi di omografie delle pressioiii e le velocith cor- 
rispondenti a due diversi sistemi di forze F, Fa; F', P',; mentre lii. (3) diviene : 

Ne1 caso di moti lenti e stazionari si ha: 

relazione perfettamente risponderite al teorema di BETTI. 
In  merito a questo principio giova osservare Che, mentre ne1 caso di un 

solido elastico non muta, da un sistema di sollecitazioni ad  un altro, ln indi- 
vidualith delle particelle cimentate, qui la natui'a stessa del fatto fisico importa 
che gli elementi fluidi, i quali in un certo regime occupnvano 10 spazio S, 
vengano in un secondo regime sostituiti con altri diversi. dai primi. 

Ma subito si riconosce che anche un corpo elastico potrebbe essere sosti- 
tuito con altro, purchè di egual forma geometrica. Solamente, affinché per i due, 
sottoposti ciascuno cz un proprio sisterna di forze, valga tuttavia il teorema 
di BETTI, occorre e basts che riei punti geometricamente corrispondenti sia 
la stessa la funzione potenziale elastico, cioè siano gli stessi i 21 moduli di 
elasticith. 

Pertanto ne1 caso presente il liquido in irioto dovrh, nei riguardi dinamici, 
essere omogeneo, poichb ogni particella della massa liquida che trovasi in un 
regime O and& poi a trovarsi in un secondo regime entro 10 spazio S, pu6 
trasportarsi in un punto qualunque di S ;  dovr& cioè essere 10 stevso ovunque 
il coefficiente di viscosith. 

24. 1 principi di Volterra e Puppini nella Termodinamica ('). - Si con- 
sideri un corpo conduttore (solido O liquido O gassoso indifferentemente) occu- 
pante 10 spazio S, e limitato dalla superficie o attraverso la quale avvengono 

(i) u Il Niiovo. Cimento 9 ;  1882, Serie III, Toiiio XI; « Il Monitortr Teonico D, 1916, II. 8. 
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sctunbi di calore; e si supponga, per riinanere in  un caso piu generale, che 
l a  massa coriduttrice possegga eveiituali sorgenti interne di calore. 

' 

Chiamando T l a  temperatura ed 

il vettore cnduta di  tempel-atura, vale iiotorianiente l a  legge : 

(52) Q = RF, 

dove Q é il vettore flusso d i  cnlo?.e per iinitk d 'a rea  di uiia isoterma (se il 
coiiduttore è isoiropo) e per uiiith di tempo, e K è un7 oinografia d ie ,  iiel 
caso di un conduttore isotrope, prende il nome di coeficiente di  conducibilità 
teg*naica. 

Se T, 8;  T', FI, 0' sot10 gli elementi relativi a due diversi regimi 
terinodinamici, potrà scriversi uri priiicipio di reciprocith ove si atnmetta, oltre 
l a  legge (52)) uria almeno delle due seguenti proprieta: l'isotropia termica del 
rnezzo O l a  solenoidalitA di 9. Corrispondentemeiite sarh verificata la  condi- 
aioiie (5) ovvero l a  (4), quaiido si ponga in esse : 

Se si amnîette I'isotropia oppure che, essendo anisotropo il conduttore, 
sin una dilalazione (') l'omografia K, é verificata l a  (5); si ha  cioè: 

meiitre la (3) diviene: 

(53) ST div TQ'x l i do  = T'div QdS 
5' 

S S 

aT 
div Q = C -  +Y, a t 

(') Cfr. II .  9 di qiiesta Nota. 

AnliaLi di Matrmatica, Serie IV ,  'l'Omo III 
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esseiido c il calore specifico, t il tempo, cp l'eventuale coiitributo interno per 
unitCt di tempo e di volume. 

Se iiivece si siippoiie div Q =  div @=O, corne ne1 caso di due regimi 
permaiieilti e quarido sia cp nul10 ovunque, vale ln (4), avendosi ad esempio : 

d u  ) 
- Tdiv Q 1 = 0 ;  

rnentre la (3) assume la forma 

Quando infine fossero verificate entrambe le ipotesi, si avrebbe: 

espressione formalmente ideiitica alla (43). 
Quest'ultima e la (53) sono g-li enunciati dati da1 PUPPINI. 
Uiia forina particolare della (55) è la legge asposta da1 VOLTERRA ne1 1882 

uiiitainente all'ideiitica legge relativa alle correnti elettriche, di cui s' é gi8 
data ln dimostrazione iiel 11. 11 di questa nota, e che qui va identicamente 
ripetuta. 

Fatto ceiitro in quattro puiiti A, B, C, D situati entro 10 spazio S occu- 
pato da1 coiiduttore (isotropo O ad aiiisotropia soddisfacerite alla coridizione 
del LAZZARINO), si traccino quattro sfere G A ,  OB, 00,  di raggio E, e si 
supponga poi che in un primo regiiiie termico un certo flusso 0 di calore, 
averite carattere solenoidale se il regilne e periiiaiieiite, eiîtri per oa ed esca 
per OB, inentre in un secoiido regiine, niich'esso perinitiieiite, un diverso 
flusso @' di calore eiitri per 00 ed esca per o ~ .  

La formula (55)) poichè attraverso il contorno o del10 spazio S occupato 
da1 coiiduttore non c 'è  movimento di calore, assuine allora In forma: 
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Passando al limite per E = 0, risutta: 

lin1 T Q f x r - r d o =  T B Q t B x  ndo=O 
E-O S 

"B 
s 
"B 

e 10 stesso dicasi degli integrali estesi a G A ,  ag, OU) o~ del secoiido membro 
dellt~ (55'), i quali assuinono rispettivamerite i valori T f A 0 ,  - TfB@,  0, 0. 

Percib si ottiene : 

e, suppoiiendo infine che sia @' = @, 

ci06 : i l  dislivello tewnico determinnto n e i  punti C, D da un flusso qualsiasi 
d i  cnlore entkznte  per A e uscente per B 2 egunle n quello prouocnto mi 
pzcnti A, B da u n  nzeclesinlo flusso entrante pe7. C e uscente per D. 

26. In tutti gli eseinpi fin .qui preseiitati non si è tenuto conto alcuno 
della condizione (6). . 

Tale omnlissione è stata fatta con interizione, poiché in pratica i teoremi 
piu semplici e piii itnportnnti sono geiiernlineiite quelli nei quali i termirii 
della relazioiie ( 3 )  che rimangono a costituire il principio di reciprocitk sono 
precisamente gli integrali di superficie della condizione (6) medesima. 

Pertanto sono geiieralmente da ritenersi privi di interesse pratico quei 
priiicipi, dedotti dalla condizione (6), O dalla (6)  associicta n una delle altre 
due, nei quali i terniirii che si diinostrano eguali sono tutti integrali di spazio. 
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Ci6 non di meno, iu ordine alle applicazioni del metodo clie siaino veniiti 
esponerido, sono da considerare anche tutti gli enunciati, per brevith oinmessi, 
che discendono dalla sudcletta coiidizione, dei quali alcuiii potrebbero tornare 
utili ne1 cainpo delle ricerche prettameilte scientifiche. 

26. Da quanto si è esposto iiei precedenti naineri sorge aiizitutto la. 
grande semplicitk del metodo vettoriale iiei confronti con qunlsit~si altro. I i i -  

fatti, mediante la relazione identica (3), associata allc coiidizioiii (41, (5) [e ci 
si potrebbe valere anche della (6)], 8 stato possibile dimostrare speditaiiiente 
i piii importanti principi di reciprocitlt che valgono iiella Fisica, e si sono 
ottenuti risultati, se non iiuovi iiell'argoinento cui si riferiscono, certameiite 
assai piu generali. 

A questo metodo potrh opporsi che esso è ,profici10 solamente in qiianto 
la  quasi totalith dei teoremi esposti era boliosciuta e che solo tale conosceiiza 
ci ha guidati nella sceltn delle opportune oinografie a, P e dei vettori vt, e 

da sostitiiire tielle (3), (4), (3); nieiitre la fonte diretta alla quale tuttora con- 
verrebbe rivolgersi in uiin nuova indagiiie ri~nnrrebbe aiicora qriella di ca- 
rtittere energetico cui tittinsero alcuiii degli Autori di tali ricerche. 

Ma '6  facile riconoscere che la relazione fondiiineiit:-tle (3) [O la (l), il che 
B equivalente] è suscettibile di una espressiva iiiterpretazioiie fisica e clie 
percio non é affidata al caso In scelta delle onlogr;ifie e dei vettori piu op- 
portuni. 

Basta, ad esempio, pensare al significato della (1) nella teoria deli'ela- 
stici th. 

Posto che a sia 1' omografia delle teiisioni interne e 16 il vettore sposta- 
mento, la (1) é I'espressione del principio della conservazione del l 'euergia 
quatida a corrispoiide ad (L ,  è i l  t eorema d e i  lavol-i  vif-tuali ne1 caso op- 
posto, p~irchè 76 sia un sistema possibile di spostanienti, ad eseinpio s i t~  do- 
vuto a un'altra omografia P delle teiisioni. 

Orbene questa interpretazione della (1) si conserva in tiitte le altre np- 
plicazioni, aiiche se le diinensioni vengono a mutare per il mutato significato 
dei simboli. 

Dunque il metodo esposto risulta in diretto rapport0 coi principi fondn- 
meiitali della Meccanicn, ai quali ha  dovuto pure ricorrere anche chi, cotne 
il DONATI, seguito poi da1 PUPPINI, si è riferito inoltre a1 pr inc ip io  del nzas- 
s i m o  dell' ent?.opfu. 

Un particolare cenno su questo punto chinrirk questo asserto. 
Mi riferisco nZ principio di reciprocith ,v;llevole in  unn rete di fili con- 
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dlittori, e precisamente alla seconda dimostrazione data da1 DONATI nei Ren- 
diconti della R. Accadeinia delle Scieiize in Bologna, Novembre, Dicembre 1899. 

Ivi il problema 13 ricondotto alla ricerca di uii est?-emo coudiziouato 
della fuiizione cnlore svolto per effetto JOULE, la. condizione essendo rappre- 
sentata d t ~ l  principio della conservaziorie de117 energin.. 

Seguendo un rioto procedimerito si é cos1 condotti ad  annullire ln varia- 
zioiie prima di UIIR certa funxiorie (soniina di quella che esprime il calore 
svolto con ln condizione inoltiplicata per una costaiite di iinmecliata determi- 
nazione), qunndo si assegiiino alle vari;~bili iiitensita della corrente degli iii- 
creiiîeiiti conzpntibili coi vincoli (ne1 caso specifico solenoidaii); quando, a d  
eseriîpio, si assegniiio tlegli iiicremeiiti dnti dalle intensitk corrispondenti n un 
secoiido reginle, nlterate mediante uno stesso fattore numei'ico infinitanlente 
piccolo, che sin 10 stesso in tutti i punti della rete. 

Ora, la  relazione che cosl il DONATI ricava per nulla differisce d a  quella 
che iiimediatnmente i'isulta da1 teoj-enta dei lavolai uiî.tu&i ('), teorema che 
é nncora rappresent:tto iii tutta la sua generalith dalla (l), quando a ed 16 
simio fuiizioiii che lion corrispoiidono a un0 stesso regime. 

Pertanto alla. (1) e quiiidi alla (3) spettn nella Fisica un'importanza che 
noii si limita solamente al suo carattere analitico. 

Dalle osservazioiii sovraesposte risulta poi ancora che ogni pl-incipio d i  
recip?-ocith è una consegzcenzn del teorema dei lavori uirtuali.  

27. Concludendo: ogni qualvolta in un campo, che sia sede di fenomeiii 
fisici, esjstono iin'omografia a (che pub anche ridursi a un'oinotetia) e un 
vettore I I ,  pub subito scriversi la relazione identica (3), mentre la  condizione 
di proporzionalit8, cui usualmente si fa  appello, si tradiice qui ne1 fatto che 
esiste un elemento fisico, che potrebbe anche essere rappresentato da110 stesso 
vettore u, proporzionale a g-rad a, O che risulta il trasformato di grad a se- 
condo un'altra omografia. 

Ma la (3), di per s é  sola, non dice nulla. Perché possa scriversi un prin- 
cipio di reciprocitk occorre verifica,re se, in virtu del significato fisico di a 

e VC, é soddisfatta una almeno delle condizioni (4), (5), (6). I n  diper;denza di 
tali condizioni varrh dunque un principio nnzichk un altro. 

Consideriaino iiifiiie queste condizioni. 

(') Un'espres~iorie iii tiitto corrispondeiite è qiiell;~ che regoln l'rqoilibrio dei f i l i  flessi- 
bili. Cfr. P. BURQATTI: dleccnnicn Rnsiounle; la edizione, png. 188 (1). 
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quando a, P non siano delle ornografie particolari, come riell'Elasticith, 
esprime l'eguaglianza dei lavori vivtuali in temi ,  che iiel caso ricordato 
risulta da uiia riota proprieth delle forme quadratiche omog ~ e n e e .  

Quando u, p si riducono invece a delle omotetie, come negli esempi che 
interessano llElettrologia, 1' Idraulica, la  Termodinainica, la (4) è verificata 
(coridizione sufficiente, ma non necessaria) ove siano u, v solenoidnli, il che 
accade (se u, v rappresentano velocitlt) quando il moto sia permanente, op- 
pure qiiando, essendo vario il moto, è incotnpressibile il fluido iii rnoviineiito. 

La  condizione (5): 

esprime l'eguagliaiiza dei Zavo~.i es temi  d i  massa. 
Con riferimento ai campi della Fisica nei quali abbianlo aviito occasiono 

di usarla e coriformemente a quanto ha diinostrato il Prof. LAZZARINO, di- 
reino: condizione sufficierite (') affinché essa sin verificata è che l'omografia 
(a e p) carntterizzante le proprieth specifiche del mezzo sin una dilatazione 
se questo è anisotropo, un'omotetia se questo e isotropo. 

Da ultimo la 16): 

esprime l'eguaglinnza dei lauori vir tuali  in  supel~fzcie. 
Si è gik rilevnto in proposito che ben rarrmeiite potrk dirsi a priori che 

essa è verificata, poiche geiieralmente costituisce piuttosto essa stessa il più 
suggestive principio di reciprocitlt che si tende a diinostrare, anziché uiia 
condizione la cui evidenza risulti immediata. 

Bolog~zn, Xctcolcc Ivgeyrtevi, o t t o b ~ e  1924. 

(') I n  tut te  l e  npplicnzioiii euposte le co~idizio~ii (4), (5 ) ,  (6) sono risiiltate swtitiiite d : ~  
quelle più restrittive, siifflcieiiti, 111s iioii necesunrie, nellu qiinli 1'eguagli:iiizn corrn fr:l le 
fiirizioiii da integrarsi, :iiizicliè f r i ~  i loro iiitegiali, cosi coinn fu già fatto da1 BURGATTI. CiO 
non di ineno ne1 corso d i  qiiesto 1:~voro ej è coiiservntn  IL foriiin integrale nlle t re  conili- 
zioni, poichè non è detto a priori d i e  non e8istsno fat t i  Gsici p i  qiinli, coiiiuiiqiie v:crino 
le  grmidezze degli elementi posti a confroiito, rntro preJissnti cnnipi O ed 8, l'rgiingliniix:~ 
degli integrnli eia quellit sol& d i e  è seinpre verificnt:~. 
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R:r,ppreseutazione geodetico-proiettiva fra due superficie. 

Memorin di ENKICO BOYPIANI (a Bologua). 

Data uiia superficie dello spazio ordiiiario s' indichiiio coi1 xi(u, v) (i = l,.., 4) 
le coordiiiate proiettive omogeiiee dei suoi puiiti e con Si(u, V )  quelle dei suoi 
piani tangenti; cou Xi e E i  quelle di punto e piano generico dello spazio. 

Fissato un sistema di riferimento (rispetto al quale si sian calcolate quelle 
coordinate) riniane arbitrario uii fattore nelle coordinate di punto ed uno in 
quelle di piano; scelto il primo ad arbitrio si fissi il secoiido in modo che 

Se si pone u, = u, u, = v 

e si moltiplicano le x per un fattore p, 'F,  ed F, vengoiio moltiplicate per pz. 

F, = O rappresenta le asintotiche, F3 = O le linee d i  DARBOUX della su- 
perficie; la  forma frazionaria, invariante per omografie ed anche per applica- 
bilità proiettive, P3/F, è i'elernento lineave pl-oiettivo della superficie ('). 

(') 1 simboli n nuiiieratore iiidicano tleterminaiiti (le cui riglie s i  ottengono da quelle 
scritte appoiiendo g17iridici 1, ... 4 alle coordinnte); gli indici ZL e v sigiiificano derivazioni 
parziali rispetto ad 26 B W. 

(" 1 r i d t a t i  qui nooerin~ti sono dovuti a G. FUBINI ; al17eleiico dei suai niinlerosi lavori 
~ostituisco la citazione delle Lez io~ i i  di Qeoszetvia Pvoiett ivn D i f e re~ i z in l e  redatte insieine 
nd E. CECH (di prossinia pubblioazione presso ln Ditta N. Znniclielli). Il modo ricordato 
d7introd11rre p3 ed è del CECH: 1 fotidnmenli della geomet~iap~oiettivo-di~e1'e?zziale seoo~ado 
dl nhelodo d i  Bubini. (Annali di Matematica, 31 (3), 1923, py. 251-278); &tude analytique de 
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Si chiamario geodeticlze pl-oiettive O ipergeodetiche O pangeodetiche 
(FUBINI) della superficie le estremali del seguente problema di ~a~riazioiie 

Relativamente ad esse mi sono proposto i l  problema analogo a quel10 di 
BELTRAMI-DINI: ricercare yuando è possibile porre due superficie in corri- 
spondenza geodetico-proiettiva, cioh tale che si corrispondano dette estremali. 

Si ha  la soluzione banale del problema quando gli elementi linewri pro- 
iettivi sono uguali O differiscono per un fattore costarite. Ma esistono anche 
qui dei a casi di LIOUVILLE n ; essi si presentano per le 'superficie a linee 
canoniche indeterininate e per. un tipo di superficie rigate; di queste super- 
ficie eccezionali do l'effettiva costruzione di modelli. 

II. Le geodetiche proiettive. 

Prima d'iniziare a trattare i l  problema della corrispondenza geodetico- 
proiettivtt ci conviene trovare l'equazione delle geodetiche proiettive ne1 
caso in cui si assumano corne linee coordinat'e le linee asintotiche della 
superficie; escludiarno iii tutto il lavoro dalle nostre considerazioni le super- 

17dlénzent lindaive p r o j e c t v  d'une suvface. (Publications de  la Faciilté iles Sciences d e  
l'Université Mllnsaryk, Brno, 1924, pp. 1-24). 

Per rtpplicnbilitA (O deforinruione) proiettiva di una superficie s'intende iiiia, t,rasfor- 
inazione piintuale tale che a ciirve della superficie data i ciii piani osculr~tori i n  un piinto 
foriuino fascio oorrispondnno sempre sulle trasformate curve dotate della ~tessn, proprietà. 
La nozione di applicnbilith ~ r o i e t t ~ i v a  è dovuta pure 81 FUEINI, la  definizione qui ripor- 
tnta a l  CECH. 

(3) Qoeste geodetiche sono state con~itlerate qiinsi conteiiipurnneaii-iente da1 FUBINI: 
Alcwni 1-isultnti d i  geon~etrirc proiettivrc d ( f i r e w i a l e ,  10 (Reiidiooiiti della R. Aoca,&niia 
tlüi Linoei, n. O, vol. XXXII (1923,1, pp. 273-279 t: 321-326), dnl CECH : Szw les g6odssiqzies 
projectives (Reiidic. della R. Accademia dei Lincei, S. 5, vol. XXXIII (1924,), pp. 15-16) n 
da  me: No_~ion i  di geometvia proietli~~o-dife~enriale relative nd zmn superjkie de210 s p n ~ i o  
ordiizario (Rendiconti della R. Accademia dei  Lincei, S. 5, vol. XXXIII  (1924,), pp. 85-90); 
io ho mostrato coiiie da  essa si p o ~ m  ricavare i n  inotlo geometrioo   empli ce ln  itovmnle 
proiettivn di FUBINI. I l  significato geometrico di p3/& é stato trovllnto i n  vari modi da1 
CECH: Sw ln géoi~iétrie d ' m e  szqfnce et sur le facteur arbitraive des coordonnées Homogènes 
(Rendic. della, R. Accademi;b dei Lincei, S. 5, vol. XXXI (1922,), pp. 475-478) e da me: Determi- 
i~agioni proiettivo-tiifereq~~inl~i velntiue ad unn stiperjicie del10 s p n ~ i o  ordinnvio ( A  tti della 
H. Acca[lemia delle Scienee d i  Torino, vol. LIX (192,4,), pp. 409-429) ; e Le forme di Pubini 
!&ella teoricc proiettivn delle sqei:j icie (Rendic. del R. Istitiito Lornbnr(lo, vol. LVII  (1924,), 
pp. 677-683). 
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ficie sviluppabili, ed i n  questo paragrafo aiiche le rigate (è noto che in 
quest' ultinlo caso F, ed li; hanno un fattore lineare comuiie; se poi la  super- 
ficie é una quadricn F3 = O). 

Le due foxme lil, ed F, non sono qualsiansi ma  son legate dalle ?mela- 
zioni d i  apolarità 

(5)  1 &2,aii, - Sa,,a,,, + a,,ai,, = 0 

a22ai1, - 2ai,a,,* + n,,a,,, = 0 

e sc la superficie è riferita alle sue linee asintotiche (a, ,  = a,, = O, a,, + 0)  
è a,,, = a,,, = O  e l'elemento lineare proiettivo pub mettersi sotto la forma 

L'equazione differenzinle di EULERO per le estremsli di 6 fdu = O S 

ne1 caso at t~iale si scrive 

(e questa mostra che le asintotiche son seinpre geodetiche proiettive). 
Ci domandiamo ora come si comportano le linee di DAI~BOUX rispetto a 

questa equazione e piu precisamente: quand' é che uno dei fattori di F, di- 
vide tutta l'equazione (8). Affinchè ci6 accada occorre che 

abbiano un fattore comme;  e 'percià dev'essere (4) 

(*) La deterininaziorle di (p/y)'l~ é ben fiwsatn clal ~iste inn di linee di DARROUX che si 
suppone ooiiipostu di geodeticlie proiettive. 

A i i ~ i a l i  di Matonataea, Serie IV, 'l'omo I I I .  
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Per iiiterpretare questa coridizione basta ricorditre l'equaziotie differen- 
ziale delle linee canoniche della superficie (5) 

O in forza della condizione (9) 

(1 1) /3'/~du + y'lndu 
cioè 

(12) pduS - ydv3 = 0. 

Ma quest'eqiiazioiie rappreseiita le liiiee di SEGRE ( 6 ) ,  sicchè: 
Condizione necessnrin e suficiente n f lwhé  u n  sistema di linee d i  Dm*- 

bous sia costituito d i  geodetiche pl.oiettive (cioè l'equazione (8) sin divisi-  
hile pev i l  fattove di F, che lo ?.appesenta) é che le linec! canoniche cosli- 
tuiscano il sistema di  linee di  Segp-e coniugato al pvecedede (7. 

Ne1 caso poi che piii di un sistemn di liiiee di DARBOUX sia costituito di 
geodetiche proiettive (ne1 senso sopra dichiarato) tutt'e tre i sistemi di liiiee 
di DARBOUX sono kali e si lia 

cioè In superficie è a linee canoriiche indeterminate. 

(5) I n  ogni piinto della superficie è drtinito (in niodo invariante rispetto nlle applica- 
bilith proiettivc) u n  fnscio eniroirico di rette (FUBINI: Aletmi risultnti, etc.; gis citato in (3))  

al qunle appartengono 1% normale proiettiva di FUBINI, una direttrice d i  WILCZYNSKI, uno 
spigolo di GREEN, ed al t re  rette uotevoli. I l  piano canonioo e il  piano tangente relativi ad 
lin piiiito si tagliano liiiigo li\ tn~zyeitte eanoiticn definita appunto dalla (10). Se le  xi 8ono 
le  coordinnte ~tornrd i  di FUBINI le  rette del fascio canonica congiiingono i l  piinto x a1 

'Tepy'xV) a l  variare ( ~ i  1. 

t6) Cioè inviluppate dalle tnngenti di SEGRE; qiieste sono coniiigatr arnioniche di quelle 
d i  DARBOUX rispetto alle tnngenti nsintotiche. 

(7) L e  superficie or2 incontrate, wddisfaeeiiti alla (9), gotlono di altre proprieth. Esse 
miro cn~nttertzznte dnl fntto che zc» sistemcc d i  linee di Sagve è costituito di yeodeliche proie& 
tiue. Ma di più: Se, e solo se, ,ira zcit punto tctm linecc di Segm e ln geodetica pi.oiettivn tnib- 
gente si osculnizo vrtle ln (9j ; cioè ln tc~nyente comicss è ln tnngeihte cmonicn ed il piatco 
osez~latose è proprio il pintbo ~ ( L I L O I L ~ C O .  

Per dimostrare l a  prima parte bnsta confrontare, in  una direcione di SEGRB, l a  (8) e 
l'equnxione ottenuta cliffereneiaiido ln 8 - yd3 = O 

Per la seconda parte si ricortli die, pystu T= 1 x, s, x,, z, 1, N, = 11, s, ru ,  xuv 1, 
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Queste superficie sono state in phi modi cnratterizzate (a);  p. es. col 
fatto che le linee di DAHROUX sono geodetiche della forma quadratica normale 
di FIJHINI cp, = 2pydudv. Qui convierie caratterizzarle (in vista del seguito) 
in quest' altro modo : 

* 

Condizione necessn~-in e suficiente afinchè Ze geodetiche di F,/F, coin- 
cidnno con le geodetiche d i  \'E 2 che la supel-f2cie sia a Zinee cilnoniche 
i ~ z d e t ~ ~ w ~ i w a t e .  

Infatti 1'equ:lzioiie delle geodetiche di v p z  è 

a questa, O alla forma eqiiivalente per le (13), 

si ridiice la (8) se valgono le (13); e viceversa se la. (8) dev'essere equiva- 
lente alla (14) dev'essere divisibile per p h +  ydu" cioe valgono le (13) e 
taiito bnsta per 1 : ~  desideratn. equivaleiiza. 

All'ultima condizioiie, notaado che y,  è a curvatura nulla,, (e si pub 
fme p = y = 1), si pub dam la forint? : 

Co~zdizione necessaria e suficiente affinch& una superficie sia a linee 
canonicl~e indeterminate é clz'essa si possa 7.app-erentag-e su1 i i a n o  i n  modo 
che alle sue geotleticl~e p;.oiettive COI-rispondnno le vette del piano. 

N, = 1 X, x, zv, - 1 ,  17eqii:uione clel p i m o  onciilntore n l h  linrx u = o(lci è 

e ~i cdcol i  i l  coefficieiitr tli T iii urin direeionn di SEGRE, teneiido conto tlella (9) ;  esm 
ri8111t~ 1111110. 

L'iiltimo eriiinciato vnle :incorn ~n a1 posto tlelln, geodeticn prG,iettiv:~ ui considem 

Q~inlrinqiie ait& la üiiyri.ficie, :~nüliü iion wddisfacente 18 (9), vnlgoiio i teorenii ~egi ient i  : 
I piniii osczcldo~i  nlle ire georletiche pvoietlive mscenti d a  um piciilo della ~cpei:ficie nelle 
divesio~ti d i  Seyve fovwmio fnscio iittoriw ntE wicc ?,etta del p i a w  enw?bico, carnttevisznfa 
da  h =- 31'8 ( A  11% i l  uigiiilicato dato nelln nota ( 5 i ) .  I piani osczclrctori nlle tre eatve.innli 

di pcp, taiigeiii in u» puitto nl le  liiiee di Sepe  pnasoiao psr In diwltrise d i  bilezyriaki 

(A = - 1/2). 
(9 Nelln iiii:i Nota: C'oittviboto (cllm yeottlctvitc proieltiuo-dife1'etizinle d i  uitn mpe?:/icie 

(Bollettiiio tiell'Uiiionr Mi~tt~rtiittiüi~ It:llinria, a. III (19241, ri. 2, 3;  pl). 49-56, 97-100); II. 7, 9, 10, 14 
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III. La corrispondenzs geodetico-proiettiva. 

La forma dell'equazioiie (8), in cui n coefficiente dei clifferenziali secondi, 
O di v", figura 18 forma F, ci fa presulnere che, aliiieiio in geiierale, le due 
forme F, relative a, due superficie in corrispondenza peodetico-proiettiva siano 
k a  loro proporziondi, cioè si corrispondaiio su di esse le liiiee d i  D~ituoux 
e, in conseguenza delle relazioni di apolwith, le linec asintotiche; se ci6 fosse, 
riferendosi alla (8) e all'analoga per la superficie trasforinntn,, si troverebbe 
subito il caso banale gih segnalato. 

Ma con ci6 si perderebbero i casi eccezionali, gli unici interessniiti, e si 
escluderebbero le rigate (scartate ne1 paragrnfo precedente). 

Occorre quiridi corne ne1 caso classico di BELTRAXI-DINI prociirarsi i' equst- 
zioiie differenziale delle geodeliche proiettive rispetto a parametri q u d -  
siailsi u, u (la corrispondeiixa fra le due superficie è defiiiita dall'iiguagliaiiza 
i n  punti corrispoiidenti delle coppie di valori di u, v); l'eqiiivnlenza fra le 
eqiiaxioni relative alle due superficie ci darh le coiidizioiii richieste. 

Fortunatnmente iioii c'è bisogno di eseguire tiitt'i calcoli iiidicnti e i l  

ragionamento fatto in principio di questo paragritfo e i risultati del precedeiite 
permettono di arrivare a foiido abbnstaiiza rapidameiite. 

La f(u, v, v') da sostitiiire nella (7) è 

Indicatone il denominatore con f, si ha per essa: 

e, iitilizznlido la (5), per semplificare il coefficiente di  v'" 

Jn seguito 
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Calcoliamo i coefficienti delle potenze di 2;' eiitro la 1 \ .  Sono iiulli 
qiielli di v" e di 0"; gli altri valgono: 

Coefficiente di  vf3 

Coeffzciente di  vfO 

ove b da osservare che le ultime espressioni scritte si sono otteriute in fbrza 
delle relazioiii di apolaritk s e m a  operare per divisione (sicchè valgono anche 
se alcuiii dei coefficienti delle due forme F,, Ir, si annullano). 

Poichè la superficie ri.011 è sviliippabile af2 - n,,a,, +O; se s'iininagiiia 
moltiplicata tutta la (7) per f:/(af, - a,,a,,) essa diviene iiitera. in v' e il coef- 
ficiente di v" vale 8F,. Ora potranno confrontarsi i coefficienti dei termini 
simili nelle equazioni, che diremo E ed Et, delle geodetiche proiettive delle 
due superficie (indicando con apici quanto si riferisce alln seconda di esse). 

Ne1 caso genel-aie nessuna delle due equaziorii snrh divisibile per F3 
(O per Pr,) O per un silo fattore, Esauriamo questo caso. 

Fer semplificare i calcoli osserviamo quanto segue. La  corrispondenza 
fra le due superficie potrà cbnservare (almeno a prioi'i pu6 supporsi): 1") un 
doppio sistema coniugato; O 2") un solo sistema di asintotiche; O infine 3") i 
due sistemi di asintotiche. 

Ne1 1" caso scelto il  doppio sisteina. coniugato permanente corne sistema 
di linee u, v, a I2=af , ,=O,  nl,a,2n',la',,=/=0 si ha, per ln proporzioimlitA 
di e di F', proporziorialitSt fra le aikt e le a',k,; dalle relazioni di apolaritk 

si ha poi n',,/a,, = a',,/n,, (se cos1 non fosse dovrebbero essere tutte le 

atkl = a',,, = O, cioè le superficie snrebbero qundriche; ma per queste ogiii 
ciirva è geodetica proiettivi~). Siillr due superficie si corrispoiidono quiiidi 
linee di DARBOUX ed asintotiche. 
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Ne1 20 caso, a,, = a',, = 0, a,,n,,a',,at,, $=O si ha  sempre proporzionalith 
frn le a,,, e le  a',,, e le relnzioni di npolarit8 sono 

da  queste si h a  nncorn in generale a1,,/a,. = al,,/a,, , cioé si corrispondono 
linee di DAKBOUX ed asintotiche; a meno cha sia p. es. a,,, =nr,,, = O  e di 
conseguenzn (per le ipotesi fatte) a,,, = a,,, = a',,, = a',,, = O rie1 qua1 cas0 
i due elementi lineari proiettivi si riducono a l  tipo 

cioé le  due superficie sono ri&te. 
Ne1 3" caso infine corrispondendosi, oltre alle linee di DARBOUX, le  asin- 

totiche (per ipotesi; ed a questo cnso abbiain visto che si riducorio tutti i 
precedenti, a meno che tut t 'e  due le superficie siario rignte), posti i due 
eleinenti liiieitri sotto la  forma (6) si ha P t =  pj3 e y'=  py, qiiindi dalla (8) e 
dnll' nnnlogn (8') risulta p = costante. 

Si ottieiie cosi (escluse le rigate) il cnso banale Ft,/F', = cost. P3/< ('7. 

IV. I l  caso d'eccezione per superficie non rigate: 
superficie a linee canoniclie indeterminate. , 

Riserviamo a l  seguito 10 studio delle rignte ed  occupiamoci dei possibili 
casi d'eccezione. Essi si preseiitmo se  le eqiiazioi~i E ed Et sono divisibili 
per uno O yiii fatlori di P3 O risp. di F',. 

Si noti perd subito che il caso in cui E ed P3 p.. es. abbinno uiio O piii 
fiittori comuni mit non accnda altrettnnto per Et ed F', non  fi^ eccezione a 
quanto si è detto soprn, perché vnniio confrontate E ed Er (e  non IZ privatn, 
del fattore comiiiie a d  F3 con Et che risulterebbero di grado differente in v'); 
sicch6 possono aversi eccezioni solo quaildo E ed Et preseiitino 10 stesso 
caso di divisibilith rispetto ad F3 e ad Fr, rispettivainente. 

( 9 )  In sostaiizn i l  ragionnnieiito fntto in  priiicipio del parngrafo va bene, eccettiiato i l  
cnso che le due superficie eiano rigate ; mrebbe riii~nsto dubbio il caso in cui iiri:~ soln delle 
due superficie'siit rigatn, il clte, colne or& risiilta, rion pub accnilrrr. Cib potevn cletiiirsi 
anche dnl fithho cile se iinn 81iperficie è rigntn, tutti i ~isteiiii  di linec di DARBOUX coinci- 
douo (nelle generntrici) e quiiidi nltrettnnto tleve i~ccadere prr l'nltrn supeificir. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



E. BOMPIANI : Rupp~~eset~taziot ie  geodelico-proiettivu fisa due supevficie 179 

Supponinmo quiiidi che E ed Er nbbiaiio ciascuna 1x11 solo fattore coiriune 
con la  rispettiva forma ciibicrt. 

Se cib avviene coiifrontaiido i coefficienti di v" (dopo eseguita l a  divisione 
di li: e di Et per quei fattori) si deduce, corne ilel caso generale, che sono 
proporziotiali i fattori residui di F3 ed F',, cioè che si corrispondono sulle 
due superficie due sistemi di linee di DARBOUX. 

Assunti questi due sistenli corne coordinati le  due  forme F3 ed F', si 
riducono al tipo 

(a,,& t a,,,dv)dudv; (at,,,du + at,,,dv)dudc 

sicché il problema di varimione 6 fdu = O  va trattato per S 
RU, v, v') = f i ,  (,vr -t aln2vr8 

a , ,  -t 2a,,v' + a22v'y' 

L e  relazioni di apolarith daniio 

(21) ( %,a, ,, = a,,a,,, 
1 2ai1ai22 = amai,, 

quindi necessariamente 4at2 2 a,,a,, (altrimenti a,,, = a,,, = 0 )  e poichè si 
sono escluse le  sviluppabili b certo a,,a,,a,, + 0; per le (21) la f si scrive 

2ai2vr + a,,d2 
= P(u7 a,,  + 2a ,,zi + a2,vf2 

O anche, fatto corne si pub a, ,  = 1, a,, = b(+ O),  a,, = 4b2 
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L' equazione differenziale delle geodetictie proiettive è percio : 

a logp b 
12b2 - v f 2  i- 

au 

Poichè le linee di DARBOUX sono rappresentate sulli~ iiostra superficie 
da du = O, du = O ,  1 + 2bv' = 0, bisogna scrivere, per inetterci nell'ipotesi 
adottata, che il 2" membro della, (23) è divisibile per 1 + 2bvf. 

da cui risulta (esseiido b e 6 ' 9  0) ohe se 9 + 0 miche + O e percib 
au a~ 

La coiidizione di divisibilitB è 

a1o.w- a log - 2b - 
av au 

divisione eseguita 'iii luogo della (23) si ha 

24bevfv" = 

- a log p - - 16b4 - 
a log pb6 a 1% F - 402 v f j  - 1662 - 

av 
v'3 + 

a0 av 
a log p/b5 + 4b2 au a log rJb vf t- a 1% ~b V" + 4b - au au ' 

Per la corrispondenza fra le due superficie dev'essere intanto 

a logp 0% - - a log p f  - bf2 -- a u  a 2j 

a log - a iogp' b = V ,  --- - - e poi - pax) cioè i due elemeiiti liiieari pro- 
au au au au 

< 

iettivi difleriscoiio solo per uiia costante inoltiplicativa. 

a iogp' a logp=@ b -  

('9 Questn equazioiit: moatrlt d ie  se un fattorr di <, dividt: 17eq11:i~ioiit, E delle geode- 
ticlie proiettive, l e  corrispontl~iiti linee di DARROUX sntldirifaiio nnclie nlllequ:tzioiie otteinita 
dividrntio B per quel fattore. 

\ au az7 
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a~ aph ap'b' Mi> se -=a' = O i in~he - = - = 0' per la (24), e la (25)  si riduce a 
au av au au 

a log b = - - a log b - v' a v au 

da cui b' = cost. b ("). 
D' altronde cell' ipotesi attuale 

(28) pb = y(v), p = cp(u) quindi b = y(u)/cp(u) 
e percib 

(29)  5- { cpdu + 2pdv  ) cpdu-2ydv 
F2 -cpcp"du' + 2cppdz6dv i- 4p2dv2. 

cioè posti dCT=rp(u)du, d V =  2p(v)dv 

e 1' eleinento lineare trasformato pub scri versi 

(31) 
F', - - - h k ( h d  U + h d  V ) d  Ud V 

Pr, h2d U 2  + h k d  Ud V + k L d  V Z  

con h e h costaiiti (una soln di esse è essenziale). 
Su queste due superficie non si corrispondono le linee asiiitotiche, né i 

sisteini residui di linee di  DARBOUX (diversi da du=:  O e dV= O); anzi i tre 
sistemi di linee di DARBOUX sopra una superficie e l'immagine s u h  stessa 
del terzo sistema di linee di DARBOUX dell'altra formano in ogni punto bi- 
rapport0 costante; cosi le liiiee asintotiche di una superficie e le imiuagini 
di quelle deli' altra. 

Tutto ci0 riesce del resto evideiite se si osserva che, i due elementi 
lineari precedenti si riduconb (a meno di tina costaiite moltiplicativa inesseii- 
ziale) al tipo ( d u 3  i- dv3) /dudu ,  cioè sono a linee canoniche indeterminate 

(IL) Si pub control1:ire l~iniposnibilitA, affermata in principio del parrgrafo, di rappre- 
aeiitare ne1 modo voluto iina aiiperfioie In oui eqiiaxione E si:i disisibile per iiii fitttore 
di F3 aoprn un7n,ltrn, 1 : ~  oiii eqiinziotie El non nbbin fatt,ori coiiiuiii con FI,. Inf:itti, confroii- 
tnndo la (25) moltiplicntn par 1 + 2b'u' con 17nnalog% (23') della (23) per la  second:^ éiuper- 

a? apl ficie, si ricavano encora le (26) e percid l a  stessa conaliisione se - + O  e - f O. Se invece 
au av 

a?' = O, giiinili nnclie - = 0, la (27) moltiplicnta per vl(l + 2bfv') confrontata alla (23') dh 
au au 
.a log p'b' 

- O  cioè anche la seoonda superficie soddisfa alla (24), contro 17ipoteai fstta.  a 16 

Aiitiali di Matetnatica, Seria IV. 'l'oiuo I II .  23 
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(proiettivainente applicabili sulla sfera proiettiva xyz = 1) e si tien conto 
del fatto già provato (in fine al  capitolo II) che queste superficie sono rap- 
presentabili su1 piano in modo che alle loro geodetiche proiettive corrispon- 
dano le rette del piano. 

Siamo cosi condotti ad esaminare l'ultimo caso di eccezione (Che corne si 
vedrà comprende il precedente) i t i  cui E sia divisibile per F3 ed E' per F', . 

Per il risultato orlt ricordato le due superficie soiio a linee canoriiche 
indeterminate e si possoiio rappresentare su1 piano ilel modo ora detto. 

La piu geiierale corrisponderiza ge~detico-proiettiva fra le due superficie 
si ottiene riferendo omograficameiite i due pitlni che le rappresentano. 

Il caso precedente si ottiene corne immagine delle affinitCl con centro 
nell'origine del piano cartesiano (u, v). 

In  conclusione : 
Se due supel-ficie non sbigate sono i n  cowispondenza geodetico-pvoiettiva 

O i loro elementi lineavi diffel-iscono (al pi&) per u n  fattoj-e costanle, op- 
pure tutt' e due le supej-ficie sono a linee canoniche indeterminate. I n  ta1 
caso le due superficie possono mppresentnrsi  (pela punti) su due piani i n  
modo che alle loro geodetiche co~ï.ispondano le ?.ette dei due piani; le 
cor?.ispondenze geodetico-pl-oieltive fsa le due supel-ficie hnnno per imma- 
gini le onzografie fva i piani vappwsentativi. 

Non esistono 7-app~xsentazioizi geodetico-plviettive di  una superficie 
rigata sopra una non vignta. 

V. Il caso d'eccezione delle superficie rigate. 

Riprendk~mo ora a considerare gli eleinenti lineari (19). Siccoine a,,, + O 
e a',,, + O  (essendosi escluse le quadriche per le quali il problema non si 
pone) possiamo porre la f(u, v, 2;') relativa al  nostro problema nella forma 

a (e cosi a') è +:O esseildosi escluse le sviluppabili. Si h a :  
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quindi l'equnzioiie delle geodetiche proiettive si scrive: 

Disponinmo ora delle linee v(du = O), l a  cui scelta é ancorn arbitraria, pren- 
deiidole coine il sistema di asintotiche curvilinee sopra una delle due super- 
ficie, per es. sulla seconda sicché b' = 0. 

Se ad esse corrispondono le nsiritotiche curvilinee sull'altra si h a ' b  = O  
e si h a  il solito caso baiiale. 

Nell'ipotesi opposta (che non si corrispondaiio le asintotiche curviliriee) 
poiiiamo l'elemento lirieare della seconda superficie nella forma 

i'equnzione delle sue geodetiche proiettive è 

Da1 corifronto fra (33) e (35) segue (essendo b + O): 

Con integraziorii iminedi~bte si ha 

ove 0 = O@), p = p(v) sono legate a p dall' equazione 

ovvero, posto 0(u) = log h(u) 
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- dep 
ossia, posto aiicora 2h v p - =  

dv 

Questa s'iiitegra subito e se lie trae 

ove v è sinibolo di fuiizione nrbitraria. 
Cambiamo orrL i parninetri u e v  in modo da otteiiere espi'essioiii piii 

seniplici. Posto 

(44) d U = du/h2(u) 
- -  - 

vediamo corne si nlteraiio p, a, 6. Indicaiidoiie con p, a, O le iiiiove espressioiii 
deve aversi 

- - - 

da cui p = h2p, a = heu, b = O, sicchè 

d e p  
Cambinmo poi v in V=ep("); d V =  - d v  = Adv. Iridicate con R, A, H le 

dv 
iiuove espressioni di i, a, b deve aversi 

da  cui R = X2i, A = X2cTJ B B 16, cioè per le (46) 

ove M(V) è simbolo di fuiizioiie arbitraria. Gli cleriîeiiti liiienri proiettivi 
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corrisponùenti sono (ritornaiido n scrivere 24, v )  

ove N(v) indica fiirizioiie arbitraria della sola v. 
Le linee dv = O sono per tiitt' e due le siiperficie le generntrici rettilinee 

(iielle qunli si raccolgono i tre sistemi di linee di DARBOUX); le asintotiche 
curvilinee sono per il primo degli eleineiiti (48) le linee du = O e per il se- 
conelo le linee iritegrali di  vf(u + N )  -1- v = 0, rnppresentate da 

ove F(v) é uiia qualiinque primitiva di N(u)(dF= Ndu). 
Le geode tiche proie ttive, in tegrali d i  

sono rappresentate in termini finiti d a  

( a  e b costnnti); di esse fan parte sia le generatrici rettilinee sin le asintotiche 
curvilinee delle due superficie (ciok, considerando tutto sopra uiia sola super- 
ficie, le sue asintotiche e le immagini delle asiiitotiche deli'altra). 

Ne1 piano cartesiano rappresentativo (u, v) esse si otteiigono tiitte impri- 
meiido alle iinrnagini delle asintotiche (49) iina traslazioiie parnllela ali'nsse u. 

Dalln (50) O dalla (51) segue che: le geodetiche proiettive d i  una  qual- 
sic~si delle supet4ficie in esante usceî~ti  da un punto taglinno due geszemt?-ici 
mtlilinee qualsiansi della supet-ficie in punteggiate p*oietlive. 

VI. Costruzlone di modelli per i casi eccezionali. 

Proponiamoci orn l'effettiva costriizione di superficie che presentiiio le 
circostarize eccezionali segnnlate relativamente alla rappresentazione geode- 
tico-proiettivit. Una di queste superficie si dira un mode110 del caso a cui si 
riferisce. 

Se la superficie non é rigata, essendo necessarianierite a linee canolii~he 
indeterininate, il niodello è gik noto: esso è ln superficie cubica syz = 1 
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sulla quale tutte le  altre superficie corrispondenti a questo caso sono proiet- 
tjvninente applicabili ('7. 

~ i v e r s n h e n t e  vnnno le cose per le rigate eccezion~li di elemento liiieare 

(52) [U + N(V)]~V'"U. 
Fer costruisne un mode110 occorre pnrtire dalle equazioni differenziali 

alle quali soddisfano le coordiiiate proiettive omogeiiee xi dei puiiti della 
rig,zta (oinettendo l'indice i delle x )  

x,, = Ax, + Bs 

x,,, = CX, i- DxV + Ex 

( A  ,... E sono fuiizioiii di zc, v iiidipenderiti da i); esse esprimono clie le liiice 
u(dv = 0)  sono generntrici rettiliiiee e le v(du s O) soiio le asintotiche curvi- - 
linee della rigata. 

Le equazioni (53) si potrebbero rendere piu semplici con uiia scelta op- 
porti~na dei parametri u, v ;  ma non sappinmo a priori se ci6 sin lecito, 
perché la scelta di tali parametri e giA stata fatta in modo ben determinato 
(a ineno di costaiiti addittive) per ridurre i'elemento lineare proiettivo al!a 
forma (52). 

Se poniamo per brevith A = 1 s, x,, x,, mu, 1 e inoltre (con FURINI) 

q =  X, su, x,, d 2 x J  

(54) F 3 = I x ,  su, x,, d 3 m / -  3 d ~ , + - d l o g ~  3 
2 4 

si ha  per le (53) 

quindi per avere uiia rigatn con l'eleinento lineare assegnnto si possono sce- 
gliere arbitrarinmente A, B, D, E col solo vincolo di soddisfare alle condi- 
zioni d' in tegrabilitk delle (53). 

Intanto plid fnrk A = B = O e con cib 

pub preiidersi inoltre D = 0 e dnl coiifronto fra (52) e (55) risulta 
/ 

(57) C =  2[u 1- N(v)12 

(i" Cfr.  la inirt Notit: C h l ~ i h u t o  alla geometrin eco., giit citata in (8), ri. 10. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



E. BOMPIANI : Kctppresentuzione geodetico-proiettiva f i e u  due superficie 187 

ineiitre E dev' esser tale da soddisfare alle coiidizioiii d' iii tegri~bilità 

ove H(G) é mcora simbolo di funzioiie arbitraria. 
Notiaino esplicitaineiite che qualunque sia H(u) tutte le rigate soddisfa- 

centi al sistenia 

haono 10 stesso elemento liiieare proiettivo (52); alterando i coeficienti di x, 
e di x per urio stesso fattore costante anche l'elemento lineare viene a-lterato 
per 10 stesso fattore. 

Sicch6 se vogliamo costruire iiii  modello delle nostre rigate possiaino 
senza restrizioiie preiidere H(v) = N(u). Con qiiesta posizioiie, portaiido le (56) 
iii (60), ed omettendo l'indice i delle ai e ,Ri si ha 

1 a" = 2N(N,R - CC) 
1 gI, = 2(Np - a). 

L'integrazioiie di questo sistema, data N(v), fornisce le ai e Pi da sosti- 
tuire nelle (56) per avere le equazioni parainetriche del modello. Al si- 
stema (61) pu0 sostituirsi l'unica equazione , 

iiitegrata IR q u d e  si calcola cc = NP - PV/2. Sicchè: 
La costruzione del modello cercato dipende dnll' in tegmzione  d i  u n a  

equnzio.ize diffevenziale ordinal-in (62) del qunvtl ordine. 
Aricora qualche rilievo. Il significato geoinetrico di N(v) risulta da1 fatto 

che u + N(v);=O rappresenta la Zinea flecnodale della rigata. Qiiaiito al 
sigriificato di a (quel10 di u è evidente) esso risulta da ci6 che la forma 
iiitrinseca -li; (i" dell' asintotica zc 7 00 (cioè descritta, da1 puiito xi = pi) è 
identicamente iiulla (coiiie risulta dalla (62)); fatta questa scelta di v il signi- 
ficato geoinetrico del sistema (61) è il segueiite: si consideri una geoeratrice 
della rigata e di ogiii suo punto si preiida il derivato secondo rispetto al- 

('3) Cfr. le Lesioiii, giA citate in ('), di FUBINI e CBCH, cap. 1, $ 6, C). Un altro u i ~ i i i -  
ticato di N(v) 4 tlvrebbe introdiioeiido l'nrcopl-oiettivo della naintoticn, t h =  ai ; cfr. ibidem, B 7. 
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l'asintotica che vi passa (cioé il punto x,,); tutti questi puiiti coincidono 
ne1 flecnodo della geiieratrice. In altri termini : 

I l  luogo dei punti derivati secondi d i  quelli della rigata rispetto alle 
asintotiche cul.uilinee é la linea flecnodule della 9.igata. 

Particolarmente seinplice e il caso N =  costaiite. Si pu6 aiizi (spostaiido 
l'origine delle u )  corne mostra la (52) supporre i n  ta1 cnso N = O ;  allora 
PlV = O ed a = - PU/2. Disponerido di 1111' ornogrilfia si possono prendere 

le equazioni parainetriche della superficie sono 

O, in coordinate non oinogenee (t = l), (xz - 3y)z  + 2 = 0. 
Tutte le asiiitotiche soiio ciibiche sgtieinbe, ad eccezione della u=O 

tangente ad esse nello stesso puiito; esse risultaiio puiiteggiate proiettivamente 
se si fanno corrispondere su di esse i puilti nei qoali i piani osculatori varino 
a passare per uno stesso punto della direttrice rettiiiiiea. 

Le geodetiche proiettive soiio pure cubiclie sgheiiibe rappreseiitate sulla 
rigata dalla (51), UV = au + b, qiiiiidi iiello spnzio dalle equazioiii parametriche 

Esse apparteiigono percib ai coni d i  equazioiie (6y - (tz i- 1)z = b, dei quali 
è visibile il significato geonzetrico. Sicchè la costruzioiie delia riçata (14) e 
delle sue geodetiche proiettive pub farsi cos]: 

Data una cubica sghemba C ed un suo punto O con la tangente t, per 
avel*e lu rigccta bnsta cougiungejbe un punto P vn~*inbile su.(:  col punto 
ove i l  piano osculatore in P incon tm t ;  le geodeticl~e proiettive sono se- 
gnte sullu superficie d a i  coni quadl.ici osculnto~i lungo t al cono che du 0' 
plmoiettu C. 

(141 Che è 1lrce8sit~ia1nonta In rigntn cubica di CAYLEY perché frn It:  rsintoticlie u=cost. 
non v' è die la u = O die  8ia rrttilinen. 
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Ricerche sopra il nuruero delle classi di forme aritmetiche 
di Hermite. 

SOMMARIO - Introduzione - Par te  1. Forme definite ed im3efi?~ite di Hermite - $ 1. Equivalenza 
delle sostituzioni aritmetiche a modulo indecornponibile - $ E. Il sistema completo normale di  
sostituzioni applicato alle forme di Hermite - $ 3. Continuazione - $ 4. Osservazione fonda- 
mentale - Par te  II. Forme definite di Hermite - $ 5. Le forme definite di Hermite nello 
spazio non euclideo - $ 6. 1 gruppi automorfi aritmetici delle forme definite di  Hermite - 
Par te  III. Relazioni sopya il numero delle classi di forme defimite di Hermite - $ 7 .  1 valori 
del numero ?a per le forme definite d i  Hermite - $ 8. Forme definite di  Hermite primitive 
di prima specie - $ 9. Forme definite di  Hermite primitive di  seconda specie. 

INTRODUZIONE 

1. Cenni storici. - GAUSS, nelle sue mirabili scoperte sopra le forme 
binarie quadratiche a coefficienti e variabili interi ordinari, pose la ricerca 
della determinazione del numero delle classi, in cui si distribuiscono tali 
forme, aventi il medesimo deteriniriante. Soltanto con la  pubblicazione delle 
sue opere postume si vide che egli aveva esaurito coinpletame~ite questa 
ricerca, per una via del tutto aiialoga a quella seguita da DIRICHLET, che fu 
il primo a renderla nota. 

Questi profondi studi sono stati sviluppati coi mezzi che offre llAritmetica 
aiialitica, ci06 di quel raino dell'alta Teoria -dei Numeri che procede con le 
teorie delllAlgebra ed in generale, delllAnalisi. 

1 procedimenti di Asittnetica pura non sono sufficienti, almeno fino ad 
oggi, per affrontare tale ricesca. Con 'questi mezzi, infatti, s i  giunge fitio a 
determinare le relazioni tra i numeri delle classi, quando i determinanti dif- 
feriscono per un fat tore quadrato ; e, precisamente, GAUSS le s tabili ricorrendo 
alla teoria di composizione delle forme quadratiche; il LIPSCHITZ ('), invece, 

(l) LIPSCHITZ : Eildye Sntze atm del' Theorie del' qundrntischei~ E'wmen. Crelle7s Jour- 
nal, 53 Bd. 

Annali di  Matavnatica, Yeria I V .  Tumo I I I .  24 
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le stabili, con procedimenti totalmente diversi, che poi estese (') alle fornie 
binarie quadratiche a coefficienti e variabili interi del corpo li'((l/ -1) (canipo 
di GAUSS), ossia alle forme dette di DIRICHLET. Le considerazioiii del LIPSCHITZ 
sono fondate sopra la proprieta che trasfbrmando una forma quadratica con 
una sostituzione lineare intera ed omogenea a modulo m, il determinante 
della nuova forma è il prodotto di m2, per il determinante della prima forma. 

Noi ci siamo proposti di 'applicare i procedimenti del LIPSCHITZ alle forme 
di HERMITE, cioè alle forme del tipo (forme a variabili coniugate): 

in cui a e c sono interi razionali; b e b, interi coniugati in un corpo qua- 
dratico immaginario; x, y le variabili, x, , y, le loro coniugate in tale corpo (3). 

I n  due Note preventive (') noi abbiaino gi8 fatto'conoscere i risultati ne1 caso 
che le forme (1) appartengano al corpo ~ ( v - l ) .  

2. Generalità. - L'espressione A=bb, - ac è il determinante delle 
forme (1): se A < O è detta definita (positiva O negativa); se A > O la forma 
è detta invece indefinita. 

Se ~(v-d)  è il corpo quadratico immaginario che consideriamo (d in- 
tero, razionale, positivo, privo di fattori quadrati), il coefficiente b delle 
forme (1) sara b = b, + b, - d se d =I: - 1 (rnod. 4); se d = - 1 (mod. 4) 

l + V Z  
potrB anche essere b = b, + b, -2-, essendo b, e b, interi razionali ed 

in quest' ultimo caso, con b, = 1 (mod. 2). 
Le  forme che consideriamo sono primitive, cioé gli interi razionali 

a, b,, b, e c saranno primi tra loro. Occorrer8. distinguere le forme primitive 

in: primitive d i  p3iw,a specie, se anche gli interi a, 26,, 2b , ,  c sono primi 
t r ~  loro: in ptqirnitiue d i  seconda spocie, se questi numeri non sono primi 
tra loro (yuindi come massimo coinun divisore hanno il numero 2). 

Le forme primitive di prima specie esistono qualunque sia il valore del 
determinante A ;  ad es. si ha la forma principale (1, 0, - A). Notiamo le 
condizioni sotto le quali esistono le forme primitive di seconda specie. Gli 

(') LIPSCHITZ : Ziir Tkeorie del. qrcndt.cctische9b Formen. Cre l l e7s  Journal, 54 
(3) HERMITE: O e t ~ v r e s ~  tome 1, png. 233 e segg.  
(') BEDARIDA:  Soprn i l  9blonel.o delle clnssi d i  forme w i tme t i c l~e  definite 

Rend. Acc. Lincei, 1921, 2' semestre.  

Bd. 

di Hermite. 
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interi razionali b, e b, non possono essere entrambi pari e :  

sia d 1 (mod. 4) deve aversi A = 1, 2, (mod. 4) 
d.= 2 (mod. 4) > x A = 1, 2, 3 (mod. 4) 

se b = b, += b, v-d deve aversi A = 0, 1, 3 (rnod. 4) 
- 

e se b=b,+b, 
l 

- d ,  (h, 1 (mod. 2)) oltrc a i  
w d = 3  (mod. 4) 2 

valori di A che si hanno per b della forma prece- 
dente, deve aversi A = 2 (mod. 4) nell' ipotesi che 

, sin anche d - - 1 (rnod. 16). 

Viceversa: se A r 1 (rnod. 4), qualunque sia il numero d, si ha ad es. la  

( ' y A ) ;  sia d = l  forma primitiva di seconda specie a detèrrninante A : f, s 2,1, - 

(mod. 4) e A r 2 (mod. 4), si ha  ad es. f, r t d - A ) ;  sia d - 2 
2 

(rnod. 4) e A = 2,3 (rnod. 4), si hanno rispettiramente ad es. f, = 
2 

ed f,; sitt d E 3 (mod. 41, se A r O, 1,  2, 3 (mod. 4) (notando che A r 2 (mod. 4) 
quando sia d - 1 (rnod. 16)X si hanno, rispettivamente, ad es.: f,, f i ,  f i  r 

1 + - v Y d .  
2 , 1 +  , NT-s .ed f,. Concludendo: Le forme d i  Her- 

mite ,  appartenenti  ad un corpo quadvatico imrnaginavio ~(v-), primi-  
t i ve  d i  p r ima  specie, esistono qualunque sia i l  valore del de terminante  A ;  
al tret tanto accade pel* le fovme primit ive d i  seconda specie se d = - 1  
(rnod. 16) ; se d = 3 (mod. 4) e d =l= - 1 (mod. 16)) queste forme esistono 'sol-  
tanto se A - 0, 1, 3 (rnod. 4); se d = 1 (rnod. 4), queste folorne esistono sol- 
tnn to  se A = 1, 2 (rnod. 4); se d = 2 (rnod. 4)) queste fowne esistono, escluso 
il caso A = O (mod. 4). 

Ne1 presente lavoro, i corpi quadratici ïmmaginari a cui appartengono le 
forme di HERMITE, saranno privi di ideali secondari, ci06 in essi vi 6 identità 
tra numero indecomponibile e numero primo. 

E diviso in tre parti : nella prima le considerazioni svolte valgono tanto 

per le forme definite, quanto per le forme indefinite ed il corpo ~ ( v \ l - d )  è 

generico; nella seconda e nelln terza i nostri sviluppi si riferiscono esclusiva- 

mente alle forme definite, e il corpo ~ ( d - 1  é ancora, fin dove é possibile, 
generico e poi deve essere fissato e le ulteriori considerazioni sono relative 
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- 
ai  corpi ~(v \ l - )  (campo di GAUSS), ~ ( v -  2) e K(v\I - )  (campo di JACORI- 
EISENSTEIN). 

Corne è noto, per le forme di GAUSS e di DIRICHLET, si é trovato che, 
qusndo i determinaiiti differiscono per uti fattore quadrato, uno dei due numeri 
delle classi é sempre un divisore dell' altro; si ha cioè un' espressione monornia 
per il numero delle classi. 

Fer le forme definite di HERMITE, appartenenti ai corpi ~ ( v q ) ,  ~(v-2) 
L 

e K(V- 3) lion si giunge alla medesima conclusione osservata per tali forme, 
ma, precisamente, indicando con A' = AppO ove p é un numero indecompo- 
nibile, se si tratta di forme definite di HERMITE, pr imi t ive  d i  p r i m a  specie, 
i l  nunlero delle classi delle forme a detejvninante A' B una  combinazione 
lineare, in tera ,  omogenea, a coeficienti i n t e r i  raz iqnnl i ,  d i  due,  oppure  d i  
t?*e, nurneri delle classi d i  due, oppure  d i  tve ,  ben de te fnz inat i  insiemi d i  
classi d i  forme a determinante A, secondo che l e  fomze appartengono a i  

cog3pi ~ ( v - l ) ,  ~ ( v x ) ,  oppuve al corpo K ( V r 3 ) ;  se si tratta invece di 
forme definite di HERMITE, pi-imit2've d i  seconda specie, si  ha ,  in tu t t i  e t r e  
i CO?-pi conside?-ati, g e r  i l  nunzevo dèlle classi d i  fomrte a de temzinante  L, 
l a  medesima (da1 punto d i  vista aZgeb?.ico) combincczione osservata per le 

forme definite priniitive di prima specie ilel corpo I;'(V-3) ($5 8, 9). 
Queste relazioni si possono estendere al  caso di uii intero composto e si 

deducono da quelle relative ai numeri indecomponibili fattori di questo intero, 
ma sono meno seniplici e' di piu perd0110 queli'omogeneità ora notata. 

La  ragione delle differenze di risultati tra le forme di GAUSS, di DIRICHT~ET 
e le forme di HERMITE, riposa su1 fatto che i procedimenti del LIPSCHITZ sono 
intimamente legati alla considerazione del gruppo automorfo aritmetico delle 
forme, gruppo che per le fornie di GAUSS e di DIRICHLET è perfettamente 
determinato da1 deternîinante delle forme, meiitre per le forme (definite) di 
HERMITE, il determinante non definisce completaniente il tipo del gruppo auto- 
inorfo aritme tico. 

Si noti che in questi nostri* risultati, nuovi ed iiiattesi, si ha  il punto in 
cui la Teoria delle forme di HERMITE, si scosta di piu dalla Teoria delle forme 
di GAUSS e di DIRICHLET. 

Si è detto di uiia differenza di forinn i;ei risultati tra le forme definite di 
HERMITE, primitive di prima specie, appartenenti ai corpi R(v-), K(V-2) 
e quelle della  tess sa specie, appartenenti al  corpo ~ ( v - 3 ) :  questo fatto non 
è limitato a questi casi, ma assume, per le forme definite, primitive di prima 
specie, un carattere generale (5 7 e § 9, Ossel-vctzione), precisamente, avviene 
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conie per i corpi K(L'-~ ~(\l-2) (espressione binomia per il numero delle 
classi) in corpi K(V-d), ove d =I= - 1 (mod. 4); coine per il corpo ~(1 ' -3 )  
(espressione triiiomia per il numero delle clnssi) in corpi K(V-d), ove d - 1 
(mod. 4) (5). Per le forme definite di HERMITE, primitive di seconda specie, 
l'espressione algebrica (trinomia) si mantiene in altri corpi (5s 7, 8, 9). 

Naturalmente, entraildo in campo la, considerazione del gruppo automorfo 
. -  

aritmetico, bisognerh supporre ~ l i e  il corpo K(V - d )  ove si coiisiderano le 
forme, sia uno di quelli in cui è stato deterininato, oppure è possibile deter- 
miiiare, il poliedro fondamentale del relativo gruppo di BIANCHI ( 6 )  (5% 5, 6). 

L' equivalenza delle forme di HERMITE, sara in tutti questi studi, 1' equi- 
valenza aritnietica propria; cioé, quella rispetto al gruppo di sostituzioni: 
x = ax' + py', y = y x r  + 6yr ove a, p, y e 6 sono interi del corpo ~(d-d )  
che si considera, tali d i e  a8 - py - + 1.  

La presente Mernoria contiene una prima parte delle mie ricerche sopra , 
le forme di HERMITE; il seguito, in parte gi& sviluppato, compreiiderh altri 
lavori. 

- PARTE PRIMA 

FORME DEFINITE ED INDEPINITE DI HERMITE 

cj 1. Equivrillenza delle sostituzioni aritmetiche 
a modulo indecomponibile. 

Considerismo un corpo qundratico immaginario h'(V\l), privo di ideali 
secondari (7 (d intero, razionale, positivo e senza fitttori, quadrati). Si assu- 
mer& sempre, ilel segnito di queste riçerche, corne base degli interi del corpo, 
quella formata da [l, O], ove é 

(5 )  BIANCHI : Geometrisehe 1)~vsteEZung der  Gruppelt Lineorer substitutionen mit gnzcaen 
complezen Ooefleienten nebst Azdwmdungee nzif die Zahle~atheovie. Math. Ann., 38 Bd. 

(6)  BIANCHI : Sui gvuppi di sostittisioni lieenri con eoe#cienti nppnrteieenti n corpi qundrn- 
tdci immnginnvi. Math. Ann., 40 Bd. 

(') Queat'ipotesi sarh t~cit~arnente nianteniitn in tutto i l  pressente lavoro. Noteremo che 
si dirà numero indecomponibile aneiché nurnero primo, qii:mtiinque, iiei corpi che conside- 
riamo, i due concet,ti coincidono: cib viene fatto per uniforiiirirci ad un lavoro successive, 
in ciii vengono conaiderrtti i corpi che hanno anche gli ideali secondriri. (Cfr. Intr.). 
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Siano ora le sostituzioni lineari intere ed omogenee: 

in cui a, p, y e 6 (primo, secondo, terzo e quarto coefficiente delle sostitu- 
- 

zioni (1)) sono interi del corpo K ( v  - d), tali hhe a6 - Py = p ove p è un 
intero indecomponibile iii detto corpo. L'ideale (principale) (p) sarh primo. 

Indicheremo le (l), simbolicamente, cosi: 

Date due sostituzioni del tipo (l), che direino sostituzioni aritmetiche a 
modulo p: 

si dira che 2 ,  e equivalente a L, quarido esiste una sostituzione aritmetica a 
modulo + 1 : 

per cui si abbia: 

(2) 
al = USL' 3- Py', PI = a p  + Pô' 

y, = pf -+ 6y', 6, = y p  + 66'. 

Si scriverk: 

(", ")=(Y; P)(": 8) 
Ti7 P t  6 y', 6' ' 

L'equivalenza cosl definita delle sostituzioni (1) é reciproca e transitiva. 
Segue, che le infinite sostituzioni aritmetiche a modulo p, si possono ripartire 
in tanti clnssi, ponendo in una medesima classe due sostituzioni allora ed 
allora soltanto che siano equivitlenti tra di loro. Per le nostre ricerche è di 
fondamentale irnportanza il determinare il numero di questi classi. 

A ta1 fine permettiamo il seguente teorema, al quale dovremo ricorrere 
anche in seguito. 

Perché due sostituzioni a modulo 'indecomponibile p: 2 = . (;: !) 
2 ,  = (I:: !:) con i prirni c t e m i  coeff i ient i  pl-imi t m  loro, in ~ ( V r d ) ,  
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siano equivalenti, occo~*i-e e basta che sia verificata Za congruenza: 

(4) ay, - a,y = O (inod. p). 

Infatti: se I: e Z, sono equivalenti, il numero: 

y' = - Y", 4 "Yi 
P 

deve essere un intero, e quintii la (4) è verificata. Inversamente, da questa 
risulta y' intero; inoltre 10 e pure: 

poichè dalla a6 - py = O (mod. p) e dalla (4) si ha:  

da cui, essendo primi tra loro gli ideali priacipali (a) e (y), risulta 6a, - py, E O 
(inod. p). Cosi dali'ipotesi di a e y primi tra loro, risultano interi P' e 6'; c. d. d. 

Segue che due tali sostituzioni, con i medesimi primi e terzi coefficienti, 
sono equivalenti. 

Ora, in ogni classe si potranno sempre considerare sostituzioiii col primo 

e terzo coefficjente primi tra loro, poiché se in Z = (:: 6). a e y non sono 

tali, il loro massimo comun divisore non pub essere che iiii ideale principale 
e avendosi a6 - py = p, il suo numero generatore e p e percio 13 e 6 sono 
primi tra loro. Allora lit sostituzione 

B della classe di Z ed ha  il primo e terzo coefficiente primi tra di loro. 
Sia dunque Z una tale sostituzioiie: se y r 0 (mod. p), nella sua classe 

esiste, per quanto si è detto, la sostituzione ; se y + O  (mod. p)? si potrit 

sempre trovare un iiuinero t ed uno solo ( ~ o d .  p), tale che si abbia. y l  = a 

(mod. p), ed allora nella classe di L esiste la sostituzione (!, -op). 
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Da quanto precede si pu6 duilque concludere: 
I l  nurnej.0 delle sostituzioni aritmetiche a modulo y, indecomponibile 

ne.! c o ~ p o  ~ ( \ i - d ) ,  2 sernpt-e finit0 ed h a  p e r  valore N(p) + 1 (9). Si ha 
u n  sistetria di vappresentanti della totalità d i  tal i  classi nelle N(y) + 1 so- 
stituzioni dei due tipi: 

ove i n  S, i l  coefficiente t percorre i N(p) valori d i  un sistenm cotnpleto d i  
9-esti (inod. y). 

Ne1 seguito s'intenderà che questo sistema di resti (mod. p) sia fissato 
una volta per tutte. 

Le sostituzioni 8, ed S, si dii9aiino sostituzioni no)-malled il loro insieine 
..A si. dirà: i l  sisterna completo no?*male d i  soslituzioni. 

Osserviamo, infine, che le due ' sostituzioni aritmetiche a modulo y: 

(y: E) e (- " - ') sono sempre equivalenti, poichè si ha: 
- Y ,  - 8  

5 2. 11 sistema completo normale di sostituzioni 
applicato alle forme di Hermite., 

Se si applica ad uiia forma di HERMITE, apparteiiente ad un corpo ~(v-1, 
f = a x x ,  + bsy, + boxoy + cyy,, 

a determinarite A = oho - ac, uria sostituzioiie aritinetica a inodulo nt ( f i a  intero 
qualunque in ~ ( V r d ) )  : 

si ottieiie uiia iiuova farina di HERMITE, appartenente al medesimo corpo, 

Con N(y) ~i indica la normcl del nuiilero y. 
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il cui determinan te A' = b'b', - arc' vale : A' = Anm,  . 
Si ha subito che: upplicatido ud f sostituxioni avitmetiche equivnlenti, 

si ottengono f o w w  mitrrleticnmente equivalenti (cioè fomne dellcc medesimu 
classe). 

Infatti, se si ha la (3) del paragrafo precedeiite, si potrà scrivere: 

a, P a', Pi  f.p Yi? !;) = f (*(, ô)(.(7 8J 

Sia la forma f r (a, b, c) p&ni t i va  d i  p i m a  O di  seconda specie (9, e 
coilsideriamo le inverse delle (2); si ha:  

N (m)a = a'ôô, - bfyO6 - bf,yÔo + c'yy, 

N(tn)b = - @'ÔP, + b'ôa, + b'$,y - c'ya, 

N(m)b, = - a%,P + b'py, + b',8,a - c'ay, 

, N(m)c = - a'#, - b'pa, - bf,pa0 t c'au,. 

Da queste relazioiii risulta che il divisore di f' = (a', b', c'), cioè il mas- 
simo comun divisore razionale degli iiiteri razionali a', b',, b',, c', deve divi- 
dere N(rn)u, N(m)b, N(?)c e poichè f è primitiva, esso non potra essere che 
un divisore di N(nz). Se f è prirnitiva, essa sarà di prima O di seconda specie, 
se tale è la forma considerata f. . 

Sia K una classe di forme aritmetiche di HERMITE, a determinante .î e 
primitive di prima O di seconda specie e sia ancora f r (a,. 6, c) una sua forma. 

e) Ne1 seguito, quaiido, considererenio le forme primitive di seoouda specie, intende- 
remo tacitamente ohe siano verifioate le oondizioni necessarie e suffioienti per la loro esi- 
stenra. (Cfr. Intr.). 

Annali di Matmnatica, Serie IV, Tomo III. 26 
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Applichiamo ora ad f la totalitk delle sostituzioni aritmetiçhe a modulo p, 
essendo p un intero indecomponibile in ~ ( \ l - d )  : In totalitk delle forme risul- 
tank, corrispoiidenternente alle classi i n  cui si distribiiiscono queste sostitu- 
zioni, saranno, per quanto si e veduto, ordiiiate nelle classi: 

distinte oppure no e le cui forme hanno il determinante A' = Ayy,. 
Ors, trasformando la f successivainente con le sostituzioni S, e S, del 

sistema cornpleto normale a modulo y (3 l), si ottengono N(p)  + 1 forme f', 
che costituiscono LUI 'sistema di ~3app~-esentc tn t i  di tutte e sole le classi (4). 
L'equivalenza, oppure, la non equivalenza di alcune di qiieste forine, coincide 
col fatto che le (4) non sono tiitte, oppure sono tutte distiiite tra di loro. 

Si tratta ora di studiare queste iiuove forme f'. 
1 loro coefficienti a', b' e C' saraniio dati, ordinatamente, dalle seguenti 

relazioni : 

[ n '=a [ a' = att, + bt + bot, i- c 

ove t percorre il fissato sistema completo di resti (mod. y). 
Se l a  forma f A primitiva di prima specie, si potrh siipporre, corne A lecito, 

n primo con N(p) ( ' O ) ;  se é primitivlt di seconda specie, si supporrSt che N(p) 

(Io) S i  11% i l  teorenla: IIC ugui classe d i  forme d i  Helrnite, rcppccrterwn2 nd  ~ G I G  corpo 
K(JTI), pvimitioe di  prima speeie, esiutotto forme il  czci primo coe.tficierbte ~ o t t  appartieiw ad 
WC idetcle priwo P, jifiusrcto ad avbitrio (mcice secotadario). 

Noi ci liiuitiaiuo a d  eaporre 11% diiuostraziorie per i l  c ~ s o  che l'ideale P sia princip:ilr, 
bastrtndo queato per gli  studi del presente lavoro. Osserviaino perb che le consideraaioiii clia 
seguono valgono e s i  estendono subito a1 cnso olie P si& ou ideale secondario. 

Indichiamo con p il numero primo coordinat0 al17ideale P: se f = ( a ,  b, c) è una form:~  

in oui sin R - O (mod. p), ma c + O (mod. y), npplicandoai l a  sostitiiiione (y; i) a i  ottieua 
% , .  

l'equivalente (c, - bo, a) che soddisfw, alllenunciato. Ora se  p = 2 sari% neoessariameiite c+O 
(mod. 2); se inveoe p è un altro numero priruo e se anche c- O (mod. p),  s i  potrà trovare 
un intero u, ,  per cui si abbia: 

bz, + boa,, I =  O (mod. p), 

perché, diversamente ln forma f non sarebbe primitivlt. Di qui segue 8ubito il teoremn. 
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sia dispari e poi nncora, corne 6 lecito, a primo con N ( p )  ("). Segue che gli 
ideali (0) e (p) sarailno priini tra loro. 

La  forma del tipo a) sa& allora sempre priinitiva e di prima O di seconda 
specie, secondo che 6 tale la forma f. 

Per esaminare le fornie del tipo p), occorre distinguere i due casi secondo 
' che I'intero indecomponibile p é razionale, oppure 8 complesso. 

1). Sia l'intel-O indecornponibile p, razionale. 
Si ponga p = p, che supporreino per semplicith * 2. Wotiarno che sarh 

1, perche diversamente l'ideale principale (p)  non sarebbe primo. 

Il divisore delle forme del tipo P) non potr& essere, per quanto si é veduto 
in principio del paragrafo, clie 1,  p oppure p2 e quindi affinché qiieste forme 
siano primitive occorre e basta che t non soddisfi alla congruenza: 

(5) aa' = (al i- bo)(at, + b) - A = O (mod. p). 

1") Se - =O, la (5) si riduce: (3 
e poiché l'ideale ( p )  è primo, da questa si ottiene la congruenza lineare: 

che ammette, ne1 corpo ~ ( v - d ) ,  una ed unn sola soluzione (mod. p). Vice- 
versa, se t é la soluzione della (7), tale soluzione verifica pure ln (6). Si ha 

dunque : la congvuenza (5),  se - = O, anzmette una ed una sola soluzione 

(nzod. p). 
(3 

2") Se (:) 4 O, consideriaino la congruenza : 

(11) Sarh N(p) un nuiiiero primo razionale e se  è i l  nuiuero 2, ne1 oaRo die  fs ia  primi- 
tivo di secondn specie, condiico a svolgere pnrticalari corisiderazioni in questo paragrafo e 
ne1 segnito clle per rngioiii di brevità ornettianio. Si lin i l  teorenia o h  si dimostrii coine il 

,- 
precedente : 1 9 1  og i~ i  clrcsse di fostize di Hermite, apptzrtevevtti ad ?LI& C O I . ~ ~  K(V- Ci), pviini- 
tivi di sccoitdn specie, esistono fosme i l  cjii primo coefleien.le non nppn~lenya  ad ( L N  idenle 
primo nsseg~talo nd nsbitsio (nuche secondavio), il cui Iaicmeyo ysimo i.nsioiinle coordiltato sir& 
dicre~so du1 nzcmero 2. 
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che in ~ ( v - d )  h a  p + 1 soluziorii incongrue (12) (mod. p). Ad una soluzione 
della (8) corrisponde uno ed un sol vnlore di t (rnod. p), soluzione della con- 
gruenza : 

(9) at  t b, r X (mode P) 

che verifica l a  (5). Cosi, ln verifica i l  valore di t (rnod. p) ,  soluzione di 
ques t' altra : 

(10) a t t b ,  E & (mod. p). 

Inversamente dalla (9) e (10) si haniio, per la  (5), soluzioni per l a  (8). 
Ora, le (9) e (10) offrono 10 stesso valore di t (rnod. p)  qunndo sia 

S r Xo (rnod. p), cioè q~iando X soddisfi alla, c o n g r u e n z ~  qiindr;rtica: 

che, ne1 corpo ~ ( v \ l - d ) ,  é sempre possibile, con due soluzioiii incongrue 
(nlod. p)  ('7. 

Se X e una soluzione della, (1 l), sarh X = Xo (inod. p) oppure X = - X, 
(nlod. p) secondo che è = + 1 oppure = - 1. Si h a  dunque: ln col$- (%) 
g m e n z a  (6), se + O, h a  2p o p p u ~ e  2p + 2 solurioni incongs-ue (nzod. p) 61 

Alle soluzioni della (5) corrispoiidono altrettaiite forme del tipo P) non 
primitive e cioé, precisamente, corne si deduce osservaiido le relaxioni P): 
tutte a, divisore p, esclwo il caso di A = O (mod. p z )  in cui se ne  ha, unn, 
sola ed  a divjsore pz. 

Abbiamo dunqiie il risiiltato : 

Pei. ($1 = - I ( la) ,  delle pz + l f n v i i w  che si ollengono dalla f o m m  f, 

npplicnndovi le sostituzio?zi del sistema colnpleto nos.mnle n m o d d o  p; 

("1 Cfr. HERMITE: op. oit., pn.g. 248 e seg. 
cfr. BIANCHI : Leziolci 8 d l n  teorin dei  w z m e ~ i  nlgebvici, prg. 335-336. 

' )  1 i ($1 = + 1 ,  ($1 = O O o n s i r i  in un ancoeaaivo Invoro : ne1 

preuente, poichè i corpi K(1/-d) a cui appnrterigono le forme di HERMITE non pomrggono 

idenli secondari, e p è indeconipoiiibile in ~ ( y - d ) ,  non piid aver~i  clio 
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se (:)=O, m a  d a divisore p oppuve pz, secondo che é A EIE O 

(mod. p" oppu?-e A = O (inod. pP) e le rimanenti p2 sono pj-imitive di p - i m a  

O d i  seconda specie, se lale d la forma f; 

se (P) = + 1, se ne kanno 2p a diuisoi-e p r le rimanenti  (p - 1)' 

sono primitive di  pvirna O d i  seconda specie, se tale d la fomaa f; 

(p - 1)? - 2, sono p-imitivr di pl ima O d i  seconda specie, se tale é ln 
fojwza f. 

I I ) .  Sin E'intero indecornponibile p, conzplesso. 
Si pongs y = x e N(n) = q, sarà  q un nurnero primo razionale. 
Il divisore delle forme del tipo P) sarà  1 oppure q. Ora, percliè una di 

queste forme non sia primitiva, occorre che h' sia divisibile per  q, quindi 
deve essere: 

cct + ho O (mod. 7t). 

Sia t ln soluzione di questn congruema, che si pub ritenere razionale; 
6 nliora: 

at+b=O (mod. no), . 

quindi b', é piire divisibile per  p. Basterit ora vedere se  rc'= O (mod. q), 
ossia se é: 

un' = (ut f b,)(at + b) - A = O (mod. q). 

Fer  qiiesto occorre a basta che sin A = O (mod. q).  Si co~iclude diinqiie 
col risultztto : 

Se x B u n  nurnero indecornponibile, i n  ~ ( t l - d ) ,  l e .  q -t- 1 (N(n) = q) 

forme che si ottengono, applicando alla forma f, le q + 1 sostituzioni del 
sistema conzpleto nomtale a modulo n, sono tutte p i m i t i v e  d i  pvima O d i  
seconda specie, se tale é la forma f, tranne quando sia A E O (mod. q), ne1 
qua1 caso, q sono p.1-imitive d i  prima 'O d i  seconda specie, se tale é la 
forma f, ed una b a divisore q. 

Trasforinando uiia forina f = (a, b, c) di HERMITE,  appartenente al corpo 
~ ( v - d ) ,  n determinante A, primitiva di priina O di seconda specie, con l e  
sostituzioni del sistema completo normale a niodulo p considerato, si otteii- 
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gono N(p) + 1 forme di HERMITE, a determinante A' = App,. Di queste, con- 
sideriamo quelle primitive, di prima O di seconda specie, se tale é la forma f, 
e siano: 

(1) 

1 diversi valori del nuinero 912 sono stati determinati ne1 paragrafo prece- 
dente, e notiamo, iii modo esplicito, che tali valori non dipendono che da1 
determinante A e da1 nurnel.0 indeconzponibile y. 

Andiamo ora a determinare il numero delle forme (1) non equivaleiiti tra 
di loro, ossia il iiumero delle classi in cui queste forme si distribuiscono. Indi- 
cheremo tale ilumero con n e sas& n < m. 

Se 

f'jv= f ' i ,  i+jy 

ove V è una sostituzione aritrnetica uiiiinodulare e se 

indicaiido Si e Sj due sostituzioni iiormali a modulo p (di classi diverse), si 
RVP& : 

f (4 V )  = f', 
cioè, esiste uiia sostituzione aritmetica a modulo y di classe diversa della 
classe della sostituzione Sd ,  che applicata ad f produce la forina f',. 

Viceversa, se una sostituzioiie a niodulo y, L, noil della classe di Si è 

tale che: 

(3) f x = f ' i ,  

allora esiste uiia forma fi fra le (l), equivalente a,d f i ,  perche poiieiido L = S j  U, 
ove S, è la sostituzione normale della classe di Z; ed U è una sostituzioiie 
aritmetica unirnodulare, sarh appunto : 

Si deduce intanto: il nzcmero delle fomte  (l), equivalenti ad u n a  nzede- 
sinza f o w m  f'i, coincide col numet-O delle divevsv clnssi d i  sostituzioni as-it- 
metiche a modulo y, contenenti sostituzioni nvitwetiche, che applicate alla 
fowza f pvoducono Icc fomia f'i. 

Sia ora T uiia sostituzioiie del gruppo auton~orfo aritmetico della forma f :  
se vale la prima delle (2), si ha pure: 
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Viceversa, se si ha la (3), si potrk porre: 

ove T è una sostituzione del gruppo nutomorfo aritmetico di f. Infatti d d l a  

si deduce 

ossia, la sostituzione T= Six-', unimodulare, applicata ad f ,  la riproduce. 

Ora dico che essn é witn~et ica ,  cioè a coefficienti interi del corpo K(V-d). 

Consideriamo i due tipi della sostituzione normale S;: 

, sarit rispettivarnente 

oppure 

in cui e r O (niod. p) e 6 r O (mod. p). Invero, se f', = (a', b', c'), la (3) offre 
note relazioni, che si possono scrivere: . 

da cui : dalla prima e terza : 

a% b', y 
au, i- byo = - - - 

P P 

brea a'p 
boa, + cy, = - - - 

P P 
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e dalla seconda e quarta : 

b'6 c'y i ap, + b6, = - - - 
P P 

c'a bf/3 
hoPo t cô, = - - - 

P P' 

Ora i coefficienti cc', h' e c' haiino i valori dati dai sisteini a) e p )  del 
paragrafo precedeiite, secoiido il tipo della sostituzioiie normale 8,. Se p è 
razionale = p, gli idenli priiicipnli (IL') e ( p )  clevono essere prinii trn di loro, 
perché, diversaniente, sarebbe a' = O (iiiod. p), e per le relnzioiii p) del para- 
grafo precedeiite, risulterebbe che la forina f' iion é primitiva, coiitrnrianlente 
a quaiito si suppone ; onde dalle (4), esseiiclo b', = O (inod. p), risiilta che è 
S ' r  O (niod. p) e 6 = O (inod. p). Se y è coinplesso = x, si lia subito dalla (4), 
essendo b', = O (niod. TL), la medesima conclusione se gli ideali (a') e (x) sono 
priini tra loro. Se questi due idenli iioii sono priini tra di loro, devol10 esserlo 
gli ideali (b') e (n), perché diversamente, dalle relazioni P), risulterebbe che 
la forma f' iion é priinitiva; allora dalle (5), essendo c' r 0 (mod. n), risiilta 
p = O (mod x) e ô = O (mod. x). È quiiidi provato che la sostitiizioiie T nppar- 
tiene al gruppo automorfo aritinetico della forma f .  

Si pub diinque coiicludere con il seguente risultato che applicl~ereiizo iii 
seguito : 

Il nurnero delle fovme (l), equiutclenti a d  una medesirîin formcc f', coin- 
cide col nume9.o delle d i v e n e  clussi in cui  si distribuiscono le sostituzioni 
avitmetiche a modulo p del tipo TSi, ove T percowe  le sostitzczioni del 
g.r-uppo automovfo aar.itrnetico della fowna f ed Si è l n  sostituzione novmnle 
che ccpplicuta ad f, produce la  fovmrc consideratn ri. 

Le considerazioni . precedenti ci coridiicono all' esame del gruppo aiito- 
niarfo aritinetico di una forma di HERMITE, appartenente ad un corpo quadra- 
tico irntnagiiiario geiierale K(V-d). 

È iioto (15), che le forme definite haiino uii gruppo automorfo aritmetico 
finito e quelle indefiiiite, iiri gruppo infitiito. OccorrerA diinque sciiidere il caso 
delle forme definite da1 caso delle forme iiidefiiiite, çio che iioi faremo appunto, 
dopo il paragrafo seguente. 
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4. Osservazione fondamentale. 

Diinostriaino osa In segiiente proposizioire : 
Data unn forma d i  Ilemnite, f' = (a', b', c') upparte?ze?zte ad un covpo - 

quadg*atico inzmnginnvio K(\/-d), n detemninuîzte hyp , ,  ove y é un nu- 
Iner.0 i?zdeco~npo~zibile in  R(Y - d), p&litivn d i  prima O d i  seconda specie, 
esistono se~npve delle fo'olwae d i  Ilévmite, ccppm.tenenti al tnedesinzo col-po, 
a dete~wrinunte 1, î.isp&ivanzente pvinzitiue d i  pviwm O di  seconda specie, 
clte col8 sostituzioni uritmetiche (L modulo y, si tmsfownano nella fovma 
consideî-ata f'. Tali fomle costituisco~zo Z G ~ U  ed utza sola classe. 

Per fissare le idee, supponiaino che si 'tratti di forme primitive di prinia 
specie e clia y sia i i i i  nuinero primo razionale = p :  negli altri casi si pro- 
cede analogainente. 

Applichiaino alla foriiin f' le sostituzioiii del sistenla coinpleto ilormale a 
niodulo p :  si otterraiiiio (5  2) pz  +- 1 forme a determinarite Ap4, delle qunli 
uiia sola e a divisore p3 e quindi, applicando ad f la totalità delle sostitu- 
zioni asitinetiche a modulo p, pensate ordiiiate in classi, si ha, corrisponden- 
temente, una totalith di -forme a determinante Ap4, ordiiiate in classi, delle - - -  
quali uua sola è tale che le sue forme siaiio a divisore p" Sin f = (a, b, c) 
una forma di essa; si potrB scrivere: 

CG = a'aa, + b'ccy, + br,a0y + cyy, 

b = a'ap, + braÔ0 + broP0y t c'yô, 
b, = a'zop + bfoa06 i- b'$y0 + c'y$ 

c = a'@,, + b'P6, i- b',p,Ô + c'66 

ove a, p, y e 6 sono i coefficieriti di una conveniente sostituzioqe aritmetica 

a modulo p :  (;: !). 
Poniamo allora : 

Ln forma f s+ (cr, h,  G )  snrh primitiva di prima specie ed a determi- 
nante A.  Segue subito dalle (1) che la sostituzione aritmetica a modulo p, 

dnnali di Xatamatiea, Serie IV, Tom0 III. 
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Ora, tutte le forme della classe di f soddisfaiio alla proposizioiie eiiun- 
ciata, perche se f ,  = (ni,  b,, cl) è uiia di queste, si deve avere: 

ove (;:: !:) è uiia sostituzio~ie iiritmeliçn uiiimodulnre e quindi : 

Iiiversamente se fi G ( a , ,  bi , ci) é uiia forrna ricliiesta, ci06 tale che sia: 

indicaiido (ri !:) una sosti tuzioiie aritinetica il 1110Ou10 p, conve~iiel~ te, sarit: 
Yi  9 

(CC', b', c') = (pcc, p2b, pPc) 

e quest'ultiina, a divisore p2 ed a deteriiiiiiaiite Ap4, é iiecessariameiite equi- 
valente :dia fornia (CL, b, c), cioe alla, forma (p", p V ,  p2c) e quindi soiio tali 
le due forme (a,, h i ,  ci) e (a,  h, c), cioè la forina (a,, h l ,  ci) è della classe 
di (a, b, c). Con ci0 la proposizione eiiunciata è diinostrata pieiiaiiiente. 

Facciaino ora seguire l'osservazioiie segueiite, che per le iiostre ricerche, 
k di fondanientale iniportaiiza. 

Iildichiaino cor1 h(A) e ]L'(A) il iiuinero delle classi di forine di HERMITE 
a deterininante A,  rispettivaiileiite primitive di priiiia e di seconda specie, e 
siaiio : 

(2) xi, /i2, 4, S . . ,  K,. (1-  = ll(A), 1 -  = ht(A)). 

In cissciiiia di esse si ~celgn una forma (qualuiiqiie) ed a questa appli- 
chiamo il sistelna coinpleto iiormale a modulo p. Delle forme risultanti, a 
deterininante Ayy,, coiisideriaiilo rispettivaineiite quelle priiiiitive di priiiia O 

di secoiida specie, e iioii equivaleiiti tra di loro: esse costituiscono un sistema 
completo di vapp?-esentanti delln totdità di classi d i  fovnte di Hermite, a 
detemuinante AFP,, , vispett ivumente p imi t ive  di. p.inut O d i  secondn specie : 
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Iiivero, se ci6 noii fosse, consideriaino nelle (3) una classe K',, che non 
abbia il rappreseiitante iielle classi considerate e sia f t i  m a  sua forma. Ora, 
per la proposizione dimostratn piii sopra, esistono forme di m a  deterininata 
classe, tra le classi (2), dalle quali, coi1 sostituzioiii aritinetiche a modulo p, 
si ottieiie appiiiito la forma 7,. 

Durique, effettivamerite, il sistema di forme otteiiuto riel inodo detto, co- 
stituisce un sistenia completo di rappresentanti delle classi (3). 

PARTE SÉCONDA 

FORME DEFINITE DI IIERMITE 

$ 5. Le forme dedinite di Hermite nello spazio 
noii euclideo. 

Ne1 seguito del preseiite lavoro considerereiiio il caso delle fornie di 
HERMITE definite ( i l  deterniiiiante A < 0); che, per fissare le idee, sri.raiino 
seiiipre positive. 

Coine si è veduto, le osservazioni finali del 5 3 ci coiiducoiio a deterrni- 
nare il gruppo autoniorfo aritnîetico di uiia forma definita di HERMITE, in un 
corpo quadrntico iminaginario h'(v=). 

Per questo, dovrenîo premettere nlcune considerazioni geometriche intoriio 
a. qiieste forme, ed è quanto noi farenio iii questo paragrafo (j6). 

Siano : 

le sostituzioiii liiieari sopra la varinbile coinplessa z, ove i coefficieiiti a, P, y, 6 

sono coinplessi tali che ~6 - py = 1. Indichereino le (l), simbolicaineii te : 

Ai due assi cartesiani ortogonali 05, 07 del piano E T ,  ove iinniagiiiianio 
distesi i valori z = 5 + iq, associaino uii terzo asse O j ,  ad essi ortogonale; e, 

(le) Cfr. B i m c ~ r  : op. oit., Math. Anil., 38, 40 Hd. 
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a d  iina sostituzione ( 1 )  facciaino corrispondere la  trnsforrnnzioiie defiiiita dalle 
r'elazioni ('7) : 

ove:  p? = ,y + r12 + y e p = y 2  + + 5 / 0 .  

L e  (2) trasportano le affinith piane circolari. di BIonius (1) iii trasforinazioiii 
conformi clello spazio iii se, e costituiscono uii griippo coiitiiiuo. P e r  i punti 
del piano (7, le (2) si riducono alle (1); trasforninno quiiidi questo piano in sè 

medesirno. L e  trasformazioni (2), ne1 semispazio 5 > 0, rappreseritaiio i moi+ 
menti della ben nota. metrica non euclidea n t re  diiiiensioni. 

Coiisideriamo ora nellc (1) i coefficienti a, P, 7 e F iiiteri appartenenti al 
corpo l i ( V - d ) :  il gruppo, discontiniio, corrispondente, sarh detto: g ~ u p p o  di 
Bianchi, s e  (1 + 1 ; gl-uppo di P i c a d ,  se  d = 1 ; e, sarA indicato con P'. 

Due piinti del semispazio <> O (spnzio non cuclicieo), si diraiiiio ~qui?qa- 
lenti rispetto ad  un griippo @"), quando esiste, ne1 gruppo, una trawformazione 
che trasporti un punto neli'nltro. 

Sin una forma defiiiita di HERMITE, appmtenente a l  cor'po 1dV-d) :  

il punto (proprio) del10 spazio non euclideo, m e n t e  per  coordinnte: 

snrh detto indice della forma. 
L' equivalenzn a,ritinetica di tali forme è riportnta con ci0 al17 equivalenzn 

dei corrispoiideiiti indici, rjspetto a l  gruppo G'") ed inversainentc, iii inodo che : 
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t5 una sostituzione arittnetiea iinimodulare che trasforma iina forma 
se (Y? J 
nell'altra, il movimento non euclideo, defiiiito dalla sostituzione lineare !ri7 
trssfortna 1' indice della prima forma nell' indice dell' altra, ed inversamente. 

g 6. 1 grwppi automorfl aritmetici delle forme 
dednite di Hermite. 

Coine consegusnza della coiisiderazione finale del paragraf'o precedeiite, 
risulta, che la  ricerca del gruppo automorfo aritmetico di unn forina definita 
di HERMITE, in un corpo ~ ( Y r d ) ,  vierie condotta alla determillsxione delle 
trasformazioni di P o r ~ c n ~ É  con a, p, y e 8 interi del corpo considerato, che 
lnsciano fisso il corrispondentt. indice della forma. 

Segue subito di qui, e da, note propriettl dei gruppi di ~ r ~ ~ c r r r  ( 1 8 ) ,  clie il 
gruppo niiton~orfo nritmetico delle farine definite di HERMITE é sempre 1111 

griippo finito. 
Intanto si osservi che : se .l' indice d i  lcna fomzn definita, appavtenente 

ad un corpo K(1  -d), o»e i l+ 1, + 3, 2 tale C ~ P  sis [ > 1, i l  suo g m q p o  
~ i u f o m o ? ~ f o  avitmetico P costiluito m i c a m e n t e  dalle due  sostituzioni: (idenkitLi) 

Infatti, 1' ultimn delle trasformnzioni (2) del p ~ r a g r n f o  precedente, porieiido 
"' - 6 - 5 ,  ci offre : 

da Cui, essendo y intero, non potrh aversi che y = O .  Allora risiilta a5= 1, e 
poiché il corpo ~ ( V r d ) ,  per I'ipotesi fatta, non possiede altre unit& oltre t 1, 
sarA a = 6 = -f- 1. Corrispoiidenteineiite dalla prima, delle trasforniazioiii sud- 
dette, dovendo essere z' = x, sar& P = O.  C. d. d. 

Per  potere orn coinpletare la  ricerca del iiostro gruppo bisogiierh supporre 
che il corpo ~ ( Y r d )  sia iino di quelli cui é stato determii-iato, oppure é pos- 

(î8! Cfr. IJIANCHI  : op. ~ i t . ,  ,l.lntli. Ann., 40 Btl., psg. 335-336. 
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sibile determiriare, il poliedro fondainenthe del gruppo di BANCHI corrjspoii- 
dente G(d)  (19). ' 

Si potrk supporre, senza fare limitazioiii, clie l'iiidice della forma appar- 
tenga al poliedro fondamentale, cioé la forma sia ?.idotta, 

Abbiamo subito: 1) se l ' indice della fartna & interno al poliedvo fonda; 
mentale, i l  suo gruppo autornoj.fo aritrnetico é unicarnente costituito dalle 
due  soslituzioni : (identità) 

Potrh qiiiiidi aversi un gruppo nutoinorfo piii ninpio soltnrito qiinndo l'indice 
della forma appartenga a1 coiitorno del poliedro fondamentale. E, per qiiaiito 
si è orn veduto, s e  d + 1, + 3, dorrh  iiioltre essere situnto non a l  disopra 
del piano c =  1. 

Un p~iiito del coiitorno fisso, è necessariainente un piinto di un nsse di iiii 

inoviiiîento ellittico del gruppo W ' .  L' asse é una retta od 1111 circolo, ortogo- 
nnle a1 piano limite 6 = O :  se  d $. 1, + 3, noil potra essere che un circolo. 

L a  ricerca del iiostro gruppo automorfo aritmetico é quindi condotta alla 
detern~iiiazioiîe dei i~ioviiiienti ellittici' del grappo G(d', clie portnno il polictiro 
foiiclaineiitale in uno adereiite della rete poliedrica in ciii rieiie diviso 10 spnzio 
non euclideo. Ogni tale moviinento darh ~iiia sostituzioiie per il gruppo auto- 
inorfo, e le  sostituzioiii che iiascono da  questa con le successive poteiize ("), 

dnrnnno altrettaiite sostituzioiii per tale gruppo. 
L e  coiisiderazioiii svolte in qiiesta parte valgoiio anche se il corpo K( l /Y t3 )  

possiede anche ideali secondari. Pe r  procetlere iiiiianzi, dorreino or& fissare il 
,-- 

cospo a cili npparteiigono le nosire forme e quiiidi, iiel segui to, il corpo K(V - d) 
sarh privo di ideali secoiidari e per  il qiiale sin noto il poliedro foiidaineiitde 
del gruppo G(d). Secondo le osservazioiîi del BIANCHI ('0, il gruppo Wd), dopo 
llainpli&inento per riflessioiie, non avrk iiessiiii vertica singolnve siil piano 5=0. 

1 corpi nei quali iioi svilupperenio le ulteriori ricerche sarariiio: K(v-), 
~ ( v - 2 )  e 1 i ( V z ) ,  che si trovaiio nelle coiidizioni ora  specificate ; notando 
pero che, basitiidoci sopra i iiostri sviluppi, iiei quali lion viene fissato il iiuiiîero 
d, si potraiiilo avere i l ' isdti~ti,  oggetto dell'attuale stiidio, aiiche iiegli altri 
corpi che si troviiio iielle coiidizioiii suddette. 

( i9)  Cfr. B I  ANUHI: op. cit., A1:tth. Ami., 40 Bd., p g .  384 e sag. 
( ? O )  Ogni sostitiizioue ellitticn tli G'" h a  uii periodo fiiiito; cfr. I%ir~crri : op. cit., Blntli. 

A m . ,  40 Bd., png. 353-354. 
(") Cfr .  BIANCHI:  op. oit., M:ttii. Aiiii., 40 Bd., yi~g. 833. 
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Notiamo perd, iii generale, che nei .vari  casi studiati da1 BIANCHI, si haniio 
le sostituzioni elletticlie : 

( O7 
l)  a periodo 2;  il cui asse é l'iiiterseoione tra ln sfem di rifles- 

-1 ,  O 
sione t0 + qz -1- c2 = 1 ed il piano di riflessione 5 = O ; 

(+071, 7 :) a periodo 3, il cui asse il' iiitersezioiie tra questa sfera ed 

il piaiio di riflessioiie 5 = - . 
a ' 

(21, 5 :) 11 periodo 3, il eui asse è l'iiilersezio~ie t ra  questa sfera ed 

1 
il piaiio di riflessioiie 5 = - 

2 ' 
Si ha11110, corrispoi~dentemeiite, i casi segueiiti per  il gruppo aiitoinorfo 

aritinetico : 
II)  se l ' indice delltr foj-ma è s u l l ' a ~ ~ o  i?~terse=ione tva ln  s f e m  

S2+qZ+ LZ= 1 èd i l  pialzo 5 = O  i l  g m p p o  é costitz~ito dalle  quccttvo 
sostitz~zioni : 

-t 1, O O, t- 1 

III) se l' indice delin forllln è sull' n?.co intersezione t m  sferc6 

S ' + y P +  G Z =  1 ed il p i m o  5 = -  1 
2'  

i l  g?.uppo è costituito dalle s e i  sosti- 

IV) se l' itadice delln fornia 2 sull' avco 
1 .  t2 + q Z  + = 1 ed i l  piano 5 = -, 22 gf 'uppo 6 
2 

in twsez ioue  t m  lu  s f e w  

costituito dnlle sei sostitu- 

Ne1 seguito, quaiido tratterenio delle forme definite d a  HEH~HTE,  aveilti 
qiiesti griippi autoniorfi aritmetici, noii fitrenio alcuna jpotesi sopra il valore 
del iiuinero d ;  soltaiito, che il relntivo corpo ~ ( V r d ) ,  sia, coine si è detto, 
privo di ideali secondari. 
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Corisideriamo ora i tre corpi: f((v-), ~(v-1, ~(~33). 

Il poliedro foiidaineiitale del gruppo di PICARD ('7 è la regioiie del10 spazio 
non euclideo esterno alla sfera di riflessione: 

y + q r i " + y = l  

e coxnpresa tra i quattro piani di riflessione : 

1 movinlenti ellittici ( i  cui assi potraniio essere qui anche delle rette per- 
pendicolari al piano 1; = O), che faiiiio passare que& piramide in uiia aderente 
danno luogo ai seguenti casi per il griippo automorfo aritinetico, oltre ai casi 
giA notati precedentemente 1), II) e IV): 

1") se 1' indice della. forma è sopra la retta 5 = q = O, il gruppo 6 costi- 
tuito dalle sostituzioiii : 

1 O t i ,  O . 
( O ,  1 )  ( O ,  F i) ,  

1 
1") se 1' indice della forma è sopra ln retta 5 = , q = O : 

3") se 1' indice è siilla retta 5 = O, 7 = - . 1 
2 .  

1 1 
4") se l'itïdice é s~il la retta q = - - .  

2 ' 

(?" )Cf BIANCHI:  Matii. Anii., 38 Bd., pag. 31%. 
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Ci") se 1' indice A sulla retta 5 = O, y - 1 
-2:  

=i=i)=Ï= . ( 1 )  ( O ,  A)? 
7") se 1' indice è sull' arco 

8") se 1' indice e siill'arco 

9') se l'indice è sull'arco 

/* 1, 

Il poliedro fondamentale del griippo di BIANCHI ('7 corrispoiidente é la 
segioiie del10 spazio non euclideo esterna alla sfera di riflessioiie: 

e conipresa tra i quattro piani di riflessione: 

Ne1 caso attuale, teuendo preseiite le osservazioni esposte in psiiicipio del 
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parizgrafo, si vede subito, che per il gruppo automorfo aritmetico 11011 vi sono 
altri casi oltre a :  1), II), III) e IV). 

Il poliedro fondamentale del gruppo di BIANCHI G(3)  A la regione del10 
spazio non eùclideo costituita della piramide a base triangolare equilatera: 

dalla sua silnnletrica rispetto alla retta 5 - yti3 = O  ed esterno alla sfera di 
riflessione 

y+ 7' 4- 5" 1 (("7. 

1' rnoviinenti ellittici in Cr(3) (i cui assi potranno essere anche dellé rette 
ortogonsli al piaiio 5 = 0) che faiiiio passare questo poliedro in uiio aderente, 
danno luogo ai seguenti casi per il gruppo aiitomorfo aritmetico, oltre ai casi 

( 1), II) e IV) gik notati : E rappreseiita 1' iiiiit& 
2 l + " 7  : 

1") se 1' indice è situato sopra la retta 6 = y = O : 

t 1, O t_ E, O + €2, ( O, * l ) '  (O ,  F E ' ) ?  ( O, TOJ; 
1 63 - 

17 se l'indice è sitiiato sopra la retta 6 = $, y = - 
6 ' 

t_ 1, O t c2, qI = F E , *  . ( O 1 )  ( O, - : 2 ) 1  ( O ,  f $ 1 7  

3") se l'indice A situato sopra la retta 6 - 1 1 3  
-3, Ci ' 

r!Z E ~ ,  F E ,  =!=E ( 2 )  ( O, r:)' ( O ,  *EZ)< 

( 2 L )  Cfr. B I A N C H I  : Math. Aiin., 38 I M . ,  pag. 332-324. 
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m. 40) se 1' indice 6 situnto sopra la retta 5 = O, q = -. 
3 

5") se 1' indice 8 situato sopra 1' arc0 5 + q v3 = 0, E2 -+ -qz + I;" 1 1: 

67 se l'iiidice é situnto sopra 1' arco 5 - q v 3  = 0, Y i- q2 + i2 f 1 : 

7") se l'indice è situato sopra l'arco 5 + q v 3  - 1 - 0,  5 % ~ '  + c2 = 1 

Quanto precede ci permette la seguente coiiclusione : 
Le fomze nri tmetiche definite d i  HERMITE, nez c o q i  K(V- l ) ,  ~(v-2) - 

1- e K(\ - 3) hanno (escluse pa~ticolcc9.i forme) ("1 pef- gruppo autotîzo?.fo al.itnze- 
tico, gruppi  (ciclici) degli ovdini 2, 4 e 6. Nei covpi K(V-1) e ~ ( v z ) ,  quelle 
primitive d i  pg=inza specie non  possono avere gruppi  pi& a w y i  d i  quelli d i  
ovdine 2 e 4 ;  quelle ptiîîzitive d i  seconda specie possono avere gvuppi  
mctomovfi rwitwetici anche d i  07-dine 6. 

NOTA. - 1 risultati ottenuti ne1 preseiite paragrafo, coll'osservazione che 
sulla .retta 5 = q = O  si trovano gli indici delle forme defiiiite di HERMITE del 
tipo (a, O, c),  ci permettono di eaunciare il teorema: 

L' ovdine del gruppo azctonzo~-fo a&metico delle fonne definite d i  HER- 
MITE ,  de2 tipo asx, + cyy, , con ac + 1 ,  coincide col numevo delle tcnità del 
corpo qundmtico immccginnvio ~ ( 5 / - ) ,  in cui  queste fovvne si conside?-ano 
(senza aIc111ia limitaziolie per il numero d).  

(25) La oonsidernrione di queste pnrtieolari forme è inutile per le nttunli ricerche. Nelln 
min Nota: S o p a  le forme de$nite d i  Hevmite (Atti della Societh Ligusticn di Soienze e 
Lettere, vol. TV (1925)) vengono considerati questi ornai, cib che condnce ad ottenere, in c n ~ i  
pnrticolnri, il numero effettivo delle classi. (Cfr. Tntr.). 
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PARTE TERZA 

RELAZIONI SOPRA IL NUMERO DELLE CLASSI DI FORME 
DEFINITE DI HERMITE 

g 7. 1 valori del numero qa per le forme definite primitive 
di Hermite. 

Esaiirito Io studio soprn i gruppi automorfi aritinetici delle forme definite 
di HERMITE, che occorreva per le riostre ricerche, riprenditmo le considern- 
zioni del 5 3, coll'aiidare a determinare il nunze1.o n delle forme f '  definite, 
n deterininante A'= App, (p  indecomponibile in' K(V-d)), primitive di prima 
O di seconda specie, non equiva.leriti tra di loro, che si ottengono applicnndo 
alla forina f = (a, B, c)  definita, a determinante A, priinitiva, ri~pettiva~mente 
di prima O di seconda specie, le  sostituzioni del sistema completo norinale n 
1110dlll0 p. 

Si vedrA che i valori del numero dipendono, uiiicamente, da1 deterini- 
nnnte a, da1 numero p e dall'ordine del gruppo automorfo aritmetico della 
forina f. 

Coine si é veduto, per il risoltato finale del 8 3, per questa ricerca 
basterii calcolare il numero delle classi di sostitozioni in ciii si distribiiiscono 

le composizioni TS, ove la sostituzione 7' percorre le sostituzioni del griippo 

automorfo aritmetico della forma f ed S è la  sostituzione normale 

oppure (t: 0'1, in cui I pelecowe pcd in - 1 valo>:i del sistama concpleto 

d i  vesti (iilod. p) fissato (5  l), che v*endono p~.imit ioe le forme risultanti 

dall' applicazione delle sostitiizio~ii " - alla forma f (5 2). 
(1, 0 ) 

Notiaino che iielle coinposizioni 7'5' bnsterk tenere conto di urio solo dei 
due segni dei coefficieiiti delle sostitiizioiii T. 

OccorrerA, nelle coiisideraziorii che seguono, distinguere i vnri cnsi, corri- 
spondenti dell'ordine del g y p p o  nutoniorfo aritinetico della forma f ,  priinitivn 
(di priinn O di secoiida specie). 
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1) La forma f sia u gmppo autotnorfo aritmetico G , :  
Le composizioiii TS daiino uiia sola classe e quindi (8 3) é n = m : spe- 

cificando (9 2), abbinmo la segiiente tnbella : 

per p = p  1 se (:)=O é n = p 2  

per p = T C  1 se ('=O è n = q  

I I )  Ln formn f sin a gwppo  uutomovfo avitnzetico G,, con l'indice 
soprn 1' nrco iiitersezione tra  la sfera Se + y 2  + c2 = 1 ed i l  piano 5 = 0. 

La  fornia sarh percib del tipo f r (a7 bv-d, a), con n e b iiiteri razio- 
iinli, primi tra di loro, a dispari O pari secondo che f é priinitiva di prima 
oppure di seconda specie, e tali che A = bV - (P. 

Inoltre supporremo n II= 0 (mod. p) (26). 
L e  composiaioni TS che qui si devono esnininare sono, secondo il tipo 

delle sostituzioni normale S: 

(26) Qiiestlipotesi non è uns  liniitazione. Kei corpi l i ( d T ) ,  R ( q - 2 )  e ~ ( d - ) ,  ove 
coi risultati ,a png. 223-228 si coiuplrtano le  ooneideraxioni genernli clie aiidiairio ora evol- 
gendo, cih é yoesibile ottenerei. 

Infatti  bnstn rioordare (6 2) che in ogni classe di  forme primitive, esistoih forine col 
primo coefficiente nou divisibile per p e poil uiiitsmeiib a i  risultttti ora accennati, pensare 
clie qni l e  fornie sono a griippo nutomorfo aritrnetico 6, e 1% ridiizione a forme ridotte si 
coinpie quindi unioainente coi1 sostituzioni clle lasoinno inalternto i l  primo coefficiente delle , 
forine (cfr. RIANCRI : Math. Ann., 38, 40 Bd.). Questn circostnnzn pub osservarsi anche qiiando 
le forine aypnrtengono :rd nltri corpi qundratioi iiunmginari. 

Per  brevitii, si  escluder8 il  creo partioolnïe d i  N(p)=q=2, or8 011 i n  tutlo quel d i e  
segiie. 
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Ricordando ora lit congruenza (4) del 8 1, si h a  subito: le composi- 

z ioni  T S  si distribuiscono in dtce clnssi distinte sf S P del t ipo 

p w e  2 del tipo r t non B soluaione d d l a  congmenzo:  

si distt-ibuiscono invece i l z  u93n solcc classe, se t soddisfn CL qzcesta con- 
gi-uenzn. -- 

Consideriamo la  congruenza (1) ne1 corpo K(V - d). Sia y ?~crzio?znZe = p (27) : 
ln. (1) é sempre possibile con due soluzione incongrue ( P S )  (rnod. p). Indicnndo 
con t ,  +t,d\l-d illia d i  queste ( t ,  e t ,  iiiteri raziondi), In (l), iiel corpo dei 
iiuineri razionali, ci offre le  due congrueme : 

(inod. y) 

(inod. p); 

clalle quali r i s ~ l t a  che .è t ,  = O (mod. p) oppure t ,  = 0 (mod. $1) e non con- 

tempornnenmeiite. Poiché é (id) - = - 1, osservnndo le  (2) e (a), risulta sii- 

bit0 clle le due soliizioiii della (1.) si possoiio assunlere ïnzionali se  p = 1 
(niod. 4), puraineilte coinplesse se p = 3 (mod. 4). Lo stesso risulta se le ra- - 

1 -t v-d 
dici hniiiio la forma t ,  + t2  

2 
, quaiido fosse d r - 1 (inod. 4), coi1 

t,  = 1 (mod. 2). Sin y coqdesso  = r :  N(n) = q. La (1) sarà soluhile od inso- 
lubile, secondo che é q = 1 (iiiod. 4), oppure q r 3 (inod. 4) (2": ne1 caso delln 
solubilitk le  soluzioiii sono due e si possoiio assuinere razioiiali. 

Cib posto, ritoriiiniiîo al10 studio delle coiilposizioni TS, ove S= 

per vedere se e qurtiido dei vnlo2.i che pub aveve t, possoiio essere soluzioiii 
della coiigruensa (l), ne1 caso che sia solubile. 

Distiiigiiinnio i soliti casi. 
Si(& p ? ' C L Z F O ~ ~ C ~ I C  = p. 

1") Sia (i) = O. Poiehé è b2d G (i' (rnod. p )  risulterA (3) = 1, 

quindi p 5 3 (inod. 4). Abbiaino allora: 

(e7) Per brevith R I I ~ ~ O I ' P B I I I U  orn 0 ne1 ~agui to  pf 2. 
(es) Cfr. R I A N C H I :  &eeio!Pf s&a Teo~ ia  dei Nameri ukqebl'ici, p n g  335-336. 

Cfr. BIANCHI:  Lezioui ecc., png. 341. 
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U?za delle due  soluzioni che anzrnette la (1)) o f l v  una s~st i tuziont? nor-  
male che applicata alla forma f, pvoduce una  forma p ~ i n z i t i v a ;  lYnZt?,a 
o f r e  una  sostituzione normale che applicata ad f pj*oduce u n a  forma n o n  
primitivu. Infatti, per quaiito si è veduto pi;! sopra le soluzioni della (1) si 
possono nssumere puraineiite conlplesse, cioè t = -t t ,  Y-d (inod. p). Si con- 
sideri orn l a  coiigruenza : 

(nt - b d-)(crt, t E> Y-) = O (inod. p), 

che h a  uiia sola soluzione (inod. p) (5  2, 1, 1"). Essa è soddisfatta d a  uiio dei 
,- 

due valori t t ,  \ - d,  perche da b2d a2 (mod. p), tenendo conto della (2) 
risulta nppurito u t ,  r -t- b (iilod. p ) :  di qui si lia 1' enunbi~to .  

Segue allora : 

Le composizioni TS,  ove S = si di~t?~ibuisco?zo i ? ~  due classi 

distinte pegn ni - 2 valovi d i  t ed in una sola classe per zcno solo valore d i  t. 

Si piii, duiique coiicludere : Se p é razionale = p e = 0,  q u i d i  neces- 

sa&wiente p r 3 (niod. 4) si h a :  

Po) Sia ( $ + O .  Bùbiamd: 

Se p = 1 (mod, 4), le due  soluzioni della (1)  offrono due sostituzioni 
no twa l i ,  che applicate alla fowza f p?.oducono due forme non prinlitice ; 
se p r 3 (inod. 4) tn l i  soluzioni offro~zo due  sostituzioni n o m d i ,  che appli-  
cnte alln fo lma f p~.oducono due  folvue primitive. Iiifatti: s e  p r 1 (mod. 4)  
le soluzioiii. della (1) si possono nssuinere razionali: sia ti uiia di esse e si 
ponga : - 

X = at ,  - b v - d  (inod. p) 
sarà  

X,, = a t  + bv-d (niod. p )  
e quindi : 

X X  = a2t2 + 02d r - a? -k b2d = A 
O -  i (niod. p). 

Percii, (5 2) è provata la prinia parte dell' enui-iciato. Per .la seconda, si 
osservi che le soluzioni della (1) si possoiio assuinere puraniente cornplesse: 
1 = * t,v- (mod. p)  e ,  se  uiia di esse, per es. t , V - d  offrisse iina sostitu- 
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zione normale che applicata ad f producesse iiiia forina noii primitiva, si 
dovrebbe avere (5 2) : 

(4) nt,v\l-d - bv=€ = X (iilod. p) 

ove X A una delle soluzioili della coiigriieiiza XX, = A (iilod. p). Allora dalla (4) 
risulterebbe : 

nt, = b (inod. p) 

e per In ( 2 ) :  a% bb"d (inod. p),  cioè A r O (inod. p), coiitro l'ipotesi. C. v. d. 
Segue allora il risultato: 

Le comnposizioni TS, ove S = , si dish.ibuiscono: se p = 1 (inod. 4), 

irz due classi distinte, pet. tutti  i vulovi che pub nssunze?-e t ;  se p = 3 (inocl. 4) 
in due ciassi distinte per iii - 3 vnlovi d i  t ed  il^ unn solcc classe pev due 
vcdori d i  t .  

Si p0ti.A dhnque concludere : 

(5) 
11L 

per p = 1 (inod. 4), n = - 
2 

('3 
112 

per p 3 (nlod. 4), n = + 1. 
2 

Sin y con~plesso - TC : N(x) = q. 

1') Sia ($) = 0. Da b2d-n2 (mod. q) risulta ( 1  = + 1 aveiidosi 

($1 = + 1, pereib deve essere q - 1 (rnod. 4) (30),  quiiidi in questo caso 

la (1) è solubile. Si haiiiio qui gli stessi risultati osserrati pcr p razionale = p  
divisore di A ;  e percib si conclude subito: 

Se p é compEesso =x, N(n)=q, e - = O ,  quindi necessariamente q =  1 

(mod. 4) ,  si ha :  
(3 

? I L  + 1 
n=- .  

2 

- 
tale ne1 ceso successiro. 
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2" Sia - -0. Allora, ricordando (5 2) che tutti i valori che pub assu- (9)  
mere t offrono sostituzioni tiormali, che npplicnte alla forma f, producono forme 
primitive, e tenerido presente quanto si disse sopra ln  congrueriza (l), abbiamo 
i risultati : 

Se p é coiîzplesso = x, N(n) = q, e 

m - 2  ,111 
e y 1 ( d .  4 )  u = --- + 2 = - + l  

2 

(8) 
?PL 

per y E 3 (inod. 4), n = -. ' 
2 

Raccogliendo le formule (4, (5), (tj), (7) ed (8) e specificando i vari  valori 
del tiumero m (5 2), si h a  ln tabella: 

-PZ+-1 (p = 3 (mod. 4)) é YL - --- 2 

per p= p 

P - 1 1 e p ss 1 (inod. 4) ?t = ---. - 
2 

(P - 1)? * p = 3 (mod.4) D n=--- 
2 

(P - 112 p = 1 (inod.4) s n=--- 
2 

(P - l I2  + 1 p = 3 (iuod. 4) s n = --- 
2 

i 

111) Ln fo?wzu f sia ( G  g1"uppO a~to93~0?'fo a?'idnzetico a,, con 1> indice 

per p =  7t 

1 sopra 1' arco iiitersezioiie t ra  la sfera E" q2 + 5' = 1 ed il piano 5 = - 
2 ' 

a 
La forma snrh del tipo fi -t- b V T d ,  a) ,  ove a e b sono interi 

3 razionali, primi tra di loro, a = O (mod. 2) con il = b'd - - a2 : ln fornia sarà  
4 

se (:)=O 
(q = 1 (mod. 4)) è n=- q -1- 1 

2 

q- t -1  [ e  q s l ( m o d . 4 )  = n=- 
2 -t- 1 

Atr~iali d i  Matsmadica, Saria IV, TGIUIJ II[. 28 

(W) = q )  ( 3 4 0  

\ 
q + l  q T 3  (mod.4) fi=-- 

2 .  
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primitiva di seconda specie; oppure, ne1 caso di d = - 1 (mod. 4), pub essere 
1- " + b ' -'-' - , ove n e 6 sono interi razio- anche del tipo f = 

2 
bzd - 3a2 

nali, primi tra loro, entrambi dispari, con A = 
4 

, e la forma sarh 

primitiva di prima specie. Ci limiteremo alla consideraaione del primo tipo 
della forma f ,  poichè per il secoiido si ottengono, per la medesima via, gli 
stessi risultati. 

Si supporra CL -1: O (mod. p) (3i). 

Esrtminiamo le composizioni Th': esse sono le seguenti, corrisponden- 
temente al tipo della sostituzione normale S :  

Si ha subito ( 5  1): le sostituzioni TS  si distribuiscouo i l 1  t1.e classi distinte 

se S é del tipo (0: :) o p p u m  é del tipo e t nopi soddisfa alla con- 

g ruenzn  : 

(9) P - t + l r O  (mod. p) ; 

si distvibuiscono invece in m a  soln classe, se t soddisfcc tr questa congwenzu .  
Occorrerh esaniinare la (9) ne1 corpo h'(V-d) : un semplice calcolo e 

poiiendo : 

(10) ! / ~ 2 t  + 1 (mod. p), 
essa si riduce R 

(11) g - 3 (niod. p). 

Se la (9) e solubile, pei. la (IO), è pure soliibile la (11) ed iiiversanieiite, 
Sicl CL 1.cczionaZe s p $= 3 : la (1 1) è sempre solubile coi1 due soluzioni incongrue 
(mod. p) ed altrettanto accadra per la (9). 
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Indicando con t ,  + t , v - d  una delle soluzioni della (9), ne1 campo razio- 
liale si avrh :  

q 2 t i  - 1 )  = O (mod. p). 

Orn dalla (13) risulta t ,  G O (rnod. p) oppure 2t, = 1 (rnod. p), m a  non 
siinultrtneamente, perche allora dalla (12) si avrebbe t ,  - O (rnod. p) oppure 
t ,  3 - 1 (inod. p), il che non pu6 essere. Segue allora, che se  p = 1 (rnod. 3) 

è t ,  O (rnod. p) e 2t, zl- 1 (mod. p) ; se p = 2 (inod. 3) é t ,  11: O (mod. p) e 
2t, 1 (rnod. p). Se invece, quaiido fosse d = 1 (rnod. 4), la  radice considerata 

della (l) ,  è della forma t ,  + t ,  ' '-'- ( L ~  = 1 (mod. 2)). d o r a  si ottiene clie 
2 

s e  p 1 (mod. 3) 6 t ,  O  (niod. p )  e 2t ,  1: 1 (mod. p ) ;  se p r 2 (inod. 3) 
è t ,  rC O (inod. 21)  e t ,  + 2t ,  - 1 = 0 (inod. p). Se p = 3 la (9) h a  uiia sola 
soluzione. Sirc p C O I ) A ~ ~ ~ S S O  = x e N ( q  = q + 3 : si ha  subito, che la (1 l), e 
quindi la (9), è soliibile, coi1 due soluzioiii incongrue (iiiod. TL), che  si po- 
tranno nssuinere rnzionnli, od iiisoliibili secoiido che I: q r 1 (mod. 3) oppure 
è q = 2 (niod. 3). S e  q = 3 si lia 10 stesso risultato di p -- 3 (32).  

Ritorniaino al10 studio delle sostituzioni TS ove S = 
Sicc p ?mzionnle = p. 

(i: O P )  - 

1') Sin (:) =O. Avendosi 4b'd - 3n2 (mod. p), si h a  ($) = ($)= - 1 

e percio p = 2 (niod. 3). Abbiaino allora: 
Una delle due soluzioni della congvuenza (9)  offre una sostituzione 

normale, che applicatcc alla fow~wc f, produce uau forma primitivu; l'altra 
offre una sostituzione normale, che applicata alla fomna f, produce una 
forma non pvimitivn. Questa proposizione si dimostra corne la corrispondeiiti 
del caso II), tenendo peri, conto di quanto si è veduto sopra la congruenza (9). 

Segue il risultato : 

Le conzposizioni TS, ove S = - si distribuiscono in tre  classi di- , 0 ) 
stinte per nl - 2 valori d i  t ed i n  una solcc peg, un va201-e d i  t. 

(9 Ne1 eegiiito ei aupporrh che tanto p quanto q siano f 3 ;  i ri~ultnti relativi sono 
sr lnp l i c i~~ i in i .  
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Si pub dunque coiicludere: 

Se p é mziouale  = p ed d = 0, qui~zdt' n e ~ e s s a ~ ~ i u m e n l e  p = 2 tmod. 3), 

si ha: 

(14) 
$12 - 1 ?a = - nl t 2  

+ l =  - 
3 * 

Se p r 1 (iiiod. 3), le due soluzioni della coîqrzceuzct (9) o f ~ o n o  &ce 
sostituzioni novwzali che upplicate alla fol-nm f pl-odmcono due f o ~ w e  non 
p%nitive; se p r 2 (inod. 3) tali solueioni ofvono due fovnze ?ao?wznli che 
applicute nlln fomta f p~.oducono due fomze ps~imitive. Anche questa propo- 
sizione si dimostra conle I R  corrispondente ilel caso II), teiieiido sempre coiito 
dei risultati sopra la (9). 

Segue allora : 

Le contposizioni TS,  ove S = si disb~ibitiscono: se p 1 (niod. 3); 

in trwe clnssi distinte peln tutt i  i vulori che p ~ b  assuwze?-e t ;  se p = 2 (inod. 3), 
i n  tve clnssi distinte per in - 3 m1ol.i d i  t ed i,i i l c m  .cola classe pe?. dele 
vri201-i di t. 

Si pu15 duiique concludere : 

Se p é mzionnle  = p ed è 

(1 5) 
11 2 

p e r  p 1 (tnod. 3), 11 = - 
3 

per p = 2 (mod. 3), 

Sin p complesso = x : N(x) = q. 

19 Sis - = O. Da 4b2d = 30' jmod. p) (33)  risulta (y) = ($1 = + 1 (9) 
e percib q = 1 (inod. 3). La (9) è seinpre solobile e coine iiel cnso corrispon- 
dente di y razioiiale = p ,  abhiamo: 

iCP p é con~pl~sso  = n, N(x) = q, e = O, quiladi necesswian~ente q = 1 

(mod. 3), si ha: 

pag. 220. 
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2') Sia (t) + O. Si lia nnalogaiiiente ne1 cas0 corrispondente in II): 

Se d eoriiplesso = TC, N ( x )  = q, O (:) f O, si k a :  

m + 1 
per q E 1 (n-iod. 3) é n = - 

3 + 1 

(18) 
'il 2 per q 2 (inod. 3) è n = - . 
3 

Raccoglieiido le forinule (14), (15), (16), (17) e (18) e specjficaiido i viclori 
del iiun~ero 911 (g 2), si ha la tabella: 

se (t) = O p2 -4- 2 ( p  = 2 (mod. 3)) è n = --- 
3 

per tL=p ( p -  l)?- 1 
= - 1 ( p  E 2 (niod. 3)) e n = 

3 t l  

( P  - = + 1 (p  s 1 (n-iod. 4)) e n= --- 
3 

q t 2  (q = 1 (mod. 3)) é a=--- 
3 

- q + 2  \ e q - 1 (mod. 3)) e n -  - 
3 4-1 

4 + 1  e q = 2 (mod. 3)) è 12 = - 
3 '  

A questi medesimi risultati si perviene se, esseiido la f a gruppo auto- 
morfo ari tinetico G,, l'indice gince sopra l'in tersezione della sfera te -+ye + te= 1 

1 
ed il piano 6 = -- 

2 ' 
Notiamo, esplicitaineiite, che nei casi 1) e II) la forma I; priinitiva, pub 

essere di prima O di seconda specie, ne1 caso III) pu0 essere soltanto di seconda 
specie se dzle - 1 (mod. 4); iiivece, se d s - 1 (mod. 4), pub essere anche di 

è tale se b è della forinit b, + b, 
1 +l/-d 

2 
, 6,  -= 1 (rnod. 

Svelte le coiisideraeioni generali precedenti, che servono per tutti quei 
corpi ~ ( v - d )  che si trovino nelle condizioni specificate ne1 5 6, riprendinmo 
i corpi ~(\lz), li'(V-2) e TC(?'=) per cornpleta.re la ricerca del numero n, 
quaiido le forme apparteiigaiio it questi corpi. 
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Esaminaiido i risultati del C) 6, concludiaino siibito, che quando le forme 
definite di HERMITE apparteiigoiio al corpo ~(v-) ,  la ricercn del nuinero 9% 

è giA esaurita coii le considerazioni geiierali precedenti. 

K ( V ~ ) ,  ~ ( v q ) .  
Si ha il teorema: 
Se  la forma f appal-tiene a i  COI-p i  K ( v = l )  O 1i(V-3), primitiua, B n 

g ~ w p p o  azltomo).fo n?-itmetico G, oppulue G,, i valori del sturne1.o 11, sono 
invaviant i ,  ?sispetto alla posizione dell' indice della forma s d  contovno 
del (polied?*o fondnntentnl~ del g m q p o  d i  P i c a d  o p p w ~  d d  g ~ ~ u p p o  d i  
Bianchi  Gt3'. 

Occorrerà dunque provare che se l'indice della forma f giace sopra le 
rette od nrchi osservati a pag. 212 e 213 ed a pag. 214 e 215, si otteiigono per n 
gli stessi valori ottenuti iiella tabella di II) e di III). Notiamo che ne1 corpo 
~(\l-l) non pub aversi che p r 3 (mod. 4) e q = 1 (inod. 4) e iiel corpo 
K(V-3) non pub aversi che p = 2 (inod. 3) e q = 1 (iiiod. 3). 

Ln forma f apparteiiga al corpo K ( V T ) ,  sia a groppo autoinorfo arit- 
1 

metico G, e il su0 indice sia sulla retta 6 = q  - del poliedro fondaineiitale 
- 2  

del gruppo di PICARD (8 6):  le coiisiderazioni che seguoiio si riferiscono rt 

questo caso, perb in ogni altro, le cose procedoiio siinilmente. 
a 

Ln forma sara quiiidi del tipo f = coi1 cc, c interi razio- 

ccZ 
nnli, priini tra loro, a O (mod. 2), a < c, 4 = - - ne ed inoltre si potrh 

2 
ritenere ch =II O (mod. y). Coiîsideriamo le relative conîposizioni TS: si ha: 

Risulta ( 5  1): le coniposizioiii TS si distribuiscoiio in ruin sola classe se S 

6 del tipo f7 O )  oppure & del tipo (:, O"), coi, t soluzioiie della congruenza: 
O, Y 

(19) 2t 1 + i (mod. y), 

si distribuiscono iiivece in due classi distinte in ogni altro caso. 
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Vediamo se e quando tra i valori che ha t nelle sostituzioni normali, vi 
é la soluzione della congruenza (19). 

Sin A = O (inod. p): la soluzione della (19) offre una sostitiuione iiornlale, 
che applicata alla forma f i  produce uria forma iioii primitiva. Infatti, la solu- 
zione della congruenza ( 5  2): 

é quel valore che corrispoiide alla sostituzioiie normale clie applicata ad f 

produce una forilla non prirnitiva e questo valore coiiicide (mod. y) con la 

soluzioiie della (19). Segue che le composizioni TS o v e  S= (i: OP) appm- 

tengono a due classi per gli nt - 1 valori che assuine t. Allora si ha subito, 
eecondo la iiaturrt aritmetioa di p:  

Sia (:) + O; abbiitko : la  soluzioiie della cougrueiira (19) è un valore di t 

clie offre una sostituzioiie norinale, clie applicsltlt ad f produce una forma 
yrimitiva. Iiifatti, se cib non fosse, dovrebbe essere soluzione della con- 
grueiiaa (§ 2) : 

ove X è una soluzioiie della congrueiiza X'X, = A (niod. p). La (20) si pu0 
scrivere : 

ctpt - (1 + i)] = 2x (1110d. p) ,  

onde la, soluzioiie della (19) reiiderebbe X =  O (niod: p) e quiiidi A r O (niod. p) 

contro l'ipotesi. Segue çhe le coinposizioni TS) ove S= (:: OP), apparteii- 

gano a due classi distiirte per 112 - 2 valori di t e sono della niedesima classe 
per un solo valore di I .  Si ha  duiique: 
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328 A. M .  BEDARIDA:  Ricerche sopm il ni~mero delle clnaai 

Sia - =I= 0: si ha subito (II), 2") (9)  
Con ci6 il teoreina eiiunciato e provato completamente. 

5 8. Forme definite di Hermite primitive di prima specie. 

Andiamo ora a stabilire, per le forme detinite di HEHB~ITE (positive), a 
determinante A, primitive di prima. specie, le relnxioni sopra il numero delle 
classi che formaiio l'oggetto degli attunli studi. 

Tali forme appartengono ai corpi K(V-l), h'(v--2) e h'(1 - 3). 1 rela- 
tivi gruppi automorfi aritmetici non possoiio essere ($ 6) che un C;, ed un G,, 
se si tratta dei corpi K(V T), K(V 3) ; potraiino essere anche un G, , se - 
si tratta del corpo ~ ( v -  3). 

Sia il corpo K(V-1). Esistono forme detiiii te (positive) a determi~iaii te A, 
priinitive di prima specie, a gruppo G,, quando esistoiio forme defitiite a deter- 
minante A, priinitive di prima specie, ridotte il cui indice è interno al poliedro 
fondamentale del gruppo di PICARD; ossia quando A é rappresentabile dd la  
forma quadratica quaternaria : 

con x, y, z e t iiiteri ordinari, prirni trn di loro e z, t positivi e non iiulli, 
di ciii uiio alineno dispari e sia z < t ed irioltre z > 2 x 1 ,  z > 2 1 y 1 .  Iiivece, 
forine definite priinitive di prima specie a griippo G, ,  ne esistono sempre; 
ad es. la principale (1, 0, - A ) .  

-- 
Siit il corpo ~ ( d -  2). Esistono seinpre delle tgriiie clefinite (positive) a 

deterniinante A, primitive di prima specie, a gruppo G,; ad es. la principale 
(1, 0, - A). Iiivece, esistoiio forine definite (positive), a determitiarite A, pri- 
iiiitive di prima specie a gruppo G,,  quand0 A é rappresentabile propriainente 
dalla foima iiidefiiiita di Gauss, a deterininaiite 2 : 

'9 - &&2 - 
2 - q27 

con y E 1 (mod. 2). 
Sia il corpo K(V-3). Esistouo f'orine definite (positive) a deteriniiiaiite il, 

primitive di.priina specie, quando esistono forme definite a determinante il, 
primitive di prima specie ridotte i l  clii indice è interno al poliedro fonda- 
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ineiitale del relativo gruppo di B r a ~ c r r ;  ossia quaiido A é rappresentitbile 
nlnieno da uiia delle due forme qaadratiche quaternarie : 

con x, y, z e t iiiteri ordinari, primi tra loro e z, t positivi e non nulli, di 
cui uno almeno dispari e sin t < t ed inoltre, se  si (ratta della forma cp,, 

z 2 2 x 1, z > 3 y e x - 3) < O ;  se si tratta della forma cp,, z ) I2x + y 1 ,  

Esistono fornie defiuite (positive) a determiiiante A ,  primitive di prima 
specie n gruppo G , ,  quando A è rappresentabile propriamente dalla forilla 
indefinita di GAUSS a determinaute 3 : 

con y r 1 (mod. 2). Le forme definite, primitive di prima specie, a griippo G, 
esistono sempre; ad es. 1:i priiicipale (1, 0, - A). 

Con questo e specificato quanto occorrevs sopra 1' esistenza dei vari ordiiii 
dei gruppi automorfi aritmetici delle forme defiiiite primitive di prima specie, 
iiei corpi che coiisideriatno. 

Si noti che il tipo di questo gruppo è comuiie a îutte le forme di una 
classe. 

Sia ora h(A)  il iiumero delle classi di fornie definite positive di HERMITE, 
a determinante A, primitive di prima specie, apparteneiiti ad uno qualriiique 
dei tre corpi l i ( V z ) ,  K(\i-2), K(Y-3). Siaiio h,(A) e h2(A) i iiiiineri delle 
classi di forme defiiiite positive di HEBMITE, n determiimite A appnrtenenti 
al corpo fissato, primitive di priina specie, rispettivamente a gruppo aiitomorfo 
aritmetico G,  e G , ;  e, se  si tratta del corpo 1 i (vz) ,  sia inoltre /&,(A) il 
nuniero delle classi delle forme definite (positive) di H E R M ~ E ,  a determinante A, 
primitive di prima specie, a gruppo automorfo aritmetico G,. 

Si lia, inanifestamente : per i corpi K(Y-1) e l i ' (V-2)  : 

i i i  cui : ne1 corpo R ( c ' ~ ) ,  saril h , ( A ) =  O se S non è rappresentabile iiel 
111odo detto dalla forma rp, ; ne1 corpo ~ ( v r 2 ) ,  sarà h,(J) = O se A non é 

Aatiali di  Jlotemalica. Serie I V ,  Toiiio III. 51 
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rappreseiitabile, ilel iiiodo detto, dalla forina cp, ; per il corpo K(V-3) : 

iii cui sai% uno dei due iiuineri lr , (A) e h,(A) O tutti e due ssranno iiulli, 
secondo che A non é rappreseiitabile, iiel modo specificato, da una O da tutte 
due, delle forme cp, e y , .  

Coine si 8 veduto ilel 5 7, i valori del numero n, fissato il corpo a cui 
appartengono le forme che si consideraiio, noii dipendono clie da1 detei'nii- 
liante A, da1 nuinero iiidecoiilponibile p, dall'ordiiie del gruppo autoinorfo 
aritmetico della forma f e noii dalla particolare fornia che si considera. 

Indichiamo ora con n, ed n, rispettivamente i valori del nuinero n per 
le classi le cui forine sono a gruppo automorfo G, e G,;  e, se si tratta del 
corpo ~ ( v - 3 ) )  con n, i valori del nuniero n per le classi le cui forme soiio 
a gruppo automorfo G,. 

Coiisideriamo i ilurneri n,h,(A), ? I , ~ , ( J )  ed n,h,(S) : l'osservazioiie fonda- 
mentale esposta alla fine del § 4, ci permette di scrivere le relazioni : per 
i corpi ~ ( v - l )  e ~ ( v - d ) :  

e per il corpo ~ ( v - 3 )  : 

Alle (2) e (2') associereino, rispettivamente, le (1) e (1'). 
Specifichiamo ora i l  corpo a cui appartengoiio le fornie : le relazioni 

stabilite, dandn ai iiuineri n,, no ed n,, i loro vtwi vidori (9 7), ci offrorio i 
seguenti risultilti fiiiali, per le forme defiiiite (positive) di HEKMITE, primitive 
di prima specie : 

K(I~-1). 

, Siano h(A) ed ~ ( A ! L ~ , , )  i n u m e r i  delle classi d i  forme definite (positive) 
d i  He)-mite, appartenenti  al covpo ~ i d y ) ,  rispet t ivamente a detevmi- 
nante  A e Ai+, , ovt! p é un nurnero primo ne1 corpo e primit ive d i  pr ima 
specie; siano inûlh-e,  h,(A) ed h,(A) i nunzel-i delle classi d i  fovme definite 
(positive) d i  Hermite ,  appat-tenenti al10 stesso corpo, a determinante A, 
primit ive d i  p i m a  specie, r ispet t ivamente a gruppo azctornorfo aritmetico 
G, e Gd. Secondo la natu?-a a~. i tmet ica  del nume?*o p~- imo  p, ne1 c o ~ p o ,  si 
hanno le seguenti ~ ~ e l a z i o n i :  
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sin p un numet-o primo razioncde p (p E 3 (mod. i)), smd: 

sia p un numefoo primo complesso X, N(x)  = q, (q = 1 (mod. 4)), suva: 

ed inoltre : 
h(A) = IL,@) -t h,(A). 

Sinno h(A) ed h(Appo) i numevi delle classi d i  forme definite (positive) 
di Hermite, appavtenenti nl colyo K(V=), rispettivarnente cc determi- 
nante A e AFP,, ove p è u n  nunzeî-O p i m o  net C O I ~ O  e p-imit i~.e  d i  p i m a  
specie; siccno inoltre li ,(A) ed h,(A), i numeszi delle clccssi di fowne dofitzite 
(positive) d i  Hemnita, nppa2'tenenti al10 stesso coî-po, a deterwzinante A, 
pvimitive d i  pviwa specie, ?dspettivamente n gruppo automorfo avitrnetico 
G, e G,. Secondo la ~zuturu aritmetica del mrnero primo y nel cov-po, si 
hanno le seguenti ~~elaz ioni  : 

sia p un nume?-O p?imo f ~ a ~ i o n d e  p, sas-à: 
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h(Ap2) = [ ( p  -' 1)" - 21 h , ( A )  + ---- - 
se ($) = - 1 

e p E 3 (inod. 4)  
( - - 'Ph,(& ; h(Ap7 = [ ( p  - 1)2 - 2) ?&,(A) i- 7 

e p = 1 (inod. 4)  

(P - 1Y h(Ap7 = ( p  .- 1)2h,(A) + ---- 
2 W), 

e 11 = 3 (inod. 4) 

li(Ap2) = ( p  - I)2h,(A) + [ ( P  2 + 11 h2(A) ; 

sia p un numevo primo coî~zplesso = sc, N(n) = q, s w d  : 

se ($1 = O ( q  = i (rnod. 4)), 

( e q l  (inod. 4) 

K ( V = ~ ) .  
Siano h(A) cid h(Appo) i nu ir~er i  delle classi di f o ~ ~ ~ e  defznite (posiliuci) 

d i  Hermite ,  a p p n d e n e n t i  nl colpo K(V-), riSpeltivarraente cc de te lwinunte  
A e App,,, ove p 4 z u z  numero  plsirno ne1 corpo e pvinzitive d i  p l i rna  specie; 
siano inoltre h,(A), hp(A) ed h,(A), i nunzeri delle classi d i  forme definite (posi- 
tive) d i  Helwtite, appurtenenti  al10 stesso coropo, a determinunte A, primitive 
d i  p r i m a  specie, rispettivuntente a gruppo aulovzo~*fo avitrnetico Ci,, G, e G,  . 

Secondo la n a t w a  aritrnetica del nutnero pvimo p, ne1 covpo, si  hanno 
le relazioni  seguenti : 

sich p un nurnero primo ~ n z i o n n l e  p ( p  = - 1 (mod. 6 ) )  s w a :  
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e p = 1 (rnod. 4) 
(p-1y-1 

h(Ap2)=(p- 1 ) 2 - 2 1 h , ( A ) + [ ~ - 1 ] i Z 2 ( ~ ]  +[-Q-+ I]~,(A), 
se (:) +0(p = 2 (rnod. 3)) e p r 3 (nlod. 4) 

hcAp2)=[(p - i ) 2 - z l n , i a ) + ( ~ h d ~ )  +[3-- 

sia p un nurnevo primo complesso n, N(z) = q, q = 1 (rnod. 6), surci : 

se (:)=O, (9 E 1 (rnod. 4), q - 1 (rnod. 3)) 

e q 1 (mod. 4) 

h(Aq) = ( q  + l ) h , ( ~ ) + [ ~ ~ ~ + l ] h , ( ~ ) + ~ ~ ~ + l ]  h , ( ~ )  
se ( i j + ~ ( q =  1 (mod. 3)) e q = 3 (mod. 4) 

Stnbilite cosi le formule relative ad un iiumero iridecomponibile, non é 
difficile scrivere quelle relative ad un intero composto, poiché basta comporre 
fra loro le formule relative ai fattori indecompoiîibili di questo numero. Si 
ottengono formule poco semplici e di phi perdono l'omogeneitit rispetto ai 
numeri h,(A); percii, tralasceremo di scriverle (34). 

$ 9. Forme deflnite di Hermite primitive di seconda specie. 

Andianio ora a stabilire anche per le forme definite (positive) di HERMITE, 
a determinnnte A, primitive di seconda specie, le relazioiii sopra il  iiumero 
delle classi, oggetto della attuale Memoria. 

(39 Nelle relnzioni ora saritte, nei cnsi clie ilno dei numeri hi(A) sia nullo, due ne1 
ourpo K(v-), cib che viene preoissto dn qiinnto è espueto in prinoipio del paragrafo, si 
ha clle h(A) è diyisore di h(Appo), corne è stato trovato per le  forme di Gauss e di DIRICHLET. 
An~iogamente si dica per le relszioni che si stabiliscono ne1 $ 9. 
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Tali forme appartengono ai corpi ~(v-1)) ~(v-2)) ~(v-.'l) e, per A, 
siano verificate le condizioni necessarie e sufficienti per l'esistenza delle fornie 
primitive di seconda specie ("). 

1 relntivi gruppi autoniorfi aritmetici potranno essere un G,, un G,, ed 

un G, w). 
Sin il corpo ~(d-1). Esistono forme definite (positive), a deterininante A, 

primitive di seconda specie a gruppo mtomorfo G, se A é rappresentabile dalla 
forma cp,, del 5 precedente, ne1 inodo ivi specificato, perd coi1 z e t entrambi 
pari. Invece, forme definite, primitive di seconda specie, a gruppo G, lie esistono 

sempre; infatti: se A r 1 (inod. 4)) si ha la forma 

1 
2 ' cade sopra la retta 5 = - q = 0 del poliedro fondainentale del gruppo di 

PICARD ; se A = 2 (inod. 4), si ha la forma , il cui indice 

1 
cade sopra la retta 5 =  7 = - del detto poliedro ( 5  6). 

2 
Sia il corpo ~ ( v E 2 ) .  k subito visto clie esistoiio sempre delle forme 

defirii te (positive) di HERMITE R de termiiiante A,  primitive di seconda specie 
a gruppo automorfo G, ; quelle a gruppo automorfo G, esistono se A è rappre- 
seritnbile dalla forma y,, del paragiafo prececlente, ilel modo ivi detto, perb 
con y = 0 (mod. 2). 

Sin il corpo h'(V\l-3). Esistono forme defiiiite (positive) a determinari te A, 
primitive di seconda specie, a gioiippo automorfo G,, se A é rappresentabile da 
una alineno delle due forme y, e y,, del paragrafo precedente, iiel inodo ivi 
detto, pero con z e t eiitranibi parj. Similinente, quelle a gruppo G, esistono 
se A è rappiesentabile dalla soinma y,, del paragrafo precedeiite, ne1 modo 
detto, con y E O (nlod. 2) ; sinlilinente pi10 stabilirsi dell'esistenza delle forme 
a gri~ppo G6. 

Indichiaino con ?ht(A1, il nuinero delle clnssi di forme definite positive di 
HERMITE, a deterinitiailte A ,  primitive di seconda specie, appartenenti ad uno 
qualurique dei tre corpi ; indicliiamo con ht,(A), ht,(A) e h',(A) i nuineri delle 
classi di forme di HERMITE appaiteneiiti al corpo fissato, a determiri:i.nte A ,  
primitive di seconda specie, rispettivameiite a gruppo automorfo aritmetico G,, 
G, e G,. Quslcuno dei niimeri hti(A) potrk essere iiullo, corne é stato vediito 
e precisato ora. 
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Similmente n quarito si é esposto ne1 pnragrnfo precedente, si giunge, per 
le forme defirii te primitive di seconda specie nei corpi ~ ( 1 1  q), K(\/>) 
e h'(y--53), dle relazioni seguenti :_ 

Specificarido ora il corpo n cui apparteugono le iiostre forme dando ad n 
i numeri n,, 12, ed n, i loro vari vnlori (5 7), queste re l~zioni  ci offrono i 
risultati finali, per le forme definite (positive) di HERMITE primitive di se- 
conda specie : 

K(V 3). 

Siuno ht(A) ed ht(ApP,), i n u m e r i  delle classi d i  fos-me definite (positive) 
d i  Hermite ,  uppat$enenti a l  c01'po ~(v?), rispettiuunzente a detes-mi- 
naute  A e Ay.p,, ove p è un numet-O primo ne1 c o ~ p o ,  e primit ive d i  seconda 
specie; siuno inoltve ht,(A), ht,(A) ed ht,(A) i n u m e v i  delle classi d i  forme 
definite (po'sitiue) d i  Hermite, appalqtenenti  al10 stesso covpo, a determi-  
nan te  A ,  prilnitive d i  seconda specie, rispettiuarnente a gruppo autornorfo 
aritmetico G,, G, e Ga. Secondo ln na turn  del numero  p ,  net  corpo, s i  
hnnfzo le seguenti ?lela.zioni : 

sia p un numevo pvimo ?wzionale p (p E 3) (mod. 4)), snrà :  

se (:) = - 1 (p  - 2 (mod. 3)) 

hr(Ape) = [(p - 1)'- S]ht,( A) 3- ( P  - l r  ht,(h) + Pp - 3' - l + 1 hl,(A,); 
2 1 

se (3 = + 1 ( p  = 1 (mod. 3)) 
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sia p un numero  pr imo complesso x, N(x) = q,  (q = 1 (rnod. 4)), sarà:  

e q 1 (mod. 3)  

ht(Aq) = (q  + l ) h f , ( 4  + 
e q r 2 (rnod. 3) 

+ l hf3(A); hl(Aq) = (q + l)ht,(A) + [qG + 1]ht,(b) + - 3 
ed inoi tre  : 

h'( A) = hti(A) + hl,(A) + ht,( A). 

~ ( v q .  
Siccno hl(A) e ht(App,) i n u m e r i  delle classi d i  fomte  definite (positive) d i  

Hermite ,  nppat-tenenti a l  c o ~ p o  ~ ( v z ) ,  rispet t ivamente a determinante A 
e Appo, ove p 6 un nnumel-O pr imo ne1 corpo, e pr imi t ive  d i  seconda specie, 
sieno inolt9.e ht,(A), hf,(A) ed hf,(A) i n u m e r i  delle classi d i  forme definite 
(positive) d i  Hermite ,  a p p a d e n e n t i  al10 stesso corpo, a dete?-minante A) 
primit ive d i  seconda specie, 1,ispettivamente a gvuppo automorfo ari tme- 
tic0 G,, G,, e G,. Secondo la  natuva  ari tmetica del nulnero y ,  ne2 covpo 
si lzanno le  re laz ioni  seguenti: 

S ia  p un nunzeg-O pr imo razionale p, snrà:  

se (k) = O ( p  = 3 (niod. 4)) p - 2 mod. 3)) 

h'(Apt) = +,(A) + h'd*>+ p g + 2  7 hf3(%; 2 

i e p = 1 (nlod. 4) rZ1)' l]ht2(b)+[(~ 
- 1)'-1 

I ~ ~ ( A p ~ ) = [ ( p - l ) ~ - 2 ] h ' ~ ( A ) +  ---- +2 hr,(A), 3 
p = 2 (mod. 3) 

e p 3 (inod. 4) 
1 

l i ' ( ~ ~ ~ ) = [ ( ~ -  l ) 2 - 2 1 h t , ( ~ ) + ~ h t ~ ( ~ ) + ~ ~ + 1 ] ~ ~ f 3 ( ~ )  2 : 

e p r 3 (mod. 4) 

h ' ( ~ ~ ' ) = ( ~ -  l)'h',(~)-+ ~ ~ + l ] h t e ( ~ ) + ( P - 1 ) 2 h t 3 ( A )  3 ; 
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sia p un numero pa in to  complesso z, N(z) = q, sag.d: 

= O (y = 1 (mod. 4), q = 1 (nlod. 3)) 

e q r  1 (inod. 3)  

WkI)+q+ lW,( A)+ 
y - l (niod. 3) 

e q = 3 (iiiod. 4) 
q 1 - 1  q+2 

hf(Aq)=(q t 1 )hf,(A)t-hf,(A)+-]l',(A); 2 3 
se - + O  

e q = 1 (niod. 4) 

] q+l /LJ(Aq)=(q i- 1)1zf,(A) + --+ 1 hf2(l)+-hJ3(A), 
(I = 2 (iiiod. 3) 

3 
e q r 3 (inod. 4) 

q+l  9+l WAq)=(q+l )k',(A)i-2-h',(A)+-h:(P); 3 

Se le forme definite (positive) di HERMITE, primitive di seconda specie, 
appartengono a questo corpo ~(v?) ,  s i  ha i l  sistenza di 9-elazioni che si 
è trovato per le forme definite (positive) di HERMITE, pl-imitive di prima 
specie, appartenenti a tale corpo. 

Anche per le forme primitive di seconda specie, le formule relative ai 
nunleri coniposti, si possono ottenere da quelle relative ai riumeri indecompo- 
nibili e, per queste formule, si pu0 dire quanto già si è detto alla fine del 
paragrafo precedente. 

Osservaaione. Si è notato (5 8), nelle relazioni stabilite per le forme defi- 
nite, primitive di prima specie, una differenza algebricn, secondo cbe le fornie 
appartengono ai  corpi R ( V ~ ) ,  ~(11-2) oppure al corpo K(V-3); preci- 
samente : per il primo caso il numero h(Ayy,) ha  un' espressione binomia; per 
il secondo, un' espressione trinomia. Le considerazioni svolte nella prima parte 
del 8 7, ci permettono di asserire che questo fatto non è limitato a questi 
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casi, ma assume un carattere generale, per le forine definite primitive di 
prima specie; cioè: nvvieiie come nei corpi ~ ( v x ) ,  K(l'\l-2), in corpi 
K(V-d), ove d +- 1 (mod. 4); avvieiie come ne1 corpo EI'(v-3), i n  corpi 
~ ( v - d ) ,  ove d = - 1 (mod. 4) 

Invece, per le forine definite, primitive di seconda specie, la forma alge- 
brica (forma trinomia per il numero h'(hpp,)) si mantiene inalterata e questa 
forma è quella del nunlero h(Al~pJ per le forme defiaite, primitive di prima 
specie, in corpi K(V-d), ove d = - 1 (niod. 4). 
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Lettera del prof. G. A. Miller al prof. Luigi Biniichi. 

UNIVERSITY OF I L L I N O I S  

October 17, 1965. 

Iii the A n m l i  di Matemntirn, August 1925, volunle 2, page 321, Pacifico 
JIazzoiii published an article eiititled a Sui gruppi transitivi. TotalitSt delle 
sostituzioiii periniitabili con tutte quelle di un dato gruppo 5 .  The niain theorein 
On page 323 it; not new. I t  was first proved bg one of my students and is 
coinmoiil y known as K U ~ I L '  s theot-em. Cf. llheor.!l (wd Applicatio~zs of Finite 
(fi.ozcps, Miller, Blichfeldt, Dicksoii, 1916, page 37. 

The last part of the theorem on page 324 is iiot true. Thnt is, K is iiot 
alwrtys holoedrically isonioiphic with sonle subgroup of the entire transitive 
group G. This niay be proved by exteiidiiig the direct product of two qiiii- 
ternion groups by means of mi operator of order 2 whicli iiiterclianges these 
qustternioii groups. If the group of order 128 thus obtained is represented as 
:c transitive substitution group of degree 64 witli respect Lo a subgroiip of 
order 2 contained in oiie of these quaternion groups the group of ordei. 32, 
which is composed of al1 the subtitutions on the, letters of this transitive 
group G which are coinniutative with every one of its substitutions is iiot 
holoedrically isomorphic with a subgroup of G .  

A proof of this interestiiig fact results directly if i t  is noted that K contains 
an abelian subgroup of order 8 and of type (1, 1, 1) while G does not contain 
such a subgroup. III fact, the subgroup of order 64 which is the direct product 
of two quaternion groups iiivolves oiily one non-cyclic subgroup of order 4 and 
two of the substitutions of order 2 which are contained in this subgroup are 
iiot cornniiitative' with nny of the other substitutions contained in G.  I t  tliere- 
fore follows that this transitive group of degree 64 and of order 128 does iiot 
contain a subgroup which is holoedrically isomorphic with the group of order 32 
composed of al1 the substitutions on the letters of this transitive group which 
are commutative with every substitutioii of this transitive group. Hence the 
last part of the theorein in qiiestibii is not correct, and the rest of the theorenl 
is iiot new. 

Very respectfully yours G. A. MILLER 

P. S. - I n  view of the delay in writing 1 would Bay tliat yon have rny permission t o  publish 
the above letter in order to avoid the spreading of these errors. G. A. MILLER 
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11 5 geniiaio 1926 inoriva iii Milano, nell'eta di 80 rcniii, i l  

GTUSEPPE 
Laureato ir i  inatematiche a Napoli ne1 1867, f u  dei priini col1:tboratori di 

F. Brioschi iiella, istituzioiie del R. Istituto Tecnico Superiore di àlilaiio, e vi 
teiiiie per lunghi aiiiîi, coii lode, l'iiisegnameiito della Geonietria Proiettiva e 
Descrittiva. Fu ineiiibro effettivo del Reale Istituto Lombardo di Scienze e 
Lettere, aggregato del R. Istituto Veneto; coilaboratore della a Eiicyclopadie der 
Math. Wissenschafteii g, ecc. Ma gli a dniiali di llatematica 3 ne cornpiangono 
iii modo particolare ln  perdita e teilgono a ricordarne coi1 speciale inenzione 
il nome, poichè Egli fu membro della Direzione degli Aiinali 3 da1 1897 fino 
al 1923, cioè pet- tutta la  duiata della terza serie, e come iiiembro residente 
a 1Iilaiio dove si pubblicava il periodico, curo la pubbliaazione stessa con rasa 
intelligenza, coi1 cura indefessa e con grande abnegazioiie ; e all' opera di Lui, 
costante, difficile e da nlolti igiiorata, si deve se, in momeiiti difficili, il iiostro 
glorioso periodico potè perseverare nell'opera iiitrapresa a vaiitaggio della 
scienza. 

Alla Sua memorin vada il saluto riverente della Direzioiie deçli a Aiiiiali 3. 
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Felice Klein (18491925). 

Cenno commeinorativo di GUIDO CASTLELNUOVO (a Rornrt). 

I l  giudizio che spesso pronunziamo intorno ai grandi uomini scomparsi 
limitandoci a leggerne le opere A unilaterale e d& una immagine sbiadita 
del pensatore a cui rivolgiamo la  nostra attenzione. Spetta ai contempo- 
ranei che hanno vissuto sotto i l  fascino di lui e ne hanno seguito le molte- 
plici attivith, di fornire tutti gli elernenti che occorrono per renderne com- 
piuto il ritratto. 

Fer  quanto grande possa parere 1' opera matematica di FELICE KLEIN, 
credo che l'uoino sia stato superiore all'opera. Se esaminiamo con minuziosa 
critica la novith O la perfezione di alcuni suoi risultati, non riusciamo a ren- 
derci ragione dell'influenza che egli ha  avuto sulla matematica deli'ultimo 
cinquantennio. Discorrendo di lui dobbianio por mente al pensiero filosofico 
che ispirtt tutti i suoi scritti, allJ importanza dei problemi che egli ha  proposto 
e che hanno provocato le indagini di altri matematici insigni, all'efficacia del 
suo iiisegnainento, che ha  dominato quasi tutti i campi della nostra scienza ed 
ha portato luce e rivelato legami imprevisti in svariate teorie; dobbiamo 
ricordarci delle sue eccezionali fitcoltti organizzatrici che hanno susçitato 
tante alte iniziative. 

Il KLEIN fu un grande animatore e per dar vita alle sue idee ebbe la 
risorsa di eminenti qualith artistiche. Riconosciamo in lui una dote che spettn 
agli artisti sommi : la facolth di scolpire in forma definitiva immczgini che ad 
altri erano apparse annebbiate e senza rilievo. Chi confronti quella larva che 
é la geometria metrica-proiettiva di CAYLEY (pur cosi ricca di idee) col solido 
organismo della geometria non-euclidea di KLEIN non troverh esagerate le 
nostre parole. 

Alcuni suoi scritti e in particolar modo il suo insegnamento diffus0 in 
tutto il mondo ebbero uiia influenza cos1 grande sopra una parte dei mate- 
matici contemporanei che spesso, quasi inconsciamente, pensiamo secondo le 
sue vedute e adoperialno il suo linguaggio. 

Annali di  dialamatica. Serie IV. Tomo III. 30 
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FELTCE KLEIN, laureatosi a Bonn ne1 1868, fu cola assistente del P L ~ C K E R  
da1 1866 fino alla morte (1868) di questo grande matematico e fisico. E da1 
suo maestro port6 quell'amore per la geometria e per la fisica che egli 
senti fino agli ultimi giorni. Del fascino che la fisica esercitava su di lui ' 
parla piU volte il KLEIN in quei preziosi commenti ai suoi scritti coi quali 
ha  voluto arricchirne la  raccolta. A provarlo basterebbe il modo come egli 
concepisce la ricerca matematicn: l'interesse rivolto piU al risultato che alla 
dimostrazione, il bisogno di rendersi ragione di proprieta riposte mediante 
procedimentj grafici O sperimentali, la intuizione visiva e le geniali osserva- 
zioni sui rapporti tra gli enti geometrici astratti e le immagini grossolane 
con cui li raffiguriamo. 

Pure all'influenza del PLÜCKER sono dovuti i primi lavori di KLEIN sulla 
geometria della retta, che 10 condussero a riguardare la retta corne un punto 
di una varieta quadratica di uno spazio n cinque dimensioni e ad appli- 
care a questo campo di ricerche risultati classici della teoria delle forme 
quadratiche. 

Nuovi orizzonti aprono al KLEIN le conversazioni con SOPHUS LIE (che 
egli conobbe ne1 1869 ed ebbe compagno a Parigi nella primavera ne1 1870) 
e 10 scambio di idee coi maggiori maestri francesi di allora, in particolare 
col DARBOUX e col JORDAN. Videro allorn quei due giovani matematici tutta 
l'importanza che il concetto di gruppo di operazioni ha  nella scienza e si 
proposer0 di approfondirne ln teoria. 

Per la mente filosofica del KLEIN la  stessa classificazione degli indirizzi 
geometrici 8 legata colla nozione di gruppo. Proprieta geometrica di una . 

figura non A un carattere della figura considerata isolatamente, ma A un 
carattere comune ad essa e n tutte le figure che da quella si ottengono tra- 
sformandola mediante un gruppo di operazioni che comprenda il gruppo dei 
movimenti O coincida con esso. Ad ogni gruppo siffatto corrisponde un ramo 
di geometria, i cui caratteri salienti dipendono dall'indole del gruppo. Ad es. 
la  geometria euclidea ed i due tipi di geometrie non-euclidee in senso stretto 
(geometria di LOBATCHEFSKI e geometria di RIEMANN) sono caratterizzate da 
gruppi di omografie a sei parametri (movimenti) che lasciano invariata una 
quadrica, degenere O no. 

Questa concezione grandiosa, che raggruppa sotto un unico punto di vista 
svariatissime ricerche geometriche, pu6 esser estesa anche ad altri rami del10 
scibile. I l  KLEIN stesso aveva fatto notare fino da1 1902 corne quel principio 
di classificazione potesse applicarsi nella meccanica. E pochi anni dopo ebbe 
il compiacimento di veder ricondotto, attraverso la teoria della relativith, 10 
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studio fisico dell'universo nllo studio di un gruppo di operezioni, che anzi, 
ne1 caso della relatività ristretta, é 1' estensione di uno di quei tipi che egli 
aveva incontrato nella geometria non euclidea. 

Nel programma di lavoro che il KLEIN e il LIE avevsno formulato durante 
le loro conversazioni giovanili, il primo si era proposto 10 studio dei gruppi 
discontinui di operazioni. Il legame 'che il GALOIS aveva scoperto fra il pro- 
blema della risoluzione di un'equszione algebricn e lo studio di un gruppo 
di sostituzioni sulle sue radici suggerisce al KLEIN, in uno dei suoi primi 
lavori (1875), unn ricerca che nelle sue mani e in quelle di colleghi e discepoli 
ha preso poi un ampio sviluppo. Si tratta di caratterizzsre i gruppi composti 
di un numero finito di trnsformazioni lineari di una variabile e di sfruttrtre 
il piti interessante di quelli per lo studio della equ~zione di quinto grndo, 
IL KLEIN (quasi coiitemporaneamente al10 SCHWARZ che mirava ad altri scopi) 
si accorge che i gruppi cercati equivalgono ai gruppi di rotazioni intorno ad 
un punto capaci di sovrapporre a sé stesso un poliedro regolare nvente ivi 
il centro ; donde la determinazione immediata dei detti gruppi. In particolare, 
i dotiici vertici di un icosaedro, considerati (sulla sfera circoscritta) corne 
indici dei valori di una variabile complessa, sono radici di una equazione 
del dodicesirno grado, le cui risolventi compariscono anche nelle ricerche 
di BRIOSCHI, HERMITE e KRONECKER intorrio alla risoluzione dell'equazione di 
5 O  grado. Di qui un legame che ha  permesso al KLEIN di illuminare e perfe. 
zionare, con considerazioni geometriche, la  teoria di questa equaaione e della 
sua risoluzione mediante funsioni modulari elittiche. 

I l  KLEIN vien cos1 eondotto alIo studio di queste ultime funzioni e del 
gruppo (infinito, discontinuo) di trnsformazioni lineari sulln variabile che le 
lasciano innlterate. Nella costruzione della funzione, dato il gruppo e la corri- 
spondente divisione del piano delln variabile cornpiessa, si risente la influenza 
che il genio di RIEMANN ha esercitato sullo spirito di KLEIN. Egli aveva voluto, 
in quell'epoca (1881) rendersi ragione per via intuitiva di quel mirabile e riposto 
risultato di RIEMANN che. afferma 1' esistenzn, sopra una superficie connessa, di 
funzioni di una varinbile complessa aventi i caralteri degli integrali di funzioni 
dgebriche. Stnccandosi d&le consuete superficie di RIEMANN a pih fogli sovrnp- 
posti, mn convint0 di interpretar il pensiera di quel grande, il KLEIN parte da  
una superficie chiusa di forma qualsiasi. La suppone formata da una lamina 
conduttrice' e rnediante una esperienza facilmente concepibile fa percorrere 
la lamina da unn corrente e1ettric.a stazionaria. Il potenzide che si deter- 
mina nei singoli punti fornisce un integvale abeliano, le cui singolarith 
dipendono dai punti ove la superficie é rt. contatto coi fili conduttori. Le  prin- 
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cipali proprieth dei detti integrali riescono conseguenze quasi immediate di 
questa genernzione. I l  KLEIN non pretende naturalmente di dare una dimo- 
stra,zione matematica dei fatti che ritrova, ma solo di indicare una via euristica 
che egli ha  creduto un moment0 potesse esser quella stessa percorsa da RIEMANN 
nelle sue scoperte. 

Nello stesso tempo il KLEIN, proseguendo il programma delle sue ricerche, 
inizib 10 studio delle pih generali funzioni uniformi di una variabile complessa 
che si riproducono per un gruppo discontinu0 di trasformazioni lineari su questa. 
Lo s tesso soggetto stava allora trattando un giovane matematico francese che, 
con quegli scritti, rivelb al mondo scientifico le sue doti eccezionnli: ENRICO 
POINCAR*. La  coi.rispondenza che i due matematici si scambiarono per un 
anno a l  fine di comunicarsi le loro scoperte e le vie con cui vi erano perve- 
nuti, A un document0 di grande interesse per la storia dell'Analisi di quel 
periodo. KLEIN lavora sullit traccia di RIEMANN; POINCARE, che all'inizio delle 
sue ricerche non sembra avesse studiato l'opera del somnio matematico di 
Gottiriga, procede colla rnppresentazione analitica familiare alla scuola fran- 
cese. Analogie e differenze tra le mentalita dei due giovani matematici si 
rivelano in quelle lettere. Assistiamo cola al10 sviluppo della nuova teoria, 
alla quale eiitrambi hanno portato contributi essenziali. 

Dovrei discorrere degli altri campi di ricerche del KLEIN, riguardanti le 
equazioni differenziali lineari, la  forma delle curve e superficie algebriche 
reali, argomenti vari di meccanica e fisica maternatica. Ma non voglio entrare 
in particolari. 

Tra i lavori originali possono anche esser considerati i corsi di lezioni 
che, prima i i i  litografia, poi a stampa, si son diffusi in tutto il mondo; origi- 

' nali, se non per i soggetti, per la forma nuova colla quale quei soggetti sono 
esposti. Questioni che pur avevano dato luogo in memorie O trattati classici 
a discussioni penose, sono da  lui presentate sotto aspetto impreveduto ed 
attraente. Egli sa  ovunque mettere in luce il lato essenziale, lasciando in 
ombra gli sviluppi formali che rappresentano solo uno dei mezzi per arrivare 
alla veritk. Convinto che occorrn combattere l'eccessivo specialismo, egli si 
sforza di dimostrare come l'aiuto scambievole di rami diversi della mate- 
matica permetta spesso di risolvere agevolmente problemi Che, trattati da un 
unico punto di vista, presenterebbero difficoltà non lievi. 

Molte iniziative egli promosse e tradusse in atto colla convincente elo- 
quenza, colla tenacia, coll'abilit8 organizzatrice. Sostenne, insieme al DARBOUX, 
1' opportunit& che l'insegnamento della matematictt nelle Scuole medie venisse 
rinnovato coll'introduzione dei primi concetti del Calcolo infinitesimale, e curb 
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la preparazione degli insegnanti svolgendo egli stesso dei corsi appositi. Nomi- 
iiato, ne1 Congresso inatematico di Roma del 1908, Presidente della Commis- 
sione internazionale dell' insegnamento matematico, diresse la inchiesta intorrio 
alle condizioni che son fatte al detto insegnamento nelle diverse nazioni. Pro- 
pugnb un piii intimo legame fra 18 scienza pura e le  appIicazioni e creb nella 
Uni versith di Gottinga una scuola per dare una coltura mateinatica superiore 
ad iiigegneri aspiranti a perfezionare la tecnica. F u  l'iniziatore e 1' anima 
della grande Enciclopedia delle matematiche, la quale rende utili servigi, e 
maggiori ne renderebbe se qualuhe colla.boratore, meglio interpretando il 
pensiero del maestro, avesse dato una forma piii sintetica e meno particola- 
rista all' articolo affidatogli. 

Il KLEIN fu sempre prodigo di consigli, di incoraggiamenti e di aiuti ai 
suoi riurnerosissimi discepoli ed anche a coloro che da lontano a lui si rivol- 
gevano. Apprezzd le iiuove conquiste del pensiero da  qualunque parte venis- 
sero e fu spesso il primo a segnalnre, colla sua autorita, indiscussa, lavori di 
giovani che si afiacciavano alla scienza. Anche per questo la sua morte destb 
un cosl largo tribut0 di riinpianto e di stima. Ad esso partecipa con speciale 
fervore chi cbbe ln fortuna di avvicinare questa forte tempra di inatematico, 
di filosofo e di animatore. 
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On tensor geoinetry. 

P. DIENIES (nt Swansea). 

CHAPTER 1. Tensor geometry at a point. 

1. Space has two different kinds of properties: 
a) local properties manifested in the character of geometrical construc- 

tions in the neighbourhood of a point; 
b) connectéve properties manifested in relations between constructions 

in the neighbourhood of different points. A prominent property of the second 
kind is correspondence of parallel directions. 

Thus e. g. in Rieinannian geometry i t  was LEVI-CIVITA'S definition of paral- 
lelism that opened the way to the systematic construction of the theory. On 
the other hand WEYL and EDDINGTON shom-ed that physical applications require 
a generalisation of the idea of Riemannian geometry. 

In this paper we are going to examine a twofold extension of the usual 
conception of that geometry. First of al], we do not suppose that the co~i-  
nective properties are deduced from'local though infinitesimal properties. In 
that way we shall survey a large class of connections independent or not of 
the local character of space. Secondly we do not suppose that the network 
of relations in M ,  constituting geometry is necessarily established by a qua- 
dratic form or by any element of' distance. We replace i t  by the following 
coiiception. 

Denote by M,,(T, x,) the manifold of tensors of al1 possible ranks and types 
(tensors of O rank invariant, of the first rank vectors, etc. covariant, contra- 
variant and inixed) attached to the sarne point xi, xz, ... , x;. We denote the 
set of M J T ,  x)  for al1 the points (xi; z2, ..., zn) of M,, by M,,(T) and cal1 it: 
the n-dimensioiial (inathematical) tensor manifold. Finally a network of relations 
between teiisor manifolds at different points constitutes a tensor space S,,(T). 

2. Local operations' on tensors. - For the usual operntions like addition, 
multiplicatioii and contraction of tensors attached to the saine point are refer 
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to our paper in the Journal de Mathématiques ('). We notice however that we 
denote contraction in the following way: I f e .  g. A = Atijehetef, i. e. the tensor 

with the components A$, we have 

The syinbol of a mixed tensor of rank w is 

f where .&. = i,, i ,,..., iw,  . h,. = hi ,  k z,..., kw and e v e k , , ( ~ '  ,..., x") stands for 

either i., or kv being zero for the sanie v and e0 = e, r 1. We generally do 
not exclude from our consideratioiis non-homogeneous tensors sach as 

With regard to differentiation of tensors, we remark that the difle9rence 
A(x + Ax) - A(%) is so far menningless, for addition aiid substraction of ten- 
sors attached to different points x and x + Ax have not yet been defined. This 
difference aquires a meaning only when we replace A(x + Ax) by a tensor B(x) 
a equivalent B to it. And the example of forces acting on rigid bodies shows 
that it is not always opportune to move a vector from its axis. Anÿhow, 
differentiation of tensors must be preceded by a definition of u equivalence a 

of tensors attached to different points. 
On the other hand a finite combination of the four elementary oper a t' ions 

on tensors (division being supplanted by contraction) gives us n sufficiently 
concrete idea of tensor functions i. e. mathematical passage from one tensor 
to aiiother, like 

Y = 1- A X - I ( ~ ,  3, with A = AFiehed, X = Xiei, Y = Y,e,. 

Siinilarly the notion of limit exteiids to tensor sequences, lim A being equi- 
11 m (PI) 

valent to as niamy separate limits as there are components in the thensors A .  
(n) 

(i) P. DIIGNES, Suv la  stncctzcve malhémntiql~s du  Onlcd Tetisoriel. Praiiiier Chnl~itre. 
Jouriinl de MathBiiiatiques, 1925. p. 79 We keep Iiere to the notation of tliat pnper. 
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If the tensors of the sequence are riot of the saine type (and gerierally not 
homogeneous) the number of separate limits may increase even to infinity. 

3. Defliiition of length. - The physical application of the Tensor Calculus 
must be preceded by a geometrical interpretation, i. e. by the definition of 
lenpth and direction. 

Usually the length 1 A 1 of a contravariant tensor Aiei is defined by the 
formula 

(3-1) ( A l 2  = AiAjgij 

where the metrical parameters gij(xi, xe, ..., xn), are arbitrarily given functions. 
We define siinilarly the length 1 A 1 of a covariant tensor A = Aie"y the 
formula 

1 A 1' = ArAJgiJ 

where the functions gij(xi, ..., xn) a.re in general independent of gij. 
Transforming the Calculus by changing the variables, we can easily see 

that the paranieters gij (and gV) are transformed as the components of a 
covariant (contrava,riarit) tensor of the second rank. 

Hence we define length by introducing two a norm-tensors D 

and by putting for the contravariant tensors of the first rank 

and for the covariant tensors of the first rank 

By means of that definition, at every point (xl, x",.., sfl)' of the n-dimen- 
siorial mathematical manifold there is a special way of attribating a length 
to tensors of the first rank. 

4. Metrical contraction. - To be able to extend these definitions to homo- 
geneous tensors of any type and rank, we are going to extend the definition 
of contraction to two suffixes of the same kind. We put 

Annali di Matematica. Serie IV, l'cmo III .  
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or more generally 

where the suffixes under Ii indicate that the corresponding 
suppressed, and 

(4-4) 1 - A + B - [ = / - A - [  + 1-B-1. 

factors in II are 

I n  order to distinguish this operation from the contraction of opposite 
suffixes we cal1 it a metrical S .  These two operations being sufficien tly distin- 
guished by the suffixes we indicate both operations by the same symbol. 

Thus we can defiiie length by putting 

where tr, = i ,  + k, ,  a: = jv -+ 2, (i. e. a, is a non-zero suffix and is equal to iv 
or to k,). 

As in our case i and j are zero or not at  the same tiine the contraction 
in question is metrical. 

' 5. The angle of two tensors. - Take two tensors, of the same rank o, 

where a, = i, + k,, h, = j,, + IV ; this defines the angle between A  aiid R if 
neither of them is a a nil-tensor B ,  i. e. if 1 A 1 + 0, 1 B 1 + O. We see irninedia- 
tely that 

(5-2) cos (L4, A) = 1 

i. e. that the angle between A and A is zero. In the same way 

(5-3) cos ( A ,  B) = cos (B, A)  

if gi j  and gt j  are syininetrical. Fiiially, by (5-l), cos(A, B) is either real or 
imaginary, so that the angle a between A and B is either real or a = 2kn + iP 
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W e  give here some geometrical formulae resulting from Our definition 
of m g l e  : 

(1) 
sin (A + ...+ - - - -  - -  

<i) ( k )  (i) ( k )  (m) ( B I  ( k )  11 EIAIIAcos(d,  A)X1B,IBlcos(B, B) 

cos(A, C)cos(B, D)-cos(A, D)cos(B, C) 
COS (AB - BA, CD - DC) = 

sin (A, B) sin ( D ,  C) 

sin (A, A + B) = I I sin (A, B). 
I A + B I  

6. Gleometrical determination of tensors. - Consider the tensor A= AQi, 
1 A 1 + O .  As 1 -  Aek -1 = Ak and ( ek l 2  = gkk, the direction cosines of A witli 
respect to ei, e2, ..., en are  

COS (A, ek) = 
Ak 

I A I V ~ '  

W e  suppose that gkk + 0, .gkk+ 0. 
Conversely if the cosines, cos (A, ek), and the length of a coiitravariant 

tensor of the first ratik A are  given, equatioii (6-1) determines the tensor corn- 
ponents AR, i. e. the tensor A. Thus the tensor . l  seems to be determined b y  
its direction and its lerigth. 

The  same holds for a tensor B = Biei. We have 

B,gik 
COS (B, eh) = 

1~lVg"k'  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Suppose now that 1 A 1 = ( B 1 and that cos ( A ,  eh) = cos (B, eh). Geo~e t r i -  
cally there is no differeiice wliat-so-ever between the two teiisors: they ,have 
same length and same direction. Yet are they identical? Certaiiily iiot, one 
being contravariant and the other covariaiit, i. e. they transform differently. 
We might introduce, however, the principle of geometrical deterinination of 
tensors by the convention thnt two tensog-s kaving the same length and 
the sarne di?mectiof> a? .e considel-ed as identical. Heiice 

which establishes a relation between covariant and contravariant teiisors of 
the first rank. In the general Tensor Calculus conti.action is the only link 
between tensors of different types. The geometry of tensors iiitroduces an 
other by the above postulate. 

The same principle applied to covariant tensors gives B,gtkek= B,ei. We 
say that the functions Bigik are the contravariant components of the covariaiit 
tensor B,et. The distinction between covariant arid contravariant tensors disap- 
pears. The tensor is neither covariant nor contravariant but has covariaiit 
components as well as contravariant orles. 

Similarly A = AiJ'eie.j is uiiiquely deterrnined by its length arid its direc- 
tion cosines 

A "8 

(6-4) COS (A ,  e"eS) = 1 A 1 Vg"rg8S 

We notice, however, that the two angles ( A ,  e9'es) and ( A ,  ese'J are different 
uiiless A U  = Ajt. 

If B -- R;jeiej has the same length and direction cosines as A, we have 
A f j =  B;jysf. This leads to the process of raising aiid lowering of the suffixes. 

The coiiditioii of reciprocity Akgkj = Aj = Aigikgkj requires that 

$1  i f j = i  
gikg" = 1 

if  j + i (no sumnmtion W. r. to 2 ) .  

We suppose as usual that g" and thus also g , ,  are symmetrical and that the 
determinant of gik and thus that of g" does iiot vaiiish. 

7. If A niid B are two tensors of the 
AA -1- pB fol-m a p l m e  in the sense that 

(1) (2) (5) 
tive, i.  e. if A, A, A are three tensors of 

(1) (3) (1 )  (3)  

( A ,  4 = (A, 4 

same type 
angles in a 

the family, 

(2) Cd) 

+ (4 4 

and rank, the tensors 
tensoi plane are addi- 

mre have 
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Proof. We c m  always represent the teiisors AA t pB by orthogonal A 
and B. In fact if 1-AB-/+O, we c m  choose X , ,  p ,+0  such that 

then, for given 1, p, there are values a, such that 

namely 1 = a +- X,P, p = Bpo, i. e. every tensor AA + pB figures in 

a A  + B W  f poB) 
and vice versa. 

(i) 
Put now 1-AA-I= a, 1-BB-I= b. We have A = i , A  -t- p,B and 

Herice 

Which was 
We cal 

we cal1 the 

to be proved. 
1 the star of tensors AA + pB a bi-plane or a two-tensor. Similarly 

(0 
star of tensors ZA,A where the coefficients A, assume every real 

k l ,  ...# 
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C i )  
value, a p-plane or a p-tensor if the tensors A are independent, i. e. if there 
is no homogeneous linear relation between them. 

8. Tensor determinrnts ('). - In order to simplify the descriptions of' 
angular relations of tensor planes, we introduce a purely tensorial represen- 
tation of these planes. We put accordingly 

More generally we make the convention of expaiiding a tensor determinaiit 

always with respect to its first column. 
Some obvious properties of tensor determinants are the following. If two 

rows are interchanged, the determinant changes its sign. In particular if two 
rows are identical, the determinant vanishes. But two identical columns do 
not make the determinant vaiiish. In geometrical applications we mostly meet 
determinants with identical columns. 

The deterininaiit i s  not chnnged wheri we add to the elenlents of a row 
the corresponding elements of another row inultiplied by the same function. 
The similar theorem for columns does not hold. 

More generally 

(1) See P .  DIENES, Ddtermiscmts te iwo~ie ls  et ln géorntftrie des tensel~rs.  Comptes Renduw 
de l'Académie des Ycieuces de Paris, 1924. Preiiiier seiiiestre, p. 682.685. 
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- - 

This follows from the distributive and associative character of tensor 
multiplication. 

The multi: 
however, 

lication of terisor determinants is complicated. . We have, 

where are any nuinbers or fuiictions. 

(il 

9. The equation of a tensor plane. - Al1 the tensors of the p-plane Z hi A 
i=l 

satisfy the equation 

as it is readily proved by (8-3). 
Conversely if X satisfies (9-1)) i. e. if, for every combination (il, i .,..., i,,,) 

of the integers 1, 2 ,...,.~, we have 

11) (2) (P) 
there is n linear homogeneous relation between Xil, Ail, Ail, ..., Ail with coef- 
ficients independent of i i .  To prove it we have only to expand the determi- 
imnt (9-2) with respect to its tirst column. Hence, X is a tensor of the p-plane 
in question and thus (9-1) completely characterises the p-plane. We cal1 equa- 
tioii (9-1) the equatiori of the p-plane. 

We cari formulate the same mathematical fact i n  a slightly ciiffereiit 
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way by remarking that in virtue of a known theorem of SILVESTE~S ('), 

we have 

( 1 )  ( 1 )  ( 1 )  ( 1  ( 1 )  

,..., A -  1 1 A . A  / 1 A , . ,  A 4  ( 

. . . . . . . . . . . . . . . . . .  I b - 1 )  ( P - 1 )  ( P - 1 )  
A , . . ,  A h ,  Aip Ai+., 

( P I  
X i , . ,  Xip-i, Xip Ail ,,.., 

i. e. we can write (9-1) in the form 

(1) (1) (1) 
A . .  Ailo-i, Atp+i 
. . . . . . . . . . . . . .  
( P - 1 )  (p-j) ( P - 1 )  

A , . . ,  Ab-i ,  Ad+i 
x i ,  . x i  Xi13+i 

It follows from the last equatioii that 

- 

with the same h for any permutation of the suffixes j , ,  ..., j , .  Thus we have 
(1) ( P b  

for every tensor of the p-plane of A, ..., A 

Hence this equation characterises the p-plane as well as the equation (9-1). 

10. Orthogonal and normed tensor planes. - We are going to show thnt 
ii) 

any p-plane can be represented by orthogonal and iiormed tensors A, i .  e. by 
(9 

tensors A satisfying the conditions 

(4 Lk) (c)  (9 
1-AA-l=O if i + k  and 1-AA-I=B, (= t_ l ) .  

t') See G. KOWAI.EW~KI, Detevmimznlentheorie. Leipzig, 1909, p. 83. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



P. DIRNES : On tensor ge0rnetl.y 267 

(1) ( l n )  

Suppose the result to be true for the na-plane of A, ..., A. We #hall prove 
(1) cm) m+l) 

that in that case it is true also for the mt l -p lane  of A, ..., A, A . Consider 
for that purpose the mi-1-plane 

where a, are determineri by the conditions. 

(il (m+l) (0 
(10-4) [ - A ,  A + a,A -1 = O , (no summation w. r .  to 2). 

(1) h) 
The last equations show that the tensors A, ..., A,  R are nlutually ortho- 

gonal. " 
(1) (4 (1)  (n~)  (m+I) 

But the m+l-plane of A ,..., A, B is identical with that of A ,..., A, A 
because for arbitrary A,, ..., A,,, the equation 

is satisfied if we determine Ati',, ..., At\',+, b y  the equations 

Similarly if A', ,..., A',,, are given. 
B 

If 1-BB-1 is not + 1  or -1, we replace it by C = -  which does not 

affect orthogonali ty. 
IBI 

11. We can orthogonalise and norm the representation of any p-plane by 
SCHMIDT'S method ('). Put 

(i) E.  S C H M I D T ,  Über die d ,~$ i j e~mg  liaemrev Gleieliciqeu mit uvaeitdlielh v i t r l e~  Uabeknnaten, 
Rendiconti del Ciroolo Mateinatico di Palermo, 1908. 

Annmli di Matsmatioa, erie IV, Tomo III. $ 32 
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- 

and 

ln) 

The multiplicntion (row of Cu into column of U) gives 

and (row into row) 

( 1  i) (4 (il 
where 1 = 1-B B-1, and the tensors B are supposed to be orthogonal. 

On the other hand 

Hence the tensors 

with 
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are rnutually or thogonal  and no?..naed. D:) is the minor of Di pertaining to 

the kth element of the last column with a convenient sign. 

12. Orthogonal transformations. - Consider the p-plane of orthogonal and 
(i) ( P I  

normed tensors A, ..., A as well as that of the orthogonal and normed tensors 

By hypothesis 

(12-2) 

( )  P ( t )  
C =  ZÀhiA, (k = 1, 2, ..., p).  

i=1 

where 6,=O if k + i  and €+,=A 1. 
By (12-1) and (12-3), are have 

On the other hand by putting 
(il P 
A = 2 pkrC 

k=l 

the iden ti ties 

give 

Multiply the second group of equations by 6,,Ap, and add them. We find, 

by (12-4), 

i. e. 

where 
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Consequently 

and 

Hence 

and 

(12-5) 

These relations (12-4) and (12-5) express the properties of local orthogonal 
traiisforinations in a Riemannian apace with a definite or indefinite furida- 
mental quadratic form. 

13. The angle between a 2,-plane and a tensor. - In general the angular 
relations of a p-plane and a q-plane are perfectly determined by the minima 
and maxima of the angle 

considered as  a function of the parametres h ,,..., A,; p ,,..., pg ('). We shall 
consider some particular cases to rely on it in the sequel. 

P (i) 
The angle between L hiA  and B. By definition 

i=l 

In order to determine the value of A , ,  ..., )i, for which this expression assumes 
an extreme value we nîay suppose that A , ,  ..., 1, satisfy the condition 

because it is a restriction on the length of the tensors bnt not on their directions. 

(') C. JORDAN, &sni su?* ln  géométrie a n dimensions. Bulletin de la Société mnthéina- 
tique de France, t. 3, 1875, p. 103. 
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Thus, in the usual way, we are led to determine the extrema of . 

P f@i,...7 Ap) - 5 VGi ,  .., Ap) 

where 

Hence 

Since we want only t h e  ratios of Ai we can take 

i. e. the extreme angle u 
P iii 

between the tensors of ZhiA and B is that between 
i= 1 

P ii) 
ZDP)A and B. Moreover 

i=l 

- .  
i=l 

COS a = s cos (, P, B). 
(t) 5 D ~ ) D ) )  1- A a -1 . 1- B B -1 

i, 1c=l 

(1) (P) 
If A, ..., A are mutually orthogonal, we can take 

and 
-- 

P (il 1 
Z ( - A  B-12- 

1 

(13-7) r= l  
COS cf. = (4 i) - - /m 
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(i) ( P )  
If A ,..., A are ulso normal, i. e. (i, i)a = 1, we have 

( i )  (i ) 
cos2 a i s  a n  orthogonal invaliant. As 1- A B  -1 = v ' ~  cos (A, B), this theorem 

is the generalisation of the projection theorem. Proof. If we represent the 
P ( i )  (0  

p-plane ZAiA by another system of orthogonal and normed tensors C we have 
i=l 

and the condition of orthogonality is 

which shows that cos2 u is an orthogonal invariant. 
P ( i )  

We remark that if the angle between B and ZhiA is the angle between B 
i = l  

( 1 )  P (a) (1) 
and A, then B is orthogonal to the tensors XA,A. In fact b y  hypothesis cos (B, A)  . 

i=B 

is the extremum of the expression 

P (i) P ('4 P 
where we can suppose that 1-  Z hiA, Z h,A-l= Z ht26,, = -t 1 and that h, = 1. 

i=l Ic=l  i=l 
(i) 

If the qiiantities 1-B A -1, (i = 2, ..., p) are  not al1 zero, we c m  choose 
(1 )  

the A,, ..., A, siich that cos (B, A) is not the extremum of the expression in 
question. Which proves Our remnrk. 

P ( 0  m ( i )  
14. The angles between Z hiA and Z piB. - We suppose that n2 < p and 

i= 1 i-1 

(i) (0  
that both system of tensors A and B respectively are orthogonal and iiormed 
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and we are going to determine the values of A,, pi for which the expression 

assumes an extreme value. Since this expression is not changed when we 
replace Ai  and pi by KA, a i ~ d  Lpi respectively, we might suppose that 

m ii) 
Fix p, ,..., p m .  For B = L pIB, the square of the extreme value is given by 

i=l 

m m ( i )  ii) 

Putking f ( p , , . . . ,  pm) = 2 Cjkpjpk and ?(pi ,..., pm) =. pa 1-B B - 1  = 6', we have 
j ,  k = l  r= l  

to determine the extrema of f ( p ,  ,..., pm) - p y ( p I  ,..., ILm), i. e. to solve the 
equations 

This system of homogeneous, linear equations is possible only if we take 
for Q a root of the equatiori 
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(0 (0 
To each root p, of that equation corresponds a set of values y,, ..., p, making 
the expression (14-3), heiice (14-1) with the corresponding A,, ..., ii, an extremum. 
We denote these extrema by cos (,P7 ,Q),, i = 1, 2 ,..., m. 

( i )  rn (i) (r) 
The tensors E = 2 y,.B, (i = 1, ..., rn) w e  ??zutually ovthogonal. In fact 

r-1 

s=l 

and similarly 

Hence if j +  i, 

which proves the 

On the other 
(ii P (4 (9 (r) 
C=L brI-AE-1 A, 

(i) 
statement i f  al1 the B are of the same type. 

ii) m (i) (r) 
hand to every tensor E= L p,.B belongs, b y  (14-6), a tensor 

(i) 
(the angle between them being the angle betweeii ,P and E ) .  

( i )  
The tensors C are nmtually 09-thogond. In fact 

(1) (m) 
Consequently if we take E,..., E for the fundamental tensors of the na-plane ,Q 

(1) (nt) 

and Cl..., C and p - 112 other orthogonal tensors for the fundamental tensors 
of ,P, the m(<p)  angles between the planes .P and ,Q are the angles 

( r )  (V) 
between the corresponding fundamental tensors C and E :  

The system 
Consequently if 

(1 )  (P) (1) (ml 
C ,..., Cl E ,..., E is orthogonal and represents a p + nt-plane. 
p + rn > n, ,P and ,Q have a common p i- na - n-plane. 
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More generally, if ,P and .,Q have n. common p plane, the number of the 
angles between them is diminished by p. 

(1) (PI (1) (4 
If A ,..., A and B ,..., B are not orthogonal and normed, we have 

. . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . .  . I l .  

1; i, 1) ,..., (i, i-1)) A 1 1 (k, 1) )..., (4 k - l ) ,  (k) B 1 1 
i. e. if we denote by d; the minors of Di and by di' those of Bi, we have 

15. We are going to apply the preceding result to the determination of 
(0 (i) 

the angle between the two p-planes I: A,A and p,B t 2 piA. Fix the numbers 
i=l i=2 

.... l,, pD and denote by C the tensor thus individualised. According to the 
(0 

preceding paragtaph the angle between C and the p-plane L 1,A is the angle 
ê=1 

between C and 

P (il P - (i) ' 
Let 2 = Z piA. The angle between C = p,B + 2 and the. p-plane B &A is 

i=a k t  
(4 (1) 

the angle between p,B + 2 and p,6, ] - A B - /  A +  A with the conditions 

- - (1) 
1-AB-I=0, 1-AA-\=O. 

Annali di Maiatenratica, Serie IV, Tomo III. 
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(1) 
Consider now the two biplanes A,A + x,A and p , B  + p 2 A  with the restri- 

0 )  
ctions 1 h , A  + h,A 1" * 1 ,  1 p, B -+ ~L,A 1% = t 1 and determine the extrema of 
angles between tensors of the two biplanes i. e. the extrema of the expression 

with the conditions 

Hence 

(1) (1) 
If 1-  A B-l2 =8182, the tensors A and B coincide, hence also the two bi-planes. 

Consequently if this is not the case, A, or A, or pi or p, vanishes. The cases 
A, = O ,  y ,  = O ;  A, = 0, p2 = 0; h2  = O, pi = O  do not lead to anything new. 

(1) 
The case A, = 0, p, = O leads to the angle between A and B. Thus the angle 

(1) 
between A and B i s  the angle between the two biplanes in question. More 

(1) 
generally since this angle is independent of A, the angle hettoeen A and B 

P (1) P ( 1 )  
is the angle between the tzoo p-planes Z IiA and y,B + B  AiA. 

i=l 1 x 2  

16. Suppose now that the two pp1anes considered are not 
P (il 

and normed. According to No. 11 we have to replace XA1,A by 
i=l 

P-1 (i) P (4 
Z p'iA + ~9 B by 2 pi P with 

i=l i=l 

orthogonal 
P (il 
2 AiG and 

i=l 
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where for a < p 
(4 (4 
V= U, na = Da 

(P) (P) 
and thus the angle rp between the two p-planes is the angle between G and P. 

Let us calculate now sin2 y. We have 

But it is readily seen thst, 

On the other hand, denoting by Afk  and the minors of D, and of Dlt, 
respectively pertaining to the ith row and kth column, we have 

Consequently 

But as h + p ,  

i. e. the last two of the right hand side cancel each other. We have thus 
the equatioii 
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with 

D+ 

which leads to 

But by SYLVESTER' 8 theorem, 

DpDIP - D'2p = Dp-iDp+i 

foi. D,-, is syrnmetrical. 
Hence the formula i n  question 

( p ) ( p )  Dp-,DP+, 
t_ sine (G, li') = DPDHP 

(1) (P) (1) (PI . Put finally P = - (A ,..., A)- ,  Q = - (B ,..., B)- 
It is readily seen that 

(1) (P-1) 
Hence if P = - ( A  ,..., A, B)-, we have 

1-PP-11-PP-1-1-Pp-le DpD"p-D'2 + sin2 (P, F)  = - - "5 1- P P-( 1- P P-1 Dp D p  
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Thus the angle between the two p-planes P and 3 is equal to the angle 
(P) (P) P (4 

between CS and F. This shows that the representation of the tensors Z hiA by 
k l  

(1) (PI 
the tensor determinant -( A, ..., A)- is fairly complete. 

CHAPTER II. Geometry of tensor spaces. 

17. In  this chapter we are going to examine various kinds of correspon- 
dences between tensor p e n d s  attached to different points i. e. we are going 
to construct various types of tensor spaces. As a rule, the passage from a 
teiisor A(p)  at p to the corresponding tensor B(q) at  q is called parallel displa- 
cement or translation of A@) from p to q. 

If we require that, once the path from p to q is given, the initial tensor A(p) 
determines the corresponding tensor a t  q, the correspondence will be established 
by a system of equations of the type 

dx' ds", A* means that the suffix disappeared (') in where a stands for --,..., - 
dt dt  

a summatioii involved in p. 
O .k,. To every curve xa(t)  and to every tensor of ariy type aiid rank A .,,. at- 

tached to the point xa(to) belongs a system of equations, and, provided p, fa, 

f"P,... satisfy very general mathematical conditions (?) in the neighbourhood 

of the point r a ( t , ) ,  this system of equations determines A:" ( t )  along a finite 
O 

arc  of the given curve so that A::: ( t ~  = A :::. 
In order to distinguish the fuhctions A", as defined by the oorresponding 

system of equations of the type (17-l) ,  from an arbitrarily giveil tensorfield 

along the same curve C, w e  denote the former by A'.:: ( C ;  to ) ( t )  or in words: 
O 

A'.:: transported d o n g  C from da(t,,) to za(t). 

(') Bee T. LEVI-CIVITA, Diferencinlee segzmdns,qzce ee ezcmportai~ de mods invnrinntivs. 
Revista Maternhtica Hispano-Arnericnna, 1923, vol. V, pp. 165-176. 

(') See, for example, E. PICARD, Traité #Amlyse, toine II. 
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The tensormanifold M,(T)  with the connexion thus defined will be qenoted 
by M,,(T; p, fa ,  f"6, ...) and called lineally connected tensorspace with the 
parameters of connexion f", fa ,  PB, ... ( a  lineally B meaning that the connexion 
is defined nlong lines). We remark that this iden of tensorspace is independent 
of metrical considerations though on the other hand it is a uatural extension 
of LEVI-CIVITA'S connexion (') generalised by WEYL (2). We complete this 
scheme by defining the correspondence between scalars a t  different points 
by equations of the type 

d f  + ~ ( 3 0 ,  &, k,... 1 f )  = O 

and remark that if 4 - O, i .  e. if we remain at the same point, al1 the tensors 
correspond to themselves. Hence 

dAU 
%=O, --=O, d t etc. 

i. e. 

~ ( x ,  0,  0 ,... 1 f )  0, f"(x, O, O ,... 1 A*) e O, fu(x, O, O ,... 1 A,) = O, etc. 

We shall suppose in the sequel that y, p, fa, PB, ... satisfy this condition. 

18. Differentiation of tenaora. - Now we are able to attribute a sense to 

the difference Au(p + Am) -A"() or more generally to A::: ( p  +AS) - A',:: (p),  

i. e. to define differentiation of tensors dong a line. For this purpose we 
replace AU(p + A x )  by its equivalent at  p dong the given line, namely, 
by Au(p +- Ax)(p) or in the notation of the previous paragraph by Aa(t + At)(t) 
and we put 

In order to 
in integral form 

where x stands 

- 

AAa - = lim 
AQ(t -t- A t ) ( t )  - AU(t) 

A t  A t  A t - O  

calculate this limit we write the corresponding system (17-1) 

d x i  dxn 
for xa(.c) ,..., xn(r) and similarly x stands for - ,..., - dr dz ' 

(a) T. LEVI-CIYITA, Noziotae di pavallelismo in m a  varietd qzlalunpzle e conaeguernte epeci- 
jcaoione geometrica della czsrvnluva riemanniana. [Rendiconti del Circolo Mnteniatico di Pn- 
lermo, t. XLII (1917), pp. 173-2053. 

(2) WEYL, Raum, Zeit, Matevie, 1920, p. 169. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Hence 
t . .. 

Aa(t + At)(!) = Aa(t -+ Ai) -Jp[x, s, ÿ>,... 1 A*(t + AtX=)]dr 
t+At 

which readily leads to the result 

AAa dAa . .. -- - - -- + ~ ( L E ,  x, x ,... 1 A*). 
At d t  

We notice that the value of the righthand side is the same for curves 
passing through xa( t )  with the same numerical values @ l ) ,  x(t), ... . 

Similarly we get 

AAaB dAafJ . .. -- 
At 
- + f*8(ÿ>, a, s ,,.. 1 A**), etc. - dt 

In the same way for a scalar f :  

where, in general, cp varies with the weight of the scalar f. 

We put finally 

AB AAa ---- AA AAae - - - eaeg, etc. 
At  - At ea, E- - At 

Hence the systein of equations defining the translations of a tensor of 
any type and rank can be written in the symbolic form 

for scalars 

We remark that in spite of the intimate connexions between translation 
and differentiation of tensors, these two operations are essentially different 
in nature. In fact trauslation of tensors applies to ii~dividual tensors and the 
result of translation is a range of tensors dong the given curve. The indi- 
vidual numerical tensors of tt tensorfield are translated independently of one 
another. We notice finally that, according to the theory of PFAFFIAN systems, 
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translation of a tensor, in general, cannot produce a continuous tensorfield of 
two or more dimensions. 

On the other hand differentiation is defined only for tensorfields since it 
involves neighbouring values of the components.~ Furthermore tensor differen- 

AA 
tintion is a local operation, i. e. A  and - are attached to the same point 

At 
whereas translation leads to tensors attached to different points. 

19. For the examination of the general properties of tensor differentiation 
we introduce the following notations : 

a) general tensor differentiation : 

and 

(19-2) 

where 

AAa dAa . .. -- - -- 
At - d t  + fa($, s, X, ... 1 A*) 

dp 3fDLAAP dzfa d dfa (19-3) - = - -- a z f a  A A ~  AAY ap A ~ A ~  4- - - 
d t  aAP At ? d i r = d i ( d i ) = a A s a A y ~ ~ ~ ~  aAe At2 etc. 

Similarly for covariant tensors and for tensors of higher ranks : 
6 )  speoial kinds of tensor differentiation : 
1") f", fa ,  PO, ... are homogeneous and of order one (but not necessarily 

linear) in the tensor components. In that case we shall use the notation 

A'Aa 
-- *t 7 etc. 

2") f", fa,  f , ~ ,  ... are hoxnogeneous and linear in the tensor components. 
We put 

8Aa dAa 
-- - -- - 

dt 
+ Z(X, X, X , i i i ) ~ r ,  etc. 

ôt 

and in particular 
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.. ... 
3") f;,., e, ... do not depend on x, x etc., and are homogeneous and 

linear in x. We put 

In particular 

-- DA" = ~~ + I , ( X ) A , . ~ ,  etc. 
Dt d t  

I n  that case we can separate the terms containing xs and put 

DAa aAa _- - - - DAa - aAa - - +.p A,, etc. 
D Z ~  axS +f:,,Ar2 p~ji a$S ma 

The cases 1") and 2"), in general, do not lead to partial differentiation (!). 
The properties of tensorial differentiation. For the A and A' operations in 

general 

where as for 6 and D we have 

Similarly for the sum of tensors: In general 

But 

(19-1 1) 

(4) See P. DIENES, Sur les diffdrentialles secondes et ln dérivntion des tetiseurs. Rendi- 
oonti delllAccrtdemin dei Liiicei, 1924, vol. XXXIII, ser. 5, l0 sem., p. 265. 

Annali d i  Matematica, Serie IV, Tomo III. 34 
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With regard to multiplication, the rule 

is, in general, not satisfied by any of the operations. In fact, this riile applied 
to two contravarian t tensors means that 

which can be satisfied only if the differentiation of tensors of higher ranks 
is deterinined by that of vectors (= tensors of the first rank). In that case we 
cal1 the teiisor space monodrontic and define differentiation of Aap by (19-121). 
But everi then rule (19-12) applies only to A', ô and D for in the general case . .. 
fol(%, X, x,... 1 A*BP) + fqx, x, &. (A*)BB arid with the exception of tensorial 
differentiation of a scalar 

This equality is satisfied only if rp = O. We reinark, however, that 

In this paper, unless the contrary is explicitely stated, we deal with mono- 
dromic spaces. 

In general none of the differentiations is interchangeable with contraction. 
It is so for ô and D if, and only if 

respectively. In any case the lefthand side is a tensor: 

( l )  SCHOUTEN, Rieci Knlkül, Springer, Berlin, 1924, p. 66. 
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Contraction and differentiation are connected by the fornlula 

In particular 

and 

At each successive contraction we get two new terms in  f i  i. e. two new 
sums in 6 and D. 

If the contraction leads to scnlar, we have e. g. 

A l  La 
Rernark 1. --=O defines a transport of directions i. e. 

A t  

only for A' (6 and D). 
P (i) 

Renzarh 2. The transport of a multiplnne 2 A,A is independent of the 
i=l 

(0 
fundamental tensoi's A only for 6 (and D). . .. 

Renia?% 3. In  the general case, fa(%, X, x, ... 10) is a teilsoi., so is . .. . .. . .. 
f"(x, x, x ,... 1 A* + B*) - f"(x, x, x ,... 1 A*) - P(X, X, x ,... B*) as well as 
f*(x, & ,... 1 AA* 4- PB*) - Ifa(%, x ,... 1 A*) - pfa(x, x ,... 1 B*). In  fact f" is tran- 
sformed by the formula 

wliich proves the last stntement. 
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We notice that 

where Etp = O if p += a and = 1 if = a. 

20. Taylor formula for trsnsported tensors ('). - Take a teiisor line Aa(t) 
along C ;  transport Au(t) to Xa(to) b y  the equatioii 

and consider the one parameter ( t )  fninily of tensors Aa(t 1 1  ta)  nttached al1 to 
the same point Xa(t ,) .  We are going to expand A(t 11 ta) as a fuiiction of t in  

Taylor series : 

In order to calculate the coefficients of t - t , ,  ( t  - ,.., we write (20-1) in  2 
integral forni 

First of al1 we see that Aa(t II tJt, = Aa(t,). It follows that 

Hence 

and 

(20-4) lim 
dAa(t I j  t , )  - 

tout d t  - At 

(i) 1 first proved tbis formule for opertttioii in my paper: Sivr les di.f&entielles se- 
condes et ln ddl-ivation des terseurs. Rendiconti delllAccedeinizc dei Lincei, vol. XXXIII, 
eer. 5, 1924, p. 265. 
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To calculate the second derivative we notice that uiider the iiitegral 
sign, f" depends on t only through the componants A*(t 1l.c). Coiisequently 

d 2 ~ " ( t  1 1  t,) A2Aa 
dt' - At* 

and so on. 
In that way we fiiid the formula 

Analogous formula for scalar fields and tensor fields of any rank and type. 

21. Cnrvstures of a teneor line. - The preceding result enables us to 
investigate a tensor line in the neighbourhood of a point. 

Since mTe cannot compare two tensors attached to different points, we 
have to transport Aa(q) from q to p. But, by (20-3), at first approxinmtioii 

Hence the limit plane of the tensors Aa(C; q il p )  and Aa(p) wheii q approaches p 
- AA 

is the plane of A and A = - .  The osculnting biplane of the tensor liiie is 
At 
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dxa  
that of A and A. Puttiiig Aa = t we see that the tangent plane to the curve 

dsa 
at  p is the plane of the tensors - d t  and Er?), A dt 

If a is the angle between A@) and A(C; q 1 1  p), the first ciirvature of the 
a sin a 

tensor line is, by definition, the limit of the quotient - i. e. that of - 
At' At 

But by (5-7) 

(21-1) sin (A, A+ A A ~ )  = 
1 A A ~  1 

sin (A, A A ~ )  = 1 1 sin (A, 1). 
1 A + A A ~  1 I A I - A A ~ I  

Hence 

(2 1-2) s ina  I A ~  - - V I - A A - 1 - A A - I - I - A A - ~ ~  lim - - - sin (A, A) = 
,,-O At 14 1 -  AB-1 

ta 
The iiorined tensor N in the biplane of A and A, orthogonal to A, is called 
the fint no?vnal of the tensor line. 

Similarly formula (20-6) shows that when q approaches p, Aa(C; q l l p )  is 
[PI 

a tensor of the p t l - p l a n e  of A, A, ..., A. We cal1 this p+l-plane the pth 
osculating plane of the tensor line. 

Consider the g-plane A ,  , . . . , p l ' ) .  As the rule of diflerentiating 
determinants extends to tensor determinants, we have 

IP-21 [Pl P = (a, À ,..., A A ) - .  

[P-el 
Hence the tensors A, A, ..., A belong to P as well as to P. Coiisequeritly 
they belong also to the p-plane P(C; q 1 1  p )  = P +  PA^. Denote by a the angle 

a siil a 
between P and P(C; q l(p). The limit of the quotient -, or that of - 

At At ' 
when At -O is cctlled the pth curvature of  the tensor line. 

But, by (5 -7 ,  

sin (P, P+  PA^) = 1 ' 1  At sin (P, P). 
I P + P A ~ I  
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Hence 

sin (P, P.+  PA^) -- - i l -PP-I \ -PP-\ -I-PP-~~ (21-4) yp = liin - I P i s i n ( ~ ,  P)= 
At ]PI At -+O 1 -  PP -1 

Finally (16-6) and (16-7) çive 

where 

dxu 
Putting da= - 

dt ' we çen the successive curvatures of the curve. 
(7)  ta) 

The direction N in the 3-plane of A, N, A is called the second normal etc. 
CA) ( f i )  

A, N, ..., N is called the principal n-nuple. 
The final form (21-5) of the curvatures y, reproduces the KOWALEWSKY- 

BLASCHKE formulae (') with the difference that Our formulae apply also if the 
metrical quadratic form is not definite. But the real difference lies in the fact 
that we succeeded to define the successive curvatures in a purely geometrical 
way by following as closely as possible. the usual procedure. 

(1) (2) O b )  .... 22. Consider the principal ennuple N, N, N (e. g. taiigent and the 
n - 1 principal normals) attached to every point of a given curve. We can 
easily verify that 

..... 1 (O, 0) (O, i - 2), Au 

where 

(') W .  BLASCHKE, Frénet9 s f i r m e h  füv  den Rnzcna Rienanlm Matheiiintische Zeitsclirift, 
vol. 6, 1920, y. 91-99. See niso P. D I ~ N E S ,  Ddtewniwmzts temsoviels et la gdomdtvie des teweetcrn. 
Comptes Rendus, Premier sernestre 1924, p. 682-685. 
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and 

In fact, if i > k 

D, = 
(O, O) ,  ..., (O, i - 1) . . . . . . . . . . . . . . . .  

( i -1 )  O )  ,.... ( i -1 ,  i- 1) 

[k- l l  
Write the second determinant in the form n,Aa + a , ~  + ... + @+,Aa and 

(i) (W 1 
NaN@gaB= -- 

notice that, for j < i 

..... (0, 0)  (O, i - 2), Aa 

li -11 
i l  0 ) .  ( 1  2 A 

We see thiis that, if i + k, 

(O, O)  ...., (O, i - 2), Aa 
. . . . . . . . . . . . . . . . . .  

[i-11 
( i  - 1, O) ,.,., (i - 1, i - 21, Aa 

(0, 0)  ,..., (0, k-21, Au 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

[k-11 ..., (k-1, O), (k-1) k-2)) Aa 

u-11 
A, = 

(1) (11) 

Consequently the system of tensors N, ..., N is orthogonal and normed. On the 
(1) (2) 

other hand ,V is parallel to A, and N is in the plane of A and A: and normal 
to A i. e. N is pnrallel to the first normal and so on. 

We remark that if in (22-1) we replace IfD,-,Di 1 by /D~-~D,, w13 intro- 
(i) 

duce inlaginary tensors (instend of iiegative tensors) but the11 the N are not 

. 

..... (O, O)  (O, i -- 2), Aa 
. . . . . . . . . . . . . . . .  

Ici1 
(i-1, O )  ,.,., (i-1, i-21, Aa 

(9 (9 
oiily orthogonal but NuNpgap = + 1 for each of them. 

[i-21 [i-11 
( a , ~ , + a , ~ , +  ...+ a,-,Aa+D,-,Aa)-2 
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23. As a preliminary to the introduction of rotation of tensor n-uples we 
are going to express the fundamental tensors in invariants ('). Consider for 
that purpose an arbitrarily given continuous and differentiable tensorfield of 

orthogonal and normed n-nuples 
denote a,s usual 

Putting 

(i) 
Ra called the reference n-uples. We shall 

(h) (Lw)  (4) kt  .,, k", 
Xpiv-, 8. pl R ~ ,  ... R'U HP", = z ... z ai, ... i m 7  

D i  y - r  (4) (à",) 

(i) 
(we do not apply the sunzmation convention t, 1 in  this paper;) it is readily 
seen that 

xhr-~, Po - k, ... kW ( 4 )  ( iw)  - a .  . Ra, Rpl ... Raw R b .  ai ,S.., a", ... e", 
(k t )  ( k 4  

k,  ... k ,  
Thus we see that every tensor can be expressed in the invariants a 

i, ... io 
(9 

and in the reference n-uple Ra. 
Applying it to the metrical tensor gap7 we get 

with 

Hence 

Similarly putting 

(23-6) 

we get 

(23-7) 

(l) G. RICCI et T. LEVI-CIVITA, Mdthodee de calcul di$B'~mtiel rcbeolu et leurs applications. 
Math. Annalen., Tom. 64, 1901, p. 125-201. 

Annali di  MatsrnaCiou, Serie IV, 'l'omo III. 35 
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with 
(23-8) Pi j  = Pji if gag =I. gpa. 

Furthermore 

We put finally 

24. The interchange of differentiation and contraction [see rules (19-17), 
(19-18), (19-19)] leads to some relations between the invariants p, a and 1.. 

First, by (19-193 

On the other hand, by (19-12) 

a ( $ a ~ p )  (9 - (i) - - E R p  - - - - 
6t 

(a7 8) 6t (k) (a, p) (a, 8) 
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Hence, since the tensors R are mutually orthogonal, 
(k) 

Elimiaating o:~  from (23-13) and (23-14) we have 

Eliminating yfk we find 

(<) -' (*) 

Express now an arbitrary n-uple Au in terms of Ra. We get  

(24-5) 

Hence 

( 5 )  ( I )  ( j )  

and multiplying by RB and summing: a U 1 =  ai), i. e. we have 

(24-6) 
Putting 
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Multiplying by R, we have 
Ch 

ii) (il 
The fact that both Aa and Ra form an orthogonal and normed n-uple is 
expressed by the relations 

(i) 
where we suppose that in the two systems Aa and 
respond to positive and negative tensors correspond 

(O 
Ra positive tensors cor- 
to negative tensors. 1. e. 

tk) t b  
Aa Am = Ra Ra. 
c i )  (0 

Proof: By (245) 

which leaàs immediately to the result announcend. 
Finally we notice that 

for the lefthand side is 

25, Rotation of ta-uples. - The rotation of an orthogonal and normed 
n-uple at a point means a one-parameter family of orthogonal and normed 
n-uples al1 attached to one and the same point. But every one-pakmeter 

04 
family of n-uples Au(u) attached to the same point form the solution of the 
simultaneous equntions 

with conveniently chosen pe"(u). 
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In fact, by (25-l), 

(il (3') 
which determines p u  when the fuiictions Aa and thus also A, s ApgaB are 

( A  
giveii. 

(i) 
Since Aa form an orthogonal and normed 12-uple for every value of u, 

we have 

for Aaaa is either O  (if k + i) or 1 (if k = i) for every value of u. Hence 
(k) 

(4 (3 
Consequently we define rotation of a tensor n-uple Aa as the solution Aa(u) 

n 

(il 
of  the equations (25-l),  subjected to conditions (25-3), reducing to Aa for 

O 
u = u , .  

Since gap is independent of u (al1 the tensors considered being attached 
to the same point), we have 

which shows that the rotation in covariant components is governed by the 
sanze set of equations as in contravariant componeiits (the initial values 
beiiig in general different). Therefore we do not riead to distinguish pik 
from p i k .  

To justify Our definition we have to show that if the initial n-uple is 
orthogonal and normal, the whole family of n-uples defined by (25-1) is ortho- 
gonal and normal. But by (25-2) and (25-3) 

( i l  

~(A.A,) c i )  d Aa 
( k )  - dAa (i ) 
- - -- ( i l  (k) (k) A a +  A,- -=p lk  1 t p k t l = O .  

d u  du (4 du 
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(i> 
Thus the value of AaAa does not change with u. Which proves the sta- 

(76) 

The rotation of n-uples corresponds to the rotation (-change of orien- 
< j i  (a) 

tation) of rigid bodies. If A and A are  both positive or both negative tensors, 
the relation (25-3) becomes the normal one pu + p=" = 0. 

The method proposed by us (') for solving LEVI-CIVITA'S equations applies 
without s n y  modification to the systein (25-1) and leads to the explicit form 

( i i  
of the solution A"() : 

and i t  is readily proved that series is absolutely and uniformly convergent 
in a finite interval (u, ,  ?A) if the functions ppV are bounded and integrable. 

26. Displacement. - We shall cal1 a set of orthogonal and normed n-uples 
continuously distributed dong  C7 a displacement of any of the n-uples in 
question along C. Every displacement of a contravariant 12-uple along C can 

( i )  
be represented as  the solution Aa(C7 p p v ;  t,ll t )  of the equations 

(il 
corresponding to the initial values Aa(to). 

(') P. DIENES, SUT la structure mnthtfmatiqus du üalcul Tensoriel. Journal de Matliéma- 
tiques pures es appliquées, 1924, p. 79. 
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which determines the rotational coeficients ptj(t) and thus proves the 
statement. 

But these fuiictions are subjected to a set of conditions resulting froni 
the fact that the n-uples are  orthogonal and normed a t  avery point of C. 
In fact 

and on the other hand 

i. e., by (26-l), 

i. e.  by contracting and equating the two results 

6ga0 = O, so that in that case the con- In Riemannian geometry C:, = O, = 
dition reduces to its normal form : 

(4 
Condition (26-3) is not independent of A". Consequently if we give the 

rotntional coefficients we cannot, in general, use them to define rt displacement 
of n-uples by (26-1) because before solving the equations we do not know 
whether (26-3) will be satisfied or not i. e.  whether we get a series of ortho- 
gonal and normed wuples or not. 
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In the case, however, when 

(4 
the terms containing Aa cancel each other and we get the usual form of 
condition (26-4). 

(26-5) expresses a property of the translation, i. e. it refers to the conne- 
ctive properties of the tensor space in question. W e  shall cal1 a space wheve 
local rnetrics and translation ave connected by  (26-5) f .~o t~*op iea l .  In an 
isotropic space every system of equation of type (26-l), zoith rotational 
coeficients (26-4), defines a one-parameter fam.ily of orthogonal and nowned 
n-uples i .  e. a displacenient. 

(3 
We notice, however, that if, for given pij(t) the function Ayt) satisfy (26-1) 

and (26-3)) it follows that 

(i) 
i. e. if for a single value of t the n-uple Aa(t) is orthogonal and normed, it 
is so a t  every point of C. 

27. Similarly for covariant n-uples. We put 

The general condition (26-3) is replaced by 

I n  Riemannian geome try 
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Condition (26-5) is replaced by 

(27-5) !@= 04 + (7s.. 
6t 

A relation between covariant and contravariant rotational coefficients is de- 
duced from (26-2) and (27-2). In fact it follows from those equations that 

(4 
.?jAQ (4 6Bp 6 (9 ( 4  (4 

Ba - 4- Az -a = - (AxB$)  = p*Az Bp + pjkBp A". 
(31 6 t  6t 6t 01 (A  (k) 

Hence by contraction 

cn 
Thus taking Ba = ABgap, we have 

(31 

(9 
Since Ar enters in this condition, there is no genernl relation i. e. independent of 
the specific line of n-uples considered, between the contravariant and covariant 
rotational coefficients of n-uples. In Riemannian geometry (27-6) reduces to 

which leads, by (26-4) to 
(27-8) Pif = 21". 
In that case we can write 

(k) 6A - = ptkA. 
6t 

In Riemannian geometry displacement and mising o r  lowering suffixes 
are  interchangeable. In  fact, from 

' 6AB (' (k) 
-- 
6t - p;kAs, 

we have 

Annoli di  Ma~lmalica, Serie IV, Tomo III. 
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(4 
siiice - = O and Ci, = O .  We see thus that the displacement of (APgpa), 

6 t - - 
(9 (4 

dong C reproduces the line of n-uples ABgpa as deduced from AP. Which 
proves the statement. 

The same is true in the general case. In fact, by (26-l), 

Hence, by (27-6), 

Consequently 

which proves that displacernent and raising or lowering sufixes a?*e inter- 
changeable. 

28. We notice, however, that translation as usually defined and raising 
or lowering suffixes are, in general, not interchangeable. 

Since translation is usually defined by the equations 

6Aa 6Aa - - = O  and - -O 
ôt  6t 

i. e. by pij = ptj = 0, condition (26-3) reduces to (26-5) and condition (27-6) 
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to Cg, = O. I t  is only when both these conditions are  satisfied when it follows, ( 
like in Riemannian geometry that that translation and raising or 

6 t 
lowering suffixes are interchangeable. In WEYL' s geometr; CO, = O  but 

is different from naught. Hence in that case translation destroys the connection 
between covariant and contravariant component of a tensor. 

This apparent contradiction between displacement and translatioii is re- 
moved by remarking t h ~ t  if we put p" = O, we. cannot, in general, put in 
the same tinle P, ,~  = O  because aecordiiig to (27-6) 

i. e. in generul different from zero. This remark shows also that in geriera- 
lising Riemannian geometry (where Co, = O) the natural way to proceed is to 
generalise displacement of n-uples and not translation of a single tensor. In thnt 
way thé parameters gx9(x ',..., zn) of metric, and the parameters f&v,  &, ...), etc. 
[more particulary f&(xl, ..., xn), etc.] of translation are absolutely independent 
of each other without destroyirig the simplicity of the constructioi~, in parti- 
cular the correspondence between contravariant and covariant components 
of the same tensor. Displacement of n-uples seems to fit in more adequately 
into the structure of general tensor space than the translation of a siiigle tensor. 

For instance in WEYL'S geometry displacement of n-uples is a simpler 
iiotion than translation of a tensor. .WEYL'S conception could be described 
also in saying that the translation of tensors of the second rank like g~p (or this 
pnrtioular tensor anyhow) does riot follow the usual rule derived from the 
translation of tensors of the first rank. I n  fact equation (28-1) caii be written 
in the form 

wi th 

ahd 
a 1 -  

h:% = f, - y,xf  (no summation w. r. to or) 

i. e. Weyl's geometry is not monodromic (see No. 19). 
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If we stick to monodromic spaces, equation (28-1) can be interpreted in 
two different ways. Writing i t  in its original form (') 

it prescribes the value of the partial derivatives of gap if the parameters f& 
of the translation are given. This interpretation is, in general riot workable 
because a teiisorfield is not, in general, a derivative of any tensorfield. 

On the other hand, if we give the furictions gap, (28-3) or any equation 
of the type 

where f may depend or not on gpv, determines the partiineters of translation, 
provided they a re  symmetrical in .  a ,  y. This is WEYL'S iiiterpretation of 
equation (28-3) and it leads to a monodromic space where translation destroys 
the relation between the covariant and contravariant con~ponents of a tensor 
as well as that between length and tensor. 

But (28-1) is not equivalent to (28-3). For arbitrarily prescribed transla- 
tional parameters and local metrics, equation (28-1) o r  any other equation 
of the type 

(28-5) :F = f.p(x, s,... 1 g**) 

determines grp(t, 11 t )  d o n g  C, i. e. supet-poses on the manifold a rnetvic issued 
from xi(t,) as the analytic continuation o f  the local rnet~v'c gap(to) at xi(t,). 
This metric superposed a t  sx;"(t) is independent of the prescribed local metrics 
a t  the points of C for i t  is determined by (28-5) aiid the iiiitial values glp(to). 
On the other hand it depends on the path, C, between x(t,) and x(t). 

The idea of a local geometry imposing itself on the universe i. e. upon 
its surroundings is a natural outcome of the idea of relntivity. III particulitr 
the equation (26-5) of isotropy is of the form (28-5). 

29. Decoinposition of displacement into translation and rotation. - We 
prove first that translation and ~.otation ave intevchnngeable. 

(l) H. WEYL, Raurn, Zuit, Materie. Third editioxi, p. 112, formula (48). 
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Similnrly, by (25-6) 

By (29-1) and (25-5)) we have 

which proves that translation and rotation are interchangeable. 
011 the other haiid, if we put u = u(t), the functiori of t 

satisfies the equ a t' ion 

as  we c m  easily verify it by means of (29-2) and (29-3). This shows that in 
isotropic spaces the displaceineiit of the n-uple as defined by (29-5) consists 
of a translation determined by the path and of a rotation deteriniried by 
the giveii rotational parameters pPv and associated to the translation by the 
function u(t). We usually put u = t .  

Since, for a rotation nt a point, (26-4) is satisfied, the reasoniiig does not 
apply to anisotropic spnces where (26-4) and (26-3) contradict each other. Conse- 
quently every tmnslntion and t.otation nssociated al-bitrarily in an isot~opic  
space give rise to a displacement. Conversely, every &isplacenaent in an 

(i) P. DIENES, loc. cit., p. 96, fotinuln (52). 
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isotvopic space cala 6e decomposed into a translation und an associaled 
relation. 

WEYL'S geometry k anisotropic and thus in that space displaceinent 
does not possess this property of n-uples. Translation and rotation are  inter- 
changeable in' quite general tensor spaces but oiily isotropic spaces are they 
equivalent to a displacement. 

30. Frdnet's formulae. - As an application of the notion of displacemeiit 
we calculate the p" belonging to the principal n-uple of a tcnsor lirie in an 

(i) 
isotropic tensor space. Since the length of the tensors N in unity, they cor- 
respond exrtctly to the direction cosines of the principal trihedron. 

( i )  [-il 
Since N are homogeneous linear forms of A, A ,..., A, we have 

[il (1) (i 1-1) 
But A is a hoinogeiieous liiiear form of N, ..., N. Hence 

i. e. 
(30.1) @ , ( + A  = when h >' 1. 

It follows, by /26-4), that in an isotropic space we have also 

(30-2) 
and 
(30-3) 

when k > l 

On the otlier haiid, by (26-2) and (22-l), using imaginary tensors instead 
. . of negative oiies, 

, . 
1 [il 
- (a,A+a,A+ ...+ D,-,A). 

[Di-,Di 

(i) ii+,, 
(i-1) (it-1) &Na l 

PI, t+i = N ,  -- = - 
6t fDJ4+1 

(O, O), S.., (0, i - 11, A2 
. . . . . . . . . . . . . 

[il 
<i, O),  ..., ( i ,  i - 11, A% 
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Hence, by (21-5), 
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Thus we get FRENET'S forrnulae for isotropic tensor spaces: 

We see that the usual teory of curves Ar = -- , in particular, the 
dt  "3 

method of moving trihedron exteiids without essential modifications to isotropic 
spaces. On the other hand, this result justifies Our definition of rotation and 
displncemen t. 
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Bulle superficie deformabili al modo di Bonnet. 

Memoria di GIOVANNI SANSONE (a Firenze). 

1. Le superficie a curvatura media costante possoiio deforinarsi in guisa 
che tutte le famiglie di traiettorie isogonali alle linee di curvatura si possono 
cangiare (e in doppio modo) in linee di curvatura sulle deformate (') (de-rma- 
zioni di BONNET). Noi in questo lavoro ci siamo proposti l a  questiorie di tro- 
vare tutte le superficie che godono tale proprietà. 

L a  proprietk appartiene evidentemente alla superficie sviluppabili e alle 
sferiche, le nostre ricerche provano che l a  proprietà é goduta ancora soltanto 
dalle superficie a curvatura media costante, abbiamo anzi dimostrato il teo- 
rema: Se una superficie reale S pub deformarsi i n  guisa: 1") che le sue 
linee di curvatura restino linee di  curvatura su una conveniente deformata 
d i  S ;  2") che tre famiglie distinte di  traietlorie isogonali alle linee d i  CU?-- 

vatura si cangino i n  doppio modo i n  linee di cuvvatura suEle deformate 
di  S ;  allora tutte le famiglie di traiettorie isogonuli alla S possono can- 
giarsi e in doppio modo in  linee d i  curvatura sulle deformate di  S e, se 
la superficie non é sviluppabile, né a curvatura totale costante, essa è a 
curvatura media costante. 

Per  le superficie di rotazione abbiamo in particolare il teorema del 
BIANCHI : Se eff'ettuando una deformazione d i  una superficie d i  votazione, 
una famiglia di  traiettorie isogonali a i  meridiani, distinta dai meridiani 
e dai paralleli della superficie stessa, pub cangiarsi nelle linee d i  curva- 
tura della deformata, la stessa proprietà vale per ogni altra fatniglia d i  
traiettorie isogonali, e la superficie data O è sviluppabile, O a curvatura , 

totale costante, O una superficie d i  Delaunay (2). 

Alle nostre conclusioni sismo pervenuti ne1 seguente modo. 11 problema 
di determinare tutte le  superficie in esame dipende dall'esistenza di una so- 
luzione comune a due equazioni alle derivati parziali del primo ordine del 

(') Cfr. L. BIANCHI, Lezimi di Geometvia Di$eremsicch, I I  ediz., T .  II, p. 440. Ne1 se- 
g i~ i to  oi riferiremo sernpre H quest70pera con le notszioni T. 1, T. II. 

(?) Cfr. L. BIANCHI, Annali R .  Scuola Normale Superiore di Pisa, Vol. II, p. 228 e 
eeg. 118791. 

dnnali  di bfatematica, Serie I V .  Tom0 III. 37 
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298 G. SANSONE : Sulle superficie defo~mabili al modo d i  Bonnet 

tipo di RIC~ATI con uria funzione incognita [n." 2, sistema (IO)]. Se le  coiidi- 
zioni di integrabilith soiio identicamente soddisfatte l a  superficie é sviluppabile 
( n . ~  3)) in caso opposto la funzione incognita 8 determinata da un'equazione 
di secondo grado [n." 3, equaz. (13)l. Il caso che una sola radice soddisfi il 
sistema porta alle superficie a curvatura totale costante (n." 4), quando en- 
trambe le radici soddisfano il sistema, quando cioh esistono due deformazioni 
che cangiano ogni famiglia di traiettorie isogonnli in linee di curvatura sulle 
deformate della superficie, se l a  superficie data noii è a curvatura totale co- 
stante, essa è a curvatura media costante (n.' 5, 6, 7). Ne1 caso particolare 
delle superficie di rotazione, dalla forma particolare del sistema che determina 
la deformazione risulta l a  proprieth prima enunciata (n." 8). 

1 resultati nella prima parte, possono pensarsi in certo senso quasi pre- 
vedibili. Infatti con una sola funzione incognita si deve soddisfare un sistema 
di due equazioni alle derivate parziali del primo ordine [n." 2, sistemn (IO)] 
con i coefficienti formati razionalmente con le derivate parziali prime dei 
coefficienti E, G del quadrato dell'elemento lineare della superficie, e con i 
raggi principali di curvatura della superficie stessa. Il sistema, é possibile se 
l a  superficie è a curvatura media costante, e poichè la classe delle superficie 
a curvatura media costante dipende da  un'equazione alle derivate parziali 
del secondo ordine, 8 da prevedersi e i ragionamenti fatti la provano, che la 
classe tanto ampia delle superficie n curvatura media costante debba coinci- 
dere con l'aggiunta delle superficie sviluppabili e di quelle a curvatura totale 
costante con le classe delle superficie le quali godono la proprietk in esame. 

2. Sia 
ds2 = Edu2 + Gdv2 

i l  quadrato dell'elemento lineare di una superficie S riferitn alle sue linee di 
curvatura u = cost., v = CO&. ed q', e l u 2  indichino i suoi raggi principali di 
curvatura corrispondenti rispettivamente alle linee u, v;  si hanrio allora le 
equasioni di CODAZZI 
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Consideriamo le traiettorie u, = cost. isogonali secondo l'aagolo a alle 
u = cost , e le v, = cost. ortogonali alle u, , Posto 

a-= - A,  sen o  - a+ = - A* \ i ~  COS a 

(3) 
au 

(3') 
au 

(") 
y z c o s .  a~ = - A, \i Gsen o, 

dove A, e A, sono due fattori di proporzionalità legati dalle equazioni: 

Il quadrato dell'elemento lineare della S riferito alle (u,, v,) assume la  
forma : 

e perche le linee (u,, v,) siano le linee di curvatura di uria superficie Sr de- 
formata della S occorre e bnsta che si possano determinare due funzioni 
r,', 1%; di u,, v, le yuali soddisfino le equazioni: 

1 a iogh,  a i 1 a log 1, +- - --O --- ----- - 
(11) (3 - <) - 28, ( q-; ) (T; ) au, a ~ , ? . ;  a ( l ) = o ,  

ove 9*,', Y,' indicano i raggi principali di curvatura di S' corrisponderiti 
spettivamente alle sue linee di curvatura (u,, v,). 

Dalle (4) dividendo rispettivamerite per A,VËG, A,vW si ha: 

ri- 

mentre le equazioni (l'), (27, esprimendo le derivate per rispetto ad u e v, 
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- 

diventano : 

seno 1 1 a log 1, cos CJ 1 1 a log 1, cos o a 1 
(6) 1 -&-;;).;-- Va(?.; --- ) av "a, (,tJ - + Tau(C) = 0, 

1 1  
Se per la deformata S' si avr8  -- -/ = 0 (gai' = 2-,') la S' é uria sfera, 

?'l v2 

inversameiite tutte le superficie applicabili su una sfera (a aurvatura costaiite 
positiva) godono l a  propiniet& in esame (su una sfera infatti tutte le linee soi~o 
linee di curvatura) ( 5 ) .  

Escluderemo d'ora in avanti sempre i l  caso sferico, supporremo cioè 

Da1 coiifroato delle (4') e delle (6) si ha :  

Inversamente dalle (7) e dalle (6) seguono le (4') e percib le (l'), (2'), 
quindi il nostro problema é ricondotto a l  seguente: detelminare le fun- 
zioni E, G, r,, r, [legata gis dalle tre equazioni (1) e (2)] in guisa che le tl-e 
equazioni (7)  ammettano qualunque sia la costante o, una soluzione r,', r,'. 

Indicando con o,, w, le curvature principali, posto cioè 

(j) Sulle supe~$eie a curuatu~n eoetnnte 
cap. XXV, p. 435 e seg. .  

positiva cfr. L. RIANCHI, loc. cit. ('), T. II, 
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e quindi 

1 1 - 1 1 

(8) 
- - 

- , = e2w,,  -, = 0 B O *  

ri 7 '2 

ove 0 é una funzione incognita, le equazioni (1) diventano : 

(9) 
a 1 0 g V E  &O, --- a log VG a ~ ,  

(01 - %) av au - 0, ( 0 1  - 03 au + - = O ,  au 

e il sistema (7) si riduce alle due equazioni : 
- 
E ae a log VGW, w a log VG - 202 2 O 

\ g + t g o f a z = 2 0  au w, au -2tgo'qo- Oz av 

a0 /tg5fE!--- - 28 alogt /Eo,  - 2 -  w , a i o g t / E  - 2 t g o q e - i )  (Il 

f; a 10;;~ E au au au 0, av mi > 

ae ao e da  quest'ultime risolvendo rispetto a - si hanno per 0 le due equa- 
au7 & 

zioni di RtCCAT1: 

G a log V\/G - 2 3  [h au tg O - av a log 7 - 
II nostro problema consiste quindi ne1 trovare coine si debbono scegliere 

le funzioni E, G, o,, oz [giA legate dalle equazioni (2) e (9)) in guisa che il 
sistema delle due equazioni (10) ammetta qunlunque sia o uiin soluzione 0. 

Facilmente si verifica : 
7C a) Se il sistema (10) ha  per o In solnzione O ,  per u 3- - ha la solu- 
2 
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0: 7C 
b) Il sistema (10) per 5 = O  ha la soluzione 0 = -, per o l: - la solu- ": 2 

zione 0 = 1. 
c) Se ne1 sisterna (10) supposto possibile, si cangia zc con u, E con G, 

o, con w, e 5 in - o e le derivate rispetto ad  u rielle derivate rispetto a v, 
anche il nuovo sistema che corrisponde alla stessn superficie S è possibile e 

1 
la soluzione 8 del'vecchio sistema si cangia nella soluzione - del nuovo. 0 

Queste proprietk si ricavano anche da1 fatto che le linee u, v sono per 
ipotesi linee di curvatura, e che essendo le linee (u,, v,) ortogonali, se le 
U, =  COS^. sono uiin famiglia di linee di curvatura su S', le 0, =cost. dàllno 
l'altra famiglia di linee di curvatura di S', 

3. Occupiamoci della risolubilit& del sistema (10). Posto per brevita : 

il sistema (10) put, scriversi : 

a da questo derivando la prima equazione rispetto a v e la seconda rispetta 
ad u si ha per 0 l'equazione di secondo grado : 

(13) A0" BO + C = O, 
ove abbiamo posto ora:  
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essendo K la curvatura totale della superficie. 
1 coefficienti A, B, C sono polinomi di secondo grado in tga,  e se essi 

sono identicamente nuili (rispetto a tg a), la  (13) è identicamente soddisfatta, 
il sistema (12) è possibile e l a  funzione 0 è determinata a meno di una co- 
stante arbitraria, la  S ammette quindi una deformazione continua la quale 

Tc 
cangia le traiettorie sotto 1' angolo a i casi o = O, a - - inclusi 

- 2  
di curvatura della S i n  linee di curvatura della superficie deformata; la S è 
per un teorema di CODAZZI (6) una superficie modanata del MONGE a svilup- 
pabile direttrice cilindrica. Il quadrato dell'elemento lineare di queste super- 
ficie è:  

ds' = du2 + (1 + g p v 2 ,  

esserido U = U(u), R = R(v) ('), ed 6 anche 

( 6 )  T. II ,  p. 168. 
(') T. 1, p. 168. 
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In  A, B, C il coefficiente di tg2 O e i termini noti sono nulli, scrivendo 
che sono niilli in A (O ci0 che è 10 stesso in C) e in B il coefficiente di tg o 

si hanno le equazioni : 

Si osservi che se  è O"' = O  si avi'8 K =  O 
bile, per U" + O dalla prima delle (15) si ha  : 

e la superficie S è sviluppa- 

dalla quale si ottiene (essendo U" + O )  R(v) = cost.. 
Dalla (16) una prima integrazione da,: 

(17) U '=c log  ( U t  R) + c ,  

e moltiplicando l a  prima equazione (15) per 2 e sommando con la seconda, 
tenuto conto dell' equazione (1 7) si trova : 

[- 2(1 - Ut" + CU' + cZ](U+ R) - c2U'= - ac(U+ R);  (a costante). 

Da questa, essendo U + R + O, si avrà  U' espressa algebricamente 
U +  R (e  le  costanti a, c) e cib non pub aversi per la (17) che soltanto 
caso c = O, U ' h  1 cioh per K = O e la superficie S 6 sviluppabile. 

Ne segue che eccetto il caso delle superficie sviluppabili, l'equazione 
non è identica. Aggiungiamo ora che neli'ipotesi che la superficie S non 
sviluppabile i coefficienti A e C non sono rispetto a o identicamente nulli, 
perche l'equazione (13) diventa in  questo caso BO = O, e poichè è O + 0 ne 
seguirebbe B = O identicamente (rispetto a a) e percib la (13) (contro ripotesi) 
sarebbe identica. 

La forma dei coefficienti A e C ci dice poi che d'ora in avanti possiamo 
supporre che A e C non siano identicamente nulli. 

4. Dalla equazione (13) nelle nostre ipotesi si ha  : 

(18) 
-B-t-vd O =  

2A con A =  B z - 4 A C  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



G. SANSONE: StiZle superficie deformabilà al modo d i  Bonnet 306 

e di questi due valori di O ,  perche la superficie S aminetta la proprieth pre- 
fissata. uno almeno deve soddisfare il sistema (12). ~. 

N 
Se ilon & A identicamente nul10 (rispetto a o) ne1 qua1 caso 0 ha la forma - D 

con N e D polinomi di secondo grado in tgo, se il sisterna anzmette una 
soZn soluzione 0, sostituendo uno dei valori (18) ne1 sistema (12) si ha  che 
devono verificarsi identicamente rispetto a 5 due relazioni ciascuna della forma: 

con M ed N polinomi razionali interi in tg o, dove ne1 secondo membro dovra 
prendersi soltanto O il segno t O il segno -. 

Cio porta che N non e identicamente nul10 (rispetto a o) ci06 vx si esprime 
razionalmente per tg o, e percio se il sistema (12) ha una sola soluzione (inclu- 
diamo quindi il caso che sia identicamente A = 0) essa deve avere la forma: 

O =  a,' tg% o aa,' tg a + a,' 
a ,  tg2 O + a, tg o + a, 

dove i coefficienti a,,  a,, a,, a,', a,', a,' sono espressioni razionali in E, G, 
o,, w, e le loro derivate prime e seconde rispetto ad u e v, ed essendo poi 

o2 
[cfr. n." 2, b)] lim 0(tg o) = 4 $=O, lin1 B(tg O) = 1 ne segue che numeratore 

tg o h 0  0 1  tgo-a0 

e denominatore sono polinomi rispetto a tg a del10 stesso grado, 
a) Supponiarno i n  pr imo luogo che la soluzione 0 non dipenda d a  5, 

in questo caso y.,', ra sono per le (8) indipendenti da 5 e da1 sistema (7), che 
X 

ammette una soluzione indi pendente da o, faceiidovi a = -, 5 = O, si ha : 2 

e da queste sommando, e indicando con H' la curvatura media di S' si ha:  

ossia H'= cost.. Ne segue che la S é la  deformata di una superficie S' a 
curvatura media costante e le linee di curvatiira di S corrispondono ad unn 
famiglin di traiettorie isogonali delle linee di curvatura di Sr, ma allorrt (') 

(R) T. II, y. 438. 

Annali di Afat8matica. Serie IV. Tom0 III. 
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S deve ainmettere due deforinazioni distinte corrispondenti a valori distinti 
di 0 e ci6 è contro l'ipotesi che il sistema (12) abbia una sols soluzione. 
Escludiamo d'osa in avanti corne si t5 prima detto il cnso r,'=r,', e pih in 
generale iI caso di una superficie a curvatura totale costante, applicabile 
quindi su una sferrt di raggio reale ( I * , '  e r,' reali) O puramente immaginario 
(r,l e 112' immaginari), rimandando ad una prossima Memoria Io studio di questi 
casi particolari in cui vogliamo che esista un'effettiva deformazione della sfera 
che' trasformi le famiglie di traiettorie isogonali in linee di curvatura sulle 
deformate. 

b) Supponiamo in secondo luogo che il secondo nzembro della (19) si 
riduca a l  quoziente di due funzioni lineari in  t g  5 : 

a,' tg u + a,' O=- 
a, tg a +- a, ' 

o2 7F 
Per o = O ,  & O = 3, per o = - B 8 = 1, [efr. n.' 2, b)],  ne segue che 0 

i 2 
deve avere la forma: 

n w2 
Abbiamo detto perb che cangiando 5 in - + 5, 0 si eangia in 6; [n.' 2, a)], 

2 
dom& nllora essere identicamente : 

e percib deve essere identicamen te : 

e per I'irriducibilita delle due frazioni: 

i p 
DR questa si ha a = -, p = 1, 3 (i unità immaginariaj, Percii, 0 h a  

"'iW% 

1' espressione : 
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Scriverido ora  le  condizioni che c i  assicurano che 0 6 una soluzione del 
sistemn (12), si ottengono per le funzioni E, G, Y,, I ' ,  oltre le equazioni (1) 

e (2) le altre K = -  ( Y:J 

e percib le  superficie corrispondetiti alle (21), se esistono, sono immaginarie. 
[In altra Memoria esamineremo questo caso particolare]. 

c) Supponiarno infine che il numeratove e i l  denominatore della 
fi-azione (19) considemti corne polinomi in t g  5, siano primi tva  loro, posto 

N 
allorn 0 = - cori N e D polinomi di secondo grado rispetto a tg  o, primi tra 

D 
loro, e sostituendo nella (13) essa diventa: 

AN4 + BND + CDa = 0. 

Dovrh essere qoindi N divisore di C, D divisore di A, e poiché A e C 
sorio polinomi di secondo grado, dovrh essere 

dove n b unn costante rispetto a a (funzione perb di u e v) che possiamo 
subito determinare. 

7F C 
Infatti poiohb per o = O é 0(0) = 2; e per o - - B lim 0(0) = n lim - - 

0: - 2  0-5 a a-- Z A - "  
2 

sark : 
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O 
dalle quali moltiplicando si ha  ne-' = 1 con e =+ 1, e le (22) diventano: 

Oz 

W C 
SRI'A allora 0 = €2- e dividende numerntore e denominstore della fra- 

W 2  A 
C 

zione - per 2 
a log VËa log V G  - 

A au au 
a' log "O2 si ha per 0 1' espressione 

auau 

essendo a, una conveniente funzione di u e v. 
N 

Poniamo ancora 0 = - D (N e D polinomi di secondo grado in tg o primi 

tra loro); ln funzioiie 0 soddisfera il sistema (12) ove si abbia 

(tgz 5 -I- l)DN,' - (tgz 5 + l)ND,' = aN2 + b N D  - - tg5 CD', 

(26) 
E 

(tg' 5 + 1)DNI - (tg" + -)ND,' = t g  O G~N" -+Ml + cDz. 

Da queste segue che i due polinomi m tg o 

debbhno essere divisibili per N, quindi é divisibile per N il polinomio in tg a: 

Possiaino supporre che N sia primo con tge cr t 1, perché in caso opposto 
O 

si avrebbe a, = 0, E -I = 1, quindi o, = EO, e secondoché sin E = rt 1 siamo 
W2 

ne1 caso noto delle superficie sferiche, O in quel10 noto delle superficie d'nrea 

minima ( 9 ) ;  si ha percib che deve essere Nu' + tg o N,,' divisibile per N e ana- G 

T. II, p. 331. 
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logamente deve essere divisibile per D il poliiiomio in tg c, D,' tg cri$ - Di. 
Esprimendo queste due condizioni si ottengono per lii funzione incognitst a ,  le 
due equazioni : 

Scrivendo aiicora che le (26) risultano identicamente soddisfatte rispetto 
a O, si hanno per a, le altre due equazioni: 

Queste per E = + 1 diventano : 

aK 
Iii questo sistema ornogeneo rispetto a -, -. supposto - = O segue 

au av au 
aK 2K 

(w, + w,) - = O, percib O - = O  quindi K = cost., caso escluso, oppure 
av au 

wi -+ w, = O  che è il caso noto delle superficie minime. Supposto nllora 
aK aK 
- +O, f O il sistema (28) ci da 
au 

quindi 

e la (24) divents 

contro l'ipotesi che il secondo inembro della (24) sin una frazione irriducibile. 
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Analogamente suppoiiiamo e = - 1, esse diventano : 

e aiicora, a meno che non si abbia: 

a,  ='Pt- 1), 

e corne prima 

contro i'ipotesi che il secondo membro della (24) sia iina frazione irriducibile. 
Supposte invece verificate le (29), si ha anche 

a@ %wz - am 
4O W -i -,(a1 - o*) - a%% 

- 0, 40 o. 2 + (mi - Co2) - = O ,  2 a ~  au . av av 
od miche 

percib 
KGe=cp(v), KEZ=$(u) ,  

e cnmbiando i pmametri u e v nei parametri isometrici, possiamo supporre 
che per la superficie S riferita alle sue linee di ciirvatura si abbia Ei- G, 

C 
h = con c costante. Quando sia c costante negativn, la superficie S è appli- 

E 
cabile su una d'aren minima con conservazione delle linee di curvatura ('O) 

('O) T. II, p. 330-331. 
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ma in questo caso le traiettorie isogonali aile linee di curvatura si possorio 
cangiare iii doppio modo iii linee di curvatura su due deformate di S; il 
caso c > O é analiticamerite identico, ma la corrispondente superficie S é 
imrnaginaria (si passa dall' uiio sll' altro caso con un' omotetia di rapport0 i). 

5. Ci resta da esaminare il caso che eritrambe le soluzioni dell'equa- 
zione (13) soddisfano il sistema (12); cioé che per ogni va10r3e d i  0 esistano 
due deformazioni distinte d i  S le quali cangiano le tmiettovie secondo 
l'angolo a delle linee d i  cuvuatus-a d i  S in linee d i  cul-vatum sulle deformate. 

PerQ prima di esaminare il nostro problemrt in  questo caso, propoiliamoci 
di esprimere sotto forma analitica semplice, la condizione per la quale le 
linee di curvatura di una superficie S possono cangiarsi rielle liiiee di cur- 
vatura di una deformata della S ( j ' ) .  

Se indichiamo con o,', o,' le curvature principali della superficie defor- 
mata di S sulla quale le linee di curvatura (u, v) si conservano linee di cur- 
vatura, potremo porre 

1 - i -- 
a,'* pdu, , 0; = p 2 ~ ,  

ove y (y > O) é una funzione di u e u che d o n a  soddisfare nlle equazione 
otteiiute da quelle di CODAZZI 

1 1 - - 
sostituendo ad o, e o, rispettivamente pBo,, p a m p ,  e per questo dovrà 
essere : 

per le quali cambiando convenientemente i parametri u, v dovrà aversi: 

(Il) Saypiaiuo che u tutte e sole le superficie, die  hnnno a coiiiune coi1 unlt superficie n 
ciirvrtturrt costante positiva 17iinmagine s f e r i c ~  dellu linee di curvittiira, yossoiio ricttvure 
una deforinilzione finita clie conserva le linee di curvatiira B. T. II, y.  46. 

(l3 Cfr. equazioni (1). 
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od anche, posto 
p = ctgh2 a ('3), 

si avr&: 

(31) \/Euz = cash a, VGo, = senh a. 

Le equazioni (30) e (2) diveii tano : 

aea aZa 
- t + senh a cosh a = O ("). au2 au 

Dalle (31j si ha:  se ds2 = Edu' + Gdve é i l  quadmto dell' elemento 
lineare di una superficie S per la quale le linee di  cu~.vatura u, v si pos- 
sono cangiare nelle linee d i  curvatura d i  una deformata delia S ,  indicando 
con w,, oz le curvature principati della superficie, (cangiando al pi6 i 
p a ~ w n e t r i  u, v) dovrà essere: 

Cio premesso, domandiamoci quando una soluzione E, G, a del si- 
stema (32) (33) 15 tale che le due radici dell'equazione (13) 

soddisfino yualunque sia o il sisteina: 

Osserviamo che nelle espressioni (13') dei coefficienti A, B, G possiamo 
supporre quando la superficie S non sia a c u ~ v a t u r a  media costante, che 
uno almeno dei due coefficienti 

sia diverso da O. In  caso opposto le due soluzioni 0 dell'equazione (13") sono 
indipendenti da o, e corne si é detto al n.* 4 a) le superficie deformate 

(iS) Supponiamo p >  1, oioè che è sempre lecito! baetrt crtrnbiare in cas0 opposto le 
lime u con le W. 

(14) Cfr. T. II, p. 46 e 436. 
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Tc 
della S corrispondenti ad ogni valore di o+O, - sono a curvatura media 

2 
costante, anzi Zlx S stessa é a curvatwra media costante. Infatti se S è una 
superficie a curvatura media costante corrispondente all' angolo a, le traiet- 
torie sotto angolo - o di questa si possono deformare nelle linee di curvatura 
di due superficie a curvatura media costante S', Sn, e poichk queste linee 
si deformano anche nelle linee di curvatura di S (non potendo essere le de- 
forlnazioni in esame pih di due) dovrh S coincidere con S' O con Su, cioé S 
é a curvatura media costante. 

Escludiarno d ' o ~ a  i n  avanti che la supeg$ficie S d i  partenza sia a cur- 
vatura media costante, e proviamo allora che qualunque sia la soluzione 
E,  G, a del sistelna (32), (33) le due radici 0 dell'equaaions (13") non pos- 
sono soddisfal-e, qualunque sia a, i l  sistema (12'). 

Poichk delle due espressioni (34) una almeno noil è nulla, possiamo, (scam- 
biando a1 piu le linee u con le linee v) supporre sia 

Dividendo l'equazione (13") per 2 
a log V E  a log VQ - a2 log VËW, essa 

av au a u a ~  
assume la forma 

(35) A,BZ + B,0 + C,  = O 
con 

E 
A ,  - - tg" + 2211; tg a + - 

(36) 
G 

B,+l+ ctgh%)[tgg a -2rn' tg a -11 
G 

-tgEa+2rn-tga-t-  
E E "1 

ove nz e m' sono funzioni di u e v soltanto, e la determinazione delle nostre 
superficie é ricondotta al problema di determinare corrispondentemente ad 
una soluzione E, G, a del sistema (32), (33) due funzioni m(u, v)  m'(u, v) in 
modo che le due rndici 0 dell'equazione (35) soddisfino il sistema (12'). 

Derivando la (35) rispetto ad u e tenuto conto della prima equazione (12') 
si ha : 

Annali di dfaimnatiea, Serie IV, Tomo III. 39 
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la  quale fissato u, v,  a deve ammettere le due radici dell'equazione (35), per 
questo occorr,- e basta che il suo primo membro considerato rispetto alla 
variabile 0 sia divisibile per AB" BO + C, esso dovrh avere quiiidi la forma : 

e scrivendo ora che il primo membro della (37) é identicamente uguale a 
questa espressione si hanno le due relazioni : 

8B 
tgo CA,  + bB, - 2aCi + -(tg2 o + 1) au 

E analogamente, derivando l'equazione (35) rispetto a v e confroiitando 
con la seconda equazione (12') si avranno le altre due relazioni : 

ove le A, ,  B,, C, sono date dalle (36) e le a, b, b', c dalle (11). 
Scrivendo ora che le equazioni (38), (38') debbono essere soddisfatte iden- 

ticamente rispetto a 5, si trova che se non è E =  G fra E, G, a, rn, nt' deb- 
bono sussistere le nove equaziorii : 

1 aVË aa i aVG aa a g a  aga - _  -- - - - - - + , + senh a cosh a = 0, VG au au9 VË au au' au2 au 

(39) 
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Si ha percib: Tutte le supeg-ficic S per le quali una qualunque farniglia 
d i  tt-aiettorie isogonali alle Einee di  curvatura u = cost., v = cost. pub can- 
giami in doppio modo nelle linee d i  curvatut-a d i  due deformate della S,  
hanno 1' elemento lineare della fornta 

(39) 

con E e G funzioni di  u, v per le quali risulta possibile il sistenza (39), 
oppure hanno 1' elernento lineave della fovîna 

E au and 
2(nz - ml) - au + (Vg- &),- ctgh2u -= au 4 

E au a 1 ~ ~ 1  

2 m - - m ' - +  

(E = G), ne1 qua1 caso le due prime equazioni (39) dànno E = G = e" e 
corne sappiaruzo, la comispondente superficie b a curvatu9.a media co- 
stante ('5). 

Noi andremo a provare che i l  sistema (39) con E + G  non ha solzczioni. 

( );a ( f ~ - ] / ~ ) , - c t g h 2 u - = 0 .  av 

6. a) Del sistema (39), supposto possibile, due integrali particolari si tro- 
~ ~ t m o  con le seguenti considerazioni. 

Abbiamo provato ne1 numero precedente che se le liiiee (u , ,  v,) si pos- 
sono cangiare in doppio modo nelle linee di curvatura di dne deformate della 

1 1 

superficie S, fra i raggi principali di curvatura O%,, 0-%,, della superficie 
1 1 

deformata e i coefficienti E - - G - - 
' - Y - 12 

del quadrato del suo elemento 

lineare (con un cambiameiito al più dei parametri u,, v,) debbono sussistere 
le relazioni : 

(t5) T. II, p. 436. 
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ove è E = * 1 e O,, 0, sono le radici dell'equazione : 

Dalle (40) eliminando rispettivamente A i ,  A l  e non essendo 0, + 0, = 0, 
(perché si avrebbe identicamente Bi = O e percib 1 + ctgh' a =O, a = cost., 
cas0 noto delle superficie sviluppabili) si h a :  

ovvero per la (35) 

Da queste dividendo si ha:  

ed esprimendo Xi per 1: e sostitueiido ilel sistema (4') si otteiigono per hi le 
due equaziorii : 

ove abbiamo posto 

op vii 
Scrivendo che la funzione A: = a -- soddisfa quest' ultiino sistema si 

C, 
trovano per A le due equazioni : 

cioè A senh4 a è costante rispetto ad u e u. 
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Posto per cornodith: 

e tenuto conto che A é il discriminante dell'equazione (35) si ha:  

A senh4 a = tg' u - 4[Mf cosh2 a - Mcosh o senh' a](tg3 a - tg a) + 
+ 4[M'%osh2 a - M2 serih" + cosh 20.1 senh2 a - cosh' a] + 1 

e dovendo essere qualuiique sin U, A senh4 a costante rispetto ad u e v sztr8: 

M2 cosh4 a - M cosh o serih2 a = c, 

M'kosh2 a - M2 senli2 a + cosh 20  senh2 a - cosh2 a = c2 

con c, e c, costanti assolute. 
Se trasformiamo il sistema delle ultime sei equazioni (39) coi] le posi- 

zioni (41) si ha che per  E'esistcr~za d i  una supel-ficie S la q u d e  abbia la 
prop?+elà in  esame é necessario che il sistema: 

a ~ '  - = ( ~ e ~  - M') tgh a -  aa - s e n h o  t g h a -  aa 
au au au7  

aa aa 
=(Me-"' - Ml) tgh a - - senh o tgh a -, 

av au au 

au aa ( M Z  + cmhe o )  - = ctgh a [- M t  M' cosh o]- I- 
au a V 

ao aa 
(M2 + coshs O) - = ctgh a [- M + M' cosh w ]  - - 

(43) 
au au 

- ctgh a [M' - MM'e-m 

aiw aa (M" cosh' w) -=ctgh a[-MS+MWM'+Msenho cosho -M+Mf cosh w]- - 
au au 

aa 
- ctgh a [MM' senh o + senh o cosh o ]  - 

a v 9  

aM an (MZ + cosh") - = ctgh a [- MM' seiih w - senh o cosho]- - 
av au 

aa - ctgha [M3 - MzM'e-@' + Msenho cosh a+ M- M'cosh w]- a v 

atmletta due integrali p a ~ t i c o l a ~ i  della fomna (42). 
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6) È evidente ora il procedimento che dobbiamo seguire per determi- 
nare le condizioni di integrabilith del sistema (43). 

Derivarido le (42) rispetto ad u e v si hanno per le funzioni M, M', o, a 
quattro equazioni lineari ed omogenee nelle derivate parziali prime di queste 
funzioiii. Di queste, quelle che si ottengono derivando la prima delle equa- 
zioni (42) soiio unci: conseguenza algebrica del sistema (43), lnentre l'altra 
equazione derivata rispetto ad u e v ci dB le nuove condizioni: 

- cosh w - (M' cosh o - M) senh o = 0, 
av " 1  

(M' cosh o - M) senh o = 0. 

Da queste si ha 

(44) M' cosh w = M. 

Infatti se fosse senh o = 0 ,  sarebbe o=O, --eu= 1, E= G cioè la S E- 
sarebbe, contro I'ipotesi, n curvatura media coshnte ;  né pub essere insieme 

aa aa aa au Mew - - cosh o - = O, cosh o - i- Meëw - = 0, 
au av au av 

aa au 
perché essendo IV e cosh o renli é M% cosh' o > O, quindi - = - = O, e 

au au 
1 

percib a - - a = cost. e la S é sviluppabile. 
- 2  

Per la (44), la terza e la quarta equazione (43) diventano 

alogsenho senha =O, ( M ~ P  + 1) coshW a log senh o senh n (Mt' + 1) cosh o = O, au av 
e quindi 

senh w senh a = c. 

Ln prima equazione (42) dB ora 

M1[l - senh2 a senh2 ol = c, 

e se è seiih" senh3 o + 1 si avrh M' = cost. In questo caso la prima e se- 

conda equazione (43) danno : 

aa aa M'(em cosh o - 1) tgh a - - senh tgh a - = 0, 
au a v 
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aa aa 
e poichB è tgh & + O ,  (M'" 1) serih2 0 +O,  ne segue - = O ,  - .= 0, cioè 

au a v 
1 

a = - n = cost. e la S é sviluppabile. 
2 
Dovra esseve quindi pe?. la risolubiiità del sistema (43) 

(45) M' cosh 0 = M, senh2 a senh2 o = 1. 

C) Abbiâmo posto nelle (41) fg=e" '  e tenuto conto de 

della (45) si ha che dovrh essere 

Jla seconda 

- - 
E l/G = f ctgh a, l/g = f tgh a. 

VZ 
- lm Quando si abbia 1; = ctgh a, ovvero - - - B per le (31) 

cosh a senh a 
w ,  = o2 che il caso noto della sfera. 

- 

Fer /: = - ctgh a si ha --- V Ë  + - \'G = 0, 0, + wZ = O  che é il caso 
cosh a serih a 

noto delle superficie d'area minima. 

a V Ë  
Per fz = tgh a, le due equazioni (32) danno - - 

a VG = O ,  -- = O, 
av senh a au cosh 

V Ë  m quindi - - - = c e percii, per le (31) o , w 2  = c h  la superficie S e 
senh a cosh a 

a curvarura totale costante positiva, applicabile percii, sulla sfera. 
- 

~nfine per f$  = - tgh a, le (32) danno : = O, = O, 
a(vËsenh a) a(l&osha) 

av au 
possiamo porre quindi : 

con cp e 8 furizioni rispettivamente di u e v. Si ha  da queste [cambiando 
segno al piu a cp(u)] : 

tgh a = cp(u)S(v), 
e 1' equazione (33) diventa, : 

Proveremo che essa B possibile soltaiito se cp = cost., + = cost.. Comin- 
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ciamo intanto col dimostrare che essa é possibile soltanto s e  y =  cost., op- 
pure $ = cost.. 

Infatti non sia ad  es. cp(u) = cost.; derivando l a  (16) rispetto ad  u succes- 
sivamente due volte si trova che se non è 

si avrebbe che +(v) (e  +") b funzione di u e percio + = cost.. S e  è verificata 

l a  (41), avendosi ($)'+O esistono due eostanti c e ci per le  quali si ha:  

dalle quali integrando si ha  : 

Derivando l a  prima di queste rispetto ad u e tenuto conto che è + O 
1 

si h a  cp" = - c,y3 t - (ce - C, + 1)cp ed essendo cp" = c # +  (ci - -)y, pojchè cp 2 
non è costante, deve essere c,  = O, c, = 3(ci - 1) e percib (pl2 =(ci - l ) p  + C. 

Sara  quindi nell'ipotesi che nè  y(u) nB $(v) siano costanti: 

(48) cp'k (c, - l)y2 + c, 9" = (di - l)SO + d, 

e i'equazione (46) diventa:  

e poichè cp non è costante, dovra essere: 

Dalla seconda (48) derivando si h a  6" = (di - 1)$, e dalla prima (49) si 
h a  subito c = O ,  ci  + d l  = 1 e le  (48) diventano (dovendo essere Per sirn- 
metria d = 0) 

(48') (ci - l)cpS, ya = - c,p, 
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Jr '" abbiamo quindi , - - 4" 
dl-  

c i ,  - = - c, e la seconda delle (49) è allora impos- 
dl 

sibile. 
Segue quindi che é cp(u) O $(v) costante e percib avendosi tgh a=cp(u)+(v) 

B a funzione di u O di v soltanto. 
Sin ad esempio $(u) = cost., e percib a = 2a funzione di u soltanto, il 

sistema delle due ultime equazioni (43) dh 

e poichè per la prima di queste è M =  C(u)cp(u) sostituendo nella seconda si 
1 nu) cioè Cr(o) = - c, peici6 - = CU + c, con .c e ci costanti. h a  C'(v) = - 

(9YN7 Mu) 

L' equazione (33) diventa 2cz + (CU +ci)" 2 c h  poichè 1 
1 

si ha  5 $. O, ne segue c = O (in caso opposto si ha  un' equazione finita per ln v 
1 

variabile indipendente u) ma allora è cp(u) = - e percib tgh a = cp(u)+(v) = cost., 
C i  

a é percib costante e la superficie S é sviluppabile. 
Dalle cose dette segue che le defor~nazioni in esanze sono amrnesse, 

oltre che dalle superficie'sviluppabili e dalle super$cie a curvatura totale 
costante dalle superficie a curvatura media costante. S .  

7. Si osservi che le equazioni (38), (38') le quttli esprimono che le traiet- 
torie isagoriali àeIIe linee di curvatura di S si possono cangiare in doppio 
modo in linee di curvatura sulle 'deformate di S sono polinomi di sesto grado 
in tg a. Ne segue che se  la proprieth geornetrica in. esame sussiste per sette 
famiglie di traiettorie isogonali corrispondenti a sette valori ,distinti di o 

sussiske anche ,per ogni altro d o r e  di o, e poichè s e  la proprieth é valida 
per le linee di una famiglia é valida anche p.er le loro traiettorie ortogonali 
segue il teorema: Se una superficie non sviluppabile, né a cu9-vatura totale 
costante pub defomnarsi in  modo: 1") che le sue Einee d i  curvatura restino 
linee d i  curvatura su una conveniente deformata d i  S ;  2") che tre fa- 
miglie distinte d i  traiettorie isogonali, corrispondenti a tre valori distinti 

7E 
d i  a : o, ,  a,, a,, O < 5, < o, < a, < - s i  possono cangiare in doppio modo 2 
in linee di curvatura .sulie deformate di S,  aliora tutte le famiglie d i  
traiettorie isogonali della S possono deformami, e i n  doppio modo, i n  Einee 

Annoli di  Halcmatioa, Serie IV, Tomo III. 40 
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di c u w a t u m  suile defol-mate di  S, e la S é una superficie a cutwatura 
media costante. 

8. Vogliamo terminare questn ricerca con un' interessante teorema del 
BLANCHI (16). 

Su una superficie di rotazione di elemento lineare 

una famiglia di traiettorie isogonali alle linee di curvatura corrispondente 
7T 

all'angolo o, O < o < - si possa cangiare nelle linee di curvatura di una 
2 

deformata di S. Avendosi ora .\lË = 1, VG = ~ ( u ) ,  nei coefficienti A, B, C 
dell'equazione (13) la cui espressione è data dalle (13') si annullano i termini 
in tg2 O e i termini indipendenti da o, percib l'equazione (13) assume la forma 

con cc, p, y indipendenti da o. Essendo tgo+O, ne segue che questn equa- 
zione rester& soddisfatta qualunque sia cr, quindi tutte le famiglie di traiet- 
torie isogonali alle linee di curvatura si possono cangiare in liiiee di curvatura 
sulle superficie deformate, e perciO se Irc S non è sviluppabile, ne applicabile 
sulln sfera, é una superficie di rotazione a curvatura media costante, cioé una 
superficie di DELAUNAY ("). Si ha quindi : Se erettuando una defownaaione 
d i  una supeqlcie di g~otazione, utla famiglia di  traiettovie isogonali a i  
meridiani, distintn dai meridiani e dai pamlleli della supeq%'e stessa, 
pub cangiavsi nelle linee di  curvatum della deformata, la stessa p~o.op9-ietà 
vale pet- ogni ultra famiglia di traiettorie isogonali in meridiani, e la 
superficie data é O suiluppabile, O deformata della sfera, O una supwficie 
d i  Delaunay. 

P i ~ e w s ,  opvile 1926. 

p6) Cfr. (5). 
('"'1 Cfr. E. CESAEO, Lezioni d i  Geometrin id~ineecn ,  p. 181. 
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