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Le corrispondenze univoche 
sulle curve ellittiche 

di ordine n normali di uno Sn-i. 

(Mernoria i di PEDERICO AMODEO, a Napoli.) 

H a n n o  irattato delle eurve e i ~  tiche, in relazione alle corrispondenze 
univoche che possono esistere fra i punti delle stesse, specialmente i signori 
KÜPPER ('), HARNACK @), HURWITZ ( 3 ) ,  KLEIN ( 4 )  ( S ) ,  BIANCHI ('), WEYR L6) ('), 

SEGRE (9 ("1, CASTELNUOVO ('O), SCHONFLIESS (12). 1 quali hanno considerata l a  

(1) KÜPPER, Ueber die Steiner'scheiz Po lyyone auf einer Curve dritter Ordnung, 
und damit zz~sa~12~1zeni~iinge~zde Siitze aus der Geometrie der Lage. Abhandl. d. Ir. bohm. 
Gesell. cl. W., 1873. Oppnre Math. Ann., Bd. 24, pag. 1-41, 1854. 

(2)  HARNACK, Uebcr die Verzuerthung der ellipbischen Functionen für die Geometrie 
der Curvelz dritter Ordwmg. Math. Ann., Bd. 9, 1876, paç. 1-54. 

(3) H U R ~ ~ T Z ,  Ueber uncg~dlich-vielcleutige geometrische Aufgaben i d e s o n d e r e  Über 
die Schliessu~zg-problenz. Rlatli. Am., Bd. 15, 1879, pag. S. 

(9 KLEIN, Ueber unendlic7z viele Nornznlformen des elliptischen Integrals ersten 
Gattung. Math. Ann., Bd. 17, pag. 133, 1880. 

( 5 )  BIANCHI, Ueber die Xormalfurrnen driiter uud fünfter Stüfe des elliptischeîz 
Integrals erster Gattu~zg. Math. Ann., Ed. 17, pag. 234, 1580. 

(6) WEPR,  Ueber eindeutige Beziehungen auf einer allgenzein e h e n ~ n  Curvc dritter 
Ordnung. Sitzungsberichte d. k .  Akad. d. W., pag. 837-872. Wien, 18S3. 

( 7 )  WEYR,  Ein Beitrug ziir Gruppentheorie auf der Cuvve  von^ Geschlechte eins. 
Ibid., pag. 436-482. 1884. 

(8) KI.E~N, Ueber die elliptischen Normaicurcen der N.t" Ordnung und zugeh6rige 
Modelrunktio~~en der Stufe. Abhandl. d. kgl. Sachs. Gesell. d. W., Bd. 13, 1885. 

(9) SEGRE, Remarques sur les transformations uniformes des courbes elliptiques en  
elles-nzêrnes. Math. Ano., Bd. 27, pag. 295. 1886. 

('0) CASTELNUOYO, Geometria sulle curve ellittiche. Atti della r. Acc. d i  Torino, 
vol. 24, pag. 4-22. 1888. 

(11) SEGRE, Le covrispondenze univoche sulle curve ellittiche. Atti d. r. Acc. di 
Torino, vol. 24. 1889. 

SCHONFLIESS, Ueber eine specielle Classe von Configurationen auf den ellipti- 
schea Normalcurven n." Ordnung. Math. Ann., Bd. 35, pag. 527-540. 1890. 

Annnli d i  Maternatica, tomo X I X .  1 
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2 A nzod eo  : L e  corrispotzdenxe univoche sulle czwve cllittiche 

questione: sotto diversi aspetti, dapprima limitandosi alle curve ellittiche del 
terzo ordine ( K ~ P P E R ,  HURWITZ, HARNACK, WEYR, BI-~NCHI, SEGIRE), poi pas- 
sando alla curva ellittica gobba del quarto ordine (HARNACK), a quella di 
quinto ordine dello spazio a quattro dimensioni (BIANCHI), ed infine esteu- 
dendosi alle curve ellittiche normali di uno spazio ad  un numero qualunque 
di dimensioni (KLEIN, SEGRE, CASTELNUOVO, SCH~NFLIESS). F r a  tutti, solo il 
sig. SEGRE ha esaminate le corrispoiidenze univoche singolari che esistono 
sulle curve armoniche ed equianarmoriiche di cui la rappresentazione analitica 
fu incidentalmente notata da1 KLEIN ('). 

L o  studio delle corrispondenze univoche sulle curve ellittiche è stato per 
Io più fatto sulle curve del terzo ordine, quindi non sono state ancora citate 
molte proprietà inerenti alla maggior dimensione dello spazio in cui la curva 
è iinmersa. Fannû eccezione SEGRE, CASTEINUOVO e SCHONFLIESS, dei quali il 
primo ha specialmente considerate le rigate generate da queste corrispondenze, 
l'altro le involuzioni razionali od ellittiche d'ordine e dimensione qualuiique, 
il terzo una speciale classe di  coiifigurazioni su queste curve. 

Noi abbiamo cercato di cornpletare possibilmente lo studio di queste cor- 
risyondenze da1 punto di vista generale, ed abbiarrio maggiormente tcnuto 
presenti i lavori dei signori WEYR e SEGRE. 1 risultati in parte sono noti, 
altri no, e fra questi i: notevole una certa estensione dei poligoni di STEINER. 

Perché il lavoro non perdn la sua unità di concetto, abbiamo creduto op- 
p o r t u n ~  di non omettere qualche dimostraz;one, anche se fosse nota al lettore 
per i lavori citati. 

I n  m a  seconda Memoria, che già abbiamo terminata, trntt~rerno specia!- 
mente delle corrispondeiize singolari. 

3 1. Considerazioni generali. 

1. Siano I"; ,ln due curve ellittiche distinte o sovrapposte normali di 
ordine 1.2, di uno Sn-,, fra i punti delle quali sia stabilita una corrispondenza 
univoca qualunque, ed m l  lîz, rispettivamente due loro [pz - 31 (?) (12 - 2)-se- 
canti (che indicheremo per brevità con [gz - 31,) scelti ad arbitrio; proiettando 

(9 K L E I N ,  Ueber die  AuflO'suw~ getciesen Gleic7mngen v o n  s i ~ b e a t e n  zmd achte~z 
Grade. Math. Ann., Bd. 15, pag. 270. 1879. 

(2) Seguendo SCHUBERT (Acta mathematica, vol. S, pag. 97, 1886) indicherelno con 
[n - r] uno spazio di dimensione 12 - r (per r > 1) contenuto iiello S, , . 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



da m ,  m ,  rispettivarnente i punti delle curve rn, r'" si hanno due fasci (m', 
(ml) di [r, - 21, ciascuno dei quali sega ulteriormente la curva in un altro 
punto. Ne1 fascio (nt,) si considerino corne corrispondenti gli [n - 21 che pro- 
iettano due punti A', B' di r'" i cui ornologhi A ,  B di rh sono in uno [ ~ z  - 21 
del fascio (rn);  si avrà ne1 fascio (mi)  una corrispondenza (2 ,  2), di cui i 
quattro [n - 21 uniti sono quelli che corrispondono agli [n - 21 del fascio (m) 
che hanno colla curva Pz due punti comuni consecutivi fuori di m. 

Quindi : per ogni [n - 31, d i  una curva ellittica rz nornznle d i  ordim 91 

passano soltanto qziatt~o [n - 21 tangenti alla curva. 
Se nella corrispondenza (2,  2) del fascio ( m l )  oltre a quei [n - 21 uniti 

ve ne fosse un altro, se cioè, preso ad arbitrio 1' [n - 31, m di rn, si assume 
per [n - 3Is mi di r ' n  uno degli ~ ? r > n - ~  [jt - 3Is che stanno in un medesirno 
[ta - 21 con due punti A', B', i cui omologlii A ,  B di rn stanno in un [n - 21 
con nz, ogni [n - 21 del fascio ( m l )  sarà unito, cioè proietterh da mi due 
punti di r ' n  i cui omologhi su rn sono in  un [n - 21 del fascio (m). I n  ta1 
caso i fasci (m), (nz,) sono riferiti proiettivarnente fra loro. 

2. Siano A ,  B, C tre punti di rn ed A', B', C' i loro omologhi nelllt 
corrispondenza stabilita fra i punti delle curve rn, r'", e sia m un [n - 41, 
di rn appartenente coi punti A ,  B, C ad uno stesso [n - 21 a ,  ed mi un 
[n - 441, di r ' n  appartenente coi punti A', B', C' ad uno stesso [n - 21 u'. 
Se alla coppia A B si fa corrispondere la coppia A'B' assumendo come [n - 31 
rispettivi di proiezione dei punti corrispondenti delle curve gli [rz - 31, m C ,  
nz, C', resta stnbilih una proiettività fra i fasci ( M C ) ,  (ml C'), nella quale gli 
[n - 21 a r m A B C ,  a' = m i  A 'B '  C' sono corrispondenti. Facendo inrece 
corrispondere alla coppia B C  la coppia B' C r  ed assumendo corne [n - 31 di 
proiezione gli [n - 31, m.,4, mi A', fra i fasci di [n - 21 (rn A), (m, A') si sta- 
bilirk un'altra proiettività in cui gli [n - 21 a ,  a' sono pure corrispondenti; 
di guisa che, nelle due stelle di [n - 21, dai sostegni m, mi, ai  due fasci (mA), 
(m C)  corrispondono nell' altra due fasci ad essi proiettivi (mi A'), (TH, C ' ) ,  in  
modo che all' [n - 21 a comme ai primi due fasci corrisponde 1' [n - 21 a' 

comune a i  secondi. Dunqiie le due stelle (m), (m,) sono fra loro omografica- 
mente riferite mediante la corrispondenza univoca fra le curve rn, r ' n ,  e percib 
ad ogni [n - 21 che proietta una terna di punti di rn, corrisponde nell'altra 
un [n - 21 che proietta la terna di punti omologhi di r.9~. 

Passando dalle stelle alle forme di 3.", 4.", . . . (n - 2)"" specie, che hanno 
per sostegno un [n - 5],, un [n - 6] , ,  . . . , un punto della curva, con egual 
ragionamento si perviene al seguente teorema: 
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4 , t lmodeo:  L e  corî.isponde?zxe univoche sulle curve ellitticho 

Date  due cztrve rn, S n ,  dislinte O sovrapposte, ellittiche normali  d i  or- 
dine n d i  uno  stesso Sn-,, se f r a  i punt i  d i  esse é stabilita u n n  corrispon- 
denxu anivoca qualunquc, a i  gruppi  d i  r punt i  (Y < n )  della curva rn, con- 
tenuti  in [n - 21 che passano per u n  [n - r - 11, ,fissato ad a d i t r i o  sov?.a 
d i  essa, c o w i s p o d o n o  nell 'altra curva I"'"yl.uppi d i  r punt i  cAe sono con- 
tenuti  in [n - 21 che passano per uno  p a l u n q u e  d i  cmn r - ,  [n - r - 11, dellcc 
~ z w v a  rVn. 

1 due [ n  - r - 11, di rn, r 'n si possono dire [n - r - 11, omologhi d i  
p~mka 'one;  si osservi perb che, viceversa, ad un [n - r - 11, di proiezione 
della curva T'" corrispondono oon -r-i [n - r - 11, di proiezioiie nella curva Pz, 
quindi noi diremo che le due uarietà. costituite da  questi mn-r  ' [n - r -  1IS  
di rn e r'n sono varietà ornologhe d i  proiexione. 

In  particolare per r = n - 1 si ha: 
Date due czirve Tn, r'n ellittiche norfnal i  d i  ordine n distinte O s o v m p -  

poste in uno stesso Sn-,, se f r à  i punli  d i  ebse è stabilita m a  corrispo~zde~zxa 
uwil;oca qunlunque, a i  gruppi d i  n - 1 punt i  contenuti in [ n  - 21 che pas- 
sano per u n  detel-minato punto fisso Al d i  rn, corrispondono in r'n gruppi  d i  
in - 1 punt i  contenuti i n  [n - 21 clle passano per u n  determinato punto fisso 
M, d i  rfn. 

1 due punti si diranno analogamente c e n t ~ i  onzoloyki d i  proiexione. 
3. F e r  r := 2 si ha pure che, alle coppie d i  punt i  della curva rn conte- 

nute in [n - 21 che passuno per u n  [n- 31, fissato ad arbitrio sovra d i  essa, 
cornkpondono nella curva Sn coppie d i  pufzti contenute in [ n  - 21 che pas- 
s a m  per uno qualzcnque d i  ~ l o ~ - ~  [n - 31, del10 czwva S n  @). 

Assamiamo n - 2 diverse posizioni degli [n - 31, mi, n?, , . . . mn-, di r'n, 
gli n - 2 fasci ( m , ) ,  (m,), (ma-,) che si otterranno saranno fra loro proiettivi; 
e le corde A' B r , .  . . , risultano corne intersezioni di n - 2 [n - 21 corrispon- 
denti, e percib descrivono una superficie rigata M F - ~  razionale dell'ordine 
n - 2 ?zormale (cioè immersa nello SC,-, e non decomposta); la quale si ap- 
poggia agli [n - 3Is m i ,  m,, . . . , m ,-,, e quindi a tutti gli [ n  - 3Is che 
si appoggiano ad A'B'. E quindi: 

L e  in$nite, CO', corde d i  m a  curva rn ellittica d i  orditze n d i  uno Sn-., , 
the s i  appoggiano a i  punt i  d i  uno [n - 31, d i  rn esternamente al la  curva,  
cost i t~iscono u n a  superficie r igata 1J?;--2 razionale normale dell'ordine n - 2, 

(1) SEGRE, Remarques, etc. (vedi loc. cit.). 
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d i  ordine n n o ~ t ~ l a l i  d i  uno 8% ,. 5 

la quale è incidente alla varietà degli ~ l o ~ - ~  [n - 3Is clie si appoggiatzo ad 
una delle sue generatrici. 

Per  n - 4 si ha in particolare: 
L e  corde d i  ana curva gobba ellittica del 4.0 orditte, che si  appoggius~o 

ad u.na corda fissa d i  p e s t a  i n  pulzti esterni alla cuwa,  incontratzo mi c o d e  
d i  p e s t a  e costitzciscono una scliiera ~ i g a t a  del 2 . O  ordine; le infiîzite cor.& 
a cui queste s i  appoggz'nno costituiscono z~n'altra schiera rigata del medesirno 
ordine incidente alla prima. 

4. Nella proiettivith considerata fra i fasci (m) (PZ,) di [n - 21, ai quattro 
[IL - 21 tangenti che da Tn si possono condurre alla curva Pt corrispondono 
i quattro [n  - 21 tangenti clie da  mi si possono condurre alla cnrva r ' n ;  CO- 

sicchè le due quaterne di [n - 21 tangenti sono fra loro proiettive, cioè le 
due curve hanno Io stesso invariante assoluto. F r a  i punti di m a  curva ellittica 
si pub sempre stabilire una corrispondenza univoca (basta, per es., proiettare 
da un suo [n - 31, i punti di essa su sè stessa); ne risulta che le quaterne 
d i  [n - 21 tangenti clle da u n  [n - 31, vuriabile dell'ennica si  possono con- 
durre alla czcrva stessa sono f r a  loro proiettive. E quindi: 

Se fva i punti d i  due enniche ellittiche normali d i  u n  8%-, si  pub sta- 
Oilire una co~rispondenxa univoca, le quaterne d i  1% - 21 tangenti che ad esse 
s i  possono condurre da u n  arbitrario [n  - 31, sono fra loro proiettive. 

5. Un'assegnata corrispondenza univoca fra i punti delle curve rn, I"lt 

fa corrispondere ad ogni gruppo di r punti gr dell'una un determinato gruppo 
y', dell'altra, e questi gruppi individuano le due varietà di [n  - r - 11, omo- 
lbghe di proiezione che fanno corrispondere fra ioro i due gruppi y,, g', ('). 

Gli oor-' gruppi di r punti y, determinati da ciascuna varietà sopra la 
rispettiva curva costituiscono un'altra varietà di Ir - 11, incidente a quella 
di proiezione. E queste due varieth di [r  - 11, sono varietà omologhe di pro- 
iezione per un'altra corrispondenza fra i punti delle due curve in cui sono 
omologhi i gruppi di n - r punti determinati sulle curve dalle suddette va- 
rietà di [n - r - l], . Si ha  quindi il teorema : 

Se F, E" sono rispettivanzente due varietà omologke d i  ciop-' [r - 11, delle 
curve r'" rin individuate da una data corrisponde~zxa univoca fr.a i punti  
delle cuwe, esse sono pure varietà omologhe d i  proiezione per un'ul tra cor- 
rispondenxa f r a  i putîti delle curve. 

(1) P e r  le  proprieta delle involuzioni raoionali individuate dai gruppi gr sopra ognuiin 
delle c i m e  cfr. CASTELNUQVO (loc. cit,). 
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6 Amocleo: Ls corrispondenxe z4n.ivoche sulle cwve ellittiche 

6. Se gli r punti di un gruppo g, divengono infinitamente vicini, anche 
i loro corrispondenti divengono infinitamente vicini, cosicchè agli [n - 2 )  
Y-osculanti condotti dall' [n - 9, - 11, m di rn a questa curva corrispondono 
gli [n - 21 r-osculanti che da un [PZ - r - 11, ml della omologa varietà di 
proiezione si possono condurre alla curva P. E percib, assegnata la corrispon- 
denza univoca, se si vu01 costruire la varieth di proiezione degli [n - r - 11, 
di Y" omologa a quella indiriduata da un [la - r - 11, m di rn, si conduca 
per m un [rb - 21 r-osculante alla curva FA, e se A' è il punto di r'fi omologo 
nella corrispondenza data al punto A di osc,ulazione di quel10 [n - 21, tutti 
gli [pz - 21 che Y-osculano la curva P - i n  il' individuano gli as7'-r-1 [fi - r - 11, 
della varietà cercata. 

Se il gruppo contiene ~t - 1 punti, con questa coutruzione si trova in r'n 
il centro 214, di proiezione omologo ad un centro di proiezione M di rfl. 

7 ,  Due punti J I ,  Mi di una medesima ennica ellittica O di due enniche 
distiiite di uno Sn-, si possono sempre considerare come centri omologhi di 
proiezione di una corrispondenza univoca fra i punti della curva. 

Difatti, se A ,  A' sono i punti di osculazione di due [r, - 21 (n - 1)-nscu- 
lanti, condotti alla curva rispettiva da M ,  Mi, assumendo A ,  A' come punti 
omvloghi nella corrispondenza fra i punti della curva, saranno M, M ,  due 
centri omologhi di proiezione di questa corrispondenza. 

Due centri omologhi di proiezione, in una corrispondenza fra i punti di 
due curve, non sono in generale punti corrispondenti. Supponiamo che in par- 
ticolare 10 fossero; cioè che presi ad arbitrio su rn n - 1 puhti A B c.. . L ed 
i loro omologhi A'B' G'. . .. L' su r 'n ,  gli [n - 21 iiidividuati da questi gruppi 
segassero le curve rispettivamente i n  due punti ornologhi M, M ' ;  allora ogni 
altra coppia, come per es. L,  1;, pub assumersi come c,oppia di centri omo- 
loghi di proiezione per la stessa corrispondenza fra i punti delle due curve; 
ed inoltre le corde ML, ML', possono assumersi come assi omologhi di pro- 
iezione. I n  ta1 caso gli element,i del10 spazio Sn-, , in cui sono immerse le due 
curve, sono riferiti fra loro in modo che a due forme di (n - 2)"" specie (M), 
(L) corrispondono due forme di (n - 2)"hpecie (M'), (L') ad esse rispetti- 
vamente proiettive, e tali che la forma di (n - 3)ma specie (ML) comme alle 
prime corrisponde alla forma di (n - 3)ma specie (M' L') cornune alle seconde; 
percib 10 spazio 8%-, è r iferi t ,~ collinearmente a sè stesso. E quindi si ha il 
teorema: 

Una corrisponderua univoca fra i punti d i  due enniche normali ellit- 
tiche d i  zcno SN-,, tale'che a d  n punti contenudi .irz un (n - 21 della prima 
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d i  ordine n normali d i  uno Sn-,. 7 

corrispondono nellJa7tra n punti pure contelauti i n  utz [ n  -- 21 è colLi- 
"iîeclre (Il. 

E quindi risulta che due centri oinologhi di proiezione O sono sempre 
punti omologhi (quand0 la corrispondenza fra i punti delle due curve fa parte 
di una collineazione fra gli spazi delle due curve) O non 10 sono mai. 

I n  particolare: 
Una cowispondenxa univoca fra due emiclze tale che ad un punto siu- 

golare delEJutla (punto di osculazione di un [n - 21 12-osculante) corrisponde 
un punto singolare dell'altra è collineare. 

8. Abbiamo osservato (n.' 4) clie se si pub stabilire fra due enniche ellit- 
tiche normali di uno Sa-, una corïispondenza univoca le due curve lianno 10 
stesso invariante assoluto. 

Reciprocamente: Se due enniche ellittiche Itanno lo stesso inutcriante as- 
soluto, fi.a i punti di esse è possibile stabilire delle co~rispondenxe univochc. 

Dimostreremo questo teorema riferendoci a due quartiche di uno Sa (9. 
Si voglia che P, P' siano due punti corrispondenti delle duc quaïtiche r4, 

FI4 del10 S3; proiettiamoli rispettivamente da due corde di r4, Fr" sulle stesse 
curve in due punti singolari i, L'; allora dalla corrispondenzs voluta si passa 
ad una seconda corrispondenza, che ha per punti omologhi due punti singo- 
lari, e quindi deve essere contenuta in una collineazione fra gli elementi 
nello S,. Siano 1 ,  1' le tangenti alle curve in L ,  L', le quali, corne è noto, 
passano rispettivamente per un vertice A. del tetraedro polare di r4, e per un 
vertice A' del tetraedro polare di r'*; siano N N P  i punti di contatto della 
curva r4 con i tre piani tangenti pu 7i che da E le si possono condurre, e p'v'n', 

M'N'P'  i piani ed i punti omologhi della curva r"; e siano infine A ,  A' i 
piani iperosculatori in L, L'. È noto che i punti L MNP,  L ' M ' N ' P '  stnnno 
rispettivamente nelle facce cc, cc' dei tetraedri polari opposte rispettivamente ai 
vertici A ,  A', e che essi sono tutti punti singolari delle cuïve r4, rI4 e percib 
le tangenti in essi alle curve passano rispettivamente per A ,  A'. 

Per  ipotesi le quaterne dei piani tangenti condotte da una corda qua- 
lunque di ciascuna curva alla curva stessa sono proiettive fra loro, percib i 
due fasci di piani À p v 7 ; ,  A r p '  V ' T '  debbono essere proiettivi: si supponga che 

(1) Questo teorema fu dimostrato sinteticamente da1 KÜPPER per IZ = 3  (Math. Ann., 
Bd. 34, pag. 32) ed analiticamente da1 SEGRE per n qualunque. (Cfr. Remarques, etc. 
Math. Ann., Bd. 27.) 

(2) La dimostrazione di questo teorema é stata  fat ta  geometricamente da1 SEGRE sulle 
cubiche ellittiche (cfr. Atti  di Torino, loc. cit.). 
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8 Am o d e o :  L e  corrispondenxe uniuoche sulle curve eilittiche 

essi siano proiettivi nell'ordine: 

z(1 p IJ T )  .A 2 (1' < ut nt). 

Un punto qualunque Q di r4 è proiettato da 1 secondo un piano x a c,ui cor- 
risponde ne1 fascio ( 1 )  un piano che determinerh su due punti &', Q', 
armonicamente separati da1 punto A' e dalla faccia a' del tetraedro polare 
di F4; uno di essi si pub far corrispondere a Q e sia Q'. Allora, se ai punti 
A  1, M N &  di S, si fanno corrispondere i punti A'L 'M'N'  Q', é individuata 
una omografia fra gli elcmenti di S,; nella quale al piano L M N  corrispon- 
derà il piano L'ICI'N'; al piano n il piano n'; alle rette l m n ,  le rette Z'm'n'; 
ed al secondo yunto d'intersezione Q,  della retta 8 Q colla curva r4 corri- 
sponderà il punto &" (poichè A a Q &, , A' a' &' &" sono armonici). Cosicchè in 
questa omografia alla curva rd, la quale passa per L,  M, AT, tocca in questi 
punti rispettivamente le rette 1 ,  nz, 1 . 1 ,  h a  1, per piano iperosculatore in L ,  e 
passa pcr Q ,  Q, corrisponder& la curva T''. Dunque ogni modo di ordinare 

I l  1 i piani p. Y T ,  Si da soddisfare la (l), a causa della doppia scelta del punto 
clie deve corrispondere a &, dà 1bng-o cz due corrispondenze univoche fra i 
punti di r4 e r'4 in cui L e L' sono punti corrisporidenti, ed a 1 p . u ~  corri- 
spondono 1' Y' rr' appunto in quell'ordine. 

Si ha dunque la seguente proposizione: 
Date s u  due elmicire ellittiche rn, Fn n o m z a l i  d i  uno S,-,, dis t in te  O so- 

urupposte, due pzrnti gualz~izpue A ,  A', si. costruisen~zo g l i  a l t r i  p u n t i  d i  con- 
ta t to  B CD, B' C'LY delle curve PL) r n  rispettiva?ne~cte con le r iga te  raxional i  
dell'ol-dine n - 2 indiv iduate  in ciascuna c u w a  dal le  tutigenti in A, A'; se 
rrt ) 112' sono cZue [pz - 31, c71e s i  appogqiano rispettivavzerite a p e s t e  tanyent i ,  
saranno t?z ( A  B CD), n2'(A'Br C 'D ' )  le te tradi  d i  piuizi ta izge~zf i  condotte d a  
m ,  m' alle curve r2; P. Supposto che s i a :  

m ( A  B C D )  nz'(AIB'C'D'), (2) 

esisterannu due corrispotzdenxe perfettamerate determinate ftsn Pz e Sn ijz cui  
A ed A' (B e B', C e C', D e Dr) saraiano putati corrisponclenti e che sn- 
m n n o  proietinte da nz, 7%' secondo due fusci  d i  [n - 21 r i f e r i t i  f i n  loro ap- 
pufito nel la  proiettivitù (2). 

Se il gruypo m (A B  C D )  è armonico si avrà pure: 

m(A B CD) m ' ( A 1  B'D' Cf), 

e se il gruppo nz(AB C D )  è equianarmonico si avrà, pure: 

I ~ ( A B C D ) T ~ ' ( A ' C ' D ' B ' ) ,  m ( A B C D ) / i m ' ( A ' D ' B ' C ) ,  
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di ordine n normali di uno 9 

e quindi le curve ellittiche armoniche ed equianarmoniche si possono riferire 
fra loro in quattro ed in sei modi differenti. E percib: 

Date su due curue ellittiche proiettive, distinte O sovrapposte, (lue punti 
qualunque cowe onzoZoy7~i in  una corrispondenxa univoca fra i punti delle 
curve, i l  numero delle corrispondenxe che restano individuate è due, se le 
curve non sono singoluri, quattro se sono armoniche, sei se sono equianar- 
nzoniche ('1. 

5 2. Discussione delle diverse corrispondenze univoche 
che possono aversi sopra una curva ellittica. 

9. Pel caso in cui le due enniche sono-sovrapposte possiamo pervenire 
al teorema del numero precedente anche ne1 seguente modo. Sia data una 
corrispondenza univoca sopra una curva rn ellittica dell'ordine n normale d i  
uno 8%-, (il che è sempre possibile, n." 4); proiettiamola da un [n - 31, m 
della curva e facciarrio corrispondere ne1 fascio di ltz - 21, che risulta, ad 
ogni [n - 21 che incontri la curva in A B, i due [n - 21 che proiettano i 
punti A' B' ad essi 8mologhi nella corrispondenza; sarà ne1 fascio (m) indi- 
viduata una corrispondenza (2, 21, la quale avrà quattro [n - 21 uniti, cia- 
scuno dei quali O passa per una coppia di punti corrispondenti (in generale 
non involutoria) O per un punto iinito O per due punti uniti della corrispon- 
denza. 

Qualora perb si possa scegliere 17[n - 31, proiettante m in modo che si 
appoggi a due corde della curva rn, l'una che congiunga due punti A ,  B e 
l'altra che congiunga i punti A', B' ad essi omologhi (come avviene, per es., 
quando A fosse un punto unito della corrispondenza ed PM un qualunque [n - 31, 
che si appoggi alla tangente alla curva in A ;  oppure come avviene quando 
A ,  B fossero due punti omologhi le cui tangenti si appoggino al10 stesso 
[n - 3],, oppure quando A, B fossero due punti uniti), allora a tutte le coppie 
di punti non omologhi giacenti in [n - 21 proiettanti corrispondono (cfr. n." 1) 
coppie di punti ad essi omologhi giacenti in [?a - 21 uscenti da m ;  quindi gli 
[ n  - 21 corrispondenti del fascio (nl) formano una proiettivith. 

Ne1 fascio (m) si avranno solamente due [n - 21 uniti, ciascuno dei quali 
O proietta una coppia di punti uniti, che pub ridursi anche ad uno quando 

(1) SEGRE, Corrispondenze univoche, loc. cit., n . O  4. 

A n n a l i  d i  Matematica, tom0 X I X .  3 
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1'[n - 21 è tangente alla eurva, oppure proietta una coppia involuto~ia della 
corrispondenza. 

I n  qnesto caso, qualunque sia l a  omografia che si ottiene, dovendo una 
coppia di punti infinitamente vic.ini della corrispondenza sulln curva avere per 
omologhi una coppia di punti pure infinitamente vicini, i quattro punti di 
contatto degli [n - 21 tangenti del fascio (m)  devono corrisponderai fra loro, 
e percib nella omografia di [n - 21 del fascio (m) i quattro [n - 21 tangenti, 
che indicheremo con a, B ,  7, 8 devono formare uns tetrade riferita proietti- 
vamente a sè stessa. 

10. Pub accadere che ciasciino degli [n - 21 tangenti a ,  0, 7, 8 corri- 
spoiida a sè stesso, ed allora la omografia (m) è una identità e quindi la cor- 
rispondenza o è formata tutta di punti uniti, oppure è costituita dalla proie- 
zione della curva su sè stessa fatta dall' [fz - 31, nz, ne1 qua1 cas0 le coppie d i  
elementi corrispondenti sono tutte involzctoric! e sono riferite univocamente ag l i  
[n - 21 del ,fascia, e percid la corrispondenxn è raxionaie. h'ssa avrà pet. 
punti uniti  i q u a t t ~ o  punti A, B, C, D, ne; quali a ,  B ,  7, d toccano la czwva. 

Viceversa: Ogni cowisponde)zxa univoca della curlja rn con yzratt~o p n t i  
uniti ,  diversa dall'identità, è una poiexione della c u w a  rn sr4 sè stessa fcrtta 
du injiniti suoi [n - 31,. 

Infatti sia A un punto unit0 di uns corrispondenza univoca C di PZ, ed 
In uno [n - 31, di rn che si appoggia alla tangente in A ;  proiettando da m 
questa corrispondenza si avrh in (m) una omografia binaria di [n - '21, che 
avrh oltre l ' [ n  - 21 unito tn -4, per [n - 21 uniti quelli che passano per gli 
altri tre punti uniti della corrispondenza, e quelli possono essere almeno due; 
percib l'omografia avrR almeno tre [n - 21 uniti, e quindi è una identità e la  
corrispondenza C non è che la  proiezione della curva rn fatta da nz su sè 
stessa. Indicheremo una qualunque di queste corrispondenze razionali ed in- 
volutorie con la lettcra 1. 

Una J è individuata da una coppia d i  elementi corrispondenti AB'. Di- 
fatti la corda A A' determina la  varieta di con-' [nT 31, che ad essa si ap- 
poggiano e quindi la rigata le cui generatrici individuano sulla curva 
tutte le altqe coppje. 

Il .  Se la tetrade u ,fi 7 3  non è singolare pub aversi solamente: 

Ognuna di queste tre proiettivith fa corrispondere in doppio modo delle coppie 
di [n - 21 della omografia (m) ;  quindi la omografia (m) è involutoria. Ve- 
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dremo in seguito (n.' 20) che le corrispondenze stesse sono involutorie e che 
esse sono prive di punti uniti: queste involuzioni si dicono .ilzvoZzsxioni foîz- 

damentali delle curve ellittiche; noi le indicheremo con F. 
Oltre di queste due specie di corrispondenze involutorie non ve ne pos- 

sono essere altre; perchè, se vi fosse una corrispondenza involutoria che avesse 
almeno un punto unito A ,  proiettandola da un [n -- 31, sulla curva in modo 
che A si proietti in un punto singolare della curva, si avrebbe una corri- 
spondenza contenuta in una collineazione del10 Sn-,; la quale dovrebbe essere 
pure involutoria e quindi il suo asse che passa per A determinerebbe nell'in- 
contro con rn altri tre punti uniti e percib la corrispondenza involutoria sa- 
rebbe una J. 

12. Se la tetrade a ,  6 ,  y, d' è epiuna~monicu, oltre alle proiettività dette 
(10, Il), si avrebbe: 

cr.B-/d'h u y d p  A ad'py, 

se a è un [n - 21 unito, ed altre analoghe se fossero uniti O 3, O y, O 8. 
Ognuna di queste proiettività è ciclica del 3." ordine; quindi la corri- 

spondenza C sulla curva rn deve essere essa stessa ciclica del 3." ordine, op- 
pure del 6." ordine. 

Ln omografia (nz) avrà oltre u un altro [n -21 unito, che determina nella 
corrispondenza C della w r v a  O due altri punti uniti, oppure una coppia di 
punti che si corrispondono in doppio modo. I l  cubo della corrispondenza C de- 
termina riell'omografia (m) l'identità, e quindi C3 deve essere l'identità, oppure 
una J :  perchè fosse identità gli altri due punti d'intersezione del secondo 
[n -21 unito con la curva devono essere punti uniti della corrispondenza; 
perchè possa essere una J,  quei punti debbono essere fra loro coniugati. Co- 
sicchè la  corrispondenza ciclica del 3." ordine ha tre punti uniti, quella del 
6." ordine h a  un sol punto unito, una coppia involutoria, ed un ciclo del 
3." ordine. Indicheremo queste corrispondenze singolari rispettivamente con 
le lettere T ed S. 

13. Se la tetrade aB ~d è armonica, oltre alle proiettività dette in 10 e 
11, potrà aversi: 

U P Y ~  A uByJ K P u y $ ,  
oppure : 

u y P d ' A  yBda ,  a d B y A  d 'pya .  

L e  prime due proiettività hanno una coppia crp O y d \  che si corrisponde in 
doppio modo; quindi sono involuzioni iperboliche che hanno per elementi unitj, 
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gli elementi dell'altra coppia y 8 O crp; percib la corrispondenza della curva 
cbe è proiettata da  questa. involuzione ha due punti uniti, ed iina coppia in- 
volutoria: e poichè il suo quadrato è proiettato da ?n secondo la identità, 
senza ohe essa stessa possa essere identità (chè altrimenti la corrispondenza 
earebbe involutoria), la corrispondenza deve essere ciclica del 4." ordine. 

Le seconde. due proiettività sono cicliche del 4.' ordine, quindi le corri- 
spondenze potrebbero essere cicliche del 4." ordine O cicliclie dell'8.O ordine, 
ed avrebbero nei due [n - 21 uniti dell'omografia ciclica (m) O due coppie 
involutorie O una coppia involutoria ed una coppia di punti uniti, non po- 
tendo avere tutti e quattro i punti uniti. 

Ma ciclica de11'8.O ordine non pub essere, perchè la sua quarta potenza, 
che è proiettata da  rn secondo l'identità di [n - 21, avendo altri punti uniti, 
oltre i punti di contatto di u 7 d colla curva, deve essere essa stessa identità. 
Pub dunque questa corrispondenza essere solamente ciclica del 4.' ordine. I l  
suo quadrato è proiettato da m secondo una involuzione quadratica, ed esso 
stesso, avendo per punti uniti i quattro punti contenuti negli [n - 21 uniti 
della omografia, è una involuzione razionale 1, che ha  per coppie di punti 
le coppie di punti di contatto degli [n - 21 u p ,  78.  

, 

Queste corrispondenze si aggruppano con quelle ottenute dalle due pre- 
cedenti proiettività, e noi le indicheremo in seguito con la lettera O. 

14. Se C è un.a corrispondenza qualsiasi di rn singolare O non, e J una 
qualunque delle corrispondenze razionali di rn, diversa da quella il cui sistema 
di assi possa proiettare la C secondo una omografia di [n - 21, proiettando 
da uno rn degli [n - 31, di proiezione della 1, tanto la J che la C ,  si avranno 
in (m) sovrapposte una identità ed una corrispondenza (2, 2). 1 quattro [n - 21 
uniti della corrispondenza (2, 2) proiettano O ~ n ' ~ u n t o  unito di C O una coppia 
comune a J ed a C; quindi se gli elementi uniti di C sono k ,  le coppie co- 
muni a C ed a J sono 4 - k. Cioè: 

L e  coppie di punti corrispondenti comuni a zcna corrispondenza univoca 
d i  rn con k punti uniti ed a una cowispondenxa raxionale J sono 4 - k. 

E viceversa; se le coppie comuni ad una C ed una 1 sono 4 - k ,  i punti 
uniti d i  C sotzo k .  

Teniamo inoltre presente che se C ,  C, sono due corrispondenze univoche 
sovrapposte, esse hanno tante coppie di elementi corrispondenti comuni, quanti 
sono i punti uniti del prodotto CC;' O del prodotto C-'Ci. 

Applicando a due corrispondenze razionali J ,  poichè esse non possono 
avere coppie comuni, chè altrimenti coincidono, ne segue cbe: 
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Il  proclotto di due inuoluziorci raximzali è zwa corrispondewa priva d i  
punti uniti. 

Moltiplicando dunque una data corrispondenza razionale J per un'altra 
coirispondenza razionale J variabile si hanno i n h i t e  corrispondenze, prive 
di punti uniti; indichererno una qualunque di queste corrispondenze col sim- 
bol0 E. Vedremo (n." 20) che le involuzioni fondamentali F fanno parte di 
questo sistema di cor~ispondenze. 

15. Riepilogando e ricordando il n." 8: Sopra una curva ellittica qual- 
siasi si Iianno sempre due sistemi di  cor~ispondenxe univocke; le involzixioni 
raxionali J ,  le puali posso~zo essere p~oiettate secotzdo una identith di [n - 21, 
O secondo una involzcxione puadratica di  [n - 21, e le corrispondenze prive 
di punti uniti E ,  che sono sempre proiettate secondo una corrispondenza (2, 2 )  
ad eccexione di tre f i a  esse, le involuxioni fondamentali F, che possono essere 
proiettate in infiniti modi secondo unu involuzione quadrutica di [n - 21. SuZle 
curve armoniche, oltre questi due sisiemi d i  corrispondenxe ui sono due altri 
sistemi di corrispondenxe Q cicliche del 4.0 ordine, i'uno inverso dell'altro, 
che possono essere proiettate secondo zcna involuzione di [n - 21, oppure se- 
corido m a  omografia ciclica del 4 . O  ordine. Sulle curve equianamoz&de, oltre 
le corrispodenxe J ed E ,  vi sono qzuttro altri sistelni d i  corrispondenze sin- 
golari, a due a due iwuersi fra loro, dei quali una coppia sono d i  corrispon- 
depzze T cicliche del 3.0 ordine, ed zm'ultra di cor?.is~o)zdenxe S cicliche del 
6." ordine. Eccetto le involuxioni raxionali J,  tutte le altre corrispondenxe 
sono ellittiche (1). 

(1) Se per rappresentare ogni punto di una curva eliitticà di ordine 9 2 ,  si fa  uso del- 
l'integrale ellittico di 1.' specie, di periodi w ,  w', disteso eulla curva a partire da un punto 
singolare sino a quel punto, l e  corrispondenze univoche razionali J sono rappresentate dalla 
relazione: 

u'= -u+ C, (11 

ove C 6 una costante qualunque; le corrispondenze univoche E sono rappresentate dalla 
relazione: 

u f a + u +  C. (2) 

Sulle curve ellittiche armoniche i due sistemi di corrispondenze singolari Q sono rappre- 
sentati dalle relazioni : 

u 's  i u + C  (3) 

u ' E S  - i ~ - b  c. (4) 

ove i rappresenta la radice quarta  deli'unità, (Ix. 
Sulle curve ellittiche equianarmoniche i due sistemi di c o r r i s p ~ d e n z e  T cicliche del 
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5 3. Proprietà del gruppo di corrispondenze univoche 
non singolari delle curve ellittiche. 

16. Dati due [tz - 31, m, m' della curva rn le generatrici delle due ri- 
gate dell'ordine n - 2 &!;-; .M' ; - .L  che passano per ogni punto A, della curva 
segano la curva in due altri punti A ,  A', che sono phnti corrispondenti di 
una corrispondenza ellittica E. 

Difatti , indicando con J ( A  A ,) la  involiizione razionale individuata dalla 
coppia di punti ,4 A , ,  il prodotto 

J ( A  A,) J ( A ,  A') f E(A A'). 

Dalla quale relazioiie si ricava ancora: 

e questa mostra che ogni corrispondenza E è trasformata nella sua inversa E-i 
da qualunque corrispondenza razionale J. 

E quindi, se si tien fissa la coppia A A', al variare di m,  essa sarà pro- 
iettata sulla curva in coppie B'B, Cf C,. .. di punti corrispondenti della E-'; 
cioé saranno A A', B Br, CC',. .. , tutte le coppie della corrispondenza E. 

Da ci6 si h a  il seguente teorema: 
Una E è indiv iduatu da u n a  sua coppia. E quindi; 
Og& E è in ilzfi?ziti ?nodi i l  prodotto d i  due J; poichè ogni punto arbi- 

trario A, della curva rn determina con A A' ïispettivamente le due involu- 
zioni J (AA, ) ,  J (A ,A ' )  che dànno per prodotto quella corrispondenza E(AAf). 

17. Volendo distinguere fra loro le corrispondenze di uno stesso sistema, 
apporremo al simbolo adottato un indice diverso. Essendo J Ji r E ,  si ha  pure 
JE=J , ,  ovveïo E J , = J ,  e quindi: 

3.' ordine, inversi f ra  loro, sono rappresentati dalle relazioni: 

U ' E  X U  f- C 

21' E + C, 

ove a rappreseuta una radice terza dell'onita; e i due sistemi di corrispondenze S cicliclie 
del 6." ordine sono rappresentati da: 

ut= - a u  + C (7) 

u ' r  -a"+ c. (8) 

Oltre di questi sistemi di corrispondenze non ve ne sono al t r i  (vedi KLEIN, Mathematische 
Annalen, Bd. 15, pag. 279; SEGRE. Corrispondenze univocl~e, loc. cit., pag. 4). 
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Il prodotto di ulza corrispondenxu mxionale J per zlna corrispondenxa 
ellittz'ca E, O di  zcna E per u.na J è una corrispondenau razionale 1. 

Si ha pure J ,J ,J3=J ,  J,J,J,J,=E, E,E,=E, ecc.; cioé: 
I l  prodotto di  un nunzero pari di  corrispondenze razionali è una corri- 

spondenxa univoca E; il prodot20 d i  un nunzoro dispari d i  corrispondenxe ra- 
zionali è pure una corrispotzdenxa razionale; i l  prodotto di  due O pi& corri- 
spondewe ellittiche E è pure una corrispondenxa ellittica E. 

Si ha infine: I I  prodotto di  pi& corrispondenze razionali J e d i  pi& cor- 
rispondense ellittiche E è zcna J oppure una E, secondo clze i l  nulnero dei 
fattori J cosnpresi ne1 prodotto e dispari O puri (WEYR, Ueber, etc., loc. cit., 
na0 15). 

Difatti sia il prodotto: 

E E  ... E J J  ... J E E  ... E J J  ... 1 E E  ... E J J  ... 1, 
.-, - v -NP' V V ZirV - 
k volte i volte k1 volte i' volte k" volte i" volte 

ove per semplicità abbiamo trascurato gl'indici per distinguere le diverse cor- 
rispondenze; esço è equivalente, pel teorema precedente, a 

EJJ ... J EJJ . . . J  E J J  ... J ,  
-.- - u- 

i volle i' volte il1 volte 

il quale è pure equivalente a 

J ,J  ... J J ,J  ... J J 3 J  ... J E J 
V_, _rrJ V_, 

i volte if volte il1 volte Xi volte 

e quindi è una J O una E secondo che B i  è dispari O pari. 
18. Se J ,  J, sono due assegnate corrispondenze razionali sarà il prodotto: 

cioE equivalente ad un'altra corrispondenza. razionale J,, la quale è la tras- 
formata di J, mediante J; quindi: 

Proiettaindo unu in~oluxione ruzionale JI da uno [12 - 31, p szdla cuwa - 

si ka un'altsa inz;oluxione razionale J?; oppure: se più coppie di pufzti d i  
ana curva ellittica rn sono contenute i n  [n - 21 cke pussano per un medesirno 
[YZ - 31, m della curva, queste saranno proiettnte sulla curva da u n  [n - 31, 
p in coppie di  punti, che sono pure contenute i n  [n - 21 che passano per u ~ t  
altro [n -- 31, m' della curvu. 

1 punti iiniti della Ji devono essere proiettati nei punti uniti della J2 ,  e 
quindi : 
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16 A rno deo : Le corrispondenxe univoche sutte curve etlitt,iche 

Proiettando da un [n - 3Is della curva i punti d i  contatto d i  una rigata 
raxionule di ordine 1.t - 2 si hanno sulia curva quattro punti, le cui tangent; 
aypartengo~zo ad una medesilna rigata raxionale di ordine n - 2,  i n  generale 
diversa dalla. prima. 

La  cowispondenza 1, pub essere proiettata nellu corrispondenza J, in  
quattru modi differenti, e quindi vi sono quattro divetssi sistemi di  [n - 3],, 
clle pvoiettano le colîpie d i  punti contenute in [n - 21 con l n ,  nelle coppie di  
punti contenute in [rz - 21 con m'. 

Se A ,  b', C, D sono i punti uniti di J i  e si suppone che la J  trasformi 
l'elemento unito A in uno qualunque degli altri tre, la J ,  sarà trasformata in  
sè stessa. E percib: una corrispondenxa raxionale J ,  pub essere proiettata in 
st? stessa da tre d i~ers i  sistemi di 112 - 3],, cioè da quelli clle si uppoggiano 
alle tre corde clle congiungono uno dei punti uniti d i  J,  agli altri tre. 

19. Se A A', B B' S O H O  due coppie d i  una corrispondeîzxa E, le corde 
AB' ,  A'B sono generatrici di una medesium rigata razionale Difatti, 
la corrispondenza razionale 1, individuata dalla coppia AR' ,  deve trasformare 
E nella sua inversa E-', e poichè già trasforma A in B', dovrà trasforrnare 
A' in B ;  quindi A',!? è una seconda coppia di J(A B'). Da cib si ricava che 
ogni [n - 21, che passa per la corda AR' determina sulla curva un [n - 31, 
che sta in un altro [n -- 21 insielne alla corda A'B. E si pub anche dire: 

Se A A', B B' sono due coppie qualunque d i  utza corrispondenxa uniooca E, 
gli [n - 21 clie passano per un [n - 41, e rispettivamente per le corde AB', 
A'R s i  segallo ulteriormente in  un a h o  punto della curva, e quindi hanno 
in comme znz [12 - 31, della curva. 

Per questa proprietà la corrispondenza ellittica E 4 ,  che è individuata dalla 
c.oppia di  punti A B ,  avrà pure per coppia. di punti ornologhi A'B';  quindi 
ciascuna delle due corrispondenze E ,  E, trasformil I'altra in sè stessa, ed il 
loro prodotto è cornmutativo; si ha cioè: 

I l  prodotto d i  un wmero qualîrnque d i  corrispondenze ellittiche E è sempre 
conzmutativo. 

Dalla costiuzione delle corrispondenze ellittiche E risulta pure: 
Se un pzrnto della corrispondenxa ellittica E è unito, tutti i suoi punti 

sono mifi, e la E S wzn identità. 
20. Sia A A' la coppia che individua la corrispondenza E; proiettandola 

da uno degli [n - 31, che si appoggiano alla tangente in A ' ,  se si itidica 
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d i  ordine rnorrnali d i  uno Sn-,. 1 ? 

con A" la proiezione di A sulla curva, sarà A'A" un altra coppia di E ,  e 
quindi AA'A" sono elementi che si corrispondono successivamente in E. Se 
le tangenti in A ,  A' si appoggiano al medesimo sisterna di [n - 31, della 
curva, con la costruzione precedente si troverebbe che A" coincide con A ,  
cioè che la coppia A A' è involutoria. Applicando in ta1 caso la costruzione 
della corrispondenza E, data ne1 n.' 16, ogni altra coppia BB' che da essa si 
ottiene deve pure essere involutoria. Dunque: 

Se g l i  elementi che individuano una. E sono punti  d i  contatto d i  unu 
medesima rigata raxionale M2-* colla curva rn, p e s t a  coppia è i w o l u t o ~ i a ,  
e tutte le coppie della corrispondenxa E sono involutorie. 

E siccome al punto -4 si possono far corrispondere ciascuno dei tre altri' 
punti di contatto della curva rn con la rigata che la tocca in A, pos- 
siamo conchiildere cib che abbiamo affermato al na0 14, che al  sistema delle 
corrispondenxe ellittiche E appartenyono le tre involuzioni fondamentali F della 
curva rn ('). 

Se A,  B, C, D sono i quattro punti di contatto della curva con la ri- 
gata razionale le tre involuzioni fondamentali sono F ( A  B) , F ( A  C )  , 
F(A D), e per ciascuna di esse un'altra coppia è data dai rimanenti punti di 
contatto (n.' 11 e 18); quindi ciascuna delle ire involuxioni fondamentuli è il 
pmdofto delle altre due. 

21. Se A A', B B' sono coppie di una F non solamente le coppie AB', 
A' B appartengono ad una medefiima corrispondenza razionale J che trasforma 
la F in sè stessa, ma anche (per la corrispondenza in doppio modo della 
coppia B B') A B, A'B' appartengono ad un'altra corrispondenza J ,  che tra- 
sforrna la F in F. Quindi: 

Ogni involuxione fondamentale F zz A A', B B' é trasformata i n  S B  stessa 
da tutte le zlzvoluxioni raxionali del tipo (AB',  A'B),  e de2 tipo ( d B ,  A'B'). 
Ovvero : 

( 1 )  Dalla relazione clle rappresenta il sistenia delle corrispondenze E si ottengono le t r e  
i~voluzioni fondamentali quando alla costante si altribuiscono gli epeciali valori: 

ove w, w' rappresentano i periodi delle funzioni ellitticlie, e quindi esse sono rappresentate da:  

Annnli di Matematica, tom0 XIX. 3 
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18 A m odeo : Le corrispondenxe unàvoche sulle curve e22ittiche 

Due coppie A Ar,  B B' di una cowispondenxa ellittica E individuano una 
involuxione razionale J E A B', A' B che trnsforma la E nella sua inversa; 
e due coppie AA ' ,  R B '  di una F individuano due cor~ispondenze raeionali 
J = AB', A' B J ,  A B, A' B' che la trasforrncrno in sè stessa. 

22. 11 sistema delle corrispondenzc E insieme all'identità ed alle tre in- 
voluzioni fondamentah, ed il sistema delle corrispondenze razionali involu- 
torie J ,  sono legati fra loro dalle seguenti relazioni: 

Ogni E trasfol-mu u d a l t ~ a  E, nella stesstr Et.  Ogni J tr.asJovma una E 
nella sua inversa, e trasfornza m a  F in  sè stessa; ogni E trasfoma ztnu J 
i n  zin'altra J,  e solamente la F e la identità tmsformano ciascuna J nellcc 
stessu J. 

Percib possiaino dire che il sistema delle E ed il sistema delle J sono per 
le curve ellittiche c d  che sono per le curve razionali un fascio di omografie 
unite e un fascio di involuzioni armoniche ad esse (i).  

Tutte le corrispondenxe E ed J formano un yruppo, di C U Z  un sottoyt'uppo 
ilzfilzito è quello forwato dulle sole E, e d i  quesfo un sottog~uppo finit0 è 
quello formnto dalle tre involuxioni fondarnentali F @). 

4. Teoremi diversi. 

23. Se A, ,  A,, As,. .. , An è un n-gono gobbo semplice inscritto in rn ed 
A', , Ar,, A',, . . . , A', sono i ?un t i  d'incon t ~ o  della cuwa con yli [n - 21 a , ,  

a, ,  . . . , a, opposti ad A, A,. . . A,, saranno A i  A', , A, A', , il, A's, . .  . A n  A', 
coppie di punti ornologhi d i  una medesima E f3) .  

Difatti proiettando la coppia A, A',, che individua la E, dall'[n - 31 in- 
dividuato dai vertici ,4, A,. . . A, dell'n-gono inscritto in rn sulh  curva, si 
hanno gli [n - 21 a,, a,, i quali segano la curva in Ar,  A,, e quindi sstrà 
A,  A', un'altra coppia di E ;  cos1 si ragionerebbe per tutte lc  altre coppie. 

Il primo ra-gono è circoscritto al secondo. 
Oppure, facendo uso della rappresentazione parametrica (n.' 15, nota), se 

u , ,  u,, ..., un sono i parametri degli n punti A i ,  A ,,..., An ed u',, u',, ..., u', 

(1) Vedi le mie Lezioni sulie ornopnf ie  Oirzarie, 2." edizione. Napcli, Pellerano, 188% 
('4 Questi tcoremi si possono t radurre  in  altrettanti teoremi sulle r jgate  individuate 

dalle corrispondenze ellittiche E. (Vedi n.' 26.) 
(3) Questo teorema é stiito enunciato solo per  rz = 3 da1 TVEYR, loc. cit. 
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d i  ordine 12 normali di uno Sn--,. 19 

i paranietri degli n punti Ali, Alp,. . . , A',, si deve avere, corne è noto, 

u ,+u ,+ . . .+u , - , - - u ln i  j 
da cui 'si ricava 

24. Se A, Ari sono elementi di una coppia di una F ,  anche A, A',, 
A,dr,,. .. A,A1, sono coppie della medesima F. In ta1 caso deve aversi: 

2"i + z l r  + . . . + u'n P -- 
- a (P - O ,  O), 0 + O'), 

12 - 1 

e quindi 

Percib; se n è dispari, gli n punti A'', Al2, ... A', stanno in un [n - 21; se n 
è pari, non stanno in un [n - 21; ed allora trasformando le (1) mediante le (2) 
si ha pure: 

ur2 $ ~ ' ~ 4 -  - .  .+ u', = - u, ,  ecc., 

cioè l'ennagono ,4', A', . . . A', è pure circ.oscritto all'ennagono A,  A,. . . A , .  Si  
h a  quindi il teorema: 

In una curva ellittica normale rn d i  ordine pari g l i  n punti, che corri- 
spondono ad iz pzlnti presi ad arbitrio sulla curva rR in una inz;oluxione 
fondamentale F ,  formano un n-gono gobbo senylice inscritto e circoscritto a 
quel10 format0 dai primi punti. 

I n  particolare per n = 4. 
Quattro punti presi ad arbitrio sopra una cwva ellittica normale del 

4.0 ordine ed i loro coniugati in tcna qualunque delle tre involuxioni fonda- 
mentali sono vertici di due tetraedri d i  Mosrus. ' 

Sempre nell'ipotesi di n pari, indicando con A'', A" A",, A'", A"', ... A"',,, 
i coniugati dei medesimi punti '4, A , .  . . A, nelle altre due involuzioni fonda- 
mentali, i quattro ennagoni gobbi che risultano sono a due a due inscritti e 
circoscritti I'uno all'altro, e quindi il precedente teorema si conipleta ne1 modo 
segaente : 
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2je A , .  . . A, sono n punti presi ad arbitrio sopra una curva ellittica nor- 
malt! di ordine pari, ed A', . . . Atn, Aui . . . il''nl A"'i. . . A'"n sono i loro ri- 
sl~ettivi coniugati nelle t r e  involuxioni fondamentali, questi gruppi d i  p m t i  
sono verlici di quattro n-gofzi, ehe a due a dzte formano sei cojpie d i  wgoni 
circoscritti ed inscritti l'un0 all'altro. 

25. Ritornando ad n qualunque, se i punti AiA1,  sono punti coniugati 
di una involuzione fondamentale F, e per essi tiriamo due corde che si ap- 
poggiano ad un medesimo [n - 3], ,  questi incontrano la curva nei punti 
A, A', di un'altra coppia della F ed anche le corde A i  ,l,, A', il', si appog- 
geraiino ad un sistema di [n -- 31, della curva (n.' 21). Abbiamo cioè due 
sistemi di [n - 31, individuati dalle corde A, A,,  A, A', . Per  un [n - 41, 
p della curva passa un [n - 31, del primo ed uno del secondo sistema i quali 
segmo la curva ulteriormente in  due punti A,Af, che sono punti di una coppia 
di F , perchè gli [a - 21 p A, 4 A3, pAi -Ala Arg passano per 1' [E - 31, p A, e 
proiettano la coppia A,Ar. sulla curva in A3AJ,. Cosicchè per ogni [n - 41, 
arbitrario si individua una coppia A,A', di F. 

Quindi se indichiamo con A,A, ... A, gli n - 3 punti della curva rn che 
individuano 1' [rz - 41, saranno A, -4, A,.  . . A,, A', A, -4, .. . A, i due [n - 31, 
dei due sistemi; scambiando ora, in questi gruppi di punti, l'indice 3 rispet- 
tivamente con 4 ,  5 , . .  . n ,  si ha  che presi gli r, - 2 punti A,A,. .. A, che 
insieme ad AiA, stanno in uno stesso [E - 21, se, per i gruppi che si otten- 
gono escludendo ogni volta un vertice A,, si fa passare un [n - 31, che si 
appoggi alla corda A, A', , e quindi anche ad A, A', , questo segherà la curva 
nell'elemento A', coniugato di A, nella steasa involuzione fondamentale F. E 
quindi : 

n - 1 coppie arbitrarie di una ircvoluxione fondamentale F, A, A', , A, A', . . . , 
A, A',, . . . A , - ~  A',-, , zizdividuano una n."" coppia A, A',, la quule è la pro- 
iezione di ciuscuna delle coppie precedenti dall'[n - 31, ilzdividunto da n - 2 
punti presi da tutte le rimanenti n - 2 coppie uno i?z ciascuno; oppure: scelti 
ad arbitrio n - 3 elementi fra gli elementi delle rt -- 1 coppie, ma in modo 
che due non siano coniugati, e conducendo per essi gli [n - 31, cke si appog- 
giano alle corde, che conp'ungono un pufzto A, di una delle due r'imanenti 
ai punti A,, A', dell'altra, questi segano la cuwa rzella coppia. 

Ovvero altrimenti : . 

n - 1 coppie di  una involzcxione fonda~nentale F , A, A', , A, A'?, A3 Al3,. . . 
A,-, A',-,, individuano una coppia A,A', tale che, scelti ad arbitrio n - 3 
punti fra gli elementi delle coppie, mu ir, modo che due non siano coniugati, 
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l'ln - 31, clze passa per essi e si appoggia alla co~da  che congiunge un punto 
A, di una delle due rimanenti coppie ad ufz punto A, dell'altra, e 2'[n - 31, 
cliespassa per gli elernenti coniugati di quelli e si upyoggia alla coîda A,A1, 
si segano ulteriorrnente i n  un punto della coypia. Se il prinzo [12 - 31, 
si appoggia ad AVAIS ed il secondo ad A,&, quesfi si segano ne1 punto della 
curva coniugato al precedente rzella corrispondenxa F. 

Per n E= 4 si ha in particolare: 
Se A, A.',, A, A',, A, A', sono tre coppie d i  una hzvo1uxio;one fondamentule 

di una puartica gobba ellittica, peste ne individuuno una quartu A, A',, la 
quale è la proiexione di ognuna delle coypie da,te da zwa corda che congiunge 
due punti non coniugati delle altre due coppia; ovvero è la infersexione della 
curva con le corde che pussano per A, (O per A',) e sono di~ettrici delle ri-  
gute ~axionali  di ordine n -  2 individuate da A,A,, AIAr2;  e finalmente la 
corda direttrice della rigata razionale individuatu da A, A, che passa per A,, 
e puella della rigata indiuiduuta da A, A', che passa per A', si segafto in  un 
punto della coppia A, A',. 

26. L'ordine della rigata, le cui generatrici congiungono i punti orno- 
loghi di una corriepondenza ellittica E ,  si pub ottenere da1 numero delle ge,- 
neratrici che si appoggiano ad un [fi - 31, della curva. Se questo ha co- 
mune colla curva i punti P,, P,,. .. Px-,, ad esso si appoggiano le rette che 
congiungono i punti Pi (i = 1, 2 , .  . . , n - 2) ai loro corrispondenti nella E e 
nella inversa E-', ed inoltre le rette che congiungono le quattro coppie cornuni 
alla corrispondenza E ed alla J di cui quelll[n - 31, è un elemento di pro- 
iezione. Quindi: La  superficie rigaia Kin formata dalle congiztnge~zti, i punti 
ornologhi di una corrispondenxa ellittica E è dell'orditze 2n. 

Questo numero si riduce alla metà quanto si tratta di una delle tre in- 
voluzioni fondamentali. Poichè le corde clie congiungono i punti comuni al- 
l'[fi - 31, ed alla curva rn coi loro corrispondenti si riducono a d  9% - 2, e la 
involuzione quadratica secondo cui è proiettata la F ha solamente due [f i - 21 
doppi, e quindi vi sono solo altre due generatrici che si appoggiano a117 [ ~ z  - 31, 
di proiezione fuori della curva. Percib: le rigate individuate dulle tre hvo- 
luxioni fondamentali sono dell'ordine n ('). 

( l )  Delle rigate individuate dalle corrispondenze sulle curve ellittiche lianno a luiigo 
t ra t t a to  il sig. SEGRE (Atti R. ACC. di Torino, vol. 21, e Math. A m . ,  Bd. 24) ed in par- 
ticolare, per n = 4 ,  HARNACK (Ueber Darstellu.ilg der Rnurncurve 4 . 0 ,  1 .  S. u~zd ihves 
Sekantensystem durch doppelt periodische Funkgionex (Math. Ann., Bd. 13, pag. 72) e 
per n= 3 (WEYR, Ueber, etc., loc. cit,). 
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22 A m  od eo : Le corrispondenxe univoche sulle czwve ellittiche , 

3 5. Poligoni inscritti in P. 

27. Siano 1 , 2 ,  3 ,. . . , 2 m - 1 degli [n - 31, fissi di una curva ellittica 
normale rf2, ed Xi un punto variabile della curva rn; questo punto sia pro- 
iettato dall' [n - 31, 1 in Xz, e questo da  2 in X3,. . . , e finalmente X2rn-, da 
2rn - 1 in X,,, sarà X,XZm una coppia di uiia corrispondenza, che, essendo 
il prodotto di 2 m - 1 J ,  è pure una J (n." 17); e percib la corda X, X2m 
sarà pure essa una generatrice di una superficie rigata Me-2 razionale del- 
l'ordine n - 2. Cosicchè: 

Se un poligono semplice d i  'Lm eertici, inscritto nella curva ellittica nor- 
male rn d i  uno Sn-,, varia in  modo che 2 m  - 1 suoi lati si appoggiano a 
2ria - 1 [n - 31, fissi della curva, il 2m.O lato si appoggerà ad un sistema 
dete~nzinato di  spazi siffatti della curva rn. Oppure: 

Se un poligono semplice di 2 m  vertici inscritto i n  ïn varia in  modo 
che 2m - 1 suoi Zati descrivono 2rn - 1 rigate raxionaii del170rdine lz - 2 ,  
il 2m.O lato descrioerà anch'esso una rigata razionale del10 stesso ordine. 

F r a  questi poligoni ve ne sono 4 per i quali il lato X,X,, è tangente 
alla curva ïn, e quindi essi diventano poligoni di 2 m  - 1 vertici iuscritti 
in P. Si ha quindi: 

Dati in ana curva I""m - 1 [n - 31, arbitrnrii si possono inscrivere 
alla curva quattro (2 Pn - 1)-goni i cui luti si appoggialzo rispettivamente ni 
2 m - 1 spazi jîssi. 

28. Se gli [n - 31, sono in nunlero di 2 m ,  i punti Xi X2,+, sono corri- 
spondenti in una E, e quindi Xi, X,,+, O non coincidono mai O coincidono 
sempre ; percib : 

Dati soprn ?&na curvu ellittica normale ïn di un Sn-, 2 az sl~axi [n - 3],, 
in  generale rzon vi è nessuno 2m-gono scmplice inscritto in essa i cui lati si ap- 
poggino risi~ettivamente ai 2m spaxi dnti; ma se ve rt'è uno, ve ne sono infiraiti. 

L e  diagonali Xk Xl (per IC ed 1 diversi fra loro ed = 1, 2 ,  3 , .  . . , 2 m) del 
2m-gono, se k - l S un numero pari, descrivono una superficie rigata ellittica 
dell'ordine 2 n 7  e se k: - 1 S un numero dispari, descrivono una rigata razio- 
nale dell'ordine n - 2 ;  e quindi di tutte le m(2m-  1) corde, che congiungono 
a due a due i vertici di quel 2 m-gono, m2 descrivono delle rigate razionali del- 
l'ordine pz - 2 ,  ed m(m - 1) descrivono delle rigate ellittiche dell'ordine 2 n ('). 

U) Per  ogni punto passano 2 m  - 1 corde, delle quali rn descrivono rigate razionali ed 
nû - 1 descrivono rigate el.littiche,, percib in tutto si hanno rnP corde ne1 primo caso ed 

m ( m  - 1) ne1 secondo. 
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d i  ordine rt n o r m a l i  d i  u n o  Sa-,. 2 3 

29. Se i punti XI X, ... X, di un p-gono inscritto in r"ii considerano, 
nell'ordine in cui si seguono, corne elernenti corrispondenti di p - 1 corrispon- 
denze ellittiche E, si ha:  

S e  p - 1 l a t i  d i  un poligono semplice inscr i t to  in în descrivono p - l 
r igaie  ellittiche dell'ordine 2rz, anche i 'u l t imo lato descriverà u n a  r i g a t u  el- 
l i t t ica dell'ordine 2 n. Se ,  a l  onriare d i  Xi, succede che zma volta XP+, coincide 
con X , ,  cib succederà sempre. 

Tenendo conto che anche le diagonali di questo poligono tiescrivono delle 
rigate ellittiche, si ha: 

Da p p u n t i  a ~ b i t r a r i i  d i  u n a  curva el lit tic^ normale Tn d i  uno Sa-, sono 

determinale P(' - riga,te ellitticlte Kin, e a i  sono in f in i t i  poligoni inscvi t t i  
2 

a l la  curva 1-n i cui  l n t i  sono g e n e r a t ~ i c i  delle rnedesiwe rigate.  
Osserviamo in ultimo che se d i  p - 1 l a t i  d i  un poliyono variabile in- 

scritto in ïn, alcuni  descrivono delle r igate  dell'ordirte n - 2 ,  a i rinzanenti  
delle r igate  dell'ordine 2 n ,  l'zcltirno lato descriverà u n a  r i g a t a  razionale del- 
lJordine  n - 2 O ellittica dell'ordine 2 n ,  secondo che il numero  delle ri,yyate 
detl'ordine n - 2 ,  deseritte d a i  l a t i  del poligono, sono d i spar i  O pari .  

8 6. Corrispondenze cicliche e poligoni di Steiner. 

30. Se Xi X,  . . . Xm sono punti distinti che si corrispondono successiva- 
mente in una corrispondenza ellittica E, al variare di Xi la corda XI X,+, de- 
scrive in generale una rigata ellittica ICp de1170rdine 2%. Quindi se una voltn 
coincidono X, e X,,+,, coincideranno sempre ed allora la corrispondenza è 
ciclica dell'ordine m. 

31. Ogni p&to di rw appartiene ad un unico ciclo e 10 dotermina. 
Se i punti di un ciclo si proiettano da un arbitrario [rb - 31, della curva 

sulla curva stessa,, si avranno i punti di un ciclo della corrispondenza inversa 
E-' (vedi n." 16), e quindi scrivendolo nell'ordine inverso si ha  un ciclo di E. 
Si faccia variare la proiezione del primo punto del gruppo cambiando l7 [n - 31, 
e si otterranno tutti i cicli della corrispondenza E. Qualora 1' [n - 31, proietti 
u n  punto del ciclo in un punto del ciclo stesso, tutto il ciclo si proietterà ne1 
suo inverso. 

Scelti due cicli qualunque Xi X2.  . . X,, Y ,  Y,. . . Y, si deve, proiettando 
X, in Y,, ottenere da  X, il punto Y,-,, da X, il punto Y,,, ecc.; ov- 
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2 4 A modeo : Le corrispondercxe univoche sulle curve ellittiche 

vero proiettando Xi in Y, ,,-, ottenere Y,-,, Irm ..,,... da X,, X, ,...; quindi 
in m modi diversi si pu6 ottenere il secondo ciclo come proiezione del primo. 
Percib le nPcongiungenti i punti di due cicli sono ad m ad m le generatrici 
di m rigate razionali dell'ordine n -  2. Ovvero: 

Le coppie di punti, presi da due cicli diferenfi di utta tnedesirna corri- 
spondenxa ciclicu E dell'ordine HZ, che hanno la somma degli indici congrua 
ad un nurnero costante, sono coniugati in  una medesimu ilzvoluxlone razionale 1. 
E quindi : 1 punti di  due cicli di  una medesitna corrispondenxn ciclica del- 
i'ordine m si possono considerare corne coniugati in m diverse involuxioni 
raxionali. 

32. Se scegliamo, come assi di queste m. involuzioni, gli m [n - 31, della 
curva rn che passano per un medesirno arbitrario Ln - 4Is O della curva, questi 
segheranno ordinatamente 1.n in altri punti 2, Z,.. . Zm, che, presi nell'ordine 
considerato, sono elementi di un ciclo di E. Infatti per l'operazione fatta si 
lia il seguente quadr.0, in  cui nella stessa colonna stanno gli elementi con- 
tenuti nello stesso [n - 21. 

cioè per 1' [?z - 31, O 2, passano gli [n - 21 O 2, X, Ym , O 2, X2 Y,-, , . . . ; 
per 1' [n - 31, OZ, passano gli [n - 21 0- Xi Y,-, , O 2, ,Y, Y,,-, , . . . ecc. ; 
quindi gli [n - 21 O 2, Xi Y,, OZ, Xi Y,-, , . . . passano per 1' [n - 31, O X ,  
e proiettano il ciclo Y, Y,-, . . . Yi ne1 ciclo Z,Z,. . . 2,. Lo stesso si dirà 
per gli [n-31, OX,, OX3 ,..., e per gli [n-31, OY,, OYm-i, ..., ecc. 
Dunque, i tre cicli sono tali che ciascuno è la proiexione in  .m modi di un 
altro mediante gli [n  - 31, che passuno per. uno d i  con--4 [fi - 41, della czcrva 
e per un punto del terxo ciclo. 

Si  noti che al variare di O il terzo ciclo 2, 2, .. . 2,; varia sulla curva; 
sicchè la proprietà precedente si riferisce a tre cicli qualsiasi della corrispon- - - 

denaa in esame. ~ i o è  dati tre cicli arbitra& della corrispondenza E vi sono 
mn-' [n - 4Is che conyiunti con due punti qualsiasi) presi da due differefzti 
cicli dei tre, dànno un [n - 21 che passa per un purnto del terxo ciclo; questi 
appartengono ad m sistemi diversi. 

Anslogamente, dati j tre cicli X ,... X m ,  Y ,... Y,,, 2, ... Z,, se si scelgono 
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gli m [n - 31, in modo che passino per il punto Z,  e per un medesirno [n - 51, 
P arbitrario, questi segheranno la curra in m punti V, V,... Vm che appar- 
tengono ad un altro ciclo di E; ed i quattro cicli sono tali che gli [n - 2 
che passano per tre punti presi fra tre cicli diversi e per uno di [n -- 5 
P, segano la curva in un punto del rimanente ciclo. 

I n  generale: Siano r - 1 cicli della corrispondenau E scelti ad arbitrio, 
gli [n - 21, che passano per r - 1 punti presi in  tutti questi cicli, uno in 
clascuno, e per uno arbitrario [n - r - 1],, segano la curva in punti che 
appartengono ad un r."~ ciclo della stessa cor~ispondenxa E. E questi cic2i 
sono tali che gli [PZ - 21, che passano per uno d i  O O @ - ~ - I  [n - r -. lIs e per 
r - 1 punti presi fra cicli diversi dai prinzi e diversi tra loro, passano per 
un punto dell'r.mo ciclo. 

Questi r cicli formano un gruppo che diremo gruppo connesso di rSmo or- 
dine della corrispondenza E. 

Per  r = n - 1 si ha: Dati n - 2 cicli arbitrarii di una corrispoladenxa 
E ciclica dell'ordine m, gli [n - 21, che passano per n - 2 punti presi in 
questi cicli, uno  PZ ciascuno, e per un arbitrario pztnto, segano la curva in 
nz punti di  un (n  - l)mO ciclo della corrispondenxa E. E per r = n :  Dati 
n - 1 cicli arbitrarii di urta corrispondenxa E, ciclicu dell' ordine m, gli 
[n - 21, che pussano per n - 1 punti presi i n  tutti questi cicli, uno in cia- 
scuno, segano la curva, ulteriormente i n  uno degli m punti di un n.lno ciclo. 

33. Indichjarno gli r w  punti di un gruppo connesso di vamo ordirie con 
numeri progressivi, conie risulta da1 presente quadro: 

1 Y + 1 2r + l . . .  (nz - l ) r  + 1 

2 r $ 2 2 r  + 2 . . .  (na - 1) r  + 2 

ne1 quale gli elementi della stessa orizzontale appartengono al10 stesso ciclo. 
E inoltre 1' sia l'[n - r - 11, d7jntersezione colla curva di un [lz - 21 che 
passa per 1, 2 ,  3 , .  . . r ;  2' sia un altro [n - r - 11, d'intersezione colla 
curva di un [a - 21 che passa per 2 ,  3,  4 , .  . . r ,  (r $- 1); 3' sia un terzo 
[ n - r -  11, dato da un [n-21 che passa per 3,  4,  5 ,  ... ( r  + l), (r  + 2); ecc., 
e finalmente r' sia un ultimo [n - r - 11, dato da un [n - 21 che passa per 
r,  (r $ l), (r + 2) ,. . . (2r - 1). Pel teorema precedente si ha  che 1' [n - 21 

Anna2i di Matemntica, tom0 XIX. 4 
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che passa per 1' e per (r. + l ) ,  ( r  + 2), .. . (2  r - 1 )  passa per un altro punto 
dell1r."0 ccjclo e questo sia 2 r ,  l l [ n  - 21 che passa per 2' e per (r + 2), 
( r  + 3),  ... 2 r  passa per un altro punio del primo ciclo, e questo sia 2 r  + 1; 
e cos) seguitando, le facce di dimensione r - 1 del poligono semplice 1 2 3 .. . r tn., 
che passano per r vertici consecutivi, e di cui la somma degli indici dei vertici 
è congrua al numero r2, sono contenute in [n - 21 che passano per un mede- 
simo degli [n - r - 11, l', 2', . . . , r'. Cib posto se, tenendo fissi gli [ ra  - r  - 11, 
1': 2', . .. r', si fanno varlare i vertici 1, 2 ,  3 ,..., r - 1 del poligono, cambia 
il poligono, perché si passa da  un gruppo connesso di r cicli ad un altro 
gruppo connesso di r cicli, ma non mutano le. condizioni a cui soddisfara il 
primo. Quindi si ha il teorerna: . 

Dat i  r [n - r - 11, della curva P, se esiste a n  poligono sernplice in- 
scritto a questa e d i  ordine rw,  tale che le successive facce d i  dimensione 
7 .  -- 1 s i  appoggino rispettivamente a quegli spazi  fissi, esisteranno 00'-' d i  
poligoni siffatti. 

P e r  r = m - 1 si ha:  
Dat i  n - 1 punti  della curva P, se esiste u n  poligono seniplice inscrilto 

a questa curva, e d i  ordine (n-  l ) m ,  tale che le successive fucce d i  dimen- 
sione n - 2 passino costa~ztrmente per quei pzinti fissi, esisteranno d i  po- 
ligoni s i f a t  ti. 

Per  r = 2 ,  si ha  il noto teorema di STEINER, esteso a i  poligoni inscritti 
in una curva normale ellittica di ordine n di 'uno ,SN-,: 

Da t i  2 [n - 31, della c w v a  P, se esiste u n  poliyono seînplice d i  2nd 
la t i  inscritti  nella curva e tale che i suoi lat i  s i  appoggino rispettivamente 
a i  2 spaxi dati,  esisteranno ool d i  questi poligoni siffatti. 

34. Se in quanto si è detto al n." 31 si assume corne [n - 31, di pro- 
iezione un [n  - 31, che tocca la  curva rn in X,, il gruppo X,X,+, X,+2. .. 
sarà proiettato in X,  X,-, X,-, . . . , e quindi le corde X,+, X,-, , X,+, X,+, . . . 
sono tutte generatrjci di una medesima rigata dell'ordine n - 2. 

m --- 1 Per m dispari,  g l i  m. punti  d i  u n  ciclo s i  acco~piuno in - 
2 

coppie 

che appartengono ad una  1, nella yuale u n  punto del ciclo è punto doppio. 
Oppure: ogni elemento del ciclo è elememto doppio d i  una  J d i  cui  sono ele- 
menti coniugati g l i  elementi del ciclo equidistanti da esso. 

Ogni punto del ciclo con lu sua tangente determina una rigata razionale 
dell' ordine n - 2 , d i  cui la varietà degli [n - 31, direttori proietta i1 cicto 
in sè stesso; e quindi: Conducendo per ogni [n - 41, della curva i? g l i  [ n  - 3]* 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



che si appoggiano a77e m tnngenti nei punti di un cic2o si ottengono nell'in- 
tersexioni colla curva tutti i cicli della E. 

P e r  n pari, l'elemento opposto ad  X, si proietterà in sè stesso, e quindi 
sarà un altro punto di contatto della rigata di ordine n - 2 colla curva Tn. 
Inoltre le coppie di lati opposti dell'n-gono X, . . X,  sono generatrici d i  
una medesima rigata. 

Quindi : 
Per rn pari due elenzenti opposti del ciclo sono elementi doppi di una J 

di cui sono elewenti coniugati gli elementi che eqzcidistano da ciascuno di 
m m 

essi. Oppure: gli rn punti si accoppiano in - nzodi in - coppie di una 1 ,  
2 2 

112 na - 2 ed in - modi in - 
2 2 

coppie di un'altra J di cui i riwanenti pzmti op- 

posti sono punti doppi. 
Conducendo per oyni [n - 41, della curva gli [n - 31, che si appoggiano 

' r n  
alle - coppie di tangenti nei ptcnti opposti, ed alle 2 coppie d i  lati opposti 

2 2 
del eiclo si hanno tutti gli ultri cicli della E. 

Siccome ogni potenza d i  una corrispondrnza ciclica E dell'ordine m è 
pure una corrispondenza ciclica, e sarà del10 stesso ordine, se l'esponente 
della potenza è primo con rn, di ordine sottomultiplo per tutti gli altri espo- 
nenti si ha :  

Coi punti di un ciclo di  ordine rn si possono fare t u d i  cicli diversi 
de210 stegso ordine quafiti sono i numeri primi con rfi e nuhori di rn. 

Gli elementi opposti di un ciclo d i  ordine pari sono coniugati in una 
rnedesima inz;oiuxione fondamentale. 

Napoli, agosto 1890. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Sugl'integrali polidromi 
delle equazioni algebrico-differenziali 

del primo ordine. 

(Di GIULIO VIVANTI, a Mantoua.) 

1. 1 n una breve Nota: Z u r  T h e w l e  der mek~~zcerthigeîl Fwzctionert pub- 
blicattz nella Zeitschrift fiir Math. u. Ph., tom0 34, pag. 382-384, ricordando 
arcune imporlanti ricerche di L. FUCHS (*) sulle equazioni differenziali del 
primo ordine, ho accennato come a taluni dei risultati da esso ottenuti potesse 
giungersi partendo dalla conside,razione di alcune semplici proprieth delle fun- 
zioni polidrome. Mi limitai allora a far vedere come tali funzioni possano di- 
vidersi in dce funziglie, secondoché l'insieme de' valori presi dalla funzione 
per un valore qualunque della variabile non è od è (in tutto od in parte) 
condensato (**), e a stabilire i due seguenti teoremi: 

Teorema A .  Unu funxione e lu sua inversa appar.tertyono a d  ufia stessa 
fwniglia. 

Teorema B. Se  l' itztegra le d'un7epuuxione algebrico-diferenxiale del 
primo ort?irze è una fu~axiorze della 2." fumiglz'a, e se i suoi punli sigzgolari 
sono isoluti, i valori d i  esso per zin valol-e y u a l z y u e  della v a ~ i a l i l e  costitui- 
scono un ircsienae totalmente co?zdensuto entro urt campo comesso O flo (***). 

Dell' applicazione di questi principii alla teoria delle equazioni algebrico- 
differecziali del primo ordine offro un primo ed incompleto saggio nelle se- 
guenti pagine. 

(*) Sitzungsbericlite der Berliner Aliademie, 1884, 1835, ISSB. 
("%) Piu esattamente pub dirsi: L e  funzioni della 1." famiglia sono quelle che per qua- 

lunque valore delia variabile prendono un insieme non condensato di valori; tutte le  altre 
fcinzioni appartengono alla 2.a famiglia. 

("**) Cioè non esiste alcun eiemento dell'insieme fuori del campo di condensazione. 
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2. Premetto due lemmi di cui si vedrà più innanzi l'applicazione. 
1." Se con z si rappresentano gli elemenli d'un insielne di valori com- 

plessi, e con g, si denota un ramo d'una funxione algehricu i cui punti di  
dirarnazione non coincidono con alczrno dei punti x, l'insieme dei valori y ( x )  
è O no condensato, secondoché lu è O nou Io è I'iizsieine dei valori x. 

Infatti sia l'insieme x condensato; cib vu01 dire che esiste un certo insieme 
continuo (rappresentabile ne1 piano della variabile x mediante un campo C) 
di cui tutti i punti a sono punti limit,i de117insieme x. Ora è chiaro che, se 
un certo jnsieme parziale di valori di x ha un punto limite a ,  l'insieme dei 
valori cmrispondenti p(z) avrà per punto limite p(a); donde segue che ogni 
punto del campo B costituito da tutti i valori ?(a)  corrispondenti ai  vari punti 
del campo C sarà punto limite dell'insieme p(x). Cioè questo insieme sarà con- 
densato ne1 campo B. - Siccome poi l'inversa della y è unit funzione pari- 
menti algebrica, cos) é chiaro che l'insieme y ( x )  sarà condensato sempre e 
soltaiito quando 10 sia l'insien~e x. 

2." Se y è unu funxione di z che peî. un certo valore i di z (in cui 
si comporta regolarmente) prende infiniti vulori aventi un punto limite Z/, e 
se la funzione inversa si comporta regolarmente per y =y, i vaZoj5 di que- 
st'ultima funzione per y =Y avranno per punto limite ; 

Infatti, poichè fra i valori di y per z = ve n'hanno infiniti chc diffe- 
riscono da meno d'una quantità assegnata ad arbitrio, cib vu01 dire che la  
funzione z di y prende il valore a in punti y tanto vicini quanto si vuole 
ad y; donde segue che essa prenderà ne1 punto valori vicini quanto si - 
vuole a z. 

Corne conseguenza si ha  che: 
Se una funxione y di  z prende per ckscuno dei valori z d'un insieme 

continuo ufi insielne condensato di vulori, la funzione inversa prenderà pari- 
menti un insienze condensato d i  valori x per ciascuno dei va1oî.i y di un certo 
insieme continuo (cfr. n.' 1, teorema A).  

3. Se y = y ( x )  è una funzione polidroma, imagineremo i suoi valori de- 
posti (corne ordinariamente per le funzioni algebriche) sopra una superficie 
connessa a più fogli O riemanniana R ,  che possiamo figurarci generata col 
processo di contiî~uazione delle funzioni analitiche di WEIERSTRASS (*). La R 

(*) Cfr. VOLTERRA, Sulle funzioni analitiche polidrome, Rend. dell'Acc. dei I h c e i ,  
1888, 3.' Semestre, pag. 355-361. 
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conterrà, oltre ai punti ne1 cui intorno la funzione si comporta regolarmente 
(punti ordinari), anche i pudi  regolari di diramazione, cioè quei punti di di- 
rarnazione in cui la funzione non diviene indeterminata ossia non lia una sin- 
golarità essenziale. Tali punti devono formare sulla R un insieme isolat0 (*); 
qiiindi potremo sempre congiungere due punti qualunque (xi, y , ) ,  (x,, y,) 
della R mediante una linea 1 avente le seguenti proprietà: 

1." Nessun punto di  2, salvo tutt'al più gli estremi, è un punto di 
diramazione ; 

2." Per  ciascun punto di 1 pub determinarsi u n  intorno finito non con- 
teliente alcun punto di diramazione, eccetto h t t ' a l  più il punto stesso quando 
esso 13 uno degli estremi. 

Segue da cib che, se ne1 piano z si parte da1 punto 2, col valore y ,  di y 
e si segue la proiezione della linea 1, si arriverà al punto x, con un valore 
unico e determinato di y ,  se (xi, y,) è un punto ordinario, con un insieme 
enumerabile (**) di valori di y,  se (xi, y,) è un punto di diramazione. 

4. dbbiasi un' equazione algebrico-differenziale del primo ordine : 

dove f è una funzione algebriaa contenente effettivamente nmbe le varia- 
bili y ,  Z ,  e F, +,, #,, ..., #, sono funzioni razionali intere dei loro argo- 
menti; e sia y = y(x) l'integrale di questa equazione che in un certo punto 
z = zo prende un valore prefisso y,. 1 punti x ne1 cui intorno la funzione y 
non si comporta regolarmente sono (***): 

a) Quelli in cui, y essendo finito b- è infinito; ossia in oui y prende ' d a  
due valori eguali; 

( 8 )  Ciob intorno a ciascun punto di diramazione pu6 descriversi sulla R un cerchio non 
coiitenente a lc~ in  altro punto di  diramazione. Parimenti iiitorno -r ciascun punto ordinario 
pub descriversi un cercliio non contenente alcun punto di diramazione. 

("") Poichè taie è l'insieme dei fogli della R. - Vedi VOLTERRA, Mem. cit. 
("%*) BRIOT et  BOUQUET, Rech. s u r  la th. des fonctions, Paris, 1856, pag. 50, 53. - 

I n  questi punti, clle ordiriariamente si comprendono sotto il nome di pur.ti di diramaziogze, 
l 'integrale pub divenire indeterminato senza diramarsi. P e r  es. i punti di diramazione del- 
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6) Quelli in cui la (P ) ,  considerata come un'equazione algebrica ri- 

spetto a *, ha una radice rnultipla. 
d 2 

Nei punti a )  sussiste fra y e z la  relazione; 

MY 7 4 = 0; 
nei punti b) la relazione: 

D(y7 2) = O, 
dY dove D ( y ,  x) è il discriminante della (B) rispetto a - - 
dx 

5. Supponiarno che per un certo valore di z ,  che diremo l'insieme dei 
valori di un integrale y  (individuato da un certo valor iniziale y, di y) sia 
condensato. Allora, esçendo y'= f ( y ,  z), anche i valori di y' per z =; for- 
meranno (n.' 2, lemina 1.') un insierne condensato; e se ;+ d g  è un punto - 
vicinisçimo a z ,  anche l'insierue dei valori y ' d a  sarà condensato, e 10 sarà - - 
pure 1' insieme dei valori y + y'd;, giacchè y + y 'dX= y + f ( y ,  s ) d x  = X ( y ) ,  
): denotando ilna funzione algebrica. Ma y +  y 'd;  rappresenta i valori che 
prende y ne1 piinto + d x ;  quindi si conclude facilmente, ripetendo il ragio- 
namento fatto pel passaggio da ciascun punto ad un punto prossiino: 

Teorema 1. Se un in tegrale  d' un' equaxione a lgeb~ico-d i f evenx ia le  d i  
pr imo  o id ine  prende in uu ppunto un insieme cor~densuto d i  valori, la stessu 
cosa ha luogo pet- qucdsiasi  a l t ro  punto d i  cui esso s i  comporta regolamnenfe.  

E si ha pure: 
Teorema II. Ne1  caso del teorema pfeeedente anche y' pvende in ogni 

punto  zcn imienze  condensato d i  valori .  
Osserveremo anche che y', considerato come funzione di y, prenderj un 

insieme condensato di valori per ogni valore di y ;  infatti siccome (n." 2 ,  
lemma 2.") la funzione z di y è della 2." famiglia, 10 stesso avrà luogo (pel 

l'integrale deli'equazione differenziale : 

soiio dati da û' = 0; ora x = 0 non è un punto di dirarnazione propriamente detto, ma 
bensi un punto singolare essenziiile dell'integrale: 

il quale è una funzione uniforme. 
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d z  teorema precedente) per - cmsiderata quale funzione di y, e quindi anche 
d y  

- 
Supponiamo che l'insierne dei valori presi da un integrale y in un punto x 

consti d'un insieme I condensato in un certo campo C e di un insieme J di - 
altri valori esterno a questo campo, e sia, un elemento di 1, y2 un elemento 
di J. Si pub sempre descrivere ne1 piano della variabile x uria linea chiusa I 
passante per e tale chc, se si parte da x col valore y, di y, vi si ritorni 
col valore K. Ripetendo il ragionamento fatto a proposito del teorema 1 pel 
passaggio da  ciascun punto di 1 al punto successivo, si vede che deve far 
parte d'un insieme condensato. Cioè: 

Se  y & una ficnxione della 2.a  fan~iglia, i suoi valori per ciascun valore 
della variabile s.i distribuiscono itz uno O pi& gruppi condensati (cfr. n." 1, 
teorema B). 

d y  6. Il numero dei punti in cui y e - prendono, tra gli altri, uno stesso 
d x  

valore determinato a ,  è finito; infntti quei punti sono dati dall'equazione al- 
gebrica F ( a ,  a ,  x) = O. 

1 punti regolari di diramazione della specie CI) sono quelli in cui, y es- 
sendo finito, y' diviene infinito. Ora, se y è della 2." famiglia, 10 sarà pure y' 
(teorema II) e quindi anche la sua funzione inversa (teorema 1), e i punti x 

d y  in cui - = CID costituiranno in generale un insieme P in tutto od in parte 
d x  

condensato. Q.iesto insieme non muterà di natura se da  esso si tolgono i 
punti, in numero finito, nei quali y = m. Dunque i punti regolari di dirama- 
zione della specie a) formano un insieme condensato. 

Se invece y è dalla 1." famiglia, l'insieme P, quindi anche l'insieme dei 
punti regolari di diramazione della specie a), non sarà condensato. - Veniamo 

ai piinii delle specie b). Se si pone 9 = a, derivando In (a) si avrà: 
dx 

ed eliminando y tra questa equazione e 1st (a): 

Annali d i  Matemntica, torno XIX. 
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dove f, è simbolo di funzione algebrica. Dunque la funzione u ,  che corne y 
è (teorema II) della l.a famiglia, B I'integrale d'un'equazione algebrico-dif- 
ferenziale del primo ordine. Inoltre, siccome nei punti di diramazione della 
specie b) di y 14, prende due valori eguali, questi saranno punti di dirama- 
zione della specie a) di u ,  e quindi, per cib che si è detto poc'anzi, costi- 
t,uiranno un insieme non condensato. 

Riassumendo : 
Teorema III. Se y è Z'integrale d'urt'equaxione alyebrico-differenxiule 

de2 primo ordine, I N  a E N E R a m  Z'insieme dei suoi punti regoluri d i  diyuma- 
xione è O no condensato secoîiclochè lu funxione y d i  x è della 2." O dellu 
LU fumiglia. 

P u b  avvenire in qualche caso speciale che, pur essendo y della 2.a fa- 
miglia, l'insieme dei punti regolari di dirarnazione non sia condensato (*). Ne 
vedremo un esempio più avanti. 

7. Un integrale y d'un' equazione differenziale del primo ordine fra y e x 
è (**) una funzione di x pienamente determinata, quando é stabilito che uno 
dei valori di y per un certo valore x, di x sia una quantità assegnata y,. 
Variando con continuità y,, varia in generale nello stesso modo il campo di 
esistenza C (***) della funzione y ;  quindi potrà prendersi una serie continua di 
valori y, per modo che i campi C corrispondenti abbiano una porzione co- 
mune Pl la quale necessariamente conterrà x , , ,  e che ( x , ,  yu) sia un punto 
ordinario per tutte le funzioni y che si considerano. Cib posto, su ciascuna 
delle superficie R corrjspondenti alle varie funzioni y potrà descriversi (n." 3) 
intorno a (x,, y,) un cerchio non contenente alcun punto di diramazione, e i 
raggi di questi cerchi avranno un limite inferiore p, diverso da zero. Descri- 
viamo ne1 piano x intorno al punto x, un cerchio di raggio p,; preso un 
punto qualunque xi interno a questo cerchio ripetiamo su di esso la stessa 
costruziune, e cos1 di seguito. 1 cerchi descritti ricopriranno una certs por- 
zione Q dell'area P. Se ora si parte da x, coi diversi valori iniziali y, della 
serie continua considerata, e seguendo una linea 1 tutta contenuta entro & 
si va ad un punto x ,  posto nell'interno O su1 contorno di Q, le linee che cor- 
rispondono ad 1 sulle diverse superficie B avranno la proprietà, che ciascun 

,*) Ci6 pub accadere soltanto quando la funzione inversa della y'= ~ ' ( z ) ,  pur essendo 
della z 8  farniglia. prende per y '=  ao un inaieme non condensato di valori. 

(**) Salvo casi eccezionali. Vedi FUCHS, Sitzungsb., 1886, pag. 297. 
(*a*) Per campo d'rsistenzn d'una funzione intendo la proiezione su1 piano della va- 

riabile indipendente della superficie R definita ne1 n.O 3. 
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punto di  esse, salvo tutt'al più z , ,  è un punto ordinario e possiede un in- 
torno finito contenente soltanto punti ordinari. Da cib segue che, per una 
determinata linea 1, a ciascun valore y, corrisponde, conie valor finale di y 
pel punto x, un valore unico e determinato y,. 

Si domanda ora se, nientre y, varia con continuità, possa y, rimanere 
costante. Se cib fosse, partendo da z,  col valore iniziale y ,  e seguendo la 
linea Z in senso inverso, si dovrebbe giungere in z, con un'infinità di valori 
finali differenti y, formanti un inaieme continuo; ma cib è imyossibile (vedi 
n." 3 in fine), perchè un insieme continuo non è enumerabile. Dunque, fissata 
la Zinea 1 che senxa uscire da Q va. da x, ad un purtto x, posto nell'interrho 
O su1 contorno di Q, i l  valore finale y, d-ende in modo unico da1 valore 
imkiale y, e varia cola esso. 

Deve notarsi perb che è necessario stabilire sin da principio quale fra le 
radici y', dell'equazione algebrica : 

si voglia prendere corne valore iniziale di y'. 
8. Le  considerazioni precedenti si semplificano assai quando l'equazione 

differenziale è di ta1 natura, che i punti di diramazione dei suoi integrali non 
variano di posizione al variare di y,, ossia sono fissi. In  ta1 caso il campo C 
è identico per tutti gl'integrali e i campi P, Q coincidono con quello; sicchè 
yu6 asserirsi che i valori di y in un punto qualunque di C d-endono da y,  
e variano con esso. 

Sia in particolare (2, Y) un punto regolare di diramazione; Y dovrà 
variare con y,, mentre Z è fisso. D'altra parte, poichè Y è legato a Z da 
una O dall'altra delle due relazioni: 

+ o ( Y , Z ) = O ,  D(Y,Z)==O)  

dovrebbe anche Y essere fisso. Ne segue di necessità: 
1.' Che +,(y, z) deve ridursi ad ana funzione p(x) non contenente y (*); 
2." Che solo lzel caso in. cui D(y , z) contiene un futtore V(X) indipen- 

dente da y esistono pu.nti regolari d i  diramaxione della specie b) ,  e questi sono 
radici della v(z) = O, - mentre ogni fattore di D(y,  x) contenente y ,  egua- 
gliato a zero, costituisce un integrale singolare dell'eqi~azione differenziale (**). 

(*) Cfr. FUCHS, Sitzunsb., 1884, pag. 706. 
(**) Cfr. FUCHS, Sitzungsh., 1884, pag. 704. - POINCARÉ, Act8 Math., tomo 7, pag. 3. 

- Corne é noto, gl'integrali sinjolari d'un'equazione algebrico-differenziale del prinio ordine 
annuliano identicamente il discriminante di essa rispetto ad y', 
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Quanto ai punti d'indeterminazione, è chiaro che anche per questi non 
pub sussistere alcuna equazione algebrica fra y e x essendo in essi y inde- 
terminato. Dunque i punti di diramazione (punti regolari di diramazione e 
punti d'indeterminazione) sono dati dalle due equazioni algebriche: 

,U(x)=O, v(z)==O, 

e quindi sono in numero finito; e pub conc,ludersi che ogni inteyt.ale y è unn 
ficnxione determilzata in tzbtto il piaazo x, fatta eccexione tutt' a2 pi& per un 
mcmero Jinito d i  punti; e che la superJicie R corrispondente ricopre l'intero 
piano, l n  un nuvzero finito d i  punti di diramaxione, ed lia per contomo ufz 
numero finito (O nullo) d i  punti (i punti d'indeterminazione). 

Dopo cib, se si descrive una ljnea l che vada da x, ad un punto qua- 
lnnque z, del piano z senza passare per alcun punto di dirainazione, il valore 
di y (e quindi anche quel10 di y') con cui si giunge in x, lungo la 2 par- 
tendo da x, col valore iniziale y, di y sarà funzione uniforme di y, e della 
radice y', della (y) che f u  scelta corne valore iniziale di y' (*). 

9. Sia 1, una linea chiusa passante per x , ,  1, una linea che va da x, 
ad un altro punto xi; e su I o ,  1, non stia alcun punto di diramazione. Sieno - - 
inoltre y,, y', i valori di y ,  y' con cui si ritorna in x, dopo aver percorso - - 
la linea 1, partendo da x, coi valori iniziali y,, y',; - e y , ,  y i ,  y', 
quelli con cui si giunge in xi dopo aver percorso la linea I ,  partendo da x, - - 
rispettivamente coi valori iniziali y,, y',; y,, y',. Si avrà, essendo 12 una fun- 
zione uniforme (n." 8): 

- - - 
y'i = (yo, y',), Y'! - (y,, y',). 

Supponiamo che uno y', dei valori di y' in z ,  sia indipendente da y, (**). 
Allora sarà, denotando con k una costante: 

e, poichè questa equazione non pub stabilise una nuova relazione fra le y,, y', 
già legate fra loro dalla ( y ) ,  essa sarà soddisfatta anche da qualunque altra 

- - 
coppia di valori y,  y' per cui sia F(yf ,  y ,  2,) = O .  Sarh dunque (y,, y',) - k,  - 
quindi y', = y',; cioè tutti i valosi di y' ne1 punto xi saranno eguali. Pos- 
siamo concludere : 

(*) Cfr. POINCAR*, Acta Math., tom0 7, pag. 9. 
(**) Perchè ci6 avvenga, è chiaro che quel valore di y' dev'essere indipendente anclic 

da y; cioé la (p) deve avere per z = z, una radice indipendente da y, 
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Teorema IV. Se uno dei va1o.î.i di  y' i n  un putzto è indipendente da y,, 
ir, quel punto y' prende questo solo valore. 

Alla classe di punti ora considerata appartengono i punti regolari di di- 
rmazione della specie a), poichè in essi, qualunque sia yo,  uno dei valori di Y' 
è W. I n  quei punti adunque Y' prenderà il solo valore ao, donde segue che: 

Teorema V. I punti regolari d i  diramaxione della specie a)  sono gli  
stessi in  tutti i fogli della superficie R. 

Sia ora z,  un punto d7indeterminazione. Siccorne esso è tale qualunque 
- - 

sia y,, cosi, se 12(y,, ylJ è indeterminato, Io sarà pure 11 (y,, y',). Dunque: 
Teorema VI. I p u n t i  d'indeterminazione sono gli stessi i n  tutti i fogli 

della R. 
10. ~ e b r e m a  VIT. Dato un purdo 2, diverso dui punti d' indetenninaiione, 

pub se?npre prendersi y,  in  modo che uno dei valori d i  y per x = x, sia unu 
yuarztità data y, .  - Infatti, prendendo x ,  come punto di partenza, e consi- 
derando l'integrale della (P) che ne1 punto xi h a  il valore iniziale y , ,  uno 
qualunque dei valori che esso prende ne1 punto'x, soddisfarà. alle coridizioni 
richieste per la quantità yo. 

11. Supponiamo che ogni integrale dell'equazione (B)  a punti di dirarna- 
zione fissi s i s  una funzione della 2." famiglia. Da1 teorema precedente segue 
che i campi di condensazione corrispondenti ad un valore x, qualunque di x 
per tutti i valori possibili di y, ricopriranno (infinite volte) l'inter0 piano y 
Dato quindi un valore y, si potrà sempre scegliere y, in modo che il campo 
di condensazione dei valori di y corrispondenti a x = x ,  contenga (ne1 sun 
interno O su1 contorno) 2/. 

12. Fat ta  questa semplice osservazione, riprendiamo 1' equazione ( f i ) ,  e 
poniamola sotto la forma seguente: 

Supponiamo che anche 1' integrale x = B (y) della (81, come quel10 y = y(x) 
della (P), abbia i punti di diramazione fissi; cioè che i punti di diramazione 
della e(y) sieno indipendenti da1 valore iuiziale 2, che si vu01 assegnare corne 
corrispondente al valore y, di y. L a  cosa pub anche mettersi sotto altra forma; 
pub dirsi ci& che, fissato sin da  principio un valore x, e denotando con x,, y, 
una coppia di valori corrispondenti di z ,  y ,  i punti di diramazione z - Z 
dell'integrale della (P) e quelli y = Y dell'integrale della (d) sono indipen- 
denti del valore y,. Ammettiamo inol'tre che fra i punti di diramazione della 
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specie a) di c,iascuno dei due integrali uno almeno sia regolare, e denotiamo 
più specialmente con 2, Y due punti di questa natura. Ne1 punto Z di tutti 

d y  i fogli della superficie R corrispondente alla funzione y = ~ ( a )  - diviene in- ' d x  
finitn (teorema V). Parimenti ne1 punto Y di tutti i fogli della superficie R 

d z  d y  corrispondente alla funzione x = B(y) -. diviene infinita; cioè - si annulla ' d.V d z 
per tutti i valori di x dati dalla x = 8(Y) O, cib che è 10 stesso, dalla y(x) = Y. 
Ora, se y = y(#) ,  e quindi anche (teorema A )  z = B(y), è della 2." famjglia, 
potrà (n." I l )  sempre scegliersi y, in modo d i e  il campo di condensazione dei 
valori di x dati dalla y(z) = Y contenga un punto preso ad arbitrio ne1 piano x ,  
per es. il punto Z. Preso y, in ta1 modo, avremo ne1 piano z nell'intorno di Z 

d Y un insienie condensato di punti in cui - = O ;  e, qualunque sia il modo in 
d z  

cui questi punti si distribuiscono sugl'infiriiti fogli della R corrispondente alla 

funzione y = ?(z), siccorne per z = Z si ha  in tutti i fogli 9 = w, vi sarà 
d x 

sempre un'infinità di fogli in cui un posto-zero ed un punto d'infinito della 

9 disteranno fra loro meno d7una quantità reale arbitrariamente picoola, il 
d x 

d Y che è impossibile, perche -- è una funzione uniforine sulla B. 
dx 

Concludendo, 1' jpotesi che i punti di diramazione delle due funzioni 
y = y(x) e x = 6(y) sieno fissi e che queste funzioni siano della 2." famiglia, 
ci coriduce ad un risultato assurdo. Dunque: 

Teorema VIII. Se la funzione y di z e lu funzione x di y definite da 
un'equaxione algebrico-differenxiale del pr.imo ordine fra y e x hanno i punti 
d i  diramazione fissi, e se uno alrneno dei  punti d i  diramaxione della specie a) 
per ciascuna delle due funxion.i è regolare, quelle funxioni uppartengono alla 
1.a famiglia almeno per qualche valore della costante urbitraria (*). 

Mantova, 31 agosto 1890. 

(*) Cfr. FUCHS, Sitzungsb., 1885, pag. 11, dove perb non v'ha alcuna restrizione ri- 
guardo alla natura dei punti di diramazione. Possiamo tuttavia domandsrci, se la  trat ta-  
zione di FUCHS non escluda implicitamente i punti di diramazione non regolari; ma tale 
questione é estranea a l  nostro compito. - Riserbiamo pure ad altra occasione 10 studio 
della questione, se possa avvenire che gl'integrali d'un'equazione algebrico-differenziale del 
primo ordine corrispondenti a certi valori della costante arbitraria sieno della 1." famiglia 
e quelli corrispondenti a certi altri valori della medesima sieno della seconda, 
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Theorie der Elemententripel einstufiger 
Elementargebilde. 

(Von BENNO KLEIN,  i t ~  Marburg in Hessen.) 

Theil II. - DAS TRIPELGEBIET. 

I n  einer in dieser Zeitschrift erschienenen Arbeit : Beilrag zur Thewie 
der Elementerttripel einstufiger Elementargehilde habe ich den ersten Theil 
der im Tite1 genannten Theorie abgehandelt. E r  enthielt die Geometrie einer 
zweifachen Mannigfaltigkeit von Elemententripeln, eines Tripelnetzes. E r  
schloss mit einem Beweis des Satzes, dass, wenn ein Tripe1 P in einem Netzc! 
enthalten ist;, dessen dreifache Punkte das Tripe1 O: bilden, dann auch a ein 
Tripe1 des Netzes ist, dessen dreifache Punkte das Tripe1 P bilden. Zwei 
solche Tripe1 heissen conjugirt oder apolar. Der Beweis des Satzes war allge- 
mein gefuehrt und gruendete sich auf die Betrachtung der projectiven Be- 
ziehung einer einfachen und einer Elementenpaarreihe, die denselben Traeger 
haben. 

I n  den folgenden Ausfuehrungen €j 6 a wird nun ein zweiter Beweis 
dieses Satzes gegeben; er gruendet sich auf die Lehre von den Polvierseiten 
eines Kegelschnitts. Durch den Satz wird es moeglich im u Tripelgebiet n wie 
das System aller Tripe1 eines Elementargebildes heissen kann, das Gesetz 
der Reciprocitaet zur Geltung zu bringen. Indem man naemlich die saemmt- 
lichen Tripel, die einem gegebenen Tripe1 conjugirt Sind und welche das Netz 
bilden, das die Elemente jenes Tripels zu dreifachen Elementen hat das Po- 
larnetz des Tripels, und das Tripe1 das Polartripel des Netzes nennt, erkerint 
man, dass iin Tripelgebiete zwischen Tripe1 und Tripelnetz djeselbe pblare 
Beziehung besteht wie im raeumlicheri Nullsystem zwischen Ebene und Punkt. 
Diesen Betrachtungen sind die $5 6 a bis 11 gewidmet. 
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Zwei Tripelnetze auf demselben Traeger hahen eine cubisch-involutorische 
Reihe, oder, wie ich sie kurz nenne, eine u Tripelreihe n gemein. Mit der 
Geometrie dieser Gebilde, namentlich auch ihrer Eintheilung i i ~  Arten, dereri 
sich acht ergeben, beschaeftigen sich die $€j 12 bis 22. Die $5 6 cx; bis 22 
bilden den Inhalt der vorliegenden Arheit welche als der zweite Theil der ini 
Tite1 genannten Theorie aufzufassen ist. E s  ersclieint bemerkenswerth, dass 
die cubiscli-involutorischen Reilien in zwei Hauptgrixppen zerfallen, die sich 
so unterscheiden, dass zur Bestimmung einer Reihe der einen Gruppe zwei 
Elemententripel beliebig angenommen werden koennen, waehrend eine Reille 
der zweiten Gruppe bestimmt ist, wenn drei Elemente eines Tripels und zwei 
Elemente eines zweiten gegeben sind. Durch eine Tripelreihe der ersten Art 
ist allemal eine zweite, zu ihr gelioerige, ihre u Polarreihe n ($ 16) bestimmt. 
Die Polarreihe einer Reihe der zmeiten Art  faellt mit dieser selbst zusammen. 
Diese Eintheilung ist, wie sich spaeter zeigt, die vollkommene Analogie der 
Eintheilung der Strahlen des Raumes in Bezug auf eine Ramncurve III. Ord- 
nung und das durch sie bestimmte Nullsystem. Den Reihen der ersten Art 
entsprechen Strahlen, die sich nicht selbst conjugirt sind, den Reihen der an- 
deren entsprechen die Leitstrahlen des Nullsystems. 

Das Tripelgeloiet irgend eines Elementargebildes ist eine geometrische 
Mannigfaltigkeit, welche die naemlichen Lagenverhaeltnisse besitzt, wie unser 
Punkt und Ebenenraum. Deshalb gilt fuer das Tripelgebiet nach einem Satze 
des Herrn F. KLEIN (*) die projective Geonietrie in der von Standtschen Be- 
gruendung. Man kann claher das Tripelgebiet z. B. einer Curve II. Ordnung 
projectiv auf den Raum beziehen, indem man den Punkttripeln der Curve die 
Ebenen (oder nach Belieben die Punkte) des Raumes eindeutig zuordnet. Nun 
giebt es auf der Curve zweiter Ordnung, dern Traeger des Tripelgebietes, ein- 
fach unendlich viele singulaere Tripel, deren Punkte je in einen zusammen- 
fallen, naemlioh so viele, als der Traeger Punkte enthaelt. Fragt man nach 
dern Orte der Ebenen welche diesen singulaeren Tripeln entsprechen, so findet 
man die saemmtlichen Schmiegungsebenen einer Raumcurve dritter Ordnurig. 
Auf diese Weise gelangt man auf neuem und sehr allgemeinem Wege zur 
Theorie dieser Curve und des mit ihr verknuepften racumlichen Nullsystems. 

E s  ergiebt sich ferner hieraus, dass man auch den umgekehrten W e g  
einschlagen kann, um die Eigenschaften des Tripelgebiets irgend eines einstu- 
figen Gebildes zu finden. Setzt man naemlich die Theorie der Raumcurve 

(*) Mathernatische Annalen, Bd. 6. 
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dritter Ordnung als bekannt voraus, so gelwngt man zu den Eigenschaften 
ihres Tripelgebiets und damit derjenigen aller Elementargebilde, v e n n  man 
die Tripe1 von Schnittpunkten betrachtet welche von allen Ebenen des Raumes 
auf der Curve bestimmt werden. 

In diesem Theile beruehrt sich meine Arbeit mit der Abhandlung des 
Herrn STURM u Darstellung binaerer Formen auf der cubischen Raumcurve (*) n. 

Der Schluss-Paragraph enthaelt eine Construction der Schnittpunkte eiiier 
Ebene mit einer cubischen Raumcurve, welche sicli auf die Construction der 
dreifacheil Punkte eines Punkttripelnetzes eines Kegelschnitts reducirt in  aehn- 
licher Weise, wie die Construction der Schnittpunkte einer Geraden mit einem 
Kegelschnitt auf die Auffindung der Doppelpunkte einer quadratisch-involu- 
torischen Reihe zurueckgefuehrt wird. 

Bnalog zu der -4rt, wie hier die Punkttripel eines einstufigen Gebildes 
mit einer cubischen Raumcurve und der Geometrie des Raumes uebeïhaupt 
in Verbindung gesetzt wird ist von HESSE in seinen u vier Vorlesungen (**) 
die Theorie der Punktpaare einer Geraden mit der Curve II. Ordnung und 
der Geometrie der Ebene in Verbindung gesetzt worden a. 

Die Einfuelirung der neuen Namen, die icli mir erlaubt liabe, entspringt 
dem Wunsche, einem auch schon von H ~ E  an demselben Orte (***) Bund- 
gegebenen Beduerfnisse nach kurzen Bezeichnungen, abzuhelfen. 

Der im Vorigen angegebene Inhalt der §§ 23 bis 31 wird als dritter 
Theil der im Tite1 gcnannten Arbeit als eine Fortsetzung der hier gegebenen 
Ausfuehrungen sich anschliessen. 

Mit den Eigenschaften eines Punkttripelnetzes, dessen Traeger eine Ciirve 
zweiter Ordnung ist, steht wie schon in der Einleitung des ersten Theils der 
Arbeit erwaehnt wurde, in engster Verbindung die Lehre von den Civven 
dritter Classe mit einer Doppeltangente. 

Insofern kann die Arbeit, wenn sie auch als selbstaendige erscheinen soll, 
als eine Fortsetzung der vorliegenden aufgefasst werden. 

Marburg (Hessen), 10 Juli 1590. 

(*) Crelle Borchardts Journal, Bd. 86, p. 116. 
("*) Vier Vorlesungen. Leipzig, 1866. 
(***) L. c., p, 57. 

Annali di Matematica, tom0 XIX. 
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n. Wir betrachten die Gesammtheit aller auf einer Curve II. Ordnung lie- 
genden Punkttripel. Diese Gesammtheit bilciet eine dreifach ausgedehnte Man- 
nigfaltigkeit, denndurch drei Punkte ist ein Tripe1 eindeutig bwtlmmt. Diese 
Mannigfaltigkeit mag das u Punkttripelgebiet n der Curve x heissen. Das Ele- 
ment derselhen ist das Punkttripel. Die Gesammtheit aller in dem Punkttripel- 
gebiet von x enthaltenen Punkttripelnetze, welche ein Tripe1 gemein haben, 
soll ein u Biindel von Punkttripelnetzen n oder kurz ein u Netzbündel n heissen. 
Das allen Netzen desselben gemeinsame Tripe1 heisst das a Basistripel n des 
Xetzbündels. 

Da  ein Tripelnetz durch seine drei dreifachen Punkte alleinal bestimmt 
ist, jedes beliebige Punkttripel aber als das Tripe1 dreifacher Punkte eines 
Tripelnetzes angesehen werden kann so folgt, dass es im Tripelgebiet der 
Curve v, dreifach unendlich viele Netzbündel giebt namlich eben so viele als 
es Punkttripelgiebt. Durch das Basistripel ist ein Netzbündel bestimmt. 

Irgend zwei Tripe1 bestimmen mit dem Basistripel im Allgemeinen ein 
Netzdesselben. 

7. Polarentheorie des Tripelgebiets. Die drei dreifachen Punkte eines Tri- 
pelnetzes konnen wir als ejn Tripe1 einfacher Punkte auffassen und daruin 
soll dies Tripe1 das u Polartripel n des Netzes heissen, dessen dreifache Piinkte 
mit den Punkten dieses Tripels identiach sind Jedes Tripelnetz besitzt somit 
ein Polartripel. Jedes Tripe1 ist aber auch Polartripel eines Tripelnetzes wel- 
ches das u Polartripelnetz n des Tripels heissen soll, namlich desjenigen Netzes, 
dessen dreifache Punkte mit den Punkten des gegebenen Tripels identisch 
sind. Zu jedem Tripe1 gehort also ein Polarnetz, zu jedern Tripelnetz ein Po- 
lartripel. 

1st ein Tripe1 A Polartripel eines Netzes cc, so ist auch das Netz cc Po- 
larnetz des Tripels A. 

8. Für  die Beziehungen von Tripeln und Netzen ist der schon im 5 5 n 
bewiesene Satz ein Hauptsatz Wir  beweisen ihn hier noch einmal auf Grund 
gewisser Stitze über die Polvierseite einer Curve zweiter Ordnung. Der Satz 
kann jetzt so ausgesprochen weïden. 

1st das Tripe1 A B C  in dem Polarnetze des Tripels UVTV enthalten 
so ist zluch das Tripe1 UVW in dem Polarnetze des Tripels A B C  en- 
thalten. 
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Das Polarnetz des Trjpels U V W  hat die Punkte ('E'ig. 1.) U, V, W zu 
dreifachen Punkten. Construirt man die Pascalsche Gerade p des Dreieks 
U V W  bezüglich der Curve X ,  und bezieht tnan x projectiv auf p so, dass 
den Punkten U, V, W die Punkte Uo, V,, Wo zugeordnet sind, in denen p 
von den Geraden VTV, WU, UV geschnitten 
vird, so bilden A B C  ein Tripe1 des Polar- 
netzes des Tripels U V W ,  wenn p von den 
Geraden B C ,  C,4, A B  in drei Punkten ge- 
schnitten wird, die den Punkten ABC von r. 

in derjenigen projectiven Beziehung entspre- 
chen welche durch x (U V W) /\p(Uo, V,, W,) 
ausgedrückt ist. 

1st p' die Pascalsche Gerade des Dreiecks 
A B C  bezüglich der Curve x und schneiden 
die Geraden BC, CA, A B  die Gerade p in 
den Punkten A,, Bo, Co, so bilden auch UVW 
ein Tripe1 des I?olarnetzes des Tripels A B Cl 
wenn die Geraden TW, WU, U V  die Ge- 
rade p in drei Punkten schneiden, die den 
Punkten U, 7, W7 von IC in derjenigen pro- Fis. 1. 
jectiveli Beziehung zugeordnet sind , welche 
durch % ( A ,  B, C) /\pl(A,, Bo, Co) anisgedrückt ist. Dass dies der Fa11 kt,  
sobald die Punkte ABC ein Tripe1 des Polarnetzes von U V  W bilden, sol1 
nun bewiesen werden. 

Bilden die Punkte ABC ein Tripe1 des Polarnetzes des Tripels UVW, 
so sind die Seiteii der Dreieclce U V W  und A B C sowie auch die Ge- 
rade p Tangenten eines und desseiben Kegelschnitts y. 

Nun bilden die Geraden p ,  UV, VW, VU ein vollstiindiges Vierseit von 
der Art dass je zwei gegenüberliegende Eckpunkte U und U,, V und TTo, 
W und W, bezüglich der Curve x conjugirt sind. Das Vierseit ist also ein 
u Polvierseit n der Curve x (*). 

Ein Polvierseit einer Curve x ist durch drei seiner Seiten bestimmt. Man 
erhalt die vierte, wenn man die Seiten des von den drei gegebenen Ge- 
raden gebildeten Dreiecks mit den Polaren der gegenüberliegenden Ecken zum 

(*) REYE, Geometrie der Laye, II. Aufl., 1. Abtli , ,  p. 191. 
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Durchschriitt bringt. Die drei Durchschnittspunkte liegen auf einer Geraden, 
der vierten Seite des Polvierseites. Daraus folgt, dass die drei Seiten eines 
der Curve x eingeschriebenen Dreiecks, z. B. A B C  immer durch die Pas- 
calsche Gerade 21' des Dreiecks bezüglich x zu vier Seiten eines Polvierseits 
Ton x erganzt werden. 

Nun gilt ferner der Satz (*): 
1st einem Kegelschnitt y ein Polvierseit eines zweiten Kegelschnitts x 

umsclirieben, so bestimnien irgend drei Tangenten von y ein Polvierseit von X ,  
dessen vierte Seite gleichfalls Tangente von y ist. 

Nun bilden p ,  UV, P W ,  WU ein Polvierseit von r ,  dm einem Kegel- 
schnitt y umschrieben ist, der auch von den Geraderi AB,  BC,  CA berührt 
wird. Diese Geraden A B ,  BC, C,4 werden aber durch die Gerade p' zu 
einem Polvierseit von x erganzt folglich ist p' auch Tangente von y. 

Est sind somit die Seiten des Dreieclis U V  W und A B C und die Ge- 
raden p und p' Tangenten eines und desselben Kegelsc.hnitts y woraus denn 
die Beziehung folgt: 

p(T7W W U  UV, BC, C A ,  .QB)7\p1(VTV, WU, UVl B C  C A  AB). 

Aber da A 6 C ein Tripe1 des Polarnetzes von UV W ist, ist auch : 

p(PN7, F U ,  U V ,  B C ,  C A ,  d B ) / j x ( U ,  V, Wl A, B ,  C ) ,  

und daher auch: 

p'(VRT, IVTJ,UV, B C ,  C A ,  AB)T\x(U, V, W , A ,  B, C). 

Die letzte Relation zeigt aber, dass die Geraden F7W, WU, U V  die Ge- 
rade p' in drei Punkten schneiden, die den Punkten U P W  zugeordnet siiid 
in derjenigen projectiven Beziehung die durch p 1 ( A 0 ,  Bo,  C o ) A x ( A ,  B, C )  
nusgedrückt ist. Dann aber hilden die Punkte UBW ein Tripe1 des Polar- 
netzes des Tripels A B C, was wir beweisen wollten (**). 

9. Zwei Tripe1 des Tripelgebiets der Curve Y., von denen jedes im Po- 
larnetze des andern liegt, konnen u conjugirte n Tripel, zwei Netze des Tri- 
pelgebiets, deren jedes das Polartripel des andern enthalt u conjugirte Netze n 

heissen. 

("1 L. c., p. 194. 
(**) Vergl. S~un.11, Crelles Jo:iriial, Bd. 86, p. 110. 
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Sind zwei Tripe1 conjugirt, so sind es auch ihre Polartripel. Dem Satze 
des vorigen Paragraphen Iasst sich dann folgende Fassung gehen: 

Von zwei Tripeln des Tripelgebiets ist jeder ocler keiner dern an- 
dern conjugirt. 

Von zwei Netzen des Tripelgebiets ist keines oder jedes dem andern. 
conjugirt. 

Einem Tripal sind sammtliche Tripe1 seines Polarnetzes conjugirt. 
Einem Netze sind sammtliche Netze, die durch sein Polartripel gehen, 

conjugirt. 
Weil von zwei Tripeln keines oder jedes in dern Polarnetze des andern 

liegt und von zwei Netzen keines oder jedes durch das Polartripel des andern 
geht, so folgt weiter: 

Beschreibt ein Tripe1 ein Netz, 
so dreht sich sein Polarnetz um ein 
festes Tripel, das Polartripel des ge- 
gebenen Netzes. 

Oder auch: 

Dreht sich ein Netz um ein Tri- 
pel, so beschreibt sein Polartripel ein 
Netz das Polarnetz des gegebenen 
Tripels. 

Die Polarnetze des Tripels eines Netzes bilden einen Netzbündel. 
Die Polartripel der Netze eines Netzbündels bilden ein Netz. 
Dieser Doppelsatz zeigt dass fürdas Tripelgebiet der Curve x das Reci- 

procitiitsgesetz gilt, indem namlich Tripe1 und Tripelnetz als reciprolie Ele- 
merite des Gebiets aufgefasst werden konnen und dann aus jedem Satze, der 
von Mannigfaltiglieiten von Elementen der einen Art handelt, mittelst des 
obigen Satzes immer ein reciproker Satz abgeleitet werden kann, der von 
Elementen der andeïen Art handelt. 

Aus dem Vorigen ergiebt sich zugleich eine zweite Definition des Netz- 
bündels : 

Ein Netzbündel besteht aus der Gesammtheit der Netze, deien drei- 
fache Punkte die Tripe1 eines Tripelnetzes bilden. 

Denn die drei dreifachen Punkte eines Netzes bilden desaen Polartripel. 

10. In dem Polarnetz des Tripel UVW, demjenigen Netze also, dessen 
dreifache Punkte die Punkte U, V, W sind, ist das Tripe1 U V W  selbst en- 
thalten. 
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Also gelten die Siitze: 

Jedes Tripe1 des Tripelgebiets ist sicli selbst conjugirt. 

Jedes Tripe1 liegt in seinem Po- Jedes Netz gelit durcli sein Yo- 
larnetz. 1 lartripel. 

Die Reciprocitüt des Tripelgebiets ist also, abgesehen von der Veïscliie- 
denheit der Elemente die naemliche als die des raeumlichen Nullsystems. Dass 
es in dieses direct uebergefuehrt werden lrann, sol1 spaeter gezeigt weïden. 

Drei Tripe1 bestimmen im Allgemeinen ein Tripelnetz. Daraus folgt nach 
dem Reciprocitaetsgesetze: 

Drei Tripelnetze bestimmen iin Allgemeineri ein Netzbuendel. In  der That 
bestimmen die drei Polartripel der drei Netze ein Netz und die Polarnetze 
der Tripe1 dieses Netzes bilden einen Buendel, in dem die drei gegebenen 
Netze enthalten sind. 

Man kann den Satz auch so ausspreclie~i: 

Drei Tîipelnetze haben irn Allgemeinen eiri Tripe1 gemein. 

11. Sieht man davon ab, ob in einem Punkttripel alle Yunkte reell oder 
zwei conjugirt-imaginaer sind, so giebt es drei Arten von Tripeln, das Tripe1 
mit drei discreten Punkten, dasjenige mit zwei zusamrnenfallenden oder einem 
Doppelpunkt und dasjenige mit drei zusammenfallenden Punkten oder der 
dreifache Punkt. Dem cntsprechend kann nian drei Arten von Tripelnetzen 
unterscheiden. Die erste Art  enthaelt drei discrete dreifache Punkte, bei der 
zweiten fallen zwei dreifaclie Punkte zusammen, bei der dritten fallen alle 
drei zusammen, oder was auf dasselbe hinauskommt, das Polartripel der ersten 
Art besteht aus drei discreten Punkten, das der zweiten Art  entliaelt einen 
Doppelpunkt, das dei  dritten ist ein dreifacher Punkt. 

Ein Netz der letzten Art  viollen wir noch genauer untersuchen. Giebt 
man irgend ein Tripe1 UVW als Polartripel eines Netzes, so ist jeder der 
drei Punkte ein dreifacher Punlrt des Netzes, also dem Tripe1 UVW con- 
jugirt. Haelt man den Punkt U fest, so kann man P und W beliebig anneli- 
men, woraus folgt: 

Jeder Puiikt als dreifacher Punkt gezaehlt, ist jedem l'unkttripel, 
dem er angehoert, conjugirt. 

Folglich bildet jedes Punktpaar der Curve x in Verbindung mit einem 
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festen Punkte U ein dem dreifachen Punkte U conjugirtes Tripel, und da alle 
einem Tripe1 conjugirten Tripe1 ein Netz bilden, so folgt: 

Alle Punktpaare der Curve x in Verbindung mit einem festen Punkt U 
bilden ein Tripelnetz dessen dreifache Punkte in dem Punkt U zusam- 
menfallen. 

Und wenn umgekehrt die dreifachen Punkte eines Netzes in einen Punkt U 
zusammenfallen, so bildet jedes Punktpaar von x mit U ein Tripe1 des Netzes. 
Wir  wolleri ein Punkttripel mit einein Doppelpunkt ein singulaeres Tripe1 
erster Art, ein solches das aus einem dreifachen Punkt besteht, ein singulaeres 
Tripe1 zweiter Art  nennen, und ebenso ein Netz dessen Polartripel, einen Dop- 
pelpunkt enthaelt, ein singulaeres Netz erster Art, ein solches, dessen Polar- 
tripe1 aus einem dreifachen Punkte besteht, ein singulaeres Netz zweiter Art  
nennen. 

Da es nun in jedem Netz drei singulaere Tripe1 zweiter Art, und unend- 
lich viele erster Art giebt, so giebt es auch in einern Netzbuendel drei sin- 
gulaere Netze zweiter S r t  und unendlich viele erster Art. Die Polartripel der 
singulaeren Netze sind so geordnet, dass zu jedem Punkte von x zwei andere 
so gehoeren, dass jeder derselben als Doppelpunkt mit dem ersten Punkt das 
Polartripel eines singulaeren Netzes bildet. Die Doppelpunkte der Polartripel 
sind Punktpaare einer Punl-rtpaarreihe und sind als solchr, den Punkten mit 
denen sie ein Tripe1 bilden, projectiv zugeordnet. 

12. Tripelreihen und Bueschel von Tripelnetxen. 
Die Punktpaare welche in einem Tripelnetze einen und denselben Punkt 

zum gernischten Pol haben, also durch ihn zu einem Tripel des Netzes er- 
gaenzt werden, bilden eine Punktpaarreilie (quadratisch-involutorjsche Keihe). 
Sind nun auf der Curve x zwei Tripelnetze gegeben, so gehoeren zu jedem 
Punkte A von x zwei Punktpaarreihen, von denen die Yaare der einen in 
dem einen Netz, die Paare der anderen in dem anderen Netz den Punkt A 
zurn gemischten Pol haben. Die beiden Punktpaarreihen haben ein Paar  BC 
gemein, dessen gemisc'riter Pol in beiden Netzen der Punkt A ist. Also k t  
A B C  ein beiden Netzen gemeinsanies Tripel. Da nun A ein beliebiger Punkt 
ist, so folgt: 

Zwei Tripelnetze des Tripelgebietes der Curve X' haben eine einfache 
lineare Mannigfaltigkeit von Tripeln gemein. Sie heisse u Tripelreihe n 

(cubisch-involutorische Reille). 
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Zugleich ergiebt sich : 

Durch einen Punkt eines Tripels einer Tripelreihe k t  das Tripel 
bestimmt. 

Sind zwei Tripel gegeben, so haben ilire Polarnetze eine Tripelreilie 
gemein. Die Polarnetze der Tripe1 dieser bilden eine einfache Mannigfaltig- 
keit welche die gegebenen beiden Netze enthaelt und durch sie bestimmt ist. 
Diese Mannigfaltigkeit mag ein u Bueschel von Tripelnetzen n heissen. 

Sie liegt in den beiden Netzbuendeln, deren Basiatripel die gegebenen 
Tripe1 sind. Also erhalten wir den Satz: 

Zwei Netzbuendel haben einen Bueschel von Tripclnetzen gemein. Zu- 
gleich folgt : 

Die Polarnetze der Tripe1 einer Tripelreihe bilden einen Netzbueschel. 
Die Polartripel der Netze eines Netzbueschels bilden eine Tripelreihe. - Da 
irgend zwei Tripe1 einer Tripelreihe in den beiden Netzen, deren Schnitt die 
Reihe ist, liegen, die beiden Netze aber durch die beiden Tripe1 und je ein 
ihnen nicht gleichzeitig angehoerendes drittes Tripe1 bestimmt sind, so ist es 
auch ihr Schnitt, die Reihe. Also folgt: 

Eiue Tripelreihe ist durch ir- 1 Ein Netzbueschel ist durch ir- 
gend zwei ihrer Tripe1 bestimrnt. 1 gend zwei seiner Netze bestimmt. 

Zwei Tripelreihen, die zwei Tri] 
gemein haben, sind daher identisch. 

Eine Tripelreihe die mit einem 
Netze zwei Tripe1 gemein hat, lie@ 
ganz in demselben. 

)el, zwei Netzbueschel, die zwei Netze 

Ein Netzbueschel, der mi t  einem 
Netzhuendel zwei Netze gemein hat, 
liegt ganz in demselbe~i. 

Denn (links) das Netz welches mit der Reihe zwei Tripe1 gemein hat, 
schneidet jedes der beiden Netze deren Sclinitt die Tripelreihe ist, in einer 
Tripelreihe welche mit der gcgebenen zwei, also alle Tripe1 gemein hat. MTir 
schliessen daraus: 

Die Netze eines Netzbueschels 
haben eine Tripelreihe gemein ; der 
Netzbueschel liegt daher in allen 
Buendeln deren Basistripel der Reihe 
angehoeren. 

Die Netzbuendel, deren Basis- 1 tripe1 eine Tripelreihe bilden, haben 
einen Netzbueschel gemein; die Reihe 
liegt daher in allen Netzen des Buc- 
schels. 
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Denn (links) zwei Netze des Bueschels schneiden sich in einer Tripel- 
reihe, die in jedem Netze des Bueschels liegt, weil sie mit dem Netze zwei 
Tripel, die Rasistripel der beiden Buendel, durch welche der Bueschel erzeugt 
wird, gemein liat. Daher liegt der Bueschel auch in jedem Buendel, dessen 
Basistripel der Reihe angehoert. 

Daher gilt nun allgemein: 

Durch zwei Tripe1 ist eine Tri- 
pelreihe und ein durch sie gehender 
Netzbueschel bestimmt. 

Durch zwei Netze ist ein Netz- 
bueschel und eine in diesem liegende 
Tripelreihe bestimmt. 

Denn (links) die beidsn Tripe1 mit je einem nicht der Reihe angehoe- 
renden Tripe1 verbunden, liefern zwei Netze desjenigen Biieschels, dessen Netze 
die Tripelreihe gemein haben. 

Eine Tripelreihe ist sich daher im Tripelgebiet selbst reciprok; sie ist 
sowohl Traeger von Tripeln als auch von Netzen. 

13. Bus dem Vorigen ergiebt sich unmittelbar der Satz: 

Drei Tripe1 bestimmen dann , 
aber auch nur dann ein Tripelnetz, 
wenn sie nicht einer Tripelreihe an- 
gehoeren. 

Weiter gelten die Saetze: 

Eine Tripelreihe und ein ihr 
nicht angehoerendes Tripe1 bestim- 
nien ein Tripelnetz, in dem sie liegen. 

Drei Netze bestimmen dann , 
aber auch 'nur dann einen Netzbuen- 
del (schneiden sich in einem Tripel) 
wenn sie nicht durch eiiie und die- 
selbe Tripelreihe gehen (einem Netz- 
bueschel angehoeren). 

Eine Tripelreihe und ein sie 
nicht enthaltendes Netz bestimmen 
ein Tripel, durch das sie gehen (ha- 
ben ein Tripe1 gemein). 

14. Fuer die Geometrie des Tripelnetzes und Tripelnetzbuendels gelten 
die folgenden Saetze, deren Richtigkeit schon aus der Analogie dieser Geo- 
metric mit der der Ebene und des Strablenbuendels folgt: 

Zwei Tripelreihen eines Netzes haben ein Tripe1 gemein. 
Zwei Tripelreihen eines Netzbuendels liegen in einem Netz. 

Annali di Matematica, tom0 XIX. 7 
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Umgekehrt : 
Sclineiden sich zwei Tripelreihen (d. h. haben sie ein Tripe1 gemein), so 

liegen sie in einem Netze. 
Liegen zwei Tripelreihen in einem Netz, so haben sie ein Tripe1 gemein. 

Durch zwei sich schneidende Tripelreihen ist also sowohl ein Netz, wie auch 
ein Tripe1 bestimrnt. 

Wir  wollen alle Tripelreihen, die in einem Netz liegen, und ein Tripel 
gemein haben, einen u Bueschel von Tripelreihen n nennen. 

Aus jedem Tripe1 eines Netzes wird eine Tripelreihe desselben der das 
Tripel nicht angehoert durch einen Bueschel von Tripelreihen u projicirt n.  

Duroh jedes Netz eines Buendels wird ein Netzbueschel desselben, dem 
clas Netz nicht angehoert, in einem Bueschel von Tripelreilien geschnitten. 

Perner : 

Zwei Tripelreihen eines Netzes bestimmen einen Reihenbueschel des- 
selben. 

Zwei Tripelreihen eines Netzbuendels bestimmen einen Reihenbue- 
schel desselben. 

Zwei Tripelreihenbueschel eines Netzes haben eine Reihe gemein. Zwei 
Sripelreihenbueschel eines Netzbuendels haben eine Reihe gemein. . 

Ein Tripelnetz enthaelt c d  Tripe1 und nog Tripelreihen; ein Netzbuendel 
enthaelt oog Netze und m2 Tripelreihen oder Netzbuendel. 

15. Zwei beliebige Tripelreihen des Tripelgebietes haben im Allgemeinen 
kein Tripe1 gemein. 

Denn sonst laegen sie in einem Netze; man kann aber die beiden Tri- 
pelpaare, durch die die Reihen bestimmt sind, so annehmen, dass dies nicht 
der Fa11 ist. 

16. Die Polarnetze der Tripe1 einer Tripelreihe haben eine zweite Tri- 
pelreihe gemein, denn sie bilden einen Netzbueschel. J e  zwei Tripe1 zweier 
solchen Reihen und je zwei durch sie gehende Tripelnetze sind conjugirt. Be- 
schreibt ein Tripe1 eine der beiden Reihen, so dreht sich sein Polarnetz um 
die andere Reihe oder umgekehrt. Zugleich liegt jedes Tripe1 in seinem Po- 
larnetz und man kann daher sagen dass jede der beiden Tripelreihen zu den] 
Bueschel der Polarnetze der Tripel der Reihe u perspectiv r liege. 

' Zwei Tripelreihen deren jede die Pulartripel der durch die anderen ge- 
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heriden Netze enthaelt, koennen u conjugirte n Tripelreihen heissen oder auch 
jede die ir Polarreihe n der anderen. 

Z w i  conjugirte Tripelreihen haben im Allgemeinen kein Tripcl 
gernein. 

Denn sei a ein gemeinsanies Tripe1 derselben, f l  ein Tripe1 der einen 
Reihe, so m u s  f i  auch ein Tripe1 der anderen Reihe, also die beiden Reihen, 
da sie zwei Tripe1 a und gemein haben, identisch sein. Naemlich die eine 
Reihe enthaelt jedes Tripe1 das zwei und daher allen Tripeln der anderen 
gleichzeitig ~ 0 n j u ~ i i . t  kt. Nun ist P sich selbst und zweitens dem Tripe1 a 

conjugirt und gehoert folglich auch der zweiten Reihe an. E s  folgt daraus: 
Haben zwei conjugirte Tripelsejben ein Tripe1 gemein, so haben sie jedes 

gemein und sind also identisch. Eine solche Reihe kann eine r i  sich selbst 
conjugirte n Reihe heissen. 

J e  zwei Tripe1 einer sich selbst conjugirten Reihe und je zwei durch 
sie gehende Netze sind conjugirt. 

Durch irgend zwei conjugirte Tripe1 oder Netze ist eine sich selbst con- 
Jugirte Tripelreihe bestimmt. Denn sie bestimmen eine Reihe deren conjugirte 
die beiden Tripe1 oder Netze gleichfalls enthalten niuss. Daher ist jede Reihe 
die mit jeder von zwei Polarreihen ein Tripe1 gemein hat ,  eine sich selbst 
conjugirte Reihe. 

Da jedes Tripe1 in seinem Polarnetz liegt, und jedem Tripel desselben 
conjugirt ist, so folgt: 

17. Eilztheilung der Tvipelreihen in  A t h .  
Eine Tripelreihe des Tripelgebietes kann als Schnitt zweier Tripelnetzc 

desselben angesehen werden. 
I n  jedem von zwei Netzen des Tripelgebiets der Curve x bilden die Paase 

der ersten Pole der Punkte von x ejne zu den Punkten von x projective Punkt- 
paarreihe. (Ein erster Pol eines Punktes A von x in einem Netz ist der Dop- 
pelpunkt eines singulaeren Tripels des Netzes, dessen einfacher Punkt der 

In  jedem Tripelnetz liegt ein 
Bueschel von sich selbst conjugirten 
Reihen, dessen Basistripel das Polar- 
tripe1 des Netzes ist. 

Durch jedes Tripe1 gelit ein Bue- 
schel von sich selbst conjugirten Rei- 
hen,  dessen Traeger das Polarnetz 
des Tripels ist. 
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Punkt A ist.) Die beiden Punktpaarreihen sind projectiv, wenn man je zwei 
Paare einander zuordnet, die Pole eines und desselben Punktes in dem einen 
oder anderen Netze sind. Jeder entsprechend gemeinschaftliche Punkt der 
beiden Reihen ist erster Pol eines Punktes von x iri beiden Netzen, also Dop- 
pelpunkt eines beiden Netzen gemeinschaftlichen singulaeren Tripels. Daraus 
folgt : 

Eine Tripelreihe enthaelt im Allgemeinen vier Tripe1 mit einem Doppel- 
punkt. (Doppelpunkte der cubisch-involutorischen Reihe.) 

Doch ist dies nur der allgemeine Fall. Die moeglichen Specialisirungen 
desselben liefern ein Princip der Eintheilung der Tripelreihen in Arten; eine 
zweite Eintheilung iat durch die Unterscheidung von Reihen, die sich selbst 
conjugirt sind, oder nicht, gegeben. Endlich lassen sich die Tripelreihen noch 
darnach unterscheiden, ob sie eigentliche Reihen sind, oder in Reihen nie- 
derer Ordnung zerfallen. 

1) Zwei beliebig anzunehmende Tripe1 bestimnien eine Reihe. 
Niuimt man zwei Tripe1 A B C und A B D, welche zxei Punkte A und B 

gemein haben, so gehoeren A und B jedem Tripel der durch jene beiden 
bestirnmten Reihe an. 

Oder: 

Zwei feste Punkte A und B bilden mit jedem dritten Punkte der 
Curve x die Tripe1 einer Tripelreihe. 

Denn alle Triyel, welche die beiden Punkte A und B enthalten, sind 
sowohl dem dreifachen Punkte A wie dem dreifachen Punkte B conjugirt (7) 
bilden also die Polarreihe der durch die beiden dreifachen Punkte A und B 
ols Tripe1 bestimmten Reihe. Zugleich folgt hieraus: 

Die Polarreihe einer Tripelreihe deren Tripe1 zwei feste Punkte A 
und B gemein haben, ist eine Reihe, welche die Punkte A und B zu 
dreifachen Punkten hat. 

Und umgekehrt: 

Eine Reihe mit zwei dreifachen Punkten A und R hat zur Polar- 
reihe eine Reihe, deren Tripe1 saemmtlich die Punkte A und B entlialten 

Eine Reihe mit zwei dreifachen Punkten kann kein weiteres singulaeres 
Tripe1 enthalten; einen dreifachen Punkt deshalb nicht, weil er dann jedem 
Trjpel der Polarreihe angehoeren muesste, deren Tripe1 schon zwei feste 
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Punkte enthalten, aber auch kein Tripe1 mit einem Doppelpunkt; denn sind 
A und B die dreifachen Punkte der Reihe, also die allen Tripeln der Polar- 
reihe gemeinsamen Punkte, so sind alle Tripe1 der letzteren Reihe in den 
Polarnetzen der Tripe1 der ersten Reihe enthalten und somit sind A und B 
in jedem dieser Netze diejenigen beiden Punkte deren gemischter Pol bezueg- 
lich des Netzes unbestitnmt ist (denn von drei Punliten eines Tripels eines 
Netzes ist jeder der gemischte Pol der beiden anderen bezueglich des Netzes 
und im Allgemejnen durch sie bestimmt). Enthielte niin die Reihe mit den 
dreifachen Punliten A und B noch ein Tripe1 n i t  einem Doppelpuukt U,. so 
muessten auch in dem Polarnetz dieses Tripels A und B diejenigen Punkte 
sein, deren gemischter Pol unbestirnmt ist. Aber in einern Netze, in dern zwei 
dreifache Punkte in einen Punkt U zusammenfallen, fdlen auch die beiden 
Punkte, deren gemischter Pol unbestimmt kt ,  in den Punkt U. Also kann ein 
Tripe1 mit einem Doppelpunkt U in der gegebenen Reille nicht enthalten sein. 

Die vier Tripe1 mit einem Doppelpunkte, welche eine eigentliclie Tripel- 
reihe im Allgemeinen enthaelt, koennen sich also zwei Mal zu zweien zu je 
einem dreifachen Punkt vereinigen. 

Und ferner: 

Fallen von den Doppelpunkten der vier Tripe1 mit einem Doppel- 
punkt, welche eine Tripelreihe besitzt, zwei in einen Punkt A ziisarnmen, 
so fallen in A auch die beideii Punkte welche zu den Doppelpunkten 
als dritte Tripelpunkte gehoeren, und der Punkt ist dann ein dreifacher 
Punkt der Reihe. 

2) Haben zwei nicht conjugirte Tripe1 einen Punkt A gemein, so sind 
sie dem dreifachen Punkt A conjugirt; dieser gehoert der Polarreihe der 
durch die beiden Tripe1 bestimmten Reihe a n ,  und folglich ist jedes Tripe1 
dieser Reihe dem dreifachen Punkt A conjugirt, enthaelt ihn also. Darslus folgt: 

Haben zwei Tripe1 einer Reihe einen Punkt A gernein, so ist er 
ein gemeinsamer Punkt aller Tripe1 der Reihe. 

I n  jedem Net,z clas die Reihe enthaelt, ist der Punkt A der gemischte 
Pol von irgend zwei Punkten, die mit ihm ein Tripe1 der Reihe bilden. Alle 
Punktpaare eines Netzes aber die einen und denselben Yunkt zum gemischten 
Pol haben, bilden eine Punktpaarreihe. Daraus folgt: 

Haben die Tripe1 einer Tripelreihe einen gemeinsamen Punkt A ,  
so bilden die Punktpaare, die mit A die Tripel der Reihe bilden, eine 
Punktpaarreihe. 
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Die Doppelpunkte der Punktpaarreihe bilden mit dern Punkt A zwei sin- 
gulaere Tripe1 der Tripelreihe. Auch gilt der Satz: 

Die Paare einer Punktpaarreihe bilden mit einem festen Punkt A 
die Tripe1 eineï Tripelreihe. 

Die Polarreihe einer Reihe, deren Tripe1 einen Punkt A gemein haben, 
Iint A zum dreifachen Punkt. Sie hat ausserdem zwei Tripe1 mit je einem 
Doppelpunkt, die nicht in einem dreifachen Punkt sich vereinigen koennen, 
weil sonst die Polarreihe noch einen zweiten, allen Tripeln gemeinsamen 
Punkt enthalten muesste. Auch das Umgekehrte findet statt. 

3) Bestimmen zwei nicht conjugirte Tripe1 eine Reihe, .welche vier 
Tripel mit je eiiiem Doppelpunkt enthaelt, so ist die Polarreihe derselben in 
p n a u  demselben Palle. Denn haette diese einen dreifachen Punkt so muessten 
die Tripe1 der ersteren einen Punkt gemein haben. 

4) Zwei Tripe1 A B C und ABD, welche zwei Punkte A und B ge- 
mein haben, sind nicht conjuçirt, denn die durch sie bestimmte Trjpelreihc 
faellt mit ihrer Polarreihe nicht zusammen (vergl. 1.) Fallen aber A und B 
in einen Doppelpunkt A zusammen, so ist dem Tripe1 jedes andere Tripe1 
conjugirt, das gleichfalls A zum Doppelpunkt hat ,  denn in deni Netze, von 
dern zwei dreifache Punkte in A zusammenfallen, ist der gemischte Pol des 
Doppelpunlites A unhestimmt, also bildet der Duppelpunkt A mit jedem an- 
dsren Punkt ein Tripe1 des Netzes. - Daraus folgt: 

Ein doppelt gezaehlter Punkt A wird durch jeden anderen Punkt 
zu einem Tripe1 einer sich selbst conjugirten Tripelreihe ergaenzt. 

5) Solleri zwei Tripe1 mit einem gemeinschaftlichen Punkt A conjugirt 
sein, so rnuss das eine z. B. A Bi C, in dem Polarnetz des anderen A B C  
enthalten sein, also B, C, ein Punktpaar der im Polarnetz von A B C zu A 
gchoerigen Piinktpaarreihe sein, deren Punktpaare naemlich A zum gemischten 
Pol haben. Nun ist A ein dreifacher Punkt des Netzes, faellt also mit einein 
seirier ersten Pole, das ist einem Doppelpunkt der ihm zugehoerigen Punlit- 
paarreihe zusammen, folglich besteht die durch A B  C und A BI C, bestimmte 
sich selbst conjugirte Sripelreihe aus dem Punkt A und der durch B C und 
B, Cl bestimmten Punktpaarreihe, deren einer Doppelpunkt aber mit A zu- 
sammenfaellt. Also : 

Eine Punktpaarreihe bildet mit einem festen Punkt A eine sich selbst 
conjugirte Tripelreihe, wenn von den beiden Doppelpunkten der Punkt- 
paarreihe der eine mit -4 zusammenfaellt. 
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6) Zwei conjugirte Tripel, die keinen Punkt gemein hnhen, bestimmen 
eine sich selbst conjugirte Reihe, welclie vier Tripe1 mit je einem Doppel- 
punkt besitzt. Sie kann keinen dreifachen Punkt besitzen, denn dieser ist nur 
dann einem anderen Tripe1 conjugirt, wenn er ein Punkt desselben ist. Aber 
die Annahme war, dass die beiden hestimmenden Tripe1 keineri Punkt gemein 
haben sollen. 

Eine sich selbst conjugirte Reihe kann also keinen dreifachen Punkt 
besitzen, ohne zu zerfallen ( 5 ) .  

Wir  zaehlen somit folgende acht .,4rteîz von TripelreiJzen. 
A)  Reihen, die mit ihren Polarreihen nicht identisch sind: 

1) Eine Reihe enthaelt vier Tripe1 mit einern Doppelpunkt; die Po- 
larreihe ist von derselben Art. 

2) Eine Reihe enthaelt zwei Tripe1 mit einem Doppelpunkt und einem 
dreifachen Punkt A. 

3) Die polarreihe der Reihe 2) zerfaellt in eine Punktpaarreihe und 
den festen Punkt A ,  durch welchen jedes Yaar der Punktpaarreihe zu eineni 
Tripe1 ergaenzt wird. Von den Doppelpunkten der Punktpaarreihe faellt keiner 
mi t  dem Punkt A zusammen. 

4) Eine Reihe hat  zwei dreifache Punkt A und B. 
5) Ihre Polarreihe besteht aus saemmtlichen Tripeln, welchen die beiden 

Punkte A und B angehoeren. 
B) Sich selbst conjugirte Reihen. 

6) Eine Reihe enthaelt vier Tripel mit einern Doppelpunkt. 
7) Die Reihe zerfaellt in eine Punktpaarreihe und einen festen Punkt A ,  

der zugleich ein Doppelpunkt der Punktpaarreihe id .  
8) Die Tripe1 der Reihe bestehen aus einem festen Doppelpunkt in 

Verbindung mit jedem anderen Punkte. 

Die Polarnetze der Tripe1 einer Reihe, welche zwei dreifache Tripe1 ent- 
liaelt, schneiden sich .in der Polarreihe der Reihe. Die Tripe1 dieser Polar- 
reihe haben zwei Punkte A und B gemeinschaftlich und deshalb sind A und B 
in  jedem der Netze diejenigen beiden Punkte deren gemischter Pol bezueglicli 
des Netzes unbestimmt ist. Sind diese beiden Punkte eines Netzes reell, so 
sind zwei von den dreifachen Punkten des Netzes, oder was dasselbe ist, zwei 
P~ink te  des Polartripels des Netzes conjugirt-imaginaer; sind jene beiden 
Punkte aber imaginaer, so sind die Punkte des Polartripels reell. Daraus folgt: 
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Besitzt eine Tripelreihe zwei dreifache Punkte, so enthalten die 
Tripe1 derselben je drei reelle, oder nur je einen reellen Punkt, je nachdem 
die beiden dreifachen Punkte imaginaer oder reell sind. Und umgekehrt. 

Oder: 

Enthalten die Tripe1 einer Reihe zwei feste Punkte A und B, so be- 
stehen die Tripe1 der Polarreihe ails drei reellen oder einem reellen und 
zwei imaginaeren Punkten je iiachdem die Punkte A und B, die gleich- 
zeitig die dreifachen Punkte der zweiten Reihe sind, imaginaer oder 
reell sind. 

18. Fallen in einem Tripelnetz zwei dreifache Punkte in einen zusammen, 
so fallen in ihm auch die beiden Punkte, deren gemischter Pol unbestimmt 
ist, zusammen, und daher ist dieser Punkt auch ein erster Pol jedes Punktes 
bezueglich des Netzes. Jeder Punkt hat daher nur noch einen ersten Pol. 
Sind zwei Tripelnetze dieser Art  auf dem Traeger x gegeben und fallen in A 
zwei dreifache Punkte des einen Netzes, in B zwei ebensolche des anderen 
zusammen, so entsprechen je zwei erste Pole eines Punktes von x bezueglich 
der beiden Netze, wenn sie von A und B verschieden sind, einander pro- 
jectiv (*). 

E s  seien nun A A A ,  (nd B R B ,  zwei singulaere Tripe1 einer Tripelreihe, 
also A. und B die Doppelpunkte der Tripel. Im Polarnetz des Tripels A A A ,  
sei B, der von A verschiedene erste Pol von B, so ist das Tripe1 BBB, dem 
Tripe1 A A  A i  conjugirt; es ist aber auch dem Tripe1 BBB,  conjugirt, denn 
je zwei Tripel, die einen Doppelpunkt gemein haben, sind conjugirt, also ist 
das Tripe1 BBB, ein Tripe1 der Polarreihe, der durch die Tripe1 A A  A, 
und B B B ,  bestimmten ~ e i h e .  D a  BBB, ein beliebiges singulaeres Tripe1 
der Reihe ist, so folgt: 

Die Doppelpunkte der vier singulaeren Tripe1 einer Tripelreihe sind 
zugleich die Doppelpunkte der singulaeren Tripel der Polarreihe. 

Umgelrehrt: 

Wenn zwei 'singulaere Tripe1 einer Tripelreihe mit je einem von 
zvei singulaeren Tripeln einer zweiten Tripelreihe einen DoppeIpunkt 
gemein haben, so haben auch die uebrigen beiden Paare singulaerer 
Tripe1 je einen Doppelpunkt gemein und die beiden Reihen sind conjugirt. 

(*) Theorie der triiinear-symmetrischen Verwandtschaft, $ 21. 
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Sind nun A A A , ,  BB Bi,  CCC, ,  DDD, die singulaeren Tripe1 einer 
Reihe, A A A,, B BB,, C C  CI,, D D D, diejenigen der Polarreihe, so sind die 
Tripel BBB,, C C C , ,  D D D ,  dem Tripe1 CCC, conjugirt, also B, C, D di6 
ersten Pole von BI,  Cl ,  Dl bezueglich des Polarnetzes von C'CC,. - Da nun 
zwei dreifache Punkte des letzteren in C zusammenfallen, so sind B und BI, 
C und Ci, D und DI projectiv einandcr zugeordnet in der Beziehung die zwi- 
schen den Punkten des Traegers und ihren von A verschiedenen ersteri Polen 
bezueglich des Polarnetzes von A,4 A, besteht. I n  letzterem sind aber A und 
A2 als dreifache Punkte ihre eigenen ersten Yole iind daher die entsprechend 
gemeinschaftlichen Punkte der projectiven Reihen. 

Sind also A B C D  die gemeinschaftlichen Doppelpunkte der singu- 
laeren Trjpel zweier conjugirter Reihen, A ,  B, C, D, und A, B, C, D, die 
zugehoerigen einfachen Punkte in beiden Reihen, so gelten die Relationen: 

A B C D B ,  /\ A , B C , D i B 2  

A B C D C ,  /\ A , B , C D i C 2  

A B C D D ,  /\ A ,  B, C,DD,,  
und 

A B C D B ,  A , B C 2 D , B ,  

Sind A A A , ,  BBB, ,  C C C , ,  D D D ,  die rier singulaeren T r i i d  
einer sich selbst conjugirten Tripelrejhe, nlso je zwei der vier Tripe1 
conjugirt, so gelten die Relationen: 

A B C D C ,  /2 A , B , C D , C ,  

A B C D D ,  A , B , C , D D , .  

(*, Vergl. E. WESR, UeLer die projectivische Beziehurzg zwiscJieiz d e n  s i n g u l ~ e r e n  
Elemel7ten der cziO. I i ivalz~t ioi~.  Sitz.-Beric-lit der W i c n c r  Acii,lcii,ic., Btl. 78, Mai 1876. 

AnnaIi di ilfotemcticci, tom0 XIX. 8 
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19. Mit der Eintheilung der Tripelreihen in Arten ist zugleicli die der 
Netzbueschel, deren Traeger die Tripelreihen sind, gegeben. Jede Tripelreihe 
ltann naemlich als der Ort der Polartripel der Netze desjenigen Bueschels 
nngesehen werden, welcher die Polarreihe der gcgebenen zum Traeger hat. 
Da nun das Polarnetz eines singulaeren Tripels ein singulaeres Netz ist, so 
giebt es zu jeder Art  von Tripelreihe eine Art des Netzbiieschels. Die Tripe1 
jener Reihe sind die Polartripel der Netze des Bueschels, und diese schnciden 
sich iri der Polarreihe jener. Ein  Netzbueschel enthaelt daher iin Allgemeinen 
vier singulaere Netze erster Art, denn die Reihe der Polartripel enthaelt in1 
Allgemeinen vier Tripel mit einem Doppelpunkt. 

20. Drei Tripe1 bestimmen im Allgemeinen ein Netz von niclit singulaerer 
Art, zwei Tripe1 im Allgemeinen eine Reihe von nicht singulaerer Art. 

Fuer ein singulaeres Netz zweiter Art gilt offenbar der Satz: 

Drei Tripe1 bestimmen ein singulaeres Netz zweiter Art  wenn sie 
einen Piinkt gemein haben und wenn ausserdem die drei Puriktpnare, 
die durch denselben dritten Punkt zu einem Tripe1 ergaenzt werden, 
nicht einer Punktpaarreihe angehoeren. 

Eine Punkttripelreihe nicht singulaerer Art liegt in vier singulaeren 
Netzen erster Art, denn sie ist den vier Tripeln mit einem Doppelpunkt ihrer 
Polarreihe conjugirt. Nimmt man noch zwei Punkte beliebig an, und bestimmt 
deren gemischten Pol in einem der vier singulaeren Netze, so bildet dieser 
mit jenen beiden Punkten ein Tripel, das ebenso, \vie die gegebene Punkt- 
tripelreihe in dem singulaeren Netz onthalten ist. Da die Tripelreihe durch 
zwei Tripcl bestimmt ist, so folgt: 

Durch zwei Tripe1 und zwei Punkte eines dritten, daa der durch die 
ersten beiden bestimmten Reihe nicht angehoert, sind vier singulaere 
Netze erster Art  bestimmt. 

Tripelreilien, deren Tripe1 zwei oder einen Punkt geinein haben, sind 
bestimmt durch zwei Tripel, die zwei oder einen Punkt gemein haben. 

Eine- sich selbst conjugirte Reille ist diirch ein Tripe1 und zwei Punkte 
eines zweiten bestimmt. Der gemischte Pol der beiden Punkte im Polarnetz 
des ersten Tripels ergaenzt die Punkte zu einem Tripe1 der Reihe. Sol1 eine 
Tripelreihe einen dreifachen Punkt enthalten, und k t  ein Tripe1 derselben, 
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sind A und B zwei Piinlrte eines zweiten Tripels, so ist durch A und E eine 
Tripelrejhe bcstimint, deren Tripel die Punkte A und B gen~ein haben. Diese 
1ieihe bestimnit mit dern Tripe1 a ein Netz. Jedes der dreifachen Punkte des- 
selben hestimmt mit u eine Tripelreihe, welche auch ein Tripe1 der durch A 
und B bestimmten Reihe enthaelt, denn die beiden Reihen als in einem Netz 
liegend, haben ein Tripe1 gemein. 

Daraus folgt: 
Durch ein Tripe1 und zwei Punkte eines zweiten, von denen keiner dm 

ersten Tripe1 angehoert, sind drei Tripelreihen mit einem dreifachen Punkt  
bestimmt. 

Endlich gilt der Satz: 

Eine Tripelreihe mit zwei dreifachen Yunkten ist durch ein Tripel 
bestimmt. 

Denn da die Polarreihe aus Tripeln mit zwei festen Punkten A und B 
besteht, die jedem Tripel a der ersten Reihe conjugirt sind, so sind A und U 
die beiden Punkte,  deren gemischter Pol im Polarnetz des Tripels a unbe- 
stimmt ist. 1st also ein Tripel a. gegeben bebtimmt man die Punkte A und R, 
deren gemischter Pol iin Polarnetz Ton cc unbestimmt ist, so ist die Polarreihe 
derjenjgen Reihe, dercn Tripe1 die Purikte A und B gernein liaben, eine Reihc 
mit zwei dreifachen Punkten und enthaelt das Tripe1 U. Nit einer Reilie ist 
aber auch ihre Polarreihe gegehen. Wir' schliessen 
nus dem Vorigen nocli: 

Alle Netze in welchen dasselbe Punktpaar 
einen beliehigen Punkt zum gemischten Pol hat, 
bilden einen Netzbueschel. Die Reihe der Polar- 
tripe1 enthaelt die Punkte des Punktpaars als 
dreifache Punlite. 

21. Const~wctionen. (Figur II.) 
Sind auf der Curvc II. Ordnung v, zwei Punkt- 

tripe1 A B C '  und D E F  gegeben, so liegt die durcli 
diese bestimmte Tripelreihe in jedem Tripelnetz, dem 
die bejden Trjpel gleichzeitig angehoeren. Niinmt 

Fig. II. 
man zvei  belicbige von den seclis gegebenen Punk- 
tcn, z. B. A und C an, so k a n n  man dicse als diejenigen Punkte eiries Netzes 
aufyassen, deren gemischtor Pol unbestimmt ist. Ein Netz, in welchem der 
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gemischte Pol von A. und C unbestimmt ist,  ist festgelegt, wenn noch ein 
Tripe1 desselben gegeben ist. Sei DEY dieses Tripel, so sind in den1 Netze 
die beiden Tripe1 D E F  und A B  C 'enthalten, das Ietztere, weil A und C in 
dcm Netze durch jeden beliebigen Punkt zu einem Tripel ergaenzt merden. 
Nehmen wir ein zweites Paar  Punkte von den sechs gegebenen, z. B. D und F 
heliebig an ,  'so ist durch sie als Punkte, deren gemischter Pol unbestin~mt 
sein soll, und das Tripe1 ,4 BC ein Netz bestimmt, in welchem die Tripe1 
D E P  und A B C  liegen. Folglich ist die durcli A B C  und D E F  bestimmte 
Tripelreihe der Durchschnitt der beiden Netze, in derein einen der gemischte 
Pol von A und C, in derem andere-n der von D und F unbestimmt ist. Nun - 
ist die Gerade A C  die Involutionsaxe der involutorischen Reihe der ersteri 
Polpaare der Punkte von x bezueglich des ersten Netzes und wird daher von 
den Geraden welche die drei Punkte eines Tripcls des Netzes verbinden, also -- 
auch von EF, PD, DE in drei Punkten Do, E,, F,, geschnitten, die den 
Punkten DEF des Tripels in derjenigen projectiven Beziehung von A C und x - 
entsprechen, welche man erliaelt, wenn man jedem Punkt von x das auf A C  
liegende Involutionscentruin derjenigen involutorischen Reihe auf x zuordnet, 
deren Punktpnare den Punkt zurn gemischten Pol haben. Ebenso ist die Ge- - 

'rade D F  die Involutionsaxe der involutorischen Reihe der ersten Polpaare 
- --- 

von x bezueglich des xweiten Netzes. Daher wird DF von B C, C A ,  AB in 
drei Punkten AoBo Co geschnitten, die den Punkten A B C  von x projectiv - 
entsprechen, in derjenigen Beziehung von D F  und x welche man erhaelt, - 
wenn man den Punkten von x die auf DF liegendeii Involutionscentren der 
ihnen im zweiten Netze zugehoerigen involutorischen Reihen auf x zuordnet. 

Es ist also x sowohl projectiv auf A G = p ,  als auch auf D F  = p be- 
zogen, und daher auch p und p, projectiv auf einander, wenn man je zwei 
Punkte einander zuordnet, die demselben Punkt von x entsprechen. 1st nun H 
ein Punkt von x dem die Punkte Hi, von pi und Ho von p entsprechen, so 
schneidet die Verbindungslinie von Ho und Hi, die Curve x in zwei Punkten, 
welche mit dem Punkte H e i n  gemeinsames Tripe1 der beiden Netze, also ein 
Tripe1 der durch A B C  und D C F  bestimmten Eteihe bilden. 

Die Constructiou geschieht in einfwher Weise so: 
Entspricht dem gemeinschaftlicben Punkt Bo E, von p und p, auf x als 

einem Punkt von pi der Punkt E von x ,  als einem Punkt von p der Punkt  
B von x ,  so schneide eine beliebige durch ppi gelegte Gerade dit! Curve x 
in H und G. 
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Dann schneiden die Verbindungslinien von B und C mit G die Geraden 
p und p ,  in zwei Punkten, Ho und H,,, deren Verbindungslinien die C q n  
zwei Punkten I u n d  IC schneiden die mit dem Punkte H e i n  Tripe1 der Reihe 
bilden. Ebenso schneiden die Geraden BH und Ë z p  und p ,  in zvei  Punkten 
deren Verbindungslinien die C% in zwei Punkten schneiden, die mit G ein 
Tripe1 der Reihe bilden. 

Damit ist die Aufgabe geloest: 

In  einer durch zwei Tripe1 bestimmten Tripelreihe sollen die beiden 
Punkte I und K construirt werden, die einen beliebig gegebenen Punkt H 
zu einem Tripe1 der Reihe ergaenzen. 

Die Construction kann, wie aus dem Vorigen hervorgeht, mit dem Lineal 
allein ausgefuehrt werden, wenn die Curve x gezeichnet vorliegt. 

D a  Ho und Hi, homologe Punkte zweier projectiver Punktreihen auf p 
und p, sjnd, die Gerade H,H,, aber zwei Punkte I und K eines als beliebig 
gewaehlt anzusehenden Tripels I K H  der Tripelreihe verbindet, so folgt: 

Die Seiten der von den Punkttripeln einer auf der Ciirve x liegenden 
Punkttripelreihe gebildeten Dreiecke urnhuellen eine Curve II. Ordnung. 

Und umgekehrt. 

Die Eckpunkte aller Dreiecke, die einer Curve II. Ordnung x ein- 
geschrieben, einer zweiten umschrieben sind, bilden die Tripe1 einer auf x 

liegenden Punkttripelreihe. 
(Die Seiten der Dreiecke bilden die Strahlentripel einer Strahlentri- 

pelreihe, deren Traeger die zweite Curve kt.) 

Denn zwei dieser Dreiecke bestimmen auf x eine Punkttripelreihe. Die 
Seiten der Tripeldreiecke umhuellen aber eine Curve II. Ordnung, die mit 
der zweiten gegebenen identisch ist. 

W i r  haben inli Vorigen die beiden Tripe1 welche eine Tripelreihe be- 
stinimen, als aus reellen Punkten bestehend angenommen. E s  aendert aber 
iiichts, wenn in eitiem oder beiden Tripeln zwei Punkte conjugirt-imaginaer 
sind. 

Denn wenn im letzteren Falle B der reelle Punkt des einen Tripels a ,  

p die Verbindungslinie der beiden anderen Punktc, E der reelle Punkt des 
zweiten Tripels P ,  pi die Verbindungslinie der beiden anderen Punkte ist und 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



62 Klein : T A e o ~ i e  der E l e n ~ e ~ ~ t t i n t r i p e l  e i~zs tuf iger  ElernentargeOilde. 

man schneidet die Cgx durcli eine durch den Punkt  pp,  gehende Gerade - 
(Fie. III.) in H und G, zieht BG und ET, schneidet mit diesem p und p,  
in Ho und H,,, so schneidet Ho H,, die Curve in den Punkten I und K, die 
mit H ein Tripe1 der durch die beiden Tripe1 bestimmten Reihe bilden. Denn 

in dern Netz in welchem pl die beiden Punkte 
verbindet deren gemischter Pol  unbestimmt 
k t ,  und von dem B ein Tripe1 ist, schneidet p 
die Gerade pi in einem Punkt  E,, der dem 
Punkt  E von x entspricht, so dass je zwei 
mit E, in Gerader liegende Punkte H und G 
von Y, E zum gemischten Pol haben. Und 
man erhaelt die H und G entsprechenden 
Punkte von pi als Schnittpunkte mit den Ge- - - 
raden E G  und EH, so dass die projective 

G Beziehung von pi und x vollkommen bestimmt 

Fig. III. k t ,  wenn pi und ein P a a r  homologer Punkte 
E,, und E gegeben sind. Analoges gilt von 

dern zweiten Netze, in dern p die Punkte verbindet, deren gemischter Pol 
unbestimmt ist und von dern a ein Tripe1 ist. Die beiden Netze sind also be- 
stimmt und daher kano i h r e  gemeinsnnie Tripelreihe nach dern obigen Ver- 
fahren construirt werden. 

Eineni auf einem Gebilde x liegenden Tripelnetz entspricht in jedem 
zu K projectiven Gebilde ein Tripelnetz. Daher entspricht auch jeder Tri-  
pelreilie als Schnitt zweier Netze in dern projectiven Gebilde eine Tripelreihe. 

Mit der Construction einer Tripelreihe, welche auf der Curve II. Ord- 
nung Y. liegt, reicht man daher aus, um in beliebigen Gebilden Tripelreihen 
herzustellen. Will man z. B. die ~ t r a h l e n  pines Strnhlenbueschels 1. Ordiiung 
zu Tripeln einer Tripelreihe gruppiren, so beziehe man den Bueschel per- 
spectiv auf eine Curve II. Ordniing. Die beiden Strahleritripel des Bueschels, 
die die Reihe bestimmen, scl-ineiden die Ciirve in zwei Purikttrjpeln einer Reihe 
deren Piinkttripel in den gesuchten Strahlentripeln des Bueschels liegen. 

1st A B C  irgend ein Tripe1 einer Tripelreihe, so liegt es  nach dern vorhei. 
Gesagten auch in einem Netze, in welchem A und B, oder B und C, odei. 
C und A die Punkte  sind, deren gemischter Pol  unbestimmt ist. Liegt  dns - 
Netz auf der Curve x und nehmen wir die Punkte A und B, so i s t  A B  die 
Involutionsaxe der  involutorischen Reihe der  ersten Pole der  Punkte von x in 
dern Netze. J ede  Gerade welche zwei Punkte eines Tripels der  Tripelreihe 
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auf x verbindet, ist eine solche Gerade bezueglich eines dcrjenigen Netze, die 
die Tripelreihe gemein haben. 

Es folgt daher: 

1st auf der Curve x ein Bueschel von Punlrttripelnetzen gegeben, so 
gehoert zu jedern ~ e i z  eine Gerade, die Involutionsaxe der involutori- 
schen Reihe der ersten Pole der Punkte von ;c bezueglich des Netzes. 
Alle diese Geraden uinhuellen eine Curve II. Ortlnung. Dieser Curve 
sind uriendlich viele Dreiecke umschrieben, die x eingeschrieben sind, 
und sie bilden auf x die Tripelreihe, in der die Netze des Bueschels 
sich schneiden. 

Zu einer Tripelreihe auf x gehoert eine Polarreihe und ist durch jene 
mit bestimmt. Die Tripe1 der letzteren sind saemmtlichen Tripeln der ersteren 
conjugirt, also in allen Netzen enthalten, deren dïeifache Punkte die Tripel 
der ersten Reihe bilden. Sind UVW und A B C  zwei Tripe1 der ersten Reihe, 
sind ferner p ucd p, die Pnscal'schen Geraden der Dreiecke U V F  und A B C  
bezueglich der Curve x und bezieht man x projectiv auf p so, dass den Punk- 

-- - - 
ten U V W  die Schnittpunkte mit V W, WU, U V  entsprechen, und ebenso 

--- 
auf p, so dass den Puiikten A B C  die Schnittpunkte mit HC, C A ,  A B  ent- 
sprechen, so sind auch p und p, projectiv, und die Verbindungslinie zweier 
Iiomologer Punkte von p und p, schneidet x in zwei Punkten, die mit deni 
entsprechenden Punkt von x ein Tripe1 bilden, das in jedern der Netze, deren 
dreifache Punkte UVW und A B C  sind, enthalten ist, also den Tripeln UVlY 
und A B C  gleichzeitig conjugirt ist. Alle diese Tripe1 sind, da die Verbin- 
dungslinien jhrer Punkte die Geraden p und p, in je zwei homologen Punkten 
schneiden, einer Curve II. Ordnung urnschrieben, wie es sein muss. 

Man sielit also, wie man zu einer durch zwei Tripe1 A B C  und UPTV 
gegehenen Iieihe auch die Polsrreihe construiren kann, indem man die Ge- 
raden p und pi aonstruirt und ihre projective Beziehung bestimmt. Diese Con- 
struction kann genau auf die frueher angegebene eiuer Tripelreihe zurueck- 
gefuehrt werden, wenn man zu den Punkten, in denen p die Curve x schneidet, 
den gemischten Pol bezueglich des Polaiaetzes von A B C und zu den Punkteri 
in denen p, die Curve schneidet, den gemischten Pol bezueglich des Polar- 
netzes von U V  CV bestirnmt. I n  der That erhaelt man so zwei Tripel, die in 
beiden Polarnetzen enthalten sind, also die Polarreihe der durch UVW und 
A B C  bestimmten Reihe ihrerseits bestimmen. Die Gerade p verbindet die 
beiden Punlrte, deren gemischter Pol im Polarnetz von CJVW unbestimmt 
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ist, und da  U P W  als ein beliebiges Tripel der gegebenen Tripelreihe be- 
trachtet werden kann, und diese Reihe die Reihe der Polartripel eines Netz- 
bueschels ist, so folgt aus deni vorhin aufgestellten Satze: 

Steht eine Curve II. Ordnung À zu einer Curve II. Ordriung x in 
der Beziehung, dass der Curve h uncndlich viele Dreiecke umschrieben 
sind die der Curve x eingeschrieben sirid, und construirt man die Pas- 
cal'sche Gerade jedes dieser der Curve x eingeschriebenen Dreiecke be- 
zueglich x ,  so umhuellen diese G-eraden im Allgemeinen eine dritte Curve 
II. Ordnung p der gleiclifalls unendlich viele Dieiecke umschrieben sind, 
die der Curve x eingeschrieben siiid. Die vier gemeinschaftlichen Tan- 
genten von A und p beruehren x in den naemlichen Punkten (18). Die 
Pascalschen Geraden der der Curve 11 umschriebenen und x eingeschrie- 
benen Dreiecke bezueglich x sind wieder die Tangenten der Curve A. 

Der letzte Theil des Satzes ergiebt sich aus der Bemerkung, dass von 
zwei polaren Tripelreihen die eine so aus der anderen hergeleitet werden 
kxnn, wie die zweite aus der ersten. 

Enthaelt eine Reihe zwei conjugirte Tripel, so faellt sie mit ihrer Po- 
larreihe zusarrimen. 1st UPW ein Tripel einer Reihe und enthaelt ein zweites 
Tripel der Reihe die beiden Punkte A und B, deren gernischter Pol in dem 
Polaïrietz von UVW unbestimmt ist, so ist die Reihe sich selbst conjugirt, 
denn das Tripel, das die Punkte A und B enthaelt ist dem Tripel UVW 
conjugirt. 

Als Ergaenzung des vorigen Satzes folgt daher: 

Die Curven h und p fallen zusammen, sobald die Pascalsche Gerade 
bezueglich x irgend eines der Dreiecke, die x eingeschrieben und einer 
der beiden Curven, etwa À umschrieben ist, die Curve A selbst beruehrt. 

Oder : 

Giebt es ein Dreieck, das einer Curve x umschrieben ist und dessen 
Seiten gleichzeitig mit der Pascalschen Geraden des Dreiecks bezueglich x 

eine zweite Curve II. Ordnung A heruehren, so giebt es unendlich viele 
Dreiecke die x eingeschrieben, 1 umschrieben sind und deren Pascalsche 
Gerade bezueglich x gleichfalls A beruehren. Da  die Seiten jedes 1. um- 
schriebenen Dreiecks mit der Pascalschen Geraden desselben ein Polvier- 
seit von x bildcn, so ist der letzte Satz derselbe, den wir frueher ($ 8) 
schon benutzt haben. 
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Sind zwei Netze durch ihre dreifachen Punkte gegeben, so haben wir 
uchon oben in der Construction der Polarreihe einer gegebenen Reihe das 
Verfahren kennen gelernt, ihre gemeinachaftliche Tripelreihe zu construiren. 

Sind zwei Netze durch je drei Tripe1 gegeben, so kann man zunaechst 
in ~ e d e m  die beiden Punkte construiren, deren Pol in dern Netze unbestimmt 
ist. Verbindet p die beiden derartigen Punkte des einen Netzes und ist K ein 
Tripe1 des Netzes, so sind die Punkte des Tripels als Punkte von x den 
Schnittpunkten der Geraden, welche die Tripelpunkte verbinden, mit p pro- 
jectiv zugeordnet und dadurch die projective Beziehung von p und x bestimmt, 
durch die man zu allen Tr ipeh  des Netzes kommt. Analoges gilt, wenn p ,  
die beiden besonderen Punkte des anderen Netzes verbindet files p, und x. 

Aus der projectiven Beziehung von p, p, und ï. ergiebt sich dann die beiden 
Netzen gemein~~haftliche Tripelreihe. 

Sind drei Netze durch je drei Tripel gegeben, so bestimme man zur Con- 
struction des den drei Netzen gemeinschaftlichen Tripels, die beiden Tripel- 
reihen, welche das eine Netz mit den beiden anderen gemein hat. Diese beiden 
Reihen, als iri einem Netz liegend, haben dann ein Tripel, das gesuchte, gemein. 

Da eine Curve II. Ordnung durch fuenf Tangenten bestimmt ist und ihr 
unendlich viele Dreiecke umschrieben sind, die einer zweiten Curve II. Ord- 
nung x eingeschrieben sind, wenn dies mit eineni Dreieck der Fa11 ist, so 
kann man den Satz aussprechen: 

flurch ein Tripel und zwei Punktpaare von zmei anderen ist eine 
Tripelreihe bestimmt. 

Denn die Verbindungslinien der Tripelpunkte bestimmcn eine Curve 
II. Ordnung. 

Aus den Beziehungen der TripelreihenWauf einer Cuïve II. Ordnurig Y, 

zu den Curven II. Ordnung denen Dreiecke umschrieben sind, die x einge- 
schrieben sind, ergiebt sich noch eine Ahleitung des Satzes, dass im Tripel- 
gebiet die Tripelreihen eine quadratische Mannigfaltigkeit vierter Stufe bilden. 

S& naemlich die. Curve x und seien ausserdem vier Gerade gegeben, von 
denen die eine die Curve x in A und A ,  schneiden mag ; d a m  bestimmen die 
vier Geradea eine Schaar von Curven II. Ordnung, und nach einem bekannten 
Satze entsprechen die Tangenten, die vom Punkte ..4 an  die Curven der 
Schaar gehen, denen die von A ,  an sie gehen, projectiv. Die projectiven Bue- 
schel A und A ,  schneiden r in projectiven Reihen. 1st B ein entsprechend - - 
gemeinschaftliclier Punkt derselben, so sind A B  und A ,  B zwei Tangenten 

Annali di Matematica, tom0 XIX. 9 
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einer und derselben Curve der Schaar, der unendlich viele Dreiecke umschrie- 
ben sind, die x eingeschrieben sind. Diese Dreiecke bilden also auf x die Tripe1 
einer Tripelreihe. Durch vier Strahlen sind also zwei Curven bestirnmt, denen 
Dreiecke umschrieben sind, die x eingeschrieben sind. Diese Curven bilden 
daher eine quadratische Mannigfaltigkeit vierter Stufe und ebenso die Tripel- 
ieihe des Tripelgebiets auf K. Zugleich folgt: 

Durch vier Punktpaare von vier Tripeln einer Tripelreihe sind zwei 
Tripelreihen bestimmt. 

22. Die Tripelreihe mit zwei dreifachen Punkten verdient noch eine Be- 
trachtung fuer sich. 

Wir wissen schon, dass sie durch ein Tripe1 bestimmt ist. Sie ist naem- 
lich in allen Polarnetzen derjenigen Tripe1 enthalten, welche ihre Polarreihe 
bilden. Da die Tripe1 dieser .Reihe nun zwei feste Punkte gemein haben, wel- 
che die dreifachen Punkte der gegebenen Reihe, und zugleich in dem Polar- 
netze jedes Tripels dieser Reihe diejenigen Punkte sind, deren gemischter Pol 
unbestimmt ist, so kann man, wenn cc ein gegebenes Tripe1 der Reihe ist, in 
tiein Polarnetz von a die beiden Punkte auf suchen, deren gemischter Pol un- 
bestiaimt ist, so constituiren diese mit jedem dritten Punkte die Tripe1 der 

Polarreihe der gegebenen, und aus 
diesen lassen sich dann die uebrigen 
Tripe1 der gesuchten Reihe cons- 
truiren. Diese Construction kann 
nach dem frueher Gesagten so ge- 
schehen, dass, wenn U und W die 
Punkte des Polarnetzes des Tripels 
a sind, deren gemischter Pol un- 
bestimmt ist, zu jedem beliebigen 
auf der Curve x liegenden Dreieck 
U WV, dem die Punkte U und W 
angehoeren, die Pascalsche Gerade 
construirt wird, dann umhuellen alle 

Fig. IV. diese Geiaden die Curve II. Ord- 
nung, der die Tripeldreiecke der durch o: bestimmten auf x liegenden Tripel- 
reihe iimschrieben sind. 

Die Construction wird sehr einfach, wenn zwei Punkte des Tripels a con- 
jugirt-imaginaer, die Punkte U und W also reell sind. (Fig. IV.) 1)ann erhaelt 
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man die Pascalschen Geraden der Dreiecke UWV offenbar so, dass man 
die Tangente w in W von U aus, die Tangente u in U von W aus perspectiv 
auf die Curve x bezieht,, und die homologen Punkte der so erhaltenen pro- 
jectiven Reihen auf u und w durch Gerade verbindet. Urn zu jeder dieser 
Geraden und den beiden imaginaeren Punkten in denen sie die Curve x schnei- 
det, den zugehoerigen dritten Tripelpunkt zu finden, so sei fuer das Dreieck - 
U V  W die Gerade p die Pascalsche und schneide U W im Punkte VO, fuer 
das Dreieck U WVi sei p,  die Pascalsche Gerade und schneide U W in V,, , 
so ist das Tripe1 der Reihe, dem die Schnittpunkte von p, mit r arigehoeren, 
ebenso wie jedes andere Tripel der Reihe enthalten in dem Polarnetz UVW; 
und da in diesem p die Gerade id,  welche die Punkte veibindet, deren ge- 
mischter Pol in dem Netze unbestinimt ist, so erhalten wir den gemischten Pol 
der Sclinit,tpunkte von p ,  und x in diesem Netze, indem wir nach einem nun 
sclion mehrfach angewandten Verfahren, V mit V,, verbinden, den Schnitt- 
punkt von Vo Ti, und der Curve x mit Vo ~erbinden, und den zweiten Schnitt- 
punkt der Verhindungslinie mit der Curve x bestimmen. Dieser Punkt V' 
bildet dann mit den Schnittpunkten von pi und x ein Tripe1 der Reihe. 

Um zu weiteren Eigenschaften dieser Tripelreihe zu gelangen, stellen 
wir folgende Betrachtungen an. 

Wenn in einem Gebilde erster Stufe (Gerade, Strahlenbueschel, Ciirve 
TI. Ordnung, ect.), zwei projective Reihen vereinigt liegen, so sind jeclem Ele- 
mente des Gebildes, da man es zu jeder der beiden Reihen gehoerig, be- 
trachten kann, im Allgemeinen zwei andere 
Elemente zugeordnet. - 

Es scien A ,  und B die beiden Ele- 
mente, welche dem Elernent A BI des Ge- 
bildes zugeordnet sind, es sei ferner C 
dasjenige Element welches von AB, durch 
die Elemente A, und B harmonisch ge- 
trennt ist,  so hilden ,4 Bi und C ein 
Elementenpaar derjenigen involutorischen 
Reihe, deren Doppelelemente aie entspre- 
chend gemeinschaftlichen Elemente S und 
T der gegebenen yrojectiven Reihen sind. P 

Fig. V. 

E s  sei das Gebilde eine Curve II. Ordnung x ; sind d a m  AB und A ,  B, 
(Fig. Y.) irgend zwei Paaïe  hornologer Punlrte von zwei auf x liegendeii 
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- - 
projectiven Reihen, so schneiden sich bekanntlich die Geraden AB,  und A, B 
in einem Punkte einer Geraden p ,  von welcher x in den entsprechend ge- 
meinschaftlichen Punkten der beiden Reihen geschnitten wird. Fallen nun die 
Punkte A und B, zusammen, so erhaelt man den Punkt Ci der von AB,  
durch A ,  und B ha.rmonisch getrennt id ,  indem man den Pol P der Geradeu p 
bezueglich x mit A Bi durch eine Gerade verbindet, und den zweiten Schnittv 
punkt C derselben mit x bestimmt. C und AB, bilden aber ein Punktpaar 
derjenigen involutorischen Reihe deren Involutionsaxe die Gerade p ist. Der 
Punkt AB, ist ein willkuerlich gewaehlter der Curve (*). Durchlaeuft der 
Punkl AB, die Curve, so beschreibt jeder der Punkte A,  und B eiue zu der 
von AB, beschriebenen projective Reihe, woraus folgt : 

Sind die Elemente eines Gebildes erster Stufe projectiv einander zu- 
geordnet, so sind je zwei Elemente A, und R, die demselben Element 
AB, des Traegers entspreclien, homologe Elemente einer zweiten pro- 
jectiven Beziehung, welche zwischen den Elementen des Gebildes besteht. 

Die beiden projectiven Beziehungen der Elemente von x sind irn Allge- 
meinen nicht identiech. Entspricht in der gegebenen Reziehuiig (Pig. VI.) 
dem Punkt A der ersten Rsihe der Punkt B der zweiten, dem Punkt B der 
ersten der Punkt C der zweiten Reihe, so sind A und C ein Paar  $ornologer 

Punkte der zweiten zwischen den Punkten 
von x bestehenden Beziehung, und sol1 diese 
mit der urspruenglicli gegebenen identisch sein, 
so muessen auch A und C homologe Elemente 
derselben sein. Da  nun dem Punkt A der er- 

Cl sten Reihe schon ein Punkt B der zweiten 
zugeordnet ist, so koennen A und C homologe 
Punkte der beiden Reihen nur so sein, das C 
ein Element der ersten Reihe dem das Ele- 
ment A der zweiten entspricht, ist. Als noth- 
wendige Bedingung fuer die Identitaet der bei- 
den projectiven Beziehungen ergiebt sich also, 
dass die beiden ineinanderliegenden Reihen, 

Fig. VI. 
von denen man ausgeht, so auf einander be- 

zogen sind, dass den Punkten ABC der ersten Reihe die Punkte BCA der 

(*) Vergl. SCHROETER, Theorie der Oberpaechen, II. Ordnuns, 5 4. 
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zweiten entsprechen, welche eine cyclische Permutation der ihnen homologen 
Punkte der ersten Reihe bjlden. 

Diese Bedingung ist aber auch hinreichend, das heisst: 

Bezieht man zwei ineinanderliegende Reihen projectiv so auf einan- 
der dass man drei Elementen ABC der einen die Elemente BCA der 
zweiten zuordnet, welche eine cyclische Permutation der ersten Elemente 
bilden, so faellt diejenige projective Beziehung, welche man erhaelt, wenn 
rnan je zwei Elemente der beiden Reihen einander zuordnet, die einem 
und demselben Element des Traegers der Reihen entsprechen, mit der 
gegebenen Beziehung der beiden Reihen zusammen. 

In der That, wenn den Punkten A B C  der eineii Reihe die Punkte B C A  
der anderen zugeordnet sind, so sind auch in der zweiten Beziehung den 
Yunkten A B C  einer Reihe die Punkte BCA einer zweiten zugeordnet, weil 
A und R, R und C ,  C und A Punktpaare sind, die in der ersten Beziehung 
je einem und demselben Punkt Cl A, B zugeordnet sind. 

Wir wollen eine Beziehung, in der den Elementen A B C  die Elemente 
B CA zugeordnet sind, eine u cyclisah-projective ii Beziehung nennen. Dann 
ist also in einern Gebilde x durch die Punkte eines Tripels A B C  eine u cy- 
clisch-projective n Beziehung zwischen den Elementen desselben bestimmt. 
Entsprechen den Elementen A B C  der einen Reihe die Elemente B CA der 
anderen, so entsprechen auoh den Elernenten RCA der ersten die Elemente 
C A B  der zweiten; oder man hat:  

A B C T  B C A X  C A B .  

Man kann daher die u cyclisch-projective n Beziehung auch so auffassen, dass 
drei ineinanderliegende Reihen in der obigen Weise projectiv auf einander 
bezogen sind. 

Aus der obigen Relatiou folgt auch die andere: 

A C B / \ C B A / \ B A C ,  
und aus dieser die erste. 

Nennt rnan die Punkte ABC ein u Tripe1 n der cyclisch- 
Beziehung, so gilt der Satz: 

Es giebt in einer cyclisch-projectiven Beziehung unendlich viele 
Tripel. Jedes derselben ist durch sin Elernent bestimmt. 

Sei E dies Elernent und seien D und F die beiden Eleraente die ibm 
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in der durch A B C /n; B C A  bestimmten projectiven Beziehung entsprechen, 
Fn sind D und F  homologe Elemente einer zweiten Beziehung die mit der 
ersten identisch ist. Es muss daher DEF '(\ EFD sein; also ist D EF ein 
Tripel der cyclisch-projectiven Beziehung und fuer jedes solche gelten die 
Relationen : 

D E F K E F D X  F D E  

D F E / \ F E D 7 \  EDF.  

I n  den beiden entsprechend gemeinschaftlichen Punkten einer cyclisch-pro- 
jectiven Beziehung fallen je drei Punkte eines Tripels zusammen. Findet die 
Beziehung zwischen den Punkten einer Curve TI. Ordnung x statt und ist 
A B C  irgend ein Tripe1 derselben, so ist die Verbindungslinie der entsprechend 
gerneinschaftlichen Punkte die Pascalsche Gerade p des n eingeachriebenen 
Dreiecks ABC. - Man kann daher diese Tripe1 auch als Tripe1 einer Tri- 
pelreihe mit zwei dreifachen Punkten betrachten, denn sie sind als Tripe1 des 
Tripelgebietes saemrntlich den Tripeln der Tripelreihe conjugirt, welche die 
beiden Schnittpunkte von p und x gemeinschaftlicli haben, und bilden a h  
eine Tripelreihe. Umgekehrt sind die Tripe1 einer Tripelreihe mit zwei drei- 
fachen Punkien zugleich Tripe1 einer cyclisch-projectiven Beziehung, wie man 
auch daraus schldessen kann, dass die Geraden, welche die Punkte der Tripe1 
der cyclisch-projectiven Beziehung auf x verbinden, eine Curve II. Ordnung 
umhuellen, der unendlich viele Dreiecke umschrieben sind, die x eingeschrieben 
si~id. Von diesen Dreiecken wissen wir aber schon, dass sie auf x die Tripe1 
einer Tripelreihe bilden. 

Es existirt also ein Fall, in welchem je drei Punkte, Tripe1 einer Tri- 
pelreihe, zugleich drei homologe Punkte von drei projectiven Punktreihen 
sind; es giebt aber auch nur diesen einen Fall; denn sind die Punkte der 
Tripe1 einer Reihe zugleich homologe Punkte von drei projectiven Reihen, 
so folgert man aus dem Vorangegangenen leicht, dass diese Punktreihen zwei 
Yunkte entsprechend gemein haben, in deren jedem die Punkte eines Tripels 
vereinigt liegen. Also hat die Tripelreihe dann zwei dreifache Punkte. 

1st UV W irgend ein Tripe1 einer cyclisch-projectiven Beziehung zwi- 
schen den Elementen eines Gebildes x ,  so entsprechen dem Elemente U des 
Gebildes die beiden Elemente V und W, und wenn das Element Ui von I; 
durch V und W harnionisch getrennt k t ,  so bilden U und Ui ein Elemen- 
tenpaar der involutorischen Reihe, deren Doppelelemente die entsprechend 
gemeinschaftlichen Elemente der projectiven Beziehung sind. Sind ferner V 
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und V, durch U und W, W und W, durch U und V harmonisch getrennt, 
so folgt daraus: 

Sucht man zu jedeni von drei gegebenen Elementen U, V, TV eines 
Elernentargebildes, das durch die beiden anderen harmonisch von ihm 
getrennte Element, sr) erhaelt man drei neue Elemente Ui Vi Wi von der 
Art, dass: 

UV,, VV, ,  wwi , 
drei Elementenpaare in Involution sind. 

Es ist daher: 
uvwu, v, w, 7 u, v, w, uvw. 

Da je vier harmonischen Elementen der einen Reihe vier harmonische der 
anderen entsprechen, und V und W durch U und U, harmonisch getrennt 
sind, so muessen auch V, und W, durch U und U ,  harrnonisch getrennt sein. 
Ebenso W, und U, durcli V und V,, U, und Vi durch TV und W,. Oder: 

Sind U, V, IV, die drei vierten harmonischen Elemente die zu drei 
Elementen U V  W in jeder Zuordnung gehoeren, so sind auch U F' W die 
drei vierten harmonischen Elemente, die zu U, 7, W, in jeder Zuord- 
nung gehoeren. 

E s  sind V,  und W, durch U und U ,  harmonisch getrennt, ebenso V 
und TV, daher ist auch: 

uvwu, I\ u, w, V, u, 
also TJU,, V W, WV,  drei Punktpaare in Involution. Ebenso ist: 

V W U V ,  /\ V,U, WiV, 
und: 

wuvw, /\ W,V,U, w, 
und daher auch: 

VVi , wu,, uwi, 
und : 

W K ,  U V , ,  VU,, 

je drei Punktpaare in Involution. Oder: 

Sucht man zu drei Punkten U VW in jeder Zuordnung die vierten 
harmonischen Piinkte Ui Ti W, so lassen sich die sechs Punkte vier Mal 
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zu drei Punktpaaren in Involution ordnen; diese sind: 

vu,, V K  , W K 
v Vil, vw,, w K 
VV, , wui, u wi 
WWI, UV,, vu,. 

Ausserdeni sind, wie schon oben gezeigt ist: 

0 u, VI u, , rw, v,w, 
vv, v4 VI, uw, a, wi 
ww, TV, w,, tJ v, a K , 

je vier Punktpaare einer involutorischen Reihe (*). 
Wenn UVW ein Tripe1 einer cyclisch-projectiven Beziehung kt. so ist 

UV W Y IVU, aber auoh wenn U, Vf Wf die vorige Bedeutung haben : 

uvwn  ui v, w, 
und : 

VWUT v, wiv,. 
Dahep ist auch: 

u,v,wi /\ viwiu,. 
Das heisst aber: 

Sucht man zu drei Punkten UV W eines Tripels einer Tripelreihe 
mit zwei dreifachen Punkten die vierten harmonischen Punkte UIVL Wi 
zu jenen in jeder Zuordnung, so bilden auch U, V,W, ein Tripe1 der 
Reihe. Ausserdem sind UV, ,  VVl ,  TV W, drei Punktpaare der involu- 
torischen Reihe, dereii Doppelpunkte die dreifachen Punkte der Tripel- 
reihe sind. UV IV steht zu U; 7, W, in derselben Beziehung wie Va W ,  
zu U V K  

Mit einer Tripelreihe mit zwei dreifachen Pankten ist also allemal eine 
Punktpaarreihe deren Doppelpunkte die dreifachen Punkte der Tripelreihe 
sind, so verbunden, dass durch einen beliebigen l'unkt des Traegers der Reihen 
drei Punktpaare der Punktpaarreihe bestimmt sind. Man bestimme naemlich 
das Tripel U V W  der Tripelreihe dem der Punkt U angeboert, sodann die 

(*; 8. STAUDT, Gsometrie der Laye, $ 230 - .Beifraege, 3 285. 
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Punkte U, Vi 14: die in jeder Zuordnung zu U V  IV die vierten harmonischen 
sind, und auch ein Tripe1 der Tripelreihe bilden, so sind UU,, TV,,  T U / ,  
die drei Punktpaare der Punktpaarreihe, die durdi den Punkt U bestimmt sind. 

Aus vier Elementen A U V  W lassen sich bekanntlich 24 Wuerfe bilden, 
von denenjim Allgemeinen je vier zu einander projectiv sind. Sind die Ele- 
mente vier harmonische, so sind je acht Wuerfe projectiv. - Nennt man 
A U V  W, A V WU,  A W U V  die Ilauptwuerfe und sei U V  W ein Tripe1 einer 
cyclisch-projectiven Beziehung , deren einer entsprechend gemeinschaftlicher 
Punkt der Punkt A sei, so ist: 

A U V W / \  A T'TVU. 
Daraus folgt : 

A U V W X  AVWUT ATPUV, 
und : 

. i ~ T ~ v ~  A Jvvu7\ A VuIf'. 

Sind also zwei Hauptwuerfe projectiv, so ist auch der dritte Hauptwurf zu 
ihnen projectiv und dann sind auch die drei uebrigen Wuerfe, die mit jenen 
ejne Gruppe von sechs, im Allgemeinen nicht projectiven Wuerfen bilden, zu 
einander projectiv. E s  folgt hieraus : 

I n  einer Tripelreihe mit zwei dreifachen Punliten A und B bilden die 
drei Punkte jedes Tripels mit einem der Punlite A und B vier ii aequian- 
harmonische n Punkte (*). 

(*) SCHROETER, Math. Annalen, Bd. 10, p. 420. - Ders. STEINER'S, Vorlesungen II., 
2 Aiif l . .  p. 61. 

iInnnli di  i+iateînatica, tomo XIX. 
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Sulla generalizzazione 
delle frazioni continue algebriche. 

(Di S. PINCHERLE, a Rologna.) 

I n  una breve Nota pubblicata ne1 1889 nei Rendiconti del171stituto Lom- 
bardo (*) e poi in una ~ e m o r i a  presentata alla R. Accademia delle Sciense 
di Bologna (**) ho indicato in qua1 modo, partendo da due O più funzioni date, 
sia possibile definire per esse un algoritmo anàlogo a cib che è, per il caso 
di una sola funzione, 10 sviluppo in frazione continua. Esso si genera quando 
si vogliono legare le due funzioni date O , ,  Ü, mediante una relazione lineare 
a coefficienti razionali : 

Ao, + Bo,+ C=0, 
ne1 modo il più approssirnato possibile per un dato grado dei coefficienti 
A ,  B ,  C'. 

Ne1 presente scritto espongo alcune nuove proprietj di cui gode que- 
st'algoritmo, ed alcune applicazioni cui esso si presta. Per semplicità, mi limito 
al primo stadio della generalizzazione e cioè al caso che si parta da due fun- 
zioni date, ne1 quale caso la base della teoria è una relazione ricorrente a 
quattro termini; avvertendo perb che presenterebbe lievi difficoltà, e di pura 
forma, l'estensione al cas0 generale in cui si parte da p funzioni date ed in 
cui la teoria si fonda sopra una relazione ricorrente a p + 2 termini. 

Le proposizioni dei §$ 1-4, 6 e 8 della presente Memoria sono conte- 
nute corne casi particolari nei teoremi dati nella citata Memoria dell'hcca- 
demia di Bologna del marzo 1890. 

(*) Serie II, tom0 22, fasc. 12-13. 
(**) Serie IV, tom0 10, marzo 1890. 
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È dovere gradito por me il cogliere questa occasione per esprimere ln 
mia profonda riconoscenza verso il ch."" professore HERMITE che n-ii ha ono- 
rato, a proposito di queste ricerche, di preziosi e benevoli consigli. Occupatosi 
egli pure di ricerche consimili, l'illustre uomo è giunto da1 canto suo ad un 
algoritmo che presenta con quel10 da me trovato la più grande analogia, e 
contemporaneamente, ed indipendentemente l'uno dall'altro, abbiamo trovato 
che l'algoritmo che serve a legare ne1 modo più approssimato possibile due 
funzioni O,, u, mediante una relazione lineare a coefficienti razionali, è anche 
quel10 che serve a rappresentare ne1 modo più approssimato possibile le due 
funzioni a, ,  O, mediante frazioni razionali di uguale denominatore. (Vedi $ 9 
di questa Memoria.) Dalle comunicazioni epistolari da lui gentilmente favori- 
terni, posso aggiungere che  HERMITE lega queste sue ricerche a questioni 
interessanti di calcolo integrale, in ispecie a quelle profonde investigazioni 
sulle funzioni esponenziali che hanno servit0 di fondamento al  suo celebre la- 
voro sulla irrazionalità della funzione e Z ;  ho detto q u a n t ~  basta perchè debba 
essere nel'desiderio di tutti che i risultati ottenuti in questo campo dall'esimio 
analista vengano presto alla luce (*). 

1. Siano: 

due serie di potenze decrescenti di x ;  
zero, per modo che G, sia del grado 

s, ed s, siano essenzialmente diversi da 
- 1 e U, del grado - 2. Pongo: 

1 + aooi + boa2 = u3;  (2) 

posso sempie determinare il binomio di primo grado 

a, = al,x + a",, 

e la costante 6, in guisa che i termini in z', x-j, x-z spariscano dalla (2); 
la a, si riduce allora al grado - 3. Essa potrebbe anche ridursi ad un grado 
inferiore, se i coefficienti delle serie (1) fossero legati da certe relazioiii, di 

(*) La generalizzazione delle frazioni continue intrapresa ne1 puro campo aritmetico 
da1 JACOBI (Vedi Memoria postuma pubblicata  HEINE, J. de Crelle, tomo 60) semhra 
clovnta ad ispirazione  HERMITE stesso. 
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ciii la prima sitrebbe: 
S. Si O 

SB S2 sr2 = O ;  
r 

S4 S3 8 a 

ma escludo questo caso eccezionale. Pongo in seguito; 

e qui determino, il che è sempre possibile, il binomio di primo grado a, e 
la costante b ,  in guisa che i tesmini in x-', x - ~  s compaiono; a, è allora 
di grado - 4,  e si escluda il c,aso eccezionale che possa essere di grado in- 
feriore. 

~roseguendo in questo modo, si viene a costruire 10 schemn 

che dico ottenuto mediante l'algoritmo ge?ze~alixzato delle f~azioni colztitzue 
algebriche. L'algoritmo si dirà normale ne1 cas0 in cui mi sono posto, che U, 

sia esattamente del grado - n (e non di grado inferiore): in ta1 cas0 le a, sono 
binomii lineari 

a, = a', x + a", , 
e le bn sono costanti; in cas0 diverso, le a, e b, potïebbero essere polinomi 
di grado superiore. 

2. L o  schema (3) ci rappresenta il sistema di equazioni: 
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.. Elimii~ando fra queste le a,, 0,). 5n+e, si ottiene ln relazione: 

An+ a + Bn+3 ai + Cn+3 5 2  = ~ n + s  ( 5 )  

dove A,,+,, Ba+,, CH+, sono polinornii razionali interi in x la cui considera- 
zione è importantissima per cib che segue. 

3. Anzitutto, sostituendo per an+3, an+l, Q n f 1 ,  on le loro espressioni della 
forma ( 5 )  nella n + 1." delle (4), viene: 

m a  questa uguaglianza si deduce dallo specchio di relazioni (4) in modo pu- 
rarnente forrnate, cioè qualunque siano le quantith 5, e O,. Deve adunqus 
essere : 

An + an  An+i + On A,+, = iln+S) 

Bn + an B,+i + On Ba+, = &+3, 
1 
\ 

(6) 

cn + anCn+i -1- bncn+2 = Cn+39 

donde segue clie A,,, Bn, Cn costituiscono, corne pure on, altrettanti integrali 
dell'equazione lineare alle differenze : 

Si dà uno specchio dei valori iniziali dei polinoinii An, Ba, C H :  

ecc. 
1 valori di A,, , Bnl Cn per n =- O, 1, 2 ~nostrano che questi polinomii 

forrnano un sistema fondamentale d'integrali della equazione (7). 
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Dalle relazioni (6) si stabilisce facilmente il grado dei polinomii A,,, B,, 
Ca.  Essi sono dati da1 seguente quadro: 

4. Se ora date le serie ci, O , ,  si proponesse di determinare i polinomii 
A,  A', C del grado indicato dallo specchio precedente in modo che la rela- 
eione : 

A + Bo, 4 Coo = 0 ,  (9) 

- 

sia verificata fino ai termini in  x--"ti inclusivamente, si troverebbe senza dif- 
ficoltà che .A, R, C non possono differire da A,, B,, Cn che per un fattore 
costante. Il nostro algoritmo serve dunque a risolvere il 

PROBLEMA 1. Date due funxioni, stabilire fra esse una relaxione lineare 
a coeficienti rnxionali la più approssimata possibile per u n  yrado dato dei 
coeflcietz ti. 

5. Non è privo d'interesse il vedere corne siano formati i coefficienti della 
massima potenza di x nei polinomii A,, B,, C,. Indichiamo rispettivamente 
questi coefficienti con g,, h,, k,. Nella relazione ricorrente (6), cioè: 

Gradi di 

si ha,  per .ta = 2v ,  che il, è di grado r - 2 ed e A 7 , k 2  di  grad0 1' - 1, 
mentre A,,, è di grado Y; e siccome 

per n = 2 r  per n = 2 r +  1 1-  l 

a, = a',, x + a", , 
non vi è che un termine di grad0 ne1 secondo membro, proveniente d a  
a, An+, . Si ha  dunque: 

g ~ r i 3  = aizr g~r-1-1. (10) 

Invece, per n = 2 r +  1 ,  si ha A, del grado r - 1, A,+, del grado Y- 1, 
A l n + ?  ed iln+, del grado Y. Vj sono dunque due termini di grado r ne1 se- 
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condo membro, 1' uno proveniente da ,ln+. , 1' altro da an An+i, onde 

Analogamente si trova: 

Da queste formole si deducono le seguenti es~ressioni, cbe sembrano ahha- 
stanza degne di nota: 

gzr+i a'z a14 a ' ~  . u'w-2, 

hprci = uto U' 4... a',,-,, 1 
\ (14) 

I I )  k?,f2 = a , a , a ,  .. . 
6. Se si forma il determinante 

poi si sostituisc,ono agli elenienti dell'ultima linea le loro espressioni tolte dalle 
(6) ,  si trova senz'altro che il determinante stesso è uguale ad (An B,+l Cn+p)) 
e per conseguenza ad (Ao Bi CJ, il quale è uguale all'unitk. Onde si ha, qun- 
lunque sia n: 

(A ,  nn+, cn+,) = i. 

7. Ci conviene ora di studiare i polinoinii: 

Pn - Bn CH+, - Cn Rn+i 

&n = Cn An t i  - 14n Cn+i 

Rn= An En+, - Bn A,+,. 
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onde risulta che: 

An = Qn Rn-- i  - Rn Q,--1 , 

Si determina poi facilmente il grado dei polinomii P,, Q,, R,, per mezzo 
delle formole (16) e dello specchio (8) dato dianzi, e si trova che il grado 
di P, è n - 1 al più, ed il grado di Q,, e di Rn è al più n - 2. Ma dalle 
proprietà dei coefficienti dei termini di più alto grado in x nelle A n ,  B, e (=,,, 
proprieth date al $ 5, si trova con un calcolo dei più elementari che il coef- 
ficiente di xn-l in Pn e di x ~ - ~  in Qn è diverso da zero, mentre il coefficiente 
di x " - ~  in Rn è nullo, ma non quel10 di x"-~.  Donde risulta che i gradi di 
P,, &,  R, sono rispettivamente 12 - 1 ,  n - 2 ed n - 3. 

8. 1 polinomii Pn, Q,, Rn sono iiitegrali dell'equazione alle differenze: 

a dimostrare cib, hasta riprendere le formole del 5 3 :  

rnoltiplicare la prima peï Rn+,, la  seconda per C,,., e sottrarrc, si ottiene in 
ta1 modo: 

= - an Pn+i + Ctz Bn+2 - Bg, Cn b, 

Ma analogamente si ha: 

onde sostituendo : 

Pn+? = - an Pn+i - bn-i pn + I'n - i  7 (19) 
c. d. d. 

Il teorema si diinostra ne1 modo stesso pet- Q, e per R,. 
Ossewaxione. In  varie ricerclie sulle equazioni lineaii alle differenze, 

accanto ad un'equazione delln forma : 
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- 

si presenta spontanea la  considerazione dell'equazione: 

questa seconda equazione l'ho chiamata iwersa (*) della precedente. L'equa- 
zione alle differenze cui soddisfano Pa, Qn, Bn è appunto l'inversa di quelle 
cui soddisfano An, Bn, C,. 

L'equazione ricorrente (18),  insieme al sistema dei valori iniziali 

P, =O, Qi=o,  

P*= 1 ,  Q2 - O, 
P3 F - a,, Q3 = 1 ,  R3==0,. 

serve a determinare completamente i polinomii Pn, Q, , Rn. 
Dallo specchio precedente di valori iniziali risulta ancora che le Pgt, Q,, 

R, costituiscono un sistema fondamentale d'integrali dell'equazione (18). 
9. Riprendiamo le relazioni linearj della forma (5) fra on, 07,+, e O , ,  G,; 

esse sono: 

Risolvendo rispetto a T,, a,, se ne ricava: 

e ponendo; 

si ha: 

(*) Vedi per es. Compte-Rendus de l'dcade'mie des Sciences, tome 107, png. 9%. 
Paris, 17 décembre 1888. 
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1 gradi d i  A,,, pn si calcolano senza difficoltà, e si trova che: 

per n == '21. il giado di i,,, i: - 9. - 1 e quel10 di p, S - r ,  

Q n  R,L Ne consegue clie le frazioni --, - sviluppate in serie di potenze intere 
Pl, P,, 

negative di x coincidono rispettivaniente con G ,  e g, fino ai termini di grado 

- 3 r + 1  e - 3 r + 2  per n = = 2 r ,  

indusivaniente. 
Se ora ci si propone, date le serie G, , o,, di determinare due frazioni 

razionali aventi 10 stesso denominatore ed il cui sviluppo in serie di potenze 
decrescenti coincida c,on O,, a, fino ad un grado dato (10 stesso per le due fra- 
zioni O differente al più di un'unità) ed il massitno possibile compatibilmente 
col grado dei termini delle due frazioni, si trova faciltnente, col metodo dei 

&n Rn c.oefficienti indeterminati, clie esse non possono differire da - , -. Il nostro 
Pn Pn 

algoritmo serve dunque a risolvere il 
PROBLEMA II. Date due funxioni, rappresentarle mediante due fraxiorzi 

raxio~zali  aventi il medesirno denomimtore ne1 modo pi& approssimato possi- 
hile comnpaiibilmente col g.rado duto del denonzinatore d i  queste fraxioni. 

Osseruaxione. L e  (20), che si possono scrivere: 

mostrano che A,, p, sono anch'esse integrali dell'equazione ricorrente (18). 
10. Le seguenti formole fanno risaltare sernpre più l'analogia fra il nostro 

algoritino e le frazioni continue algebriche. Si  ricava infatti dalle (17): 

dove i secondi membri sono rispettivamente dei gradi: 

- 3 r  + 2,  - 3 r +  2 se 11. = 2v, 
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Ne segue: 

-- ci? C3 Q 1  - - - - - - . . , - C, L 

pn pi PZ PZ P? ~ n - 1  PT, ' ( 
R,, - .- B3 B4 B,> \ - - + . . . + . 

(z2) 
- 

~ 7 %  PS P, + P, PA PR-i ~n 

Si pub dunque scrivere: 

In  queste formule, corne in quelle analoghe della teoria delle frazioni 
continue, la convergenza delle serie non & dimostrata e dovrà verificarsi volta 
per volta. L'ugiiaglianza fra a,, 5, e le serie dei secondi membri va intesa 
in questo senso: che prendendo in esse serie un numero di termini .sempre 
crescente e sviluppando in serie di potenze negative di z, vi sarà un numero 
sempre maggiore di termini che andrà coincidendo coi termirii di a, e G,. 

11. Pongasi ora: 

=(Y--"-, G2 =l 71 (Y) Y , 
x - y  x -- y 

1 11 

coll' ipotesi : 

e dove l'integrazione va estesa alle linee 1 ,  1, di lunghezza finita e per altro 
yualunque (aperte O c,hiuse) ne1 piano della variabile y. Si deduce dalle (21): 

ed uguagliando separatamente in queste formole le parti intere in x e le serie 
di potenze negative di x ,  si ott.iene: 
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Ma ln, pn sono dei g r ~ d i  indicati al § 9, onde risuka che: 

s = O ,  1 ,  2 ,  ... r - 1 i per t z =  2r, 
s , = O ;  1, 2 ,... r - 2  , 

s = O ,  1 2 4 ' -  f ' 
( per n = 2 r + 1 .  

& = O ,  1, 2 ,... Y - 1  \ 

1. Espressione dei coeficienti a', dell 'algo~itrno per Hzexao delle futt- 

aiorai ?(y), p,(y)>otto il segno. 
12. Nella teoria delle frazioni continue algebriche se una funzione: 

ammette Io sviluppo: 

i 
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il coefficiente a', del quoziente inc,ompIeto n.simo è èato dalla formola: 

O da altre in cui questa si pub facilmente trwforinwe. Si domanda se per j 

coefficienti a', del presente algoritmo si possono dare formole analoghe. 
A quest'effetto, deduciamo dalle (22), (23): 

11 termine di più alto grado in x viene dato in questi sviluppi da1 primo ter- 
mine, cioè rispettivamente da1 termine di più alto grado in 

Si supponga prima n = 2 î  + 1; il coefficiente del termine di più alto grado 
in Cn+, è E2,.+0, in P N f l  è - har f l  I c 2 , + z ,  onde per il coefficiente del termine 

Ca 0 di più alto grado in - - cioè in A, si trovn il valore: 
PH+ 1 

iri forza delle (14). Ma il coefficiente della più alta potenza di x i n  i.,, viene 
dato, in coneeguenza delle (26) e per essere A, del grado - (Y + l ) ,  da: 

onde : 

da cui si deduce: 

(*) Vedi per es. Pussi,  Szcr quelques applications des fractio~zs C O I Z ~ ~ ~ E Z ~ E S  aly&- 
briques, pag. 5. S.t Pétersbourg, 1886. 
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delle f i-axioui continue alyebriche. 87 

Si supponga ora n = 21.;  il coefficienté del termine di più alto grado di 
è II,,,, , quello di P7,+< è A,,+, k,,+,, onde quello di p, è, tenuto conto delle (14): 

D'altra parte, essendo p,, del grado - v ,  il coefficiente della piii alta poteriza 
di x in p, è dato per le (26) da: 

(1 . . 
a , , I I  = - 

[P*~+< (y) y (?,)y.d!, 
(32) 

11 

Le forrnole (29) e (31) rispondono alla questione posta . in  principio , del pre- 
sente paragrafo. 

Il. Rappresentaze'one sirnul thnea (esa t ta od appross imatu)  d i  due i d e -  
g d i  defilziti mecliante n. uuEori d i -  «na naerlesima funxione; 

13. & facile rnostrare corne il nostro algoritmo sia atto a date un'esten- 
sione del metodo classico di calcolo approssimato degl'integrali definiti, me- 
diante 1% valori di una stcssa funzione. L'estensione consiste in cib: che mentre 
i l  inetodo detto da1 Gauss delle p u a d m t w e  mecca,niclie vale a risolvere la 
questione : 

u D a t o  zut jntegrale definito 

u d e t e ~ m k r e  n p n t i  a , ,  ci,,. .. a,% e le custunti  c , ,  c ,,... c,, in modo tale 
u che t ' i n t e g d e  vefagn rappresentato colla  ussi si ma pussibile ~ ~ ~ & b t a z i o + i e  
u da un' esp~essiosze ; 

c, 4 (a i )  4- C? + ( 0 2 )  + , . . + (llt $(cIJ 7 ) )  (32) 
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invece col nostro metodo risolveremo la ~eguente  questione, di apparenza più 
corn plessa: 

u Dati due integrali defir~iti: 

, , 
11 dete~tnhwe rt punti a,, a ,,... an e le costizn,ti c l ,  c ,,... c, e c ,, c ,,... c', 
u in modo tule che yl'integmli vengano ?.appesentati simultanea~nente e colIn 
u nzassitna possibile approssiw~azione da due espessioni della foma (32). 71 

14. A risolvere questo nuovo problema, si prenda dspprima un polinomio 
$'(y) razionale intero in y, di grado non maggiore di 3 v  - i ,  essendo 

n = 2 v  + 1. 

L a  Pn(y) è allora di grado lz - 1 = 2 ~ ,  e si pub porre: 

F ( y )  = Pdp)q(y) -4. w,  (33) 

duve il quoziente q ( y )  è di grado r - 1, il resto ?.(y) di grado non maggioie 
di Zr - 1. 

Supponendo per semplicità le radici a, di P9t(y) distinte, e lasciando a1 
lettoïe la facile modificazione delle formole che seguono ne1 caso che P,,(y) 
abbia radici multiple, avremo dalla formola. d'interpolazione di LAGRANGE: 

onde nloltiplicando la (93) per y ( y ) d y  ed integrando Iuiigo 1 ,  si ha: 

+ a TW j P 2% ; y)pCyjdy 
V = I  P1n (a?)  . 1 - CI., 

1 

Mil essendo q (y) del grado 1. - 1, risulta immedintamente dalle formole (27) 
che : 
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delle frcrxz'uni continzce algebriche. 8 9 

onde infine, essendo ancora r(a,) = F ( a v ) ,  viene : 

ed indicando c,on c, le quantità: 

costanti indipendenti dalla- speciale funzione Ei(x) data, viene: 

Mn l'identico procedimento dà pure: 

'1 , 

con 
, , &(a,) . 

c.,=- 
P'n (av) ' 

talchè le formole (34), (34') ci dànno- il seguente -teorema: 
u Se F(y) è ana funxione raxionale intera d i  grado norn maggiore di  

3 r  - 1 ,  gl'integrali: 

u si possono espvirnere mediante funxioni lineuri u coeficienfi costanti d i  F(a , ) ,  
u .F(a,) , . . . F(a?,). I coeflcienti d i  pes te  espressiorzi sono indipendenti dalla 
u speciale F(y) ,  ecl i punti a , ,  a ,,... a,,. sono le radici del polinomio P,,+,,' 
u ottenuto col 2' a pplicaxione del ~ z o s t ~ o  algoritvno alle funxfoni: 

15. Le formole (34) e (34'), che dànno un'espressione esatta per il caso 
in Gui F(y)  è un polinomio razionale intero, servono iniece corne formole di 

Alznali di Matenaatica, tom0 XIX, 12 
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9 O Y itz c IL e~ l e  : Szi Ela y~nei~a12xxasio1ze 

approssimazione (*) per il caso che a d  F ( y )  si sostituisca iina funzione ana- 
litica qualunque, rappresentnta da  una serie di potenze di y intere e positive. 
Sia +(y) questa serie, il cui ceïchio di convergenza comprends le linee d'in- 
tegrnzione 1 ed 1,, e si ponga: 

essendo F(y) l'insieme dei termiui di grado r 31. - 1. Moltiplicando per 
c f ( y ) d y  ed integrando lungo 1, poi moltiplicando per ? , ( y ) d y  ed integrando 
lungo 1,, si avrh per le formole precedenti: 

e ponendo per le F(av) il loro valore tratto dalla (35): 

Da cib segue che le espressioni lineari: 

in cui i coefficienti e le a, sono indipendenti dalla speciale funzione $(y), ma 
dipendono solo da rp ( y )  e y ,  (y),  rappresentano npprossi~nu ticcinterzte gl' inte- 
grali del primo mernbro. Inoltre l'approssimazione, intesa ne1 debito senso, è 
la. massima possibile compatibilmente col nurnero delle indeterminate cr,, c,, c',: 

infatti queste sono in numero di 6v, e poicliè i termini complementari delle 

(*) I n  ci6 che segue, quando si parla di espressioni approssimnte riferendosi ad unn 
certa serie di potenza Xg, xu, si deve intendere che nelle espressioni formate colle g, ,  si 
t rasc~irano queste gv da un cwto  indice i n  avanti. In questo senso è intesa l'appros.' alma- 

zione nelle qiiestioni di quadrature meccunicl~e ed affini. 
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delle fraxioni col~t inue a lyeb~ iche .  9 1 
- -- 

(36) non dipendono dai  primi 3r termini della serie +(y), con esse si soddisfa 
appunto a 6.r. condizioni. 

Di più si noti che nei termini complementari i coeficienti g,,, y,,+, ,... 
della +(y) sono moltiplicati per quantità pure indipendenti dalla +(y) stessa. 

S e  i limiti d'integrazione fossero reali, come pure le quantità a, e se 
queste fossero comprese fra i limiti d'integrazione, l'applicazioiie testuale di 
un metodo del MARKOPF (*) fondato sull'uso d i  un notevole teorema di caicolo 
integrale doviito all' HERIIITE (**) permetterelobe di trovare due limiti fra i 
quali è compreso l'errore che si commette sostituendo le espressioni (37) agl ' in- 
tegrnli definiti. 

I I I .  R a p p ~ e s e h t u z i o n e  (esutta o a p p o s s i m a t a )  della sonzma d i  due in- 
tegra l i  dejinit i  mediante n valor i  d i  due f u n x i o n i  date.  

16. I l  nostro algoritmo si presta anc,ora alla applicazione esposta iiei se- 
guenti paragrafi, e che mi sembra non meno interessante della precedente. 
Cominciamo col sostituire nella ( 5 )  alle a, e a, le loro espressioni (24) in forma. 
d' integrale definito, ed  avremo : 

?(.Y) d y  
0. = A,, (x) + B, (r)J - + C,, (x) f 'Pi (.Y) dl/  , 

x-Y x - - y  
1 11 

doiide con una trasforinazione semplice e spesso usata si deduce: 

- 1' Bx (91 y (y1 d y  a% -- +/ C ~ Z  (Y.) y, ( y )  dy  ' 
"G-y 

1 . 11 
"-Y 

Supponiamo ora, per fissare le idee, n pari e eguale a 2 r  (****") allora B, 
e Ca sono del grado r - 1 come dallo specchio (€9, on è del grado - 21.. 
- 

(*) Vedi PossB, Opera ci ta ta ,  pag. 7G. 
(**) Lettre  a M. BORCHARDT. J, de Crelie, tom0 S4. 
(***) Queste formole (36) e (39) sono un csso particolarc di quelle date sotto i numeri 

(34) e (35) nella mia ci ta ta  Mernoria: Sagyio di unu ge~zel-alizzuzione, ecc. 
(**'*) La trattazione del caso di ~r dispari procederebbe perfettamente analoga e si 

tralascia per brevith. 
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92 Pin c h e t s  1 e :  Sulla gewe~alixxaxione 

Dalla (38) risulta: 

per s = O ,  1, 2 , .  . . 2 Y - 2 ; per conseguenza se h(y) è un polinomio razio- 
nale intero arbitrario d70rdine non maggiore di 21. - 2 ,  si avrà pure: 

17. Cib posto, siano G(y) ed H(y) due polinomii razionali interi d'or- 
diue u non superiore a 3 r  - 3 e non inferiore ad r. + 1, e poichè le consi- 
derazioni che seguono hanno importanza sopratutto per valori grandi di r,  si 
pub supporre senza restrizione r > 2. 

Si possono d o r a  determinare tre polinomii razionali interi q(y ) ,  G,(y), 
H,(y) ,  il primo di grado non maggiore di 2 r  - 2 ,  il secondo ed il terzo di 
grado ,û inferiore ad a, tali che sia identicamente: 

Iiifatti questo sistema porta a 2 a  -+ 2 relazioni fra i coefficienti indeterminati 
di q ,  H, Hi, i quali sono in numero di cc - r + 2B + 4; ma uno di questi 
l~otendosi fare uguale a117unità, per poter soddisfare al sistema deve essere: 

a - v + 2 p + 3 ~ 2 a + 2  con , û < ~ ,  

donde : 
x + r - 1  

a > P k  2 

a + r - 1  Ne viene che i due numeri a, devono dare: 

i.isultato che collima coll'ipotesi a ? r  + 1 già fatta su a ;  le equazioni (41) 
si possono dunque soddisfaïe. 

Moltiplicando ora la prima di queste formole per cp(y)dy, la seconda 
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delle fwziorhi  continue algebs.iche. 9 3 

per yi(y)dy,  integrando lungo 1 ed 1, rispettivamente e sommarido, si avrà: 

essendo nulla la somma degl' integrali che contengono la y (y ) ,  in forza 
della (40'). 

La formole (42) ci dimostra dunque che l'espressione: 

si pub ricondurre ad un'espressione Si della stessa forma, in cui in luogo dei 
polinomii G, H, figurano i polinomii Gi ,  HI di grado inferiore. 

Seguitando ad applicare questo piocedimento, si finirà dunque col giun- 
gere ad un' espressione : 

in cui il grado dei polinomii sarh. Y, se nella precedente era il minimo valore 
r +  1 supposto per a; ed oltre a questo punto non si pot& più applicare la 
riduzione. Ma si pub scrivere: 

essendo Gi+, , Hic, del grado r - 1 : infatti le relazioni da  soddisfare per ve- 
rificare le (43) sono 2î. + 2, e le quantità disponibili, cioè a ,  b ed i coeffi- 
cienti di Gi+, ed Hi+, sono pure 2r + 2. Allora, tenuto conta della (40): 

e posto: 

si ha: 
S = S i = ~ $ ~ ' + S i t 1 .  

Ora per la formola d'iriterpolazione di L A G R A N ~ E ,  essendo Gi+i, Hi+, del grado 
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94 Yinc her 1 e : Sulla gene~alisxccxione 

Y - 1 ed indicando con or, le radici di &,(y) e con P, quelle di C,(y), (che 
si supporranno anche qui distinte, lasciando al lettorc la facile generalizza- 
zione) si ha: 

n-i 

oosto : 

ma per le (41), . . . (43) segue che: 

G (a) = G ( a )  Hi+&) = m u ) ,  
onde infine: 

formola che esprime la  somma dei due integrali rnediante una somma d i  valori 
della funzione G(y) in r - 1 punti e della funzione H(y) in Y - 1 altri punti 
convenientemente scelti. 

È facile vedere che il problema risoluto dalla formola (44) è determinato. 
Essendo irifatti G del grado 31. - 3,  ed indicando con R una funzione ra- 

G zionale intera di grado Y - 1 è esprimibile mediante la somma ' I Z  

auinentata di un polinomio di grado 2 r - 2 in y: moltiplicando per cp(y)R(y)dy 
ed integrando, viene una sommatoria della forma : 

aumentata di  una somma di 21- - 1 nuove costanti, ed altrettanle ne porta 
l'integrale relittivo ad B. Ma di queste 41. - 2 nuove costanti ne spariscono 
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4r  - 4 nella formola (44), che non ne conserva cherla-c - e la c'; ed infatti 
le quantità che concorrono ad ottenere questo risultato sono le c,, c',, a.,, f i9,  
in numero precisaniente di 4 r  - 4. 

18. L a  formola precedente è esatta ne1 cas0 di due polinomii G, H di 
grado non superiore a 31. - 3. Se ora questi polinomii fossero di grado mag- 
giore, O se ad essi si sostituissero due funzioni analitiche qualunque rappre- 
sentate dalle serie di potenze intere e positive +(y) ,  #,(y), si otterrehbe la 
formola di approssimazione 

in cui il termine complementare p non dipende che dai coefficienti delle serie 
4, +, il cui indice è superiore a 394 - 3. 
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Sopra una classe 
di equazioni differenziali lineari 

riducibili. 

(Di CARLO BIBIAVI, a Pisa.) 

L a  teoria generale dei punti singolari delle equazioni diflerensiali li- 
neari, esposta da1 FUCHS, ci dà il modo di riconoscere con metodi perfetta- 
mente determinati, se uua data equazione ammette per integrale generale una 
funzione uniforme in tutto il piano ed avente un solo punto di singolarità 
essenziale, che, per mezzo di un cambiamento d i  variabile, si pub sempre 
supporre trasportato all'infinito. Basta infatti esaminare uno ad uno i punti 
singolari dell'equazione e verificare se in ciascuno di essi tutti gl'integrali 
siano finiti e continui, O abbiano tutto al più dei poli, la qua1 cosa si pub 
fare con operazioni puramente algebriche. Ma, quando invece si tratti di ri- 
conoscere se una data equazione ammetta soltanto alcuni integrali particolari 
uniformi, O più in generale se essa sia riducibile, il solo esame dei suoi punti 
singolari non è più siifficiente per la risoluzione del problema. Cib dipende da1 
fatto che non sappiamo nulla delle modificazioni che subiscono gl'integrali, 
quando colla variabile si gira attorno a due O a più dei loro punti critici. 

Pe r  altro vi sono dei casi particolari nei quali la sola natura dei punti 
singolari è un dato sufficiente per stabilire I'esistenza di alcuni integrali uni- 
formi. Cos), ad esempio, consideriamo un'equazione del terz'ordine avente in 
tutt'il piano tre soli punti a ,  h ,  c critici per gl'integrali, tali perb che esi- 
stano le equazioni determinanti relative ad essi, e supponiamo che nelle vi- 
cinanze di ognuno dei punti a ,  b ,  G vi siano due integrali monodromi di- 
stinti. Con questi dati si pub subito stabilire che l'equazione possiede un 
integrale uniforme in tutto il piano. 

Infatti siano y,, y, due integrali distinti e monodromi nell'intorno di a ,  
e sia 9, un terzo integrale definito nelle tricinanze di a, diverso da y,, y, 

Annali di Matematica, tom0 XIY. 13 
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9 8 Bigiaui:  Sopra una classe 

e da qualunque loro combinazione lineare a coefficienti costanti. Evidente- 
mente la funzione y, non riprende Io stesso valore, quando colla variabile si 
gira attorno ad a. Siano poi zc, v altri due integrali distinti e monodromi 
nelle vicinanze di b ;  avremo allora: 

ove le tr e /3 sono costanti determinate. Da queste relazioni si deduce che la 
funzione : 

P3u - U 3 V  

è un integrale che si mantiene monodromo nelle vicinanze di a e di b ,  e 
che quindi è uniforme in tutto il piano. 

Si potrebbero citare vari altri esempi analoghi a questo; ma le equa- 
zioni, che in ta1 modo si vengono a considerare, sono troppo semplici perchè 
di esse si debba trattare in esteso. Se invece consideriamo le equazioni a 
coefficienti doppiamente periodici, troviamo un caso assai più interessante ne1 
quale si pub dimostrare che la sola natura dei punti singolari basta per sta- 
bilire che queste equazioni sono riducibili, ed ammettono un gruppo d'inte- 
grali uniformi. Questo caso si presenta per quelle equazioni a coefficienti el- 
littici d'ordine rz che hanno entro il parallelogrammo dei periodi un solo 
punto critico per gl'integrali, tale che le radici della determinante relativa 
ad esso siano numeri interi, e che esistano rz - 1 integrali distinti e privi 
di logaritmi nelle sue vicinanze. 

Parendomi che queste equazioni a coefficienti ellittici potessero offrire un 
certo interesse, mi sono proposto di farne un breve studio, tanto più che la 
proprietà che esse hanno di possedere alcuni integrali uniformi non si deduce 
pih in modo cos1 semplice corne nell'esempio precedente. 

Bo diviso il mio lavoro in quattro parti; nella prima, dopo avere ricor- 
dato brevemente alcuni dei risultati fondamentali ottenuti da1 FUCHS sulle 
equazioni lineari, mi sono fermato in modo speciale sulla ricerca delle rela- 
zioni che esprimono la condizione necessaria e sufficiente affinchè in un gruppo 
d'integrali ve ne siano alcuni privi di logaritmi; nella seconda ho esposto 
alcuni teoremi generali sulle equazioni a coefficienti ellittici riducibili; nella 
terza poi ho preso a considerare quelle equazioni lineari che mi sono pro- 
posto di studiare, ed ho dimostrato che esse ammettono sempre un gruppo di 
integrali uniformi; finalmente nell'ultima ho citato alcuni esempi, limitandomi 
per altro alle sole equazioni del secondo e terz'ordine. 
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1. Consideriamo l'equazione differenziale lineare d70rdine n: 

pei valori della x interni ad un certo campo C, ne1 quale le funzioni pi, 
pz, .  . . p, si suppongono uniformi, e proponiamoci di studiarne gl' integrali 
nelle vicinanze di un punto a interno a C. 

Pub darsi che i coefficienti p si mantengano finiti per x = a ;  in ta1 cas0 
risulta da un teorema di CAUCHY che l'integrale generale è una funzione uni- 
forme nelle vicinanze di a ,  che si mantiene finita e differente da zero in 
questo punto. Si  pub formare questa funzione uon n integrali particolari: 

tale che fi($) sia uniforme nelie vicinanze di a ,  ed abbia in questo punto un 
infinitesirno d' ordine i. 

Pub ancora accadere che alcuni dei coefficienti p divengano infiniti per 
x = a. Si dice allora che a è un punto singolare de1l"equazione. 

In questo secondo cas0 il Fncas.ha studiato il modo di comportarsi degli 
integrali nelle vicinanze di a ,  ed ha dato le regole per costruirli effettiva- 
mente quando a è un polo pei coefficienti p tale che le funzioni: 

(x - a ) ,  (x - a)2p2,.  . . (x - a)%pn 

si mantengano finite per x = a .  
Indichiamo con bi il limite del17espressione (x - a)ipi per x = a ,  e consi- 

deriamo I'equazione algebrica di grado n nella quantità incognita r, espressa da: 

Essa si cbiama l'equazione determinante relativa ad a di @ ( y )  = O. Il  risul- 
tato importante ottenuto da1 FUCHS consiste in cib che ad ogni radice di 
F(T) = O corrisponde nelle vicinanze di a un integrale particolare di @(y) = 0, 
e che gli n integrali che si hanno in ta1 modo appartengono ad un sistema 
fondamentale. 

Si distribuiscano le n radici di F(r) = O in vari gruppi, tali che le ra- 
dici di ogni gruppo siano a differenze intere, ed in o g ~ i  gruppo si dispon- 
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100 B i g i a v i :  Sopra m a  classe 

gano le radici in modo che le loro parti reali non vadano crescendo. Al- 
lora, se: 

ri, rz,... ri 

è un gruppo di A radici, si ha che i h integrali ad esse corrispondenti pos- 
sono nelle vioinanze di a essere rappresentati dalle espressioni: 

ove le rp sono funzioni uniformi ed intere nelle vicinanze di a. Considerando 
i differeriti gruppi di radici possiarno conoscere in qua1 modo nelle vicinanze 
di a si comportano in integrali distinti dell'equazione. 

Esaminiamo ora in modo speciale il gruppo d'integrali (1) corrispon- 
dente al gruypo di radici Y , ,  r,,.. . ri, e ricordiamo alcune delle principali 
proprietà delle funzioni p che entrano nella costituzione di quest'jntegrali. 
Rammentiamo prima di tutto che le funzioni: 

relative ad un medesimo integrale y h ,  essendo h uno dei numeri interi 
1, 2 , .  .. 1, non possono annullarsi tutte per x = a ; ma una almeno deve 
mantenemi differente da zero in questo punto. In ta1 modo l'integrale y; 
moltiplicato per (x - a)-*h O B finito e differente da zero per x - a ,  O di- 
viene in questo punto infinito di un ordine logaritmico. Si esprime questo 
fatto dicendo che l'integrale yh appartiene all'esponente rh. 

Di tutte le funzioni y quelle che hanno il secondo indice eguale all'unità 
sono le sole indipendenti, e le rimanenti cp si esprimono per mezzo di queste, 
quando perb si escluda pi, j; si ha  cioè il seguente risultato: le funzioni: 

relative al solito integrale yh sono espressioni lineari a coefficienti costanti di: 
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d i  equazioni differelaxiali lineari riducibili. 101 

In particolare (x  - a)Pe T ~ ,  differisce da (x - a)'i y,, solo per uri fattore 
costante. 

Se i coefficienti costanti che entrano nella costituzione delle espressioni 
(x - ap cph,  *, (x - a)% yh, 3 , .  . . sono tutti nulli, l'integrale yh non contiene lo- 
garitmi, ed è della forma (x - a p p h ,  i. 

Possiamo sostituire altri integrali z, ,  zz, ., . XI a quelli del gruppo (1) 
formandoli in modo che si abhia: 

a . . . . . . . . . . . .  

ove le c sono costanti arbitrarie, colla condizione perb cbe quelle che hanno 
i due indici eguali siano sempre differenti da zero. Gl'integrali x hanno nelle 
vicinanze di a espressioni analoghe a quelle degl'integrali y, e le funzioni y 
relative ad essi godono pure di tutte le precedenti proprietà. 

Avanti di lasciare queste considerazioni generali ricordiamo alcune 'pro- 
prietà delle funzioni che nelle vicinanze di a hanno una forma analoga a 
quella degl'integrali del gruppo (1). Sia Z una di tali funzioni che appar- 
tenga all'esponente r ,  cioè si abbia: 

ove le rp sono funzioni uniformi ed intere nell'intorno di a, e che non si an- 
nullano tutte per x = a. 

d Z  Si dimostra facilmente che - è un'espressione di una forma analoga 
d x 

a quella di Z che appartiene all'esponente r - 1, quando perb non sia r = 0, 
e per x = a non si annullino tutte le funzioni q, all'infuori di y,. In questo 

d Z  
cas0 speciale - appartiene essa pure all' esponente zero, e se y2 ,.. . yk d x  

dyo . divengono per x - a infinitesime d'ordine superiore al primo, e - si an- 
d x  

d Z  nulla cmch'essa per x = a, allora - appartiene a un esponente intero e po- 
d x  

sitivo. 
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Supponiamo orsl che r sia un numero intero poiaitivo O nullo, e che la (ph 
divenga in a inhitesima d'ordine S. Avremo allora: 

essendo $ una funzione uniforme ed àntera nelle vicinanze di a, e che non 
si annulla per x =a. La Z contiene quiridi il termine: 

(X - C X ~ + ~  I# logk (x - a), 

e la sua derivata d' ordine r + s l'altro : 

Tutti i rimanenti terinini, ohe entrano in 3 e ohe contengono 1og"z - a), 
d XT+S 

hanno il coefficiente di questa potenza di logaritmo che si annulla per x = a. 
Sicchb : 

d'+S Z 
 da;'+^ 

contiene un termine della forma +k logk(~  - a), ove t/~k è una funzione uni- 
forme ed intera nelle vicinanee di a ,  e che non si annulla in questo punto. 

dr+s Z Di qui risulta che - O appartiene a un esponente intero e negativo, O 
d xr+ 

appartiene all'esponente zero. Per coneeguenza: 

viene sempre ad appartenere a un esponente 

dr+sz appartiene all'esponente zero, quando - 
d xr+S 

intero e negativo, perché, anche 

non siamo ne1 caso di eccezione 

accennato precedentemente, e cib a causa del termine ~#~log"x - a). 
2. Questi risultati sono dovuti al FUCHS, il quale se ne è servit0 per ri- 

coiioscere in quale cas0 tutti gl'integrali del gruppo (1) siano privi di loga- 
ritmi. Noi invece li applicheremo alla ricerca delle condizioni che si devono 
avere affinchè soltanto alcuni integrali del gruypo non contengano logaritmi. 

Dividiamo tutti gl'integrali del gruppo (1) per (x - a)'A, ed  eseguiamo 
le derivate d'ordine r ,  - ri + 1 delle espsessioni che si ottengono. Allora si 
vede facilmente che le derivate provenienti da integrali che contengono lo- 
garitmi devono appartenere ad esponenti negativi. Consideriamo infatti l'in- 
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Supponiamo per più generalità che le funzioni y ,,,, vh,&-, ,... g>h,a-e,r essendo 
i? L h ,  risultino identicamente nulle, e che 9, , sia la prima delle 9 di y, 
che non si annulla identicamente. Da una proprietà delle y ,  che già abbiamo 
ricordato, risulta che (x - a ) T l ~ ~ , ~  è un'espressione lineare a coefficienti co- 
stanti di: 

( X  - apl 94, ( 9  ( X - ~ F L ~ S ~ ~ , . ~ .  ( X - U ~ - ~ Y ~ - , , ~ *  

Sicchè (x - a p y h  , è una funzione clle si pua mettere nelle vicinanze di a 
anche sotto Paltra'forma (z - a)"+'"lB, ove rn G uno dei numeri interi ri-Y>, 
r, - r~ , . .. ra-, - ri e 0 una funzione uniforme nelle vicinanze di a che non 
~i annulla per x = a. 

Diuidendo yk per (z - &)'A, si ottiene l'eapressione: 

che si pub anche mettere sotto la forma: 

Dalle osservazioni fatte precedentemente risuMa ehe la derivata d'ordine rvc: + 1 
di questa espressione deve appartenere a un esponente inter0 e negativo, e 
10 stesso deve qnindi accadere per la derivata d'ordine ri - rn + 1, essendo 
questo numero eguale O superiore a m + 1. 

Pub darsi ehe fra gl'integrali del gruppo (1) oltre dl'integrale y, ue ne 
siano ancora altri senzs logaritmi, corne pure pub accadere più in generale 
che si possano determinare le costanti c,, , , c,, ,,. .. che servono pei la forma- 
zione degl'integrali 2, in modo che alcuni di quest'integrali non contengano 
logaritmi. 

Ci si pub accertare di questo ne1 seguente modo: si faccia ne1 primo 
rnembro di (y} == 0: 

y =(x-a)'"~zc, 

e si divida iI risultato che si ottiene per (x - a)'l. Si ha in ta1 modo un'e- 
quazione in u d'ordine n, che si pub indicare con: 

CP, (u) = o. 
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La  sua determinante relativa ad a possiede l'unico gruppo di radici intere: 

Si costruisca poi 1' equazione : 

tale che la sua funzione incognita sia data da: 

La  determinante di questa nuova equazione relativa ad a deve avere un unico 
gruppo di 1 radici intere. h facile vedere che ad ogni radice positiva di 
questo gruppo corrisponde per 1' equazione primitiva (y) = O un integrale 
privo di logaritmi. Tutti quest'integrali, che si possono ottenere combinando 
fra loro quelli del gruppo (1) in modo conveniente, non sono legati da alcuna 
relazione lineare a coefficienti costanti. 

Pub ancora accadere che l'equazione iZ(t) = O sia di ordine m <n. In 
ta1 caso, se ricordiamo che gl'integrali di Q(t) = O si possono ottenere ese- 
guendo le derivate d'ordine r ,  - rl$- 1 degl'integrali di @,(u) = O, si vede 
subito che fra gl'integrali di quest'ultima equazione vi devono essere i= n - m 
polinomi distinti interi in x - a e di grado inferiore a r, - rl + 1. Questi 
polinomi provengono da altrettanti integrali di @(y) = O privi di logaritmi 
nelle vicinanze di ct, ed appartengono necessariamente ad euponenti interi e 
positivi relativamente a questo punto; sicchè, quando siano scelti in modo 
conveniente, devono corrispondere a i delle radici intere ri - rl, r, - ri,. .. 
rl-, - r x , O ,  e cib perché sono integrali di @,(u) = O .  Quindi- deve essere 
1s i, e la determinante di Q(t)  = O relativa ad a deve aver soltanto A - i 
radici intere. Ad ognuna di queste radici corrisponde sempre un integrale di 
@!y) = O privo di logaritmi nell'intorno di a ; sicchè, considerando il gruppo 
di radici intere della determinante relativa ad a di Q(t) = O, se accade che 
fra queste radici ve ne siano soltanio p 5 À - i nôgative, si pub concludere 
che la @(y) = O ha 1 = À - p iritegrali privi di logaritmi nelle vicinanze di a ,  
che si possono ottenere combinando fra loro in modo conveniente quelli del 
gruppo (1). 

Queste corisiderazioni sono pure dovute al FUCHS, il quale peraltro ha 
tenuto conto del solo cas0 che sia p = 0 ,  cioè che tutti gl'integrali del gruppo 
siano privi di logaritmi. 
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3. Ci proponiamo ora di esporre un altro metodo più semplice e più 
pratico per riconoscere se, combinando fra loro gl'integrali del gruppo (l), 
si possano ottenere alcuni integrali di @(y)  = 0 privi di logaritmi. 

Dobbiamo per questo considerare i coeficienti pi, p,, . . . p, dell' equa- 
zione @(y) = O nelle vicinanze di a e svilupparli in serie ordinate per le 
potenze intere e crescenti di x - a. Cib premesso, esserido r  , a,, a , ,  a?,. . . 
una successione di quantità cùstanti scelte in modo qualunque, si costruisca 
la serie: 

v = a o ( ~ - ~ ) . r + a I ( ~ - a ) ' + i + a , ( x - a ) r + 2 + . . ~ ,  

che si pub considerare corne il prodotto di (x - a)r per i termini di un'altra 
serie w espressa da: 

Finchè le a restano indeterminate non possiarno dire nulla riguardo alla 
convergenza di queste serie nelle vicinanze di a .  Osservjamo soltanto che, se 
una di esse è convergeüte, Io è anche l'altra. In ta1 caso si ha la formula: 

Si  pub supporre che la a, sia sempre differente da zero, perchè, se fosse 
a, = O ed ai fosse la prima delle costanti a differente da zero, si potrebbero 
considerare le quantità: 

r + i, a;,  ai+!,. .. 
invece delle altre: 

Y ,  a,, a ! , . .  . . 
Sebbene non si sappia se la serie v sia convergente, pure diremo sempre 

che essa appartiene all'esponente Y relativainente al punto a. 
Si sostituisca ad y ne1 primo membro dell'equazione @(y) = O la serie v. 

Si ottiene in ta1 modo la niiova serie: 

che non sappiamo se sia convergente nelle vicinanze di a. 
fi facile vedere che si ha: 

A, = a0 F(r ) ;  

epperb l'espressione A, risulta nulla solo quando r è una radice della deter- 
minante relativa ad a di @(y) = 0. 

Annali di Malemutica, tome XIX. 14 
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Si tratta ora di dimostrare che, quando i coefficienti A d i  @(v) sono 
identicamente nulli, le due serie t. e w sono convergenti nelle vicinanze di a, 
e v rappresetita un'integrale dell'equazione, 

Se si fa r = r , ,  e si dà ad a, un valore qualunque, si possono sempre 
determinare le rimanenti quantità u , ,  a?,  ., . che entrano in u ,  in modo che 
la serie @(v) risulti a coefficienti nulli. Questil determinazione non si pub 
fare che in un modo solo, e di cib ci si pub accertare facilmente. 11 FUCHS 
ha dimostrato che la serie v che cos1 si ottiene è convergente, e rappresenta 
un integrale dell'equazione. Essa differisce da1 primo integrale del gruppo (1) 
solo per un fattore costante dipendente da1 valore di a,. 

Pub darsi ancora che, eguagliando Y ad altre radici del gruppo r,, Y , ,  . .. 
rx, si possano ottenere altre serie analoghe alla v e tali che, sostituite ad  y 
in (P (y) == O ,  diano origine a serie a coefficienti nulli. Consideriamo tutte 
queste serie assieme R quella corrispondente a r - r,; indichiamole con v,, 
v o , .  . . V I ,  e supponiamo che esse siano linearmente indipendenti, cioè che non 
si possano determinare delle costanti d tali che la serie: 

risulti a coefficienti nulli. 
Ognuna delle serie v appartierie a una delle radici r , ,  r , ,  . .. r i ,  e ,  se 

due serie u h  e UR appartengono alla medesima radice r h ,  si pub a una di 
esse, uk ad es., sostituire l'altra serie ui, + À u ~ , ,  ove h è una costante tale 
che in uk + ? . ~ h  venga a mancare il termine in (x - a)'h. Questa serie, che 
si pub prendere invece di uk, comincia con un termine contenente ad es. 
(x - a)rk, essendo r k  un'altra radice del gruppo differente da rh. Ripetendo 
una tale operazione un numero finito di volte potremo ottenere le serie v, ,  
v,, , . . ul, in rnodo che le radici alle quali appartengono siano tctte differenti. 

Consideriamo le altre serie u,,  u,, ... ul tali che i loro termini differi- 
scano da  quelli delle corrispoiidenti v per il fattore (x - a)'~. Queste nuove 
serie, quando vengano sostituite a Ir in @,(u) ,  danno origine ad altrettante 
serie a coefficienti nulli. 

Sia th la serie che si ottiene derivando ogni termine di uh ri - rx + 1 
volte. È chiaro che le serie t , ,  t,, ... tl sono tali che, sostituite a t in Q ( t ) ,  
danno origine a serie a coefficienti nulli. 

Pub darsi che di queste serie t ve ne siano soltanto 1 - i, essendo i Z, 
linearmente indipendenti, che potremo determinare in modo che ognuna di 
esse cominci con una potenza differente di x - a. Indichiamo queste 1 - i 
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di  equaxioni diferenziali lineari riducibili. 107 

serie con O , ,  O,, . . . Bl-i, e sia sh I'esponente della potenza di s - a ne1 primo 
termine di eh. 1 numeri interi e positivi s,, s,, ... sl-i sono radici della de- 
terminante di Q(t) = O relativa ad u. 

È facile vedere chu, combinando linearrnente le serie u ,  si ottengono i 
polinomi distinti jnteri in x - a e di grado inferiore a r i  - ri $- 1, i quali 
s i  possono sempre scegliere in modo che appartengano a esponenti differenti. 
Anzi si potrà supporre di avere scelto le serie a,, v,, ... vl in modo che le 
radici alle quali appartengono siano tutte differenti, e che .v,, v,, ... vi siano 
espressioni a un numero finito di  termini, tali che divise per (x- a)'~ diano 
origine agli i polinomi. 

L'equazione Q ( t )  = O è soltarito di grado m = n - i, e la sua determi- 
nante relativa ad a contieiie un gruppo di A - 2 radici jntere, fra le quali 
ve ne sono almeno 2 - i positive. 

Da  tutto cib r i~ul ta  che 1' equazione primitiva Q (y) = O deve avere al- 
meno 1 integrali distinti privi di logaritmi nelle vicinanze di a e appartenenti 
relativamente a questo punto a radici del gruppo r i ,  r,, ... rl. Difatti i di 
quest'integrali sono le esprcssioni v, ,  u,,.. . vi che banno un numero finito 
di termini, ed altri Z - i integrali sono quelli che devono corrispondere alle 
1 - i radici intere e positive s,, s,, .. . sl-i della determinante relativa ad u 
di n (t) = O .  Ma questi 1 -- i integrali devono essere serie analoghe aile v, 
tali che, sostituite ad y in @(y), diano origine ad altrettante serie a coeffi- 
cienti nulli. Epperb queste serie non poesono essere che combinazioni lineari 
a coefficienti costanti di vitI ,  vi+,,... cl; sicchè non se ne possono determinare 
che 1 - i distinte. Quindi gl'integrali privi di logaritmi che si ottengono da 
quelli del gruppo (1) sono soltanto I ,  e le radici intere e positive della de- 
terminante relativa ad u di Q( t )  = O sono soltanto l - i. 

Se vogliamo che quest'integrali di @(y) = O appartengano a radici dif- 
ferenti, potremo prendere per rappresentarli le serie v,, v,,. . . vl, che, per 
quanto abbiamo già detto, devono essere convergenti nelle vicjnanze di a. 

Possiamo quindi enunciare il seguente teorema: 
Essendo data un'equaxione differenxiale Zineare: 

@(Y) = O ,  
avente un pu1~t0 singolave a, tale perd che esista la determinunte ?aelutiva a d  
esso, ogni serie v della formcz: 

è convergerite, e rappresenta un integrale del17equaxione, quundo è tule che, 
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sostituitu ad y in @(y), dia ot-igine nelle vicinanxe di a ad w a  serie proce- 
dente secondo le potenze intere e crescenti di x - u e a coeflczénti ~zulli. 

4. Questo teorema ci mostra che, affinchè fra gl'integrali del gruppo (1) 
oltre ad y,  si possano determinare altri integrali privi di logaritmi nelle vi- 
cinanze di a, bisogna che esistano delle relazioni fra i primi coefficienti degli 
sviluppi in serie ordinate per le potenze jntere e crescenti di x- a delle 
funzioni p,, p ,,... p,. 

Vediamo di determinare queste relazioni ne1 cas0 che tutti gl'integrali 
del gruppo (1) siano privi di logaritmi, perchè da queste relazioni potremo 
facilmente ottenere quelle che ei devono avere, affinchè da1 gruppo (1) si 
possano ottenere soltanto À - 1 integrali che non contengano logaritmi. 
, Per  trovare le relazioni, chc cerchiamo, supponianio che i h integrali del 

gruppo (1) siano privi di logaritmi. Essi allora saranno rappresentati da  A 
serie appartenenti alle radici r , ,  r2, ... rx. Per  un'osservazione già fatta sap- 
piamo che si possono sostituire ad essi altri integrali, tali che nppartengano 
tutti ad esponenti differenti; ma questi esponenti devono essere sempre ri, 
r,, ... ri; siccliè si ha per prima condizione che le radici del gruppo ri, 
r,, . . . ri devono essere ,tutte differenti. 

Si ponga: 

essendo: 
m , ,  m2, - WI-4 

numeri interi positivi e crescenti. 
Se consideriamo gl'integrali del gruppo (1) in ordine inverso, e li indi- 

chiamo con v,, v,, ... vx, avremo Fer essi nell'intorno di a: 
- 

v, == (x - als 2, a,, (X - a)l 
O 

00 

~2 = (x - a)btrnl O, a,,  m,+l (x - a)' 

. . . . . . .  m . . . .  

essendo le a quantità determinate ed in particolare: 

a i # ,  9 a-2, mi 9 a3,ms9e-9 a 

differenti da zero. 
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La @(y) = O ha quindi lin integrale particolare con A costanti arbitrarie 
ci, C, .... CI espress0 da : 

y =  civi 4-czv, + S . .  +cru , . ,  

il quale nelle vicinanze di a pub essere rappresentato dalla serie: 

essendo : 

La prima, la (mi -+ l)esima,. .. la (ml-, + l)esima di queste relazioni ci per- 
mettono di esprimere le c in funzione di: 

che possono quindi prendersi per le i, costanti arbitrarie dell'integrale y. So- 
stitueiido questi valori delle c nelle espressioni delle rimanenti 7, si ha che le: 

contengono la sola y,, e le: 

yml+ 1 , yml+z . ym2-i 

contengono ya e y m l ,  ecc.; in genernle si pub dire che ogni y dipende dalle 
sole y arbitrarie che la precedono. 

Per trovare ora effettivamente le espressioni che ci dànno i valori delle y 
in funzione di quelle arbitrarie, abbiamo bisogno degli sviluppi in serie se- 
condo le potenze intere e crescenti di x - . dei coefficienti p,, p,, ... p, di 
@(y) = O. Queste serie, che devono essere convergenti nelle vicinanze di a, 
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sono della forma: 
1 ph = -- il ph, J (X - (x - dh O 

ove h è uno dei numeri interi 1, 2 ,  ... n. 
Si consideri l'espressione : 

Q ([x - a]" ) ,  

la quale nell'intorno di a potrà mettersi sotto la forma: 

essendo : 

y0(h)= h ( h -  1) ...( h - n +  1 ) +  h ( h - 1 )  ... jh- - f i+-  2 ) ~ , , ~ +  

+ ... $ h ( h  - l ) p n - e ,  o + hpn-i: 0 t- pn, o 

cp,(h)= h(l- l ) . . . ( h - + t - 2 ) p t , l +  

+ , . + h(h  - l)pn-2> z + hpn-i, + pn, 1 = 0. 

L a  y O ( h )  è il primo membro F(h) della determinante di @(y) = O, ne1 quale 
la quantità incognita r è sostituita da h. Ricordando che la serie (3) posta 
in luogo di y nell'equazione la verifica qualunque siano i valori di: 
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essendo k uno dei numeri interi 1, 2,.  .. X - 1. Manca Ira relazione colla 
soIa y,, neila m l e 8 i m ~ o n  vi è il hermine con y,,, nella rn:"ma quel10 con y,, 
e finalmente nella quel10 con y,,-,, e cib perchè: 

le .radici della determinante dell'e~azione. 
Le prime mi delle (5)  devono essere soddisfatte qualuique sia il valore 

assegnato a y,; percib il determinante formata coi coefficienti d ~ l l e  y di queste 
rn, relazioni deve essere identicamente nullo. Si ha cos1 una prima condizione 
che potremo indicare con 

D,,, = o. 
Ricavando 1 valori 'di 

in funzione di y, dalle m, eguaglianze considerate, e sostituendoli nelle m, -mi 
delle (5) cbe vanno dalla w,""~" alla mpima, ai vede ohe queste devono essere 
soddisfatte qualunque siano y,, ym,; epperb dovranno risultare nulli i due de- 
terminanti formati coi coefficienti di: 

l'altro. Si hanno cos1 due altre condizioni che potremo indicare con 

e seguitando in questo 

D1,s = 0 

D,>3 = O )  

a,, = O, 

1 (n - 1) modo si ottengono le 
2 

relazioni : 
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Queste relazioni esprimono la condizione necessaria affinchè -la @(y) = O 
abbia un integrale y con A costanti arbitrarie, il quale nell'intorno di a sia 
espresso dalla (3); ma dai risultati ottenuti ilel n." 3 si deduce che esse espri- 
mono ancora la condizione suffic'iente. 

5. Ricordiamo ora quali altre relazioni devono essere sostituite alle (6), 
affinchè dagl'integrali del gruppo (1) si possano ottenere soltanto A - 1 inte- 
grali sema  logaritmi. Partiamo dall'ipotesi che esistano questi A - 1 integrali 
privi di logaritmi, e supponiamo che appartengano rispettivamente agli espo- 
nenti: 

Questi A - 1 integrali, che indicheremo con 

possono svolgersi in serie nell'intorno di a. Noi prenderemo per rnppresentarli 
le espressioni (2), nelle quali supporremo clle manchi quella corrispondente 
ad ~ h + ~ .  Cib equivale a fare: 

Con queste A - 1 funzioni si formi I'integrale particolare con le A - 1 
costanti arbitrarie c,, co ,... c h ,  Ch+*, ... C I  espresso .da: 

Quest'integrale potrà nelle vicinanze di u essere rappresentato dalla serie 
(3), nella quale l e y  sono sempre date dalle (4), purchè si tenga conto delle (7),  
ossia purchb si .faccia = O. 

Con un ragionamento analogo a quel10 fatto precedentemente si vede che 
possiamo prendere le : 

come costanti arbitrarie invece delle c ,  e che ogni y della serie (3) dipende 
dalle sole y arbitrarie che la precedono; sicchè anche per la y,* si avrà una 
esPressione della forma : 

ove le p sono costanti determinate e finite. Seguitando a ragionare e ad ope- 
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rare corne ne1 caso precedente; .e di più ricordando che y,, non è a.rbitrarisi, 
h 

U I R  6 data dalla (8), si giunge alle relrtzioni: 

-4gznnli d i  Afatewtatica, tomo XIX. 
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Da queste, eliminando le p ,  si ottengono le  altre: 

Dl,P = 0 

RI, ,  = 0,  D,,, = 0 
. . . . . . . . .  

Queste relslziorii, che sono in niimero di: 

esprimono la condizione necessaria e sufficiente affinchè dagl'integrali del 
gruppo (1) se ne possano ottenere I - 1 diitinti e privi di logaritmi. 

Se qualcuno dei denominatori delle eguaglianze (9) composto di membri 
frazionari B nullo, dovrelno pure eguagliare n zero il corrispondente np- 
meratore. 

Evidentemente i h - 12 - 1 determinanti: 

non possono essere tutti eguali al10 zero, perclib in ta1 caso le relaaioni (9) 
si trasformerebbero nelle (G), ed allora tutti gl'integrali del gruppo (1) sarcb- 
bero privi di lognritini. 
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A1 nutnero IL si possono dare tutti i valori interi da 1 a 'n -- 1; siccliè 
vi  sono A - 1 modi nei quali pub avvenire che da1 gruppo (1) si ottengano 
b - 1 i n t epa l i  privi d i  logaritmi. 

Quando è h = 2 ,  cioè quando gl'integrali del gruppo (1) soit0 due sol- 
tanto, allora le (6) si riducono alla sola relazione: 

Di,, = O ,  

e le (9) cessano d'esistcre. Difatti in questo caso è 1. - 1 = 1 ,  cd è noto 
che ne1 gYuppo (1) csiste sempm un integrale privo di loga~itrni.  Se poi vc- 
gliamo che sia il solo, dobbiairio porre come co~idizioiic: 

mod (Dl ,  ,) > 0. 

Qiiando è 1. = 3 ,  abbiamo per le (6): 

D l s Z ~ = O ,  D l , 3 = 0 ,  D 2 , 3 = 0 ,  

e per le (9) possono presentarsi due cnsi, cioè: 

k - 1 ,  1 ~ ~ 2 .  
Ne1 primo cas0 si ha :  

Dl,,  - 0 ,  mod (Di, 3) > 0 ,  

e ne1 sccondo abbiamo invece: 
D?, 3 == O ,  

e dei due determinanti: 
Dl> 2 ,  Di. 3 

uno almeno deve essere differente d a  zero. 

II. 

6. Ricordiamo che iina funzione definita in tutto il piano si dice mero- 
morfa, quando non h a  alcun punto di singolarita essenziale a distanza finita. 
Le  funzioni meromoïfe possono quindi avere ne1 piano infiniti poli formanti 
un gruppo numeralde di punti, come avvicne a d  es.: per le funzioni ellittiche. 

Ricordiamo ancora che un integrale di un'equazione differenziale lineare 
si dice regolare nelle vicinanze di un punto singolare a, se si mantiene finito 
in questo punto, quando è moltiplicato per ilna potenza conveniente di x - a. 
Dalle considerazioni esposte al principio della parte prima risulta clle l a  con- 
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dizione necessaria e sufficiento affinchb tutti gl'integrali di un'equazione della 
forma: 

siano regolari nell'intorno del punto a, e che i coefficienti dell'eqtiazione di- 
vengano infiniti in a ,  in modo che abbia in questo punto un polo d'ordine 
non superiore ad 9. Qiiando per il punto a è soddisfatta questa condizione, 
esiste sempre l'equazione determinante della (l), la quale ci permcitc di co- 
struire gl'integrali nelle vicinanze di a. 

L e  equazioni differenziali lineari che dovremo qui considerare sono a 
coefficienti nieromorfi, ed hanno sempre tutti i loro integrali regolari nelle 
vicinanze di ogni punto singolare a distanza finita. Per  semplicità indicheremo 
queste equazioni, quando siano messe sotto la forma (l), con Ic notazioni: 

e talvolta anche con le altre: 

Nelle prime notazioni le tre lettere fra parentesi stanno ad indicare rispet- 
tivamente la variabile indipendente, la funzione incognita e l'ordine dell'e- 
quazione. 

Ora si vede facilmente che un'equazione: 

gode delle due seguenti proprietà fondamentdi: 
1." O y n i  integrale urc i fome  che la verijîca è u w  fimxiorze n w o m r f a .  
2.' Se essa è ~ i d u c i b i l e ,  è soddisfatta da tutti g l ' in t egru l i  d i  tcrt'altrn 

eqzlaxione: 
G ( x ,  Y, 4 =O, 

essenclo n$ < 12. 

Infatti supponiamo dapprima che F =  O abbia un integrale uniforme; 
d o r a  qucst'integrale, dovendo essere regolare nei vari punti a distanza finita, 
non potrà avere che poli in tutti quei punti singolari nei quali non è finito 
e continuo; per conseguenza esso sasa una funzione meromorfa. 

Supponiamo poi che la F =  O sia riducibile; allora essa ammetterh tulti 
gl'integrali di un'altra equazione a coefficienti monbdromi e d'ordine nz <fz. 

Ma questa nuora equazione, avendo tutti i suoi integrali regolari in tutti i 
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punti aingolari a distanza finita, sarà della stessa natura di F = O ,  e quindi 
potrà essese rappresentata da:  

7. Ci possiamo servire di questi risultati per dimostrare due teoreni re- 
lativi alle equazioni differenziali lineari a coefficienti ellittici. Il primo di questi 
teoremi B il seguente: 

Un' epaxione: 
P ( x ,  y; 12)  == O 

n coeficieuti ellittici e riducibile amrmtte t ulti gl' i~t tegral i  d i  utt'altm e p a -  

esscndo riducibile, amrnetterh tutti gl'integrali di uii'altra equazione: 

d'ordiile In <fz. Di queste equazioni ve ne potranno essere più d'una; noi 
per altro sceglieremo una di-quelle per le quali sn abbia il. rnassimo valore. 
Si tratta di dimostrare che l'equazione G(x,  y, nz) = O scelta in questo modo 
6 pure a coefficienti ellittici. 

Supponiamo infatti che non lo sia; allora, indicando con 2 0  e 20 '  i pe- 
riodi dei coefficienti di F = 0 ,  osserviamo che quest'equaziorie sarà ancorn 
soddisfatta dsgl'integrali delle altre due : 

Confrontinnio la G ( x ,  y, ~ n )  = O con una di queste equazioni, ad es.: c,on 
la prima; pub darsi che le duo equ~zioni:  

G ( r ! .  y, m)  = O ,  CS(x $ 20 ,  y, m) = O 

non alibinno alcun in tepale  a c o q n e ,  corne pure pub avrenire c t e  siniio a m -  
hedue riducibili, ed abbiano p integrali a comune, essendo naturalrnei;te 1) < m. 
In ta1 cas0 questi p integrdi apPartengono . 

, 
ad una equazione: 

.H(G y, 21) = 0. 

Consideiiamo un punto yualunque .x, che non sia un polo dei coefficienti 
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di P = O ,  e indichiamo. con u , ,  u,,. . . zc, n integrali distinti di questa cqua- 
zione definiti dai Ioro sviluppi in serie di CACCHY nelle vicina~ize di Y,. È 
chiaro che potremo supporli scelti in modo che: 

nppartengano gli uni alla prima delle (2) e gli altri alla seconda. Allora: 

saranno gl'integrali di II= O. Se le (2) non avessero integrali a cornune, e 
quiridi la II = O non esistesse, bastercbbe fare p = 0. 

Si descrivn con la  x un cammino qualunque tale che non passi per alcun 
polo dei coefficienti di P -= O ,  e si ritorni in x,. Durante questo giro chiuso, 
che potrcmo indicare con r, le funzioni u rariano con continuità; ma, quando 
x ritorna in x,, lc u prendono valori differenti dagli iniziali, e che si possono 
ottenere effettuando su questi valori iniziali una sostituzione lineare a coefi- 
cienti costanti. 

Ma col giro r si vengono a d  eseguire altre due sostituzioni linenri, ci06 
una sugli integrali (3), c l 'altra sugli integrali (4), e cib perchè i coefficienti 
delle equazioni (2) sono monodromi. D a  cib risulta subito che, se consideriamo 
le funzioni : 

U,, ' l b 2 , . . .  ' h n - p  7 P )  
su di esse pure si viene a d  eseguire una sostituzione lincare a coefficienti Co- 
stanti, quando colla x si fa il giro r. Se quindi si custruisce un'equazione c.he 
nelle vicinanze di x, abbia le  funzioni (5) per integrali, si vede subito clic 
essa E a coefficienti monodromi e di quelle che si possono indicnre con una 
notazione della forma: 

K(x, y ,  2 %  - p)  = 0. 

N a  quest'equazione non pub esistere, perchè tutti i suoi integrali, che 
sono in numero di 21n -1) > .HZ, appartengono anche alla F = O. P e r  con- 
seguenza i coefficienti di G (x, y ,  ~ n )  = O devono avere il periodo 2 o. Simil- 
mente si prova che ammettono il periodo 2 w ' ;  quindi la  G ( x ,  y, ~ n )  = O é 
un'equazione a coefficienti ellittici c. d. d. 

Il secondo teorema si rjferisce a quelle equazioni c h ,  oltre ad  essere ri- 
ducibili, amniettono alcuni integrali uniformi; esso si pub enunciare cost: 
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Se un' eqzrrrxioue : 
F ( x ,  y ,  n )  = O 

u coeflcie~zti  el l i t t ici  urnme.îte HL i h y r a l i  uni fo l -mi ,  e s s e d o  111 < 1 1 ,  q u e s f i  1.12 

integrali  a p p S t e î l y o ? ~ o  ad zru'equaxiom: 

di q a d l e  del PICARD, e s i  pu4 c~Ob~1ssc11.e E701&'?~e d i  F -  O di 117 uîlli'hl ilt 

nwdo che I ' epne ione  : 
I I (q  Z L ,  f i  - 7/?)  = 0 

rlze si ottiefze s ia  p w e  a coeficiem2; ellittici. 
Siano infatti: 

y&), y&),... y m ( 4  

gli 111 intcgrali uniformi di F -- 0 ,  e 2 w ,  2 w '  i pe~iodi  dei coefficienti di 
qiiesta equnxione. L e  funzioni : 

sono pure integrali uriiformi e clistinti di F = O. Essi quindi devono e s s m  
espressioni lineari n coefficienti costanti d i  y , ,  y? ,  . . . y,,, , ed il detrrminantc 
di questi coefficienti sarà. differente da. zero. Lo  stesso si dica per 

Percib il cambiamento di x in x + 2 r*, e x + 2 0' equivde n fare sopra gl'iii- 
t egrd i  uniformi due sostituzioni lineari. Co6 si vedc subito clle l'equnxinne: 

che si pub niettere sotto la forma: 

G ( x ,  y, ni) = O ,  
è di quelle del PICARD. 

Poichè le m funzioni uniformi y , ,  ?j,, ... y,, formniio, un sistema fonda- 
mentale d'integrali dell'equazione a coefficicnti ellittici G = O ,  CO$ fra esse 
ve ne dovrà essere uns nlmeno di seconda specie, y , ,  ad es. Se ors faccianlo 
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120 B i g  invi: S o p  zma classe 

otteniamo due equslzioni in z a coefficienti ellittici e d'ordine lz - 1 I'rina e 
al. - 1 l'altra. Inoltre la seconda è di quelle del PICARD, e tutti i suoi 112 - 1 
integrali uniformi appartengono anche alla prima. 

F r a  questi ve ne sarh uno xi di seconda specie; sicchè, facendo nclle 
due equazioni ottenute: 

P =  Z < [ t d X ,  

se ne avranno altre due in t analoghe ad esse, d'ordine n - 2 l 'una e nt - 2 
l 'altra sulle quali potrcmo operare comc sulle prececlenti. E dopo avere ese- 
guito questa operazione n z  volte, l'equazione proveniente dalla G = 0 si ri- 
durrà alla forma 24 - O, essendo u la  funzione incogriita, ilel montre che quelln 
che discende dalla F =  O sarà d'ordine n - m ed a coefficienti cloppinmente 
periodici. 

8. Avanti di lasciare queste considerazioni facciamo un'ultima osserva- 
zione sulle equazioni a coeficienti ellittici. 

Sia : 
.F ( x ,  y, n) = y(72) + p i  zj(tL-i) $ . . + p, y = O ( 6 )  

m a  di tali equazioni, e siano 20, 2 w '  i periodi dei suoi coefficienti. Suppo- 
niamo che la variabile indipendente sia scelta in modo che non cadano poli 
delle funzioni p su1 contorno del parallelogrammo fondamentale, cioè di quel 
parallelogramino format0 rlai vertici O ,  2w, 2wf, 2 w + 20'. Indichiamo con ri 
un giro chiuso e positivo eseguito colla variabile x su1 contorno del paralle- 
logrammo fondamentale a partire da1 vertice zero, e consideriamo un sistema 
d'integrali y , ,  y,,. . . y,,, chc supporremo definiti dai loro sriluppi in serie di 
CAUCHY nelle vicinanze del 'punto zero. Quest'integrali sono finiti e continui 
lungo il contorno dei parallelogramnio fondamentale, e col giro ri si viene 
ad eseguire su di essi una sostituzione lineare a coefficienti costanti data da :  
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peï  lin noto teorema del L r o u v ~ r ~ . ~  nbbiamo ancora: 

Una proprieth fondamentale dell'equazione 3'- O B la  seguente: 
Il cleternzi,zafite A della sostituxione L; ? ugualc all'zmifi/. 
Infatti, se consideriamo la  funzione D espresa  da: 

esscndo C una costante determinata differente da zero. 0 r a  dalla teoria 

funzioni doppiamente periodiche risulta clie l'integrale p l d z  esteso al s 

n =  

torno del parallelogramino fondmentalc è uguale al10 zero. D a  cib si dcduce 
clie dopo il giro FI la funzione D dcve riprendere 10 stesso d o r e ;  per con- 
sqper iza  cleve esserc : 

n = 1. 

y;lt--i) yp-.2) 

m . .  i @'' yP' 4,. , 
Y2 

. . . . . . .  
- y;;-2). a . 3'. . 7  

Nella sostituzione S le 0: possono avere clifferenti sistemi di vnlori, t d i  
pmb che sia scmprc A = 1. Cosi ad esempio pub darsi che tutti gl'intcgrali 
della (6) riprendano 10 stcsso valorc col giïo Y,; allora S è ln sostituzionc 
identica. 

Qiiando non si prescntn questo caso si eseguisca sopra il sistcma d'in- 
tcgrali y, ,  ?/?, ... y n  una sostituzione lineare n coefficienti costnnti diita da:  

si vcde che essa è finita e continua su1 contorno del parnllclogrammo fonda- 
inentale, e clîe dopo il giro r, si rjprocluce moltiplicatn per i l  f:ittore A. Ma 

ove le p sono c.ostanti, clie per ora assoggettercmo alla sola condizione di  
Annali di Matctrzcticn, tom0 XIX. 1 G 
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122 Big i a v i :  Sopra wza clusse 
- 

non annullare il determinante di H. Si ottiene in ta1 modo un nuovo sistema 
d'integrali, che potremo indicare con x,, 2, ,. . . 2,. Sia 8, la sostituzione che 
si viene ad eseguire su questi nuovi integrali, quando con la x si fa il giro Ti ,  
e A, il determinnnte di Si. Si ha evidentemente: 

Si = H S H - '  
e 

A , = A = ~ ,  

cioè Si ed S sono trasformate l'una dell'altra. 
Si disponga delle costanti ,O in modo che S, venga ad ayere la. forma 

normale, ciob in modo che si abbia: 

O o... O ' 

yn,n / *  
Allora avremo pure: 

Per conseguenza se vz - 1 di queste quantith sono egunli all'unitù, 10 stesso 
dovrà accadere dellB ~ i n î a .  

Epperb se la (6) ammette soltanto tz - 1 integrali distinti, clle riprendono 
10 stesso valore, quando colla x si fa il giro r,, tutte le quantith: 

saranno uguali all'unith, ed anzi potremo disporre delle ,6 in modo che 8,' si 
riduca. alla forma semplice: 

/ 1 o... O 1. , 0 l... 0 . 1  

essendo 6' una costante determinata diversa da zero. 
Da queste considerazioni si deduce che quando la (6) ha entro il paral- 

lelogrnmmo fondamentale un solo punto critico per gl'integrali, tale che nelle 
sue vicinanze esistano n - 1 iiitegrali moriodromi , l'cquazione determiriante 
relativa a questo punto ha tutte le sue radici intere. 
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Infatti î.t - 1 di  qucste radici devono essese intere, e cib perchè possano 
esistere n - i integrali monodrumi nell'intorno del puiito critico. In quanto 
poi ;illa +clza radice essa pure deve essere intera, perchè altrimei~ti il deter- 
minarite A ,  non potrebbe essere ugiiale sll'unità. 

III. 

9. Cunsideriamo 1' equazione differenzialc liiieare : 

F ( x ,  y, 12) = O 

a coefficienti Cioppianiente periodici e coi periodi 2w, 2 w 1 ,  pcr la quale sup- 
porrenîo che si passa, determinare lin parallelogrammo fondamentale, tale che 
in esso esistano n - 1 integrali uniformi, e ciie l 'ultimo integrale, clie non è 
uniforme, non riprenda Io stcsso valore, quando colla variabile iiidipendente 
si gira attorno a tutti i punti singolari di questo parallelogrammo. Evidente- 
mente una  tale equazione comprende corne caso particolare quelle c h  abbiamo 
accennato a l  principio d i  questo lavoro. 

Si tratta qui di dimostrare che queste proprieth, che abbiamo attribiiito 
alla Ir'= O ,  sono suficienti per stabilire che essa è riducibile, ed ammette 
un gruppo d'integrali uniformi. 

Cominceremo dall'esporre un lemma, siil quale si fonda la  dimostrazione 
elle dobbiamo f a n .  Questo lemma, che si riferisce ad una proprictB della so- 
stituzione (7) dcl capitolo prccedente, si pu6 enunciare cos): 

E s s e d o  S una sostituxione li?leare d'ordine n e T zin'altra sostituxione 

o... O ' 

l . . .  O 
. . . .  I 
o... 1 ,, 

oce 8 2! uîza costurite diversu (la O ,  se S e T S  sono ttsasfowiate l'una clel- 
Z 'al tm,  pua1unqu.e potema di S lia zrpale  a zero i l  t emi t ze  della prima 
litzea e deil'ultima coionna. 

Sia S' la  sostituzione che effettua la trasformazione, cioé si abhia: 
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Consideïiamo ora la sosti tuzione : 

.. i o.  O 
O 'i 

ove le a sono costanti, che per ora assoggetteremo alla sola coiidizione di 
rendere eguale alla unità il determinante d i  IT. Allora si trova facilrnente: 

H T -  T H ,  

e da questa e dalla (1) si ricava: 

Sr1S,S';' = T S , ,  
essendo : 

S'i = II S' A-', Si = H S II-'.  

Ora dalla seconda di queste due relazioni si ottiene: 

essendo p un nuinero intero e positivo qualunque. 
fi facile vedcre ehe SP e Sr hanno egiiale il termine della prima linea 

e dell'ultima colonna, sicchè basterà dimostrare clie in 8:' questo termine é 
uguale al10 zero. 

Se poniamo: 

si ha: 

e le n sono quantità che dipeildono dalle u e dalle costanti di S. 
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Da un noto teorema di K WEIERSTRASS si deduce (*) che la conclizione 
necessaria e sufficiente affinchè la (2) sia soddisfatta è clle i determinanti: 

ai, i - E ai,2... Qi, n 

a$, as,% - E... 
. . . . . . . . . .  
a ,  i a n , z - * -  an, n - E 

abbiano i rnedesitni divisori elementari. Per conseguenza le due eguaglianze: 

D=O,  D1=O, (3) 

nelle quali si considera E conie quantitk incognita, devono essere equivalenti. 
Da esse si deduce: 

D r - D r - d ~ L = 0 ,  
essendo : 

azS3... -a2, n-1 az, n 
I 

aa. r a 3 , 3 - ~ . . .  & , f i - I  a3, n. 
l 

L= . . . . . . . . . . . - . . .  
an- 1 ,s  an- J, s . . n -  an-i n 1 

Le due equazioni (3) sono di grado n,  e la (4) è soltanto di grado IZ - 1 ; 
per conseguenza essa deve risultare identicamente nulla, essendo soddisfatta 
da " r ~  valori di e. Cod ne1 deteïminante L, che è di grado lz - 2 in E ,  do- 
vranno risultare nulli i coefficienti delle varie potenze di E. Eguagliando a 
zero quella di E ~ - * ,  si ha: \ 

= O. 
Pub darsi che si abbia ancora: 

a p , n = a 3 , n = s " -  - an-), O. ( 5 )  

(*) Vedi VOLTERRA : Sui fonduîneati della teoricl delle eyzinvioni d i ~ e r e n z i a l i  lirzenri. 
llemorie della Societa Italiann delle Scienze detta dei XL, col. 6, serie 3?. 
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126 B i g i a  ui: Sopw m a  classe 

Allora la Si e tutte lc sue potenze positive e negative godono della proprietà 
di 'avere eguale al10 zero tutti i termini dell'ultima. colonna, all'infuori der- 
l'iiltjn~o, e per conseguenza anche quel10 .della prima linea. 

Se poi le (5) non sono soddisfatte, potrerno disporre delle a in modo che 
si abbia: 

a,,,=a,,,=..--an -.,; , -O, . ~ o d ( a ~ - ~ , ~ ) > O .  (6) 

I n  ta1 cnso ne1 determinante, il coefficiente di egG3 si riduce 8 cl,,,-, 

e quindi deve essere: 
u ~ ,  n--4 O. 

Se è ancorn: 
aI ,  = a3, n-i = . = an ,,Tt-,= 0 ,  (7, 

allora la S, e tutte le sue potenze godono della proprietkdi avere egunle alIo 
zero i terrnini delle ultime due colonne all'infuori di quelli appartcnenti alle 
ultime due linee. Pcr  conseguenea tutte le potenze di S, hanno eguale a zero 
il termine della priina linea e dell'ultima colonnn. Ma, se non sono verificate 
le (?), potremo sempre disporre delle a in niodo che oltre alle (6) si abbia 
rincora : 

u2,1idl = a3,12-i == - =a,-,.,-., = 0 ,  rn~d(a,-~,,-,) > 0; 

quindi ne1 determinante L il coefficiente di sR-' si riduce a:  

per cui deve essere: 

e seguitando in questo 
modo che S:, ove q è 

modo si vede che si possono seinpse yrendere Ie a in 
un numero iiitero qualunque, abbia eguale a zero il 

termine della prima linea e dell'ultirna colorina. Ma, per quellu che abbiamo 
detto ïelativamente ad S e ad Si, si rede subito che anche SQeve godere 
di questa proprietà c. d. d. 

10. Ritornando ors alla F -  O, osserviamo che quel10 clie ci proponianio 
di dimostrare relativamente ad essa si pub enunciare sotto fornia di teorema 
ne1 modo seguente: , . .  

l i e  equuxioni differemiali lineari a coeljicienti ellittici awinlettono utz 

gryppo d'integruli uniform.i, tutte le colte c h  si pu6 determinwe un paral- 
1elogram)lto fondamentale, tale che in esso esistano n - 1 integrali distinti e 
ziniformi, e cke l'zcltimo ziztegvale che. non è uniforme 12on rip-enda 10 stesso 
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v a h m ,  quafido collu snlirrbile si g i l a  attowzo u tu t t i  i p z l i  s i l z g o l a ~ i  d i  
puesto pa~.nlleloyramnzo. 

Consideriamo dunque la  P= O ,  chc gode di tutte queste proprieth, r 

determiniamo la variabile indipendente in modo cke su1 contorno del paral- 
Ielogrammo fondamentale, che d e ~ e  soddisfare alle condizioni poste nell'enun- 
cinto, non cadn alcun punto d'infinito dei coefficienti di F =  O. 

P c r  le osservazioni faite alla fine del capitolo precedente ricordiamo chc, 
scclto il parallelogrammo fondamentale, che dere  soddisfare alle condizioni 
dell'enunciato, in modo che su1 suo con'torno non cadano piinti singolari, si 
pub sempre determinare un sistema d'integrali y , ,  y,, . . . y, tali che, facendo 
colla variabile un giro yositivo su1 contorno di questo parallelograinmo, si 
renga ad eseguire su di esso la sostituzione T. Di qui risulta che y, ,  p,, ... 
y%-, sono gli n - l i n t e p l i  uniformi entro il parallelogi~amnio, e che y,, b 
quel10 non uniforme. 

Siano S ed S' le sostituzioni che si eseguiscono rispettivamente siil si- 
d e m a  d'integrali y , ,  y?). . . y n ,  quand0 colla varinbile si va da O a 2 w e 
da O a 2 w', camminando sui lati clie coriginngono questi vertici. fillora un 
giro positive, eseguito colla variabile su1 contoino del parallelogrammo a par- 
tire da1 vertice O, produce su1 sistema d'integrali In. sostituzione: 

S S '  S-* S'-fi == T 
e qiiindi: 

S S ' S - i = T S ' .  (8) 

Queste relazioni ci mostrano c,he Ic sostituzioni S, S' sono rispettivamente le 
trasformate dclle altre 

T-i  S ,  T  S' .  

Dalln prima dclle (8) si ha poi: 

8' S6 S.-' = T-l ,Y,, 
essendo : 

Sa = rs sa, 
c u un numcro intero qualunque. 

Ma abbinmo nncora: 
is S' S X i  = T S '  
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e un altro numero purc nrhitrario. Seguitando in questo niorlo si pub CO- 

struire la sostituzione &, p , ,  , facenclo: 

Procedcndo sempre con questsl legge si pub costruire ln sostituzione: 

l a  quale è perfettnmente determinata, quando sono fissati i valori dei nuineri 
interi a, p 7  y , .  . . 1.. S e  112 è il loro numcro, si dednce subito da1 modo di 
formazione di: 

S.: p,  7 .  ., A 

clie p e s t a  sostituzione e I'altra data da :  

sono trasformate 1' una dell' a h a .  
L e  sostituzioni foridainentali che entrano nella costituzione di Sdl, ,. 1 

sono S ed S', e queste possono anche avere esponenti negativi, perchè a ,  P ,  
y, .. . 1 sono numeri interi qualunque. Cib significa che nella pos- 
sono anche entrare le sostituzioni inverse S-l, SI-'. Ora, quando in  un pro- 
dotto di sostituzioni entra una sostituzione ,S IL volte e la sua inversa s--' 
Tc volte, diremo che S entra in quel prodotto lz - Ic volte. Cib posto sinno: 

i numeri delle volte che S ed S' entrano in If, p, ,,., 1. 

Consideriamo poi la sostituzione: 

la  quille si costruisce con la leggc preccdente. L e  sostituzioni ausiliarie che 
servono per I R  SUR formazione sono: 

7 
Sp=SS?, S,,,=S'Sp . . . .  

Ora la S.,p,,. ."Si pub considerare come costituita d a  S' e d a  Sa;  in ta1 
caso essa i: formata da queste sostituzioni corne S?, ,, ,. 1, i! formata dil S e da  S'. 

Percio : 
[ F ,  y , . . .  iL] e [ P ,  7 ,... 4' 
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sono i numeri delle volte che S' e Sa entrano in Sa,p .,. J, quando essa si 
considera costituita da queste sostituzioni. Ma la S entra in Sa, p ,  .,, .. 1 inquan- 
tochh si trova in Sa alla prima potenza; epperb avremo: 

Invece la S' vi entra per mezzo di Sa e direttamente. Evidentemente la S' 
entra in Sa,p,7 ,... 1 per mezzo di Sa un numero di volte dato da a [/3, 7 ,... il'. 
Direttamente poi la  S' entra in Sa s,,,... 1 un numero di volte eguale a quel10 
che si h a  quando si considera questa sostituzione corne costituita da S' e d a  
Sa ,  ossin un numero di volte dato da [ p ,  7 , .  . . A] ; quindi abbiamo: 

[a, R ,  y ,... A]' = a [ P ,  7 ,... A]' + [ P ,  y , . .  . 1.1. (10) 

Osserviamo finalmente che le sostituzioni fondamentali S, 8' e tutte le 
altre S, qualunque t;ieno i loro indici, godono della proprietà esposta nel- 
l'enunciato del lemma, cioè esse e tutte le loro potenze hanno eguale a zero 
il termine della prima linea e dell'ultirna colonna. 

Si tratta ora di dimostrare che, essendo dati due nurneri interi arbitrari 
a ,  p,  si pub sempre costruire una S tale che essa O una sua potenza con- 
tenga la  s a volte e la X' f l  volte. 

Cominciarno da1 considerare due numeri a ,  ,d primi fra loro, e suppo- 
niamo inoltre che a sia positivo. Allora si possono sempre determinare due 
altri numeri pi, a, tali che si abbia: 

e colla condizione che a ,  sia positivo e minore di a. Considerando poi a e a, 

si possono fare tutte le operazioni necessarie per la ricerca del loro massimo 
comun divisore. Siano a,, a,, . . . ai-, i resti successivi, essendo ai-, = 1, e 
p,, p 3 , .  .. pi-,, Pi i quozienti successivi, essendo pi = ai-,; avremo le i - 1 
relazioni: 

P =pi. + a i  
\ 

ai-s = piei ai-, + 1. 1 
Annati di Maternatica, t o ~ o  XIX. 
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Dalla (9) si ottiene: 

hi, pz,... pi] = [pz,... pi]' 

Da queste e dalla (10) si ricava poi: 

Quest'ultime relazioni confrontate con le (11) ci mostrano che: 

e quindi la sostituzione: 

SP1,P,  .... Pi 

contiene la S a volte e la S' volte. 
Si abbiano ora due numeri interi qualunque y ,  8. Se sono ambedue di- 

versi da zero, si pub determinare il massimo comun divisore m corne se fos- 
sero positivi. ~ l l o i a  i numeri: 

- Y 9 
6 - + m + m 9  

nei quali si prende il segno + O il segno - secondoché y  è posjtivo O ne- 
gativo, godono di tutte le proprietà di a e B. Per conseguenza si pub sempre 
trovare una sostituzione : 

SPl> PB'... Pi 

per la quale sia: 
Y 8 p i  p ,  p i  = 9 [pi, p.,... pi]'= -. t r n  
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Allora la sostituzione : 

si1*, P =S... Pi 

contiene y volte la S e 8 volte la 5". 
Se poi è: 

y = o ,  8$0, 
oppure : 

0 ,  $ = ; : O ,  

allora si pub considerare ne1 primo cas0 la sostituzione 8'" ne1 secondo 
l'altra 87. 

I n  ogni cas0 la sostituzione che si determina, e che contiene y volte la S 
e 6 volte la  S', h a  eguale a zero il termine della prima linea e dell'ultima 
colonna, perchk essa è sempre una potenza positiva O negativa di una S. 

Ora se diamo a y e a d' i sistemi di valori: 

si vede che y, si comporta negli otto parallelogramrni, che racchiudono quel10 
fondamentale, ne110 stesso modo che combinazioiii lineari a coefficienti costanti 
di y,, y,, ... y,-, si comportario ne1 parallelogran~mo fondamentale; epperb y ,  
è uniforme in questi otto parallelogrammi. Seguitando in questo modo col 
dare a 7 e a d' tutti i possibili sistemi di valori interi, si troverà che y, è 
uniforme in tutto il piano. 

.Se y ,  è di seconda specie, allora pub darsi che esso sia il solo integrale 
uniforme, ma se non è di seconda specie, esso dovrà far parte di un gruppo 
d'integrali uniformi in tutto il piano, fra i quali ve ne dovrà essere uno al- 
meno di seconda specie. Co$ il teorema resta completamente dimostrato. 

I l .  Questo teorema pub servjre utilmente alla iritegrazione delle equa- 
zioni a coefficienti doppiamente periodici, quando i punti critici per gl'inte- 
grali che si trovano entro il parallelogrammo fondamentale si riducono a uno, 
perchè soltanto allora si pub verificare con metodi algebrici e perfettamente 
determinati se esistono n - 1 integrali uniformi entro il parallelogrammo fon- 
damentale. 

Infatti abbiamo già osservato alla fine del primo capitolo che in questo 
caso l'equazione determinante relativa all'unico punto critico per gl'integrali 
ha  tutte le sue radici intere. Per  conseguenza basterà studiare gl'iritegrali 
nelle vicinanze del punto critico e verificare se fra esso ve ne sono n - 1 
distinti che non contengano logaritmi. 
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Quando i punti critici per gl'integrali che si trovano entro il parallelo- 
grammo fondamentale si rjducono ad uno solo, il teorema che abbiamo di- 
inostrato si pub enunciare più sempliceniente ne1 modo seguente: 

Le equaxio~~i differenxiali lineari di ordine n u coeficzénti doppiamente 
periodici ed aventi entro il parallelogl-ammo dei periodi un solo punto critico 
pey  yl'integrali arnm.ettono un gruppo d'inteyrali particolnri t~niformi, tuitc 
le volte che ne esistoio n - 1 che si mantengono ma~zod~omi nelle viciraanze 
del punto critico. 

Le equazioni che soddisfano alle condizioni esposte nell'enunciato di 
questo teorema possono considerarsi come completamente integrabili. Infatti 
esse ammettono sempre almeno un integrale particolare uniforme di seconda 
specie, che si pub determinare con metodi analoghi a quelli che sono stati 
dati ne1 caso dell'integrale generale uniforme. 

Noto uno di questi integrali di seconda specie, che si pub prendere per 
uno degl' integrali y ,  y; ad es., si faccia nell' equazione : 

Si ottiene in ta1 modo un'equazione d'ordine n - 1 in x pure a coeffi- 
cienti doppiamente periodici ed aventi entro il parallelogrammo fondamentale 
gli n - 1 integrali particolari distinti: 

Di questi i primi n - 2 sono sempre uniformi ne1 parallelogrammo fonda- 
mentale, e l'ultimo viene aumentato del primo moltiplicato per 8 ,  quando si 
gira attorno al punto critico ne1 senso positivo, rie1 caso perb che sia i> 1. 
Se invece è i== 1, allora anche l'ultimo integrale è uiiiforrne, e l'equazione 
è di quelle del PICARD. Sicchè, abbassando di una unità l'ordine dell'equazione 
data, se ne ottiene un'altra che soddisfa pure alle condizioni del teorema, e 
che in casi speciali è di quelle del PICARD. Ma si pub sempre abbassare l'or- 
dine di questa nuova equazione determinandone un integra.le. Seguitando in 
questo modo si giunge ad un'equazione del primo ordine, che è perfettamente 
integrabile. Risalendo poi dagli integrali successivamente ottenuti a quelli 
dell'equazione primitiva, si vede che questi ultimi si possono sempre ottenere 
con quadrature. Epperb le equazioni, che godono delle proprietà esposte nel- 
l'enunciato del secondo teorema, possono considerarsi come perfettamente in- 
tegrabili. 
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IV. 

12. Esporremo in quest'ultima parte a lcmi  esempi di equazioni del se- 
condo e terzo ordine che soddisfano a tutte le condizioni dell'ultinio teorema 
che abbiamo enunciato, e mostreremo ancora come talvolta quest'ultinio teo- 
rema possa servire utilmente per riconoscere in modo semplice se un'equa- 
zione a coefficienti ellittici abbia per integrale generale una fuzione uniforme. 

Sia l'equazione i e l  secondo ordine: 

P(x,  x, 2) = x" + P x '  + Q x  = O,  

e le funzioni Y e Q siano doppiamente periodiche coi periodi 2w, 20'. Af- 
finchè la F = O soddisfi alle condizioni del teorema bisogna che le equrtzioni 
determinanti relative ai suoi punti singolari abbiano le loro radici intere, e 
che dei punti singolari che cadono entro il parallelogrammo dei periodi uno 
solo sia critico per gl'integrali. Siccliè deve essere verificata l a  relazione (*): 

per tutti i poli che P e Q hanno entro il parallelogrammo, all'infuori di  uno, 
per il quale deve essere invece: 

Noi prenderemo la F = O in modo che goda di tutte queste proprietà; 
ma per più generalità supporremo di avere verificato che per tutti i punti 
singolari del parallelogrammo, all'infuori di uno, è soddisfatta la relazione: 

Possiamo ancora supporre di avere scelto la variabile indipendente x in modo 
che questo punto, che non sappiamo se sia critico O no per gl'integrali, venga 
a coincidere col vertice zero del parallelogrammo fondamentale. 

Siano a,,  a,,. ,. ul i rimanenti punti singolari del parallelogrammo fon- 
damentale e: 

Sk Sk  + ~k 
le radici della determinante relativa ad a k ,  disposte in ordine crescente; 
sicchè sk ed rk saranno numeri interi ed rk sempre positivo e differente 
da zoro. 

(*) Vedi parte l.a, numero 5 .  
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Fra  i numeri r ve ne saranno alcuni eguali all'unith ed  altri rnaggiori 
di uno. Siano: 

V i t i j  ri+s7 - -  - YI 

quelli eguali ad uno, essendo naturalmente: 

Si faccia in B = O un cambiamento di funzione incognita .ponendo: 

essendo : 

e ~ ( x )  la funzione di WEIERSTRASS corrispondente ai  periodi 2w, 20'; si ot- 
tiene in ta1 modo la nuova equazione: 

la quale è pure a coefficienti doppiamente periodici, e gode delle stesse pro- 
prietà della P -5 0. 

Inoltre è facile vedere che la G = O è assai più sernplice della F = 0. 
Infatti i punti singolari, che essa ha entro il parallelogrammo fondamentale, 
sono soltanto: 0 ,  a i ,  a2,... ai7 e cib perchè i suoi coefficienti p e q sono 
finiti negli altri punti ai+, , ai+,, . . . al. Le radici delle determinanti di G = 0 
relative ad u,,  a,, ... ai sono rispettivamente: 

sicchè l'integrale generale di quest'equazione si mantiene finito e continu0 in 
tutti i punti del parallelogrammo fondamentale all'infuori del vertice zero. 

Queste proprietà della G = O ci niostrano che è meglio considerare una 
tale equazione invece della F = O, la qua1 cosa del resto si pub sempre fare, 
perchè per mezzo della relazione (1) si pub sempre passare dagli integrali di 
G = O a quelli di F = O. 

Indichiamo con : 

- ( f i + h ) ,  - a  

le radici della deierminante di G = 0 relativa al punto zero, disposte in or- 
dine crescente. 1 numeri n, h sono interi, ed h è sempre positivo, e diviene 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



d i  equaxioni differenxiali Zineari riduci6iZi. 135 

uguale al10 zero solo quando le due radici sono eguali. Questi numeri e gli 
altri r i ,  r,, . . . r; devono soddisfare alla relazione: 

la quale esprime 
rallelogrammo, è 

che la somma dei residui dei poli, che p ha entro il pa- 
eguale al10 zero. 

L; G = 0 è un'equazione del Pioaao, quando lo zero non è un punto 
critico per g17 integrdi; in caso contrario essa soddisfa a tutte le condizioni 
dell'ultimo teorema del capitolo precedente, ed ammette quindi un solo inte- 
grale uniforme, il quale deve essere di seconda specie, e deve nelle vicinanze 
del10 zero comportarsi corne la funzione x - - ~ .  Ma cib non pub mai avvenire 
quando è n < O ,  perchè allora si avrebbe una funzione di seconda specie 
sempre finita ed avente in zero un infinitesirno di ordine - n. Sicchè per la 
G = 0 si hanno i due seguenti resultati: 

1." Lo zero non pub mai essere un punto critico per g17integrali7 
quando n è negativo. 

2." Essendo n positivo O nul10 e 10 zero critico, esiste sempre per la 
G - 0 un integrale particolare uniforme di seconda specie con un polo di 
ordine n in zero. 

11 primo di questi risultati pub servire utilmente per verificare se un'e- 
quazione del secondo ordine a coefficienti ellittici ammette un integrale ge- 
nerale uniforme. Cos1 ad es., essendo data l'equazione di LAM$: 

si vede subito che essa deve avere un integrale generale uniforme. 
Consideriamo un cas0 speciale d'equazioni a coefficienti ellittici ed aventi 

un solo integrale uniforme, il qua1 caso si pub ottenere dando valori deter- 
minati alle quantità i, h ,  n,  r,, r,, . . . r ; ,  in modo perb che sia sempre sod- 
disfatta la  (2). Facciamo ad es.: 

Si h a  cos1 un'equazione con quattro punti singolari O,  a ,  6 ,  c entro il 
parallelogrammo dei periodi; il primo dei quali, cioè Io zero, oltre ad essere 
singolare è ancora critico per gl'integrali, perchè le radici della sua deter- 
minante sono ambedue uguali a - 1. 
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Se poniamo: 

si vede che l'equazione si pub mettere sotto la forma: 

Le relazioni D,,, = 0 corrispondenti ai punti a ,  b ,  c sono: 

sicchè delle quattro quantità A ,  B, C, R una sola rimane arbitraria. 
Essendo n = 1, l'integrale uniforme diverrà infinito del primo ordine ne1 

punto zero, e sarà quindi della forma: 

ove E è un punto del parallelogrammo che non coincide con quelli di singo- 
larità, e h una costante determinata. 

Ma invece di quevto integrale consideriamo la sua derivata logaritmica, 
la quale è data da: 

V I = - -  Y" - - f ( z ,  ') + 1. 
Y ,  

(5 )  

Se prendiamo per funzione incognita: 

vPY:> 
Y 

l'equazione differenziale si trasformn nell'altra: 

Ponendo in quest'equazione in luogo di v il valore di v, dato dalla (5), 
si ottiene una nuova relazione, di cui il secondo membro 6 sempre 10 zero, 
ed il primo è una funzione di prima specie della x con cinque poli del primo 
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ordine entro il parallelogrammo, cioè, 0 ,  a ,  b ,  c, c. Annullando i residui di 
O ,  a,  b ,  c ed il valore che la  funzione prende in zero, quando si è annullato 
il residuo di questo punto, si hanno le cinque relazioni seguenti: 

Evidentemente deve esistere un sistema di valori per c e A che verifichino 
queste relazioni, e cib perchè si possa determinare la funzione v ,  e quindi 
I'integrale y,. Epperb tre delle (6) devono essere conseguenza delle altre due. 
Ma ci si pub accertare di questo eliminando E e A dalle (6), perchè allora, è 
facile vedere che si ottengano le (4), le quali per ipotesi sono soddisfatte. 

Dalla quarta delle (6) ahbiamo: 

A=-(-4 + B + C), 

e dalla quinta, ponendo per À il suo valore, si ricava: 

Quest'ultima relazione ci dà duc valori per E ;  ma soltanto uno di essi B tale 
che, sostituito nelle prime tre delle (6),  le verifica. Difatti, da una di esse, 
dalla prima per es., si ottiene: 

~ ' ( 4  = 2(B 4 C) [ p ( 4  -p(41 - 23w; 
ma per simmetria, servendoci ancora delle altre due, si ha invece: 

Sostituendo a p (E) l'espressione che già abbiamo trovato, si ottiene : 

- 2 R ( A +  B + C )  + 2 ( A +  B + C)zp(a)I. 
Annali d i  Matematica, tom0 XIX. 18 
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Per  quanto abbiamo detto vi deve sempre essere un valore di E che ve- 
rifica al tempo stessc) quest' ultima relazione e quella che ci dà. ~ ( 8 ) ;  ma 
dalla natura stessa di queste relazioni si vede subito che di tali valori non 
ve ne pub essere che uno. Quindi l'integrale y ,  é perfettamente determinato. 

L'altro integrale y, è dato da: 

13. Negli esempi che faremo sulle equazioni del terzo ordine, conside- 
reremo equazioni che hanno entro il parallelogrammo dei periodi un solo 
punto singolare, cioè quel10 critico per gl'integrali, e supporremo che questo 
punto coincida col vertice zero, il che del resto si pub sempre ottenere con 
un cambiarnento di variabile. Le  radici della determinante relativa a zero 
devono essere intere, e nelle vicinanze di questo punto vi devono essere sempre 
due integrali distinti privi di logaritnii, la qua1 cosa, come abbiamo veduto, si 
pub ottenere in due modi differenti. 

Sia: 

G ( x ,  y ,  3) = 0 

un'equazione del terzo ordine a coefficienti ellittici e che abbia entro il pa- 
rallelogrammo un solo punto singolare, che coincida col vertice zero, e siano: 

le radici della determinante relativa a questo punto, che supporremo intere 
e disposte in ordine crescente. 

Dalla natura dell'equazione G = O si deduce che la somma di queste tre 
radici deve essere eguale a 3; abbiamo quindi: 

Possiamo anche porre per condizione che la G = O abbia nelle vici- 
nanze del10 zero due integrali privi di logaritmi; allora le precedenti radici 
non potranno essere tutte tre eguali. Tenendo conto di questo fatto e della 
relazione (7) si vede che i tre numeri n, h ,  k devono avere valori interi e 
positivi, potendo anche essere eguali al10 zero, colla condizione perb che i 
due numeri h ,  k: non siano nulli al tempo stesso, perc,hé in questo caso le 
tre radici sarebbero eguali. 

Qui pure l'ultimo teorema del capitolo precedente pub servire utilmente 
per riconoscere in modo semplice se un'equazione del terzo ordine a coeffi- 
cienti ellittici ha l'integrale generale uniforme. 
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Supponiamo infatti di aver verificato che per l'equazione G = O è sod- 
disfatta la  relazione : 

D2,3 = O  

e di non saper nulla relativamente alle altre due: 

Di,* = O ,  Di, s = O. 

Con questo dato soltanto siamo in grado di dire che la G = 0 h a  uno O due 
integrali uniformi: Essa quindi deve ammettere un'integrale uniforme di se- 
conda specie, jl quale nelle vicinanze del10 zero deve comportarsi corne una 
delle due funzioni: 

%-n+h %-n+h+k. 
7 7 

ma cib non é possibile quando è: 

perchè allora vi sarebbe un integrale uniforme di seconda specie sempre finito 
ed avente in zero un infjnitesimo d'ordine - n + h O - n + h + k. Per  con- 
seguenza anche le due altre relazioni D,, , = 0 D,,, = 0 devon0 essere sod- 
disfatte, e la CA = O deve avere l'integrale generale uniforme. 

Questo fatto si presenta per l'equazione: 

y"'+[--3n(n+ l )p(x)++/ '+ [ -n (n  + w+ 2)p1(x)+P1 y = %  

ore a ,  13 sono costanti arbitrarie. Infatti le radici della determinante relativa 
a zero sono: 

-212, m $ 1 ,  ~ $ 2 ,  

ed è facile vedere che la relazione D I , ,  = O è sodddisfatta. 
di am^ ora ahuni  esempi di equazioni a coefficieilti ellittici del terzo OP- 

dine che hanno soltanto uiio O due integrnli unifornii. 
Pe r  considerare i due casi che si possono presentare diamo alle costanti 

n ,  h ,  k di G = O i due sistemi di valori : 

0 , O7 3 

- 1 ,  3 ,  o. 
Si hanno cod i due sistemi di radici: 

O ,  , O, 3 

- 1, 2, 2 ,  
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ai quali non potranno naturalmente corrispondere tre integraii distinti privi 
di logaritmi nelle vicinanze del10 zero. Ma affinch8 di questi integrali senza 
logaritmi ve ne siano due soltanto, dovremo porre per il primo sistema di 
radici la relazione : 

Do,3 = 0 
e per il secondo l'altra: 

Di,* = 0. 

Ne1 primo cas0 si ha l'equazione: 

e ne1 secondo l'altra: 

In queste due equazioni le tre costanti a ,  P ,  y sono legate fra loro dalla 
relazione: 

P3 + 4 u p  4- S r  - O, (10) 
sicchè due soltanto di esse restano arbitrarie. 

L a  (8) ammette sempre un'integrale uniforme di seconda specie, il quale 
diviene entro il parallelogrammo infinito del primo ordine in zero. Quest'in- 
tegrale è quindi della forma: 

ove E e h sono due costanti da determinarsi. 
Sostituendo questa espressione nella (S), si hanno per la determinazione 

di E e 1. le due relazioni: 

Abbiamo quindi entro il parallelogrammo due valori per 2, che potremo in- 
dicare con E~ e E 2 ,  essendo E~ = 20 + 2 w '  - c i .  Questi due valori di E ci 
danno i due integrali di eeconda specie: 
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Ne1 caso che i due valori di E vengano a coincidere, il che accade quando 
risulta: 

E i = O ,  E ~ = w ' ,  E ( = w + w ' ,  

si ha un solo integrale uniforme zl, di seconda specie. facile perb vedere 
che anche in questo cas0 di eccezione la (8) ha sempre due integrali uni- 
formi in tutto il piano, cioè, oltre all'integrale u,, ve ne è un altro, il quale 
non è di seconda specie. 

Infatti sieiio y , ,  y,, y, tre integrali distinti deila (8), i quali, quando 
colla x si gira ne1 senso positivo attorno al punto zero, subiscano la sosti- 
tuzione : 

essendo 6 una costante determinata differente da zero. 
Per  quel10 c,he abbiamo dimostrato ne1 capitolo precedente, sappiamo che 

l'integrale y, deve essere uniforme in tutto il piano. Epperb, se u ,  è il solo 
integrale uniforme della (a), dovremo avere: 

esseiido c una costante determinata, ed anzi potremo prendere gl'integrali y 
in modo che sia c = 1 e u, = y,.  

Si faccia ora nella (8): 

y = u ,  z d x ;  S 
si ottiene allora l'equazione del secondo ordine in z :  

la quale è pure a coefficienti ellittici, ed ammette yer integrali le due fun- 
zioni uniformi in tutto il piano: 

Quest'equazione è quindi di quelle del PICARD; ma, se calcoliamo le ra- 
dici della sua determinante relativa a zero, si vede che esse sono amhedue 
eguali a 2. Per conseguenza lit (11) non pub essere una equazione del PICARD, 
e quindi la (8) deve avere due integrali uniformi u,, ue. 
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L'integrale u, si pub ottenere dalla ( I l ) ,  osservando che essa ammette 
sempre un integrale uniforme di seconda specie xi, per il quale si deve avere 
necessariamente : 

e quindi: 

U* = U, 2 i d Z  1 
L'integrale non uniforme della (11) è dato da: 

e quindi per avere l'integrale non uniforme della (8) baster& porre: 

Si pub ancora ottenere l'integrale u, facendo uso della formula: 

nella quale si suppone dapprima la 6 ,  indeterminata, eppoi si assegna ad essa 
il valore che deve avere. Non staremo qui a dimostrare questa formula, la 
quale del resto si ottiene assai facilmente. 

Andiamo ora all'equazione (9) ; essa ammette un unico integrale uniforme 
dato da: 

- P z  
u i = e  . 

Per avere gli altri due integrali che non sono uniformi basta fare nella (9): 

Si ha allora l'equazione in t :  

la quale per le osservaziorii già fatte sulla (11) deve essere di quelle del 
P~CARD. E ci si pub accertare di questo col cambiare nella (12) la funzione 
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incognita facendo : 

t = w e  . 
Essa jnfatti si trasforma d o r a  nella equazione: 

la quale non è altro che quella del  LAM^ ne1 caso di lz = 1. 
Quindi la (12) si integra facilmente, e ci dk due integrali t,, t,, in ge- 

nerale ambedue di seconda specie. D a  quest'integrali poi si passa ai due non 
uniformi della (9) mediante le formule: 

Teïmino questo lavoro rendendo vivissime grazie all'egregio prof. VITO 
VOLTERRA) il quale mi ha guidato iil questi studj, dandomi numerosi ed utili 
consigli. 
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Corrispondenze univoche singolari 
delle curve ellittiche 

armoniche ed equianarmoniche. 

(Memoria II di FEDERICO AMODEO, a Toritzo.) 

N e l l a  Memoria I abbiamo gih accennato che queste corrispoodenze 
singolari furono fatte notare da1 KLEIN (**), e sono state studiate per la prima 
volta da1 cbiar. signor SEGRE (***). 

Il signor SEGRE ha fatto vedere che, assegnata una coppia di punti omo- 
loghi, è individuata una corrispondenza in ciascuno dei sistemi di corrispon- 
denze univoche singolari che esistono sulle curve ellittiche (due sistemi nelle 
curve armoniche, quattro nelle curve equianarmoniche); ma, non avendo espli- 
citamente data la costruzione di una almeno delle corrispondenze singolari di 
ciascuna curva, lascia sospesa la costruzione delle altre. 

Noi presentiamo queste costrhzioni e diamo al tema uno svolgimento al- 
quanto diverso, che crediarno non debba riuscire del tutto inopportuno. 

Per brevità, quando avremo bisogno di riferirci alla Memoria 1, faremo 
uso della notazione (M. 1) ed a questa rimandiamo il lettore per la spiega- 
zione dei simboli che qui sono adottati. 

(*) Cfr. in questi medesimi Annali: Le corrispoadenze univoche sulle curve ellittiche 
d i  ordine n normali  d i  ulzo Sn-,, vol. 19, pag. 1. 

(**) K L E I N ,  Ueber die Aufl6sung gewiesser Gleichungen von siebenten und achten 
Grade. Math. Ann., pag. 279. 1879. 

(***) SEGRE, L e  corrispondenze univoche sulle cwve ellittiche. Atti della r. Acc. di 
Torino, vol. 24. 1889. 

Annali di  Matematica, tom0 X I X .  19 
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§ 1. Teoremi generali. 
Trasformazione di una C in sa stessa. 

1. Il prodotto di  una corrispondenza singolare C per ciasczcna delle cor- 
rispondenxe ordifiarie ellittiche E, O d i  ciascuna corrispondenza E per la cor- 
risporzdenxa singolare G, produce uno stesso sistema d i  corrispondenze szia- 
golari) che contie~e la C. 

Infatti, una corrispondenza ordinaria ellittica E, dovendo essere trasfor- 
mata dalla corrispondenza singolare C in un'altra corrispondenza priva di punti 
uniti, sarà trasformata in un'altra corrispondenza ordinaria ellittica E,, quindi 
si avrà: 

C- E C E E l ,  
e percib 

E C d E , ;  

cosicchè in qualunque ordine si faccia la moltiplïcazione il sistema di corri- 
spondenze c.he si ottiene sarà sempre Io stesso. 

. . Ciascuna di queste corrispondenze non pub essere ordinaria, perchè se 
f'osseCE=Ei, sarebbe C=E,E-kE2 ,  e se fosse CE r J ,  sarebbe C G J  E-'=J,. 
.Si ottierie la stessa C quando essa si moltiplica per I'identità. 

Lo stesso sistema di corrispondenze si pub ottenere partendo da qualunque 
altra corrispondenza del sistema, poichè è C E . E, = C E,, cioè ad una corri- 
spondenza del sistema primitivo. 

2. Il prodotto della corrispondenxu C-l7 inversa d i  C ,  petm ciascuna cor- 
rispondenza ordinaria ellittica E, O vireversa, produce un altro sistemu d i  
corrispo.~l.delzxe singolari, ciascuna delle qzcali è inversa d i  ciasczclzlt corri- 
siondenza del sisterna precedente. 

Che siano singolari si vede corne sopra; che siano diverse dalle prece- 
denti si geduce da cib, che, se fosse C-' E C Ei7 sarebbe E G Ce E,, cioè = 
ad una O ad una corrispondenza singolare, secondo che C" una J (nelle 
curve armoniche) O una corrispondenza singolare anch' essa (nelle curve equia- 
narmoniche). 

Per le curve equianarmoniche, se è C = T, questo secondo sistema è rap- 
presentato da Ts E, e, se è C E S ,  esso é rappresentato da S5 E. 

3. Supposto che Cz fosse pure una corrispondenza singolare, diversa da CYi 
(cib succede nelle curve equianarmoniche quando sia C s S , guindi C' = T), 
saranno C2 E e C" E altri due sistemi di corrispondenze singolari, diversi fra 
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loro (corne si vedrebbe analogamente a quanto si é fatto sopra) ed anche di- 
versi dai precedenti; perchè, se fosse C E = Cg E O C E r t% El sarebbe E = C E 
ovvero E = J E, assurdo. 

4. Se una corrispondenza ordil~aria ellittica E, è trasformata-nella cor- 
rispondenxa ellittica Eq da m a  corrispondenxa singolare C d i  un gualzcnque 
sistemu, essa è trasformata lzellu stessa E, da ogni ultra corrOspondenxa sin- 
golare dello stesso sistema. 

Per l'ipotesi si h a  
C-'E, C G E 2 ,  

ma per teorema noto (M. 1, n." 19) si ha pure 

essendo E una qualunque altra corrispondenza ellittica: dunque, 

C-'E-*E, E C  r E,, 
ovvero, 

C-'E-' E,. EC E,, 

dove E C rappresenta (n.' 1) ogni altra corrispondenza del sistema di C. 
Qualora sia E, _= E, si ha : 
Una corrispondenxa E ellittica è trasformata 2r2 sè stessa da tutte O da 

nessunu delle corrispondenxe singolari del medesiwlo sisterna. 
E quindi: 
Se una corrispondenza E trasforma una corrispondenxu singolare di un 

dato sistema iu pesta stessa, trasforma ogni altru corrispondenm dello stesso 
sistema in essa stessa. 

5. Gli elementi uniti della corrispondenza debbono essere trasformati in 
elementi uniti, dunque: Ogni corrispondenza singolare Q delle curoe armo- 
niche pub essere trusformatu in  sè stessa solo dalla involuxiolze fondamen- 
tale F,. Le coppie di punti uniti delle corrispondenxe Q costituiscono tutte le 
coppie di elementi coniugati della F,. 

Ogni corrispondenza si?zgolclre di terxo ordine T delle curve epuianar- 
moniche pub essere trasformata in sè stessa solo dalla corrisponderzxa ellit- 
tica E ciclica del terxo ordine. Le terne d i  punti uniti delle T costituiscono 
tutti i cicli della corrispondenxa ellittica E ciclica del terxo ordine. Le cor- 
rispondenxe singolari S del sesto ordine n.on sono trasfo~mate in sè stesse da 
alcurna corrisponde fixa E. 
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Inoltre, e cib sappiamo già per altra via (M. 1, n.' 13 e 12): 
Ogni corris~otadenxa Q è trasformata in  sè stessa da due invoiuxioni 

razionaZi, cioè da quella che ha comune con essa due punti uniti e da quella 
che ha comune con essa la coppia ilzvolutoria. 

Ogni corrispondenxa T è trasforrnata in  sè. stessa da tre corrispondenze 
raxionali J ,  quelle che hanno comune con essa uno degli elementi uniti e per 
coppia i rimanenti elementi uniti; ed è trasformata in  sè stessa pure da ana 
corrispondenxa S e dalla inversa di questa. 

Ogni corrispondenza S è trasformata in  sè stessa da una corrispondenxa 
razionale J,  quella che ha comune con essa Z'elemento unito, e da zcna cor- 
rispondenxa T di terxo ordine (*)). 

5 2. Corrispondenze singolari delle curve ellittiche armoniche. 
(;Oostruzione d i  una Q. 

6 .  Gia sappiamo (M. 1, n." 15) che nelle curve armoniche non vi sono 
che due soli sistemi di corrispondenze singolari del quarto ordine, per cui essi 
sono indicati rjspettivamente da Q E e Q-fi E, ovvero da Q E Q3 E ,  dove Q ifi- 
dica una qualunque delle corrispondenze singolari del quarto ordine. 

Se con J, indichiamo la involuzione razionale quadrato di Q, sarà Q Jq= Q - 9 ,  

e quindi Q-' E = Q J,. E E Q J , ,  e per la nota del n." 5, r J, Q; oppure sarà 
Q E = Q3 Jq E =- Q S  J 3  = J1 Q 3 .  Quindi : 

I l  secondo (primo) sistema si pu6 ottenere pure moltiplicando una,cor- 
rispondenza del primo (secorado) sistema per ogni corrispondenxa razionale 1 
O, viceversa, rnoltiplicando ogni corrispondenxa razionaie J per una corrispon- 
densa del primo (secondo) sistema. 

Sicchè possiamo affermare che ogni corrispondenxa singolare, di uno dei 
dece sistemi delle curve ellitticke armoniche, moltiplicata per una E, produce 
una corrispondenza singolare dello stesso sistema e rnoltiplicata per una J 
produce una corrispondenxa singolare del sistema inverso. 

(*) Si not i  ancora che il primo teorema del n.' 3 della M. 1 si pub enunciare i n  par- 
ticolare, per le corrispondenze singolari, ne1 segueute modo: 

Ogni corrispondenza singolare C trasforrna una c~r~m~spondenaa razionale J in 
un'altra corrispondenza raziona le J, , cioé si ha : 
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Da cib, e da1 n." 14 della M. 1, si ricava che: 
Una corrispondenxa. Q ed una E, corne pure unu corrispondefixa Q et1 

una J hanno sempre due coppie di  elementi comuni. 
Osservando inoltre che , 

J Q J = Q J , J s  Q E E Q , ,  
e che, 

E - ' Q E - Q E , E r Q E , r Q , ,  
si ha pure: 

Unn corrispondenxa singolare Q è trusformata da una E e da una J sempre 
in  una corrispondenxa singolare clello stesso sistema a cui essa appartiene. 

7. Dall'essere QI G Qi E, oppure - Q;'J (essendo E, J qualunque) si ha  
pure, 

Q, Q, - Q, Qri J - J 

cioè: Il prodotto di due corrispondenxe singolari delle curve nrmoniche aypar- 
tenenti ad uno stesso sistema è una J ,  ed i l  prodotto di due di peste corri- 
spondewe appartenenti a sistemi inversi è una E. E quindi (M. 1, n." 14): 

Due corrispondenxe dello stesso sistema rton possono avere coppie cornuni 
e due corrispondenxe di sistemi differenti hanno quattro coppie comuni. 

8. F r a  i prodotti di una Q per una corrispondenza E sono notevoli quelli 
che si ottengono moltiplicando la Q per le tre involuzioni fondamentali F. 

Indichiamo con rn una curva ellittica armonica normale di uno Sn-,, e 
con ..4, B, C, D quattro suoi punti; se Q ha  per elementi uniti i punti A ,  B, 

e per coppia involutoria la coppia C D ,  cioè se è Q - A ,  R C D  (3, A B C D  ' D G  
sono (M. 1, n." 13) punti di contatto di una rigata razionale MF-"on la 
curva rn, e indicando con Fi, F,, F, le involuzioni fondamentali che sono iri- 
dividuate rispettivamente dalle coppie A B ,  ,4 C, A D ,  si ha 

F ; = A B ,  CD,  F , = A C ,  B D ,  F , r A L ) ,  B C ,  

e quindi si ha pure, 
A B  QF = 

A C B B  
Q F  = 

A D B C  
Q F , r C ,  D, 

BA' ' -  C B D A '  3 - D B C A '  

(*) La notazione da noi qui adottata è conforme a quella adottata per le proiettivith 
da1 chiar. prof. A. SANNIA (v. ristampa della sua Geometria Proiettiva. Napoli, Pelle- 
rano, 1891). 
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La prima di queste è la corrispondenza del sistema il cui quadrato pro- 
duce la medesima involuzione razionale J, del quadrato di Q ;  e quindi, le 
quattro corrispondenze singolari che hanno per quadrato la medesima invo- 
luzione razionale J q  sono: 

Q ,  Q i ,  QF , ,  FiQ-'. 

Le due altre corrispondenze Q Fp, QF3 confermano non solo (M. 1, n.' 13) 
che ogni corrispondenxa Q pub essere proiettata da un [n - 31, (*) della curva, 
e quindi da ao, secondo una proiettività ciclica di [n - 21 del quarto ordine; 
ma inoltre fanno pure vedere che le quattro coppie che hanno in cornune due 
corrispon.den;ze singolari Q appartenenti a sistemi diferenti possono pure for- 
mare u.n ciclo solo, e che, d i  conseguenza, nemmanco ut8 ciclo basta ud indi- 
viduare una corrispondenxa Q se fion è precisafo il sistema a czri essn deve 
appartenere. 

Possiamo ancora notare che ogni proiettività ciclica del quarto ordine 
di [n. - 21 che ha per sostegno un [n. - 31, della curva rn, proietta quattro 
corrispondenze singolari, e sono: 

JFz, QF3, F ~ Q ' ,  FsQ-'7 

qualora sia Q la corrispondenza singolare il cui quadrato Jq ha per suo [n - 31, 
direttore, l'ln - 31, di proiezione. 

9. Indicando ancora con A BCD i quattro punti di contatto di una ri- 
gata razionale colla curva e con (m) il fascio di [n - 21, secondo il 
quale un [n - 31, direttore m di questa rigata proietta le sue generatrici, 
gli [n - 21 del fascio (m) si possono accoppiare in involuzione in modo che 
gli [n - 21 tangenti che toccano la curva in AB, oppure qiielli che la toc- 
Cano in CD siano gli [vz - 21 doppii. Si  pub dire che le generatrici di 
sono esse stesse accoppiate in involuzione, e che le due involuzioni sono ar- 
moniche fra loro (**). 

Consideriarno due generatrici coniugate y ,  p' della involuzione i cui raggi 
doppii sono quelli che passano per A e B, se L Li, MM, sono i punti che 
ciascuna di essa determina sulla curva, q u e ~ t i  debbono costituire un ciclo delln 
corrispondenza singolare P; ma al punto L dell'una generatrice si pub far 
corrispondere il punto M O il punto Mi dell'altra generatrjce, quindi a se- 

(") Indichiamo con [ ~ z  - 31, un (n - 2)-secante della curva ï" d i  s,-,. 
(**) Ciob che l 'ma  involuzione trasforma l'altra nella inversn di questa. (Vedi, Lezio~zi 

sulle omografie binarie, 2." ediz. Eapoli, Pellerano, 1889.) 
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conda che la coppia è L M  o LM, si ha l'una O l'altra corrispondenza che 
ha per punti uniti A ,  B e per coppia involutoria CD. L'una di queste h a  
L ML, M, per ciclo, l'altra ha  per ciclo L M, L, M. 

Quindi : ogni punto unito individf~a due corrispondenxe singolari Q , Q-', 
una ZPZ C M S C U ~ ~  sistemu, l'una iwersa dell'altra. 

Se  si voglia costruire la corrispondenza singolare di uno dei due sisterni 
che B individuata da  un punto unito A ,  basterà proiettare la corrispondenza 
di quel sistema che ha per punto unito A da uno degli con--, [qt - 3Is della 
curva che giacciono con A,  A ,  in uno stesso [n - 21, cioè basterà trasfor- 
mare la Q = A ,  B, .. . mediante la J = ( A  A,) (vedi n.' 6). 

Analogamente edna coppia di elenzenti omologhi irtdividua una corrispon- 
denza singolare in ciascuno dei due sistemi. Sia difatti PP' la coppia; nella 
corrispondenza singolare Q si costruisca l'elemento P, che corrisponde a P, 
e siano E,, 1, ordinatamente la corrispondenza ellittica ordinaria e la invo- 
luzione razionale individuata dalla coppia P, P', -saranno Q E, ,  Q J ,  le corri- 
spondenze dei due sistemi individuate da YP'. 

10. Yercib è innanzi tutto necessario, non solo di saper costruire tutti i 
cicli della corrispondenza 

9 - A ,  R, 
C D  LML, M, 
OC' M L , M , L )  

ma di saper costruire ancora di un dato elemento P di rn, l'omologo nella, - 
corrispondenza Q. 

Per  costruire tutti gli altri cicli della Q,  conoscendone il ciclo L ML, M,, 
basterà ricordare (n." 5) che la corrispondenza singolare Q è trasforniata in 
SB stessa dalla 

A C  A C  
dalla F , - = e dalla 1. = "-BD' Quindi, se degli elementi del ciclo L ML, Ml 

trovano gli elementi ornologhi L' Mt L', Mtl in Fi, questi formeranno un 
:ro ciclo di Q, e se di questi elementi si trovano gli omologhi L, M, L3M3 

J,, e di questi gli omologhi L',Mi, L', M', in F, , e di questi gli omologhi 
Jp, ecc., saranno L. M, L, M,, L'e W, Il', M', , ecc., tutti cicli della corri- 

spondenza O. Ma con ci6 non ancora si pub costruire di un elemento P di Q 
il corrispondente P .  

Per farlo si osservi che se si proietta la corrispondenza singolare Q da 
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si otterrà (M. 1, n." 9) una proiettività (m) di [ r l -  21, che avrà per [n - 21 
uniti quelli che proiettano la coppia A E di punti uniti e la coppia involu- 
toria CD, e questa sarà ciclica del quarto ordine, perchè quattro [n - 21 suc- 
cessivi di un ciclo saranno dati dagli [n - 21 che proiettano il ciclo L ML, M, 
(M. 1, n." 11). Se indichiamo con NON, O, le rimanenti intersezioni di questi 
[n - 21 con la curva rn, sarà pure NON, O, un altro ciclo della corrispon- 
denza Q ,  ed NN, 00, saranno due altre coppie della involuzione razio- 
nale J q .  Mediante la proiettività ciclica del quarto ordine (m), già sappiamo 
che il punto P' corrispondente a P nella Q si deve trovare nell'[n - 21 che 
corrisponde a quel10 che passa per P, e che si sa costruire elementarmente, 
ma il punto P' si deve pure trovare sulla generatrice della rigata con- 
iugata a quella che pa.ssa per P nell'involuzione J,, quindi esso è il punto 
d'intersezione della generatrice con l'[n - 21. 

Questa costruzione degli elementi di Q, pub servire anche a costruire per 
punti la curva Fm (*). 

3 3. Corrispondenze singolari 
delle curve ellittiche equianarmoniche. 

11. Già sappiamo (M. 1, n." 15) che nelle curve ellittiche equianarmo- 
niche non vi sono che quattro sistemi di corrispondenze singolari, dunque essi 
sono rappresentati rispettivamente da: 

S E7 s - ~  E, SzE, S- E, 
ovvero da 

t3 E 7  S5 E, S3E, S4 E, 

dove S indica una qualunque corrispondenza singolare del sesto ordine, e 
quindi S2 una corrispondenza singolare T del terzo ordine. 

(*) P e r  es., nelle curve ellittiche armoniche piane del terzo ordine, assegnati i punti 
A B C D,] il punto di concorso S delle quattro tangenti (armoniche) in questi punti ed i 
punti L M restano individuate l a  irivoluzione di raggi  di centro 5' e la proiettiçits di raggi 
ciclica del quarto ordine di centro A B  -.CD r M; e quindi si possono costruire gli altri  
due punti L I ,  M l .  S e  poi inoltre si assegna un punto P della curva si troveranno con co- 
struzioni  emplic ci gli a l t r i  t r e  punti Pr, Pt', Pl1' che insierne a P formano un ciclo della 
Q = A , B , .  . . , e analogamente i punti P l ,  Pz,  P3 che insieme a P formano un ciclo della 
O =  C, D , . , .  . 
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I l  pr imo ed i l  secondo sistema sono formati d i  corrispondenze szizgolari 
cicliche del sesto ordine, e sono l'uno inverso del l 'a l tro;  i l  terxo ed i l  quarto 
sistema sono forrnati d i  corrispondenze singolari cicliche del ierzo ordine, e 
sono pure l 'uno inaerso dell'altro. 

O g r ~ i  corrispondenxa del terxo sistema è il quadrato d i  una  corrispon- 
denxa del pr imo sistema e d i  u n a  del quarto sistema, ed ogn,i corrispondenxa 
del quarto sisterna è dl quadrato d i  una corrispondefixa del  secondo e d i  una  
de$ terxo sistema. 

12. Se con J, indichiamo quella corrispondenza razionde che è il cubo 
di una assegnata corrispondenza singolare S del sesto ordine, sarà: 

e viceversa. Dunque : 
;r2 quario (O terxo) sistelna d i  covrispondenxe s ingolari  s i  pub pure ot- 

tenere moltiplicando ul'cu cowispondewa singolare del pr imo (O secondo) si- 
stelna pet- ciascuna in.oo1uxione ruxionale J ,  O moltiplicando ogni cowispon- 
d e m a  raxionale J per m a  corrispondenxa del p ~ i m o  (O secondo) sistema. 

E viceversa, da1 quarto (O terzo) s i s t e m  s i  ottiene amlogamente  i l  pr imo 
(O secundo). 

Ovvero altrimenti : 
O g n i  corrispondenxa sivgolare d i  uno dei  quattro sisferni nzoltiplicata 

per u n a  corrisyondenxa razionale J produce zma corn3pondenxa singolare, d i  
ordine diverso, a p ~ a r t e n e n t e  a l  sistemn h v e r s o  del sistema quadrato d i  quel10 
a cui appartiene la corrispondenxa data. 

Si ricava dai precedenti teoremi: 
U n a  corrispondenza singolare S ed u n a  corrispondenxu ellilticu ordi- 

naria E hunno una  sola coppia conzune; 
U n a  corrispondenza singolare T ed u n a  corrispondenxa ellittica or-di- 

naria E hanno ire coppie comuni; 
U n a  corrispondenxa singolare S ed u n a  corrispondema raxionale J h a m o  

tre coppie comuni; 
U n a  corrispondenxa singolare T ed una  corrispotzdenxa ~.uzionale J llanno 

una sola coppia conzune. 
13. 11 prodotto d i  due cowispondewe  s ingola~. i  d i  due sistelui i~zcers i  è 

sevape zina cowispondenxa oî.dina~.in ellittica. 
A nnali d i  Afaterïntica, tom0 SIS. 20 
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I l  prodotto di due corrispondenze singolari di uno stesso sistema è una 
corrispondenxu del sistema quacl~ato del primo. 

Difatti, indicando oon C una qualunque delle corrispondenze S,  S5, SI, S4, 
si ha sempre 

C E 1 * C - ' E 2 ~ C . E i C - ' . E , ~ C C  + . E 3 E 2 ~ E ,  

oppure 
CEi.CE2-C.EiC.En-C2E. 

Quindi, due corrispondenxe del10 stesso sisiernu non possono avere coppie 
di  elementi comuni; due corrispondenze di sisterni inversi hanfio sempre tre 
coppie comuni. 

Ed inoltre, una corrispondenxa del terxo (quarto) sistema si pub ottenere 
sia moltiplicando fra loro due corrispondenze del primo (secondo) sistema, 
sia moltiplicando fra loro due corrispondenze del quarto (terxo) sistema. 

14. Analogamente si dimostrano i seguenti teoremi. 
I l  prodotto di  una corrispondenxa del primo (secondo) sistema per una 

corrispondenxa del terxo (quarto) sistema è una corrispondenxa raxionale J. 
Il prodotto di una corrispondenxa del primo (secondo) sistema per una 

corrispondenxa del quarto (terxo) sistema è una corrispondenxa del secondo 
(primo) sis tema. 

E quindi: 
Una corrispondenxa del pritno (secondo) sistema ed unn del quarto (terzo) 

hanno in cornune quattro coppie d i  elementi omologhi. 
Una cor~ispondenza del primo (secondo) sistema ed ana corrispondenza 

del terxo (quarto) hanno a comune una solo coppia di elernenti omologlzi. 
15. Indichiamo con rn una curva ellittica equianarmonica normale di 

un e con A i ,  Bil Ci, Di i quattro punti uniti di una determinata cor- 
rispondenza razionale Ji; ognuno di questi riguardato corne punto unito indi- 
vidua due Tl una per ciascuna dei due sistemi terzo e quarto. Indichiamo 
rispettivamente con Ta, T b ,  Tc, Td le corrispondenze individuate da ciascuno 
dei punti A i ,  B,, C,, Di ne1 quarto sistema, e supponiamo che in una di 
esse, per es. Ta, siano A,, A, gli altri due puiiti uniti sarà: 

Se A, BI Ci Di sono proiettati in A2 BO Ce DO da un [fi - 31 che si ap- 

poggia alla corda A ,  A,, ed in A, BI C, D, da un [n - 31, Che si a~poggia  
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alla corda A, A , ,  saranno A, B,, B, B,, C, C3, D, D3 elementi corrispondenti 
nella corrispondenza ellittica E3 r J3 J , ,  la quale b quindi precisamente la cor- 
rispondenza ellittica ciclica del terzo ordine, ed ha per cicli di punti le terne 
AiAzA,, BiBzB,,  Cic'zG, DiDzD3- 

Inoltre nella corrispondenza singolare Ta  sono pure cicli di elementi, le - 

terne B, C, D2, B3 C3 D3; poichè trasformando la Ta mediante J 3  = 
AiBi il 

- A2 B Z m * *  
AI B1 ciclo B, Ci D, si trasforma in B, C2 D,, e trasformandolo mediante 1, = A3 B3 . .  . 

esso è trasformato in Il3 C3 D,; quindi si ha: 

Trasformando questa corrispondenza mediante le tre involuzioni fondamentali 
F, = A, B i ,  Ci D,,  F, G A, C I ,  Bi D i ,  F, - Ai Di ,  B, Ci otterremo precisa- 
mente le altre corrispondenze singolari T b ,  Tc, T a ,  del10 stesso sistema a cui 
appartiene Ta, cioè del quarto aistema e sono: 

Moltiplicando ciascuna di queste T per la corrispondenza ciclica E, del 
terzo ordine, si debbono ottenere altre T del terzo sistema; e sono: 
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e queste mostrano che le t re  coppie comune a l la  E, ed a ciascuna corrispoîz- 
dercxu singolare T costituiscono u n  ciclo d i  terxo ordine. 

Riepilogando si h a  il seguente teorema: 
S e  A ,  A, A, sono i pzlnti uniti d i  una corrispondenza singolare del terzo 

ordine Ta le t re  quaterne:  

solzo t a l i  che qualunpzie t e rna  d i  punt i  presa fra essi ,  che differiscono fra 
loro solo par g l i  indici ,  o solo per  le lettere, O per g l i  ind ic i  e le lettere in- 
sienze, costituisce sempre un ciclo d i  urza corrispondenxa singolare del  t e m o  
e del quurto  sistenza. 

16. Ora vogliamo costruire, di un punto Mi della curva rn, il punto cor- 
rispondente M, nella corrispondenza singolare Ta. 

Si noti che proiettando la corrispondenza singolare Ta da uno m degli 
[n - 31, della curva rf2 che si appoggiano alla corda A,  As si otterrh 

(M. 1, n." 11) una proiettività (m) di [n - 21, ciclica del terzo ordine. Mediante 
questa proiettività succede che sulla .superficie razionale che tocca la 
curva in A , ,  Bi, Ci,  Di,  le generatrici che proiettano i punti corrispondenti 
della Ta costituiscono una proiettività di specie, ciclica del terzo ordine, 
d i  cui un ciclo è quello delle generatrici tangenti nei punti B,, C, ,  .D,, l'altro 
è quello delle congiungenti le coppie di punti B2 B,, C ,  C, ,  D, D,. 

Analogamente, proiettando la corrispondenza Ta. da uno m, degli son--3 
[n - 31, che si appoggiano alla corda A,  A , ,  otterremo in questo sostegno 
una proiettività di 11% - 21 ciclica del terzo ordine, di cui costituiscolio cicli 
quelli che toccano la curva in B, C, D,, e quelli che proiettano le corde 
Bi B2, Cl G ,  Di Dz. 

11 punto, che corrisponde al punto dato M, in T a ,  deve trovarsi sulla ge- 
neratrice della superficie MF-2 che corrisponde a quella che passa per M,,  
deve trovarsi nelll[n - 21 della proiettività (nt)  che corrisponde a quello che 
passa per M,,  quindi sarà precisamente il punto d'intersezione di questi due 
elementi. 

17. Si  voglia ora cûstruire una corrjspondefiza singolare T del terzo si- 
stemn individuata da un punto unito L 4 i ,  oppure da una coppia P, Y, di  punti 
omologhi. Se  è dato il punto unito Ai ,  la T si costruisce direttamente corne 
abbiamo fatto per la corrispondenza Ta ,  oppure si costruisce proiettando la Ta 
nella curva stessa da uno degli [n - 3Is the si appoggiano alla corda Ai Ai* 

Se poi B data la coppia P, P,, si troverà di P, l'elemento omologo P', 
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nella T a ,  e si moltiplicherà la corrispondenza singolare Ta  per la corrispon- 
denza ordinaria ellittica E, individuata dalla coppia Y', P,; il prodotto sarà la 
corrispondenza richiesta. 

hnaloga è la oostruzione per le corrispondenze del terzo sistema. 
18. Sappiamo che dalle corrispondenze T del quarto sistema si ottengono 

quelle del primo moltiplicandole per una corrispondenza razionale J. Indi- 
chiamo, conformemente a q u a n t ~  abbiamo fatto ne1 n." 15, con S, la  corri- 
spondenza del primo sistema individuata da1 punto unito A , ,  sarà: 

e la Sa è pienamente individuata, non solo, ma si pub anche mediante la T, 
costruire (n." 17) di ogni punto Mi il suo corrispondente. 

Analogamente mediante Tb, Tc, Td, e la stessa involuzione Ji si otter- 
rebbero : 

L e  quattro corrispondenze singolari Sa, Sb, Se, Sd e le loro inverse sono 
le otto corrispondenze singolari del sesto ordine che hanno per cubo la me- 
desima involuzione razionale Ji (vedi SEBRE, 10c. cit., n.' 10). 

Qualora si voglia costruire la S del primo sistema, individuata dalla coppia 
LI L,, si troverebbe nella corrispondenza singolare Ta del quarto sistema l'ele- 
mento L', omologo all'elemento Li,  e si moltiplicherebbe la T, per la invo- 
luzione razionale individuata dalla coppia di elementi coniugati L', L,. 

Analoga è la costruzione delle corrispondenze singolari del secondo si- 
stema. 

Napoli, ottobre 1890. 
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Sulle sestiche 
di contatto alla superficie di Kummer. 

(Memoria d i  ERNESTO PASCA~, a Puvia.) 

Queata Mernoria fa seguito a quella pubblicata in quesio stesso Giornale 
Sull'cquazione razionale della superficie d i  Kummer. 

Assumendo per coordinate spaziali le quattro funzioni iperellittiche 2 pari 
di 1." specie, non solo la superficie di KUMMER acquista un'equazione raxio- 
nale, cioé tale che i .coe%cienti sono invarianti razionali della sestica binaria 
fondamentale, ma della stessa proprieta godono anche le sestiche di contatto 
alla superficie, cioè le superficie di 6." ordine che toccano quella di KUMMER 
lungo una curva di 12.m0 ordine. 

Lo scopo di questo lavoro é la ricerca dei varii coefficienti invarianti 
dell'equazione delle sestiche, e propriamente è il mostrare con quali artifizii 
si pub ricondurre il calcolo di tali invarianti alle formole fondamentali sta- 
bilite nella Memoria VI. 

L'equazione della superficie di KUMMER, e quella di queste superficie se- 
stiche, non interpretate geometricamente, ma considerate da1 solo punto di 
vista analitico delle funzioni iperellittiche, corrispondono non ad altro che alle 
due uniche relaxioni raxionali esistenti fra le cinque funzioni 2, e con cib 
le Memorie VI e VI1 vengono ad essere un completamento della Memoria V, 
in cui si sono separatamente studiate le 2 di genere 2. 

Pavia, febbraio 1691. 
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5 1. Corrispoi~denza fra la superficie di Riemann 
e la superficie di Kummer. 

Abbiamo visto nelle Memorie precedenti (*) come mediante una coppia 
di punti x'x" dati sulla superficie di RIEMANN, si possano costruire le quattro 
funzioni Xi X,  X3 X4 che si possono poi a lor rolta prendere come le coor- 
dinate omogenee di un punto del10 spazio, e allora saranno propriamente le 
coordinate di un punto di quella speciale superficie del 4." ordine che si chiama 
la superficie di KUMMER (**). 

Abbiamo dunque una corrispondenza fra le coppie di punti della supcr- 
ficie di RIEMANN e i punti della superficie di KUMMER (***). 

Studiamo di ehe nntura B questa corrispondenza. È chiaro in primo punto 
che ad ogni coppia x' x" corrisponde una sola quaterna X. Viceversa data 
una quaterna X è facile redere che le formole che definiscono le X si pos- 
sono risolvere rjspetto a 

e allora daranno valori determinati per queste quantità, salvochè resta perà 
,- - sempre l'indeterminazione del segno dei radicali Vf(x ' ) ,  \ I f ( x l )  i quali po- 

tranno prendersi con due segni diversi in modo perb che il loro prodotto 
abbia sempre quel segno che risulta dalla risoluzione. I n  altri termini ad ogni 
punto della superficie di KUNMER vengono cos\ sempre a corrispondere due 
coppie di punti di quella di RIEMANN, cioè O la coppia: 

(x,, vm; VW)), 
O l'altra conjugata: 

Supponiamo ora che i due punti x' x" di uria coppia coincidano; allora 
le X diventano tutte doppiamente zero (****); quindi i loro rapporti saranno 

(%) Memoria V. 5 8. 
(**) Memoria VI. 
(***) KLEIN, Lezioni, 1887. - BURKHARDT, Matii. Annalen, Bd, 35, 3 21. 
lit***) E indisperisabile notare qui  che noi intendiamo la  coordinats X4 espressa colla 
\ -- 3 a 

formola ;I4 = J f l d )  \l f'(xrl) - a") azll e non col segno +- come si trova espressa ne1 § 3 
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le coordinate di un punto determinato della superficie di KUMMER. Se invece 
i due punti x' x" sono coniugati, allora la X,  è diversa da zero, mentre le 
altre tre X continuano ad essere doppiamente zero. 

Possiamo conchiudere dunque che a tutte le coppie di punti coniugati 
corrisponde sulla superficie di KUMMER un unico punto, cioè il punto X ,  = 

X, = X, = O. Questo punto è evidentemente un punto doppio della superficie, 
perctè dall'equazione della superficie di KUMMER (vedi Mem. VI) risulta che 
in essa le coordinate Xi, X,,  X, non entrano linearmente, ma almeno a 
secondo grado. 

5 2. Corrispondenza f ra  il parallelepipedo 
degli integrali di 1." specie w e la superficie di Kummer. 

Teniamo presenti le considerazioni esposte ne1 $ 1 della Memoria V. Ivi 
si è supposto diviso tutto 10 spazio a quattro dimensioni in una serie di pa- 
rallelepipedi congruenti fra loro. Ogni punto del10 spazio corrisponde ad un 
certo sistema di valori pei due integrali di l.a specie w, w,. A meno d i  mul- 
t@li dei l.;eriodi w ,  tutti i valori delle w possono essere rappresentati da un 
punto del primo parallelepipedo che si chiama il parallelepipedo iniziale. 

Ad ogni coppia di punti x' x" sulla superficie di RIEMANN corrisponde urio 
e un solo punto del parallelepipedo iniziale, e viceversa ad ogni punto di 
questo corrisponde sempre una coppia di punti x' x"; perb a tutte le coppie 
di punti coniugati corrisponde il solo punto origine del parallelepipedo, e vi- 
ceversa al punto origine (w, = O w, = O) corrispondono solo tutte le coppie 
di punti coniugati. 

Ora è facile studiare la corrispondenza fra il parallelepipedo delle w e 
la superficie di KUMMER. 

Ad ogni punto del parallelepipedo iniziale (che non sia un vertice) cor- 
risponde sempre una coppia di punti (x), e quindi u n  punto della superficie 
di KUMMER. A1 vertice del parallelepipedo iniziale corrispondono tutte le coppie 

della Memoria VI. P e r  t rovare l'eqoazione della superficie di KU~IMER corrispondente a 
questo caso basta semplicemente mutare il segno di X4 nella eqimione jb) del § 3 (Mem. VI). 

Ponendo n '=a y = a", dove con art si intende il coniugalo di a", si ha: 

cioé questa X4 salvo ne1 segno corrisponde anche esattsmente a quella adoperata e studiata 
nella Mem. V (3 18). 

Annali di Matematica, tom0 XIX. 21 
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di punti coniugati (x), e quindi il solo punto origine della superficie di EUMMER, 
cioh il nodo (Xi =. O X, = O X, = O). 

Viceversa ad ogni punto della superficie di KUMMER corrispondono due 
punti del parallelepipedo delle W. 

Propriamente se w è uno dei punti corrispondenti, I'altro sarà quel10 che 
ne1 parallelepipedo iniziale è congruente al punto - w ,  il quale ultimo punto 
sta naturalmente fuori del parallelepipedo. 

L a  corrispondenza dunque fra il parallelepipedo delle w e la superficie 
di KUMMER è una corrispondenza (1, 2); percib possiamo asserire che le coor- 
dinate dei punti della superficie d i  KUMMER sono funzioni monodrome delle w 
(come si sa), e viceversa le w sono funzioni bidrome dei punti della super- 
ficie di KUMMER, cioè, in altri termini, le w sulla superficie di KUMMER sono 
funzioni a due valori. 

Immaginiamo dunque una doppia superficie di KUMMER, cioè due super- 
ficie di KUMMER eguali sovrapposte l'una all'altra; allora siil complesso di 
p e s t e  due superficie le w saranno funzioni monodrome. 

§ 3. Le funzioni w distese sulla superficie di Kummer. 

Abbiamo detto che sopra una doppia superficie di KUMMER gli integrali w 
sono funzioni monodrome. Vediamo ora se le w sono funzioni diramate sulla 
superficie di KUMMER; cioè se vi gono punti della superficie di KUMMER attorno 
cui i due valori delle w si succedono fra loro in ciclo, O anche punti in cui 
le due falde della supposta doppia superficie di KUMMER si debbono immagi- 
nare connesse fra loro circolarmente. 

Tali punti di diramazione dovranno corrispondere a quelli in cui i due 
valori di w vengono a coincidere; ora, poichè tali due valori non differiscono, 
come si è visto, che pel segno (a meno di multipli interi di periodi), cosi è 
chiaro che i punti di diramazione saranno quelli corrispondenti al punto w = 0, 
cioè ai  vertici del parallelepipedo iniziale delle W. Come si sa ,  tali vertici 
corrispondono sulla superficie di KUMMER all'unico punto X, = Xz = X3 = 0, 
cioè al vertice che ne1 tetraedro delle X è opposto al piano X4 = O. Dunque 
solo ta1 punto potrebbe essere sulla superficie di KUMMER un punto di dira- 
mazione. 

Perb noi già sappiamo che esso è un punto doppio per la superficie di 
KUMMER; da1 che si deduce che corrisponde a due punti di diramazione riuniti 
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insieme; dunque girando sulla superficie di KUNMER intorno a ta1 punto doppio, 
le funzioni bidrome w non potranno che ritornare in loro stesse, onde effet- 
tivarnente possiamo concludere il teorema importantissimo (*): 

u L e  w sono sulla superficie di KUMMER funzioni bidrome, ma non dira- 
u mate. L a  stessa proprietà si verifica naturalmente per ogni funzione mono- 
u d ~ o m a  delle W .  n 

In particolare quindi possiamo asserire che le funzioni g, essendo funzioni 
monodrome delle w ,  sono funzioni non diramate sulla superficie di KUMMER, 
e cos) anche la funzione 8, che è l 'mica funzione iperellittica dispari di 
1." specie (**). 

5 4. Interpretazioni geometriche dei  risultati precedenti. 

Abbiamo già introdotta nei paragrafi precedenti , una doppia superficie 
di KUMMER per fare che su di essa le w si rappresentino monodromicamente. 
Per  definire questa sovrapposizione della superficie con sè stessa noi possiamo, 
anzichè usare le w ,  prendere una qualunque funzione monodroma delle w ;  
preridiamo per es. una funzione o. 

È facile dimostrare che il quadrato d i  una o dispari si esprime linear- 
mente mediante 2,  8, 8,, mentre il quadrato di una a pari si esprime linear- 
mente mediante 8,  2,  8, 8,. 

Quindi eguagliato a zero un ta1 quadrato, rappresenterà ne110 spazio della 
superficie di KUMMER, un piano. Si pub mostrare che ta1 piano ha perb una 
notevole posizione rispetto alla superficie. 

Infatti essendo o una funzione fion di~arna ta  sulla superficie, si ha che 
i punti della superficie in cui essa è zero non sono punti di diramazione, e 
propriamente sono tutti punti zero di 1." ordine; onde per oe saranno punti 
zero di  2." ordine, cioè ciascuno di quei punti conterà come una doppia in- 
tersezione del piano colla superficie e quindi, il piano sarà tangente alla su- 
perficie luugo tutti i punti in cui la taglia, cioè si ha un piaf20 di cotztictto 
della superficie. 

Essendo la superficie di KUMMER una superficie di 4." ordine, I'interse- 
zione del piano di contatto sarh una conica doppia, e tenendo presente che, 

(*) KLEIN, Lezioni, 1887. 
(**) Mernoria V, § 14. 
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come si è detto avanti, il quadrato di una a dispari non contiene la coordi- 
nata 8 , )  mentre la contiene il quadrato di una u pari, si ricava infine il noto 
teorema : 

u I quadrati delle sei D dispari rappreçentmo, eguagliati a zero, sei co- 
u niche sulla superficie di KUMMER passanti pel punto origine delle coordinate 
u (nodo); i quadrati delle dieci a pari rappresentano, eguagliati a zero, dieci 
u coniche non passanti per il nodo (*). n 

Una considerazione perfethmente analoga si pub fare prendendo a fon- 
damento la funzione Jacobiana 2, di cui abbiamo parlato ne1 paragrafo pre- 
cedente. 

Il quadrato di 2, sarà una funzione pari e quindi si esprimerà razional- 
mente mediante le quattro funzioni pari 8 ;  vedremo che si esprimerà con una 
funzione di 6." grado nelle 2 ,  e quindi allora, ripetendo le stesse considera- 
zioni di sopra, si ricava che essa, eguagliata a zero, rappresenterà una su- 
perficie di 6." ordine di contatto a quella di KUMMER; e poichè poi nella sua 
rappresentazione analitica c'entra, come si sa (**), un parametro arbitrario t ,  
cos1 si ha tutto una serie di superficie sestiche di contatto (***). 

§ 5. Costruzione dell'equazione 
della serie di sestiche di contatto. 

La funzione dispari X5 è (****): 

Elevando a quadrato, possiamo scrivere (aggiungendo e togliendo un certo 
termine) : 

-- 
XE = (2' x " ) ' ~  1- 2 (ut a$ a,') (at a $ ~  a,,) [\i f(xl) j f ( d )  - a:~ 

+ [- 2 (a, a$ a,.() (at a$l a,.) (a:~ a:,$) + f (x') (a, ai11 ad)t 

(*) REICHARDT, Darstellung der Kurnmevschen Fliiche, § 9. Halle, 1587. 
(**j Memoria V, § 8. 
(*a*) KLEIN, Lezioni cit. - BURKHARDT, Opera cit., pag. 232, 233. 
(***x) Memoria V, § 8. 
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Ora ci serviamo ancora una volta delle osservazioni fatte ne1 tj 3 della Me- 
moria VI, e osserviamo che il coefficiente della prima parentesi quadrata, 
come anche il termine contenuto nella seconda parentesi quadrata, sono cova- 
rianti simmetrici nelle due serie di variabili x', x". Onde tali termini potranno 
esprimersi come funzioni razionali intere di 

e coi coefficienti che sono invarianti di f ;  e propriamente è facile vedere, 
badando ai gradi nelle variabili x' x", che il coefficiente della prima parentesi 
quadrata verrà di 5.' grado nelle (l), e il termine della seconda parentesi 
quadrata, quando vi si metta da parte il fattore (x' x")Z contenuto da quel 
termine, verrà di 6." grado nelle (1). Onde infine combinando le (1) coi fat- 
tori (x' x " ) ~  che compariscono esternamente nella formola, e tenendo pre~ent i  
le formole di X ,  X ,  X, e X, si ha: 

dove le G sono funzioni intere razionali nelle X dei gradi indicati dagli 
indici. 

Facciamo intanto le seguenti osservazioni: la espressione X i  è un cova- 
riante nelle serie di variabili x', x", t ;  esso è inoltre di 2." grado nelle t. Se 
consideriamo i coefficienti di t:, t, t,, ti, tali coefficienti non saranno da sè 
covarianti; cioè supposto X," posto sotto la  forma: 

i coefficienti A non sono covarianti; perb se introduciamo i noti covarianti 
quadratici della sestica: 

l : ,  m:, nt; 

allora una quadratica qualu~ique nelle t ,  come la Xi, sarà al solito esprimibile 
linearmente mediante 1, m, n con coefficienti che hanno la proprieth inva- 
riantiva; onde possiarno concludere che X5 pub sempre porsi sotto la forma: 

dove le B sono covarianti in x' x". 
Paragonando la  (3) colla (2) si ha  anche che le B sono funzioni razionali 

intere nelle X, e poichè queste ultime sono a lor volta anche covarianti, si 
ha che i coefficienti di tali funzioni debbono essere invarianti della sestica 
binaria, , e  quindi esprimibili razionalmente mediante i quattro invarianti fon- 
damentali. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



166 Pascul:  Szdle sestiche d i  contatto alla superficie d i  Kunzmer. 

3 6. Introduzione al calcolo della funzione G5 

Cominciamo col fissare alcune farmole simboliche fondamentali. Se 3' B 
un coefficiente simbolico qualunque si ha: 

R . Fi = 1: ( A  3')" rn; (p  Er)% + nS (Y 

R - F t F t  = lS(AF)(AF') + &(mE')(mF')  + fa:( : ,  F ) ( v F 1 )  

R . Far E1,rl = lx, lXll (À F)' + vz,. ma-! ( p  F)2  + ? l x  nx-1 (v .Fy 
R . (F,. F',.I + Y',, F,JJ) = 2 1,. I,-~(h F )  ( A  F ' )  + 2 ma8 mxfl (p  F )  (pFf) + 

+ 2 12,. ( Y  F )  ( Y  F '). 
L'espressione di G, è data da: 

- 2 al O ,  a:! a,-z 6,. b:,~ (x' x " ) ~ ~ ,  
che pu6 scriversi : 

1 varii coefficienti dei prodotti delle X colle 1; n:, sono invarianti che 
noi ora vogliamo trovare il mezzo di calcolare mediante gli invarianti fonda- 
mentali. 

L'ultima espressione risulta di due termini; ne1 primo termine i coeffi- 
cienti di I I ,  mt, n4 sono del tipo: 

2 [SI . ( G I  a) (o 6)  ( G I  ' a) (w' b) (or' a )  (w" 6 )  (wu' u) (a'" b) , (1) 

dove con [SI s'intende il prodotto dei due primi fattori, costituente un'espïes- 
sione simmetrica in a ,  b ,  e con w a'.. . s'intendono i simboli di quattro fra 
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le tre quadratiche ?., p ,  U. Poichè almeno due dei quattro simboli w debbono 
essere equivalenti, cosi potremo sempre supporre in (1) O e o' equivalenti. 

Ne1 secondo termine poi i coefficienti delle combinazioni delle X con una 
delle quadratiche Z:, m:, n', sono del tipo: 

2 [Sr] (W a)  (O b )  (wr a) (w' b)  , (11) 

dove [S r ]  rappresenta al solito un'altra espressione simmetrica in a ,  6. 
Mostreremo ora con quali metodi, termini del tipo (1) e del tipo (II) pos- 

sano calcolarsi mediante gli invarianti fondamentali. 
Le  espressioni simmetriche [SI e [S'] rispettivamente in (1) e (II) sono 

polinomii interi nelle X di 2.' grado e di 4.' rispett., i cui coefficienti sono 
dei tipi: 

(w a)' (w' b)t 
oppure : 

(O u)' (ar a)e (w" b)2 (w"' b)2, 

essendo al solito le w simboli delle quadratiche h ,  p ,  v.  L a  ragione per la 
quale abliamo separato la considerazione di questi fattori da quella degli 
altri, è che in questi, ciascun determinaate è a seconda potenza, mentre negli 
altri fattori in (1) (II) ciascun determinante è a prima potenza, e noi su questi 
ultimi soli opereremo per ora delle trasformazicrni speciali per ridurli ad 
altro tipo. 

$ 7. Trasformazione dei terrnini del tipo (1) 

Adoperando le formole simboliche: 

(w a) (w' b) = (W b)  (w' a )  - (w w') (a 6) 

(O" a) (wrrr b) = (61'' b)  (GI"~ a) - (a'' w'") (a b) , 
un termine del tipo (1) diventa: 

[SI 1 (O b). (O' a y  (a'' 6)' (a"' a r  + (a b) [(O Op (or a)< (0'' b)  (ml1'  a )  (wrr u" ) 
\ 

+ (dr b)% (O"' a)"(w b)  (w' a) (w o')] (1) 

+ ( a  b)t (O w') (O" w"') (u b) (a' a )  (w" 6 )  (ou' a) 
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Il primo dei termini di questa espressione é immediatamente calcolabile 
se teniamo presenti le formole ottenute nella Mernoria precedente. Infatti un 
termine qualunque di [SI è (a ineno dei fattori X) del tipo: 

(w" a)' (w' b)Z,  

essendo o", wy i simboli di due delle tre quadratiche A ,  p ,  v ;  quindi in tutto 
si hanno prodotti di due seste spinte di f su prodotti del tipo GI - o r .  O"; tali 
seste spinte si calcolano corne quelle del Ej 12 della Memoria precedente. 

In  quanto al secondo termine della formola precedente (1) esso pub scri- 
versi, operandovi alcune facili trasformazioni e tenendo conto dell'equivalenza 
dei simboli a ,  b :  

1 - [SI (a  6 ) 2  (O" w f r r )  - (O" w"') ( O  6)' (a1 a)' - 
2 

- ( M  a') (w" a )  (O"' b)  [(a a) (a' b) + (W b)  (u' a)] I 
1 + [SI (a  b)' (a  o f )  - (O a') (O" by (w"' - 

- (a" a"') (m a) (d 6 )  [(@"a) (orrt  b )  + (w" b )  (O"' CI)][ , 

che coll'ultimo termine di (1) dànno: 

1 - - [SI (a  b)2 [(w b)2 (or u)= (or' + (rdr' b)? (o"' (w or)'] 2 

- [SI (a bl2 (O w') (0" w"') (O a )  (a' b) (w" a)  ( w  "' b)  

+ [SI (a  b r  (a w )  (a" or!') / (a  6 )  (or a)  [(w" b)  (a1 ' a) - (w"' b) (n" a)] 

+ (u" b)  (off '  a )  [ (w 6) (or a )  - (w a)  (o. b)] [ . 
La terza linea facilmente si trasforma in 

e la seconda linea, per la supposta equivalenza dei simboli a ,  o f ,  si tras- 
forma in 
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Onde infine un termine del tipo (1) diventa: 

(1) =: [SI (O 6) "~ '  a)g ((J" b)' (0'" a)" 

1 - - [SI (a b)" [(w b)" (ml a)e (mu + (or' b)P (0'" a)P (O 
2 

Ora ciascuno di tali termini è calcolabile colle formole fondamentali stabilite 
nella Memorin VI. 

Infatti in quanto al secondo esso cogli stessi ragionamenti fatti al 5 13 
della Mem. VI diventa (a meno dei fattori X): 

dove al solito abbiamo indicato con ( o ' v a ) ~ m V b ) ~ n o  dei termini di [SI, e il 
segno 2 si estende a tutti i termini di [SI ricordando ancora che bisogna 
poi corrispondentemente moltipiicare per i fattori X. 

Ora tutte le spinte indicate in qiiesta formola sono calcolabili colle for- 
mole stabilite nella Mein. V I  corne abbiamo osservato ne1 § 13 della stessa. 

In quanto poi a: terzo termine di (1) osserviamo che avendosi per la 
f0rm0la di G O R D ~ N :  

si ha: 

(a 8)' (w" a). (uv b)l = ((i, u")~, ov ' + 5 A (0" u')~, 

e le spinte indicate in questa formola si calcolano facilinente mediante le for- 
mole (1) del $ 9 della Mem. VI. 

Nella espressione di (1) ultimamente data,  indicando con 

(w" a)' (O' b)27 

uno dei termini di [SI, po~siamo esprimere colla seguente formola il termine 
corrispondente di (1): 

( f ,  W' W'V)6 , ( f ,  W l 1  'j'y - 
- L 2 (p, w1v)4, q, +yr. A a.rar, I - 2 ((((f, w * ~ ~ ~ ~ ~ ) ~ ,  f ~ a ' ' ~ o v ~ ~ a l a ~  

Annnli di Mutemutica, torno XIX. 22 
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dove si è posto o = w ' ,  perchè appunto si è supposto avanti che questi due 
simboli equivalenti, e inoltre si sono rappresentati con ,4 cogli indici a, gli 
invarianti simultanei delle quadraticlie O. 

3 8. Trasformazione dei termini del tipo (II). 

La  trasformazione di uno di tali termini è facilissima. Con 

( W  a )  (w' b)  = (O b) (w' a )  $- (o a') (a b) , 
si ha,  scambiando i sirnboli a con b e ricordando che [Sr ]  è simmetrica in  
tali simboli , 

( I I )  = [S.] (O 1). (O' a)1+ [ S r ]  (a  6 )  (W O!)  [(m 6) (w' 0) - (O a )  (r' b)] 

1 
= [ S r ]  (W b)" (o' a)2 - - [S ' ]  (a  b)2 (W m ' y .  

2 

Indicando ora con 
(w" b)( (ar" a)2 (O" u)e (wy 6)2, 

un termine di [S ' ]  (a meno dei fattori X) si ha che il termine corrisporidente 
di (II) si esprimerà col segueiite sistema di spinte: 

(f, a' of" 0'96 ( f ,  W W" m v y  

Si hanno in fondo termini della stessa specie di quelli precedentemente otte- 
nuti, ma qui gli w o' sono simboli qualunque e potranno capitare fra loro 
diversi, inentre ne1 paragrafo precedente bisogna supporre 6, O' simboli eqiii- 
valenti, altrimenti non sarebbero più esatte le trasformazioni ivi effettuate. 

$ 9. Calcolo di alcuni dei coefficienti di G, .  

L a  funzione G, è un'espressione del tipo: 

Gr5 1: + Gr', ~12: + n; ,  

dove le G', GM5 G r ,  sono quintiche ternarie in X ,  X,  X,  che noi porremo 
simbolicarnente sotto la forma: 
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Colle formole precedenti noi potremmo calcolare tutti i coefficienti y. Ci ba- 
sterà di calcolare solo alcuni sotto forma definitiva. 

11 coefficiente 9': è dato da: 

12 [(f )8)6]s + 5 ([((f 12)1 f )P  1)' l p  A~ - 2 
R= 

e ponendo qui p ,  v in luogo di h si hanno i valori dei coefficienti g":, y"'3. 
Colle formole dei $5 5, 8, 9, 11 della Memoria VI si ricava infine: 

§ 10. Introduzione al calcolo della funzione G,. 

E facile in primo punto riconoscere che G, a meno del fattore esterno 
(xfx")IO è ancora divisibile per (X'X")~; infatti per x' = z" essa si annulla, e 
inoltre B sirnnletrica in x', x". Si ha: 
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r X, (A1" b) (A"' c) + ecc. 1' [xi (A" a )  (A1' b) + ecc. ) 

- 4 1 X ,  (A1" b) (A1" c) + ecc. XI (1" bP + ecc. XI (1' a)2 + eec. 

i [xi (A"' b ) ~  + ecc. 1' lx, ( A ' V ~ ) ~  + ecc. [ l  X ,  ( A y c ) ~  + ecc. . 11 
I n  questa formola vi sono termini di quattro tipi diversi; chiamiamoli 

rispettivamente con (1) ( I I )  ( I I I )  ( I V ) ,  e cominciamo col trasformnre i termini 
del tipo IV. 

Indicando con [Sa,] 1' espressione : 

X,  (A' a)P + ecc. i2 xi (i" c)< + ecc.]'2 

che è simrnetrica in a ,  c ,  si ha: 

Adoperando la formola : 

( b a )  ( o c )  = (bc)  (ma) - ( a c )  ( w h ) ,  

si ha:  
( I V )  = 2 [S,,] (b c)" (U a)" [Xi ( A  b)Z + ecc.) 

- 2 ( a  C) ( o  b)  (b c) (o a) [S,] [ X ,  (A b)" ecc.] ', 
e scambiando ne1 secondo termine a con c e sommando e poi dividendo per 2 
si ha: 

(IV) = 2 [Sa,] [b c)' (o a)? [Xi (à b)" + ecc.] 

Tale espressione pub meglio soriversi (a mena dei fattori X): 

1 (b cp ( o  a y  - 5 (a clt ( o  b y  (o' UY (a" a)' (or'' c)) (ol' cl2 (ov b r  ( ~ " 6 ) ~ ,  1 
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dove il segno I: si estende a tutti i possibili valori delle w, e quindi in virtù 
delle formole già stabilite si ha: 

((( 

4 

(IV) =; z ( (f, rd ut 2~ w1v)4 f): .VI j - 

a 

5 11. Trasformazione dei termini (II) e (111) 
del paragrafo precedente. 

In  primo punto osserviamo che i termini (II) (III) sono fra loro della 
stessa specie e propriamente sono del tipo: 

2 [Sac] (b  n) (b  c)  (o a )  (w c) (a' b)  (w' a)  (wff  b)  (off  a) (of" b)2 (w" c)Za 

Poniamo : 

Allora si hamo tre specie di termini di cui gli ultirni due sono simili a (IV) 
del paragrafo precedente, e quindi sappiamo corne si possono calcolare, e il 
primo è: 

1 - - [Sac] ( b  a)3 (b C )  (W a )  ( o  c)  (u"' b)2 (0'' c)Z. 
2 (4 

Scambiando a con c e sommando e dividendo per 2, si ha: 

1 - - [Sac] [(b a)2 (WIV c ) ~  -+ (b c)2 (mlV a)?] (b a) (b  c )  (u u) (o c )  (of" b)2, 
4 

che con 
( b u )  ( o c )  = (bc )  (w a) - ( a c )  (o b ) ,  

diventa : 

Onde infine O ci riduciamo a termini: 

(b c)' (o"' b)c (a" c)' . (o' a)" (w a)? (alV o ) ~  
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oppure : 
(ab)? (b c)e ( b  o)e (a hi>" (a ut'>" (C oir')e ( C  OV)t, 

di cui il primo si calcola come quel10 del 5 7, e il secondo si pub calcolare 
col seguente sistema di spinte: 

È facile far vedere che colle formole già stabilite si pub calcolare un 
) dà luogo ad espressioni ta1 sistema di spinte. Infatti la spinta (c ,  o"'w" ' 

lineari in (3 11, Mem. V I )  
1, m ,  n. 

Spingendo queste due volte su f = 67, otteniamo espressioni lineari in [for- 
mole (5j, § 5 ,  Mem. VI] 

12, l m ,  A ,  i. 

Ciascuna di queste pub spingersj due volte con formole note su A ,  p, V ,  

($3 8 ,  9 della Mem. VI), e si hanno espressioni lineari in Z ,  m ,  n ,  A ,  p ,  V ,  

di cui dobbiamo poi ancora fare le seconde spinte su f ;  per 1 ,  m ,  n le for- 
mole che ci occorrono sono quelle già citate (§ 5 ,  Mem. VI);  pel caso di 
1, p, v possiamo semplicemente procedere cos): 

Dovendo effettuare per es. ((A, f)', 6; ou)', trasformiamo questo sistema 
di spinte in 

( f ,  A of 6 q 6 ,  

e noi conosciamo già tutte le spinte di questo genere (§ 11 della Mem. VI) .  
Colle vie indicate dunque potranno calcolarsi tutti i termini del tipo 

(II), (111). 

3 12. Trasformazione dei termini (1) di Gs. 

Tali termini sono: 

Facciamo consecutivamente la  ti'asformazione colle due formole: 

(or L) (of C) (O" b) (O' c) = + ' [(d b)P (of c)( + (d c)' (a" b)' - (o' o"r (b  c)?] 
2 

1 (wiii a) (dir b) (.IV a) dV b) = + p~'" a)"ol', b)z + (ar1' b)P (dV a)? - (dl' dvr (a b y ] ,  
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Allora O si hanno termini come (IV), oppure corne i terrnini (a) del $j 11, 
O finalmente corne 

[Sac] (b ~ ) 3  (b ~ ) 3  (W a) (O C )  (w' O")' (O"' uIV)e. 

Corne si vede quindi ai stacca un fattore, e considerando poi un solo dei 
termini compresi in [Sa,] cioè per es. (w la )" -  (w" c ) ~  si h a  da dover calcolare 

(b a)3 (t c ) ~  (w' a.)2 (O!' c)' (o a)  (oc). 

Scambiandovi a con b ,  e aggiungendovi e togliendo una stessa espres- 
sione, questo termine pub scriversi : 

+ 2 (c a)2 (c or')' (c o') (b wr )  (c rd) (b o) 

+ (u b) ( C  d1)2 (0) C )  ((r) b) ( C  a )  CC w')Z - 
Ora colla formola: 

1 
1 (c wl) (b a') (C O) (b W) = - [(c w')Z (b o ) ~  + (C o ) ~  (b  w')' - (W bt)2 (C b)", 
2 

e scambiando i simboli a con b nell'ultimo termine, e poi al solito sommando 
il risultato ottenuto e dividendo per 2 si ha: 

1 1 - - (W w'>' (U b)' (c a)" (c b)P (C w " ) ~  - - A (f, w O' o")~. 
2 4 

Ora i due primi termini sono della stessa specie, e possono calcolarsi come 
segue : 

Avendosi 

si ha: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



176 P a s c a l :  Sul le  sestz'che d i  contatto al la  super$& di Kummer.. 

Ora ( k  w)" E (io)l si ricava dalle formole del 3 9 della Mem. VI e si 
vede ancora che esso è sempre una funzione lineare di 1, p, Y; quindi il 
secondo membro della formola precedente si esprime linearmente mediante 
tali tre quadratiche; per completare ora il termine 

(a b)' (b  w)' (a c)' (c d ) ~  (C w ' ~ ) ~ ,  

dobbiamo effettuare la sesta spinta di f = c6, su esso termine moltiplicato per 
of w"; e quindi ci riduciamo a espressioni come quelle che si ricavano im- 
mediatamente da1 5 11 della Mem. VI. 

In  quanto poi a 

(a hl4 (c a)9 (c  b)g (C O")), 

esso Q 

((i, f)<, cioè (1, 
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Sui sistemi tripli ortogonali 
che contengono una serie di superficie 

con un sistema 
di  linee di  curvatura  piane. 

( D i  LUIOI BJANCHI, a Pisa.) 

N e l l a  presente Mernoria il problema della ricerca dei sistemi tripli or- 
togonali, indicati ne1 titolo, B ricondotto a quel10 ben noto dei sistemi ciclici. 
Vi si dimostra che, per definire univocamente uno dei sistemi cercati, basta 
darne i seguenti elernenti caratteristici: 

1." Una superficie 2, ortogonaTe alle cuwe piane C. 
2." Una delle curve piane Co. 
3." 1 circoli osculatori delle curve C tzei loro punti d'incontro colla 

superficie 2,. 
Inversamente, dati ad arbitrio questi elementi, purchè i detti circoli co- 

stituiscano un sistema lzormale (*), condizione che risulta necessaria per un 
noto teorema di RIBAUCOUR, esiste il sistema trip10 ortogonale corrispondente, 
che si pub determinare con sole quadrature. Qualunque superficie con un 
sistema di linee di curvatura piane pub far parte di sistemi tripli di questa 
specie. 

Due casi particolari meritano speciale menxione. Il primo si presenta 
quando per tutte le superficie 2 ,  di una delle due serie, che hanno le curve 
piane C per linee di curvatura, l'angolo sotto cui sono tagliate dai piani di 
queste curve è il medesimo. La determinazione di questi speciali sistemi si 
riconduce alla teoria delle deformazioni infinitesime delle superficie a curva- 
tura costante. 

(*) Cioé ammettano una serie di superficie orlogonalit 

dnnali d i  Matematica, tomo XIX. 
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Quando accada invece che per ciascuna delle superficie 8 ,  sopra ricor- 
date, i piani delle linee di curvatura Ci taglino bend la superficie sotto Io 
stesso angolo, ma tale angolo varii dall'una all'altra superficie della serie, si 
avrà il secondo dei casi accennati. L a  determinazione di questi sistemi più 
generali si riconduce alla sua volta alla ricerca delle deformazioni infinitesinie 
di quelle superficie che hanno un sistema di linee assintotiche a torsione CO- 

stante. I n  ambedue i casi bastano s ~ l e  quadrature per ottenere quanti si vo- 
gliano sistemi tripli della classe corrispondente. 

$ 1. Le superficie con un sistema di linee di curvatura piane. 

1. L e  superficie con un sistema di linee di curvatura piane possono dirsi 
completamente note, le loro equazioni in termini finiti essendo state ottenute, 
in tutta la generalità, da varii geometri. Dobbiamo qui esporre alcune consi- 
dernzioni fondamentali che conducono a stabilire, rispetto agli elementi carat- 
teristici di queste superficie, un teorema indispensahile nelle nostre ricerche. 

Se di una superficie S con un sistema di linee L di curvatura piane si fa 
la rappresentazione sferica di Gauss, le linee sferiche immagini delle 'linee L - - 
sono circoli. Inversamente, p e s o  sulla sfera un sistema ooî arbitrario di cir- 
Coli e il sistema delle loro traiettorie ortogonali, ogni superficie S che abbia 
per immagine sferica delle linee di curvatura questo doppio sistema ortogonalc 
appartiene alla n o s t r ~  classe. Il problema di determinare tali superficie S 
rientra quindi nell'altro più generale: determinare le superficie 2 con asse- 
gnnta rappresentaxione sferica delle linee d i  curvatura. Per  la soluzione di 
questo problerna generale il metodo più semplice ed elegante è quel10 dovuto 
ai  sig.' WEIN~ARTEN e DARBOUX, che qui riportiamo. 

Sia : 
dse = Edu2 + Gdv2, (1) 

l'espressione dell'elemento lineare sferico riferito all'assegnato sistema doppio 
urtogonale di linee ( 14 ,  v ) .  Se indichiamo con x ,  y ,  x le coordinate di un 
punto niobile d l a  superficie, con X, Y, Z i coseni di direzione della nor- 
male e poniamo: 

w == Xx+ l'y + Zx, 

saranno X, Y, Z tre soluzioni particolari dell'equazione a derivate parziali: 
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e alla medesima equazione soddisferà anche W, che geometricamente rap- 
presenta la distanza del piano tangente della superficie dall'origine. 

Inversamente sia W una soluzione qualunque della (2); se consideriamo 
la superficie inviluppo del piano 

dove E ,  r i ,  i: indicano le coordinate correnti, questa superficie 2 appartiene, 
corne facilmente si dimostra, alla classe richiesta, cioè ha per immagini sfe- 
riche del10 siie linee di curvatura il doppio sistema assegnato ( u ,  2;). Yer 
determinare effettivamente quest'inviluppo 2 ,  basta ricorrere alle formole ge- 
nerali di WEINGARTEX in coordjnate tangenziali ("). 

Supponiamo ora che le linee sferiche u = siano circoli, cioè la loro 
curvatura geodetica 

sia una funzione della sola u. In ta1 caso l'equazione (2) 

avendo nul10 il secondo invariante, è inmediatamente integrabde; essa pub 
scriversi infatti 

e integrata dà: 
SU r,iZau - ru ci. au 

TV- e"" + ( v )  +(Y dEp ( u )  . e du1 , (3) 

dove y, (zl), + (v )  sono due fiinzioni arbitrarie, la prima di u e la seconda di W. 
2. Ci6 premesso, dimostriamo il teorema: 

A )  Una superficie S colz u n  siste~na di  linee C di  curvatur(t piune è 
indizjiduata quando ne siano assegnati i seguenti elernenti: 1." una liizea Co 
d i  curvaturu piana; 2." una linea r, di  c~urvutura del secondo sistenta; 3." i l  
sistema dei piuni 7~ the co~tengono le lircee d i  cuwatura C. 

(*) WEINOARTEN, Ueber die Theorie der  auf einander abzoickelbnren Oberflachen, 
Berlin, 1884. - Cfr. anche KNOBLAUCH, Einlei tung in die allgemcine Theorie der  Flüchen,  
§ 30, pag. 83. 
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Le due linee Co, r, s'incontreranno ortogonalmente in un punto Po, ove 
si conoscerà la normale alla superficie S come normale comune a Co, r o .  Co- 
nosceremo dunque le normali alla S tanto lungo Co quanto lungo la r,, am- 
hedue i sisterni di normali dorendo formare una superficie sviluppabile, e nella 
immagine sferica della S saranno perfettamente.determinati il circolo Cro  im- 
magine della Co e la linea r', iminagine della r,. Essendo inoltre dati i piani 
n delle curve C a cui sono paralleli i piani dei circoli immagini C', cono- 
scererno completamente sulla sfera rappresentativa le linee u ,  v immagini delle 
linee di curvaturs della S. Indicando ora con u = u,, v = v,  le equazioni 
delle linee C',, r',, applichiamo il metodo del n." 1 ,  osservando che della 
corrispondente soluzione TV della (2) conosciamo i valori lungo r, e Co, cioè 
per v = v,, u = 14, rispettivamente. Cod restano determinate senza ambiguità 
le funzioni arbitrarie cf (u) , $J (v)  che figurano nell' integrale generale (3) e la 
superficie S ne risulta individuata come si era asserito. 

Osservazione. - L a  dimostrazione superiore, appoggiandosi sulla pro- 
prietà della rappresentazione sferica, suppone che la superficie S non sia svi- 
luppabile. Perb si vede che anche in questo caso il teorema A)  resta valido; 
soltanto è da osservarsi che se la superficie S si riduce ad un piano sono 
naturalmente indeterminate le sue linee di curvatura. 

3. Gli elementi del teorema A) non possono darsi del tutto ad arbitrio. 
Ed  infatti le tangenti alle curve C nei loro punti d'incontro colla linea I', 
formano una sviluppabile, sulla quale r, è una traiettoria ortogonale delle 
generatrici; tale ~viluppalde A è determinata dalla tangente in Po alla Co 
come generatrice iniziale. Ciascun piano n deve adunque passare per la cor- 
rispondente generatrice di A. Possiaino ora facilmente dimostrare il teorema: 

B) Dati ad arbitrio g l i  elementi del teorema A), purchè i piani n 
siano condotti per le generatrici di quella svibuppabibe A ,  che è formata d i  
normali alla cuwa r0 e cuntiene corne generatrice inixiale la tangente in Po 
alla Co, esiste la corrispondente syerJicie S che si pu6 determinure con sole 
quadrature. 

Si considerino infatti la curva sferica Fro e il circolo Cro ottenuti ne1 
modo superiormente descritto e pei punti della T', si conducano ai piani le 

uscenti dai corrispondenti punti della r0 i piani paralleli n', che daranno 
per sezioni nella sfera un sistema di circoli C'. Siccome le tangenti in due 
punti corrispondenti delle rl,, r, sono parallele e i piani n soddisfano la con- 
dizione enunciata ne1 teorema, i circoli C' saranno tutti ortogonali alla linea 
Pr0 e le traiettorie ortogonali dei circoli Cr ,  essendone già note una rro, si 
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troveranno con quadrature (*). Scegliendo i circoli C' e queste traiettorie or- 
togonali a linee coordinate u ,  v ,  l'elemento lineare sferico prenderà la  forma 
determinata (1). Ora se nell'integrale (3) dell'equazioiie (2) di LAPLACE de- 
terminiamo le funzioni arbitrarie y ( ~ ) ,  +(v) in guisa che per u = u,, v = v, 
W assuma i valori assegnati (cih che evidentemente si ottiene senza integra- 
zioni), avremo individuata, secondo il n." 1, una superficie S con un sistema 
di linee di curvatura piane che soddisferà, come subito si vede, alle condi- 
zioni iniziali richieste. Non tralascieremo di osservare che i risultati ottenuti 
dimostrano immediatamente corne nelle equazioni generali delle superficie 8, 
con un sisterna di linee di curvatura piane, entrino qzcattro funzioni arbitrarie. 

$ 2. 1 sistemi ciclici. 

4. F r a  i sistemi tripli ortogonali, che contengono una serie di superficie 
con un sisterna di linee di curvatura piane C (e quindi una seconda), i più 
semplici sono quelli in cui le curve C sono circoli, cioè, secondo una deno- 
minazione del sig. RIBAUCOUR, i sistenzi ciclici. 

Come si vedrà ne1 corso del presente lavoro, la conoscenza di questi 
sistemi elementari basta gih per elevarsi a quella dei sistemi generali prûposti 
con sole operazioni di quadrature. È per cib che daremo prima una nuova 
trattazione della teoria dei sistemi ciclici, che permette d i  trovare l'effettiva 
forma dell'elemento lineare del10 spazio riferito ad un tale sistema trip10 or- 
togonale, come a sisterna coordinato. 

Consideriamo un sistema cio2 di circoli che ammettano una serie di su- 
perficie ortogonali e associamovi la considerazione del sistema degli assi dei 
circoli, cioè delle normali elevate nei centri dei circoli ai loro piani. Questi 
formano, in generale, un sistema oo' di raggi, O congruenza, con due serie 
distinte di sviluppabili reali non cilindriche e facendo la rappresentazione sfe- 
rica della congruenza si avranno quindi, corne immagini delle sviluppabili, 
due distint,i sistemi di curve. Tratterb distesamente solo questo caso, che è 
il generale, e pei casi eccezionali mi limiter6 ad alcune osservazioni sufficienti 
pel nostro scopo (vedi n." 9). 

1 calcoli che seguono, salvo il loro significato attuale più generale, sono 

(e) DARBOUX, Leçons sur la thdorie des surfaces, vol. 1, pag. 113. 
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precisamente gli stessi che ho sviluppato al $ 3 della Memoria precedente (*). 
Qui basterà adunque riprodurre le formole geiierali rimandando per la loro 
deduzione al luogo citato. 

5. Prendiamo per linee coordinatc u, v sulla sfera le iminagini delle svi- 
luppabili formale cogli assi dei circoli del sisterna e sia: 

,- 
ds2 = EdzlZ $ 2  Fdud.u  + Gdv2, dove F = cosiZVEG (1) 

l'espressione dell'elemento lineare sferico. L e  coordinate X, Y, Z di un punto 
della sfera sono altresi i coseni di direzione del corrispondente raggio del la  
congruenza. Per  definire completamente la congruenza basterà inoltre cono- 
Rcere in funzione di u ,  v le coordinate: 

del punto medio di ogni raggio. Secondo risultati ottenuti da1 sig. GUICHARD (**), 
indicando con p la semidistanza focale, sarà p una soluzione dell'equazione 
di LAPLACE 

dove i simboli 1 Il2], 1'2 1 del sig. CHRISTOFFEL hanno i valori: 

- - -  
Nota questa soluzione p ,  si avranno definite per quadrature 11, y ,  x dalle 
formole : 

- - 
c dalle analoghe in y ,  z. 

Ora, supponendo che la congruenza sia ciclica (m. p., n." S), indichiamo 
con pcosc la distanza del centro di ogni circolo da1 punto medio del suo asse, 

(7 Questi Annali, tom0 precedente. 1 richiami a questa Rlemoria saranno segnati 
con (m. p.), 

("") Annales scientifiques de l'École Normde Supérieure, tom, 6, 3.me &rie, pag. 333-348. 
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talchè le coordinate x i ,  y,,  x ,  del centro saranno date dalle formole: 

mentre pel raggio R del circolo si avrà: 

R = pseng. 

Tracciamo poi ne1 piano di ogni circolo i due dianletri ortogonali paralleli 
alle bisettrici dell'angolo delle linee sferiche coordinate u ,  v ;  i loro rispettivi 
coseni di direzione 

a i ,  B i ,  y!; a l ,  &, 7 2 ,  

saranno dati dalle forrnole: 

a l = -  - - -  n \I' at6 vg a v  l ( l  2 sen - 
2 

j 
= - - - 

n ( '  pj ~ U + ~ G Z  l 8 x ) y  \ 
2 cos - 

2 i 
e dalle analoghe per P l ,  y, ;  f i , ,  y , .  

Per  le derivate dei coseni di direzione della terna ortogonale 

si hanno le formole (m. p., n,O IO): 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



184 B i a n c  h i :  Sui sistemi tripli ortogonali 

6. Se indichiaino con t ,  q ,  < le coordinate di un punto qualunque su1 
circolo (u ,  v )  e con 6 l'angolo che il raggio coll'estremo in quel punto fa 
colla direzione (a, 13, y,),  avremo le formole: 

P e r  ottenere una superficie ortogonale ai  circoli bisogna nelle (6) sostituire 
in luogo di 0 una soluzione dell'equazione a differenziali totali (m. p., n.' 11): 

de = [ \ I E ~ ~  %cos e + i an 
l 2  genn d u -  ( ~ ) + E a ; + \ I G l l i  ] 

i an 
(7) 

- [ ~ ( ~ c o t  cos(B - ;) + - - l a  senn  d v ,  
2 a ~ + \ / E l 2 1  ] 

il che dà le coordinate 5 ,  q ,  di un punto mobile sulla superficie espressn 
pei parametri u ,  v. E poiohè, la congruenza supposta essendo ciclica, la (7) 
deve essere illimitatamente integrabile, dovrà trovarsi verificata la  condizione 
d'integrabilitb, che si risolve nelle due equazioni di condizione per o (m. p., 
n." 11): 

Queste determinano u in funzione di u ,  v poichè da  esse si deduce facilmentc 
l'eauazione : 

che dà per COSU un valore unico e determinato tutte le rolte che non sono 
soddisfatte simultaneamente le condizioni: . 

Bffincliè la congruenza sia ciclica è adunque necessario e sufficiente che pel 
valore di c.osü dedotto dalla (9) risultino identicamente soddisfatte le (8). Cib 
limita la  natura delle immagini sferiche delle sviluppabili per una congruenza 
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ciclica; ma, come si vede, l'essere la congruenza ciclica O no dipende unica- 
mente dalla specie della sua immagine sferica. Quando l'indicata condizione 
é soddisfatta, il sistema normale di circoli, i cui assi sono i raggi della con- 
gruenza, è unico e determinato. Un'eccezione si presenta soltanto quando siano 
verificate le a ) ;  è questo il caso delle congruenze cicliche di R~BAUCOUR (m. p., 
n." 11) alle quali corrispondono infiniti sistemi normali di circoli. 

7. Non tralasciamo di osservare che dalle formole (8) risulta una solu- 
zione molto semplice del problema: Determinare le superficie per le quali la 
congruenxa delle normali è ciclica. 

I n  tale ipotesi si ha: 

e le (8) diventano: 

da  cui 

dove U è funzione di u soltanto e V di v. Ora cangiando i parametri u ,  v ,  
si pub fare senz'altro: 

e le linee sferiche u ,  v sono conseguentemente, come è ben noto, le immagini 
delle linee di curvatiira di una superficie pseudosferica. L a  risposta all'indi- 
cata questione é adunque la seguente: Le superJicie le cui norrnali formano 
m a  congruenxa ciclica sono tutte c sole quelle che hanno a comune colle su- 
per$cie pseudosferiche le immagini sferiche delle linee di curvatura. 

8. Ritorniamo alle nostre equazioni (6) nelle quali intenderemo sostituito 
per e l'integrale generale della (7), che contiene una costante arbitraria W. 
Riguardando w come una terza variabile, la teoria dei sistemi ciclici di RI- 
B A ~ C O U R  insegna che le (6) ci dànno le coordinate di un punto del10 spazio 
espresse pei parametri zc, v ,  w di un sistema trip10 ortogonale. Qui abbiamo 
una conferma diretta di questo teorema coi calcoli seguentj. Derivando le (6) 

Aanali di Matemntica, tom0 XIX. 24 
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col tener presenti le (3), (5 ) ,  (7) e (8) troviamo .(cfr. m. p., n." 12): 

-- a[ - AX + B E ,  + Ca, 
au  l 

dove, ponendo : 

a P 2 COS '; M=-+ \ I G c o t  -sen O - -  a v 2 ( B ) P - i - e o s 5  
si ha: 

A = ( c o s o + l ) L ,  E =cosOsenoL C  =seiiosenoL 

A f = ( c o s o - l ) M ,  Er =cosGsenoM, CI = sen 9 seno 11 

B" = - a  e psen6seno - C" = pcosOsena - a t u  

Ne risulta quiridi la  formola: 

avendo H,, H,, H, i valori seguenti: 

+ \IG cot -sen O -  
2 ' ( 

a e H, = pseno - -  a l u  
ci6 dà appunto la veïifica enunciata. 

9. Trattiamo ora dei casi eccezionali esclusi al n." 4. 
Quando anche gli assi dei circoli formino una doppia infinità pub darsi 

che il metodo esposto non sia applicabile e dovrà allora aver luogo uno dei 
due casi seguenti: 

1." Le sviluppabili della congruenza sono indeterminate. 
2." Le sviluppabili di una serie sono superficie cilindriche. 
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Ne1 1." caso gli assi dei circoli sono tutte le rette di un piano (*) e i 
corrispondenti sistemi normali di circoli si ottengono considerando una super- 
ficie qualunque 2 ed un piano TT e conducendo per ogni punto di 2 il circolo 
normale a B ed al piano TC (**). Non sarebbe difficile stabilire direttamente 
le formole relative a questo caso, ma a noi qui basta osservare che i sistemi 
tripli ciclici di questa specie si ottengono con un'inversione per raggi vettori 
reciproci da quelli in cui il piano n è sostituito da una sfera. Ora a questi 
ultimi è ancora applicabile il metodo dei numeri precedenti. Volendo infatti 
chi ne1 sistema t-riplo (12)  la superficie u: - u;, sia una sfera di raggio a ,  
basta determinare la soluzione p della (2) dalle equazioni sirnultanee: 

a P G - = - i j ~ c o t  sen (8, - a)p + 2cosc 1 2  
a v  l -cos51 1 j p +  

""; cos(*,- ;). j 
''1 - eosa 

dove 8, indica il valoie di 6 per w = w,; queste equazioni soddisfano 
condizione d'illimitata integrabilità e il loro integrale comune p (che si 

alla 
pub 

trovare con quadrature) soddisfa la (2). (Cfr. m. p., n." 13.) 
Ne1 2.' caso se, per es., le sviluppabili v sono cilindriche, nelle corrispon- 

denti superficie 2, n linee di curvatura circolari del sistema ciclico gli assi 
dei circoli sono paralleli e conseguentemente ogni superficie Z,, non potendo 
essere una superficie di rotazione (altrimenti gli assi dei circoli non forme- 
rebbero pih un sistema oo2), è necessariamente piana. Ne segue che le su- 
perficie ortogonali ai circoli sono superficie modanate (moulures) del MONGE. 

Veniamo ora ai casi in cui gli assi dei circoli formano soltanto un si- 
stema mi O si riducono ad una sola retta. 

a)  Se gli assi dei circoli formano un sistema mL essi sono le tangenti 
di una curva I' nello spazio e ne1 c'orrispondente sisterna ciclico le superficie 

(*) Il caso che passino per uno stesso punto deve esdadersi corne qdeiio che non d h  
luogo a conçruenze cicliche. 

(**) Vedi DAREOUX, Leçons sur la thdorie des surfaces, vol. 1 ,  pag. 261. 
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di una delle serie sono coni rotondi coi vertici sopra I' e aventi per assi le 
tangenti di r; le superficie ortogonali ai  circoli sono allora sviluppabili (*). 

b) Quando infine gli assi dei circoli si riducono ad una sola retta le 
superficie ortogonali ai circoli sono evidentemente piani per l'asse comune. 

§ 3. 1 sistemi tripli ortogonali (9. 

10. Indicheremo, per abbreviare, col nome di  sistemi i sistemi tripli 
ortogonali che contengono una serie di superficie con un sistema di linee di 
curvatura piane. 

In  un tale sistema @ consideriamo una superficie 2, ortogonale alle curve 
piane C e il sistema dei circoli osculatori delle curve C nei punti ove incon- 
t r a m  la 2,. Per  un teorema di Rrsaucou~ questa congruenza di circoli am- 
mette una serie di superficie ortogonali e determina quindi un sistema trip10 
ciclico ortogonale a,, che diremo il sistenza ciclico osculatore del sistema @ 
lungo la  superficie 8,. Ora appoggiandosi su1 teorema del ri." 2 B facile di- 
rnostrare l'altro : 

C )  UN sistema @ è z'ndividuato quando ne sialzo assegnati i seguenti 
elementi: 1." una superficie Zo ortogonale alle curve pkne C ;  2." zlna di queste 
curve Co; 3." il sistema ciclico osculatore (9, del sistema @ lungo 80. 

Escludiamo il caso che la superficie 2, abbia le linee di curvatura inde- 
terminate cioè supponiamo che 8, non sia né una sfera nè un piano. Sarebbe 
bensi facile, con opportune osservazioni, dimostrare il teorema anche in questo 
caso, ma l'esame di questo caso particolare non è necessario per 10 studio 
dei nuovi sistemi (9. 

La curva Co uscirà d a  un punto Po della superficie 8, normalmente a 
questa. Siano u,, v, le linee di curvatura della 2, uscenti d a  Po e indichiamo 
con Et), 2:) le superficie luogo delle curve C uscenti rispettivamente dai punti 
di u, e vo. Per  ciascuna di queste superficie con un sistema di linee C di 
curvatura piane ci troviamo precisamente nelle condizioni del teorema A) n.O 2; 
esse sono quindi pienamente determinate dagli elementi assegnati. Sia ora 219 
una gualunque superficie del sistema @ appartenente alla serie di 2;'; essa 
taglierà la superficie Zo lungo una linea di curvatura u, e la 2:) lungo una 

(") Vedi il 9 16 della mia Nota 2.% Sui sistemi ciclici. Giornale cli matematiche, tom. 22 
e LEVY, Journal ds 1 ' ~ c o l e  Polyteclu~ique, tom. 26, pag. 164. 
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linea di curvatura individuatn da1 punto ove la u, interseca la v,. Per la su- 
perficie Z(') ci troviamo dunque nuovamente nelle condizioni del teorema A )  
n." 2. Ne segue che essa è determinata senza ambiguità e quindi 10 stesso 
vale del sistema O c. d. d. 

Osservaxione. - L'unico caso in cui il teorema precedente è in difetto 
si presenta (n." 2) quando le superficie 8(') (O Z@)) sono tutte piane. Allorn 
la 2, è una superficie modanata e i piani 3ei circoli coincidono coi piani dei 
profili. 

11. Oggetto delle ricerche seguenti sarà di stabilire che in un sistema @ 
si possono dare ad arbitrio gli elementi del teorema C). Per arrivare a questa 
conclusione terremo il metodo seguente. Nelle formole generali (6) n." 6 re- 
lative ad un sistema ciclico qualunque 9,: 

lasciando invariate le altre funzioni che vi figurano, supporremo che le quattro 

siano attualmente funzioni, oltre che di u,  v, anche di w e cercheremo di de- 
terminare queste funzioni in guisa che le (1) diano ancora le coordinate 5 ,  
r ] ,  di un punto del10 spazio espresse pei parametri u ,  v ,  W .  Il successo di- 
mostrerà che i sistemi tripli ortogonali a cui arriviamo sono appurito i più 
generali sistemi O cercati. 

In primo luogo poniamo le condizioni affinchè le derivate di 5 ,  7 ,  presc, 
rapport0 ad u ,  v ,  w conservino la stessa forma (10) noo 8 come ne1 caso dei 
sistemi ciclici. Per cib basta che sussistano le formole: 

- - 
e le analoghe per y ,  z. Ora, le condizioni d'integrabilità per queste equazioni 
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si traducono nelle equazioni seguenti cui deve soddisfare p :  

Dimostreremo che queste tre equazioni sono compatibili e determineremo p 
con quadrature. 

12. Se  osservianio che dalla eqiiazione a differenziali totali (7) n." 6 per 6 
seguono le due: 

a p o  - r; -- - \IG cot -sen O - - - 
mtu 2 

( ) 
2 aw 

mentie le (8) n." 6 gossono scriversi: 

aiogsens - 2cos.s 1 2  - a log sen I; 
=- a 24 1 + C O S ~  I a 1 '  a u  1 2c0sT - Cos5 KI2 

vediamo che le due ultime (3) sono equivalenti alle seguenti: 

a a~ - a 
logaw=-- a u  log ( sen O a: ) . !  - 

D a  queste segue integrando : 
a O w 
.L - .- a LU ae ' sen I; - 

dove TV è un& funzione arbitraria di w e una nuova integrazione rapport0 
a zo porge: 

essendo R(u, u )  una funzione di u ,  v soltanto. Questa resterà da determi- 
narsi in guisa che anche la 1." delle (3) risulti soddisfatta. Ora si verifica 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



che contengono unu serie d i  superjicie, ecc. 191 

subito che la  funzione 
1 

soddisfa l'equazione ora citata; se si pone adunque per un moment0 

+ C O ~ Q V E G ] ~ , /  = 0,  
. . 

e quindi: 

dove F ( u ,  v) è indipendente da tu. Ma se facciamo w = O  il 1." membro 
della ( 5 )  si annulla e percib anche F(u ,  v) = 0 ;  dunque: L a  soltrzione pi2 
generale p delle (3) si ottiene dalla (4) ponendovi per R(u ,  v) una soluxione 
qualufique della 1." delle (3). - - -  

13. Sostituiamo ora nelle (1) per x ,  y ,  z i valori che si deducono per 
quadrature dalle (2) adottando per p il valore (4). È facile vedere che esse 
definiscono allora un sistema trip10 ortogonale (u,  v ,  w) ne1 quale le linee 
(w) (9 sono curve piane. Intanto se deriviamo le (1) troviamo nuovamente 
le (10) n." 8 e conseguentemente: 

dE2 + d o 2  + d t 2  = Hiclu2 + HPdve + Hgdwe, (6 )  
dove Hi, H,, H, hanno i valori : 

(*) Cioé quelle lungo le quali varia la sola zc. 
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- - - _ _  _ _ _ ~ . - - - C - . . - - . - L . - - - -  -__ _______ 

Queste dimostrano appunto cbe l'attuale sistema coordinato (26, v, w )  B un 
sistema ortogonale. D'altronde formando le derivate di Hi, H,, H, coll'aver 
riguardo alle (4) n." 11 ed alle (7) (8) n." 6 troviamo: 

aHi - = - [ i ~ ~ e n ( s  + :)+tg; 1 1 2 2 ] ] ~ 2 ,  
a v 

COS - 
2 

a i ; = [ ~ ~ s e n ( . - ~ ) - c o t ~ ~  HP G 1 2  ( ] K .  - - ~ c o ~ j " - ~ ) . ~  ( - a~ sen - 
2 

8H3 -- a ae - sen - - Hi, a u  a a w  

P e r  i raggi principali r;k di curvatura delle superficie del sistema trip10 orto- 
gonale, adottando le notazioni del $ 129 delle mie Lezioni di geometria dif-  
ferenziale, abbiamo quindi : 

ris O 
2 cos S p 

Tse sen - HZ 
2 

1 1  Ora se indichiamo con -, - la l.a e la 2." curvatura rispettivamente delle 
p3 T? 

linee (ui) e con w, 19angolo sotto cui il loro piano osculatore tnglia le super- 
ficie u = cost.", potremo applicare le note formole (ibid.): 

1 1  -=- Tns 

Ti3 

e troveremo: 
6 

ps = pseno, o = - t 1 -- 
a 
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Queste dimostrano appunto che le curve C ortogonali alle superficie w == cos.e 
(r 

sono piane e ci dànno di più il significato geometrico dell'angolo - pel nostro 
2 

5 
sistema 9: L'angolo - rnisura l'i~zclinazione dei piani delle curve C sulle 

2 - 
superficie u =- cosLe. 

14. Siamo ora in grado di dimostrare il teorema già accennato al o.' 11 : 
D) Per deterlîzinare un sistema @ si  possorto dare ad arbitrio i se- 

guenti elementi: 1.' una superjcie 2, ortogonala alle curve piane c; 2.' una 
delle curve piane Co; 3." i l  sistema ciclico osculatore lunyo la superficie 2, .  

Consideriamo il sistema c i c h o  osculatore a, assegnato e supponiamo che 
la congruenza degli assi dei circoli sia nelle condizioni generali del n." 4, cioè 
l'immagine sferica delle sue sviluppabili consti di due distinti sistemi di curve. 

Applichiamo allora al sistema ciclico @, le forrnole dei n.i 5-8 e sia 
R(u, v) la corrispondente soluzione della (2) n." 5 che occorre sostituire per p 
nelle (6) n." 6 per ottenere il sistema <Po. 

Indichiamo con w = O l'equazione della, superficie 2, e siano w,  v, le 
coordinate curviljnee del punto Po ove la curva Co incontra (ortogonalmente) 
la superficie 2,. Costruiamo jl sistema Q del precedente n." 12 prendendo: 

Qualunque sia la funzione TV di w ,  avendosi, per w = O ,  p = R e le due 
prime equazioni (2) n." 11 coincidendo colle (3) n.' 5, ne1 corrispondente si- 
stema la superficie w = O coinciderà colla superficie assegnata 2, e il si- 
stema ciclico osculatore lungo 8, sarà il sistema dato @,. Resta a dimostrarsi 
che scegliendo convenientemente la funzione W si pub ottenere che la curva C', 
del sjstema (D uscente da Po coincida colla curva data Co. Yer questo osser- 
viamo che una curva piana è perfettamente determinata di forma se è dato 
il suo raggio r di curvatura in funzione dell'arco S. Ora per la nostra curva C'o 
abbiamo per le (9) n." 13: 

W d w  r = p s e n o , =  J - +Roseno,,  

(Z), 
dove l'indice O apposto qui a 

Annah' di Matematica, tomo XIX. 
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indica che vi si è fatto 21 = uo, v = v,. D'altronde per I'arco s di Cfo con- 
tato da Po abbiamo: 

Disponendo convenientemente della W in funzione di w è chiaro che possiamo 
dare ad r in funzione di s una forma prestabilita ad  arbitrio. Con cib è pro- 
vato, ne1 caso generale, il nostro teorema e di più vediamo che: ?lote le linee 
d i  curvatu~a della superficie 8,, la determinazione del siste?na @ dalle sue 
caratteris tiche richiede soltunto quadrature. 

La dimostrazione data non esclude il caso che la superficie 2,  sia una 
sfera, purchè si attribniscano allora alla 1, come linee di curvatura quelle 
che le competono ne1 sistema ciclico a,. Il cas0 che la E, sia un piano ap- 
partiene al numero seguente. 

15. Esaminiamo ora se il teorema D) continua a sussistere quando il 
sistema degli assi dei circoli di @, presenti uno dei casi eccezionali esaminati 
al n.' 9. 

1." Se le sviluppabili della congruenza formata dagli assi dei circoli 
sono indeterminate, fra le superficie ortogonali ai  circoli vi è un piano n. Con- 
siderando il piano come limite d'una sfera il cui raggio cresce all'infinito ci 
persuadiamo facilmente che il teorema vale anehe in questo caso. 

2." L e  dette s~duppabil i  siano, in una serie, superficie cilindriche. La 
superficie 2,  è allora una superficie modanata i cui piani dei profili coinci- 
dono coi piani dei circoli. h questo I'unico caso (II.' 10) in cui le caratteri- 
stiche del teorema D) possono lasciar luogo ad indeterminazione. 

Cib accade effettivamente, come dirnostrano le considerazioni seguenti. 
Sia r, il profilo della 8, giacente ne1 piano della curva data Co; tracciamo 
in questo piano, un sistema di curve u ortogonali a r0 che nei punti di r, 
abbiano i circoli osculatori richjesti ed al sistema zc, del resto arbitrario, ap- 
partenga la Co. Si considerino ora le traiettorie ortogonali v del sistema u 
fra le quali figura la Ta; il doppio sistema di superficie modanate che hanno 
per profili le curve u ,  u e la stessa sviluppabile direttrice della 8, costitui- 
scono un sistema che soddisfa alle condizioni richieste. 

3." Gli assi dei circoli costituiscano una semplice infinità. Siamo allora 
ne1 caso a) descritto al n." 9;  la superficie 2, B sviluppabile ed il luogo dei 
circoli uscenti dai punti d i  una generatrice di 8, è un cono circolare retto. 
Si consideri allora la  curva C, uscente da un punto Po di 2, e la  traiettoria 
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ortogonale r, delle generatrici di 8, che passa per Po. Da queste due curve 
come linee di curvatura è individuata (n.' 2) una superficie 2, con un sistema 
di linee di curvatura situate nei piani dei circoli che escono dai punti di r,. 
Si vedrà facilmente che le superficie parallele alla 2, insieme ai due sistemi 
di sviluppabili luogo delle loro normali comuni lungo le linee di curvatura 
dànno il sistema domandato. 

4." Supponiamo in fine che gli assi dei circoli si riducano ad una sola 
retta. L a  superficie 2, é piana e si vede subito che si pub allora di pih as- 
segnare ad arbitrio il doppio sistema ortogonale di curve da riguardarsi come 
linee di curvatura. 

16. Se ritorniamo ora al metodo dei n.' 11-13 vediamo che esso è ap- 
plicabile a qualsiasi sistema Ip, purchè non accada che per tutti i suoi sistemi 
ciclici osciilatori si presenti uno dei casi eccezionali sopra esaminati, oppure 
che tutte le superficie L ortogonali alle curve piane siano sfere (O piane). Cod 
adunque gli unici sistemi cP che sfuggono al nostro metodo generale sono quelli 
appartenenti alle seguenti quattro classi: 

1.' Sistemi contenenti due serie di superficie modanate. 
2." Sistemi contenenti una serie di superficie parallele ad una stessa 

superficie con un sistema di linee di curvatura piane. 
3." Sistemi O di oui fa parte una serie di sfere coi centri in linea retta. 
4." Sistemi cp nei quali i circoli osculatori di tutte le curve C nei loro 

punti d'incontro con una stessa superficie ortogonale 2 sono normali ad un 
piano. 

L e  prime tre classi sono ben note e ad esse appartengono, per quanto 
io so, tutti i sistemi iP fino ad ora conosciuti. 

Quanto all'ultima classe ci contenteremo qui d' averne rilevata 1' esistenza 
considerando i s i~temi  che vi appartengono come casi limiti dei sistemi ge- 
nerali @ (n.' 15, 1.'). In una Nota complementare penso di mostrare come 
si possano sottomettere anche questi sistemi O ad un'analisi diretta (*). 

Terminerein!, questo paragrafo coll'osservare che da1 confronto dei teo- 
remi B) e D) (n.' 3, 14) si rileva facilmente l'altro: 

Ogni superficie S cova un sistema d i  linee di  curvatura piane fa parte 
d' infiniti sis terni @. 

(*) Pel caso particolare in cui l'angolo u sia costante ho frattanto esposto questi ri- 
sultati complementari in una comunicazione fatta alla R. Accademia dei Lincei: Sulle 
superficie le cui sezioni fatte con u n  sistema d i  piani paralleli tagliano le linee d i  
curvatura sotto angolo costante. (Vedi Rendiconti del 4 gennaio 1891.) 
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E infatti, indicando con C le linee di curvatura piane della S, facciamo 
passare per una linea r di curvatura del 2." sistema una superficie qua- 
lunque 2, che tagli lungo r ortogonalmente la  S. Dalla teoria dei sistemi 
ciclici risulta che si pub sempre descrivere un sistema normale di circoli or- 
togonale alla 2, di cui facciano parte i circoli osculatori delle C nei loro 
punti d'incontro colla r [*). Il sistema individuato, secondo il teorema D) 
ri.' '14, dalla superficie L,, da una qualsiasi delle curve C e da1 sistema nor- 
male dei circoli descritto contiene evidentemente la superficie assegnata S. 

5 4. Sistemi iP pei quali l'angolo u e costante 
ovvero funzione della sola u. 

17. F r a  i sistemi tripli ortogonali cP la cui teoria abbiamo sviluppato ne1 
paragrafo prec,edente prendiamo ora a considerare due classi speciali notevoli. 

curve C sulle superficie u -- ~ o s t . ~ .  Se 
le formole (8) n." 6 dàniio: 

Come si è visto al n." 13 l'angolo dà l'inclinaaione dei piani delle 
2 

supponiamo che l'angolo a sin costante 

dunque: L e  iinee s fe~ ic l i e  u ,  v sono le i m m a g i n i  delle linee asshtot iche d i  
ana superficie pseudosferica. In ta1 caso si pub fare 

E = l ,  G =  1 ,  

e nell' elemento lineare sferico : 

d s ~  duP 3 2coslZdudv f dve, 

(*) La ricerca dei sistemi normali di circoli ortogonali ad una data superficie Z di- 
pende dall' integrazione dell' equazione del CAYLEY : 

dove : 

é l'elemento lineare della 2; riferito alle linee di curvatura. La condizione assegnata equi- 

vale analitieamente s dare una relazione lineare da m i  simo legate e, @ lunpo uoa 
au a u  

data linea di curvatma u = uo. 
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la funzione fi di u ,  v sarh un integrale qualunque dell'equazione: 

La determinazione dei nostri sistemi (9 riducendosi ad integrare I'equazione: 

abbiamo il risultato: Lcc determi~haaione dei  s is temi  <P nei  qua l i  i p i a n i  delle 
linee di  c ~ r v ~ t u m  C tagliano sotto i l  medesirno ungolo le  superficie d i  u n a  
serie s i  riduce a l la  ricercu delle deformaaioni  ilzfinitesime delle superficie 
pseudosferic he. 

È importante osservare che per tutte le superficie pseudosferiche note 
come per quelle che possono dedursene coi noti inetodi di trasformazione, il 
problerna delle deformazioni infinitesime si risolve con quadrature e percib 
bastano quadrature per ottenere quanti si vogliano sistemi Q, della specie in 
d '  ~scorso. 

18. Le formole generali del precedente paragrafo, applicate agli attuali 
sistemi 9, conducono ai  risultati seguenti. 

Sia n una soluzione qualunque dell' equazione : 

R una soluzione dell' altra : 

Indicando con O una costante arbitraria, si determini una funzione e dalle 
equazioni : 

che ammettono un integrale comune con una costante arbitraria W .  Riguar- 
dando w come una terza variabile e ponendo: 
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dove W è una funzione arbitraria di w ,  l'elemento lineare: 

appartiene alIo spazio .ordinario e il corrispondente sistema triplo ortogonale 
(11, Y,  w )  è il più generale siderna @ della specie richiesta esclusi quelli che 
eventualmente possono appartenere alle classi eccezionali del n.' 16. 

Si è qui supposto che la soluzione della (a )  sia diversa da zero. Perb 
anche se si fa 12 = 0, l'elemento lineare (b)  appartiene al10 spazio ordinario 
e il corrispondente sistema triplo ortogonale (u, u ,  w)  è un sistema della 
specie considerata; m a  esso rientra, corne facilmente si vede, nella 4.a classe 
eccezionale del n." 16. Possiamo aggiungere che per ta1 modo si ottengono 
i più generali sistemi @ della specie considerata ne1 presente paragrafo ap- 
partenenti alla detta classe eccezionale. (Veggasi la mia Nota sopra citata nei 
Rendiconti della R. Accademia dei Lincei, 4 gennaio 1891.) 

19. Se in un sistema triplo ortogonale, definito dall'espressione: 

del quadrato de117 elemento lineare del10 spazio, indichiamo col nome di linee 
di livello sulle superficie w = cost." le linee di equazione: 

H3 = cosLe, 

ed osserviamo che nei nostri sistemi 8 l'angolo rnisura altresl l'inclina- 
2 

zione delle linee di livello sulle linee di curvatura v = cost.", abbiamo il ri- 
sultato: 

Negli  at tual i  sistenûi (P le linee d i  livello delle superjicie ortogonali alle 
czdrve piane tagliano sotto angolo costante le linee d i  curuaturu. 

k questa una proprietà caratteristica dei nostri sistemi @ cioè eussiste 
il teorema: 

Se ifi u n  sistema trip10 ortogo9mle le linee d i  livello delle superjicie Z 
d i  una delle tre serie tagliuno sotto anyolo costante le linee d i  curvatura le 
superficie Z,, 2, delle altre due serie s'intersecano lungo curve piane, i cui 
piani tagliarzo sotto il medesirno angolo le superficie d i  ciascuna serie 2 ,  o 2, .  

Per dimostrarlo basta ricorrere alle formole generali già ricordate al n.' 13. 
Osserviamo poi che i sistemi cidici osculatori degli attuali sistemi Q, lungo 
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le superficie w = cost." appartengono alla classe studiata al 5 7 della Memoria 
precedente e conseguenternente: Le superficie Z ortogormli alle curve pia'tze 
sono divise irz parallelogramrni infiniteshi equkalelzti da un doppio sistema 
di trat'ettorie isogonali delle linee dl  curvatura. 

Noteremo da ultimo che nei nostri sistemi @ la superficie S inviluppo 
dei piani delle curve C, ortogonali alle superficie w --= cost.", è una superficie 
di Voss (*), sulla quale cioé esistono due sistemi di linee geodetiche a tan- 
genti coniugate: tali linee della S sono precisamente le u = cost." o = cost.". 
La  dimostrazione si ricava facilmente dalle formole di una Nota del sig. GUI- 
CHARD (**). 

20. Consideriamo in fine un'ulteriore classe di sistemi cP che comprende 
la classe sopra studiata corne cas0 particolare. Supponiamo che i piani delle 
curoe C taglino sotto angolo costante le superficie delle serie u = c ~ s t . ~ ,  me 
quest'angolo varii dall'una all'altra superficie della serie. Sarà allora D fun- 
zione della sola zc e per le (8) n." 6 avremo quindi: 

Secondo quanto ho dimostrato al 5 6 della Memoria precedente, le (c) rap- 
presentano le condizioni necessarie e sufficienti affinchè le linee sferiche u ,  v 
siano le immagini delle assintotiche di una superficie con un sistema di linee 
assintotiche a torsione costante. D'altronde l'equazione (2) n." 5 diventa ne1 
nostro cas0 precisamente quella da cui dipende la ricerca delle deformazioni 
infinitesime delle accennate superficie. Potendosi ne1 caso attuale ripetere l'os- 
servazione fatta al n." 17 riguardo al problema delle deformazioni infinitesime 
delle superficie pseudosferiche, vediamo che anche in questo cas0 pih gene- 
rale bastano quadrature per trovare quanti si vogliano sistemi @ della specie 
corrispondente. 

Terrniniamo coll'osservare che le formole generali relative ai sistemi tripli 
ortogonali, giii richiamate al n.' 13, applicate ai nostri sistemi @ fanno co- 
noscere corne caratteristica la seguente loro proprietà: 

Sulle superficie w = cost.' ciascuna linea d i  curvaturcz: u = ~ o s t . ~  taglt'a 
sotto il  medesirno artgolo tutte le linee d i  livello. 

Pisa, novembre 1890. 

(') Sitzungsberichte der K. Akademie zu München. Marz 1888. 
("*) Comptes Rendus de l'Acad6mie. 12 Mai 1890. 
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Sonja Kovalevsky 
(morta il 10 Febbraio 1891). 

(Di ANBA CARLOTTA LEFFLER, Duchessu di Caju?zelZo, a Napoli.) 

U n a  sera in casa di Giorgio Eliot a Londra erano ûdunati intorno alla 
celebre scrittrice gli uomini più insigni d 'hghil terra nelle scienze e nella 
letteratura. Una sola signora vi si trovava, una studentessa russa giovanissima, 
che era a Londra di passaggio con suo inarito. L a  russa aven la sembianza 
piccola ed esile, i modi timidi quasi di scolara, la testa grande in propor- 
zione con le spalle sottili, la  fronte larga circondatn di  ricchi capelli ricciuti 
e di color castaneo. Gli occhi d'un verde grigiastro brillavano in modo in- 
solito, e pareano volessero afferrare avidamente ogni parola, che dicevano gli 
dtr i .  Ella stessa taceva: era senza dubbio la persona più oscura di quelia so- 
cietà non avendo ancor fatto nulla che la potesse illustrare. L a  conversazione 
si volgeva intorno alla capacità intellettuale della donna: e un signore di unn 
certa età contrastava fortemente la tesi, che la donna potesse mai produrre 
nulla . d i  originale ne1 campo scientifico. L a  piccola russa allora prese d 'un 
tratto la parola, c si diede a difendere caldamente l'attitudine scientifica della 
donna. Quel signore era pnrso cosi striiigente nei siioi argomenti che tutti 
arean taciuto innanzi a lui; ma la giovine studentessa sviluppava una elo- 
quenza cosi ardente cd ingegnosa, avea degli argomenti cos3 sorprendenti ed 
originali, che quel signore si tacque alla sua volta con un sorriso gentile, e 
le lasciù l'ultima parola. Giorgio Eliot allora Ic domandb, se sapesse chi aveva 
convinto. - Herbert Spencer. 

Nell'autunno del 1870 entrb un giorno in casa di Weierstrass a Berlino 
una giovane russa dall'aspetto timido di una scolaretta, e gli domandb umil- 

Annazi di dlcctematica, tomo XIX. 3.3 
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mente se poteva darle lezioni private di matematica, poichè 1'Universitii dcila 
capitale di Germania era - ed è tuttora - chiusa alle donne. Weierstrass 
pensava come Herbert Spencer: la donna non diventera mai altro che dilet- 
tante nella 'scienza; e non voleva perderc il tempo ad istruire dei dilettanti. 
Ma durante l a  conversazione scoperse in quella giovinetta una tale ricclîezza 
di idee, una si facile intuizione sulle più ardue quistioni della çcienza, che 
divenne una gioia per il gran matematico di dare istruzione a lei, che sarebbe 
stata più tardi la  prediletta fra i suoi discepoli. 

Sonja Vassilievna Corvin Krukovsky, nacque a Mosca il 15 (3 del calen- 
dario russoj Gennaio 1550. Suo padre generale di artiglieria, maresciallo di 
nobiltà ne1 goyerno di Viteb, apparteneva alla vecchia üristocrazia del paese. 
Sua madre era nipote del noto astronomo Schubert. L a  faïniglia Corvin di- 
scendeva direttamente da1 re  Mat tias Corvin, 1' eroe d' Ungheria. 

Il vecchio cnstello feudale ne1 governo di Viteb, dom Sonja cresceva, era 
lontanissimo da ogni città, e non aveva altre comunicazioni con il mondo 
esterno che per mezzo. di pessime strade, in certe stagioni dell'anno addirit- 
tura impratieabili, che traversavano steppe immense. Intorno al paterno ca- 
stello, Palibino, urlavano i lupi le serate d'inverno, e l'orso si aggirava nei 
boschi selvaggi, che formavano intorno un parco naturale. Qui la fanciulla 
immaginosa sognava non solo il gran mondo sconosciuto di là da quei boschi, 
ma anche altri spazi ignoti con altri orizzonti, che gih la sua mente precoce 
indovinava. 

E r a  ne1 castel10 una camera le ciii pareti erano rimaste coperte solmenie 
di vecclii giorriali, fsa' quali per cas0 si trovavano alcuni fogli litografati delle 
lezioni di Ostrogradski su1 calcolo differenziale e integrale, che il padre avea 
studiato nella sua gioventù. Quei fogli con le loro formole strane attiravano 
l'attenzione della piccola Sonja. Essa restava dell'ore intere innanzi al muro 
n~isterioso e cercava di trovare il senso di certe frasi, O di capire in che ordine 
i fogli dovevano seguiïe 1' uno d l '  altro. In questo modo 1' apparenza esteriore 
di talune formole si fissava nella sua memoria, e il testo stesso lasciava un'orma 
profonda ne1 suo cervello. Quando poi essa prendeva le sue prime lezioni di 
calcolo differenziale il suo professore si nieravigliava come subito sapesse ap- 
propriarsi le idee ed i metodi relativi a quella disciplina. 

Avea anche sludiato dn sola un testo di Pisica rinrenuto fra i libri pa- 
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terni. L'autorc era un amico del padre, e mentre questi una volta faceva una 
visita a Palibino, Sonja gli disse, che avea studiato il suo libro. Le rispose 
ridendo, che cib era iinpossibile per lei, che non conosceva la trigonometria. 
Apparve allora ne1 seguito della conversazione che la fanciulla basandosi sulle 
conoscenze che già possedera, avea costruite da sè per uso proprio le formole 
fondamentali della trigonornetria. Meravigliato di tanta prova di intelligenza 
l'amico indusse allora il padre a lasciarle prendere lezioni, ad onta delle idee 
aristocratiche e conservatrici di questo intorno alla educazione conveniente 
per una signorina di alta condizione. Il padre che considerava questa pas- 
sione per Io studio corne uiia semplice velleitb od un capriccio, aveva con- 
sen t i t~  d i  buon grado; ma quando Sonja a quindici anni gli domandb sul serio 
il permesso di andare all'estero per studiare in una Università tedesca, av- 
venne una scena terribile nella famiglia. Il padre non avrebbe potuto pren- 
dersela più a cuore, SC la figlia avesse commesso un fallo. . Pcr  ben capire cib, bisogna sapere corne in quel tempo in Russia una 
fanciulla che studiava era considerata quasi una nihilista. E c'era veramente 
lin entusiasmo politico e patriottico nclla smania per gli studi, che avea invaso 
tutta l a  nuova generazione: c'cm un desiderio di spingere innanzi verso la 
luce e la liberth la p t r i a  infelicc tanto amata da tutti i Russi. Quell'entu- 
siasmo avea prodotto un fenomeno aiubastanza curioso: i matrimoni fittizii, 
che erano yentiti in moda, e che aveailo per scoyo di liberare le fanciulle dal- 
l'autorità paterna per dar loro l'opportunità di studiare all'estero. E cosi Sonja 
appena uscita fuori d'infanzia si sposava con Vladimir I<ovalevsky, legal- 
niente si, ma con la convenzione fra loro di non essere altro che compagni 
di studio. Insieine con sua sorella e un'amica andava allora in Germania dove 
le tre fanciulle studiavano in una Università e Kovalevsky in uri'altra. Hei- 
delberg era allora la sola Università tedesca aperta alle donne; ora tutte sono 
chiuse, per modo che quando pochi anni addietro Sonja Kovalevsky già pro- 
fessore a Stoccolrna voleva ascoltare una lezione nella Università di Berlino, 
gliene f u  dapprima rifiutato il permesso, che ottenne poi unicamente per l'in- 
tervento diretto del Ministro dci Culti corne un gran favore personale. 

I l  prof. Koenigsberger fu il suo primo maestro. Dopo aver segujto per 
due anni il suo corso andb a Berlino, corne gik si è detto, alla fine del 1870 
e prese con Weierstrass, durantc quattro anni, lezioni private, che furono 
spesso interrotte da lunghe visite alla sua famiglia in Russia e da altri viaggi. 
Una volta fu anche chiamata a Yarigi da sua sorella, e vi si trovb durante 
il bombardamento e la Comune. 
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L'arino 1874 senza esami orali, m a  presentando tre tesi scritte fu lau- 
reata alla Univeraith di Gottinga. Nell 'una delle sue tesi (*) che conta fra' 
lavori più importanti clie sieno stati mai scritti intorno alla teoria delle equa- 
zioni differcnziali parziali, dopo ayer esposte le lezioni di Weierstrass sulla 
esistenza degli integrali di un dato sistema di equazioni differenziali ordinnrie, 
esteridendo 10 stesso metodo, giunge a provare l'esistenza degli integrali di 
date equazioni differenziali parziali. Dimortra che in generale le funzioni pri- 
mitive possono esprimersi come serie di potenze delle variabili indipendenti 
tutte convergenti in un determinato cerchio, e discute accuratamentc i casi 
in cui queste serie sono divergenti, sicchè sostituite nelle equazioni differen- 
ziali date  le risolvono solo formalmente. 

Un'altra delle tesi presentate per ottener la laurea fu stampata dicci anni 
dopo negli Acta Matliematica (*") senza alcuna modificazione. I n  essa l'ail- 
trice espone e studia alcuni teoremi di Weierstrass sulla riduzione di una 
certa classe di integrali ab'eliani di terza specie a d  integrali ellittici, profit- 
tando anche delle ricerche del prof. Kth~igsberger (*"), e ricavandone poscja 
diversi corollari. I medesimi teoremi furono poi estesi da1 Poincaré (**"*), eil 
il Picard ("****) perveniie indipendentemente ad analoghi risoltati. 

Dclln ' terza tesi di laürea intorno alla forma dell'anello di Saturno par- 
Ici.6 in seguito. 

Fini t i  gli studi, insieme con suo marito, il quale si e r a  contemporanea- 
mente laureato, fece ritorno in Russja, dore questi fu nominato professore di 
Paleontologia nella Università di Mosca. 

Solamente allora inconîinciwrono a vivere di una vera vita matrimo- 
niale: Sonja divenne madre e per alcuni anni mise d a  canto addirittura la 
scienza. E r a  nella sua indole di dedicarsi con una intensità passioiiata a cib 
che per il moment0 considerara come esscnziale nella vita. Durante questi 
primi anni  fu esclusivnmente madre e moglie: con la  capacità straordinaria 
che aveva di sempre entrare a prender parte negli interessi di coloro co'quali 

("j Zur Theorie der pag.tiellelz Dif~rer~zialgleichu~zge~z. Journal fiir die reine u c d  
angewandte Mstlieinatilr, tom. 80. 

(**) Ueber die Reduction einer besti?n~nten Klnsse Abel'scher Integrale 3. ten Raugrs 
au f  elliptisclze Tntegrale. Acta Mathematica, tom. 4, 1884. 

(***) Borchardt-Journal, Bd G7. 
(****) Sur la réduction des intègrales abe'lliennes. S. M. F., Bull., n.' 12. 
(**%**) Remarque sur la réduction des intégrales abéliennes aux  intégrales ellip- 

tiques. S. 31. F., Bull., n.' 12. 
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viveva, essa studiavn ora la scienza di suo marito con tale assiduità, che per 
qualche tempo, mentre egli era occupato in affari, scrisse tutte le sue Iezioni. 
Ma vivendo anche in un ambiente letterario, il suo gusto per la letteratura 
insino allora latente, si destb a .  poco a poco, manifestandosi con la produ- 
zione di un romanzo intitolato: DEY Privaidocent, rappresentante la vita uni- 
versitaria in Germania. Lo pubblicb anonimamente corne appendice in iin 
giornale russo. 

Ma poco durava il tempo calmo e felice, che appena era incomincinto 
per lei. Suo marito ch'era pieno di idee grandiose e di vedute geniali, era 
anche disgraziatamente fantastico senza ~nisura, ed era caduto sotto l'influenza 
di un avventuriere, che Io attirava in speculazioni pericolose sulle miniere 
di petrolio e su altre jntraprese industriali, nelle quali si m e t t e ~ a  in gioco il 
patrimonio di Sonja. Benchè secondo la legge russa avrebbe potuto sottrarre 
al marito il dritto di disporne, pure essa non fece,altro che procurare di op- 
porre la sua influenza a quella del fatale consigliere. Non riusci, e colpita ne1 
cuore di vedere cosi andare in rovina, non tanto il suo patrimonio, quanto 
la felicità della sua vita, abbandonb di nuovo casa e patria per riprendere 
all'estero la solitarin vita di studio. Lasciata la bambina in Russia alle cure 
di una arnica, ella stessa viveva a Parigi in una camera da studente ne1 
quwtiw Latira, quando le giunse la  notizia fulminante, che il marito non 
avea avuto il coraggio di sopravvivere alla disgrazia attirata sui suoi, ed alla 
disperazione di avere, benchè senza colpa, macchiato il suo nome. 

Sola, dilaniata da1 dolore, la povera Sonja cresciuta fra gli agi e nella 
totale nonçuranza delle questioni economiche doveva ora provvedere a crearsi 
i mezzi di c t e  vivere insieme con la sua figliuola. Dalla sua propria patria 
non le si offerse nulla di meglio che un posto di maestra di aritmetica nelle 
classi inferiori di una scuola femminile. 

Da poco Stoccolma aveva aperta la sua Università fondata con mezzi 
privati. Mittag-Leffler fu fra i tre professori primi nominati. Entusiasta per 
quel nuovo institut0 della sua città nativa, caldeggio llidea di dar l'more al 
giovane Ateneo di legaïe a sè I1unica donna, che avesse mostrato tanto in- 
gegno scientifico. Dietro suo invito ella venne a Stoccolma nell'autunno del 1883, 
ed incomincib un corso libero in lingua tedesca sulla teoria delle equazioni 
differenziali parziali. Ne1 frattempo riusci al Mittag-Leffler di raccogliere da  
mecenati privati i fondi per creare apposta per lei una cattedra di matema- 
tiche superiori. 

Bella commemorazione che il prof. Mittag-Leffler, corne rettore dell'uni- 
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versità di Stoccolina, h a  fatto della defunta, cos1 si esprime a proposito del- 
l'influenza ch7ella h a  esercitato sopra i suoi scolari: 

a Essa venne a noi da1 centro della scienza inoderna piena di fede e di 
entusiasmo per 17idee del suo gran maestro di Berlino, il vecchio venerando 
che ora ha dovuto sopravvivere alla sua alunna prediletta. 1 suoi lavori, che 
tutti appartenevano alla stesso ordjne di idee, hanno con nuove scoperte mo- 
strata l a  forza del sistema di Weierstrass. Noi sappiamo con quale zelo com- 
municativo ella spiegava quelle idee, quale importanza essa dava loro per la 
risoluzione dei più difficili problemi. E quanto volentieri ella faceva parte 
della riccbezza delle sue conoscenze, delle divinazioni geniali della sua mente 
ad ogni scolaro che avea la forza e la volontà di riceverle! L a  sua persona- 
lità seinplice, libera di ogni affettazione scientifica, la premura con la quale 
cercava di comprendere cib che è più intimo e individuale in ciascun uomo, 
induceva tutti a confessare a lei quasi al primo incontro i propri pensieri es 
sentimenti più nascosti, i dubbi e le speranze del ricercatore, le esitazioni 
dinanzi a' nuovi sistemi, i dolori, le illusioni perdute e. i sogni di felicità. Con 
tali qualità ella entrava nell'insegnamento, e su queste basi si fondavano le 
sue relazioni con gli scolari. n 

Durantc i primi anni del suo soggiorno a ~t'occolmn si occupb nei suoi 
lavori scientifici della teoria della propagazione della luce attraverso i cri- 
stalli. Su tale argomento pubblicb una nota nei Comptes Rendus (*), tradotta 
poi in lingua svedese (**), dove comunicava i risultati ottenuti senza dimo- 
strazioni: queste pubblicb in .seguito in una Memoria più estesa (*""). 

Lamè nella sua teoria della elasticità ha dati alcuni integrali particolari 
delle equazioni differenziali relative alle vibrazioni trasversali della luce in un 
meaio cristallino, e che rappreseiitano ondulazioni analoghe alle ondulazioni 
sferiche, che xi propagano in un ambiente isotropo. L e  ondulazioni rappre- 
sentate da questi integrali particolari divengono indeterminate in ogni punto 
degli assi ottici, e ne1 centro delle vibrazioni diventano infinite: sono percib 
fisicamente impossibili. D a  cib fu indotta la Kovalevslry a ricercare gli inte- 
grali gènerali di quelle equazioni. A tale risultato ella pervenne basandosi 

(8) Sur la propagation de Eu lumière dans 'un milieu cristallisé. C.  R., tom. 98. 

(**) 0rn Ljusets fortplant?zing ut2 ett kristnlliniskt medium. Oversigt a€ svenska ve- 
tenskapsakademie~is forhandlingar, tom. 41. 

("**) Ueber die Brechuug des Lichtes iri cristaliinischen MitteEn. Acta Mathema- 
tica, tom. 6. 
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sopra un metodo di integrazione trovato da1 Weierstrass, che allora era ine- 
dito, e che ella espose nelle prime pagine del suo lavoro. 

Iu  seguito riprendendo il fi10 interrotto di alcune sue precedenti investi- 
gazioni mcnb a termine il suo lavoro intorno all'anello di Saturno (*). Ivi si 
propose di trovarne la forma, supponendo che abbian luogo le leggi di La-  
place, che l'anello sia omogeneo, che la sua sezione meridiana possegga, un 
asse di simmetria giacente ne1 piano dell'equatore, e poco differisca da una 
ellissi, che la massa del corpo centrale sia condensata ne1 centro dell'anello, 
e che I'anello ruoti con una velocità costante. Dimostra che il problema pub 
risolversi con qua1 si voglia approssimazione mediante l'uso di alcune serie 
rapidamente convergenti. 

Intanto ne1 1887 l'hccademia di Francia avea messo a concorso per il 
premio Bordin il tema seguente: 

Yerfezionare in qualche punto in?.portante la teoria del movimento di un 

corpo rigido. 
L a  Kovalevsky, già intravedendo il modo come avrebbc potuto svolgere 

quel tema, risolse di concorrere. Ma col fatalismo russo, che la dominava, 
lascib trascorrere un anno quasi da1 tempo assegnato senza neppure incomin- 
ciare il lavoro. Si occupava intanto, durante quel tempo prezioso, a cornporre 
due drammi insieme con la scrittrioe'di que~to  cenno, le oui occupazioni let- 
terarie 1' avevano attirata, corne sempre risentiva 17 influenza dell' atmosfera 
intellettuale circondante i suoi intimi. Questi due drammi paralleli furono 
scritti sopra questa idea, che l'uorno benchè deterntinisticamente predestinato, 
pure possst in certi momenti critici dare uno od un altro indirizzo alla sua vita. 

In' questi drammi si tratta della scelta: fedeltà verso sè stessi e verso 
l'essenziale della vita, o abbandono dell'essenziale per andare a caccia del 
superficiale e del successo esteriore. Pcrcib il laroro fu intitolato: La lotta 
per la felicità. Durante questa collaborazione diverse volte espressi la mia 
inquietudine, perchè ella perdeva in questo modo il tempo utile a finire il 
lavoro del concorso; mi rispose semprc: Non fa nulla, io so che sarb pronta 
in tempo. Eppure jgnorava allora nonchb la soluzione del problema che s'era 
proposto, anche la  strada per trovarne la soluzione. Aveva solo un presenti- 
mento interiore che l'avrebbe fïovata. 

Nella primavera 1888 incomincib su1 serio ad occuparsi di quel lavoro, 

(*) Zusütze und Bernerkulzgen au Laplace's Untersuchung über die Gestalt der 
Suturnsringe. Astronomische Nachrichten, tom. 111. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



208 A. C. Le f f ler  : S o ~ j a  Iiovalevslcy. 

privandosi del sonno per molte notti di seguito, e la vigilia di Natale dello 
stesso anno i l  premio le fu dato in una solenne tornata delllAccademia di 
Francia (*). L a  risoluzione del problema parve si notevole all'Accademia che 
prima di aprire la scheda contenente il nome dell'autore, aveva delilierato di 
aumentare il premio da tre a cinquemila lire. 

Avea data la soluzione completa di un nuovo caso del problema del mo- 
vimento di un corpo rigido sollecitato dalla gravità ed avente un punto fisso, 
ed avea con cià annesso il proprio nome ai grandi nomi di Lagrange, Poisson, 
Jacobi, che avevano risoluti altri due casi del medesimo problerna. Intorno a 
questo argomento oltre la Memoria presentata all'bccademia di Francia (**), 
ne scrisse altre due, una contenenente un riassunto della precedente (***), 
l 'altra la discussione di una proprietà delle equazioni differenziali relative alla 
rotazione di un corpo rigido intorno un punto fisso (****). 

Nello stesso anno (1890) pubblicb ancora sopra un teorema di Bruns al- 
cune osservazioni che a rea  avuto occasione di fare nelle conferenze che elln 
teneva ne1 seminario di Matematica annesso all'università di Stoccolma (*****). 

Dopo le fatiche che avea sopportate la Kovalevsky peï menare a termine 
questi lavori parve che la sua in~en t iva  scientifica fosse per qualche tempo 
esaurita. Tornb di nuovo alla letteratura, e questa volta piii seriamente che 
mai .  Già da più anni anelava uscir fuori da1 mondo solitario della scienza ed 
entrare nei campi letterari più fertili di gioie personali. Il bisogiio di simpatia 
e di vincoli intellettuali con gli altri, ers cosi intenso in lei che quasi non 
potea lavorare senza avere qualcuno fra i suoi intimi che vivesse nella stessa 
sfera di pensieri. Non avea nulla della noncuranza aristocratica di un Gauss, 
d'cssere wpprezzata ed onorata dai suoi contemporanei e da' suoi amici per- 
sonali. Avea anzi un desiderio ardente di essere corrisposta con simpatia e 
con stima ad ogni passo clle dava, ad ogni pensiero che in lei si destava. 
Non era per altro vanità degli onori esteriori, ne avea avuti abbastanza nella 

j3!) Cfr. Comptes Rendtis, torri. 107, psg. 1042. 
(**) illdmoire sur u n  cas particulier du problhne de la t*otation d ' u n  corps pesant 

nutozw d'un point fixe, où l'intégration s'efectue à l'aide des fonctions ultraelliptiques 
d u  lempu. Recucil des Savan t s  étrangers, tom. 30. 

(*%*) Sur le problème de la  9-otatiolz d 'un  CO-s solide autour d 'un point fixe. Acta 
hIdtli~mnt,ica, tom.  12. 

(*'i"*) Sur  une propriétd d u  système d ' é p a t i o w  diflèrentielles qui défi~zit ln  rota- 
iion d'un corps solide n u t o w  d ' u n  point fixe. Acta RIathcmatica, tom. 14. 

(**"*) SUY ~ 1 %  théorPm9 de Bruns. Acta Mat l i~ma t i cn ,  tom. 15. 
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sua vita per sentirne il vacuo, ed era una natura troppo profonda per esserne 
soddisfatta. Ma era il bisogno di un'indole essenzialmente femminile di farsi 
amare e di provocare non solamente ammirazione, ma anche gioia coi propri 
lavori ad un cerchio di persone il più esteso possibile. Percib la letteratura 
le parve più gradita a misura che avanzava negli anni, perché la solitudine 
le pesava più e più, e la brama di simpatia diventava si acuta in lei da fada 
intensamente soffrire. 

Ma nori soltanto domandava e desiderava simpatia, avea anche una ca- 
pacità unica di darne agli altri. Era  nella sua conversazione cos1 spiritosa ed 
attraente, come solo una russa pub essere; ma benché parlasse molto e vo- 
lentieri, era ne110 stesso tempo un' eccellente ascolt.atrice , che penetrava coi 
suoi occhi miopi, ma lucenti, negli occhi dell'interlocutore, e con piccole escla- 
mazioni impazienti gli tirava fuori le parole. Se approvava cib che l'altro 
diceva, se trovava un giudizio giusto, O un'idea originale, la raccoglieva con 
giubilo. Se invece disapprovava, allora criticava con espressioni taglienti, mor- 
denti e spesso paradossali. Non manifestava mai disdegno, nè opponeva pre- 
giudizi contro arditi pensieri. Avea un modo di vedere larghissimo su tutte 
le quistioni della d a ,  e una mente si pieghevole, che mai non si arrestava 
ad un sistema di idee una volta acquistate, ma sempre ne accoglieva di nuove, 
e spingevasi innanzi a nuove conquiste. Nei suoi modi era sempre una gran 
dama, e al tempo istesso sempre semplice e naturale. Detestava ogni esteriore 
apparenza di emancipazione; e si sentiva molto più adulata, se alcuno le fa- 
cesse cornplimenti su1 suo abbigliamento O sulla sua avvenenza, che se l'ammi- 
rasse per la sua dottrina. Nei suoi più giovani anni era veramente bella,, ma 
ultimamente le lunghe veglie negli studi ed i tanti sofferti dolori, aveano la- 
sciate tracce non lievi su1 suo viso fine e regolare. 

Ne1 romanzo: L e  sorelle Rujevsky (*) il primo che pubblicasse col proprio 
nome racconta la storia della sua infanzia con colori cosi vivi e veri, con 
tanta finezza di osservazioni e di sentimenti, che ottenne subito il successo 
che tanto desiderava, di essere cioè personalmente capita, provocando l'altrui 
simpatia. In Russia, in Svezia-Norvegia e in Danimarca la pubblicazione di 
quel romanzo fu salutato come un avvenimento letterario e diceasi che un 
nuovo Tolstoi era nato alla Russia. 

Questa entrata felice nella carriera letteraria stimolava la sua fantasia 

(*) Pubblicato in russo col titolo: Ricordi della fanciullezsa ne1 Vestnik Evropy, ed 
in svedese col titolo: Systrarna Rajevsky in un volume a parte. 
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fertile, che era inoltre aiutata da una esperienza della vita esteriore ed in- 
teriore eccezionalmente ricca, e qrrattro O cinque nuovi lavori letterari prrni -  
navano contemporaneamente in lei. Ancora barnbina, ma già acuta osserva- 
trice, avea assistito alla grande crisi della liberazione degli schiavi in Russia, 
H a  raccontato in un romanzo (*) l'impressione che quella crisi produceva nelle 
famiglie nobili dei proprietari di campagna. L a  figlia di uno di questi pro- 
prietari diventa poi nihilista e va prigioniera in Siberia. Questo lavoro l'au- 
trice poco innanzi la  sua morte leggeva in un circolo scientifico di Stoccolma, 
e ~roduceva grande entusiasmo. Fortunatamente se ne trova i l  manoscritto 
compiuto, e verrà presto alla luce. 

Di  un altro gran romanzo: Yae VictzS, aveva pubblicato un solo cnpi- 
tolo (**). Il concetto fondamentale di questo lavoro rivela meglio d'ogni altro 
I'indole di lei. 

Poche donne sono state cos1 osservate, festeggiate, adulate, colmate di 
onori come lei. E nondiineno voleva in questo romanzo, che sarebbe diventata 
la  vera storia interiore della sua vita, cantare la lode dei vinti, perchè essa 
stessa sentivasi, malgrado il plauso che la circondava, come una vinta nella 
lotta per la felicità, la vera felicità che per lei consisteva esclusivamente nel- 
l'amore, nella vita in due, che sola in un paese straniero amaramente rim- 
piangeva. 

Secondo cib che il prof. Mittag-Leffler riferisce, ella non aveva pensato 
di abbandonare per sempre gli studi scientifici. Nell'ultima conversazione che 
ebbe con lui, il giorno prima della sua breve malattia, gli avea comunicato 
il disegno di un nuovo lavoro matematico, che credea sarebbe diventato il più 
importante che avesse mai scritto. Secondo il s u o  solito modo, ritenendosi 
dotata di una seconda vista sulfe cose intellettuaIi, disse di avere indovinata 
la eoluzione di certi enigmi profondi, aprendo cos1 una nuova strada nei campi 
del pensiero. 

Essa era dotata in alto grado di quella seconda uista anche quando si 
trattava degli avvenimenti della vita. Sapeva dapprima tutto quanto dovesse 
accaderle d'importante, e mentre ella l'ultimo capo d'anno, insieme con al- 
cuni amici russi, visitava il camposanto di Genova, un'ombra subitanea le 
oscurb il volto, e disse: uno di noi morirà in quest'anno. S e i  primi di feb- 

(*) La fanziglia Vorontsoff. Due capitoli furono pubblicati dall'autrice sotto il pseu- 
donimo TANJA RAJEVSKY ne1 giornale di Stoccolrna: Nordisk Tidskrift, 

(**) Nornan del 1889, 
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brajo tornb verso il Nord, dopo aver passati i due mesi di vacanza su1 Ne- 
diterraneo. Fece un viaggio penosissimo pel freddo straordinario, e data una 
sola lezione a l l lUniv~rs i tà ,  fu  assalita da una polmonite violenta, che in tre 
giorni distrusse quella vita si intensa e rigogliosa. 

Raramente una morte ha  provocato un compianto cosi universale. Tele- 
grammi affluivano all'Università di Stoccolma d a  tutti i paesi di Europa, dalle 
più illustri Accademie fino alle maestrine di campagna in Russia e le ham- 
bine delle scuole domenicali di Tiflis e di Charkow. Il  corteo funebre fu se- 
guito d a  tre carrozze piene di fiori, che furono posate sulla neve che rico- 
priva l a  sua tomba ne1 cimitero di Stoccolma. Fu una pompa meridionale in 
mezzo a l  gel0 nordico che l'aveva uccisa. Ma tutto quel10 splendore di fiori 
di che venne circondata in vita ed in morte, ella avrebbe volentieri scam- 
biato con un piccolo modesto fiore dei prati boreali che mancava in quella 
pompa esotica; si chiama: non rni dimenticare, ed è il simbolo del dono 
intero d'un cuore. 
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Sulla determinazione delle linee 
di cui il rapporto 

della curvatura alla torsione 
è una funzione nota dell'arco. 

(Di GEMINIANO PIRONDINI, a Parma.) 

E noto che BERTRAND ha dimostrato, per primo, che ogni linea in cui 
il rapporto della ciirvatura alla torsione è una costante, è un'elica cilindrica; 
siccome poi, reciprocamente, in ogni elica cilindrica è costante il rapporto 
predetto, si pub dire che la relazione: 

O 
L = costante, 
1' 

(nella quale p indica il raggio di curvatura ed r quello di torsione di uria 
linea a doppia curvatura) è caratteristica delle eliche cilindriche. 

In  questa nota, generalizzando il teorema di BERTRAND, tratto della de- 

terminazione delle curve in eui il rapporto 1 è uns  f'unzione nota dell'arco, 
r 

fnccio parecchie applicazioni ai casi più notevoli e determino anche comple- 
tamente alcune famiglie di linee definite da syeciali relazioni che legano fsa 
loro il raggio di curvntura e quello di torsione. 

Sia L una geodetica della sviluppabile 2 avente la curva L, per spigolo 
di regresso; siano s, p ,  r ,  i l'arco, il raggio di curvatura, quello di torsione 
di L e l'inclinazione di qiiesta linea sulle generatrici rettilinee di 2. 
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Se si sviluppa 2 sopra un piano, la iinea L, diviene una curva piana ho 
ed L una retta; se si prende questa retta per asse delle x e la perpendicolare 
ad essa nell'orjgine degli archi s per asse delle y ,  si ha: 

D'altronde, ricordando che per ogni geodetica di una sviluppabile ha luogo 

le relazione P = eoti; si ha pure 
r 

Abbiamo dunque il teorenia: rr Se, relatimmente a una lbzea a doppia 

curvatura L ,  il rapporto 2 una finzione data y ( s )  dell'arco s ,  la lima 
7" 

piana A, alla quale si ridzlce Zo spigoio d i  regresso L, della sviluppabile 
rettiJicatrke di L,  quando tale superficie si sviluppa in un piano, verifica 
1' equaxione differenxia le : 

Supponiamo reciprocamente che la liiiea piana A, sia rappresentata dnll'e- 
quazione : 

8 Y = +(& 

e che il piano della iinea sia ridotto a una sviluppabile, mediante una serie 
di flessioni infinitesime attorno alle tangenti di A,; sia L la linea a doppia 
ciiivatura alla quale si riduce l'asse delle x. 

Si ha: 

e se si indica con x = f - il valore di x che si ottiene risolvendo la se- (:) 
conda equazione (2) rapporto ad x, si deduce I'eguaglianza: 

Diinque: u Se il piano di una lilzea A,, ra~presentata dull'equaxione y = +(x), 
è rz'dotto a una super$cie sviluppabile mediante una serie di flessioni infizi- 
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tesime attorno alle tangenti d i  A,, la linea. L al lu p a l e  s i  riduce Z'nsse 

delle x verijica la relaxione (3), essendo f i l  valore d i  x che s i  ricava 

dalla seconda eqttaxione (2) n. 

Quantunque, nella questione che ci occupa, si possa trarre partit0 di 
quanto sarà dimostrato al 3 3, le proprietà esposte sono perb sufficienti per 
la risoluzione del problema proposto. 

Si deve notare, a questo riguardo, che se l'equazione integrale generale 
di (1) rappresenta una serie di rette, nessuna di queste pub essere la  ljnea 
piana A,; la linea cercata è ordinariamente l'inviluppo di queste rette e la 
sua equazione è l'integrale 

Esemyio 1 .0  - Se: 
singolare di (1). 

essendo a e b costanti, si deduce dall'equazione (1): 

( a  + y)dx = (ab + x ) d y ,  
da cui integrando: 

a b  + x = c ( a + y ) ,  
con c costante. 

Qualunque sia il valore di c ,  l'equazione scritta rappresenta una retta 
passante per il punto fisso di cui le coordinate sono: 

x = -  b a ,  y = - a. 

L a  linea piana A, si riduce dunque a un punto e la sviluppabile 2 a un cono. 
L a  proprieth reciproca non pub dimostrarsi applicando il secondo dei teoremi 
precedenti; ma è molto facile provare direttamente che per ogni geodetica 
di un con0 si ha:  

S cotgi = - + b ,  
a 

da cui si deduce appunto: 

- = -  S + b .  
Y a 

Dunque: u L a  relaxione =: 2 + b carat terima completamente le geodetiche 
T a 

dei coni n.  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



216 f i r  on d i n i :  Sulla determinazione delle linee 
-- - - 

Si riconosce facilmente che in questa eguaglianza la costante a rappre- 
senta. la minima distanza del vertice del con0 dalla geodetica. 

Se si suppone a = CO, la superficie degenera in un cilindro e l'egua- 
glianza precedente si riduce all'altra: 

esprimente il noto teorerna di BERTRAND. 
Esempio 2." - Consideriamo, piU generalmente, le linee nelle quali: 

essendo a e rn due costanti. 
L' equazione differenziale (1) diviene : 

di cui l'integrale generale è: 

(con c costante arbitraria), mentre che l'integrale singolare è: 

Xotando che la prima equazione rappresenta una serie di rette, si conclude 
che la linea piana A, è rappresentata dalla seconda equazione. 

Se, reciprocaineiite si suppone : 

e si applica il secondo teorema del 5 1, si giunge, dopo alcuni calcoli, all'e- 
quazione : 

Dunque: u La linea pi& generale L,  peî. la q z d e  è verificata la relaxione: 

t?*a il raggio d i  curvatura, quel10 di torsione e l'arco, è caratterixxata dallu 
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pwprietà che 10 spigolo d i  regresso L, della sviluppabile retti jcatrice, quando 
questa superficie s i  sviluppa sopra un piano, s i  riduce alla litzea piarca A, 
deJinita dall' eqaazione : 

e la  geodetica L a l l 'mse  delle x n .  

Questo teorema dB una  costruzione geometrica delle linee in discorso. 
Casi  11articolari. 

Se in quanto precede si suppone successivamente: 

1 r n = l ,  n z = - 2 ,  m = - - ,  
2 

si ha rispettivamente: 

Lo spigolo di regresso L, della sviluppabile rettificante 8, dopo 10 sviluppo 
di tale superficie sopra un piano, diviene la parabola: 

ovvero la parabola: 
y2 = - 4 a x ,  

ovvero l'iperbole equilatera: 
- 4xy =az. 

La linea geodetica L di 8, in causa dello sviluppo di tale superficie, si riduce 
rispettivarnente alla tangente della prima parabola ne1 vertice, all'asse della 
seconda parabola e a uno degli assintoti dell'iperbole equilatera. 

Passiamo ora alla determinazione dei raggi di curvatura e di torsione 
p,, r, dello spigolo di regresso della sviluppabile 2 per mezzo dei raggi p ,  Y 
della geodetica L. 

Riferiamoci , per guesta determinazione, alla figura che si ottiene svilup- 
pando 2 sopra un piano, scegliendi gli assi coordinati ne1 modo indicato al 

Annali di Maternatica, tomo XIX. 28 
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6j 1; le coordinate di un punto qualunque della linea A, sono: 

essendo T la distanza fra due punti corrispondenti delle linee L ,  L,. 
La  determinazione di T si effettua facilmente e si ha: 

Se dunque s, è l'arco di A,, risulta: 

dso -- dT - cosi $- - 7 

d s  d s  

e conseguentemente : 
d i  d i  seni--  COS i . - 

d2 xo -=- d s  dt Y @  - -- - d s  
d s i  . d ~ '  

COS i + -- d T  
ds 

ds' eoa i  + - 
d s  

11 raggio di curvatura della linea a doppia curvatura L, è anche il raggio 
di curvatura della linea pia.na A, e le ultime formole ci dhnno: 

d T  - + cosi 
d s  

In quanto alla deterpinazione di ro7 si deve notare che le normali principali 
di L sono parallele alle binormali di L, e per conseguenza: 

dalla quale equazione, in causa delia (5) ,  si ricava: 

e se alle formole ottenute si aggiunge l'altra: 
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si ha il teorema: u I l  raggio di curvatura p,, quel20 di torsione r, del10 syi- 
golo d i  regresso L, della sviluppabile rettificatrice d'una linea. a doppia cur- 
vutura qualunque L e la distanxa T fiva due purzti corrispondenti delle linee 
L,, L sono dati dulle seguenti equazioni: 

Applicazioni delle formole del 5 3. - a) Si pub dare un'altra dimo- 
strazione del notevole teorema del § 2 che si riferisce alle geodetiche dei 
coni , riferendosi alle equazioni (6). 

Infatti la condizione necessaria e sufficiente perchè la sviluppabile 2 sia 
un con0 é che la linea L, si riduca a un punto, condizione che è soddisfatta 
solamente qua,ndo po = ro  = O. Ora se, per semplicith, si pone: 

r 
- = 8 ,  
P 

le (6) ci dànno: 
a 

(1 + 0~)' i  (2  8" .- O 8") r (2  8'2 - 8 8") 
P O  = > ra = 

0'3 6 ' 2  > (7) 

si deve dunque avere: 
e el' = 2 6Iz. 

r Se 0' = O, si ha - = costante e la curva è un'elica; questo caso pub essere 
O 

lasoiato da parte. ' 
Se 9' 0 ,  si pub scrivere : 
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cib che dà: 
log 8' = log O2 - log a ,  

con a costante. Da quest'equazione si deduce: 

da cui integrando: 

che è appunto la relazione c.aratteristica delle geodetiche dei coni. 
p) La  condizione Y'= a ,  con a costante, in causa della (4), equivale 

all' altra : 
di d s  -- -- 

seni a '  

da cui integrando: 
6 

1 tg-  i = ke", 
2 

con k costante arbitraria. Siccome da questa equazione si ricava: 

si ha il teorema: u L a  relaxione scritta caratterizxa la Zinea a doppia cur- 
vatura alla quule s i  riduce E'assintoto d ' m a  trattrice, mediante una serie 
d i  flessioni ifi$nitesime del pilrno d i  questa curva attorno ulle sue tangenti n. 

e poiché 8, come pure O' e O", sono invariabili iq tutte le flessioni della svi- 
luppabile rettificante, si pub dire: u I l  rapporto del raggio d i  torsione d ' m a  
linea yualunque a l  raggio d i  torsione corrispondente dello spigolo d i  regresso 
dellu sviluppabile rettificante è invariabile in tutte le flessioni d i  questa su- 
perficie, fatte in  maniera da conseruare rettilinee le generatrici n. 

9-0 
$e si cercano le linee nelle quali il rapporto - è uiia costante k ,  si 

r 
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deve integrare l'equazione differenziale: 

e1=(2 - k) = ee", 

la quale, per eseere 8' diverso da zero, si pub scrivere: 

da cui integrando: 

con m costante qualunque. Cib posto, vi sono da considerare due casi: 
1." Sia k 5 1 ; scrivendo la precedente sotto la forma : 

una nuova integrazione ci -dà: 

essendo cc e h costanti arbitrarie. 
Si pub sernpre supporre h = O con ilna scelta conveniente dell'origine 

r dell'arco s ;  ricordandosi di più che 8 = - si pu6 scrivere: 
P 

Pa,ragonando quest'equazione a quella che si è ottenuta all' esempio 2." 
del 5 2,  si ha il teorema: u L e  l ineé 'per  le quali ha 2uoyo lu relazione: 

(linee che si sono ottenute a l  Ej 2) sono caratterixxate dalla proprietà che i l  
Y0 rapporto - della loro torsione a quella de210 spigolo di regresso della svi- 
r 

luppabile rett@catriee à costante id eguale a rn + 1 n. 
2." Sia k =  1; l'equazione da integrare 8: 

da cui: 
5' = mg, 

8 == n p s  (n = cost.). 

Si ha dunque in questo caso: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



222 P i r  O n d i n i :  Sulla determinaxione delle linee 

sale a dire: 

quest'equazione ha per integrale generale: 

che rappresenta una serie di rette, inviluppanti la linea rappresentata dall'in- 

tegrale singolare. Tale integrale si bttiene elirninando 9 fra le due seguenti 
dx 

equazioni : 

E poichè con tale eliminazione si ottiene: 

si ha il teorerna: u La linea a doppia curvutura alla quale si ridme l'us- 
sintoto della curva logaritmica : 

n y = - em-1 

112 
7 

con fiessioni inJ;nitesime del suo piano a.ttorno alle sue tanyenti, è la sola d i  
cui i l  raggio di tursione sia eguale ul raygio di torsione del10 spigoio di re- 
yresso- della sviluppabile rettijcutrice; una tale Zinea è pure caratterizzuta 
dalla relaxione: 

Y - = nems a ,  
P 

Cusi particolari. - S e ,  conformemente ai casi particolari del tj 2 ,  
facciamo successivamente : 

si ha rispettivamente : 

k = 2 ,  k = -  1 1 ,  k=-• 
2 

Dunque: u Le litaee a doppia cmrvatura alle yacali si ~ iduce  la tangente a 
una parahola ne1 uertice, Z'asse d i  una parabola e ufio degli ussintoti d'un'i- 
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perbole equilutera mediante ana serie di flessiorti in$nitesi.me del piano di 
queste coniche attorno nlle loro tangenti, sono caratterixxate dlclla proprieth 

clie i l  rapporto - della torsione delle lirtee a qucllo del10 spigolo di  regresso 
r 

dellu loro sviluppabile rettificatrice è rispettivamente eguale a:  

1 
2 7 

- - 1 ,  , n. 

r Ricordando la formola (4) e l'altra tgi = - , l'eguaglianza (5) e la prima 

delle ( 6 )  ci dànno: 
r 

Queste formole si possono applicare anche quando la sviluppabile rettificatrice 
della linea è stata sviluppata sopra un piano; esse servono quindi per risolvere 
il problema di determinare la linea piana inviluppata da una retta mobile che 
ruota attorno a uno de'suoi punti mentre che esso si sposta sopra una rettn 
data. 

Infatti se si suppone: 
i = f ( s ) ,  

essendo f(s) una funzione data di s ,  si ha: 

vale a dire: 

con k costaiite arbitraria. 
Si supponga d'ottenere, colla risoluzione di (8) rapporto ad s :  
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risulta allora : 

vale a dire: 

Si ha  dunque il teorema: u La curoa inviluppata da una retta mobile che 
ruota attorno a uno de'suoi punti, colla velocità v,, mentre che il punto si 
sposta sopra una retta Jissa D colla vetocith vt, è rappresentnta in  coodinate 
intrinseche p,, s, dall'equazione (9), essendo y(sJ la funzione che si ottiene 
risolvendo i'equaxione ( 8 )  rapport0 ad s ;  in queste equazioni s rappreselzta 
lu distanxa fra un pwdo fisso di D e i l  punto in  cui D è incontrnta dalla 
 ett ta mobile, e la funxione f(s) è legata alle velocità v,, ut dalla relaxione: 

Per  sedere quale è la posizione della retta D rispetto all'inviluppo A, 
della retta mobile, si noti che tale retta ne1 movimerito viene a coincidere 
una O più volte colla retta D. Se ora si suppone i .= O e si denota con s, una 
soluzione reale del17 equazione : 

f (4 = 0, 
17equazione (8) ci dà: 

Quest'eguaglianza ci dà il valore o dell'arco s, della linea II, corrispondente 
a un punto ne1 quale la  tangeute coincide colla retta fissa D; questi punti 
particolari sono tanti quante sono le soluzioni reali dell'equazione f'(s) = O. 

Il teorewa dimostrato pub servire anche per la soluzione dei problemi 
dei quali si tratta in questa Nota. 

Esempi. - a )  Se  si suppone: 

vr 1 -- - - 9 
ut a 

c,on a costante, si ha: 
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nella quale b è una costante arbitraria cbe si pua anche supporre pero, senza 
nuocere alla generalità. La (8) ci dà allora: 

da cui: 

s,, = a a arc sen (E) i 
e l'equazione (9) diviene: 

po = \/4az - s,", 
a 

rappresentante una cicloide nella quale il raggio del cerchio generatore è 

L'equazione f(s) = O ha per soluzione: 

corrispondentemente al qua1 valore l'equazione esprimente so ci da: 

La linea D è dunque tangente alla curva A. nell'origine degli archi SO; ma 
si riconosce facilmente che tale origine è il vertice della cicloide, poicbè per 
s, = O si ha : 

po = 2a. 

Dunque: u La  Zinea inviluppata da una retta che ruota 2:ntomo a uno de'suoi 
putati mentre che questo si sposta sopra una retta fissa D, colla condixione 
che il rapporto della velocità di traslazione a quella d i  rotazione sia una 

1 costartte a ,  è utza cicloide generata da un cerchio d i  cui i l  raggio è - a ;  la 
2 

retta D è la tangente rtel vertice della linea n. 

Se 

si ha il 
gente a 

si osserva che: 

1 = cot i'= cot f(s) = cot (:) , 
9- 

teorema: u La  linea a doppia cuwatura alla quale si riduce la tan- 
ecna cicloide ne1 vertice, mediante una serie d i  fiessioni ififinitesime 

del piano d i  questa curva atto~no alle sue tartgenti, è éaratterizzata dalla 
relaxione: ' = cot (:) 

r 
Annali di Matematka, tom0 XIS .  29 
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B )  Se si prende: 

i = f (s )  = arc . cos (i) 2 

la (8) ci dB: 

essendo m una costante arbitraria; si deduce di qui: 

ed applicando la formola (9): 

Nelle equazioni precedenti si pub supporre che m sia determinato in modo, 
che risulti 3a - 4m = 0 ,  poichè, corne si rileva dall'eguaglianza che ci dà s,, 
cib equkale a uno spostamento dell'origine degli archi s,, il che non nuoce 
affatto alla generalità. Si ha dunque: 

l'ultima delle quali dimostra che la linea A, inviluppata dalla retta mobile è 
un'ipocicloide riella quale il cerchio fisso e quel10 mobile hanno rispettivamente 

3 a  per raggio a e - - 
2 

L'equazione f(s) = 0, che in questo cas0 diviene: 

arc cos (:) = O ,  

ha per soluzione: 
s=s ,=a ,  

in causa del qua1 valore si deduce: 

3a 
So  = - 

4 e conseguentemente po = 0. 

La  retta D è dunque una delle tangenti di regresso dell'ipocicloide. 
Percib: u La linea inviluppata da zcna retta che ruota attomo a uno 

de' suoi punti mentre che questo si s~osta sopra una retta $ssa D colla Zegge 
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espressa dall'eguagliauzza i = arc cos - , è un'ipocicloide nella p a l e  it (3 
3 a  cerchio fisso ha i l  raggio a e i l  cerchio mobile i l  raggio - ; la  retta D è 

2 
una delle tangenti d i  regresso dellJipocicloide n. 

Se si nota che in questo caso: 

si pub enunciare il teorema: u L a  linea a doppia curvatura alla quale s i  r i -  
duce una  delle tungenti d i  regresso d'un'ipocicloide, nella q m l e  i l  ruggio del 

3a cerchio fisso è a e quello del cerchio mobile è - per mexzo d'una serie d i  
2 

jessioni  infinitesime del piano d i  questa curva attorno alle sue talzgenti, è 
caratterimata dalla relaxione: 

L'equazione (5), moltiplicata per d s  e integrata dà: 

essendo k una costante e T dato dalla terza (6). 
Supponiamo d'avere determinato una famiglia di linee a doppia curva- 

tura L, definite da una relazione: 

fra l'arco, il raggio di curvatura, quello di torsione e le loro derivate suc- 
cessive rapporto all' arco. 

Le equazioni (6), (10) ci fanno conoscere un'altra famiglia cornpleta ,di 
linee definite da un'altra relazione analoga alla precedente e cbe si ottiene 
facilmente da questa. 
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ro Esempi. - Se si pone la condizione - = a ,  con a costante, le (6) 
Ba 

reciprocamente quest'ultima relazione conduce alla prima. 
Dunque: u L a  relaxione (I l )  caratterizza completamente le geodetiche d i  

una  sviluppabile d i  cui  10 spigolo d i  regresso è un'elica qualunque n. 

La condizione necessaria e sufficiente perchè per la linea L, sia soddis- 
fatta un'equazione della forma (Il) é che per l'altra linea L si abbia: 

Dunque: u La relazione scritta caratterixzu comyletamente le geodetiche d i  
una  sviluppabile d i  cui 10 spigolo d i  regresso è una geodetica qualzcnque d i  
un'al tra sviluppabile avente per singolo d i  regresso un'elica arbitraria n. 

Se poniamo la condizione: 

con a costante, il procedimento esposto ci dà per gli elementi relativi alla 
curva L: 

Dunque: L i  La relaxione scritta caratterizxa completamede le geodetiche d i  
una  sviluppabile d i  cui 10 spi9010 d i  regresso è una geodetica d'un con0 qua- 
lunque n. 

Questi esempi bastano per dimostrare che, in certi casi, si possono de- 
terminare delle famiglie complete di linee caratterizzate da una particolare 
relazione fra il raggio di curvatura, quel10 di torsione e le loro derivate rap- 
porto ail> arc& 
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Considerando sopra una sviluppabile 8 una particolare geodetica L de- 
finita dalla relazione f =  O fra il raggio di curvatura, quello di torsione e le 
10ro derivate rapport0 all'arco, e la geodetica Li più generale possibile della 
medesima sviluppabile, possono darsi due casi: O la relazione fi= O che de- 
finisce Li è della stessa forma dell'altra f = O che definisce L ,  ovvero la 
relazione fi = O ha una forma diversa dall' altra f = O e comprende quest'ul- 
tima corne cas0 particolare. Ha luogo per es. il 1.' cas0 ne1 cilindro, ne1 con0 
e nelle sviluppabili considerate al $ 6 ;  ha luogo il 2." cas0 nella maggior 
parte delle sviluppabili considerate nei $8 2,  4 ,  5.  

Quando abbia luogo il 2." caso possiamo proporci di determinare la re- 
lazione che definisce la geodetica 1ii più generale possibile di una sviluppabile 
qualunque 8 ,  nota che sia la relazione che definisce una sua geodetica par- 
ticolare L. 

Sia L una geodetica della sviluppabile 2 caratterizzata dalla relazione: 

e sia L, un'altra geodetica qualunque di 8 ;  denotiamo con s,, p i ,  r,, i, l'arco, 
il raggio di curvatura, quello di torsione di Li e l'inclinazione di questa linea 
sulle generatrici rettilinee di 2. Se a è l'angolo format0 dalle geodetiche Li,  
L,  si ha: 

cot i, cot a -+ 1 
cot i = cot (i, - a) = 9 cota - cotii 

e conseguentemente: 

Determiniamo la relazione fra si e s; si sviluppi B sopra un piano e si pren- 
dano due sistemi d' assi coordinati O (x, y), Oi(xi, y ,) scelti , rispetto alle 
linee L, LI ne1 modo indicato al 5 1. 

Fra  le coordinate x ,  y e le altre x,, y, d'un punto qualunque della linea 
piana A, a cui si riduce 10 spigolo di regresso Lo di 8, hanno luogo le re- 
lazioni : 

- n - k  xsena +ycosa ,  xi = m + xcosu - ysena; y, - 
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2 30 P i r  ond  ini: Sulla determinazione delle linee 

essendo M., fi  le coordinate di O, (origine degli archi si di LI) rispetto al 
sistema O (x , y). Per conseguenza : 

dx 
(mcosa $. nsena)  $ (msena - ncosa)- f s 

XI dl/i - yi dxi  
S i  = -- - 

d ~ i  as 
d y  , 

senu - + cos R 
d~ 

e se ricordiamo che: 

viene : 

6i = (mcosa-Cnsencc)+(msena-ncoscr . ) f ( s )  + s  

sen a f (s) + cos o: (1 3) 

Se la risoluzione di quest'equazione rapporto ad s ci dà: 

P i  senu + - cosa 
f [Y   dl - ri 

9 

Pa COS cc - - Sena 
r4 

da oui si ricava; 
pl f [rp (si)] cos - sen a -- - - 
'1 f [y (si)] sen cc + cos O! 

Si ha dunque il teorema: u Se, relativanzente a una linea a doppia curva- 

turo L, è verificata la relazione 1 = f (s), per pualsivoglia altra grodetica L, 
r 

della sviluppabile rettiJicatrice d i  L è ver..iJicata l'ultra relaxione (14), es- 
selzdo ~ ( s , )  la fulzzione di S I  che si ottieae risolvendo rapporto ad s l'epuu- 
xione (13) n. 

Esempi. - Se si suppone: 

il teorema dimostrato e le formole (13')) tic) ci dànno: 
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e questo è ben naturale, in causa di quanto abbiamo ottenuto nei primi due 
casi particolari del 3 2. 

Se: 

si ha: 

relazione della stessa forma di quella donde siamo partiti. Cib si spiega fa- 
cilmente riferendoci al 3." cas0 particolare del § 2. 

Se: 
P - S - - - 7 
r a 

la (13) diviene: 
a(mcoscc +rzsencc) + (a  - tmsena  -ncosa)s 

S i  =; s .sena f a c o s a  7 

da cui: 
a( ( s i  -nt)cosa - fisena) 

S = ~ ( S i ) = a - ( s i - m ) s e n a - n c o s u 9  
e conseguentemente : 

(si - m)cosa - nsen cc 
f = a - - wt) sen a - n cos a ' 

La (14) dà dunque:' 
SI -m-a .  sencc 

? 
ri   CO SU - n 

ed esprime guindi il rapport0 fi per mezzo di una funzione lineare del- 
ri 

l'arco si; cib combina perfettamente con quanto si è dimostrato al § 2 per 
le geodetiche dei coni. 

Quando f = 9 la relazione (13) ci offre: 
r S 

1 
8 = p i ( & )  = 2 [(si - m)cosa - nsena f \/[(si - m)cosa - nsenu12+ d a  j(s, - m)sena + ncosal], 

1 2acosa - [(si - m)coso: - nsena ir \l((si - m)cosa - nsenuj* + 4a((si - m)sena + ncosa)]sena -- - '' 2asena 4- [(si - m)cosa - nsena + \//(si - m)cosa - nsena](+ 4a((si - rn)sena + ncosa)]cosa (1 5 )  
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Similmente se: 

ae I!Z a\Iaa-4((si -m)sena +ncosa ){ ( s i  -m)cosa-nsenaj  
s = y+,) = 2 

2((si -m)sena  + ncosa ]  

- -  -- 

Pi O 

[a f \la2- 4((si - rn) sena + ncosal ((si - m)cosa - nsena)]ecosa - 4[(si - m)sena + ncos~c]~sena - - -- 
fi [a l- \la2 - 4((si - m) s e n ~  + ncosa] ((si - m)  ~ o s a  - nsena)]gsencc + 4[(si - rn) xena $ ncosorlecossc 

. (16) 

Si ha dunque il teorema: u L a  linea a doppia curvutura al la quale si riduce 
una retta yualunque posta ne1 piano d'una parabola, O d'un'iperbole eyui- 
latera, mediante una serie d i  fiessioni in$nitesime del piano d i  queste coniche 
attorno alle loro tafzgenti, è caratterizxata rispettivamente dalle relazioni 
(151, (16) 

Parma, aprile 1891. 
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Theorie der Elemententripel einstufiger 
Elementargebilde. 

(Von B E ~ N O  KLEIN, i» Marburg in Hessen.) 

Theil III. - COLLINEARE BEZIEHUNG DES TRlPELGEBlETES 
AUF DEN RAUM UND ALlGEMElNE THEORIE DER RAUMCURVE III. ORDNUNG. 

D i e  vorliegenden Ausfuehrungen bilden den Schluss der in] Titel ge- 
nannten Theorie; sie schliessen sich an den Theil 1. und Theil II. derselben 
an, welche in dieser Zeitschrift, Band XVIII.  und XIX. veroeffentlicht wurden. 

Der Inhalt des Theils III. ist schon in der Einleitung zum Theil II. 
angegeben worden. 

23. Projectivitaet z'm Tr+eZgebiet. 
Wenn die Punkte ABC ein Tripe1 des Polarnetzes des Tripels UV W 

bilden, so ist jeder der Punkte ABC der geinischte Pol der beiden anderen 
in dern Netze und sol1 auch der gemischte Pol derselben u bezueglich des 
Tripels U P  W n heissen. Pallen zwei Punkte B und C zusammen, so ist B C 
ein erster Pol von A ,  A der zweite Pol von B C bezueglich des Tripels LT TT W. 

E s  sei auf x eine Tripelreihe ap  gegeben und A ein Punkt von x ;  es 
seien ferner A B C  das durch A bestimmte Tripel der Polarreihe a'@' der 
gegebenen; dann ist A B C  ein Tripe1 saemmtlicher Polarnetze der Tripe1 der 
gegebenen Reihe af l  und daher A der gemischte Pol von B und C bezueg- 
lich aller Tripe1 der Reihe ap. Nun sind je zwei Punkte B und C die be- 
zueglich eines Tripels CC den Punkt A zum gemischten Pol haben durch die 
ersten Pole von A bezueglich des Tripels a harmonisch getrennt. Also folgt, 
da die ersten Pole von A bezueglich aller Tripe1 der 'gegebenen Reihe ap 
durch B und C harmonisch getrennt sein muessen, und da die ersten Pole 

Annali d i  Matemntica, tomo XIX. 30 
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234 K l e i n :  Theorie der Elemetztent~$el einstufiger .Ete~neiztargebilde. 

eines Punktes bezueglich eines Tripels u im Allgemeinen nicht zugleich die 
desselben Punktes bezueg1ic.h eines anderen Tripels sind: 

Die Paare der ersten Pole eines Punktes A von x bezueglicli der 
Tripel einer Tripelreihe a p  bilden eine Punktpaarreihe. 

Die Doppelpunkte B und Cf derselben sind die beiden Punkte deren ge- 
mischter Pol der Punkt A bezueglich aller Tripe1 der Reihe u p  ist, oder was 
auf dasselbe hinauskommt, die Punkte R und C ergaenzen A zu eineni Tripe1 
der Polarreilie a'$ der gegebenen a@. Nun wissen wir schon, dass B und C 
in dem Yolarnetz eitzes Tripels der Reihe a p  diejenigen beiden Punkte siiid, 
deren gemischter Pol jeder Punkt von x sein kann. Dann sind aber B und C 
zugleich die Poppelpunkte der Punktpaarreihe, die von den ersten Polen der 
Punkte von x bezueglich des Netzes gebildet werclen. 

Darauss folgt : 

Die Punktpaarreihe der ersten Pole eines Punktes von x bezueglich 
aller Tripe1 einer Tripelreihe ist zugleich die Reilic der ersten Pole 
aller Punkte von x hezueglicli eines Tripels der Tripelreihe. Und uin- 
gekehrt. 

Mit einer Tripelreihe auf r, sind zugleich die Punktpaarreihen gegeben, 
deren jede aus den ersten Polen aller Punkte von x bezueglich eines Tripcls 
der Reihe besteht. Nach dem vorigen Satze gehoert nun zu jedem Punkte ,4 
von x eine dieser Reihen in der Art, dass die Paare derselben die ersten Pole 
von A bezueglich aller Tripe1 der Tripelreihe sind. Die Doppelpunkte B und 
C der zu A gehoerigen Punktpaarreihe haben A zum gemischten Pol be- 
zueglich aller Tripel der Tripelreihe. 

Es folgt hieraus: 

Sind a und die Paare erster Pole zweier Piinkte A und B von x 
bezueglich eines Tripels einer Tripelreihe, so sind 0: und P zugleich die 
Paare  erster Pole eines und dcsselhen dritten Punlites Ton y. bezueglich 
zweier Tripe1 der Tripelreihe. 

Denn die Paare a und p bestimmen die Punktpaarreihe der ersten Pole 
von x bezueglich des ersten Tripels und folglich muesaen sie die ersten Pole 
eines anderen Punktes bezueglich zweier anderer Tripe1 der Reihe sein. 

Die Paare erster Pole der Purikte von v, bezueglich zweier Tripe1 sind 
den Punkten von X ,  also auch einander projectiv zugeordnet. Sie sind aber 
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zugleich die Paare erster Pole zweier Punkte von x bexueglich aller Tripe1 
der durch jene beiden bestimmten Reihe, woraus sich ergiebt: 

Die Yaare der ersten Pole von zwei beliebigen Punkten von x be- 
zueglich der Tripe1 einer Tripelreihe entsprechen einander projectiv, wenn 
man je zwei Paare einander zuordnet, die Pole der beideri Punkte be- 
zueglich desselben Tripels sind. 

Die vorigen Saetze werden anschaulich, wenn man an einer Curve 
II. Ordnung x operirt. 

1st auf K eiii Tripe1 UV W gegeben, so erhaelt man die ersten Pole 
eines Punktes A bezueglich dieses Tripels, m7enn man die Pascalsche Gerade p 
des Dreiecks U V  W bezueglich x construirt, und in der projectiven Beziehung 
von p und r , ,  in welcher einem Punkt von x das Involutionscentrum derje- 
nigen Punktpaarreihe entspricht, deren Doppelpunkte die ersten Pole von ;c 

bezueglich des Tripels U V  W sind, den homologen Punkt des Punktes A auf- 
sucht. Mit diesem sind dann die ersten Pole von A bezueglich UVW gegeben. 

Sind nun zwei Tripe1 einer Reihe auf x gegeben, p und p, (Fig. VII.) 
dit; Yascalschen Geraden der beiden Tripeldreieclie bezueglicli x ,  so entspricht 

einem Punkt A von x au€ p ein Punkt A,, 
auf pi ein Punkt A, , ,  und die Gerade A , d , ,  
schneidet x in zwei Punkten die mit ri ein Tri- 
pcl der Polarreihe der gegebenen bilden. Nun 
ist dies Tripe1 in den Polarnetzen saeinmtlicher 
Tripe1 der gegebenen Reihe enthalten, also 
muss A, A, ,  durch das Involutionscentrum je- 
der Punktpaarreihe gehen, die zu A in einem 
dieser Netze gehoeren und deren Doppelpunkte 
die ersten Pole von A in diesem Netze sind. 
Die zu A gehoerigen. Involutionscentren be- 
zueglich aller dieser Netze liegen somit auf 
einer Geraden, fdglich bilden die ersten Yol- 
paare Ton A bezueglich dieser Netze eine 
Punktpaarreihe, deren Involutionsaxe jene Ge- 
rade A, A,,  kt. 

Fig. VII. Steht eine zweite Gerade zu einem Punkt - 
B in derselben Beziehung wie AoA,o zum Punkt A und schneidet p und p, 
in Bo und Blo ,  so sind A o A l ,  und Ba BIo zwei Tangenten der Curve II. Ord- 
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nung, welche von den Strahlen umhuellt wird die die Punkte der Tripe1 der 
Polarreihe der gegebenen Tripelreihe verbinden. Sie nerden daher von den 
anderen Tangenten in projectiven Reihen geschnitten, und es sind folglich 
die Punkte A ,  und Bo auf p, A,, und U , ,  auf p, homologe Punkte der Reihen. 
Somit sind auch die mit diesen Punkten mitbestimmten ersten Pole von A 
und B bezueglich der Tripe1 der Trjpelreihe homologe Paare zweier pro- 
jectiven Punktpmrreihen, deren Involutionsaxen A, A,, und Bo B,, sind. 

Die Reihe der zweiten Pole eines Punktes von bezueglich der Tripe1 
einer Reihe ist die Reihe der Punkte, welche von dem Punkt durch die er- 
sten Pole desselben bezueglich der Tripe1 harmonisch getrennt sind. Diese 
Reihe der zweiten Pole ist zur Punktpaarreihe der ersten Pole projectiv. 
Ximmt man daher zwei Punkte A ~ i n d  B, die Punktpaarreihen ihrer ersten 
Pole bezueglic,h der Tripe1 einer Tripelreihe und die Reihen der zweiten Pole 
von A und B an ,  so sind diese zu jenen, also auch zu einander projectiv; 
man hat daher den Satz: 

Die zweiten Pole zweier festen Punkte A und B von x bezueglich 
der Tripe1 einer Tripelreihe sind homologe Punkte projectiver Reihen, 
wenn man je zwei Punkte, die Pole von A und B bezueglich desselben 
Tripels sind, einander zuordnet. 

I n  der Figur erhaelt man die zweiten Pole von A als die zweiten Schnitt- 
punkte mit x der Verbindungslinien von A mit den Punkten A,,  A j o  der 
Reihe A, Al,  und aehnlich die zweiten Yole von B. 

24. Auf Grund der letzten Saetze kann man u vier harmonische Tripe1 
einer Tripelreihe n als solche Tripe1 definiren, bezueglich derer die Paare der 
ersten Pole eines und daher jeden Funktes des Traegers x der Reihe vier 
harmonische Punktpaare oder auch bezueglich derer die zweiten Pole eines 
und daher jeden Piinktes von y. vier harmonische Punkte sind. Jede der beiden 
Bedingungen schliesst die andere ein. 

Man kann aber aucli anders verfahren. 
Das Punkttripel-Gebiet auf der Curve v. ist offenbar eine Mannigfaltig- 

keit, die die naemlichen Lagenverhaeltnisse als unser Punkt-und Ebenenraum 
besitzt. Wie Punkte und Ebenen reciproke Elemente des Raumes sind und 
die Elemente der einen Art  durch die der anderen mit gegeben sind, so sind 
Tripe1 und Tripelnetze reciproke Elemente des Tripelgebiets und jede Art 
durch die andere mitbestimmt. Wie ferner durch zwei Punkte oder Ebenen 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



!l'hi1 III. - Colliiteure B e x i e h g  des Tripelgebietes,  etc.  237 

e.ine gerado Punktreihe und ein Ebenenbueschel bestimmt k t ,  so dass jeder 
Punkt der ersteren in jeder Ebene des letzteren liegt, so ist durch zwei Tripe1 
oder Netze eine Tripelreihe und ein Netzbueschel bestimmt, so dass jedes 
Tripe1 der srsteren in jedem Netz des letzteren liegt. 

Fuer solche unserem Raum in Bezug auf ihre Lagenverhaeltnisse gleich- 
artigen Mannigfaltigkeiten gilt, wie Herr P. KLEIN (*) gezeigt hat die pro- 
jective Geometrie, wenn man sie in der von Staudtschen Weise begruendet. 
Namentlich gilt der Satz vom vollstaendigen Viereck, wenn man statt des 
Punktes das Punkttripel von x oder das Tripelnetz als Element nimmt. Mit- 
tels dieses Satzes lassen sich also vier harmonische Tripe1 einer Tripelreihe 
direct definiren und daraufhin laesst sich die Projectivitaet der Grundgebilde 
crster, zweiter und dritter Stufe im Tripelgebiet entwickeln. 

Ein Unterschied zwischen dem Raum und dem Tripelgebiet hesteht darin, 
dass zwei Raeume, die man projectiv auf einander bezieht, immer in einander 
liegen, waehrend inan auch zwei Tripelgebiete die nicht denselben Traeger 
haben, projectiv auf einander beziehen kann. 

Es  ist ferner klar, dass man das Tripelgebiet eines Traegers x nicht nur 
auf sich selbst oder ein anderes Tripelgebiet, sondern auch auf den Punkt- 
und Ebenenraum projectiv beziehen kann. 

Zwei Tripelgebiete die projectiv auf einander bezogen sind, so dass gleich- 
artige oder ungleichartige Elemente einander entsprechen, koennen u collinear n 

resp. K reciprolr 1, heissen. 
Ebenso mag ein Tripelgebiet zu dem Punkt und Ebenenraum collinear 

oder reciprok heissen, je nachdem den Punkten des Raumes die Tripelnetze 
oder die Tripe1 des Tripelgebietes zugeordnet sjnd. 

25. Es  ist schon frueher (§ 10) beinerkt worden, dass die Beziehung im 
Tripelgebiet zwischen den Tripeln und ihren Polarnetzen der Beziehung des 
raeumlichen Nullsystems analog ist. In der That ist jedem Tripe1 ein Netz, 
sein Polarnetz zugeordnet; beschreibt das Tripe1 ein Netz, so dreht sicB das 
Polarnetz desselben um ein Tripel, das Polartripel des gegebenen Netzes. 

Ausserdem liegt jedes Tripe1 in seinem Polarnetze. 
Wir beziehen nun das Tripelgebiet collinear auf den Raum. Dann ist 

jedem Tripelnetz des ersteren ein Punkt des letzteren, aber auch jedem Tripe1 

(*) Math. Annalen, Bd. 6. 
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des ersteren eine Ebene des letzteren zugeordnet, weil den reciproken Ele- 
menten des Tripelgebiets reciproke Elemente des Raumes entsprechen muessen. 

Dem Nullsysteme im Tripelgebiet entspricht ein ebensolches im Raume; 
jedem Tripe1 und seinem Polarnetze entspricht eine Ebene und jhr Nullpunkt, 
je  zwei conjugirten Tripelreihen entsprechen zwei conjugirte Gerade, jeder 
sich selbst conjugirten Tripelreihe ein Leitstrahl des Nullsystems. 

Dass die Leitstrahlen des Nullsgstems einen linearen Coinplex bilden, i S  
die Uebertragung des Satzes, dass in jedem Netz des Tripelgebiets ein Bue- 
schel von sich selbst conjugirten Reihen liegt dessen Basistripel das PolarL 
tripel des Netzes ist. 

26. Die dreifachen Tripe1 und die singulaeren Netze zweiter Art, diejc- 
nigen also, deren Polartripel dreifache Punkte sind, bilden je ejne einfache 
Mannjgfaltigkeit im Tripelgebiete. Diesen entsprechen im Rairirie ein Ebe- 
nenbueschel K3 und eine Curve x3. 

Sie sind von der dritten Ordnung, da in jedem Netz drei dreifache Punkte 
liegen, und durch jedes Tripe1 drei singulaere Netze zweiter Art gehen. Da, 
jedes Netz sein Polartripel entliaelt, so sind die Ebenen des Bueschels K3 die 
Nullebenen der Punkte der Curve x3, und da dic drei singulaeren Netze zweiter 
Art, welche im AIlgemeinen durch ein Tripe1 gehen, zusammenfallen, wenn 
das Tripel ein dreifacher Punkt ist, so schneidet jede Ebene von K 3  die 
Curve x3 in drei zusammenfallenden Punkten. Wir  koennen aIso zusammen-. 
fassend sagen : 

Den dreifachen Punkten des Tripelgebiets entsprechen im Raume 
die Punlile einer Raumcurve III. Ordnung x3, den singulaeren Netzen 
zweiter Art  die Schmiegungsebenen der Curve x3, welche ihrerseits eineii 
Ebenenbueschel III. Ordnung K3 bilden. Die Punkte von x3 sind die 
Nullpunkte ihrer Schmiegungsebenen im Nullsystem. 

Die dreifachen Punkte des Tripelgebietes auf der Curve II. Ordnung r 

und die Schmiegungsebenen der Carve x3 sind homologe Mannigfaltigkeiten 
zweier collinearer Gebiete, daher sind sie einander projectiv zugeordnet, und 
da  auch das Naernliche fuer die Punkte und Schmiegungsebenen von x3 statt- 
findet so folgt: 

Die Punkte der Traegers x dea Tripelgehiets sind den Punkten der 
Curve x3 projectiv zugeordnet. 
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Durch den Traeger x ist das Tripelgebiet desselben bestimmt. Bezieht 
man es collinear auf den Raum, so folgt: 

Durch eine Raumcurve III. Ordnung x3 ist alle Mal ein Nullsystem 
bestimmt, in welchem die Punkte von r.'j die Nullpunkte ihrer Schmie- 
gungsebenen sind. 

Die Polarnetze der drei dreifachen Punkte eines Tripelnetzes gehen durch 
das Polartripel deeselben, das ist auf den Kaum uebertragen, der Satz: 

Die drei durch einen Punkt P gehenden Schmiegungsebenen der 
Curve xS osculiren sie in drei Punkten, die mit dem Punkt P in einer 
Ebene, der Nullebene von P, liegen. 

Einem Tripe1 mit einem Doppelpunkt A entspricht eine Beruehrungs- 
ebene von x3 dem Polarnetz eines solchen Tripels, also einem singulaeren 
Netze erster Art ein Punkt auf der Schnittlinie zweier unendlich nahen Schmie- 
gungsebenen von 2. Einer Tripelreihe deren Tripe1 saemmtlich den Punkt A 
zum Doppelpunkt haben, entspricht die Tangente von x3 in dem zu d homo- 
logen Punkte. Die Reihe ist sich selbst conjugirt, also ist jede Tangente von r3 
Leitstrahl des Nullsystems. Weil die Reihe sich selbst conjugirt ist, so gelien 
durch sie alle singulaeren Netze erster Art  deren Polartripel die Reihe bilden. 
Iede Tangente in einem Punkte von x3 ist a150 zugleich der Beruehrungs- 
strahl einer Ebene des Bueschels K3, naemlich der Schmiegungsebene von r3 
in jenern Punkte. 

Die Ta.ngentenflaeche von x3 ist daher identisch mit der Flaeche der 
Beruehriingsstrahlen des Ebenenbueschels K3. 

Da eine beliebige Tripelreihe i m  Allgemeinen vier Tripe1 mit einem 
Doppelpunkt enthaelt und den vier Tripeln mit einem Doppelpunkt, die ihre 
Polarreihe enthaelt conjugirt ist so folgt: 

Die Tangentenflaeche von x3 ist von der vierten Klasse und der 
vierten Ordnung. 

Einer Tripelreihe, deren Tripe1 zwei Punkte gemein haben, entspricht 
eirie Seline von z3, ihrer Polarreihe welche zwei dreifache Punkte enthaelt, 
die Schnittlinie von zwei Schmjegungsebenen der r3 oder eiiie u Axe r des 
Bueschels KS. Der Sehne von ~Velclche sie in den Punkten A und B schnei- 
det, ist conjugirt die Axe von K3 in der sich die Schmiegiingsebenen von zS 

in A und B schneiden. Die beiden festen Punkte der Tripe1 der ersten Tri- 
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pelreihe Sind zugleich die dreifachen Punlite der Polarreihe. Sind sie reell, 
so sind aixch die entsprechenden Punkte und Schmieguiîgsebenen von x3  reell, 
und mit jenen sind auch diese imaginaer, d. 11. die den Reihen entaprechende 
Sehne von xS und die ihr conjugirte Axe von KS sind gleiclizeitig eigentlich 
oder uneigentlich. Zugleich folgt: 

J e  nachdem eine Sehne von x3 eine eigentliche oder uneigentliche 
ist, schneiden die durch die conjugirte Axe gehenden Ebenen x3  in einein 
oder drei reellen Punkten. Und umgekehrt. 

Oder, da jeder Punkt der Sehne der Nullpunkt einer durch die conju- 
girte Axe gehenden Ebene ist, folgt: 

Durch einen Punkt einer eigentlichen Sehne geht nur eine reelle 
Schmiegungsebene. 

Und : 

Eine Ebene durch eine eigentliche Axe schneidet x3 nuï in einem 
reellen Punkt. 

I n  jedem Triyelnetz liegen drei dreifache Punkte welche zu zweien eine 
Tripelreihe mit zwei dreifachen Punkten bestimmen, und eine Tripelreihe, 
deren Tripe1 zwei Punkte gemein haben, diejenigen beiden Punkte, deren 
gemischter Pol in dem Net,ze unbestinimt ist. Jene drei Reihen mit zwei drei- 
fachen Punkten haben zu Polarreihen drei Reihen deren Tripe1 je zwei Punkte 
gemein haben und die Reihe, deren Tripe1 zwei Punkte gemein haben, hat 
zur Polarreihe eine mit zwei dreifachen Punkten. Diese Polarreihen gehen 
durch das Polartripel des gegebenen Netzes. Daraus folgt: 

Durch jeden Punkt der Raumes gehen drei Axen des Bueschels K3 
und geht eine Sehne der Curve x3. 

I n  jeder Ebene des Raumes liegen drei Sehnen von x3  und liegt 
eine Axe von K3. 

1st die durch einen Punkt gehende Sehne von xS eine eigentliche, so 
gehen durch ihn ejne uneigentliche und zwei conjugirt-imagjnaere Axen 
von K3. 

1st ebenso die in einer Ebene liegende Axe eine eigentliche, so liegen 
in ihr eine uneigentliche und zwei conjugirt-imaginaere Sehnen von K3. 

Einer Tripelreihe deren Tripe1 einen Punkt gemein haben, entspricht eine 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



T h e i l  III. - Col lheare  Bexiehung des Tripelgebz'etes, etc. 241 

Gerade, die xS in einem Punkte schneidet, der Polarreihe mit einem drei- 
fachen Punkt entspricht die der ersteren conjugirte Gerade in einer Schmie- 
gungsebene. 

27. Es seien zwei singidaere Tripelnetze zweiter Art  gegeben, A der 
Punkt des ersten, B der des zweiten, der mit jedem beliebigen Punktpaar 
ein Tripe1 eines der Netze bildet. Jedes Punktpaar des Traegers x bestimmt 
mit A und B zwei Tripel, die ihrerseits eine Tripelreihe des Tripelgebiets 
bestimmen, deren Tripe1 zwei Punkte gemein haben. Reschreibt das Punkt- 
paar eine Punktpaarreihe so beschreiben die Tripel, welche es mit A und B 
bildet, zwei Tripelreihen. 

Daraus folgt dass die beiden Netze collinear sind, wenn man je zwei 
Tripel einander zuordnet, welche zwei Punkte gemein haben. Fuer den Raum 
giebt dies den Satz: 

Aus je zwei Punkten der Curve x3 werden die Sehnen der Curve 
durch zwei collineare Strahlenbuendel projicirt. 

Und reciprok: 

J e  zwei Ebenen des Ebenenbueschels K3 werden von der Axe des 
Bueschels K3 in collinearen Systemen geschnitten. 

Daraus folgt zunaechst fuer zwei sich schneidende und danil fuer zwei 
beliebige Sehnen von x3, dass aus ihnen r.3 durch zwei projective Ebenen- 
bueschel projicirt wird, ebenso, dass zwei Axen von den Ebenen des Bue- 
schels K3 in projectiven Punktreihen geschnitten werden. 

28. Betrachtet man das Punkttripelgebiet ciner gegebenen Raumcurve 
III. Ordnung 2, so folgt aus der collinearen Beziehung dieses Gebietes zum 
Raum : 

Die Ebenen eines Ebenenbuendels schneiden x3  in den Tripeln eines 
Punkttripelnetzes. 

Das Tripelnetz ist ein singulaeres der ersten Art, wenn der Mittelpunlit 
des Ebenenbuendels ein Punkt der Tangentenflaeche k t ;  es ist singulaer von 
der zweiten Art, wenn der Mittelpunkt auf der Curve 2 s e l b s t  liegt und be- 
steht dann aus diesem Punkt und saemmtlichen Punktpaaren von xS. 

Die drei durch einen Punkt gehenden Schmiegungsebenen beruehren x3 
in den dreifachen Punkten desjenigen Tripelnetzes, welches durch die durch 

Annali di  hfatematica, tomo XIX. 31 
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den Punkt gehenden Ebenen bestimmt wird. Die Ebenen eines Ebenenbue- 
schels schneiden x3 in den Tripeln einer Punkttripelreihe. Die vier durch die 
Gerade gehenden Beruehrungsebenen von x3 bestimmen die vier Tripe1 der 
Reihe mit je einem Doppelpunkt. 

Die der Geraden in dem durch x3 bestimmten Nullsystem conjugirte Ge- 
rade ist die Axe eines Ebenenbueschels dessen Ebenen x3 in der zu der ersten 
conjugirten Tripelreihe schneiden. 

Ha t  eine Gerade mit x3  einen Punkt gemein, so schneiden die durch sie 
gehenden Ebenen x3 a m e r  in jenem Punkte in den Punktpaaren einer Punkt- 
parreihe. Die Ebenen eines Ebenenbueschels, dessen Axe ein Leitstrahl des 
Nullsystems ist, schneiden x3 in den Tripeln einer sich selbst conjugirten Reihe. 

Den Tripeln mit einem Doppelpunkt eines Tripelnetzes auf einem Trae- 
ger x entsprechen im Raume die saenimtlichen durch einen Punkt O gehenden 
Beruehruiigsebmen von x3, die im Allgemeinen einen Kegel vierter Klasse 
bilden. Der Doppelpunkt eines Tripels eines Netzes ist ein erster Pol des ein- 
fachen Punktes des Tripels bezueglich des Netzes. Die Beziehungen, die zwi- 
schen' den Punkten von x und ihren ersten Polen bezueglich eines Tripel- 
netzes bestehen, lassen sich daher in folgender Weise auf die Raumcurve x3 

uebertragen. 
Verbindet man einen Punkt S der nicht auf x3 iiegt, mit allen Punkten 

A von x3, so gehen durch jede Gerade S A  ausser der in A beruehrenden 
Ebene noch zwei Beruehrungsebenen deren Beruehrungspunkte das Paar cr 

bilden moegen. Beschreibt der Punkt A die Curve x3, so beschreibt das Paar a 

eine Punktpaarreihe, deren Paare den Punkten A projectiv zugeordnet sind. 
Die Doppelpunkte der Punktpaarreihe sind die Schnittpunkte der durch S 
gehenden Sehne von x3 mit x3. Jedem derselben als einem Punkt A entspriclit 
der anderen als ein Punktpaar a. Die entsprechend gemeinschaftlichen Punkte 
der von A beschriebenen Punktreihe und der von u beschriebenen Punktpaar- 
reihe sind die Osculationspunkte der in S sich schneidenden Schmiegungs- 
ebenen von 2. 

E s  seien A ,  B, C drei Punkte von x3 die mit iS in einer Ebene liegen, - - -  
cc, 6 ,  y die Paare der Beruehrungspunkte derjenigen durch S A ,  SB, S C  
gehenden Beruehrungsebenen von x3, die xS nicht in A ,  B, C beruehren, so 
sind je zwei der drei Punkte A B C  durch das m m  dritten gehoerige der drei 
Punktpaare a ,  P ,  y harmonisch getrennt. Schneidet die Beruehrungsebene - 
von x3 im Punkte A ,  welche durch S A  geht, die Curve noch im Punkte A , ,  
80 sind d und Ai harmonisch getrennt, durch die Punkte des Paares a ,  in 
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- 
denen die jeiden anderen durch 8.4 gehenden Beruehrungsebenen x3 be- 
ruehren. 

Die Osculationspunkte der in einem Punkt S sich schneideriden Schmie- 
gungsehenen von x3 bilden mit jedem der Schnittpunkte von x3 mit der. durch S 
gelienden Sehne vier aequi-anharmonische Punkte. 

Alle Ebenen, welche sich in einer Axe der Ebenenbueschels III. Ord- 
nung K3 schneiden, schneiden xS in je drei Punkben, welche mit jedem der 
Schnittpunkte von x3 mit der der Axe conjugirten Sehne von x3 vier aequi- 
anharmonische Punkte bilden. Die drei Schnittpunkte jeder Ebene bilden zu- 
gleich ein Tripe1 einer cyclisah-projectiven Beziehung von n3 auf sich selbst, 
deren Doppelpunkte die Schnittpunkte der Sehne mit x3 sind. 

Sucht rnan zu den drei Schnittpunkten mit x3 einer dixrch eirie Axe 
von K3 gehenden Ebene in jeder Zuordnung den vierten harmonischen, so 
geht die Ebene, welche diese drei vierten harmonischen Punkte verbindet 
gleichfalls durch jene Axe von K3. E s  k t  leicht zu sehen, dass die vorigen 
Saetze sich in solche fuer die Kegelflaeche III. Ordnung durch welche x3 aus 
dem Punkt S projicirt wird, umwandeln lassen. Ic,h gehe hierauf nicht eiri, 
und uebergehe auch die reciproken Saetze. 

29. Aus einem beliebigen ihrer Punkte wird die Raumcurve x3 auf eine 
beliebige Ebene a als eine Curre II. Ordnung x projicirt. In dieser schneidet 
naemlich die Ebene a die Kegelflaeche II. Ordnung durch welche x3 aus jenem 
Punkte projicirt wird. Hierdurcli wird auch das Punkttripelgebiet von x3 pers- 
pectiv auf das Punkttripelgebiet der Curve x bezogen. 

Mit Beruecksichtigung der Eigenschaften des letzteren folgt daraus: 

Projicirt man die Punkttripel von x3, in denen sie von den Ebenen 
eines Ebenenbueschels 1. Ordnung geschnitten wird, aus einem gegebenen 
Punkt von x3 ;tuf eine Ebene, so bilden die Projectionspunkte der Tripe1 
die Eclipunkte von unendlich vielen Dreiecken, die einer Curve II. Ord- 
nung x eingeschrieben, einer zweiten h umschrieben sind. 

Qerfaehrt man so mit allen Ebenenbuescheln, deren Axen durch 
einen gegebenen Punkt gehen, so bilden die Curven 1 eine Schaarschaar 
von Curven II. Klasse, welche eine gemeinschaftliche Tangente haben. 
Sie ist die Projection der durch den gegebenen Purikt gehenden Sehne 
von x3 (*). 

(*) Theorie der tril. sym. Verwandtschaft, § 34. 
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Man wird hierdurch zur Betrachtung einer Verwandtschaft gefuehrt, 
welche zwischen dem Sehnensystem von x3 und der Ebene der Curve x be- 
steht und deren Zusammenhang mit der Beziehung der Tripelgebiete von x3 
und x leicht zu zeigen k t .  Im Tripelgebiet von x stellt jede Tripelreihe, deren 
Tripe1 zwei feste Punkte A B  enthalten, eine Sehne von x3 dar. Nun ist die 
Tripelreihe durch die Punkte A B  bestimmt, daher duerfen wir sagen, den 
Punktpaaren von x entsprechen die Sehnen von x3. Ziehen wir endlich die 
Gerade, welche die Punkte eines Paares von x verbindet, so koennen wir 
auch dieser eine Sehne von x3 entsprechen lassen. Nun ist aber bei unserer 
perspectiven Bezieliung von x3 auf x diese Gerade nichts anderes, als die 
Projection der ihr entsprechenden Sehne von x3 aaus dem gegebenen Punkt 
von x3 auf die Ebene von u., denn sie verbindet die Punkte auf x ,  welche die 
Projectionen der Scbnittpunkte der entsprechenden Sehne mit x3 sind. 

E s  ist also jeder Sehne von zS ihre Projection auf die Ebene von z zu- 
geordnet; den Punkten und Tangenten von x3 sind die Punkte und Tangenten 
von x zugeordnet. 

Diese Beziehung des Sehnensystems von x3 und der Ebene von x ist aber 
eine projective, denn das Sehnensystem ist projectiv zu jedem Strahlenbuendel, 
durch den es aus einem Punkt von x3 projicirt wird und daher auch zu deni 
Schnitt der Ebene von x mit einem dieser Buendel. 

Diese Beziehung ist im Wesentlichen dieselbe, die Herr REYE (Geometrie 
der  L a g e ,  2 Abth., 2 Aufl., pag. 113) behandelt hat, nur dass dort den 
Sehnen von x3 die Punlrte einer Ebene und zwar in allgemeiner Lage zu- 
geordnet sind. 

Den Strahlen einer durch x3 gehenden Kegelflaeche entsprechen die Strah- 
len eines Strahlenbueschels dessen Mittelpunkt auf z liegt; denjenigen Bue- 
scheln, deren Mittelpunkte nicht auf x liegen, entsprechen die durch z3 ge- 
henden Regelflaechen. Der Mittelpunkt des Bueschels ist die Projection des- 
jenigen Leitstrahls der aus Sehnen bestehenden Regelschaar der Flaeche, 
welcher durch den Projectionspunkt von z3 geht. Auch aus der Betrachtung 
des Tripelgebiets auf x ergiebt sich dieses. 

Den Geraden und Punkten der Ebene der Curve z sind so die Strahlen 
und Kegel-resp. Regelflaechen des Sehnensystems von xS zugeordnet. Man 
kann daraus schliessen, dass, wie durch zwei Sehnen alle Mal eine Regel- 
schaar von Sehnen bestimmt ist, auch durch zwei Regelschaaren von Sehnen 
des Systems eine Sehne bestimmt ist, oder dass zwei durch x3 gehende Re- 
gelflaechen noch eine Sehne von x3 gemein haben. 
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30. Wir  sind von der Betrachtung des Tripelgebiets auf einer Curve 
II. Ordnuiig z ausgegangen, und haben aus der collinearen Beziehung, welche 
sich zwischen diesem und dem Raum herstellen laesst, auf die Existenz der 
Raumcurve III. Ordnung x9 geschlossen und das Tripelgebiet dieser in Be- 
tracht gezogen. Da nun die Eigenschaften des Tripelgebiets in Elementar- 
Gebilden erster Stufe projectiv ~ i c h  uebertragen, so kann man auch, die 
Raumcurve x3 und deren Eigenschaften als bekannt vorausgesetzt, von dieser 
ausgehen, um die Eigenschaften des Tripelgebiets eines beliebigen Gebildes 
erster Stufe zu erkennen. Die Ableitung gewisser Saetze z. B. der in § 20 
wird dadurch anschaulicher. 

So wurde der Satz bewiesen: Durch vier Puuktpaare sind zwei Tripel- 
reihen bestimmt, so dass die Punktpaare je vier Tripeln jeder derselben an- 
gehoeren (21). Fuer den Raum mit Zugrundelegung der Raumcurve 23 ist der 
Satz nur eine Uebertragung des bekannten Satzes, dass vier Gerade im Raume 
im Allgemeinen von zwei Geraden geschnitten werden. Nirnmt man vier Tan- 
genten von x3 an, so gilt noch der specielle Satz: 

Durch vier Punkte als Doppelpunkte der singulaeren Tripe1 einer Tri- 
pelreihe sind irn Allgemeinen zwei conjugirte Tripelreihen bestimmt (18). 

31. Ich will schliesslich noch die Construction der Schnittpunkte einer 
Ebene mit der Raumcurve x3 angeben, welche Construction auf den Eigen- 
schaften eines Tripelnetzes beruht. Man kann die Schnittpunkte bekanntlich 
so c.onstruiren, dass man r3 aus zwei ihrer Punkte durch collineare Strahlen- 
buendel projicirt, diese mit der Ebene zum Durchschnitt hringt, so sind die 
entsprechend gemeinschaftlichen Punkte der in einander liegenden collinearen 
cbenen Systeme die gesuchten Punkte (*). Bei der Curve II. Ordnung ist 
dieser Construction analog diejenige der Schnittpunkte einer Geraden mit der 
Curve, welche darauf beruht, drei Punkte der Curve aus zwei anderen durch 
projective Bueschel zu projiciren, diese durch die Gerade in zwei projectiven 
Punktreihen zu schneiden und die entsprechend gemeinschaftlichen Punkte zu 
bestimrnen. Eine zweite Construction beruht darauf, auf der Geraden die in- 
volutorische Lage zu bestimmen, welche von den Paaren der bezueglich der 
Curve conjugirten Punktpaare gebildet wird und deren Doppelpunkte aufzu- 
suchen. Mit dieser hat die Construction der Schnittpunkte von Y? mit einer 
Ebene, die ich nun darlegen will, einige Analogie. 

(') REPE, Geometm'e de?. Lclye, II, 2 Auf l . ,  pag. 91. 
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Schneidet die Ebene a die Curve r3 in den Punkten AB C, so sind A B C  
zugleich die Osculationspunkte der vom Nullpunkt P der Ebene a an 2 ge- 
henden Schmiegungsebenen und daher die dreifachen Punkte derjenigen Tri- 
pelnetzes auf x3, dessen Tripe1 in den Ebenen des Ebenenbuendels P liegen. 
Projicirt man x3 und dieses Tripelnetz aus irgend einem Punkte O von xS auf 
die Ebene n, so erhaelt man als Projection von x3 eine Curve II. Ordnung x ,  

die durch ABC geht und als Projection des Tripelnetzes auf r3 ein Tripelnetz 
auf z ,  dessen dreifache Punkte gleichfalls die Punkte A B C  sind, denn pro- 
jectiv entspricht jedem dreifachen Punkte einea Tripelnetzes ein dreifacher 
Punkt eines zweiten. 

1st nun x3 durch sechs Punkte gegeben, so projicire man aus einem der- 
selben O die uebrigen fuenf durch Strahlen und schneide die letzteren mit 
der Ebene a ,  so erhaelt man fuenf Punkte der Curve II. Ordnung x ,  in wel- 
che r3 aus O projicirt wird. Nun construire man den Nullpunkt P der Ebene a 

in dem durch 2 bestimmten Nullsystem, verbinde P mit dreimal zwei Punkten 
von den sechs gegebenen, und zwar so, dass man drei nicht in einer Geraden 
sich schneidende Ebenen erhaelt, construire die dritten Schnittpunkte dieser 
Ebenen mit x3, und projicire die drei Punkttripel, in deilen x3 von den Ebenen 
geschnitten wird, und durch welche das Tripelnetz auf x3 bestinimt ist, dessen 
Tripel in den durch P gehenden Ebenen liegeo, auf die Curve II. Ordnung z. 

Man erhaelt auf dieser drei Tripel, die nicht derselben Tripelreihe angehoeren. 
Die dreifachen Punkte des durch sie bestimmten Netzes sind die Schnitt- 
punkte von x3 mit der Ebene a. 

Marburg (Hessen), 19 Juli 1800. 
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Alcuni teoremi 
sulle - superficie sviluppabili. 

(Di GEMINIANO PIRONDINI, a Parma.) 

Siano  L ( p ,  r ) ,  L i ,  J due geodetiche parallele di una medesirna 
superficie sviluppabile 8, i l'inclinazione di queste linee sulle generatrici ret- 
tilinee e k la loro distanza geodetica costante. 

Se A e A ,  sono i punti in cui una medesima generatrice rettilinea di 2 
sega le curve L, L,, si ha:  

k A.4, e - a  sen i 

Se dunque denotiamo con (cc, P, (2, m ,  n) gli angoli formati cogli assi 
coordinati dalla tangente e dalla binormale di L e si osserva che: 

le coordinate x,, y , ,  xi di A, sono legate alle coordinate s, y ,  x di A dalle 
relazioni : 

Sia S la sviluppabile osculatrice di L, Si una sviluppabile parallela a 8, 
A la linea di SI che corrisponde alla linea L di S e Ai 10 spigolo di re- 
gresso di Si. 

Se si osserva che le coordinate 5 ,  q ,  I: d'un punto qualunque di A sono 
espresse dalle formole : 

essendo Ic la distanza costante fra le superficie parallele 8, Si, si trova che 
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le coordinate d'un punto qualunque della superficie SI sono date corne seg,ue: 

X =  5 + vcosa = x + kcosZ+ V C O S ~ ,  ecc., 

essendo v le distanze contate sulle generatrici di SI a partire da A. 
Per mezzo di queste formole e con un calcolo ben noto, si trova: 

per espressione della distanza fra le coppie di punti corrispondenti delle due 
linee A e A,;  conseguentemente le coordinate <,, r i , ,  ci d'un punto qualunque 
di A, sono espresse ne1 modo seguente: 

P t i = x f  kcosl-k-cosa,  ecc. 
'1' 

Queste equazioni ci dicono che la linea A, coincide colla precedente L,. 
Si ha dunque il teorema: 

u Se si  costruisce u?za serie d i  svilz~ppabili parallele a una sviluppabile 
data S:  

1.' Gli spigoli di  regresso di queste superficie sono situati sopra una 
nzedesima sviluppabile 8. 

2." Questi spigoli di regresso formano sulla sviluppabile 2 una serie 
d i  geodetiche parallele. 

3." La distanza geodetica fia due di queste linee è egzcale alla di- 
stanxa fra le due svilzippabili parallele corrispondenti. 

4." L a  superficie 2 è la sviluppabile rettificante del10 spigolo d i  re- 
gresso di S. n 

Le equazioni (7) date al 4 della mia Nota: Sulla determinazione delle 
linee di  cui i l  rap~orto della curvatura ukla torsione è acna funxione nota 
dell'arco (*), si possono applicare alla determinazione del raggio di curva- 
tura p i  e del r a g g i ~  di torsione r ,  di Li per mezzo delle quantità analoghe 
relative alla linea L. 

Infatti se si osfierva che in questo caso: 

t' se si indica - con e e 2 con e, ,  le equazioni (7) dànno: 
P  P i  

(*) Annali di Riatematica, 1891. 
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dalle quali si ricava: 

La  relazione fra l'arco s ,  di LI e l'arco s di L è data dalla formola (13) 
del $ 7 della mia Nota citata, quando vi si supponga: 

P .=O, m= O ,  n -  k ,  f ( s ) = ;  

Si ha dunque: 

s , = s - k . ? .  
1" ' 

e se si fa uso di quest' eguaglianza, le (l), (2) c,i. dànno pi e r ,  . 
Sussiste dunque il teorema : 
u L o  spigolo d i  regresso L, della sviluppabile S, parallela a una svi- 

luppabile qualunque S d i  cui lo spigoio d i  regresso è L,  è una geodetica della 
sviluppabiie rettiyîcante d i  L;  le Einee L e L, sulla dettu superficie sono geo- 
deticamente parallele e la distanxa geodetica costante di' p e s t e  linee è uguaTe 
alla distanxa delle superyîcie parallele S ,  Si. L e  formole che legano gli  ele- 
menti geometrici d i  L, agli elementi d i  L sono le seguenti: 

Queste formole servono alla determinazione della linea L, quando sia nota L. 
' dpplicaxione. - La  linea L, è eguale ad L quando: 

questa condizione è equivalente all' altra : 

P - = costante. 
r 

La linea L, è simile ad L quando: 

Annati di Mafernatica, tomo XIX. 
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950 P i r  O nd i n i :  ~ h n i  teoremi sutle superficie svihppabilz'. 

con a costante; si ha di qui: 

p 1 - a  -=- 
k 

s + cost., 
T 

la quale dimostra che L è una geodetica d'un cono. 
Dunque: u Fra le superficie sviluppabili quelle d i  cui 10 spigolo di  re- 

gresso è udelica cilindrica O una geodeticu d'un cono, sono caratterkxate 
da Ela proprietù clte gli spigoli d i  regresso delle loro svilu.ppubili para Elele 
sono linee rispettivanzente eguali O sifnili n .  

Si pub enunciare la proprietà che precede anche ne1 modo seguente: 
u Il cilindro e i l  cono sono le superficie sviluppabili caratterixzate dalla pro- 
prietù che le geodeliche parallele sono linee ~ispettivamente eyuali O simili n. 

Le equazioni (3) suppongono che la linea L non si riduca a un puiito; 
si deve quindi considerare a parte que~to cas0 eccezionale. 

Sia S un oono col vertice nell'origine degli assi coordinati; se deno- 
tiamo con 

i coseni direttori delle generatrici rettilinee, delle normali alla superficie del 
con0 e delle rette perpendicolari ai piani determinati dalle coppie di rettè 
precedenti, la linea Li B rappresentata dalle equazioni: 

x , = k  COSI- -  COS^ , ecc., I (3 1 
cib che diviene il repporto relativo alla linea L quando essa 

r 
si riduca a un punto. 

Seghiamo il con0 S con una sfera di raggio 1 col centro ne1 vertice e 
sia A la linea ciferica che si ottiene. L'angolo infinitesirno di due generatrici 
consecutive del cono è misurato dall'arco elementare do  di R- e l'angolo infi- 
nitesirno di due piani tangenti consecutivi della superficie conica è misurato 

d 6 dall'angolo di contingenza geodetica - di A ;  si ha dunquc: 
RL7 
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e le formole precedciiti divcxigono: 

Se si oçserva che si ha: 

d cos x d cos 1 cos 3. - = cos 1,; -- -- y ecc., 
dli d G Bq 

si pub scrirere la relazione: 

la quale, coll'applicazione delle formole: 

dsi d o  - = d o ,  -- dsi - - , 
P i  ri Rg 

dà le altre: 

Dunque: u Per  lo spigolo d i  regresso della sviluppabile purallela a un cotzo 
non circolare hanno luogo le forrnole (4), nelle quali a e Rg SOIZG l 'a~*co e 
il ruggio d i  curvatura .geodetica della linea A clle si ottiene segando i l  con0 
con una sfera di raggio unitario avente i l  ceîztro ne1 vertice n. . Le equazioni (4) sono quelle c,he sostituiscono le (3) quando la linea L 
degenera in un punto a distanza finita. 

Se S è un cono circolare, Rg è costante e le (4) dànno: 

cib è ben naturale, poichè in questo cas0 la superficie parallela al cono è un 
altro cono. 

Se nelle equazioni: 
1 z, = k (cos z - - cos a), eec., 
Rg 

si suppone che k sia una variabile indipendente da a, si ottengond le coor- 
dinate d'un punto qualunque di una certa superficie s ;  e poichè: 
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se si indica con ph il raggio di curvatura geodetica delle linee E = cost. e 
con pt quel10 delle linee t = cost. trajettorie ortogonali delle k: = cost., si lia: 

La  superficie s contiene dunque due sistemi di geodetiohe ortogonali e quindi 
essa è sviluppabile. 

Se poi si osserva che i coseni direttori casa,, cosfi,, cosy, della tangente 
alle linee o = cost. sono dslti dalle equazioni: 

1 
cosl--coSa 

1 axi - 
COSa, r= - - -- B.7 

~3 ah 
ecc., 

si deduce che sulla superficie s le linee o = cost. sono le generatrici retti- 
linee; e poichè risulta: 

XI = yi = X i  = O 
\ 

quando la variabile k assume il valore O,  si conclude che la superficie s è 
un cono il cui vertice è nell'origine degli assi coordinati. 

Le linee Iz  = cost. sono dunque delle geodetiche parallele d'una super- 
ficie conioa; le equazioni (4) ci dànno infatti: 

(essendo a una costante) la quale è, corne si sa, la relazione caratteristica 
delle geodetiche di coni. 

Determiuiamo la posizione reciptoca del cono dato C e del cono Ci luogo 
delle linee k = cost. 

Siano A e Ai le curve secondo le quali riniangono intersecate le super- 
ficie dei 2 coni C e Ci da una sfera di raggio unitario avente il centro ne1 
vertice comune; l'eguaglianza: 

che si pub ïicavare dalle equazioni precedenti, ci insegna che le generatrici 
del con0 Ci sono nei piani normali della linea sferica A. 
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Se poi si indica con 6 l'angolo formato dalle generatrici rettilinee cor- 
rispondenti dei coni C, Ci, si ha: 

1 - 
COS E = 2 COS a, . COS a. = - B, 9 

da cui: 

Quest'eguaglianza djmostre che la linea A, è la sviluppata sferica di A. 
Si ha dunque il teorema generale seguente: 

u Se si costruisce una serie d i  svilzcppabili parailele a urz cono dato C :  
1." Gli spigoli di  regresso d i  pes te  superjîcie sono sopra un altro 

cono Ci il  cui vertice coincide con quel10 del cono dato. 
2.' Questi spz'goli d i  regresso sono geodetiche parallele de2 cono (=,. 
3." L a  linea secondo la quale i l  con0 Ci è taglz'ato du m a  sfera i l  

cui centro è nei vertice, è la sviluppata sferica della linea secondo Ia quale 
il con,o C è segato dalla rnedesima sfera. n 
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Ricerca del rapporto fra i discriminanti 
di un'equazione algebrico-differenziale 
di 1.' ordine e della sua primitiva com- 
pleta per mezzo della teoria delle curve 
piane razionali. 

(Di GABRIELE TORELLI, a Nopoli.) 

1. N el precedente Iavoro: Cof~triOuxione alla teoria delle eguaxioni 
algebrico-dz'fferenziali (*), io mi occupai delIa relazione: 

dove G è il discriminante della primitiva cornpleta: 

g quel10 della equazione differenziale che s'ottiene eliminando Ia costante ar- 
bitraria w fra (1) e la  sua differenziale jmmediata, e Ir: B una espressione com- 
posta in modo razionale intero colle prime derivate parziali delle f,, fi,..., f, 
rispetto alle variabili. 

Prendendo le mosse da due memorie del compianto prof. CASORATI io 
riuscii a costruire la funzione k qualunque sia nz, non essendo ci6 fin allora 
stato fatto che pei valori particolari di In = 2, 3 ,  4. 

Nell'intento di rinvenire un modo più semplice per formare la espses- 
sione in discorso io ora ho ripresa in esame la medesima quistione, ed ho 

[*) Giornale di Matematiche BATTAGLINI, vol. 34! pag. 190, 1886. 
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T o r e  11 i: Riceria del  rupor to fra i discriminan ti, ecc. 255 

rintracciato un metodo geometrico per per~enire  alla costruzione di k. La 
forma, cui tale via mi h a  condotto, è la medesirna di quella sotto la quale io 
precedentemente presentai la espressione k. Nonpertanto stimo opportun0 pub- 
blic,are questo nuooo procedimento, sia perché easo si presta ad ulteriori trac,- 
formazioni, sia perchè il significato geometrico pub facilitare 10 studio delle 
proprieta della espressione k. 

2. Consideriamo le tre forme: 

e supponiamo che nella c ( l )  si operi la trasformazione delle variabili A , ,  l.? 
nelle altre p,, p2 mediante l'equazione: 

Se  C(p) é la trasformata e g ,  G sono rispettivamente i discriminanti di c ( i ) ,  
C(p) si ha: 

G = glc", 

dove k è una funzione razionale intera ordinatamente dei gradi: 

rispetto ai coefficienti a ,  6, c ,  ed essa eguagliata a O è la condizione ne- 

cessaria e sufficiente acciocchè sia possibile determina~e il rapport0 - in 
r-2 

modo che pi b (A) - p, a (1) e ~ ( 1 . )  abbiano un fattore di 2." grado di co- 
mune (*). 

Cib premesso consideriamo la curva piaiia razionale le coordinate dei 

(*, Vedi la ç ih citata rnia Contribuzio?zr! ecc.; confronta piire GORDAN, lieber die 
Inourianten biwürer Forrnen bei hoheren Trunsfor~nationen (Giornale d i  CRELLE, vol. 71, 
pag. 164), e il mio lavoro: Della trasformazione cubica di  uncl forma binavia cubica. 
Iiendiconti del Circolo Matem. di Palerino, vol. 2, pag. 169, nota a pie di pagina. 
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--- 

cui punti siano rappresentate parametricamente da: 

pxi = 4 )  

px,=c(À) ,i 

Se è possibile determinare pi e p, in modo che p,b(l)  - p,a(h) abbia un 
fattore di 2." grado in comupe con c(À) vu01 dire che due dei punti d'in- 
contro della curva colla retta pix ,  - p2xi = O coincidono con due delle in- 
tersezioni della medesima curva colla retta x, =. O. Ora essendo le due rette 
distinte, cib non pub avvenire se non quando esse concorrono in un punto 
doppio della curva, il che succede, e allora solo, quando un punto doppio 
di (2) !giacè siilla retta x, = 0;  sicchè pub conchiudersi: k = O equivale alla 
condixione necessaria e suficknte afinchè un punto doppio della curva raxio- 
nwle (2) yiaccia sulla retta x, = 0. 

3. Moltiplichiamo le (2) suc~cessivilmente per A,"-', Ain-, l e , ,  . . , A2"-,; 
abbiamo : 

a . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

Se consideriamo corne ignote distinte: 

 GA,^-^, p?tin-3À2,... 1 p Pz, lizn-z 7 lien-3 1.2,. . . , Aosn-n 7 

il precedente sistema si compone di 3% - 3 equazioni lineari omogenee ri- 
spetto a queste 312 - 2 jgnote; determiniamo da esso i rapporti delle prime 
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fz - 1 delle dette ignotc. Ponendo: 

. . . . . . . . . . . . . .  
O . x, 0 0 uo . a,, 

O . x o O  O - b o  S b ,  

1 0  . X , O O  . C o  SC, 

'hi Se dunque - B il valore del païametro corrispondeilte a u n  punto (x,, x,, x,) 
'hz 

della curve, per questo passano le curve di ordine - 2: 

AJAnd1 - Ib2 A n - 2  = O. 1 
Anlzali di Matematica, tomo XIX. 
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Il ii'i a \  Ora a un punto doppio corrispondono due valori del parametro - ,; percio 
12 X z 

le sue coordinate verjficar debbono anche le altre relazioni: 

Ati A2 - Ar2 Ai = O 

Ati A~ - Ar3A2 = O 
. . . . . . . . . . . .  

Ihti An-i - Arz An-2 = O , 
le quali confrontate colle (3) dànno che le coordinate dei punti doppii sod- 
disfano le equazioni ; 

A , = O ,  A = O  , A,-,=O. 
Dunque : 

(4)  

L e  curve dell'ordine 12 - 2 rqpresentcc te clalle equlxxz'oîzi (4)  p u s s m o  
pei punti cloppii della c u ~ v a  (2) (*). 

4. L e  equazioni (4) possono servire a determinare le coordinate dei 
punti doppii della curva raziona!e. Cos: per es. basta ordinarle rispetto ad xi 
ed eliminare xin-" xcG3,.. ., x i .  L a  risultante sarà rappresentata da un de- 
terminante le cui colonne saranno rispettivamente di grado O ,  1, 2 ,  ... , riz - 2 
nelle x, , 3,. Decomponendolo in determinanti a colonne semplici, e ordinando 

1 x3 otterremo un'equazione di grado - (n - 2)  (r, - 1) rispetto al rapporto - . 
2 Xz 

L'ultimo termine di questa equazione eguagliato a O rappresenta la  condi- 
zione, affinchè uno dei punti doppii della curva (2) giaccia sulla retta x, = 0, 
ossia ci fornisce l'espressione di k. I'er ottenere questa più brevemente, noi 
possiamo fin da1 principio introdurre l'ipotesi x, = O nelle (4). Sviluppando 
dopo cib ogni determinante A secondo le potenze discendenti di x ,  e indi- 
cando con 

(-),i-i+n D j, i (-)i-2+n D 2, 7 e . . , (-y+' Dn-1, i, 
rispettivamente i coefficienti di a,'2-2, x , ~ - ~ x ~ ,  ..., x ~ ~ - ~  in Ai  ricaveremo 
dalle (4) il sistema: . . . .  Di,, ~ i ~ - ~  - D2,i x i l l - 3 ~ ~  + + Da-,, xr)+' = O 

Di,' x - D2, O ~~12-3x2 + a . + (-)n-? DIZ-I,z x $ ~ - ~  = O 

(") Vedi FR~EDRICH, 3 i e  mtionnle Plrincu~ve 4 Ordtszcizg, 11. G-ieszen, 1886. 
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Perche coesistano queste equazioni deve essere: 

. . . . . . . . . . . . . .  
/ Dn-i,i Dn-i, t ' Dn-i,n-i 

Questa condizione è d u q u e  necessaria perchè un punto doppio della curva 
razionale (2) giaccia sulla x, = O. Evidentemente essa è sufficiente; percio: 

k = Z k Dg, 02, 2. .  . Dn-i, n-i. 

Gli elementi di questo determinante sono formati da determinanti ricavati col 
sopprimere n - 2 orizzontali dalla matrice cornune a tutti i deteiminanti A 
costituita dalle ultime 212 - 1 colonne di questi. 

5. Ne1 cas0 di .~z = 4 se noi indichiamo con (r, s) il determinante ri- 
cavato col sopprimere le orizzontali rma, ed sma dalla matrice: 

, 

I 

le equazioni A, = 0 ,  A, = 0 ,  A, = O si possono scrivere: 

( 4 ,  7)x,"- 1(4, 8)-l-(5, 7)lxix2+ 1(4, 9)+(6,  7)1x1~3+ 

+(5,  f3)xze- i(5, 9)+ (6 ,  ~ ) / x , G +  ( 6 ,  9)xs2=0 

(1, 7 ~ -  KI, 8)+(2,  7)1xix2 + KI, 9 ~ 3 ,  7) )x ix3+ 
+(27 8)rz-  1(2, 9)+(3j 8) jx~x,+(3j  9 ) ~ 3 ' = O  

(1, 4 ) ~ , 2 -  l(1) 5)3-(2, 4 ) 1 ~ 1 ~ 2 +  1(1, 6 ) + ( 3 ,  4 ) 1 ~ 1 ~ 3 +  
+ (2, 5 ) ~ "  i(2, 6 ) + ( 3 ,  5); x2x3 + ( 3 ,  6)x3"= O ,  

a. a, a ,  a,  a ,  O O 

b, 6 ,  b, b, b, O O 

Co Ci C2 C ,  Ca O O 

O a. a, a, as a, O 

O ho b ,  b, b, 6 ,  O 

O Co Ci  Ce CS C4 O 

O O a, a ,  a,  a, a ,  

O O bo b, b, 6, 6 ,  

Il 0 O c,, cl e, c, . c4 
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sicclié ponendo : 

l'equazione che fornisce il rapporto - pei tre punti doppii è: 
2 2  
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Sul 
3' rapporto - considerato come funzione 
v 

del rapporto E' dei periodi 
W 

delle funzioni ellittiche di Weierstrass. 

L e  funzioni di W ~ ~ c n s m ~ s s  o(<i), ~ ( u ) ,  y (a), olire c h i  dalla varinliile f i ,  

vengono a dipendere dagli invarianti g,, y, O dai semiperiodi w, w', i qunli 
(0' 

ultimi possono assuniere tutti i sistemi di valori tali che il rspporto -- = r 
0)  

sia un  numero c.omplesso fiiiito aventc il coefficiente dell'immagiiiario positivo 
e sempre differente da zero. Questo fatto conduw a varie forinulc iinportanti 
fra w ,  w', r, g2,  yJ, J.== J(T)]  = <(O), = <(at). Di esse citeremo le t re  

nelle quali è A = g; - 27gS, e clle ci peimettono di determinare l'espressione 
3' annlitica del rapporto A = y considerato come funzione di r. 
ri 

(*) Per  queste formule si pu6 consultaro sl pag. 118 e n pag. 123 il 1." volume del 
tratt,ato del KLEIN, Vorlesunyen iiber die T f i e o ~ i e  der BZl+tisclte~z A f o d z c l ~ c ~ z c t i o u e ~ .  
Leipzig, Druck und Verlag von B. Ci. Teubnei.. 

Bisogna pcrb tener conto die ivi sono adottati i simholi O),, w , ,  q2 ,  q, inrece clc.cli 
altri 2 w ,  3 w 1 ,  T ,  3yj, 3qr .  

Anuaii di Matenzatica, tomo X I S .  31 
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Estragghiamo infatti la radice 12es ima dai due membri della (1); allora, 
scegliendo convenientemente i valori dei radicali da una parte e dall'altra, 
si ottiene: 

e se poniamo: 

possiamo ancora scrivere : 

Nelle (3) immaginiamo sostituite alle quantità g,, y, che entrano in h le loro 
espressioni aiialitiche in funzione di w ,  w'; in ta1 modo le x,, x, vengono a 
dipendere da o, w', che possono considerarsi corne variabili indipendenti. Te- 
nendo conto di questo fatto deriviamo x, rapporta ad w'  e r ,  rapporto ad w;  

si ha  allora: 
i l  

e, confrontando queste relazioni colle (2)) si ottiene: 

Ma dalle espressioni (4) di xi, x, si deduce facilmente che queste qnantità 
sono funzioni uniformi di r definite per tutti i possibili valori di questa va- 
ria.bile. Sicchè potremo scrivere ancora: 
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Paragonaildo queste ultime relazioiii colle due precedenti abbiamo: 

Ed essenclo x, = t x, si ha pure : 

Questa relaxione ci mostra che il rapport0 A è una funzione 
definita in tutti i punti del semipiano complesso positivo ed 
reale come linea di singolarith essenzialc. 

uniforme di ? 

avente 1' asse 

Riguardo s quenta funzione, che indiclieremo con Z(t), doblhmo ancora 
osservarc, come risulta subito dalle proprieta della ~ ( z L ) ,  clle, quando r subisce 

la sostituziono lineare fratta (: i) con a, B ,  y, 8 numeri interi e & ô  - = 1,  
anche essa viene a subirla, cioè si ha:  

Mi propongo qui d'indicare brevemente conie si muove su1 proprio piano 
d i  variabilità, l i t  funzione A(t), quando r percorre il suo in modo continuo. 

Cominciamo per questo dall' osservare che le quantità x, , x, , considerate 
come funzioni di J, sono due integrali pa.rticolaïi dell'equazione ipergeo- 
rnetrica ("): 

nella qiiale l'invariante assoluto J & p r a o  come variabile inclipendente. 

(*) Vedi: Traitd des Fonctiolzs ELliptiques e t  de leurs npptications par G. 1-1. HAL- 
PHEN. Gautliier.Villars, Paris, l T e  partie, chapitre IX, pag. 313-313. 
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Derivando poi la (7) rapporto ad J c cnmbiando f~inzione incogiiita, ci% 
d .G ponendo y = - 5 si ottiene l'altra equazione ipergeometrica: 
d J  

Essn a n ~ n ~ e t t e  i due integrali particolari distinti: 

i quali, poteildosi considerare x,, x, comc f~inzioili di r e r colne fun~ioiie 
di J,  hanrio yer rapporto: 

2 
L e  radioi dclle deteriniilaiiti dclla (8) relative ai puiiti si11golai.i sono O ,  - - 

3 
1 1 3  1 3  per 10 zero, 0, - - per i l  punto 1 e - 7 - per l'iiifiuito. 
2 12  12 

Consideriamo ora su1 piano di variabilità di r un triangolo r' forinato 
da quella parte del semipiano coinplesso positivo coinpresa frn le due rette 

1 
3 ,  = - -, r ,  = O ed esterna al cerchio m o d ~  = 1, ove .r,, ?2 jndicano la 

2 
parte reale ed il coefficicnte dell'imniaginario di r. 1 vertici di r' sono i puiiti 

.- 

1 i \ / 3  - - + a 5 i ,  i m  e i lati le parti delle tre precedenti linee clie tcrmiiiano 
a 

a questi vertici e clie formano il contorno di r'. Ci6 posto, indicando con A' 
il semipiano complesso positivo della variabile J, ricordiarno chc la relazione 
J =  J(r) stabilisce una rappresentazione conforme di A' su r', tale clie i puiiti 

1 4 3  0,  1, cc del contorno di A' vengono a corrispondere ai vertici - - + -, a 2 
i, im di r'. 

Questo fatto si pub anche dedurre dall'ecpazione (7) servendosi di uii 
celebre teorema di SCHWAEZ relativo alle equazioni ipergeonietriclie (*). Appli- 

cando questo teorema alla (8) si ha d i e  il quoïiente 2 = A, eonsidcrüto corne 
Yi 

(*) Giornale di Crelle, vol. 75, png. 311. 
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clel rnpporto - dei yeriodi delle tzrr~~io~u' ellitticlle d i  TVciet'strciss. 265 

6) 

fuzione di J, stabilisce una rappïesentazione conforme di A' sopra un campo 
A' seniylicemente connesso e limitato d a  trc: archi di ciïcolo, clie formano un 
triangoIo avente per veïtici i punti v,, v,, v, del contorno di A' corrispon- 
denti ai valori singolari J = O ,  J -  1, J= m. Dallo stesso teorema di SCHWARZ 
risulta pure che gli ançoli, clie i lati di A' forinano in questi vertici, sono 

2z z 
~ispettivamente -;- - , ' O ,  e ,  poichè nessuiio di cluesti angoli arriva a Zr, 

3 2 
cos) i l  campo A' non contiene parti che si ricop~ono l'una coll'altra, ed è 
quindi costituito da una area semplice del piano delln variabile I .  Ma, affincht', 
qwst'area A' sia completamente determinats, bisogna che sia fissato il valore 

da attribuirsi al rapporto 2 in un punto JO di A'. Indicando per qiiesto con ro 
Yi 

jI valore di r che cade in r' e che corrisponde ad JO, si pub prendere 
2, = l ( r o )  per valore del precedente rapporto in J=  JO. In ta1 caso il t r i ~ n -  
go10 A' è determinato perfettamente, e la relazione h = I ( r )  stabilisce su di 
esso una rappresentazione conforme del triangolo r', tale che ai vertici vol 

.- 

i i J 3  v,, v, di A' vengono a cnrrjspondere i vertici - - + - i, icr, di r'. 
2 2 

Per trovare i lati di A' indkhiltmo con A,, 7.* la parte reale ed il coef- 
ficiente dell'inimaginario di À ( T ) ,  ed osserviamo che, se è ?,(r, $ i r , )  = A ,  f il.-, 
deve per la  costituzione di X(7) essere pure ?.(- 7,  $- i r , )  = - 1, 3 ilie. Aven- 
dosi poi per la (6) A(r + 1) = L(r) + 1 ,  si pub concludere che sulle rette 

1 r i = - -  
2 ri = O, I ( r )  deve avere la stessa païte reale di T ,  cioe ' . - - ' per a 

la prima, O per la seconda. Irivece per la circonferenza del cerchio modr - 1 
1 

si lia clic, se r = r i  + ir, è un punto di essa, anclie - ; = - r ,  + it, ap- 

pnrtiene a p e s t a  s t e m  cjrconferenza; ma per 1s (6) abbiamo: 

e di qui si vede subito che quando è mod: = 1 delle pure essere rnodl= 1. 
1 

Sjcchè, se consideriarno su1 piano di h le tre linee hl = -- - mod?, = 1, 
2 

Al = 0 ,  risulta da quanto abbiamo ora detto che i lati di A' corrispondenti 
1 a quelli t, 5 - - nlodz = 1, T ,  = O di l" devono essere tre porzioni a ,  6 ,  c 
2 

delle tre precedenti linee. In  quaiito ai vertici v,, v , ,  o, di A' si vede che 
essi sono formati daIle tïe coppie di Iati a ,  6; b ,  c ;  c ,  a, 
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ri 

Queste osservazioni ci mostrano che il triarigolo A' è costituito da quella 
1 porzione del piano di 1 compresa fra le due rette i., = - - 
2 

l ,  = O, cl-ie al 

disopra dell'asse reale si estende all'infinito e ehe al disotto di quest'asse è limi- 
i i\13 tato da1 circolo mod 1 = 1. 1 v e r h i  u,,  v , ,  v, di A' sono quindi - - - - 
2 2 ? 

2 ;  si - i, ico, ed in essi i lati di A' formano appunto gli angoli - , 2 ,  0. Se 
3 

indichiamo con r" e A" i triangoli sirnmetrici di I" e A' rispetto agli assi 
irnrnaginari r ,  == O ,  A, = O, e con r, A i triangoli formati dall'assieme di r' 
e r" l'uno e di A' e A" l'altro, si vede ancora che la relaziorie 1. == 1.b) sta- 
bilisce una rappresentazione conforme di r su A ,  tale che a due punti di r 
simmetrici rispetto all'asse T~ = 0 vengono a corrispondere due punti di A 
simmetrici rispetto all' asse A, = O. Sicchè, quando r è all'interno O su1 con- 
torno di  r, il valore corrispondente di A(r) è all'interno O sul cbntorno di A. 

Ma ora invece di  far muovere r su1 suo piano entro il solo triangolo r 
facciamo andare questa variabile con continuità in tutti i rimanenti punti del 
selnipiano complesso positivo, e ricerchiamo 'come si muove in questo caso 
generale la ,funzione h(r) su1 proprio piano. Costruiamo a tale effetto sui piani 
di r e A i triangoli trasformati di r e A da tutte le sostituzioni della forma 

( y  6) con i l ,  P, 7 ,  d nurneri interi e i l8  - Py = 1. 1 primi, come è noto, non 
. . 

si ricoprono gli uni cogli altri, e formano una rete che occupa tutto il semi- 
piano positivo di T .  1 secondi invece si ricoprono gli uni cogli altri, e si esten- 
dono su tutto il piano di A ,  di guisa che ogni punto di questo piano appar- 
tiene al tempo stesso ad infiniti triangoli. Dobbiamo perb osservare che un 
punto A, del piano di 1 appartenente a due triangoli distinti A,, A b ,  che si 
ricoprono l'uno coll'altro, gode soltanto in casi speciali della proprietà di ri- 
manere invariatu dalla sostituzione Sa,o che trasforma A, in &,. Infatti, affin- 
chè si possa presentare yuesto caso, bisogna che A, sia un punto doppio di 

ma di tali punti se ne hauno due a l  più, mentre che i punti comuni a 
A, e a A b  sono infiniti. 

Nei due precedenti sistemi di triangoli potremo far corrispondere fra loro 
i' e A e in generale quei due triangoli I'i e A i ,  1' uno del semipiano di t e 
l'altro del piano di A ,  che sono i trasformati di r e A da una fitessa sostitu- 
zione Si. Riguardo poi ai due triangoli ri, A i  si noti che fia i loro punti si 
pub stabilire una corrispondenza biunivoca e continua precisamente come per 
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0) 

r e A. Basta infatti considerare corne punti corrispondenti i trasformati da Si 
di due punti corrispondenti di r e A. 

Un punto A, del piano di i, per quanto abbiamo detto appartiene ad in- 
finiti triangoli trasformati di A ;  ma, quando un punto mobile 1 si trova in A,, 
si pub supporre che esso sia in uno solo di questi triangoli. Fissato il trian- 
go10 ne1 quale deve trovarsi 1, quand0 passa per A,, converremo. che A se- 
guitando a muoversi rimanga sempre in questo triangolo finchè non oltrepossn 
uno dei suoi lati. Se, per es., il punto mobile A é entro il triangolo A i ,  e ne 
esce attraversando un lato che separa A i  da Ai,, diremo allora che 1 escendo 
da Ai entra in A h .  

Supponiamo ora che r ,  partendo da un punto Ti2 di I' e attiztversando i 
triangoli r,, r,, ... rl-i, giunga in un punto ~k del triangolo T l .  Allora 2 ,  
parterido da  un punto ILI, del suo piano, giungerà in un altro punto a h .  F r a  
gl'irifiniti triangoli nei quali si trova l,,, vi è certamente A ,  ed anzi noi fis- 
seremo che 1 partendo da Al, sia in A. In  ta1 cas0 A ,  per il precedente per- 
corso di r e per le convenzioni che abbiamo fatto, partendo, da AIL in 3 ,  
attraverserà i triangoli A,, A , ,  . , . Al- ,  , e, giungendo a1 punto l k ,  si troverà. 
ne1 triangolo Al .  

Ma in questo modo possiamo ancora vedere corne si muove t su1 suo 
semipiano, quando A descrive su1 proprio piano una linea determinata D che 
va da un punto iniziale A,, ad un punto finale lk .  Supponiatno che fra gl'in- 
finiti triangoli nei quali si trova Ir, vi sia anche A ,  e che A ,  partendo da ltlL 
per andare in l k ,  si trovi appunto in A. In  ta1 caso potremo determinare in 
modo preciso per quali triangoli passerà A percorrendo la linea D, ed in quale 
triaagolo finale si troverà A giungendo in lk. Supponiamo, ad es.: che 1 
uscendo da  A attraversi A , ,  AI,.. . AI-, , e che il triangolo d'arrivo sia A l .  
Allora, se iildichianio con r,, il punto di r che corrisponde al punto i,r, di A 
e con r k  quel10 di rl che corrisponde al punto Ah di A l ,  si vede che durante 
il precedente percorso di ?, la varialsile r descrive una linea determinata C, 
la quale, corninciando ne1 punto TI, di 1' e attraversando i triangoli r,, r?, . . . 
rl-,, va ne1 punto .ri, di rl. 

Se il punto finale Ak coincide con AI,, la linea D é chiusa, ma il trian- 
go10 finale Ar è in generale d i ~ e r s o  d a  A; per conseguenza anche il trian- 
go10 I'z è diverso da r, e il punto Tk non coincide con rh;  cosicc1iS in ge- 
nerale la l ima C descritta da r e corrispondente alla D è aperta. Giova irioltre 
osseivare che di linee chiiise 1) passanti per AI, se ne possono tracciare infi- 
nite, ed anzi, se A,, = A ,  A, , ,  ... 4 ,,.,... é Ia serie degli infiniti triangoli tras- 
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formati di A che contengono il punto AI,, è facile vedere che si pub sempre 
determinare una serie di linee chiuse D,,, D,,, ... D,, ,... che passirio tutte 
per Ah e' siano tali che il triangolo finale o d7nrrivo relativo alla liriea D,,. 
coincida con A ,,.. In  ta1 caso, se indichiamo con Ca,, Cu ,,... Cu ,.,... le linee 
descritte da t a partire da rr, e corrispondenti a quelle descritte da 1,: si ~ e d e  
subito che, all'infuori della prima, che è chiusa, tutte le altre sono apcrte, 
e sono tali che la Ca,. termina in un punto situato ne1 triarigolo r,,. corri- 
spondente a A,,.. 

In  tutti questi ragionamenti tanto per r quanta peï ?., considerate come 
variabili indipendenti, siamo sempre partiti da un punto rh O AIL che fosse 
in r ne1 primo caso e in A ne1 secondo. Ma i risultati ottenuti valgono egunl- 
mente partendo da punti qualunque. Osserveremo soltanto che, quando su1 
piano di A si prende un punto arbitrario di partenza, bisogna fissare in quale 
degli infiniti triangoli contenenti questo punto deve considerarsi situata la ra-  
riabile i, quando si trova in esso, e cib perchS sia perfettamente determinato 
il valore corrispondente di T .  Da tutto ci6 risulta che la quantità i l  consi- 
derata come funzione di  1. in tutto il piano di questa variabile, è ad infiniti 
valori, percha si possono sempre tracciare su1 piano di 2. infinite linee chiuse 
passanti per un punto arbitrario Al,, e tali che su1 piano di t vi corrispondano 
infinite linee aperte tutte uscenti da un punto 71, preso come corrispondente 
di Al, ed aventi i loro estremi finali in triangoli different,i del semipiano di r.  

Anche l'invariante assoluto J(T), considerato come funzione di ?,, è ad 
infiniti valori. Infatti , affinchè la J(r) risultasse monodroma, bisognerebbe che 
tutti gli estremi delle precedenti linee aperte descritte da r fossero sempre i 

trasformati di uno stesso punto da sostituzioni della forma (; {)con a,  p, 7, 3 

numeri interi e a 8 - ,4 y = 1 ; ma una tale circostanza non si pub presentare 
in generale, perchè altrimenti il punto arbitrario 'i,l, dovrebbe rimanere invn- 
riato da tutte queste sostituzioni, il che, per osservazioni già fatte, pub se mai 
accadere in casi speciali e solo quando lr, è sul17asse reale del piano di A, 
poiclib si tratta di un punto doppio c.omunc ad infinite sostituzioni del gruppo. 
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Sulle condizioni invariantive 
perché due q u i n t i c h e  b i n a r i e  
abbiano quattro radici comuni. 

(Di L. BERZOLARI, a Pavie.) 

S i a n o  in notaïione sirnbolica 

f=q,  y-.; 

due forme binarie del medesirno grado n ,  e si consideri la forma di CAYLEY 

simmetrica rispetto alle due serie di variabili x ,  y. Allora (*) la risultante B 
delle due forme f e 4, sarà il determinante format0 colle cik, cioè si avrà: 

R = 2 * cOo c i l ,  . Cn-i,q,-i , 
e ponendo simbolicamente: 

F = rz-l ~ l t - i  , rn-i Sn-l = , . . 
Y ix ix 

il GORDAN in un lavoro ben noto (**) ha dimostrato che R si pub mettere 
sotto la forma: 

= ii (ri a) (si SIG) ,  
ik 

dove ciascuno dei numeri i ,  E deve assumere tutti i valori da O fino ad in - 1. 
Egli ha  inoltre determinato dei covarianti ad una, due, ... serie di va- 

(*) Vedi per es. BALTZER, Theorie und Anwendung der Determinanten, 5," ediz., 
1881, g 2. 

(**) GORDAN, Ueber die Bildung der Resultante sweier Gleichzcngen. Mathem. An- 
nalen, Bd. 3. 

AnnaEi di Matematka, tom0 X I X .  35 
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riabili, il cui identico annullarsi forniace l'insieme delle condizioni necessarie 
e sufficienti perchè le due forme abbiano rispett. due, tre,. . . radici comuni. 
Questi covarianti sono : 

( i ,  k = O ,  1 ,,.., f i - 2 1 ,  

i 

eà hanno ordinatamente i gradi 2 (n - l), 2 (n - 2), . . . rispetto a ciascuna 
serie di vnriabili. Essi, come anche la R,  si possono tutti esprimere come 
aggregati di spinte (Ueberscliie6ungen) fra le due hinarie, ed il GORDAN, che 
si è occupato più particolarmente della R e del covariante O ,  ha eseguita 
effettivamente tale determinazione di queste due forme per i casi di due cu- 
biche, di due quartiche e di due quintiche. H a  inoltre stabilita, insieme con 
molte altre della massima jmportanza, la formola notevole (*): 

dove (5 è il primo dei covarianti  elernentari di f ,  p., ed è espresso da: 

Recentemente il sig. PASCAL ha trattato il caso in cui le due forme abbiano 
tre radici comuni, estendendo ad esso il risultato contenuto nella (2), e tro- 
vando, per due quartiche e per due quintiche, l'espressione di <P   ne di an te 
spinte dei covarianti elementari delle due forme (**). 

Egli ha inoltre osservato che le condizioni necessarie e sufficienti perchè 
due binarie del medesimo grado abbiano tre radici comuni (espresse già, per 
quanto il GORDAN ha dimostrato, dall'annullarsi identico di 0) si possono al- 
tresi ottenere aggiungendo all'annullarsi identico di O il contemporaneo an- 
nullarsi di un certo invariante W),  che è l'ultimo termine che si ottiene svi- 
luppando <P colla nota forrriola di GORDAN. 

(*) GORDAN, 1, c., pag. 378, form. (XIX). 
("*) PASCAL, Sopra certi covarianti simultanei dei sisielni d i  due quartiche e d i  

due quintiche. Annali di Matem., serie 2.a, tom. 16. 1888. 
L e  steqse espressioni per il cas0 di due q~iar t iche sono poi state da lui calcolate i n  

termini delle forme del sistema completo in un lavoro successivo Sopra alcune forme 
invariantive del  sistema d i  due binarie biquadraticlze. Rendic. della R. Accad. delle 
Scienze fis. e matem. di Nnpoli, fasc. 8.O, agosto 1888. 
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perchè due quifitiche binarie abbiano quattro radici comuni. 271 

La dimostrazione di questa proprietà è basata su1 fatto che, per due 
forme aventi i coefficienti fra loro assolutamente indipendenti, l'annullarsi del- 
l'invariante $') non è conseguenza necessaria dell'annullarsi identico di O. 
Non è perb inutile aggiungere qui un'altra dimostrazione della medesima pro- 
prietà, comunicatami da110 stesso prof. PASCAL. 

u Dalla citata Memoria di GORDAN risulta che le condizioni perchè due 
forme binarie dello stesso grado nbbiano due radici comuni sono espresse dal- 
l'identico annullarsi di un covariante (cioè O), e che in pari tempo esse non 
possono venire espresse dall'annullarsi di due invarianti. Cib posto, se l'an- 
nullarsi di W )  fosse una conseguenza necessaria dell'annullarsi identico di @, 
poichè da quest'ultimo fatto segue l'annullarsi pure di R, le condizioni perchè 
le due binarie abbiano due radici comuni potrebbero venire rappresentate 
dall'annullarsi dei due invarianti R e W),  contro cib che si è sopra osser- 
vato. n 

È: molto probabile che sussista un teorema analogo anche per il caso in 
cui le due forme abbiano un numero qualunque r di radici comuni, cioè che 
le condizioni perchè cib avvenga si possano ottenere aggiungendo all'identico 
annullarsi del covariante O l'annullarsi di certi r - 2 invarianti. Invero sup- 
poniamo sviluppato, colla ripetuta applicazione della formola di GORDAN, cia- 
scuno dei covarianti 0, \Y ,... a due, t re , .  .., r - 1 serie di variabili, il cui 
identico annullarsi dà le condizioni perchè le due forme abbiano rispett. 3 ,  
4, .  . ., r radici comuni. 

Qiiesti covarianti, corne risulta dalle (l), sono tutti simrnetrici rispetto 
alle varie serie di variabili, e sono di grado pari rispetto a ciascuna, laonde 
l'ultimo termine dello sviluppo sar i  un invariante: gli r - 2 invarianti che 
cos1 si ottengono sono quelli a cui or ora si è accennato. A provare la ve- 
rità del teorema sopra riferito occorrerebbe soltanto dimostrare che I'annul- 
larsi dell'ultimo invariante, che si deve aggiungere, non è necessariamente 
una conseguenza dell'annullarsi degli altri r -. 1 e dell'annullarsi identico di O. 

A ta1 fine non si pub perb ripetere il ragionamento esposto superiormente 
per r = 3, ed in ci6 che segue io mi limito a dimostrare per altra via (cioè 
facendo vedere che l'invariante di cui si 6 parlato non é nullo in un caso 
particolare) il teorema ne1 cas0 di r = 4,  che è quel10 di cui mi occupo ne1 
presente lavoro (*). 

(*) Collo stesso metodo si potrebbe dimostrare il teorema anche per r = 3, 
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Prima di proseguire è perb bene di precisare maggiormente il significato 
del teorema stesso, e per fissar le idee mi riferirb al cas0 di r = 3. Le con- 
dizioni necessarie e suficiefiti perchk le due binarie abbiano tre radici comuni 
sono date dall'annullarsi identico di @: quando noi diciamo che si possono 
anche esprimere coll'identico annullarsi di O e coll'annullarsi di <P($'), che è 
l'ultimo dei covarianti elementari di (D, vogliamo intendere di sostituire al- 
l'annullarsi dei rimanenti covarianti elementari di @, l'annullarsi di @, cioè 
di combinare i detti covarianti elementari fra loro e coi coefficienti delle due 
forme date, in guisa che ne risulti O. Ora è manifesto che questo procedi- 
mento, a rigore, è possibile qualora si supponga che i coefficienti di f e (p 

siano fra loro assolutiimente indipendenti (per esempio, siano espressioni let- 
terali affatto arbitrarie); chè, se cib non accadesse, la accennata combinazione 
potrebbe essere tale che le condizioni fornite da1 teorerna sopra enunciato, 
pur restando sempre necessarie, non fossero più suficienti per l'esistenza di 
tre radici comuni (*). 

Ne1 presente lavoro estendo innanzi tutto il risultato contenuto nella (2) 
al cas0 in cui le due forme abbiano un numero qualunque di radici comuni. 
Nei paragrafi seguenti completo, da1 presente punto di vista, 10 studio del 
sistema di due forme biiiarie del 5." ordine, e, chiamando Y il covariante a 
tre serie di variabili, il cui identico annullarsi dà le condizioni necessarie e 
sufficienti perchè f e (p abbiano quattro radici comuni, giungo ad esprimere 
i covarianti elementari di Y come aggregati di spinte fra i covarianti ele- 
mentari di f e (p. 

Benchè le forme a cui da ultimo pervengo siano abbastanza semplici, 
pure si vedrà come Io sviluppo di Y sia di gran lunga più complicato che 
non quel10 dei covarianti precedenti (cioè IZ, O e (fi) studiati da1 GORDAN e 
da1 PASCAL. Egli è appunto dietro questa considerazione che ho oreduto non 
privo d'interesse il confermare i risultati finali a cui sono giunto, mediante 
una verificazione, che, per essere di natura generale, mi sembra altred ab- 
bastanza elegante. 

Nell'ultimo paragrafo é brevemente indicato un sisterna particolare di 
due quintiche dotate di tre sole radici comuni, e per le quali l'invariante 
che sarà da me chiamato P (cioè l'ultimo termine del10 sviluppo di Y) non 
è nullo, cib che ne1 caso presente dimostra il teorema di cui sopra si è di- 
scorso. 

(*) Cfr, le considerazioni di CLEBSCH a pag. 91 della Theorie der bilz. alg. Formera. 
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1. Estensione della formola (2). 

I n  questo paragrafo, per uniformità di scrittura, chiamerb 0, el, e2,. .. , 
Oà-, i covarianti ad  una , due, tre, . . . , i - 1 serie di variabili che compajono 
nelle (1). I l  sig. PASCAL in principio del lavoro citato h a  dimostrato che O si 
pub esprimere come una combinazione lineare di spinte dei covarianti ele- 
mentari di O, e dei covarianti elementari di F, essendo F la  forma di CAYLEY. 
Per  il caso di  un numero qualunque i (essendo i> 3) di radici comuni ad f 
e y ,  il teorema subisce una leggiera modificazione e diventa: 

u Il covariante O c i  si pub esprimere mediante una combinazione lineare 
di polari delle spinte dei covarianti elementari di Oi e dei covarianti elemen- 
tari di F, moltiplicate per potenze dei determinanti simbolici formati colle 
diverse serie di variabili. n 

Invero, indicando con x,, x,, . . . , si+, le i + 2 serie di variabili conte- 
nute [ciascuna al grado 2 ( n  - i- 2)]  in Oi+,, è facile anzitutto dimostrare 
la relazione : 

nella quale la spinta è fatta colle variabili xi+,: essa si pub riguardare come 
una prima estensione della (2). 

Sviluppando ora Oi+, colla formola di GORDAN, otterremo una somma di 
termini della natura seguente : 

dove L è il prodotto di un coeffiçiente numerico per determinanti simbolici 
non contenenti la variabile xi+, . 

Inolke, sviluppando l'espressione 
p-à-e n-à-2 

Xi+$ S,i+e rad+, Sm;+, rxi  Sm; - ' ' I'xi Sxl 

colla formola (XIV) data da1 GORDAN a pag. 372 della citata Memoria, ogni 
termine conterrà un certo numero ài quadrati di determinanti simbolici con- 
tenenti la variabile xi+e, e sarh della forma: 

Li (xi xi,)' (2, si+$- N$j N:Yyf7 (4) 

dove L, è il prodotto di un coefficiente numerico per quadrati di determi- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



274 B e r z o  1 a r i :  Sulle coladixioni invcwiantive 

nanti simbolici non contenenti Si noti poi che le forme M ed N eono 
rispett. i covarianti elementari di Oi+, e di F. 

Siamo dunque ridotti ad  eseguire spinte di terrnini come (3) sopra ter- 
mini come (4), intendendo di eseguire le spinte colle variabili xi+,. A ta1 
fine ponianio : 

- p;;,zi-4, L, (2, xi+$ (xZ xi+,) .... . N I j  ... - 
xi+ 2 

e la spinta richiesta sarà 

Ii (Mp)Sn-'> PL PB . . . Al:: M: . . . . 
xi $2 (5) 

Ora osserviamo che, dovendo la variabile xi+, essere contenuta in (3) al grado 
2n - 2 i - 4,  deve aver luogo la relazione : 

~ + p + . . . = l t - Z i - 4 ,  

dalla quale segue che il secondo membro non pub essere negativo. Pertanto, 
indicando con y un elemento per ora arbitrario, potremo scrivere, a meno di 
coefficienti numerici : 

p r n - h  ph-si-r -- -- Li (z3 xi+,)' (se x~+Z)" . N$ . . ~ n n - h - k t e i + r  ~ h - n i - 4  
zi+z Y Xi+2 Y 

j 

La spinta cercata (5) si otterrà da quest'ultima espressione ponendo i 
simboli il4 in luogo delle variabili xi+,, moltiplicando per L Mi: MZ:. .. , e so- 
stituendo al simbolo y (che compare al grado h - 2i- 4) un numero a di 
simboli x,, un numero p di simboli x,, . . . al  solito modo ben conosciuto. Cib 
facendo, alcuni dei termini contenuti nella seconda parte dell'espressione pre- 
cedente si annullano, ed otteniamo infine un'espressione composta linearmente 
con polari di spinte delle M sulle N, moltiplicate per potenze di determi- 
nanti simbolici. 

$ 2. Covariante Y per due quintiche. 

Prima di venire alla considerazione del covariante Y per il cas0 di due 
quintiche, richiamo le espressioni delle forme A, B, C, E, t introdotte 
da1 GORDAN (*) per Io sviluppo di R e O, e delle quali dovrb poi fare uso. 

(*j L. c., pag. 386-389. 
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perché due quintiche binarie abbiuno puattro radici comuvzi. 275 
- 

Esse sono: 

3 1 
A = ( r  rJ3 (S s i )  Y. siris SL - ( p  p)' + (p O)? - - 18 

1,) P r -  - 49 Oe7 

dove si è posto: 

F " 5 ( f h  

5 
? - - (f 

3 

Ponendo inoltre: 

1~:. = ( r  1*J3  (S si) rXsx rlx sixs; si2,, 
si ha: 

A ~ A ~ + ( x y ) B Z H Y +  ( X ~ ) ~ C ~ C ~ $ ( Z ~ ) ' E .  

Ci6 premeso, abbiamo: 

p e s t a  forma si ottiene (*) moltiplicando per r,r,,s,s,, l'espressione del @ re- 
lativo a due quartiche, che si trova a pag. 11 de1 citato lavoro del sig. PASCAL. 

(*) Vedi l'osservazione di PASCAL a pag. 5, 1. c. Giovandosi della medesima e cono- 
scendosi gih il O di due quartiche (trovato da1 GORDAN, 1. c., pag. 384), si sarebbe potuto 
s.crivere senz'altro anche il @ di due quintiche nella forma trovata direttatnente da1 PASCAL 
a pag. 13. 
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dove il simbolo A indica le polari prese rispetto al polo y ,  considerando corne 
v 

variabili le x. 
Nell'espressione precedente il secondo e l'ultimo termine, cioè 

(rr , )(~~,)3rj :r tsrariz~z~iz,  ( r r i ) 3 ( ~ ~ i ) 3 r z r i z ~ z ~ 4 z ,  

sono gi& noti, e ,  corne si ricordb sopra, equivalgono rispett. a e t:. 
Passiamo ora agli altri termini. 

5 3. Sviluppo del primo termine di Y. 

Chiamando (A)  il primo termine di Y a cui si deve applicare l'opera- 
zione A, esso si pub scrivere come segue: 

a/ 

1 
( A )  = (r r i)  ( S  si) rx sX F , ,  s,, [Y: + rl ri, - (Y r i )< (z z)>] x 

I - (x z)' (r r ,y si si, - (x zy (r Y,)' SL 8: + (x z)' (r ri)' (S sJ2 / 

I l  primo termine è simile al quarto ed il secondo è simile al terzo, per- 
ché si deducono l'uno dall'altro scambiando r con ri ed s con s,; inoltre 
sono simili il quinto, sesto, settirno ed ottavo O per la stessa ragione, O perchè 
si deducono l'uno dall'altro scambiando r con s ed r, con s, (*). 

(*) In questa, come in tut te le trasformazioni che seguono, occorre tener presente che 
la forma di CAYLEY 6 simmetrica rispetto ad cc, y ,  quindi non solo B lecito scambiare r 
ed s con rl ed sl, ma anche r con s ed rl con sl, come pure r con sl ed s con ri. 
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perchè due puintâche bânarie ieabbianc, quattro radici cornuni. 277 

Si ha quindi: 
1 1 (A)  = 5 (r r ,)  (s s,) r: sEr,, S I X  r:, siz + 5 (r  r i )  ( S  s,) s:r:,rm sisr: ~ : 2  

Qui, dovendo svolgere i singoli termini, il calcolo riesce semplificato usnndo 
alcuni artifizi. In primo luogo, sviluppando colla formola di GORDAN, abbiamo : 

12 5 10 3 + , (x Z )  (idem):. + (x 2)' (idem):. + (x z)a (idem): + (x z)< (idem)' . 1 
Ma, indicando con D il simbolo d i  polare rispetto al polo x, quando si con- 
siderino come variabili le x, abbiamo: 

r i z  six ( r i  s i ,  r:, stX)c)ZD = D4 r,, sin (idem& 

- 1 1 - - (Y ri)< D4rix S I X  rr S: S L  + a (Y si)' D4 riz s ixrz S: 
2 

T i x S i m  (r: s f ,  rix stx)z = D 3 r , 2 ~ , x  (idem);, 
1 1 

= - ( r d  (rs$ D3r,xs,xr,,s: + (rr,P(r s,) D3r,,s,,s,, s: 2 

1 -- 1 
1 O 

( r s y  ( r ~ J ( s r , ) r ~ ~ s f ~  - - ( r r J  ( S S J  ( r ~ ~ r ~ ~ s ~ ~ .  
10 

A nnali di Matematica, tomo XIX. 
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Applicando allora ripetutamente la formola di GORDAN, ed osservando 
che si ha: 

Do (ris si,, r>i rFx ~i,)l,o = (idem):+, 
2 Byx z) (idem):. = 5 (x z) (idem):. , 

e che analoghe relazioni si hanno per gli altri casi, si ottiene facilmente il 
primo termine di ( A )  nella forma: 

dove le Ai hanno le espressioni seguenti: 

A, = (Y,$ s lmt  Y: S: ri.. sL~)BP, 
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perchè due q z h t i c h e  binarie abbiano quuttro rudici comuni. 279 

Il secondo termine di ( A )  si deduce da1 primo, ora scritto, scambiando con 
ri nclle espressioni delle A, ,  A l ,  A , ,  A , ,  A , .  

P e r  cib che riguarda il terzo termine di ( A ) ,  la  formola di GORDAN dà: 

- (x x)? (?ri) ( 8 ~ ~ ) ~ r ~ ~ ~ r ~ ~ ~ ~ ~ r : ~  

- - 3 5 - - (2 2)' (Y Y,) (S si)" [(Y: sX Tir six, YL)$ + ; (2 8) (idem): + - ( r  2)' (idem)" 
2 7 1 

Infine l'ultimo termine di ( A )  non b altro che 

1 
- (@ zI4 t: 1 
4 

e cosi resta sviluppato ( A ) ,  cioè il primo termine di Y. 

§ 4. Sviluppo dei  te rmini  r imanent i  di Y. 

Il terzo termine che in Y compare sottoposto all'operazione di polaïe è 

1 4 
- (Y 11) (S si) (y i si) (y  si) S: (yx 1 rr 8s  y i s  ~ir)P< + - ($2) (idem):, 5 3 

3 + - (2 2)' (idem):; 1 . 
5 

Applicando ripetutamente la formola di GORDAN, e facendo uso di artifizi ana- 
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loghi ai precedenti, si trovano per i tre termini che qui compajono le espres- 
sicmi seguenti : 

Finalmente, volendo le espressioni del quarto e del quinto termine di  Y ,  
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perchè due q&nticiie binarie uclbinrto quuttro radici corwuni. 281 

occorre soltanto sviluppare la forma rz s, r,, s,, r, s, r, ,  s,,, e si ottiene: 

Ora per Io sviluppo dei tre termini che qui intervengono non è necessario 
eseguire un nuovo calcolo, poichè sussistono ancora le formole scritte prece- 
dentemente, quando nei primi fattori dei primi membri e nelle prime forme 
di cui si devono fare le spinte nei secondi membri al posto di s i  si scriva 
sempre s, si,. Inoltre è da osservarsi che, essendo lecito si ne1 quarto corne 
ne1 quinto termine di Y scambiare r con r ,  e nello stesso tempo s con s, ,  
ne1 caso presente si introducono notevoli semplificazioni. Per  brevità ometto 
di scrivere gli sviluppi di queste ultime espressioni. 

5 5. Sviluppo definitivo di Y. 

Sostituendo nell'espressione di Y i valori trovati nei paragrafi precedenti, 
si perviene al seguente risultato: 

Le M, ,  M*,.. ., MG, che, insierne colle espressioni già note B, t e ASp', 
(vedi § 2), entrano a comporre la Y ,  si presentano quasi tutte sotto aspetto 
assai complicato; perb con molteplici artifizi, di cui non è il caso di qui 
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esporre i particolari, si possono ridurre alle forme seguenti , abbastanza sem- 
plici : 

3 3 3  3 Mi = (rri)  (ssJ r x ~ x r i x ~ i ~ ,  

M, = - 3' .  157 
2'.  5 2 . 7 . 1 1  (r  ri) ( 8  si) (ri si)2 rxr10  sis 

- 32.  157 ( r r , ) ( s s i ) ( r ~ i ) 2 r , ~ ~ r < x ~ o  
2 4 . b 2 . 7 - l l  

3 -131 2 ' 3  2 3 
2 4 . 5 2 . 7 . 1 1  ( ~ ~ i ) ( ~ ~ i ) ( r i ~ i ) ( r ~ ~ ) r z ~ x ~ i . c s ~ x  - sn;5 (rrJ3 (s s i)rs  G r I x  sk  

32 - 13 
24 . s 2 .  11 (rri)(ssi)(rsi)(srl)r~skr:,si, + " l3 ( r r i ) 2 ( s ~ l ~ r ~ ~ : r : x ~ : z ,  

2 5 .  11 

1 1 7  
M3 = ( r r J  (ss ,)(risi)  ( r ~ ~ ) r ~ s I r : , s , ~  - -- ( r r i ) ' ( s s i ) 2 r ~ ~ ~ ~ ~ x ~ ~ x  2 . 5 . 7  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 
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- 17 17 ( r r ~ 3 ( s s 3 " ( r s ) ( r i s i )  + 2 3 .  3 .  5 2 .  7 ( r  r i )  ( s s , )  (7 si)3 ( ~ 1 ' ~ ) ~  2'. 52. 7 

Per ottenere 10 sviluppo di nella forma definitiva non rimane che da 
esprimere tutti i covarianti precedenti mediante spinte di p ,  O e r ,  cioS dei 
covarianti elementari di f e y ,  dei quali si è parlato ne1 3 2. A tale scopo 
servono le formole seguenti, che si deducono in parte dalle polari calcolate 
da1 GORDAN a pag. 385 e 386 del 1. c . ,  ed in parte da altre calcolabili in 
modo analogo : io le scriverb raccogliendole in quattro gruppi, che serviranno 
rispett. al calcolo di M,; M, ed M3; M4 ed JI5 ; M,. 

1. 

3 
(Y r , )  ( S  s , )  Y: sJ, r:, s:, = (,O F ) 2  - - pa. 

7 

2. 

1 3 
( r r , )  ( ~ s ~ ) ( ~ ~ ~ s ~ ~ ~ ~ s I r ~ . s ~ ~  = ( p u ) ?  - r p - - 

14 G2, 

3 1 13 
(r r i )  (S si) (y 4)' 1; s: ri. six = (p  p)' + 7 ( p  O)? - rp  + - a o ,  98 

2 3 2  1 1 1 
( r ~ , ) ( s s J  8,) ( Y S , )  r , s ,  ri, s,, = - TF 4- - a', 7 

4 1 15 
( ~ r l ) ( ~ ~ i ) ( ~ ~ l ) ( ~ ~ , ) ~ ~ s I r ~ x s ~ x  = (pp) '  - 7 (PO)? 4- 1 5 7 ~  - - 98 O" 

4 1 1 7  ( ~ ' r ~ ) ~  ( S  sJ2 rL S: rix s fx  == ( p  p ) 4  - - ( P O ) 2  + - i~ + - cP. 
7  1 5  49 
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- ----- -Pd-- 

1 9 3 
( r  rJ3 ( s  s l )  (Tl s i )  ( r  s l )  s: six = - - 2 (p.)' + i4 (00)' + 7 5 ,  

1 
( r r l ) l ( s ~ l ) ( r ~ ) ( ~ l ~ l ) ~ j s ~ x  =Z T G ,  

1 1 1 
( r  Y , )  (s s,) (r, s,) (r s1p ( s  r l )  Y ,  s i  vlx = ( p  0)' - (0 0Y - - 15 r a ,  . 

1 1 
( r r J  ( s s 1 )  ( ~ s ) ~ ( T ~  s l )  ( r s J  sXr:, S I ,  = 5 (00)' + 70 ,  

1 5 1 
(r Y,)' (s s,)' ( Y S )  ( r  s l )  S ,  Y:, sIr = ( p  D)< + Ip (0 5)' + - 60 r a. 
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perckè due quintiche b i n a h  abbiano qzcatt?*o rad ic i  colmni. 285 

Sostituendo allora questi valori nell'espressione di Y data in principio 
di questo paragrafo, ed osservando che (vedi § 2) 

si trova che tutti i termini contenenti un medesimo numero di determinanti 
simbolici (x y), (x x) , (y x) sono poi moltiplicati per polari (rispetto ad y e z )  
di covarianti tutti fra loro ideutici a meno di coefficienti numerici, e questo 
fornisce un'importante confernza dei risultati precedenti. 

Osserviamo inoltre che la V deve essere simmetrica rispetto alle tre serie 
di variabili x, y ,  x: per renderla tale anche nella forma basterà prendere il 
sesto della somma dei risultati che si ottengono eseguendo le sei permutazioni 
dei simboli x ,  y, x nell'espressione di Y a m i  si arriva ne1 modo sopra esposto. 
Cosi facendo si ottiene 

I ~ J  = - - 1 (Y z)' [(x y) Bz + ($2) ByI BY Bz E 
10 

1 
+ 44101 67 [(y x)* tj: + (xx)' tY $ (~y)~t tZ]  

+ (Y 4' (4' f', 

dove i tre nuovi covarianti M, N e P hanno i valori: 

L e  condizioni necessarie e sufficienti perché f e y abbiano quattro radici co- 
muni consistono dunque nell'identico annullarsi dei covarianti B, t,  M ed N, 

A n m l i  di hiktemctica, tomo XIX. 3 7 
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e nell'annullarsi dell'invariante P; esse possono perb anche venire espresse, 
ne1 senso dichiarato nell'introduzione di questa Memoria, aggiungendo all'i- 
dentico annullarsi del covariante O l'annullarsi dei due invarianti @" e P, 
essendo 9" l 'dt imo termine del10 sviluppo di @. 

§ 6. Verificazione dei risultati precedenti. 

A confern~are l'esattezza degli sviluppi precedenti partiremo da due quin- 
tiche aventi quattro radici coinuni, e dimostreremo che in tal cas0 le condi- 
zioni sopra trovate sono egettivamente soddisfatte. Poniamo dunque 

dore R$ è la forma biquadratica che fornisce le quattro radici comuni, ed 
IL,,  k ,  sono forme lineari (laonde A e k non sono simboli, ma quantità effet- 
tive). Chiamiamo D l'invariante simultaneo di h e k ,  cioè poniamo 

D = ( h k ) ,  

per cui, volendo supporre che le due quintiche non coincidano, D sarà di- 
verso da zero. 

Denotando allora, come di solito, con H l'hessiano, e con i e j i due 
invarianti di R ,  è facile trovare che i covarianti elementari p ,  c e r di f e 1 
sono dati dalle formole semplicissime: 

Dovendo sostituire questi valori nelle espressioni di M, IV, P, B, t trovate 
alla fine del paragrafo precedente, ci occorrono in primo luogo le spinte 2.", 
4.", 6.' ed 8." di p sopra sè stesso. Ora le tre ultime sono già state calcolate 
i'ecentemente per altro scopo da1 sig. ALAGNA (*), il quaie ha trovato (salvo 
il fattore D2 che interviene ne1 nostro caso): 

(*) ALAGNA, C o n d i z i o ~ i  perche zcna folvina clell'ottavo ordiize abbin quattro pzmti 
doppii (Rendic. del Circolo Matem. di  P d e r m o ,  1590, t. 4.", pag. 25). 
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Inoltre dalla (2) del10 stesso lavoro segue subito: 

3 (,op)' = y D' RL H. 

Dallo stesso lavoro si desun~ono altresi [form. (4) e (6)] le formole seguenti: 

Per la teoria delle forme biquadratiche (*) abb imo poi: 

Infine, se per un istante poniamo 
-3 s: = a4 .C 7 

dalla (2) del lavoro citato (scritta coi nostri simboli) segue: 

=- -  (RH)?  (RI N) Ri Br; Hz. 
3 

Ma 
1 (RH) 'R;  HzHy = T; éR: Ry7 

quindi B è identicamente nullo. Sostituendo poi 
mole dell'ultiino paragrafo, i primi membri si 
a zero. 

i valori precedenti nelle for- 
riducono tutti identicamente 
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§ 7. Dimostrazione che P non è necessariamente nullo 
quando f e y hanno tre sole radici comuni. 

Avendo ne1 paragrafo precedente trovata 1' espressione dell' invariante P, 
siamo ora in grado di dimostrare che esso non è necessariamente nullo quando 
le due forme date abbiano tre sole radici comuni. 

L e  due quintiche abbiano in comune le tre radici O ,  ao, - 1, e siano: 

epperb .P risulta la  somma di tre numeri positivi, e con cib il nostro asserto 
è dimostrato. 
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Sulle funzioni a due  variabili reali, le 
quali crescono O decrescono sempre ne1 
verso positivo di ciascuno degli assi 
in un pezzo di  piano a distanza finita. 

(D i  GIUIJO ASCOLI, a Milafio.) 

L 1. e aree che consideriamo in appresso sono pia.ne, ad un solo 
strato, ni3 si estendono all' infinito, e le curve di cui ci gioviamo apparten- 
çono alla prima classe (*), non escludendo in ta1 modo che sieno di classe 
superiore, corne è manifesto. . 

Indico con f , ( r ,  y) unn funzione continua nell'area connessa A e sempre 
crescente secondo la direzione positiva di ciascurio degli assi, cioè tale, che 
si abbja 

f i ( x i + h l y i ) - f ( x i , ~ l ) > O l  f i ( x . l > C / i $ k ) - f ( x i l ~ i ) > O  

(h '4  J O O ) ,  

essendo (xi, y,) (xi + h ,  y,), (xi ,  y,) (xi,  y, + k )  le coordinate degli estremi 
di due segmenti che appartengono per intero alla superficie A.  

Ci proporcia~îzo d i  studiare le  proprieth d i  pesta funxione. 
La f,(x, y )  essendo ovixnque continua in ,4 è pure Jinita. 
Si facilitano le nostre ricerche supponendo prima che qualunque parallela 

ad uno degli assi. uscente da un punto della superficie .4 - O ne incontri in 

(*) Vedi la prima parte della mia ïilemoria: Le c w v e  limite di z t m  varieta data di 
curve, isserita ne1 Vol. XVJII (Ser. 3.7, delle Memorie della classe di Scienze fisiche, ma- 
tematiche e naturali della R. Accitdemia dei Lincei. Vecli anche la prima delle mie Note 
inserita ne1 Vol. SS I ,  Scr. I I ,  dei R ~ n d i c o n t i  dcl f i .  Istitulo Lomhsrdo. 
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soli due punti il contorno C, ed ainmettendo che l'area A cada ne1 primo 
quadrante, mentre la funzione f,(x, y) non raggiunge dei valori negativi O 

nulli. S i  pub soddisfare alle due ultime condizioni scegliendo opportiinaniente 
gli assi. 

2. Prima di accingerci al nostro studio giova fare alcune osservazioni 
circa al  contorno CA, clle sono una conseguenza delle premesse. 

Quando la curva CA non contenga alcun segmefito parallelo ad uno degli 
assi, si possono tracciare due parallele alla retta y = O ,  ciascuna delle quali 
esce da un solo punto del contorno di - 4 ,  che deterniinano iina lista di piano, 
in  cui giace per intero l'area data. F a  parte di una di queste rette il punto 
più vicino alla linea y = O della superficie A ,  dell'altra il più discosto. 1 due 
elementi in discorso dividono il contorno C, in due parti, ciestra e sinistra, 
guardando nella direzione positiva dell'asse Y. Io  posso tracciare anche due 
rotte parallele a quest'ultinio ed analoghe e quelle condotte' or ora, le quali 
fanno nascere altri due punti sopra la linea CA, il più vicino ed il più Ion- 
tano dell'asse Y, che alla loro volta sc,indono il contorno della nostra area 
in due pezzi , superiore 1' uno, inferiore 1' altro. 

I n  tale maniera si è costruito un rettangolo circoscritto all'area data, il 
quale ha comune con essa soltanto quattro punti 8, fi, y, 8 girando da destra 
a sinistra, essendo o: il punto di Cg più discosto dalla linea z = 0 ,  che di- 
vidono la curva CA in quattro parti,  l'una a p siiperiore destra, l'altra Pr  
superiore sinistra, la terza y d  inferiore sinistra, l'ultima d?a inferiore destra. 
Distingueremo in appresso questi parti con le denominazioni di prima, seconda, 
terza e quarta, e le indicheremo coi simboli Ca', Cd), Ca), CA) ordinata- 
mente. Di conseguenza, CA + Ca + Cg) +- C2) = CA, 

È chiaro che la linea C:) è sempre decrescente all'aumentare clell'aschsa, 
chè, se cio.non fosse, ogni parallela all'asse X non incontrerebbe al massirno 
in  due punti il contorno CA. La seconda parte della curva ClA è nll'incontro 
crescente, la terza decresce e l'ultima aurnenta senipre insieme all'asciesa. 

Quindi innauzi dirb ranîo semplice crescente o decrescente una curva 
formata da  un numero Iirnitato di rami di prima classe successivi, la quale 
è aperta e pub percorrersi in guisa, chc la sua ordinata cresca O diminuisca 
ognora per ordine, mentre l'ascissa cresce. Adunque, ogni parte in cui fil 

diviso il contorno CA è un ramo semplice. 
Siamo ora in grade di costruire ne1 primo quadrante tante aree della 

natura indicata qurinte vogliamo, in cui i punti a ,  P ,  y, 8 sono scelti ad  ar- 
bitrio, pey q u a d o  è possibile; ed ecco corne. Si scelga l'elemento a del tutto 
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a piacere enlro  il primo quadrante, il punto P sopra a ed alla sua sinistra, 
-/ a siriistra al disotto di p ,  e per ultimo d sotto i punti a e -J e fra i mede- 
simi. Si tracci poi un ramo sempre decrescente da P ad a ,  uno creacente da 
8 ad a ,  un terzo il quale decresca da i/ a 8, ed infine uno crescente dall'ele- 
mento y all'altro P. 

1 punti a e p potrebbero coincidere, mentre gli altri due sono distinti O 

meno, cosi pure gli elementi e y potrebbero ridursi ad uno solo, laddove 
la stessa cosa ha luogo degli altri O no. Di più, i punti a e ,B esscmdo tra 
loro diversi, ,gli altri due potranno coincidere, e mentre gli elementi ,3 e -J 

sono distinti, la stessn cosa potrà non verificarsi di a e di 8. 
Per  costruire, ad esempio, un'area in cui i punti a e sono coincidenti 

come pure y e 8 ,  scelto il punto a a piacere e y a sinistra ed al di sotto 
del primo, si traccino due rami semplici cresc.enti da y ad a ,  i quali non si 
incontrino nell'iuterno del loro corso. 

Dalle ricerche precedenti risulta manifesto come una delle quattro parti 
C $ ) ( s  = 1, 2 ,  3, 4) ed anche due possano annullarsi, e come nella seconda 
ipotesi le parti che fosmano la curva Ci sieno amendue ad indice pari od 
impari. 

3. Preso ad arbitrio un punto in A - O ,  si pot& tencr parola di un 
segmento parallelo all'asse X e di un altro parallelo all'asse Y, che Io con- 
tengolio ad un estremo e cadono nella superficie A - 0. 

La funzione f ,  (x, y) è sempre crescente in ognuno di questi intervalli 
ne1 verso positivo dell'asse che gli è parallelo. 

L a  espressione f,(x, y )  cresce ognora lungo un rnrno semplice cresceute 
tracciato in A - 0. 

Infatti, divisa la curva considerata in più parti piccole a piacere, tiro 
le rette che projettano i punti di  divisione ed i suoi estremi soprn amendue 
gli 'assi ed ottengo due linee poligonali, l 'una da una parte, l a  seconda dal- 
l'altra della linea in discorso. Di due vertici successivi di ciascuna delle nostre 
spezzate l'uno appartiene alla curva contemplata, l'altro no. Qiieste due linee 
cadono per intero entro la superficie data,  perchè io posso toïre da quest'ul- 
tima un pezzo connesso contenente ne1 suo i d e r n o  la linea di cui ci occil- 
piamo. 

L e  due spezzate .in discorso s i  possono percowere in guisa  da trovars i  
setnpre sopra u n  segnzento paral le lo  ad m o  d e y l i  ass i  e ne1 szlo verso; Z'as- 
serto è qu ind i  vero. 

L e  cose dette reggono anche se il ramo semplice contemplato S appar- 
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tiene al contorno CA. E d  invero, fatta astrazione, se ma i ,  di un tratticello 
aderente ad  uno deg4 estremi del medesirno, oppure d i  due, uno a d  uno dei 
termini, all 'altro il secondo, potrb tracciare pcr gli estremi del ramo L cod 
ottenuto due segmenti pnralleli ad  uno qualunque degli assi nella superficie A ,  
e qnindi torre da  quest'ultima un pezzo sempliceniente connesso limitato dalla 
linea L da  qiiesti due tratti  n d a  un 'al t ra  curva. Dimostrata I'asserzione con 
metodo analogo al precedente e giovandosi di una sola spezzatrt per l 'arco L ,  
si supponga c,he quest'ultimo tenda ad  S, e si ~ e d r à  tosto che la funzione 
f , (x ,  y) è crescente lungo la Iinea S, quando sia percorsa in guisa,  che l 'a- 
scissa cresca. 

Sarebbe necessario, ad '  esempio, il trascurare una particella dell'arco S 
in ciascuno dei due terrniiîi, se i punti a ,  B ,  y ,  6 si riducessero ai due a e 7, 
la linea S essendo una  delle duc che andando d a  7 ad  a costituiscorio l'in- 
t e r ~  contorno CL<, l a  stessa cosa dovrebbe f m i  rispetto ad un  solo termine, 
se l'elemento contemplato fowe una. pu& connessa d i  uno di qiiesti archi 
avente u n  estren-io i n  a od in 7. 

Se p q  è un tratto che cade entl.o una delle quattro parti del contorno C A ,  
supposto completo, si potià condurre in '4 per p e per q un segmento pa- 
ral!elo nd ognuno d ~ g l i  assi. L a  cosa non è possibile rispetto n nessuno dei 
due assi, Fe amendue istermini p e q si confondono con due successivi t ra  
gli elementi a ,  f i ,  7 ,  d. Quando invece uno soltanto degli estremi p e q cade 
i n  uno dei quattro punti a ,  p ,  7, 3, si potranno tracciare i due segmenti 
i n  A parallelamente ad  uno solo degli assi. 

4. Condotte per il punto a ncl piano della superficie A due raggi aX' 
ed  a Y' paralleli agli assi OX ed O Y e ne1 loro verso, dirb che un' punto b 
è ne1 primo quadrantc rispetto ad cr oppure di c l ,  se appartiene all'angolo 
X'it Y', i lati compresi. hnalogo significato attribuiremo alle locuzioni: il 
punto b B ne1 secondo, t e m o ,  quarto  quadrante di a .  Il punto b si t rova  in 
due quadrnnti successivi riguardo ad a ,  se cade sopra la  retta u X '  od a Y'. 
Il punto a appartiene poi ad una qualunque delle quattro regioni che in eeso 
hanno 1' origine. 

Non è difficile a dimostrarsi, coule, p e s o  zin pzrnto ad a r b i h i o  O nez- 
l 'aveu A, ln  fwz ione  fi(%, y )  assirnzu un c a i o ~ e  pi2 grande  che i n  esso in 
ogni  pzmto del la  s z q ~ e ~ j c i e  A ,  il q u d e  nppartiene a l  p r i ~ n o  qunc l rade  ri- 
spetto all'elenjento a,  menlre  in ogn i  pzc~zto del t e m o  acviene l'opposto. 

Il punto O potrà cadere in A - O oppure sulla curva CA,  e neil'ultimo 
caso si ricava una  proprietà notevole dei valori raggiunti dalla f , (x ,  y) su1 
contorno C A ,  che facilmente si enuncia. 
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Queste asserzioni sono una conseguenza della proposizione: 
Se si tira per un punto O' della nostra area A una coppia di assi pa- 

ralleli ai prignitivi e nel loro verso i l  pexzo di ,4 - O sito nel primo dei 
nuovi quadranti (*) ha la proprietà, che si pub pervenire dnll' elemento 0' ad 
un suo punto qualsivogliu wediante un rarno semnplice crescente di czti ciascun 
pujzto interno è in A - 0 ,  oppure per mexxo di .iln seg~nento dei nuovi assi 
sito nella superficie data. 

Una parallela all'asse X divide l'area contemplata in due parti sempli- 
cemente connesse, oppure non la spezza. Nella prima ipotesi una retta che 
non incontri l'asse Y non divide ulteriorrnente la superficie O la scinde in 
tre O quattro parti aventi ciascuna una connessione semplice. L'ultimo fatto 
avviene soltanto quando il punto di incoiitro delle due parallele agli assi coor- 
dinati è in A - O ,  il penultimo se amendue passano per l'interno, mentre il 
punto di intersezione è entro una dalle curve C$), Ca', Ca, Ca). Nella se- 
conda ipotesi una parallela alla retta x - O non divide l'area oppure la 
spezza in due. 

Cib premesso, se il punto N al quale si vu01 pervenire appartenesse ad 
uno dei nuovi assi, I'asserzione sarebbe manifesta. Suppoligo quindi c,he cib 
non si verifichi, laddore esso è ne1 primo quadrante rispetto al punto O' ed 
in A -O. Xmmetto poi come evidente che si possa tracciare una curva aperta 
scevra da punti multipli e da tratti paralleli agli assi, di cui gli estrerni sono 
i punti O' ed N, e tutta entro l'area data. 

Pertanto, se non stesse la proposizione enunciata, dopo aver percorso 
un ramo semplice 0'31 crescente e sito in A - O ,  la qua1 cosa pub sempre 
farsi, io sarei costretto a procedere lungo una linea ZC1Q tracciata in  A - 0 ,  
di cui I'ordinata O l'ascissa decresce sempre da M a Q, mentre l'ascissa 
cresce O l'ordinata rispettivamente, oppure secondo una curva di cui amendue 
le coordinate decrescono, essendo il punto Q identico O no all'elemento N. 
Ta1 futto perd non si verifica. 

Ed  jnvero, la linea 0 M + M Q  non avendo nulla di comune con gli assi 
novelli, tolto il punta O', la parallela all'asse X od Y per Q incontrerà il 
ramo O'M in un punto V interno al suo corso, laddove il segrnento VQ ap- 
partiene per intero all'area A - O ed al  primo quadrante di O', come tosto 
si avverte, quando si rammenti che ogni parallela ad uno degli assi uscente 

(") Ben s'intende quando non sia nullo, oppure, ci6 che torna 10 stesso, quarido il 
punto 0' non cada sulla C:'. 

Anlzali di Mntematica, tom0 XIS. 35 
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da un punto della superficie A - O incontra due volte soltanto il contorno C A .  
L a  parallela VQ si riferiuce a quell'asse su1 quale la linea O'MQ si projetta 
sernpiicemente, se pub assegnarsi, in caso diverso ad uno qualsivoglia dei due. 
Ora, il tratto V &  cadendo in A - O ,  io posso recarmi da1 punto 0' all'altro Q 
secondo un ramo seinplice crescente sito entro A. 

Che se il punto N fosse sopra la curva CA,  nè sopra uno dei nuovi assi, 
tracciato per esso un seginento bN(b < N )  parallelo ad uno di questi ultimi, 
quando cib sia possibile, costruirei una curva sempre crescente in A ,  la quale 
va dall' elemento 0' all'alt,ro b, e poi mi recherei da b ad  N lungo il tratto b N. 
Se  questa costruzione non potesse farsi, considererei la serie di punti as ( s  2 1) 
siti in A - O e tali, che sia lima, = N, ed avvertirei tosto che la cosa regge 

s= es 

anche in questo caso. L'ultirno fatto avrebbe luogo quando i punti a e P si 
rjducessero ad  uno solo, mentre l'elemento N si confonde coi medesimi, e 
soltanto in questo caso. 

In modo analogo si dimostra che in ciascun punto del terzo quadrante 
rispetto ad O' la funzione f ,(x,  y )  raggiunge un valore più piccolo che nel- 
l'elemento 0'. Del resto, questo fatto pub considerarsi corne una conseguenza 
di quel10 già dimostrato. 

5 .  È facile l'avvertire che il limite superiore N dei valori della f,(x, y) 
in A viene conseguito sopra il contorno Cg. Poichè, se questo valore venisse 
raggiunto nell' elemento E del17ai.ea A - O ,  in ogni punto del primo quadra~ite 
rispetto ad E la funzione data avrebbe un valore piii grande di N ,  la yual 
cosa non si verifica. Anzi, se la f,(x, y) conseguisse ne1 punto 9 di C, il 
valore M, l'area A non conterrebbe alcun punto ne1 primo quadrante del- 
l'elemento P, il quale di conseguenza giace sulla curva Cd. Se quest'ultima 
si riducesse ad un punto, la  funzione f , ( x ,  y )  sarebbe eguale una sol volta 
ed in esso alla quantità M. 

In maniera analoga si avverte che la funzione fi($, y) raggiunge il 
limite inferiore dei suoi valori m sopra il contorno CA e precisamente nella 
terza parte C s ) ;  quindi una sol volta al certo, se la linea si riduce ad 
un punto. Sia Q un punto della curva C$', ne1 quale f,(x, y) = m. 

La funzione f , ( x ,  y )  raggiunge 2412 valore qualsivogiin C ( >  PZ, < M) 
tante volte quanie si vuoie. 

Ed invero, noi possiamo tracciare in A tante curve quante vogliamo 
aventi ogni punto interno in A - O e gli estremi in P ed in &, le quali non 
hanno alcun punto cornune entro il loro corso. Ora,  se consideriamo la f'un- 
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zione f , (x ,  y) lungo una qualsivoglia di queste Iinee, e se rammentiamo il 
teorema : 

Um funziofze continua de i  punti d i  una czrrva raggiunge un valore qual- 
sivoglia C non eccedente il suo limite superior*e ed ivzferiore, scorgeremo tosto 
che l'asserto è vero. 

6. Una funzione f,(x, y) sempre crescente secondo il verso negatiro 
dell'asse X ed il positivo de117altro ne117area A decresce ognora lungo un 
ramo semplice decrescente tracciato in A. 

Il limite superiore e l'inferiore verigono raggiunti per ordine sulle curve 
CB) e CA', 

È d7altra parte inutile l'aggiungere ehe anche la funzione f,(x, y) con- 
segue in A un nunlero non assegnabile di volte uno stesso valore qualsivoglia 
compreso tra le grandezze limite. 

Indico poi con f,(x, y) una funzione, la quale è decrescente rie1 verso 
positivo di arnendue gli assi sempre nella superficie A ,  e con f,(x, y) un'altra 
che cresce nella direzione positiva del17asse X e nella negativa de117altro. 

L a  prima delle due ultime funzioni decresce lungo un ramo crescente 
con l'ascissa, e la stessa cosa ha di conseguenza luogo nelle parti Ca) e Cs) 
della curva CA. Il limite superiore viene conseguito in un punto della linea Cy, 
l'inferiore sulla curva CB. Se 6 ed a sono due punti dell'area A - O e se 
il primo giaoe ne1 primo quadrante rispetto al secondo, la  t i (x,  y )  raggiunge 
in a un valore più grande che in b. 

Analogamente si dica dell'altra f, (x, y). 
L e  funzioni f ,  (x, y), f 2 ( x l  y ) ,  f3(x, y ) ,  f4(x ,  y )  si diran~io ordinata- 

mente di prima, seconda, terza e quarta apecie. A queste funzioni sono da 
aggiungersi altre cinque, che possono considerarsi come dei limiti delle prime, 
e sono le seguenti. Funzioni costanti lungo la direzione dell'asse X e cre- 
scenti O decrescenti ne1 verso positivo dell'altro asse O viceversa, e funzioni 
ognorn costanti. L e  prime quattro sono dei casi limite delle espressioni 1, II;  
III, IV; 1, IV; I I ,  III rispettivamente. L a  funzione ovunque costante in A 
pub considerarsi come Lin caso limite di  una qualsivoglia delle quattro stu- 
diate in questo numero. 

II. 

1. Suppongo che lu funxione f,(x, y )  ( t  = 1, 2 ,  3, 4 )  raggiungw una 
soi volta il limite superiore M e 1'inferiol.e ?n dei su& valori, laddove la 
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funxione f t (a)  ( t  = 1 ,  2 ,  3, 4)  dei punti  del contorno CA è ognora crescente 
da Q a Y (*). 

Fa t t a  astrazione dei valori limite I I f  ed m ,  la funzione ft(s) (t  ~r 1 ,  G 4) 
raggiunge quindi due volte soltanto uno stesso valore compreso t ra  i medesimi. 

L'insienze dei punti  della superficie A ,  in ciascurio dei y u d i  s i  ha 
f t (x ,  y) = cost. (> m, < M ) ,  è una lirzea connessu decrescente O crescen,te 
a l  crescere della ascissn, d i  cui gl i  estretni sono sgw C A ,  secondo che i l  
netmero t è iinpari o pari. 

Ed invero, ammesso, per fissare le idee, t = 1 e dette (x,, y,) l e  coor- 
dinate di un punto de117 area A - O,  in cui la funzione f ,  (s ,  y) assume il 
valore C(> nz, < M), sarà 

S e  la quantità h è abbastanza piccola, si pub assegnare una grandezza 
l (> O) ed una soltanto per modo, cho sia 

fi ( X I  + 11,  yi - l )  = fi@,, y,) = C. 

Questu fatto ha luogo perchè la differenza 

considerata in un tratto opportuno x, x ,  + u (te > 0) è positiva, nè h a  per 
limite inferiore dei suoi valori 10 zero, quando y = B(x) rappresenti una parte 
d i  CA sottoposta alla retta y = y , ,  l a  quale formi insierne alle linee y := p,,  
x = x i ,  x = x ,  + te il contorno complet0 di un pezzo de117area A. 

11 limite inferiore 1. della funzione positiva 

non è nul10 ne1 tratto 2,x,  + 21,  perchè esso viene raggiunto ne1 medesirno, 
mentre la  f , (x,  y) B continua in .-1 e decrescente ne1 verso - Y. Basta dunque 
attribuire ad  h un  alo ore non più grande di u e tale, che sia k. < 1.. 

S e  poi la  grandezza h,(>O) fosse minore di I z ,  si potrebbe determinare 
una sola quantità J I ( <  1 ,  > O )  peï modo, che si avesse 

f i  (xi + h i ,  y, - h) --= fi  ( x i ,  y,)  = C. 

(") In Q la flinzione contemplata assume il miniino dei suoi valori, in P il massirno. 
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L a  quantità 1, è più piccola di 1, poichè, se fosse 1 = Il,  la espressione -- -- 
f i ( % ,  y) avrebbe 10 stesso valore nei punti (xi + h , ,  y, - l,), (xi + h ,  y, - 1) 
siti sopra una stessa parallela a117asse X, la qua1 cosa non pub aver luogo, 
perchè la f,(x, y) B crescente secondo il verso positivo della retta y = O. Non 
sarh neppure 1, > 1, corne risulta manifesto tracciando una curva sempre cre- -- -- 
scente in A,  la quale vada da1 punto (x, $ A,,  y, - 1,) a117 altro (xi + h , y, - 1). 

Se la grandezza h fosse negativa sarehbe tale anche la quantità 1. 
Adunque, se (r,, y,) è un punto dell'area A -  O ne1 quale f (x , ,  y,) = -- 

C(M> C >  m), io posso assegnare un tratto x i  - p  xi + y in guisa, che in 
ciascun punto del medesimo si projetti un elemento di una varietà cli punti 
siti in A ,  di cui le ordinate decresoono al crescere della ascissa, ed in ognuno 
dei quali f l(z,  y) = C. 

Rappresentata questa varietà con la notazione y = ,O(%), se 1' elemento 
(x, + y ,  p(x, + q)) è i n  A - O ,  potremo prolungare la linea fl(x, y) - C = 

f , (x ,  ~ ( x ) )  alla destra del medesimo rispetto ad ogni punto di un tratto 
x, + q xi  + q + r ed jndicare sempre le nuove ordinate dei punti che in ta1 
guisa si ottengono col sirnbofo p(x). - . . .  

Una osservazione analoga pub ripctersi circa al punto 

Col metodo delle successive divisioni avverto facilmente 1' esistenza di 
un tratto tu ( t  < u) coniiesso dell'asse X in ciascun punto interno del quale 
si projetta un elemento della linea y = ,o(x), che è il massirrio possibile. 
La grandezza p (t - E,) (8, > ap  > g3 , .  . .; lim as ?= O),  siccome ognora cre- 

6 = 1> 

1 scente all'anniillarsi del quoto - non oscillaildo, tende ad un limite, che 
S 

dico p(t), laddove, corne è manifesto, il punto (t,  ~ ( t ) )  appartiene all'arca A 
e f i @ ,  15(t>) = C (*). 

Analogamente si ragioni col punto zr .  Gli elementi ( t ,  p(t)), (u,  ?(uj) 
cadono sopra il contorno, .il che facilmente si avrerte raninientando cib clie 
or ora si disse circa il tratto pq.  

La iineu y = p(x) è ovunque contirwu. 

(*) Vedi il S 2 del c.' 3 del N. 1 della mia Mernoria: A-uove ricerche sulla Seris 
d i  Fourier, inserita ne1 Vol. 11 (Ser. 3.a) delle hlemorie della Classe di Scienze fidiche, 
mntematiche e natnrali della R. Accadeinia dei Lincei. 
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Infatti, se si avesse in un punto interno alla medesima 

o se amendue queste diseguaglianze fossero soddisfatte, ne consegiiirebbe per 
la continuità della funzione fi (x, y )  

fi(.' - O, P(x' - O)) = fi%', p(xf)) = f,(x' + O ,  ,O(x' + 0)) = C, 

la qua1 cosa non pub verificarsi, percht: la espressione f,(x, y )  è crescente 
secondo il verso positivo dell'asse Y. 

Come si è già osservato la espressione f ( s )  cresce sempre da1 punto &, 
in cui f (s) = m, all'altro P, ne1 quale f(s) = M, tanto se si procede lasciando 
alla sinistra che alla destra l'area data. 

Di conseguenza: 
Assegnata m a  grundexza C ( >  w ,  < M ) ,  esiste zmn Zinea connessu i n  A 

seinpre decrescente a l  crescere dell 'ascissa,  d i  cu i  g l i  e s t remi  soltanto cadono 
su1 con tomo e Zungo la  quale f , ( x ,  y )  = C. T o l t a  p e s t a  Zinea l a  f u ~ ~ x i o n e  
fi (x, y )  mm vaggizuzye il valore C. 

Analoghi risultati reggono per le funzioni f, ( r ,  y) ,  f , (x ,  y),  f,(x, y ) ,  e 
precisamente rispetto a quelle di seconda e quarta specie il luogo del punto, 
ne1 quale la funzione assume un valore costante, è una linea che cresce ognora 
con l'ascissa, laddore per la f,(x, y) essa linea diminuisce sempre. 

L'elenzefito f,(x, y )  = C(nz < C < M )  ? re t t i j cab i l e  (*). 
2. Dirb che la linea f i(%, y) = Cr è sovrapposta a117 altra f, (x, y) = C, 

se C' > C, mentre ?)z < C <  C' < If. Ora, si potrà assepare un punto della 
retta y = O ne1 quale si projetta un punto interno di ciascuna delle due linee 

- - 

fi(%, y )  = C, - C f ,  oppure ci6 non ha luogo. 11 secondo fatto si verifica al -- 
certo per le linee f ,  (x, y )  = 211- E ,  l n  $ E ,  q u a n d ~  il punto O: coincida con 
p ,  y con 8 ,  ed E sia una quantità abbastanza piccola. 

Ne1 primo cas0 si pub assegnare un segment0 py (p < q )  dell' asse X in 
guisa, che ne1 medesirno si projetti una parte di ognuna. delle linee indicate, 
laddove la steasa cosa non ha luogo ne1 tratto 

In ciascun degli estremi dell'intervallo p q si projetta almeno un termine di 

i2) Vedi la Kota III della inia blenioria: Le curve limite di u m  va~.ielci chta di czirve. 
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una delle linee f,(x, y)  == C ,  = C' ed al più due non appartenenti rnanife- 
stamente ad una stessa linea. Nella ipotesi ora contemplata i due complessi 
f , (x,  y) = G ,  = C' si diranno effettivanzeîzte sovrapposti. Essi limitano in- 
sieme alle rette x = p ,  = 4 un pezzo sempliceinente connesso de117area ,4. 

3. La linea f,(x, y )  - f,(x,, y,) (9- = 1, 2 ,  3 ,...) tende unifornze- 
mente  a l l ' a l t ~ a  f, (x, y )  = fi (x,, y') = C(w < Cr <JI) alPan~zzcllnrsi  del  quoto 
1 -, essendo y ,  > y ,  > y, > . . . , lim y, = y' ed (z,, y ')  z i n  p u d o  in  A - 0. 
r Y- c2 

E d  irivero, condotte le normali all'asse X dagli estremi a e O dell'ele- 
mento f i (x ,  y)  = C, i punti del contorno CA abbastanza vicini e sovrapposti 
ad a (cioè aventi un70rdinata maggiore) sono a destra oppure a sinistra della 
parallela per a alla linea x = 0 ,  percliè l'elemento CA non contient: per ipo- 
tesi alcun tratto parallelo ad uno degli assi. Il primo caso avrebbe luogo, ad 
esempio, se il punto a fusse nell'ilztemo della seconda parte dell'insieme C,,  
l'altro se cadesse entro la terza, 

Aggiungo nella prima ipotesi a cj2scuna linea f , ( x ,  y) = C, la p a l e  
h a  il suo estremo sinistro abbastanza vicino ad a ,  un sègmento parallelo a1- 
17asse X, che si connetta ad essa con continüità, e di cui il termine sinistro 
non cada a destra dalla retta x = a. fiel secondo caso poi fingo che l'estremo 
sinistro dell'insieme f,(x, y) = C sia sopra 17 elemento x - a = O. In  ta1 guisa 
la projezione del primo capo del cornplesso f, (x, y) =. f, (x,, y') = C sopra 
l'asse X si confonde con quel10 dell'elemento f,(x, y) - f,(x,, y,) (Y 2 1). 

I n  modo analogo si ragioni rispetto ai punti della cuïva vicini al- 
17 altro estremo b dell'insieme f, (x, y) = f, (x,, y') e siti superiormente a que- 
st'ultimo. 

L a  linea f,(x, y )  = f, (Y,, y,) ( 1 . 2  l), quando siû modificata nella guisa 
detta or ora, la varietà f, (x, y )  == f, (x,, y') e le due parallele all' asse Y 
per a e per b determinano un quadrilatero mistilineo. 

Si divida ora la linea re t t i ' cub i l e  f,(x, y )  = C in parti eguali per modo, 
che la oscillazione in ognuna di esse sia piccola a piacere. L a  funzione 
f,(x, y) essendo continua in A e semprc crescente secondo il verso positivo 
dell'asse Y, si pub supporre 17intero Y cosi grande, poniamo eguale ad r , ,  
che due ordinate delle linee 

le quali corrispondono ad uno stesso punto di divisione della prima, compresi gli 
estremi, sienv quasi eguali, laddove le ordinate della seconda sono maggiori 
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300 A s c o l i :  SuZle fitnxioni a due variubili reali, 

di quelle dell'altra. Rammentando poi che gli elementi f,(x, y) = f ,  jr,, y'), 
= fi(%, , Y~. ,~ .~)  decrescono al  crescere dell' ascissn, lie consegue clie essi si 
avvicinano arbitrariamente ovunque, oppure, cib che torna Io stesso, che due 
punti dei medesimi dotati di una stessa ascissa convergono l'uno all'altro. 

& poi ehiôro che gli estrerni della linen f, (x, y) = f(x,,  y,) siti sopra CA 
tendon0 ai  termini dell' altra f , (x,  y) = f, (x,, y') = C all' annullarsi del 

1 
quoto - . 

r 
I n  modo analogo si dimostrerebbe il teorema, se fosse 

-- 
Si vede poi facilmente che le linee f i ( ~ ,  y) = III - r ,  112 + T t e n d o n ~  

ordinatamente ai  punti fi (x, y = M, = nz all'annullarsi della grandezza r. 
A ta1 fine basta condurre da u.n punto zc vicino quanto si vuole all'ele- 

mento Y ed alla sua sinistrn per chi guarda ne1 verso positivo dell'asse Y 
una linea B serripre'decre~c~nte in A ,  la quale abbia il suo secondo capo v 
vicinissirno a P ed alla destra. Questa costruzione è sempre possibile perché 
il punto P cade sulla curva Ca'. Se taglio ora la superficie A lungo l'elc- 
mento V ,  ottengo due aree t ra  loro sconnesse, una delle quali contiene il 
punto P. Assunto ora in quest'ultinia, che chiamo G, un punto e, in cui lit 

funzione fi(x,  y) raggiunga un valore D più grande del suo limite superiore 
nell'elemento V, avveïto subito che si pub assegnare in G una linea sempre 
decrescente f, (x, y) = D, di cui gli estremi cadono sulla CG - V. Se  poi D, 
è una quantità maggiore d i  il e minore di M ,  la linea f i (x ,  y) = D L  cade 
in  quella parte, contenente il punto P, clle si ottiene da G mediante un taglio 
lungo l'elemento f, (x, y) = D. 

Analogamente si djca dell'ente Q in cui f,(x, y) = gn. 
4. Date le linee f,(x, y) = R,  - S(m < S < R < M) <fettivamente 

sovrapposte, diciamo py il massimo segment0 dell'asse X ne1 quale si pro- 
jetta in pari tempo una parte della prima ed una della seconda. Ne1 punto x' 
del tratto pq i due cornplessi f , (x ,  y) = R, - S distnno della differenza delle 
ordinate corrispondenti. Il limite superioïe e I'inferiore di queste differenze, 
i quali vengono raggiunti, si diranno la massima e minima distanza delle 
due linee in discorso. 

L'area A è il luogo della varietà f, (x, y )  = C (rn r C 5 M ) ,  e si pu6 
assegnare una gvmzdexxa q(> 0 )  tale, che due linee qualsivoy lia fi (x, y )  = C, 
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= C +- ?(?n < mi 5 C -L M,  < M) non ubbho  w a  distcnnxa maggiore della 
quantità a~bitra~ia D(> O ) ,  essendo mi ed Mi due utilori fissi. 

Per  tutta chiarezza giova supporre la grandezza 3 non maggiore di 
M-Mi. 

L a  prima parte della asserzione è evidente, la seconda si verifica al certo 
per ogni valor particolare della quantità C(> m, < M) per la ricerca del 
paragrafo precedente. Resta quindi a dimostrarsi che la stessa cosa ha luogo, 
qualunque sia la grandezza 

per uno stesso valore di q. Poniamo per un istante che esista una quantità. 
H,(Y 2 1) in guisa, che la massima distanza delle due linee f , ( x ,  y )  = H,, 
H, + q, non sia maggiore di o ,  essendo ?,(Y 2 1) d i  necessità un infinitesimo 
positivo. Sia poi lim H,$ = H, mentre H,, > H,, > H,, > . . oppure H,, < 

u= 37 

Hr2< HG<., ., ed rC(t  t: 1) è una succesaione illimitata di interi sempre 
crcscenti. L a  grandezza H non è uguale ad Ml O ad ml.  Infatti, supposto 
per un moment0 che si abbia H= M,, le due linee 

non hanno al certo una distanza maggiore di o da valore opportuno della 
grandezza positiva 7. D'altra parte, il complesso f, (x, y) = Hru è pel teo- 
rema precedente vicino quanto si vuole all'altro f i ( $ ,  y )  = Mi, purchè l'in- 
t e r ~  u abbia un valore abbastanza grande. Quindi, se H,, > H, .,>... , la 
massima distariza delle due linee 

non è maggiore di G ,  quando il numero u non .sia più piccolo di una gran- 
dezza opportuna. Se poi si avesse H,, < H,, < . . . , converrebbe sostituire nel- 
l'ultimo ragionamento alla linea f i ($ ,  y) = Mi + r l'altra f,(x, y) = Mi + r i ,  
essendo O < ri < r. La  quantità v,,' non è dunque di  necessità un infinitesimo, 
contro il supposto. 

In maniera analoga si avverte che non si ha H = rn, oppure In, < H< Ml. 
È poi manifesto che la quantità ~j si annulla con l'altra O,  perchè cib si 

verifica per ogni valor particolare della grandezza 
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laddove le differenze 192, - I I &  cd LU- JIi si possono supporre tali, che nelle 
piccole parti connesse di A limitate parzinlmente dalle linee f, (x, y) - 1 1 1 , ,  

= Mt la funzione f,(x, y) sia per ordine quasi eguale ad m e ad M. 
11 teorema che precede vale anche se In quantità q é negativa. 
Dato ?ln valore oppot-tuno q ( >  O ) ,  la l,zinP?.ila distatzxa delle due l inec 

fi (x, y) = C, =. C 4- q(m,  EZ C r  Ml) faon è mitzo~e d i  ulza qumatith asse- 
p u b i l e ,  che s i  atznzclla con q ,  qzcaliufque sia lu gradezza  C mi limiti i~z- 
dica ti. 

Infatti, pel teorema che precede si pub far parola della. minima distanza 
di due linee qualsivoglia 

D'altra parte, se la proposizione enunciata non fosse vera, esisterebbe [ma 
quantità t) non eccedente i limiti mi ed Mi per rriodo, che la minima 
distanza dei due cornplessi 

fi!., y) = KT, = K y  + ? ,  

fosse minore dell'infinitesimo positiro sempre decrescente r,.(ï 2 1). Ora ,  se si 
ha  lim Ky(' = Ii(nz, s K s  M,),  la minima distanza delle due linee f , ( x ,  y) = IC, 

u= b3 -- 
= K + v ,  che viene raggiunta non è al certo nulla. Da valore oppor tun~ u t  

-- 
dell' i n t e r ~  a~ gli clementi f i ( ~ ,  y) = , = KPul+ + q(t 2 0 )  sono vicini 

oltre ogni dire agli altri f t (x ,  y )  =. K, = IL+ ïi rispettivaniente. L a  minima 
distanza delle due linee f, (x, y) = I(,ul+l, = KT,,,+, + non pub quindi an- 

I niillarsi con - 
t 

E manifesto che il teorcma regge anche pel caso che la grandezza n sia 
negativa. 

Le linee fi (x, y )  = C(nz 5 C 5 JI) sono cotztitzzle in egzral nianiera. 
Poicliè, ne1 caso contrario, si potrebbe assegnarc una linea 

tale, che i d e  sue cstreme vicinanze cada un insieme di elementi disegual- 
mente continu0 f,(x, y )  -= H +  et(t t i), essendo et un infinitesirno positivo O 

~ î~gr l t ivo  sempre decrescente. La quantilà H non pu6 essere eguale ad vz od 
a If, percliè la inassima distanzn. delle linee f,(x, , y) == Al - 7 ,  = M, coine 
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-- 
pure quella delle altre f i ( ~ ,  y) = nz ,  111 + r è di quella piccolezza che si 
vuole d a  valore nbbastanza piccolo della grandezza positiva r. Ora,  l'ele- 
rnento f i (%, y )  = H + ct  converge uniformemente all'altro fi (x, y) = H ,  le 
qunli cose non potendo coesistere, l ' a~ser to  risiilta dimostrato. ' 

5. Stutlianio ora  la fanxione s ( C )  clze ~ . a p p s e n t u  la l u q h e x x n  della 
lilzea fi(%, y )  = C. 

Il limite superiore delln espressione s ( C )  è assegnabile, perché non mag- 
giore della somma delle projezioni del contorno & sopra ciascuno degli assj, 
l'inferiore B nul10 e viene conseguito due volte soltanto, e precisamente quando 
si fnccia C = na, = M, mentre s (n~ ,  + 0) = s ( M -  O) = 0. 

L a  grandezza s (C + E )  (ln < C < JI) oscilla all' annullarsi della quan- 
titB E t ra  due valori Bi ed Si (R, 2 8,) e si pub determinare di conseguensa 
un iiifinitesimo ~ , ( r  5 1) per modo, che sia 

lim s ( C  + i,) =-. K,(R, 2 Ki z S,). 
1'=r3D 

La quantità E ,  pub supporsi sempre dello stesso s q n o ,  poniaino positira. 
Quando si niodifichi in maniera conveniente la  linea 

~i potrà ammetterla dotata della stessa projezione p q  sopra l'asse X dell'altra 
f i@,  y) = c. 

Divido ora il segmeiîto p q  in più parti per moclo, che la spezzata T, i 
cui vertici sono seinpre l'elemento f , (x,  9 )  - C ed i quali si projettano nei 
punti di divisione dell'intervallo p y  nonchè in  p ed in q ,  si avvicini quanto 
si mo le  al valore s(C). Detta  poi s,(C + E,.) 18 lunghezzn della linea fi(x, y )  
= C +  E,. modificata, posso dividere ogni parte di pp ottenuta or ora in 
m,(m, < nz, < oz3 < . . .) tratticelli eguali in guisa, che la  grandezza s, (C + ~ , j  
non si scosti più di 8,. dalla linea poligonale L, avente i suoi vertici nell'e- - - 

lemento mutato f , (x,  y )  = C +  E.,  mentre questi ultirni hanno per projezioni 
j punti che dividono ogni tratto di pp in 117, parti eguali ed  i suoi estremi. 
La proprietà. accennata nbbia luogo anche se si sostituisce al  iiumero nz, 
l 'altro ln,. + u,(u,> 0). Con la  notazione 8 ,  si indica un infinitesirno positivo 

1 sempre decrescente all'annullarsi del quoto - . 
7- 

Cib premesso, è manifesto che la  somma Pr dei lati .della spezzata L,, 
i quali contengono un punto dotato della stessa projezione di un ~rertice dvlla 
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1 linea poligonale T tende a zero con - , perchè il loro numero è limitato e 
r 

perche la varietà di linee f , ( x ,  y)= C è in egual grado continua. Pertanto, 
1 convergerà alIo zero con - anche la somma Q, di quei segmenti che hanno un 
r 

estremo in un vertice della spezzata relativa all' elemento f, (x, y) = C e 1' altïo 
in uno della linea poligonale corrispondente alla varietà f ,  (x, y)  - C $ E,(Y 2 1) 
modificata, che è immediatamente vicino al primo. Questo fatto ha  luogo 
perchè il numero dei vertici della spezzata T è assegnabile e perchè l'ele- 
mento f i($,  y) = C +  E, converge all'altro f i  (z, y) = C uniformemente, quitndo 
la grandezza r cresca oltre ogni dire. 

Pe r  tutta chiarezza si aggiunga all'aggregato Q, la somma di due seg- 
nîenti paralleli all'asse Y, che congiungono gli estremi della linea f,(x, y)  - C 
con quelli dell'altra f I ( x ,  y) = C + c, (Y 2 1) modificata. 

Abbiamo quindi 

perchè il più corto cammino fra due punti è il rettilineo. Le quantità Q, e Y ,  
1 

vanno a zero con - mentre lim [s,(C + 6,) - s(C+ E,)]  = O e le due gran- 
r ,= Xi 

dezze L,. e 1' sono vicine quanto si vuole ai loro limiti s,(C + E ~ )  ed s(C'), 
non sarà di conseguenza KI < s(C).  

La quantità Ki pub supporsi eguale ad Ri oppure ad S I ,  non avremo 
dunque 

Ri < s ( C ) ,  Si <s(C). 

Non possiamo perb asserire che la grandezza non eccede il valore 
s(C), come risulta da quanto segue. 

Traccio ne1 primo quadrante un segment0 d i  retta ab  inclinato di 133" 
sull'asse X e 10 divido in m parti eguali. Sopra ciascuna di quest'ultime e 
sempre da uno stesso lato dell'intervallo a b  costruisco un triangolo isoscele, 
di cui l'angolo alla base sia di 30 gradi. L'insieme dei 1ati eguali di tutti i 
triangoli cos] ottenuti forma una linea L,,, sempre decrescente che va da un 

a b  estremo all' altro dell'intervallo a O e di cui la  lunghezza è 2 - 11 complesso 
\13 

delle linee ognora decrescenti L,(m t 1) è in egual modo continu0 ed am- 
mette per linea limite il tratto b ,  laddove la lunghezza dell'elemento 
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2 1 L,n(t)z s 1) tende a - a b  all'annullarsi del quoto - anzi é ognora eguale V? m 
2 ad ab-=. v 3 

Ecco un altro esempio: alla lines L,,,, di cui ora si fece parola accoppio 
u n  tratto a,b,, parallelo ad a b  che la incontri, essendo lima, b,, = ab. Il 

111= 

punto a,, si trovi sopra un ramo di curva ognora crescente con i'ascissa che 
contenga il punto a ,  l'elemento O,, poi cada sopra un rrltro ramo semplice 
pure crescente, il quale passi per b ,  niciitre l'intervallo a,,,+,b,,,+, giace tra 
i due a b  ed a,,,b,,,, qualunque sia l'intero m. Combi~ando quelle parti di a,,O,, 
che sono fuori del complesso dei triangoli isosceli con quei pezzi della linea 
L,,, che non si trovano dalla stessa parte di a b  rispetto al tratto a,,b,, si 
ottiene una linea sempre decrescente, di cui la lungliezza va divisa in due 
parti. La  prima cm é dovuta ad un pezzo sconnesso del tratto a,,b,,, la se- 
conda Tm ad uno pure sconnesso della linea Lm. Se supponiamo ora che 
l7 intervallo a,, b, converga all'altro ab in modo opportune, la grandezza c,,, 

1 2 andrà a zero con - , laddove l'altra T,,, tende ad a b  a 

'ln \/ 3 
Il secondo esempio è più c.onforme al caso nostro, su1 quale il primo reca 

già luce completa. 
Adunque, la funxio~ze s ( C )  esiste neb tmt to  MM, vaggizmge i l  limite i t z -  

ferz'ore dei suoi valori, che é lo xew, dzre wolte soltunto in nt ed in M )  e s i  
ha s jm + O )  = s ( M  - O j  = 0. I valori consegziiti dalla espvessione s ( C  + E )  

convergendo al punto C(> m, < M )  tanto all 'an~zullarsi positivo che nega- 
tivo della gra~zdexxa e nofa S O M  mircori della quantith s(C). 

6. Il valore M puh considerani cowe un wmssi~~zo assoluto e f*elativo 
della fzmxione f,(x,'y) i n  A e lzuzgo CA.  Analogumvzte si dicn della gratz- 
dexxa m. 

Indico con QP la parte di contorno da & a P clie lascia alla sinistra 
l'area data e con s2 la sua lunghezza, l'origine dell'arco essendo in Q, con - 
QP I'altra parte di CA, di cui s ,  sia la misura. Cib posto, essendo ' s ,  ed 's, 

- 
le distanze di due punti corrispondenti sopra QP e Q P  da &, dico y, = 

fi('s,), y, = f,('s,)-.le relative ordinate. Le due grandezze 'si ed ' s ,  sono corri- 
spondenti quando si riferiscono ai due estremi di una stessa linea fl(x, y) = cost. 

La diffeïettxa y,  - y, considerata ne1 tratto E si - E (i > 0, < s i )  è po- 
sitiva, cor~titzua, nè ha p e ~  limite inferiore dei suoi vulori lo zero. 
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Infatti ,  la  funzione y, -- y, è positiva per ogni valor particolare delln 
quantità 's, (h E ,  6 si - E), perchè l a  linea f, (z, y) = C è ognora decre- 
scente. Essa è altresi continua nei limiti indicati e raggiunge di conseguenza 
il limite inferiore dei suoi valori, il qiiale non è nullo, perchi: in caso con- 
trario si potrebbe nssegnare nell'area data una linea f , ( x ,  y) = cost. di cui 
i termini sono sopra una parallela dell'asse X, l a  qua1 cosa non si verifica. 
Questo limite inferiore si annulla insieme alla grandezza r. 

U n  teorema a n a h g o  vige per la  differenza x, - z,. 
1 risultati ottenuti nei paragrafi 2-6 di questo numero reggono mclie  

per le funzioni f,, f,, f,. 

III. 

1. Generalizzianio le ricerclx contenute nei due Numeri precedeiiti. 
Suppongo prima clie il contorno CA pos3a contenere dei tratti  rettilinei 

paralleli agli assi, stando sempre l'ipotesi che una parallela a d  uno di questi 
ultimi uscente da  u n  punto dell'aren A -O 10 incontri in soli due punti. I n  
questo caso ciascuno degli elementi a ,  f i ,  7 ,  o" putrà essere sostituito d a  un  
intervallo di ret ta ,  e l a  superficie A potrà anche ridursi ad  un rettangolo. 

È poi manifesto coine si debbn procedere per costruire un'area A ,  nells 
quale uno O più trn gli elementi a ,  P ,  y ,  8 sono dei pezzi rettilinei. 

Per brevith di linguaggio diremo ognora che gli elernenti a,  0, 7 ,  3 sono 
degli inten-alli di ret ta ,  ritenendo il punto corne un seginento di lunghezza 
nulla. S i  potrh quincii, a d  esempio, far sempre parola di due estremi del 
tratto a ,  l 'uno superiore, iiiferiore l'altro, i quali coincidono, se l a  lunghczza 
del l ' inter~al lo cr è nulln. 

Il tratto o" e la  parte di CA che va  clall'estremo destro del medesirno al  
termine inferiore del segment0 a più quest'ultimo formi l a  quarta parte Cd' 
del contorno Cii. Gli altri due intervalli 13 e y e quel pezzo di curva CA che 
l i  connette e non contiene gli elementi a  e 3 ne costituiscano l a  seconda 
parte CB. Riesce ora manifesto cib che debba intendersi per prima e per 
terza parte della linea CA (*). 

Il valore massimo JI  della funzione f,(x, y) viene raggiunto in un punto 
yualunque della curva CT, inentre il miniino è conseguito in  uno qualsivo- 
glia dell'altra Ca'. 

(*) Si vedrh in  appresso che questa divisione non 6 1'~inica possibile. 
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'Le proprietà dimostrate nell'ipotesi che gli elementi cc ,  0, 7, J siano 
dei punti reggono tutte quando si tolga questa restrizione, come é mani- 
festo. 

2. Ammettiamo ora che la funzione f,(x, y) possa raggiungere lungo CA 
più d i  due volte uno stesso valore, mentre ln linea CA pub dividersi in un 
nirmero limitnto di parti ,  in ognuna delle quali la  f l (x7  y) cresce O decresce. 

Detto C un valore conseguito dalla nostra funzione in un punto della 
superficie A - O ,  si potrS tracciare per quest' ultimo una linea connessa L, 
sempre decrescente, di cui c.iascun punto interno E entro A e Iungo l a  qualc 
f , ( x ,  y) = C, mentre i suoi estremi cadono sopra CA. Cib premesso, esisterà 
nella superficie A - O un punto esterno all'elemento L,, ne1 quale f ,  (x,  y) = C, 
oppure ta1 fatto non si verifica. Nella prima ipotesi posso assegnare un'altra 
linea L, analoga allit precedente Li ,  laddove di siffatti elementi conwss i  
potrà esistere un terzo L,, un quarto L,, e CO& via. Si pub perb determinare 
un numero q per modo, che nessuna delle linee f , ( x ,  y) = C ( ~ E  C F  Jl) 
contenga più di q pezzi analoglii a quelli ora indicati, perchè la funzione 
f , (x,  y) assume un nurnero limitato di volte uno stesso valore lungo il con- 
torno C A .  11 complesso f l (x7  y) = C potri, contenere anche un numero asse- 
gnabile di punti isolati, i quali cadono rnnnifestamente sopra la  curva CA,  e 
che si possono considerare come dei tratti di lunghezza nulla. L e  linee 
f , (x,  y) = M, = r n  si compongono, ad esempio, soltanto di punti isolati. 

Ne1 primo e ne1 terzo quadrante di un punto a sito in una. parte con- 
nessa della linea f, (x, y) = C, che è in A - O ,  tolti gli estremi, non cade 
verun punto dell'area A ,  ne1 quale si nbbia f,(x7 y) = C. Un punto in cui 
f , (x ,  9) = C diverso d a  n appartiene quindi al l ' in terno del secondo o del 
quarto quadrante rispetto all'elemento a. S e  la linea f , (z ,  y) = C constasse 
di soli  t pezzi, ciascuno dei quali i: in A - O ,  tolti i due termini, essi for- 
merebbero una linea connessa sempre decrescente , oppure potrebbero consi- 
derarçi come delle parti di una siffatta linea. 

Considerianîo ora un punto Il. qualsivoglia intorno alla seconda parte CS 
del contorno G, n u  non entro il tratto y O B. Assunto un tratticello m ~ z  
della medesima, il quale contenga, non perb ad  un limite, I'elemento h ,  tiro 
pel punto TE, c,he suppongo più vicino dell'altro vz all'asse Y, una parallela 
alla linea y = O e per rz un'altra alla retta x = O ,  ed ottengo un  triangolo 
non di necessità mistilineo, lungo il perimetro del quale la  fi(%, y) non rag- 
giunge più di due volte uno stesso valore. II massimo ed i l  minimo della 
funzione f , ( s ,  y) in questo triangolo cxdono rispettivamente in ?z ed in W. 
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Nell'elemento h termina dunque un pezzo connesso di una linea f ,(z, y) = C, 
e la stessa cosa si verifica per ogni punto entro gli elementi P e y noncliè 
per l'estremo di ciascuno dei medesimi, che è interno a Cz), ben si intende 
quando amendue non sieno nulli. 

Quanto si è detto della seconda parte d i  CA pub ripetersi dell'altra Cj', 
ossia ogni suo punto interno è un estremo di u n  pezzo connesso di unn linea 
f&, 9 )  = 

Occupiamoci ora della curva Ca. Se ci muoviamo lungo la medesima 
in guisa da  lasciare alla sinistra la nostra superficie, ci imbatteremo prima 
in un massimo della espressione f ( s ) ,  purchè il simholo f (s )  rappresenti la 
f,(x, y) considerata nella sua dipendenza dall' elemento C A .  Questo massimo 
non è il termine di uno dei soliti pezzi di linea f,(x, y) = C, ma deve ri- 
tenersi come il limite di un sisterna di tratti connessi, ciascuno dei quali np- 
partiene ad una varietà della forma fi($, y )  = C. Uno qualsivoglia di questi 
tratti ha soltanto i suoi estremi su1 contorno CA,  la qual cosa si avverte tosto 
costruendo un triangolo analogo a quel10 di poco fa. Il nostro massimo rela- 
tivo va quindi considerato come tale anche per la funzione f i ($ ,  y). Segui- 
tando il canmino nella prima parte di C A ,  la  qual cosa è possibile quando l'e- 
stremo destro del tratto non sia il massimo ora contemplato, incontreremo un 
minimo della espressione f(s). Se costruiarno ora due triangoli opportuni, che 
Iianno un vertice comune in esso, vedo subito che ne1 medesimo terminano due 
dei soliti pezzi di un complesso f ,(x,  y )  = cost. Camminaiido ulteriormente ne1 
verso indicato sopra Cr, la  qual cosa pub farsi, perchè il minimo contemplato 
precede l'estremo destro del tratto ,û, si ripeterebbero per ordine gli accidenti 
già avvertiti, essendo l'ultimo di necessità un massimo. In ogni altro punto 
della parte CA termina un pezzo soltanto di una varietà f , ( x ,  y )  = cost., il 
quale ha  ogni suo punto interno in A - O e gli estremi sopra CA. Questo 
tratto giace alla .sinistra od alla destra della ordinata uscente da1 punto con- 
templato, secondo clie quest'ultimu precede un massirno od un minimo per 
clii vada ne1 verso indicato. 

Se percorriamo ora la curva CA', lasciando ognora alla sinistra l'area 
data, ci irnbatteremo prima in un minimo relafivo, poi, se inai, in un mas- 
simo pure relativo della funzione f(s), e cos1 via, l'ultima singolarità essendo 
necessariamente un minimo. Col metodo di poco fa avverto facilmente che 
un minimo potrà considerarsi corne il limite di un cornplesso di pezzi di lince 
f , ( x ,  y) == C ,  ciascuno dei quali è connesso ed ha ogni suo punto interno 
in A - O,  tolti gli estremi. Questo rninimo relativo della f(s) è tale anche 
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per la funzione f,(z, y). In  un massimo delIa f(s) sito nella terza parte della 
linea CA terminano due pezzi connessi di un complesso f , ( x ,  y) = C, cia- 
scuno dei quali è dotato della proprietà piil volte rammentata. In ogni altro 
punto della curva contemplata termina uno soltanto dei soliti elementj, che 
giace alla destra od nlla sinistra dell'ordinata uscente da1 medesimo per chi 
cammini lungo CA: nella direzione accennata, secondo che esso precede un 
niassirno od un minirno della f ( s ) .  

3. Pertanto, è manifesto che il numero dei punti del contorno C A ,  in 
ciascuno dei qilali la  funzione f , ( x ,  y )  assume un valore isolato, cioè diverso 
da quel10 raggiunto in un punto infinitamente vicino qualsivoglia sito nel- 
l'area A ,  è assegnabile. Questi elementi cadono soltanto nella prima e iielln 
terza parte della curva CA; ne1 primo caso essi sono dei massimi relativi ri- 
spetto ad amendue le funzioni f ( s )  ed f , (x ,  y) ,  nell'altro dei minimi dclla 
stessa specie. 

Cod pure è chiaro che il numero dei cornplessi f , (z,  y) = cost., ciascuno 
dei quali non ha  ogni punto interno al suo corso in A - O è limitato, perché 
un punto ent?-O l'elemento f , (x ,  y) = cost. e sopra CA corrisponde ad un mas- 
simo relativo della funzione f(s), se sulla curva CT, ad un ininimo, se sulla 
linea C;'. È poi inutile l'aggiungere che un insieme qualsivoglia f,(x, y) = cost. 
lia un numero assegnabilc di punti comuni con la curva C A ,  perchè questa 
iiltimn si pub dividere in un numero limitato di parti, in ognuna delle quali 
la  f ( s )  è sempre crescente O decrescente. 

Consideriamo ora una linea f,(z, y) = C(m < C< M) scevra da punti 
isolati e composta di p ( s  1) pezzi tra loro sconnessi. Sin T uno dei mede- 
simi, il quale abbia soltanto 9. punti interni al suo corso sopra CA,  che dico 
a,,  a,, .  .., a, da  sinistra a destra, meiitre a, ed a,+, ne sono i termini, posti 
manifestamente su1 contorno. Cib premesso, indico con a'', un punto sopra la 
linea f i ( $ ,  y) = C, il quale tende all'altro a, sempre ed esso accostandosi. 
I l  simbolo a', rappresenti poi un punto dell'insierne consideratcr alla sinistra 
di a, per chi guardi rer8so la direzione positiva dell'asse Y, che converga 
all'clemento a , ,  mentre l'ente a", tende ad a,. Trac,cio adesso pei punti a', 
cd a', delle parallele all'asse Y e determino in ta1 guisa un pezzo connesso B 
della superficie A ,  sovrapposto al tratto della varietà fi(%, y) = C ,  che sta 
tra i punti a", ed a', e limitato in parte da due segmenti delle nostre parallele. 

Noi possiamo assegnare in I: una linea connessa fi ( x ,  y )  = C +- E ,  la 
quale converga al tratto dell'insieme f , ( x ,  y) interposto ai punti a'', ed a', 

dnnali d i  Matematica, tomo XIX. 40 
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all'annullarsi della grandezza E .  1 termini di ogni complesso f, (x, y) = C -)- E 

sito nell'area B cadono sopra Cs, mentre ogni altro punto è in B - O da 
valore opportuno della quantità t .  Questo fatto si verifica perchè la diffe- 
renza f [x, B(x)]  - C è positiva né h a  per limite inferiore Io zero nell'inter- 
r a l l ~  a", a',, quando y = 8(x)  sia la equazione della parte CE che non appar- 
tiene alla linea f,(x, y) = C nè alle due parallele, laddove E indica un pezzo 
connesso della superficie B, di cui il contorno è format0 dalla parte dell'ele- 
mento f , ( x ,  y )  = C sito tra i punti a", ed a', , da un tratto di ciascuna delle 
due parallele all'asse Y uscenti da questi ultimi e da  una linea ognora de- 
crescente. E d  è chiaro che basterà fare la quantità E minore del limite più 
basso della differenza f [x, B(x)] - C. Gli estremi h", e b', dell'intervallo di - 
linea f ( x ,  y )  = C+ E appartenente all'elemento E convergono ai punti u, 
ed a, ,  quando gli' elementi a", ed a', tendano a questi ultimi ed in pari 
tempo la  grandezza E si accosti di più in più al10 zero. Infatti, gli elementi 
b", e bu,  convergono agli altri a'', ed a', ordinatamente, laddove questi ultimi 
si avvicinano senza limite agli estremi a ,  ed a, del tratto di linea f i ( $ ,  y) =: C, 
che si considera. 

Quanto si è detto del segmento a", a', pub ripetersi di ognuno degli 
altri a'', a',, a'', a,,. .. a", a',+,, i simboli a", ,.. . , a',+, avendo un significnto 
palese. 

Adunque : 
Se una linea f i ( $ ,  y )  = C si compone d i  p pexxi, i l  p ~ i m o  dei quaTi ha 

soltanto r i  punti interni al su0 como s o p a  C A )  i l  secondo Y * )  e cosi via, 
P 

esistono p + Z s r ,  tvatti della Zinea f , (x ,  y )  = C + E ,  ciuscuno dei quafi tende 
1 

all'annullarsi positivo della yuantità E ad uno dei pezxi con~essi ,  d i  czti s i  
cmpone la varietà f,(x, y )  = C, avente oglzi suo pzlnto interno soltcl?zto ira 
A - 0 . '  

Un'asserzione analoga va ripetuta rispetto alla linea 

Se uno dei p tratti dell'insieme f,(x, y) avesse ogni suo puiito interno 
in A -  O, si potrebbe assegnare un segmento connesso che non ha alcun 
punto entro il suo corso sopra C A ,  il quale converga al medesimo per E = $ 0 ,  
e la stessa cosa si dica mentre s si annulla negativamente. 

È degna di nota la proposizione: 
L a  varietà fi($, y j  = C f E non contiefze alcun tmtto diverso dai 
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p + &r ,  gia indicati, d i  cui la projexione sull'asse X od Y si ?nan.tenga 
1 

a distanxa Jinitu dalla projexione del complesso f,(x, y )  = C all'indeJinito 
diminuire della grandezxu E .  

Infatti, se cib non avesse luogo, io potrei assegnare un insieme della 
forma f,(x, y) = C + E,. (r  2 1)  oppure dell'altra f,(x, y) = C - c,, essendo E, 

P 
una quantità positiva infinitesima sempre decrescente, diversa dai p + Y , r ,  

1 

considerati or ora, e di cui la projezione sull'asse X non si accosta indefi- 
nitamente alla projezione de117aggregato f,(x, y) = C, cioè in guisa, che possa 
determinarsi uiia grandezza O) non minore della minima distanza delle 
due imagini in discorso. Il complesso delle projezioni del gruppo f,(x, y) = 

- 

C + E,.  O de117 altro fi (z, y) = C - E, ( r  = 1 , 2,  3 , .  . .) ammette un elemento 
limite almeno, il quale è un punto p od un tratto di retta rs. Ne1 primo caso 

- - 

la varietà f,(z, y) = (J + E~ dà origine, quando sia egualmente cotztinzra, ad 
un punto limite, ne1 quale f,(x, y) = C, perchè la funzione f,(x, y) è con- 
tinua in A .  Questo punto apparterrebbe dunque anche al complesso fi(x, y) = C, 
la qua1 cosa è contraria all'ipotesi. Ne1 secondo cas0 io potrei determinare 
in ,4, sempre amrnettendo la continuità uniforme (*), un altro intervallo della 
linea f,(x, y) = C diverso da quelli già contemplati, il che non si verifica. 

-- 
Ne1 caso poi che la parte della varietà fi($, y) - C' 5 E,, di cui il limite 

della projezione sull'asse X è il punto p oppure il tratto r s ,  non fosse egual- 
mente continua, si potrebbe determinare un punto notevole v sopra la linea 
y = O per ordine coincidente con p O nell'intervallo rs .  In un tratto infini- 
tesimo O, (r * l), il quale contiene l'elemento v ,  si projetterebbe - un pezzo 

- - 

appartenente ad un gruppo tolto dalle linee f,(x, y) = C * E , ,  di cui la lun- 
1 ghezza non si annulla con - e che converge ad un segment0 parallelo al- 
t 

I'asse Y, lungo il quale sarebbe fi($, y) = C, il che è assurdo. 
Adunque il teorema: 
Se 21 comnplesso f,(x, y) = C ?con contiene dei pzcnti isolati, la linen 

f,(x, y) = C + E terde in  eyual maniera all'altra ft(x, y )  = C tanto per 
E = + O  clie per E = - 0. 

(*) Vedi il N. 1 della seconda psrte della mia Mernoria: Le curve limite di una vn- 
rie ta data di curve. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



3 12 A s c o Z i : Sdle f iuzzioni a due v a ~ i a b i l i  ~ e a l i ,  

Con la locuzione la f l (x ,  y) = C f -  e tende in egual maniera all'altra 
f l(x7 y) = C vnglio dire che la distanza di due punti qualsivoglia dotati della 
stessa ascissa delle linee in discorso è di quella pic,colezza che si vuole, quando 
la grandezza E non ecceda un limite opportuno. 

L'ultima proposizione si pub dimostrare in maniera più scmplice, decorn- 
ponendo l'area data A in più parti mer& delle parallele all'asse Y uscenti 
dai punti del contorno C A ,  nei quali la funzione lia un massimo od un minima 

S e  l'insieme f,(x, y) = cost. contenesse u n o  O pi& p m t i  i so lu t i ,  ciascuncl 
delle due linee f,(x, y) = C f E tenderebbe a l  medesirno per E = + O ed itt 

~ n a t z i e ~ a  zmi for fue ,  purcld s i  facciu astvaxione da p e s t i  ziltinli.  

Le proposizioni dei paragrnfi 3 e 4 del numero prececiente, nonchè il 
teorema enunciato ne1 successive, reggono anche pcr la funzione f,(r , y) ,  di 
cui si sta facendo parola. Infiitti, decomposta l 'area A mediante delle pa- 
rallele all'asse Y uscenti dai massimi e minimi della f ( ~ ) ,  si ottengono delle 
aree connesse lungo il contorno di ciascuna delle quali la f ,(x,  y) si coin- 
porta corne la funzione f , ( x ,  y), di cui ci siamo occupati ne1 numero prece- 
dente. Ora, in ognuno dei pezzi ottenuti vigono i cirique teoremi acceanati, 
qnindi anche nell'area data. 

4. Poniamo ora che la f ( s )  pur cssendo dotata di un numero limitato 
di massimi e minimi si mantenga costante in un numero asuegnabile, al caso 
nullo, di intervalli t ra loro sconnessi. È chiaro che questi segriienti cadono 
nella prima e nella terza parte di CA. 

Consideriamo prima una parte p q  di C A ,  in cui la f , ( x ,  y) si mantiene 
eguale n C, sita nella curva Cd), eçsendo p l'cstremo più vicino all'asse Y, -- - 
mentre la f,(x, y) non ha  sempre 10 stesso valore ne1 tratto p  - q q + q ,  

(ïi 5 O ,  r i ,  % O ;  Y] + 171 2 O),  quand0 si percorra la linea CA in guisa da la- 
sciare alla sinistra l 'area data. Suppongo altresi che I'intervallo p q  non abbia 
un estremo ad un termine dell'elemento Cz' .  Tracciate due parallele all'asse Y 
uscenti dai punti p e q  e una linea senlpre decrescente, la  quale insiemc 
all'intervallo p q  ed ad  un pezzo di ciascuna delle due parallele determini una - 
parte connessa di A ,  avverto subito l'esistenza di una linea f, (x,  y) = C + E ,  

di cui una parte si riduce al segment0 p q  per E = + O. 
Cib posto, interessa studiare il modo di comportarsi dell'elemento f ,(x,  y) 

= C + E ( I  > O) alla sinistra della parallela per p e dopo q ,  quando si guardi 
nella direzione positiva dell'asse Y. Ammetto prima che il tratto pp non sia 
nè un massimo nè un minitno della funzione f ( s ) ,  e che ne1 verso da p a p, 
prima e dopo l'intervallo p q , la espressione f, (x, y) sia crescente. Costrui to 
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un triangolo di cui due lati sono paralleli agli assi ed il terzo una  piccola 
parte di CA, che irnmediatamente precede il tratto p q ,  vedo facilmente clie 
alla sinistra di quest'ultimo cade una parte d i  una linea f i (x ,  y) = C ,  la quale 
contiene il punto p. In  modo analogo si avverte che l'elemento q è: un ter- 
mine dell'insieme f,(x, y) = C. 

Avverrebbe l'opposto, se l a  funzione f i (x ,  y) fosse decrescente ne1 verso pq, 
- - 

l'elemento f , (x,  y) = C conterrebbe il punto q ne1 suo interno terminando in p. -- 
Ogni punto del tratto p $ O q - O pub consideràrsi corne un rniniir;,~ 

relativo della funzione f,(x, y). Se poi l a  f ( s )  fosse crescente ne1 verso p q ,  
prima di p e dopo q ,  il punto q potrà pure ritenersi corne lin minimo della 
f i (x ,  y), non già l 'altro p. Un'asserzione analoga pub farsi ne1 caso che 
la f(s) sin decrescente pel verso pq. 

Qiiando 17intervallo pq fosse un massimo della funzione f(s) esisterehbe 
una linea f , (x ,  y)  = C che Io contiene ne1 sno interno. Se  poi l a  f(s) avesse 
un minimo ne1 segment0 pq, potrei determinare un pezzo connesso dell'ele- 
mento fi (x, y) = C $ E (i > O) , di cui ogni punto interno è in A - O ed i 
termini sopra C1,4, il quale converge al  tratto pq all'annullarsi positivo della 
grandezza E .  L7intervallo p q  va considerato in questo cas0 comc un rninimo 
anche per la  data funzione. 

Sia ora r t  un arco del tutto interno alla prima parte del contorno CA, 
essendo Y il punto piii Iontano dalla retta x: = O ,  ne1 quale la  f (s )  non muta 
valore. S e  la funzione è crescente ne1 verso r t ,  vedo subito che in r ter- 
mina un pezzo connesso di linea f, (x ,  y) = C, il quale si estende alla sinistra 
della normale per t al17asse X per chi guardi nella direzione positiva della 
retta x = O. Avverrebbe l'opposto ne1 caso che l a  funzione f(s) fosse decre- 
scente ne1 verso r t ,  ed il pezzo di linea f i (%, y) = C che si connette al- 
1' arco r t cadrebbe alla destra dell'elemento r .  La linea f i  (x, y) - C' - E 

contiene una parte connessa, la qnale h a  un termine che converge per c = $ O 
al punto 1. O t ordinatamente nei due casi contemplati. Ogni elemento del- - -- 
l'intervalle r + O t - O pub ritenersi corne un massimo relativo della data 
funzione, quando ci si muova in guisa lungo CA da lasciare alla sinistra 
l 'area A .  L a  stessa cosa si dica dei punti r e t per ordine nelle due ipotesi 
contemplate. 

11 segment0 r i  potrebbe essere un massirno relativo delle due funzioni f ( s )  
ed f , (x,  y) ,  ed in ta1 caso io potrei assegnare un pezzo connesso dell'in- 
sierne fi (x, y) = C - E ,  il qilale si accosta indefinitamente al tratto r t  al- 
l'annullarsi positivo della grandezza E .  Se poi l 'arco r t  fosse un  minimo 
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della f j s ) ,  esso cadrebbe nell'interno di iina linea fi($, y) = cost. ed ogni 
suo punto inte?psdo agli estrenii r e t sarebbe un inassiino relativo della 
data funzione. 

Nelle ricerche precedenti si è supposto che il trtttto pq non avesse alcun 
estremo s o p a  i termini della terza parte CA del contorno CA, e che una 
proprietà aniilogn si verificasse rispetto all'intervallo r t. Togliamo ora queste 
restrizioni. Se il tratto p l  ha il termine p in comune con la seconda parte 
di Ca, che non si suppone nulla, e l'altro entro la terza, esso appartiene 
ad una linea f , ( x ,  y) = coat., che ha un estremo in p e si prolunga alla 
destra dell'ordinata per q ,  purchè la f(s) non abbia un minimo ne1 seg- 
mento pp. Quando poi l'intervallo pq avesse il termine p entro l a  terza 
parte di CA e l'altro al confine sinistro della quarta, che non si ammette 
nulla, esso farehbe parte di une linea f i ( $ ,  y) = C ,  la quale, avendo un 
termine in q ,  si estende alla sinistra della ordinata per p, se l'arco pq non 
è un mininio della f(s). Se poi ne1 primo di questi due cnsi mancasse la se- 
conda parte della linea CA e ne1 secondo la quarta, si verificherebbero sol- 
tanto gli accidenti or ora indicati, corne facilmente si avverte. In tutte le 
ultime quattro ipotesi rispetto al contorno CA ed alla posizione dell'inter- 
val10 p y si potrà assegnare un tratto di linea f ,(x,  y) = C + 6 (E > O),  di cui 
ogni punto interno al  suo corso è in A - O ,  il quale non si connette ad 
un'altra parte dell'elemento fi (3, y) = C + E e tende all' intervallo pq ,  se 
quest'ultimo è un miiiimo della funzione f(s). Se infine I'arco pq  si confon- 
desse con la curva C j ,  esso sarebbe di necessità un minimo per ognuna delle 
due funzioni f ( s )  ed f , ( x ,  y). 

Considerazioni analoghe si possono ripetere rispetto al tratto r t .  
5. Per le ricerche di questo nuinero possiamo enunciare i teoremi: 

Ad zcn pexxo confzesso T d i  linea f , ( x ,  y) = C corrisponde una parte 
del2'insienze f,(x, y) = C + E ,  la  quule converge Zn egzlal grado all'elemento T 
pet- E = + O oppure per E = - O. SoZtanto ne1 caso che il tratto T appar- 
tenga generabmelzte parlando (*) al l ' a rea  A - O, si po tn i  &re a piacere 
E = $ O oppure E - - 0. 

La dife~enxa f i(x, y) - C è d i  segno contrario dalle due p a r t i  di u~z 
pexzo connesso d i  linea f i ( x ,  y) = C sito in A - 0. 

Il limite inferiore e superiore della ficnxio~ze f ,(x, y) vengono consegzciti 
sopra i l  contorno CA, il primo nella curva Ca), nell'aitra Ci) il secondo. 

(*) Cioè tolto un numero limitato, al caso nullo, di punti. 
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Se i l  complesso f , ( x ,  y )  = cost. è sito in A - O, ge)zeralwente parlando, 
n è  contiene de i  pun t i  i so la t i ,  la linea fi (x ,  y )  = C + E tende crll' a l t r a  
f , ( x ,  y )  = C in egual  grado tatzdo pey E = + O che per  E = - 0. 

1 risultnti dei parapafi  4 e 5 del N. II reggono anche in questo caso, 
come risulta manifesto decomponendo l'area A ne1 modo di cui è parola ne1 
pnragrafo 3 di questo nuniero, purchè si aggiungano delle parallele all'asse Y 
usc,ent,i dagli estremi di ogni tratto del contorno CA,  in cui la f (s )  si man- 
tiene costante. 

Poniamo ora che la 'funzione fi(%, y) pur essenda seinpre crescente ne1 
verso positivo di ciascuno degli assi e continua in d - O fion s i  vzantenga 
Jinita nell'area A. In  tale ipotesi essa potrà essere dotata nella curva Cd di 
un numero limitato di tratti e di punti, in ognuno dei quali va all'infiriito 
negativamente. 

E d  è facile l'avvertire dopo gli studi precedenti come la nostra funzione 
si comporti nelle estreme vicinanze dei medesimi. La f , ( x ,  y) potrà anche 
crescere oltre ogni dire positivamente in alcuni punti od intervalli della prima 
parte del contorno CA, e non torna difficile 10 scorgere il modo di compor- 
tarsi della espressione f,(x, y) vicino a questi elementi. Gli infiniti negativi 
potranno ritenersi in certo qua1 modo come dei minimi di ognuna delle due 
funzioni f,(x, y) ed f(s), i secondi come dei massimi. 

Le  ricerche di questo numero reggono anche per le funzioni f , (x ,  y) 
( s  = 2 ,  3 ,  4), purchè leggermente modificate. 

IV. 

1. Per  procedere con chiarezza nei nostri studi giova occuparsi al- 
quanto delle funzioni ad una variabile f ( x ) ,  che, essendo continue ed ognora 
crescenti in un dato intervallo, sono eguali agli estremi. 

Sono. manifeste le proposizioni seguenti (*) : 
È illinzitato i l  numero  delle f u n z i o n i  f (x) sempre wesceii t i  in a b ( a  < b)  , 

ciasczcna. delle q u a l i  raggiurzge il valore A in a e B i n  b(A  < B). Ed in p a r -  
licolare, non  h a  l imi te  il numero  d i  quelle che a due a due non si i m o n t m ? z o  -- 
nel t ra t to  a + O 6 - O. 

(#) Vedi la  Nota II della mia Mernoris.: Le cecrve limite d i  una varietà data d i  czcrve. 
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Esistono tante funaioni f (x)  quante s i  eogliono, -le qzrali si coitfotzdo~~o 
in un wumero lilnitato od illiwitafo di pzmti tra loro sconnessi. 

Non ha $ne il mmzero delle espressiotzi f ( x ) ,  le quali Jmzno a conzwe 
un wrnero assegrtabile o ntepzo (*) d i  tratlicelli t7isgiujzti tra ioro. 

È poi chiaro che si potranno verificare arnendue i fatti dei quali è pa- 
rola nei due ultimi teoremi, conseguenze del primo. 

La varietb delle futzxioni f(x) non 2 eguallîzente continua. 
E d  invero, esiste una funzione f s  jx) (s 2 1 )  de117insieme f ( x )  eguale a d  

.- 
A 4 7 ,  ne1 punto b - q ,  ( s  2 l ) ,  essendo q ,  un infinitesirno sempre decrescente 
e maggiore dello zero. Il gruppo 

y = f s ( x )  ( s a ) ,  

non E al certo continuo in  egual maniera, non potendosi assegnare un trat- 
ticello aderente a1 punto 6, ne1 quale la oscillazione della f,(x) sia di quella 
piccolezza che si vuole, qualunque sia l 'interb S.  -- 

Se x ,  è un punio del segment~ a 1- O b - O ,  i l  linziie superiore della 
grandema f ( x , )  è il, Z'inferiore A ,  nè qzlesti limiti vengono raggiunti. 

Infatti ,  si pub assegnaïe una  funzione ' f s ( z )  (s  2 1) della varietà f (x ) ,  
la quale consegua in x ,  il valore A $ i l ,  ed iin7altra " f s ( x )  (s 2 l), che sia 
eguale ne1 medesinio a B - q,. 

Datu zcna carietà diseyuahente conti~zua y = p(x), clie f a  paî-te del- 
l'ultra y = f ( x ) ,  si pub determinare un insielne y = ' p s ( x )  ( s  2 1)  apparte- 
nente al complesso y = p(x) per modo, che sin soddisfutta una delle tre di- 
seguaglianxe 

lim r p s  (2, 4- 'E,) - ' p s  (xi - ' E ~ ) ]  = C ,  lim [ I p  (a f ' E ~ )  - I p s  (a)] =- C, 
s= cc s= cc 

lim ['ps(b) - Ips(b - ' E ~ ) ]  = C, 

essendo a <x i  < b ,  C m a  puantitb nzaggiore dello zero, ed 'c, un injîlzite- 
simo 9ositivo che ognora decresce. 

Ed invero, esiste una quantità a (>  O) tale, che non si possa dividere il 
tratto ab in più parti per modo, clie in  ciascuna di esse la oscillazione della 
funzione quulsivoglia p(x) sia minore di cr, perchè l'insieme p(x)  è per ipotesi 
continuo in  maniera disuguale. Si pub dunque assegnnre un b , ,  che -- 
suppongo prima ne1 tratto a + O b - O ,  tale, che jn un s e g m e n t ~  comunque 

(*) Ciod eenza Gne. 
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piccolo, che Io contiene ne1 suo interno, esistano pur sempre delle funzioni p(z) 
dotate di una  oscillazione non inferiore alla giniidezza o. Scelgo quindi dal- 
I'iiisicme p(x) la espressione p,(x) ( s  l: 1) in guisa, che la  differenza dei suoi 
valori massimo e minimo non sia miriore di a nell'intervallo infinitesirno ed 
opportuno 2 e, avente per punto medio l'elemento x, . 

1 La. grandezza ,G,(x, - es) si mantiene finita all'annullarsi del quoto - ; 
S 

io posjo dunque aswgnare ln varieth F,t(x, - E ~ J  ( t  1) per niodo, che sin 

essendo D una  quantità determiriata. Anche la grandezza 

è finita, qualunque sia l 'intero t ,  e si pub di conseguenza determinare il 
gruppo p,, (x) (Y 2 1) in guisa, che l a  espressione 

1' 

tenda ad un limite E, mentre l 'inter0 r va all'infinito. L a  quantità E è di- 
versa dall 'altra Dl che, in caso opposto, si avrebbe 

e l a  oscillazione della 'pr(x) sarebbe inferiore a a d a  valore opportuno del- 
I'intero r nell'ilitervallo di centro x, c d i  ampiezza 2 ' ~ , ,  la qua1 cosa k con- 
t rar ia  all'ipotesi. Adunque,  la qunntità E è diversa dall'altra D; ne è poi 
mnggiow, perchè la  funzione ' p ( x )  è ognora crescente ne1 tratto a b ,  qua- 
lunque sia I'intero 1.. 

Se il punto x, cadesse in n od in  h ,  reggerebbe l 'una O l 'altra delle due 
ultime eguaglianze del teorema. 

Supposto a < x, < b ,  si potrà costruire una funzione ognora costarite 
oppure sempre crescente ne1 tratto u z ,  - O secondo che ln quantità D è 
eçuale oppure è > di  A ,  clie abbin i l  -calore A in a e tenda a U ne1 punto 
x, - O ed un'altra a n d o g a  ne1 segmento r ,  + Ob, clie assuma il valore E' 
in  x, + O e B in b. L'insieme dj queste due funziorii forma una  soln fun- 
zione ?(%) ovunqiie continua in  ab ,  fatta a ~ t ~ a z i o n e  da1 punto x,, i n  cui non 

Ai~lraEi di Mctlenzaticci, tunio SIS. 4 1 
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é definita, mentre 
Y(X, + O )  - ?(xi -0) = E - D > 0 .  

Si pub quindi dire che l'aggregnto 'p,-(x) si accosta irdefinitamente nelle 
estreme vicina~~,ze del puizto xi ad unn funtione ?(x) discontinua in  esso. 

Se l'elemento z, cadesse in b ,  si potrebhe formare una funzione con- 
tinua ne1 tratto ab - O tale, che fosse g3 (6 - 0) = limtp,(b - 'E,)  e (b) = B. 

v= m 

L a  p(x) potrebbe supporsi in questo caso oçnora crescente nell'intervallo - 
n l, - O ,  quando si aresse lirn Ip  (b - 'E,) > A, altrimenti sempre eguale alla 

v= w 

grandezza A. 
In  m ~ n i e r a  analoga si ragioni se il punto xi cade in  a. 

2. h notevole i l  teorema: 
Una variefà d i  funzioni 'g3(x) dell'insieme f i r )  tale, che ne passi una 

soltanto per ciascun pzrnfo interno dell'area connessa S Zimitata dalle dire 
2fnee y(%) s +(z), le y tul i  fanno parte del sistema f (z ) ,  non si accosta in- 
definitumente (rd una funxione discontintta ?tel tratto ab.  

E d  invero, se l'asserzione non reggesse, esisterebbe un gruppo 'rp,(z) 
(s  2 1) in guisa, che in un punto opportiino fosse 

i due simboli lim'?,(x, + E ~ ) ,  limlrp,(x, - E,) avendo significato, laddove a < 
s = w  s=CQ 

r ,  < b, perche le due funzioni y = y(x), = +(x) sono continue e raggiungono 
I O  stesso valore tanto in a che in 6. 

Ogni linea y = 'g3(x) spezza in due parti semplicemente connesse l'area S, 
e due elenienti del complesso y = Irp(x) formano il contorno complet0 di una 
superficie connessa che appartiene ad S. 

11 punto limite h dell'aggregato [z, - E,, '?,(x, - E,)] tern~ina  insieme 
all'altro 1; di coordinate [x,, li~n'.g,~(x, f- E,)] un segment0 parallelo all'asse Y, 

s=m 

a1 quale l a  linea y = 'g3,(x) si avvicina con una sua parte indefinitamente 
1 

all'anniillarsi del quoto - . 
S -- 

Pel punto e dell'intervalio h + O 16 - O passa per dato soltanto una linea 
del gruppo y = 'g>(x), sia essa y = t (s). D ' d t r a  parte, ne1 tratticello z, - 
x, f la funzione y = t(x) pub ritenersi quasi costante, quando la grandezza 
sia a1)bast;inza piccola, perchè ciascuna linea della varietà y = y(x) i? per 
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ipotesi continua. Io potrei di consegiienza supporre l'intero s <I grande, po- 
niarno eguale ad s,, che l'insieme y = 'y , ,+ , (x)  incontri nei pressi del punto e 
l 'altro y = t ( x ) ,  qualunque sia l'intero u. Questo fxtto perb non avviene, 
iiscendo per dato una sola linea del17insieme proposto da  ciascun punto del- 
l 'area S. 

Essendo y = cp(x), = (~(2) due  f u ~ z x i o n i  del  gruppo f ( x ) ,  le q u a l i  for- 
wmao il contorno complet0 d i  un pezxo connesso S d i  piano, nzi propongo d i  
costruire un insierne y - A(%) a p p a ~ t e n e n t e  al l 'aggregato  f j x )  e tale,  che per 
c i a s c m  punto d i  S - O esca soltanto u ~ z a  f u w i o n e  ?,(x). 

Detto c d  (c  < d )  un segmeiito dell'asse Y eguale alla massima distanza 
delle due linee y = cp (x), = +(x) [+ ( x )  > cp (x), a < x < b] , indico con $ , ( y )  
una funzione sempre crescente ne1 medesimo, di cui il valore in d sia uno 
ed in c zero. 

Pertanto, la funzione 

soddisfa a tutte le condizioni volute per ogni valor particolare della quan- 
tità y nei limiti indicati, perchè crescente e continua ne1 tratto a b ,  mentre 
À (CI) = A ,  1 (b) = B, e la espressione 

è positiva, qualunque sia il valore della variabile x tra a e b. 
3. Sia ora A un7area piana limitata da  due tiatti  di retta pnrnlleli 

all'asse Y e da due linee sempre decrescenti insierne all'ordinata. Questa su- 
perficie vieiie incontrata ne1 suo contorno in soli due pu~it i  da ogni parallela 
ad ut10 degli assi coordinati uscente da  un punto del suo interno. 

Cib preniesso, ammetto il postulato: 
Esis tono t a n t i  s is temi  quan t i  s i  vogiiorzo, ciasczmo dei qul t l i  è f o twa to  

d a  u n a  ua~.ietà d i  linee ognoru decrescenti in y u i s a ,  che per o y n i  p n t o  de l lu  
sul~erficie ,4 ne esca zuza sol ta~zto  avente Z'est1.ento destro su1 h -a t to  w t t i -  
Iirzso del contorno CA pi$& vicino al l 'asse  Y ed i l  secondo su l  pi& Zontano. 

Una proposizione analoga lia lungo per un'area limitata da due seg- 
menti paralleli all'asse X e da due linee che ognora decrescono all7aumen- 
tare dell' ascissa. 

È tosto dimostrato il teorerna: 
L e  linee di ogn i  sistema d i  cu i  si fil p a m l a  n e i  dere postultrti prececi'etzti 

sot10 confi~îzie .in egnial m d o .  
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Ed invero, considerando il primo, se l'asserzione non fosse vera, esiste- 
rebbe un punto ri ne1 tratto a b ,  projezione dell'area data sull'asse ,Y tale, -- 
the ne1 segment~  x i  - cs xi + E, la oscillazione della linea y = y , ( ~ )  (s 2 1 )  
del gruppl:, contemplato fosse maggiore della grandezza opportuna a, supposto 
che l'elemento x, cada tra a e b. -- 

Se 1' ultima condizione non si verificasse, al tratto xi - E~ xi + ES an- -- 
drebbe sostituito uno dei due a u  + E, ,  b - ~ , b .  

Ammessu che il punto [x, - c S L ,  ysG(x, - E ~ < ) ]  tenda alla posizione 1~ di 

coordinate [x,, lim y,, (x, - E ,  )] , posso levare da1 gruppo (p,,(z) un altro S,(x) 
t =  xi 

per modo che l'elemento 

[XI + E s ,  $&I + '4 1, 
tendn pure ad una posizione limite k ,  quando I'iritero s cresce a dismisura. 
L a  linea della varietà contem~lata uscente da un ~ u n t o  fisso del tratto h - O 

L I 

k + O dovrebbe incontrare ogni elemento y = $J,,+,(x) da valore opportuno 
dell'intero s i ,  qualunque sin l'intero t. Questo fatto perb non si verifica, perchè 
ciascuna linea di un sistema non ne incontra per ipotesi un'altra dello stesso. 

Se 1' elemento xi cadesse iii b , al punto [ x , ,  liin +,(xi + 'EJ] andrebbe so- 
s=Qi 

stituito l'ente [O, +,(b)], e se in a ,  alla coppia di grandezze [ x i ,  lim+,(x,-'E,)] 
s=Ca 

l'iiltra [ a ,  $ , (a)] .  
Per  facilitare le ricerche che si faranno in appresso, torna opportuno 

I'aggiungere ai due postulati detti or ora i successivi, che li contengono corne 
casi particolari. 

1. Se  A è un 'area  a contorno ccmpleto ,  l a  qzrale viene incontrata in. 
soli  due pwnti  d a  ogni  paral le lu  ad  z ~ n o  d e y l i  a s s i  uscente d a  u n  suo punto  
in terno,  e se P ? un  punto  del la  prinza parte  d i  CA e Q urLa della t e r z a ,  
ai pub deternzinare u n n  cor~ i spondenea  tinivoca t r a  le due  curve &P e Q P  
per modo ,  che due pun t i  c o r ~ i s p o n d e n t i  possono conside~*arsi  colne i termirhi 
di u n u  l inea sengpre decl-escente. Se  poi  i l  pzc~zto ' s i  si amoz!e d a  Q a Y ,  il 
szio col-rispondente ' s ,  v a  d a  Q a Y senzpre scostandosi dall'elenzento Q. 

Il riscontro indicato pu6 furs i  in  quante  waniere  s i  vuole. 
Suppongo altl-esi clze le cose dette regguno se a l  p u n f o  P od al l 'a l tro  & 

od anche a ciascuno dei due s i  sostitziisca un tl-atto de2 corriorno, clle indi-  
chel-b a n c o m  cofi P e con &, posto tu t to  ne l ln  cz iwa Cd) o nell 'nltr 'a Cd' 
pcr ordifze. 
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I I .  Anzmetto poi che esistano in ,4 tunti  s is femi d i  linee quanti s i  uo- 
gliono senipre decrescenti e tal i ,  che per ogwi p n t o  della superficie data esca 
ernu linea soltanto d i  ciascun sistema, la quale abbia i suoi termini in punti 
corrispondenti degli  archi QP e &P. L a  corrispondenxa è quella d i  cui è 
cenno ne2 postulato I. 

Ciascuna linea d i  ogni varietà considerata a sè sia continua (*). 
Quanto al postulato 1 è degno di nota che la  differenza delle ordinate -.. - -- 

di due punti corrispondenti ' s ,  ed ' s ,  posti sugli a r c t i  Q P - q e Q P - q' 

non è mai minore d i  una s t e m  quantità assegnabile, la quale si annulla 

con v .  Con la  notazione QP- q indico l'arco &P, qunndo si trascuri un 
pezzo non maggiore di rl a d  ognuno dei suoi estremi, laddove Q1' - q' è il 
tratto corrjspondente sopra Q P. 

Ed invero, se cib non si verificasse, potrei assegnare un valore 's', a d  ' s ,  
in guisa, che nelle sue estreme vicinanzo cadano pur sempre dei valori di ' s ,  
dottiti di un'ordinata diversa tanto poco quanto si vuole d a  quella dei punti 
corrispondenti 's,. M a ,  l'ordinata del punto ' s ' ,  supera quella dell'altro 's',, 
che gli fa riscoritro sopra Q P di una quantità cr + E (G > 0 ,  E > O). Gli ele- 

nient,i vicinissimi ad  ' s ' ,  sopra &P- q hanno dunque un'ordinata che è più 
grande di quella dei corrispondenti sull'altro (?Y- q' di una grandezm, clic! 
pub ritenersi non inferiore a G, l a  qua1 cosa si verifica perchè la quantità 's, 

è una funzione continua dell'altra ' s i ,  che gli fa r iscmtro sopra &P- q .  

U n a  proprietà arialoga h a  luogo rispetto alle ascisse di due punti che si 

corrispondono sopra gli archi Q~ - ? e Q P - q'. 

1 due ultimi postulati reggono anche se il contorno CA non è completo. 
E superfluo poi l'osservare che gli eleinenti P e Q sono sernpre separati l 'uno 
dall' altro. 

1. Ogni  varieth d i  iinee R ,  d i  clci è parola net postulnto II  del 5 3 
del numero prececlente, è continzia in maniera eguale. 

E d  invero, se cib non si verificasse, io potrei torre dalla medesima un 
insieme y = l,(x) disegualmente continuo. Da1 gruppo y = 1,ix) si potrebbe 

CE) Ne1 Vol. XXII (Jrr. II) dei Rendiconti del R. Istituto 1,ombardo di scienze, lettere 
ed ar t i ,  espongo delle considerazicmi che rendono di particolare evidenza questi postulati. 
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poi levare un altro y =p,(x) (r 2 1) in guisa, che gli estremi dell'elemento 
y == p,(x) tendano a. due punti corrispondenti m ed 92 del contorno Cl1, op- 
pure ai terinini del tratto P o Q, che dirb ancora rn ed n. 

Ne1 caso di P =  O i punti rn ed n non coincidono al certo con l'ele- 
mento P. Infatti, pel postulato 1 la grandezza 's, è una funzione continua 
dell'arco 's,, perche essa cresce sempre insieine all'altra 's, e raggiunge un 
valore qualsivoglia compreso tra i valori limite O e QI', essendo QP la di- 
stanza tra l'elemento Q e I'altro P contata in guisa da lasciare alla sinistra 
l 'area A ,  mentre, corne è noto, una espressione sempre crescente in un in- 
tervallo e non continua non raggiunge o g ~ i  valore intermedio alle grandezze 
estreme. Adunque, se un punto è oltre ogni dire vicino al punto Y sopra Q-P, 
altrettanto si verifica del suo corrispondente; e poichè le linee di cui è parola 
ne1 postulato II  sono tutte decrescenti, rie consegue che nelle vicinanze del 
punto P esse sono egualmente continue, laddove il gruppo y = p,(x) (r 3 1) 
non ha per ipotesi questa proprietà. In modo analogo si ragioni rispetto a1 
purito Q. 

Cib posto, chiamo y = p(z) la  linea che ha i suoi estremi nei punti 9n 
ed n e fa parte dell'insieme di elementi, di cui è cerino ne1 postulato II, e 
al caso il tratto P O Q. Ammesso che y =pl,(x) sia un gruppo tolto dal- 
I'altro y =p,(xj  (r s 1) e sempre sovrapposto O sottoposto alla linea y =p(x) ,  
Io modifico in guisa, che ogni sua linea abbia per projezione completa il 
tratto mini ( t n , < n , ) ,  essendo ml ed ni per ordine le imagini dei punti I r a  

ed n sull'asse X. Dall 'aggreg~to y - ,.(x) si potrà poi levare 1' insieme 
y = K, . (x )  (r ? 1) per modo, che una  parte del medesimo si accosti indefi- 

nitamente all'annullarsi del quoto ' ad  un segment0 di retta 1 parallelo al- 
r 

I'asse Y, che si projetta rie1 punto xi della retta 

11 tratto 1 cade per intero nell' area E limitata dalla linea y = p(x) dall'altra 
y =p t i (x )  modificata e da due tratti paralleli all'asse Y, chè, in caso di- 
Yerso, il sistema y - K,(x) non apparterrebbe completamente alla superficie A ,  
coritro il supposto. La linea del gruppo R,  la quale esce da1 punto medio 
del segment0 1 dovrebbe incontrare ogni ente dell'aggregato y = K,(x) d a  
valore opportun0 dell'intero r ,  la qua1 cosa non pub verificarsi, perchè due 
linee della varietà R non hanno per dato alcun punto comuue. 

Se y = 24(2), = til.(x) (1- 2 1) sono dzte Ehee t7el sistema R, di crri lu 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



le qual i  crescono O decrercono se,)~apre nvl verso positivo ecc. 323 

prima è fissct, Zaddove un estrento della seconda converge nlZ'omologo del- 
Z'altra , l'elemento y = zi,(x) tende uniformemen te all 'altro y = u(x). 

E d  inrero, detti q, e q gli estremi sinistri delle linee y = u , ( x ) ,  -= ~ ( x )  
e y',, y' i destri ordinatamente, ammetto che il punto q, converga all'altro q 
sempre accostandosi ad esso e standogli sempre da una stessa parte, nella 
quale ipotesi la  stessa cosa avverrh degli altri due termini. L e  projezioni m n  
ed m,n, delle linee 

y=?+) ,  =%(x), 

sono qiiindi quasi coincidenti da valore opportuno dell'intero r. Divido ora 
il tratto mn in parti eguali per modo, che la oscillazione dell'elemento y-- u(x) 
in ciascuna di esse sia piccola quanto si vuole. Tutte le normali alla retta y ==O 
nei punti di divisiorie del17 intervullo nzn incontrano anche la'linea y = u,.,+~(x) 
(t z 01, qualunque sin l'intero t ,  purchè i l  numero r ,  sia scelto in maniera 
adatta, in quanto ogni linea del sistenia R è decrescente. Si pub anche sup- 
porre ahe le ordinate delle linee y = zc(x), = u,,+,(x) (t tr O), corrispondenti 
ad uno stesso punto di partizione del tratto m n ,  sieno quasi eguali. Poichè, 
se cib non avvenissc, lungo una delle normali or ora condotte almeno l'ente 
y = ur(x) non convergerebbe all' altro y = u(x) all' indefinito diminuire del 

1 quoto -, ma tenderebbe ad un punto k diverso da1 corrispondente h sull'e- 
3- 

lemento y = u (x), essendo la linea 

sempre sovrapposta O sottoposta all'altra y = u,.,+,(z) ( t  < s) per dato. Da un 
punto interno del tratto rettilineo k h non uscirebbe quindi, corne tosto si av- 
verte, nessuna linea del sistema R,  la qua1 cosa contrasta con l'ipotesi. Di 
conseguenza, rammentando che le linee del gruppo R sono tutte decrescenti, 
si vede tosto che la linea y == u,(x) converge in egual maniera all'altra 
y == u(z), mentre l'intero r cresce oltro ogni dire. 

I n  luogo di riferirsi all'asse X, si avrehbe potuto projettare ogni cosa 
sull' altro asse. 

Laonde, se conduco da un punto interno e dell'elemento y = u(x) due 
parallele agli assi coordinati e ne1 loro verso, incontro nelle sue immediate 
vicirianze degli enti che fanno parte del gruppo R e gli sono sovrapposti. 

2. Giovaiidoci di qaanto è detto ne1 5 3 del precedente nurnero non- 
chè ne1 § 1 di questo, possiamo costruire una funzione crescente secondo il 
verso positivo di amendut? gli assi nell'area A ,  la  quale consegua dei valori 
continu; dati ad arbitrio, per qztnnto è possibile, lungo la curva CA.  
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Süpposto prima che la funzione f ( s )  dei punti del contorno CA non rag- 
giunga più di due volte uno stesso valore, gli elernenti degli nrchi &P e Q Pl 
nei quali f ( ' s , )  - f('s,) = 0 ,  devono soddisfare alle condizioni dette ne1 po- 
s t u l a t ~  1. Rammentando poi il successive, si attribuisca alla funzione da co- 
struirsi in &ascuna linea decrescente del sistema considerato i valori che deve 
raggiungere ai suoi termini e si otterrh una furizione f ,(x,  y) sempre crc- 
scente ne1 verso positivo di ciascun asse, la quale consegue i ralori assegnati 
lungo C g ,  corne tosto si avverte, quando si ponga inente alla seconda pro- 
posizione del paragrafo prccedente. 

D a  questa costruzione risulta mnnifesto il teorema: 
Esis te  un w u m e m  illinzitato d i  f u n z i o n i  f,(:c, y )  c?.escenti secondo il 

verso positivo d i  amendue g l i  ass i  coordinati nel l 'area A ,  ciascuna delle 
qual i  ussume g l i  stessi  2;alori f ( s )  d a t i  ad urhi tr io ,  per quanto è possibile, 
lungo CA,  Zaddove la  f ( s )  1.aggiunge a l  nzussirno due volte u n o  stesso valore 
nella czrrva C A .  

Due funzioni p ( x ,  y) e y(%, y) della speoie indicata possono essere di- 
verse l'una dall'altra in ciascun punto della superficie A - 0. 

E perchè cib si veri6chi basta supporre che due linee qualsivoglia 
p(x ,  y) = C, q ( x ,  y) = CI le quali hanno gli stessi estremi, non abbiano 
alcun punto comune nell'interno del loro corso. 

Questa asserzione risulta chiarita da1 postulato che giova aggiungere ai 
precedenti. 

IIT. F r a  i sisterni, d e i  qual i  è p a ~ o l a  ne1 postuluto 11, esistono quant i  
s i  vogli0110 tu l i ,  clze due linee qulrlunque contermini di due dei  medesimi Jl 
ed N non abbiano alcun punto colnune entro i l  loro corso, laddove ogni  l inen 
d i  una d i  queste varietà è s e q w e  sovrapposta al la  cowispo~zde~l te  dell'crltra, 
to l t i ,  ben s i  intende, g l i  estrenzi. 

Laonde l a s  proposizione: 
Esistono tante funxioni f , ( x ,  p), quante s i  vogliono, le qual i  non assumono 

10 stesso va love  in zmo stesso punto dell 'area A - O e coincidmzo lungo Cg. 
Se  poi considero due linee contermini qualunque a e b appartenenti a 

due delle funzioni, di cui è parola nell'ultiino teorema, l'elemento a è sempre 
sottoposto nell'interno del suo corso all'altra b oppure sempre sovrapposto. 
Ne1 primo caso la  funzione cui compete la linea a ha in ogni punto della 
superfic,ie A -  O un valore più grande di quel10 dell'nltra, ne1 secondo av- 
viene l'opposto. 

Ad illustrare l'ultima proposizione vnlga il seguente esempio. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



le guuli crescorzo o dewesrono se lqre  ne1 verso positivo erc. 325 

Indico con p , (x ,  y) e q,(x, y )  [q,(x, y) h p , ( x ,  y)] due funzioni che 
non si incontrano in A - O e con c d  (c<d) un segmeiito eguale alla mas- 
sirna distanza delle medesirrie contata parallelamente all'asse Z, la quale 
viene manifestaniente raggiunta. Se il sinîbolo +, (u) rappresenta unn, funzione 
senipre crescente ne1 tratto cd in guisa, che sia + , ( c )  = 0, +,(cl) = 1, In dif- 
ferenza 1 - +,(u) è ognora positiva e decrescente nell'iiltervallo indicato, 
eguale ad uno in c ed 2110 zero in d. 

Pertanto, la espressione 

rappresenta una varietà d i  funzioni sempre crescenti ne1 verso positivo di cia- 
scuno degli assi e tali, che due delle medesime non si incontrano in A - O ,  
e coincidono lungo la curva (2,. 1 due ultimi fatti hanno luopo perché I n  
differenza 

[ + l ( u ' > - S ~ ( u ) I [ ~ l ( x i ~ ) - ~ l ( x , ~ ) l  ( u 1 > 2 4 ) 7  

è più grande di zero entro A e nulla nell'elemento CA. Per  ogni piinto del10 
spazio limitato delle due superficie x = p , ( x ,  y), = q,(x, y) esce una fun- 
zione soltanto della farniglia x = A(x, y).  

3. 11 numero delle funzioni, le qztali coincidono in uno O pi& pzmti 
entra -4, È senza limite. Questi elerne~zti possorzo esselx disposti in svariate 
guise (*). 

Alcuni eseinpi chiariscano questa asserzione. 
Sia ,4 un'area a contorno c-onipleto, In ed lz due punti entro la mede- 

sima, di çiii il secondo cade ne1 primo qiiadrante del primo, mentre gli ele- 
menti P ed nt hanno delle ordinate niriggiori di n e di Q rispettivamente. 
Dico poi B un'area sita in A -  O ,  il contorno della quale sia formato da 
due rami semplici crescenti che congiungono i punti m ed 1 1 ,  e tiro le linec 
y = c ,  = d (c < d )  uscenti dai medesimi. L e  rette y = c ,  = d incontrino il 

contorno CA nei punti C, e C, del tratto ~7'- O e negli elementi D, e O, 
clell'altro &Y - O. Ora, è manifesto d ie  ati un intervallo opportun0 

j*) Le funzioni f i ( ~ ,  3), delle qiiali si f i i  p ~ r o l a  in qiiesto paragrafo e nei successivi 
del presente numero, non raggiungono piii di due volte uno stesso valore lungo la cnrva CA, 
nella 'quale coincidono. 

Annali d i  illnte~.rccticn, tomo SIS. 43 
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326 Asco l i :  SuZle funzioni a due variabili rea l i ,  

- -- 
sopra Q P corrisponde il s e g m e n t ~  D,  - v', 13, - v', (a', > O ,  ? p z  > O) del- 
l'arco OP, purchè si ritenga corne positiva la direzione della linea %, chc 
lascia alla sinistra 17area A ,  e, giovandnci del postulato 1, si s is  già fissato 
il riscontro fra i punti delle curve QP e &P. 

Determino ora una corrispondenza univoca tra gli elementi dell'arco -- 
C, - q 2  Ci - Ï], e la parte sinistra del contorno Cg pei' modo, che due punti 
coi-risponde~iti possano considerarsi corne termini di ilna linea sernpre decre- 
scente al crescere della ascissa. Questn riscontro viene fatto in guisa, che se 
ne possa determinare uno analogo tra i punti dell'altra parte di CR e del - - 

tratto DI - q I  D, - q',,  laildove per quattro punti corrispondenti per ordine 
-- 

sopra C, - q2 CI - a , ,  sulla parte sinistra e destra della linea CB ed infine --- 
sopra il s egment~  Di - v ' ,  D, - v', passa una linea senipre decrescente al- 
l'aumentare della ascissa, e quindi quarite si vogliono. L i t  corrispondenza fra 
i quattro punti dipenda da quella determinata sopra le curve &P e &P. 

Fisso ora sopra (=, i valori che la f,(x, y) deve raggiungere nei punti 
corrispondenti del contorno CA e costruisco in B una funzione l(x, y) sempre 
crescente secondo il veiiso positivo di amendue gli assi, la  quale raggiunga 
lungo Cg questi valori. Traccio quindi una linea sempre decrescente in A ,  -- 
la quale esca dai punti (71 - v ? ,  n  , D, - q 2 ed uns  analoga rispetto agli ele- -- 
rnenti CI - q i 7  tn, D, - v ' ~ .  Iti ta1 guisa la superficie data risulta divisa in 
cinque parti,  che sono le aree r n s P p ,  nrytrn, t & $ u m ,  snmua e l'ele- 

Giovandomi dei valori fissati lungü la linea C-* e eB io posso costruire 
in  A - B una funzione p ( 2 ,  y) senlpre cresaente ed eguale ai medesimi ne1 
contorno CA-,, quando si considerino suc:cessivamente le aree 1, 2 ,  3 ,  4 

-- 

e si attribuisca* alla p (x, y) lungo le linee C, - v i  m D, - q', = t m u ,  
C: - V, rz D, - ?', = 1*ns i valori già assegnati 3n t ed r ordinatamente. 

L7ins iene  delle fiinzioni l(x, y) e p ( x ,  y) forma una sola funzione nella 
superficie 8, la quale cresce secondo l a  direiione positiva di amendue gli 
asai e raggiunge dei valori fissati lungo Cd. Pei postulati I I  e III avverto 
poi di leggieri cbe posso formare nell'area H tante funzioni quante voglio, 

(*) Il Lettore e ptegato a farsi la figura. 
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le quali sono t ra  loro del tutto distinte, fatta astrazione della linea C, in cui 
coincidoiîo, e del tutto analoghe alla l ( x ,  y). Se tengo poi fisso l'ente p ( x ,  y) 
110 il teorema: 

Esistono tante fu~zxioni f , (x ,  y )  quante si vogliono, le quali coinciclo?~~ 
soltuj~to in ogni punfo dell'arca A - ( B  - 0). 

Se, rammentando i postulati 1, II ,  I I I ,  considero due varieth di linee 
ognora decrescenti al  crescere cl,ell'as&sa in A ,  ciascuna delle quali con- 
giunge gli stessi punti sopra QP e Q P ed ha a comune con I'altro so7tanto 
un numero limitato di linee, do origine a due funzioni p ( x ,  y) e q (x ,  y) 
t d i ,  che sia p ( x ,  y) - q (x, y) = O solamen2e lurigo CA ed in un numero as- 
segnabile di cornplessi della forma p ( x ,  9) = oost. 

A questi pochi esempi torna opportun0 l'aggiungere l a  proposizione: 
Se p ( x ,  y) e q ( x ,  y) sono due funzioni sempre crescenti i n  A e se lungo 

CA p ( x ,  y1 = y (x , y ) ,  nzentre si possono determinare due punti i n  A - 0 ,  
in  uno dei quali essu cliffevenxa è positiua e nell'altvo negativu, gli elejjzenti 
della supe@cie A,  Zn cui 

pcx, 9) - q ( x ,  y ) = = O ,  

meamno la connessione dell'area duta. 
L 

Infatti, io non posso congiungere i due punti, di cui è parola ne1 teo- 
rema,  rnediante una curva lungo la  quale la differenza p (z, y )  - g (x, 74) 
non si annulla. 

4. L a  z;nrie:elà delle fuwioni f, (x, y )  non é continua i n  nzaniera mi- 
forme. 

Traccio nell'interno dell'area A un ramo semplice infinitesirno crescente 
di lunghezza ns(s  5 1) in guisa, che l'eleniento va+, faccia parte del mede- 

simo. Imagino quindi fissato sull'arco &P- 0 un  tratto ë del tiitto entro il 
secondo quadrante del punto f !  cui converge il ramo z, al17annullarsi del 

1 
quoto - e sulla curva QP - O I'arco e clie sia per intero riell'interno del 

S 

quarto quadrante rispetto ad  f ,  alle quali condizioni si pub sempre soddisfare. 
Cib preinesso, determino, giovandomi del pnstulato 1 ,  una corrispondenza 

univoca tra gli arohi Q P e $7 in guisa, che al tratto e faccia riscontro 
I'altro e, ed  una analoga tra  gli elementi e ed ?,(s 2 1). Pormo quindi la  
funzione 'f,(x, y ) ( s s  1) sempre crescente secondo il verso positivo di amendue 

- 
gli assi per mezzo della corrispondenza già fissata lungo gli arclii QP, lJ 1' 
ed %, per modo, che sia lungo CA1f,+,(r,  y) - ' f s ( x ,  y) = O, e d o  origine 
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in ta1 guisa ad un gruppo d i  funzioni, il quale è contiriuo in maniera disu- 
guale. Questo fatto si verifica perchè la oscillazione delle f , ( x ,  y) non si 

1 
annulla con - in un quadrato infinitesimo, di cui i lati sono paralleli agli 

S 

assi e che contiene ne1 suo iriterno l'insieme V,(S 2 1). 
Un grtypo d i  funxioni p(x, y) scelto dall'ultro f , ( z ,  y) per modo, d e  

due qualsivoyliu non esrano da uno stesso punto rispetto a d  .4 - O è in egual 
nsaniera continua, quando fornzi 10 spaxio conzplelo racchiuso da due fun- 
xioni l ( z ,  y) ed m(z ,  y) della varieth f , (x ,  y). 

E d  inveru, se cib non si verificasse, divisa I'area data in più parti me- 
diante una rete di segmenti paralleli ad amendue gli assi, avverrebbe che 
in una di p e s t e ,  c,, ad esempio, il gruppo dato non sarehbe uniformemente 
continuo. Con la parte c, si proceda corne con la superficie A e cos1 di se- 
guito, e si tenderb ad un punto a ,  laddove limc, = a. L'eleinento c, è un 

8-00  

rettangolo di cui i lati sono paralleli agli assi, che cade in A - O ,  la qua1 
cosa lia luogo, perchè si pub segnare entio l'area data una linea D analoga 
all'altra e sufficientemente vicina a quest'ultima in guisa, che in ciascun 
punto della parte di A limitata dai due elernenti D e C A ,  le funzioni l (x ,  y)  
ed nz(x, y )  abbiano una differeiîza piccola quanto si mole. 

È rnanifesto che tanto il limite superioie rhe  l'inferiore della cp(x, y) 
viene r ~ g g i u n t o  una sol volta in es, il primo ne1 vertice più discosto dnll'o- 
rigine, ne1 più vicino il secondo. 

Cib premesso, io posso assegnare un aggregato di funzioni 

appartenente all'altro ?(x,  y) per modo, che la oscillazione della q,(x, y) non 
sia i~iferiore alla grandezza opportuna o ne1 quadrato c,(s 2 1). Sia (x,, y,$) 
i l  punto della superficie c, che è il più vicino d 'o r ig ine  ed (&, Y,) il più 
discosto. Dall'insieme p ( x ,  y) si pub levare l'altro ySu(x, y )  in guisa, che 

la quantità rpsu(xsu, y,,,) tenda ad un valoïe al crescere indefinito dell'intero u ,  

laddore la stessa cosa ha luogo dell'altra ySU(XSU7 Ys,). 

Chiamo h la posizione limite del punto [zsu7 y,*, ysU(xSU, yS1()] e k quella 
1 

dell' altro [.Xsu, Ysu, ysIL (AS, , YSzL)] all' annullarsi del quoto - - Ne consegue 
M 

che la funzione p,,(x, y) si accosta oltre ogni dire con una sua parte al 
seçmento k k  parallelo all'asse 2, meritre la grandezia u cresce a dismisura. 
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Detto e un punto interno al tratto h k ,  faccio passare pel medesirno la sola 
funzione '?(x, y) del gruppo proposto c,he per dato 10 contiene, la quale è 
quasi costante in un ciascun punto di un'area opportuna del piano z = 0 
racchiudente l a  projezione del punto e. Da valore opportune dell'intero u 
ciascuna funzione yru+,(x, y )  ( t  A O )  incontrerebbe di conseguenza l'altra 

'?(x, y )  vicino al punto e ,  l a  qua1 cosct contrastando con l'ipotesi l'asserto 
è dimostrato. 

Se  ~ ( x ,  y )  è 21n insielne che appartiene all'altro f ,  ( z ,  y )  ed è dissgual- 
mente continua, esiste i n  A almeno un punto a rzelle estr-elne vicinanze del 
quale ogni funxione del gruppo y(x, y )  non è quasi costante. 

Questa proposizione è una conseguenza della ricerca precedente, quando 
si osservi perb che il punto di discontinuità pub cadere anche siil contorno CA.  

I l  nutnero dei ptinti a ,  d i  cui s i  fu purola nelPultimo teorema, p o t h  
essem Eitnitato od illimitato, e ncll 'uttima ipotrsi essi potranno esser disposti 
i n  svariafe guise. 

Amrnesso prima. che esista un solo punto a nell'interno della super- 
ficie A ,  costruisco un quadrato infinitesimo d,(s 1- 1) sempre decrescente, che 
abbia in esso il suo centro e di cui i lati sieno paralleli agli assi. 

È chiaro che la espreçsione ms(x, y )  è continua in egual maniera in A - d,  , 
ed ammette di conseguenza almerio una fiinzione limite l , ( x ,  y) nella mede- 
sima per modo, che sia limcp,,(x, y) = Z,(x, y ) ,  quando il simbolo p ( x ,  y) 

w= m 

abbia il significato attribuitogli or ora. Se poi facciamo pr,(x, y) = fU'(x, y), 
si poti-à torre da1 gruppo f:"(x, y) l'altro fi '(x, y) (u % 1) in guisa, clle si 
abbia 

lim f';?)(x, y )  = 1,(x, y), 
u=CO 

nell'elemento A - d 2 ,  e cosi di seguito indefinitamente. Nelle superfici A - d, ,  
A - d,, A - d ,,... abbiamo per ordine 

In ta1 guisa si è fatto nascere una funzione L ( z ,  y) nell'area A ,  la  
quale è ownque definita, fatta astrazione da1 punto a. Il valore assunto ne]- 
l'elemento c diverso da a e sito nella superficie A-O dalla espressione L(3, !/) 
è quel10 della fiinziorie l,+,(x, y) (t m O ) ,  quando l'inter0 s sia scelto in 
guisn, che l'elerriento c cada nell'area A -  cls. 
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Se (x, y,) sono le coordinate del punto c ,  avremo 

purchè la grandezza positiva YI non ecceda un limite opportuno. 
Nell'etemento a la funxiolze L ( x ,  y )  è discontinua, nè in maniera da 

potersi rendere continua aitribuendole in  esso urz valore conveniente. 
E d  invero, se la espressione L ( x ,  y) avesse un'oscillazione nulla in a ,  

io potrei determinare un quadrato d di centro a avente i lati paralleli agli 
assi e ne1 quale la L ( x ,  y )  sarehbe quasi costante. D'altra parte, la espres- 
sione fU'(x, y )  (v 2 1) ha un'oscillazione maggiore di iina grandezza assegna- 
bile ed opportuna ri(> O) in d da valore conveniente dell'intero v ,  qualun- 
que sia il numero s. In altri termini, la  differenza dei valori della espressione 
f!'(x, y) nei due vertici di d, il più Iontano "ed il più v icho all'origine, è 
più grande della quantità G ,  quando I'intero v ecceda un certo limite. La 
oscillazione della funzione limite L(x ,  y) non è di conseguenza minore di G 

ne1 quadrato d. 
Percorro il perimetro del quadrato d,(s t 1) partendo da1 punto a, che 

si accosta all'origine delle coordinate più di ogni altro suo elemento. L a  fun- 
zione I , (x ,  y) raggiunge ne1 punto a, un valore A' , ,  di cui il limite sia A' 

1 all'annullarsi del quoto -, e nel 'punto b,, che maggiorniente dista dall'ori- 
S 

gine, il valore B',, laddove si ha  

lim Il', = B', essendo ,4' - Br > 0. 
8=W 

Ciascuna delle grandezze A', e B', ha  un limite soltanto pel modo di 
comportarsi della funzione L ( x ,  y) nell'area A. Ne consegue che, se vado 
dall'elemento a, all'altro b, lungo C;,, otterrb una successione di valori mai 

decrescenti della funzione l , ( x ,  y), la quale varia da un valore molto vicino 
ad A' ad un altro vicinissimo a Br, e l'approssimazione sarà tanto maggiore, 
quanto pih grande è l'inter0 S. È poi superflu0 l'osservare clie posso recarrni 
lungo Cd, da1 p n t o  a, all'altro b, seguendo due cammini. 

Siippongo adesso che il punto a c,ada sopra il contorno CA e ,  per fissare 
le idee, precisarnente neIl'inter?zo della prima parte Ca', la quale di conse- 
guenza non è nulla. In  tale ipotesi è facile vedere che, se costruisco nella 
superficie A un quadrato infinitesimo d,(s 2 1), di cui i lati sono paralleli 
agli assi e che abbia un vertice in a ,  la  qua1 cosa è sempre possibile, la 
oscillazione della ?,(x, y) ne1 medesirno non si nnnnlla con S.-'. 
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le qzuili wescono O decrescono senlpre nel verso positivo ecc. 331 

Infatti, se l'asserto non fosse vero, la funzione y,(x, y) (s 1) sarebbe 
quasi costante ne1 triangolo non di necessith niistilineo b d  f ,  essendo d b  e d f 
dei tratti paralleli per ordine a all'asse Y ed X, e bcl f  una parte della 
curva CI:', che contiene ne1 suo interno il punto a ,  come assai facilmente si 
avverte. Questo fatto perb non pub avverarsi, l'asserto è dunque vero. 

Si ragiona jn modo analogo se il punto a ,  pur cadendo sulla curva CA, 
fosse ~lell'interno di una delle linee Cd', Cz' ,  Ci'. Il quadrato perb non potrà 
costruirsi quando 1' eleiilento a cade, a mo' d'esempio, in a ,  laddove a = 0. 
Se tolgo perb in questo caso dall'area A una parte infinitesima t,(s 2 1, 
t, > t,+J insieme al suo contorno, la quale contenga in quest'ultimo un pezzo 
di C, avente ne1 suo interno il punto a ,  potrb, giovandomi di ragionamenti 
analoghi a quelli fatti or ora, dar origine ad una funzione ovunqiie continua 
in A ,  tolto il punto u. 

5. Mi propongo ora di costruire una varietà di funzioni dotate di un 
numero illimitato di punti a djsposti lungo una curva tracciata in A - 0. 

Fissati i valori che devono venir raggiunti dalla espressione da  costruirsi 
Iungo C.;, considero nella superficie A - O un ranio sempre crescente Z,, che 
s a  da1 punto In. all'altro n. Faccio quindi corrispondere l'arco 1, ad un tratto 

m,,n, della parte &P- O di CA, che abbia il suo termine superiore più di- 
scosto dall'asse X che non I'omonimo dell'elemento l , ,  laddove la stessa cosa 
si verifica rispetto agli estrerni inferiori. L a  corrispondenza viene fatta in ma- 
niera, che due elementi in 1, ed m i n l ,  che si fanno riscontro, possano con- 
sidernrsi come i termini di una linea sempre decrescente all'aumentare del- 
I'ascissa. Ripeto poi l a  stessa cosa col17intervallo nz,n, della parte Q P del 
contorno nell'ipotesi che i suoi estremi sieno più vjcini all'asse X che 
non gli omonimi dell'insieme 1,. I l  riscontro viene fatto in guisa, che a due 
punti corrispondenti h ,  k sopra gli archi m, n, ed nt, n, si riferisca 10 stesso 
elemento t sopra 1,. Adunque, tre punti h l  t e k: possono considerarsi corne 
appartenenti ad una stessa linea sempre decrescente di un s i s t ~ m a  Pi di enti 
che diminuiscono ognora all' aurnentare del17 ascissa, laddove due dei mede- 
simi non si incontrano. Il luogo degli elementi della varietà P, sia poi un'area 
R limitata dai tratti In,n, ,  m,n, e da due linee che decrescono ognora e 
passano pei punti n , ,  n ,  n2; m l ,  m l  m9 per ordirie. 

Cib premesso, traccio alla destra di Z, una curva m n  (*), la quale cresca 
sempre e congiimga il punto m all'altro n incontrando una sol8 voltn ogni 
. 

(*) Il Lettorc abbia la compiacenza di farsi la figura. 
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333 A s c o  1 i: Sulle futzxioni a due uariabili w c l l i ,  

linea del gruppo Pl, il che si ammette colne possibile, laddove essa deter- 
mina insieme ad E l  una parte di A ,  che dirb C. Sia poi l,(t 2 2) un aroo 
dotato delle stesse proprietk del precedente Inn sito in C e tale, che si abbin 
lim 1, = mn. L' insieme t ,  cada alla sinistra della curva mn e la linea I,+, ( 1  2 2) 
t =2 

alla destra dell'altra l,, ben si intende fatta astrazione dai punti m ed n. 
Dico poi (a), la  corrispondenza univoca che nasce tra gli enti 1,(t ': 1) me- 
diante il sistema Pl nella fatta ipotesi, che ogni elemento di quest'ultimo in- 
contri una sola volta ciascuna linea l,(t & 1). 

Costruisco quindi nell'interno dell'area B un'nltra successione di linee 
sempre decrescenti QI in guisa, che per ogni suo punto ne esca una soltanto, 
la quale congiunga due punti corrispondenti degli archi min,  ed m,n,. Ogni 
elemento del gruppo &, cada sopra quel10 della varieth Pl, che ha gli stessi 
estremi, tolti questi ultimi. Dico poi ( b ) ,  il riscontro univoco che nasce me- 
diante l'aggregato &, sulle due linee lt ed rnn, supposto che ogni elemento 
di quest'ultimo incontri una sola volta ciascuna linea I,(t 2 1), nonchè la 
curva mn. 

Formo ora nella parte di A che sovmsta all'area B una funzione rf,(x, y) 
sempre crescente, la quale raggiunga i valori dati lungo CA, e procedo in 
maniera analoga ne1 pezzo di A che sta sotto all'elementu B formando l a  
cp,(x, y). Costruisco poi altre due fonzioni vt(x, 9) ( t  1) ed u(x, y) ognorn 
crescenti, di cui la prima diperida dai punti della parte Ct di B7 che sta alla 
sinistra della linea lt,  e nasca mercè quella parte del sistema QI ,  che appar- 
tiene alla superficie Ct(t 2 l ) ,  laddove l'altra si riferisca ai punti del pezzo 
di B clie sta alla destra della linea m n  e debba la sua origine al gruppo P,. 
Formo per ultimo nell'area Cc,) ( t  2 1) limitata dalle linee 2, ed m n  una 
funzione ht (x ,  y) (t r- 1) ognora crescente mediante un sistema di linee, che 
varino dai punti sopra 1, determinati da1 riscontro (A), ai corrispondenti sopra 
9nn bttenuti mediante l'altro ( u ) ~ .  Sono corrispondenti quei punti che nascono 
mediante due linee dei gruppi Y, e &, dotate degli stessi estremi. 

L'insierrie delle cinque funzioni 

dA origine ad  una sola funzione ( t ) f ( x ,  y) ognora crescente nell'area A ,  la  
qunle raggiunge i valori assegnati lungo C A .  

E poi rnanifesto che la varietà lim(t)f(z, y) = L ( x ,  y )  è egualme&e con- 
t=m -- 

tinua nell'area A ,  tolta la linea m + O n - O, e tale, che si' ha 
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q u a n d ~  la  grandezza positiva q non ecceda un limite o p p o r t u n ~  ed il punto - --- 
(x , ,  y,) non cada sull'elemento ?)z + O ?z - O ,  ne1 quale la  funzione L ( x ,  y) 
non è definita. 

6. Essendo di nuovo A un7area il cui contorno C-* viene incontrato 
in soli due punti dn una retta qualsivoglia parallela ad uno degli assi et1 
iiscente da  un suo punto interno, mi propongo di costruire unn funzione sempre 
crescente in  ,4, la  quale vari ognora con I'arco s lungo Cli, nè abbia infi- 
iiiti massimi e minimi lungo il contorno. 

In questo caso giova il metodo seguente. 
Traccio per ciasciino dei terniini dei seginenti cc, P ,  7, d una parallela 

al17asse X ed aggiungo quindi a queste rette un numero assegnabile, del resto 
arbitrario, di altre parallele a110 stesso nsse in guisa, che ognuna tagli la 
curva CA.  Mercè queste rette la, superficie A risulta divisa in un numero li- 
mitato ni di a r ee ,  che per ordine dicv B,,  B ,,..., B, (VI lt 1) da1 basso 
nll'alto, ciascuna delle quali viene incontrata in soli due punti da una pa- 
ralleln ad  uno degli assi per un suo punto interno. 

Cib premesso, io posso costruire nella superficie B, unn funzione sempre 
crescenie, la quale non raggiunga più di due volte uno stesso valore lungo Cl:, . 
Analogamente faccio in B,, rammentando che lungo il tratto che separa Bi 
da  B, la  funzione dei punti di U, deve assumere dei valori gili fissati. Pro- 
cedendo n e l h  guisa indicata si risolve il problema proposto. 

S i  roglin orn costruire unn funzione f,(x, y) nella solita area A ,  la  q u d c  
sin sempre cresceiite e raggiunga luiigo Cl, una si~ccessione continua di vn- 
lori f ( s ) ,  scevra da  infiniti inassimi e minimi, m a  dotata di un numero limi- 
tnto di tratti in cui non muta. Questo cas0 si tratta come il precedente, 
purcliè si facciano uscire delle parallele all'asse X anche pei termini di quei 
tratti della linen C A ,  in ognuno dei qunli 1% f (s)  non dee variare. 13 poi 
siiperfluo 1' avvertire che i segmenti in paroln devorio cadere sulla curvn 
cy + Cd'. 

( C'o~t t i~twi . )  
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