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AVERTISSEMENT DE L'ÉDITEUR. 

Dans ce t t e é d i t i o n française, le texte d e l ' i l lus t re M a x w e l l a été 

s c r u p u l e u s e m e n t r e s p e c t é ; ma i s , en r a i s o n m ê m e d e la f idél i té 

avec l aque l l e le t r a d u c t e u r a su iv i l ' o r i g i n a l , o n a j u g é ut i le 

d ' a jou te r q u e l q u e s é c l a i r c i s s e m e n t s de s t i né s à faci l i ter l ' é t u d e d e 

cet O u v r a g e aux l e c t e u r s p e u famil iar i sés a v e c les f o r m e s de l ' e n 

s e i g n e m e n t angla i s . D a n s le m ê m e b u t , o n a c o m p l é t é l ' O u v r a g e 

par des N o t e s sur c e r t a i n e s q u e s t i o n s q u i n e s o n t pas e n c o r e e n 

trées dans n o t r e e n s e i g n e m e n t ( T h é o r i e des Q u a t e r n i o n s , T h é o r i e 

des S p h é r i q u e s h a r m o n i q u e s , e t c . ) , et par des r e n s e i g n e m e n t s 

b i b l i o g r a p h i q u e s . 

S o u s ce t t e f o r m e , l ' é d i t i o n f rançaise p e u t être lue a v e c fruit 

par n o s p r o f e s s e u r s et m ê m e pa r les é l èves des F a c u l t é s et des 

E c o l e s s p é c i a l e s . 

A v e c les p r o g r è s q u i s ' a c c o m p l i s s e n t t ous les j o u r s dans l ' u t i 

l i sa t ion p r a t i q u e d e l ' E l e c t r i c i t é , les i n g é n i e u r s é l e c t r i c i e n s son t 

amenés i n é v i t a b l e m e n t à p e r f e c t i o n n e r leurs c o n n a i s s a n c e s t h é o 

r iques , s p é c i a l e m e n t en c e qui c o n c e r n e les m e s u r e s é l e c t r i q u e s . 

L ' O u v r a g e d e M a x w e l l c o n t i e n t p r é c i s é m e n t un b o n n o m b r e de 
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VIII AVERTISSEMENT D E L'ÉDITEUR. 

C h a p i t r e s , d ' u n e l e c t u r e a i sée , o ù se t r o u v e n t e x p o s é e s , a v e c u n e 

c la r té par fa i te , les t h é o r i e s de c e s m é t h o d e s r i g o u r e u s e s d o n t 

l 'usage est d e v e n u si g é n é r a l . L e s N o t e s re la t ives a u x q u e s t i o n s 

s o u l e v é e s p a r le r é c e n t c o n g r è s des é l e c t r i c i e n s a j o u t e r o n t e n c o r e 

à l ' in té rê t q u i s ' a t tache a c t u e l l e m e n t à ces é t u d e s . L ' i n g é n i e u r 

é l e c t r i c i e n t rouve ra d o n c é g a l e m e n t g r a n d p ro f i t à c o n s u l t e r et à 

m é d i t e r le l iv re de M a x w e l l . 

G . - V . 
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PRÉFACE 

D E L A P R E M I È R E É D I T I O N . 

L e fait q u e ce r t a in s c o r p s , ap rè s a v o i r été f ro t tés , para i ssen t 

attirer d 'aut res c o r p s , étai t c o n n u des a n c i e n s . D a n s les t e m p s 

m o d e r n e s , o n a o b s e r v é u n e g r a n d e va r i é t é d 'aut res p h é n o m è n e s 

q u e l ' o n a r e c o n n u s se ra t t acher à c e s p h é n o m è n e s d ' a t t r ac t ion ; 

o n les a classés s o u s le n o m d e p h é n o m è n e s électriques, l ' a m b r e 

(^£x -7POV) é tant la s u b s t a n c e à p r o p o s d e l a q u e l l e ils o n t été déc r i t s 

p o u r la p r e m i è r e f o i s . 

O n sait aussi d e p u i s l o n g t e m p s q u e d ' au t res c o r p s , en p a r t i 

cu l i e r la p i e r r e d ' a iman t et des m o r c e a u x de fer et d ' a c i e r q u i o n t 

été s o u m i s à ce r t a ines o p é r a t i o n s , d o n n e n t l i eu à de s p h é n o 

m è n e s d ' a c t i on à d i s t a n c e . O n a r e c o n n u q u e c e s p h é n o m è n e s , et 

d 'autres qu i en d é p e n d e n t , d i f fèrent des p h é n o m è n e s é l e c t r i q u e s ; 

et o n les a c lassés s o u s le n o m de p h é n o m è n e s magnétiques, la 

p ie r re d ' a imant {yÀ-ptfi) ayant é té t r o u v é e aup rè s de M a g n é s i e de 

T h e s s a l i e . 

D e p u i s , o n a r e c o n n u q u ' i l ex is te u n e r e l a t ion en t re ces d e u x 

classes de p h é n o m è n e s ; et les r e l a t ions en t re les d ive r s p h é n o 

m è n e s de ces d e u x c las ses , p o u r autant q u ' e l l e s s o n t c o n n u e s , c o n 

st i tuent la s c i e n c e de l ' E l e c t r o m a g n é t i s m e . 

D a n s c e T r a i t é , j e m e p r o p o s e de d é c r i r e les p l u s i m p o r t a n t s de 

c e s p h é n o m è n e s , de m o n t r e r c o m m e n t o n p e u t les s o u m e t t r e à la 

m e s u r e et d e r e c h e r c h e r les re la t ions m a t h é m a t i q u e s qu i e x i s t e n t 

ent re les quan t i t és m e s u r é e s . A y a n t ainsi o b t e n u les d o n n é e s d ' u n e 

théor ie m a t h é m a t i q u e d e l ' E l e c t r o m a g n é t i s m e et ayant m o n t r é 

a. 
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c o m m e n t cet te t h é o r i e p e u t s ' a p p l i q u e r au c a l c u l de s p h é n o m è n e s , 

j e m ' e f fo rce ra i de me t t r e en l u m i è r e , aussi c l a i r e m e n t q u ' i l m e sera 

p o s s i b l e , l es r a p p o r t s q u i e x i s t e n t en t re les f o r m e s m a t h é m a t i q u e s 

de ce t t e t h é o r i e et ce l l e s d e la s c i e n c e f o n d a m e n t a l e d e la D y n a 

m i q u e ; d e la so r t e , n o u s s e r o n s , dans u n e ce r ta ine m e s u r e , p r é 

parés à déf in i r la na tu re des p h é n o m è n e s d y n a m i q u e s pa rmi l e s 

q u e l s n o u s d e v o n s c h e r c h e r d e s a n a l o g i e s o u des e x p l i c a t i o n s des 

p h é n o m è n e s é l e c t r o m a g n é t i q u e s . 

D a n s la d e s c r i p t i o n des p h é n o m è n e s , j e c h o i s i r a i c e u x q u i m e t 

ten t le p lu s c l a i r e m e n t en é v i d e n c e les i d é e s f o n d a m e n t a l e s d e la 

t h é o r i e , passant sur les autres o u a t t endan t p o u r y r even i r q u e le 

l e c t e u r so i t p lu s a v a n c é . 

A u p o i n t d e v u e m a t h é m a t i q u e , c e qu i dans un p h é n o m è n e t ient 

la p l a c e la p lu s i m p o r t a n t e , c e s o n t les é l é m e n t s m e s u r a b l e s . Je 

c o n s i d é r e r a i d o n c les p h é n o m è n e s é l e c t r i q u e s su r tou t en v u e d e 

l e u r m e s u r e , j e déc r i r a i les m é t h o d e s et j e déf in i ra i les un i t é s 

d e s q u e l l e s d é p e n d ce t te m e s u r e . 

D a n s l ' a p p l i c a t i o n des M a t h é m a t i q u e s au c a l c u l des quan t i t és 

é l e c t r i q u e s , j e m ' e f f o r c e r a i d ' a b o r d de d é d u i r e des d o n n é e s d o n t 

n o u s d i s p o s o n s les c o n s é q u e n c e s les plus géné ra l e s ; ensu i t e j ' a p p l i 

q u e r a i c e s résul ta ts a u x cas les p l u s s i m p l e s q u e l ' o n pu i s se c h o i s i r . 

A u t a n t q u e p o s s i b l e , j ' é v i t e r a i les q u e s t i o n s q u i , b i e n q u ' a y a n t 

d o n n é ca r r i è re à l ' hab i l e t é d e s m a t h é m a t i c i e n s , n ' o n t r i en a jou té à 

c e q u e n o u s s av ions sur la S c i e n c e . 

L e s r e l a t ions q u i ex i s t en t en t re les d i f fé ren tes b r a n c h e s c o m 

pr i ses dans la S c i e n c e q u e n o u s a l l ons é tud i e r s o n t p lu s n o m b r e u s e s 

et p lu s c o m p l e x e s q u e dans t ou t e autre s c i e n c e c o n n u e j u s q u ' à c e 

j o u r ; et les r e l a t ions q u ' e n d e h o r s d ' e l l e - m ê m e l ' é l e c t r i c i t é a, 

d ' u n e par t a v e c la D y n a m i q u e , d ' au t re par t a v e c la c h a l e u r , la l u 

m i è r e , l ' a c t i o n c h i m i q u e et la c o n s t i t u t i o n des c o r p s , s e m b l e n t 

i n d i q u e r l ' i m p o r t a n c e t o u t e pa r t i cu l i è r e d e la S c i e n c e é l e c t r i q u e 

p o u r n o u s a ide r à c o m p r e n d r e la na tu re . 
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Il m e s e m b l e d o n c q u e l ' é t ude d e l ' E l e c t r o m a g n é t i s m e dans t ous 

ses d é v e l o p p e m e n t s est d e v e n u e de p r e m i è r e i m p o r t a n c e , p o u r 

n o u s me t t r e en m e s u r e d e p o u s s e r p lu s l o i n les p r o g r è s d e la 

S c i e n c e . 

L e s l o i s m a t h é m a t i q u e s des d i f férentes c lasses d e p h é n o m è n e s 

o n t , en géné ra l , é té é t ab l i e s d ' u n e m a n i è r e sat isfaisante. 

L e s r e l a t i ons des d i f férentes c lasses d e p h é n o m è n e s o n t aussi é té 

é tud iées , et , à m e s u r e q u ' e l l e s o n t été m i e u x c o n n u e s , l ' e x a c t i t u d e 

et la r i g u e u r des l o i s e x p é r i m e n t a l e s s o n t d e v e n u e s de p lu s en p lu s 

p r o b a b l e s . 

Enf in , dans les efforts faits p o u r r é d u i r e l ' E l e c t r o m a g n é t i s m e à 

ne p lus être q u ' u n e s c i e n c e d y n a m i q u e , o n a réa l i sé q u e l q u e s p r o 

grès : o n a fait v o i r q u ' a u c u n p h é n o m è n e é l e c t r o m a g n é t i q u e n e 

c o n t r e d i t l ' h y p o t h è s e q u ' i l d é p e n d d ' u n e a c t i o n p u r e m e n t d y n a 

m i q u e . 

C e p e n d a n t , c e q u e l ' o n a fait j u s q u ' à c e j o u r est l o i n d ' a v o i r 

épu i sé le c h a m p d e s r e c h e r c h e s é l e c t r i q u e s : ma i s b i e n p l u t ô t c e 

c h a m p s'est é la rg i , d e n o u v e a u x sujets d ' é t u d e s o n t é té s i gna l é s , 

de n o u v e l l e s r e s s o u r c e s o n t é té of fer tes aux i n v e s t i g a t i o n s . 

Il n ' es t pas b e s o i n de s ' é t end re sur l 'u t i l i té de s é tudes m a g n é 

t iques p o u r la n a v i g a t i o n , de r a p p e l e r c o m b i e n il i m p o r t e de c o n 

naître sur u n n a v i r e la d i r e c t i o n vra ie d e ta b o u s s o l e et l ' i n f l u e n c e 

des masses d e fer . M a i s les t r avaux d e c e u x q u i se s o n t e f f o r c é s 

d ' a cc ro î t r e la s écu r i t é de la n a v i g a t i o n au m o y e n d ' o b s e r v a t i o n s 

m a g n é t i q u e s o n t en m ê m e t e m p s fait faire d e g rands p r o g r è s 

à la S c i e n c e p u r e . 

C 'es t en qua l i t é d e m e m b r e de l ' U n i o n m a g n é t i q u e a l l e m a n d e 

q u e G a u s s fut c o n d u i t à p o r t e r sa pu issan te i n t e l l i g e n c e sur la 

t héo r i e du M a g n é t i s m e et sur ses m é t h o d e s d ' o b s e r v a t i o n ; et n o n 

s e u l e m e n t il a c c r u t g r a n d e m e n t n o s c o n n a i s s a n c e s sur la t h é o r i e 

des a t t r ac t ions , ma i s e n c o r e il r e n o u v e l a l ' e n s e m b l e d e la S c i e n c e 

m a g n é t i q u e , en c e q u i c o n c e r n e les i n s t rumen t s q u ' e l l e e m p l o i e , 
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la m a n i è r e d e les o b s e r v e r et la f a ç o n d e c a l c u l e r les r é su l t a t s ; en 

s o r t e q u e ses M é m o i r e s sur le M a g n é t i s m e terres t re p e u v e n t ê t re 

p r i s c o m m e des m o d è l e s de r e c h e r c h e p h y s i q u e pa r t o u s c e u x qu i 

s ' o c c u p e n t d e m e s u r e r u n e des f o r c e s de la n a t u r e . 

L e s i m p o r t a n t e s a p p l i c a t i o n s d e l ' E l e c t r o m a g n é t i s m e à la té lé

g r a p h i e o n t aussi eu l eu r effe t sur la S c i e n c e p r o p r e m e n t d i t e , 

en d o n n a n t a u x m e s u r e s é l e c t r i q u e s exac te s u n e va l eu r c o m m e r 

c i a l e , en p e r m e t t a n t aux é l e c t r i c i e n s de faire des i n s t r u m e n t s u n 

u s a g e b i e n a u t r e m e n t é t e n d u q u e ne Je c o m p o r t e la p r a t i q u e o r d i 

na i re d u l a b o r a t o i r e . C e b e s o i n de c o n n a i s s a n c e s é l e c t r i q u e s , c e s 

o c c a s i o n s d ' en a c q u é r i r pa r e x p é r i e n c e , o n t déjà eu des c o n s é 

q u e n c e s i m p o r t a n t e s , so i t en s t imu lan t l ' ac t iv i té de s é l e c t r i c i e n s 

dé jà a v a n c é s dans la S c i e n c e , so i t en r é p a n d a n t p a r m i les p r a t i c i e n s 

des c o n n a i s s a n c e s p r é s e n t a n t u n hau t d e g r é d e p r é c i s i o n , c o n d i 

t i o n f avorab le au p r o g r è s s c i en t i f i que en g é n é r a l dans l 'art de l ' i n 

g é n i e u r . 

I l ne m a n q u e pas d ' o u v r a g e s o ù les p h é n o m è n e s é l e c t r i q u e s ou 

m a g n é t i q u e s s o n t déc r i t s sous u n e f o r m e p o p u l a i r e ; mais c e n ' es t 

p o i n t là ce q u e d e m a n d e n t c e u x q u i o n t é té m i s en l ace d e q u a n 

tités à m e s u r e r , et d o n t l ' e sp r i t n e se t ient p o i n t p o u r satisfait p a r 

des e x p é r i e n c e s de c o u r s . 

Il ex i s te aussi un n o m b r e c o n s i d é r a b l e d e M é m o i r e s m a t h é m a 

t iques d e g r a n d e i m p o r t a n c e p o u r la S c i e n c e é l e c t r i q u e ; ma i s ils 

s o n t e n f o u i s dans les v o l u m i n e u x b u l l e t i n s des S o c i é t é s savan tes ; 

ils n e f o r m e n t p o i n t d ' e n s e m b l e c o h é r e n t , ils s o n t d e va l eu r s très 

inéga le s et , p o u r la p l u p a r t , n e saura ien t ê t re c o m p r i s q u e par des 

m a t h é m a t i c i e n s d e p r o f e s s i o n . 

C ' e s t p o u r q u o i j ' a i p e n s é q u ' i l serai t u t i le d e faire u n T r a i t é , o ù 

l ' e n s e m b l e d u suje t serai t r e p r i s d ' u n e m a n i è r e m é t h o d i q u e et o ù 

l ' o n i n d i q u e r a i t , p o u r c h a c u n e d e ses pa r t i e s , c o m m e n t e l le p e u t 

être s o u m i s e à la vé r i f i ca t ion p a r d e s m e s u r e s d i r e c t e s . 

L ' e s p r i t géné ra l d e c e T ra i t é est b i e n d i f f é ren t d e c e l u i d e p l u -
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sieurs e x c e l l e n t s o u v r a g e s sur l ' É l e c t r i c i t é , p u b l i é s p o u r la p lupa r t 

en A l l e m a g n e ; et il p o u r r a s e m b l e r q u e l ' o n n 'a g u è r e r e n d u 

ju s t i ce aux s p é c u l a t i o n s de p l u s i e u r s é l e c t r i c i e n s et m a t h é m a t i c i e n s 

i l lustres . L a r a i s o n en est q u ' e n c o m m e n ç a n t l ' é t ude de l 'E lec t r i 

cité j e r é s o l u s d e n e l i re a u c u n t ravai l m a t h é m a t i q u e sur c e sujet , 

avant d e p o s s é d e r à f o n d les Recherches expérimentales sur 

VElectricité d e F a r a d a y . Je savais q u e l ' o n c r o y a i t à u n e d i f fé rence 

dans la c o n c e p t i o n q u e F a r a d a y o u les m a t h é m a t i c i e n s se fa isaient 

des p h é n o m è n e s , en so r t e q u e n i lui ni e u x n ' é t a i en t satisfaits des 

f o r m e s d e l a n g a g e d e l ' au t re . J 'étais c o n v a i n c u q u e ce t t e d i f fé

r e n c e n e tenai t p o i n t à l ' e r r eu r d e l ' un o u d e l ' au t r e ; et j e tenais 

cet te c o n v i c t i o n d e S i r W i l l i a m T h o m s o n ( ' ) : c ' e s t à ses av is , à 

son s e c o u r s , aussi b i e n q u ' à ses M é m o i r e s p u b l i é s , q u e j e d o i s la 

plus g r a n d e p a r t i e de c e q u e j ' a i app r i s sur ce su je t . 

A m e s u r e q u e j ' a v a n ç a i s d a n s l ' é t ude d e F a r a d a y , j e m ' a p e r c e 

vais q u e sa m a n i è r e d e c o n c e v o i r les p h é n o m è n e s était aussi m a 

t h é m a t i q u e , q u o i q u ' e l l e n e se p ré sen tâ t pas s o u s la f o r m e c o n v e n 

t ionne l le des s y m b o l e s m a t h é m a t i q u e s . Je r e c o n n u s q u e c e s i dée s 

p o u v a i e n t être e x p r i m é e s p a r l e s f o r m e s m a t h é m a t i q u e s h a b i t u e l l e s , 

et être ainsi c o m p a r é e s à ce l l e s des m a t h é m a t i c i e n s d e p r o f e s s i o n . 

Pa r e x e m p l e , F a r a d a y , dans ses c o n c e p t i o n s , v o y a i t l es l i g n e s de 

fo rce t raverser tou t c e t e s p a c e o ù l e s m a t h é m a t i c i e n s ne c o n s i d é 

raient q u e des c e n t r e s d e f o r c e ag issan t à d i s t a n c e ; F a r a d a y faisait 

in te rveni r u n m i l i e u là o ù i ls n e t ena i en t c o m p t e q u e de la d i s 

t a n c e ; F a r a d a y c h e r c h a i t l ' o r i g i n e des p h é n o m è n e s dans des a c 

t ions rée l l e s s ' e x e r ç a n t dans c e m i l i e u : ils se c o n t e n t a i e n t de la 

t r ouve r dans u n e p r o p r i é t é d ' ag i r à d i s t ance a t t r ibuée aux fluides 

é l e c t r i q u e s . 

L o r s q u e j ' e u s t r adu i t s o u s f o r m e m a t h é m a t i q u e ce q u e j e c o n -

( ' ) Je saisis cette occasion de reconnaître les obligations que j'ai à Sir William 

Thomson et au professeur Tait, pour tant de précieux conseils qu'ils m'ont donnés 

pendant l'impression de ce Livre. 
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sidérais c o m m e les i d é e s d e F a r a d a y , j e r e c o n n u s q u ' e n g é n é r a l 

l e s résul ta ts d e d e u x m é t h o d e s s o n t c o n c o r d a n t s , en so r t e q u e les 

d e u x m é t h o d e s r e n d e n t c o m p t e des m ê m e s p h é n o m è n e s et c o n 

d u i s e n t a u x m ê m e s lo i s : ma i s la m é t h o d e de F a r a d a y se r a p p r o c h e 

d e ce l l e s o ù l ' o n part d e l ' e n s e m b l e p o u r ar r iver a u x par t ies pa r 

l ' ana lyse , t and i s q u e le p r i n c i p e des m é t h o d e s m a t h é m a t i q u e s o r 

d ina i res est d e c o m m e n c e r p a r l e s par t ies et d ' é l e v e r tou t l ' éd i f i ce 

par v o i e d e s y n t h è s e . 

J'ai ainsi r e c o n n u q u e p l u s i e u r s de s p l u s f é c o n d e s m é t h o d e s 

d e r e c h e r c h e d é c o u v e r t e s p a r les m a t h é m a t i c i e n s p o u v a i e n t r e c e 

v o i r , au m o y e n d ' i d é e s d é r i v é e s d e ce l l e s d e F a r a d a y , u n e f o r m e b i e n 

p r é f é r a b l e à l e u r e x p r e s s i o n p r i m i t i v e . 

A i n s i l ' e n s e m b l e d e la t h é o r i e d u p o t e n t i e l , c o n s i d é r é c o m m e 

quan t i t é satisfaisant à u n e ce r t a ine é q u a t i o n aux d i f f é r ences p a r 

t ie l les , appa r t i en t e s s e n t i e l l e m e n t à c e q u e j ' a i a p p e l é la méthode 

de Faraday. D a n s l 'autre m é t h o d e , le p o t e n t i e l , si tant est q u e l ' o n 

fasse s e u l e m e n t i n t e r v e n i r ce t t e c o n s i d é r a t i o n , d o i t ê t re r e g a r d é 

c o m m e le résul ta t d e la s o m m a t i o n des q u o t i e n t s o b t e n u s en d i v i 

sant c h a q u e masse é l e c t r i q u e pa r sa d i s t a n c e à u n p o i n t f i xe . C ' e s t 

p o u r q u o i b o n n o m b r e des d é c o u v e r t e s m a t h é m a t i q u e s d e L a p l a c e , 

P o i s s o n , G r e e n et G a u s s t r o u v e n t l eu r p l a c e dans c e T r a i t é et l eu r 

vé r i t ab le e x p r e s s i o n au m o y e n d ' i d é e s e m p r u n t é e s p o u r la p l u p a r t 

à F a r a d a y . 

D e g rands p r o g r è s o n t é té faits dans la S c i e n c e é l e c t r i q u e , su r 

tou t en A l l e m a g n e , pa r des h o m m e s q u i p r é f é r a i e n t la t h é o r i e d e 

l ' a c t i o n à d i s t ance . L e s p r é c i e u s e s d é t e r m i n a t i o n s é l e c t r i q u e s d e 

W e b e r son t i n t e rp ré t ées p a r lu i dans ce t te t h é o r i e ; les s p é c u l a t i o n s 

é l e c t r o m a g n é t i q u e s d o n t l ' o r i g i n e r e m o n t e à G a u s s , et q u i o n t e n 

suite é té d é v e l o p p é e s p a r W e b e r , R i e m a n n , J. e t C . N e u m a n n , 

L o r e n z , e t c . , s o n t f o n d é e s sur la t héo r i e d e l ' a c t i o n à d i s l a n c e ; 

mais el les d é p e n d e n t , o u d i r e c t e m e n t de la v i tesse r e l a t ive des 

m o l é c u l e s , o u d e la p r o p a g a t i o n g r a d u e l l e d e q u e l q u e c h o s e , p o -
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tentiel o u f o r c e , d ' u n e m o l é c u l e à l ' au t re . L e s br i l l an t s s u c c è s q u e 

ces h o m m e s é m i n e n t s o n t o b t e n u s dans l ' a p p l i c a t i o n des M a t h é m a 

tiques aux p h é n o m è n e s é l e c t r i q u e s d o n n e n t , e t c ' es t t o u t na tu re l , 

plus de p o i d s e n c o r e à leurs c o n s i d é r a t i o n s t h é o r i q u e s ; e n so r t e 

que c e u x q u i , é t u d i a n t l ' E l e c t r i c i t é , s ' ad ressen t à c e s ma î t r e s 

c o m m e aux p l u s h a u t e s au to r i t é s en fait d ' E l e c t r i c i t é m a t h é m a 

t ique , se p é n è t r e n t sans d o u t e d e l eurs h y p o t h è s e s p h y s i q u e s aussi 

b i e n q u e de leurs m é t h o d e s m a t h é m a t i q u e s . 

Ces h y p o t h è s e s p h y s i q u e s s o n t t o u t à (ait é t r a n g è r e s à la f a ç o n 

d ' env i sage r les c h o s e s q u e j ' a i a d o p t é e ; e t un des o b j e t s q u e j ' a v a i s 

en v u e , en é c r i v a n t c e T r a i t é , est d e d o n n e r aux l e c t e u r s qu i d é s i 

rent é tud i e r l ' E l e c t r i c i t é l e m o \ e n d e v o i r q u ' i l y a u n e autre 

manière d e trai ter la q u e s t i o n , t o u t auss i c a p a b l e d ' e x p l i q u e r les 

p h é n o m è n e s , et q u i , b i e n q u ' e l l e s e m b l e m o i n s p r é c i s e sur ce r t a ins 

p o i n t s , c o r r e s p o n d p l u s e x a c t e m e n t , à m o n s ens , à l 'état ac tue l d e 

nos c o n n a i s s a n c e s , autant par c e q u ' e l l e af f i rme q u e p a r c e q u ' e l l e 

laisse i n d é c i s . 

E n o u t r e , il est très i m p o r t a n t , au p o i n t d e v u e p h i l o s o p h i q u e , 

de c o m p a r e r d e u x m é t h o d e s qu i o n t réuss i l ' u n e et l ' aut re à e x p l i 

quer les p r i n c i p a u x p h é n o m è n e s é l e c t r o m a g n é t i q u e s , q u i o n t tou tes 

d e u x essayé d ' e x p l i q u e r la p r o p a g a t i o n de la l u m i è r e p a r u n p h é 

n o m è n e é l e c t r o m a g n é t i q u e , q u i e n o n t e f f e c t i v e m e n t c a l c u l é la 

vi tesse, et q u i c e p e n d a n t s o n t e s s e n t i e l l e m e n t d i f fé ren tes , aussi 

bien par la c o n c e p t i o n f o n d a m e n t a l e d u p h é n o m è n e qu i se p r o 

duit q u e p a r les c o n c e p t i o n s s e c o n d a i r e s des quan t i t é s q u e l ' o n 

e n v i s a g e . 

C 'es t p o u r q u o i j ' a i fait o f f i ce d ' a v o c a t p l u t ô t q u e d e ] u g e ; j ' a i 

d é v e l o p p é une des m é t h o d e s p l u t ô t q u e j e n 'a i e ssayé de d é c r i r e 

i m p a r t i a l e m e n t les d e u x . Je ne d o u t e pas q u e ce q u e j ' a i a p p e l é la 

m é t h o d e a l l e m a n d e ne t rouve aussi des d é f e n s e u r s et n e soi t e x 

p o s é e avec un ta lent d i g n e de s o n i n g é n i o s i t é . 

Je n'ai p o i n t en t r ep r i s d ' é p u i s e r la m a t i è r e e t de r e n d r e c o m p t e 
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(') Vie et Lettres de Faraday, t. I, p. 3ij3. 

d e tous les p h é n o m è n e s , d e toutes les e x p é r i e n c e s , d e t o u s les a p 

pa re i l s d ' E l e c t r i c i t é . L e l e c t e u r qu i dé s i r e c o n n a î t r e t o u t ce q u i a 

é té fuit sur c e suje t t rouve ra un g r a n d s e c o u r s dans le Traité 

d'Electricité du p r o f e s s e u r A . de la R i v e , e t dans p l u s i e u r s o u 

v r a g e s a l l e m a n d s , tels q u e le Galvanismus de W i e d e m a n n , laRei-

bungselektricitcit de R i e s s , YEinleitung in die Elektrostatik 

de B é e r , e t c . 

Te m e suis b o r n é à peu p r è s u n i q u e m e n t au d é v e l o p p e m e n t ma

t h é m a t i q u e du su je t ; m a i s au l e c t e u r qu i a déjà app r i s , pa r l ' e x p é -

l i e n c e si c ' e s t p o s s i b l e , c e q u e s o n t les p h é n o m è n e s à o b s e r v e r , j e 

r e c o m m a n d e r a i de l i re a v e c soin les Recherches expérimentales 

sur l'Electricité d e F a r a d a y . Il y I rouvera , dans l eur e x a c t e s u c 

c e s s i o n h i s t o r i q u e , le r é c i t fait j o u r pa r j o u r de q u e l q u e s - u n e s 

des d é c o u v e r t e s et des r e c h e r c h e s é l e c t r i q u e s les plus i m p o r t a n t e s , 

p o u r s u i v i e s a v e c u n o r d r e et un e n c h a î n e m e n t qu i n ' au ra i en t g u è r e 

p u ê t re p lu s parfa i t s , si le résul ta t eû t é té c o n n u d ' a v a n c e , et e x 

p o s é e s dans le l a n g a g e d ' u n h o m m e q u i c o n s a c r a i t u n e g r a n d e 

a t t en t i on à la m a n i è r e d e d é c r i r e les o p é r a t i o n s s c i en t i f i ques et 

l eu r s résul ta ts ( ' ) . 

P o u r é t u d i e r n ' i m p o r t e q u e l l e q u e s t i o n , i l es t t o u j o u r s p ré fé 

r a b l e de l i re les M é m o i r e s o r i g i n a u x , car o n s ' ass imi le m i e u x 

u n e s c i e n c e n a i s s a n t e ; e t , dans le cas des Recherches d e F a r a d a y , 

ce t te é t u d e est r e l a t i v e m e n t a i sée , p u i s q u e t o u s les M é m o i r e s o n t 

é té p u b l i é s s é p a r é m e n t , et p e u v e n t être lus les uns après les au t res . 

S i , p a r q u e l q u e par t ie d e c e L i v r e , j ' a i pu a i d e r u n l e c t e u r à c o m 

p r e n d r e les f o r m e s d e p e n s é e et d ' e x p r e s s i o n de Fa raday , j e c o n 

s idérera i q u e j ' a i a t te int un de m e s p r i n c i p a u x o b j e t s : faire par

t age r à d 'aut res le p la i s i r q u e j ' a i é p r o u v é m o i - m ê m e à l i re les 

Recherches d e F a r a d a y . 

L a d e s c r i p t i o n des p h é n o m è n e s , et les par t ies é l é m e n t a i r e s de la 
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théorie d e c h a q u e su je t , se t r o u v e n t dans les p r e m i e r s C h a p i t r e s 

de c h a c u n e des qua t re Par t ies en l e sque l l e s est d iv i sé c e T r a i t é . L e 

lec teur t rouve ra dans ces C h a p i t r e s d e q u o i lui d o n n e r u n e c o n 

naissance é l é m e n t a i r e de l ' e n s e m b l e d e la s c i e n c e . 

Les autres C h a p i t r e s d e c h a q u e Par t i e son t r e m p l i s par les d é 

v e l o p p e m e n t s t h é o r i q u e s d ' u n o r d r e p lu s é l e v é , pa r les p r o c é d é s de 

ca lcul n u m é r i q u e , pa r les i n s t r u m e n t s et les m é t h o d e s de r e c h e r c h e 

e x p é r i m e n t a l e . 

L e s re la t ions en t r e les p h é n o m è n e s é l e c t r o m a g n é t i q u e s et c e u x 

des r ad ia t ions , la t h é o r i e de s c o u r a n t s é l e c t r i q u e s m o l é c u l a i r e s , 

enfin les résul tats des s p é c u l a t i o n s sur la na ture d e l ' a c t i o n à d i s t a n c e , 

sont traités dans les qua t r e de rn i e r s C h a p i t r e s du s e c o n d V o l u m e , 

i" février i8^3. 
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PRÉFACE 

D E L A S E C O N D E É D I T I O N . 

L o r s q u ' o n m e d e m a n d a d e re l i re les é p r e u v e s d e VElectricity 

and Magnetism, l ' i m p r e s s i o n était, d é j à p a r v e n u e au I X e C h a 

p i t r e , d o n t la m a j e u r e par t i e avai t été r e v u e p a r l ' A u t e u r . 

C e u x qu i s o n t f ami l i e r s a v e c la p r e m i è r e é d i t i o n v e r r o n t , en la 

c o m p a r a n t à c e l l e - c i , l ' é t e n d u e des c h a n g e m e n t s q u e le p r o f e s s e u r 

M a x w e l l se p r o p o s a i t d ' i n t r o d u i r e dans le f o n d s et dans l ' e x p o s é 

du su j e t ; ils c o m p r e n d r o n t c o m b i e n ce t t e é d i t i o n a p e r d u pa r la 

m o r t p r é m a t u r é e d e l ' A u t e u r . L e s n e u f p r e m i e r s C h a p i t r e s o n t été 

dans ce r ta ins cas e n t i è r e m e n t r e f o n d u s , de n o m b r e u s e s a d d i t i o n s 

o n t é té fa i t es , e l l e t ex te p r i m i t i f a é té r e m a n i é c l s i m p l i f i é . 

A par t i r d u I X e C h a p i t r e , la p r é s e n t e é d i t i o n n ' e s t g u è r e p l u s 

q u ' u n e r é i m p r e s s i o n . L e s seu les l i be r t é s q u e j ' a i e p r i se s o n t é té 

de ré tab l i r , p a r p l a c e , u n i n t e r m é d i a i r e dans le r a i s o n n e m e n t 

m a t h é m a t i q u e , q u a n d ce l a m e paraissai t a v a n t a g e u x p o u r l e l e c t e u r ; 

j ' a i aussi a jou té au bas des p a g e s q u e l q u e s n o t e s sur les p o i n t s q u i , 

d ' ap rès m a p r o p r e e x p é r i e n c e o u c e l l e d e m e s é l èves , s e m b l a i e n t 

d e m a n d e r q u e l q u e s c o m p l é m e n t s d ' e x p l i c a t i o n s . C e s N o t e s s o n t 

m i s e s en t re c r o c h e t s . 

I l y avait , à m a c o n n a i s s a n c e , d e u x p o i n t s d o n t le p r o f e s s e u r se 

p r o p o s a i t d e m o d i f i e r p r o f o n d é m e n t l ' e x p o s é : la t h é o r i e m a t h é 

m a t i q u e d e la c o n d u c t i o n d e l ' é l e c t r i c i t é dans u n r é s e a u de c o n 

d u c t e u r s , et la d é t e r m i n a t i o n des c o e f f i c i e n t s d ' i n d u c t i o n dans les 

b o b i n e s de fil. M a i s les n o t e s du p r o f e s s e u r n e m ' o n t pas p e r m i s 

d ' a j ou t e r au t e x t e d e l à p r e m i è r e éd i t i on r i en d ' i m p o r t a n t sur c e 
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suje t , s au f u n e T a b l e n u m é r i q u e r e p r o d u i t e au § 7 0 6 d u s e c o n d 

V o l u m e . Ce t t e T a b l e sera t rès u t i le p o u r le c a l c u l de s c o e f f i c i e n t s 

d ' i n d u c t i o n dans les b o b i n e s c i r c u l a i r e s . 

D a n s un O u v r a g e aussi o r i g i n a l , c o n t e n a n t tant d e déta i l s su r 

de s résu l ta t s n o u v e a u x , il était i m p o s s i b l e qu ' i l n ' y eû t pas q u e l q u e s 

e r reurs dans la p r e m i è r e é d i t i o n . O n t r o u v e r a , j e l ' e s p è r e , q u e la 

p l u p a r t de c e s e r reurs o n t é té c o r r i g é e s dans la p r é s e n t e é d i t i o n . 

J 'ai d ' au tan t p l u s l i eu d e l ' e s p é r e r q u e , p o u r r e v o i r u n e par t i e de s 

é p r e u v e s , j ' a i eu l ' a s s i s tance d e p l u s i e u r s de m e s a m i s c o n n a i s s a n t 

b i e n l ' O u v r a g e , p a r m i l e s q u e l s j e d o i s c i t e r t o u t p a r t i c u l i è r e m e n t 

m o n f rère le p r o f e s s e u r C h a r l e s INiven, et M . J.-J. T h o m s o n , a g r é g é 

d u C o l l è g e d e la T r i n i t é , à C a m b r i d g e . 

W . - D . N l V E N . 

Trinity Collège, Cambridge, i " octobre 1881. 
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TRAITÉ 

D'ÉLECTRICITÉ 
E T D E 

M A G N É T I S M E . 

P R É L I M I N A I R E S . 

D E L A M E S U R E D E S Q U A N T I T É S . 

1. L 'express ion de toute quanti té se c o m p o s e de deux facteurs o u 

éléments. L 'un d ' eux est le n o m d 'une cer taine quanti té b ien c o n n u e , 

qui est de m ê m e espèce que la quanti té à e x p r i m e r , e t q i i e l 'on c h o i s i t 

p o u r étalon de mesure . L 'autre é lément est le n o m b r e de fois qu ' i l 

faut prendre l 'étalon p o u r r ep rodu i r e la quanti té v o u l u e . Dans le l an 

gage t echn ique , la quanti té qui sert d 'étalon est appelée Vunité; et le 

nombre est appelé valeur numérique de la quantité. 

Il faut autant d 'unités différentes qu ' i l y a d 'espèces différentes de 

quantités à m e s u r e r ; mais , dans toutes les sc iences d y n a m i q u e s , il 

est poss ib le de définir ces unités au m o j e n des t rois unités fondamen

tales de longueur , de temps et de masse. Ainsi les unités d'aire et 

de v o l u m e sont définies c o m m e étant le carré et le c u b e ayant p o u r 

cô té l 'unité de l o n g u e u r . 

Que lque fo i s cependant on t rouve plusieurs unités de m ê m e espèce 

établies d 'après des cons idéra t ions indépendantes . Ains i le ga l lon , 

c 'est-à-dire le v o l u m e de d ix l ivres d 'eau, sert d 'uni té de capaci té en 

m ê m e temps que le p ied c u b e . Le gal lon peut, être une mesure c o n v e 

nable dans certains cas , mais ce n'est po in t une mesure sys témat ique , 

car sa relat ion numér ique avec le p ied c u b e n'est pas un n o m b r e 

entier rond . 

2 . P o u r édifier un svstùme ma thémat ique , nous nous supposons 

Tr. d'Élect. et de Alagn., I . i 
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données les unités fondamenta les de temps , de l o n g u e u r et de masse , 

et nous en déduisons toutes les unités dér ivées , au m o y e n des p lus 

s imples définitions auxquel les il nous est poss ib le de parveni r . 

Les fo rmules auxquel les nous arr ivons do iven t être telles qu 'un 

h o m m e de n ' impor te que l pays, subst i tuant aux différents s y m b o l e s 

les valeurs numér iques des quanti tés mesurées au m o v e n des unités 

adoptées par sa nat ion, ob t i enne un résultat exac t . 

Il est de la plus grande impor t ance , dans toutes les r echerches scien

tifiques, d ' e m p l o y e r des unités appartenant à un sys tème b i e n défini, 

et de connaî t re les relat ions de ces unités avec les unités f o n d a m e n 

tales, de façon que l 'on puisse i m m é d i a t e m e n t t raduire les résultats 

d 'un système dans un autre. 

La mei l leure manière d 'y parvenir est. de dé terminer les d imens ions 

de c h a q u e unité en fonc t ion des trois unités fondamenta les . Q u a n d 

une unité donnée varie c o m m e la n i t m e puissance d 'une de ces unités 

fondamenta les , on di t qu ' e l l e est à n d imens ions par rappor t à cet te 

unité . 

Par e x e m p l e , l 'unité scientif ique de v o l u m e est toujours le c u b e 

ayant p o u r cô t é l 'unité de longueur . Si l 'unité de l o n g u e u r v a r i e , 

l 'unité de v o l u m e varie p ropor t i onne l l emen t à son c u b e , et l 'on di t que 

l 'unité de v o l u m e est à trois d imens ions par rappor t à l 'unité de l o n 

gueur . 

La connaissance des unités fourni t une vérif icat ion qui do i t être 

faite p o u r toute équa t ion résultant d 'une r e c h e r c h e un p e u é tendue . 

Dans une telle équa t ion , les d imens ions de c h a q u e terme par rappor t 

à chacune des unités . fondamentales do iven t être les m ê m e s . S'il n 'en 

est pas ainsi, l ' équat ion est absu rde et cont ien t que lque e r reur ; car 

son interprétat ion serait différente suivant que l 'on chois i ra i t tel ou 

tel système arbitraire d 'uni tés ( ' ) . 

Les trois unités fondamentales. 

3. i ° Longueur. — En Ang le t e r r e , l 'unité de l o n g u e u r dans les 

quest ions scientifiques est le p i ed , c'est-à-dire le tiers d 'un yard étalon 

conse rvé au Tréso r . 

En France , et dans les autres pays qu i ont adopté le système m é 

t r ique, c 'est le mèt re . T h é o r i q u e m e n t , le mètre est la d ix -mi l l i on ième 

partie de la l o n g u e u r d 'un mér id ien terrestre mesuré du pôle à l ' équa-

(' ) La théorie des dimensions a été énoncée, pour la première fois, par Fourier, 

(Théorie de la chaleur, § 1G0). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



LES TROIS UNITÉS FONDAMENTALES. 3 

leur ; mais, en fait, c 'est la l o n g u e u r d 'un étalon conse rvé à Paris , que 

Borda avait cons t ru i t p o u r représenter , à la température de la glace 

fondante, la l o n g u e u r p récéden te , telle que l 'avait mesurée D e l a m b r e . 

On n'a pas modif ié le mètre pou r le met t re en a c c o r d avec de nouvel les 

mesures de la Te r re plus exac tes , mais on évalue l 'arc de mér id ien au 

moyen du mètre pr imit i f . 

En A s t r o n o m i e , on p rend que lquefo i s p o u r unité de l o n g u e u r la dis

tance moyenne de la Te r r e au Sole i l . 

Dans l'état actuel de la sc ience , l 'unité de l ongueu r la plus générale 

que l 'on pourra i t p rendre serait la l ongueu r d ' o n d e , dans le v ide , d 'une 

certaine lumière émise par q u e l q u e c o r p s la rgement répandu, le s o 

dium par e x e m p l e , don t le spectre renferme des l ignes bien nettes. 

Cette unité serait indépendante de tout changemen t dans les d i m e n 

sions de la Ter re , et do i t être adoptée par c e u x qu i se flattent que 

leurs écrits dure ron t plus que ce g l o b e m ê m e . 

En parlant des d imens ions des unités, nous appel lerons l 'unité de 

longueur [ L ] . Si l est la valeur n u m é r i q u e d 'une l ongueu r , il est en

tendu qu 'e l le est e x p r i m é e en fonc t ion de l 'unité conc rè t e [ L ] , en sorte 

que l 'expression d é v e l o p p é e de la l o n g u e u r serait l [ L ] . 

4. 2° Temps. — D a n s tous les pays c iv i l i sés , l 'unité fondamen ta l ede 

temps se dédui t de la durée de la rota t ion de la Te r re autour de son 

axe. Le j o u r sidéral , c 'est-à-dire la durée p é r i o d i q u e vér i table de la 

rotation de la Te r r e , peut sa dé te rminer avec une grande exac t i tude , au 

moyen des observa t ions as t ronomiques ord ina i res , et le j o u r solaire 

moyen peut en être dédui t , connaissant la durée de l 'année. 

L 'uni té de temps adoptée dans toutes les r eche rches phys iques est 

la seconde de temps solaire m o y e n . 

En A s t r o n o m i e , on p rend que lque fo i s l 'année c o m m e unité de 

temps. On pour ra i t ob t en i r une unité de temps d'un caractère 

plus universel , en prenant la p é r i o d e des v ibra t ions de ce l te espèce 

part iculière de lumiè re qui a p o u r l o n g u e u r d ' onde l 'unité de l o n 

gueur . 

Nous appel lerons [ T ] l 'unité de temps pr ise en e l l e - m ê m e , et t la 

mesure n u m é r i q u e du temps . 

o . 3° Masse. — L 'uni té fondamenta le de masse, en Ang le t e r r e , est 

la l ivre avo i rdupo i s , que l 'on conse rve au Trésor . Le grain, qui sert 

souvent d 'uni té , est défini la 7000 e part ie de cet te l i v re . 

Dans le sys tème mé t r ique , c 'est le g r a m m e , qu i , t h é o r i q u e m e n t , 

serait la masse d'un cen t imèt re c u b e d 'eau dist i l lée, à une température 
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(') Voir Professeur J . LosciimidTj Zur Grosse der Lu.flmolec.ule {Académie de 

Vienne, 18 octobre 186fS) ; G . - J . Stoxey, The internai motion of gases {PhiL Mag., 

août 1868); et Sir YV. Thomson, The size of atoms {Nature, öi mars 1870). 

et sous une press ion déterminées ; et qu i , en fait, est la i o o o G part ie 

d 'un k i l o g r a m m e étalon conservé à Par is . 

L ' exac t i tude avec laquel le on peu t c o m p a r e r les masses des co rps 

par vo ie de pesée est Lien supér ieure à cel le que l 'on a pu atteindre 

ju squ ' à présent dans la mesure des l o n g u e u r s ; aussi, lo r sque l ' opéra 

t ion est poss ib l e , doi t -on dé te rminer toutes les masses par compara i son 

d i rec te avec l 'é ta lon, et non par des expé r i ences au m o y e n de l 'eau. 

En A s t r o n o m i e desc r ip t ive , la masse du Sole i l ou cel le de la Te r re 

servent que lquefo i s d 'un i t é ; mais , en M é c a n i q u e cé les te , l 'unité de 

masse se dédu i t des unités de temps et de l o n g u e u r jo in tes au fait de 

la gravi tat ion universel le . L 'uni té a s t ronomique de masse est la masse 

qu i attire un autre co rps p lacé à l 'unité de dis tance , de façon à lui 

i m p r i m e r l 'unité d ' accé lé ra t ion . 

Si n o u s vou lons const i tuer un système universel d 'un i tés , nous 

p o u v o n s o u b ien définir l 'unité de masse au rno jen des unités de l o n 

gueur et de temps p r é c é d e m m e n t définies : c 'est ce que l 'état actuel 

de la sc ience ne nous pe rme t de faire q u ' a p p r o x i m a t i v e m e n t ; ou 

Lien, si nous espérons ( ' ) être b i en tô t en mesure de dé te rminer la 

masse d 'une m o l é c u l e isolée d 'une substance pr ise c o m m e étalon, 

nous p o u v o n s attendre cet te dé terminat ion avant de fixer un étalon 

universel de masse. 

En traitant des d imens ions des autres unités, nous dés ignerons l 'u 

nité de masse, prise en e l l e - m ê m e , par le s y m b o l e [ M ] , et nous la 

p rendrons c o m m e une des trois unités fondamenta les . Q u a n d on prend , 

c o m m e dans le S3~stème français, une substance par t icul ière c o m m e 

étalon de densité, l 'unité de masse n'est plus indépendante , n i a i s var ie 

c o m m e l 'unité de v o l u m e , o u c o m m e [ L 3 ] . 

Si , c o m m e dans le système a s t ronomique , l 'unité de masse est dé

finie au m o y e n de sa puissance attractive, les d imens ions de [ M ] se

ron t [ L 3 T - = ] . 

En effet, l ' accéléra t ion d u e à une masse m à la dis tance /' est, d 'après 

la lo i de N e w t o n , ~ - Supposons que cette accéléra t ion agisse pendant 

un temps très cour t t sur un co rps p r imi t i vemen t en r epos , et qu 'e l le 

lui fasse p a r c o u r i r un espace s : a lors , d 'après la fo rmule de Gal i l ée , 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 

http://Lu.flmolec.ule


d'où 
•?. r-s 

m — · 

Puisque /• et s sont, des longueurs , et t un temps , cet te égali té ne 

peut être vraie que si les d imens ions de m sont [ L 3 T - î ] . La m ê m e 

démonstrat ion peut être faite en partant de toute équa t ion as t rono

mique q u e l c o n q u e , où la masse d 'un co rps apparaît dans que lques 

ternies et non dans tous ( * ) . 

Unités dérivées. 

(î. L 'unité de vitesse est la vitesse p o u r laquelle l 'unité de longueur 

est pa rcourue dans l 'unité de t emps . Les d imensions sont [ L T - 1 ] . 

Si nous adoptons des unités de l ongueu r et de temps empruntées 

aux vibrat ions lumineuses , l 'unité de vitesse est la vitesse de la lumiè re . 

L'unité d 'accéléra t ion est l ' accéléra t ion pou r laquelle la vitesse 

s 'accroît de l 'unité dans l 'unité de temps . Ses d imensions sont [ L T — 2 ] . 

L'unité de densi té est la densité d 'une substance qui cont ient l 'unité 

de masse sous l 'unité de v o l u m e . Ses d imens ions sont [ M L - " 1 ] . 

L'unité de quanti té de m o u v e m e n t est la quantité de m o u v e m e n t 

rie l'unité de masse se m o u v a n t à l 'unité de vi tesse. Ses d imens ions 

sont [ M L T - 1 ] . 

L'unité de force est la force qu i p r o d u i t l 'unité de quanti té de m o u 

vement dans l 'unité de t emps . Ses d imens ions sont [ M L T " " 2 ] . 

Tel le est l 'unité abso lue de fo rce , don t la définit ion est imp l i c i t e 

ment compr i s e dans toute équa t ion de D y n a m i q u e . Cependant , b ien 

des livres où l 'on donne ces équa t ions adoptent une autre unité de 

force, à savoir le po ids de l 'unité nationale de masse ; et ensuite , p o u r 

satisfaire à ces équat ions , ils abandonnent l 'unité nat ionale de masse 

( ') Si f'on prend pour unités le centimètre et la seconde, l'unité astronomique 

de masse serait d'environ 1 ,537 X I 0 ' grammes, ou de 10,37 tonnes, d'après les 

expériences de Cavendish répétées par ïiaily. Raily adopte le nombre 5,6()o''( 

comme résultat de l'ensemble de ses expériences sur la densité de la Terre, et ce 

nombre, joint aux valeurs qu'il emploie pour tes dimensions de la Terre et pour 

l'intensité de la gravitation à sa surface, lui donne comme résultat direct de ses 

déterminations la valeur indiquée plus haut. .[En effet, l'accélération due a la 

masse terrestre serait 981 X R 2 , si la masse terrestre concentrée en un point agis

sait sur un point siiué à la distance 1; c'est la valeur de la masse terrestre en unités 

astronomiques; sa valeur en unités ordinaires est 5 , 6 f i x - i r R 3 ; 1 unité astro-

•Ï,66 X 4 X ^ R 3 - , •* „ . . .1 
nomique serait donc 1 1 —— — 0 . O I G J T — R , ou, comme— R = m , 

1 i X 981 X R J ' a ' ' 2 
1,537 x 10' grammes. (P-)l 
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(') [Le lecteur qui trouverait un peu abstraites les considérations qui termi

nent ce Chapitre préliminaire peut, sans grave inconvénient, passer aux Chapitres 

suivants : à une seconde lecture de l'Ouvrage, toutes ces considérations s'éclairci-

ront par la connaissance des faits auxquels elles se rapportent.] 

et adoptent c o m m e unité d y n a m i q u e une unité artificielle égale à l ' u 

nité nationale divisée par la valeur n u m é r i q u e de la fo rce de gravi té , 

au lieu o ù l 'on se t rouve . De cette façon , on fait dépendre et l 'unité 

de fo rce et l 'unité de masse de la va leur de la fo rce de gravi té , laquel le 

varie d 'un endroi t à l ' au t re : et, par suite, des énoncés c o m p r e n a n t ces 

é léments sont i ncomple t s , si l 'on ne conna î t la fo rce de gravi té , au lieu 

où ces énoncés ont été r econnus vrais. 

L ' a b a n d o n , p o u r tous les usages scientif iques, d 'une pareil le m é t h o d e 

de mesure des fo rces , est p r inc ipa l emen t dû à l ' i n t roduc t ion par Gauss 

d'un système général d 'observa t ions d e l à fo rce magnét ique , faites dans 

des cont rées où la force de gravité n 'est pas la m ê m e . Tou tes ces forces 

se mesuren t maintenant d 'après la m é t h o d e s t r ic tement d y n a m i q u e 

qui se dédui t de nos défini t ions, et les résultats numér iques sont 

les m ê m e s , en q u e l q u e cont rée que les expér i ences soient faites. 

L 'un i té de travail est le travail a c c o m p l i par l 'unité de fo rce agis

sant le long- de l 'unité de l o n g u e u r c o m p t é e sur sa p r o p r e d i r ec t ion . 

Ses d imens ions sont [ M I . ! T _ ! ] . 

L ' éne rg ie d 'un sys tème, c 'est-à-dire son p o u v o i r d ' a c c o m p l i r du tra

vail , a p o u r mesure le travail q u e le système est suscept ib le d ' a c c o m 

pl ir en dépensant tou te son énerg ie . 

Les définit ions des autres quanti tés , et des unités auxquel les on les 

rappor te , seront données quand il en sera b e s o i n . 

L o r s q u e nous t ransformons les valeurs de quantités phys iques d é 

terminées en fonc t ion d 'une unité , p o u r les e x p r i m e r en fonc t ion d 'une 

autre unité de m ê m e e spèce , nous devons seulement nous rappeler 

que l ' express ion de toute quanti té c o m p r e n d deux facteurs : l 'unité 

et la part ie n u m é r i q u e qui e x p r i m e c o m b i e n de fois on do i t p rendre 

l 'unité. Par suite, la partie n u m é r i q u e de l ' express ion varie en raison 

inverse de la grandeur de l 'unité, c ' e sUà-d i re en raison inverse d 'une 

puissance de chacune des unités fondamentales , qu i est i nd iquée par 

les d imens ions de l 'uni té . 

De la continuité et de la discontinuité en Physique ( ' ) . 

7 . On dit qu 'une quanti té varie d 'une manière con t inue quand, p o u r 

passer d 'une valeur à une autre, elle do i t p rendre toutes les valeurs 

in termédia i res . 
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DISCONTINUITÉ D'UNE FONCTION DE PLUSIEURS VARIABLES. 7 

Nous pouvons acquér i r la no t ion de cont inui té en cons idérant une 

particule de matière don t l 'état est con t inu dans le t emps et dans l 'es

pace . Une telle par t icu le ne peut passer d 'une pos i t ion à une autre 

sans décr i re une l igne con t inue dans l ' espace , et les c o o r d o n n é e s qu i 

fixent sa pos i t ion sont des fonc t ions con t inues du temps . 

L 'équat ion , dite de continuité, que l 'on donne dans les Trai tés d 'Hy

d rodynamique , e x p r i m e ce fait que la mat ière ne peut pénétrer dans 

un élément de v o l u m e ou en sortir sans traverser les surfaces l imites 

de l 'é lément . 

On dit qu 'une quant i té est une fonc t ion con t inue de sa var iab le 

quand, p o u r une variat ion con t inue de la var iab le , la quanti té e l l e -

même varie d 'une manière c o n t i n u e . 

Ains i , soit u une fonc t ion de x qu i , p o u r x variant d 'une manière 

cont inue de x0 à xx, varie d 'une manière con t inue de u0 à ul} mais 

qui, pou r x variant de à x i t passe de u\ à u^, u\ étant différent 

de ul : on dit que , dans sa variat ion par rappor t à x, u é p r o u v e une 

discont inui té pou r la valeur de x = x{ ; car elle passe b r u s q u e m e n t 

de Ui à u\, tandis que x passe par xi d 'une variat ion c o n t i n u e . 

Si nous cons idérons le coeff ic ient différentiel de u par rappor t à x, 

pour la valeur x — x1; c o m m e étant la l imi te de la fract ion 

u2 — «Q 

Xî — Xo 

quand on fait t e n d r e ^ et x0 indéfiniment vers xy, et si x2 e ta? 0 restent 

toujours de part et d'autre de x l t la valeur l imi te du numéra teur sera 

u\ — u, et ce l le du dénomina teu r sera z é r o . Si u est une quant i té 

phys iquement con t inue , la d iscont inui té ne peut exister que relati

vement à la variable par t icul ière x, et nous devons admet t re , dans 

ce cas, que p o u r x ^ x t le coeff ic ient différentiel est infini. Si u n 'est 

pas phys iquement con t inu , on ne peut pas du tout le différentier. 

On peut , dans les ques t ions de P h y s i q u e , met t re de cô t é l ' idée de 

discont inui té sans altérer sens ib lement les cond i t ions du p r o b l è m e . 

Si x„ est un peu plus peti t , et x% un peu plus grand que xt, u0 sera 

très vois in de u1, et u2 de u\. Nous p o u v o n s alors supposer que m var ie 

d'une manière arbitraire, mais con t inue , de ua à m2 entre les l imites 

Xa et x-2- Dans b e a u c o u p de ques t ions de P h y s i q u e , on peut c o m 

mencer par faire une hypo thèse de cet te nature , puis é tudier ce q u e 

devient le résultat quand les valeurs de x0 et x% s ' approchent de et 

finissent par l 'a t teindre. Si le résultat est indépendant du m o d e a rb i 

traire de variat ion at t r ibué à u entre ces l imi tes , on peut admet t re 

qu' i l en est encore de m ê m e quand u est d i scon t inu . 
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s PRÉMjI INA 1RES. — DE I.A MESURE DES QUANTITES. 

Discontinuité d'une fonction de plusieurs variables. 

8. Si l 'on suppose constantes les valeurs de toutes les var iables , 

sauf x, les d iscont inui tés de la fonc t ion se présenteront p o u r des v a 

leurs par t icul ières de x, liées aux valeurs des autres var iables par une 

équat ion que. l ' on peut écr i re 

(P — if(x,y, z . . . ) = o. 

La d iscont inui té se présente quand cp = o . Quand cp est positif , la f o n c 

t ion est de la fo rme F 2 (x, y, z, . . .). Q u a n d cp est négatif, elle est de 

la f o rme Fy(:i;, y, z, . . .), et il n 'y a pas de relat ion nécessaire entre 

les formes F, et F.2. 

P o u r e x p r i m e r cette d i scont inu i té sous une fo rme mathémat ique , 

e x p r i m o n s une des var iables , œ par e x e m p l e , c o m m e une fonc t ion de o 

et des autres va r i ab les ; exp r imons aussi F( et F 2 c o m m e fonct ions d e 

a,y,z, . . . . O n pourra alors représenter la f o rme générale de la f o n c 

t ion par toute fo rmule qui se réduira sens ib lement à F 2 p o u r cp posi t i f , 

et à F, p o u r cp négatif . Te l l e sera la fo rmule 

p _ F, -+- e"? F 5 

i -T- e"? 

Tan t que n est une quanti té finie, si grande soi t -e l le , F est une f o n c 

t ion c o n t i n u e ; mais si nous faisons n infini, F devient égal à F 2 p o u r 

cp pos i t i f et à Yv p o u r cp négatif . 

Discontinuité des dérivées d'une fonction continue. 

Les dér ivées premières d 'une fonc t ion con t inue peuven t être d i s 

con t inues . Soi t 

? = . · - ) = o 

la relation qui existe entre les valeurs des var iables p o u r lesquel les se 

présente la d i scont inu i té des dé r ivées ; et soient F! et F 2 exp r imés en 

fonc t ion de es et de n — i autres var iables , y, z, . . . par e x e m p l e . 

A ins i , quand cp est négatif, on do i t p rendre F! ; quand cp est positif , on 

d o i t p rendre F 2 , et F! — F 2 quand cp est égal à o , pu i sque F lui-

m ê m e est con t inu . 

D o n c , quand cp est égal à o , les dérivées -j^- et peuven t être dif

férentes ,mais les dér ivées prises par rappor t à toute autre var iab le , 

telle nue - , - e t — , do iven t être les m ê m e s . La d iscont inui té est 

d o n c l imi tée à la dér ivée par rappor t à cp, toutes les autres dér ivées 

étant con t inues . 
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FONCTIONS PÉIUODIQUES ET FONCTIONS M U L - | F Î ) I 1 M " S . 9 

Fonctions périodiques et fonctions multiformes. 

Í). Si u es* une fonc t ion n!e x, telle que sa valeur soit la m ê m e p o u r 

x, x -h a, . . ., x -+- na, et p o u r toutes les valeurs de x différant entre 

elles de a, u est appelé une fonction périodique de x, et a sa période. 

Si l 'on cons idère x c o m m e fonct ion de u, à une valeur donnée de u 

cor respond un n o m b r e infini de valeurs de x différant entre elles d e a . 

On dit dans ce cas que x est une fonc t ion mul t i fo rme de u, et a est 

appelé sa constante cyclique. 

dy 
Le coefficient différentiel , - n'a qu 'un n o m b r e fini de valeurs co r res -

da 1 

pondant à une va leur donnée de u. 

Relation entre les quantités physiques et les directions dans l'espace. 

10. l ' our d i s t inguer les différentes espèces de quanti tés phys iques , 

il est très impor tan t de connaî t re que l le est leur relation avec la d i 

rection des axes c o o r d o n n é s don t on se sert d ' h a b i t u d e p o u r définir 

la posit ion des ob j e t s . L ' in t roduc t ion des axes c o o r d o n n é s en G é o m é 

trie, due à Descar ies , a été un des plus grands p rogrès faits dans les 

Mathémat iques , car elle a ramené les m é t h o d e s de la G é o m é t r i e à des 

calculs portant sur des quanti tés numér iques . On fait dépendre la p o 

sition d 'un po in t d e l à l ongueu r de trois l ignes toujours tracées dans 

des d i rec t ions dé te rminées , et, de m ê m e , on cons idè re la l igne q u i 

joint deux points c o m m e la résultante de Irois autres l ignes . 

Alais souvent en Phys ique , p o u r ra isonner , et non p lus p o u r ca l 

culer , il est dés i rable d ' év i ter l ' in t roduct ion exp l ic i t e des c o o r d o n n é e s 

cartésiennes, et il est avantageux, de fixer son aLtention sur un p o i n t de 

l 'espace pris en l u i - m ê m e , et non sur ses t rois c o o r d o n n é e s , sur la 

grandeur et la d i rec t ion d ' une fo rce , non sur ses t rois c o m p o s a n t e s . 

Cette manière d ' env isager les quanti tés géomé t r i ques et phys iques 

est plus naturelle que l 'autre, et se présente d ' a b o r d à l 'espr i t ; néan

moins les idées qui en décou l en t ne reçurent pas leur entier d é v e l o p 

pement , j u squ ' au j o u r o ù Hami l ton fit un d e u x i è m e grand pas dans 

l 'étude de l 'espace, par l ' invent ion de son ca lcul des Quatern ions . 

C o m m e aujourd 'hu i les mé thodes de Descar tes sont encore les plus 

familières à c e u x qui é tudient les sc iences et qu 'e l les sont en réalité 

les plus avantageuses p o u r l e ' ca l eu l , nous exp r imerons tous nos résul

tats sous la fo rme car tés ienne; mais j e suis conva incu que l ' in t ro

duct ion des idées de Hami l ton , prises en dehors des opérat ions et des 

méthodes des qua te rn ions , nous seront d ' une grande utilité p o u r 

l 'étude de toutes les part ies de notre sujet, et en par t icul ier de l 'Eloc-
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( ') [ \o ir l'Appendice 1 , qui renferme les principes du calcul des Quaternions.] 

t r o d \ n a i n i q u e , o ù nous avons à cons idé re r un certain n o m b r e de 

quanti tés phys iques don t les relations peuvent s ' expr imer b ien plus 

s implement par que lques mots du langage de Hami l ton que par les 

équat ions ord ina i res . 

1 1 . U n des traits les plus impor tan ts de la m é t h o d e de Hami l ton 

est la d iv is ion des quanti tés en scalaires et vecteurs 

U n e quanti té scalaire est suscep t ib le d 'être en t iè rement définie par 

une seule donnée n u m é r i q u e . Sa va leur n u m é r i q u e ne dépend en au

c u n e façon de la d i rec t ion a t t r ibuée aux axes c o o r d o n n é s . 

U n vec t eu r o u quanti té ayant une d i rec t ion e x i g e , p o u r être défini, 

trois données numér iques , ce dont on peu t se rendre c o m p t e le p lus 

a isément en les cons idéran t c o m m e se rappor tant à la d i rec t ion des 

axes c o o r d o n n é s . 

Les quanti tés scalaires n ' impl iquen t pas l ' idée de d i r ec t ion . L e v o 

l u m e d 'une figure g é o m é t r i q u e , la masse ou l 'énergie d 'un co rps maté

r ie l , la pression hydros ta t ique en un p o i n t d 'un fluide, le potent ie l en 

un po in t de l ' espace , sont des exemples de quanti tés scalaires. 

U n vec t eu r a une d i rec t ion aussi b i e n qu ' une g randeur ; elle est 

telle que le renversement de sa d i rec t ion entraîne le c h a n g e m e n t 

de son s igne . Le dép lacemen t d 'un po in t , figuré par une l igne dro i te 

menée de sa posi t ion init iale à sa pos i t ion finale, peut être pr is c o m m e 

type d 'une quanti té vec to r i e l l e : de là v ien t le n o m m ê m e de vecteur. 

La vitesse d 'un c o r p s , sa quanti té de m o u v e m e n t , la f o r c e qui agi t 

sur lui , l ' intensité d 'un couran t é lec t r ique , l 'a imantat ion d 'une m o l é 

cule de fer, sont des e x e m p l e s de quanti tés d i r igées . 

Il y a des quanti tés phys iques d 'une autre nature , qu i dépenden t de 

certaines d i rec t ions dans l ' espace et qu i ne sont pas des vec teurs . 

Tel les sont, par e x e m p l e , les tensions et déformat ions des co rps s o 

l ides , quelques-unes des propr ié tés des co rps que l 'on cons idère dans 

la théor ie de l 'élastici té, de la d o u b l e réfract ion. Des quanti tés de 

cette espèce ex igen t , p o u r être définies, neuf données numér iques . 

Elles s 'expr iment , dans le langage des qua tern ions , par des fonc t ions 

l inéaires et vec tor ie l les d 'un vec teur . 

L 'addi t ion d 'une quant i té vec tor ie l l e à une autre de m ê m e espèce 

s'effectue d 'après la règle donnée en Stat ique p o u r la c o m p o s i t i o n des 

fo rces . En fait, la démons t ra t ion que donne P o i s s o n du pa ra l l é log ramme 

des forces s 'appl ique à la c o m p o s i t i o n de toutes les quanti tés, telles 

que le c h a n g e m e n t de leur s igne soit équivalent à leur r e tournement 

b o u t pou r b o u t . 
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Quand nous v o u d r o n s designer une quanti té d i r igée par un seul 

symbole et appeler l 'attention sur ce fait que c'est un vec teu r , dont 

on do i t , par suite, cons idére r la d i rec t ion aussi b ien que la grandeur , 

nous la dés ignerons par une lettre go th ique majuscule : ,3 , 0. 

Dans le ca l cu l des Quate rn ions , la pos i t ion d'un po in t dans l 'espace 

est définie par le vec t eu r mené d'un po in t fi\e appelé origine à c e po in t . 

Si, en ce po in t de l ' espace , nous avons à cons idé re r une quanti té phy 

sique dont la valeur d é p e n d de la pos i t ion du poin t , cet te quanti té est 

traitée c o m m e une fonc t ion du vec teur mené par l ' o r ig ine . La fonc t ion 

e l le-même peu t être scalaire ou vec to r i e l l e : la densi té d 'un c o r p s , sa 

température , sa press ion hydros ta t ique , le potent ie l en un po in t sont 

des exemples de fonct ions scalaires. La f o r c e résultante en ce po in t , 

la vitesse d'un fluide en ce po in t , la vitesse de rotat ion d 'un é lément 

du fluide, le c o u p l e produisant la rotat ion sont des e x e m p l e s de f o n c 

tions vec tor ie l l es . 

12. Les quanti tés vector ie l les phys iques peuven t être divisées en 

deux classes : dans l 'une, la quant i té est définie par r appor t à une 

l igne ; dans l 'autre, la quantité est définie pa r rappor t à une aire . 

Par e x e m p l e , on peu t évaluer la c o m p o s a n t e d 'une fo rce at tract ive 

dans une cer ta ine d i rec t ion , en t rouvant le travail de cette fo rce p e n 

dant qu 'e l le dép lace un corps d 'une pet i te longueur dans cet te d i r e c 

tion et divisant ce travail par cette pet i te l ongueur . Ic i la fo rce attrac

tive est définie par rappor t à une l igne . 

D'autre part , le flux de chaleur , en un p o i n t d 'un co rps sol ide et dans 

une certaine d i r ec t ion , peut être défini : la quanti té de chaleur qu i 

traverse un é lément de surface mené pe rpend icu la i r emen t à la d i r e c 

tion du flux, d iv isée par l 'é tendue de cet te surface et par le t emps . Ici 

le flux est défini par rappor t à une aire . 

Il y a certains cas dans lesquels une quant i té peu t se mesure r aussi 

bien par rappor t à une l igne ou par rappor t à une aire. 

Ains i , quand on traite des déplacements des co rps élast iques, on 

peut por ter son attention soit sur les pos i t ions initiale et finale d 'une 

molécu le , auquel cas le dép lacemen t est mesuré par la l igne qui j o i n t 

la p remière à la s econde p o s i t i o n ; o u b i e n on peut cons idé re r une 

petite surface fixe dans l ' espace , et dé te rminer la quanti té de matière 

qui traverse cet te surface pendant le dép lacemen t . 

De m ê m e la vi tesse d'un fluide peu t être é tudiée , soi t en c o n s i d é 

rant la vitesse effective des molécu les prises ind iv idue l l emen t , soit en 

considérant la quanti té de fluide qu i traverse une surface fixe q u e l 

c o n q u e . 
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Mais , dans ces divers cas, p o u r app l iquer la p remiè re m é t h o d e , il 

nous faut connaî t re séparément la densi té du co rps et sa vitesse ou 

son dép l acemen t ; aussi, toutes les fois que nous essayons de fo rmule r 

une théorie mo lécu l a i r e , nous s o m m e s amenés à e m p l o y e r le s econd 

p r o c é d é . 

Dans le cas d 'un flux d 'é lec t r ic i té , nous ne savons rien ni de la 

densi té , ni de la vitesse dans le c o n d u c t e u r ; nous ne connaissons que 

la va leur de ce qu i . dans la théor ie des fluides, co r respondra i t au 

p rodu i t de la densité par la vi tesse. Pa r suite, dans tous les cas de ce 

genre , nous s o m m e s ob l igés d ' app l iquer la m é t h o d e plus générale qu i 

cons is te à mesure r le flux qui traverse une surface. 

Dans la sc ience de l ' é lec t r ic i té , la fo rce é l e c t r o m o l r i c e et la fo rce 

magné t ique appar t iennent à la p r e m i è r e classe et se définissent par 

rappor t à des l ignes . Quand nous v o u d r o n s faire allusion à ce fait, 

nous les dés ignerons sous le n o m de forces. 

D'aut re part , l ' i nduc t ion é lec t r ique o u m a g n é t i q u e , et les courants 

é lec t r iques appartiennent, à la s econde classe, et se définissent par 

rappor t à des aires. Q u a n d nous v o u d r o n s faire al lusion à ce fait, nous 

les dés ignerons sous le n o m de flux. 

C h a c u n e de ces forces peut être c o n s i d é r é e c o m m e p rodu i san t ou 

tendant à p r o d u i r e le l luv co r r e spondan t . A ins i la fo rce é l e e l r o m o -

trice p r o d u i t des courants é lec t r iques dans les c o n d u c t e u r s , et tend à 

en p rodu i r e dans les d ié l ec t r iques . Elle p r o d u i t l ' induc t ion é lec t r ique 

dans les d ié lec t r iques et p r o b a b l e m e n t aussi dans les conduc t eu r s . 

Dans le m ê m e sens, la fo rce magné t i que p r o d u i t l ' induct ion m a g n é 

t ique . 

13 . Dans que lques cas , le 11 ux est s implement p ropo r t i onne l à la 

fo rce et. dans la m ê m e d i r ec t i on . Dans d 'autres cas, nous p o u v o n s 

seu lement affirmer que la d i rec t ion et la g randeur du flux sont des 

fonc t ions de la d i rec t ion et de la grandeur de la f o r c e . 

Le cas où les composan te s du flux sont des fonc t ions l inéaires 

des composan t e s de la fo rce est d iscuté au Chapi t re des équat ions 

de c o n d u c t i o n ( § 29G) . En général , il y a neuf coefficients qu i dé ter 

minent la relat ion entre la fo rce et le flux : dans que lques cas, nous 

avons des raisons de c ro i r e que six de ces coefficients fo rment trois 

g roupes de quantités égales d e u x à d e u x . Dans de pareils cas , la rela

tion entre les d i rec t ions de la fo rce et du plan normal au flux est de 

m ê m e nature que cel le qui exis te entre un d iamètre d 'un e l l ipso ïde et 

son plan diamétral c o n j u g u é . Dans le langage des Qua te rn ions , on dit 

qu 'un des vec teurs est une fonct ion l inéaire et vec tor ie l le de l 'antre, 
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et, s'il y a trois coup le s de coeff icients égaux , que la fonc t ion est auto-

conj l iguée. 

Dans le cas de l ' i nduc t ion magné t i que dans le fer, le flux ( l ' a iman

tation du fe r ) n'est pas une fonc t ion l inéaire d e l à force magnétisante. 

Mais, dans tous les cas , le p rodu i t de la force par la composan te du 

flux suhan t la d i r ec t ion de la fo rce est un é lément d 'une grande i m 

portance scient if ique, qu i est tou jours une quant i té scalaire. 

I L Il y a deux opéra t ions ma thémat iques qu i se présentent s o u 

vent, et qui sont p ropres à chacune des deux classes de vecteurs ou 

quantités d i r igées . 

Dans le cas des fo rces , nous avons à p rendre l ' intégrale le long 

d'une l igne , du p r o d u i t d 'un é lément de cet te l igne p a r l a composan te 

de la force suivant ce t é lément . Le résultat de cet te opéra t ion est ap

pelé Vintégrale de la force suivant cette ligne; il représente le tra

vail accompl i sur un co rps pendant son transport le long de la l igne . 

Dans certains cas où l ' intégrale ne dépend plus de la fo rme de la l i sne , 

niais seulement des pos i t ions de ses ex t rémi tés , elle p rend le nom de 

potentiel. 

Dans le cas du flux, nous avons à prendre l ' intégrale sur une sur

face du (lux qu i traverse cette surface. Le résultat de cet te opéra t ion 

est appelé Y intégrale du flux sur cette surface, et représente la 

quantité qu i traverse la surface. 

11 y a certaines surfaces à travers lesquel les ne s 'effectue point de 

flux. Si deux de ces surfaces se c o u p e n t , leur l igne d ' in tersect ion est 

une l igne de flux. Dans le cas o ù le flux est dans la d i rec t ion de la 

force, ces l ignes sont souvent appelées lignes de force. U serait c e p e n 

dant plus co r r ec t de les appeler , en é lect rosta t ique et en magné t i sme , 

lignes d'induction, et, en é l e c t r o c i n e m a t i q u e , lignes d'écoulement. 

15. Il y a une autre dis t inct ion entre les différentes espèces de quan

tités d i r igées , qu i , très impor tan te au p o i n t de vue phys ique , est 

moins nécessaire à obse rve r pou r l ' appl ica t ion des mé thodes ma thé 

matiques : c 'est la d is t inct ion des propr ié tés de longueur et de ro ta 

tion. 

La di rect ion et la grandeur d 'une quantité peuvent dépendre d 'une 

action ou d'un effet qu i se p rodu i t en t iè rement suivant une cer taine 

l igne, ou bien elles peuvent dépendre de que lque é lément qui est de 

la nature d 'une rotat ion autour de cette l igne prise c o m m e axe. Les 

lois de combina i son des quantités d i r igées sont les m ê m e s , que ces 

quantités soient longi tudinales o u ro ta to i rc s , en sorte qu ' i l n 'y a 
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pas de différence dans la façon de traiter par le ca lcul les deux c lasses ; 

mais il peu t y avoi r des c i rcons tances phys iques qu i nous mon t ren t à 

que l l e classe nous devons rappor te r un p h é n o m è n e par t icul ier . A ins i 

l ' é lec t ro lyse consis te dans le t ransport , suivant une cer ta ine l igne , de 

certaines substances dans une d i r ec t i on , de certaines autres substances 

dans la d i rec t ion con t r a i r e ; c 'est é v i d e m m e n t un p h é n o m è n e l o n g i 

tudinal, et aucun effet obse rvé ne s e m b l e se rappor te r à une rotat ion 

autour de la d i rec t ion de la f o r c e . D e là nous inférons q u e le couran t 

é lec t r ique qui p r o d u i t o u a c c o m p a g n e l ' é lec t ro lyse est un p h é n o m è n e 

longi tud ina l et non ro ta to i re . 

D 'aut re part , le p ô l e no rd et le p ô l e sud d'un aimant ne diffèrent 

pas entre eux à la façon de l ' o x y g è n e et de l ' h y d r o g è n e , qu i , pendant 

l ' é lec t ro lyse , apparaissent en des poin ts o p p o s é s , en sorte que rien ne 

nous por te à c ro i r e que le magné t i sme soi t un p h é n o m è n e l ong i t u 

d ina l ; tandis que l'effet du mngnét i sme, qu i dé te rmine la ro ta t ion du 

plan de polar isa t ion de la l u m i è r e , nous m o n t r e ne t tement (pie le 

magné t i sme est un p h é n o m è n e de ro ta t ion . 

Des intégrales suivant une ligne. 

1 6 . C'est une opéra t ion impor tan te dans la P h y s i q u e en général , et 

qu i d o i t être c la i rement c o m p r i s e , que l ' in tégrat ion de la c o m p o 

sante d 'un vec teur effectuée le l ong d 'une l igne . 

Soient x, y , z les c o o r d o n n é e s d'un po in t P pris sur une l igne d o n t 

la l o n g u e u r , c o m p t é e à partir d 'un certain po in t A , est s. Ces c o o r 

données sont des fonc t ions de la seule var iable s. 

Soi t R la va leur du vec teur au[point P , et soit s l 'angle que la tan

gente au poin t P fait avec la d i rec t ion R ; alors R C O S E est la c o m p o 

sante de R suivant la l igne , et l ' intégrale 

L = / R cos s ds 
Jr, 

est appelée Vintégrale de R suivant la ligne s. 

O n peu t écr i re cet te express ion 

où X , Y , Z sont les composan te s de R paral lè lement à x, y, z. 

En général , cette quanti té est différente p o u r les différentes l ignes 

que l 'on peu t mene r entre A et P . Mais si, dans une cer taine r ég ion , 

la ([nantité 
\d.x -+- \dy -^l.dz = — dW, 
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c 'esl-à-dire est une différentielle exac te dans cette rég ion , la valeur 

de L devient 

el reste la m ê m e pour deux formes que l conques du c o n t o u r c o m p r i s 

entre À et P , p o u r v u que l 'on puisse passer d 'une forme à l 'autre d'un 

mouvement con t inu , sans sortir de la rég ion [ e t que la fonc t ion lF 

n'ait qu 'une seule valeur en c h a q u e poin t de la r ég ion . ( P - ) ] -

Des potentiels. 

La quant i té V est une fonct ion scalaire de la pos i t ion du poin t , et 

par suite elle est indépendante des d i rec t ions des axes. O n l 'appelle 

la fonction potentielle, et on dit que le vec teur dont les composan tes 

sont X , Y , Z a un potent ie l si 

*--(£)· *-(£)·z--(£)· 
Quand il existe une fonc t ion potent ie l le , les surfaces p o u r lesquelles 

le potentiel est constant sont appelées surfaces équipotentielles. La 

direction de R. en un p o i n t q u e l c o n q u e d 'une pareil le surface c o ï n c i d e 

avec la normale à cet te sur face ; et, si n est une normale au po in t P , 

on a 

La m é t h o d e qui consis te à cons idé re r les composan tes d'un vec teur 

c o m m e les dér ivées p remières par rappor t aux c o o r d o n n é e s d 'une cer

taine fonct ion de ces c o o r d o n n é e s a été imaginée par Laplace (*) , 

pour traiter la théor ie de l 'at traction. Le n o m de potentiel a été donné 

pour la p remiè re fois à cet te fonc t ion par Green , qu i en a fait la base 

de sa théorie de l 'Electr ic i té ( - ) . L'essai de Green ne fut pas remarqué 

des mathémat ic iens , j u squ ' en 18^6, e l avant cet te é p o q u e la plupart 

de ses théorèmes les plus importants avaient été re t rouvés par Gauss , 

Chasles, Sturm et T h o m s o n ( 3 ) . 

Dans la théorie de la gravi tat ion, le potentiel est pris avec un signe 

contraire à ce lu i que nous e m p l o y o n s i c i ; et, par sui le , la fo rce résul-

(*) Mécanique céleste, liv. I I I . 
(*) Essai d'application de t'Analyse mathématique à la théorie de l'Electri

cité et du Magnétisme (Nottingham, 1 8 2 8 ) , réimprimé clans le Journal de Crelle 
et dans l'édition des Œuvres de Green, de M . F E R R E R S . 

( 3 ) T H O M S O S et T A U , Natural Philosophy, § 483. 
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tante en un p o i n t q u e l c o n q u e se mesure par l ' acc ro i ssement de la 

fonc t ion potent ie l le dans cet te d i r ec t ion . Dans les r echerches d ' é l e c 

tricité" et de magné t i sme , le potent ie l est défini de telle sorte que la 

fo rce résultante dans une d i rec t ion donnée s e m e s u r e p a r le déc ro i s se -

men t du potent iel dans cet te d i r ec t ion . En emp loyan t l ' express ion de 

cet te maniè re , on fait c o r r e s p o n d r e son signe à celui de l 'énergie p o 

tentielle, qui déc ro î t toujours q u a n d les co rps se meuven t dans la di

rec t ion o ù les forces agissent sur eux . 

17 . La découve r t e de H a m i l t o n , sur la f o rme de Y1 opérateur par 

laquelle le vec teur se dédu i t du potent ie l , je t te une v ive lumiè re sul

la nature g é o m é t r i q u e de la re la t ion qui existe entre le potent ie l et le 

vec teur qui en est tiré. 

Ains i que nous l 'avons v u , la c o m p o s a n t e du vec teur dans une d i 

rec t ion est la dér ivée p remiè re du potent ie l prise par rappor t à une 

c o o r d o n n é e c o m p t é e dans ce t te d i rec t ion , le s igne en étant renversé . 

Or , soient i, j , k t rois vec teurs unités, pe rpend icu la i res l'un sur 

l 'autre, et so ient X , Y , Z les composan t e s du vec t eu r £ para l lè lement 

à ces vecteurs : alors 

( 1 ) f = i ' X + y ï + ^ Z 

et, d 'après ce que nous avons dit plus haut , si 1' est le po ten t ie l , 

/ . àW . d'I- di' 

(2) £ = - V i i - * - J - à i ï + k t e 

Et si nous représentons par V l 'opéra teur 

v ' dx J ùy dz 

on a 

( \ ) £ = — Vif. 

O n peut donner au s y m b o l e d 'opéra t ions V l ' interprétat ion su i 

vante : il i nd ique qu ' i l faut mesure r sur chacune des trois d i rec t ions 

rectangulai res l ' acc ro i s sement de f ; pu is , cons idérant les quanti tés 

ainsi t rouvées c o m m e des vec teurs , qu ' i l faut les c o m p o s e r en une 

seule. C'est ce qu i est i n d i q u é par l ' express ion ( 3 ) . Mais on p e u t 

aussi la cons idé re r c o m m e indiquant qu ' i l faut t rouver la d i r ec t ion 

p o u r laquel le W c ro î t le p lus v i te , et de por te r sur cet te d i rec t ion un 

vec teur représentant ce t acc ro i s semen t . 

L a m é , dans son Trai té des fonc t ions inverses, e m p l o i e le te rme de 

paramétrediJ/'érenCietpaur e x p r i m e r la grandeur de cet acc ro i s sement 
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maximum ; mais ni le te rme l u i - m ê m e , ni la façon dont L a m é en fait 

usage, n ' ind iquent q u e la quanti té dés ignée ait une d i rec t ion p r o p r e 

aussi bien qu ' une grandeur . Dans les rares occas ions où j ' au ra i à cons i 

dérer cette relat ion c o m m e puremen t g é o m é t r i q u e , j ' appe l le ra i le v e c 

teur £ le gradient de la fonc t ion scalaire V , employan t le mot gradient 

pour dés igner la d i rec t ion aussi b ien que la grandeur de la chu te la 

plus rapide de ï \ 

18. Il y a toutefois des cas o ù les cond i t ions pour que 

X t f j + Y(/i-- i- Ldz 

soit une différentielle exac te , à savoir 

<l7. à\ r)\ àZ _ à Y àX _ 

èy èz ' âz àj- ' ù'j' dy 

sont rempl ies dans une cer ta ine rég ion de l 'espace, et où cependant 

l ' intégrale prise de A à P peut avoir des valeurs différentes p o u r 

deux con tou r s , tous d e u x en t iè rement c o m p r i s dans la r ég ion . C e 

cas peut se présenter si la r ég ion est en fo rme d 'anneau, et si les 

deux l ignes de A à P sont situées dans des segments opposés de l 'an

neau. On ne peut , dans ce cas , passer d'un c o n t o u r à l 'autre d'un 

mouvemen t con t inu sans sortir de la r ég ion . Nous s o m m e s condu i t s 

ainsi à des cons idéra t ions rentrant dans la G é o m é t r i e de pos i t ion , 

sujet peu é tudié , q u o i q u e son impor t ance ait été signalée par Le ibn i l z 

et mise en lumière par Gauss . Le travail le plus c o m p l e t sur ce sujet 

a été donné par J . - B . Lis t ing ( 1 ) . 

Soient p points dans l 'espace et / l ignes j o i g n a n t ces po in t s de façon 

que jamais d e u x l ignes ne se c o u p e n t et qu ' aucun po in t ne soi t 

laissé i so lé . Nous appel le rons diagramme une figure c o m p o s é e de 

cette manière . D e ces l ignes , p — i suffisent p o u r relier les p points 

et former un système relié. T o u t e l igne en plus donnera heu à une 

bouc le ou c o n t o u r fe rmé, o u , c o m m e nous l 'appellerons, ' à un c y c l e . 

Le n o m b r e des cyc les indépendants dans le d i a g r a m m e est 

k = l — p - i . 

T o u t c o n t o u r f e rmé , décr i t en suivant les l ignes du d i a g r a m m e , se 

c o m p o s e de ces cyc les indépendants pris chacun un n o m b r e q u e l c o n q u e 

de fois et dans une d i rec t ion q u e l c o n q u e . 

L 'exis tence des cyc les est appelée cyclose, et le n o m b r e des cvcles 

d'un d i a g r a m m e nombre cvcloinatique. 

(') Der Census räumlicher Complexe [Gott. Abh., vol. X, p. 9 7 ; 1 8 6 1 ) . 

Tr. d'Elect. et de Magn., I. 2 
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Cyclose des surfaces et des régions. 

Les surfaces peuvent être complètes ou limitées. Les surfaces c o m 

plètes sont infinies o u fermées . Les surfaces l imitées se terminent par 

une o u plusieurs l ignes fermées , qu i , dans le cas l imi te , p e u v e n t se 

rédui re à des l ignes finies doub les ou à des po in ts . U n e rég ion finie 

de l 'espace est l imitée par une o u plusieurs surfaces fermées . De 

ce l l e s -c i , l 'une est la surface ex té r ieure ; les autres y sont c o m p r i s e s , 

sont extér ieures les unes aux autres, et sont appelées les surfaces in

térieures. 

Si la r ég ion est l imitée par une seule surface, ou peut supposer que 

ce t te surface se cont rac te sans cesser d 'être con t inue ou sans se c o u 

per e l l e - m ê m e . Si la r ég ion est à s imple cont inu i té , c o m m e l'est une 

spl ière , cette opéra t ion pourra être cont inuée jusqu ' à ce que la rég ion 

soi t rédui te à un p o i n t ; mais , si la région a la f o rme d'un anneau, on 

ob t i endra finalement une c o u r b e f e r m é e ; et si la rég ion a des c o n 

nex ions nombreuses , le résultat sera un d i ag ramme de l ignes , don t le 

n o m b r e c v c l o m a t i q u e est ce lu i de la r ég ion . L 'espace extér ieur à la 

r é g i o n a le m ê m e n o m b r e c v c l o m a t i q u e que la rég ion , et par suite, si 

la rég ion est l imitée par des surfaces intérieures et extér ieures , son 

n o m b r e c v c l o m a t i q u e est la s o m m e des n o m b r e s co r respondan t à 

toutes ces surfaces. 

L o r s q u ' u n e rég ion renferme d'autres rég ions , elle est appelée péri-

phractique. 

Le n o m b r e des surfaces l imites intérieures d 'une rég ion est appelé 

son nombre périphractique. Une surface fermée est pé r iph rac t ique , 

et son n o m b r e est l 'unité. 

Le n o m b r e c v c l o m a t i q u e d 'une surface fermée est le d o u b l e de 

ce lu i de l 'une ou l 'autre des régions qu 'e l le l imi te . P o u r t rouver le 

n o m b r e c v c l o m a t i q u e d 'une surface limitée, on suppose q u e toutes les 

l imites se cont rac tent sans cesser d'être cont inues , ju squ ' à ce qu 'el les 

se rencontrent . La surface est alors rédui te à un po in t dans Je cas 

des surfaces acycliques, à un d i a g r a m m e de l ignes dans le cas des 

surfaces cycliques. Le n o m b r e c v c l o m a t i q u e de ce d i a g r a m m e est celui 

de la surface. 

1 9 . T H É O R È M E I . —Si, dans toute l'étendue d'une région acyclique, 

Xdx + Y dy^Ldz = — dW, 

la valeur de l'intégrale prise d'un point A à un point P , le 
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long d'un contour quelconque intérieur à la région, est con

stante. 

Nous mont re rons d ' a b o r d que l ' intégrale prise le long d'un c i rcui t 

fermé q u e l c o n q u e intérieur à la région est égale à zé ro . 

Supposons menées les surfaces équipotent ie l les . Ce sont toutes, ou 

des surfaces fermées , ou des surfaces complè t emen t l imitées par la 

surface de la r é g i o n ; par suite, une l igne fermée, intérieure à la ré

gion, qui c o u p e une de ces surfaces en un po in t de son con tou r , doi t 

forcément c o u p e r cet te m ê m e surface en sens inverse , en q u e l q u e 

autre po in t de son c o n t o u r ; les parties cor respondantes de l ' intégrale 

de ligne étant égales et contraires , la valeur totale est z é r o . 

Par suite, si A Q P et A Q ' P sont deux con tours tracés entre A et P, 

l 'intégrale suivant A Q ' P est la s o m m e de cel le suivant A Q P et de 

celle suivant le c o n t o u r formé A Q ' P Q A , et, l ' intégrale suivant le 

contour fermé étant nulle, les deux, intégrales sont égales . 

D o n c , si le potent ie l est donné en un po in t q u e l c o n q u e d 'une pa 

reille rég ion , il est dé te rminé en tout autre po in t . 

20 . T H É O R È M E II . — Dans une région cyclique pour tout l'éten

due de laquelle est satisfaite l'équation 

Xdx + Ydy-^7.dz =— dV, 

iintégrale de V à P n'est en général pas déterminée, i l'on ne 

spécifie le canal par lequel on va de A à P . 

Soit A le n o m b r e c j c l o m a t i q u e de la rég ion : on peut 1 ic dans 

la région k sect ions au m o v e n de surfaces que nous <\\ \ 1 Tons 

diaphragmes, et ainsi fermer k des canaux de j onc t i >n ; ! r é 

gion est ainsi ramenée à être acyc l ique sans que sa con t im i >• -, > t dé 

truite. 

L' intégrale prise de A à P suivant une l igne qui ne ru L u icun 

de ces d iaphragmes sera, d 'après le théorème p récéden t , 1 valeur 

déterminée. 

Supposons maintenant A et P infiniment voisins l'u i di I u tre, 

mais situés de par t et d'autre d 'un d iaphragme : soit K 1 iut< grale 

suivant le chemin A P . 

Soient A ' et P ' deux autres points de part et d'autre du n i > e d ia 

phragme, et inf iniment voisins l 'un de l 'autre, et soit Ix 1 i ti g1 î le 

suivant le chemin A ' P ' . Je dis que K = K ' . 

En effet, menons \ A ' et P P ' : ces l ignes étant presque i. m i lentes, 
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(1 ) Voir S i r W. T H O M S O N , On vortex motion ( Trans. 1?. S. Edin., 1869). 
( ' ) [C'est-à-dire qu'il existe en chaque point du corps trois directions trirec-

tangulaires, qui restent parallèles à elles-mêmes pendant sa déformation]. Voir 

T H O M S O N et T A I T , Natural philosophy, § 100 ( t ) . 

q u o i q u e de part et d'autre du d iaphragme , les intégrales, prises 

suivant chacune d'elles, seront égales . Supposons chacune égale à L : 

l ' intégrale de l igne suivant A ' P ' sera alors égale à cel le suivant 

A'A — AP + PP' = — L + K + t = K = l'intégrale suivant AP. 

D o n c , l ' intégrale prise suivant un c o n t o u r fermé qui traverse un 

d i aph ragme du système dans une d i rec t ion donnée est une quantité 

constante K , que l 'on appelle la constante cyclique cor respondant 

au cyc le donné . 

Soi t une c o u r b e fermée q u e l c o n q u e tracée à l ' intér ieur de la région 

et coupan t le d i a ph r a gm e du p remie r c y c l e p fois dans la d i rec t ion 

pos i t ive et p' fois dans la d i rec t ion négat ive ; et soit p —p' — n t . L ' in

tégrale de l igne suivant la c o u r b e fermée sera n , K 1 . 

D e m ê m e , l ' intégrale de l igne suivant une c o u r b e fermée q u e l c o n q u e 

sera 
« iKi + n 2 K ¡ — . . . -f- Ti/t-K^, 

o ù n¿ représente l ' excès du n o m b r e des passages posit ifs sur le n o m 

bre des passages négatifs de la c o u r b e à travers le d iaphragme du 

c y c l e K . 

Si d e u x c o u r b e s sont telles que l 'on puisse passer de l 'une à l 'autre 

d'un m o u v e m e n t con t inu , sans j amais traverser aucune por t ion de l 'es

pace p o u r laquel le la cond i t ion d 'avoi r un potent iel ne soit pas r e m 

pl ie , les deux c o u r b e s sont appelées courbes réductibles. Les c o u r b e s 

p o u r lesquel les cet te t ransformation ne peut être faite sont appelées 

courbes irréductibles (*). 

La cond i t ion que ~X.dx -+- Ydy -+- ïdz soit la différentielle exac te 

d 'une cer taine fonct ion W pou r tous les poin ts intérieurs à une c e r 

taine r ég ion se rencont re dans différentes recherches phys iques , dans 

lesquel les la quanti té d i r igée et le potent ie l ont des significat ions phy

siques différentes. 

En C inémat ique pure , on peut supposer que X , Y, Z soient les c o m 

posantes du dép lacement d'un po in t appartenant à un corps con t inu , 

don t les c o o r d o n n é e s initiales étaient x, y, z; alors la cond i t ion e x 

p r i m e que l ' ensemble des déplacements const i tue une translation 

sans rotat ion ( 2 ) . 

Si X , Y , Z représentent les composan tes de la vitesse d'un fluide au 
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point {x, y, z), la cond i t ion e x p r i m e que le m o u v e m e n t du fluide 

s'effectue sans rotat ion. 

Si X , Y , Z représentent les composan tes de la force au poin t (x, y, -

la condi t ion e x p r i m e que le travail a c c o m p l i pendant le passage d'un 

point matériel d 'une pos i t ion à une autre est la différence des p o t e n 

tiels en ces deux pos i t ions , et cette différence a la m ô m e valeur p o u r 

tous les con tours réduct ib les c o m p r i s entre ces deux pos i t ions . 

Des intégrales sur une surface. 

21 . Soient dS l ' é lément de surface, s l 'angle que fait avec la d i rec t ion 

du vecteur R la normale menée à la surface du cô té posi t i f de cette 

surface. A lo r s f fW. cose c/S est appelé l ' intégrale de R sur la surface S. 

T H É O R È M E I I I . — L'intégrale d'un flux à travers une surface 

fermée peut s'exprimer par l'intégrale de sa convergence étendue 

à tout le volume compris à Vintérieur de la surface {voir p . 20) . 

Soient X , Y , Z les composan tes de R ; l, m, n les cos inus des angles 

formés avec les axes pa r l a normale à S d i r igée vers l ' intérieur de cette 

surface. L ' intégrale de R sur la surface S est 

( 0 

JjRcosidS=j%JxidS •+- mdS +JJ'L 

n dS 

=JjX dy dz -\-j J\ dz dx 4 j'jZ dx dy, 

les valeurs X , Y , Z étant cel les en un po in t de la surface, et les inté

grations s'étendant sur toute la surface. 

Si la surface est fe rmée , pour des valeurs données de y et la 

coordonnée x do i t avoi r un n o m b r e pair de valeurs ; car une l igne pa

rallèle à x, dès l ' instant qu 'e l le rencontre la surface, do i t pénétrer 

dans l 'espace renfermé et en sortir un m ê m e n o m b r e de fois . 

Considérons un po in t allant de x — — oo à x = - ) - oo ; il pénètre dans 

l 'espace pou r la p r emiè re fois p o u r x = xt, en sort p o u r x = a? s, et 

ainsi de suite ; et soient X 1 ; X 2 , . . . les valeurs de X en ces points : alors 

/f*-dydZ=f/[(X2-Xl) + ( X * - X 3 ) + - . - - H ( X 2 „ - X 2 n y)\dyd*. 

Si X est une quantité con t inue et n'a pas de valeurs infinies entre 

àX . 
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(5) ffK COS S dS = / / / ( g + ^ + S ) dx dy dz, 

l ' intégrale t r iple étant é tendue à tout le v o l u m e intér ieur à S. 

S u p p o s o n s maintenant q u e X , Y , Z ne soient pas con t inus à l ' in

tér ieur de la surface f e r m é e ; mais q u e , sur une cer taine surface 

F(x, y, z) —: o , les valeurs de X , Y , Z sautent b r u s q u e m e n t d e 

X , Y , Z sur le c ô t é négat i f à X ' , Y ' , Z ' sur le c ô t é pos i t i f de la surface. 

Si cet te d iscont inui té se présente entre xt et x2, par e x e m p l e , la 

valeur de X 2 — X , sera 

r*"s àX 

où l 'on ne do i t cons idé re r dans l ' express ion sous le signeJque les va

leurs finies de la dér ivée de X . 

D o n c , dans ce cas , l ' intégrale de R sur la surface fermée sera ex

p r imée par 

( 7 ) ! + / f { X ' - X ) d y d z 

| + JJ(T- ^)dzdx^ JJ{T- -Z)dxdy, 

o u b i e n , si l', m', n' sont les cosinus di recteurs de la normale à la 

surface de d i scont inu i té , et dS' un é lément de cette surface, 

-+- ) dx dr dz 
oz ; 

y"Ç [ / ' (X'— X ) - t - / « ' ( Y ' — Y ) - f - 7 i ' ( Z ' — Z ) ] r f S ' , 

l ' intégrat ion s'étendant de xx à x2, c 'est-à-dire le l ong du p r e m i e r 

segment de x c o m p r i s à l ' intérieur de la surface fe rmée . Et tenant 

c o m p t e de tous les segments qui sont c o m p r i s à l ' intér ieur de la sur

face fe rmée , nous t rouvons 

(4) ffxdydz =JJJfx dxdydz, 

l ' intégrale d o u b l e étant l imi tée à la surface fe rmée , et l ' intégrale t r iple 

étant au contrai re é tendue à tout le v o l u m e c o m p r i s à l ' intér ieur de 

cette surface. D o n c , si X , Y , Z sont cont inus et finis à l ' intérieur d 'une 

surface fe rmée , l ' intégrale de R sur cette surface c o m p l è t e sera 
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l ' intégration devanL è l re é tendue, dans le dernier te rme, à toute la 

surface de d iscont inui té . 

Si, en tous les points où X , Y , Z sont con t inus , 

dX riY <)Z 
(9) 1 1- — -t- T - = o, 

v a / àx Oy dz ' 

et si, sur chacune des surfaces où ils sont d i scon t inus , 

(10) l'X'-hm'Y-h n'Z' — F X + m'Y+- n'Z, 

l'intégrale sur une surface fermée q u e l c o n q u e est nulle, et l 'on dit 

que la d is t r ibut ion du vec teur est so léno ïda le . 

Nous désignerons l ' équat ion ( 9 ) sous le n o m de condition solé

noïdale générale, et l ' équat ion (10) sous le n o m de condition solé

noïdale à la sur/ace. 

22. Cons idérons maintenant le cas o ù , p o u r tous les points in té

rieurs à la surface S, l ' équat ion 

dX à\ ÔZ 
( H ) j — + j - + t - = 0 

ox oy dz 

est satisfaite en m ê m e temps que X , Y et Z sont con t inus . Là c o n s é 

quence en est que l ' intégrale sur la surface fermée est égale à z é r o . 

Or supposons que la surface fermée S soit fo rmée de trois parties 

S|, S 0 et S 2 ; que Sj soi t une surface de fo rme q u e l c o n q u e l imi tée par 

une l igne L n et que S 0 soit fo rmée en menant de tous les points de L 1 

des l ignes dans la d i rec t ion de II. Si l, m, n sont les cosinus d i r e c 

teurs de la normale en un poin t q u e l c o n q u e de la surface S 0 , 

(12) R coss = X / + Y m + Z / i = o. 

Donc les éléments de l ' intégrale cor respondan t à cet te surface S 0 

sont nuls. 

Soit S 2 une autre surface de forme q u e l c o n q u e , l imitée par la 

courbe, L a suivant laquel le elle rencontre la surface S 0 . 

Soient Qi , Q Q , Q 2 les intégrales sur les surfaces S n S„ et S s , et soit 

Q l ' intégrale de surface sur la surface fermée S. A lo r s 

(13) Q = Q , + Q o + Q 2 = o , 

et nous savons que 

(14) Q o = o ; 

donc 
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Des régions périphractiques. 

Si, dans toute l 'é tendue d 'une rég ion l imi tée ex té r ieurement par une 

seule surface fermée Si, la c o n d i t i o n solénoïdale 

àX dY dZ _ 

dx ôy ôz 

est satisfaite, l ' intégrale pr ise sur une surface fermée q u e l c o n q u e in 

tér ieure à la rég ion est nul le , et l ' intégrale pr ise sur une surface 

l imi tée , intér ieure à la rég ion , ne dépend que de la fo rme de la c o u r b e 

fermée qui sert de l imi te . 

Mais ces résultats ne sont pas vrais en général , si la rég ion p o u r 

laquel le la cond i t i on so lénoïdale est satisfaite est l imi tée aut rement 

que par une surface un ique . 

Car , si elle est l imi tée aut rement que par une seule surface cont i 

nue, l 'une des surfaces l imites est la surface ex té r ieure ; les autres 

c'est-à-dire que l ' intégrale sur S 2 est égale et de s igne contra i re à l'in

tégrale sur Si, quelles que soient la fo rme et la pos i t ion de S 2 , p o u r v u 

que la surface in termédia i re S 0 soit cons t ammen t tangente à R . 

Si nous supposons que soit une c o u r b e fermée d'aire peu c o n s i 

dérab le , S 0 sera une surface tubula i re jou issan t de cette p ropr ié té , 

que l ' intégrale prise sur une sect ion q u e l c o n q u e du tube est c o n 

stante. 

T o u t l 'espace intér ieur à la surface S peut être divisé en tubes de 

cette nature, p o u r v u que 

( 1 6 ) — - — -+- — = o ; 
ox i)y oz 

une dis t r ibut ion d 'une quantité vec tor ie l l e satisfaisant à cet te c o n d i 

tion est appelée distribution solénoïdale. 

Des tubes et des lignes de flux. 

Si l ' espace est d ivisé en tubes , de façon que l ' intégrale sur une 

sec t ion q u e l c o n q u e de c h a q u e tube soit l 'unité, les tubes sont appelés 

tubes unités, et l ' intégrale prise sur une surface finie S, l imi tée par 

une c o u r b e fermée L, est égale au n o m b r e de ces tubes qui traversent 

la surface S dans le sens posit if , o u , c e qu i revient au m ê m e , qui 

passent à travers la c o u r b e fe rmée L . 

D o n c l ' intégrale sur S ne dépend que de la fo rme de sa l imi te L , et 

non d e la fo rme de la surface à l ' intér ieur de cet te l imi te . 
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sont les surfaces intér ieures , et la r ég ion S est pér iphract ique pu i s 

qu'elle renferme d'autres régions qu 'e l le entoure ent ièrement . 

Soit S! une de ces régions entourées , p o u r laquel le la condi t ion 

solénoïdale n'est pas satisfaite, et soit 

Q, = jJ RcosôrfS, 

l 'intégrale de surface p o u r la surface qu i l imite cette région ; soient 

Qi» Qs> - • · des quanti tés co r respondan tes pou r les autres rég ions 

englobées . 

Si une surface fermée S' est tracée à l ' intér ieur de la région S, l ' inté

grale cor respondante ne sera égale à zé ro que si cette surface S ' n e ren

ferme aucune des surfaces eng lobées S 1 } S 2 , . . . . Si elle en renferme 

quelques-unes , son intégrale de surface est la s o m m e des intégrales 

de surface p o u r les différentes surfaces eng lobées qu 'e l le c o m p r e n d . 

P o u r la m ê m e raison, l ' intégrale prise sur une surface l imitée par 

une c o u r b e fermée n'est la m ê m e , pour d'autres surfaces l imitées par 

la m ê m e c o u r b e , q u e si les surfaces sont réduct ib les à la surface 

donnée par un m o u v e m e n t cont inu à l ' intérieur de la région S. 

Quand nous avons à nous o c c u p e r d 'une rég ion pé r iphrac t ique , la 

première chose à faire est de la ramener à être apér iphrac t ique , en 

menant des l ignes qu i j o i g n e n t les différentes surfaces l imi tes . C h a 

cune de ces l ignes , p o u r v u qu 'e l le ne relie pas deux surfaces qui sont 

déjà en c o m m u n i c a t i o n con t inue , rédui t d 'une unité le n o m b r e pé r i 

ph rac t ique ; en sorte que le n o m b r e total des l ignes à tracer p o u r 

faire disparaître la pé r iphrax ie est égal au n o m b r e pér iphrac t ique , ou 

au n o m b r e des surfaces intér ieures . 

Quand ces l ignes ont été menées , nous p o u v o n s affirmer que , si la 

condi t ion so lénoïda le est satisfaite dans la r ég ion S, toute surface 

fermée, tracée à l ' intérieur de la rég ion et ne coupan t aucune des 

l ignes, donne l i eu à une intégrale nul le . 

En menant ces l ignes , nous devons nous souvenir que toute l igne 

joignant des surfaces déjà reliées ne d iminue pas le n o m b r e pé r i 

phrac t ique , mais augmente le n o m b r e c y c l o m a t i q u e . 

L ' e x e m p l e le plus famil ier d 'une rég ion pér iphrac t ique , à l ' intérieur 

de laquelle la c o n d i t i o n solénoïdale est satisfaite, est la rég ion qui en

toure une masse exerçan t une attraction ou une répuls ion inversement 

p ropor t ionne l le au carré de la dis tance. 

Nous avons dans ce cas 
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;x étant la masse supposée p lacée à l ' o r ig ine des c o o r d o n n é e s . En un 

po in t q u e l c o n q u e à distance finie /•, 

dx ' ày ~^ àz ' 

mais à l 'o r ig ine ces quanti tés deviennent infinies. P o u r toute surface 

fermée ne renfermant pas l ' o r ig ine , l ' intégrale de surface est nu l le ; 

si la surface f e rmée renferme l ' o r i g ine , l ' in tégrale de surface est 

Si , p o u r une raison q u e l c o n q u e , nous v o u l o n s traiter une rég ion 

entourant u. c o m m e si elle n'était pas pér iphrac t ique , nous devrons 

tracer une l igne de \i. à l ' infini, et nous souven i r , en prenant les 

intégrales sur une surface f e rmée , qu ' i l faut ajouter ^T.'J. toutes 

les fois que ce l te l igne passe du cô té négat i f au cô t é pos i t i f de la sur-

2 3 . Dans ce Tra i té , on admet que les m o u v e m e n t s de translation 

suivant un axe, o u de rotat ion autour de cet axe , sont de m ê m e signe 

lo rsque leurs d i rec t ions co r re sponden t aux m o u v e m e n t s de transla

tion et de rotat ion d 'une vis o rd ina i re , ou vis à droi te ( 2 ) . 

(') En effet, une surface renfermant l'origine est réductible à une sphère ayant 

celle-ci pour centre, et de rayon II petit, mais fini; pour tous les points de cette 

i . I in n i , , r „v , , . u.dS . .,. , , 
sphère, - = — — — = = i et ( i X -t- m\ -t- ni.) se réduit a — - — > dont 1 intégrale 

( 2 ) L'action combinée des muscles du bras, lorsque nous tournons en dehors 

le dessus de la main droite, en même temps que nous tendons la main en avant, 

grave dans la mémoire, mieux que toute définition, la nature du mouvement d'une 

vis à droite. Cn tire-bouchon ordinaire peut servir de symbole matériel de ce 

même mouvement. 

Le professeur W . - N . Miller m'a fait observer que les vrilles de la vigne sont 

enroulées à druite et celles du houblon à gauche, et que l'on pourrait appeler les 

deux systèmes de rotations dans l'espace système de la vigne et système du 

houblon. 

Le système de la vigne, que nous adoptons, est celui de Linné et celui des fa

bricants de vis dans tous les pays civilisés, sauf le Japon. De Gandolle est le pre

mier qui a appelé vrilles à droite les vrilles du houblon; en cela il a été suivi 

par Listing et par la plupart de ceux qui ont écrit sur la polarisation rotatoire de 

la lumière. Des vis faites comme les vrilles de houhlon servent pour relier entre 

eux les wagons de chemins de fer et pour f ixer les roues de gauche des voitures 

ordinaires; mais ceux qui les emploient les appellent toujours vis à gauche. 

face ( ' ) . 

Des relations dextrogyres et lévogyres dans l'espace. 

(P-) 
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D E S R E L A T I O N S D E X T R O G V R E S E T L É V O G Y R E S D A N S L ' E S T A C E . 

Par exemple , si l 'on c o m p t e pos i t ivement la rotat ion effective de la 

Terre de l 'ouest à l 'est, la d i rec t ion pos i t ive sur l 'axe de la Te r re est pr ise 

du sud au n o r d ; p o u r un h o m m e qui ma rche d ro i t devant lui dans la 

direction pos i t ive , la rotat ion posi t ive s'effectuera, en partant de la 

tête, par la main d ro i t e , les p ieds et la main gauche . 

Si nous nous p laçons nous-mêmes sur une surface, du cô t é posi t i f , 

le sens pos i t i f sur une c o u r b e qui l imite cette surface sera inverse 

du sens du m o u v e m e n t des aiguil les d 'une mont re dont la face est 

tournée vers nous . 

Tel est le système « à dro i te » adopté dans la JVattirai PhilosopJiy 

de Thomson et Tait , § 2 ri-3; le sys tème o p p o s é , ou système « à gauche » , 

est adopté dans les Quater nions de Hamil ton et de Tait . L 'opéra t ion 

qui consiste à passer d 'un système à l 'autre est appelée par Lis t ing 

perversion. 

L'image d'un ob j e t v u par réflexion dans un mi ro i r est une i m a g e 

perversée de cet ob j e t . 

\ Quand nous emplo i e rons des axes de coo rdonnées cartésiennes 

x, y, s, nous les t racerons de façon que la convent ion ordinaire sur 

l 'ordre de succession des svmbo le s nous condu i se dans l ' espace à un 

système de d i rec t ions à d ro i t e . 

L'aire des surfaces sera c o m p t é e pos i t ivement si Tordre d ' in tégra

tion est c o n f o r m e à l ' o rdre de success ion des symbo les . A i n s i l 'aire 

l 'ordre d ' intégration étant x , y dans le p remie r cas, et y , x dans le 

second. 

La relation entre les deux produi t s dx dy et dy dx peu t se c o m 

parer à la relation qui exis te , dans la théor ie des quaternions , entre 

les produi ts de deux vecteurs perpendicu la i res l'un à l 'autre, p rodu i t s 

dont le s igne dépend de l 'o rdre de mul t ip l ica t ion , ou à l ' inversion du 

signe dans un déterminant où l 'on échange entre elles d e u x l ignes ou 

colonnes consécu t ives . 

Pour la m ê m e raison, une intégrale de v o l u m e do i t être c o m p t é e 

posi t ivement si l 'o rdre d ' in tégra t ion est l 'o rdre de success ion des v a 

riables x , y , z, et néga t ivement si l 'ordre de success ion est renversé . 

Nous allons maintenant é tabl i r un théo rème fort utile, en ce qu ' i l 

établit une relat ion entre une intégrale prise sur une surface l imi t ée 

et une intégrale prise le l o n g de ses l imites . 

d'une c o u r b e fermée 

peut s écr ire 

x dy ou — J y dx, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



( 2 ) j j~{l\ + mr, -r- nt,)dS. 

P o u r nous faire une idée exac te de ce qu ' i l faut entendre par l ' é lé 

men t de surface dS>, nous al lons supposer que les valeurs des c o o r d o n 

nées x, y, z soient données p o u r chaque po in t de la surface en f o n c 

tion de d e u x var iables indépendantes a et 3. Si, 3 restant constant , « 

va r i e , le po in t {x, y, z) déc r i t une c o u r b e sur la sur face ; et si l 'on 

d o n n e à j3 une série de valeurs , une série de parei l les c o u r b e s seront 

décr i tes , toutes situées sur la surface S. D e m ê m e , si l 'on donne à a 

une série de valeurs constantes , on tracera une d e u x i è m e série de 

c o u r b e s coupan t la p r e m i è r e série et divisant toute la surface en 

par t ies élémentaires , don t une q u e l c o n q u e peut être pr ise p o u r repré

senter l 'é lément dS. 

L a pro jec t ion de ce t é lément sur le plan des yz est, d 'après la f o r 

m u l e ordinai re , qu i d o n n e la surface d'un para l l é logramme infiniment 

pe t i t , 

L e s express ions de m dS et de n dS> se dédui ront de c e l l e - c i par une 

permuta t ion c i rcu la i re . 

2 i . T H É O R È M E I V . — Une intégrale prise le long d'une courbe 

fermée peut s'exprimer au moyen d'une intégrale prise sur une sur

face ayant la courbe pour limite. 

Soient X , Y , Z les c o m p o s a n t e s d 'un vec teur 21, d o n t l ' intégrale 

d o i t être prise le l ong d 'une c o u r b e fermée s. 

So i t S une surface c o n t i n u e et finie q u e l c o n q u e , en t iè rement l imi tée 

par la c o u r b e s, et soient £, -r,, Ç les composan te s d'un autre vec teur ¡0, 

l iées à X , Y , Z par les équa t ions 

( ' } ày òz ' T> ~ ' dz àx ' s ~~ àx dy ' 

Je dis q u e l ' intégrale de surface de Q, prise sur la surface S, est 

égale à l ' intégrale de l igne de J3, pr ise le l ong de la c o u r b e s. Il est 

c la i r que £, T|, Ç satisfont d ' e u x - m ê m e s à la cond i t ion so lénoïda le 

ùx ' ùy àz ' 

Soien t l, m, n les cos inus d i rec teurs de la normale à un é lément de 

surface rfS c o m p t é e dans la d i r ec t i on posi t ive) A lo r s la va leur de l ' in

tégrale de surface de 0 p e u t s 'écrire 
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DES BELATIONS DEXTROGYRES ET LÉVOGYRES DANS L'ESPACE. 29 

L' in tégra le à évaluer est 

(4) J f (It + m r ^ n ^ d S , 

ou, en subst i tuant à \, rt, Ç leurs valeurs en fonc t ion de X , Y et Z , 

( 5 ) JJ { m ^ - n T r ^ n < * - l ^ - [ l ^ ^ m r x ) d > -

La partie de cet te intégrale qui dépend de X peu t s 'écrire 

Ç Ç VàX /ds dx àz dx\ . . . — ......— _ _ _ _. . dX ! dx dy dx dy 
(6> I I I TÏ7 l ,T7 M — M I ~ \ j i — ¿¡3 f% 

dri du. 

. , . . . , àX dx dx 
ce qu i devient , en ajoutant et retranchant 

dx dx c*3 ' 

Ç f \ à x ( àX dx 

J J [d$ [dx~ dx 

ÙX àz\ 

ùy dx ' àz dx I 

dx / àX dx dX dy _ dX dz\\ 

te \àX àj ^ ly~ d$ ~àz~ à$)\ ? 

C r/dX dx dX dx\ ,„ , 
i 8 ) = J J u ^ - ^ r ^ 

Supposons maintenant que les c o u r b e s p o u r lesquel les x est constant 

forment une série de courbes fermées entourant le po in t de la surface 

pou r leque l a a sa valeur m i n i m u m a0, la dern iè re c o u r b e de la 

série, p o u r laquel le I = I „ co ïnc idan t avec la c o u r b e fermée p r i m i 

tive s. 

Supposons , en out re , que les c o u r b e s p o u r lesquel les p est constant 

forment une série de l ignes menées du poin t p o u r l eque l a — x0 j u s 

qu'à la c o u r b e s, la première c o u r b e p o et la dernière 3j se c o n f o n 

dant. 

Intégrant par parties l 'équation ( 8 ) , le p remie r te rme par rapport 

à x, et le s econd par rapport à [3, les intégrales d o u b l e s se détruisent 

l'une l 'autre ; l ' intégrale 

<r-. 
à?/oL=OL0 

est nul le , pu i sque la c o u r b e x — x0 se réduit à un po in t , p o u r lequel 

il n 'y a qu 'une seule valeur de X et de x. 

Les deux intégrales 
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et , pu i sque la c o u r b e a — a, est i den t ique avec la c o u r b e s, nous p o u 

vons écr i re cette express ion 

( . o ) f X ï ï d ' ' 

l ' intégrat ion s'effectuant le l o n g de la c o u r b e s. On traiterait de la 

m ê m e manière les part ies de l ' intégrale de surface qui dépendent de 

Y et Z , en sorte que l 'on a finalement 

(.x) / / m-, + rfS =ff ( X £ + Y % +. z £ ) ds, 

la p r emiè re intégrale s 'étendant à la surface S, et la s econde à la 

c o u r b e l imite s ('). 

Effet de l'opérateur V sur une fonction vectorielle. 

23. Nous avons vu que l ' opéra t ion représentée par V est cel le par 

laquel le on dédu i t un vec teur de son potent ie l . La m ê m e opéra t ion , 

app l iquée à une fonc t ion vec to r i e l l e , donne des résultats qui inter

viennent dans d e u x des théorèmes p r é c é d e m m e n t établis (III et I V ) . 

L'ex tens ion de ce t opéra teur aux dép lacements vector ie ls et la p lu

part des développements , qu i suivent sont dus au professeur 

T a i t ( 2 ) . 

Soi t s une fonc t ion vec tor ie l le de p, le vec teur d 'un poin t var iable . 

P o s o n s , suivant l 'usage , 

p = ix+jy — kz 
et 

a — i'X -r- j Y -4- kZ, 

o ù X , Y , Z sont les composan t e s de a, suivant les d i rec t ions des axes. 

(' ) Ce théorème a éLé donné par le professeur Stokes ( Smith's prize Examina
tion, 1854J question 8). II est démontré clans la Natural philosophy de Thomson 
et Tait, § 100 (J)-

( ! ) Voir Pror.. It. S. Edin., 28 avril 1862; Sur le théorème de Green et d'au
tres qui en dépendent (Proc. li. S. Edin., 1869-70), Mémoire très important; 
et Sur quelques intégrales de quaternions (Proc. lt. S. Edin., 1870-71). 

se détruisent l 'une l 'autre, pu i sque le po in t ( a , p 0 ) se con fond avec le 

p o i n t (*, 8 , ) . 

L'express ion ( 8 ) se rédui t d o n c à 
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EFFET H E L ' O P É R A T E U R V S U R U N E F O N C T I O N V E C T O R I E L L E . 3l 

Nous devons effectuer sur cr l ' opéra t ion 

V = L - - -+- j — -+- A- — • 
C)J7 C /K 

Effectuons cet te opéra t ion en appl iquant les règles de mul t ip l i ca 

tion de i, j et k; nous t rouvons que Vs se c o m p o s e de deux part ies, 

l 'une scalaire, et l 'autre vec to r ie l l e . 

La partie scalaire est 

SX,=~ ( — -,- — -+- - \ 
\ dx ' i)y ¿ 3 / 

(voir T H É O R È M E I I I ) et la par t ie vec tor ie l le est 

.lui. à \ \ .ièx <)7.\ , /<n àx\ 

\ày " ~àz) \ t e - ùï) H " k \ f o " ) ' 

et, si la relat ion entre X , Y , X et ç, rt, £ est celle qui a été donnée par 

l 'équation ( i ) d u thé o r è m e p récéden t , nous pouvons écr i re 

Kv<J = « Ê - i - . / T | - t - * S 

(voir T H É O R È M E I V ) . 

On voi t d o n c que les fonc t ions de X , Y , Z qui se présentent dans 

les deux théorèmes s 'obt iennent toutes deux en effectuant l 'opérat ion V 

sur le vec teur dont les composan te s sont X , Y , Z . Les théorèmes e u x -

mêmes peuven t s 'écrire 

(III) JJ"jsV<jdS= J'js.vUvds 

et 

(IV) Js<;dp-=Jj S.VzUvds, 

où dS> est un é lément de v o l u m e , ds un é lément de surface, dp un é l é 

ment de c o u r b e , et L) v un vec teur unité, d i r igé suivant la normale . 

P o u r c o m p r e n d r e la s ignif icat ion de ces fonct ions d'un vec teur , 

supposons que a 0 soit la valeur de <s en un poin t P, et examinons quel le 

est la valeur de a — a0 dans le vo is inage de P . Si, autour du po in t P , 

nous traçons une surface fe rmée , et que l ' intégrale de a sur cette sur 

face soit d i r igée vers l ' intér ieur ( 1 ) , S Va sera positif , et, partout aux 

environs du po in t P , le vec teur a — T„ sera di r igé vers ce po in t , ainsi 

que l ' indique la fig. i . 

( ' ) C'est-à-dire si l'on considère le côté interne de cette surface comme son 
coté positif. ( P . ) 
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/ i \ 
sont £, *| e t et examinons le. vec teur a— a0 près du po in t P . On 

verra que , c o m m e sur la fig. 2 , le vec teur est par tou t d isposé tangen-

Fig. i. 

\ * î 
l i e l lement et dans une d i rec t ion o p p o s é e au m o u v e m e n t des aigui l les 

d 'une mon t r e . 

Je p r o p o s e , mais sans grande conf iance , d 'appeler la partie v e c t o 

rielle de Vu le tournoiement o u la version de CJ au po in t P . 

La fig. 3 m o n t r e un e x e m p l e de vers ion et de c o n v e r g e n c e c o m b i 

nées. 
Fig. 3. 

Cons idé rons maintenant la s ignif icat ion de l 'équat ion 

F V T = o. 

Elle i m p l i q u e que Ys est scalaire , ou q u e le vec teur a est le gradient 

de q u e l q u e fonc t ion scalaire 1J'. Ces appl icat ions du s v m b o l e d 'opéra 

tion V sont dues au professeur Tai t ( 1 ) . Un d é v e l o p p e m e n t plus c o m -

(') Proceedings li. .·>. Edili., 1862. 

C'est p o u r q u o i j e p r o p o s e d 'appeler la par t ie scalaire de V i la con

vergence de a au po in t P . 

P o u r dé terminer le sens de la par t ie vec to r i e l l e de Va, supposons 

q u e nous regard ions dans la d i rec t ion d u vec teur dont les composan t e s 

Fig. i. 
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EFFET D E L'OPÉRATEUR V SUR UNE FONCTION VECTORIELLE. 33 

plet de ce t te théor ie est donné dans le M é m o i r e Sur le théorème de 

Green, et sur d'autres qui en dépendent, auque l j e r envo ie le l ec 

teur p o u r l ' é tude des propr ié tés du s y m b o l e V au m o y e n des seules 

méthodes des qua te rn ions ( * ) . 

2G. U n e des propr ié tés les plus r emarquab les du s y m b o l e d ' o p é r a 

tion V est q u e , répété , il devient 

ydx* dy1 ' ùz'1 

symbole q u i se présente dans toutes les part ies d e la P h y s i q u e et que 

nous appel le rons symbole de Laplace. 

Ce s y m b o l e d 'opéra t ion est essent ie l lement scalaire : q u a n d il est 

appliqué à une fonc t ion scalaire, le résultat est scalaire ; q u a n d il est 

appliqué à un vec teur , le résultat est un vec teur . 

Si d 'un po in t P c o m m e centre n o u s t raçons une pet i te sphère de 

rayon r, et si q0 est la va leur de q au cent re , q sa valeur m o y e n n e pou r 

tous les po in t s situés à l ' intér ieur de la sphère , 

7 0 — ? = -hr'iV1y> 

en sorte q u e la va leur de q au centre est p lus grande o u p lus pet i te 

que la valeur m o y e n n e , suivant que V s ^ est pos i t i f ou négat i f ( 2 ) . 

C'est p o u r q u o i j e p r o p o s e d 'appe le r V2<7 la concentration d e q au 

(') Trans. Jf. S. Edin., 1 8 G 9 - 9 0 . 
( ! ) [En effet, pour un point de cette sphère, 

ôq dq dq 1 /ô'q , ù'q \ 

la valeur moyenne est 

i^fJJqdxdydi'' 
mais, si d\ù représente dx dy dz, on a pour la sphère 

j*x dm — Jy dui - J' z dw - Jyz dm -
 xz c^01 — j XY c^ 0 

et 

f X2 dm — J"y'*diù = j z1 du — ~ j >· dm = ^ Ç \r^r'dr = ~ izr'; 

d'où, enfin, 

^ f f f q d x d y d ^ q + ^ ^ ^ + ^ ] . ( P . ) ] 

Tr. d'Elect. et de Magn., I . 
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poin t P , car il i nd ique l 'excès de la valeur de g en ce po in t sur sa 

va leur m o v c n n e a n \ environs de ce po in t . 

Si g est une fonct ion scalaire, on connaî t b i en la façon de t rouver 

sa valeur m o y e n n e . Si c 'est une fonc t ion vec to r i e l l e , on t rouvera 

sa valeur m o y e n n e au m o v e u des règles sur l ' intégrat ion des f o n c 

tions vec tor ie l les . Le résultat est naturel lement un vecteur . 
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É L E C T H I S A T I O N P A U F R O T T E M E N T . 35 

P R E M I È R E PARTIE. 

ÉLECTROSTATIQUE. 

CHAPITRE I. 

D E S C R I P T I O N DES P H É N O M È N E S ( 1 ). 

Électrisation par frottement. 

27. Expérience 1 (-). - - Si un m o r c e a u de verre et un morceau 

de résine, ne présentant ni l 'un ni l 'autre aucune p ropr ié té é lec t r ique , 

sont frottés l 'un con t re l 'autre, tant que leurs surfaces frottées sont 

laissées en contac t , ils ne manifestent po in t de propr ié tés é lec t r iques ; 

mais, dès q u ' o n les sépare, ils s'attirent l 'un l 'autre. 

Si un second m o r c e a u de verre est frotté cont re un second morceau 

( ! ) [D'après le titre de ce Chapitre et quelques mots de la Préface, on doil. 

penser que l'auteur s'est proposé de résumer ici, dans un ordre méthodique, les 

faits nécessaires et suffisants pour l'édification d'une théorie rationnelle de l'élec

trostatique : ce but ne nous paraît pas avoir été rempli. L'exposé qui va suivre 

ne peut dispenser le lecteur d'étudier dans d'autres Ouvrages les principaux phé

nomènes électriques. 

On n'y trouve pas, en effet, les qualités qui caractérisent la plupart des Cha

pitres du présent Ouvrage, la simplicité, l'ordre et la précision. Les définitions 

expérimentales sont confuses ou amenées d'une manière artificielle ; les expé

riences fondamentales, qui ne sont, pour la plupart, que des généralisations 

théoriques de celles de Faraday, sont compliquées et à peine réalisables. L'auteur 

parait du reste avoir senti l'insuffisance de son mode d'exposition, car il rc-

uent sur certaines notions jusqu'à trois fois, sans parvenir néanmoins à la net

teté désirable. Malgré ces imperfections didactiques, ce Chapitre est fort intéres

sant pour le lecteur familiarisé avec les phénomènes; il est plein d'aperçus 

originaux et de sujets de méditations pour les physiciens comme pour les géo

mètres. ( C.)] 

(8) Voir Sir W I L L I A M T I I O M S O M , Sur la Théorie mathématique de VÉlectricité 

(Cambridge and Dublin Malhematical journal, mars i8'|8). 
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( ') [Celte affirmation, présentée au début sous cette forme, est une véritable 

pétition de principes. ( C ) ] 

( 2 ) Cette expérience et plusieurs autres qui suivent, sont dues à Faraday : Sur 

l'Induction électrique statique (Phil. Mag., i843 ), et Exp. Res., vol. JI, p. 2 7 9 . 

de résine, et que tous deux , après avoir été séparés, soient suspendus 

dans le vois inage des premiers m o r c e a u x de verre et de résine, on 

observe r 

i" Que les deux m o r c e a u x de verre se repoussent l 'un l 'autre; 

2 ° Q u e chaque m o r c e a u de verre attire chacun des m o r c e a u x de 

résine ; 

3° Que les deux m o r c e a u x de résine se repoussent l 'un l 'autre. 

On appelle phénomènes électriques ces phénomènes d 'at tract ion et 

de répulsion ; les co rps qu i les présentent sont dits élecirisés ou char

gés d'électricité. 

Les corps peuvent être électrisés de bien d'autres manières q u e par 

le frot tement. 

Les propr ié tés des deux morceaux de verre sont semblab les entre 

elles et opposées à celles des deux m o r c e a u x de résine : le verre attire 

ce que la résine repousse , et repousse ce que la résine attire. 

Si un co rps , qui a été électrisé d 'une manière q u e l c o n q u e , se c o m 

por te c o m m e le verre , c 'es t -à-dire , s'il repousse le ver re et attire la 

résine, on dit qu ' i l est chargé d 'é lectr ici té v i t r ée ; s'il attire le verre et 

repousse la résine, on dit qu ' i l a l 'é lectr ici té résineuse. On constate 

que tous les corps électrisés ont l 'une ou l 'autre é lec t r ic i té . 

C'est une hab i tude reçue parmi les savants d 'appeler positive l 'é lec

tricité vi trée, et négative l 'é lectr ici té résineuse. Les deux espèces d'é

lectr ic i té avant des propr ié tés exac tement opposées , nous sommes 

en d ro i t de les dés igner par des signes contraires : quant à ce qui est 

d'affecter le signe H - à l 'une plutôt qu 'à l 'autre, il n 'y faut vo i r qu 'une 

pure convent ion ; de m ô m e que l 'on conv ien t , dans les figures mathé

mat iques , de c o m p t e r pos i t ivement les longueurs d i r igées vers la dro i te . 

On ne peu t obse rve r aucune fo rce ni d 'attraction ni de répuls ion 

s 'exerçant entre un co rps électrisé et un autre qui ne l 'est pas. Dans 

tous les cas où l 'on constate une action d'un corps électrisé sur d'autres 

corps qui n 'avaient po in t r eçu de charge préa lable , c 'est que ces corps 

sont élecirisés par induction 

Électrisation par induction. 

28 . Expérience II ( 2 ) . — On suspend par des fils de soie b l anche 
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E L E C T R I S A T I O N P A R C O N D U C T I O N . 3j 

un vase de métal c r e u x , et l 'on attache son couverc l e à un fil semblab le , 

de façon q u e l 'on puisse ouvr i r et fermer le vase sans le toucher . 

On suspend les m o r c e a u x de verre et de résine, et on les electr ise, 

c o m m e p r é c é d e m m e n t . 

A l o r s , le vase n'ayant aucune charge électr ique initiale, on suspend 

(/iff. 4) p a r s o n fil le m o r c e a u de verre à l ' intérieur du vase, mais non 

Fig. 4-

en contact avec lui ; on ferme le c o u v e r c l e , et l 'on t rouve que l 'extér ieur 

du vase a une charge vitrée ; on peut montrer que l 'électrisation est 

exactement la m ê m e à l 'extér ieur du vase, en quelque poin t de l 'es

pace intér ieur que soit suspendu le verre . 

Si maintenant , sans touche r au vase, on retire le verre , son electri

sation est la m ê m e qu 'avant d 'avoi r été in t rodui t ; celle du v a 6 e a d i s 

paru. 

Cette e lectr isat ion, qu i ne se p rodu i t qu'autant que le verre est à 

l ' intérieur du vase, qui disparaît lo rsque le verre est retiré, s 'appelle 

electrisation par induction. 

Des effets semblables se p rodui ra ien t si l 'on suspendait le verre 

près et en dehors du vase ; mais , dans ce cas, on trouverait sur une 

partie de la surface extér ieure du vase une electrisation vi t rée , et sur 

l'autre part ie une electrisat ion résineuse. Quand le verre est à l ' in

térieur du vase, toute la surface extér ieure a l 'électrisation vitrée, 

toute la surface intérieure l ' é lectr isat ion résineuse. 

Electrisation par conduction. 

29. Expérience 111. — On électrise le vase de métal par induc t ion , 

c o m m e dans l ' expér ience p récéden te ; on suspend dans le vois inage , 

par des fils de soie b lanche , un second corps métal l ique ; et un fil de 
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métal , suspendu pare i l lement , est amené à toucher à la fois le vase 

é lec l r i sé et le co rps méta l l ique . 

On trouve alors que le s econd co rps a une é lect r isa t ïon vi t rée , et 

que 1 Jélectrisatïon vitrée du vase a d i m i n u é . 

L'état é lec t r ique a été transmis du vase au second co rps par le 

moyen du fil de métal . On appelle ce fil un conducteur d'électricité, 

et on dit que le second corps a été éleclrisé par conduction. 

Conducteurs et isolants. 

Expérience IV. — Si, au l ieu du fil de métal , on avait e m p l o y é une 

t ige de verre , un bâ ton de résine o u de gut ta-percha, o u un fil de soie 

b l anche , aucun t ransport d 'é lect r ic i té n 'aurait eu l ieu . P o u r cette rai

son, ces substances sont appelées non-conducteurs d'électricité. Les 

non -conduc teu r s servent, dans les expér iences d 'é lec t r ic i té , à suppor ter 

les co rps électr isés, sans enlever leur é lec t r ic i té . On les appelle iso

lants. 

Les mé taux sont de b o n s conduc teu r s ; l 'air, le ver re , la résine, la 

gut ta-percha, le c a o u t c h o u c vulcanisé , la paraffine, sont de b o n s i s o 

lants; mais , c o m m e nous le ver rons plus tard, toutes les substances 

présentent de la résistance au passage de l 'é lect r ic i té , et toutes la 

laissent passer, q u o i q u e à des degrés ex t r êmemen t différents. C e sujet 

sera examiné quand nous en v iendrons à traiter du m o u v e m e n t de 

l ' é lec t r ic i té . P o u r l ' instant, nous ne cons idérerons que d e u x classes de 

c o r p s , les-bons conduc teu r s et les b o n s isolants. 

Dans l 'Expér i ence I I , un c o r p s électrïsé p rodu i t l 'é lectr isat ion 

du vase méta l l ique , dont ¡1 est séparé par l 'air, mi l ieu non c o n d u c 

teur. Un pareil mi l i eu , cons idé ré c o m m e transmettant sans c o n 

duc t ion les effets é lec t r iques , a été appelé par Faraday milieu dié

lectrique; l 'action qui se p r o d u i t à travers ce mil ieu est appelée in

duction. 

Dans l 'Expé r i ence III, le vase électrïsé a p rodu i t l 'é lectr isat ion du 

second corps méta l l ique par l ' in termédiaire du fil méta l l ique . S u p p o 

sons c e fil en levé , et le m o r c e a u de verre électr ïsé retiré du vase sans 

le t ouche r et é lo igné à une distance suffisante. Le second corps c o n t i 

nuera de mon t re r une électr isat ïon v i t r ée ; mais le vase, après que le 

verre en aura été retiré, aura une électrisat ïon résineuse. Si mainte

nant nous met tons le fil méta l l ique en contac t avec les d e u x c o r p s , il 

y aura c o n d u c t i o n le l ong du fil, et toute électrisat ïon disparaîtra des 

deux c o r p s , c e qui m o n t r e bien que les deux co rps étaient électr isés 

éga lement et en s igne contra i re . 
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30. Kxpérience V. — L 'Expé r i ence II a fait \ o i r que , si, après avoir 

électrisé un m o r c e a u de verre en le frottant cont re de la résine, on le 

suspend à l ' intér ieur d 'un vase méta l l ique , on obse rve à l ' ex tér ieur de 

ce vase une éleclr isat ion qu i ne dépend pas de la pos i t ion du ver re . 

Si maintenant, sans t ouche r ni au vase ni au m o r c e a u de résine, on 

introduit dans le m ê m e vase le m o r c e a u de résine con t re lequel le 

verre a été frotté, on obse rve qu ' i l n 'y a plus à l 'extér ieur du vase, 

aucune électr isat ion. On c o n c l u t de là que l 'électrisation de la résine est 

exactement égale et opposée à cel le du verre . En int roduisant un n o m 

bre q u e l c o n q u e de co rps chargés d 'une manière q u e l c o n q u e , on peut 

montrer que l 'é lectr isat ion de l 'extér ieur du vase est ce l le cpie p r o 

duirait la s o m m e a lgébr ique ( ' ) de toutes les é lecl r isa t ions , les 

charges résineuses étant c o m p t é e s avec le signe — . Nous avons ainsi 

une mé thode pra t ique p o u r addi t ionner les effets é lect r iques de 

plusieurs co rps sans altérer en rien l 'é lectr isat ion de chacun d 'eux . 

31 . Expérience L 7 ( 2 ) . — Prenons un second vase méta l l ique isolé B ; 

mettons dans le p remie r vase A le m o r c e a u de verre é lectr isé , dans le 

second vase B le m o r c e a u de résine é lec t r i sé ; puis met tons les deux 

vases en c o m m u n i c a t i o n par le fil de métal , c o m m e dans l ' E x p é 

rience III . T o u t e trace d 'électr isat ion disparaît . 

Retirons maintenant le fil de métal et, sans toucher les vases, ret i 

rons-en les m o r c e a u x de verre et de résine. Nous t rouvons que A est 

chargé d 'é lect r ic i té résineuse, et B d 'é lectr ic i té v i t rée . 

Si maintenant nous in t roduisons à la fois le verre et le vase A dans 

un plus grand vase isolé C , nous t rouvons qu ' i l n 'y a po in t d 'é lec t r i 

sation à l 'extér ieur de C . C e qui mon t re que l 'é lectr isat ion de A est 

exactement égale et contrai re à cel le du morceau de verre ; et l 'on ferait 

voir de m ê m e que l 'électrisation de B est exac tement égale et c o n 

traire à cel le du m o r c e a u de résine. 

Nous avons ainsi une m é t h o d e p o u r charger un vase d 'une quantité 

d 'électrici té exac tement égale et contra i re à cel le qui se t rouve sur un 

corps électrisé, et cela sans altérer en rien l 'électr isat ion de ce de r 

nier; et nous p o u v o n s par ce m o y e n charger un n o m b r e q u e l c o n q u e 

(') [Cette expérience est évidemment purement théorique; de plus, comme on 

n'a indiqué jusqu'ici aucun moyen de mesurer l'électrisation d'un conducteur, 

l'expression de somme algébrique ne répond à aucune notion expérimentale. 

(C) l 
( 2 ) [Cette expérience est à peine "réalisable et, nomme lii précédente, soumise à 

la même objection relativement aux mesures. (C-)J 
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f 1 ) [On remarquera, comme précédemment, combien il serait difficile expéri

mentalement de prouver cette affirmation, en apparence si simple, dont la vérifi

cation est pourtant le nœud de la question. ( C.)] 

de vases de quanti tés exac tement égales d 'é lect r ic i té de l 'une ou l 'autre 

sorte, quanti tés que nous p o u v o n s p rendre p o u r unités p rov i so i r e s . 

32. Expérience VII. •— O n charge le vase B d 'une quanti té d ' é l e c 

tr ici té pos i t ive que , p o u r le m o m e n t , nous appel lerons Yunilé; puis 

on l ' in t rodui t dans le grand vase isolé C , sans qu ' i l y ait con tac t . 11 se 

p rodu i t une élcctr isat ion pos i t ive à l ' ex tér ieur de C. On fait alors tou

c h e r B con t re l ' intér ieur de C . A u c u n changemen t ne s 'observe ( ' ) 

dans l 'é lectr isat ion ex tér ieure de C ; mais , si l 'on retire B de C , sans 

qu ' i l y ait contac t , et qu ' on l 'écarté à une distance suffisante, on 

reconnaî t que B est en t iè rement d é c h a r g é , mais que C est chargé de 

l 'unité d 'é lec t r ic i té pos i t ive . 

Nous avons d o n c une m é t h o d e p o u r faire passer sur C la charge 

de 13. 

On charge de nouveau B de l 'unité d 'é lec t r ic i té pos i t ive , on l ' intro

dui t dans le vase C qu i a déjà une cha rge , on lui en fait t ouche r la 

surface intér ieure , et on le ret i re . O n t rouve q u e , cette fois enco re , 

B est c o m p l è t e m e n t d é c h a r g é , et q u e , par suite, la cha rge de C est 

d o u b l é e . 

En répétant cet te opéra t ion , on t rouve que , si intense que soit la 

cha rge préalable de C , et de que lque manière que soi t chargé B , dès 

l 'instant q u e B est d ' a b o r d ent ièrement en touré par G, puis amené au 

con tac t avec C , et enfin retiré sans t o u c h e r C, la cha rge de B passe 

c o m p l è t e m e n t sur C , et B est abso lumen t déchargé d 'é lec t r ic i té . 

C e l l e expér ience nous donne une m é t h o d e p o u r charger un corps 

d 'un n o m b r e q u e l c o n q u e d 'unités d 'é lec t r ic i té . Quand nous en vien

drons à la théor ie ma thémat ique de l ' é lec t r ic i té , nous ver rons que le 

résultat de cet te expé r i ence nous fourni t une p reuve r igoureuse de 

l ' exact i tude de la théor ie . 

33. A v a n t de passer à l 'é tude des lois des forces é lec t r iques , résu

m o n s les faits é tabl is . 

En plaçant un système électrisé q u e l c o n q u e à l ' intérieur d 'un vase 

c o n d u c t e u r c r e u x isolé et en examinan t l'effet p rodu i t à l ' ex tér ieur 

du vase, nous dé te rminons la nalure de l 'électrisation totale dans le 

s j s t ème intér ieur , et ce la , sans qu ' i l y ait c o m m u n i c a t i o n d 'é lect r ic i té 

entre les différents co rps du sys tème. 
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Nous p o u v o n s é tudier l 'é lectr isat ion de l 'extér ieur du vase par un 

procédé très dél icat , consistant à met t re le vase en c o m m u n i c a t i o n 

avec un é l e c l r o s c o p e . 

Nous pouvons supposer que F é l e c t r o s c o p e soit fo rmé d 'une feuille 

d'or suspendue entre deux corps cha rgés , l 'un pos i t ivement et l 'autre 

négativement. Si la feuille d 'o r est électr isée, elle inc l inera vers le 

corps qu i a une c h a r g e cont ra i re à la s ienne. En augmentan t c o n v e 

nablement l 'é lectr isat ion des d e u x c o r p s et la délicatesse de la sus

pension, nous p o u v o n s rendre sens ib les des charges e x t r ê m e m e n t 

faibles de la feuille d 'o r . 

Lorsque nous en v iendrons à d é c r i r e les é lec t romèt res et les mu l t i 

plicateurs, nous ver rons qu ' i l y a des méthodes encore plus parfaites 

pour découvr i r l ' ex is tence d 'une c h a r g e et p o u r vérifier l ' exact i tude 

de nos théorèmes ; mais , p o u r l ' instant , nous admettrons que l ' épreuve 

se fasse en reliant le vase c r eux à u n é i ec t roscope à feuilles d 'o r . 

C'est cet te m é t h o d e qui a servi à Earadav p o u r son admi rab le d é 

monstration des lo is des p h é n o m è n e s é lec t r iques ( ' ) . 

31. i" L 'é lectr isa t ion totale d'un corps ou d'un système de co rps 

reste toujours la m ê m e , à moins q u ' i l ne r eço ive de l ' é lec t r ic i té ou 

qu'il n'en cède à d 'autres co rps . 

Dans toutes les expér iences d ' é lec t r i c i t é , on t rouve que l 'électrisa

tion des co rps est var iab le , mais t ou jou r s on reconnaî t q u e ces var ia

tions sont dues à un défaut d ' i s o l e m e n t ; et à mesure que l 'on amél iore 

les p rocédés d ' i so lement , la d é p e r d i t i o n d iminue . On est d o n c en 

droit d'affirmer que l 'é lectr isat ion d 'un co rps p lacé dans un mil ieu 

parfaitement isolant resterait par fa i tement constante . 

a" Quand un corps en électr ise u n autre par c o n d u c t i o n , la charge 

totale des deux co rps reste cons tan te , c'est-à-dire que , autant un 

des corps pe rd d 'é lec t r ic i té p o s i t i v e ou gagne d 'é lec t r ic i té néga

tive, autant l 'autre gagne d ' é lec t r i c i t é pos i t ive ou pe rd d 'é lec t r ic i té 

négative. 

En effet, si les deux corps sont renfermés dans le vase c r e u x , on 

n 'observe aucun changemen t dans l 'é lectr isat ion totale. 

3" Quand on p r o d u i t l ' é lec t r isa t ion par le f rot tement , ou par 

toute autre m é t h o d e c o n n u e , il se f o r m e des quantités égales d ' é l e c 

tricité pos i t ive et d 'é lec t r ic i té néga t ive ( 2 ) . 

(') On static electrical inductive action [Phil. Mag., '8' |3), et Exp. Iles., 
vol. I I , p. 2'iy. 

( 2 ) [L'expérience est extrêmement difficile à réaliser pour être concluante. (C.)] 
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En effet, on peu t examiner la charge totale du sj 'stème au m o y e n 

du vase c reux , ou effectuer à l ' in tér ieur du vase m ê m e les opéra t ions 

qui p roduisen t l 'é loetr isal ion ; si éne rg ique que soit, l 'é lectr isal ion des 

parties du système, la cha rge de l ' ensemble , telle (pie l ' ind ique I 'élee-

t roscope à feuilles d 'or , est invar iab lement nulle. 

D o n c l 'électrisa tion d'un co rps est une quanti té phys ique suscep

tible de mesure , et l 'on peut , en c o m b i n a n t expér imenta lement deux 

ou plusieurs électr isat ions, ob t en i r un résultat ana logue à celui que 

donne l 'addi t ion a lgébr ique de deux quanti tés . Nous s o m m e s d o n c en 

dro i t d ' e m p l o y e r un langage qu i , dans l 'é lectr isat ion, vise la quanti té 

aussi b ien que la qual i té , et de parler d 'un co rps électr isé c o m m e 

« d 'un co rps cha rgé d 'une certaine quanti té d 'é lec t r ic i té pos i t ive ou 

négat ive » . 

3;i. L o r s q u e nous acco rdons à l 'é lect r ic i té , ainsi q u e n o u s venons de. 

le faire, la qual i té de quanti té p h y s i q u e , nous devons ne pas admet t re , 

d 'une façon t rop hât ive, qu 'e l le est ou qu 'e l le n'est pas une substance, 

qu 'e l l e est ou qu 'e l le n'est pas une fo rme d 'énerg ie , ou qu 'e l l e appar

tient à que lqu 'une des espèces connues de quantités phys iques . T o u t 

ce que nous avons p r o u v é j u s q u ' i c i est q u ' o n ne peut ni la c rée r ni la 

détruire , et, par suite, q u e si la quanti té totale d 'é lect r ic i té compr i s e 

à l ' intér ieur d 'une surface augmente o u d i m i n u e , c e l l e quanti té en 

plus ou en mo ins do i t fo rcémen t avoi r traversé la surface p o u r entrer 

ou p o u r sort i r . 

C 'est ce qu i est éga lement vrai p o u r la mat ière , et s ' expr ime par 

l 'équat ion c o n n u e en H y d r o d y n a m i q u e sous le nom d'équation de con

tinuité. 

Ce n'est plus v r a i p o u r la chaleur , car la cha leur con t enue à l ' inté

r ieur d 'une surface fermée peut augmente r ou d iminue r sans qu ' i l 

entre de la cha leur o u qu ' i l en sorte à travers la sur face ; il peu t \ 

avoir t ransformation eu chaleur de q u e l q u e autre fo rme d 'énergie , ou 

de chaleur en énerg ie . 

C e n'est m ê m e pas vrai de l 'énergie en général , si nous admet tons 

l 'act ion d i rec te des co rps à d is tance ; car alors un co rps ex té r ieur à la 

surface fermée peut échange r de l ' énergie avec le co rps c o m p r i s dans 

la surface. A u cont ra i re , si tout ce qu i paraît une act ion à distance 

résulte d 'une act ion entre les parties d'un mi l i eu in te rmédia i re , et si 

nous c o m p r e n o n s c la i re .ment lana ture .de cet te action entre les parties 

du mi l i eu , on c o n ç o i t que , dans tous les cas où l 'énergie augmen te ou 

d iminue à l ' intér ieur d 'une surface fe rmée , nous pour rons saisir au 

passage l ' énergie qui entre dans la surface ou en sor t . 
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Il j a encore une autre raison qui nous pe rme t d'affirmer que l ' é 

lectrici té, cons idé rée c o m m e quantité p in s ique , et s\ n o n y m e de charge 

totale du co rps , n'est pas c o m m e la chaleur , une fo rme d ' énerg ie . Un 

système électr isé possède une certaine éne rg ie ; ce l te énerg ie peut se 

calculer en mul t ip l iant la quanti té d 'é ler tr ici té qui se t rouve sur 

chaque partie du système par une autre quanti té p h y s i q u e , le po ten

tiel de cette part ie du système et en prenant la moi t i é de la s o m m e 

de ces p rodu i t s . Les quanti tés électricité et potentiel, mul t ip l iées 

l'une par l 'autre, p rodu isen t la quantité énergie. Il est d o n c i m p o s 

sible que X électricité et Y énergie soient des quantités de m ê m e espèce , 

Y électricité n'étant qu 'un des facteurs de Y énergie, don t l 'autre fac

teur est le potentiel. 

L'énergie , qu i est le p rodu i t de ces deux, facteurs, peut aussi être 

considérée c o m m e le p r o d u i t de divers autres groupes de deux fac

teurs ; ainsi : 

t ne force x une distance le long de laquelle agit la force. 

Une masse X la gravité agissant sur un certain parcours vertical. 

Une masse. x la moitié du carré, de sa vitesse. 

Une pression x un volume de fluide introduit dans le vase à cette 

pression. 

Une affinité chimique x un changement chimique mesure par le nombre 

d'équi\alents électrochimiques qui entrent 

en combinaison. 

Si nous arrivons à nous faire des idées mécan iques distinctes sur la 

nature du potent ie l é lec t r ique , nous pour rons , en les c o m b i n a n t à 

l'idée d ' énerg ie , dé terminer la ca tégor ie phys ique dans laquel le doi t 

être classée l 'é lectr ic i té . 

3G. Dans la p lupar t des théories sur ce sujet, on traite l 'é lectr ici té 

c o m m e une substance ; niais, c o m m e il y a deux espèces d 'éleclr isat ion, 

qui , c o m b i n é e s ensemble , s 'annulent l 'une l 'autre, et c o m m e nous ne 

concevons pas deux substances qui s'annulent l 'une l 'autre, on a établi 

une dist inction entre l 'é lectr ici té l ibre et l 'é lectr ici té c o m b i n é e . 

Théorie des deux fluides. 

Dans la théorie dite des de.ujc fluides, on suppose que tous les co rps 

( ') [Il se présente ici un défaut d'ordre dans cette exposition : le potentiel 

électrique ne sera défini que plus loin, et le lecteur ne comprendra ce passage 

qu'après avoir pris connaissance de ce qui suit. ( C ) ] 
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qu i ne sont pas électrisés sont chargés de quanti tés égales d ' é lec t r i 

ci té posi t ive et d 'é lectr ici té négat ive . On admet que ces quantités sont 

si grandes q u e , par aucun p r o c é d é d 'électr isat ion, on ne puisse enlever 

à un co rps toute son électr ici té de l 'une o u l 'autre espèce . Dans cette 

théor ie , l 'opérat ion qui cons t i tue l 'é lcctr isat ion cons is te à p rendre à 

un co rps A une certaine quantité P d 'é lect r ic i té pos i t ive p o u r la 

donne r à un co rps B , o u b ien à prendre à B une quanti té N d ' é lec t r i 

cité négative que Ton donne à A , o u à c o m b i n e r de q u e l q u e manière 

ces deux opéra t ions . 

Le résultat sera que A aura P + N unités d 'é lec t r ic i té négat ive en 

sus de son électr ici té pos i t ive restante, laquel le est supposée c o m b i n é e 

à une quantité égale d é lectr ic i té négat ive . Cette quantité P -+- X est 

ce qu 'on appelle l'électricité libre, le reste est. c e q u ' o n appelle l'élec

tricité combinée, latente ou fixée. 

En exposant cette théor ie , on a généra lement appelé les deux é l e c 

tricités des fluides, parce qu 'e l les sont suscept ib les de se trans

por ter d'un co rps sur un autre et qu 'e l les sont très mob i l e s dans les 

co rps conduc teu r s . Les autres propr ié tés des f luides, inert ie , po id s , 

élasticité, ne leur ont pas été attribuées par les auteurs qui n 'ont fait 

usage de cette théor ie qu 'en vue de r eche rches ma théma t iques ; mais 

l ' emplo i de ce m o t de fluide a été de nature à indu i re en e r reur le vul

gaire , et avec lui b i en des savants qui n'étaient pas des phys ic iens , et 

qu i se sont saisis de ce m o t de fluide, le seul t e rme qui leur parût in

te l l ig ible dans l ' exposé de la théor ie . 

Nous verrons que le d é v e l o p p e m e n t de la théorie mathémat ique est 

dû dans une large mesure à des auteurs qu i s ' expr imaient dans le lan

gage de la théor ie des deux fluides. Mais leurs résultats ont été déduits 

ent ièrement de données que l 'on peut établir par l ' expé r i ence , et qui 

par suite sont fo rcément vraies , que nous adopt ions ou non la théor ie 

des deux fluides. Et par conséquen t la vérif ication expér imenta le de 

ces résultats mathémat iques ne p rouve r ien, ni p o u r ni con t re les 

doc t r ines part icul ières de cette théor ie . 

La cons idéra t ion de deux fluides nous pe rme t d 'envisager l ' é lcc t r i 

sation négative de A et l 'é lcctr isat ion pos i t ive de B c o m m e l'effet d 'une 

q u e l c o n q u e de trois opéra t ions différentes condu i san t au m ê m e résul

tat. Nous avons déjà supposé qu 'e l l e est due au transport de P unités 

d 'é lectr ic i té pos i t ive de A sur B , e l de N unités d 'é lec t r ic i té négat ive 

de B sur A . Mais si P -t-N unités d 'é lect r ic i té pos i t ive avaient été 

t ransportées de B sur A , ou si P -+- N unités d é lectr ic i té négative 

avaient été transportées de B sur A , le résultat serait le m ê m e que pré

c é d e m m e n t p o u r ce qui est de l 'é lectr ic i té l ib re sur A o u sur B ; mais 
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la quantité d 'é lectr ic i té c o m b i n é e laissée sur A serait m o i n d r e dans le 

second cas , et p lus grande dans le t ro is ième qu 'e l l e n'était dans le 

p remier . 

Il résulterait d o n c de cette théor ie que l 'on peut altérer, non seule

ment la quanti té d 'é lect r ic i té l ibre d'un c o r p s , mais encore sa quanti té 

d 'électr ici té c o m b i n é e . Or , on n'a jamais obse rvé sur les c o r p s é l e c -

trisés aucun p h é n o m è n e que l 'on puisse at tr ibuer à une variat ion d e l à 

quantité d 'é lec t r ic i té c o m b i n é e . D o n c , o u b ien les é lectr ic i tés c o m b i 

nées n 'ont pas de propr ié tés que l 'on puisse obse rver , ou b ien il n 'y a 

pas de variat ion poss ib le de la quanti té d 'é lec t r ic i té c o m b i n é e . La 

première de ces hypothèses ne présente po in t de difficultés au po in t 

de vue pu remen t ma thémat ique , car n 'at tr ibuant aux fluides d'autres 

propriétés que cel les d 'at traction et de répuls ion , au regard desquel les 

les d e u x fluides s 'annulent l 'un l 'autre pu remen t et s imp lemen t , l'effet 

de ces fluides c o m b i n é s est v ra iment et iden t iquement nul . Mais , pour 

ceux qui ne peuvent e m p l o y e r le mot fluide sans avoir l ' idée d 'une 

substance, il est difficile de c o n c e v o i r que la c o m b i n a i s o n des deux 

fluides n'ait pas de propr ié tés du tout, que l 'addi t ion sur un c o r p s de 

quantités plus o u mo ins grandes de cet te c o m b i n a i s o n n'ait aucun 

effet sur ce c o r p s , qu 'e l le n ' augmente ni sa masse ni son p o i d s , ni ne 

change aucune de ses propr ié tés . Certaines personnes ont été ainsi 

amenées à supposer que chaque fois qu ' i l y a é lectr isat ion, des q u a n 

tités exac tement égales de c h a q u e fluide sont transportées dans des 

di rect ions o p p o s é e s , en sorte que la quantité totale des d e u x fluides 

pris ensemble reste toujours la m ê m e sur tous les co rps . Pa r cel te 

nouvel le l o i , ils tâchent de sauver les apparences , oub l ian t que l 'on 

n'a nu l lement beso in de leur lo i , si ce n'est pou r a c c o r d e r la théorie 

des deux fluides avec l ' expé r i ence , et pou r l ' empêche r de p réd i re des 

p h é n o m è n e s qui ne se p rodu isen t pas. 

Théorie d'un seul fluide. 

37. Dans la théor ie d 'un seul fluide, tout est semblab le à la théorie 

des deux fluides, sauf qu'au l ieu de supposer deux substances égales 

et opposées à tous égards , il y en a une, généra lement le fluide néga

tif, à laquel le on at t r ibue les propr ié tés et le n o m de la mat iè re o r d i 

naire, gardant p o u r l 'autre le n o m de fluide, électrique. On suppose 

que les m o l é c u l e s du fluide se repoussent les unes les autres suivant 

la loi de l ' inverse carré des distances, et qu 'el les attirent les mo lécu le s 

matérielles suivant la m ê m e lo i . Si la quanti té de fluide é lec t r ique 

contenue dans un co rps est telle q u e , pou r une mo lécu l e de fluide é lec-
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t r ique ex tér ieure au co rps , la repulsimi d u c au fluide é lec t r ique du 

c o r p s soit égale à l 'a t tract ion due à sa masse matériel le , on d i t que 

le c o r p s est saturé. Si la quantité: de fluide du co rps est plus grande 

que cel le qui dé te rmine la saturation, l ' excès est appelé fluide excé

dant, et l 'on dit que le corps est surchargé . Si la quantité- de fluide 

est m o i n d r e qu ' i l ne c o n v i e n t p o u r la saturation, on dit que le co rps 

est sousehargé , et l 'on appelle que lquefo i s fluide déficient la quanti té 

du fluide qu i serait nécessaire p o u r le saturer. L e n o m b r e d 'unités 

d 'é lec t r ic i té nécessaire pour saturer is1' de matière ordinai re doi t être 

très g rand ; en effet, i s 1 ' d ' o r peut être bat tu j u squ ' à présenter une 

surface de i n " i , et sous ce l te forme peut prendre une charge négat ive 

d 'au moins 6 0 0 0 0 uni tés d 'é lec t r ic i té . P o u r saturer la feuille d 'o r , il 

faut lui donne r cette quanti té du fluide é l ec t r ique ; en sorte que la 

quant i té totale nécessaire pou r la saturer do i t être plus grande e n c o r e . 

O n suppose qu 'en t re d e u x corps saturés, l 'at traction qui s 'exerce entre 

la mat ière et le f luide est un peu plus grande que la répuls ion qui 

agi t entre les deux, parties de fluide et les deux parties de ma t i è re ; et 

l 'on suppose que cet te fo rce rés iduel le rend c o m p t e de l 'attraction de 

gravi ta t ion. 

Cet te théor ie n'a pas le tort d ' exp l ique r t rop , c o m m e ce l le des deux 

f lu ides ; et cependan t elle ex ige q u e nous admet t ions que la masse du 

fluide é lec t r ique est si fa ib le , q u ' a u c u n e des é lec t r isa l ions pos i t ive ou 

négat ive que nous s o m m e s capables de p r o d u i r e ne puisse accro î t re 

ou d i m i n u e r d 'une maniè re appréc iab le ni la masse ni le po ids d'un 

co rps ( ' ) ; et, de p lus , elle n'a pu jusqu ' à présent donner de raisons 

valables de suppose r que l 'é lectr isat ion vitrée p lu tô t que l 'é lectr isa-

t ion résineuse soit d u e à un ejecès d ' é lec t r ic i té . 

U n e o b j e c t i o n a été que lquefo i s opposée . à cette théor ie , par des 

h o m m e s qui auraient dû m i e u x ra isonner . On a di t que l 'hypothèse 

d 'une répulsion entre les par t icules de mat ière non c o m b i n é e s à de 

l ' é lec t r ic i té est en con t r ad ic t ion formel le avec ce fait b ien établi que , 

dans tout l 'univers , toutes les par t icules de matière s'attirent m u t u e l 

l emen t . Si la théor ie d 'un seul f luide était vraie , les co rps célestes 

devra ien t se repousser i 'un l 'autre. 

( T ) [IL n'est pas inutile de faire remarquer de combien de difficultés serait en

tourée la pesée exacte d'un corps fortement éleotrisé. 

L'affirmation n'est même pas correcte en ce qui concerne la définition théorique 

du poids, qui est l'attraction terrestre : l'induction sur la terre modifie l'action 

réciproque. Quant à la détermination de la masse du corps électrisé, aucune ex

périence connue ne permet de vérifier ce postulaium qu'on admet dans le calcul 

du mouvement des corps electrises. ( C ) ] 
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Mais il est b i en évident q u e , dans ce l te théor ie , si les co rps célestes 

étaient fo rmés de matière non c o m b i n é e à de l ' é lec t r ic i té , ils seraient 

à l'état le plus é levé d 'électr isat ion négat ive et se repousseraient l 'un 

l 'autre. O r nous n 'avons aucune raison de c ro i r e qu ' i ls soient ni qu ' i ls 

puissent se mainteni r dans cet état d 'électr isat ion é levée . La terre et 

tous les co rps don t nous avons obse rvé l 'attraction sont b ien p lu tô t 

dans un état de non-é lec t r i sa t ion , c 'es t -à-dire que ces co rps ont leur 

charge no rma le d ' é lec t r i c i l é , et que la seule action qui s 'exerce entre 

eux est la fo rce résiduelle don t il a été par lé plus haut . En fait, la fa

çon artificielle dont cetLe fo rce résiduel le est in t rodui te const i tue une 

ob jec t ion bien aut rement sérieuse cont re la théor ie . 

Dans ce t O u v r a g e et à différents poin ts de notre é lude , j e me p r o 

pose de mettre à l 'éprcu> e les différentes théor ies , en m'écla i rant de 

certains p h é n o m è n e s d 'une autre nature. P o u r ma part, j e c h e r c h e 

à m'écla i rer sur la nature de l 'é lect r ic i té en étudiant ce qui se passe 

dans l 'espace qui sépare les corps électr isés . C'est là le caractère essen

tiel de la m é t h o d e de r eche rche suivie par Faraday dans ses Expéri

mental Researclies : à mesure que nous avancerons , j e m e p r o p o s e 

de présenter , en les reliant sous une fo rme mathémat ique , les résultats 

obtenus par Faraday, W . T h o m s o n , e t c . ; nous pou r rons v o i r ainsi 

quels p h é n o m è n e s sont éga lement b i en exp l iqués par toutes les t h é o 

ries, et quels autres révèlent les difficultés p rop re s à chaque h y 

pothèse . 

Mesure de la force qui s'exerce entre les corps électrisés. 

38. Les forces peuvent se mesurer de différentes manières . A ins i , 

on peut suspendre un des co rps à l'un des bras d 'une balance sens ib le , 

et des po ids à l 'autre bras , j u squ ' à ce que le co rps soit en équ i l i b re , 

quand il n 'est pas électr isé . L 'autre co rps est ensuile placé sous le p r e 

mier à une dis tance c o n n u e , de façon que l 'at traction ou la répuls ion 

des d eux corps , lorsqu ' i l s sont électr isés, augmente ou d iminue le 

poids apparent d u p r emie r c o r p s . Le po ids qu ' i l faut ajouter sur l 'autre 

bras ou en retirer, e x p r i m é en mesure dynamique , mesure la force 

q u i agit entre les c o r p s . Cet te d ispos i t ion a été e m p l o v é e par Sir Siiow 

Harris, et c 'est ce l le qu i a été adoptée dans l ' é lec t romètre absolu de 

Sir W . T h o m s o n (voir § 2 1 7 ) . 

Il est que lquefo i s plus c o m m o d e d ' e m p l o y e r une ba lance de torsion : 

une t ige hor izon ta le est suspendue à un fil fin de méta l o u de soie , et 

peut osci l ler au tour de ce fil ver t ical c o m m e a x e . Le c o r p s est attaché 

à un b o u t de cet te t ige et la f o r ce agit sur lui dans une d i rec t ion tan-
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gentiel le , de manière à faire tourner la t ige autour de son axe ver t i 

cal et à to rdre d'un cer ta in angle le fil de suspension. O n dé te rmine 

la résistance du fil à la tors ion, en obse rvan t la durée des osci l la t ions 

de la t ige, don t on conna î t d 'ail leurs le m o m e n t d ' iner t ie . De l 'angle 

de torsion et de la résistance du fil on peu t dédu i re la fo rce d 'a t t rac

t ion ou de répuls ion . La ba lance de torsion a été imag inée par Miche l l 

p o u r dé terminer la fo rce de gravi ta t ion qu i s ' exerce entre des co rps 

de peti te d imens ion , et elle a été ut i l isée dans ce b u t par Cavend i sh . 

CouLoinb , travaillant indépendamment , de ces d e u x phys ic iens , l ' in

venta de son cô t é , et l ' appl iqua très heureusement à la r eche rche de la 

loi des forces é lec t r ique et magné t ique ( 1 ) : depu i s , la ba lance de tor

sion a toujours été e m p l o y é e dans les r eche rches o ù l 'on a à mesure r 

des forces faibles (voir § 2 1 5 ) . 

3 9 . S u p p o s o n s q u e , par Tune o u l 'autre de c e s mé thodes , nous 

puiss ions mesurer la fo rce qu i s ' exerce entre d e u x corps électr isés . 

N o u s admettrons que les d imens ions des co rps soient peti tes re la t ive

men t à la dis tance qu i les sépare, de façon q u e le résultat n e puisse 

être modif ié b e a u c o u p par des inégal i tés poss ib les dans la d i s t r ibu t ion 

de I 'électrisation sur ces c o r p s ; nous supposerons aussi que ces co rps 

soient suspendus dans l 'air à une dis tance cons idé rab le de tout autre 

c o r p s sur lequel ils pour ra ien t indu i re une c h a r g e . 

N o u s t rouvons alors q u e les c o r p s , étant placés à une distance f i x e 

l 'un de l 'autre et étant chargés r e spec t ivemen t de e et e' de nos unités 

p rov i so i res d 'é lec t r ic i té , se repoussent l 'un l 'autre avec une force p r o 

por t ionne l l e au p r o d u i t de e et e ' . Si e ou e' est négatif, la fo rce d e 

v ien t une attraction ; si e et e' sont tous deux négatifs , la fo rce est de 

nouveau u n e répuls ion. 

Nous pouvons supposer que le p r e m i e r co rps A soit cha rgé de m 

unités d 'é lectr ic i té vi trée et de n unités d 'é lectr ici té négat ive , et l 'on 

peut c o n c e v o i r que les d e u x sortes d 'é lect r ic i té soient placées en des 

points différents du c o r p s , c o m m e dans l 'Expé r i ence V . 

Supposons que le s econd co rps B soit cha rgé de m' unités d 'é lec t r i 

ci té posi t ive et de n' unités d 'é lec t r ic i té négat ive . 

A l o r s , chacune des m unités pos i t ives de A repoussera c h a c u n e des 

m' unités posi t ives de B avec une f o r c e / , ce qui p rodu i ra un effet t o 

tal égal à mm'/. 

( r ) [ I J C S premières publications relatives à la balance de torsion sont celles de 

Guilomb ( 1 7 7 7 - 1 7 8 4 ) - Ariennent ensuite celles de Cavendish ( 1 7 9 8 ) , où se trouvent 

mentionnés ridée et les premiers essais inédits de Michell. (G.)] 
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Puisque PefFet de l 'é lectr ici té négative est exactement égal et c o n 

traire à celui de l 'é lectr ici té pos i t ive , chacune des m unités pos i t i ve s 

de A attirera chacune des n' unités négatives de B avec une f o r c e f, 

produisant un effet total égal à nin'f. 

D e m ê m e , les n unités négatives de A attireront les m' unités p o s i 

tives de B avec une fo rce nm'f, et repousseront les n' unités néga t ives 

de B avec une force nn'f. 

La répulsion totale sera d o n c (mm' H - mt')f, et l 'attraction to ta le 

(mn.1'-t- nm')f. 

La répuls ion résultante sera 

( mm'— nn1—mn'—nm)f ou (m. — n)(m'—n')/. 

O r (m — « ) : = « est la valeur a lgébr ique de la charge de A , et 

(m'—n') — e' est la cha rge de B , de façon que la répuls ion r é s u l 

tante peut s 'écrire ee'f, étant toujours bien entendu que les quant i tés 

e et <?' sont prises avec leur signe p r o p r e . 

Variation de la force avec la distance. 

ÏO. A p r è s avoir établi la lo i de la force à dis tance constante , n o u s 

pouvons mesurer la fo rce qu i s 'exerce entre des corps chargés d ' u n e 

manière constante et placés à différentes distances. O n t rouve , p a r 

des mesures d i rec tes , que la fo rce , attraction ou répuls ion, var ie en 

raison inverse du carré de la d is tance; en sorte que , si y ' e s t la r é p u l 

sion entre deux unités à l 'unité de distance, la répuls ion à la d i s t ance 

/• sera fr"s, et l ' express ion générale de la répuls ion entre c e t e' uni tés 

à la distance r sera 

f c é r - \ 

Définition de l'unité électrostatique d'électricité. 

%l. Jusqu ' ic i nous avons e m p l o y é c o m m e unité d 'électr ici té un éta

lon abso lument arbi traire , à savoir , l 'é leclr isat ion d'un certain m o r 

ceau de verre , telle qu 'e l le se trouvait être au débu t de nos e x p é r i e n c e s . 

Mous sommes maintenant en mesure de chois i r une unité d 'après un 

pr inc ipe arrêté, et, p o u r que cette unité puisse appartenir à un sys tème 

général, nous la définirons de façon que y soit égal à l 'uni té ; en d 'au

tres termes : 

L'unité électrostatique d'électricité est la quantité d'électricité 

qui, placée à l'unité de distance d'une quantité égale, la repousse 

avec l'unité de force. 

Tr. d'Élect. et de Magn., T. ^ 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Ou 1 ' ° P A R T I E , CHAI' . 1 . - - DESCRIPTION DES PHENOMENES. 

Cet te unité est appelée électrostatique, p o u r la d is t inguer de l 'unité 

électromagnétique, qu i sera définie plus tard. 

N o u s p o u v o n s maintenant écrire la loi générale des act ions é l e c 

t r iques sous la fo rme s imple 

V — ee 7 — 2 , 

ou : La répulsion qui s'exerce entre deux corps de petites dimen

sions chargés respectivement de e et e' unités d'électricité est numé-

riquenient égale au produit des charges divisé par le carré de la 

distance. 

Dimensions de l'unité électrostatique de quantité. 

4 2 . Si [ Q ] est l 'unité é lect rosta t ique de quanti té prise en e l le -même ; 

si e et e' sont les valeurs numér iques de quanti tés par t icul ières , r la 

\ a leur n u m é r i q u e de la d is tance , et F la valeur n u m é r i q u e de la fo rce , 

l ' équat ion devient 

F [ F j = e e ' r = | Q ' | [ L 1 ] , 
d'où 

l Q | = [ L l L K T j = [ I ^ T - > M i ] . 

Cette unité est appelée Vanité électrostatique d'électricité. On peut 

e m p l o y e r d 'autres unités dans les appl ica t ions pra t iques ou dans d'au

tres b r a n d i e s de la s c i e n c e é l ec t r ique ; mais , dans les équat ions de l ' é 

lec t ros ta t ique , il est en tendu que les quanti tés d 'é lect r ic i té sont é v a 

luées en unités é lec t ros ta t iques ; de m ê m e , en A s t r o n o m i e p h y s i q u e , on 

e m p l o i e une unité de masse fondée sur les p h é n o m è n e s de la gravita

t ion , et différente des unités de masse habi tue l lement en usage. 

Démonstration de la loi de la force électrique. 

43 . On peut cons idé re r la lo i de la fo rce é lec t r ique c o m m e établie 

dans de certaines l imites d 'exact i tude par les expér iences de C o u l o m b 

au m o y e n de la ba lance de tors ion , mais des expér i ences de ce l te na

ture sont rendues diff ici les, et, j u squ ' à un certain po in t , incer ta ines 

par différentes causes d 'erreur don t if faut se b ien rendre c o m p t e p o u r 

faire les co r r ec t i ons nécessaires . 

En p r e m i e r l i eu , p o u r être capables de r ecevo i r des charges qui suf

fisent à p r o d u i r e des effets mesurab les , les co rps do iven t avoi r des di

mens ions appréc iables relat ivement à l eur d is lance . Par suite, l ' ac l ion 

de c h a q u e corps p rodu i t un certain effet sur la d i s t r ibu t ion d e l ' é l ec 

tr ici té de l 'autre co rps , et l 'on ne peut p lus cons idé re r les charges 
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c o m m e également, distr ibuées sur la surface, ou rassemblées à son 

centre de gravi té ; mais il faut ca lculer leur effet par une étude c o m 

pl iquée . C'est ce qui a été fait par Po i s son , dans le cas de deuv sphères, 

de la façon la plus heureuse , et ce l te étude a été g randement s impl i 

fiée par la Théorie des Images électriques de Sir W . T h o m s o n (voir 

§ 17-2-17 V). 

Une autre difficulté tient à l 'act ion de l 'é lectr ici té indui te sur 

les parois de la cage qui cont ien t l ' instrument . Si l 'on a soin de faire 

l ' intérieur de cette cage exac tement c y l i n d r i q u e , et de le r ecouvr i r de 

métal, ce t e/let peut être défini et mesuré . 

Une difficulté d 'une autre nature est l ' i so lement imparfait des 

corps , d 'où résulte que leur cha rge d iminue cons tamment . C o u l o m b a 

étudié la lo i de la déperd i t ion , et co r r i gé ses expér iences de cette 

erreur . 

Depuis le t emps de C o u l o m b , les p rocédés pou r isoler les co rps 

électrisés ou p o u r mesurer les effets é lec t r iques ont été bien pe r f ec 

tionnés, surtout par Sir W . T h o m s o n : cependant ce ne sont po in t des 

expér iences , ni des mesures d i rec tes , qu i ont établi la parfaite exac t i 

tude de la lo i de C o u l o m b , dont elles sont p lu tô t des exemple s numé

riques, mais b ien l 'étude mathémat ique des phénomènes décri ts dans 

l 'Expér ience VI I , à savoir qu 'un co rps conduc t eu r électrisé F5, après 

avoir touché l ' intérieur d'un c o n d u c t e u r c r e u x fermé C , et avoir été 

tiré sans touche r C , se t rouve c o m p l è t e m e n t décha rgé , quel le que soit 

l 'électrisation extér ieure de C . A u m o y e n d'un é lec t roscope sensible, 

il est aisé de mont re r qu ' i l ne reste po in t d 'é lectr ic i té sur B après 

cette opé ra t i on ; et, d 'après la théorie mathémat ique qui sera donnée 

au § 74-, il ne peu t en être ainsi que si la fo rce varie en raison inverse 

du carré de la distance : p o u r toute autre forme de la loi , B aurait 

été électr isé. 

Le champ électrique. 

4V. Le c h a m p é lec t r ique est la por t ion de l 'espace vois ine des co rps 

électrisés, cons idérée au po in t de vue des p h é n o m è n e s é lec t r iques . 1 1 

peut être o c c u p é par de l 'air ou par d'autres co rps , ou bien peut être 

ce que nous appelons vide, c 'est-à-dire un espace d 'où nous avons r e 

tiré toutes Jes substances sur lesquel les nous p o u v o n s agir par le.-> 

moyens mis à notre d ispos i t ion . 

Si un co rps électrisé est in t rodui t en un po in t d'un c h a m p é lec t r ique , 

en général il dé terminera un changemen t dans la d is t r ibut ion de 

l 'électr isat ion à la surface des autres c o r p s . 

Mais , si le co rps est très petit et si sa cha rge est également pet i te . 
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l 'é leclr isat ion des autres corps ne sera pas sens ib lement modi f iée , et 

nous pour rons cons idérer le co rps c o m m e définissant, par son centre 

de gravi té , uii certain po in t de l ' espace . La fo rce qu i agit sur le co rps 

est alors p ropor t ionne l l e à sa cha rge et change de s igne quand la 

cha rge change de s igne . 

Soient e la cha rge du co rps , F la fo rce qu i agit sur lui dans une 

certaine d i rec t ion . Si e est très peti t , F est p ropor t ionne l à e ou 

F = e R, 

Il étant une quanti té qu i dépend de la d is t r ibut ion de l 'é lectr ic i té 

sur les autres co rps du c h a m p . Si nous pouv ions faire la cha rge e égale 

à l 'unité , sans t roubler l'état é lec t r ique des autres c o r p s , nous aurions 

F = R . 

X o u s appel lerons R la force é lec t r ique résultante au po in t cons idéré 

du c h a m p , et quand nous voudrons expr imer le fait que cette quan

tité est un vec teur , nous le dés ignerons par la lettre go th ique (6. 

Force électromotrice et potentiel. 

ka. Si le peti t co rps qui por te la peti te cha rge e est dép lacé depuis 

un po in t A ju squ ' à un po in t B , suivant un c h e m i n donné , il sera sou

mis en chaque po in t de son trajet à une fo rce H e , où R varie d'un 

point à l 'autre du trajet. Dés ignons par E e le travail total effectué sur 

le co rps par ces forces é lec t r iques : E est alors appelé la force élec

tromotrice totale suivant le chemin A B . Si le chemin fo rme un c i r 

cu i t fermé, et si la fo rce é l e c t r o m o l r i c e totale le l ong de ce c i rcui t 

n'est pas nulle, l 'é lectr ici té ne peut être en équ i l ib re , et il se p rodui t 

un couran t . D o n c , en Elec t ros ta t ique , la fo rce é l ec t romot r i ce totale 

le l ong d'un c i r cu i t fermé q u e l c o n q u e do i t être nu l l e ; et si A et B 

sont deux points du c i rcu i t , la fo rce é l ec t romot r i ce de A en B est la 

m êm e , le long des deux parties en lesquelles peut être partagé le c i r 

c u i t ; et, pu i sque chacune de ces part ies peut être modif iée indépen

d a m m e n t de l 'autre, la force é l ec t romot r i ce totale de A en B est la 

m ê m e pour tous les chemins qui von t de A à B . 

Si L'on p rend B c o m m e po in t de repère par r appo r t a tous les autres 

points , la force é l ec t romot r i ce totale de A à B est appelée le potentiel 

de A ( ' ) ; il ne dépend que de la posi t ion de A . Dans les r echerches ma-

(') [L'excès du potentiel de A sur le putcnLiel en un autre point A' est la forer 

électromotrice totale de A en A'; ou, si A et A.' sont infiniment voisins, le pro

duit de AA' par la composante de lî suivant AA'. ( I J - ) I 
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thématiques, on prend généralement B à une distance infinie des corps 

electrises ( 1 ) . 

Un corps électr isé pos i t ivement tend à se m o u v o i r des points où le 

potentiel pos i t i f est plus é levé vers les points où le potent iel posit if 

est moins é levé , ou vers les points où le potentiel est négatif; un corps 

chargé d 'é lec t r ic i té négat ive tend à se m o u v o i r dans la direction 

o p p o s é e . 

Sur un c o n d u c t e u r , l 'é lectr ici té se meut l i b remen t relat ivement au 

conduc t eu r . Si d o n c deux parties d 'un c o n d u c t e u r sont à des poten

tiels différents, l 'é lectr ic i té pos i t ive se portera de la partie avant le 

potentiel le plus é levé à la par t ie avant le potent ie l le moins élevé, 

et ce la , tant que subsistera la différence. Un c o n d u c t e u r ne peut donc 

être en équ i l i b r e é lec t r ique que si le potent ie l est le m ê m e en chacun 

de ses po in t s . C e potent ie l est appelé le potentiel du conducteur. 

Surfaces équipotentielles. 

i f i . Si une surface est décr i te , ou supposée décr i t e , dans le champ 

é lec t r ique , de façon q u e le potent iel é lec t r ique soit le même en 

tous les poin ts de cet te surface, elle est appelée surface équipa ten-

tie lie. 

Un poin t é lec l r i sé , assujetti à rester sur une telle surface, n'aura au

cune tendance à se m o u v o i r d 'une part ie à une autre de cette surface, 

pu i sque le potent ie l est le m ê m e en tous les po in ts . U n e surface équi-

polent ie l le est d o n c une surface d ' équ i l i b re ou une surface de 

n iveau. 

La fo rce résultante en un po in t de cette surface est d i r igée suivant 

la normale à la surface, et la grandeur de cet te force est telle que le 

travail effectué pendant le passage de l 'unité d 'é lect r ic i té de la surface 

\ à la surface V est V V . 

D e u x surfaces équipotent ie l les à des potent ie ls différents ne p e u 

vent se c o u p e r , pu i squ 'un po in t ne peut avoir qu 'un seul potent ie l ; 

( ] ) [Nous voyons ici un exemple des inconvénients que présente l'emploi d'une, 

méthode artificielle d'exposition des phénomènes. Cette définition si importante 

de la force électromotrice ou du potentiel, qu'il serait si nécessaire d'amener 

d'une manière en quelque sorte naturelle par la logique des faits, arrive ici, 

pour ainsi dire subrepticement, par des considérations qu'un lecteur peu versé 

déjà dans l'étude de l'électricité ne peut manquer de trouver absolument arbi

traires. Tout ce paragraphe doit être considéré comme insuffisant, eu égard à 

l'importance des définitions posées et des conséquences déduites. (Voir Journal 

de Physique, t. I, i " série, Sur les unités électrostatiques.) (C.)] 
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mais une surface équipoten t ie l le peu t se c o u p e r e l l e -même, et c 'est ce 

qu i a l ieu en tous les points et p o u r toutes les l ignes d ' équ i l i b r e 

La surface d 'un c o n d u c t e u r en équ i l ib re é lec t r ique est fo rcémen t 

une surface équ ipo ten t i e l l e . Si l 'éleetrisation est pos i t ive sur toute 

cet te surface, le potent iel d iminuera à mesure que nous nous écarte

rons de la surface dans tous les sens, et, le c o n d u c t e u r sera entouré 

par une série de surfaces à potent iel plus bas . 

Mais , si, par l 'act ion de co rps électrisés extér ieurs , certaines ré

g ions du c o n d u c t e u r sont électr isées pos i t ivement , et d 'autres néga 

t ivement , la surface équipotent ie l le c o m p l è t e se c o m p o s e r a de la sur

face du c o n d u c t e u r lui m ê m e , en m ê m e temps que d'un sys tème 

d'autres surfaces c o u p a n t la surface du c o n d u c t e u r suivant les l igues 

qui séparent les r ég ions pos i t ives des rég ions négat ives . Ces l i gnes 

seront des l ignes d ' équ i l ib re , en sorte qu 'un po in t é lec t r i sé p lacé sur 

l 'une de ces l igues ne sera soumis à aucune fo rce dans aucune d i r e c 

t ion. 

Si la surface d'un c o n d u c t e u r est é lectr isée pos i t i vemen t en c e r 

taines part ies et négat ivement en d 'autres, il faut qu ' i l y ait f o r c é 

ment avec lui dans le c h a m p q u e l q u e autre co rps électr isé . En elfet, 

cons idé rons un po in t électrisé pos i t ivement , qu i part d 'une partie 

électr isée pos i t ivement du c o n d u c t e u r , et la issons-le se m o u v o i r c o n 

s tamment dans la d i rec t ion de la force résultante qu i agi t sur lui : le 

potent ie l en ce po in t d iminuera cons t ammen t , j u squ ' à ce que ce point 

o u bien at teigne une surface électr isée néga t ivement à un potentiel 

infér ieur à ce lu i du p r emie r c o n d u c t e u r , o u b ien s 'é loigne à l ' infini. 

Kt, pu i sque le potent ie l à l'infini est zé ro , c e dernier cas ne peut se 

présenter q u e si le potentiel du c o n d u c t e u r est pos i t i f 

De m ê m e , un po in t électrisé néga t ivement , partant d 'une r ég ion 

é lect r isée néga t ivement de la surface, do i t o u b ien atteindre une sur

face électr isée pos i t ivement , ou bien s 'é lo igner à l 'infini, et c e dernier 

cas ne peu t se présenter que si le potent ie l du c o n d u c t e u r est né

gatif. 

Pa r suite, si les deux électr ic i tés pos i t ive et négat ive existent à la 

surface d'un c o n d u c t e u r , il faut qu ' i l y ait dans le c h a m p un autre co rps 

électr isé , don t le potent ie l soit de m ê m e s igne q u e celui d u co rps et 

de valeur n u m é r i q u e plus é l evée ; et si un c o n d u c t e u r de f o r m e q u e l -

(') [En effet, si deux nappes d'une surface équipotentielle se coupent, la force 

qui devrait être normale à chacune des deux nappes est forcément mille en tous 

les points de la courbe d'intersection. (POI 

(-) [Mêmes remarques que ci-dessus. (C)J 
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( ') [Tout ce- paragraphe manque de rigueur. On suppose démontré: i° qu'au

tour d'un conducteur le potentiel croît ou décroît suivant le signe de su charge, 

ce qui sera établi § 80; 2 ° qu'il n'y a pas, dans l'intérieur d'un conducteur creux, 

un point où le potentiel passe par un maximum ou un minimum. 

c o n q u e est seul dans le c h a m p , la cha rge en chacun de ses points est 

du m ê m e signe que le potent ie l du c o n d u c t e u r . 

La surface intér ieure d'un vase conduc t eu r c r e u x , qui ne renferme 

poin t de co rps électr isé , est ent ièrement exempte de cha rge . Car , si 

une partie de cet te surface avait une charge pos i t ive , une m o l é c u l e 

d 'é lect r ic i té pos i t ive , se m o u v a n t dans la d i rec t ion de la force qui agit 

sur el le, devrai t at teindre une surface à cha rge négat ive et à potentiel 

moins é levé . O r , toute la surface intér ieure a le m ê m e potent ie l : elle 

ne peut d o n c avoir de charge ( 1 ) . 

Un c o n d u c t e u r p lacé à l ' intér ieur du vase et c o m m u n i q u a n t avec 

lui peut être cons idé ré c o m m e l imité par la surface intér ieure . Un 

tel c o n d u c t e u r ne peut d o n c avoi r de cha rge . 

Lignes de force. 

17. La l igne décr i te par un po in t qui se meut toujours dans la d i 

rect ion de la fo rce résultante est appelée ligne de force. Elle c o u p e à 

angle droi t les surfaces équ ipo ten t ie l l es . Plus lo in , on e x p o s e r a plus 

c o m p l è t e m e n t les propr ié tés des l ignes de fo rce , Faraday ayant e x 

primé un grand n o m b r e des lois de l 'act ion é lec t r ique , au moyen de 

sa concep t ion de l ignes de force tracées dans le c h a m p é lec t r ique et 

représentant en chacun de ses poin ts la grandeur de la force aussi 

bien que sa d i r ec t ion . 

Tension électrique. 

18. Pu i sque la surface du c o n d u c t e u r est une surface é q u i p o t e n -

tielle, la fo rce résultante est no rma le à cette surface, et, ainsi qu ' on 

le verra au § 78 , elle est p ropo r t i onne l l e à la densité superficiel le de 

l 'électrisation. Par suite, l ' é lec t r ic i té , répandue sur une peti te aire prise 

sur la surface, sera s o u m i s e à l 'act ion d 'une fo rce tendant à l ' é lo igner 

du conduc t eu r et p ropor t ionne l l e au p rodu i t de la force résultante c l 

de la densité, c 'es t -à-dire au carré de la force résultante. 

Cette fo r ce , qu i agit sur chaque partie du conduc t eu r c o m m e une 

tension d i r igée vers le dehors , est appelée tension électrique. On la 

mesure , c o m m e une tension mécan ique ordinai re , par la force exercée 

sur l 'unité de surface. 
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Le m o t de tension a été e m p l o y é par des é lect r ic iens dans plusieurs 

sens mal définis; on a essayé de l ' e m p l o y e r dans le langage ma théma

t ique c o m m e synonyme de po ten t i e l ; mais , après avoir examiné les 

cas dans lesquels on a e m p l o v é ce mot , j e c ro i s qu ' i l est plus c o n f o r m e 

à l 'usage et aux analogies mécan iques d 'entendre par tension une fo rce 

de traction s 'exerçant à raison de tant de livres par p o u c e carré sur 

la surface du conduc teu r , ou en tout autre endro i t . INous ver rons que 

l ' idée émise par Faradav , que cet te tension existe non seulement à la 

surface du c o n d u c t e u r , mais aussi tout le l ong des l ignes de fo rce , 

nous amène à c o n c e v o i r l 'act ion é lec t r ique c o m m e un p h é n o m è n e de 

déformat ion d 'un mi l i eu . 

Force électromotrice. 

49 . Lor sque deux conduc t eu r s à des potent ie ls différents sont r e 

liés par un fil conduc t eu r fin, la tendance de l ' é lectr ici té à s 'écouler le 

long du fil a p o u r mesure la différence des potentiels des deux c o r p s . 

J 'our cette raison, on appelle force électromotrice entre deux points 

la différence des potent iels en ces points . 

La fo rce é l ec t romot r i ce ne peut pas toujours être exp r imée sous 

fo rme d 'une différence de potentiels , mais nous ne traitons pas de ces 

cas part icul iers en électr ici té statique. ] \ ous les examinerons quand 

nous en v iendrons aux c i rcui t s hé té rogènes , aux actions c h i m i q u e s , 

aux mouvemen t s des aimants, aux inégalités de température , etc. 

Capacité d'un conducteur. 

5 0 . Si un c o n d u c t e u r est i so lé , tandis que l 'on maintient tous les 

conduc teurs vois ins au potent iel zé ro en les mettant en c o m m u n i c a 

tion avec la Ter re , et si c e conduc teu r , cha rgé de la quantité E d 'é lec

tricité, p rend le potentiel V , le rapport de E à V est appelé capacité 

du conducteur. Si le c o n d u c t e u r est ent ièrement renfermé dans mi 

vase conduc t eu r qu ' i l ne touche pas, sa cha rge est égale et opposée à 

celle de la face interne du conduc t eu r extér ieur , et égale à sa capaci té 

mult ipl iée par la différence des potentiels des deux conduc teu r s . 

Accumulateurs électriques. 

Un système fo rmé de deux conduc teur s , don t les surfaces en regard 

sont séparées par une c o u c h e mince d'un mil ieu isolant, est appelé un 

accumulateur électrique. On appelle électrodeslcs deux conduc t eu r s , 
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et diélectrique le m i l i e u isolant. Sa capaci té est p ropor t ionnel le à 

l'aire des surfaces en r ega rd , et inversement p ropor t ionne l le à l'épai>,-

seur de la c o u c h e qui les sépare. Une boute i l l e de Leyde est un a c c u 

mulateur dans lequel le ver re sert de mi l ieu isolant. Les accumula 

teurs sont que lquefo is appe lés condensateurs ; mais j e préfère réserver 

le terme de condensateur p o u r un instrument servant, non pas à c o n 

tenir de l 'é lectr ici té , mais à accroî tre sa densité superficiel le. 

P R O P R I É T É S D E S C O R P S R E L A T I V E M E N T A L ' É L E C T R I C I T É 

S T A T I Q U E . 

Résistance au passage de l'électricité à travers un corps. 

31 . Lo r squ 'une c h a r g e d 'électr ici té est c o m m u n i q u é e à une partie 

d 'une masse de métal, l 'é lectr ic i té se répand rap idement des points où 

le potentiel est é levé aux points où le potentiel est bas, et cela , jusqu 'à 

ce que le potentiel soit devenu le m ê m e dans toute la masse. Dans le cas 

des m o r c e a u x de métal qu i servent dans les expér iences ordinai res , 

cette opérat ion est t e rminée dans un temps t rop cour t p o u r qu 'on 

puisse l ' obse rve r ; mais , dans le cas de fils très longs et minces , c o m m e 

ceux qui servent dans les télégraphes, le potent ie l ne devient uni forme 

qu 'au b o u t d'un temps appréc iab le , à cause de la résistance que le fil 

o p p o s e au passage de l ' é lec t r ic i té . 

La résistance au passage de l 'électricité est ex t rêmement différente 

p o u r 'les diverses subs tances , ainsi qu 'on peut le v o i r par les Tables 

des § 362 , 366 , 369 , qui seront expl iquées lo r squ 'on traitera des Cou

rants électriques. 

T o u s les métaux sont b o n s conduc teu r s ; cependant la résistance du 

p l o m b est douze fois ce l l e du cuivre ou de l 'argent, cel le du fer six 

fois, cel le du mercure soixante fois cel le du cu iv re . La résistance de 

tous les métaux cro î t l o r sque leur température s 'élève. 

Un grand n o m b r e de l iqu ides conduisen t l 'é lect r ic i té par é leo t ro-

lyse. Ce m o d e de c o n d u c t i o n sera é tudié dans la d e u x i è m e Part ie . 

P o u r l 'instant, nous p o u v o n s cons idérer tous les l iqu ides contenant 

de l 'eau, et tous les c o r p s humides , c o m m e des c o n d u c t e u r s , b ien infé

rieurs aux métaux , mais incapables cependant de tenir une charge 

d 'é lectr ici té isolée pendant un temps appréc iab le . 

D'autre part, les gaz pr is à la pression a tmosphér ique , secs ou h u 

mides , sont, p o u r de faibles tensions é lec t r iques , des isolants si v o i 

sins de la per fec t ion , que l 'on n'a rien pu obse rve r j u s q u ' i c i qui in 

dique que l 'é lectr ici té puisse les traverser par vo ie de conduc t i on 
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ordina i re . La perte graduel le de la cha rge des co rps électr isés peut , 

dans tous les cas , être a t t r ibuée à un i so lement imparfai t par les sup

ports , soi t que l ' é lec t r ic i té traverse la substance du suppor t , soit 

qu 'e l le fuie le long de la surface. Par suite, si d e u x co rps électrisés 

sont suspendus l'un près de l 'autre, ils dev ron t garder leurs charges 

plus l o n g t e m p s s'ils sont électrisés en sens inverses que s'ils- ont des 

charges de m ê m e nature. En effet, q u o i q u e la fo rce é l e c t r o m o t r i c e qui 

tend à faire passer l 'é lect r ic i té d'un co rps sur l 'autre à travers l 'air 

soit b ien plus grande quand les charges sont con t ra i res , il ne se p ro 

duit p o i n t dans ce cas de perte appréc i ab le . La perte se produit, par 

les suppor t s , et la fo rce é l e c t r o m o l r i c e qui pousse l 'é lectr ic i té à 

travers les suppor ts est. plus g rande , quand les charges sont de 

m ê m e nature; et. ce résultat ne paraît anormal que si l 'on a t t r ibue 

la perte au passage de l 'é lectr ic i té à travers l 'air qui sépare les 

co rps . 

Le passage de l ' é lec t r ic i té à travers les gaz se p rodu i t d 'o rd ina i re 

par v o i e de décha rge d is rupt ive , et ne c o m m e n c e pas avant que. la 

force é l ec t romot r i ce ait atteint une cer ta ine valeur . La va leur de la 

force é l e c t r o m o t r i c e qui peu t être d é v e l o p p é e dans un d ié lec t r ique , 

sans qu ' i l se p rodu i se de d é c h a r g e , est appelée force électrique du 

diélectrique. La fo rce é lec t r ique de l 'air d i m i n u e à mesure que la 

pression d i m i n u e , depuis la pression a tmosphér ique jusqu ' à environ 

3 l n m de m e r c u r e . Si l 'on con t inue de d iminue r la press ion , la force 

é lec t r ique augmente r ap idemen t ; et si la raréfact ion est poussée j u s 

qu ' aux dernières l imites que nous sachions atteindre jusqu ' à ce j o u r , 

la force é l ec t romot r i ce nécessaire p o u r donner une ét incel le d'un 

quart de p o u c e est plus grande que cel le qu i donnerai t une ét incelle 

de 8 p o u c e s dans l'air, à la pression ord ina i re . 

Ains i d o n c le v ide , c 'est-à-dire ce qui reste dans un vase après que 

nous en avons enlevé tout ce que nous p o u v o n s ret irer , cons t i tue un 

isolant de très grande fo rce é l ec t r ique . 

La fo rce é lec t r ique de l ' hyd rogène est b ien m o i n d r e que cel le de 

l'air. 

Certaines sortes de verre sont, à f roid , des isolants d 'une mervei l leuse 

perfect ion : Sir W . T h o m s o n a pu garder pendant des années des 

charges d 'é lect r ic i té dans des ampou le s he rmé t iquemen t c loses . L e 

m ê m e verre devient c o n d u c t e u r à une température infér ieure à ce l le 

de l'eau bou i l l an te . 

La gut ta-percha, le c a o u t c h o u c , la vulcani te , la paraffine, les ré

sines sont de bons isolants : la résistance de la gu t ta -percha à 7 0 " F. 

est d ' env i ron 6 X i o 1 9 fois ce l le du c u i v r e . 
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TOUVOIR INDUCTEUR SPÉCIFIQUE. 5p, 

La glace , les cr is taux, les é l e c t r o h t e s solidifiées sont aussi des i so 

lants. 

Certains l iqu ides , c o m m e le pétrole , la térébenthine, que lques hui les , 

sont aussi des isolants, mais inférieurs à la p lupar t des isolants s o 

lides. 

D I É L E C T R I Q U E S . 

Pouvoir inducteur spécifique. 

52. Faraday a appelé diélectriques tous les corps don t le p o u v o i r 

isolant est tel q u e , si on les p lace entre deux, conduc teu r s à des poten

tiels différents, la fo rce é l e c t r o m o t r i c e qui agit sur ces conduc teu r s 

ne d is t r ibue pas imméd ia t emen t leurs électr ic i tés , de façon à ramener 

le potent iel à la m ê m e valeur . 

Il résulte des recherches encore inédites de Cavendish ( ' ) que , an

tér ieurement à 1 7 7 3 , il avait mesuré la capaci té de plateaux de verre , 

de résine, de c i re et de g o m m e - l a q u e , et qu ' i l avait dé te rminé dans 

quel rappor t ces capaci tés sont plus grandes que celles de lames d'air 

de mêmes d imens ions . 

Faraday, à qui ces t ravaux étaient i n c o n n u s , a d é c o u v e r t que la 

rapaci té d 'un accumula teu r dépend de la nature du mi l i eu isolant 

placé entre les d e u x conduc teur s , aussi b ien que des d imens ions et de 

la posi t ion relative des condur t eu r s eux -mêmes . En substi tuant à l 'air 

d'autres substances c o m m e dié lec t r iques d'un accumula teur qu 'on ne 

changeai t en aucun autre po in t , il a t rouvé que la capaci té de l ' a c c u 

mulateur reste la m ê m e quand on p rend p o u r mi l i eu isolant l 'air 

ou un autre gaz , mais que cette capac i té augmente dans un rappor t 

différent p o u r chaque substance, lo rsque l 'on substi tue à l 'air de la 

gomme- laque , du soufre, du ve r re , e tc . 

Grâce à une mé thode de mesure plus sensible , Bol tzmann a réussi 

à observer la variation du p o u v o i r induc teur spécif ique des gaz à dif

férentes press ions . 

Cette propr ié té des d ié lec t r iques , que Faraday appelait pouvoir 

inducteur spécifique, est aussi dés ignée sous le n o m de constante 

diélectrique de la substance. Par définit ion, c 'est le rappor t des capa

cités d'un accumula teur , quand il a p o u r d ié lec t r ique la substance 

donnée ou le v i d e . 

Si le d ié lec t r ique n'est pas un b o n isolant , il est difficile de mesurer 

(') [Ces recherches ont été publiées depuis par Maxwell, sous le titre de : T/ie 

electrical Researches of the honourable Henry Cavendish. ] 
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sa capaci té inducLive spéci f ique , parce que l ' accumula teur ne garde 

pas sa cha rge assez l ong temps pou r qu 'on puisse la m e s u r e r ; mais il 

est certain que la capaci té induct ive n 'est pas une p ropr ié té spéciale 

aux l ions isolants, et il est p r o b a b l e qu 'e l le existe chez tous les c o r p s » 

Absorption de l'électricité. 

;!3. Dans des accumula teurs formés de certains d ié lec t r iques , on a 

obse rvé les p h é n o m è n e s suivants : 

U n accumula teu r qu i , après avoi r été é lectr isé pendant q u e l q u e 

temps , est décha rgé b r u s q u e m e n t , puis i so lé de nouveau , manifeste 

une charge de m ê m e sens q u e la p remiè re , mais mo ins é n e r g i q u e ; en 

sorte que l 'on peut en tirer e n c o r e plusieurs décharges success ives qui 

von t toujours en d iminuant . C e p h é n o m è n e est appelé décharge rési

duelle. 

La décharge instantanée paraî t être toujours p ropor t ionne l l e à la 

différence des potent ie ls des armatures au m o m e n t de la décha rge , et 

le rappor t de ces quanti tés est la capaci té vraie de l ' a ccumula teu r ; 

mais si l 'on p r o l o n g e le con tac t de l ' exc i ta teur assez l ong temps p o u r 

e n g l o b e r une partie de la décharge rés iduel le , la capaci té apparente 

de l ' accumula teur , ca lcu lée d'après la décha rge ainsi obse rvée , sera 

t rop grande . 

L ' accumula teur qui a été c h a r g é , puis i s o l é , paraît pe rd re sa 

cha rge par c o n d u c t i o n ; mais on t rouve que ce l t e dépe rd i t i on est 

en, p r o p o r t i o n b ien plus forte au c o m m e n c e m e n t que plus tard, 

et que , par sui te , une mesure de la conduc t i b i l i t é dédui te de ce qu i se 

p rodu i t dans les p remiers m o m e n t s serait b i en t rop for te . A ins i , 

quand on fail l 'essai d ' i so lement d 'un câble sous-mar in , l ' i so lement 

s emble s ' amél io re ra mesure que l 'électrisation se p r o l o n g e . 

Des phénomènes t he rmiques , qu i paraissent analogues à p r emiè re 

v u e , se p rodu isen t , dans le cas de la p ropaga t ion de la cha leur , à tra

vers un co rps dont les cô tés opposés sont maintenus à des tempéra-

turcs différentes. Dans le cas de la cha leur , nous savons que ces p h é 

nomènes sont dus à la cha leur abso rbée et cédée par le co rps l u i - m ê m e . 

On a d o n c supposé , dans le cas des p h é n o m è n e s é lec t r iques , que 

l 'é lectr ic i té est abso rbée et resti tuée par les parties du c o r p s . N o u s 

verrons toutefois , au § 329 , que ces p h é n o m è n e s peuvent s ' expl iquer 

sans l ' hypothèse de l ' absorp t ion de l 'é lect r ic i té , si l 'on suppose que 

le d ié lec t r ique ne soit pas ent ièrement h o m o g è n e . 

C e p h é n o m è n e , que l ' on appel le Yabsorption électrique, n 'est pas 

une absorp t ion effective d 'é lec t r ic i té par le corps : on peut le faire voi r 
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en chargeant le corps d 'une manière q u e l c o n q u e , pendant qu ' i l est 

renfermé dans un vase méta l l ique fermé et i so lé . Si , lo rsque le co rps 

a été chargé et i solé , le vase est décha rgé pendant un instant, puis 

isolé de nouveau , il ne reçoi t plus aucune cha rge pendant que se dis

sipe graduel lement l 'é leclr isat ion du co rps chargé qu ' i l renferme. 

34. C'est ce fait q u ' e x p r i m e cet énoncé de Faraday : il est impos 

sible de c o m m u n i q u e r à la matière une cha rge abso lue et i ndépen

dante d 'une seule espèce d 'é lectr ic i té ( ' ) . 

E n fait, de toutes les expér iences qui ont été tentées, il ressort que , 

quel les (pie soient les' act ions é lec t r iques qui se p roduisen t dans un 

système de co rps entourés d 'un vase méta l l ique , la cha rge sur la 

surface ex tér ieure du vase ne change pas. 

Or , si une quanti té d 'é lect r ic i té , quel le qu 'e l le soit , pouva i t péné 

trer dans le co rps et être absorbée par lui , ou y deveni r latente, ou y 

exis ter à un état q u e l c o n q u e , sans être rel iée par des l ignes d ' induc

tion à une quantité égale d 'é lec t r ic i té con t ra i r e ; ou si, après avoi r été 

a b s o r b é e , elle pouva i t r even ir à la surface et re tourner à son m o d e 

d 'ac t ion ord ina i re , nous t rouver ions des changements dans l ' é lec l r isa

tion du vase extér ieur . 

Et pu isque j amais on ne t rouve rien de parei l , Faraday conc lu t qu ' i l 

est imposs ib l e de c o m m u n i q u e r à de la matière une cha rge abso lue , 

et que j a m a i s aucun changemen t d'état ne peut , dans aucune por t ion 

de mat ière , p r o d u i r e ou diss imuler l 'une ou l 'autre espèce d 'é lec t r ic i té . 

Par suite, il regardait l ' induc t ion « c o m m e la fonct ion essentielle et 

p o u r la p r o d u c t i o n initiale de l 'é lectr ic i té , et p o u r les phénomènes 

u l t é r i eu r s» . P o u r lui , « l ' induct ion » e s t ( i 2 0 , 8 ) un état de polarisat ion 

des molécu les du d ié lec t r ique , dans l eque l chaque m o l é c u l e est posi

tive d'un côté et négat ive de l 'autre, les électr isat ions pos i t ive et né

gative étant toujours exac tement égales sur c h a q u e m o l é c u l e . 

Décharge disruptive ( - ) . 

o 5 . Si la force é l ec t romot r i ce qui agit en un poin t d'un d ié lec t r ique 

c ro î t g raduel lement , elle atteint finalement une l imi te p o u r laquel le il 

se p rodu i t à travers le d ié lec t r ique une décha rge é lec t r ique b rusque , 

généra lement a c c o m p a g n é e de lumiè re et de bru i t , ainsi que d 'une 

rupture tempora i re o u permanente du d ié lec t r ique . 

(') F.xp. lies., vol. 1 , sér ie X I , § I I (On the absolute charge of matter); 

et. 

(2) Voir F a r a d a y , Exp. fies., vol. I, séries XII et XIII. 
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L'intensité de la force é l ec t romot r i ce p o u r laquel le cette décha rge 

se p rodui t est la mesure de ce que nous p o u v o n s appeler la force 

électrique du diélectrique. Elle dépend de la nature du d i é l ec t r ique ; 

elle est plus g r a n d e p o u r l 'air dense que p o u r l 'air raréfié, plus grande 

p o u r le verre q u e p o u r l 'a ir ; mais , dans tous les cas , si la fo rce é lec t ro-

mot r i ce devient suff isamment grande, le d ié lec t r ique c è d e , et son 

p o u v o i r isolant es t détrui t , en sorte qu ' i l est traversé par un couran t 

d 'é lec t r ic i té . C ' e s t p o u r cela que des d is t r ibut ions d 'é lec t r ic i té qu i 

donnera ient en un po in t q u e l c o n q u e une fo rce résultante infinie ne 

peuvent exis ter dans la nature. 

L'effluve électrique. 

Par e x e m p l e , si l 'on électr ise un c o n d u c t e u r présentant une po in te 

a iguë , la t h é o r i e , fondée sur l ' hypo thèse que le c o n d u c t e u r garde sa 

cha rge , nous a m è n e à cet te conc lus ion q u e , à mesure qu 'on app roche 

de la po in te , la densi té superficiel le de l ' é lec t r ic i té va croissant sans 

l imite , et qu 'à la po in te e l l e -même la densi té superficiel le et, par 

suite, la fo rce é l ec t r ique résultante dev iennent infinies. Si l 'air, ou 

tout autre m i l i e u environnant le co rps , avait un p o u v o i r isolant 

absolu , ce résul ta t se présenterai t e f fec t ivement ; mais , en réal i té , 

dès que la f o r c e résultante a atteint une cer ta ine l imi te dans le v o i 

s inage de la p o i n t e , le p o u v o i r isolant de l 'air devient insuffisant, et 

l 'air devient c o n d u c t e u r aux envi rons de la po in te . A une cer ta ine 

distance de la po in t e , la fo rce résultante n'est p lus suffisante p o u r 

vaincre la rés is tance de l'air : le couran t é lec t r ique est alors arrêté, 

et l 'é lectr ic i té s ' a c c u m u l e dans l 'air autour de la po in t e . 

Cette po in t e est d o n c env i ronnée de mo lécu le s d 'air chargées de la 

m ê m e espèce d 'é lec t r ic i té qu ' e l l e -même . L'effet de ce t air cha rgé en

tourant la p o i n t e est de soulager l 'air, qui est à la po in te m ê m e , d 'une 

partie de cet te f o r c e é l e c t r o m o t r i c e éno rme à laquel le il serait soumis 

si le c o n d u c t e u r seul était é lectr ise . En fait, la surface du co rps é l e c 

trise n'est p lus p o i n t u e ; car la po in te est en tourée d 'une masse ar ron

die d 'air é lec t r i se , don t la surface, p lu tô t que cel le du c o n d u c t e u r 

so l ide , peut ê t re regardée c o m m e formant la surface extér ieure du 

c o n d u c t e u r . 

Si cet te p o r t i o n d'air é lectr ise pouva i t être maintenue au repos , le 

co rps é lect r ise conservera i t sa c h a r g e , sinon sur l u i - m ê m e , du mo ins 

dans son v o i s i n a g e . Mais les m o l é c u l e s d'air é lectr ise , l ib res de se m o u 

vo i r sous l ' a c t ion de la fo rce é lec t r ique , tendent à s 'é loigner du co rps 

électr ise, pu i squ ' i l est chargé d 'é lect r ic i té de m ê m e espèce . Les m o l é -
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(*) Voir PRii:sTLtv, Histoire de l'Electricité, p. 117 el J I J I ; et C A V K X U I S I I , Elec-

trical r e s e a r c f i e s (P/iil. Trans., 1771, § 4 ) ; ou Iiéimpression des Œuvres de 

Cavendish, S, 

eules d 'air é lectr isé tendent d o n c à s 'é loigner suivant la d i rec t ion des 

lignes de fo rce , et à s 'approcher des co rps environnants qu i sont char

gés d 'é lec t r ic i té de nom contraire . Quand elles sont part ies , d 'autres 

molécu les d 'air non électrisées prennent leur p lace autour de la poin te ; 

et, pu i sque ce l l e s -c i ne peuvent plus garantir cel les qui sont p lacées à 

la po in te m ê m e d 'une tension é lec t r ique excess ive , une nouve l le d é 

charge se p rodu i t , après laquelle les molécu les qui v iennent d'être 

électrisées s ' é lo ignent ; et ainsi de suite, tant que le co rps reste é lec

trisé. 

De cet te façon , il se produi t les phénomènes suivants : 

A la poin te et à cô té d 'el le, il y a une effluve permanente du r 

aux décharges cont inuel les qui se p roduisen t entre la poin te et l 'air qui 

est dans son vois inage immédia t . 

Les molécu les d 'air électrisé, tendant à s 'éloigner dans la m ê m e di

rect ion générale , produisent un couran t d'air partant de la pointe , 

formé par les molécu les d'air é lectr isé , et p r o b a b l e m e n t par d'autres 

encore entraînées par les premières . En favorisant, par un m o y e n ar

tificiel, c e couran t d'air, nous pouvons augmenter l 'eff luve; nous 

l ' empêcherons de cont inuer , si nous faisons obs tac le à la format ion 

du couran t ( ' ) . 

Le vent é lec t r ique est que lquefo is très rap ide dans le vois inage de 

la pointe , mais il perd b ientô t sa vitesse, et l 'air avec ses mo lécu le s 

électrisées est entraîné dans les m o u v e m e n t s généraux de l ' a tmosphère , 

formant un nuage électr ique inv i s ib le . Q u a n d les mo lécu le s chargée.-, 

arrivent près d 'une surface c o n d u c t r i c e , un mur par e x e m p l e , elles 

induisent sur cette surface une cha rge opposée à la leur et sont alors 

attirées vers le m u r ; mais, c o m m e la force é l ec t romot r i ce est fa ible , 

elles peuvent rester long temps sans être attirées jusqu ' à sa surface et 

sans être déchargées . Elles fo rment ainsi une a tmosphère é lec t r ique 

adhérente au conduc teu r , dont la p résence peut que lquefo is être re 

c o n n u e au m o y e n de i ' é lec l rouiè l re . Les forces é lectr iques qui agissent 

entre de grandes masses d'air électr isé et les autres co rps sont extrê

me m e n t faibles en compara i son des forces qui p rodu i sen t les vents eu 

raison des inégalités de densité dues aux différences de tempéra tures ; 

il est d o n c très peu p robab l e qu 'une partie appréc iab le des m o u v e 

ments des nuages o rageux ordinaires soit due à des causes é l e c 

tr iques. 
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Le transport de l 'é lect r ic i té d'un poin t à un autre; par le m o u v e 

ment des molécu les électr isées, est appelé la confection électrique ou 

la décharge canveclive. 

L'effluve é lec t r ique e s t d o n c produi te par un passage cont inu d 'é lec

tricité à travers une peti te quanti té d'air dans laquelle la tension est 

très é l evée ; les m o l é c u l e s d 'air environnantes sont ainsi chargées 

et entraînées par le vent é l ec t r ique , qui est un é lément · essentiel du 

p h é n o m è n e . 

L'effluve s'établit p lus a isément dans l 'air raréfié que dans l 'air 

dense , avec une po in te pos i t ive qu ' avec une poin te négat ive . Cette 

différence et plusieurs autres, entre l 'é lectr ic i té pos i t ive et l 'é lectr ic i té 

négat ive , do iven t être é tudiées par c e u x qui désirent découvr i r que lque 

chose re la t ivement à la nature de l ' é lec t r ic i té . On ne les a po in t en

co re ramenées d 'une façon satisfaisante à aucune des théories exis

tantes. 

L'aigrette électrique. 

56. L 'aigret te é lec t r ique est un p h é n o m è n e que l 'on peut p rodu i r e 

en électrisant une po in te mousse , o u une peti te b o u l e , de manière à 

p rodu i re un c h a m p é lec t r ique dans leque l la tension d i m i n u e quand 

on s 'é loigne de la surface, mais d 'une façon mo ins rapide que dans le 

cas p récéden t . Elle consis te en une success ion de décharges , qui von t 

en se ramifiant et en d ivergeant de la b o u l e dans l 'air, et qu i se ter

minent soit en chargeant certaines part ies de l 'air, soit en atteignant 

un autre conduc t eu r . Elle est a c c o m p a g n é e d 'un son , dont la hauteur 

dépend des intervalles qu i séparent les décharges success ives , et il 

n'y a pas de couran t d'air c o m m e dans le cas de la lueur . 

L'étincelle électrique. 

57 . Si la tension est cons idé rab le , dans tout l 'espace qu i sépare 

deux conduc teu r s , par e x e m p l e dans le cas de d e u x bou le s dont la 

distance n'est pas grande en compara i son de leurs rayons, la décha rge , 

quand elle se p rodu i t , p rend ord ina i rement la fo rme d 'une é t incel le , 

par laquelle p resque toute l 'é lectr isat ion se décha rge d 'un c o u p . 

Dans ce cas , si une part ie du d ié lec t r ique vient à céder , les parties 

qu i sont, de part et d 'autre, dans la d i rec t ion de la fo rce é lec t r ique , 

sont e l l es -mêmes mises dans un état de tension plus grande et cèden t 

également , et la décha rge c h e m i n e tout d ro i t à travers le d ié lec t r ique ; 

de m ê m e , si l 'on fait une peti te entaille sur le b o r d d 'une feuille de 

papier , et que l 'on app l ique ensuite une tension dans la d i rec t ion du 
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bord du papier , celui-ci se déch i re et la déch i ru re , c o m m e n ç a n t à l 'en

taille, s 'infléchit en suivant les points faibles du papier . C'est ainsi que 

l 'étincelle é lec t r ique c o m m e n c e au p r emie r po in t où la tension é lec 

trique t r i omphe de la résistance du mi l ieu isolant, puis s 'avance sui

vant un chemin i r régul ic r en apparence , qu i , en fait, c o m p r e n d les 

autres points fa ibles , tels que les grains de pouss ière flottant dans l 'air. 

Tous ces p h é n o m è n e s diffèrent cons idé rab lement dans les divers 

gaz, et dans un m ê m e gaz à différentes densités. Que lques formes de 

décharge dans des gaz raréfiés sont tout à fait r emarquab les . Dans 

certains cas , il y a des alternances régulières de stries noires et l u m i 

neuses; ainsi, par e x e m p l e , lo r sque de l 'é lectr ici té passe le l ong d'un 

tube contenant très peu de gaz , on voi t d isposée , suivant l 'axe du tube , 

à des intervalles à peu près égaux , une série de disques l u m i n e u x sépa

rés par des stries o b s c u r e s . Si l 'on augmente la force du courant , il se 

p rodui t un nouveau d i s q u e ; et celui-là et les anciens se d isposent en 

un ordre plus serré. Dans un tube décr i t par M . Gassiott ( 1 ) , la lumière 

de chaque d isque est b leuâtre du côté négatif, rougeâ t rc du cô té p o 

sitif, et d'un r o u g e vi f dans la partie centrale. 

Ces phénomènes , et b ien d'autres encore relatifs à la décharge é l e c 

tr ique, sont ex t r êmemen t importants : lorsqu ' i ls seront mieux c o m 

pris, ils je t te ront sans dou te une v ive lumiè re sur la nature de l ' é 

lectr ic i té , ainsi que sur la nature des gaz et du mi l i eu qui rempl i t 

l 'espace. Mais, p o u r l ' instant, il faut les regarder c o m m e étant en 

dehors du domaine de la théor ie ma thémat ique de l ' é lec t r ic i té . 

Phénomènes électriques de la tourmaline. 

0 8 . Certains cr is taux de tourmal ine et d'autres minéraux possèdent 

ce que l 'on appelle la polarité électrique. Supposons un cristal de tour

maline à une température un i fo rme , et paraissant l ibre de toute é lec

tricité à sa surface. E levons maintenant la température , en laissant le 

cristal isolé . N o u s t rouvons qu 'un des bou t s du cristal prend une é lec-

trisation pos i t ive , et l 'autre une électrisat ion négat ive . Enlevons de sa 

surface cette électr isat ion apparente au moyen d 'une f lamme ou de 

q u e l q u e autre manière : si l 'on chauffe le cristal encore davantage, il 

apparaît une électr isat ion de m ê m e nature que la p r écéden t e ; si on le 

refroidit , le cô t é qui était pos i t i f quand on échauffait le cristal de

vient négatif . 

Ces électr isat ions s 'observent aux extrémités de l 'axe cr is tal logra-

(') hitellectual Observer, mars 1866. 

Tr. d'Élect. et de Magn., I. 
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p h i q u e . Q u e l q u e s cr i s taux sont terminés d'un b o u t par une py ramide 

à six faces , et de l 'autre b o u t par une py ramide à trois faces. Dans ces 

cr is taux, c 'est le b o u t où est la py ramide à six faces qui devient p o 

sitif quand on échauffe le cristal. 

Sir \ V . T h o m s o n suppose que c h a q u e part ie de ce cristal et de tout 

autre cristal h é m i é d r i q u e a une polar i té é lec t r ique définie, don t l ' in

tensité d é p e n d de la tempéra ture . Quand on passe la surface dans une 

( lamme, chacune de ses parties s 'électrise jus te assez pou r neutraliser 

en tous les points extér ieurs les effets de la polar i té interne. A l o r s le 

cristal n'a pas d 'ac t ion é lec t r ique extér ieure , ni de tendance à changei-

l'état de son électr isat ion. Mais , si on le chauffe ou si on le refroidit , 

la polar i té intér ieure de chaque m o l é c u l e du cristal est altérée et ne 

peut, p lus être équ i l i b rée par l 'é leclr isat ion superficiel le : il y a d o n c 

une act ion ex tér ieure résultante. 

P L A N D E C E T O U V R A G E . 

39 . Dans cet O u v r a g e , j e me p r o p o s e d ' expose r la théorie ordinai re 

des ac t ions é lec t r iques , théorie qui les cons idère c o m m e ne dépendant 

que des co rps électrisés et des pos i t ions respect ives de ces c o r p s , et 

qui ne fait pas entrer en c o m p t e les phénomènes qu i peuvent se p ro 

duire dans le mi l ieu environnant . Nous établ i rons ainsi la lo i de l 'in

verse du carré des dis tances , la théorie du potent ie l et les équat ions 

de Laplace et de P o i s s o n . Nous cons idé re rons ensuite les charges et 

les potent ie ls d 'un système de co rps é lec t r isés ; et, des équat ions 

qui les l ient, équa t ions dont, on peut toujours supposer que les coef

ficients aient été dé te rminés par expé r i ence dans les cas où les m é 

thodes mathémat iques actuelles ne sont pas appl icables , nous dédu i 

rons les forces mécan iques qu i agissent entre les différents co rps 

électr isés . 

Nous é tud ierons ensuite certains théorèmes généraux, au moyen 

desquels Green , Gauss et T h o m s o n on t mont ré c o m m e n t on peut r é 

soudre les p r o b l è m e s de dis t r ibut ion é lec t r ique . U n des résultats de 

ces théorèmes est q u e , si l ' équat ion de Po i s son est satisfaite par une 

cer taine fonct ion qu i , à la surface de chacun des conduc t eu r s , a p o u r 

valeur la valeur du potent ie l de ce c o n d u c t e u r , cet te fonc t ion repré

sente en tout po in t le potent iel du système. Nous en dédu i rons aussi 

une m é t h o d e pou r r é soudre les p r o b l è m e s suscept ibles d 'une solut ion 

exacte . 

Dans le théorème de T h o m s o n , l 'énergie totale d 'un système s 'ex

pr ime par l ' intégrale d 'une cer taine quanti té prise dans tout l 'espace 
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compr is entre les co rps électr isés , o u par une autre intégrale qu i ne 

s'étend qu 'aux surfaces é lectr isées . L 'égal i té de ces deux- quantités 

peut r ecevo i r l ' interprétat ion phys ique suivante : On peut c o n c e v o i r 

la relation phys ique qui existe entre les co rps électr isés, soit c o m m e 

effet de l'état dans l eque l se t rouve le mi l ieu qu i sépare les c o r p s , 

soit c o m m e résultat d 'une act ion d i rec te s 'exerçant à dis tance entre 

les co rps . Si nous adop tons cet te dernière idée , nous pouvons d é 

terminer la l o i de l ' ac t ion , mais nous ne p o u v o n s pousser plus loin 

nos spéculat ions sur la cause de cet te ac t ion. Si, au cont ra i re , nous 

acceptons l ' idée d 'une act ion s 'exerçant par l 'entremise d'un mi l i eu , 

nous s o m m e s condu i t s à r e c h e r c h e r la nature de cette act ion en c h a q u e 

point du m i l i e u . 

Il ressort de ce théo rème que , si nous v o u l o n s vo i r le siège de l ' ac

tion é lec t r ique dans les différentes parties du mi l ieu d ié lec t r ique , 

l 'énergie d 'une pet i te part ie de cë mi l ieu do i t dépendre du p rodu i t du 

carré de l ' intensité de la fo rce é l ec t romot r i ce résultante en ce po in t 

multiplié par un coeff ic ient que l 'on appel le pouvoir inducteur spéci

fique du milieu. 

Cependant , cons idérant la théor ie des d ié lec t r iques au po in t de vue 

le plus général , il vaut m i e u x faire une dis t inct ion entre l ' intensité 

é lec t romot r ice en un p o i n t et la polar isat ion é lec t r ique du mil ieu 

en ce po in t : en effet, dans certaines substances solides, ces deux 

quantités d i r igées , q u o i q u e liées l 'une à l 'autre, n 'ont pas la m ê m e 

di rec t ion . L 'express ion la plus générale de l 'énergie é lec t r ique p o u r 

l'unité de v o l u m e du mi l i eu est le d e m i - p r o d u i t de l ' intensité é l ec t ro -

motr ice et de la polar isa t ion é lec t r ique par le cosinus de l 'angle c o m 

pris entre leurs d i rec t ions . 

Dans tous les d ié lec t r iques fluides, l ' intensité é l ec t romot r i ce et la 

polarisation é lec t r ique sont dans la m ê m e d i rec t ion et dans un rappor t 

constant. 

Si nous ca lcu lons , dans cet te hypo thèse , l 'énergie totale du mi l i eu , 

nous la t rouvons égale à l ' énergie qui serait due à l 'é lectr isal ion des 

conducteurs dans l 'hypothèse d 'une act ion directe à dis tance. D o n c , 

au point de vue mathémat ique , les deux hypothèses sont équ iva 

lentes. 

Si nous examinons alors l'état m é c a n i q u e du mi l ieu , dans l ' h y p o 

thèse que l 'action m é c a n i que obse rvée entre les co rps électrisés s 'exerce 

au travers et par l 'entremise d'un m i l i e u ; c o m m e dans les exemples 

familiers où un co rps agit sur un autre par l ' in termédiaire d 'une c o r d e 

tendue, ou d 'une t ige c o m p r i m é e , nous t rouvons que le mi l ieu doi t 

être dans un état de déformat ion m é c a n i q u e . 
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Ains i que Ta ind iqué Faraday ( ' ) , cet te déformat ion consis te en une 

extension d i r igée suivant les l ignes de fo rce , c o m b i n é e à une c o m p r e s 

sion égale suivant toutes les d i rec t ions perpendicula i res à ces l ignes . 

La grandeur de ces déformat ions est p ropor t ionne l l e à l 'énergie de 

l 'électr isat ion par unité de v o l u m e , o u , en d'autres termes, au carré de 

la force é lec t roinotr iée résultante mul t ip l ié par la capaci té î uduc l i ve 

spécif ique du mi l i eu . 

Cet te d i s t r ibu t ion de press ions et de tensions est la seule qu i s 'ac

c o r d e avec les act ions mécan iques observées entre les corps électr isés, 

et avec l ' équ i l ib re que l 'on o b s e r v e éga lement dans le fluide d i é l e c 

t r ique qu i entoure les co rps électr isés. J'ai d o n c pensé que les règles 

de la r eche rche scientif ique m'autor isa ient à faire ce pas, à admettre 

l 'exis tence effective de ce t état de dé format ion , et à suivre cet te h y p o 

thèse dans ses c o n s é q u e n c e s . T rouvan t que le m o t de tension élec

trique a été e m p l o y é dans plusieurs sens mal définis, j ' a i essayé de le 

réserver exc lus ivement pou r ce l te concep t ion que j e c ro is avoi r été 

dans l ' idée de plusieurs de c e u x qui ont fait usage de ce terme, p o u r 

ce t état de déformat ion du mi l i eu d ié lec t r ique qui p r o d u i t le m o u v e 

ment des co rps éfectrisés, et qu i , cons tamment acc ru , c o n d u i t à la 

décharge d is rupt ive . Dans ce sens, la tension é lec t r ique est une ten

sion de nature abso lument semblab le à la tension d 'une c o r d e et peu t 

se mesurer de la m ê m e f a ç o n ; et, le mi l ieu d ié lec t r ique pouvan t sup

por te r une certaine tension, mais non une plus cons idé rab le , on peut 

d i re qu ' i l a une cer taine fo rce , exac tement dans le m ê m e sens où l 'on 

di t qu 'une c o r d e a une cer ta ine fo rce . A ins i , par e x e m p l e , T h o m s o n a 

t rouvé qu'à la température et à la pression ordinaire l 'air peut sup 

por ter une tension é lec t r ique de gGoo grains par p ied carré avant de 

laisser passer une ét incel le 

GO. D e l 'hypothèse que l 'act ion é lect r ique n'est pas une act ion d i 

recte s 'exerçanl à distance entre les c o r p s , mais qu 'e l le s 'exerce par 

l ' intermédiaire du mil ieu qu i est entre les co rps , nous avons dédui t 

que ce mil ieu devait être dans un étal de déformat ion , ftous avons 

aussi déterminé la nature de celte déformat ion , et nous l 'avons c o m 

parée à cel les qu i peuvent se présenter dans des co rps sol ides . Le long 

des l ignes de fo rce , il y a une tens ion; perpendicula i rement à ces 

(') Exp. lies., série XI , 1297. 
( 2 ) [J.e grain valant 0,0617080.1 grammes et le pied 3 o , 4 / 9 4 4 9 centimètres, la 

tension de t)6oo grains par pied carré correspond à 0,(169615 grammes ou 607 dynes 

par centimètre carré.] 
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l ignes, il y a une press ion; les valeurs numér iques de ces deux forces 

sont égales, et chacune d'elles est p ropor t ionne l le au carré de la force 

résultante au po in t cons idé ré . A p r è s avoir établi ces résultats, nous 

sommes préparés p o u r faire un nouveau pas, et nous fo rmer une idée 

de la nature de la polar isat ion é lec t r ique dans le mi l ieu d ié lec t r ique . 

On peut dire qu 'un é lément d'un co rps est polar isé, quand il acquier t 

des propriétés égales et contraires sur deux faces opposées . La not ion 

de polarité interne peut être étudiée avec grand avantage dans 

l 'exemple que nous fournissent les aimants pe rmanen ts ; nous l ' exp l i 

querons plus au long quand nous en v iendrons à traiter du M a g n é 

tisme. 

La polarisat ion é lec t r ique du d ié lec t r ique est un état de déformat ion 

dans lequel le co rps est je té par l 'act ion de la force é l ec t romot r i ce , et 

qui disparaît en m ê m e temps que cette fo rce m ê m e . Nous pouvons 

concevo i r qu ' i l consis te en ce que l 'on peut appeler un déplacement 

électr ique produi t par l ' intensité é l ec l romot r i ce . Lo r squ 'une force é l ec 

t romotr ice agit sur un mil ieu c o n d u c t e u r , elle y produi t un c o u r a n t ; 

mais si le mi l ieu est un non-conduc teu r ou d ié lec t r ique , le courant ne 

peut s 'établir à travers le mi l ieu : l 'é lectr ici té néanmoins est déplacée 

dans le mil ieu, dans la d i rect ion de la force é lec t romot r ice , et l 'éten

due de ce dép lacement dépend de la grandeur de la force é l e c t r o m o 

tr ice; en sorte que , si la force é lec t romot r ice augmente o u d iminue , 

le déplacement é lec t r ique augmente ou d iminue dans le rnême rap

port . 

La grandeur du dép lacement a pou r mesure la quantité d 'é lectr ici té 

qui traverse l 'unité de surface, pendant que le dép lacement c ro î t de 

zéro à sa valeur m a x i m u m . Tel le est, par suite, la mesure de la p o l a 

risation é lec t r ique . 

L 'analogie entre l 'act ion d 'une force é lec t romot r ice qui p rodui t un 

déplacement é lec t r ique et cel le d 'une force mécan ique ordinaire qui 

dép lace un co rps élastique est si évidente , que j e me suis r i squé à ap

peler coefficient d'élasticité électrique du milieu le rappor t de la 

force é lec t romot r ice au déplacement é lec t r ique cor respondant . Ce 

coefficient est différent pou r les différents mi l i eux , et varie en raison 

inverse du p o u v o i r inducteur spécif ique de chaque mi l i eu . 

Les variations de déplacement é lec t r ique produisent év idemment 

des courants é lec t r iques . Mais ces courants ne peuvent exister que pen

dant que le dép lacement var ie , et, par suite, le dép lacement ne p o u 

vant dépasser une certaine valeur sans p rodu i re une décharge d i s -

ruptive, ils ne peuvent con t inuer indéfiniment dans la m ê m e d i rec t ion , 

c o m m e font les courants dans les c o n d u c t e u r s . 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



II est p robab le qu ' i l existe dans la tourmal ine et les autres cristaux, 

pyro-é lec t r iques un état de polar isat ion é lec t r ique , qui dépend de la 

température et qui ne demande pas p o u r se p rodu i r e une force é l e c 

t romot r i ce extér ieure . Si l ' intérieur d'un co rps est dans un état de 

polar isat ion é lect r ique permanent , l 'extér ieur devra peu à peu se 

charger de manière à neutraliser sur tous les points extér ieurs au co rps 

l 'act ion de l 'é lectr isat ion intér ieure. Cette charge extér ieure super

ficielle ne pour ra être déce lée par aucune des épreuves ordinaires , 

ni être enlevée par' aucun des moyens qui servent habi tue l lement à 

enlever une cha rge surperficiel le . La polar isat ion intér ieure du co rps 

ne pour ra d o n c être découver t e que par un m o y e n , un changement de 

température par e x e m p l e , qu i permet te d ' augmente r ou de d iminuer 

la polar isat ion intér ieure . A l o r s l 'é lectr isat ion superficiel le ne suffira 

plus à neutraliser au dehors l ' ac t ion de la polar isat ion intér ieure, et 

l 'on obse rve ra une électrisat ion apparente, c o m m e dans le cas de la 

tourmal ine . 

Si une charge e est un i fo rmément répartie sur la surface d 'une sphère, 

la fo rce résultante en un po in t q u e l c o n q u e du mi l i eu qui entoure la 

sphère est n u m é r i q u e m e n t égale à la cha rge e divisée par le carré de 

la d is tance du poin t au centre de la sphère . D 'après notre théorie , 

celte force résultante donne heu à un dép lacement d 'é lect r ic i té dans 

une d i rec t ion s 'éloignant de la sphère . 

T r a ç o n s maintenant une surface sphér ique concen t r i que de rayon r; 

le dép lacemen t total E à travers cette surface sera p ropor t ionne l à la 

fo rce résultante mul t ip l iée par l 'aire de la surface sphér ique . Mais la 

force résultante est p ropor t ionne l l e à la cha rge e, et inversement p r o 

por t ionnel le au carré du rayon , tandis que l 'aire est p ropor t ionne l le 

au carré d u ravon . 

D o n c le dép lacemen t total E est p ropor t ionne l à la cha rge e, et indé

pendant du r a y o n . 

P o u r dé terminer le rapport de la cha rge e et de la quantité d ' é l e c 

tricité E dép lacée à travers la surface sphér ique vers le dehors d 'une 

surface sphé r ique , cons idé rons le travail effectué dans le mi l ieu , dans 

la r ég ion c o m p r i s e entre deux surfaces sphér iques concen t r iques , pen

dant que le dép lacemen t augmente de E à E -+- SE. Si \ t et V 2 dés i 

gnent respec t ivement les potentiels de la surface intérieure et de la 

surface extér ieure , la fo rce é l ec t romot r i ce qu i p rodu i t le dép lacement 

addi t ionnel est (\\ — V 2 ) , en sorte que le travail dépensé pou r aug

menter le dép lacement est ( V t — V 2 ) o E . 

Si maintenant nous! aisons c o ï n c i d e r la surface de la sphère in té

rieure avec celle de la sphère électr isée, et si nous faisons le rayon de 
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l'autre infini, V , devient V , le potentiel de la sphère , et V , devient nul : 

le travail total effectué dans le mi l ieu est d o n c V SE. 

Mais, d 'après la théor ie ordinai re , le travail effectué p o u r augmenter 

la charge est V S e ; et si, c o m m e nous le supposons , il est dépensé à 

augmenter le dép lacement , 8E = 8e, et, puisque E et e s'annulent à la 

fois , E = e, c 'est-à-dire que 

Le déplacement vers l'extérieur à travers une sur/ace sphérique 

quelconque concentrique à la sphère électrisée est égal à la charge 

de celte sphère. 

P o u r fixer nos idées sur le dép lacement é lec t r ique , cons idérons un 

accumulateur fo rmé de deux plateaux conduc teu r s A e t B , séparés par 

une c o u c h e de d ié lec t r ique C . Soi t W un fil conduc teu r j o ignan t A et 

B , et supposons q u e , par l 'act ion d 'une fo rce é l ec t romot r i ce , une 

quantité Q d 'é lectr ic i té pos i t ive soit t ransportée de B vers A . L ' é l e c -

trisation pos i t ive de A et l 'é lectr isat ion négative de B produisent une 

certaine force é l ec t romot r i ce agissant de A vers B dans la c o u c h e d ié

lectr ique, et cel te force é l ec t romot r i ce p rodu i t un déplacement é l e c 

tr ique de A vers B dans le d ié lec t r ique . La grandeur de ce d é p l a c e 

ment , mesurée par la quantité d 'é lectr ic i té chassée à travers une 

section idéale qui partagerait le d ié lec t r ique en deux c o u c h e s , sera, 

d'après notre théor ie , exac tement égale à Q . ( Voir § 7a, 76 et 111 . ) 

On voi t d o n c q u e , en m ê m e temps qu 'une quantité d 'é lectr ici té Q est 

transportée par la fo rce é l ec t romot r i ce le l ong du fil de B en A , en 

traversant toutes les sections du fil, une quantité égale d 'électr ici té 

traverse toutes les sect ions du d ié lec t r ique de A vers B , en vertu du 

déplacement é lec t r ique . 

Les mouvemen t s d 'é lectr ic i té inverse se produi ront pendant la d é 

charge de l ' accumula teur . Dans le fil, la décha rge est Q de A vers B ; 

dans le d ié lec t r ique , le dép lacement s'arrête, et une quantité Q tra

verse toutes les sections de B vers A . 

Tous les cas d 'électr isat ion et de décha rge peuvent d o n c être c o n s i 

dérés c o m m e des mouvemen t s s 'exécutant dans un c i rcui t fermé tel, 

qu 'au m ê m e instant, il passe dans chaque section la m ê m e quantité 

d 'é lec t r ic i té ; il en est ainsi, non seulement dans le c i rcu i t vo l t a ïquc , 

pou r lequel la c h o s e avait toujours été r econnue , mais aussi dans les 

cas où l 'on supposai t généralement que l 'é lectr ic i té s 'accumulai t en 

certains points . 

6 1 . N o u s sommes ainsi condui ts à une conséquence très remar

quable de la théor ie que nous examinons ; à savoir que les mouvements 
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de l 'é lectr ici té sont semblables à c e u x d'un fluide incompress ib l e , eu 

sorte que la quantité totale con tenue à l ' intérieur d 'une surface fermée 

fictive dé terminée reste toujours la m ê m e . C e résultat paraît , à pre

mière v u e , en cont rad ic t ion d i rec te avec ce fait que l 'on peut cha rge r 

un conduc teu r , puis l ' in t roduire dans un espace c los et changer ainsi 

la quantité d 'é lect r ic i té con tenue dans cet espace . Mais nous devons 

nous rappeler que la théor ie ordinai re ne tient pas c o m p t e du d é p l a c e 

ment é lec t r ique à travers les substances d ié lec t r iques , et qu 'e l le bo rne 

son attention à l 'électr isat ion des surfaces qu i séparent les conduc teurs 

et les d ié lec t r iques . Dans le cas d 'un conduc teu r cha rgé , supposons la 

charge pos i t ive ; alors , si le d ié lec t r ique environnant s'étend de toutes 

parts autour de la surface fermée, il y aura polar isat ion é lect r ique et 

dép lacement du dedans vers le dehors sur toute l 'é tendue de la 

surface f e rmée ; et l ' intégrale du dép lacement , prise sur toute la 

surface, est égale à la cha rge du c o n d u c t e u r renfermé dans la 

surface. 

A ins i , quand le c o n d u c t e u r chargé est in t rodui t dans l 'espace 

c lo s , i l y a aussitôt dép lacement du dedans vers le dehors à travers 

la surface, d 'une quantité d 'é lectr ici té égale à la cha rge , en sorte 

que la quantité totale d 'é lectr ic i té con tenue dans la surface reste la 

même. 

La théor ie de la polar isat ion é lec t r ique sera discutée plus l o n g u e 

ment au Chapi t re V , et l 'on en donnera au § 3 3 i une représentation 

m é c a n i q u e ; mais son impor t ance ne pourra être b ien c o m p r i s e que 

quand nous en v iendrons à l 'é tude des phénomènes é l ec t romagné 

t iques. 

62 . Les traits part icul iers de la théor ie que nous venons de d é v e 

lopper sont les suivants : 

L 'énerg ie de l 'é lectr isat ion réside dans le mi l ieu d ié lec t r ique , que 

ce mi l ieu soit so l ide , l i qu ide ou gazeux , dense, rare ou m ê m e ent iè

rement p r ivé de matière pondérab le , p o u r v u qu' i l soit toujours sus

cep t ib le de transmettre l 'act ion é lec t r ique . 

L 'énerg ie est emmagas inée en chaque po in t du mil ieu sous la forme 

d'un étal de déformat ion appelé polarisation électrique, dont la gran

deur dépend de la force é l ec t romot r i ce résultante en ce po in t . 

La force é l ec t romot r i ce agissant sur un d ié lec t r ique p rodu i t ce que 

nous avons appelé déplacement électrique; la relat ion entre la force 

et le dép lacement , dans le cas le plus général , sera é tudiée plus loin 

en traitant de la conduc t ion ; mais, dans les cas les plus impor tants , 

le dép lacement est dans la m ê m e di rec t ion que la fo r ce , et, numér i -
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quement , est égal à l ' intensité mul t ip l iée par ^— K, où K est le p o u -
4 ^ 

voir inducteur spécif ique du d i é l ec t r i que . 

L 'énergie due à la polar isa t ion é lec t r ique est égale , p o u r l 'unité de 

vo lume du d ié lec t r ique , à la mo i t i é du p rodu i t de l ' intensité é l ec t ro -

mot r ice par le dép lacement é lec t r ique , et, s'il y a l ieu , par le cos inus 

de l 'angle de leurs d i rec t ions . 

Dans les d ié lec t r iques f luides, la polar isa t ion é lec t r ique est a c c o m 

pagnée d'une tension suivant la d i rec t ion des l ignes d ' induc t ion , et 

d'une pression égale suivant toutes les d i rec t ions perpendicula i res aux 

lignes d ' induct ion , la grandeur de ce t te tension ou pression rappor tée 

à l 'unité de surface étant n u m é r i q u e m e n t égale à l 'énergie par unité 

de vo lume , au m ê m e po in t . 

Si nous supposons le v o l u m e du d ié lec t r ique divisé en parties é l é 

mentaires, nous devons c o n c e v o i r les surfaces de ces éléments c o m m e 

rlectrisées, de telle manière que la densité superficielle en un po in t 

que lconque de la surface soit égale en grandeur au dép lacement qu i 

se produi t en ce po in t à travers la surface, ce déplacement compté 

vers V intérieur ; c 'est-à-dire que , si le dép lacemen t a lieu dans la d i rec

tion posi t ive, la surface de l 'é lément do i t être électr isée néga t ivement 

du côté positif, et pos i t ivement du cô t é négatif. Ces charges super

ficielles se détruisent en général l 'une l 'autre lo rsque l 'on cons idère 

des éléments consécut i fs , sauf aux poin ts où le d ié lec t r ique a une 

charge interne, ou à la surface du d ié lec t r ique . 

Quel le que soit la nature de l ' é lec t r ic i té , et quo i que nous enten

dions par m o u v e m e n t d 'é lec t r ic i té , le p h é n o m è n e que nous avons ap

pelé déplacement électrique est un m o u v e m e n t d 'é lec t r ic i té , dans le 

même sens que le transport d 'une quanti té dé te rminée d 'é lect r ic i té à 

travers un fil est un m o u v e m e n t d 'é lec t r ic i té . La seule différence est 

(pie dans le d ié lec t r ique il y a une fo rce , que nous avons appelée élas

ticité électrique, qu i s 'oppose au dép lacemen t é lec t r ique et qui ra

mène l 'é lectr ici té en arrière aussi tôt q u e la force é l ec t romot r i ce est 

suppr imée ; au cont ra i re , dans un fil conduc t eu r , l 'élasticité é l e c 

trique est cons tamment su rmontée , en sorte qu ' i l s 'établit un courant 

de conduc t ion p r o p r e m e n t di t , et que la résistance dépend , non de la 

quanti té totale d 'é lec t r ic i té dép lacée de sa pos i t ion d ' équ i l ib re , mais de 

la quantité qui traverse une sec t ion du conduc t eu r dans un temps donné . 

Dans tous les cas, le m o u v e m e n t de l 'é lect r ic i té est soumis à la 

m ê m e cond i t ion que celui d 'un fluide i ncompres s ib l e , c'est-à-dire qu'à 

chaque instant il do i t entrer dans un espace fermé q u e l c o n q u e autant 

d 'é lectr ici té qu ' i l en sort . 
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Il résul te de là que tout couran t é lec t r ique d o i t former un c i rcu i t 

fe rmé. O n verra l ' impor tance de ce résultat quand nous é tudierons les 

lois de l ' é lec t romagnét i s rne . 

P u i s q u e , c o m m e nous l 'avons v u , la théor ie de l 'act ion di recte a 

dis tance est , au po in t de v u e ma thémat ique , iden t ique à la théor ie 

d 'une a c t i o n s 'exerçant par l ' in termédia i re d 'un mi l i eu , les p h é n o 

mènes q u e l 'on rencont re peuven t s ' exp l iquer par une théor ie aussi 

b i e n que p a r l 'autre, à c o n d i t i o n d ' in t rodu i re des hypothèses c o n v e 

nables , q u a n d on rencont re des diff icultés. A ins i , Mossot t i a dédu i t la 

théor ie m a t h é m a t i q u e des d ié lec t r iques de la théorie ordinaire de 

l ' a t t rac t ion, s implement en donnant une interprétat ion é lec t r ique au 

lieu d 'une interprétat ion magné t ique , aux s y m b o l e s dont Po isson 

s'est servi p o u r dédu i re la théor ie de l ' induct ion magné t ique de la 

théor ie des fluides magné t iques . Il admet qu ' i l existe dans le d i é l ec 

t r ique de pet i t s é léments c o n d u c t e u r s , suscept ib les d 'avoi r leurs extré

mités é lec t r i sées en sens inverses par i nduc t ion , mais incapables de 

gagner o u de perdre une quanti té q u e l c o n q u e d 'é lec t r ic i té , parce 

qu ' i l s sont isolés les uns des autres par un mi l i eu non c o n d u c t e u r . 

Cet te t héo r i e des d ié lec t r iques cadre avec les lois de l ' é l ec t r i c i t é ; elle 

peu t être e f fec t ivement vra ie . Si elle est vra ie , le p o u v o i r induc teur 

spéci f ique d 'un mi l ieu peut être p lus grand, mais j amais plus peti t 

que celui de l 'air o u du v i d e . Jusqu 'à présent , on n'a pas t rouvé 

d ' e x e m p l e de d ié lec t r ique avant un p o u v o i r induc teur plus faible que 

ce lu i de l 'air ; si l 'on en t rouve un, il faudra abandonner la théor ie 

de Mosso t t i , mais ses formules resteront toutes exac tes , et nous n'au

rons à y c h a n g e r que le signe d 'un coeff ic ient . 

Dans la théor ie que j e me p r o p o s e de d é v e l o p p e r , les m é t h o d e s ma

thémat iques sont fondées sur le plus peti t n o m b r e poss ib l e d ' h y p o 

thèses; on t rouve ainsi que des équat ions de m ê m e fo rme s 'appl iquent 

à des p h é n o m è n e s qui sont certainement, de nature b ien différente : par 

e x e m p l e , l ' i nduc t ion é lec t r ique à travers les d ié lec t r iques , la c o n d u c 

tion dans les c o n d u c t e u r s et l ' induc t ion magné t ique . Dans tous ces 

cas , la re la t ion entre la force et l 'effet qu 'e l le p r o d u i t s ' expr ime par 

une série d ' équa t ions de m ê m e e s p è c e ; de sor te , q u e si un p r o b l è m e 

est résolu p o u r un de ces sujets, le p r o b l è m e et sa so lu t ion p e u v e n l 

être traduits dans le langage des autres sujets, et les résultats, sous 

leur nouve l l e fo rme , seront enco re vra i s . 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



CHAPITRE II. 

T H É O R I E M A T H É M A T I Q U E É L É M E N T A I R E D E L ' É L E C T R I C I T É 

S T A T I Q U E . 

Définition de l'électricité considérée comme quantité mathématique. 

63. Nous avons vu que les propriétés des corps électrisés sont telles 

que la charge d 'un co rps peut être égale à cel le d 'un autre, ou à la 

somme des charges de deux, autres c o r p s ; que , l o r s q u ' o n place en m ê m e 

temps à l ' intér ieur d 'un vase c o n d u c t e u r fermé et isolé deux corps 

électrisés éga lement et en sens contraires , ces corps n 'ont point d'effet 

électr ique sur les co rps extér ieurs . T o u s ces résultats peuvent s 'expri

mer à la fois sous une fo rme c o n c i s e , en disant qu 'un co rps électrisé 

est chargé d'une certaine quantité d'électricité que l 'on peut dési

gner par e. Si la cha rge est pos i t ive , c'est-à-dire vi t rée , suivant la con 

vention habi tuel le , e sera une quantité posi t ive . Si la charge est néga

tive ou résineuse, e sera une quantité négative, et la quantité — e peut 

s'interpréter soit c o m m e une quantité négative d 'é lectr ic i té vi trée, soit, 

c o m m e une quantité posi t ive d 'é lect r ic i té résineuse. 

L 'addi t ion de deux charges d 'é lect r ic i té égales et contraires , 4 - e et 

— e, a p o u r effet de p rodu i r e un état de non-électr isat ion représenté 

par zéro . Nous p o u v o n s d o n c regarder un corps non électrisé c o m m e 

vir tuel lement cha rgé de charges égales et opposées , de grandeur indé

finie; et un co rps électrisé, c o m m e vir tuel lement chargé de quantités 

inégales d 'é lectr ic i té posi t ive et d 'é lectr ic i té négat ive , la s o m m e algé

b r ique de ces charges consti tuant l 'électr isat ion obse rvée . Mais il est 

clair que cette manière d 'envisager un corps électrisé est entièrement 

artificielle, et qu 'e l le peut se c o m p a r e r à la façon dont nous cons idé

rons la vitesse d'un co rps c o m m e résultante de deux o u plusieurs vi

tesses différentes, don t aucune n'est la vitesse effective du c o r p s . 

D E N S I T É É L E C T R I Q U E . 

Distribution dans l'espace. 

6 i . Définition. — La densité é lec t r ique rappor tée au v o l u m e , ou 

densité de v o l u m e , en un poin t donné de l 'espace, est la l imite du 
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rapport de la quantité d 'é lect r ic i té contenue à l ' intérieur d 'une sphère 

ayant le po in t p o u r centre ; au v o l u m e de cette sphère , quand le rayon 

de la sphère décro î t indéfiniment . 

Nous dés ignerons ce rappor t par le s y m b o l e p, qu i peut être posi t i f 

o u négatif. 

Distribution sur une surface. 

C'est un résultat de la théor ie aussi b i en que de l ' expér ience que , 

dans certains cas , la cha rge d 'un co rps est tout entière à sa surface. La 

densité en un poin t de la surface, définie d 'après la m é t h o d e p récé

dente , serait infinie. Nous devons d o n c e m p l o y e r un autre p r o c é d é 

pou r mesurer la densité rappor tée à la surface. 

Définition. — La densité é lec t r ique en un poin t donné d 'une surface, 

o u densité superficiel le , est la l imite du rapport de la quantité d 'é lec

tricité con tenue dans une sphère , ayant ce poin t p o u r centre , à l 'aire 

de la surface c o m p r i s e à l ' intérieur de la sphère , lo r sque le rayon dé 

c ro î t indéfiniment . 

Nous dés ignerons par le s y m b o l e u la densité rappor tée à la surface. 

Les auteurs qui ont cons idé ré l 'é lectr ici té c o m m e un fluide matér iel , 

o u c o m m e un assemblage de m o l é c u l e s , ont été o b l i g é s , dans le cas 

actuel , de supposer que l 'é lectr ici té se dis t r ibue sur la surface sous 

fo rme de c o u c h e d 'une cer taine épaisseur 0 et d 'une densité p„. p 0 étant 

la valeur que prendrai t p, si les mo lécu le s avaient entre elles le c o n 

tact le plus étroit qui soit poss ib le . Il est c la i r que dans cette théor ie 

poO = <J. 

Dans cette théor ie , quand a est négatif, une certaine c o u c h e d 'é

paisseur 0 est laissée ent ièrement d é p o u r v u e d 'é lectr ic i té pos i t ive , et 

ent ièrement rempl ie d 'é lectr ic i té négat ive , o u , dans l 'hypothèse d'un 

seul fluide, de matière ord ina i re . 

Mais l ' expér ience n ' ind ique pas, ni que la c o u c h e é lec t r ique ait 

une épaisseur q u e l c o n q u e , ni que l 'é lectr ic i té soit un fluide ou un 

assemblage de m o l é c u l e s . N o u s préférons d o n c ne po in t in t roduire de 

s y m b o l e p o u r l 'épaisseur de la c o u c h e , et e m p l o y e r un s y m b o l e spé

cial p o u r la densité rappor tée à la surface. 

Distribution sur une ligne. 

II est que lquefo is avantageux de supposer l 'é lectr ici té dis t r ibuée sur 

uue l igne , c'est-à-dire sur un co rps l ong et m ince , dont on nég l ige l ' é -
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paisseur. On peut alors définir la densité rapportée à la l ongueu r , ou 

densité linéaire en un point , c o m m e la l imite du rapport de. la charge 

dis tr ibuée sur un élément de la l igne à la longueur de cet é lément , 

quand cet é lément déc ro i t indéf iniment . 

Si X représente la densité l inéaire, la quantité totale d 'é lectr ic i té ré

pandue sur la c o u r b e ^cra 

c — ! X ds, 
•-a 

où ds est l ' é lément de c o u r b e . 

D e m ê m e , si a est la densi té superficiel le , la quantité totale d 'é lec

tricité répandue sur la surface sera 

où dS est l ' é lément de surface. 

Et si P est la densité de v o l u m e en un po in t de l 'espace, la quantité 

.totale d 'é lectr ici té c o m p r i s e dans un certain vo lume est 

e = ÇJ" j " P dx dy dz, 

où dxdydz est l ' é lément de v o l u m e . Dans ces trois cas , les l imites 

des intégrations sont cel les de la l igne , de la surface, du vo lume c o n 

sidéré. 

I I est clair que e, X, <J et p sont des quanti tés d 'espèces différentes, 

chacune d'elles a jant de moins que la précédente une d imens ion li

néaire; en sorte que , si / est une l igne , les quantités e, l \ , l'a, et P P 

sont toutes de m ê m e nature; et si [ L ] est l 'unité de l ongueu r , et [ X ] , 

[cr], [ P ] les unités des différentes espèces de densité, [ e ] , [ L X ] , [ L - a ] , 

[ L 3 P J représenteront toutes une unité d 'é lec t r ic i té . 

Définition de l'unité d'électricité. 

05. S o i e n t Â et B deux, [joints dont la distance est égale à l 'unité de 

longueur . So ien t deux c o r p s , de d imens ions petites en compara i son 

de la distance A B , chargés de quantités égales d 'é lec t r ic i té pos i t ive , 

et placés respec t ivement en A et en B , et supposons que leurs charges 

soient telles que la force avec laquel le ils se repoussent l 'un l 'autre 

soit l 'unité de force mesurée c o m m e au § 6. On dit alors que la charge, 

de chacun des co rps est une unité d 'é lec t r ic i té . 

Si la cha rge du corps p lacé en B était une unité d 'é lec t r ic i té néga

t ive, l 'ac t ion qui s 'exerce entre les co rps changerai t de sens, et nous 
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aurions une at traction égale à l 'unité de fo rce . Si la cha rge de A était 

aussi négat ive , et égale à l 'unité , la fo rce serait répuls ive et égale à 

l 'uni té . 

P u i s q u e l 'act ion qui s 'exerce entre deux quanti tés d 'é lec t r ic i té n 'est 

pas modif iée par la p résence d 'autres quant i tés , la répuls ion entre 

e unités d 'é lec t r ic i té placées en A et e' p lacées en A13 sera ee', la d i s 

tance AI5 étant l 'unité (voir § 3 9 ) . 

Loi de la force agissant entre les corps électrisés. 

(ifi. C o u l o m b a mont ré par l ' expér ience que la force qui agit entre 

des co rps d o n t les d imens ions sont peti tes en compara i son de leur 

écar tement varie en raison inverse du carré de la d is tance. La répul

sion entre d e u x pareils co rps chargés des quanti tés e et e' et p lacés a 

la distance / ' est d o n c 
ee' 

N o u s mont re rons au § 74 que cet te lo i est la seule qui soit c o m p a 

tible avec ce fait d 'observa t ion qu 'un corps c o n d u c t e u r , placé à l ' inté

rieur d'un c o n d u c t e u r c r eux et fe rmé, et mis en con tac t avec lui , perd 

toute cha rge d 'é lec t r ic i té . Et, si nous s o m m e s conva incus que la lo i de 

l ' inverse carré des distances est exac te , c 'est sur des expér iences de ce 

genre p lu tô t que sur les mesures d i rectes de C o u l o m b que repose 

notre c o n v i c t i o n . 

Force résultante entre deux corps. 

G7. P o u r ca lcu le r la force résultante qui agit entre deux c o r p s , nous 

pouvons diviser chacun d 'eux en éléments de v o l u m e et cons idé re r 

les répuls ions qui agissent entre l ' é lec t r ic i té de chacun des éléments 

du p r emie r co rps et l 'é lectr ici té de chacun des éléments du second . 

Nous aurons ainsi un s j s t éme de forces , don t le n o m b r e est égal au 

p rodu i t des nombres des éléments en lesquels nous avons divisé chacun 

des deux co rps , et nous devrons c o m p o s e r les effets de ces forces d 'a

près les règles ordinaires de Ja S ta t ique. A i n s i , p o u r t rouver la c o m 

posante dans la d i rec t ion des x, nous devrons t r o u v e r ' l a valeur de 

l ' intégrale sextuple 

" p?'(x — -r') f/.r tir </z d.r' (ly'dz 
' ' T 7 

[u — xy--. (y—/f-—{z — ~,y\i 

où x, y, z sont les c o o r d o n n é e s d'un poin t du p remie r co rps où la 
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densité est p, et x', y', z', p' les quanti tés cor respondantes p o u r le 

second c o r p s , et où l ' intégrat ion do i t être é tendue d ' abo rd à un des 

corps et ensuite à l 'autre. 

Intensité résultante en un point. 

G8. P o u r simplifier les opéra t ions mathémat iques , il conv ien t de 

considérer l ' ac t ion d 'un co rps électr isé , non pas sur un autre corps de 

forme q u e l c o n q u e , mais sur un co rps infiniment pet i t , chargé d 'une 

quantité infiniment pet i te d 'é lec t r ic i té , et p lacé en un q u e l c o n q u e des 

points de l 'espace auxquels s 'étend l ' ac t ion é lec t r ique . En prenant la 

charge de ce co rps infiniment pet i te , nous rendons insensible son ac

tion per turbat r ice sur la charge du p remie r co rps . 

Soit e la charge du pet i t c o r p s , et soit R e la fo rce qui agit sur lui 

lorsqu' i l est p lacé au po in t [xy y,z); soient /, m, n les cos inus d i r e c 

teurs de la f o r c e ; on peu t alors appeler R l ' intensité é lec t r ique résul

tante au po in t (x, y , z). 

Désignons par X , Y , Z les composan tes de R : alors 

X = R / , Y = R m, Z = l\n. 

Lorsque nous par lons de l ' intensité é lec t r ique résultante en un poin t , 

nous n 'entendons pas dire par là qu 'en ce po in t s 'exerce actuel lement 

aucune force ; nous disons seulement que , si un co rps ayant une charge e 

d'électr ici té était p lacé en ce po in t , il serait soumis à l ' ac t ion d 'une 

force R e ( ' ) . 

Définition. — L' intensi té é lec t r ique résultante en un p o i n t est la 

force qui agirait sur un pet i t co rps cha rgé de l 'unité d 'é lect r ic i té p o 

sitive, s'il était p lacé en ce po in t sans t roubler la d is t r ibut ion actuelle 

de l 'é lectr ic i té . 

Cette force tend, non seulement à m o u v o i r un ob j e t chargé d 'é lec

tricité, mais encore à déplacer l 'é lectr ic i té dans ce corps de façon que 

l 'électr ici té pos i t ive tende à se m o u v o i r dans la d i rect ion de R , et l'é

lectr ici té négat ive dans la d i rec t ion o p p o s é e . C'est p o u r q u o i l 'on ap

pelle la quantité R intensité électromotrice au point (x, y , z). 

Quand nous voudrons expr imer ce fait, que l ' intensité résultante est 

un vecteur , nous la dés ignerons par la lettre go th ique <£. D'après la 

(') Les intens i tés é l e c t r i q u e et m a g n é t i q u e c o r r e s p o n d e n t , en é lec tr ic i té et en 

m a g n é t i s m e , à l ' intens i té de la p e s a n t e u r , c o m m u n é m e n t dés ignée par g, dans la 

Lhéorie des c o r p s pesants . 
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théor ie adop tée dans cet O u v r a g e , si le corps est un d i é l ec t r ique , I Y -

lec t r ic i té y est dép lacée , et la quanti té d 'é lec t r ic i té qui est chassée 

dans la d i rec t ion de (6 à travers l 'unité de surface c o m p t é e normale

ment à (£ e.IT 

. 13 = , - K t £ , 

où iO est le dép lacement , l£ l ' intensité résultante et K le p o u v o i r in

d u c t e u r spéci f ique du d ié lec t r ique . 

Si le co rps est c o n d u c t e u r , l 'état de déformat ion ne peut se main te 

nir un instant, et un couran t de c o n d u c t i o n s'établit et se maintient 

aussi l o n g t e m p s (pie (£ con t inue d 'agir sur le mi l i eu . 

Intégrale de l'intensité électrique, ou force électromotrice 

suivant un arc de courte. 

(j'J. La fo rce é l e c l r o m o t r i c e le long d'un arc de c o u r b e donné Ad' 

a p o u r mesure numér ique le travail de la force é lec t r ique , pendant que 

l 'unité d 'é lect r ic i té pos i t ive se déplace du c o m m e n c e m e n t A au b o u t P 

de l 'arc. 

Si s est la l o n g u e u r de l 'arc mesurée à part i r de A , et si l ' intensité 

résultante H en c h a q u e po in t de la c o u r b e fait un angle s avec la tan

gente menée en ce po in t dans la d i rect ion pos i t ive , le travail effectué 

pour déplacer l 'unité d 'é lec t r ic i té le l o n g d'un élément ds de la c o u r b e 

sera 
H C O S S ds, 

et la force é l e c l r o m o t r i c e totale li sera 

E — Ç R cos e ds, 

l ' intégrat ion s 'élendant d 'un b o u t à l 'autre de l 'arc. 

Si nous nous servons des composan tes de l ' i r i tc is i lé , l 'expression 

devient 

Si X , Y , Z sont tels q u e X dx - Y- Y dy -+- Z dz soi t la différentielle 

totale d 'une fonct ion — V de x, y, z, on aura 

E = ( ( X dx -t- Y dy -+- Z dz) = - f'd\ = \ \ _ V | , 

- A - 7 A 

l ' in tégrat ion étant effectuée d 'une manière q u e l c o n q u e du po in t A au 
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point P , suivant la c o u r b e donnée ou suivant toute autre ligne allant 

de A à P . 

Dans ce cas, V est une fonc t ion scalaire de la pos i t ion d'un po in t de 

l 'espace, c 'est-à-dire que , si l 'on connaî t les c o o r d o n n é e s du po in t , la 

valeur de V est dé te rminée et indépendante de la pos i t ion et de la di 

rect ion des axes (voir § l f i ) . 

Des fonctions de la position d'un point. 

Lorsque , dans ce qu i suit, nous définirons une quanti té c o m m e fonc

tion de la pos i t i on d'un po in t , nous entendrons par là q u e , pour cha

que pos i t ion du p o i n t , la fonc t ion a une valeur dé te rminée . Cela ne 

veut pas dire que cet te valeur puisse toujours être expr imée par la 

m ê m e formule p o u r tous les points de l ' e space ; car elle peut fort b ien 

être exp r imée par une fo rmule d 'un cô t é d 'une surface donnée , et par 

une autre formule de l 'autre c ô t é . 

Des fonctions potentielles. 

70. La quantité Xake -S- Y dy -+- Zdz est une différentielle exac te , 

toutes les fois que la fo rce est due à des at tractions o u à des répulsions 

dont l ' intensité est une fonc t ion des distances d'un n o m b r e que l conque 

de points . 

Soit en effet r , la dis tance d'un des points au poin t (x, y, z), et 

soit R , la répuls ion : alors 

On a pou r Y , et Z t des express ions analogues , en sorte que 

X I dx •+- Y i dy -+- Z T dz = R l dr; 

et pu isque R i est fonc t ion de r , seulement , R , ^ ! est la différen

tielle exacte d 'une certaine fonc t ion de / • „ soit — 

De m ê m e , p o u r une autre fo rce R 2 agissant à partir d 'un cen t re 

situé à la dis tance ? \ , 

X 2 dx -H Y 2 dy - r - Z 5 dz — R 2 dr% — — e ? V 2 , 

mais X = X ! -(- X 2 - + - • • · et Y et Z sont c o m p o s é s de la m ê m e façon ; 

par suite, 

X dx 4- Y dy ^ Z d z = — (d\l +- d\t - + - . . . ) = — dV. 

L'intégrale de cette quant i té , qu i satisfait à la c o n d i t i o n de s 'annuler 

à une distance inf inie , est appelée la fonction potentielle. 

l'r. d'Élect. et de Magn., T. G 
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Nous dés ignerons l ' intensité m ê m e , dont la grandeur est B et don t les 

c o m p o s a n t e s sont X , Y , Z , par la lettre go th ique (6, c o m m e au § 68. 

L 'u sage de cet te fonc t ion dans la théorie des at tractions a été in t ro 

dui t par Lap lace , p o u r ca lculer l 'a t t ract ion de la Ter re . Green , dans 

son « A p p l i c a t i o n de l 'Analyse ma thémat ique à la théor ie de l 'électri

c i té » , lui a donné le n o m de fonction potentielle. Gauss , dans des 

travaux indépendants de c e u x de Green , a aussi e m p l o y é le m o t de 

potentiel. Clausius et d'autres ont appl iqué ce te rme de potentiel 

au travail qu i serait effectué, si l 'on écartait l 'un de l 'autre deux 

corps o u systèmes de corps à une dis tance infinie. Nous emplo ie rons 

ce m o t dans le sens des Ouvrages anglais récents , et, p o u r éviter 

toute a m b i g u ï t é , nous adopte rons la définit ion suivante due à Sir 

W . T h o m s o n . 

Définition du potentiel. — Le po ten t i e l en un po in t est le travail 

qu i serait effectué si, l 'unité d'électricité, pos i t ive ayant été p lacée en 

ce p o i n t sans t roub le r la d i s t r ibu t ion é lec t r ique actuel le , les forces 

é lec t r iques agissaient sur elle et la t ransportaient de ce po in t jusqu ' à 

une dis tance infinie ; o u , ce qui revient au m ê m e , le travail que do i t 

a c c o m p l i r un agent ex tér ieur p o u r amener une unité d 'é lec t r ic i té p o 

sitive de l ' infini, ou de tout p o i n t où le potent ie l est zé ro , jusqu 'au 

po in t cons idé ré . 

Expression de l'intensité résultante et de ses composantes, en fonction 

du potentiel. 

7 1 . P u i s q u e la fo rce é l e c l r o m o t r i c e totale le l ong d'un arc A B 

q u e l c o n q u e est 
E A B \ \ — V» , 

en prenant ds p o u r ce t arc A B , nous aurons p o u r c o m p o s a n t e de la 

fo rce dans la d i rec t ion de ds 

R rfV 

K cos s — , 
as 

d ' o ù , en prenant ds parallèle à chacun des axes success ivement , 
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Le potentiel est le même en tous les points situés à l'intérieur 

d'un conducteur. 

7 2 . U n conduc t eu r est vin co rps dans leque l l ' é lec t r ic i té qu i y est 

renfermée est l ibre de se m o u v o i r d 'un po in t à un autre, lo rsqu 'e l le 

est soumise à l 'act ion d 'une force é l ec t romot r i ce . Si l ' é lect r ic i té est en 

équi l ibre , il ne peut exis ter de fo rce é l ec t romot r i ce agissant à l ' in

térieur du c o n d u c t e u r ; par sui te , R — o dans tout l 'espace o c c u p é par 

le conduc teu r . D e là, il résulte que 

dV dV ÔV 
= o, — = o, — — o, 

Ox ôy ôz 

et qu'en chaque po in t du c o n d u c t e u r 

V = C , 

G étant une quanti té cons tan te . 

Pu i sque le potent ie l de tous les poin ts c o m p r i s à l ' intérieur du c o n 

ducteur est C la quanti té G est appelée le potentiel du conducteur. 

O n peut définir C : le travail que devrai t a c c o m p l i r un agent ex t é 

rieur pour amener une unité d 'é lec t r ic i té depuis l'infini j u s q u e sur le 

conducteur , en supposant que la p résence de cet te unité ne t roub le 

pas la d is t r ibut ion actuelle de l ' é lec t r ic i té . 

O n verra au § 2 'iG qu 'en général , lo rsque deux corps d 'espèces dif

férentes sont mis en con tac t , une fo rce é l ec t romot r i ce agit de l 'un vers 

l'autre à travers la surface de c o n t a c t ; en sorte que , à l'état d ' é q u i 

l ibre, le potent ie l de l 'un est p lus é levé que ce lu i de l 'autre. Mais , 

pour l 'instant, nous supposerons que tous nos conduc teu r s soient faits 

d'un m ê m e métal et tenus à la m ê m e température . 

Si les potent ie ls des conduc t eu r s A et B sont respec t ivement V A et 

V R , la force é l ec t romot r i ce qu i agit le l ong d'un fil méta l l ique j o i 

gnant. A et B sera 

V A — V B , 

dans la d i rec t ion A B , c'est-à-dire que l 'é lect r ic i té pos i t ive tendra à pas

ser du conduc teu r où le potent ie l est le plus élevé au c o n d u c t e u r où 

le potentiel est le mo ins é levé . 

En é lec t ros ta t ique , il existe entre le potent ie l et l ' é lec t r ic i té 

le m ê m e rappor t qu' i l y a en Hydros ta t ique entre la press ion et le 

lluide, et en T h e r m o d y n a m i q u e entre la température et la chaleur . 

L'électr ici té, le fluide, la cha leur tendent à passer d 'un endro i t à un 

autre, si le potent ie l , la press ion, la température sont plus élevés au 

premier p o i n t qu 'au s econd . U n f luide est cer ta inement une subs tance , 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Potentiel dû à un système électrique quelconque. 

7 3 . Soi t un po in t isolé chargé d 'une quanti té e d 'é lec t r ic i té , et situé 

à une distance r du po in t (x',yr, z'); alors 

S u p p o s o n s qu ' i l y ait un n o m b r e q u e l c o n q u e de po in t s é lectr isés , 

don t les c o o r d o n n é e s soient (&i,yi,Zi), [^3^3,^3), • • • ; les charges e u 

e 2 , . . . ; et les distances au po in t (x',y', s ' ) , r , , r a , . . . . Le potent ie l du 

système en x',y',z' sera 

V = S 

, r 

Soi t p la densité é lec t r ique en un p o i n t (x, y, z) situé à l ' in tér ieur 

d'un co rps électrisé : le potent ie l dû à ce co rps sera 

V = jjJ?-dxdydz 

1 
r= [ f > — ^ + y ) a - H ( . s - * ' ) » ] * , 

et où l ' in tégrat ion est é tendue à tout le v o l u m e du c o r p s . 

Sur la démonstration de la loi da l'inverse du carré des distances. 

7 4 a. On peut admet t re que les expér i ences d i rec tes faites p a r 

C o u l o m b , au m o y e n de la ba lance de tors ion , ont établi que la f o r c e 

agissant entre les co rps électrisés est en raison inverse du carré de la 

dis tance. Toute fo i s les résultats que l 'on dédui t de pareil les expé

r iences do iven t être regardés c o m m e affectés d 'une erreur qu i dépend 

de l 'erreur p r o b a b l e de chaque expér ience : or , à mo ins que l 'habi leté 

de l 'opéra teur ne soi t très grande, l 'erreur p r o b a b l e d 'une expér i ence 

faite avec la ba lance de torsion est cons idérab le . 

U n e vérif icat ion b ien plus r igoureuse de la lo i des forces é lec t r iques 

et ce r ta inement aussi la chaleur n'est pas une substance : d o n c , si 

nous p o u v o n s tirer profi t d 'analogies de ce genre, p o u r nous faire 

une idée nette des relat ions qu i existent entre les quanti tés é lec

t r iques , nous devons b ien prendre garde que l 'une ou l 'autre de ces 

analogies ne nous induise à c r o i r e que l 'é lect r ic i té est une substance 

c o m m e l 'eau, o u un état de m o u v e m e n t c o m m e la chaleur . " 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



SUR LA. DÉMONSTRATION DE LA LOI DE L'iNVERSE DU CARRÉ, E T C . 85 

peut être tirée d 'une expér ience semblab le à cel le qui a été décr i te 

au § 32 (E.xp. VII). 

Cavendish , dans son O u v r a g e encore inédi t ( ' ) sur l ' é lec t r ic i té , fait 

dépendre d 'une expér ience de cet te nature la démonst ra t ion de la l o i 

des forces é lec t r iques . 

Il fixait une b o u l e sur un suppor t isolant, attachait par des manches 

de verre deux hémisphères à d e u x cadres de b o i s m o b i l e s autour d 'un 

axe : lorsque l 'on rapprocha i t les cadres , les hémisphères formaient , 

concen t r iquement à la b o u l e , une enve loppe sphér ique i so lée . 

O n pouvai t ensuite faire c o m m u n i q u e r la b o u l e avec les h é m i 

sphères au m o y e n d 'un c o u r t fil de métal , qu i était at taché l u i - m ê m e 

à une c o r d e de soie , de façon à p o u v o i r être ensuite retiré sans d é 

charger l 'apparei l . 

La bou le étant en c o m m u n i c a t i o n avec les hémisphères , Cavend ish 

chargeai t les hémisphères avec une bou te i l l e de L e y d e , don t il avait 

préalablement mesuré le potent ie l au m o y e n d'un é l ec t romè t re ; aus

sitôt après, il re l i rai t par sa c o r d e de soie le fil de c o m m u n i c a t i o n , 

écartait les hémisrjhères, les déchargeai t et examinai t l 'état é lec t r ique 

de la b o u l e , au m o y e n de l ' é lec t romètre à bal le de sureau. 

Jamais l ' é lec t romèt re à bal le de sureau, qu i , à cet te é p o q u e (1773), 

passait pou r l ' é l ec t roscope le plus sensible , ne pu t déce le r aucune 

trace d 'é lectr isat ion. 

Ensuite, Cavendish c o m m u n i q u a i t à la b o u l e une fract ion c o n n u e 

de la charge p r imi t ivemen t donnée aux hémisphères , pu is examina i t 

de nouveau la b o u l e au m o y e n de son é lec t romèt re . 

Il t rouva ainsi q u e , dans la p r emiè re expér ience , la cha rge de la 

bou le avait dû être inférieure à de la charge totale de l 'apparei l , 

car, si elle eût été plus grande, elle aurait été signalée par l ' é lec t ro

mètre. 

Il calcula ensuite le rappor t de la cha rge de la b o u l e à cel le des 

hémisphères , dans l 'hypothèse q u e la répuls ion était en raison inverse 

d'une puissance de la dis tance différant l égèrement de 2 ; il t rouva 

ainsi que , si la différence avait été de yj-, la charge de la b o u l e aurait été 

de -p¡ de la cha rge des hémisphères et, par suite, aurait p u être d é c o u 

verte au m o y e n de l ' é lec t romètre . 

71 b. L ' expé r i ence a été répétée r é c e m m e n t au labora to i re C a v e n 

dish sous une forme un p e u différente. 

( ') [Publié depuis par Maxwell, sous le titre : The electrical Researches of 

the honourable Henry Cavendish, F. Ft. S.] 
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Les hémisphères étaient m o n t é s sur un suppor t isolant, et la b o u l e 

fixée à l ' intér ieur dans la pos i t i on v o u l u e , au m o y e n d'un anneau d ' é b o -

ni te . Grâce à cet te d i spos i t ion , le suppor t isolant de la b o u l e n'était 

j ama i s soumis à l 'act ion d ' aucune fo rce é l ec t romot r i ce appréc iab le 

et, par suite, ne se c h a r g e a i t ; j ama i s et l ' influence per turba t r ice de 

l ' é lec t r ic i té , suintant le l o n g des isolants, se t rouvai t c o m p l è t e m e n t 

é l iminée . 

A u lieu d 'enlever les hémisphères avant d ' examiner le potent ie l de 

la b o u l e , on les laissait en p l ace et on les déchargeai t en les met tant à 

la terre. L'effet d 'une cha rge donnée restant sur la b o u l e n'était pas 

aussi grand que si les hémisphères avaient été enlevées , mais ce désa

vantage était plus que c o m p e n s é par la p ro tec t ion abso lue que le vase 

c o n d u c t e u r assurait con t re toutes les influences per turbat r ices ex t é 

r ieures . 

Le fil méta l l ique cour t , qu i établissait la c o m m u n i c a t i o n entre la 

b o u l e et son enve loppe , était fixé à un petit d i sque de métal , qu i f o r 

mait c o m m e le c o u v e r c l e d 'un pet i t t rou pra t iqué dans l ' e n v e l o p p e : 

quand le fil et le c o u v e r c l e avaient été enlevés au m o y e n d 'une c o r d e 

d e so ie , on pouvai t passer par le t rou l ' é l ec t rode d 'un é lec t romèt re et 

la faire r epose r sur la b o u l e in tér ieure . 

L ' é l ec t romèt re était l ' é l ec t romèt re à quadrants de T h o m s o n , qu i est 

déc r i t au § 2 1 9 . La cage de l ' é l ec t romèt re et une de ses é lec t rodes 

étaient cons t ammen t rel iées à la te r re ; l ' é lec t rode don t on se servait 

p o u r l ' expér ience restait à la terre, j u squ ' à ce q u e l ' enve loppe sphé-

r i que fût décha rgée . 

P o u r évaluer la cha rge ini t ia le de cet te enve loppe , une peti te b o u l e 

de cu iv r e était p lacée sur un suppor t isolant, à une dis tance cons idé 

rable de l ' enve loppe . 

Les opéra t ions étaient menées c o m m e il suit : 

L ' e n v e l o p p e était chargée en la mettant en c o m m u n i c a t i o n avec une 

bou te i l l e de L e y d e . 

La pet i te bal le était mise à la terre, p o u r lui donner par induc t ion 

une cha rge néga t ive ; puis el le était laissée i so lée . 

Le fil de c o m m u n i c a t i o n de la b o u l e à l ' enve loppe était retiré au 

m o y e n d 'un co rdon de so ie . 

L ' e n v e l o p p e était d é c h a r g é e et laissée en c o m m u n i c a t i o n avec la 

terre . 

L ' é l e c t rode d ' expér ience était dé tachée de la terre, passée à travers 

le t rou de l ' enve loppe et mise en con tac t avec la b o u l e . 

O n ne put observer le m o i n d r e effet sur l ' é l ec t romèt re . 

P o u r ép rouver la sensibil i té de l 'appareil; on détachai t de la terre 
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l ' enveloppe spher ique et on déchargea i t à la terre la pet i te b o u l e . On 

observait alors à l ' é lec t romètre une dévia t ion posi t ive D . 

Or la charge négat ive de la b o u l e était d 'envi ron ~ de la charge 

initiale de l ' enve loppe spher ique ; et la charge pos i t ive indui te par la 

bou le sur l ' enve loppe mise à la terre était d 'envi ron *• de la charge de 

cel te b o u l e . 

D o n c , lorsque la peti te b o u l e était mise à la terre, le potent ie l de 

l 'enveloppe était à peu près de son potent iel initial. 

Or, si la répuls ion était p ropor t ionne l l e à / " ? - 2 , le potent ie l de la 

b o u l e intérieure aurait été, d 'après l ' équat ion ( 3 2 ) , § 7V d. — 0 , 1 4 7 8 ' / 

de celui de l ' enve loppe . 

D o n c , si ± d est la plus grande dévia t ion de l ' é lec t romètre qui 

puisse échapper à l ' obse rva t ion , q ne peu t être supér ieur à 

72 Û ' 

Or, m ê m e dans une expér ience grossière , D était supér ieur à àood; 

q ne pouvai t d o n c dépasser 

21600 

Théorie de cette expérience. 

74 c . Trouver en un point quelconque le potentiel dû à une couche 

spherique uniforme, la répulsion, entre deux unités de matière, 

étant une fonction donnée de la distance. 

Soit tp(/') la répuls ion entre deux unités de matière situées à la dis

tance r, et soit f(r) tel que 

( 1 ) itjrï[^f{r)]^r f \ ( r ) d r . 

Soient a le rayon de la c o u c h e spher ique et a sa densité superf ic ie l le ; 

si a. désigne la masse totale de la c o u c h e , 

( 2 ) a = ^ 7 i a ! i . 

Soient b la distance du po in t donné au centre de la c o u c h e , et r sa 

distance à un point q u e l c o n q u e de la c o u c h e . 

Si nous rappor tons ce po in t de la c o u c h e à un système de c o o r 

données sphér iques dont le pô le est au centre de la sphère et dont 

l 'axe est la l igne dro i te menée par le p o i n t d o n n é , 

( 3 ) _ P 2 — a° ! 6 5 — 2 a 6 c o s n . 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



88 I 1 ' 6 P A R T I E , C H A P . I I . — T H É O R I E M A T H É M A T I Q U E , E T C . 

La masse d'un é lément de la c o u c h e est 

( 4 ) u n 1 sin8 d% dy, 

et le potent ie l dû à ce t é lément au po in t donné est 

( 5 ) j s ! i^p- sinQ ¿6 

express ion qui do i t être intégrée en y depuis tp — o jusqu 'à a = ait, 

ce qu i donne 

f'(r) 
( 6 ) air t a ' ^ ^ 7 sin 8 affl, 

que l 'on do i t in tégrer en 0 depuis 0 = o j u squ ' à 8 ~ TC. 

En différentiant ( 3 ) , on t rouve 

( 7 ) r dr = ab sin 8 dO. 

Subst i tuant dans ( 6 ) la valeur de ¿ 0 , nous avons 

( 8 ) a ™ ~f{r) dr, 

don t l ' intégrale est 

( 9 ) V = - a w j [ / ( r , ) - / ( r , ) ] , 

où r t est la plus grande valeur de r, qu i est toujours a -+- b, et sa 

plus peti te valeur , qu i est b— a si le po in t est extér ieur , et a— b 

s'il est intér ieur à l ' enve loppe . 

Si nous représentons par a la cha rge totale d e l ' enve loppe et par V 

son potent ie l au p o i n t d o n n é , nous aurons , p o u r un poin t ex té r ieur à 

l ' enve loppe , 

( > ° ) V - ^ L / ( « - i • * ) - / ( * - * ) ] ; 

p o u r un po in t situé sur l ' enve loppe m ê m e , 

(1.) V = ^ / ( J « ) ; 

et p o u r un po in t in tér ieur à l ' enve loppe , 

( . 2 ) V = ^ [ / ( o + 6 ) - / ( a - 6 ) ] . 

Nous avons maintenant à dé terminer les potent iels de deux c o u c h e s 

sphér iques concen t r i ques , don t les rayons sont a pour la c o u c h e e x t é 

r ieure et b p o u r l ' in tér ieure, et don t les charges sont et et p. 
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THEORIE TJE CETTE EXPÉRIENCE. 8 9 

Appelan t A le potent iel de la c o u c h e extér ieure et B ce lu i de la 

c o u c h e intér ieure, nous avons , d'après ce qu i p récède , 

( ' 3 ) A - ^ / ( Ï A ) + ^ l / ( a + b ) - / ( a - è ) ] . 

0 4 ) B A / ( 2 6 ) + [ / ( a + i ) _ / ( » - 6 ) ] . 

Dans la p remière partie de l ' expér ience , les deux enveloppes sont 

•mises en c o m m u n i c a t i o n par le fil c o u r t et sont por tées toutes d e u x à 

un même potent ie l V . 

En posant A = B = V e t en résolvant les équat ions ( i 3 ) et ( i 4 ) 

par rapport à [3, nous t rouvons la charge de l ' enve loppe intérieure 

( I 5 ) p = A V I - * ) - / ( « T - f t H 
y t a a ) / ( a é ) _ L / ( a + 6 ; _ / ( a _ 6 ) ] » 

Dans l ' expér ience de Cavendish , les deux hémisphères formant l 'en

ve loppe extér ieure étaient écartés à une distance que nous p o u v o n s 

supposer infinie et déchargés . Le potent ie l de la c o u c h e in tér ieure , 

o u de la b o u l e , devenait alors 

( • 6 ) B , = ^ / ( a è ) . 

Dans la fo rme sous laquelle l ' expér ience a été répétée au labora to i re 

Cavendish , l ' enve loppe extér ieure était laissée en p l ace , mais rel iée à 

la terre, en sorte que A — o . Dans ce cas , nous t rouvons que le p o 

tentiel de la b o u l e intér ieure a p o u r express ion en fonc t ion de V 

( 1 7 ) B » = V L I _ * t c ^ ô R 

74 d. Supposons maintenant, avec Cavendish , que la force var ie 

en raison inverse d 'une certaine puissance de la dis tance, peu différente 

de la d e u x i è m e , et posons 

(18) < f ( 0 = r ï - * i 

alors 

(19) / » = — 

et si nous supposons que q est peti t , nous pouvons d é v e l o p p e r cet te 

formule , d 'après la p ropr ié té des exponent ie l les , sous la forme 

( 2 0 ) f'r) - r £ i + 7 l o g r - + - ~ ( ? l o g r ) > + . . 
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d 'où l 'on peu t tirer g au m o y e n des données fournies par l ' expér ience . 

1h e. C'est Laplace qui a démon t r é le p remie r qu ' i l n 'y a po in t 

d 'autre fonc t ion de la distance q u e l ' inverse du carré , p o u r laquelle soit 

satisfaite la cond i t i on qu 'une c o u c h e sphér ique un i forme n ' exerce au

cune act ion sur un p o i n t intér ieur à cet te c o u c h e ( ] ) . 

Si nous supposons q u e , dans l ' équat ion ( i 5 ) , ¡3 soit toujours nul, 

nous p o u v o n s appl iquer la m é t h o d e de Laplace à la dé te rmina t ion de 

la fo rme def(r). Nous avons , par l ' équat ion ( i 5 ) , 

bf(ia)—af(a \bj^af(a — b ) = o. 

En diflérentiant d e u x fois, par rappor t à b, et divisant par a, nous 

t rouvons 

f(a-Y-b)^/'(a-b); 

si cet te équat ion est vraie en général , c'est que 

f"(r) — Go, une constante, 
d 'où 

et par ( 1 ) 

' f ^ - r ( r ) r 

œ i r l = —— -1 ^ r ± 

N o u s p o u v o n s remarquer que l 'hypothèse de Cavendish , qu i suppose 

une fo rce variant c o m m e une cer taine puissance de la d is tance , peut 

paraître moins générale que ce l le de Lap lace , qui suppose seulement 

la fo rce fonc t ion de la d i s tance ; mais que cet te hypo thèse est la 

seule c o m p a t i b l e avec ce fait q u e des figures semblables peuvent être 

électrisées de façon à avoir des propr ié tés é lec t r iques semblables ( 2 ) . 

(') Mëc. cel., t. I, p. 2. 

( 2 ) [Il n'est pas inutile de faire remarquer combien il serait difficile de donner 
une démonstration expérimentale rigoureuse du fait qui paraît être considéré ici 
comme incontestable. (C-)] 

et, si nous négl igeons les termes qui renferment q*, les équat ions ( 1 6 ) 

et ( 1 7 ) deviennent 

i r a / 4 A 2 a a + b 
( A , ) B L = Â ^ 6 V î ( l o s ^ T = 6 7 - é L 0 S ^ R 6 
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Car, si la force était une fonc t ion de la dis tance autre qu 'une puis

sance, le rapport des forces à deux dis tances différentes ne serait plus 

une fonc t ion du rappor t des distances, ' mais dépendra i t de la valeur 

absolue de ces distances ; et, par suite, il impl iquera i t le rappor t de ces 

distances à une cer ta ine l o n g u e u r abso lue . 

Cavendish lu i -même fait r emarq u e r que , dans son hvpo thèse sur 

la const i tut ion du fluide é lec t r ique , il est imposs ib le que la dis t r ibut ion 

électr ique soit exac t emen t la m ê m e sur deux corps g é o m é t r i q u e m e n t 

semblables , si les charges ne sont pas p ropor t ionne l les aux v o l u m e s . 

Car il suppose que les mo lécu le s du fluide é lec t r ique sont très é t ro i 

tement r approchées , aux envi rons de la surface du co rps , c e qu i re

vient à supposer que la lo i de la répuls ion n'est p lus cel le de l ' inverse 

carré, mais q u e , dès l ' instant où les m o l é c u l e s arrivent en contac t , 

leurs répuls ions croissent b ien plus vite que leurs distances ne di

minuent. 

Intégrale de l'induction électrique, et déplacement électrique 

à travers une surface. 

7;ï. Soi t R l ' intensité résultante en un po in t de la sur face ; soit e 

l 'angle que fait R avec la normale m e n é e du cô té pos i t i f de la sur face ; 

R c o s ô est la c o m p o s a n t e de l ' intensité, suivant la normale à la sur

face, et, si dS est l ' é lément de surface, le dép lacemen t é lec t r ique à 

travers efS sera ( § 6 8 ) , 

1 KR c o s : dS 
4 I I 

et, pu isque nous ne cons idérons p o u r l ' instant d'autre d ié lec t r ique que 

l'air, K = i . 

Nous p o u v o n s toutefois éviter d ' in t rodui re dès maintenant la théorie 

du dép lacement é lec t r ique , en appelant R c o s s c / S l ' induc t ion ( ' ) à 

travers l ' é lément dS. Cet te quanti té est b ien connue en P h y s i q u e 

mathémat ique , mais le n o m d'induction est emprunté à Faraday. L ' in

tégrale de surface de l ' i nduc t ion est 

J"JR cos e dS, 

et, d'après le § 2 1 , on vo i t q u e , si X , Y et. Z sont les composan tes de 

(') [ f o u r bien comprendre le mot induction, le lecteur doit cire familiarisé 

avec tous les phénomènes physiques auxquels il est. appliqué. Les considérations 

qui amènent ici l'auteur à définir mathématiquement cette expression sont évi

demment insuffisantes et présentées d'une manière artificielle. ( C ) ] 
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R , et si ces quanti tés sont cont inues dans une r ég ion l imi tée par une 

surface fermée S, l ' induc t ion , c o m p t é e de dedans vers le d e h o r s , est 

l ' in tégrat ion étant é tendue à tout le v o l u m e c o m p r i s à l ' intérieur de la 

surface. 

Induction à travers une surface fermée due à un seul centre de force. 

70 . So i t e une quant i té d 'é lec t r ic i té , que l 'on suppose placée eu un 

po in t O , et soit P un p o i n t q u e l c o n q u e à une d is lance /" de O : la 

fo rce au po in t P sera e / '~ 2 , et sera d i r igée suivant O P . 

Menons par O , jusqu ' à une dis tance infinie, une l igne de d i rec t ion 

q u e l c o n q u e . Si O est extér ieur à la surface fe rmée , cet te l igne ou 

b ien ne rencontrera pas du tout la surface, ou y pénétrera et en sor

tira un m ê m e n o m b r e de fo i s . Si O est in tér ieur à la surface, la l igne 

do i t d ' abo rd sortir de la surface, puis elle peu t y pénétrer et en sortir 

a l ternat ivement un n o m b r e de fois q u e l c o n q u e , et finit par en sort ir . 

Soi t b l 'angle de O P et de la no rma le ex tér ieure à la surface, aux 

points o ù O P rencont re cette surface : toutes les fois que O P sort d e 

la surface, cose est posi t i f ; et il est négatif, toutes les fo is que O P p é 

nètre dans la surface. 

D é c r i v o n s une sphère de centre O et de rayon égal à l 'uni té , et fai

sons décr i re à la l igne O P une surface c o n i q u e de pet i te ouver tu re et 

de s o m m e t O . 

C e c ô n e d é c o u p e r a un pet i t é lément du> sur la surface de la sphère , 

et d'autres éléments dSt, c/S 2 , . . . sur la surface fermée aux diffé

rents poin ts o ù elle est r encont rée par la l igne O P . 

O r , pu i sque chacun de ses éléments c o u p e le. c ô n e à une dis tance r 

du s o m m e t et sous un angle s, 

le signe -+- étant pris quand /• sort de la surface, et le s igne — quand 

¡1 y pénètre . 

Si le po in t O est ex tér ieur à la surface fermée, les valeurs pos i t ives 

sont en n o m b r e égal aux valeurs négat ives , de sorte que , p o u r une d i 

rect ion q u e l c o n q u e de 

dS — r2
 sec e e&o ; 

et, pu i sque R = er -, nous aurons 

R cos z <s?S —- ~ e dio. 

"S. K cos s dS = o 
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D E S É Q U A T I O N S D E L A P L A C E E T D E P O I S S O N . g3 

et, par suite, 

J"J"R c o s e t̂ S — o, 

l ' intégration étant é tendue à toute la surface fe rmée . 

Si le point O est intér ieur à la surface fermée, le rayon vec teur O P 

sort d ' abord de la surface, donnant une valeur pos i t ive p o u r e dtù, puis il 

présente un n o m b r e égal d 'entrées et de sorties, de sorte que dansée cas 

S R C O S E dS = e dio. 

En étendant l ' intégrat ion sur toute la surface fe rmée , nous c o m 

prendrons toute la surface sphér ique dont l 'aire est 4 ^ ; de sorte que 

J"J'R cos e d S - - ire. 

De là nous conc luons que l ' induct ion totale p rodu i t e du dedans au 

dehors d 'une surface fe rmée , par l 'act ion d'un centre de force e p lacé en 

un po in t O , est nulle si le poin t O est extér ieur à la surface et égale 

à / | 7 R E si le po in t est intér ieur . 

Pu i sque , dans l 'air, le dép lacement est égal à l ' i nduc t ion divisée 

par 4 ^ , le dép lacemen t à travers une surface fermée, c o m p t é du dedans 

au dehors , est égal à la quanti té d 'é lect r ic i té compr i s e dans cette surface. 

C O R O L L A I R E . — Il résulte aussi de là q u e , si la surface n'est pas 

fe rmée, mais l imi tée par une c o u r b e fermée d o n n é e , l ' induc t ion totale 

à travers cette surface est O I E , U étant l 'angle sol ide sous-tendu en O 

par la c o u r b e donnée . Cet te quanti té ne dépend d o n c que de la c o u r b e 

fermée, et la f o rme de la surface dont cette c o u r b e est la l imite pourra 

être changée d 'une manière q u e l c o n q u e , pourvu qu 'e l le ne passe pas 

d 'un cô t é à l 'autre du centre de fo rce . 

Des équations de Laplaco et de Poisson. 

77 . Pu i sque la valeur de l ' induc t ion totale p rodu i t e par un seul 

centre de fo rce à travers une surface fermée ne dépend que de c e seul 

point , à savoir si le centre de fo rce est intér ieur ou extér ieur à la 

surface, et ne dépend pas autrement de la pos i t ion de ce p o i n t ; si 

nous avons un n o m b r e q u e l c o n q u e de pareils centres e l t e 2 , . . . inté

rieurs à la surface, e[, e'2! . . . extérieurs à la surface, nous aurons 

J"J"K c o s ~- — 4 ~ e t 

e désignant la s o m m e a lgébr ique de toutes les quanti tés d 'é lectr ic i té 

placées aux différents centres de forces intérieurs à la surface fermée, 
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c 'est à-dire la quant i té totale d 'é lec t r ic i té c o m p r i s e dans ce l t e surface, 

l 'é lectr ici té résineuse étant c o m p t é e avec le s igne - . 

Si l 'é lectr ici té est d is t r ibuée à l ' intér ieur de la surface, de façon que 

la densi té ne soit nulle part infinie, nous aurons , par le § fii, 

4 ~e \TZ j" j" j" P
 d x dy dz, 

et par le § 7 5 , 

Si nous p renons p o u r surface fe rmée la surface de l ' é lément de vo

lume dx, dy, dz, nous aurons , en égalant ces express ions , 

ÙX d\r dL 
- T - - + - — 4 7 1 0

 I 

<)x &y Oz 1 

et, s'il existe un po ten t ie l V, nous t rouvons ( § 7 1 ) 

* V d ! V t ) 2 V _ 

~àHJ "~ W2 + ~ùz^ "' " °" 
Cet te équa t ion , dans le cas où la densi té est égale à z é r o , est appelée 

équation de Laplace. Elle a été donnée p o u r la p r emiè re fois par 

Poisson , sous sa fo rme p lus générale . Elle nous pe rme t de dé terminer 

la d is t r ibut ion de l ' é lec t r ic i té , quand nous conna issons le potent ie l en 

chaque po in t . 

C o m m e au § 26 , nous dés ignerons par V 2 V la quant i té 
d*V (PV d*Y 
dx2 dy1 ' dz2 

et nous p o u v o n s énonce r l ' équat ion de P o i s s o n en disant q u e la den

sité é lec t r ique , mul t ip l i ée par ^n, est égale à la concen t ra t ion du p o 

tentiel. Q u a n d il n 'y a pas électr isat ion, le potent ie l n'a pas de con 

cent ra t ion , et telle est l ' interprétation de l ' équat ion de Laplace . 

D 'après le § 7 2 , V est constant à l ' in tér ieur d 'un c o n d u c t e u r ; d o n c , 

à l ' intér ieur d'un c o n d u c t e u r , la densi té de v o l u m e est égale à zé ro , et 

toute la cha rge d o i t être à la surface. 

Si nous supposons q u e , dans les d is t r ibut ions superficielles ou l i 

néaires, la densi té de vo lume p de l 'é lectr ic i té reste finie et que l 'é lec

tr ici té soit sous la f o rme d 'une c o u c h e m i n c e o u d'un fil ténu, en fai

sant croî t re p et en d iminuant l 'épaisseur de la c o u c h e o u la section 

du fil, nous tendrons vers la d is t r ibut ion superficielle ou la dis tr ibu

tion l inéaire vraies c o m m e l imites ; et l ' équat ion , restant vraie pendant 

toute l 'opéra t ion, restera vraie à la l imi te , p o u r v u qu 'on l ' interprète 

convenab lemen t selon les c i rcons tances . 
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V A R I A T I O N DU POTENTIEL SUR UNE SURFACE CHARGÉE. 9 J 

Variation du potentiel sur une surface chargée. 

78 a. La fonc t ion V doi t être phys iquemen t con t inue , au sens d é 

fini dans le § 7, sauf à la surface de séparation de deux mi l i eux diffé

rents; dans ce cas, ainsi que nous le verrons au § 2V6, il peut v a v o i r 

une différence de potent ie l entre les deux substances, et l ' é lec t r ic i té 

sera en équ i l ib re lo r sque le potentiel en un point, de l 'une des sub

stances excédera le potent ie l en un po in t voisin de l 'autre substance , 

d 'une quantité constante G, dépendant de la nature, des deux substances 

et de leurs températures . 

Mais les dérivées premières de V par rapport à x, y et z peuven t 

être d iscont inues , et, par le § 8, les points où cel te d iscont inui té se 

produit do iven t être sur une surface, dont l 'équat ion peut être m i s e 

sous la forme 

( 0 <p = < ? ( ^ , y, - z ) — n. 

Cette surface sépare la r ég ion où co est négat i f de cel le où il est pos i t i f . 

Soient V , le potent ie l en un po in t donné de la rég ion négat ive , V 2 le 

potentiel en un po in t donné de la rég ion p o s i t i v e ; en un poin t q u e l 

conque de la surface p o u r laquelle tp — o , et que l 'on peut regarder 

c o m m e appartenant aux d e u x rég ions , 

ta) V . ^ G ^ V , , 

où C est, le cas échéant, l ' excès constant du potent iel de la subs tance 

placée du cô té pos i t i f de la surface. 

Soient Z, m, n les cos inus directeurs de la normale v 2 menée en un 

point donné de la surface de séparat ion, dans la rég ion pos i t ive . Les 

cosinus directeurs de la normale Vj menée au m ô m e po in t de la sur

face, dans la rég ion négat ive , seront — l; — m et — n. 

Les accroissements de V suivant les normales seront 

D V ô\l D V , D V , 
V 1 ) -z— — — / - , m — n - j — , 

O V I OX ày OZ 
• D V 5 D V 2 , A V 2 D V S 

( 4 ) - — = l H m \~ n —— -

<JV 2 OX OY OZ 

Traçons sur la surface de séparation une l igne q u e l c o n q u e , et soi t .s 

sa longueur mesurée à partir d 'un po in t fixe sur cet te l igne : en tout 

point de la surface et, par sui te , en tout poin t de la l igne , 
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9 6 I R E P A R T I E , C H A P . I I . — T H É O R I E M A T H É M A T I Q U E , E T C . 

En difTérentiant cet te équat ion par rapport à s, nous avons 

/dV1_à\\\da; : / R ) V 2 D V J \ dy ZàX^ _âXl\ dz 

\dx dx) ds ~'~ \&y dy ) ds + \dz dz ) ds 

et, pu i sque la normale est perpendicula i re à cet te l igne , 

. . . , dx dy dz 
( 6 ) l —,—\-m.-f - J - n — = o . 

A S da ds 

De ( 3 ) , ( 4 ) , ( 5 ) et ( 6 ) , nous t irons ( ' ) 

( 7 ) 

( 8 ) 

( 9 ) 

D V , - 1 1 

/ÒX, 

dx - 1 1 \d-h D V 3 

D V , D V , 
— M 

(àV, _ ^ D V S 

dy dy 
— M 

D V 2 

D V , D V , 
— n 

/ D V , D V S 

dz dz 
— n 

\ D V , D V 2 

Si nous cons idérons la variation de l ' intensité é l ec t romot r i ce ei> 

un po in t , au m o m e n t o ù ce po in t traverse la surface, nous v o y o n s que , 

des composan t e s de l ' intensité, cel le qui est normale à la surface peut 

subir un changemen t b r u s q u e à la surface, mais que les deux autres 

composan te s parallèles au plan tangent restent cont inues quand on. 

traverse la surface . 

78 b. P o u r dé te rminer la cha rge de la surface, cons idé rons une 

surface fe rmée , située en part ie dans la rég ion pos i t ive , en part ie dans, 

la r ég ion négat ive , et renfermant par suite une part ie de la surface de 

d iscont inui té . 

D' intégrale 

J"J"R c o s e dS, 

étendue à cette surface, est égale à !\~e, e étant la quanti té d 'électr i

c i té compr i s e dans cet te surface fermée. 

P r o c é d a n t c o m m e au § 2 1 , nous t rouvons 

( a ) / / R c o » ^ = / / • / ( « +g+g) 
- t - Y Y [ j ( X 2 - X , ) + / n ( Y 2 - Y , ) + » . ( Z , - Z , f j d s , . 

( ') [En identifiant (5) et (fi), puisque la ligne est de direction arbitraire, cl 

que de plus P -+- m 7 - h n2 — i. ( C.)] 
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V A R I A T I O N DU POTENTIEL SUR UNE SURFACE CHARGÉE. 0,7 

où l ' intégrale triple est é tendue à tout le v o l u m e c o m p r i s dans la 

surface fe rmée , et l ' intégrale d o u b l e à la seule surface de d i scon t i 

nuité. 

En substituant aux termes de cet te équat ion leurs valeurs tirées des 

équations ( 7 ) , ( 8 ) et ( g ) , 

Mais , d'après les définitions de la densi té du v o l u m e p et de la den

sité superficielle <t, 

( 12 ) 4 ^ 6 = \r. J J J ? d x dy dz -r- 4 ^ J" j"<s dS; 

d 'où , en comparan t les derniers termes de ces deux équat ions , on 

tire 

( 1 3 ) - , - • 1 - , - -1 - 4 H T = o . 

Cette équation est appelée Xéquation caractéristique de V sur une 

surface éleetrisée 0(1 la densi té superficiel le est a. 

78 c . Si, dans toute l 'é tendue d 'une rég ion con t inue de l 'espace, V 

est une fonct ion de y , s satisfaisant à l 'équat ion d e Laplace 

rPV r)!V r)*V _ 

et si, dans une por t ion finie de c e l l e r ég ion , V est constant et égal à C , 

V doit être constant et égal à C dans toute la rég ion pou r laquel le l 'é

quat ion de Laplace est satisfaite. 

Si V n'est pas constant dans toute la rég ion , soit S la surface qu i 

l imite la por t ion finie dans laquel le V — C . 

Sur la surface S, V = C . 

Soi t v une normale menée extér ieurement à la surface S. Pu i sque S 

est la l imite de la rég ion con t inue dans laquelle V;— C, la valeur de V 

c o m m e n c e à différer de C à l 'instant où nous franchissons la surface S 

en cheminant sur la normale v. D o n c , imméd ia t emen t en dehors de S, 

dV 

—j- peut être pos i t i f ou négatif, mais ne peut être nul, sauf p o u r les 

normales menées le long de la l igne qui sépare une aire pos i t ive d 'une 

aire négat ive . 

Mais, si v' est la normale menée vers l ' intérieur de la surface S, V f = C 

et —j-r o . 
d-j 

Tr. d'Élect. et de Masrn.. I. 7 
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0,8 I ™ P A R T I E , CHAP. I I . — THÉORIE M A T H É M A T I Q U E , E T C . 

D o n c , en c h a q u e po in t de la surface, excep té sur certaines l igne? 

formant l imi te , 

est une quant i té finie, pos i t ive ou néga t ive ; et, par suite, sur la sur

face S, il y a une dis t r ibut ion d 'é lec t r ic i té qui est con t inue en tous les 

po in t s , excep té sur certaines l ignes qu i séparent les aires changées p o 

s i t ivement des aires chargées néga t ivemen t . 

L ' équa t ion de Laplace n'est satisfaite sur la surface que p o u r les 

poin ts situés sur certaines l ignes de la surface. Par suite, la surface S, 

à l ' in tér ieur de laquel le G est constant , d o i t c o m p r e n d r e toute l 'éten

due de la r ég ion dans laquel le l ' équa t ion de Laplace est satisfaite. 

Force agissant sur une surface électrisée. 

7 9 . L 'express ion générale des composan t e s de la fo rce qui agit sur 

un c o r p s électr isé , paral lè lement aux trois axes, est de la forme 

0 4 ) • A = J J J" p X dx dy dz 

on a des express ions analogues p o u r les composan t e s B et C parallèles 

à Oy et O ; . 

Mais , sur une surface électr isée, p est infini, et X est d iscont inu : 

nous ne p o u v o n s d o n c ca lcu le r la fo rce d i rec tement au m o y e n d 'ex

pressions de cet te fo rme . 

Mais nous avons fait v o i r que la d iscont inui té ne po r t e que sur la 

c o m p o s a n t e de l ' intensité qui est normale à la surface électr isée et que 

les deux autres composan tes sont cont inues . 

S u p p o s o n s d o n c que l 'on prenne l 'axe des x normal à la surface en 

un po in t d o n n é ; supposons aussi, au moins p o u r la p remiè re partie 

de cet te é tude , que X ne soit pas vér i tab lement d iscont inu , mais qu ' i l 

varie con t inue l l ement de X , à X 2 quand x var ie de x t à x s . Si le résul

tat de notre ca lcul c o n d u i t à une valeur dé terminée de la force c o m m e 

l imi te lo r sque x2 — X\ déc ro î t indéf iniment , nous pour rons cons idérer 

ce résultat c o m m e exact p o u r srî — x l ) et p o u r une surface électrisée 

sans épaisseur. 

Substi tuant à p sa valeur t rouvée au § 77 , nous avons 

Intégrant cette express ion par rappor t à x depuis x — x t j u s q u ' a 
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V A R I A T I O N BU POTENTIEL SUR UNE SURFACE CHARGÉE. 9 9 

x —-Xo, elle devient 

(1 dy dz. 

Tel le est la valeur de A pour une c o u c h e parallèle au plan de yz et 

d ' é p a i s s e u r s . , — xt. 

Puisque Y et Z sont c o n t i n u s , ^ - j - ~- est fini, et, pu i sque X est 

également fini, 

dy dz I 

où C est la plus grande va leur que prenne H - ^—^ X de x — - a;, à 

D o n c , quand x2— x^ déc ro î t au delà de toute l imi te , ce te rme tend 

vers zéro , et il reste 

(17) A=ff ~(X'j-XÏ)dydz, 

où X t est la valeur de X du cô té négatif, et X 2 du cô t é pos i t i f de la 

surface. 

Mais , d 'après le n" 78 , 

( 1 8 ) X , - X i -

de sorte que nous p o u v o n s écr i re 

(19) · A = JflçLi + X^adjrdz. 

Ici dy dz est l ' é lément de sur face , 1 la densité superf iciel le , et 

y ( X 2 4 - X i ) est la m o y e n n e a r i thmét ique des intensités é l ec t romot r i ces 

des deux cô tés de la surface. 

D o n c , un é lément d 'une surface électr isée est soumis à l 'act ion d 'une 

force dont la composan te normale à la surface est égale au p r o d u i t de 

la charge de l ' é lément par la m o y e n n e ar i thmét ique des intensités 

e lec t romot r ices normales , de c h a q u e cô t é de la surface. 

Pu i sque les deux autres composan te s de l ' intensité é l ec t romot r i ce 

ne sont pas d iscont inues , il ne peut y avoir de dou te dans l 'évalua

tion des composan tes cor respondantes de la force qui agit sur la sur

face. 

Nous p o u v o n s maintenant supposer que la normale à la surface ait 
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Cet te force est d i r igée vers l 'extér ieur du conduc t eu r , que la cha rge 

une d i rec t ion q u e l c o n q u e par rapport aux axes : l 'expression géné

rale des composantes de la force qui agit sur un é lément c?S s'écrira 

alors 

i ( X , - i - X a ) ( 7 r f S , 

B - - 2 ( Y t - Y 2 W S , 

C = } ( Z , - i - Z 2 ) J R F S . 

Surface électrisée d'un conducteur. 

80. Nous avons déjà mont ré que , dans tout l ' intérieur d 'un c o n 

duc teur en équi l ibre é lec t r ique , X = Y — Z = o , et q u e , par suite, 

V est constant . 

D o n c 

dX dY ffL _ f_ _ 

ùx ày r dz 1 ' ' ' 

et par suite p do i t être nul dans tout l ' intér ieur du c o n d u c t e u r ; ou 

b ien , il n 'y a pas d 'é lect r ic i té à l ' in tér ieur du c o n d u c t e u r . 

D o n c une dis t r ibut ion superficielle d 'é lect r ic i té est la seule p o s 

sible sur un conduc teu r en équ i l ib re . 

Une dis t r ibut ion s 'élendanl à toute la masse du corps ne peut exister 

que si le co rps est un n o n - c o n d u c t e u r . 

Pu i sque l ' intensité résultante à l ' intér ieur du c o n d u c t e u r est zéro , 

l ' intensité résultante, immédia t emen t en dehors du conduc t eu r , doi t 

être di r igée suivant la normale , égale à [\TIZ, en la comptan t du dedans 

vers le dehors du conduc teu r . 

Cet te relat ion entre la densité superficielle et l ' intensité résultante 

près de la surface d'un conduc t eu r est connue sous le n o m de loi de 

Coulomb, C o u l o m b ayant établi par expé r i ence que l ' intensité de la 

force é lec t r ique , près d'un po in t donné sur la surface d'un conduc t eu r , 

est normale à la surface et p ropor t ionne l l e à la densité superficielle 

au po in t donné . La relation n u m é r i q u e 

R = 4ti(T 

a été établie par P o i s s o n . 

La force qui agit sur un é lément dS de la surface électr isée d'un 

conduc t eu r est, d 'après le § 79 ( p u i s q u e l ' intensité est nulle sur le 

c ô t é intérieur de la su r face ) , 

- R<I dS = amr» dS = ^- R* dS. 

2 eu 
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SURFACE GLECTMSEE D'UN CONDUCTEUR. I O R 

soit pos i t ive o u néga t ive ; sa valeur, en dynes par cent imètre carré , est 

- Ra ^ 2TT(T2 = J - R! 

et elle agit c o m m e une pression appl iquée [à la surface du c o n d u c 

teur et d i r igée vers l 'extér ieur . 

81· Si maintenant nous supposons que l 'on électrise un co rps de 

forme a l longée , nous p o u v o n s , en faisant décroî t re ses d imens ions la 

térales, arr iver à c o n c e v o i r une l igne électr isée. 

Soient ds la l o n g u e u r d 'une partie de ce co rps a l longé, c. sa c i r c o n 

férence, a la densité superficiel le de l 'é lectr ici té à sa sur face ; alors , si 

X est la cha rge par unité de longueur , \ — Cz, et l ' intensité é l e c 

trique résultante près de la surface est 

4 ira = 4 it - -

Si c déc ro î t indéf iniment , tandis que X reste fini, l ' intensité à la 

surface augmente indéfiniment . Or , p o u r tout d ié lec t r ique , il y a une 

l imite au delà de laquel le l ' intensité ne peut plus être augmentée 

sans qu'il y ait décharge d i s rup t ive ; une d is t r ibut ion dans laquel le 

une quantité finie d 'é lect r ic i té serait placée sur une por t ion finie 

d 'une ligne est d o n c incompa t ib l e avec l'état des choses dans la 

nature. 

Lors m ê m e que l 'on t rouverai t un isolant à travers l eque l une fo rce 

infinie ne ferait po in t passer une décha rge , il serait imposs ib le de 

charger un c o n d u c t e u r l inéaire d 'une quanti té finie d ' é lec t r i c i t é ; car 

il faudrait une force é l ec t romot r i ce infinie p o u r amener l 'é lectr ic i té 

sur le conduc teu r l inéaire . 

De la m ê m e maniè re , on peut mont re r qu 'un po in t chargé d 'une 

quantité finie d 'é lect r ic i té ne sauraij. exister dans la nature. Il est 

avantageux, cependant , de parler dans certains cas de l ignes et de 

points électr isés, e t nous p o u v o n s supposer que ces l ignes et ces points 

soient figurés par des fils électrisés ou par de petits corps dont les 

d imensions soient négl igeables à c ô t é des dis lances pr incipales que 

l 'on cons idère . 

Pu i sque la quantité d 'é lectr ic i té répart ie sur une longueur donnée 

d'un fil à un potent ie l donné déc ro î t indéfiniment quand le diamètre 

du fil décro î t indéfiniment , la d is t r ibut ion de l 'é lect r ic i té sur des corps 

de d imensions cons idérables ne sera pas sensiblement allérée si l 'on 

introdui t dans le c h a m p des fils métal l iques très fins, tels que ceux 
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( l ) De a(jo).T]v, tube. Faraday emploie dans le même sens le terme de sphondy-

loide (8271). 

qu i servent à établir les c o m m u n i c a t i o n s é lec t r iques entre ces corps 

et la terre, une mach ine é lec t r ique ou un é lec t romèt re . 

Des lignes de force . 

82. Si nous menons une l igne don t la d i rec t ion c o ï n c i d e en c h a q u e 

po in t avec cel le de la fo rce résultante en ce po in t , cet te l igne est 

appe lée ligne de force. 

En tous les points de son pa rcours , une l igne de fo rce va des points 

où le potent ie l est le plus haut à c e u x où il est le plus bas . 

U n e l igne de force ne peut d o n c être fermée sur e l l e -même, mais 

elle a f o r c é m e n t une o r ig ine et une fin. Le c o m m e n c e m e n t d 'une 

l igne de f o r c e do i t être sur une surface électr isée pos i t ivement , la lin 

sur une surface électr isée négat ivement . 

Le p o i n t initial et le po in t terminal de la l igne sont appelés des 

points correspondants sur la surface pos i t ive et. la surface néga 

t ive. 

Si la l igne de forée se meu t de manière que son p o i n t initial d é 

c r ive une c o u r b e fermée sur la surface pos i t ive , son po in t terminal 

tracera une c o u r b e fermée cor respondan te sur la surface négat ive , et 

la l igne de fo rce e l l e - m ê m e engendrera une surface tubulai re , que l 'on 

appel le un tube d'induction ou un salénoïde ('). 

P u i s q u e , en un p o i n t q u e l c o n q u e de la surface tubula i re , la force résul

tante est c o m p r i s e dans le plan tangent, il n 'y a pas induct ion à travers 

la surface. D o n c , si le tube ne renferme pas de co rps électr isé, la valeur 

totale de l ' induc t ion à travers la surface fermée que forment la surface 

tubula i re et ses deux extrémités sera nul le , d 'après le § 77 , et les va 

leurs de j" j"R cos sdS p o u r les deux extrémités do iven t être égales et 

de signes contra i res . 

Si ces surfaces sont des surfaces de c o n d u c t e u r s , E = o et 11 = — 

e t J"J" R c o s E Û ? S devient — \iz J"J" adS, c 'es t -à-di re la cha rge de la 

surface mul t ip l iée par 

D o n c la cha rge pos i t ive , c o m p r i s e dans la c o u r b e fermée à un 

des b o u t s du tube , est n u m é r i q u e m e n t égale à la cha rge négat ive 

c o m p r i s e dans la c o u r b e fermée cor respondan te , à l 'autre b o u t du 

tube . 
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Plusieurs résultais importants peuvent se dédu i re des propr ié tés des 

lignes de fo rce . 

La surface in tér ieure d'un vase c o n d u c t e u r fe rmé est en t iè rement 

l ibre de toute charge , et le potent ie l de tous les points intér ieurs est 

le m ê m e que celui du c o n d u c t e u r , p o u r v u qu ' i l n 'y ait po in t à l ' in té

rieur du vase de co rps électrisé i so lé . 

En effet, une l igne de fo rce do i t c o m m e n c e r sur une surface cha rgée 

posi t ivement et finir sur une surface cha rgée néga t ivement ; et, p u i s 

qu' i l n 'y a pas de co rps électrisé à l ' intér ieur du vase, une l igne d e 

force , s'il en existe à l ' in tér ieur du vase , ne peut que c o m m e n c e r et 

finir sur la surface intér ieure du vase. 

Mais le potent ie l do i t être plus é levé au c o m m e n c e m e n t qu 'à la fin 

d 'une l igne de f o r c e ; d'autre part , le potent ie l do i t être le m ê m e en 

tous les points d'un c o n d u c t e u r en équ i l ib re é lec t r ique . 

D o n c il ne peut exister aucune l igne de force dans l 'espace c o m 

pris à l ' intérieur d 'un vase c r e u x qui ne renferme aucun co rps é l e c 

trisé. 

Si un condu c t e u r , p lacé à l ' intér ieur d'un vase c l o s , est mis en 

communica t ion avec ce vase, son potent iel devient le m ê m e q u e ce lu i 

du vase et sa surface devient le p r o l o n g e m e n t de la surface in tér ieure 

du vase. Le c o n d u c t e u r do i t d o n c se décharger de toute é lec t r i -

salion. 

Si nous supposons q u e la surface d'un co rps électr isé soit d iv isée en 

parties élémentaires telles que la cha rge de c h a q u e é lément soi t égale 

à l 'unité, et si l 'on trace dans le c h a m p de force des so léno ïdes , avant 

ces éléments p o u r bases , l ' intégrale pr ise sur une surface q u e l c o n q u e 

sera représentée par le n o m b r e des so lénoïdes que rencont re cet te sur

face. C ' e s t dans ce sens q u e Faradaj ' uti l ise sa c o n c e p t i o n des l ignes 

de force, ' p o u r représenter en c h a q u e po in t du c h a m p , non seulement 

la d i rec t ion , mais aussi la grandeur de la f o r c e . 

Nous avons e m p l o y é l ' express ion de lignes de force, pa rce q u e c 'est 

celle dont se sont servis Faraday et d 'autres. Mais, r igoureusement , ces 

lignes devraient être appelées lignes d'induction électrique. 

Dans les cas ordinaires , les l ignes d ' induc t ion représentent en c h a q u e 

point la d i rec t ion et la grandeur de l ' intensité é l ec t ron io t r i ce résul

tante, parce que l ' intensité et l ' induct ion sont dans la m ê m e d i r ec t ion 

et dans un rappor t constant . Mais il y a d'autres cas o ù il est i m p o r 

tant de se souvenir que ces l ignes représentent seulement l ' i nduc t ion , 

et que l ' intensité est dé te rminée par les surfaces équ ipo tcn t i e l l e s , 

puisqu 'e l le est normale à ces surfaces et inversement p ropor t ionne l l e 

à la distance de deux surfaces consécu t ives . 
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(') Voir § 7 8 b. 

Du pouvoir inducteur spécifique. 

83 a. Dans l 'é tude des intégrales de surface qu i p r é c è d e , nous 

avons adopté la concep t ion ordinaire d 'une act ion d i rec te à distance, 

et nous n 'avons , pas fait entrer en considéra t ion les effets qu i dé

pendent de la nature du d ié lec t r ique au sein duquel on o b s e r v e les 

forces . 

O r Faraday a obse rvé que la quant i té d 'é lec t r ic i té indui te par une 

force é l ec t romot r i ce donnée sur la surface du c o n d u c t e u r qui l imi te 

un d ié lec t r ique n'est pas la m ê m e p o u r tous les d ié lec t r iques . La quan

tité d 'é lec t r ic i té indui te est plus cons idé rab le p o u r la p lupar t des dié

lec t r iques sol ides ou l iqu ides que p o u r l 'air et les gaz . Auss i di t-on que 

ces co rps on t un p o u v o i r induc teur spécif ique supér ieur à ce lu i de 

l 'air, qu i est pris c o m m e mi l i eu type . 

Nous p o u v o n s e x p r i m e r la théorie de Faraday sous une fo rme ma

thémat ique en disant que , dans un mi l i eu d ié lec t r ique , 1 induc t ion à 

travers une surface est égale au p r o d u i t de la fo rce é lec t r ique normale 

par le coeff ic ient de p o u v o i r induc teur spécif ique du mi l i eu . Si nous 

dés ignons ce coeff ic ient par K , nous devrons , dans tout le cou r s de 

l 'é tude des intégrales de surface, mul t ip l ie r X , Y et Z par K , en sorte 

que l ' équat ion de P o i s s o n devient 

A K — -t-— K — - J - - K — ' 7 1 0 = o 
dx dx ày ày ' dz àz ~* 1 

A la surface de séparat ion de deux mi l i eux don t les p o u v o i r s i nduc 

teurs sont Kj et K 2 et les potent ie ls " \ \ et \ s , l ' équat ion caractér is

t ique ( ' ) s 'écrira 

TR RFVL V

 f / V 2 
( a ) K, -+- K 2 - j - : -+- 4TOJ = o, 

a v ( <2v 2 

o ù Vj et v 2 sont les normales menées dans les deux mi l i eux et tr la 

densité superficielle vra ie à la surface de séparat ion, c 'est-à-dire la 

quanti té d 'é lec t r ic i té qui existe ef fec t ivement à la surface sous fo rme 

de cha rge , et qu i ne peut être altérée que si l 'on appor te de l ' é lec t r i 

cité en ce po in t o u si l 'on en ret ire. 

Distribution apparente de l'électricité. 

83 b. S i , partant de la d is t r ibut ion eflective du potent ie l , nous en 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



DISTRIBUTION APPARENTE DE L ÉLECTRICITÉ. I O J 

déduisons la densité de v o l u m e P ' et la densité superficielle a', dans 

l 'hypothèse que K est toujours égal à l 'uni té , nous pouvons appeler P ' 

la densité de v o l u m e apparente et J la densi té superficielle apparente : 

car une dis tr ibut ion é lec t r ique ainsi définie rendrai t c o m p t e de la dis

tribution effective du potent ie l , si l 'on suppose que la loi des forces 

électriques donnée au § 66 ne demande po in t À être modif iée , À raison 

des propriétés différentes des divers d ié lec t r iques . 

La charge apparente d 'é lec t r ic i té c o m p r i s e dans une région donnée 

peut augmenter ou d iminuer sans qu ' i l passe d 'é lec t r ic i té À travers la 

surface qui l imite la r ég ion . Nous devons d o n c la dis t inguer de la 

charge vraie qui satisfait À l ' équat ion de con t inu i té . 

Dans un mi l ieu d ié lec t r ique hé té rogène , o ù K varie d 'une manière 

continue, si P ' est la densité de v o l u m e apparente , 

à* Y d'Y d^Y 

Comparant cette équat ion à cel le qui p r é c è d e , nous t rouvons 

êK r)Y ÔK dY dK àY 
( 4 ) ' I ^ P - P ) + T J J + + ùk Tz =°-

L'électrisation vraie , représentée par P , p rodu i ra , dans le d ié lec

trique dont le p o u v o i r induc teur var iable est représenté par K , le 

même potentiel en c h a q u e p o i n t , que donnerai t la d is t r ibut ion appa

rente représentée par P ' dans un d ié lec t r ique d o n t le p o u v o i r induc

teur serait par tout égal À l 'uni té . 

La charge superficielle apparente a' se dédui t des forces é lec t r iques 

dans le vois inage de la surface, au m o y e n de l 'équat ion caractér is t ique 

ordinaire 

( D ) —, ! - - - h 4 H J — o . 

Si un d ié lec t r ique sol ide de fo rme q u e l c o n q u e est un isolant par

fait, et si sa surface ne reço i t aucune charge , l 'électrisation vraie reste 

égale À zéro , quel les que soient les forces é lect r iques qui agissent sur 

lui. 

Donc 

K
 d V i

 -i- K ^ 

—j = /ITÎT - — , - - --= 
A V J Ki — K 2 A V 2 K [ -

La densité superficielle a' est ce l le de l 'é lectr isat ion apparente p ro -
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dui te pa r induc t ion à la surface du d ié lec t r ique so l ide . El le disparaît 

en t i è rement l o r squ 'on s u p p r i m e la fo rce i n d u c t r i c e ; mais si, pendant 

q u e cet te fo rce induc t r i ce agit , on décha rge l 'é lect r isa t ion apparente 

de la surface en passant une f lamme sur cet te surface, o n fera appa

raître une électr isat ion vraie o p p o s é e à a', aussi tôt que l 'on suppr i 

mera la fo rce induc t r i ce ( 1 ) . 

(') Voir F A R A D A Y : Remarks on slalic Induction (Proceedings of the Royal 

Institution, TLÎ feb. i858), et le § 58 relatif à la tourmaline. 

[Maxwell passe ici brusquement d'une conception de l'électricité à l'autre. 

L'équation de Poissun est indépendante de la définition de Vi/iduction, qui n'y 

entre pas; l'équation ( i ) ne peut être considérée comme une définition nouvelle 

de la quantité d'électricité; cette équation est en effet une simple équation de 

continuité, et résulte des définitions du § 62. Klle exprime que la quantité 

d'électricité p dx dy dz est la somme des déplacements électriques sur les faces 

du parallélépipède infiniment petit, et l'équation ( a ) du § 83 a est aussi une équa

tion de continuité relative à un petit cylindre normal à la surface, des séparations 

des deux milieux. Cette définition de ce que Maxwell appelle la quantité vraie 

d'électricité coïncide avec celle de la quantité apparente d'électricité, c'est-

à-dire avec la définition du § 65, tirée des lois de Coulomb, quand le diélectrique 

est le vide. ( P.)] 
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DU TRAVAIL QUE DOIT EXÉCUTER UN AGENT EXTÉRIEUR, E T C . I07 

CHAPITRE III. 

D U T R A V A I L É L E C T R I Q U E E T D E L ' É N E R G I E D ' U N S Y S T E M E 

D E C O N D U C T E U R S . 

Du travail que doit exécuter un agent extérieur pour charger d'une 

manière donnée un système électrisé. 

81. Le travail dépensé p o u r appor te r une quant i té oe d 'é lec t r ic i té 

depuis l'infini ou tout autre po in t où le potent ie l est zé ro j u squ ' en un 

point donné du système où le potent ie l est V , est, par la définition 

même du potent ie l (voir § 7 0 ) , 

V S e . 

L'effet de ce transport est d ' augmente r de Se la charge en ce po in t 

donné du système, en sorte q u e , si la cha rge y était e, elle dev ien t 

e -+- Se après l 'opéra t ion . 

Nous pouvons d o n c e x p r i m e r le travail dépensé p o u r p rodu i r e un 

changement donné dans la cha rge du sys tème par l ' intégrale 

(i) w = s ^ f \dey 
où la sommation 2 s 'étend à toutes les parties du système électr isé . 

De l 'expression du potent ie l donnée au § 7 3 , il ressort que le p o 

tentiel en un po in t peu t être cons idé ré c o m m e la s o m m e d'un n o m b r e 

quelconque de part ies, dont c h a c u n e est le potent ie l dû à une por t ion 

correspondante de la charge du sys tème. 

Si donc V est en un po in t donné le potent ie l dû à un système de 

charges, que nous pouvons appeler 2 ( e ) , - e t si V est, au m ê m e po in t , 

le potentiel dû à un autre système de charges ï ( e ' ) , le potent ie l p ro 

duit eu ce po in t par l ' ensemble des d e u x systèmes de charges existant 

simultanément sera 

V - t - V". 

Par suite, si chacune des charges du système est altérée dans le 

rapport de n à i , le potent ie l en un p o i n t q u e l c o n q u e du système est 

aussi modifié dans le rappor t de n à i . 

Supposons d o n c que l 'opéra t ion qui consis te à charger un c o n d u c -
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e ' — e ) [ V + n ( V — \)]dn = \ ( e ' — e ) ( V -+- V 1. 

teur soit menée de la manière suivante. P renons d ' abord le système 

l ib re de toute cha rge et au potent ie l zé ro , et chargeons-en s imultané

ment les différentes part ies , chacune p ropor t ionne l l emen t à la charge 

qu 'e l le do i t posséder f inalement. 

A ins i , e étant la cha rge finale et V le potent ie l final q u e do i t p rendre 

un po in t q u e l c o n q u e du système, à un instant q u e l c o n q u e de l 'opérat ion 

sa cha rge sera ne et son potent ie l nY, et nous pour rons représenter 

toute l 'opéra t ion de la cha rge , en supposant que n croisse d 'une m a 

nière con t inue de o à i . 

Pendan t que n c r o î t de n à n - j - S/z, un po in t du système dont la 

cha rge finale do i t être e, et le potent ie l final V , r eço i t un accro i sse 

ment de cha rge eàn, et son potent ie l est « V ; le travail effectué p e n 

dant cet te opéra t ion est d o n c 

e V n 8 n.. 

Le travail total a c c o m p l i p o u r charger le système est 

O ) S e V f ndn=\£(eV), 

•Ai 

c'est-à-dire la d e m i - s o m m e des produi t s des charges des différents 

poin ts du système par leurs potent ie ls respect i fs . 

Te l est le travail q u e do i t a c c o m p l i r un agent extér ieur p o u r char

ger le système de la façon i n d i q u é e ; mais , pu i sque le système est un 

système conservat i ! , le travail nécessaire p o u r amener le système à ce 

m ê m e état par tout autre p r o c é d é sera fo rcément le m ê m e . 

Nous p o u v o n s d o n c appeler 

( 3 ) ~ V Y r = i £ ( e V ) 

Y énergie électrique du système, expr imée en fonc t ion des charges des 

différentes parties et de leurs potent ie ls . 

8a a. S u p p o s o n s maintenant que le système passe de l 'état ( e , V ) à 

l'état ( e ' , V ) par une suite d 'opéra t ions au cours desquel les les diffé

rentes charges cro issent s imul tanément , et chacune p r o p o r t i o n n e l l e 

ment à son accro issement total e'— e. 

Si, à un instant q u e l c o n q u e , la cha rge d 'une partie du système est 

e - t - r a ( e ' — e ) , son potent ie l sera V 4 - n( V — V ) et le travail n é c e s 

saire p o u r faire var ier la cha rge de cet te po r t ion sera 
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DU TRAVAIL QUE DOIT EXÉCUTER UN AGENT EXTÉRIEUR, E T C . I O g 

Si donc nous représentons par W l ' énergie d u s y s t è m e dans l'état 

( e ' . V ) , 

(4) \ V - W * > ( V - h V ) . 

Mais 

W = | X ( e V ) , W=\ï(e'Vl 

En subst i tuant ces va leurs dans l ' équat ion ( 4 ) , on t r o u v e 

( 5 ) 2 ( e V ) = S ( « ' V ) ( ' ) . 

D o n c , dans un s y s t è m e invar iab l e de c o n d u c t e u r s é lecLnsés , si l'on 

considère d e u x états d ' é lectr i sat ion différents , la s o m m e des p r o d u i t s 

des charges dans le p r e m i e r état p a r les potent ie l s des m ê m e s po int s 

des conducteurs dans le s e c o n d état est éga le à la s o m m e des p r o 

duits des c h a r g e s dans le s e c o n d état par les potent ie l s des m ê m e s 

points dans le p r e m i e r état . 

Ce résultat c o r r e s p o n d , dans la t h é o r i e é l é m e n t a i r e de l ' é lectr ic i té , 

au théorème de Green dans la théor ie a n a l y t i q u e . En cho i s i s sant con

venablement l'état initial et l'étal final du s y s t è m e , on p e u t en d é d u i r e 

un grand n o m b r e d 'utiles résu l ta ts . 

83 b. De ( 4 ) e l ( 5 ) , nous l i rons une autre express ion de l 'accroisse

ment d'énergie , en fonct ion de l ' a c c r o i s s e m e n t des po ten t i e l s , 

( 6 ) W — W = ^ S ( e - , - e ' ) ( V — V ) . 

Si les accro i s sements sont in f in iment pet i t s , ( 4 ) c l ( 6 ) p o u r r o n t 

s 'écrire 
rf\V=- S ( V ô e) = Z(e S V ) , 

et si nous dés ignons par W „ e t W v les express ions de W en fonct ion 

des charges ou en fonct ion des po tent ie l s , par A,, un c o n d u c t e u r par

ticulier du sys tème , par e,. et Y,, sa c h a r g e et son po ten t i e l , 

(*') [Si m et m' sont les deux masses, r leur distance, on a 

['esta-dire la Jforrnule (5 ) démontrée indépendamment de toute considération 

mécanique : cette identité est indépendante de la loi de l'attraction, car on peut 

substituer à r une fonction quelconque de /· sans la modifier. (ï"-)] 
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( ' ) Celte relation de réciprocité deviendra bien plus claire après la lecture du 

S 87. (C.)l 

86. Si , dans un système invar iable de conduc t eu r s , l 'un d 'entre eux , 

que nous dés ignerons par A , , n'a de charge ni dans l 'état initial, ni 

dans l'état final, et et e'c sont nuls p o u r ce c o n d u c t e u r , en sorte que les 

termes dépendant de A , s 'annulent dans les d e u x m e m b r e s de l ' équa

tion ( 5 ) . 

Si un autre c o n d u c t e u r , A u , est au potent iel zéro dans les deux 

états du sys tème, V „ — o et V „ — o , et les termes dépendant de A „ 

disparaissent des d e u x m e m b r e s de l 'équat ion ( 5 ) . 

Si d o n c tous les conduc t eu r s du S3 rstôme, sauf d e u x , A,, et A , , sont 

o u bien isolés et pr ivés de charge , ou b ien reliés à la T e r r e , l ' équa-

quat ion ( 5 ) se rédui t à la f o r m e 

( i o ) e, .v;.H- C s v ; : c ; v , . - i - e ; v s ; 

si dans l 'état initial 

e,. - = i et es =- o, 

et si dans l 'état final 

e; --- o et e!

s = i, 

l 'équat ion ( i o ) devient 

d o v ; ^ v „ 

c'est-à-dire q u e , si une cha rge égale à l 'unité , c o m m u n i q u é e à A,,, 

por te A s au potent ie l V, une cha rge égale à l 'unité, c o m m u n i q u é e à A , , 

portera A,, au m ê m e potent ie l , p o u r v u que chacun des autres c o n d u c 

teurs du système soit ou b i e n isolé et pr ivé de cha rge , ou b ien mis à 

la Te r re de façon que son potent ie l soit z é r o . 

C'est le p remie r e x e m p l e que nous rencont rons en électr ic i té d 'une 

relation de r éc ip roc i t é ( ' ) . D e pareil les relations se t rouvent dans 

toutes les branches de la S c i e n c e et permettent souvent de dédui re 

la solut ion de p r o b l è m e s n o u v e a u x de p r o b l è m e s plus s imples et déjà 

résolus . 

A ins i , de ce fait qu 'en un po in t extér ieur à une sphère c o n d u c t r i c e 

dont la cha rge est i le potent ie l est r l , r étant la distance du po in t 

au centre de la sphère , nous conc luons qu 'un pet i t co rps ayant une 

charge i , et placé à une d i s t a n c e r du centre d 'une sphère c o n d u c t r i c e 

non cha rgée , por te le potent ie l de cet te sphère à la va l eu r i—'. 

Supposons maintenant que dans l'état initial 

V,. — i et V s = o, 
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THÉORIE DÏTN SYSTÈME DE CONDUCTEURS. I I l 

et que dans l'état final 
v ; = o et v ; = i, 

l 'équation ( i o ) devient 

( 1 2 ) e s = e ' r , 

c'est-à-dire que , si A p p o r t é au potent ie l 1 indui t sur A , une cha rge e. 

Àj porté au potent ie l 1 induira sur A,, une cha rge égale e. 

Supposons, en t ro is ième l ieu , que dans l 'état initial 

Y,- = 1 et e, -— o, 

et que dans l'état final 

\ ' r = o et e'a — 1 ; 

l 'équation ( 1 0 ) deviendra dans ce cas 

( 1 3 ) e, · Y. o . 

D o n c , si, A s n 'ayant po in t de cha rge , le fait de por te r A,, au po ten

tiel 1 élève As au potent ie l Y , quand o n maint iendra A,, au potent ie l 

zéro, une charge égale à l 'unité c o m m u n i q u é e à A ; induira sur A,, 

une charge négat ive don t la va leur numér ique est V . 

Dans tous les cas examinés , nous p o u v o n s supposer que certains des 

conducteurs soient isolés et pr ivés de cha rge , et que les autres soient 

reliés à la Ter re . 

Le troisième cas est une fo rme élémentaire d 'un des théorèmes de 

Green. G o m m e e x e m p l e de la façon de l ' emp loye r , supposons que nous 

ayons déterminé, p o u r les divers éléments d 'un système conduc t eu r 

maintenu au potent ie l zé ro , la d is t r ibut ion des charges é lec t r iques 

induites par une cha rge égale à l 'unité c o m m u n i q u é e à un corps donné 

A , du système. 

Soit T),. la charge que p rend Ar dans ces c i rcons tances . Si ma in t e 

nant nous supposons A^ pr ivé de cha rge , et les autres corps por tés 

chacun à un potent ie l différent, le j iotentiel de As sera 

( i i ) V , - - 2 0 , , V , ) -

Par exemple , si en un po in t donné d'un vase c o n d u c t e u r c reux nous 

avons déterminé la densité superficielle de la cha rge indui te par l 'u

nité de charge placée en un po in t donné à l ' intérieur du vase, et si 

nous connaissons la valeur du potent iel en chaque po in t d 'une surface 

de même forme et de mêmes d imens ions que la surface intér ieure du 

vase, nous pour rons c o n c l u r e le potent iel en un po in t in tér ieur o c c u 

pant une posi t ion cor respondan t à cel le de l 'unité de cha rge . 

D o n c , si l 'on connaî t le potent ie l p o u r tous les points d 'une surface 
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( ' ) [On a en effet ( § 8 4 ) 

d'où, à la limite, 

lorsque la seule variable est la charge du conducteur. Le lecteur doit se familia

riser avec les différents points de vue suivant lesquels on peut considérer le tra

vail des forces électriques : à chaque point de vue correspond une variable indé

pendante différente. La première fois (§ 70) que l'expression analytique du travail 

a été introduite, la variable indépendante était la distance; ici, c'est la charge; 

plus loin (équations i8, ig et 2 ï ) , c'est le potentiel. Les deux éléments e et V 

entrant symétriquement dans l'expression de l'énergie W = -J-ïcV, on est con

duit naturellement aux deux systèmes symétriques de relations ( i5), ( 1 6 ) et 

( . 8 ) , ( 2 1 ) . (C01 

8W = V Se, 

fe rmée, on peut le dé terminer p o u r tout po in t in tér ieur à la surface, 

p o u r v u qu 'e l le ne renferme pas de corps é lect r isé , et p o u r tout poin t 

extér ieur , p o u r v u qu ' i l n 'y ait po in t de co rps électr isé au dehors de 

la surface. 

Théorie d'un système de conducteurs. 

87 . Soient A 1 ( À 2 , . . . , A „ n conduc teu r s de fo rme q u e l c o n q u e ; soient 

e l t e u . . . , e „ leurs charges , et Xu V 2 , . . . , V „ leurs potent ie ls . 

Supposons que le mi l i eu d ié l ec t r ique qu i sépare les conduc teurs 

reste le m ê m e et ne se charge po in t d 'é lect r ic i té au cours des opéra

tions que nous avons à cons idére r . 

Nous avons mon t ré au § 8V q u e le potent ie l de c h a q u e conduc teu r 

est une fonc t ion l inéaire h o m o g è n e des n cha rges . 

D o n c , pu i sque l ' énerg ie é lec t r ique d 'un système est la demi - somme 

du produi t du potent ie l de chaque c o n d u c t e u r par sa cha rge , l 'éner

gie é lec t r ique do i t être une fonct ion h o m o g è n e du s e c o n d degré des 

n charges , de la fo rme 

( i 5 ) \Xe=\pne\ •. j O J 2 e, e 2 - i Ip^el — pl3 e3 -4- prse^ e 3 l- à / ^ e f - < - • • • 

l ' indice e signifiant que W est exp r imé en fonc t ion des charges . Lors

q u ' o n écri t W sans ind ice , on a en vue l ' express ion ( 3 ) , où f igurent les 

charges et les potent ie ls . 

On peut dédu i re de cette express ion le potent ie l d 'un q u e l c o n q u e 

des c o n d u c t e u r s ; car, pu i sque le potent ie l est défini le travail qu ' i l faut 

a c c o m p l i r p o u r amener l 'unité d 'é lectr ic i té du potent ie l zé ro au p o 

tentiel donné , et pu i sque ce travail se dépense p o u r accro î t re W , nous 

n'avons qu 'à différentiel' W E par rappor t à la cha rge d 'un c o n d u c t e u r 

donné p o u r ob ten i r le potent ie l de ce c o n d u c t e u r ( ' ) . N o u s ob tenons 
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THÉORIE D'UN SYSTÈME DE CONDUCTEURS. 1 13 

ainsi 

I V , •= Pu ei-f- . . . -+-p,i e,--+- . . . — p,uen, 

\ ? 

(16) / V* = pu £[ 4 - . . . - 4 - c r - f - . . . - T - e n , 

V n = / p i „ e i - t - . . . - r - / > , „ e r - t - • • • p 

système de n équa t ions l inéaires qu i expr imen t les n potent ie ls en 

fonctions des n cha rges . 

Les coefficients prs sont appelés coefficients de potentiel ; chacun a 

deux indices co r respondan t , le p r emie r à l ' ind ice de la charge , le se

cond à l ' indice du potent ie l . 

Le coefficient p,.,., p o u r l eque l les deux indices sont les mêmes , re

présente le potent ie l de A,. , quand sa cha rge est égale à l 'unité et q u e 

celle des autres conduc t eu r s est z é r o . Il y a « coeff icients de cet te 

espèce, un pou r c h a q u e c o n d u c t e u r . 

Le coef f ic ien tp, . s , dans leque l les d e u x indices sont différents, re

présente le potent ie l de A s , quand A,, r e ç o i t une cha rge égale à l 'u

nité, la charge de tous les autres conduc t eu r s , sauf A,., étant nulle . 

Nous avons déjà mont ré , au § 86 , que prs~PSN mais nous pouvons 

le prouver d 'une façon plus rapide , en remarquant que 

(17) PRS— J— — ÀGR ÀE~ — j j - e - - -PSR-
Le nombre des coefficients à d e u x indices différents distincts les uns 

des autres est d o n c \n(n — i ) , pu isqu ' i l y a un de ces coefficients par 

couple de conduc teurs . 

En résolvant les équat ions (16) par rappor t à e, , e 2 , . . . , nous avons 

n équations donnant les charges en fonc t ion des potentiels 

«i = 7 i i V i + ,..-*-qLS V s — . . . h - î i » V „ , 

(18) { er = î , . i V i + . . . -4- q r s V s 4 - . . . -+ q r n \ , „ 

\ en = q,TLVL + . . . — ( / n s V , — . . . - ( - (JN„VN. 
On a aussi, dans ce cas, q,.s — qST, car 

_ de,. _ à d\V v _ à (iW, _ àes _ 
( ' 9 } 9 r s ~ ô\r

s - d v ; "5v7 " d v ; "dv; ~ w r - < l s r -

En substituant ces valeurs des charges dans l ' équat ion de T é n e r g i e 

électrique 

(IO) W = i ( e 1 V 1 + . . . - ! - e r V r + . . . + e „ V „ ) , 

Tr. d'Élect. et de Magn., I. 8 
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nous ob tenons une expression de l ' énergie en fonc t ion des potentiels : 

( a i ) W v = l î i i V î - 4 - ? 1 ! V , V , + - J g - 2 î V l H - - 7 1 3 V 1 V 3 - T - ? S 3 V i V J - i - i g r 3 , v i ^ 

U n coeff ic ient dans l eque l les d e u x indices sont les mêmes est 

appe lé capacité électrique du conducteur auquel il co r r e spond . 

Définition. — La capaci té d 'un c o n d u c t e u r est la cha rge de ce con

duc teu r quand son potent ie l est égal à l 'unité et que celui des autres 

conduc t eu r s est nul . 

Te l l e est la déf ini t ion de la capac i t é p rop remen t dite d 'un c o n d u c 

teur, q u a n d on ne fait p o i n t d 'autres spécif icat ions. Mais il est quel

quefo is avan tageux de spécifier un état différent p o u r une partie ou 

p o u r la totalité des autres conduc teu r s , do spécifier par e x e m p l e que 

la c h a r g e de cer tains d 'entre eux est nu l l e ; on peu t alors définir la 

capaci té du c o n d u c t e u r sous ces cond i t ions c o m m e étant la charge 

p o u r laquel le le potent ie l de ce c o n d u c t e u r est égal à l 'uni té . 

Les autres coeff icients sont appelés coefficients d'induction. Un 

q u e l c o n q u e d 'entre eux , qrs, représente la cha rge de A,., lorsque A^ 

est por té au potent ie l i et que les autres c o n d u c t e u r s , sauf As, sont 

main tenus au potent ie l z é r o . 

L e ca lcul mathémat ique des coeff ic ients de potent ie l et d ' induc

tion est en général diffici le. Nous démont re rons plus lo in qu ' i ls ont 

toujours des valeurs dé te rminées , et, dans certains cas spéciaux, nous 

ca lcu le rons ces valeurs . Nous ferons v o i r aussi c o m m e n t on peut les 

dé te rminer par e x p é r i e n c e . 

Quand il est ques t ion de la capaci té d 'un c o n d u c t e u r sans qu ' i l soit 

fait ment ion de la fo rme o u de la pos i t ion d'autres conduc teu r s du 

sys tème, on devra entendre par là la capaci té du conduc t eu r , quand il 

ne se t rouve en présence d 'aucun c o n d u c t e u r o u co rps électrisé à dis

tance finie. 

Il est que lque fo i s avantageux, l o r squ 'on ne s ' occupe q u e des capa

ci tés et des coefficients d ' i nduc t ion , de les écr i re sous la forme [ A . P ] , 

en dés ignant par ce s y m b o l e la cha rge du c o n d u c t e u r A quand P est 

por té au po ten t ie l un. 

D e m ê m e [ ( A + B ) . ( P + Q ) ] représentera la cha rge de A + B , 

l o r sque P et Q sont tous d e u x portés au potent ie l un, et il est clair 

q u e , pu i sque 

[ ( A + B ) ( P + Q ) ] = [ Â P ] + [ A Q ] + [ B P ] + [ B Q ] = [ ( P + Q ) ( A + B ] , 

on peu t c o m b i n e r ces s y m b o l e s c o m p l e x e s par vo ie d 'addi t ion et de 

soust ract ion, c o m m e si c 'é ta ient des symbo le s de quanti tés . 
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Le symbole [ À . A ] représente la cha rge de A lo r sque le potent ie l 

de A est i , c'est-à-dire la capaci té de A . 

De même , [ ( A -+- B ) ( A -+- Q ) ] représente la s o m m e des charges de 

\ et de B , lo r sque A et Q sont por tés au potent ie l i et que le po ten

tiel de tous les c o n d u c t e u r s , sauf A et Q , est maintenu égal à zé ro . 

Ce symbole peut se d é c o m p o s e r en 

[ A . A ] + [ A . B ] + [ A . Q ] -+- [ B . Q ] . 

Les coefficients de potent ie l ne peuvent être traités de cet te ma

nière. Les coefficients d ' i nduc t ion représentent des charges qui p e u 

vent se c o m b i n e r par a d d i t i o n ; mais les coefficients de po ten t ie l re 

présentent des potent ie ls , et si le potent ie l de A est V , et celui de B 

V 2 , la somme V 4 V 2 n'a pas de signification phys ique re la t ivement 

aux phénomènes , q u o i q u e V \ — V s représente la force é l ec t romot r i ce 

qui agit de A vers B . 

Les coefficients d ' i nduc t ion entre deux conduc teu r s peuvent s'ex

primer en fonct ion des capaci tés des conduc t eu r s et de la capaci té de 

l'ensemble des deux conduc teu r s 

[ A . B ] = { [ ( A 4 - B ) ( A + B ) ] - { [ A . A ] - J [ B , B ] . 

Dimensions des coefficients. 

88. Puisque le potent ie l d 'une charge e à une dis tance r est - , les 

dimensions d 'une charge d 'é lec t r ic i té sont égales à ce l les du p rodu i t 

d'un potentiel p o u r une l o n g u e u r . 

Les coefficients de capac i té et d ' i nduc t ion ont d o n c les mêmes d i 

mensions qu 'une l igne , et chacun d ' eux peut être représenté par une 

ligne droite, dont la l o n g u e u r est indépendante du sys tème d'unités 

que nous e m p l o y o n s . 

Pour la m ê m e raiso.n, un coef f i c i en t de potent ie l peut être repré

senté par l ' inverse d 'une l o n g u e u r . 

De certaines conditions auxquelles doivent satisfaire les coefficients. 

89 a. En p remie r l i eu , pu i sque l ' énerg ie é lec t r ique d 'un système 

est une quantité essent ie l lement pos i t ive , son express ion sous fo rme 

de fonction quadrat ique des charges o u des potent ie ls d o i t être p o s i 

tive, quelles que soient les valeurs posi t ives o u négat ives que l 'on 

donne aux charges ou aux poten t ie l s . 

Or les condi t ions p o u r qu 'une fonc t ion de n var iables , h o m o g è n e 

et du second degré , soi t toujours pos i t ive sont au n o m b r e de n, et 
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peuvent s 'écrire 
jDll > o ; 

Pu Pu 
>°, 

( M ) i 
Pu Pn 

Pu Pu 

Pin. 

Pîn. 
> 0 . 

Pm Pni Pli il 

Ces n cond i t i ons sont nécessaires et suffisantes p o u r que W soit essen

t ie l lement pos i t i f ( ' ) . 

Mais , pu i sque , dans l ' équat ion (16), nous p o u v o n s placer les conduc

teurs dans un o rd re q u e l c o n q u e , il faudra que tout déterminant que 

l 'on peu t fo rmer symé t r iquemen t au m o y e n des coeff icients relatifs à 

une c o m b i n a i s o n q u e l c o n q u e des n c o n d u c t e u r s , soit pos i t i f ; le nombre 

de ces c o m b i n a i s o n s est 2 " — 1 . 

Mais on t rouve que n seulement de ces cond i t i ons sont indépen

dantes. 

Les coeff icients de capac i té et d ' induc t ion sont soumis à des cond i 

tions de m ê m e f o r m e . 

89 b. Les coefficients de potentiel sont tous positifs, mais aucun 

des coefficients prs n'est supérieur à prr ou pss. 

En effet, donnons à A,, une charge égale à l 'uni té , les autres c o n 

ducteurs n 'ayant po in t de cha rge . 11 se formera un système de surfaces 

équipotent ie l les , don t l 'une sera la surface de A,, et sera au potent iel 

p,.,.. Si A j est p lacé dans un trou c reusé dans A r , de façon à en être 

c o m p l è t e m e n t renfermé, son potent ie l sera aussi p,.,.. 

Si, au cont ra i re , A s est ex tér ieur à A,. , son p o t e n t i e l p r s sera c o m 

pris entre p,.,. et z é r o . 

Cons idé rons en effet les l ignes de fo rce partant du c o n d u c t e u r élec-

trisé A,.. Sa cha rge a p o u r mesure l ' excès du n o m b r e des l ignes qui 

partent d e ce co rps sur le n o m b r e des l ignes qu i y finissent. D o n c , si 

le conduc t eu r n'a pas de charge , le n o m b r e des l ignes de fo rce qui 

pénètrent dans le c o n d u c t e u r est égal au n o m b r e des l ignes qui en 

sortent . Les l ignes qu i pénètrent dans le c o n d u c t e u r v iennent des 

points o ù le potent ie l est plus élevé ; cel les qu i en sortent vont vers 

les points où le potent ie l est mo ins é levé. D o n c le potent ie l d 'un co rps 

(') Voir W I L L I A M S O S , Calcul différentiel, 3* edit., p. /(07. 
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non chargé do i t être c o m p r i s entre le po ten t i e l le plus é levé et le p o 

tentiel le plus bas qu i se rencont ren t dans le c h a m p , et par suite les 

potentiels les plus élevés et les plus bas rie peuven t être c e u x des corps 

non chargés . 

Le potentiel le p lus é levé do i t d o n c être />,.,., c 'est-à-dire ce lu i du 

corps chargé A, . ; le plus bas do i t être ce lu i des points de l 'espace situés 

à une distance infinie, lequel est nu l ; et tous les autres potent ie ls , tels 

que prs, do ivent être c o m p r i s entre p,.,. et z é r o . 

Si As entoure c o m p l è t e m e n t A ; , p , s — prt-

89 c. Aucun des coefficients d'induction n'est positif; et la 

somme de tous ceux qui sont relatifs à un même conducteur ne 

peut être numériquement plus grande que le coefficient de capacité 

de ce conducteur, lequel est toujours positif. 

Soit en effet A,, maintenu au potent ie l i , pendant q u e tous les 

autres conduc teurs sont maintenus au potent ie l z é r o ; la cha rge de A , 

est qrr, et cel le d 'un autre c o n d u c t e u r A s est q r s . 

Le nombre de l ignes de fo rce qu i sortent de A,, est q r r . D e ces l ignes , 

les unes finissent sur- les autres conduc t eu r s , les autres s 'étendent à 

l'infini; mais aucune d'elles ne peu t j o i n d r e deux des autres c o n d u c 

teurs, ou aller de l 'un d ' eux à l ' infini, car ils sont tous au potent ie l 

zéro. 

Aucune l igne de force ne peut émaner d'un des autres conduc t eu r s , 

tel que A s , car aucun p o i n t du c h a m p n ' a un potent ie l infér ieur à 

celui de A 5 . Si As est c o m p l è t e m e n t séparé de A,, par la surface fermée 

d'un des conduc teu r s , q r s est nul . Si As n 'est pas c o m p l è t e m e n t séparé, 

qrs est une quanti té néga t ive . 

Si un des conduc teu r s At en toure c o m p l è t e m e n t A , . , toutes les l ignes 

de forces partant de A,, rencont ren t A , et les conduc t eu r s qu ' i l ren

ferme, et la s o m m e des coefficients d ' i nduc t ion de ces c o n d u c t e u r s , 

par rapport à A,., sera q n . avec le s igne contra i re . Mais , si A,, n'est 

pas complè tement en touré par un c o n d u c t e u r , la s o m m e des coeffi

cients qrs, . . . sera infér ieure à q,.,.. 

Nous avons dédu i t ces d e u x théorèmes i n d é p e n d a m m e n t par des 

considérations d 'é lec t r ic i té . Nous laissons au lec teur le soin de déter

miner si l 'un est une conséquence ma thémat ique de l 'autre. 

89 d. Quand il n 'y a qu 'un c o n d u c t e u r dans le c h a m p , son coeffi

cient de potentiel sur lu i -même est l ' inverse de sa capac i t é . 

On appelle centre électrique du conducteur le centre de masse de 

sa charge , quand il n ' y a po in t d 'ac t ions extér ieures . Si le c o n d u c -
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( ' ) [Ces expressions sont respectivement les deux premiers termes du déve

loppement de - ( — - I ~— ) et de — - » suivant les puissances ascen

d e + a c — a) J a* ^ c' 

dantes de a. (P-)]-

leur csL symét r ique autour d 'un cent re de f igure, ce po in t est le centre 

é l ec t r ique . Si les d imens ions du c o n d u c t e u r sont peti tes en c o m p a 

raison des distances que l 'on cons idè re , la pos i t ion du centre é l ec 

t r ique peu t être appréc iée de sent iment avec une exac t i tude suffi

sante. 

L e potent ie l , à une distance c du centre é lec t r ique , do i t être c o m 

pris entre 
a'1 \ c, ! i a-
— et - i 

C 2 / C \ 1 C1 

où e est la cha rge et a la dis tance m a x i m u m d'un p o i n t du corps au 

centre é l ec t r ique ( * ) . 

En effet, si la cha rge est concen t rée en deux poin ts , à des distances 

a de par t et d 'autre du centre é lec t r ique , la p r emiè re de ces expres

sions est le potent iel d 'un po in t de la l igne qui j o in t les c h a r g e s : et la 

d e u x i è m e express ion est le potent ie l d 'un po in t de la l igne perpendi 

culaire à la l igue qui j o i n t les charges . P o u r toutes les autres distri

bu t ions , compr i ses à l ' intérieur d 'une sphère de rayon a, le potentiel 

est c o m p r i s entre ces deux valeurs . 

S'il y a d e u x conduc t eu r s dans le c h a m p , le coeff ic ient de potentiel 

de l 'un sur l 'autre est j où c ' ne peu t différer de c , distance des deux 

aï -h 6 2 

centres é lec t r iques , de plus de — ; a et b étant les d is lances maxi

m u m d'un po in t de c h a q u e surface au cent re é lec t r ique cor respondant . 

89 e. Si un nouveau c o n d u c t e u r est in t rodui t dans le c h a m p , le 

coeff ic ient de potent ie l d 'un q u e l c o n q u e des autres sur lu i -même d i 

minue . 

En effet, supposons d ' a b o r d que le nouveau corps B soi t un corps 

non c o n d u c t e u r et n'ait de cha rge en aucun de ses poin ts . A l o r s , si 

un des c o n d u c t e u r s \ 1 r e ço i t une c h a r g e e u la d i s t r ibu t ion de l 'é lec

tr ici té sur les conduc t eu r s du système ne sera pas t roublée par B , 

pu i sque B n'a toujours po in t de c h a r g e ; et l ' énergie é lec t r ique du 

système sera s imp lemen t 

1 TR 1 3 

Supposons maintenant que B dev ienne un c o n d u c t e u r ; de l ' é l ec t i i -
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D o n c si le co rps B a une fo rme q u e l c o n q u e , don t N e s t l é plus grand 

Si donc le plus grand diamètre de B est assez peti t en compara i son 

de la distance à A i , p o u r que l 'on puisse nég l iger les quanti tés de 

i b3 

l 'ordre de - —t> nous p o u v o n s admettre que l ' inverse de la capaci té de 

A , , placé seul dans le c h a m p , nous donne une approx imat ion suffisante 

de la valeur d e p u . 

9 0 a. Supposons q u e la capaci té de A , , seul au mi l ieu du c h a m p , 

soit K , , et que cel le de A 2 soit K 2 ; soit r la dis tance m o y e n n e entre 

A , et A s , et admet tons que r soit très grand en compara i son des d i 

mensions de A i et A 2 . Nous p o u v o n s écr i re alors 

est à peu 
i ¿»3 

diamètre, la d iminu t ion de />i, sera m o i n d r e que -
I_ b* 

8 

I I I 
Pn 

V ^ e j K Y ' - H e . r - ' , 

Vs = — e 2 K - î . 
'2 ! 

d'où 

9 a 
K i ( i - K i K j , - * ) - 1 , 

— K , K , r - > ( i — K , K , / - » ) - ' , 

K ^ i - K i K , / - ' ) - 1 . 

cité s 'écoulera des points où le potent ie l est le plus haut à c e u x o ù 

il est le plus b a s ; et, c e faisant, elle d i m i n u e l 'énergie é lec t r ique 

du système. La quanti té 2 e]ptl do i t d o n c déc ro î t r e . 

Mais ej reste constant , d o n c pit d o i t d iminuer . 

Si donc on augmente B , en mettant un autre co rps b en con tac t 

avec lui, p n d iminuera e n c o r e . 

Car, supposant d ' abo rd qu ' i l n 'y ait pas de c o m m u n i c a t i o n é l e c 

trique entre B et b, l ' i n t roduc t ion du nouveau corps d iminuera p u . 

Etablissons une c o m m u n i c a t i o n entre B et b. S'il passe de l ' é lec t r ic i té 

par cette c o m m u n i c a t i o n , elle va des poin ts où le potent ie l est h; p lus 

élevé à c e u x o ù il est moins élevé et, par suite, d i m i n u e e n c o r e p i l y 

ainsi que nous l 'avons v u . 

D o n c la d iminu t ion de p rodu i t e par le co rps B , est plus grande 

que celle que produi ra i t tou t autre co rps dont la surface peut être 

comprise dans B , et plus pet i te que cel le que p rodu i ra i t tout autre 

corps dont la surface peut en tourer B . 

Nous montrerons au Chapi t re X I qu ' une sphère de d iamèt re /; étant 

placée à une dis tance r, la valeur de p n d i m i n u e d 'une quanti té qu i 
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D e ces coeff icients , q n et q^ sont les capaci tés de A , et A 2 , lorsque 

ces c o r p s , au l ieu d'être seuls et à une dis tance infinie de tout autre 

c onduc t e u r , sont mis en présence à une distance r l 'un de l 'autre. 

90 b. Q u a n d d e u x conduc t eu r s sont assez vois ins p o u r que le coef

ficient d ' induc t ion de l 'un sur l 'autre soit cons idérab le , l ' ensemble des 

deux est appelé un condensateur. 

Soient A et B les d e u x conduc teu r s ou armatures d 'un condensa

teur. 

Soient L la capac i té de A , N cel le de B et M le coeff ic ient d ' induc

tion de l 'un sur l 'autre. ( N o u s devons nous souveni r que M est essen

t ie l lement négatif, de sorte que la valeur numér ique de L -+- M ou 

de M - h N est infér ieure à cel le de L ou N . ) 

S u p p o s o n s que a et b soient les armatures d'un autre condensateur 

p lacé à une dis tance R du p remier , R étant très grand en compara i son 

des d imens ions de chacun des condensateurs et soient l, m, n les 

coefficients de capaci té et d ' induc t ion du condensa teur ab, lorsqu ' i l 

est seul . Ca lcu lons l 'effet d 'un de ces condensateurs sur les coeffi

cients de l 'autre. 

Les coeff icients de potent ie l de chaque condensa teur pr is i solément 

seront 

La valeur de ces coefficients ne sera pas sensiblement changée , si les 

d e u x condensa teurs sont à la d is lance R . O r le coeff ic ient de potentiel 

de d e u x conduc t eu r s q u e l c o n q u e s placés à la d is tance R est R - 1 . 

D o n c 

P o s o n s 

D ^= LN — M 2 et d= ln~ m*. 

PAX 

PXB 

Pan 

D 1 N, p a a = d 'n, 

D-ijYI, pao^d^m. 

D - ' L , pbb=d-H. 

Pxa^Pxl,=Pua=Pab 

Les équat ions aux potent ie ls seront d o n c 

V A = D - ' N ex — D * M eu -4- R 1 ea -h R i eb, 

Vu = — D - » M ex — L e B -t- R " ' ea + R - i « 6 , 

ya = R - 1 ex -i- R ^ 1 eB -+- d-1 nea — d~l me/,, 

Va — R - 1 ex —j— R - 2 eB -t- d-1 rnea -+- d-i leb, 

et, en résolvant ces équat ions par rappor t aux cha rges , nous t rou-
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q = M' = M 

AA " R2 — / ( L -r- 2 M -4- N ) 

( L -4- M ) f M h- Ai)? 
+ R 2 — / ( L - H 2 M - t - N ) ' 

R J ( L -+- M ) 

AB 

?A« R s — ^ L - t - a M 

S'il n 'y a que les d e u x conduc t eu r s ordinai res A et a, 

M = N = m = n = o 
et 

_ L ' f _ R L / 
9 A A - L + R 2 ~ T 7 / ' ^ A« " " — R 2 _ L i ' 

expressions semblab les à cel les que l 'on a t rouvées au § 90 a. 

La quantité L 4 - 2 M 4 - N est la cha rge totale du condensa teur , 

quand ses armatures sont toutes deux au potentiel 1. El le ne peut être 

supérieure à la moi t i é du plus grand diamètre du condensa teur . 

L - h M est la cha rge de la p r e m i è r e armature , M 4 - N cel le de la 

seconde, lo rsque toutes deux sont au potent iel 1. Ces quantités d o i 

vent être l 'une et l 'autre pos i t ives et inférieures à la capaci té de l'ar

mature prise seule. P a r suite, les c o r r e c t i o n s à faire por te r sur les coef 

ficients de potent ie l sont, b ien m o i n d r e s p o u r un condensa teur que 

pour un c onduc t eu r o rd ina i re de m ê m e capac i té . 

Des approx imat ions de ce genre sont souvent ut i les p o u r évaluer la 

capacité de conduc teu r s de fo rme i r régul iè re , placés à une distance 

finie d'autres c o n d u c t e u r s . 

91 . Lor squ 'un c o n d u c t e u r r o n d A 3 , don t les d imens ions sont petites 

en comparaison de la d i s lance des c o n d u c t e u r s , est in t rodui t dans le 

champ, le coeff ic ient de potent ie l de A j sur A 2 augmen te si A 3 est à 

von s 
_ _ ( I , - 4 - M ) ' ( J - t - a / t t - H 7 Q 

qkk~ ~
 + R s - ( L + 2 M + N ) ( i + 2 m + n ) ' 

_ M' - M -4- ( L + M ) ( N + M ) ( / + 2 m + rc) 

Î A D - 1 " R ! — [ L - i - 2 1 I - H l > ) ( Z - r - 2 « t - t - / l ) ' 

R ( L - + - M ) ( 7 - 4 - m ) 

. ? A « _ _ R 2 — ( L -t- 2 ) 1 -l- N ) ( 7 ^r~â»l -+- / i ) ' 

R ( L - 4 - M ) ( / r e + w) 
? A i ~ — r s _ ( L + î M - , . i \ ) ( / - t - 2 / « - 1 - n)' 

où L ' , M ' j N ' sont ce que dev iennent L , M , N , quand le s e c o n d con 

densateur est in t rodui t dans le c h a m p . 

Si l 'on n ' in t rodui t dans le c h a m p qu 'un seul c o n d u c t e u r a, 

m — n = o , et 
( L + M ) ! l 
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1 2 2 I r c l 'ARTIE, CHAI 1 . III. — DU THAVAIL ÉLECTRIQUE, E T C . 

l ' intér ieur d 'une sphère ayant p o u r d iamètre la l igne dro i te A , À 2 ; il 

d iminue si A 3 est ex tér ieur à cet te sphère . 

En effet, si A¡ r eço i t l 'unité de cha rge , il y aura sur A 3 une distri

bution d 'é lec t r ic i té , où + e sera du cô t é le plus é lo igné de A 1 ; et — e 

du côté le plus r a p p r o c h é . Le potent ie l sur A j , dû à cet te dis tr ibut ion 

de A 3 , sera pos i t i f o u négatif, selon q u e -H e ou — e est plus voisin 

de A 2 ; et si la f o rme de A 3 n 'est pas très a l longée , ce t te pos i t ion dépen

dra d e l à ques t ion de savoir si l 'angle A , A 3 A 2 est a igu o u ob tus , c'est-

à-dire si A 3 est extér ieur ou in tér ieur à la sphère de rayon A j A ^ 

Si A 3 a une fo rme a l longée , il est aisé de vo i r que s'il a son diamètre 

le plus l ong d i r igé suivant la tangente au cerc le passant par les 

points A , , A 3 , A „ il peut acc ro î t r e le potent ie l de A 2 , lors m ê m e 

qu ' i l serait en t iè rement extér ieur à la sphè re ; et si son diamètre le 

plus long est d i r igé suivant Je rayon de la sphère , il peu t d iminuer le 

potent ie l sur A 2 , lors m ê m e qu ' i l serait ent ièrement intér ieur à la 

sphère . Mais cet te p ropos i t i on n'est dest inée qu 'à donner une idée 

grossière des p h é n o m è n e s auxque l s on do i t s 'attendre p o u r une d i spo

sition d 'appare i l donnée . 

9 2 . Si un n o u v e a u c o n d u c t e u r A 3 est in t rodui t dans le c h a m p , les 

capaci tés de tous les conduc teu r s qu i y étaient déjà augmenten t , et la 

valeur n u m é r i q u e du coeff ic ient d ' i nduc t ion relat if à c h a q u e coup l e 

de c o n d u c t e u r s d i m i n u e . 

Supposons q u e A t soit au po ten t ie l i , et tous les autres au potent iel 

z é r o . P u i s q u e la cha rge du nouveau c o n d u c t e u r est néga t ive , elle in

duira une cha rge pos i t ive sur tous les autres conduc teu r s : par suite, 

la cha rge pos i t ive de A ! augmentera , et la cha rge négat ive de tous les 

autres conduc t eu r s d iminuera . 

Travail des forces électriques pendant le déplacement d'un système 

de conducteurs isolés et électrisés. 

93 a. P u i s q u e les conduc t eu r s sont i solés , leurs charges restent 

constantes pendant le dép lacemen t . So ien t V 1 ( V 2 , . . . , V „ les po ten

tiels avant, V ' , , V 2 , . . . , V „ les potent ie ls après le dép lacemen t . L 'éner

gie é lec t r ique avant le dép lacemen t est 

W = | 2 ( e V ) 

et, après le dép lacemen t , 

Le travail des forces é lec t r iques , pendant le dép lacemen t , est égal 
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TRAVAIL DES FORCES ÉLECTRIQUES PENDANT LE DÉPLACEMENT, E T C . I?.3 

¡1 l 'excès de l 'énergie é lec t r ique initiale W sur l ' énergie finale W , soit 

\ V — \ V ' = J ï e ( V — Y ) . 

Cette expression donne le travail effectué durant le dép lacemen t , 

grand ou petit , d 'un système i so lé . 

Pour t rouver la fo rce qui tend à p r o d u i r e un dép lacement d 'une 

espèce par t icul ière , appelons tp la var iab le don t la var ia t ion co r res 

pond à cette sorte de dép lacemen t , et <l> la fo rce cor respondan te , 

comptée pos i t i vemen t lo r sque la force é lec t r ique tend à accro î t re tp; alors 

<P dy = - - d\Ve 

ou 

. dVfe 

* = - d » ' 

où W „ représente l 'énergie é lec t r ique e x p r i m é e c o m m e fonc t ion qua

dratique des charges ( · ) . 

93 b. Démontrer que 

d(p S® 

Nous avons trois express ions différentes de l 'énergie du système : 

T • \ V = | 2 ( V e ) , 

fonction définie des ri cha rges et des n po ten t i e l s ; 

•>." ' \fe = \mereap,.s), 

où /' et s peuvent être les mêmes o u différents, et o ù rs et sr do iven t 

être compr i s tous d e u x dans la s o m m a t i o n . C 'es t une fonc t ion des n 

charges et des variables qui définissent la conf igurat ion du système. 

Soit tp une de ces va r iab les ; 

3° W ' , = i s s ( V , . V i î r i ) , 

où la sommat ion do i t être faite c o m m e plus haut . C 'es t une fonc t ion 

des n potentiels et de variables qui définissent la conf igura t ion du 

système; cp est l 'une d 'e l les . 

Puisque 
W = W e = W y , 

\ V e + W T — î f f = o . 

(') [II est clair que * est la composante de la force suivant la direction du 

déplacement d'J, quand on prend pour s une longueur; mais si do représente un 

déplacement angulaire autour d'un axe, <J> sera le moment des forces électriques 

autour de cet axe. ( i 'O] 
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Si nous supposons p o u r les n charges , p o u r les n potent ie ls et pour 

<p des variations compa t ib l e s , nous devrons avoir 

O r les n charges , les n potentiels et co ne sont pas tous indépendants 

les uns des autres : il n 'y a que n + i d e ces quanti tés qu i puissent 

être indépendantes . Mais nous avons déjà démon t r é q u e 

àWe _ v 

de, ~ V ''' 

et que , par suite, la p remiè re s o m m e de te rmes s 'annule ident ique

m e n t ; il résulte de là, lors m ê m e que nous ne l 'aur ions pas encore 

démon t r é , que 
à\\y 

~àV7 ~ 
et enfin que , 

- d f + - d f = ° ( >• 

Travail des forces électriques pendant le déplacement d'un système 
dont les potentiels sont maintenus constants. 

93 c. D e la dernière équa t ion , il résulte q u e la fo rce * — * ^ v ; et, 

si le système est dép lacé , sous la cond i t i on que les potent ie ls restent 

constants , le travail des forces é lect r iques est 

J * d<? = j d W v = W t — W v , 

c'est-à-dire que , dans ce cas, le travail des forces é lec t r iques est égal 

à Y accroissement de l ' énerg ie é lec t r ique . 

Ic i , nous avons d o n c à la fois un acc ro i s sement d 'énerg ie et un tra

vail effectué par le sys tème. 11 faut d o n c que le sys tème r e ç o i v e de 

l 'énergie d 'une source extér ieure , telle qu 'une pi le vo l t a ïque , p o u r 

maintenir les potent iels constants pendant le dép lacemen t . 

(') [Exemple : Si le système se réduit à deux masses e et e' séparées par la 

distance r, on aura 
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Le travail effectué par la p i le est d o n c égal à la s o m m e du travail 

du système et de l ' accro issement d ' é n e r g i e ; o u b i e n , pu i sque ces deux 

termes sont égaux , le travail d e la pi le est égal au d o u b l e du travail 

du système de conduc t eu r s pendant son dép lacemen t . 

De la comparaison des systèmes électrisés semblables. 

94. Si deux systèmes électr isés sont semblab les , au sens g é o m é 

trique du m o t , et que les longueurs des l ignes cor respondantes des 

deux svstèmes soient entre elles c o m m e L est à L ' ; et si le d ié lec t r ique 

qui sépare les co rps conduc t eu r s est le m ê m e dans les deux systèmes, 

les coefficients d ' i nduc t ion et de capaci té seront dans le rappor t de 

L à L ' . En effet, cons idé rons des part ies A et A ' cor respondan tes dans 

les deux systèmes ; soient e et e' les quanti tés d 'é lec t r ic i té sur A et 

sur A ' ; les potentiels dus à ces charges seront , p o u r des po in t s c o r 

respondants B et B ' ; 

y = A , V ' = - - • 
Ali A B' 

Mais, puisque A B est à A ' B ' c o m m e L est à L ' , nous devons avoi r 

e _ LV 

7 ~ L ' Y ' ' 

Si le pouvo i r induc teur spéci f ique du d ié lec t r ique n'est pas le m ê m e 

dans les deux systèmes, et qu ' i l soit K dans le p r e m i e r et K ' dans le 

second ; si le potent ie l en un p o i n t du p r e m i e r système est au potent ie l 

au point cor respondant du second système c o m m e V est à Y"; et si les 

quantités d 'é lect r ic i té répart ies sur les parties cor respondan tes sont 

entre elles c o m m e E est à E ' , nous aurons 

e _ L V K 

7 ~ VYK'' 
Au moyen de cet te relat ion, nous p o u v o n s t rouver les charges totales 

des parties cor respondantes dans deux systèmes qui : r° sont g é o m é 

triquement semblab le s ; 2 ° sont fo rmés de d ié lec t r iques dont les p o u 

voirs inducteurs spécif iques aux poin ts cor respondan ts sont dans le 

rapport de K à K ' ; 3° sont électr isés de façon que les potent ie ls des 

points correspondants soient dans le rappor t de V à V . 

D e l à il résulte que , si q est un coeff ic ient de capac i té ou d ' induc

tion du p remie r système et q' le co r respondan t du second sys tème, 

q L K 

"q1 " L ' K ' ' 
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et si p et p' représentent deux coeff ic ients de po ten t i e l cor respondants 

dans les deux, sys tèmes , 

P : P ' : : L K : i / k - ' 

Si l'un des co rps est d é p l a c é dans le p r e m i e r système et q u e le corps 

cor respondant du s e c o n d sys tème r e ç o i v e un dép lacemen t semblab le , 

ces dép lacements sont dans le. r appor t de L à L ' ; et si les forces ag i s 

santes sont dans le rappor t de F à F' , les t ravaux effectués dans les 

deux systèmes sont entre eux c o m m e F"L est à F ' L ' . 

Mais l ' énergie é l ec t r ique totale est la d e m i - s o m m e des produi t s des 

cl iarges par les potent ie ls des c o r p s cha rgés ; de sorte que si, dans les 

systèmes s emb lab l e s , W et W sont les énerg ies é lec t r iques totales des 

deux systèmes, 

W _ e V 

W ' ~ e'V 

et la dif férence d ' énerg ie , après des dép lacements semblables dans les 

deux systèmes, sera dans le m ê m e rappor t . D o n c , si F L est p r o p o r 

t ionnel au travail é lec t r ique effectué pendant le dép lacemen t , 

F L _ 

F ' L ' _ e'V'" 

Fn c o m b i n a n t ces p r o p o r t i o n s , nous t rouvons p o u r le rappor t de la 

force résultante agissant sur un co rps du p r emie r système à la force 

residíante agissant sur le co rps co r re spondan t du second système 

F _ Y*K 
F' ' ~ V ^ K 7 

ou 

F • F ' • • e % • · 
•" L 2 K - L ' î K ' 

La p remiè re de ces p r o p o r t i o n s mon t re q u e , dans des systèmes 

semblab les , la fo rce est p ropor t ionne l l e au carré de la force é lec t ro

m o t r i c e et au p o u v o i r induc teur , mais qu 'e l l e ne dépend pas des 

d imens ions l inéaires du sys tème. 

D o n c , deux conduc teu r s p lacés dans un l i qu ide don t la capaci té in-

duc t ive est p lus grande que ce l le de l 'air, et électrisés à des potent iels 

donnés , s 'att ireront plus qu ' i l s n 'auraient fait dans l 'air , étant é lec

trisés au m ê m e potent ie l . 

La seconde p r o p o r t i o n mon t re q u e , si la quant i té d 'é lec t r ic i té est 

donnée p o u r c h a q u e c o r p s , les forces sont en raison d i rec te du carré 
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THAVA1L DES FOHCES ÉLECTHIQLES PENDANT LE DÉPLACEMENT, E T C . I 2 7 

des charges , et en raison inverse du carré de la distance et du s imple 
pouvo i r inducteur du mi l i eu . 

D o n c , si deux conduc t eu r s , ayant des charges données , sont placés 

dans un l iqu ide dont le p o u v o i r induc teur est p lus grand que celui 

" de l'air, ils s 'attireront mo ins q u e s'ils étaient entourés d 'air et cha rgés 

des mêmes quanti tés d 'é lec t r ic i té . 
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THÉORÈMES GÉNÉRAUX. 

CHAPITRE IV 0 > . 

T H É O R È M E S G É N É R A U X . 

9 5 « . Dans le Chapi t re I I , nous avons ca lcu lé la fonc t ion potent iel le 

et étudié quelques-unes de ses p ropr ié tés , en partant de l ' hypothèse , 

qu'il existe entre les co rps électr isés une action di recte à dis tance, ré

sultante des act ions directes qu i s 'exercent entre les différentes pa r 

ties éleclrisées des c o r p s . 

Si l 'on appelle m é t h o d e de r e c h e r c h e d i rec te une é lude ainsi faite, 

la méthode inverse consistera à admettre que le potent ie l est une f o n c 

tion caractérisée par ces m ê m e s propr ié tés que nous avons déjà éta

blies, et à r echercher la forme de cet te fonc t ion . 

Dans la mé thode d i rec te , le potent ie l se ca lcu le par in tégrat ion, 

connaissant la d is t r ibut ion de l ' é l ec t r i c i t é ; et l 'on t rouve qu ' i l satis

fait à certaines équat ions aux différences par t ie l les . Dans la m é t h o d e 

inverse, on suppose données les équat ions aux différences part iel les, 

et l 'on doi t t rouver le potent ie l et la d i s t r ibu t ion de l ' é lec t r ic i té . 

C'est seulement dans les p r o b l è m e s où la d is t r ibut ion est donnée , 

que l 'on peut fa ire usage de la m é t h o d e d i rec te . Q u a n d il s'agit de 

trouver la d is t r ibut ion sur un c o n d u c t e u r , on est fo rcé de r e c o u r i r à 

la méthode inverse. 

Nous allons mont re r q u e , dans tous les cas , la m é t h o d e inverse c o n 

duit à un résultat dé te rminé , et nous é tabl i rons certains théorèmes 

généraux déduits de l 'équat ion a u x différences part iel les de Po i s son : 

| ) !V rf*V à*V 
"TV H — r v " ^ v "+" 4 = o. êx2 àyl Oz2 ' 

Les idées mathémat iques , exp r imées par cet te équa t ion , sont d 'une 

nature toute différente de cel les q u ' e x p r i m e l ' intégrale définie 

,-t-oc 

v = J J* J r

 d x ' d y dz'~ 

(') [Le lecteur peut sans inconvénient dans une première lecture passer tes 

Chapitres IV et V, qui ne renferment que des développements purement mathéma

tiques. ] (C. ) 

Tr. a"'Élect. et de Magn., \. çj 
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Dans l ' équat ion différentielle, nous e x p r i m o n s que la s o m m e des 

dér ivées secondes de V , dans le vo i s inage d 'un po in t , est l iée d 'une 

cer ta ine manière à la densité en ce p o i n t ; mais nous n ' exp r imons pas 

de relat ion entre la va leur de V en ce po in t et la valeur de p en un 

po in t de distance finie du p r e m i e r . 

A u cont ra i re , dans l ' intégrale définie, la dis tance du po in t (x1,y', z'), 

p o u r leque l on a p, au p o i n t (x,y,z), p o u r leque l on a V , est dés i 

gnée par r et in tervient e x p l i c i t e m e n t dans l ' express ion à intégrer . 

L ' in tégrale est d o n c la f o r m e ma thémat ique qu i conv ien t p o u r la 

théor ie d 'une act ion s 'exerçant à d is tance entre les mo/lécules, tandis 

que l ' équat ion différentielle est l ' express ion qui conv ien t p o u r la théo

rie d 'une act ion s 'exerçant entre les part ies con t iguës d'un mi l i eu . 

N o u s avons vu que le résultat de l ' intégrat ion satisfait à l 'équation 

différent iel le ; nous avons maintenant à mon t r e r que c 'est la seule so

lu t ion de cet te équat ion qu i satisfasse à certaines cond i t i ons . 

D e la sor te , non seu lement nous é tabl i rons l ' équ iva lence mathéma

t ique des deux express ions , mais enco re nous préparerons notre esprit 

à passer de la théor ie d 'une act ion d i rec te à d is tance , à cel le d'une 

act ion entre les part ies con t iguës d'un mi l i eu . 

95 b. Les théorèmes cons idérés dans ce Chapi t re sont relatifs aux 

propr ié tés de certaines intégrales de v o l u m e prises dans l 'étendue 

d 'une r é g i o n finie de l 'espace que nous dés ignerons sous le n o m de 

champ électrique. 

L 'é l émen t de ces intégrales , c 'est-à-dire la quanti té sous le signe 

est tantôt le carré d 'un certain vecteur don t la grandeur et la direct ion 

varient d 'un po in t à l 'autre du c h a m p ; tantôt le p r o d u i t d 'un vec teur 

par la c o m p o s a n t e d 'un autre vec t eu r suivant la d i rec t ion du premier . 

Des différentes manières don t une quant i té vec tor ie l l e peu t être 

d i s t r ibuée dans l ' espace , d e u x sont d 'une impor t ance par t icul ière . 

Le p remie r cas est ce lu i o ù le vec teur peu t être représenté par la va

riation dans l 'espace ( § 1 7 ) d 'une quanti té scalaire appelée le potentiel. 

U n e telle d is t r ibut ion peu t être appelée ir rotationnelle. Tel le est 

la d is t r ibut ion de la force résultante due à la c o m b i n a i s o n d'un certain 

n o m b r e de centres de f o r c e , don t la l o i d 'at traction ou de répulsion 

est une fonc t ion donnée de la d is tance . 

Le second m o d e de d i s t r ibu t ion est celui où la c o n v e r g e n c e ( § 2 5 ) est 

nulle en tous les po in ts . Cette d is t r ibut ion peut être appelée solénoïdale: 

la vitesse d'un fluide incompress ib l e a une dis t r ibut ion solénoïdale . 

Si les forces centrales, lesquel les , avons-nous dit , donnent heu à une 
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distribution i r rota t ionnel le de la fo rce résultante, varient en raison 

inverse du carré de la dis tance, et si les centres sont extér ieurs au 

champ, la d is t r ibut ion dans le c h a m p est solénoïdale en m ê m e temps 

qu ' i r rotal ionnel le . 

Si le m o u v e m e n t d 'un fluide i n c o m p r e s s i b l e , qui est so lénoïda l , 

ainsi que nous l 'avons di t , est p r o d u i t par des forces centrales d é p e n 

dant de la dis tance, ou par des pressions superficiel les s 'exerçanl sur 

un fluide sans f rot tement et p r imi t ivement en repos , la d is t r ibut ion 

de la vitesse est i r ro ta t ionnel le aussi b ien que so lénoïda le . 

Quand nous aurons à dés igner une dis t r ibut ion à la fois i r rota t ion

nelle et so lénoïdale , nous la dés ignerons sous le n o m de distribution 

de Laplace, Laplace a jan t signalé que lques-unes des propr ié tés les 

plus importantes d 'une telle d i s t r ibu t ion . 

Les intégrales de v o l u m e discutées dans ce Chapi t re sont, ainsi que 

nous le verrons , des express ions de l 'énergie du c h a m p é lec t r ique . 

Dans le p remier g roupe de théorèmes , qu i c o m m e n c e au théorème de 

Green, l 'énergie est e x p r i m é e en fonc t ion de l ' intensité é l e c t r o m o 

trice, vecteur dont la d is t r ibut ion est i r rota t ionnel le dans les cas 

d'équilibre é lec t r ique . Et l 'on fait v o i r q u e , le potent iel à la surface 

étant donné, de toutes les d is t r ibut ions i r rotat ionnel les , cel le qu i est 

aussi solénoïdale a une énerg ie m i n i m u m : d 'où il suit qu ' i l ne peut y 

avoir qu 'une seule dis t r ibut ion de Lap lace compa t ib l e avec un sys 

tème de potentiels à la surface d o n n é . 

Dans le second g roupe de théo rèmes , qu i c o m p r e n d le t héo rème 

de T h o m s o n , l ' énergie est e x p r i m é e en fonc t ion du dép lacemen t é l e c 

trique, vecteur dont la d is t r ibut ion est so léno ïda le . Et l 'on fait v o i r 

que, si les charges des surfaces sont données , de toutes les d i s t r ibu -

lions solénoïdales, cel le qu i a l ' énergie m i n i m u m est aussi i rrota

tionnelle; d o n c , là e n c o r e , il ne peu t exister qu 'une seule dis t r ibut ion 

de Laplace compa t ib l e avec le système de charges donné . 

La démonstrat ion de tous ces théorèmes est condu i t e de la m ê m e 

façon. P o u r éviter des redi tes , c h a q u e fois que l 'on devra passer par 

une intégration de surface faite en c o o r d o n n é e s rectangulaires , nous 

ferons usage du résultat du théo rème III, § 21 ( ' ) , où a été é tudiée 

complètement la relation d 'une intégrale de v o l u m e et de l ' intégrale 

fie surface correspondante . T o u t ce que nous aurons à faire sera d o n c 

( 1 ) Ce théorème parait avoir été donné, pour la première fois, par Ostrogradsky, 

dans un Mémoire lu en 1 8 2 8 et inséré en 1831 dans les Mém. de l'Acad. de Saint 

Pétersbourg, t. I, p. 3^; mais on peut le regarder comme une forme de l'équation 

île continuité. 
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de substi tuer dans ce théorème, à X , Y , Z , les composan tes du vecteur 

duque l dépend le théorème par t icul ier que l 'on cons idè re . 

Dans la p remière édi t ion de ce l ivre , l ' énoncé de chaque théorème 

était surchargé d 'une mul t i tude de cond i t ions alternatives; ou avait 

eu p o u r bu t de montrer la générali té du théorème et la variété des cas 

auxquels il pouvai t s ' appl iquer ; en fait, elles avaient plutôt pou r effet 

de confondre , dans l 'esprit du lec teur , ce qu i était l ' hypothèse et ce 

qui était à démont re r . 

Cette fois, c h a q u e théo rème est d 'abord é n o n c é sous une forme 

m o i n s é tendue , ma i s m ieux définie, et c 'est ensuite que l 'on montre 

de quel degré de général i té il est suscept ib le . 

Jusqu ' ic i , nous avons e m p l o y é le s y m b o l e V p o u r le potent ie l , et 

nous cont inuerons ainsi, tant que nous ne ferons que de l 'électrosta

t ique. Mais , dans ce Chapi t re et dans les parties du second V o l u m e où 

le potent ie l é lec t r ique se rencontre dans des r echerches é lec t romagné

t iques, nous emplo ie rons le s y m b o l e W p o u r dés igner spécia lement le 

potentiel é lec t r ique . 

Théorème de Green. 

96 a. L ' impor tan t théorème qui suit a été donné par Georges Green 

dans son Essai d'application des Mathématiques à l'électricité et 

au ma. g NET. ism. e. 

C e théorème est relat if à l 'espace l imité par une surface fermée s, 

espace que nous appel lerons le champ. Soi t v la normale menée de la 

surface s vers l ' intérieur du c h a m p , et soient /, m, n les cosinus direc

teurs de cette n o r m a l e ; alors 

. ÀW OW <nv 
ï i J L ~ •- m --1- n —- - • — -

ax àr ÀZ a-t 

sera le taux de var ia t ion de la fonc t ion XV, l o r squ 'on s 'avance sur la 

d*¥ 

normale v. Il est entendu que l 'on prendra la va leur de j~ sur la sur

face m ê m e , où v = o . P o s o n s , comme a u x § 26 et 77 , 

(PW (PV Â*W 
i > ) -t - : V H' 

; ÀX* ÀY* DZ* 
et, s'il y a d e u x fonct ions W et <P, posons 
( 3 ) r- 4 - - , r 4 - - y- = — A . Y l l . V ' P . 

ÔX <JX oy Oy ÀZ UZ 
Le lec teur qu i n'est pas familier avec la m é t h o d e des quaternions 

peut , s'il le veut , regarder les express ions V 2 W et S . V ï ' . V * c o m m e 
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étant s implement des abréviat ions conven t ionne l les p o u r les expres 

sions auxquelles on vient de les égaler ; et, c o m m e on n ' emplo ie ra dans 

ce qui suit que les méthodes cartésiennes ordinaires , il n'est pas néces

saire de se rappeler l ' interprétation de ces express ions dans la théor ie 

des quaternions. La raison p o u r laquel le nous e m p l o y o n s c o m m e abré

viations ces express ions , de préférence à de simples lettres arbitraire

ment chois ies , est que dans le langage des quaternions elles représen

tent complè tement les quanti tés auxquel les elles sont égalées . Le sym

bole d 'opérat ion V appl iqué à la fonc t ion scalaire ^* donne la variation de 

cette fonct ion dans l ' espace , et l 'expression —• S. V T . V<p est la partie 

scalaire du produi t de deux variations dans l 'espace, ou le p rodu i t d 'une 

de ces variations par la c o m p o s a n t e de l 'autre suivant sa d i rec t ion . 

L'expression —j- s 'écrit o rd ina i rement dans les quaternions 5 . U M . W , 

Uv étant un vec teur unité dans la direct ion de la normale . Il ne paraît 

pas y avoir grand avantage à e m p l o y e r cet te notat ion i c i ; mais nous 

trouverons cet avantage quand nous en v iendrons à parler des mi l i eux 

non isotropes. 

Énoncé du théorème de Green. 

Soient XV et <P deux fonc t ions de x, y et z, qui sont, ainsi que leurs 

dérivées premières , finies et cont inué* dans une certaine rég ion acv-

clique ç l imitée par une surface fermée .v. A l o r s 

„ \IJwdids--JIfxv^-dr-

où les intégrales doub le s do ivent être étendues sur toute la surface s, 

et les intégrales triples dans tout, le c h a m p ç l imité par cet te surface. 

Four établir cette p ropos i t i on , posons , c o m m e au § 2 1 , théorème III, 

dtt* d<îJ à<t> 
(J) X = u r ^ , y : ip '11, z-=wa-f. 

ùx cly àz 
Alors 

/ d<í> d1> d * \ d<J> 
( 6 ) R C O S E = W[l -+- m ~ + n - r - ) = V -j-, 

\ AX oy oz / AI 
d'après ( i ) , et 

àX dY dZ ^ / d 2 * . d 2 * d 2 * \ <W d * 

4) 

. àx dy àz \ àxl rij2 àz'1 / àx àx 

dy <)y àz àz 

d'après ( 2 ) et ( 3 ) . 
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Mais , d'après le théorème III, 

( 5 ) R cos zds -ISA 
SX dY dZ 
àx ày èz 

o u , d 'après ( 6 ) et ( 7 ) , 

et pu i sque , dans le s econd m e m b r e de cette équa t ion , nous pouvons 

échanger V et <J>, nous p o u v o n s le faire aussi dans le p r emie r m e m b r e , 

et nous ob t enons ainsi l ' énoncé c o m p l e t du théorème de G r c c n donné 

dans l ' équat ion ( 4 ) . 

96 a. Nous avons maintenant à mont re r que le théorème de Grecn 

est encore vrai , si l 'une des fonc t ions , XV par e x e m p l e , est mul t i forme, 

p o u r v u que ses dér ivées premières soient uni formes et finies à l ' inté

r ieur de la r ég ion acyc l ique ç. 

P u i s q u e YW et Y * sont un i formes , le second m e m b r e de l ' équa

tion ( 4 ) est u n i f o r m e ; et pu i sque T est mu l t i fo rme , un é lément que l 

c o n q u e du p remie r m e m b r e , tel que V V ' * , est mul t i fo rme . Mais , si 

p o u r un p o i n t A c o m p r i s dans la r ég ion ç nous chois issons une des 

différentes valeurs de XV, soit WB, la valeur de XV sera définie en tout 

autre po in t P . Car la valeur cho i s ie de W étant con t inue dans la ré

g ion , la valeur de au p o i n t P devra être cel le que l 'on ob t ien t par une 

variat ion con t inue le long d'un c o n t o u r q u e l c o n q u e allant de A en P, 

en parlant en A de la valeur de W,,. Si les valeurs en P étaient diffé

rentes p o u r d e u x con tours allant de A en P , ces con tours devraient 

c o m p r e n d r e entre eux une c o u r b e fermée le l ong de laquel le les dér i 

vées premières de 'F deviennent infinies. O r c 'est contrai re à l ' hypo

thèse, car pu i sque les dér ivées premières ne deviennent pas infinies 

dans la r ég ion ç, la c o u r b e fermée est tout entière en dehors de la 

région ; et, pu i sque la rég ion est a c y c l i q u e , d e u x con tours compr i s 

dans la r ég ion , ne peuven t enfermer rien qui soit extér ieur à la 

r ég ion . 

D o n c , si l 'on d o n n e lI" 0 c o m m e valeur de 'F au po in t A , la valeur 

en P est dé te rminée . 

Si l 'on avait cho i s i p o u r valeur en A une autre valeur de XV, soit 

V 0 - i - « K , la va leur en P aurait été T + n R . Mais la valeur du 

p remie r m e m b r e de l 'équat ion ( 4 ) serait restée la m ê m e que p ré 

c é d e m m e n t , car le changemen t revient à augmente r le p remie r 
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membre de 

ce qui est égal à zé ro , d 'après le théorème III . 

9G c. Si la rég ion ç a des c o n n e x i o n s d o u b l e s o u mul t ip les , on peu t 

la ramener à être a c y c l i q u e , en fermant chacun de ses c i rcu i t s par un 

diaphragme. 

Soient s t l 'un de ces d iaphragmes et K, la constante c y c l i q u e c o r r e s 

pondante, c 'est-à-dire la quanti té don t c ro î t W, lo r squ 'on décr i t une 

fois le c i rcui t en marchant dans le sens posit if . P u i s q u e la rég ion ç 

s'étend des d e u x côtés du d i aph ragme st, c h a q u e é lément de st pa 

raîtra deux fois dans l ' in tégrale de surface. 

Si nous supposons la normale v t tracée du cô t é posi t i f de dsx et v'j 

menée du côté négatif, 

d<J> _ rf* 
dv \ dv i 

et 
•F', = ? , + K , 

en sorte que l 'é lément de l ' intégrale de surface co r re spondan t à ds^ sera 

rAP d$> dA> 
- j - diL-hW. -j-r dst, = — Kt -r- dslm 

av i av [ dv! 

Si donc la région s a des c o n n e x i o n s mul t ip les , le p r emie r m e m b r e 

de l 'équation ( 4 ) devra s 'écrire 

(4«) 

la première intégrale de surface devant être prise sur la surface l imi te , 

et les suivantes sur les différents d i aphragmes , chaque é lément d 'un 

diaphragme n'étant c o m p i è qu 'une fois , et la n o r m a l e étant m e n é e 

dans le sens posi t i f du c i r cu i t . 

La nécessité de cet te modi f ica t ion du théorème dans le cas des sur

faces à connex ions mul t ip les a été s ignalée par H e l m h o l t z ( ' ) , et la 

modification faite par T h o m s o n ( s ) . 

(') Sur les intégrales des équations d'Hydrodynamique qui se présentent 
dans les mouvements tourbillonnaires [Journ. de Creile, irJ58. Traduit par 
Tait, Phil. Mag., 1 8 6 7 ( I ) ] . 

(J) Sur le mouvement tourbillonnaire (Trans.Boy.Soc. Edinb., t. X W , Part i , 

p. 2 ( 1 , 1 8 6 7 ) . 
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9G d. Supposons maintenant, avec Green , qu 'une des fonct ions , 

soit <t>, ne satisfasse pas à la cond i t ion de rester finie, ainsi que ses dé

rivées, à l ' intérieur de la rég ion d o n n é e ; mais qu 'e l le devienne infinie 

au poin t P , et en ce po in t seulement de la r ég ion , et que près de P la 

valeur de * soit * 0 + - > où <p0 est une quanti té finie et con t inue , et r 

est la distance au po in t P . C e sera le cas , si <ï> est le potent ie l : i° d'une 

quanti té d 'é lect r ic i té e concen t rée au po in t P ; et a 0 d 'une quantité 

d 'é lectr ic i té d i s t r ibuée de façon que sa densité de v o l u m e ne soit in

finie en aucun p o i n t de la rég ion cons idé rée . 

Supposons maintenant une sphère très pe t i te , de rayon a, décri te 

du po in t P c o m m e cen t re ; alors , dans la région extér ieure à la sphère, 

et in tér ieure à la surface s, * ne présente po in t de singulari té , et l 'on 

peut app l iquer le t héo rème de Green , en se souvenant qu ' i l faut tenir 

c o m p t e de la surface de la petite sphère lo r squ 'on p rend l ' intégrale de 

surface. 

P o u r p rendre l ' intégrale de v o l u m e , on retranchera de l ' intégrale 

cor respondan t au v o l u m e de la région entière cel le qu i co r r e spond au 

v o l u m e de la pet i te sphère . 

Mais , p o u r cette sphère , 

J J JS^V?.DX DY DZ 
ne peu t être n u m é r i q u e m e n t plus grand que 

{X*V)Gfff*DXDYDZ 
ou que 

( V 2 ( aT C e a ' 2 -+- î K « 3 * o ) j 

l ' ind ice g app l iqué à une quanti té désignant la plus grande des valeurs 

numér iques de cet te quanti té à l ' intér ieur de la sphère . 

Cette intégrale de v o l u m e est d o n c de l 'o rdre de a-, et peut être 

nég l igée quand a déc ro î t et finit par s 'annuler. 

L 'autre intégrale de v o l u m e 

y «• . ^ * . ^ ^ dz 

ne peut être n u m é r i q u e m e n t plus grande que 

elle est donc de l 'o rdre de a3 et peu t être nég l igée quand a s'annule. 
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L'intégrale de surface 

d'i SS* 
ne peut être numér iquemen t plus grande que 

••sss*-
Or, d'après le théorème III , 

H^ds= -HJv-w-dxdydz-

ce qui ne peut être numér iquemen t plus grand que 

à la surface, QG a à peu près la valeur —, de sorte que 

ss%* 
ne peut être n u m é r i q u e m e n t plus grand que 

* T «2 e ( Y 2 

l'intégrale est d o n c de l 'o rdre de a1, et peut être nég l igée quand a 

s'annule. 

Mais l ' intégrale de surface qu i est dans le second m e m b r e de l ' équa

tion 

, ds S S" 
ne s'annule pas, car 

et, si T 0 est la valeur de V au po in t P , 

L 'équat ion ( 4 ) devient d o n c , dans ce cas , 

^ çy"V~ ds—iyy"*-.v**.rfc—^EWA 

( 4 a ) \ ' 

97 a. Nous p o u v o n s appl iquer ce cas du théo rème de Green , ainsi 
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que fait Green l u i - m ê m e , à la dé terminat ion de la densité superfi

c ie l le dans une dis t r ibut ion qui p rodu i t un potent ie l don t les valeurs 

sont données au dedans et au dehors d 'une surface fermée donnée . Ces 

valeurs do ivent se confondre sur la surface; à l ' intérieur de la surface, 

on do i t avoir V 2 W —: o , et à l ' ex tér ieur \-*F' = o . 

Green c o m m e n c e par la m é t h o d e d i rec te , c 'est-à-dire que , étant 

donnée la d is t r ibut ion de la densité superficiel le T , il t rouve les poten

tiels en un po in t intér ieur P et en un po in t ex tér ieur P ' , en intégrant 

les express ions 

( 9 ) V'=ff>> ^ff?*' 
o ù r et r' sont mesurés à part ir des points P et P ' . 

So i t maintenant * -· En appl iquant le théorème de Green à l'es

p a c e intérieur à la surface, et en se rappelant q u e V 2 < P = o et que 

V V — o , on t rouve 

où Wt. est la valeur de W au point P . 

D e m ê m e , si nous app l iquons le théorème à l ' espace c o m p r i s entre 

la surface s et une surface qui l 'entoure à une dis tance infinie a, la 

part ie de l ' intégrale de surface cor respondan t à cet te dernière surface 

sera de l 'o rdre de - i et pourra être n é g l i g é e ; et l 'on aura 

Or W = V' à la surface, et pu i sque les normales v et v' sont menées 

en sens inverses, 

DST DV' 
D o n c , en addi t ionnant les équat ions (10) et (11), les seconds mem

bres se dé terminent l 'un l 'autre, et l 'on a 

( i 2 ) · _ 4 i r u f p = y"j* DI DV 
97 b. Green démont re aussi que , si l 'on se donne arbi t ra i rement la 

valeur du potent ie l en c h a q u e po in t d 'une surface fe rmée s, on peut 
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( | 3 ) 4 t tU- p =jJi dA> 
W -J- ds 

où, dans l ' intégrale de surface, V est la va leur du potentiel donnée 

pour l 'élément ds ; et, pu i sque , a P étant la densité de l ' é lec t r ic i té in

duite sur s par l 'unité d 'é lec t r ic i té p lacée en P, 

d<P 

( l 4 ) -t- - O , 

l 'équation ( i 3 ) peut s 'écrire 

WP = j"JW.a.ds, 
où a est la densité superficiel le de la cha rge indui te sur ds par l 'unité 

d'électricité p lacée en P . 

D o n c , si pou r une pos i t ion par t icul ière de P on connaî t la valeur 

de s en chaque po in t de la surface, on pour ra ca lculer par une s imple 

intégration le potent ie l en P , dans l 'hypothèse que l 'on se donne le 

potentiel en chaque p o i n t de la surface, et qu 'à l ' intér ieur de la sur

face le potent iel est soumis à la c o n d i t i o n 

V*ur — o. 

Aous démont re rons plus lo in q u e , si l 'on a ob tenu une valeur de 

satisfaisant à ces cond i t i ons , cet te valeur est la seule qui exis te . 

Fonction de Green. 

98. Soit une surface fermée s, main tenue au potent ie l zé ro . Soient 

P et Q deux points du cô t é pos i t i f de la surface (nous p o u v o n s prendre 

déterminer le potent ie l en un p o i n t q u e l c o n q u e intér ieur ou extér ieur 

à la surface. 

A cet effet, il suppose une fonc t ion <î>, telle que sa valeur soit : près 

du point P , sens ib lement égale à ^ ; et, à la surface, égale à z é r o ; et 

que Y 2 * — o pour tout po in t intér ieur à la surface. 

Green démont re l 'exis tence d 'une pareil le fonct ion par cette consi 

dération phys ique que , si s est une surface conduc t r i c e rel iée à la 

terre, et si l 'unité d 'é lec t r ic i té est p lacée au po in t P , le potent ie l à 

l 'intérieur de 5 devra satisfaire aux cond i t ions imposées . Car , s étant 

reliée à la terre, le potent ie l sera nul en tous les po in t s de s; et pu isque 

le potentiel est dû à l 'é lectr ici té de P et à l 'é lectr ici té indui te sur s, 

V 5 * — o en tout po in t intérieur à la surface. 

Appl iquant à ce cas le théorème de Green , on t rouve 
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à volonté l ' intérieur o u l ' ex tér ieur par côté p o s i t i f ) ; et soit un petit 

co rps chargé de l 'unité d 'é lect r ic i té e tp l acé en P . Le potent ie l en Q sera 

fo rmé de deux part ies, l 'une due à l 'act ion di recte de l 'é lectr ici té de P, 

l 'autre due à l 'act ion de l 'é lect r ic i té indui te par P sur s. Cette der

nière partie du potent iel est appelée fonction de Green, et se désigne 

par Gpq. 

Cette quanti té est une fonc t ion des pos i t ions des poin ts P et Q, et 

sa fo rme dépend de la surface s. El le a été ca lcu lée dans le cas où s 

est une sphère , et dans que lques autres très peu n o m b r e u x . Elle re

présente le po ten t ie l au po in t Q dû à la charge induite sur s par l'unité 

d 'é lect r ic i té p l acée en P . 

Le potent ie l effectif en un po in t Q , dû tant à l 'é lectr ic i té placée en 

P qu'à la cha rge indui te sur s, est 

1 , r 
FP'L 

r p q désignant la dis tance de P à Q . 

Sur la surface s, et en tous les poin ts situés du c ô t é négat i f de s, le 

potentiel est nul ; d o n c 

(0 G p a 

l ' ind ice a indiquant qu 'au lieu de Q on prend un po in t A sur la sur

face s. 

Dés ignons par a / J a . la densité superficiel le indui t s par P sur le point 

A ' de la surface 5 ; CIPV étant le potent iel de Q dû à cet te dis tr ibut ion 

superficielle 

«y WJ R QFL' 

ds' étant un é lément de la surface s pris au point A ' , et l ' intégration 

s 'étendant à toute la surface s. 

Mais, si l 'unité d 'é lect r ic i té avait été p lacée en Q , nous aurions 

par l 'équat ion ( 1 ) 

( 3 ) — = - G 4 </a'j 

-If-. ^ ds, 
*AA' 

a,/a étant la densité de la cha rge indui te en A par Q , ds un élément 

de surface, et r a a , la dis tance de A à A ' . 

Subst i tuant dans l 'expression de Gpq cette valeur de ——, n ous 
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Puisque cette express ion n'est pas altérée, si nous changeons p en q 

et q en p, nous avons 

(G) G p g = G r / / , , 

résultat dont nous avons déjà démont ré la nécessité au § 87 , mais 

que nous t rouvons maintenant, c o m m e c o n s é q u e n c e des opéra t ions 

mathématiques par lesquel les on peut ca lcu le r la fonc t ion de 

Green. 

Supposons une dis t r ibut ion q u e l c o n q u e d 'é lec t r ic i té , et p laçons dans 

le champ un poin t chargé de l 'unité d ' é lec t r i c i t é ; si la surface au p o 

tentiel zéro sépare ent ièrement le po in t de la d is t r ibut ion supposée , 

et que nous prenions cette surface pour surface s, et c e p o i n t p o u r 

point P , la fonct ion de Green en un po in t q u e l c o n q u e situé sur la sur

face du m ê m e c ô t é que P est égale au potent ie l de la d is t r ibut ion 

supposée sur le m ê m e po in t de l 'autre c ô t é de la surface. D e la sorte, 

on peut c o m b i n e r un n o m b r e q u e l c o n q u e de cas, dans lesquels la 

fonction de Green peut être t rouvée p o u r une pos i t ion par t icul ière 

de P. Quant à t rouver la fo rme de la fonc t ion , quand on se donne la 

forme de la surface et que la pos i t ion du po in t P est arbi traire , c 'est 

un p rob lème d 'une bien plus grande diff iculté, q u o i q u e mathémat i 

quement poss ib le , ainsi que nous l 'avons p r o u v é . 

Si nous supposons le p r o b l è m e résolu , et le po in t P pris à l ' in té

rieur de la surface, p o u r tous les poin ts extér ieurs le potent ie l de 

la surface est égal et o p p o s é à celui de P . La dis t r ibut ion superfi

cielle est donc centroharique ( ' ) et son act ion sur tout po in t e x t é 

rieur est la m ê m e que cel le d 'une unité d 'é lec t r ic i té négat ive p lacée 

en P. 

trouvons 

( 5 ) 

99 a. Si dans le t héo rème de Green nous faisons W = 4·, nous trou

vons 

si est le potentiel dû à une d is t r ibu t ion où l 'é lectr ic i té a dans l'es

pace la densité de v o l u m e p, et sur les conduc t eu r s dont les surfaces 

sont î 1 ( s,, . . . , et les potent ie ls Vr

l, W.2, . . . les densités superficielles 

(') T H O M S U \ et T A I T , Natural Philosopha, § 52G. 
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( ' 7 ) 

( • 8 ; 
<W 

et 

C19) 

e, étant l a c h a r g e de la surface 5 ^ 

Divisant (16) par —8it, nous t rouvons 

( 2 0 ) 

O r le p r e m i e r te rme est l ' énergie du système due aux charges super

ficielles; le s econd , cel le qui est due à l 'é lectr ic i té d is t r ibuée dans 

toute l ' é tendue du c h a m p , s'il en exis te ainsi d i s t r ibuée . 

Le s e c o n d m e m b r e représente d o n c l ' énerg ie é lec t r ique totale du 

système, le potent ie l V y étant une fonct ion donnée de x , y et z. 

C o m m e nous aurons souvent l ' occas ion d ' e m p l o y e r cet te intégrale 

de v o l u m e , nous la dés ignerons par l ' abrévia t ion W i p , en sorte que 

' · • » * - r . / / / [ ( S ) ' - ( * ) , - ( £ ) " ] * * - -
Si l 'on n'a de charges que sur les surfaces des c o n d u c t e u r s , p — o , et le 

s e c o n d terme du p remie r m e m b r e de l ' équat ion ( 2 0 ) disparaît . 

Le p r e m i e r te rme est l ' énergie du système électr isé exp r imée , c o m m e 

au § 8 i , en fonct ion du potent ie l et de la cha rge de c h a q u e c o n d u c 

teur : c 'es t cet te express ion de l ' énerg ie que nous dés ignons par W . 

99 b. So i t W une fonc t ion de x , y , z soumise à la cond i t i on d 'avoir 

en c h a q u e po in t d 'une surface f e rmée s une valeur c o n n u e XV. La 

valeur de \F pou r des poin ts non situés sur la surface s est d'ailleurs 

abso lumen t arbi t raire . 

P o s o n s 

< - > ^ 8 y y / [ ( £ ) W ? H 2 7 ] ^ • 
l ' intégrat ion s 'étendant à tout l 'espace c o m p r i s à l ' intérieur de la sur

face. N o u s allons démont re r que si est une forme par t icul ière de M" 
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qui satisfait à la cond i t ion à la surface, et qu i , en out re , satisfait en 

chaque po in t intér ieur à la surface à l 'équat ion de Laplace 

(a3) V 2 T 1 = o , 

la valeur W t de W , qui co r r e spond à f „ est plus petite q u e la va leur 

correspondant à toute autre fonc t ion différant de VT en un po in t inté

rieur à la surface. 

Soit, en effet, W une fonc t ion q u e l c o n q u e , qu i se c o n f o n d avec T , 

pour tous les points de la surface, mais non plus p o u r les points qu i 

sont intérieurs à cette surface ; p o s o n s 

W ) vp = xy1 + ti.-2i 

où if, est une fonct ion qui s 'annule en tous les points de la surface. 

La valeur de W cor re spondan t à W sera é v i d e m m e n t 

; W = W , + W 2 

(35) - ~ f f f ? + ^ ^ -H ? ! dx dy dz. 
\ i^J J J \ °x àx dy ày àz àz J J 

D'après le t héo rème de G r e e n , le t ro i s ième terme peu t s 'écrire 

Or l 'intégrale de v o l u m e s'annule, pu i sque \ ' i ' ]¥ l = o à l ' intérieur de la 

surface ; l ' intégrale de surface s'annule aussi, pu i sque ï r , = o à la sur

face; donc l ' équat ion ( 2 5 ) se rédui t à la f o r m e 

( 2 7 ) w = w , + w , . 

Les éléments de l ' intégrale W 2 , étant des s o m m e s de trois carrés , 

ne peuvent prendre de valeurs négat ives , et l ' intégrale e l l e - m ê m e ne 

peut être que pos i t ive o u n u l l e ; d o n c , si W 2 n 'est pas nul , il est p o 

sitif, et W est p lus grand que W ] . Mais , si W 2 est nul , chacun de ses 

éléments doi t être nul , et, par sui te , 

àW.2 _ àW-, _ (W.. _ 

àx ' ày ' àz ' 

pour tous les points intérieurs à la surface ; V 2 do i t d o n c être une con 

stante dans tout l ' intér ieur de cet te surface, et, c o m m e ï" 2 = o sur la 

surface, W 2 = o en tous les poin ts intérieurs, et W = V', ; c 'es t -à-dire 

que si W n'est pas plus grand que W „ T doi t fo rcément être iden t ique 

à i^i en tous les points intér ieurs à la surface. 

Il résulte de là que xFi est la seule fonc t ion de x, y, s qu i devienne 
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égale à W à la surface et qui satisfasse à l ' équat ion de Laplace en tous 

les points intérieurs . 

Car , si ces condi t ions étaient également rempl ies par une autre fonc

tion l F 3 , W j devrai t être infér ieur à toute autre va leur de W . Mais 

nous avons déjà démont ré que W , est plus pet i t que toute autre va

leur, et, par suite, q u e W j ; d o n c il ne peut exis ter de fonc t ion diffé

rente de xl\ qui satisfasse aux c o n d i t i o n s . 

Le cas qui nous sera le plus uti le est ce lu i où le c h a m p est l imité 

par une surface extér ieure s et par un n o m b r e q u e l c o n q u e de surfaces 

intérieures s¡, s2, . . . , et où les cond i t i ons sont q u e V soi t nul sur s 

et qu ' i l soit égal à , XPÎ, . . . sur s¡, s2, . . . , ^ î , · • • étant des 

constantes p o u r c h a q u e surface, c o m m e c'est le cas p o u r un système 

de conduc teu r s dont les potent ie ls sont donnés . 

De toutes les valeurs de V satisfaisant à ces cond i t i ons , celle-là 

donne la valeur m i n i m u m de W i j - , p o u r laquel le V ' V ^ o en chaque 

po in t du c h a m p . 

Théorème de Thomson. 

100 a. Soi t t" une fonc t ion de x , y , z, finie et con t inue à l ' intérieur 

d 'une surface fe rmée s, et prenant sur certaines surfaces fermées si, 

s2, . . ., sp les valeurs Wl, W3, . . . , 1"p, constantes p o u r chaque surface. 

Soient u, v, w des fonct ions de x , y , z que l 'on peut regarder 

c o m m e les composan te s d 'un vec teur £ soumis à la cond i t ion solé-

noïdale 

/ a • L . « - f àu
 D Y àw 

( 28 ) — A . V i = - -+- h -— = o. 

àx ùy ôz 

P o s o n s , dans le théorème III, 

(29) X = Wu, Y = xVv, Z = Ww; 

le résultat de ces substi tut ions est 

!

2 p j'J'Wp(lp u H- mp v -4- npw). dsp 

r r ft àw àw <w\ , , , 

» + J J J \u-àx^viry + w i r z ) d x d ? d z - 0 > les intégrales de surface s 'étendant aux différentes surfaces , et les in

tégrales de v o l u m e au c h a m p tout ent ier . 
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Or la première intégrale de v o l u m e s'annule en ver tu de la c o n d i 

tion solénoïdale imposée à u, c et w; les intégrales de surface s 'annu

lent dans les cas suivants : 

i° Si W = : o eu c h a q u e p o i n t de la surface : 

2° Si lu -i-mv-hnv — o en chaque poin t de la su r face ; 

3° Si la surface est ent ièrement fo rmée de parties qui satisfont a u \ 

condi t ions ( i ) ou ( a ) . 

4" Si V est constant sur toute la suflface fermée et que 

/ β (lu — mv -i- nw) ds — o . 

Dans ces quatre cas , l ' intégrale de v o l u m e 

C Γ i l άΨ όΨ όΨ\ , , , (3° =JJJ { U ^ ^ V - 6 j ^ W ^ ) d r ά ? ά ζ = °-

Và'àb. Cons idérons un c h a m p l imité par la surface fermée e x t é 

rieure s, et par les surfaces fermées intérieures s¡, Í 2 , . . . . 

S o i t l F une fonct ion de x,y, ζ finie, con t inue et satisfaisant à l ' équa

tion de Laplace 

( 3 2 ) Υ 2 Ψ - : 0 

à l'intérieur du c h a m p , et prenant sur les surfaces s l } s 2 , . . . les valeurs 

Ψ,,Ψ2, . . . constantes, mais non données , et la valeur zé ro sur la su r 

face extér ieure s. 

La charge de chacune des surfaces c o n d u c t r i c e s telle que sL est 

donnée par l ' intégrale de surface 

(33) ei=--àff^:ds' 
la normale v, étant menée de la surface s, vers l ' intérieur du c h a m p 

électrique. 

100 c . Soient ma in t enan t / , g, Il des fonct ions de x,y, s que l 'on peut 

regarder c o m m e les composan tes d'un vec teur ΰ , soumises seu lement 

aux condi t ions : de satisfaire en chaque po in t du c h a m p à l 'équat ion 

solénoïdale 

àf àfi- àh 
( 3 4 ) « i , • -H- • ,z " : 

de donner , sur chacune des surfaces fermées sL, la relation 

( 3 5 ) j'J'(llf-^mig--nlh)dsi = ei, 

Tv. d'Elecl. et de Magn., I. m 
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( 3 6 ) W D - 271 fff(P -•- S1 - A' ) dx dy dz, 
étendue à tout le c h a m p intér ieur à 5 et extér ieur à s u s i ; et compa

rons-la à 

< * > — . ï / / y [ ( 2 ) , - ( f ) , - ï ) > * - -
les l imites de l ' intégration étant les m ê m e s . 

P o s o n s 

i àW i ÔW dW 
( 3 8 ; u = / - - - — , v — g-^- w—-h~ — — 

J 4 77 dx " 4 7i dy 4 7T àz 

et 

( 3 g ) W i — -ntj j'J( « - v- — w-) <fa c/y c / ; . 

\ l o r s , pu i sque 

« , u,
 1 I / < w y fdvy / ^ ' \ ' 2 l , 

i / dU<" d«7 d H r \ 

2 77 \ d.27 dy d.z / 

r C Cl d V d V d't"\ 
( i o ) VVd ^ Y u , . W , - j J J ^ -r- v — H- J cfj rfy e/~ : 

mais, en p remie r l ieu , u, w satisfont à la cond i t i on solénoïdale en 

tous les points du c h a m p , car on a, d 'après les équa t ions ( 3 8 ) , 

, , , àu àv ^ dw _ d£ àg_ àh L iy 

* dx dy dz dx dy àz \ tt ' 

et, d 'après les cond i t ions exp r imées par les équat ions ( 3 4 ) et (32), 

les d eux termes du second m e m b r e de l 'équat ion ( 4 i ) sont nuls. 

Kn second l ieu , l ' intégrale de surface 

^ j" j"(l[U - i - uiiV - v - iiiw) dsi , 

o ù / ] , mly ni sont les cosinus d i rec teurs de la normale v,, menée de 

la surface s, vers l ' intérieur du c h a m p é lec t r ique , et où e, est la même 

quantité que dans, l ' équat ion (33), c 'est-à-dire, en fait, la charge élec

tr ique du c o n d u c t e u r dont la surface est s{. 

Cons idérons la valeur de l ' intégrale d e v o l u m e 
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niais, d'après ( 3 5 ) , le p remie r te rme du second m e m b r e est e, , et, d 'a

près ( 3 3 ) , le second terme est — e u de sorte que 

( ¡ 3 ) J*J(liu-hnilv-+-niVi>)dsi--o. 

Donc , pu isque Î", est constant , La qua t r ième cond i t ion du § 100 a 

est satisfaite; le dernier terme de l 'équat ion ( 4 o ) est nul , et cette 

équation se réduit à 

Mais, puisque l 'é lément de l ' intégrale W_j est une s o m m e de trois car

rés, il est ou nul ou positif . Si d o n c , en un poin t q u e l c o n q u e du c h a m p , 

u, v et w ne sont pas tous nuls, l ' intégrale W j ? a une valeur pos i t ive , et, 

par suite, W g est plus grand que W i j - . Mais les valeurs 

u = v = w = o, 

pour tous les points , satisfont aux. cond i t i ons . D o n c , si en chaque 

point 

. , i IW i i » , i <w 
/ = - 4 ^ ' g ^ - - ^ d y ' h ^ ~ ^ T z ' 

on a 

( 4 6 ) \ V D = W i F . 

et la valeur de \ V n cor respondant à ces valeurs de f, g, h est p lus 

petite que la valeur co r respondan t à toutes autres valeurs différentes 

c l e / , g, h. 

D o n c , lorsque la charge de chaque c o n d u c t e u r est donnée , il y a 

une et une seule solut ion du p r o b l è m e qui consiste à dé terminer p o u r 

chaque point du c h a m p le dép lacement et le potent ie l . 

Ce théorème, sous une de ses formes plus générales, a été énoncé 

pour la première fois par Sir VV. T h o m s o n ( ' ) . Nous mont re rons plus 

loin de quelle généralisation il est suscept ib le . 

100 d. On peut modif ier ce théorème en supposant que le vec teur 0 , 

au lieu de satisfaire en tous les points du c h a m p à la cond i t i on s o l é -

noïdale, satisfait à la cond i t ion 

<;~) ^ - i d ^ + ^ - p 

(') Cambridge and Dublin Mathematical Journal, février I8\S. 
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on p est une quanti té finie, don t la valeur e s l d o n n é e p o u r chaque point 

du c h a m p , et qu i peut être pos i t ive ou négat ive , con t inue ou d iscon

t inue, p o u r v u que son intégrale de v o l u m e , prise p o u r une région 

finie, reste finie. 

Nous pouvons aussi supposer que , sur certaines surfaces comprises 

dans le c h a m p , 

( 4 8 ) {f-T- m g + n n + l'f + m'g' + n' li = a, 

où / , ni, n, [', m', n' sont les cos inus di recteurs des normales menées 

en un po in t de ces surfaces vers les rég ions p o u r lesquel les les c o m 

posantes du dép lacemen t sont respec t ivement f,g,li et f ,g',h'; e t o ù a 

est une quanti té donnée p o u r chaque po in t de la surface, don t l ' inté

grale , prise sur une surface finie, est finie. 

1 0 0 e. Nous p o u v o n s aussi changer les cond i t ions aux surfaces l i

mi tes , en supposant qu 'en tout po in t de ces surfaces 

( 4 9 ) lf-hmg-i-nh = a, 

o ù a est donné p o u r c h a q u e po in t . 

(Dans l ' énoncé primit if , on supposai t seulement donnée la valeur 

de Vintégrale de a sur chacune des surfaces. Ici nous supposons sa 

valeur donnée p o u r chaque é lément de surface, ce qu i reviendrai t à 

cons idére r dans l ' énoncé p r imi t i f chaque é lément c o m m e une surface 

indépendante . ) 

A u c u n e de ces modi f ica t ions ne por te atteinte à l 'exact i tude du 

théorème, p o u r v u que l 'on se souvienne que Ur doi t satisfaire aux con

di t ions cor respondantes , c'est-à dire à la cond i t ion générale 

„ ,= ! - 1 ^ = 0 

et à la c o n d i t i o n à la surface 

dW «"T , 

car si, c o m m e p r é c é d e m m e n t , 

i dW i dW , i <W 

J 4TC ÀX 4-r dy 4 TC ÀZ 

n, v et w satisferont à la condi t ion solénoïdale générale 

du dr d,v 

dx r 7)j dz ' 
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à la condi t ion à la surface 

lu -h mv -h nw -+- ΐ it'-t- /ra'e'-t- n'w' = ο . 

et à la condi t ion à la surface l imite 

lu -•- mv -+- nw 

d'où nous tirons, c o m m e plus haut , 

w — \ dx dy dz = ο 

Donc il est démont ré , c o m m e p r é c é d e m m e n t , que WJJ p rend sa va-

101 a. Dans l ' énoncé de ces théorèmes , nous nous sommes tenus jus 

qu'à présent renfermés dans cette théorie de l 'électr ici té qui admet q u e 

les phénomènes é lect r iques dépendent seulement de la fo rme , de la p o 

sition relative et de la cha rge des conduc t eu r s , mais qu i ne tient pas 

compte de la nature du mil ieu d ié lec t r ique qui sépare» ces c o n d u c 

teurs. 

D'après cette théor ie , par exemple , il y a une relation invariable 

entre la densité superficielle sur un conduc t eu r et l ' intensité é lec t ro -

motrice aux points extér ieurs vois ins de la surface : c 'est ce qu i est 

exprimé par la lo i de C o u l o m b 

Mais cec i n'est vrai que dans le mi l ieu que l 'on p rend pour t y p e ; c e 

milieu peut être l 'air. La relation n'est plus la m ê m e p o u r d'autres mi

lieux, ainsi que l'a démont ré Cavendish , qui ne publ ia cependant poin t 

sa découver te , et ainsi que plus tard l'a re t rouvé Faraday sans avoir 

connaissance des travaux de Cavendish . 

Pour expr imer c o m p l è t e m e n t les phénomènes , nous reconnaissons 

la nécessité de cons idé re r d e u x vec teurs , liés par une relat ion diffé

rente pour les différents mi l i eux . L 'un d ' eux est l ' intensité é l ec t ro -

motr ice ; l 'autre, le dép lacemen t é lec t r ique . 

L'intensité é l ec t romot r i ce est l iée au potent ie l par des équat ions de 

forme invar iable ; le dép lacemen t é lec t r ique est lié par des équat ions 

de forme invariable à la d is t r ibut ion de l ' é lec t r ic i té ; mais la relat ion 

suppose que £ est 

Κ = .<[ πα. 
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de l ' intensité é l ec t romot r i ce et du dép lacemen t é lec t r ique dépend île 

la nature du mi l ieu d ié lec t r ique , et do i t s ' expr imer par des équations 

dont la fo rme la plus générale n'a po in t encore été ent ièrement déter

minée jusqu 'à ce j o u r , et ne peut se dé terminer que par des expériences 

sur les d ié lec t r iques . 

101 h. L ' intensi té é l e c l r o m o t r i c e est un vecteur , défini au § 08, 

c o m m e étant le quot ien t de la fo rce mécan ique qui agit sur une petite, 

quantité e d 'é lect r ic i té d iv isée par cette quanti té e. Nous désignerons 

ses composan tes par les lettres P , Q , R et le vec t eu r l u i - m ê m e par la 

lettre (Ê. 

En é lec t ros ta t ique , l ' in tégrale de l igne de (Ê est toujours indépen

dante du c o n t o u r d ' in tégra t ion; en d'autres termes , <Ê est la variation 

dans l 'espace d'un jiotentiel ; d 'où 

P = - — , Q = - — , R ^ _ — , 
êx ày 

o u , plus b r i èvement , dans la notat ion des quaternious , 

l£ = — V Ψ. 

101 c. Le dép lacement é lec t r ique , dans une d i rec t ion q u e l c o n q u e , 

a été défini au § 6 8 le quot ien t de la quant i té d 'é lec t r ic i té transportée 

à travers une pet i te aire A , dont le plan est normal à la direct ion con

s idérée , d ivisée par cet te aire A . Nous dés ignerons par f, g, h les 

composan tes du dép lacement , par D le v e c t e u r l u i - m ê m e . 

La densité de v o l u m e en un po in t q u e l c o n q u e est définie par l 'équa

tion 

df àh 

ox tiy Oz 

o u , dans la nota t ion des quatern ions , 

ρ = — s . v n . 

La densité superficiel le en un p o i n t d 'une surface électrisée est défi
nie par l ' équat ion 

σ = If-h mg -H nh -+- Vf -+- m'g' -+- ri h', 

où f, g, li sont les composan te s du déplacement d 'un côté, de la sur

face , et / , m, η les cos inus di recteurs de la normale menée à la surface 

de ce c ô t é , et où f , g', h', et V, m', n' sont les composan tes du dépla

c e m e n t , et les cos inus d i rec teurs de la normale , de l 'autre cô t é de la 

surface. 
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Dans la notation des quaternione, celte relat ion s ' expr ime par l ' é 

quation 

— ( S . U v J D — S . U v ' D ) , 

ou Uν et U V sont les normales unités des deux, côtés de la surface, 

et où 5 indique que l 'on do i t p rendre la part ie scalaire du p rodu i t . 

Si la surface est cel le d 'un c o n d u c t e u r , et ν la normale ex tér ieure , 

/', g', li' et D' sont nuls, et l 'équat ion se rédui t à 

a — lf >ng — nh 

= — s . i i v n . 

La charge totale du c o n d u c t e u r est d o n c 

e = JJ"[ lf -4- mg — nh) ds = - JJ S X .< .T) . ds. 

101 d. Ains i qu 'on l'a fait v o i r au § 8 i , l 'énergie é lec t r ique d'uu 

système est égale à la d e m i - s o m m e des produi ts des charges des c o n 

ducteurs par leurs potentiels respect ifs . 

W = - Σ β Ψ 
ι 

= \JJ j?xV.dx dy dz i- ~ j"JaW.ds 

+ \JJψ('/-+- mg-^nh)ds, 

où l'intégrale de v o l u m e do i t être prise p o u r toute l 'étendue du c h a m p 

électrique, et l ' intégrale de surface sur les surfaces des conduc teu r s . 

Posons, dans le théorème 111, § 2 1 , 

nous trouvons 

ff*V/-i- mg + nh)ds =-fJJw(JL~ -

 d± j dx dy dz 

substituant cette valeur à l ' intégrale de surface dans W , nous t rou 

vons 
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W =lff β/Ρ FFQ. -I A R ) DX dy dz. 
101 e. Nous arrivons maintenant à la relation entre Ό et (S. 
L'uni té d 'é lect r ic i té est hab i tue l lement définie d'après des expé

r iences faites dans l 'air. O r nous savons, par les travaux de Bol tzmann, 

que la constante d ié lec t r ique de l 'air est un peu supér ieure à celle du 

vide et varie avec la densité ; d o n c , en toute r igueur , toutes les me

sures de quantité d 'é lectr ici té devraient être affectées d 'une co r r ec 

tion pou r les ramener , soit à une pression et à une température nor

males dans l 'air, soit au v ide , ce qui serait p lus sc ient i f ique; de même 

que les indices de réfract ion, mesurés dans l 'air, ex igen t une c o r r e c 

tion semblab le , cette cor rec t ion étant d'ail leurs assez petite dans les 

d e u x cas, p o u r n'être sensible que dans des mesures d 'une extrême 

préc is ion . 

Dans le mil ieu cho i s i c o m m e mil ieu normal 

4ττΠ ^ (6 
ou 

4 ^ / = P , 4 ^ - Q , 4 * A = R. 

Dans un mil ieu i so t rope , dont la constante d ié lec t r ique est K, 

4 u / = K P , , ' , τ ^ ^ Κ Γ ) , 4-XK=KR. 

Mais il y a certains mi l i eux , et le verre est un de c e u x qui ont été le 

plus so igneusement é tudiés , p o u r lesquels la relation entre £) et <£ est 

plus c o m p l i q u é e et fait intervenir la variation dans le temps d'une de 

ces quantités o u de toutes d e u x ; la relation do i t alors être de la forme 

P o u r l 'instant, nous n 'essayerons pas de discuter des relations de 

cette fo rme plus générale , et nous nous bornerons au cas où £ est une 

fonct ion l inéaire et vector ie l le de (β. 

La fo rme la plus générale d 'une parei l le relation peu t être repré

sentée par 

4TIÎI = o ( < Ê ) , 

o ù , dans l 'étude actuel le , is représentera toujours une fonct ion linéaire 

et vector ie l le . Les composan tes de Ω seront donc des fonct ions l inéaire i 

et h o m o g è n e s des composan tes de (Ê, et pour ron t être mises sous la 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



TIlÉOllEME DE THOMSON. 1 53 

forme 
4 π / = K „ P - i - K x r Q + K „ R , 

4 π Λ = K-x P + K .J .Q + K - - R, 

où le premier ind ice de c h a q u e coeff ic ient Κ ind ique la d i rec t ion du 
déplacement, et le second la d i rec t ion de l ' intensité é l e c t r o m o t r i c e . 

La forme la plus générale d 'une fonct ion linéaire et vec tor ie l l e c o m 

prend donc neuf constantes arbitraires. Si les coefficients qui ont le 

même couple d ' ind ices sont égaux , fa fonc t ion est di te a u t o c o n j u -

guée. 

Si nous exp r imons (£ en fonc t ion de D , nous aurons 

<Ê ^ 4τιψ(<Ρ), 

6 étant la fonction inverse de ta, d'où 

Ρ = 4 r.(kxxf -4- k y x g -4- k z x h), 

Q = \ TZ ( kXyf - , - kyy g Λ ) , 

R = 4 H W - r í r í í + * « /Ο

ΙΟΙ y . Le travail a ccompl i par l ' intensité é l e c t r o m o t r i c e dont les 

composantes sont P , Q , R , p o u r dé terminer dans l 'unité de v o l u m e du 

milieu un dép lacement dont les composan tes sont df, dg, dh, est 

dW = Ρ í í / + Q dg -+- H dh. 

Puisqu'un d ié lec t r ique , soumis à un dép lacement é lec t r ique , con 

stitue un système conservatif , W do i t être une fonc t ion de f, g, h ; 

et, puisque f, g, h peuvent var ier indépendamment , on do i t avoir 

1 - 1 7 ' Q " og' R - -dh ' 

d'où 

^ - Jfdg - dg~ôj- ~ 'ύ/' 

<)Y> 

à g 

coefficient de y dans l 'express ion de P , et 

coefficient de x dans l 'expression de Q . 

Donc , si un d ié lec t r ique const i tue un système conserva t i f (e t nous 
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savons qu ' i l en est ainsi, pu i sque ce système peut conserver son éner 

gie pendant un temps indéf in i ) , 

et est une fonct ion au tocon juguée . 

Il en résulte que tp est aussi au tocon jugué , et que 

K. = K 

101 g. L 'express ion de l 'énergie peut d o n c être mise sous l 'une ou 

l 'autre des formes 

l ' indice expr imant en fonct ion ( l eque l vec teur est e x p r i m é W . Quand 

il n'y a pas d ' ind ice , il faut entendre que l ' énerg ie est expr imée en 

fonct ion des deux vec teurs . 

Ains i , nous avons en tout six express ions différentes de l 'énergie 

d'un c h a m p élect r ique. T ro i s d 'entre elles font in tervenir les charges 

et les potent ie ls à la surface des c o n d u c t e u r s ; elles sont données an 

Les trois autres sont des intégrales de v o l u m e prises dans toute 

l 'étendue du c h a m p , et font in tervenir les c o m p o s a n t e s de l'intensité 

é l c c t r o m o t r i c e , ou du dép lacement é lec t r ique , o u de ces deux quantités 

à la fois . 

Les trois p remières appart iennent d o n c à la théor ie des actions à 

d is tance; les trois autres, à la théorie des act ions p r o p a g é e s à travers 

un mil ieu interposé entre les c o r p s . 

Ces trois express ions de W peuvent s 'écrire 

W 0 

§ 8 7 . 

W = 

101 II. P o u r étendre le théorème de Greeu , au cas d 'un mil ieu l ié-
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térosène non isot rope, nous n 'avons qu'à poser dans le théorème 111 

, à<t> \ d # d<I> 

¿ 7 

r)<P d # 

àx 

K „ 
d<t> d<P 

K „ 
àx 4 / 

d'i> 

d 7 

Nous obtenons ainsi, en nous souvenant que l 'o rdre des indices est 

indifférent, 

dx \ x x àx 

d*'l 

^ d i j 

• £ [ K V or 

d<J> d * 

Kvv -r— 

à f,, d * 

às 

àW à'b 

d<l> 

d<P 

àz 

d'V i d<v d<P dlV \ 

(te d:r 

T . d T d * 
IV- ~ 3* ày ày ' " àz à. 

/ d T d'ï' _^ d»F d<f>\ 
r = \ d j d i ^ d i dy / 

' < W d<l> d»F d * \ 

v d:r d.z d.z d.r / 

'dit" dtf àW d*t>\~] 

\ '-te dy dy dj; / J 

d«/ 

àx 

d V 

¿ 7 

k d:r d.z d.z d.r J 

, . /dit" dtf dit' d<t>\~| , , , 

-J j * £ ( ^ 4 - K r J . / « -t- Kzx n ) 

-h ( K^r l — K r J m - K ; V « ) 

dU-'l 
( K x ; ^ -t- K > : ni -t- K - ; n) - - ds 

-JIM. i ( -

d V 

' d̂ ~ 
-r K 

dil-' 

4 r 

d>î' 

dy \ J z d̂ .- r r dy J " àz J 
àW „ dif 

\ ~* d j - J 0>- "~ àz àz 
dx dy dz. 
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Kn employan t la notation des quatern ions , c e résultat peut s'écrire 

jilus b r ièvement 

JVS.Uvcp(V*) ds — j"j~J"wS.(V<fV)di 

= —fff S.\WV^d-^ =jCjJs.XQ^W de 

JJ<bS.\]vv(XW)ds—JfJ'<f>S.(Vt?V)Wdz. 

Limites entre lesquelles doit être comprise la capacité électrique 

d'un conducteur. 

. 1 0 2 a. On a déjà défini capaci té d 'un c o n d u c t e u r o u d'un système de 

conduc teu r s la cha rge qui por te au potent ie l i c e c o n d u c t e u r ou ce 

système, tous les autres conduc teu r s du c h a m p étant au potentiel 

zé ro . 

La m é t h o d e suivante pou r dé te rminer les valeurs l imites entre les

quel les do i t se t rouver c o m p r i s e la capac i té d 'un c o n d u c t e u r a été 

suggérée par un M é m o i r e Sur la théorie de la résonance, par 

l 'hon. J. W . Strutt, Phil. Trans., i 8 7 t (voir § 3 0 8 ) . 

Désignons p a r i , la surface du c o n d u c t e u r ou du sys tème, dont on 

doit, dé te rminer la c a p a c i t é ; par s0 la surface des autres conduc teurs . 

Soient Wt le potent ie l de s u V0 celui de .s0. Soient e, la cha rge de ; 

cel le de s0 sera - • r;,. 

A l o r s , si (] est la capaci té de s M 

et si W est l ' énergie du système p o u r la d is t r ibut ion actuelle de l 'élec

tricité, 

( a ) W ^ } e i ( t i r , -Wo) 

et 

{ ' q ( V , — V„)« 2 \ V ' 

Soit à t rouver une l imite supér ieure de la capaci té . Imaginons une 

valeur de XV qu i soit égale à t sur st et à o sur s0, et ca lcu lons la va

leur de l ' intégrale de v o l u m e 

pour toute l 'é tendue du c h a m p . 
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(9 ) W D = l-JyVcr, dSl +\ff ^ d.Sn 

où la première intégrale est é tendue à la surface .s-,, et la seconde 

à la surface ,s0. 

Si la surface j 0 est à une dis tance infinie d e * , , le potent ie l sur s0 est 

nul, et le second terme disparaît . 

On a démontré ( § 99 b) que W ne peut être supér ieur à W i f i la c a 

pacité q ne peut d o n c être plus grande que 2W1J-. 

Soit maintenant à t rouver une l imi te infér ieure. Imag inons un 

système de valeurs de f, g, h satisfaisant à l 'équat ion 

df àg dh _ 
dx ~^ ày dz °' 

ainsi qu'à 

(6) fj^+ "ll ̂  + 711 /lClS> ~ g" ' 
et calculons la valeur de l ' intégrale de volunvj 

(7) W D = ™fff i / " (- é' 3 "i" dx dy d^ 
pour toute l 'étendue du c h a m p . On a démont ré ( § 1 0 0 c ) que W ne 

peut être plus grand que W j ; la capaci té ne peut d o n c être inférieure 

à 

^ -Ai-
La méthode la plus s imple p o u r ob ten i r un système de valeurs de 

/, g. II, qui satisfasse à la cond i t ion so lénoïda le , est de supposer l ' é lec

tricité répandue sur la surface .v, et sur la surface s0, de façon que la 

somme de ces charges soit nul le . On ca lcu le alors le potent ie l f dû à 

cette distr ibution, et l ' énergie ' é lec t r ique du système ainsi d i sposé , 

que l'on peut appeler Wa-

Si alors nous faisons 

1 àW 1 d T , 1 ( W 
/ — — i—,-' S = , - - , — > >l = — -, - -7 - ' 

4 TC ox 4 1 7 "y 4 1 1 " z 

ces valeurs de f, g, h satisferont à la cond i t ion so lénoïda le . Mais , dans 

ce cas, nous p o u v o n s dé terminer W D sans passer par la r eche rche 

de l 'intégrale de v o l u m e ; car, pu i sque cet te solut ion rend V 2 XV = o 

en tous les points du c h a m p , nous p o u v o n s ob ten i r WJJ sous fo rme 

d'intégrales de surface 
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1 0 1 6 . Tou tes les fois q u ' o n c h e r c h e la d i s t r ibu t ion de l 'électricité 

sur des conduc t eu r s dont le po ten t ie l est donné , on peut obteni r de 

la man iè re suivante une so lu t ion app rochée du p r o b l è m e . 

So i t Si la surface d'un c o n d u c t e u r ou d 'un système de conducteurs 

maintenus au potent ie l ι ; soi t s0 la surface de tous les autres conduc
teurs, y c o m p r i s le c o n d u c t e u r c r e u x qui en toure tout le reste, et 
qui peut , dans certains cas , être supposé à une distance infinie des 

autres. 

C o m m e n ç o n s par mene r une série des l ignes droi tes ou cou rbes , 

de Si à s0. 

Supposons que sur c h a c u n e de ces l ignes Ψ soit égal à ι en s i ; et 
à ο en s0. A l o r s . Ρ étant un p o i n t q u e l c o n q u e sur une de ces l igues, 

. ., . V .çn 

nous p o u v o n s p rendre c o m m e p r e m i è r e app rox ima t ion H \ = — • 

S [ s 0 

Nous ob t enons ainsi une p r e m i è r e app rox ima t ion de Ψ qu i satisfait 
à la c o n d i t i o n d'être égale à ι sur .s, et à ο sur .ç 0 . 

La valeur de Wij-, ca lcu lée d 'après Ψ ΐ 3 serait p lus grande que \ V . 
C o m m e d e u x i è m e approx ima t ion des l ignes de f o r c e , supposons 

q ii e 

αΨι <W, . όΨ, 
1 ' J 1 ύχ η ' ογ ' όζ 

L e vec teur , don t les composan t e s sont f, g, h, est no rmal aux sur
faces p o u r lesquel les Ψι est cons tant . Dé t e rminons ρ de façon que 

/, g, h satisfassent à la cond i t i on so léno ïda le . N o u s avons ainsi 

n i (()-ψ> < η ψ χ <>ζχί'Λ <>Ψι dp ( W , dp W , 
^ ' Ρ \ dx' dy'1 r dz'1 ) ' dx àx dy dy àz dz °' 

Si nous menons de .ŝ  à .v0 une l igne qui soit c o n s t a m m e n t normale 
aux surfaces p o u r lesquel les Ψ est constant , et si nous dés ignons par .y 
la l o n g u e u r de cet te l igne mesurée à part ir de s„, 

ds dx ds ,)y ds àz 

H étant l ' intensité résultante égale à — * ~ > de sorte que 

f •3 )
 àp ,)Ψ

 -1-
 m

 .
 àp- ™ = _ R dp _ R 2 dp 

dx àx dy dy àz dz n

 d s ~ n

 α ψ ' 

et l ' équat ion ( u ) devient 

dV 
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d'où 

: i•>) p — Ce 

l'intégrale étant une intégrale l inéaire pr ise le long de la l igne s. 

Supposons maintenant que le l ong de la l igne s 

d.V2 _dx dy . dz dW, 
u 6 ) ~ ~dï •' ,u - ds •

 hm 
alors 

( r 7 ) V, = C e cM-j, 
do 

l'intégration étant toujours effectuée le long de la l igne s. La constante 

C doit maintenant être dé te rminée par la cond i t ion que V 2 = i en 

même temps que xl\ sur si, c 'est à dire que 

0 8 ) C f e J ° ^ = ' > 

·- o 

ce qui donne une dernière approx ima t ion de V"; on peut répéter cet te 

opération. 

Les résultats obtenus par le ca lcu l de W f , , W D j , Wi r^ , . . . donnent 

des capacités al ternativement au-dessus et au-dessous de la capaci té 

vraie, et s'en approchant cons t amment . 

L'opération, telle qu 'on vient de l ' exposer , suppose le ca lcul de la 

forme de la l igne s et l ' intégrat ion suivant cet te l igne, opérat ions qui 

sont en général trop difficiles p o u r q u e l 'on puisse les effectuer pra t i 

quement. 

Dans certains cas, on peut arr iver à une approx ima t ion par une 

méthode plus s imple . 

102 c. C o m m e exemple de cet te mé thode , nous allons l ' appl iquer à 

la recherche par approx imat ions successives des surfaces équ ipo ten-

tielles et des l ignes d ' induct ion dans le c h a m p é lec t r ique c o m p r i s entre 

deux surfaces qui sont à peu près planes et parallèles, mais ne le sont 

pas r igoureusement , et don t l 'une est maintenue au potent ie l zéro et 

l'autre au potentiel i . 

Soient les équations des deux surfaces 
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pour la surface au potent ie l zé ro 

(2.0) z,=/2(x, y) = b 

p o u r la surface au potent ie l i . a et b étant des fonc t ions données de 

x et y, et b étant toujours plus grand que a. Les dérivées premières 

de a et b par rappor t à x et k y sont des quant i tés très petites, dont 

on peut nég l iger les puissances et les produi t s de plus de deux fac

teurs. 

ISous c o m m e n c e r o n s par supposer que les l ignes d ' induct ion soient 

parallèles à l 'axe des z, auquel cas 

. . , àh 
(21) f^~- o, g - o, YZ=~O; 

d o n c sur chaque l igne d ' induc t ion , h est constant , et 

{•xi) W = — 4 T- Jti hdz = —$nh(z —a). 

Lorsque z = b, XV — 1, d 'où 

4 7c(o — a ) 

et 

ce qui donne une p remière approx ima t ion du potent ie l et indique 

une série de surfaces équipotent ie l les dont les intervalles, mesurés 

paral lè lement à z, sont égaux . 

P o u r ob ten i r une d e u x i è m e approx ima t ion des l ignes d ' induc t ion , 

supposons qu 'e l les soient par tout normales aux surfaces équipoten

tielles définies par l 'équat ion ( 2 4 ) · 

C e c i revient à p o s e r les cond i t ions 

où X do i t être dé terminé de façon qu 'en tout po in t du c h a m p 

( 2 6 ) -f- -H -+- - T - = o 
ox ày oz 

et que l ' intégrale l inéaire 
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XJ(b — a ) 

b - a ' 

où 

Si, au lieu de prendre l ' intégrale de l igne suivant la nouve l l e l igne 

d'induction, nous la prenons suivant l ' ancienne, paral lèle à z, la se

conde condi t ion donne 

1 = 1 - + - A - h | B ( 6 — a)^--\C(b — ay, 

d'où 

( 3 t ) A = 3 ( 6 — a ) V > ( ï a + i ) , 

et 

(3a) X = 1 + } ( 6 — o ) V 2 ( a a 1 - 6 ) — ( a — a ) Y ' a — ^ ^ 

Nous t rouvons ainsi, p o u r s econde approx ima t ion des composan tes 

du déplacement , 

1 X ["dot d ( 6 — a) z — 

[ 4 è — a dx dx b — a J ' 

c » ) ; - 4 ^ = x ^ i 6 ^ ^ « 1 

— f\Tih= -, 
b — a 

et. pour seconde approx imat ion du potent ie l , 

j V = î ^ | + i V « ( a a + f t ) ( * - a ) 

Tr. d'Élect. et de Magn-, I . ' 

prise le long d 'une l igne d ' induc t ion q u e l c o n q u e , de la surface a à la 

surface b, soit égale à — i . 

Supposons que 

(28) X ^ 1 — A -h B ( * — a ) -f- C( .z — a)--, 

et négligeons les puissances et les p rodui t s de A , B, C , et, p o u r le 

moment, les puissances et les p rodu i t s des dér ivées premières de a 

et /;. 

La condi t ion so lénoïdale donne 
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Si aa et rsb sont les densités superf iciel les , yVa et les potentiel* 

sur les surfaces a et b r e spec t ivement 

"b= — 
4 T. 
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CHAPITRE Y. 

ACTION MÉGANIQUE ENTRE DEUX SYSTÈMES ÉLECTRISÉS. 

103. Soient E[ E T E 2 les deux systèmes électrisés dont nous nous 

proposons D ' é t u d i e r les act ions r é c i p r o q u e s . Supposons que la distri

bution de l 'é lectr ici té dans le système E , soit définie par la densité de 

M I L U M E pi p o u r l 'é lément don t les c o o r d o n n é e s sont x i } jrt, z t . Soi t p 2 

la densité de v o l u m e de l ' é lément de E 2 , D O N T les c o o r d o n n é e s sont , ' R 2 , 

La composante suivant les x, de la fo rce qu i agit sur l 'élément E ; 

par suite de la répulsion de l ' é lément E 2 , sera 

pi?i T ' a

 T~ dxi dfi dzi dxi dy2 dzt 

a\ ec 

, . « _ ( a : i _ a ; 2 ) s . H ( ; 7 l _ r a ) 2 + ( - 1 _ ^ ) - 2 > 

et, si A représente la composan te suivant les x de la force totale qu i 

agit sur E[ en raison de la p résence de E 2 , 

A ^ JJJjJf X[

 r^ ?' P2 dx< d->'1 d Z l d x i dy* dZi> 

où l 'intégration par rappor t à x 1 : y t , zl s 'étend à tout l 'espace o c c u p é 

par E 1 ; et l ' intégration par rappor t à x2, y2, £ 2 à tout l 'espace o c c u p é 

par E,. Mais, pu i sque pi est nul , sauf dans le système E ; , et p 2 nul , sauf 

dans le svstème E 2 , la valeur de l ' intégrale ne sera pas changée si nous 

étendons les l imites des intégrat ions et si nous supposons que ces l i 

mites soient pou r toutes les intégrat ions ± oo . 

Cette expression de la force n'est que la t raduct ion littérale en s_\ m -

boles mathématiques de la théor ie qui suppose que la force é lec t r ique 

agit directement à dis tance entre les co rps , et ne tient pas c o m p t e 

du milieu ambiant . 

Si nous définissons le potent ie l au po in t a'i Vf "i dù à la présence 

du sxstème E 2 par l 'équat ion 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



l6<i I '° PARTIE, CHAP. V. — ACTION MÉCANIQUE, ETC. 

ï 's s'annule à l'infini et satisfait en tout po in t à l ' équat ion 

( 3 ) V 2 i y 2 = 4 irp a . 

Nous p o u v o n s alors exp r imer A sous fo rme d 'une intégrale tr iple 

( 4 ) A = — jj"j^ à~çidxldy,dzl. 

On suppose ic i que le po ten t i e l t f s a une valeur définie en c h a q u e point 

du c h a m p , et c 'est en fonc t ion de cet te valeur , ainsi que de la distri

bu t ion p, de l 'é lect r ic i té dans le p r emie r sys tème E 1 ; qu 'es t expr imée 

la force A , sans qu ' i l soit fait ment ion exp l i c i t emen t de la distribution 

de l 'é lect r ic i té dans le s econd système E 2 . 

Soi t W, le potent ie l dù au p remie r sys tème, e x p r i m é en fonct ion de 

x, y, z et défini par l ' équat ion 

( 5 ) ï", =J fj P~ dx, dy, dz, ; 

U'j s'annule à une dis tance infinie et satisfait en tout p o i n t à l 'équation 

(G) V'U'l = 47Cpi. 

Nous p o u v o n s maintenant é l iminer pi dans A , et nous ob tenons 

(7) k = -^fff^^¥idXidyidzu 

où la fo rce est e x p r i m é e en fonc t ion des d e u x potent ie ls uniquement . 

104. Dans toutes les intégrat ions cons idé rées j u s q u ' i c i , il est indif

férent de p rendre telles o u telles l imites , p o u r v u que ces l imites en 

g loben t l ' ensemble du système E , . Dans ce qui suit, nous supposerons 

les systèmes E , et E 2 tels qu ' une certaine surface fe rmée s renferme la 

totalité du système E ^ sans aucune partie de E 2 . 

Posons alors 

( 8 ) P = P l - i - P s , W=-- < F , - i - T 2 ; 

[ A l'intérieur de s p 2 — o, p = p ] ; 

[ A 1 extérieur de s . . . . pi — o, p = p», 

alors 

( i o ) A u = —•JJJ ^—Pidxidyidz! 

représente la force résultante parallèle aux x, qu i agit sur le système E t 
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et qui est due à l 'é lectr ici té de ce système m ê m e . Mais , dans la théorie 

des actions directes à d is tance , cet te fo rce do i t être nul le , car l 'act ion 

d'une molécu le P sur une autre Q est égale et oposée à ce l le de Q sur P , 

et, puisque les composan tes des d e u x act ions entrent dans l ' in tégrale , 

elles se détruisent l 'une l 'autre. 

Nous pouvons d o n c écr i re 

où W est le potent iel dû aux d e u x systèmes, l ' intégrat ion étant l imi tée 

maintenant à la part ie de l 'espace si tuée dans la surface fermée s, l a 

quelle renferme en entier le sys tème E , , mais ne c o m p r e n d aucune 

partie du système E 2 . 

105. Si l 'act ion de E 2 sur Ej s 'exerce non plus d i rec tement et à d is 

tance, mais par la p ropaga t ion d 'une tension dans un mi l i eu cont inu 

s'étendant de E-t à E 2 ; et, si nous connaissons la tension en c h a q u e po in t 

d'une surface fermée x qui sépare c o m p l è t e m e n t E 2 de E , , nous serons 

en mesure de dé terminer c o m p l è t e m e n t l 'act ion m é c a n i q u e de E 2 

sur E[. Car, si la tension p r o p a g é e à travers s ne rend pas ent ièrement 

compte de l 'act ion exe rcée sur E[ , il faut nécessai rement qu ' i l existe 

une action di recte entre q u e l q u e chose d ' intér ieur et q u e l q u e c h o s e 

d'extérieur à 

Si donc il est poss ib le de rendre c o m p t e de l 'act ion de E 2 sur E t au 

moyen d'une tension p r o p a g é e à travers le mi l i eu ambiant , il d o i t être 

possible d ' expr imer cet te act ion sous forme d 'une intégrale é tendue 

sur une surface q u e l c o n q u e s séparant c o m p l è t e m e n t Ej de E 2 . 

Essavons d o n c d ' expr imer , sous f o r m e d ' intégrale de surface, 

(,a) A ~= ikJSJfi ( S - ^ - dS)dxdydg-

.Nous pourrons le faire au m o y e n du théorème ÏII, si nous p o u v o n s d é 

terminer X , Y et Z de façon que 

( i3 ) ) 
dY 

¿7 àz 

Prenons ces termes séparément : 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



165 i ' 

De m ê m e 

dx dz2 

ó / du / àV 
dz \ dx àz 

[ à_ /dvy-
1 àx \ àz ) 

Si do ne nous posons 

0 4 ) 

te y 

on aura 

( i 5 ) 

{ àz ) ~ 

•wy 

àW dW 
dy dz 
àW dW 
dz dx 
àW âW 
àx ày 

•)pxx 
àx 

~dz 

/àwy 
\àx ) 

»*PZZ, 

i^PYZ = i^PZY, 

4*PZX= i^PXZ, 

: 4 TZpzy = 4 T.pyx, 

dy dz 
dx dy dz 

l ' intégration s 'é lendanl à tout l 'espace in tér ieur à s. Transformant 

cette intégrale de v o l u m e p a r l e t héo rème III , on a 

( i 6 ) A -h mpyx-h npzx) ds 

o ù ds est un é lément pris sur une surface fe rmée q u e l c o n q u e , 

c o m p r e n a n t la totalité de E , et ne renfermant rien de E 2 , et où l, 

m, n sont les cos inus d i rec teurs de la normale menée à s vers l 'exté

r ieur . 

P o u r les composan tes suivant jy et s de la force agissant s u r E , , on 

a de m ê m e 

0 7 ) 

( . 8 ) 

5 = JJ (lpxy + mpyy + npzy)ds, 

u— fj (lp=CZ+ mpyZ + npzz) ds. 

Si en réalité le système E 2 exe rce sur E , une action di recte à dis tance, 

sans in tervent ion du mi l i eu , nous dev rons regarder les quantités 

Pxxi · · · c o m m e de s imples abréviat ions pou r certaines expressions 

s y m b o l i q u e s , sans y attacher aucun sens phys ique . 
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1 0 0 . Pou r nous faire une idée plus claire de la nature de cet te ten
sion, supposons que l 'on mod i f i e la fo rme d 'une partie de la surface .v, 
de façon que l 'é lément ds dev ienne une partie d 'une surface é q u i p o -
lentielle. Cette modif ica t ion sera l ég i t ime , p o u r v u que nous ne laissions 
en dehors aucune partie de et que nous n 'enfermions aucune partie 
de E s . 

Soit v une normale menée à ds vers le dehors . 
dW 

Soit R = =— l'intensité de la fo rce é lec t rnmotr ice dans la d i r e c -

d'i 
tion de v ; alors 

— = — PU, — = — Rm, — = — Rn, 
ox oy Oz 

et les six composantes de la tension sont 

Pxx= et- R 2 ( ' J — m*- - n-), p y z = l\*mn, 

Pyy = 8 - ^ R ! ( ™ ! - « ! - l''h Pzx = 7 ^ K ! « ' > 
41 

Pzz = ; r - R 2 0 ' 3 — l2 — m1), p x y = —Wlm; 

BT. QTZ 
si a, b, c sont les composan tes de la fo rce agissant sur ds r appor tée à 
l'unité de surface 

« = Ipx* -H mpxy -4- npxz — -î- R3 / , 
S 7C 

Donc la force agissant entre la partie du mi l ieu ex tér ieure à ds et la 
partie du mil ieu intérieure à ds est normale à l 'é lément et d i r igée vers 

Mais s! nous admettons que les act ions mutuel les se transmettent 
entre E, et E 2 au m o y e n d 'une tension du mi l ieu qui les sépare, les 
équations (16), (17) , (18) d o n n e n t les composan tes de la fo rce résul
tante, due à l 'action sur l ' ex tér ieur de la surface s, d 'une tension dont 
les six composantes sont p x x , et nous devons , par suite, c o n s i d é 
rer pxx, . . . c o m m e les composan tes d u p e tension existant en réalité 
dans le mi l ieu . 
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le dehors , c'est-à-dire que c'est une tension semblab le à celle d'une 

c o r d e , dont la valeur , par unité de surface, est ~~ R ? . 

O TC 

Supposons maintenant que l ' é lément ds soit perpendicula i re aux 

surfaces équipotent ie l les qui le r encon t ren t ; dans ce cas , 

, àV dW àW 

• dx dy fiz ' 

d 'où 

%-x(lpxjc~ mpXy-r n p x z ) 

/âwy / « - y /àvry àx dy àx dz ' 

mult ipl iant ( 1 9 ) par 2 ^ et le retranchant de ( 2 0 ) , nous t rouvons 

(»0 ST.(lpxx^mpxy+nPxz)- j = 

Les composan tes de la tension sur ds, rappor tée à l 'unité de surface, 

sont d o n c 

<> 8 > R 2 ' 

D o n c , si l ' é lément ds est à angle droi t sur une surface équipotent ie l le , 

la fo rce qu i agit sur lui est normale à la surface, et sa valeur numérique , 

par unité de surface, est la m ê m e que dans le p r e m i e r cas ; mais la d i 

rect ion de la force est différente, car c 'est une press ion au lieu d'une 

tension. 

Nous avons ainsi dé te rminé c o m p l è t e m e n t la nature de la force agis

sant en un po in t donné de mi l i eu . 

La d i rect ion de l ' intensité é l ec t romot r i ce en ce point est un axe 

principal de tension, et la fo rce , dans cette d i rec t ion , est une tension 

don t la valeur numér ique est 

R étant l ' intensité é l ec t romot r i ce . 

T o u t e di rect ion perpendicu la i re à la p récédente est aussi un axe 
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principal de tension, et la fo rce le l ong de ce t axe est une pression 

dont la valeur numér ique est également p. 

La tension ainsi définie n'est pas du type le plus général , puisqu 'e l le 

a deux de ses tensions pr inc ipa les égales entre elles, et la t ro is ième 

égale et de signe cont ra i re . 

Ces condi t ions réduisent de six à trois le n o m b r e des variables in 

dépendantes qui définissent la t ens ion ; et, par suite, cet te tension 

est entièrement définie par les trois composan te s de l ' intensité electro* 

motrice 

r)W dvjr ,)W 

âx ' ày ' ôz 

Les trois relations entre les six composan te s de la tension sont 

( Plz — (P*x —Prr) ^ P**)> 

( *3 I j PL - (pyy ~> Pzz) (Pxx — Pyy), 

' Ply ~- (P~ -T-p.cx)(pyy~rp¿z). 

107. Examinons maintenant si les résultats obtenus do iven t être 

modifiés dans le cas o ù , une quantité finie d 'é lect r ic i té étant rassem

blée sur une surface finie, la densité de v o l u m e devient infinie sur cet te 

surface. 

Dans ce c a s , nous avons m o n t r é ( § 7 8 ) que les composan tes 

de l'intensité é l ec t romot r i ce sont d i scont inues sur la surface. Les 

composantes de la tension seront d o n c aussi d iscont inues sur la sur

face. 

Soient 

/, m, n les cos inus d i rec teurs de la normale à ds ; 

P, Q, Il les composan tes de l ' intensité é l ec t romot r i ce du c ô t é de la 

surface où est menée la n o r m a l e ; 

1", Q ' , 11' leurs valeurs de l 'autre cô t é de la surface. 

D'après le § 7 8 a , si o est la densité superf iciel le , 

Ú 4 ) Q — Q' 4 m, 

( R - IV — \ -nu n. 

Soit a la composan te suivant x de la force qui agit sur l 'unité d 'aire 

de la surface, et qui est due à la tension du mil ieu des d e u x cô tés de 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



• 7 ° 1 "' PARTIE, CHAP. V . 

In surface . 

a = l(p. l(pxx~ Pxx) "+- ni{pxy—p'xy) -+• n{Pxz"P'j:z) 

J . £ [( p . _ p . ) _ ( Q» _ - Q'l ) _ ( Rl _ R'« )] 
0 71 

+ _ m ( P Q - _ p ' Q ' ) 

- L z [ ( P - P ' ) ( P ^ . P ' ) 
O TL 

(Q - Q')(Q -+- Q ' ) - ( R - R')(R - K)\ 

Q') - : d ' ; P ' ) ] ( Q - Q ' ) 

* [ ( P - P ' ; < R U') + ( P + P ' ) ( R - K')l 

j f a [ Z ( P - t - P ' ) — m ( Q - i - Q ' ) — n 

+ { m i [ î ( Q + Q ' ) - , m ( P + P')] 

-'r- ; m [ / ( R - * - R') + / i ( P - i - P')J 

r ' ( p + n 

n ( R -+- R')] 

D o n c , en supposant que la tension en un po in t q u e l c o n q u e soit donnée 

par les équat ions on t rouve que la force résultante agissant dans 

la d i rec t ion des x sur une surface électr isée, rappor tée à l 'unité de 

surface, est égale au p r o d u i t de la densité superficielle par la moyenne 

ar i thmétique des composan tes parallèles à x de l ' intensité é l ec t romo

trice, mesurée de part et d 'autre de la surface. 

C e résultat est iden t ique à celui que nous avons ob tenu au § 79 par 

un p r o c é d é tout semblab le . 

D o n c l 'hypothèse d 'une tension du mi l ieu ambiant peut s 'appliquer 

au cas o ù une quantité finie d 'é lectr ic i té est rassemblée sur une sur

face finie. 

Dans la théor ie de l 'act ion à dis tance, la force résultante qui agit 

sur un é lément de surface se dédui t d 'ordinaire en cons idérant une 

por t ion de surface don t les d imensions sont très petites par rapport aux 

rayons de c o u r b u r e de la surface ( 1 ) . 

Sur la normale é levée au po in t mi l ieu de ce l te po r t i on de surface, 

on prend un po in t P don t la dis tance à la surface est très petite relati

vement aux. d imens ions de cet te partie de la surface. Eu c e point , l 'in

tensité é l ec t romot r i ce due à la peti te por t ion de surface est sensible

ment la même que si la surface était un plan i l l imité : c 'est d o n c 2 Û 3 

(*) Cette méthode est due à Laplace {voir P O I S S O N , Sur la distribution de 
l'Électricité, etc. Méni. de l'Inst., 1811, p. 3o). 
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dans la direction de la normale à la surface. P o u r un po in t P ' , de l 'autre 

côté de la surface, l ' intensité sera la m ê m e , mais dans la d i rec t ion o p 

posée. 

Considérons maintenant la part ie de l ' intensité é l ec t romot r i ce qui 

est duc au reste de la surface et aux autres corps électr isés, situés à 

une distance finie de l 'é lément de surface. P u i s q u e les poin ts P et P ' 

sont infiniment vois ins l'un de l 'autre, les composan tes de l ' intensité 

électromotrice due à des charges é lec t r iques à distance finie seront les 

mêmes en ces deux poin ts . 

Soit P 0 la composan te suivant ,r de l ' intensité é l ec t romot r i ce en A 

ou eu A ' due aux charges à distance finie. La valeur de la c o m p o s a n t e 

Lutale en A sera 

T - P„ — ÎT.VI 

et, en A ' , 

I" -- I V - *-<,i, 

d'où 

P „ - = i ( P - P') . 

Or la force mécan ique résultante qu i agit sur l ' é lément de surface est 

due entièrement aux charges é lec t r iques à distance finie, pu i sque l 'ac

tion de l 'élément sur l u i - m ê m e doi t avoir une résultante nu l le ; donc 

la composante suivant x de cette fo r ce , rappor tée à l 'unité de surface, 

doit être 

a T P , - [, m P - P ' ) . 

10S. Si, c o m m e dans l ' équat ion ( 2 ) , nous définissons le potent ie l en 

en supposant la d is t r ibut ion d 'é lec t r ic i té donnée , de ce fait que les 

actions et réact ions r éc ip roques de deux molécu les é lectr iques sont 

égales et opposées , il résulte que la composan te suivant x de la force 

due à l 'action du système sur l u i - m ê m e do i t être nul le , ce que nous 

pouvons écrire sous la forme 

,><ì) ±_ j f V dxdy d z - o ; 

mais si nous définissons c o m m e étant une fonc t ion de x, y, z qui 

satisfait à l 'équat ion 

V 2 T =^ o 

pour tout poin t ex tér ieur à la surface fermée s, et qu i devient nulle à 

l'infini, il semble nécessaire de démont re r c e fait que l ' intégrale de 

volume, étendue à toute rég ion comprenan t s, est nulle . 

Une démonstrat ion résulte du théorème du § 1 0 0 a , d 'après lequel , 
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(•j.8) A — f ~^ mP*ï ^ nPxz) dS ; 

et si nous supposons q u e p a r t o u t la surface S so i t à une très grande 

dis tance a de la surface s q u i renferme tous les po ints p o u r lesquels Y 5 Y 

est différent de zéro , nous savons q u e Y ne p e u t être n u m é r i q u e m e n t 

plus grand que -1 e étant l ' intégrale de v o l u m e de Y S Y , et que R ne 

da 
dW e 

peu t être plus grand que — ou - , et qu ' aucune des quantités 
R 3 e 2 

Pxxj Pxyi Pxz n R peut être supér ieure à p, ou — , ou ^—— r • D o n c 

l ' intégrale de surface, pr ise sur une sphère de très grand rayon a, ne 

e 2 

peut être supérieure à tttt; î et si a c ro î t indéf iniment , l ' intégrale de 

surface do i t finir par s 'annuler. 

Mais cet te intégrale de surface est égale à l ' intégrale de v o l u m e ( 2 6 ) , 

don t la valeur est la m ê m e , quel le que soit l 'é tendue de l 'espace c o m 

pris dans S, p o u r v u que S cont ienne tous les poin ts pou r lesquels Y - Y 

est différent de zé ro . D o n c , l ' intégrale étant nulle quand a est infini, 

d o i t être éga lement nulle lo r sque l 'on p rend p o u r l imites de l ' intégra

t ion q u e l c o n q u e une surface renfermant tous les poin ts p o u r lesquels 

Y 2 X V n'est pas nul. 

109. La dis t r ibut ion des tensions, que nous avons cons idérée dans 

ce Chapi t re , est p réc i sément cel le à laquel le a été c o n d u i t Faraday 

dans ses r echerches sur l ' induct ion dans les d ié lec t r iques . 11 les résume 

dans les termes suivants : 

ic 1297. On peu t c o n c e v o i r la fo rce d i rec te d ' induct ion c o m m e 

s 'exerçant suivant des l ignes c o m p r i s e s et l imi tées par les deux sur-

si Ton donne V-*Ir en tout p o i n t de la surface et si W^o à l'infini, la 

valeur de Y est déterminée pou r tout po in t et égale à 

( 2 7 ) Y ' = ~ fJJ ^ Y 2 Y dx dv dz, 

r étant la distance du po in t p o u r lequel" on d o n n e la concentrat ion de 

V — Y 2 Y et ce lui pou r leque l on veut t rouver le potent ie l Y ' . 

Car le t l iéorème se réduit ainsi à c e que nous avons dédui t de la 

p remière définition de Y . 

¡\lais si nous cons idérons Y c o m m e la fonct ion fondamentale de x, 

y , z, de laquel le nous avons tiré les autres, il est p r e f e r a b l e de ra

mener (26) à la fo rme d 'une intégrale de surface 
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faces conductr ices électrisées et a c c o m p a g n é e d 'une fo rce latérale ou 

transversale, dont l'effet revient à écarter ou à repousser ces l ignes re

présentatives ( 1 2 2 i ) ; o u b ien encore la force d'attraction qui agit entre 

les molécules du d ié lec t r ique dans le sens de l ' induct ion est a c c o m p a 

gnée d'une force répuls ive ou d ivergente dans la d i rec t ion transversale. 

» 1298. L ' induc t ion paraît être un certain état de polar isat ion des 

molécules, dans lequel elles sont je tées par l 'action du co rps électrisé ; 

les molécules ont alors des points ou des parties posi t ives ou négat ives 

qui s'orientent symét r iquement les unes par rappor t aux. autres et par 

rapport aux surfaces ou aux mo lécu le s induc t r i ces . Ce t état do i t être 

un état de contrainte, car il ne p rend naissance et ne se maintient que 

par l'action d'une fo rce , et l 'on r e t o m b e à l'état normal o u état de repos 

aussitôt que la force cesse d 'agir . 11 ne peut être entretenu par une 

quantité donnée d 'é lectr ic i té , que dans les seules matières isolantes, 

car ces substances seules sont capables de garder cette d ispos i t ion des 

molécules. » 

C'est là un exposé exact des conc lus ions auxquel les nous avons été 

conduit, par notre étude mathémat ique . En chaque po in t du mil ieu 

règne un état élast ique, tel qu ' i l y a tension suivant les l ignes de fo rce , 

etpression suivant toutes les d i rec t ions perpendicula i res à ces l ignes , les 

valeurs numériques de la tension et de la pression étant égales , et variant 

toutes deux c o m m e le carré de la force résultante au po in t cons idé ré . 

Cette expression de « tension é lec t r ique » a été e m p l o y é e en diffé

rents sens par les divers auteurs. Je l ' emploiera i toujours pou r d é 

signer la tension, suivant les lignes de fo rce , qu i , ainsi que nous l 'avons 

vu, varie d'un po in t à un autre, mais est toujours p ropor t ionne l l e au 

carré de la force résultante au po in t cons idé ré . 

110. L 'hypothèse d'un pareil état de tension existant au sein d'un 

diélectrique fluide, tel que l 'air ou la té rébenthine , peut paraître, à 

première vue , en cont rad ic t ion avec le p r inc ipe établi qu 'en un po in t 

d'un fluide les press ions sont égales dans tous les sens. Mais , quand on 

établit ce p r inc ipe en cons idérant la mob i l i t é et l ' équ i l ib re des par

ties du fluide, on admet p réc i sément qu ' i l n 'existe dans le fluide au

cune action du genre de cel le que nous supposons se p rodu i r e le l o n g 

des lignes de fo rce . L'état de tension que nous venons d 'é tudier est 

parfaitement compa t ib le avec la mob i l i t é et l ' équi l ibre d 'un fluide, car 

nous avons vu que , si une por t ion du fluide n'a po in t de charge é lec

trique, elle n'est soumise à aucune force résultante due aux tensions sul

la surface, si intenses que soient ces tensions. C'est seulement quand une 
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( ' ) [Le inol. de d é p l a c e m e n t é l e c t r i q u e ne d o i t pas faire penser au terreur que 

le p a s s a g e d'une c e r t a i n e q u a n t i t é d'é lectr ic i té à t r a \ e r s un d i é l e c t r i q u e puisse 

ê tre a s s i m i l é à un d é p l a c e m e n t é la s t ique du m i l i e u ; le c a r a c t è r e des d é f o r m a t i o n s 

é las t iques est de d o n n e r n a i s s a n c e à des forces qu i l eur s o n t p r o p o r t i o n n e l l e s eL 

c h a n g e n t de s i g n e avec e l les , t a n d i s que la t e n s i o n est p r o p o r t i o n n e l l e au carré 

d u d é p l a c e m e n t é l e c t r i q u e et que l 'état h y p o t h é t i q u e d u dié lecLrique est indépen

dant d u sens de ce d é p l a c e m e n t . On est d o n c o b l i g é de s u p p o s e r au m i l i e u dans 

lequel se p r o d u i t le d é p l a c e m e n t é l e c t r i q u e une c o n s t i t u t i o n tou te spéc ia le , dif

férente de ce l le des m i l i e u x é las t iques p r o p r e m e n t di ts . Voir S, S.'l!.| (F.) 

partie du fluide est chargée que son état d ' équ i l ib re est t roublé par les 

tensions agissant sur sa surface, et nous savons que , dans ce cas, elle 

tend effectivement à se m o u v o i r ; d o n c l 'état de tension supposé n'est 

pas incompa t ib l e avec l ' équi l ibre d'un d ié lec t r ique fluide. 

La quanti té W qui a été étudiée au Chapi t re I V , § 99 , peut être in

terprétée c o m m e étant l ' énergie de mi l ieu due à cet te dis t r ibut ion des 

tensions. Des théorèmes de ce Chapi t re il résulte que la distribution 

des tensions qui satisfait aux condi t ions énoncées à ce Chapitre fait 

de W un m i n i m u m abso lu . Or , si l ' énergie est un m i n i m u m pour une 

configurat ion dé terminée d'un système, cet te conf igurat ion correspond 

à l ' équi l ibre , et à l ' équ i l ib re s table; un d ié lec t r ique soumis à l'action 

de corps électrisés prendra d o n c de l u i - m ê m e un état où les leus.ions 

sont dis t r ibuées c o m m e on vient de le déc r i re . 

Il faut se s o u v e n i r avec soin que nous n 'avons fait qu 'un seul pas 

dans la théorie des act ions transmises par un m i l i e u . Nous avons 

supposé ( |ue c e mi l i eu est dans un étal de tension, mais nous n'avons 

en a u c u n e façon rendu c o m p t e de cel te tension, ni exp l iqué comment 

elle se maint ient . Néanmoins ce pas m e paraît être important , puis

qu ' i l nous permet d ' exp l iquer , par l 'act ion des parties consécut ives 

d'un mi l ieu , des phénomènes que l 'on croyait, auparavant ne pouvoi r 

s ' exp l iquer que par une act ion directe à dis tance. 

111. Je n'ai pas réussi à faire le second pas, à rendre c o m p t e par 

des cons idéra t ions mécan iques de ces tensions du d ié lec t r ique . J'aban

donne donc la théor ie à ce po in t , nie bo rnan t à énonce r quelles sont 

les autres parties du p h é n o m è n e de l ' induct ion dans les diélectr iques. 

i ° Déplacement électrique ( ' ) . — L o r s q u e l ' induc t ion se transmet à 

travers un d ié lec t r ique , il y a d ' abord un dép lacement d 'électr ici té 

dans la d i rec t ion de l ' i nduc t ion . Par e x e m p l e , dans une boute i l le de 

Leyde dont l 'armature intérieure est cha rgée pos i t ivement et l 'arma

ture extér ieure négat ivement , le dép lacemen t de l ' é lectr ici té positive 

à travers la masse du verre se fait du dedans vers le dehor s . 
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Pendant tout le temps rpie ce dép lacemen t c ro î t , les choses se 

passent c o m m e si un couran t d 'é lectr ic i té pos i t ive allait de dedans 

au dehors ; de m ê m e une d iminu t ion du dép lacement équivaudra i t à 

un courant de sens inverse . 

La quantité totale d 'é lectr ici té déplacée a travers l 'aire d 'une Surface 

quelconque fixe dans le d i é l ec t r ique a p o u r mesure la quanti té que 

nous avons déjà étudiée au § 7 5 , c'est-à-dire l ' intégrale de surface de 

l ' induction à travers cette aire, mul t ip l iée par — i où K est la capaci té 

inductrice spécif ique du d ié lec t r ique . 

·!" Charge superficielle des molécules du diélectrique. - C o n c e 

vons une partie du d ié lec t r ique , grande ou peti te, séparée du reste 

par une surface fermée idéale . Nous devons supposer que sur c h a q u e 

élément de cette surface il y a une cha rge , qui a pou r mesure le d é 

placement total d 'é lect r ic i té à travers cet é lément de surface, c o m p t é 

vers l ' intérieur. 

Dans le cas d 'une bou te i l l e de L e y d e dont l 'armature intérieure est 

chargée posi t ivement , une por t ion q u e l c o n q u e de verre aura sa face 

intérieure chargée pos i t ivement et sa face extér ieure négat ivement . 

Si cette por t ion est tout ent ière à l ' intérieur du verre , sa charge su

perficielle est en t iè rement neutralisée par la charge o p p o s é e des p a r -

tics qu'el le t o u c h e ; mais , si elle est en con tac t avec un co rps c o n d u c 

teur, dans lequel ne peu t se maintenir l 'état d ' induc t ion , la charge 

superficielle n'est plus neutral isée, mais const i tue la cha rge apparente 

que l 'on appelle généralement charge du conducteur. 

Par suite, la cha rge qui se t rouve à la surface de séparation du c o n 

ducteur et du mi l ieu d ié lec t r ique , et que l 'on appelait dans l 'ancienne 

théorie charge du c o n d u c t e u r , doi t être appelée dans la théorie de 

l 'induction, la charge superficielle du diélectrique environnant. 

D'après cette théor ie , toute cha rge est l'effet résiduel de la po la r i 

sation du d ié lec t r ique . Cette polarisat ion existe dans toute l 'é tendue 

de sa masse; mais elle y est neutralisée par des charges inverses des 

parties con t iguës , en sorte que les effets de cha rge ne deviennent appa

rents qu'à la surface du d ié lec t r ique . ' 

La théorie rend c o m p t e ent ièrement du théo rème du § 77 , à savoir 

(pie l ' induction totale à travers une surface est égale à la quanti té t o 

tale d 'électrici té con tenue dans cette surface, mul t ip l iée par 4 ~ ; car 

ce que nous avons appelé induc t ion à travers la surface n'est que le 

déplacement é lec t r ique mul t ip l ié par 4^, et. le dép lacemen t total vers 

le dehors est nécessai rement égal à la charge totale con tenue à l ' inté

rieur de la surface. 
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( l ) [Aucune expérience jusqu'à ce jour n'a mis en évidence la polarisation dont 

Maxwell suppose l'existence dans les conducteurs proprement dits, tels que les 

métaux.J (P . ) 

La théorie rend également c o m p t e de l ' imposs ib i l i t é de donner à la 

matière une charge absolue; car toute m o l é c u l e de d ié lec t r ique a à 

ses extrémités opposées des charges égales et o p p o s é e s ; et peut-être 

serait-il p lus c o r r e c t enco re de dire q u e ces charges ne sont que la 

manifestation d'un seul p h é n o m è n e que nous appelons la polarisation 

électrique. 

Un mil ieu d ié lec t r ique , ainsi polar isé , est le s iège d 'énergie élec

t r ique ; et l ' énergie , pou r l 'unité de v o l u m e du mi l i eu , est numérique

ment égale à la tension é lec t r ique sur l 'unité d 'aire, ces deux quantités 

étant égales à la moi t i é du p rodu i t du dép lacement par l'intensité 

é l ec t romot r i ce résultante, ou 

p = i JPIÊ = - L K<Ê* = 

où p est la tension é lec t r ique , B le dép lacement , (E l ' intensité électro-

mo t r i c e , et K la capaci té induc t ivo spéci f ique . 

Si le mi l ieu n'est pas un isolant parfai t , l 'état de tension que 

nous appelons polarisation électrique se détrui t cons tamment . Le mi

lieu cède à la fo rce é l ec t romo t r i c e , la tension é lec t r ique d iminue , et 

l 'énergie potent ie l le de cet état de contrainte se t ransforme en chaleur. 

La vitesse avec laquelle se p rodu i t cet te dest ruct ion del 'é ta t de polarisa

tion du mil ieu dépend de la nature de ce mi l ieu . Dans certaines espèces 

de verre , des j o u r s , des années peuvent s 'écouler avant que la polarisa

tion t o m b e de la moi t i é de sa valeur init iale. Dans le cu iv re , un change

ment ident ique s'effectue en moins d'un h i l l ion ième de seconde ( ' ) . 

Nous avons supposé, qu 'après avoir été polarisé le mi l ieu a été sim

plement abandonné à l u i - m ê m e . Dans le p h é n o m è n e appelé courant 

électrique, le passage cont inu de l 'é lect r ic i té tend à rétablir l'état de 

polar isa t ion, aussi vite que la conduc t ib i l i t é du mil ieu lui permet de 

se dét ru i re . Ains i l 'agent extér ieur , qui entretient le courant , dépense 

cons tamment du travail p o u r rétablir la polarisat ion du mil ieu, la

que l l e se détrui t c o n s t a m m e n t ; l 'énergie potent ie l le de cette polarisa

tion se t ransforme cons tamment en cha leur , et, après cette dépense 

d 'énergie qu i entretient le courant , le résultat final est d 'é lever gra

due l lement la température du conduc t eu r , j u s q u ' à ce qu ' i l se perde 

par conduc t i on et radiation de la surface autant de chaleur qu ' i l s'en 

p rodui t durant le m ê m e temps par le passage du couran t é lectr ique. 
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CHAPITRE YI. 

D E S P O I N T S E T D E S L I G N E S D ' É Q U I L I B R E . 

112. Si en un po in t du c h a m p é lec t r ique la force résultante est 

nulle, ce po in t est appelé un point d'équilibre. 

Si tous les points d 'une l igne sont des points d ' équ i l ib re , la l igne 

est appelée ligne d'équilibre. 

Les condi t ions p o u r qu 'un po in t so i t -un po in t d ' équ i l ib re sont que 

l'on ait en ce p o i n t 

d_V _ dV _ d_V 

ôx ' ùy ' dz 

En un tel po in t , la valeur de V est d o n c m a x i m u m ou m i n i m u m , 

ou stationnaire, par rappor t aux variat ions des c o o r d o n n é e s . Mais le 

potentiel ne peut avoi r de va leur m a x i m u m ou m i n i m u m , qu 'en un 

point chargé d 'é lectr ic i té pos i t ive ou négat ive , o u dans un espace 

fini l imité par une surface cha rgée pos i t i vemen t ou néga t ivement . 

Si donc on rencont re un p o i n t d ' équ i l ib re dans une part ie du c h a m p 

qui n'a pas de cha rge , ce ne peu t être qu 'un po in t stationnaire, hiais 

non un m a x i m u m ni un m i n i m u m . 

En effet, la p remière cond i t ion p o u r que l 'on ait un m a x i m u m ou 

un min imum est que 

d 2 V d ' V d s V 

ôx'1 3 ôy2 óz2 

soient tous posit ifs o u tous négatifs, s'ils ont des valeurs finies. Or , 

d'après l 'équat ion de Lap lace , la s o m m e de ces trois quanti tés est 

nulle en un po in t où il n 'y a pas de cha rge : cet te cond i t i on ne peut 

donc être satisfaite. 

Au lieu de r eche rche r les cond i t ions analytiques des cas où les trois 

composantes de la f o r c e s 'annulent s imultanément , nous allons faire 

une étude générale au m o y e n des surfaces équipotent ie l les . 

Si, en un po in t P , V passe par un m a x i m u m vér i table , la valeur de V 

est plus grande en P qu 'en tous les autres points du vo is inage i m m é 

diat; donc P est entouré par une série de surfaces équipolen t ie l les 

fermées, chacune extér ieure à la p récéden te , et en tous les points de 

chacune de ces surfaces la force é lec t r ique est d i r igée vers le deho r s . 

Or nous avons démont ré au § 70 que l ' intégrale de l ' intensité é l e c l r o -

Tr. d'Élect. et de Magn., I. 1 2 
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mo t r i ce , prise sur une surface fermée q u e l c o n q u e , est égale à la 

charge totale compr i s e à l ' intér ieur de cette surface, mult ipl iée par 

/JTC. Dans le cas actuel , la force est d i r igée vers le dehors en tous 

les poin ts , et par suite l ' intégrale de surface est nécessairement posi

tive : il y a d o n c une charge pos i t ive à l ' intér ieur de la surface; et, 

c o m m e cel te surface peut être pr ise aussi vo is ine de P qu 'on le veut, 

il y a une charge pos i t ive en P . 

On démont re ra i t de m ê m e que , si V est m i n i m u m en P , P a une 

charge négat ive . 

Enfin, soi t P un po in t d ' équ i l ib re dans une rég ion qui n'a point de 

cha rge : déc r ivons autour de P une sphère de très pe l i t rayon. Ainsi 

que nous l 'avons vu , le potent iel sur cette surface ne peu t être partout 

plus grand qu ' en P , ni par tout plus pet i t . Il do i t d o n c être plus grand 

sur certaines part ies de cette surface, plus petit sur d 'autres. Ces por

tions de surfaces sont l imitées par des l ignes le l o n g desquel les le p o 

tentiel est le m ê m e qu 'en P . Le l ong des l ignes menées de P aux points 

où le potent ie l est plus petit qu 'en P , la fo rce é lec t r ique est dirigée 

de P vers le d e h o r s ; le l o n g des l ignes menées de P aux points à un 

potent ie l plus é levé , la fo rce é lec t r ique est d i r igée du dehors vers P : 

d o n c le poin t P est un po in t d ' équ i l ib re stable p o u r certains déplace

ments, et d ' équ i l i b re instable p o u r les autres dép lacements . 

113 . P o u r dé te rminer le n o m b r e des points et des l ignes d 'équi

l ib re , cons idé rons la ou les surfaces p o u r lesquel les le potent iel a une 

valeur donnée C- A p p e l o n s régions négatives \v.s r ég ions où le poten

tiel a une valeur infér ieure à C , régions positives les régions où il a 

une valeur plus grande que C . Soient \ 0 l e plus bas et Vj le plus haut 

potent ie l du c h a m p é lec t r ique . Si nous faisons C = V 0 , la région né

gat ive ne renfermera que le po in t o u le c o n d u c t e u r au potentiel le 

plus bas , et celui-là a fo rcément une cha rge négat ive . La région posi

tive c o m p r e n d le reste de l 'espace, et, puisqu 'e l le en toure la région 

négat ive , elle est pé r iphrac t ique (voir § 1 8 ) . 

Si nous augmentons la valeur de C , la r ég ion négat ive va s'étendre, 

et de nouvel les rég ions négat ives vont se fo rmer autour des corps 

chargés négat ivement ; à c h a q u e région négat ive qui se fo rme ainsi, 

la r ég ion pos i t ive environnante acquier t un degré de plus de pér i -

phrax ie . L o r s q u e les régions négatives s 'étendent, deux ou plusieurs 

d 'entre elles peuven t se rencont rer suivant un po in t ou suivant unel igne . 

Si n ~(-1 r ég ions négat ives se rencontrent , la r ég ion pos i t ive perd 

n degrés de pé r iphrax ie , et le po in t o u la l igne suivant laquel le elles 

se rencontrent est un po in t ou une l igne d ' équ i l ib re du degré n. 
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(') [Plus exactement, lorsque C ne diffère plus de V, que d'une quantité infi

niment petite. ( P.)l 

Lorsque C devient égal ( ' ) à V u la rég ion pos i t ive se rédui t au poin t 

ou au conduc teur dont le potent ie l est le plus é levé , et par suite elle a 

perdu toute pé r iphrax ie ; d o n c , si chaque po in t o u c h a q u e l igne d ' é 

quilibre c o m p t e p o u r un, deux ou n, suivant son deg ré , le n o m b r e 

total formé par les points et les l ignes cons idérées est inférieur d 'une 

unité au n o m b r e des co rps chargés négat ivement . 

Il y a d'autres points et d 'autres l ignes d ' équ i l ib re que l 'on ren

contre, lorsque les régions posi t ives sont séparées les unes des autres 

et que la région négat ive acqu ie r t de la pé r iphrax ie . Leu r n o m b r e , 

compté d'après leur degré , est infér ieur d 'une unité au n o m b r e des 

corps chargés pos i t ivement . 

Si nous appelons positifs les points ou les l ignes d ' équ i l ib re formés 

par l ' intersection de deux ou plusieurs rég ions pos i t ives ; négatifs 

ceux qui sont formés par la rencont re de rég ions néga t ives ; et s'il y 

•A p corps chargés pos i t ivement , n co rps chargés négat ivement , la 

somme des degrés des points et des lignes d ' équ i l ib re posit ifs est p — /, 

et la somme des degrés des points et des l ignes d ' équ i l ib re négatifs 

est n — 1 . La surface qui entoure, le système éleetrisé à une dis tance 

infinie doit être c o m p t é e c o m m e un co rps ayant une cha rge égale et 

contraire à la s o m m e des charges du sys tème. 

Mais, en outre de ces points et de ces l ignes d ' équ i l ib re en n o m b r e 

défini, qui sont formés par l ' intersect ion des différentes rég ions , il peu t 

en exister d'autres, dont nous p o u v o n s dire seulement qu ' i ls sont en. 

nombre pair. En effet, si, en s 'élendant, une des régions négat ives se 

recoupe e l le -même, elle devient c y c l i q u e , et, en se rencontrant elle-

même à diverses reprises, elle peut acquér i r un n o m b r e q u e l c o n q u e 

de degrés de c y c l o s e , chacun de ces degrés cor respondant au po in t ou 

à la l igne d 'équi l ibre qui a donné l ieu à la c y c l o s e . Si la région néga

tive continue de s 'étendre jusqu ' à rempl i r tout l ' espace, elle pe rd tous 

les degrés de c y c l o s e qu 'e l le avait acquis et finit par deven i r a c y 

cl ique. H y a d o n c une série de points o u de l ignes d ' équ i l ib re , sur 

lesquels se perd la c y c l o s e , et ils sont égaux quant au n o m b r e et au 

degré aux points et aux l ignes sur lesquels s'était p rodu i t e la c y c l o s e . 

Si la forme des -corps chargés o u des conduc teu r s est arbi t raire , 

nous pouvons seulement dire que le n o m b r e de ces points addi t ionnels 

est pair ; mais, si l 'on a des j ioints cha rgés , o u des conduc teu r s sphé -

riques, le n o m b r e des points addi t ionnels ne peut être supér ieur à 

(n — 1 ) ( « — 2), n étant le n o m b r e des co rps . 
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l l ' i - . Le po ien t ie l au vois inage d'un p o i n t P peut être développé 

suivant la série 
V = V „ + H s - t - . . . , 

où I I , , I I 3 , . . . sont des fonct ions h o m o g è n e s de x , y , z, dont les de

grés sont respec t ivement 1 , 2 , . . . . 

Pu i sque les dér ivées premières de V s'annulent en un point d 'équi

l i b r e , en un tel p o i n t I I , = o . 

Soi t 1I„ la p remiè re fonc t ion qui 1 1 e s 'annule pas : dans le voisinage 

du po in t P , nous pouvons négl iger devant H „ toutes les fonctions de 

degré supér ieur . 

Or 

est l 'équat ion d'un cône de degré n, qu i est le c ô n e ayant le contact 

le plus in t ime avec la surface équipotent ie l le au po in t P . 

On v o i t . d o n c que la surface équipotent ie l le passant par P a en ce 

poin t un poin t c o n i q u e auquel est tangent u n c ô n e d u d e u x i è m e degré 

o u d'un degré supér ieur . L ' in tersect ion de ce c è n e avec une sphère 

ayant son s o m m e t pou r centre est appelée ligne nodale. 

Si le po in t P n'est pas sur une l igne d ' équ i l ib re , la l igne nodale n'a 

pas de points d o u b l e s , mais se c o m p o s e de cou rbes fermées dont le 

n o m b r e est n ou plus peti t . 

Si la l igue nodale a des points doub le s , le poin t P est sur une ligne 

d ' équ i l ib re , et la surface équipotent ie l le passant par P se c o u p e elle-

m ê m e suivant cet te l igne . 

S'il 3 a des poin ts d o u b l e s de la l igne nodale qui ne soient pas dia

mét ra lement opposés sur la sphère , le poin t P est à l ' intersection de 

trois ou de plusieurs l ignes d ' é q u i l i b r e ; car la surface équipotent iel le 

passant par P do i t se c o u p e r e l l e -même suivant chacune des lignes 

d ' équ i l ib re . 

l i a . Si d e u x nappes d 'une surface équipotent ie l le se coupent , ce ne 

peut être qu'à angle dro i t 

Ca r , l a tangente à la l igne d ' intersect ion étant prise p o u r axe des z, 

on a 

àz* =°-

Prenant aussi l 'axe des x suivant la tangente à l 'une des nappes , on a 

( ' ) [Enoncé inexact, puisque Von démontre qu'elles se coupent sous un angle 

— · Il faudrait dire; S J la surface a deux nappes seulement. ( f ) ] 
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aussi 
d^V 

dTÏ = ° -

Il résulte alors de cela et de l ' équat ion de L a p l a c e q u e 

d*V _ 

ou que l 'axe des y est t angent à l 'autre n a p p e . C e r a i s o n n e m e n t sup

pose I I 2 fini. Si H 2 est nu l , p r e n o n s e n c o r e p o u r axe des z la tangente 

à la ligne d' intersect ion, et p o s o n s x = r cos B, y — r sin 0 ( ' ) . A l o r s , 

puisque 

à-2\ _ d^y tV\_ __ 

d^" ~ ° ' dx* + ay* ° 
ou encore 

d 2 V i dV J_ d_2V _ 
757*" + 7 ~d7 + 7 * dO* — ° ' 

équation dont la so lut ion o r d o n n é e su ivant les pu i s sances ascendantes 

de ;• est 

V = V 0 H - A t r cos(0 -H I , ) -+- A 2 r ' c o s ( 2 8 -4- a 2 ) -h . . . + A „ r " cos (re 8 -4- oc„). 

En un point d ' équ i l ibre A , = o, et si le p r e m i e r coeff ic ient q u i ne 

s'annule pas est ce lu i de r'1, 

V — V„ = A„ r'1 cos ( n 6 -4- i n ) 

plus des termes r e n f e r m a n t des pu i s sances p lus é levées d e r. 

Cette équat ion m o n t r e q u e l e s n n a p p e s de la surface é q u i p o t e n -

tielle V — V 0 se c o u p e n t sous des angles q u i sont tous é g a u x à — · C e 

théorème a été é tab l i par R a n k i n e ( 2 ) ( 3 ) . 

( ' ) [Inexact. (P . ) ] 

(-) Résumé des propriétés de certaines lignes d'écoulement {Phil. Mag., 

oct. 1864). Voir aussi T U O M S O N et T A I T , Natural Philosophy, § 780; et R A X K I N E et 

S T O K E S , dans Jos Proc. R. S., p. 4 6 8 , 1 8 6 7 ; et W . R. S M I T H , Proc. R. S. Edinb., 

p. 79, 1 8 6 9 - 7 0 . 

( 3 ) [La démonstration originale du théorème de Rankine est irréprochable. Le 

polynôme II„ (§ 114) peut s'écrire A z'-P + A + 1 z"-P~'-h . . --t- A„, en l'ordonnant 

suivant les puissances décroissantes de z ; l'axe des z est alors une aréLe singulière 

d'ordre p, les A étant des polynômes homogènes eu x cl y dont l'indice exprime 

le degré. Ce polynôme doit satisfaire à l'équation de Laplace, ce qui entraîne la 

condition 
J ! A 3 2 A„ 
x - , H ~ = o ou A „ = / * c o s ( j p B + a ) i 
dx1 dy2 ' 

en posant x = r cos8, y = r sin 6. 
Mais l'équation Af = 0 est l'équation des plans tangents au cône Hp= 0, le long 
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Ce n'est que sous certaines cond i t ions qu ' i l peut exister une ligne 

d ' équ i l ib re dans l 'espace l i b r e ; mais il y a toujours une l igne d'équi

l ibre sur la surface d'un c o n d u c t e u r , lo r sque la densité superficielle 

est pos i t ive dans une partie et négative dans une autre. 

P o u r qu 'un conduc t eu r puisse avoir des charges contra i res en diffé

rents points de sa surface, il faut qu ' i l y ait dans le c h a m p des points 

où le potent ie l est p lus élevé que celui du co rps , et d'autres points où 

le potentiel est p lus bas . 

Prenons d ' abord deux corps électrisés pos i t ivement au m ê m e poten

tiel, il y aura entre les deux un point d ' équ i l ib re . Faisons diminuer 

graduel lement le potent iel du premier co rps : le po in t d 'équi l ibre s'en 

r approche et, à une certaine é p o q u e de notre opéra t ion , vient coïnc i 

der avec un po in t de la surface. Si nous con t inuons l 'opérat ion, la sur

face équipotent ie l le qui entoure le second co rps , et qui est au môme 

potent ie l que le p remier , c o u p e à angle droi t la surface de ce second 

c o r p s , suivant une c o u r b e fermée qui est une l igne d 'équi l ib re . Cette 

c o u r b e fermée, après avoi r décr i t toute la surface du conducteur , va 

de nouveau se rédui re à un seul p o i n t ; puis le poin t d 'équil ibre 

s 'é loignera de l 'autre côté du p remie r c o r p s , et il sera à une distance 

infinie lorsque les deux corps auront des charges égales et contraires. 

Théorème d'Earnshaw. 

116- Un co rps é lec l r i sé , placé dans un c h a m p de force é lectr ique, 

ne peut être en équ i l ib re stable. 

Supposons d ' abord que l 'é lectr ici té du corps m o b i l e (A. ) et celle 

du système de co rps environnants ( B ) soient fixes sur ces co rps . 

Soi t V le potent ie l en un po in t du co rps m o b i l e dû à l 'action des 

co rps environnants ( B ) , et soit e l 'é lectr ic i té répandue sur une petite 

partie du co rps m o b i l e A autour du po in t cons idé ré . L 'énerg ie poten

tielle de A par rappor t à B sera 

M - S ( V c ) , 

la sommat ion s 'élendant à chacun des éléments électr isés de A . 

Soient a, b, c les c o o r d o n n é e s d'un poin t électr isé de A, par 

de la génératrice singulière, ou des plans tangents aux diverses nappes de la sur

face : celles-ci se coupent donc sous des angles égaux à — • 

Maxwell écrit à tort que la condition -^-j = o doit être satisfaite en tous les 

points de l'espace pour que l'axe des z soit arête singulière. (P.)] 
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rapport à trois axes fixes dans A , et parallèles aux axes des x , y , 3. 

Soient l, VJ, Ç les c o o r d o n n é e s absolues de l ' o r ig ine de c e système 

d'axes. 

Supposons p o u r l ' instant q u e le co rps A soi t astreint à se m o u v o i r 

parallèlement à l u i - m ê m e ; les c o o r d o n n é e s absolues du p o i n t a, b, c 

deviennent 
x = l-^a, y = r, + b, z = Ç->- c . 

Le potentiel du co rps A par rappor t à B peut s ' expr imer par la 

somme d'un certain n o m b r e de termes , dans chacun desquels V est 

exprimé en fonct ion de a, b, c et T], Ç. La s o m m e de ces termes est 

une fonct ion de a, b, c qu i sont constants p o u r c h a q u e po in t du 

corps, et de !j, TJ, Ç qui var ient l o r sque le co rps se meu t . 

Puisque l 'équat ion de Lap lace est satisfaite par chacun de ces ter

mes, elle l 'est par leur s o m m e , ou 

# 0 1 d*M M I 

Donnons maintenant à A un pet i t dép lacement , tel q u e 

d? = l dr, d-r\ = m dr, d^ — n dr; 

et soit dM l ' accro issement du potent ie l de A par rappor t au système 

environnant B . 

Si cet accro issement est posi t i f , il faudra dépenser du travail p o u r 

augmenter r, et il y aura une fo rce 

qui tendra à d iminuer r et à ramener A à sa p remière pos i t ion ; p o u r 

ce déplacement , l ' équ i l ib re sera donc, stable. Si au cont ra i re ce t a c 

croissement est négatif, la fo rce tendra à augmenter /·, et l ' équ i l ib re 

sera instable. 

Cons idérons maintenant une sphère ayant son centre à l ' o r ig ine , 

et un rayon r assez pet i t p o u r q u e , si le po in t fixe du c o r p s est c o m 

pris dans la sphère , aucune part ie du co rps m o b i l e A ne puisse co ïn 

cider avec aucune part ie du sys tème extér ieur B . A l o r s , pu i sque dans 

l 'intérieur de la sphère 
V» M = o, 

l 'intégrale 

prise sur la surface de la sphère , sera nul le . 
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D o n c si, sur une part ie de la surface de la sphère , est positif, il 

d o i t y avoi r une autre part ie de la surface o ù il est négatif ; et si le 

co rps A est dép lacé dans une d i rec t ion o ù est négatif, il tendra à 

s 'é lo igner .de sa pos i t i on ini t iale, et, par suite, l ' équ i l ib re est forcé

ment ins table . 

Ains i l ' équ i l ib re est ins table , lors m ê m e que le co rps est astreint 

à ne se m o u v o i r que para l lè lement à l u i -même : a fortiori est-il in

stable, si le co rps est ent ièrement l i b r e . 

Supposons maintenant que le co rps A soit un c o n d u c t e u r . Nous 

p o u v o n s traiter ce cas c o m m e celui de l ' équ i l ib re d 'un système de 

c o r p s , l ' é lec t r ic i té m o b i l e étant cons idé rée c o m m e une partie de ce 

sys tème; et nous pou r r i ons c o n c l u r e que , si l e sys tème est instable 

lo r squ 'on lui a en levé un certain n o m b r e de degrés de l iberté en 

fixant l ' é lec t r ic i t é , il l'est a fortiori l o r sque cet te l iber té lui est 

r endue . 

Mais nous p o u v o n s traiter ce cas d 'une façon p lus par t icul ière , de 

la manière suivante : 

En p remie r l i eu , supposons que l ' é lec t r ic i té soi t fixe sur A el que A 

se dép lace de la pet i te dis tance dr. On a déjà cons idé ré l ' accroisse

ment du potent ie l de A dû à c e dép lacemen t . 

En second l ieu , laissons l ' é lec t r ic i té se m o u v o i r dans A et prendre 

sa d is t r ibu t ion d ' équ i l i b r e , qu i est toujours s table . Pendan t ce m o u 

vemen t , le potent ie l décroit nécessai rement d 'une quanti té que l 'on 

peut appeler Cdr (voir § 1 0 0 ) . 

D o n c l ' accro issement total du potent ie l sera, l o r sque l 'é lectr ic i té est 

l ib re de se m o u v o i r , 

U T - 0 ) " " ' 

et la fo rce tendant à r amener A à sa pos i t ion init iale sera 

dM 

dr ' 

où C est toujours posi t i f . 
• dM , . . , . . . 

O r nous avons m o n t r e que —j-^ est negatit dans certaines di rect ions ; 

d o n c , l o r sque l ' é lec t r ic i té est l ib re de se m o u v o i r , l ' instabilité dans 

ces d i rec t ions est a cc rue . 
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CHAPITRE VII. 

F O R M E D E S S U R F A C E S É Q L ' I P O T E N T I E L L E S E T D E S L I G N E S 

D T A ' D U C T I O N D A N S D E S C A S S I M P L E S . 

117. Nous avons vu que l 'on peu t ramener la déterminat ion de la 

distribution é lec t r ique à la surface d'un c o n d u c t e u r à la r eche rche de 

la solution de l 'équat ion de Lap lace 

à* V <)2 V ç)»V _ 

V étant une fonct ion de x,v, z qui est toujours finie et con t inue , qu i 

s'annule à l 'infini, et qu i p rend une valeur constante à la surface de 

chaque conduc teu r . 

En général, les m é t h o d e s mathémat iques connues ne permet tent 

pas de résoudre cette équa t ion , de façon à satisfaire à des condi t ions 

arbitrairement d o n n é e s ; mais il est aisé de t rouver un n o m b r e q u e l 

conque de fonct ions V satisfaisant à l ' équa t ion , et de dé terminer 

dans chaque cas la f o rme des surfaces c o n d u c t r i c e s , de façon que 

ces fonctions V soient de vér i tables solut ions . 

On voi t d o n c que ce que l 'on pourra i t appeler naturel lement le p ro 

blème inverse, à savoir , dé te rminer la fo rme des conduc t eu r s , étant 

donnée l 'expression du potent ie l , est b ien plus abo rdab le que le p ro 

blème direct : dé t e rmine r le potent ie l , étant donnée la fo rme des con 

ducteurs. 

En fait, tous les p r o b l è m e s é lec t r iques dont nous connaissons la so

lution ont été c o m b i n é s par la m é t h o d e inverse. Il est d o n c de la plus 

grande impor tance p o u r l 'é lectr ic ien de connaî t re les résultats ob tenus 

dans cette v o i e , pu i sque la seule m é t h o d e qui nous p romet te la s o 

lution de n o u v e a u x p r o b l è m e s consis te à rédui re ces p r o b l è m e s 

aux cas de p r o b l è m e s analogues c o m b i n é s à l 'a ide de la m é t h o d e i n 

verse. 

On peut t irer parti de deux manières de la connaissance h i s to r ique 

de ces résultats : si l 'on nous demande de c o m b i n e r un appareil en 

vue de faire des mesures é lec t r iques de la plus grande exact i tude 

possible, nous p o u v o n s cho is i r p o u r les surfaces électr isées des formes 
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cor respondan t aux cas p o u r lesquels nous connaissons la solution 

exac te . Si, d 'autre part, on nous demande d 'évaluer la charge répan

due sur des co rps de fo rme donnée , nous p o u v o n s partir d'un cas où 

une des surfaces équipotent ie l les p rend une fo rme se rapprochant de 

la fo rme d o n n é e ; puis , par une m é t h o d e de tâ tonnements , nous pour

rons modif ie r le p r o b l è m e , jusqu 'à ce qu ' i l r éponde plus exactement 

aux données . Cons idé rée an po in t de vue ma thémat ique , cette mé

thode est é v i d e m m e n t très imparfa i te ; mais c 'est la seule que nous 

avons, et si nous ne s o m m e s pas maîtres de cho i s i r nos données , nous 

ne p o u v o n s faire qu 'un ca lcul app roché de la d i s t r ibu t ion . C e qu'il 

nous faut, c 'est d o n c é v i d e m m e n t de connaî t re la f o r m e des surfaces 

équipotent ie l les et des l ignes d ' induc t ion dans autant de cas différents 

que nous en pou r rons réunir , et de nous en souveni r . P o u r certaines 

classes de cas , c e u x qu i se rappor ten t aux sphères , par e x e m p l e , il y 

a des mé thodes mathémat iques connues , don t nous p o u v o n s nous 

servir . Dans les autres cas , nous n 'avons d'autre ressource que la m é 

thode plus terre à terre de dessiner par tâ tonnement des figures, et 

de cho i s i r parmi elles celles qui s 'écartent le mo ins des figures dont 

nous avons b e s o i n . 

Cel te dernière m é t h o d e peut , j e c ro i s , être de q u e l q u e utilité, 

m ê m e dans les cas o ù l 'on a ob tenu la solut ion exac te , car j e trouve 

que , quand l 'œi l connaî t la fo rme des surfaces équipotent ie l les , on 

est souvent c o n d u i t à b i en cho is i r la m é t h o d e p o u r la solution ma

thémat ique . 

J'ai d o n c tracé les d i ag rammes de plusieurs systèmes de surfaces 

équipotent ie l les et de l ignes d ' i nduc t i on , de façon que le lecteur 

puisse se famil iar iser avec la fo rme de ces l ignes . Les méthodes au 

moyen desquel les on peut tracer de pareils d i ag rammes sont exposées 

au § 123 . 

118. La p remiè re de ces P lanches représente les sec t ions des surfaces 

équipotent ie l les qu i en tourent deux points ayant des charges d 'é lec

tr ici té de m ê m e nature, et dans le rappor t de 20 à 5. 

C h a q u e po in t est entouré d 'un sj 'stèmc de surfaces équipotent ie l les , 

d'autant plus vo is ines d'être des sphères qu 'e l les sont plus petites, 

q u o i q u e aucune d 'el les ne soit r i goureusemen t une sphère . Si l 'on 

prend p o u r surfaces de deux co rps conduc teu r s deux de ces surfaces, 

une autour de c h a q u e po in t , p resque sphér iques , mais ne l 'étant pas 

c o m p l è t e m e n t , et si ces co rps sont chargés d 'é lec t r ic i té de m ê m e es

p è c e , le rappor t des charges étant de (\ à 1 , le d i a g r a m m e représen

tera les surfaces équipotent ie l les , p o u r v u que l 'on efface les courbes 
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Lignes deforce el surfaces équipotenlielles. 

A = 2i, B = 5, P, point d'équilibre, AP = I AB. 
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intérieures aux deux co rps . On vo i t par ce d i a g r a m m e que l 'action 

entre les co rps est la m ê m e qu 'entre deux poin ts ayant les mêmes 

charges , qui ne seraient pas exac tement au mil ieu de l 'axe de chaque 

co rps , mais un p e u plus écartés l'un de l 'autre que ne sont ces points 

mi l i eux . 

Le m ê m e d i ag ramme nous permet de v o i r ce que sera la d is t r ibu

tion sur une des surfaces ovales , plus larges d'un b o u t que de l'autre, 

qui entourent les deux centres . Un parei l co rps , chargé de a5 unités 

d 'é lectr ici té et n'étant soumis à aucune influence extér ieure , aura une 

densité superficielle m a x i m u m à l 'extrémité effilée, m o i n d r e à l'autre 

ex t rémi té , et m i n i m u m sur un ce rc le un peu plus voisin du b o u t ef

filé que de l 'autre. 

Il y a une surface équipotent ie l le représentée par une l igne po in -

ti l lée, qu i est formée de deux nappes se rencontrant au po in t con ique P. 

Ce po in t est un po in t d ' équ i l ib re , et la densité superficiel le pour un 

corps ayant la f o rme de cette surface serait zéro en ce po in t . 

Les l ignes de fo rce fo rment dans ce cas d e u x sj sternes dist incts, sé

parés l 'un de l 'autre par une surface du s ix ième d e g r é , ind iquée par une 

l igne point i l lée passant par le poin t d ' équ i l i b re et présentant quelque 

ressemblance avec l 'une des nappes d 'un h y p e r b o l o ï d e à deux nappes. 

L e d i ag ramme peut aussi servir à représenter les surfaces é q u i p o -

tentielles et les l ignes de fo rce , dans le cas de deux sphères de ma

tière soumise à la gravitation , don t les masses sont entre elles 

c o m m e 4 et i . 

119. Sur la seconde P l anche , nous avons enco re deux points dont les 

charges sont c o m m e 2 0 est à 5 ; mais l 'une est pos i t ive et l 'autre est 

négat ive . Dans ce cas, une des surfaces équipoten t ie l les , celle qui cor

respond au potent ie l zé ro , est une sphère : elle est représentée sur le 

d i ag ramme par le ce rc le Q . On verra l ' impor tance de cet te surface élec

t r ique quand nous en v iendrons à la théor ie des images é lec t r iques . 

On vo i t par ce d i ag ramme que deux corps ronds , chargés d 'é lectr i 

ci tés contra i res , s'attirent c o m m e deux points ayant les mêmes charges , 

mais un p e u plus rapprochés l 'un de l 'autre que ne sont les points 

m i l i eux des co rps ronds . 

Ici e n c o r e , une des surfaces équipotent ie l les est formée de deux 

nappes , l 'une intér ieure qui en tou re le po in t d o n t la charge est 5, 

l 'autre extér ieure qu i c o m p r e n d les deux co rps , ces deux nappes se 

rencontrant en un p o i n t c o n i q u e P , qui est un po in t d ' équ i l ib re . 

Si la surface d'un c o n d u c t e u r a la fo rme de la nappe extér ieure , 

ce l le d 'un co rps arrondi c o m m e une p o m m e et présentant un creux 
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FORME DES SURFACES ÉQUIPOTENTIELLES ET DES LIGNES, E T C . l 8 g 

P l . I I . 

Lignes de force et surfaces équipotentielles. 

A = 2 0 , B = — 5, P, point d'équilibre, AP = aAB. 

M, point où la force est maximum suivant l'axe. 

Q, surface sphérique de potentiel zéro; 

La ligne est la ligne de force W = o, i . 
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(' ) [Voir ta Note complémentaire à la (in du Chapitre. (G.)] 

c o n i q u e à un des bou t s de son axe , nous saurons déterminer la den

sité superficielle en chacun de ses po in ts . La densité superficielle au 

fond du c r e u x sera nul le . 

A u t o u r de cet te surface, nous en axons d'autres qu i ont un creuv 

arrondi , s'effaçant de plus en plus et finissant par disparaître sur la 

surface équipoten t ie l le qu i passe par le point marqué M . 

Les l ignes de fo rce de ce d i a g r a m m e fo rment deux systèmes séparés 

par une surface qu i passe par le po in t d ' équ i l i b re . 

Si nous cons idéruns les points situés sur l 'axe au delà du point B, 

nous t rouvons que la force résultante va en d iminuant jusqu ' au point 

d o u b l e P , où el le s 'annule. Elle change alors de s igne, atteint un 

m a x i m u m eri M , après q u o i elle décro î t d 'une manière con t inue . 

Mais ce m a x i m u m n'est qu 'un m a x i m u m rela t ivement aux autres 

poin ts de l ' a x e ; car, si nous cons idérons une surface passant par M et 

perpendicu la i re à l 'axe, M est le poin t où la fo rce est m i n i m u m rela

t ivement aux po in t s voisins sur cette surface. 

120. La /-V. / / / représente les surfaces équipotent ie l les et les lignes 

d ' induc t ion dues à un poin t don t la charge est 1 0 , p lacé en A et en

touré par un c h a m p de force qu i , avant l ' in t roduct ion du poin t chargé, 

était par tout un i fo rme , en d i rec t ion c o m m e en grandeur . 

Les surfaces équipotent ie l les ont chacune un plan asymptot ique . 

L 'une d 'e l les , i nd iquée par un trait poin t i l lé , présente un poin t c o 

n ique et une nappe qui entoure le po in t A . Au-dessous de celle-là, les 

surfaces équipotent ie l les n 'ont qu 'une nappe présentant une dépres

sion près de l ' axe . Au-dessus , elles ont une partie fe rmée qui entoure 

A , et une autre nappe séparée présentant une légère dépress ion près 

de l ' axe . 

Si n o u s p renons p o u r surface d'un c o n d u c t e u r une des surfaces au-

dessous de A , et une autre fort é lo ignée au-dessus de A p o u r surface 

d 'un s e c o n d c o n d u c t e u r à un potent ie l différent, le système des lignes 

et des surfaces c o m p r i s e s entre les deux conduc teu r s figurera la dis

t r ibut ion de la force é lec t r ique . Si le c o n d u c t e u r inférieur est très 

é lo igné de A , sa surface est p resque plane, et nous avons là la solution 

du p r o b l è m e de la d i s t r ibu t ion é lec t r ique sur d e u x surfaces , qui 

toutes deux sont à très peu près planes et parallèles, sauf que la sur

face supérieure présente vers son mil ieu une p ro tubé rance qui est 

plus ou moins accentuée , suivant la surface équipotent ie l le particu

lière q u e l 'on a cho i s ie ( ' ) . 
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121 . La Pl. IV représente les surfaces équipotent ie l les et les lignes 

d ' induct ion dues à trois points A., B et G, la cha rge de A étant 

de i 5 unités d 'é lec t r ic i té pos i t ive , cel le de B de 12 négatives, et celle 

de G de 20 pos i t ives . Ces points sont p lacés en l igne droi te , de façon 

que 

A B = g, ] îC = r6, AG = a5. 

Dans ce cas, la surface au potent iel zéro est fo rmée de deux sphères 

don t les centres sont A et C et les rayons i 5 et 20. Ces sphères se ren

con t ren t suivant un ce rc le qui c o u p e le plan de pap ie r à angle droit 

en D et D ' , de sorte que B est le centre de c e ce rc le don t le rayon est 

12. Ce ce rc l e est un exemple de l igne d ' équ i l ib re , car la force résul

tante est nulle en chaque po in t de cet te l igne . 

Si nous supposons que la sphère de centre A soit un conducteur 

chargé de 3 unités d 'é lectr ici té pos i t ive et soumis à l ' influence de 

20 unités semblables placées en C , l'état de ce système sera représenté 

par le d i a g r a m m e dont nous aurons effacé toutes les l ignes intérieures 

à la sphère A . La partie de cette sphère qu i est au delà du petit cercle 

D D ' est chargée négat ivement par l ' influence de C ; tout le reste de la 

sphère est cha rgé pos i t ivement , et le peti t c e r c l e D D ' lu i -même est 

une l igne sur laquel le il n 'y a po in t de cha rge . 

Nous p o u v o n s aussi cons idé re r le diagramme, c o m m e représentant, 

la sphère de centre C chargée de 8 unités d 'é lec t r ic i té posi t ive et sou

mise à l ' influence de i 5 unités semblab les placées en A . 

O n peut enco re prendre c e d i ag ramme p o u r représenter un conduc

teur fo rmé des grands segments de sphères qui se coupen t en D D ' et 

chargé de 23 unités pos i t ives . 

Nous rev iendrons sur l 'é tude de ces d iagrammes c o m m e application 

de la théorie des images é lec t r iques de T h o m s o n (voir § 1 6 8 ) . 

122. Ces d iag rammes seront aussi étudiés avec fruit p o u r c o m 

prendre plus c la i rement le langage de Faraday, qui par le de lignes de 

force, de force d'un corps électrisé, e tc . 

Sous le n o m de force on envisage spéc ia lement cet te proprié té de 

l 'act ion qui s 'exerce entre d e u x corps matériels , en vertu de laquelle 

les mouvemen t s de ces co rps deviennent différents de ce qu ' i ls auraient 

été en l 'absence de cette ac t ion . Si l 'on cons idère les d e u x corps à la 

fo is , l ' ensemble du p h é n o m è n e s 'appelle tension et peut être défini 

c o m m e consistant en un transport de quanti té de m o u v e m e n t d'un des 

co rps sur l 'autre. Lo r sque nous ne por tons notre attention que sur le 

p remier des co rps , la tension est appelée force motrice o u s implement 
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force agissant sur ce corps, et elle a pour mesure la quantité Je mou

vement que le corps reço i t par l 'unité de temps . 

L 'ac t ion mécan ique qui s 'exerce entre d e u x co rps électrisés est 

une tension, cel le qu i ne s 'exerce que sur l 'un d ' eux est une force La 

fo rce exercée sur un petit co rps électrisé est p ropor t ionne l l e à sa charge, 

"et la force par l 'unité de cha rge est appelée intensité de la force. 

Le m o t à'induction a été e m p l o y é par Faraday p o u r désigner la fa

ç o n dont les charges des co rps dépendent les unes des autres, chaque 

unité de charge pos i t ive étant rel iée à une unité de cha rge négative 

par une l igne qu i , sur tout son parcours dans un d ié lec t r ique fluide, a 

la m ê m e direct ion que l ' intensité é lec t r ique . Une pareil le l igne est 

souven t appelée une ligne de force ; mais il est plus co r rec t de l 'ap

peler une ligne d'induction. 

O r , suivant les idées de Faraday, la quanti té d 'é lec t r ic i té d'un corps 

a p o u r mesure le nombre des l ignes de force ou plutôt d ' induct ion qui 

émanent de ce c o r p s . Ces l ignes do ivent toutes se terminer quelque 

part, sur des corps voisins, sur les murs et le p lafond de la chambre , 

sur la Terre ou sur les co rps cé les tes ; et là o ù elles se terminent se, 

t rouve une quantité d 'é lectr ic i té p réc i sément égale et contra i re à celle 

qui se t rouve sur la partie du corps d 'où elles sont part ies. En exami

nant les d iagrammes , on voi t qu ' i l en est b ien ainsi. Il n 'y a donc pas 

cont rad ic t ion entre les vues de Faraday et les résultats mathématiques 

de l 'ancienne théor ie ; au contra i re , l ' idée des l ignes de force jet te une 

grande lumière sur ces résultats : elle semble nous fournir le moyen 

de nous élever par un enchaînement cont inu de ra isonnements , depuis 

les concep t ions que lque peu dépourvues de souplesse de l 'ancienne 

théor ie , jusqu 'à des notions suscept ibles de plus d ' ampleur ; elle pa

raît ainsi nous ouvr i r un c h a m p étendu p o u r accro î t re nos connais

sances par de nouvel les r eche rches . 

123. V o i c i de quel le manière sont construi ts ces d iagrammes : P re 

nons d ' abord le cas d'un seul centre de fo rce , un petit co rps électrisé 

e 
avec une cha rge e. Le potent ie l à la distance r est V = d 'où , si 

nous faisons r = — , nous t irerons r, rayon de la sphère pou r laquelle 

le potent iel est V . Si maintenant nous donnons à V les valeurs i , 2 , 

3, et si nous t raçons les sphères cor respondantes , nous ob t ien

drons une série de surfaces équipotent ie l les , don t les potentiels sont 

c e u x qui sont mesurés par les n o m b r e s naturels. Les sect ions de ces 

sphères par un plan passant par leur centre c o m m u n sont des cercles 
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surfaces équipotent ie l les qu i lui c o r r e s p o n d e n t ; si maintenant nous 

voulons t rouver la f o rme des l ignes équipotent ie l les d u c s à ces d e u x 

centres s imul tanément , nous devons nous souveni r que si V , est le p o 

tentiel dû à un po in t et V 2 ce lu i qu i est dû à l 'autre, le potent ie l dû 

aux deux sera V = V , - t - V 2 . D o n c , pu i squ ' à c h a q u e intersect ion des 

surfaces équipotent ie l les nous conna i s sons V , et V 2 , nous connaissons 

aussi la valeur de V . Si d o n c nous menons une surface qu i passe par 

toutes les intersections p o u r lesquel les la valeur de V est la m ê m e , 

cette surface co ïnc ide ra avec la vér i table surface équipoten t ie l le en 

qui peuvent être marqués chacun du n o m b r e qu i représente son p o 

tentiel. Ces sections sont représentées par les demi-cerc les pointi l lés 

sur la partie droi te de la Jïg. 6. 

S'il y a un autre cent re de fo rce , nous p o u v o n s de m ê m e tracer les 
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('). [Voir le commentaire relatif à la construction des lignes de force dans la 

Note II, à la fin du Chapitre. . (C-)l 

toutes ces in tersect ions; et si, dans les systèmes primit i fs , on a tracé 

les surfaces suffisamment r approchées , la nouvel le surface pourra être 

tracée avec tel degré de p réc i s ion que l 'on voudra . Les l ignes équ ipo -

tenlielles dues à deux points dont les charges sont égales et contraires 

sont figurées à droi te sur la fig. 6. 

Cette mé thode peut être appl iquée au tracé d'un système quelconque 

de surfaces équipotent ie l les , lo r sque le potent ie l est la s o m m e de deux 

autres p o u r lesquels on a déjà tracé les surfaces équipotent ie l les . 

Les l ignes de force dues à un seul centre de fo rce sont des lignes 

droites rayonnant au tour de ce cen t re . Si nous vou lons représenter par 

ces l ignes l ' intensité aussi b ien que la d i rec t ion de la fo rce en un point, 

nous devons les tracer de façon qu 'e l les interceptent sur les surfaces 

équipotent ie l les des parties sur lesquel les l ' intégrale de surface de l ' in

duc t ion a une valeur dé terminée La mei l leure manière de le faire est 

de supposer q u e notre figure plane soit la sect ion d 'une figure de l 'es

pace engendrée par la rotat ion de la figure plane autour d'un axe pas

sant par le centre de fo rce . T o u t e l igne droi te rayonnant à partir de ce 

po in t et faisant avec l 'axe un angle 8 décr i ra un c ô n e , et l ' intégrale de 

surface de l ' induct ion qui s 'exerce à travers la part ie interceptée par 

ce c ô n e sur une surface q u e l c o n q u e , du cô t é de la d i rec t ion positive 

de l 'axe , est 

2 i r e ( i — cos 8) . 

Si nous supposons , en outre , que la surface est l imitée à son intersec

tion avec deux plans passant par l 'axe et inc l inés l 'un sur l 'autre d'un 

angle dont l 'arc est égal à la moi t i é du rayon , l ' induct ion à travers la 

surface ainsi l imitée est 

e ( i — c o s 8 ) . 

Nous poserons 

e(r — cos 8) = i *, 

d ' o ù 

8 = arc cos ^ i — a — ^ • 

Si maintenant nous donnons à <I> une série de valeurs i , a, 3, . . . , e, 

nous t rouverons une série co r respondan te de valeurs de 8, et si e est 

un n o m b r e entier, le n o m b r e des l ignes de fo rce cor respondantes , y 

c o m p r i s l ' axe , sera égal à e. 

Nous avons ainsi une m é t h o d e p o u r tracer les l ignes de fo rce , de 
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(1 ) Voir un Mémoire Sur le mouvement de l'électricité dans les sur/aces con

ductrices, par le professeur W . - U . S M I T H ( / V O C . lioy. Soc. Edinb., 1 8 6 9 - 7 0 , p. 7 9 ) . 

façon que la charge d 'un centre soit ind iquée par le n o m b r e des l ignes 

qui rayonnent de c e cent re , et que l ' induct ion à travers une surface 

limitée de la façon qui a été décr i te ait p o u r mesure le n o m b r e des 

lignes de force qui traversent cette surface. Les l ignes droi tes p o i n -

tillées, à gauche de la fig. 6, représentent les l ignes de fo rce dues à 

chacun des deux points électr isés dont les charges sont -+-10 et — 10. 

S'il y a deux centres de fo rce sur l 'axe de la f igure, nous p o u v o n s 

tracer les lignes de fo rce p o u r chacun des axes cor respondant aux va

leurs <!·, et < I >

2 ; et, en menant des c o u r b e s par cel les des intersect ions 

de ces l ignes p o u r lesquel les la va leur de <Ï'1 +
 < 1 ,

2 est la même , nous 

pouvons trouver les l ignes de force dues aux d e u x centres , et de m ê m e 

nous pouvons c o m b i n e r deux systèmes que l conques de l ignes de fo rce , 

symétriquement situés de part et d'autre d'un m ê m e axe. Les c o u r b e s 

en trait plein, sur la gauche de la fig- 6, représentent les l ignes de 

force dues à l 'act ion simultanée des deux points é lectr isés . 

Après que l 'on a const ru i t par cette m é t h o d e les surfaces équipoten

tielles et les l ignes de fo rce , on peut vérifier l ' exact i tude du dessin, en 

observant si les d e u x systèmes de l ignes sont toujours o r thogonaux et 

si la distance des surfaces équipotent ie l les consécu t ives est à la dis

tance des l ignes de fo rce consécu t ives c o m m e la demi-dis tance à l 'axe 

est à l 'unité de l o n g u e u r adoptée dans le t racé. 

Dans le cas d 'un parei l sys tème, de d imens ions finies, la l igne de 

force, don t l ' ind ice est <P, a une asymptote qui passe par le centre é lec

trique ( § 89of) du sys tème, et qui est inc l inée sur l 'axe d'un angle dont 

le cosinus est i — 2 — > e étant la cha rge totale du système, p o u r v u que 

* soit plus petit q u e e. Les l ignes de fo rce dont l ' i nd ice est plus grand 

que e sont des c o u r b e s f e rmées ; si e est nul , toutes les l ignes de 

force sont fermées . 

Les l ignes de fo rce co r respondan t à un c h a m p de fo rce un i fo rme pa

rallèle à l 'axe sont des parallèles à l ' axe , don t les dis tances à l 'axe sont 

les racines carrées d 'une p rogress ion ar i thmét ique . 

La théorie des surfaces équipotent ie l les et des l ignes de fo rce dans 

le plan sera donnée quand nous en v iendrons à la théor ie des fonct ions 

conjuguées ( ' ) . 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



198 I r e PARTII! , CHAP. V I I . — FORME DES SURFACES, E T C . 

NOTE I, 

Relative à la construction de la Planche III . 

P A R M. A. CORNU. 

Les données (120) de la Pl. III sont insuffisamment définies, puisque les para

mètres qui déterminent le champ électrique uniforme ne sont pas indiqués. 

En raison de l'importance de ce cas particulier (peut-être moins facile que le 

cas général), nous recommandons au lecteur l'étude suivante, qui consistera à 

retrouver graphiquement le paramètre determinable : ce sera l'occasion de re

constituer dans ses détails la construction de cette Planche, dont la description 

est un peu trop sommaire dans le présent Chapitre. 

Le premier problème à résoTidrc est celui-ci : 

Étant donnée là Pl. III, qui représente des surfaces èquipotentielles et les 

lignes de force d'un champ électrique primitivement uniform.e, déform.ées par 

la présence d'un point À, dont la charge est définie (Â = io) , déterminer la 

constante caractéristique du champ avant l'introduction du point électrisé. 

Le champ primitif avait pour surfaces èquipotentielles des plans parallèles 

V, = V 0 \ o.x, 

V„ et a étant deux constantes : le coefficient <x est la caractéristique de ce champ 

uniforme, car la force exercée sur l'unité de masse électrique placée en un point 

quelconque est constante en direction et en grandeur. La direction est celle de 

l'axe des x; la grandeur est 
dV 
dx ' 

V„ est un paramètre arbitraire indépendant de la grandeur de cette force. 

L'introduction du point chargé de la quantité Â ajoute au potentiel, en chaque 

point (xy), la quantité 

v., A 

( l'axe des y étant une perpendiculaire quelconque à l'a-xe de révolution du champ 

et l'origine des coordonnées au point électrisé). 

Le potentiel total sera donc 

V — V,- | -V a —- V„ + ax -+- - 7 = — : * 
yx* - y2 

On voit que les surfaces èquipotentielles ( qui sont de révolution autour de l'axe x) 
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ont. pour plans asymptoLÏqucs les plans 

X=X0-\-xX. 

Première construction. — Il résulte de la valeur de V (qui représente l'équa

tion de la méridienne de ces surfaces) que si l'on trace un cercle 

V.j — const., 

l'abscisse x du point d'intersection avec les courbes équipotentielles satisfera à la 

condition 

Y - \ 0 i Yj - 1.0c. 

Par conséquent les variations des abscisses du point d'intersection seront propor

tionnelles aux variations du potentiel, d'où 

V — Y' — a ( x - x' ) . 

Si donc deux courbes équipotentielles correspondant aux valeurs V et Y' sont 

coupées par un même cercle concentrique au point électrisé, les abscisses x} x' des 

points d'intersection donneront la constante a du champ 

Y — V' 
a - —- • 

x - — x 

Mais les courbes équipotentielles de la Pl. III ne portent aucune indication don

nant les valeurs de V. On ne peut donc pas déduire de cette construction seule la 

grandeur de a en valeur absolue; on peut seulement vérifier graphiquement que 

les courbes équipotentielles correspondent à des variations égales de potentiel. 

En effet, un cercle ( Pl. IIf bis) coupe toutes les courbes qu'il rencontre en des 

points dont les abscisses sont, equidistantes {voir l'échelle à droite); la distance 

constante qui les sépare est égale sensiblement à o c ,5, en prenant le centimètre 

pour unité de longueur. On tire donc de cette construction les conditions 

n étant le numéro d'ordre d'origine arbitraire des courbes successives. 

Seconde construction. — On peut arriver à déterminer le coefficient a en trai

tant le problème d'une autre manière : au lieu de considérer l'intersection de deux 

courbes V et Y' par un même cercle,, faisons l'inverse; considérons l'intersection 

de la même courbe équipotentiellc Y par deux cercles de rayon r, et r2 ; on aura 

A \ 
Y — V 0 -t- xx, -\ — V u -Í a ¿7., + — , 

d'où 

A est connu, /•, et r2 sont choisis, xx et x.¿ sont mesurés sur la figure : et est donc 

déterminé. 

La Pl. III bis permet de faire cette détermination graphique; on a tracé deux 

cercles de rayon arbitraire 

r, — 5 , ia, r2 ^ 1 , 9 0 , 
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l'unité de longueur étant le centimètre, et ces deux cercles coupent diverses 

courbes équipotentielles qui touLes donnent le même résultat avec une approxi

mation en rapport avec la précision du dessin, précision assez limitée. L'inter

section de ces deux cercles avec les courbes numérotées « — 1 6 , T7 7 1 8 , 1 9 , 20 

(n = o étant la première à partir du bas) donne pour abscisses x{, x.t les points 

marqués ( - x ) sur la droite de la Pl. III bis, ce qui conduit, pour a?, — x21 au\ 

nombres suivants : 

2 e,oo, 2% 14, 2 e, iG, 2% i3, 2 ° , 16; moyenne ^%i4-

On reconnaît d'ailleurs que les abscisses pour chaque cercle sont équidistanLes 

d'environ o ,5 ; on en conclut la valeur 

- ^ / ( V - ) = ' , 5 4 6 7 , 
•i.l'l 1 ,90/ 1 " 

avec une approximation qui ne peut guère dépasser , puisque la grandeur à 

mesurer (sur une Planche reproduite plusieurs fois.par la gravure et la typographie) 

n'est que de om,02, l'erreur pouvant atteindre -g millimètre. 

Quoi qu'il en suit, on conclut, pour la variation constante de potentiel de l'une 

à l'autre des courbes, la valeur approximative 

v „ + i — v „ = o,5o<x — 0 ,77 . 

Vérification. — Le point douhlc est celui où la force résultante est nulle ( 112) 

d x ' 0 ' a y = 0 ' ° + a x ' ^ · 
on en conclut 

a. --Kx(x* + y'') 2 = o, A-y(x2 2 = o, 

dont ta solution fournit le point cherché 

Substituant A — 10, 
a — i ,5467 ; 

on en tire 

x — 2,5427. 

La mesure directe sur la Pl. Ill bis donne 

x — 2 , 5 1 . 

Remarque.— Supposons que l'auteur ait choisi en nombre rond x —- 2,5o. Si 

l'on prend cette valeur comme point de départ, on trouve 

A 

d'où l'on tire, pour A = 10, 
a r, 600, 

ce qui conduit à 

V „ . H — V„ = u,8o, 

c'est-à-dire le nombre rond voisin du chiffre 0,77 trouvé plus haut. 
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Construction des lignes équipotentielles. — En résumé, les courbes équipo

tentielles de la Pl. III peuvent avoir été construites conformément à la règle du 

§ 123, de la manière suivante : 

On a tracé vingt-cinq droites horizontales distantes de o m , o 5 ; elles représentent 

les lignes équipotentielles du champ uniforme primitif et, par suite, les asym

ptotes des courbes équipotentielles résultantes (les deux extrêmes paraissent 

former les bords horizontaux du cadre de la figure). Sur la treizième ligne, ou 

celle du milieu, on a placé le point À supposé chargé de io unités d'électricité. 

Pour simplifier, on a supposé que le point, d'équilibre (112) était placé cinq 

lignes plus haut, à 2 e , 5 du point A. 

Cette condition définit la constante du champ, puisque la force exercée sur 

l'unité d'électricité par le point A e s t ^ j et celle exercée par l'action du champ 

est a 

A 
a —- —• » 

d'où 

a — i ,6o. 

Les lignes équipotentielles du champ 

V, = V u - h i, Go JC 

correspondent donc à des accroissements de i ,6o x o,5 — o,S de potentiel 

Comme les lignes équipotentielles résultantes sont le lieu des points dont la 

somme V [ + V 2 est constante, il est naturel de choisir pour les rayons r des 

cercles 

V, 

donnant pour V 2 des valeurs croissant aussi de 0 , 8 en 0 , 8 . De cette manière, 

chaque droite fournira directement un point d'une même ligne. 

On a donc dù poser, pour simplifier, 

Vj = 0 , 8 x p, 
d'uù 

A _ 1 0 1 iy,5o 
— V , ' —

 0 , 8 p ~~ p 

p étant un nombre entier positif, ce qui donne, en commençant à p = 2 (car la 

demi-hauteur du cadre est d'un peu plus de o"",o6) et allant jusqu'à p = i 3 , la 

série suivante des rayons : 

p 3 4 5 6 7 
(i, 4 . '7 3 , i 3 3,5o 2 , 0 8 1 . 7 a 

p 8 9 ' 1 0 i l 1 2 i 3 

1. 56 i , 3 9 I , 2.5 i , i 4 i f 0 4 0 ,96 

On joint par un trait continu les points d'intersection, tels que V ,H-V S — const. 

On doublerait le nombre des points (ce qui est utile dans plusieurs régions), 
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Graduation des lignes èquipotentielles. — Ou conclura aisément de cette con

struction le nombre caractéristique de chaque ligne équipotenticllc, à une con

stante près V 0 , car cette constante reste indéterminée. 

Pour simplifier, nous la supposerons nulle, ce qui revient à donner la carac

téristique zéro à la ligne équipolenliellc qui passe par le point double; elle avait, 

été numérotée 2 0 précédemment. 

La différence constante V n + [ — V u étant égale à 0 , 8 , on calculera aisément la 

Table suivante, qui donne la valeur du potentiel V" sur chaque ligne numérotée 

sur la figure, de o à 2 0 . L'unité de potentiel est la même que l'unité de travail : 

n. v 

O : 6 , 0 

I 3 , S 

1 3 , 8 

I A . O 

i 3 . 
1 . ' , . 

V n. V . 

8 , 8 iS R ,6 

8 , 0 '!! O , S 

7 . a 2 0 0 

6 , 4 A I — O , S 

5 , 6 1 , 6 

' 1 , 8 2 3 ->À 

4 , O .1,2 

0, -Ì 

V L 

Grandeur de la force, en un point du champ. — Pour compléter cette con

struction, il n'est peut être pas inutile de rappeler que ce diagramme sufiit à cal

culer la grandeur de la force en un point par la formule 

lì 
(IV 

( voir p. ].r>), dV étant la variation de potentiel entre deux surfaces èquipotentielles 

dont t/v est la distance comptée sur une normale commune. Bien que cette rela

tion ne convienne rigoureusement qu'à des surfaces infiniment voisines, on peut 

l'appliquer au cas où les surfaces tracées graphiquement sont seulement très voi

sines : l'erreur résultant de ce fait ne dépasse pas celle que l'incertitude du tracé 

graphique laisse exister. 

Considérons, en particulier, les deux lignes numérotées o et I : la différence 

dV 

dV -- 0 , 8 et leur intervalle dv — o , 5 sensiblement, d'où —— ~. i 
A V 

Ce nombre est exprimé en unité de force; elle a été adoptée pour calculer Y 

qui est un travail; c'est en même temps l'unité de force qui a servi à définir A 

ou les 1 0 unités d'électricité dont le point est chargé. 

On voit que cette unité est indéterminée et que la figure en est indépendant!'. 

Si l'on a adopté le gramme-force et le centimètre pour définir l'unité électro

statique, l'unité est le gramme-force; si l'on a adopté le système C. G.S . , la force 

calculée ci-dessus est exprimée en dynes. 

Cas où le paramètre des sur/aces èquipotentielles croîtrait par degrés 

éqaux à Vanité. —- Jusqu'ici nous avons considéré la Pl. flf en elle-même, avec la 

en intercalant une ligne dans chaque système, c'est-à-dire en adoptant pour la 

raison de la progression arithmétique de V, et de V 2 une valeur moitié moindre. 

(Nous engageons le lecteur à exécuter cette épure, qui est la plus simple de 

toute la série, et cependant l'une des plus instructives.) 
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seule indication numérique qu'elle comporte, A = 1 0 . Comme aucune graduation 

n'indique les valeurs du paramètre V des surfaces équipotentielles, nous en avons 

effectué la détermination indépendamment de toute hypothèse arbitraire autre 

que le choix du centimètre pour Funilé de longueur. 

Il parait résulter des premières lignes du § 123 que l'anteur, passant sous si

lence la question de l'unité de longueur, a adopté l'unité pour variation du para

mètre V H en passant d'une surface équipotcnticlle à une autre. On aurait donc 

Gomme on ne peut pas se donner à la fois l'unité de potentiel, l'unité d'électricité 

et l'unité de longueur, si nous adoptons la condition ci-dessus V n + , — V f l = i, il 

nous faut changer l'unité de longueur; soit u la grandeur de celte unité exprimée en 

centimètres, chaque mesure a; de longueur exprimée primitivement en centimètres 

sera représentée par ~ , suivant la nouvelle unité; le potentiel V = ^ devien

dra c'est-à-dire sera multiplié par u. La variation V n + I — V „ , qui était égale 

a 0 ,8, deviendra 0 ,8 x u — r, d'où 

L'unité de longueur doit donc être de i°,2Ji pour que le dessin figure avec A — 10 

des surfaces équipotentielles dont le paramétre varie d'une unité. 

Dans ce cas, ce sont les numéros d'ordre des courbes qui représentent les va

leurs des paramètres à une constante près V„. 

V — V' . V — V r 1 
La constante a = - devient u , — 1 , 2 . ) — -—- — 2 , ^ 0 . 

X — X X — X 0,3 

Cette unité de longueur u~i,2ï> parait au premier abord singulière; mais 

elle est si rapprochée de la valeur d'un demi-pouce anglais - ^ - 2 , 5 2 — i ° , 2 6 , qu'on 

est fondé à penser que le dessin original a été construit en prenant le demi-pouce 

anglais comme unité. Le lecteur exprimera aisément, les données adoptées dans 

cette hypothèse; les résultats sont simples, parce que le cinquième du pouce an

glais équivaut sensiblement au demi-centimètre. 

Lignes de force. — Il reste à examiner brièvement comment les lignes de force 

ont été tracées; on a suivi la règle du § 1">33 en joignant les points d'intersection 

des lignes de force rectilignes divergeant du point électrisé A et les lignes de 

force parallèles du champ uniforme, de telle; manière que, sur chaque courbe, la 

somme des indices caractéristiques soit constante (voir la Note I I , à la suite 

de celle-ci). 

Il est certain d'abord que les lignes de force résultantes sont, au point A, tan

gentes aux lignes de force de ce point. La Pl. III bis montre qu'il y a neuf courbes 

qui se croisent en ce point, ce qui fait dis lignes de force, en comptant l'axe de 

révolution, conformément à la règle donnée (p. 1 9 6 ) « d e manière que la charge 

d'un centre soit indiquée par le nombre de ligues qui rayonnent de ce centre » . 

On a donc-employé le système de dix lignes de force rectiligncs, représenté deux 

fois fig. G, partie gauche. 

Les angles 0 que ces dix droites font avec l'axe de figure satisfont, comme on 

l'a vu, à l'équation 

V, — Y, = 1 . 
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ou constante caractéristique du champ. 

Les surfaces coniques de révolution qui, dans le cas du point à distance finie, 

découpent l'espace eu régions dont Y induction est représentée par 4™ ( i, 2 , 3, . . . ) , 

se changent en cylindre» parallèles à la direction de la force correspondant aussi 

à 4le( 1 , 3, 3, n). 

La mesure de cette induction divisée par I\ti étant (123) 

^ ( i - c o s B ) 

{voir la Note II qui suit), q étant la charge du point, devra être égale à 1 , 2 , 3 , n ; 

on écrira 

- - ~ . r 3 ( i — c o s O ) — 3- X-- s i n 2 - = n. •Ï xl x* 2 

Passant à la l i m i t e = a et _c s in | |= -£> p étant le rayon de la calotte sphé-

rique devenue plane, 

d'où 

étant égal à une série de nombres en progression arithmétique, telle que l'ar-

gument du cosinus passe de —i à -f-i ; — prend donc dix valeurs equidistantes, 

depuis zéro (qui sert d'origine) jusqu'à — — i, d'où 

— = 0 , 1 , 0 , 2 , 0 , . ) 1 , 0 . 

On en conclut la Table suivante : 

6 , ---- o"o', Be = I O I ° 3 2 ' , 

6 , = 3 6 ° o 3 r , e , = 1 1 3 - 3 5 ' , 

6 i i r , 5 3 ° 8 ' , Q g = 1 2 6 ° j 2 f , 

6I - 6 f i " 2 5 , 6 3 - 1 .13° 8', 

6, — 7 8 = 2 8 ' , 6 , , , = i8o°o'. 

B i = !)<·", 

Ce sont, en effet, les angles qu'on peut mesurer sur la figure après avoir tracé 

de sentiment les tangentes aux lignes de force issues du point A. 

Quant aux lignes de force du champ uniforme, on peut les définir en considé

rant ce champ comme la limite du champ électrique d'un point élcctrisé qui 

s'éloigne jusqu'à l'infini, et dont la charge croit de manière que l'action sur 

l'unité d'électricité conserve la valeur choisie a. 

Si l'on appelle q la charge du point électrisé et x la distance à un point fixe, 

on aura 
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Ici a — i c , 6 o ; on aura donc, pour les distances à l'axe des lignes de force succes

sives, 

P„ = i c , 5 8 i i \Jn, 

d'où l'on déduit la Table suivante : 

P. — I ,58, Ps = 3,5', , Ps = 4,74. 

h - 2 nU Pu = 3 ,8 - , Pio — 5,oo. 

Pu 2 ,74, PT 4 , ' 8 , Pu — 5 , 2 0 . 

Pi 3, , , 6 , Ps = 1>l7, Pl. r~- 5,48. 

La construction par points des lignes de force consiste, suivant la règle donnée 

C P- 197)7 à joindre par un trait continu les points pour lesquels la somme algébrique 

des indices de 8 et de p est constante. 

Graduation des lignes de force. — Cette somme constante représente, comme 

on le verra démontré dans la Note II, la mesure de l'induction à travers la 

surface de révolution dont les lignes sont les méridiennes. 

Il y a, au premier abord, indétermination dans le signe relatif à donner aux 

indices de 8 et de p. Mais l'indétermination se lève aisément par la considération 

du point neutre. En effet, si l'on considère les lignes de force du point A supposé 

chargé d'électricité positive, on doit les numéroter dans le sens positif 8^ B2, ... , G3, 

à partir de la verticale du point A. 

Le champ uniforme peut être considéré comme la limite du champ d'un point 

électrisé, qui s'éloigne vers l'infini sur la verticale du cùtè du bas de la figure. 

Le point neutre étant du coté du haut, le point infiniment «éloigné doit être con

sidéré comme chargé négativement, puisque les forces issues des deux points s'an

nulent, quoique dirigées dans le même sens ; d'où l'on conclut que le numérotage 

des lignes de force, dans le même sens que ci-dessus, doit correspondre à des 

indices négatifs p-,, p^2, p_a, . . . . 

Le lecteur trouvera aisément que la ligne de force ponctuée qui passe par le 

point neutre formé par les points 8, p_,, 6,p_ 2, doit avoir l'indice zéro; au-

dessus les lignes de force ont les indices négatifs 1, — 2, — 3, . . . ; au-dessous 

les indices positifs H-r, 2 , 3, 4, 9-

Ces dernières sont issues du point A, et sont tangentes aux lignes de force rec-

tiligncs de ce point. 

D'autre part, les parallèles p_ p p_ 2 î . . . sont les asymptotes de ces lignes. 

Toutes les lignes de force sont indiquées Pl. III bis (partie de gauche) par les 

lettres V _ 3 , ^ _ a i W _ „ Wlt Wk, T e , V - , T E ) , V 0 . 

Equations des deux systèmes de lignes. — Les lignes équipotentielles de la 

figure ont évidemment pour équation 

4 
V = V , + a i H = = = = = const. ; 

y'x' + y' 

les lignes de force en sont les trajectoires orthogonales : de la condition dX ~ o, 

qui est une équation différentielle des lignes équipotentielles, on tire, en changeant 

dx en dy et dy ca'dx, l'équation différentielle des lignes de force 

o = cl dy — A(x- H -y-) *(xdy—ydx), 
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qu'on intègre en prenant pour variables y et « = ^ I 

_ L 

o zty dy -t- A ( I -r- U 1 ) 2 du. 

On en tire l'équation en termes finis 

2 \/xî -+-y2 

dont la discussion n'offre aucune difficulté. 

Nous nous bornerons à remarquer que l'angle 6, sous lequel la courbe coupe 

l'axe des x à l'origine, est donné par 

A cosQ C, 

expression à laquelle se réduit l'équation ci-dessus lorsqu'on y fait X ~- o et y — o. 

Remarque. — Cette équation peut s'obtenir directement d'après la construction 

générale <Pl — <I>2 — const., qui se traduit, pour deux points de charge e et e'} par 

la condition 

e(i — cos9) - H — cos6') — const. 

Dans le cas de la figure e — A, e' est de signe contraire et s'éloigne jusqu'à l'in

fini; la vraie valeur de — cos6') s'obtiendra, comme ci-dessus, en écrivant 

e' G r 3 

1 im e' ii -— cos9' ) • - lim ~ x'11 sinïï - - a — , xÀ
 -2 2 

y étant la limite de x sin8. 

Tl vient alors, en substituant la valeur de cosB = — X — > 
\Jxl

 H y1 

t / X \ Y3 

A i — : 1 — x -— — const., 

qui reproduit le résultat ci-dessus. 
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NOTE H , « E L A T I V E AU TRACÉ DES LIGNES DE EORCE, E T C . 2 0 7 

NOTE II, 

Relative au tracé des lignes de force dans le cas où le champ électrique 

est symétrique autour d'un axe de révolution ; 

P A R MM. A. C O R N U E T A. P O T I E R . 

Le lecteur peut se demander d'abord dans quel but l'auteur donne, dans le cas 

présent, une construction géométrique spéciale des lignes de force. 

En effet, les surfaces équipotentiellcs correspondant à des variations égales de 

potentiel donnent une représentation complète du champ magnétique, puisque la 

force est en chaque point normale et en raison inverse de leur espacement. Le 

trace d'un certain nombre de trajectoires orthogonales, même régulièrement 

distribuées, n'ajoute donc rien à la connaissance du champ. 

On peut dire toutefois que, si le tracé d'un certain nombre de lignes de force 

n'est pas nécessaire pour caractériser les propriétés du champ, ces lignes ortho

gonales ont l'avantage d'en achever en quelque sorte la peinture en montrant une 

siine de trajectoires que suivrait une molécule électrique supposée sans inertie 

sous l'influence de la force existant en chaque point du champ. 

Il est alors naturel de choisir une loi pour la succession de ces trajectoires, a/in 

de les distribuer d'une manière régulière sur la surface du réseau. 

La loi de cette succession étant arbitraire, on pourrait la définir par la condi

tion d'offrir à l'œil une répartition simple ou élégante dans une région donnée du 

champ. Kn voici deux exemples dans le cas de la Pl. III étudiée ci-dessus : 

i n On pourrait, demander que les lignes de force émanées du point A fussent 

également inclinées les unes sur les autres à leur point de croisement. 

Ce mode de distribution aurait l'avantage de bien peindre l'ensemble des tra

jectoires d'une molécule électrique aboutissant au point A, mais elle aurait l'in

convénient de ne donner, par le tracé direct, aucune ligne de force au delà de la 

courbe ponctuée, qui passe par le point double : elle omettrait toutes les trajec

toires des molécules électriques qui, bien qu'infléchies par la présence du point 

électrisé A, ne passeraient pas par ce point ( ' ) . 

2 0 On pourrait imposer la condition que les asymptotes des lignes de force 

soient equidistantes. Dans le mode de distribution, le réseau représentatif du 

champ, à partir d'une certaine distance du point A, se réduirait à un système 

de droites equidistantes orthogonales, car les asymptotes des lignes équipoten-

(') La construction, déduite de l'équation donnée p. 3 0 6 , donnerait toutefois, pour des 
valeurs convenables de la constante C, les courbes situées au delà du point d'équilibre. 
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Cette notion de la force due à un point électrisé, en un point de l'espace, est 

indépendante de la question de savoir s'il existe réellement ou non en ce point 

l'unité d'électricité. 

Imaginons maintenant un élément de surface où d§ entre d'une manière quel

conque; calculons l'action du point A sur cet élément comme s'il existait sur 

cet élément autant d'unités d'électricité que d'unités de surface; on aura 

7c- i> e r f s 

«/S x R — — , • 

La composante normale à l'élément dS 

e dS cos s 
R cos e « S - : —- = e a u , 

r1 

c/S C O S £ 

car on reconnaît dans — l'expression du* ( § 7 6 ) de la surface de la sphère 

de rayon i concentrique au point A , comprise dans le cône ayant pour base 

l'élément c?S : c'est ce qu'on nomme souvent angle solide sous-tendu. 

On remarquera l'importance de l'angle solide sous-tendu par le point agissant, 

puisque la composante normale sur l'élément de surface ayant l'unité pour den

sité électrique ne dépend ni des dimensions de l'élément superficiel, ni de son 

inclinaison, mais seulement de la charge du point électrisé et de l'angle sous le

quel il voit cet élément. 

C'est cette expression R C O S E C ? S que Maxwell prend d'une manière abstraite 

comme définition de l'induction à travers un élément de surface rfS. Il y aurait 

peut-être à critiquer le choix de ce mot, qui est employé par les physiciens dans 

tiellcs et des lignes de force se réduiraient aux lignes correspondantes d'un champ 

uniforme qui sont des droites rectangulaires. On aurait ainsi une image assez 

simple de la déformation des lignes de force d'un champ uniforme causée par la 

présence d'un point électrisé. 

On voit par ces deux exemples combien on pourrait varier la distribution des 

lignes de force sans cesser d'offrir une interprétation intéressante des lois ar

bitraires dont on aurait fait choix. 

Loi de distribution des lignes de force. - La loi de distribution choisie par 
Maxwell n'a pas seulement pour but de déterminer un réseau facilitant l'intelli

gence intuitive de certaines particularités du champ : elle offre un intérêt beau

coup plus grand, qui ne peut être bien compris que si l'on est familiarisé avec le 

sens que Maxwell attribue au mot induction ( 7 5 ) . On va essayer de la définir 

surtout au point de vue du lecteur moins accoutumé au langage de Faraday qu'à 

celui de Coulomb; comme cette définition est Tune des notions les plus impor

tantes de l'Ouvrage, on ne saurait trop la préciser pour pouvoir l'appliquer en

suite aux diverses branches où nous la verrons reparaître. 

Le point de départ sera pour nous le suivant. 

Étant donné un point A chargé d'une masse électrique e, l'intensité R, c'est-

à-dire la force que ce point exerce en un point de l'espace quelconque sur l'unité 

d'électricité, est, d'après la loi de Coulomb, 
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NOTE II, RELATIVE AU TRACE I)KS LIGNES DE FORCF, l ïTC. 3f>9 

11 fi autre sens, ainsi qu'on l'a fait remarquer ( p. 9 1 ) : le sens ordinaire est purement 

qualitatif; ainsi on dit les phénomènes d'induction, la charge par induction, etc. 

Maxwell donne à ce mot un sens quantitatif eu lui donnant pour définition l'ex

pression R cos ε c?S. 
Les critiques qu'on pourrait adresser au choix de ce mot s'effacent à mesure 

(pie l'on se familiarise avec les conséquences de cette définition et qu'on l'applique 

au calcul du phénomène. On reconnaît bientôt que cette définition est destinée à 

préciser l'idée vague qu'on se fait de l'action à distance des corps électrisés sur la 

surface d'an conducteur et qu'elle pourra permettre de calculer, par exemple, la 

répartition de Y électricité induite sur cette surface, etc. 

Dans un autre ordre d'idées, l'angle solide sous-tendu par une surface mesure 

la portion du rayonnement lumineux, le flux calorifique qui émane de la source 

lumineuse ou calorifique d'intensité un ; ici ce flux, d'une nature particulière, 

est ce que Maxwell appelle Y induction. 

De même que les rayonnements lumineux ou calorifiques s'ajoutent, de même 

aussi s'ajoutent les inductions ducs à deux ou plusieurs masses électriques. En 

effet, les composantes normales R coss se composent par addition algébrique, de 

sorte que la valeur de l'induction due à plusieurs masses électriques e, e', e", .. . 

aura pour valeur 

( R cos c • (- H' cos s' \\" cos ε" - f . . . ) c/S e dm I- e't/ιο' -i- e" du>" -, . -., 

c'est-à-dire la somme des produits de chaque masse électrique par l'angle sous 
lequel de chacun des points on Λ oit l'élément de surface dS. 

On aura donc, en appelant maintenant R l'intensité de la résultante de toutes 

les actions, c'est-à-dire l'intensité du champ électrique au point où se trouve l'élé

ment de surface dS et. ε l'angle que fait R avec la normale même du côté positif 

de la surface, l'expression qui mesure l'induction 

H cos ε dS - M e dtù, 

le signe Σ sappliquanl à toutes les masses électriques du champ. 
Si l'on fdit la somme des inductions, relativement à tous les éléments d'à d'une 

portion finie de surface, l'induction totale est donnée par l'intégrale 

ÇÇ\\ cos ε É/S - Me Ç Çdu 

qui est égale, comme on le voit, à la somme des produits de chaque masse élec

trique par l'angle sous lequel clic voit cette portion de surface. 

Si la surface est fermée, chaque angle solide a évidemment pour mesure 

surface de la sphère de rayon égale à l'unité. On a alors pour valeur de l'induc

tion 

R cos ε dS -• \ τζΣ.€7 

lluïurème fondamental de l'électrostatique (§76"). 

Construction par points des lignes de force. -- Nous pouvons maintenant 

revenir au point de dépari et comprendre l'importance de la loi de répartition 

des lignes de force que l'auteur a choisie dans ses diagrammes, ainsi que le mode 

de construction qu'il en donne. 

La condition adoptée consiste à découper sur toutes les surfaces équipotentielles 

Tr. d'Elect, et de Magn , 1 . *\ 
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des aires sur lesquelles l'intégr rale de surface R cos E tfS , c'est-à-dire la V H 

leur de I'inducLion croit comme la série des nombres entiers. 

Si les surfaces équipotcnticlles étaient quelconques, cette condition pourrait 

n'avoir aucun rapport simple avec les lignes de force; mais, dans le cas des dia

grammes où les surfaces équipotcnticlles sont de révolution, si l'on convient que 

les aires découpées sont limitées par des cercles ayant pour axes l'axe de révolu-

lion, on va démontrer que le lieu de tous ces cercles est une surface de révolu

tion ayant une ligne de force pour méridienne. 

D'où il résultera que la construction d'une série de cercles, à travers lesquels 

l'induction est la même, équivaut à la construction d'une série de points appar

tenant à une même ligne de force. 

En ciïct, la surface éqnipotentielle étant de révolution, comme dans le cas des 

diagrammes où les masses électriques e, e', e" sont situées sur une même droite, 

chaque ligne de force est nécessairement dans un plan passant par l'ave. 

Si l'on se reporte à la définition du tube d'induction (surface lieu des lignes île 

force qui passent par le périmètre d'une courbe fermée), on sait que l'induction à 

travers une section quelconque de ce tube est la même. 

Si donc on prend comme base du tube d'induction un cercle concentrique à 

l'axe défigure du champ, les lignes de force formeront nécessairement, par raison 

de symétrie, une surface de révolution. A. travers toute section normale à l'axe 

c'est-à-dire à travers toutes les sections circulaires du tube, Vinduction sera la 

même qu'à travers le cercle de base. 

Donc, inversement, le lieu de tous les cercles d'égale induction est une surface 

de révolution ayant pour méridienne une ligne de force. 

La valeur de l'induction, étant égale à la somme des inductions relatives à 

chaque point, sera égale à la somme des produits de la masse électrique du point 

par l'angle sous lequel de ce point on voit le cercle. 

Examinons l'expression d'un de ces produits : si 0 est le demi-angle au sommet 

de ce cône de révolution, on aura, pour l'angle solide, 

et par conséquent, pour l'induction, 2 tz e ( 1 -- cos0 ) . 

En faisant 0 - iz on retrouve bien ^ e , résultat donné plus haut. 

Pour chaque masse électrique, on aura une expression semblable : écrivant que 

la somme des inductions est constante, on aura 

Cette relation est l'équation des courbes méridiennes, c'est-à-diYe des lignes de 

force, en coordonnées multipolaires. 

La règle du § I T S , pour la construction des lignes de force, dans le cas de deux 

masses, se comprend aisément. On trace autour de chaque point une sprie de 

droites inclinées d'angles 8,, 0 2 , 8„ . . . , 0',, 0'2, 0' 3, . . . : les points d'intersection, tels 

que la somme des inductions soit constante, sont situés sur une même ligne île 

force. Pour reconnaître facilement les couples de droites à associer, l'auteur ca

ractérise chacune de ces droites par un nombre *ï>, qu'il définit en posant 

2 îr g ( 1 - cos 8 ) — 4 ~ (ï*j 

nombre nécessairement compris entre zéro el.e. 

0 
cosO) 

2 iz e ( cos 6 ) - + - 2 -ru e'( i — cos 0 ' ) C. 
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NOTE H , RRLATIVK AU TRACÉ DES LIGNES DE FORCE, E T C . 2 1 1 

C'est le quotient par 4 it de Y induction de la masse fi dans le cùnc d'ouverture o. 0. 

Or 41C est l'induction exercée par l'unité d'électricité à travers une sphère en

tière; donc <I» est l'induction de la masse e exprimée en fonction de celle que 

produit, à travers une sphère, l'unité d'électricité. 

La condition à laquelle doivent satisfaire ces couples de droites «P P <I>2, . 

<b\, «ï̂ '2, . . p o u r que l'induction à travers les cercles communs qu'elles définissent 

suit constante, est donc que 

<I>. — <p̂ - -__ const. — M". 

Cette constante yY est la caractéristique de la ligne de force, lieu de tous ces 

points : multipliée par 4^> <dle donne l'induction à travers les cercles qu'ils en

gendrent. 

L'induction à travers une zone limitée par deux cercles ^ \ et x l \ sera égale À 

\n (W2 — Wy ), XVV et W2 étant les caractéristiques des lignes de force qui passent 

par les points générateurs de ces cercles. 

Il est naturel de tracer les lignes de force qui limitent des zones d'égale induc

tion : les caractéristiques XY de ces lignes de force devront donc varier en pro

gression arithmétique. Pour construire ces courbes commodément, il convient de 

tracer des droites 0, . . . , G' . . . (fig. 6 ) , pour lesquelles les valeurs * et «1»' soient 

elles-mêmes en progression arithmétique. La raison commune de ces progressions 

est arbitraire; mais, XY ne pouvant pas dépasser la somme arithmétique e 4 - e' des 

valeurs arithmétiques de e et de e', on choisira cette raison de manière à avoir 

UN nombre suffisant de courbes W. 

Maxwell a pu, dans les diagrammes précédents, se contenter d'une raison égale 

A i, parce qu'il a donné aux charges des valeurs assez considérables. 

Dans ce cas, en chaque masse, vient aboutir un nombre des lignes de force égal 

au nombre d'unités qui composent cette masse (' ). 

Propriété du faisceau de lignes de force ainsi défini. — Cet ensemble de 

conventions consistant à caractériser chaque ligne de force par le paramètre <I> et 

à tracer les lignes correspondant à des variations de * par degrés égaux, ajoute 

aux lignes de force une notion quantitative qui n'est pas dans leur définition. Il 

en résulte que le faisceau des lignes de force, ainsi construit, donne à lui seul l;i 

répartition de l'intensité dans le champ électrisé comme le système des surfaces 

équipotentiellcs, c'est-à-dire qu'il donne aussi bien la grandeur que la direction 

de la force. 

(') CES DROITES SONT INCLINÉES SUR L'AXE DE RÉVOLUTION D'ANGLES QJ, 6 5 , 0 3 , . . . , 0 „ [n ÉTANT LE 

DERNIER TERME DE LA PROGRESSION ARITHMÉTIQUE ET ÉGAL À e) DONNÉS PAR LA FORMULE 

" e fr — COS 0,-} = 2 Q\, 

DANS LAQUELLE OU DONNE A. *P (- LUS VALEURS I, A, 3, . . . . 

DANS LA NOTE I ON A DONNE LA SÉRIE DES ANGLES 8 POUR n = IO. 

CETTE RÈGLE NE S'APPLIQUE ÉVIDEMMENT QUE DANS LE CAS OIÏ LES DEUX MASSES SONT REPRÉSENTÉES 

TOUTES DEUX: PAR DES NOMBRES ENTIERS : SUPPOSONS LE CAS LE PLUS COMPLEXE QUI PUISSE SE PRÉ

SENTER DÏINS L'APPLICATION : LES NOMBRES ee' NE SONT PAS ENTIERS ET MÊME SONT INFÉRIEURS À L'UNITÉ ; 

LA RÈGLE DU § 1̂ 3 SERAIT EN DÉFAUT. SI, DANS CE CAS, ON VEUT AVOIR UNE REPRÉSENTATION SATISFAISANTE 

DOS LIGNES DE FORCE DU CHAMP ET OÙ S'IMPOSERA, PAR EXEMPLE, DO TRACER N LIGUES DE FOR̂ .E 

( N LT I5 OU 20] , IL SUFFIRA ÉVIDEMMENT DE PRENDRE POUR LA RAISON COMMUNE DES PROGRESSIONS (Ï>, 

<£' LA SOMME DES VALEURS ARITHMÉTIQUES DO e ET DE e' DIVISÉS PAR N . 
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L A C O U R O N N E D E L A R G E U R M M ' = dz E T D E R A Y O N M I J ~ y , S U R L A S U R F A C E É Q N I P O T E N -

T I C L L E M M ' , A U R A P O U R E X P R E S S I O N 

D ' O Ù L ' O N C O N C L U T 

fî l.T.y di —. r{TC dW. 

dW 
R 

y di 

S I L ' O N T R A C E L E S L I G N E S D E F O R C E C O R R E S P O N D A N T À D E S dxV É G A U X , L ' I N T E N S I T É R , E N 

C H A Q U E P O I N T D U C H A M P , S E R A E N R A I S O N I N V E R S E D U P R O D U I T D E L A D I S T A N C E d- D E 

Y 
D E U X C O U R B E S C O N S É C U T I V E S P A R L A D E M I - D I S T A N C E — À L ' A X E D E R É V O L U T I O N . 

A 

C E T T E E X P R E S S I O N D E L ' I N T E N S I T É E S T A N A L O G U E À C E L L E Q U I R É S U L T E D E L ' E M P L O I D E S 

S U R F A C E S É Q U I P O T E N T I E L L E S , M A I S E L L E E S T M O I N S S I M P L E , À C A U S E D U F A C T E U R 

D A N S L E C A S D E S S U R F A C E S É Q U I P O T E N T I E L L E S , E N E F F E T , O N A 

rfV 

y 

R = _ 

O Ù dv E S T L A D I S T A N C E M D E D E U X S U R F A C E S É Q U I P O T E N T I E L L E S N N ' , M M F , C O R R E S P O N D A N T 

À V E T V + RFV; S I L ' O N T R A C E L E S M É R I D I E N N E S É Q U I P O T E N T I E L L E S C O R R E S P O N D A N T À D E S 

dV É G A U X , L ' I N T E N S I T É R E S T . S I M P L E M E N T E N R A I S O N I N V E R S E D E L E U R É C A R T E M E N T dv. 

Vérification du tracé des lignes de force. — S I L ' O N É G A L E L E S D E U X E X P R E S 

S I O N S D E R , I L E N R É S U L T E U N E C O N D I T I O N N É C E S S A I R E Q U E D O I T R E M P L I R C H A Q U E M A I L L E 

D ' U N R É S E A U F O R M É P A R L E S Q U A T R E C O U R B E S V , V - + - dV, ¥ C T F i- dxV, Q U E L S Q U E 

S O I E N T dV E T d*¥, À S A V O I R L A R E L A T I O N 

·>. dV 

y d-
dV 
d\ 

dv 

d* 
y . 
•?. dxv' 

S I L E T R A C É G R A P H I Q U E P R É S E N T E D E S F A I S C E A U X D E C O U R B E S A S S E Z S E R R É E S P O U R Q U ' O N 

P U I S S E T R A I T E R L E S C Ô T É S D E S R E C T A N G L E S C U R V I L I G N E S C O M M E L E S I N F I N I M E N T P E T I T S 

d'* E T C E T , C E T T E É Q U A T I O N D O N N E R A U N E V É R I F I C A T I O N D U T R A C É . 

C E T T E V É R I F I C A T I O N S E R A R E N D U E P L U S F A C I L E S I L ' O N A D O P T E , P O U R L A R A I S O N D E L A 

P R O G R E S S I O N D E S V , L A M Ê M E V A L E U R N U M É R I Q U E Q U E P O U R C E L L E D E S W, C E Q U I D O N -

K N E F F E T , A A ' É T A N T L ' A X E D E R É V O L U T I O N (fig- I ) J S O I E N T M N E T M ' N ' D E U X É L É 

M E N T S D E L I G N E S D E F O R C E I N F I N I M E N T V O I S I N E S L L " E T " F I - dxV, L ' I N D U C T I O N À T R A V E R S 
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HOTE II , RELATIVE AU TRACÉ DES LIGNES DE FORCE, E T C . 2l3 

nera d \ — dV, et par suite 

dj y _ 

àfr = a -' 

c'est précisément la vérification indiquée par Maxwell : on remarquera que l'unité 

de longueur figure explicitement dans l'énoncé de la p. 1 9 7 , parce que l'équation 

n'est plus homogène. 

Remarque. — La loi de répartition des lignes de force, correspondant à des 

variations de par degrés égaux à l'unité, correspond, comme on le verra plus 

luin, à un problème réel de distribution électrique. 

Si l'on se figure un conducteur creux, enveloppant les masses électriques et 

limité intérieurement par une surface équipotentielle fermée, on sait que la charge 

totale de la surface interne est égale à la somme algébrique des charges des points 

intérieurs : les zones découpées sur cette surface par les surfaces de révolution, 

dont les méridiennes sont les lignes de force numérotées «P, — 1 , <I»2 — 2 , . . ont 

des charges totales égales à 1 , Q, 3, . . . unité d'électricité. 

Equation des lignes de force. — La construction des lignes de force, donnée 

ci-dessus, est déduite de la considération des tubes d'induction, et c'est ce qui en 

fait l'originalité; mais le lecteur peut demander, comme vérification, de retrouver 

directement la construction de ces courbes par la définition ordinaire, c'est-à-dire 

par la propriété d'être, en chaque point, tangente à la direction de la force résul

tante. 

Soient (fig. 2 ) A, A ' , . . . les positions sur la droite A \ des masses e, é , . . . ; IV le 

Fig. 2 . 

A A' Q X 

point du champ où la résultante lt est dirigée suivant NN J. Les forces sont diri

gées suivant MA, INA', . . . et ont pour valeur 

<') F = 1·" = < , 
, 2 J 

i', r' étant les distances du point N aux masses; B, 9', . . . étant les inclinaisons 

de ces directions sur'AX, on aura évidemment 

( 5 ) #• sin6 = r ' s i n B ' N Q . 

Projetons les forces sur une perpendiculaire à NN', direction de la résultante, 

qui fait un angle y avec A X , on aura évidemment une projection nulle, d'où la 

relation 
F sin(-.p — 8 ) - 1 F'sin (ip — 6') -h . . . = o. 
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On retrouve donc bien la condition caractérisant les surfaces d'égale induc

tion 

e(i — cos6 ) + e' ( 1 — cosQ' ) -h . . . — 2 ( * -h . . . ). 

L'identification des constantes donne 

C = (e - 1 - e' H- . . . ) — 2 (<P -t- *ï>'-h . . . ). 

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier : 

T d Que les familles de courbes ( 3 ) , (4) sont orthogonales; 

2° Que chaque point chargé d'électricité est, au point de vue géométrique, un 

point singulier d'ordre e des courbes ( 3 ) ; 

n ~ , , . dC 2 rfV 
.ir Que I on a la relation -— — - — ; 

tïT y dv 

Enfin de rechercher quelles modifications subissent ces équations lorsqu'un dus 

points s'éloigne a l'infini. 

Or, l'angle (9 — B) dans chaque triangle infinitésimal N N ' P , où XP est la per

pendiculaire abaissée sur une direction infiniment voisine 8 -1-rfO, se déduit de la 

relation 

NN' sin (tp — 6) - r nK ; 
substituant, il vient 

IV d<i + FVtfO'-i- . . . — ». 

Tirant de (i) les valeurs F, F', et de (2) celles de r, r', il reste, 

e sin 9 rfO -+- é sin Q' dû' - + - . . . = 0 , 

relation différentielle qui s'intègre directement et donne 

(3 ) e cosò + e' eos9' -1 • . . . — C = const. 

C'est l'équaLion des lignes de force ou des lignes orthogonales aux lignes équipo-

lei]tic]]e5 

s c' 

('<) . , · ··· \ -
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CHAPITRE VIII. 

. C A S SIMPLES DE DISTRIBUTION. 

Deux plans parallèles. 

124·. Nous cons idérerons en p remie r l ieu deux surfaces conduc t r i ce s 

planes et parallèles, de grandeur infinie, écartées l 'une de l 'autre d 'une 

distance c et maintenues aux. potent ie ls A et B . 

Il est clair que , dans ce cas, le potent ie l V est une fonct ion de la 

distance z au plan À et q u e , dans un plan parallèle c o m p r i s entre A 

et B, il est le m ê m e en tous les points , sauf dans le vois inage des l i

mites des surfaces é lec t r i sées ; mais , par hypo thèse , ces l imites sont 

à une distance infiniment grande du po in t cons idéré . 

Par suite, l 'équat ion de Laplace se réduit à 

1* = °. 

dont l ' intégrale est 

V = C, + C ^ ; 

et, puisque Y = A p o u r z = o , et V = B p o u r : — C, 

V = A -t ( B - A ) - • 

Pour tous les points c o m p r i s entre les plans, l ' intensité résultante est 

normale au \ plans, et sa grandeur est 

c 

Dans la masse des conduc teu r s eux -mêmes , R = o . D o n c l ' é lec t r ic i té 

est répandue sur le p remie r plan avec une densité superficielle a, telle 

que 

^ R 
c 

Sur l'autre surface, où le potent iel est B , la densité superficielle a' est 

égale et de signe contra i re à a, en sorte que 
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Cons idé rons maintenant, sur la p remière surface, une aire S prise de 

façon qu 'aucune de ses parties ne soit vois ine des l imites de la surface. 

La quantité d 'é lec t r ic i té répandue sur cet te surface est Srr — e 1 ; et, 

d 'après le n" 7!), la force agissant sur c h a q u e unité d 'é lec t r ic i té étant 

•¿13, la force totale qui agit sur l 'aire S et qui l 'attire vers l 'autre plan 

F = 1 R S , = J L R ' S « L?.rrA)_'. 
BTE 0 77. c1 

Ainsi l 'attraction est exp r imée en fonct ion de l 'aire S, de la différence 

de potent ie l des d e u x surfaces ( A — D ) et de leur dis tance c. L'at

t ract ion, exp r imée en fonct ion de la cha rge e, qui est la surface S, est 

F - — e 2 

s '• 

L'énerg ie é lec t r ique , due à cel te d is t r ibut ion sur l 'aire S et à la distri

bu t ion sur l 'aire cor respondan te S', dé te rminée en projetant S sur la 

surface 13 par un sjstèine de l ignes de fo rce , lesquel les sont, dans le 

cas présent , des normales aux plans, est 

i S ( A - R I ' R 2

 0 

- - - — — —^ 5— se — - rr - ey c = 1' c. 
¡1 c S i ; S 

La première de ces express ions est l ' express ion générale de l'énergie 

é lec t r ique ( § 8 4 ) . 

La seconde donne l 'énergie en fonct ion de l 'aire, de la distance et de 

la différence des potent iels . 

La t ro is ième la donne en fonct ion de la force résultante R , du volume 

S e c o m p r i s entre les aires S et S', et mont re que l 'énergie par unité de 

v o l u m e est p, où 8Tty> = R s . 

L'at traction des plans est / ' S ; en d'autres termes, il y a une tension 

é lec t r ique ( o u pression néga t ive) égale à p sur chaque unité de sur

face. 

La quat r ième expression donne l 'énergie en fonct ion de la charge. 

La c inqu ième montre que l 'énergie é lec t r ique est égale au travail 

qu ' accompl i r a i t la force é lec t r ique si les deux surfaces étaient amenées 

au con tac t , eu se déplaçant parallèlement à e l les-mêmes et en gardant 

leurs charges telles quel les . 

P o u r expr imer la cha rge en fonct ion de la d i f férence de potentiels, 

nous avons 

e , = / - t s ( A - » ) = y ( A - B ) . 
47: t.-
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DEUX SURFACES SPHÉRIQUES COXCENTHIQUES. 2 I J 

Le coefficient q représente la cha rge due à une différence de potentiels 

égale à l 'unité. Ce coeff ic ient est appelé la capaci té de la surface S, 

due à la posi t ion relat ivement à la surface o p p o s é e . 

Supposons maintenant que le mi l ieu qui sépare les deux surfaces 

ne soit plus de l 'air, mais que lque autre d ié lec t r ique , dont le p o u v o i r 

inducteur spécif ique est K ; la charge due à une différence de p o t e n 

tiels donnée est K fois plus grande que si le d ié lec t r ique est de l 'air, 

ou 

L'énereie totale sera 

KS •>- , 
W = — - ( A - B ) * = — p r . 

HT-LC K S 

La force agissant entre les surfaces sera 

„ „ K S ( A — B ) 2 •>.- , 
1 = p o = = . -—r er ; 

donc la force qui agit entre deux surfaces maintenues à des po ten
tiels donnés varie p ropor t ionne l l emen t au p o u v o i r inducteur spé
cifique K du d ié l ec t r ique ; mais la force qui agit entre deux surfaces 
chargées de quantités données d 'é lectr ici té varie en raison inverse 
d e K . 

Deux surfaces sphériques concentriques. 

123. Soient deux surfaces sphér iques concen t r i ques , de rayons a et 
b, b étant le plus grand, qu i sont maintenues à des potent ie ls A et D ; 
il est clair- que le potent ie l V est upe fonct ion de la distance au centre . 
Dans ce cas, l 'équat ion de Laplace devient 

•PX a dX _ 
Or'1 r àr ~ "' 

dont la solut ion est 
V = C , + C 2 r - ' ; 

les condi t ions sont que V = A pour /• = a, et que V = B p o u r r =- b, 
ce qui donne p o u r l 'espace compr i s entre les surfaces sphér iques 

Ka — Mb A — lî 
V 1= a — b a 1 - - b 1 

dX A — ii 

dr 

Si ffi et cr2 sont les densités superficielles sur les surfaces opposées d'une 
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2 1 8 I 1'" P A R T I E , CHAP. VIII . — CAS SIMPLES DE DISTHIBL'TIOIV. 

sphère de rayon a et d 'une cavité sphér ique de rayon b, 

i A — B r B — A 
1 . ) 7 r « 2 a~l

 — b 2 nTtb'1 a~l - ù l 

Si et et e2 sont les charges totales d 'é lect r ic i té sur chacune de ces deux 

surfaces, 

e, ' , - n - c T , — — - — e-,. 

a~l — b 1 

La capac i té de la sphère intér ieure est d o n c ^ · 

Si la surface ex tér ieure de la sphère enve loppan te est également 

sphér ique el de rayon c, et s'il n'y a poin t d'autres conduc teurs dans 

le vo i s inage , la cha rge sur sa surface extér ieure est 

e, - B c ; 

d o n c la charge totale est sur la sphère intér ieure 

Cl 

et sur la sphère extér ieure 

f i — e 3 ' 

Si l 'on fait b zz^xx) , on a le cas d 'une sphère dans l 'espace infini. La 

capaci té é lec t r ique d 'une pareil le sphère est « , c 'est-à-dire qu 'e l le est 

numér iquement égale au rayon . 

La tension é lec t r ique sur l 'unité de surface de la sphère intérieure 

est 

_i_ b1 ( A — B y-

P ~ 8T. ci- (b - a)- ' 

La résultante de cette tension sur un hémisphère est -na-p-— I"; elle 

est normale à la base de cet hémisphère , et, si elle est cont rebalancée 

par une tension superficiel le appl iquée le l ong du ce rc le qui limite 

l 'hémisphère , la tension sur l 'unité de l o n g u e u r étant T , on a 

^ab_ 

b — a 
( A - B ) 

ab 
( B — A ) >- B c . 

d 'où 

F ·>. T. a T ; 

IA (A — B VJ 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



DEUX SURFACES CYLINDRIQUES INFINIES A Y A N T MÊME A X E . 2rÇ) 

Si une bulle de savon sphér ique est électr isée au potentiel A , son 

rayon étant a, sa cha rge sera A s , et la densité superficiel le sera 

i A 

^ a 

L'intensité résultante est /j-ncr sur la surface, et zéro immédia tement 

en dehors de ce l te surface, à l ' intérieur de la bu l l e , en sorte q u e , 

d'après le n° 79, la fo rce é lec t r ique agissant sur l 'unité de surface 

est égale à 2-irtr2 et d i r igée vers le dehors : d o n c l 'électr isat ion d i m i 

nuera la pression de l 'air à l ' intérieur de la bul le d e 2-ira2 ou 

i A 2 

HÏt a*' 

(Mais on peut mont re r que , si T 0 est la tension qui s 'exerce dans la 

couche l iquide le long d 'une l igne ayant l 'unité de l ongueu r , la pres

sion qu' i l est nécessaire d ' exercer depuis l ' intérieur p o u r e m p ê c h e r la 

bulle de se resserrer est ° . D o n c la force é lec t r ique sera jus te suf

fisante p o u r maintenir la bu l le en équ i l ib re lorsque la pression de l'air 

est la même au dedans et au d e h o r s , si 

A 2 — I 6 T ; G ( T 0 . 

Deux surfaces cylindriques infinies ayant même axe. 

126. Soi t a le rayon de la surface extér ieure d'un cy l indre c o n d u c 

teur; soit b le rayon de la surface in tér ieure d'un cy l indre c reux , a\ant 

même axe que le p r emie r . Soient A et B leurs potent ie ls respect i fs . 

Puisque, dans ce cas, le potent ie l V est une fonct ion de la dis lance /· 

à l 'axe, l 'équation de Laplace dev ien t 

* V _^ i àV _ 

àr- r ùr ' 

d'où 

V - - Ci - r - C j l o g V X 

Puisque V = A p o u r / = a, et V = : ] } p o u r /' b, 

b r 
A log h B W -

r a 
V ^ iT? 

Si Œj et a.2 sont les densités superficielles sur les surfaces intérieure et 
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Si, au l ieu d'air, l 'espace c o m p r i s entre les deux cyl indres est occupé 

par un d ié lec t r ique de p o u v o i r i nduc teu r spécif ique K , la capaci té du 

cyl indre intér ieur est 

-> b -

° a 

L'énerg ie due à l 'é lectr ic i té d is t r ibuée sur la partie du cyl indre que 

nous avons cons idérée est 

i IK(\ — B)2 

4 . b 
loe — 

° a 

127. Soient A et C (Jig. 5 ) deux conduc t eu r s cy l indr iques c reux , de 

longueur indéfinie , ayant p o u r axe c o m m u n l 'axe des a;, situés l'un du 

Kig. 5. 

i 
| 

cô té positif , l 'autre du c ô t é négat i f de l ' o r ig ine , et séparés par un 

intervalle étroit près de l ' o r ig ine des c o o r d o n n é e s . 

So i t C un cyl indre c r e u x , de l o n g u e u r 2 l, p lacé de façon que son 

po in t mi l ieu soit à une distance x du cô t é pos i t i f de l ' o r ig ine , et s'en-

gageant dans les deux cyl indres c r eux . 

ex tér ieure , 

A — B 

alogl 

Si e [ C t e 2 sont les charges sur les por t ions des deux cyl indres qui sont 

compr ises entre deux sect ions transversales à Taxe , distantes Tune de 

l 'autre d'une l ongueu r l, 

i i A — B 

•j à 
lus — 

0 a 

La capaci té d 'une l o n g u e u r l du cy l ind re intér ieur est d o n c 

i l 
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DEUX SURFACES CYLINDHIQUES INFIMES A Y A N T MÊME A X K . 2 2 1 

Soient À le potent iel du cy l ind re c reux positif , B ce lu i du cy l ind re 

creux négatif, C celui du cy l ind re in tér ieur ; et soient a et [3 les capa

cités de l 'unité de l o n g u e u r de G mis en présence de A o u de B . 

La densité superficielle en des points fixes des cy l indres situés soit 

près de l 'or ig ine , soit à de petites distances des extrémités du c y 

lindre intérieur, ne dépendra pas de la valeur de x, p o u r v u qu 'une 

longueur cons idérable du cy l indre intérieur pénètre dans chacun des 

cylindres c reux. Près des bouts des cy l indres c reux et près des extré

mités du cyl indre intér ieur , i l y aura des dis t r ibut ions que nous ne 

sommes pas encore en mesure de c a l c u l e r ; mais la d is t r ibut ion près 

de l 'origine ne sera pas changée par le m o u v e m e n t du c j l i n d r e inté

rieur, tant qu 'aucune des extrémités de ce cy l indre n'arrivera dans le 

voisinage de l ' o r ig ine . 

L'électricité d is t r ibuée sur les bou t s du cyl indre intér ieur se dép la 

cera avec lui, en sorte que le seul effet du m o u v e m e n t sera d 'augmen

ter ou de d iminuer la l o n g u e u r des parties du cy l indre intérieur sur 

lesquelles la d is t r ibut ion est la m ê m e que sur un cyl indre indéfini. 

Donc l 'énergie totale du système sera, en tant qu 'e l le dépend de x, 

Q = \»(/ - x)(G - A)> -+• -J [3(7 - x){G - B)« 

-1- des quantités indépendantes de x, 

et la force résultante parallèle à l 'axe du cy l indre sera 

= i » ( C - A ) « - J ? ( C - B ) ' ; 

si les cylindres A et B ont les mêmes sec t ions , 

a = ¡3 et X = àa (B — A ) [ C — ' ( A - - B ) ] . 

On voit donc qu ' i l existe une force constante agissant sur le cy l indre 

intérieur et tendant à le tirer à l ' intérieur de celui des deux cyl indres 

creux dont le potentiel diffère le plus du sien. 

Si C a une valeur n u m é r i q u e cons idé rab le et que A -+- B soit c o m 

parativement petit , la force est à peu près 

X = i « ( B - A ) C , 

de sorte que la différence des potent ie ls des deux cyl indres pourra être 

mesurée, si l 'on peut mesurer X , et que la préc is ion d 'une mesure 

pourra être acc rue , en augmentant C , le potent ie l du cyl indre intér ieur . 

Ce pr incipe, sous une fo rme modi f iée , est utilisé dans l ' é lec t romètre 

de T h o m s o n , n" 219 . 
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a et h étant les rayons des surfaces cy l indr iques en regard. 

La m ê m e disposi t ion de trois cy l indres peut servir à mesurer la capa

c i t é . On relie B et C : si le potent ie l de A est nul, si ce lu i de B et G 

est V, la quanti té d 'é lec t r ic i té sur A sera 

K , = [ 7 l 3 - r - X ) ] V . 

Si d o n c on dép lace G vers la dro i te , jusqu 'à ce que x devienne x -+- % 

la capaci té du cy l ind re G s 'accroî t d 'une quanti té dé te rminée 
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I " P A R T I E , CHAP. I X . — SPHÊPIQUES HARMONIQUES. 223 

CHAPITRE IX. 

S P H É R I Q U E S H A R M O N I Q U E S ( > ) . 

128. La théorie ma thémat ique des sphér iques ha rmon iques a fait 

le sujet de plusieurs Traités spéc iaux . Le Ilandbuch der Kugelfunc-

tionen du D 1 ' E . He ine , qu i est le travail le plus c o m p l e t sur la ma t i è re , 

a alleinl maintenant ( 1 8 7 8 ) sa d e u x i è m e édi t ion en deux V o l u m e s ; le 

D 1 ' i \euinann a p u b l i é ses Beitràge sur Théorie der Kugelf uuclionen 

(Leipz ig , T e u b n e r , 1 8 7 8 ) . L ' e x p o s é de cet te ques t ion , dans la Nalaral 

Philosophy de T h o m s o n et Tai t , a été b ien amél io ré dans la s econde 

édition ( 1 8 7 9 ) . Enfin le Traité élémentaire des fonctions de La-

place, de Lamé et de Bessel, par M . T o d h u n t e r , et le Traité élé

mentaire des sphériques harmoniques et des questions connexes, par 

M.Ferrers, me dispensent de m'é tendre , dans un o u v r a g e d 'é lec t r ic i té , 

sur les déve loppemen t s mathémat iques de cette q u e s t i o n . 

J'ai conservé toutefois la dé terminat ion d'un h a r m o n i q u e sphér iquo 

en fonction de ses pô le s (f). 

Des points singuliers où le potentiel devient infini. 

129 a. Si une cha rge A 0 d 'é lec t r ic i té est un i fo rmémen t répart ie sur 

la surface d 'une sphère , d o n t le centre a p o u r c o o r d o n n é e s (a, b, c), 

le potentiel en un po in t q u e l c o n q u e (x, y, z), ex tér ieur à la sphère , 

est, d'après le § 123 , 

où 

(•>.) r* ={x — a)' 2-f- (y — b )*--+- (z — cf. 

C o m m e l 'express ion de V est indépendante du rayon de la sphère , 

cette expression reste la m ê m e , si nous supposons le rayon infiniment 

petit. Cette express ion s ' interpréterait alors phys iquemen t en disant 

(') [Les Chapitres IX et X traitant du calcul des fonctions qui permettent de 

résoudre analytiquement certains cas particuliers de distribution électrique 

peuvent être laissés de côté dans une première lecture de l'Ouvrage. ( C.)] 

[!) [Voir la Note à la fin du Chapitre. (P.)] 
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l r c P A R T I E , CHAI' . I X . SPHKHIQUKS HARMONIQUES. 

que la cha rge A „ est répandue sur la surface d 'une sphère infiniment 

petite qu i se c o n f o n d sens ib lement avec un p o i n t mathémat ique . Or 

nous avons déjà mont ré ( § 5 3 , 8 1 ) qu ' i l y a une l imite de la densité 

superficiel le de l ' é lec t r ic i té : il est d o n c p h y s i q u e m e n t imposs ib le de 

placer une cha rge finie d 'é lec t r ic i té sur une sphère ayant moins d'un 

certain rayon . 

Tou te fo i s , c o m m e l 'express ion ( i ) représente une dis t r ibut ion p o s 

sible du potent ie l dans l ' espace qu i env i ronne une sphère électrisée, 

nous p o u r r o n s , dans des études ma thémat iques , la cons idé re r c o m m e 

due à une cha rge A 0 concen t r ée en un p o i n t ma thémat ique ( « , b, c), 

que nous appel le rons point infini d'ordre zéro. 

Il y a d 'autres sortes de points s ingul iers que nous allons définir; 

mais auparavant nous d e v o n s définir certaines express ions qui nous 

seront utiles l o r sque nous aurons à cons idé re r des d i rec t ions dans 

l ' espace , et les poin ts qui leur co r r e sponden t sur une sphère . 

129 b. On appel le axe une d i rec t ion q u e l c o n q u e déterminée dans 

l ' espace . Nous p o u v o n s la supposer définie au m o y e n d 'une marque 

faite sur la surface d 'une sphère , au po in t où cet te surface est ren

con t rée par un rayon mené para l lè lement à l 'axe en partant du centre. 

Ce p o i n t est appelé le pôle de l'axe ; un axe n'a d o n c qu 'un seul pôle , 

et non d e u x . 

Si p. est le cos inus de l 'angle c o m p r i s entre l 'axe h et un vecteur 

q u e l c o n q u e r, et si 

P = \ x r i 

p est la c o m p o s a n t e de r suivant la d i rec t ion de /( . 

On d is t ingue les différents axes par des indices différents, et, m et « 

étant les ind ices qu i dé s ignen t d e u x axes , le cos inus de l 'angle de ces 

axes est dés igné p a r À , „ „ . 

La differentiat ion par r a p p o r t a un a x e / / , don t les cos inus directeurs 

sont L , M , N , se représente par 

d T d d , d 
— = L 1- M -— IN 
dit dx dy dz 

D'après ces définit ions il est év iden t que 

dr pln _ 
dhm r 

dp,, ^ _ dp,,, 
dhm '"" dhn 

d\J~m ^ m n fin 
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DES POINTS SINCiULIEHS OU LE POTENTIEL DEVIENT INFINI. 2 2 3 

Si maintenant nous supposons que le potent ie l au p o i n t (x, y, z). 

du à un point s ingul ier d ' o rd re q u e l c o n q u e placé à l ' o r ig ine , soit 

y, s ) , 

le potentiel en xyz, dû à un pareil poin t p lacé au b o u t de l 'axe li, 

\/[{x-Lh), (y-Uh), (z — N A ) ] , 

et si un point s emb lab l e à tous égards , sauf en ce que le s igne A est 

renversé, est placé à l ' o r ig ine , le potent ie l dû à ce c o u p l e de points 

sera 

V - A / K i - L A ) , ( r - M A ) , (z-Sh)]-Af(x,y,z) 

— — Ah -jj^ f{x, y, z) -t- des termes renfermant h"1. 

Si maintenant nous faisons déc ro î t r e h et augmente r A indéfini

ment, leur p rodu i t con t inuant de rester fini et égal à A ' , la va leur l i 

mite du potent ie l p o u r ce c o u p l e de points sera 

<«) V ' = A 'AyW,; ) . 

Si f(x, y, z) satisfait à l ' équat ion de Lap lace , l ' équat ion étant 

linéaire, V , différence de deux fonc t ions dont chacune satisfait à 

l'équation, devra y satisfaire aussi. 

129 c. Or le potent iel dû à un poin t infini d 'ordre zé ro 

(y) v „ = A „ i -

satisfait à l ' équat ion de Lap lace : d o n c toute fonc t ion , dédui te de 

celle-ci par un n o m b r e q u e l c o n q u e de différentiations successives par 

rapport à divers axes , devra aussi satisfaire à cet te équa t ion . 

On peut fo rmer un po in t du p remie r o rdre , en prenant deux points 

d'ordre zé ro , ayant des charges égales et contraires — A 0 et A 0 , don t 

la première serait p lacée à l ' o r ig ine , et la s econde à l ' ex t rémité de 

l 'axe/;, . Faisant alors indéfiniment décro î t re la valeur de A, et c ro î t re 

la valeur de A 0 , de telle façon que le p rodu i t A0h1 reste toujours égal 

à A j , le résultat final de l 'opéra t ion , au m o m e n t où les d e u x po in t s 

coïncident, est un p o i n t du p remier o rd re , dont le m o m e n t est A , 

et l'axe h, ; un po in t du p remie r ordre est d o n c un p o i n t d o u b l e : son 

potentiel est 

77·. d'Élecl. et de Magn., I. i5 
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En plaçant à l 'o r ig ine un p o i n t du p r e m i e r o rd re dont le moment 

soit — A , , et à l 'extrémité de l 'axe h2 un autre po in t du p remier ordre 

dont le m o m e n t soit A t ; puis , faisant d iminue r A 2 et augmenter A 1 ; de 

façon que 

( n ) A , A 2 = { A 2 , 

nous ob tenons un po in t du second ordre dont le potent ie l est 

v i , d ^ , . i 3 a i u., — ^12 

Nous p o u v o n s dire qu 'un po in t du s e c o n d o rd re est un poin t qua

druple , pu isque nous l ' ob tenons en faisant s ' approcher l'un de l'autre 

quatre points d 'ordre z é r o . Il a d e u x axes /([ et h2 et un m o m e n t A 2 : 

la d i rec t ion de ces axes et la grandeur du m o m e n t définissent c o m 

plè tement la nature du poin t . 

En difFérentiant par rapport a n axes success ivement , nous obtenons 

le potent ie l dû à un po in t d 'ordre n. C'est le p rodu i t de trois facteurs, 

une constante , une cer taine c o m b i n a i s o n de cos inus et /—t»- 1 - 1 ). Pour 

des raisons qu i dev iendront évidentes à mesure que nous avancerons, 

il est c o m m o d e de donner à la constante une valeur numér ique telle 

que le coeff icient du m o m e n t soit y— ( I - H I ) l o r sque tous les axes co ïn 

c ident avec le vec teur . iVous d iv iserons d o n c par n, l o r q u e nous difi'é-

rentierons par rappor t à hrl. 

D e la sorte, nous ob t enons une valeur n u m é r i q u e dé terminée , pour 

un potent iel par t icul ier , à laquel le nous réservons le n o m d'harmo

nique solide de degré — (n J - i ) , à savoir 

. „ . „ , , i d d il i 

1 . 2 . 3 . . . « o « i « « 2 dli„ r 

Si cette quanti té est mul t ip l iée par une constante , elle n'en reste 

pas moins le potent ie l dû à un certain po in t d 'o rd re n. 

129 d. Le résultat de l 'opéra t ion ( i 3 ) est de la fo rme 

V - Y „ , - < » < - " , 

où Y „ est une fonc t ion des n cos inus u.2, . . . , u.„des angles compr is 

entre / ' et les n axes, et des \n (n — i ) cos inus X 1 2 des angles compris 

entre chaque coup l e d 'axes . 

Si nous cons idérons les d i rec t ions de r et des n axes c o m m e déter

minés par des points pris sur une surface sphér ique , nous pouvons 

regarder Y „ c o m m e une quanti té variant d 'un po in t à l 'autre de cette 

surface, et qui serait une fonc t ion des \n(n - r - i ) d is lances comprises 
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DES. POINTS SINGULIERS OU LE POTENTIEL DEVIENT INFINI. 2 2 " 

entre les n pôles des axes et le pô l e du vec teur . Nous appel le rons 

donc Y „ l ' ha rmonique de surface d 'o rd re n. 

130 a. Il nous faut maintenant faire v o i r qu 'à tout h a r m o n i q u e de 

surface d 'ordre n c o r r e s p o n d non seulement un ha rmon ique sol ide 

d'ordre — ( n -+-1), mais enco re un autre de degré n, en sorte que 

(>5) H„ = Y „ r « = V „ r 2 » + - i , 

satisfait à l 'équation de Lap lace . 

En effet, 

UX dx 

dx* (•}. n — i ) [ ( a n — i ) x 3 -+- I-Ï] r-" 3 Y „ 

•¿{•111 -<- i)r*-"-lx '^r1 — '-2"+1 

v ' dx <J.r5 

d'où 

il Gï 

^ , = ( a » H - i ) ( a / . - r - a ) r t « - ' \ „ 

v \ dx dy oz J 

V dx* '~ dy'- ' dz1
 J 

Or, puisque Y „ est une fonct ion h o m o g è n e de x , y, z, de degré n é 

gatif égal à ( « + i ) , 

.. . à\'„ à\„ dY„ 
u ' } ' , . , - J - v " d, ,:" 

par suite, les deux premiers termes du second m e m b r e de l ' équa

tion ( iG) se détruisent , et, pu i sque V, t satisfait à l 'équat ion de Lap lace , 

le troisième terme est nul, de sorte que II,, satisfait aussi à l 'équat ion 

île Laplace et, par suite, est un ha rmon ique sol ide de degré n. 

C 'est là un cas par t icul ier du théo rème plus général de l ' inversion 

électrique, lequel affirme q u e , si V(x, r , z) est une fonct ion de 

x , y , z satisfaisant à l ' équat ion de Lap lace , il existe aussi une autre 

fonction 
a f a-x a? y a'1 z\ 
7 I ~7â " ' ~TT ' ~7â - ) ' /• \ r* r- / 

satisfaisant aussi à l ' équat ion de Laplace ( u o i r a u § 1 6 2 ) . 

130 b. L ' h a r m o n i q u e de surface Y „ cont ient 2 n var iables a rb i -
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traires, car il est défini par la posi t ion de ses n pô les sur la sphère, 

chacun de ces pôles étant l u i - m ê m e défini par deux c o o r d o n n é e s . 

D o n c les ha rmoniques sol ides 1I„ et V „ cont iennent aussi i n v a 

riables arbitraires, et chacune de ces quanti tés mult ipl iées par une 

constante arbitraire satisfera encore à l 'équat ion de Laplace . 

P o u r démont re r que A I I „ est la fonct ion rat ionnelle h o m o g è n e de 

degré n la plus générale qu i satisfasse à l 'équat ion de Laplace , ohser -

\ o n s que Iv, la fonc t ion ra t ionnel le et h o m o g è n e de degré n la plus 

générale , cont ien t \ ( n H- i ) ( n -+- 2 ) termes. Mais V ' K est une fonction 

h o m o g è n e de deg ré (/i — 2) et cont ien t par suite ^ ( 1 1 — 1 ) 1 1 termes, 

et la cond i t ion V = K = o e x i g e que chacun de ces termes s'annule. Il \ 

a d o n c , entre les coeff icients des -J(n + i ) ( n + 2 ) termes de la fonc

tion K ¡ ( n — 1), n cond i t i ons , ce qui laisse 2 n -+-1 constantes indépen

dantes dans la f o r m e la plus générale de la fonc t ion homogène de 

deg ré n qu i satisfait à l ' équat ion de L a p l a c e . O r H,,, mult ipl ié par 

une constante arbitraire, satisfait à la c o n d i t i o n en quest ion et ren

ferme a / 1 + 1 constantes arbitraires. Ce l t e fonc t ion est donc de la 

fo rme la plus générale . 

131 a. Nous sommes maintenant en mesure de c o m b i n e r une distri

bu t ion de potent ie l , telle que ni le potent ie l l u i - m ê m e ni ses dérivées 

premières ne deviennent infinis en aucun point . 

La fonct ion Vn = Y,ii—satisfait à la cond i t i on de s'annuler à 

l ' infini, mais devient infinie à l ' o r ig ine . 

La fonc t ion I I„ ~ Y „ / - " est finie et cont inue à distance finie de l 'ori

g ine , mais ne s'annule pas à une distance infinie. 

Mais , si nous prenons a" Y „ 7 — p o u r potent ie l de tous les points 

extér ieurs à une sphère de rayon a, ayant p o u r centre l 'or ig ine , et 

a - { n + \ ) r n p O U r potentiel de tous les points intérieurs à la sphère; 

et si, sur la sphère m ê m e , nous supposons l 'é lectr ic i té dis tr ibuée avec 

une densi té superficiel le a , telle que 

( l 8 ) 4 7 1 7 a ~ ~ ( ''•11 1 ) Y/i ) 

toutes les condi t ions seront satisfaites par le potent ie l du à une charge 

ainsi répartie en forme de c o u c h e . 

En effet, par tout le po ten t ie l est fini et con t inu ; il s'annule à l'infini ; 

ses dérivées premières sont finies et cont inues , sauf sur la surface 

chargée , où elles satisfont à l ' équat ion 
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(•>/,) n = 

( ') Pour ce qui suil, nous trouverons plus commode de designer par n ! le pro

duit des n nombres entiers positifs 1 . 2 . 3 . . . n. 

enfin, l 'équation de Laplace est satisfaite en tous les points intérieurs 

nu extérieurs à la sphère . 

C 'es tdonc là une d is t r ibut ion du potentiel qui satisfait aux cond i t ions , 

et, d'après le § 100 a, c 'est la seule dis t r ibut ion qui leur satisfasse. 

131 b. Le potentiel dû à une sphère de rayon a dont la densité su

perficielle est donnée par l ' équat ion 

(ao) 4 ^ a ! T = ( 2 / 1 - l - i ) Y „ 

est, pour tou;, les poin ts extér ieurs à la sphère, ident ique à celui qui 

est dû au point singulier d ' o r d r e n cor respondant . 

Supposons maintenant un système é lec t r ique que nous appel lerons E, 

extérieur à la sphère, soit W le potent ie l dû à ce système, et cherchons 

la valeur de X ( L F E ) p o u r le po in t s ingulier . C'est la partie de l 'énergie 

électrique qui dépend de l 'act ion du système extér ieur sur le point 

singulier. 

Si A 0 est la charge d'un seul poin t d 'ordre zé ro , l 'énergie potentielle 

en question est 

(•u) Y V ^ A u W . 

S'il y a deux pareils points , l 'un négatif à l ' o r ig ine , l 'autre positif, 

de même valeur numér ique à l 'extrémité de l 'axe A, , l 'énergie poten

tielle sera 

et si A 0 augmente et si A, d iminue i n d é f i n i m e n t , ' d e façon que 

A 0 A , — A [ , la valeur de l ' énergie potent iel le , pou r un poin t du premier 

ordre, sera 

De même, pour un p o i n t d 'ordre n, l 'énergie potent iel le sera 

1 d" W 
(¿3.) W „ = A „ -j-. jj- (' ). 

1 . A . . . n dit 1 . . . ahn 

131 c. Si nous supposons le système extér ieur formé de parties dont 

chacune est dés ignée par c/E, et le poin t s ingulier formé de parties 

dont chacune est dés ignée par de, alors 
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230 1™ P A R T I E , Cl tAP. IX. — SPHÉHJQI'ES HARMONIQUES. 

Mais , si V „ est le potentiel dû au po in t singuliei 1 , 

et l 'énergie potentiel le due à l ' act ion de K sur e est 

(a(5) W ^ Ï(U-' de ) ^ S S rfE ofe) = S V „ rfE, 

la dernière expression étant cel le de l 'énergie potent ie l le dut: à l'action 

de e sur E. 

De m ê m e , si i r / s est un é lément d 'é lec t r ic i té de la c o u c h e , le poten

tiel de la c o u c h e sur le système extér ieur E est V „ , et l 'on a 

( 2 7 ) W = 2 ( V „ ^ E ) ^ (- dtieds) S ' F i * , 

le dernier ternie renferiiiant une sommat ion qui do i t s'étendre à toute 

la surface de la sphère . En l 'égalant à la p remière expression de W , 

nous avons 

<a8> j'fw°ds s ( w de) «T A" ¿1*7. dh» 
Si nous nous souvenons que 

4 TICJ a 2 : > n. 1 ) Y » , ' 

et que A „ — a", cet te relation devient 

d"W 

If-(29) / / W"YNDS- , , \ ^ DHI . . . DHN 

En vertu de cet te équat ion , l 'opérat ion qui consis te à prendre l'inté

grale de surface de WYltds pou r chacun des éléments de la surface de 

la sphère de ravon a se rédui t à difiérentier TF par rapport aux n axes 

de l ' ha rmonique , et à prendre la valeur de ce coeff ic ient différentiel 

pou r le centre de la sphère, p o u r v u , toutefois , que W satisfasse à l 'é

quation de Laplace pour tous les points intérieurs à la sphère, et que 

Yn soit un ha rmon ique de surface d 'ordre n. 

132 . Supposons maintenant que xl' soit un harmonique solide de 

degré m positif , de la forme 

( 3 o ) W -c A-'"YMR'", 
sur la surface sphér ique , r — a et VF — Y , „ , en sorte que l 'équation (29) 
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V Y R], — \1 „ n - H ; - R ! il_Ll̂ il_i, 
1 m 1 N Lis — . . «· — J 

n ! ( a n + i) d/i-i . . . dntl 

la valeur du coeff ic ient différentiel étant prise pou r le cen t re de la 

sphère. 

Si n est plus peti t que m, le résultat de la difFérenliation est une fonc

tion homogène de x, y, z, du degré m — n, don t la valeur au centre 

de la sphère est zé ro . Si n est égal à m, le résultat de la difTérentia-

tion est une constante , don t nous dé te rminerons la valeur au § 13V b. 

Si la différentiation est poussée plus lo in , le résultat est 7 . é r o ; d o n c 

l'intégrale de surfacef J'YM~Yn ds s 'annule toutes les fois que m et n. 

sont différents. 

Tous les in termédiaires par lesquels nous sommes arrivés à ce r é 

sultat sont purement ma théma t iques ; nous avons b ien e m p l o y é des 

termes ayant une signification phys ique , tels que énergie électrique ; 

mais chacun de ces termes visait non pas un p h é n o m è n e phys ique à 

étudier, mais une express ion mathémat ique dé te rminée . U n ma thé 

maticien a le d ro i t de se servir de ces fonc t ions aussi b i en que de 

toutes autres qu ' i l peu t t rouver ut i les; et le phys ic ien , qui do i t suivre 

un calcul mathémat ique , le comprendra d'autant m i e u x que tous les 

intermédiaires de ce ca lcul seront suscept ibles d 'une interprétat ion 

physique. 

133. Nous allons maintenant dé te rminer la forme de l ' ha rmonique 

de surface Y , „ en fonc t ion de la pos i t ion d'un po in t P de la sphère, 

par rapport aux n pô les de l ' ha rmon ique . 

Nous avons 

I Y 3 = ï V-l ^ 2 F-l — J ( Pl̂ S3 -+- 1̂ -2̂ 31 + ^ 3 ^ 1 2 ) • 

Chaque ternie de Y „ est d o n c fo rmé de produi t s de cos inus , les uns 

île la forme à un seul i n d i c e , se rapportant aux angles c o m p r i s entre 

le point P et les pô les et les autres de la forme à d e u x ind ices , 

étant les cosinus des angles c o m p r i s entre les pôles . 

Puisque chaque axe est in t rodui t par une des 11 d idèrent ia t ions , 

l 'indice de chaque axe do i t se présenter une fois , et une seule, pa rmi 

les indices des cos inus de c h a q u e terme. 

Si donc dans un terme il y a s cos inus à deux ind ices , il y aura 

dans ce terme n — is cos inus à un seul i nd i ce . 

devient, dans ce cas, 
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2 3 a l , e PARTIE, CIIAP. I X . — SPHÉRIQUES HARMONIQUES. 

E c r i v o n s , sous la fo rme abrégée 

2 X*), 

la s o m m e de tous les produi t s dans lesquels il y a .s cos inus à double 

ind ice . 

Dans chacun de ces p rodui t s apparaît chacun des indices , et aucun 

d ' eux n'est r épé té . 

Si nous v o u l o n s e x p r i m e r qu 'un ind ice dé te rminé m ne paraît que 

dans les \t. o u q u e dans les À , nous le met tons en ind ice au p. ou au X . 

Ains i l 'équat ion 

( 3 3 ) Zip»-'*!») sc^v '-'X') - + - S ( H - " + " X ; „ ) 

e x p r i m e que tou t l ' ensemble des produi t s peut être partagé en deux 

g roupes : dans l 'un, l ' ind ice m paraît parmi les cos inus qu i définis

sent le po in t var iable P , et dans l 'autre, parmi les cos inus des angles 

c o m p r i s entre les pôles . 

Supposons maintenant q u e , pou r une valeur par t icul ière de n, 

( 3 4 ) Y „ = A „ , 0 S ( [ A « ) -,- A „ , , v ( u»-* l ' ) + . . . + A S ] 1 ï ( | J L « - 2 * X« ) + . . . , 

les A étant les coeff icients numér iques . iVous p o u v o n s écrire cette 

série sous la fo rme abrégée 

( 3 5 ) Y „ - S [ A ^ S ( [ / . « - " X - ' ) j , 

o ù S ind ique une sommat ion dans laquel le sont compr i ses toutes les 

valeurs de s de zéro à \ n, ces d e u x valeurs compr i se s . 

P o u r ob ten i r l ' ha rmon ique sol ide de degré négatif (n -+-1) et d'ordre n 

qui lui c o r r e s p o n d , nous mul t ip l ions par i—(«-+-!), e t nous avons 

( 3 G ) V „ - S f A ^ / ^ - ^ - ' E ^ ' ^ X * ) ] , 

en posant / \ L > . — p; c o m m e dans l 'équation ( 3 ) . 

Si nous diflérentions V „ , par r appo r t a un nouvel axe /im, nous avons 

— (n -+-i) V n + 1 et, par suite, 

( « . -t- i ) V „ + 1 = S [ A „ . , t ( i « - ! - i — a ï ) / - î i - s « - 3 E ( / , ; ; l - s - « + i X-') 

— A „ , r r ! . « - a « - i S ^ n - s j - i À J i i ) ] . 

P o u r ob ten i r les termes renfermant .« cos inus à doub le indice , nous 

n 'avons qu 'à d iminuer s d 'une unité dans le dernier terme, et nous 

t rouvons 

( 3 8 ) I ( " + , ) v » + > = s i ' - 2 " - 2 i " 3 [ A ; - . s ( 2 « — 2 * + i ) x ( j D : : , - " + 1 X-') 
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Or les deux groupes de produi t s ne se dis t inguent l 'un de l 'autre 

qu'en-ce que les indices m ne se rencontrent que pa rmi les p dans un 

groupe, et parmi les X dans l 'autre. Leurs coefficients do iven t donc 

être les m ê m e s ; et puisque nous devons arriver au m ê m e résultat en 

mettant n -+• i au l ieu de n dans l 'express ion de V „ , et en mult ipl iant 

par* M 4 - 1 , nous ob tenons l 'équat ion su ivan te : 

(39) (N 4- 1 ) A«-m.j — ( 2 / 1 — IS -1- 1 ) A „ , , . - - - - A „ , j - . | . 

Si nous faisons s — o , nous avons 

(<jo) (n 4- 0 ^n + i = O " ') A fl '> 

et, puisque A 1 | 0 — i , 

1> \ _XN\ 

De là nous tirons l ' express ion générale du coeff ic ient 

('IN — a S ) '. 
U » ) A , , , , = ( - ! ) • < 

! N '. ( N — s ) ! ' 

et, finalement, l ' express ion t r i g o n o m c l r i q u c de l ' ha rmonique de sur

face 

< » = S [ ( - , ) ' J™ÛN-S)LW*'»)]. 
Cette expression donne la valeur de l ' ha rmonique de surface en un 

point P de la surface spl iér ique, en fonct ion des cos inus des distances 

de P aux différents pôles et des distances des pôles entre eux . 

Il est aisé de vo i r que si l 'un des pôles est transporté au po in t d iamé

tralement opposé sur la surface sphér ique , la valeur de l ' ha rmonique 

change de s igne ; car tout cosinus où paraît l ' indice de ce pô le change 

de signe, et, dans c h a q u e terme de l ' ha rmonique , l ' indice du pô le pa

raît une fois , et une seule. 

Par suite, si deux ou un n o m b r e pair q u e l c o n q u e de pôles sont 

transportés chacun au po in t d iamétra lement opposé , la valeur de l'har

monique ne change pas. 

Le professeur Sylvester "a d'ailleurs démont ré (Pkil. Mag., oc t . 

1 8 7 6 ) que , étant donné un h a r m o n i q u e , le p r o b l è m e qui consis te à 

trouver Jes N l ignes c o ï n c i d a n t avec ses axes, a une et une seule s o 

lution, q u o i q u e l 'on puisse (ainsi que nous venons de le v o i r ) in 

verser par g roupe de d e u x les d i rec t ions que l 'on cons idère c o m m e 

positives sur les différents axes. 
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134. Nous sommes maintenant en mesure de dé terminer la valeur 

de l ' intégrale de surface J'"^ "• ds> P o u r deux ha rmoniques de sur

face de m ê m e ord re , les d i rec t ions des axes de ces ha rmon iques étant 

en général différentes. 

A cet effet, fo rmons l ' ha rmon ique sol ide Y,nr'1 et différentions-le 

par rapport à chacun des n axes de Y „ . 

T o u s les termes de Y , „ r ' s , qui sont de la forme r m \x'"-is\s, peuvent 

s 'écrire 

' FIN ^INIIF 

Différentiant ces termes n fois par rappor t à chacun des n axes de 

Y „ success ivement , nous t rouvons qu 'en différentiant r l s , par rap

port à ,ç d'entre ces axes, nous in t rodu isons A- des facteurs pn, ainsi 

que le facteur numér ique 

2 S ( 2 S 2 ) . . . >. OU -A's'.. 

Si l'on con t inue de différentiel ' , par rappor t aux .1 axes suivants, 

les pn se transforment en l„n sans in t roduct ion d 'aucun facteur numé

r i q u e ; et si l 'on con t inue de différentiel ' , par rappor t aux /( — 2 S axes 

restants, l e s p m se transforment en "A,,,,,, en sorte que le résultat est 

„ S , 1 1 « ) -< À ' " 2 5 1 » . A N N A , „ M "MU 

Nous avons d o n c , par l ' équat ion (3i), 

C C {TÛ » dn(\,„r'") 

<"> J j Y ' " Y " * - N J J ^ T - J A — D T ^ D I , 

et, par l ' équat ion (43), 

( 4 5 ) Y ^ ' ' « = s [ ( - i ) ^ 4 ^ ^ ~ WP^'U*)]-

D'où nous tirons, en effectuant les différenliat ions et en nous sou

venant que m = n, 

( ~C2«., L ( _ ° a « - » ( » - * ) ! ( T 
135 a. L 'express ion ( 4 6 ) , qui donne l ' intégrale de surface du produit 

de d e u x ha rmoniques de surface, p rend une fo rme remarquab le si l'on 

suppose que tous les axes de l'un des ha rmon iques Y m co ïnc iden t les 

uns avec les autres, en sorte que Y , „ devienne c e que nous appellerons 
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•I' S ! (N — S ). 
Le nombre des permutat ions des n — '>,s indices qui restent sur c e u x 

des m axes de P ,„ est (n — 2 J ' ) - i d 'où 

) — ( » — a s ) ! ! A'<-**. 

L'équation ( 4 6 ) devient d o n c , lorsque tous les axes de Y „ , co ïnc iden t , 

ou, d'après l 'équat ion ( 4 3 ) , 

Yn(m) représentant, la valeur de Y „ au pô le de P , „ . 

On peut arr iver au m ê m e résultat par la mé thode suivante qui est 

plus rapide. 

Prenons un système de c o o r d o n n é e s rectangulaires tel que l 'axe 

des z co ïnc ide avec l 'axe de P,„ ; et d é v e l o p p o n s Y „ r * en fonct ion ho 

mogène de degré n des .x, y, z. 

Au pôle de P , „ , a: — v = o , et z — /·, de sorte que , si Czn est le 

terme qui ne contient, ni y ni . T , G est la valeur de Y „ au pôle de P , „ . 

Dans ce cas , l 'équat ion ( 3 i ) devient 

\r ^ i IIXa2 i d"1 ... 
YnVmds= -± -j— Y „ r » . 

in -+- i « ! dz'n 

Si m est égal à /( , le résultat de la différentiation est ra!C p o u r C s " e t 

zéro pour tous les autres te rmes; donc 

Y B P , „ A = C, 

2 II -4- I 

C étant la valeur de Y „ au pôle de P , „ . 

plus tard un harmonique zonal d 'o rdre m, dés igné par le s y m 

bole P ,„ . 

Dans ce cas, tous les cos inus de la fo rme l m i l peuvent s 'écrire fx„, 

ii„ désignant le cos inus de l 'angle c o m p r i s entre l 'axe un ique de P „ , 

et l'un que lconque des axes de Y „ . Les cosinus de la forme \ , n m devien

dront tous égaux à l 'unité, de sorte qu 'à la p lace de 2.slmm nous de 

vons mettre le n o m b r e des c o m b i n a i s o n s de s symbo le s , pourvus cha

cun de deux indices différents de n, aucun des indices ne pouvant être 

répété ; d 'où 
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est p réc i sément l ' ha rmonique de surface d 'o rd re n qui fait partie délit 

série d ' ha rmon iques qui e x p r i m e F, si F peu t être exp r imé de cette façon. 

Car , si F peut être exp r imé sous la fo rme 

F = A „ Y 0 i A l \ ^ . . . ^ A „ \ „ 

en le mul t ip l iant par P ds et en prenant l ' intégrale de surface pour 

toute la sphère , tous les termes qui renferment des produi ts d 'harmo

niques d 'ordres différents s 'annulent, et il reste 

l'I'nds — A „ V , . 

D o n c la seule fo rme sous laquel le le d é v e l o p p e m e n t de F en har

m o n i q u e s sphér iques soit poss ib le est 

f 5 i j 

133 b. Ce résultat est très impor tan t dans la théor ie des sphériques 

h a r m o n i q u e s ; car il nous mon t re c o m m e n t on peu t former une série 

de sphér iques ha rmoniques qui représente une quanti té ayant une 

cer ta ine valeur arb i t ra i rement fixée, mais finie et con t inue en tous 

les po in t s d 'une surface sphér ique . 

En effet, soient F la valeur de la quanti té et ds l 'é lément de surface 

en un po in t Q de la surface s p h é r i q u e ; si nous mul t ip l ions F ds par 

P „ , l ' ha rmonique zonal , dont le pôle est le po in t P de la m ê m e surface, 

et si nous prenons l ' intégrale de ce p rodu i t pou r toute la surface, le ré

sultat, ne dépendant que de la pos i t ion du po in t P , pourra être consi

déré c o m m e une fonc t ion de la pos i t ion de ce poin t . 

Mais , en P , la valeur de l ' h a rmon ique zonal dont le pô le est Q est 

égale à la valeur e n Q de l ' h a rmon ique zonal du m ê m e ordre ayant son 

p ô l e en P . Nous pouvons d o n c admet t re que , p o u r chaque élément ds 

de la surface, on ait formv un h a r m o n i q u e zonal ay rant son pô le en Q, 

et ayant un coeff ic ient F ds. 

Nous aurons ainsi un système d 'ha rmoniques zonaux superposés 

les uns aux autres, et ayant leurs pôles en chacun des points de la 

sphère où F a une valeur . Et, pu i sque chacun d 'eux est un multiple 

d 'un h a r m o n i q u e de surface d 'ordre n, leur s o m m e sera un multiple 

d 'un h a r m o n i q u e de surface, qui n'est pas fo rcémen t zonal , d 'ordre n. 

L ' in tégra le de surface j"f F P „ ds, cons idé rée c o m m e fonction du 

poin t P , est donc un mul t ip le d'un h a r m o n i q u e de surface Y „ ; par suite, 
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Harmoniques conjugués. 

136. Nous avons vu que l ' intégrale de surface du p rodu i t de deux 

harmoniques sphér iques d 'o rdres différents est toujours nulle . Mais , 

lors même que les deux ha rmon iques sont de m ê m e o rd re , l ' intégrale 

de surface de leur p rodu i t peut être nulle . On dit alors que les deux 

harmoniques sont con jugués . La condi t ion p o u r que deux h a r m o n i 

ques de m ê m e ordre soient con jugués s ' expr ime au m o y e n de l ' équa 

tion ( / | G ) , en égalant ses deux m e m b r e s à zé ro . 

Si l'un des ha rmon iques est zoual , la cond i t i on pou r que l 'autre 

harmonique lui soit con jugué est qu ' i l ait une valeur nulle au p ô l e 

de l 'harmonique zonal . 

Si nous c o m m e n ç o n s par nous donner un h a r m o n i q u e d'ordre, n, 

il faudra, p o u r qu 'un deux i ème h a r m o n i q u e lui soit con jugué , que ses 

211 variables satisfassent à une cond i t i on . 

Si un t rois ième h a r m o n i q u e doi t être c o n j u g u é des deux premiers , 

les 2 n variables do iven t satisfaire à deux cond i t i ons . Si nous con t i 

nuons de fo rmer des ha rmon iques don t chacun soit con jugué de tous 

ceux qui le p récèden t , le n o m b r e des cond i t ions à satisfaire par c h a 

cun d 'eux sera égal au n o m b r e des ha rmoniques déjà existants; de 

sorte que le ( 2 « _|_iyème h a r m o n i q u e devra satisfaire à 2 n cond i t ions 

au moyen de 2 n var iables , et par suite il sera c o m p l è t e m e n t dé te r 

miné. 

Tout mul t ip le A Y ; i d 'un h a r m o n i q u e de surface d 'o rd re n peut 

s 'exprimer sous fo rme d 'une s o m m e de mul t ip les d 'une série q u e l 

conque de (2 /1 + 1) ha rmoniques conjugués du m ê m e ordre . En effet, 

les coefficients des (o.n-\-\) ha rmon iques con jugués forment une 

série de quantités dont on peut d isposer , et dont le n o m b r e est égal à 

celui des 211 variables de Y „ et du coeff ic ient A . 

Pour t rouver le coeff ic ient d 'un q u e l c o n q u e de ces ha rmoniques 

conjugués, par e x e m p l e , supposons que 

A Y,, = A 0 Y,7 -+- . . . - 1 - A a Y^ - + - . . . . 

Multiplions par ds et prenons l ' intégrale de surface p o u r toute 

l 'étendue de la sphère . T o u s les termes qu i renferment les produi t s 

d 'harmoniques con jugués s 'annulent, laissant 

( 5 a ) \fj YnYZds = A , f f ( Y * ) - ds, 

équation qui dé te rmine A j . 

D o n c , si nous supposons donnée une série de 2 n t- 1 ha rmoniques 
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con jugués , tout autre h a r m o n i q u e d 'o rd re n pourra s 'expr imer en 

fonct ion de ceux - l à , et cela d 'une seule manière . D o n c aucun autre 

ha rmon ique ne pour ra être con jugué de tous ceux- là à la fois . 

137. Nous avons vu que , si l 'on donne un système c o m p l e t de 2 n -+-1 

harmoniques d 'o rdre n, tous con jugués les uns des autres, tout 

autre h a r m o n i q u e de m ê m e o rd re peut être e x p r i m é en fonct ion 

de c e u x - c i . Dans un parei l système de (2/1 + 1) ha rmon iques , il y 

a 2 / 1 ( 2 « - t - i ) var iables liées entre elles par n ( 2 , i + I ) équat ions : 

un peut d o n c cons idé re r c o m m e arbitraires « ( 2 / 2 - 1 - 1 ) d 'entre les 

var iables . 

Nous pou r r ions , ainsi que l 'ont p roposé T h o m s o n et Tait , choisir 

un système d ' ha rmon iques con jugués dans lequel les n pô les seraient 

dis t r ibués de façon que J d 'entre eux se con fonden t avec le pô l e de 

l'axe des x, k avec le pô le de l 'axe des y, et l(— n—j — k) avec 

l e p ó l e de l 'axe des z. Etant données les (n t - i ) d is t r ibut ions pour 

lesquel les l—o et les n d i s t r ibut ions p o u r lesquelles / = 1, tous 

les autres ha rmon iques peuvent être expr imés en fonct ion de 

c e u x - c i . 

Le système qui a été adopté jusqu 'à présent par tous les mathéma

ticiens, y c o m p r i s T h o m s o n et Tait , consiste à réunir ( n— a) pôles 

en un po in t que l 'on appelle p ô l e pos i t i f de la sphère , et les a pôles 

restants à intervalles égaux le l ong de l 'équateur si leur n o m b r e est 

impa i r , et sur la moi t i é de l ' équateur si leur n o m b r e est pair . 

Dans ce cas , ¡ J . J , U . 2 , . . . , u.,^^ sont tous é g a u x à cosO; nous les re

présenterons par ( J . . Si de plus nous représentons sinO p a r v , [ J T . R T _ C T _ T _ ¡ , 

V-H-a^-ïi • · - i {xn sont de la forme v cos('I> — {3 étant l ' az imut d'un 

des pô les équa to r iauv . 

De m ê m e , la valeur de l p l } est égale à l 'unité si p et q sont tous 

deux plus petits que n— a, égale à zéro si l'un des deux indices 

p ou q est plus grand que n— a, et l 'autre plus pe t i t ; enfin égale à 

cos — si tous d e u x sont plus grands, r étant un n o m b r e entier plus 

petit que a. 

138. Si tous les pô les c o ï n c i d e n t avec le p ô l e de la sphère , a=zo, 

et l ' ha rmonique est appelé harmonique zonal. C o m m e l 'ha rmonique 

zonal a une grande impor t ance , nous réserverons p o u r lui la nota

tion P „ . 

N o u s pouvons tirer sa valeur , soit de l ' express ion t r i g o n o m é -

t r ique (43), soi t plus d i rec tement par différentiation de la manière 
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suivante : 

p _ 1.3.5.. .(IN 
^11-

1 .2 .3 . . .71 3(sn — i ) 

(53)1 0(»^l(n,^3j 
• 2 . 4 . ( 2 « I ) ( 2 II 3 ) ( 2 n — 2 p ) ! 

(— i)/' : 

f."p'.(ii—yi)!(ra — 2 / > ) 

où il faut donner à / ; toutes les valeurs entières compr i se s entre zé ro 

et le plus grand entier qu i ne dépasse pas - | / i . 

Quelquefois il est c o m m o d e d ' exp r imer P r e sous la f o rme do f o n c 

tion homogène de cos 0 et de sinO, o u , suivant notre nota t ion, de [j. et 

de v, 

l '_ n( n — 1 ) „ „ n( 11 — \ )( n — 2 ) ( — 3) 
I 1 - 2 . 2 2 . 2 . 4 - 4 

! L' •i*-i'(p\y-tn-->.p) \ ' 

On démontre dans les ouvrages mathémat iques qui traitent de ce 

sujet que P „ ( u . ) est le coeff ic ient de h'1 dans le déve loppemen t de 
_ 1 

L'intégrale de surface du carré de l ' h a rmon ique zonal , ou 

(55) JjC(J>nycU= •>-.(,* f [ F „ ^ ) ] ^ ; ; J 

d'où 

(56) 

4 TTfl' 

/ [ P „ ( u , ) p r f ; j l = 

139. Lor sque l 'on cons idère un h a r m o n i q u e zonal s imp lemen t 

comme une fonc t ion de \L, sans référence expresse à aucune sphère 

particulière, on peut l ' appeler un polynôme de Legendre. 

Si nous cons idérons l ' ha rmon ique zonal c o m m e existant sur une 

surface sphér ique, dont les points sont déterminés par les c o o r d o n n é e s 

0 et » , et si nous supposons que le pô l e de l ' h a r m o n i q u e zonal soit au 

point (0 ' , s ' ) , la valeur de l ' ha rmon ique zonal au po in t ( 0 , cp) est une 

fonction des quatre angles 0', a', 0 et tp, et, c o m m e c'est une f o n c t i o n 

de u., cosinus de l 'arc qui j o i n t les points (0 , <p) et ( 0 ' , tp'), elle ne 

sera pas altérée si l 'on échange les plans de 0 et 8', et de tp et tp'. L 'har-
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24o I™ P A R T I E , CHAP. IX. — SPHÈR1QUES HARMONIQUES. 

m o n i q u e zonal ainsi e x p r i m é a été appelé coefficient de Laplace. 

T h o m s o n et Tai t l 'appel lent l'harmonique biaxe. 

T o u t e fonct ion h o m o g è n e de x, y, z qu i satisfait à l 'équation de 

Laplace peut être appelée un harmonique solide; et l 'on peut appeler 

harmonique de surf ace la valeur que prend un h a r m o n i q u e solide à la 

surface d 'une sphère dont le centre est à l ' o r ig ine . Dans cet Ouvrage , 

nous avons défini l ' h a rmon ique de surface au m o v e n de ses n pôles, 

de sorte qu ' i l n'a que in var iables . L ' h a r m o n i q u e de surface plus gé

néral qui a 2 n •+-1 var iables n'est autre que 1 h a r m o n i q u e de surface 

plus par t icu l ie r mul t ip l ié par une constante arbi t ra i re . Quand il est 

e x p r i m é en fonc t ion de 8 et de a, l ' h a r m o n i q u e de surface le plus gé

néral est appelé fonction de Laplace. 

l i O a. P o u r ob ten i r les autres ha rmon iques du système symétrique, 

nous devons différentiel' par rappor t à <s axes situés dans le plan des 

xy, et incl inés les uns sur les autres d 'angles égaux à — • C'est ce que 

l 'on fait très aisément, en employan t le système de c o o r d o n n é e s ima

ginaires donné par T h o m s o n et Ta i t , Natural Philosophy, V o l . T, 

p . 148 ( o u p . i 8 5 de la d e u x i è m e é d i t i o n ) . 

Si nous posons 

( 5 7 ) S = -r + i}', r, = x — iy, 

en désignant par « l ' i m a g i n a i r e \J— 1 , l 'opéra t ion qui consiste à diffé-

rentier par rappor t aux a axes peut s 'écrire 

si un des axes c o ï n c i d e avec l 'axe des y, et 

d" d" 
( 5 q ) D'"c-
v ·" d\" drf 

si l 'axe des y est b issecteur de l 'angle c o m p r i s entre deux des axes. 

Nous t rouverons c o m m o d e de représenter ces opéra t ions par les 

symbo le s abrégés d 'opéra t ions D [ t r , . v et D ( f f ) c . Mais ce sont en fait 

des opérat ions réelles que l 'on peu t représenter de la manière sui

vante, sans recour i r à l ' emplo i s y m b o l i q u e des imaginai res , 
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(04) Y',7*c = ( - 1 ) " ~ r»-M D'* ! c ' · 

n 1 r 

Posant 

fi — cos B, v = sin 8, p 2 = .r2 -'-y--

de sorte que 

z - pi./-, p — y r, x = pcosw, y — p sin 9, 

nous avons 

(«) D , ï l *^ ( - I ) ' r ^V ' , ( i 0 - ^ ) r ^= î ' 

ou nous pouvons poser 

(67) 

Nous n 'avons plus maintenant qu 'à différcntier par rappor t à z, ce 

que nous p o u v o n s faire de façon à ob ten i r le résultat, soit c o m m e 

fonction de /• et de z, soit c o m m e fonc t ion h o m o g è n e de - et de p d i 

visée par une puissance de r, 

àn -a 1 (in) l'Aval 1 

2"/i!(aij)! r2"-1 

(68) < ^ ; 

x r _ (n-a)(n-a — i) 
v x r 2 ( 2 « - i ) 

7V. d'Élect. et de Magn.y I . 

Nous poserons aussi 

( 6 2 ) D ĵ = D j ' s et D^c = D™c. 

De la sorte D\^s et D ^ ' p représentent les opérat ions de la differen

tiation par rappor t à n axes, don t (n — u) co ïnc iden t avec l 'axe des z, 

et dont les a restants font les uns avec les autres des angles é g a u x à — 

dans le plan des ccy; le s y m b o l e D^s, servant quand l 'axe des y c o ï n 

cide avec l 'un des axes, et le s y m b o l e D ^ ' c , quand l 'axe des y est 

bissecteur de l 'angle c o m p r i s entre d e u x des axes. 

Les deux ha rmon iques de surface tesséraux d 'ordre n et de type a 

peuvent alors s 'écrire 

(63) YM, = ' ,.«+. j)Wt \ 
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O U 

(69) 
àz"-~i r1"-*1 v ; ( s i ) ! R S « - T - I 

1 (n — i l l f t — u — 1 ) „ „ 

I , ' 1 ( 0 + 1 ) 

(70) 

Si l 'on pose 

l e',f1 = v« u . « - I X — V ^ > : u." 

} I 1
 3 1 2 / 1 — I ) 

E L 

( n — < I ) ( N — O — i)(n — a—y.)(n — < X — 3 1 

2 . 4 ( 2 / 1 — L ) ( 2 / L — 3 ) ^ 

(n — C R ) ( / I — a — 1 ) . , 

(71) 
j ( / I — T R ) ( r e — <R — R ) ( / I — N — 2 ) ( / J — ( J — 3 ) , 1 

on aura 

^ J " ~ 1 ^ ) 1 « ! 

Ces deux fonct ions ne diffèrent d o n c que par un facteur constant . 

Nous pouvons maintenant écr i re les express ions des deux harmo

niques tesséraux d 'o rd re n et de type cr en fonc t ion de 8 o u de 2r, 

" * " J T P 

( 7 3 ) 

" 2 ' « < R « ! / I ! 

( n -+- a ) ! & , 0 ) 

— , ' - 3 ° 1 2 S I N 

1 « « J 

I 2 2 * r t ! O ! " 

I i / T - t - u j : 
1 C O S Ï O . 

Il faut nous souvenir que si a — o , sin <«p —; o et c o s crtp 1 . 

P o u r toutes les valeurs de 1 compr i ses de 1 à n inc lus ivement , il y a 

un coup le d 'harmoniques ; mais , lo rsque o- —- o,Y {£'S — o et Y ^ ' c — 2 p „ , 

l ' ha rmonique zonal . Le n o m b r e total des h a r m o n i q u e s d 'o rdre n est 

d o n c s n + i , ainsi que cela d o i t ê t re . 

140 b. La valeur numér ique de Y , que l 'on a adoptée dans cet O u 

vrage , est cel le que nous ob tenons en différentiant /· 1 par rapport 

aux M axes, et divisant le résultat par n]. C'est le p r o d u i t de quatre 
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HARMONIQUES CONJUGUÉS. «43 

facteurs, le sinus ou l e c o s i n u s de otf, v"7, une fonct ion de u. ( o u de 11 

et de v), enfin un c o e f f i c i e n t numér ique . 

Le produit du s e c o n d e t du t rois ième facteur, c 'est-à-dire la part ie 

qui dépend de 8, a été e x p r i m é e en fonc t ion de trois s y m b o l e s diffé

rents, qui ne se d i s t i n g u e n t l 'un de l 'autre que par leurs facteurs n u m é 

riques. Lorsqu' i l est e x p r i m é sous la fo rme du p rodu i t de vff par une 

série de puissances d é c r o i s s a n t e s de fj. c o m m e n ç a n t à \J-a~", c 'est la 

fonction que nous d é s i g n e r o n s avec T h o m s o n et Tai t par 8. 

La fonction que H e i n e (Handbuch der Kugelfunctionem, § 4 7 ) d é 

signe par Py" et a p p e l l e eine zugeordnete Function erster Art, o u , 

suivant la t raduction d e Todhun te r , une fonc t ion associée de pre

mière espèce, est l iée à par l ' équat ion 

(75) el?' = ( - 0 ? P É r " . 
La série des p u i s s a n c e s décroissantes de u. c o m m e n ç a n t à u . n _ l 1 est 

désignée par Heine a u m o y e n du s y m b o l e T ß a ' \ et par Todhun te r au 

moyen du symbo le a ) . 

Cette série peut auss i s ' expr imer sous deux autres formes 

~ ( 2 « ) ! «?JJL<T 

C'est cette de rn iè re f o r m e , sous laquelle on ob t ien t la série quand 

on différentie l ' h a r m o n i q u e zonal par rappor t à JJL, qui paraî t avoir 

donné l ' idée du s y m b o l e adopté par Ferrers , et défini par lui de la 

manière suivante : 

Lorsqu'on met ce t t e m ê m e quanti té sous fo rme de fonc t ion h o m o 

gène de (i. et de v-, et q u ' o n la divise par le coefficient de \j.n~a^i'J, on a 

ce que nous avons d é j à dés igné par S£>. 

1 4 0 c . Les h a r m o n i q u e s du système symét r ique ont été classés 

par Thomson et Ta i t , d ' après la forme des cou rbes sphér iques suivant 

lesquelles ils s ' annu len t . 

La valeur de l ' h a r m o n i q u e zonal en un po in t q u e l c o n q u e de la sphère 

est une fonct ion du c o s i n u s de la dis tance p o l a i r e ; en égalant cet te 

fonction à zé ro , on o b t i e n t une équat ion de degré n, don t toutes les 
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2 ^ 4 PARTIE, CHAP. I V . — SPEIÉUIQUES HARMONIQUES. 

racines sont compr i se s entre + 1 et —1, et co r responden t par suite à 

n parallèles en lati tude sur la sphère . 

Les zones compr i se s entre ces parallèles sont al ternativement posi

tives et négat ives , et le c e r c l e qu i en toure le pô l e est toujours positif. 

L ' h a r m o n i q u e zonal peut d o n c servir à e x p r i m e r une fonct ion qui 

s 'annule suivant certaines parallèles en lati tude de la sphère, ou sui

vant certaines surfaces con iques dans l ' espace . 

Les autres ha rmon iques du système symét r ique se présentent par 

g roupes de d e u x , l 'un renfermant le cos inus et l 'autre le sinus de <r<p. 

Ils s'annulent d o n c suivant a ce rc les mér id iens , et suivant n— a pa

rallèles de la sphère , de sorte que la surface de la sphère est divisée 

en 2 a ( / i — a — 1) quadri la tères o u tessères, et quarante-six triangles 

aux pô l e s . Ils sont donc utiles dans les r eche rches relatives à des qua

drilatères o u tessères d éco u p és sur la sphère par des mér id iens et des 

paral lèles . 

O n les appelle harmoniques tesséraux, sauf ceux du dernier groupe, 

lesquels ne s 'annulent que sur n ce rc les mér id iens , découpan t la sur

face sphér ique en n secteurs . On les appel le , par suite, harmoniques 

secto riaux. 

1A1. Il nous faut maintenant t rouver l ' intégrale de surface du carré 

d 'un h a r m o n i q u e tesséral q u e l c o n q u e p o u r toute l 'é tendue de la surface 

de la sphère . Nous p o u v o n s y arriver par la m é t h o d e du n u 13 fp. Nous 

t ransformons l ' ha rmon ique de surface Y ^ ' en un ha rmon ique solide 

de degré positif , en mul t ip l iant par r n , nous différentions cet ha rmo

nique sol ide , par rappor t aux n axes de l ' h a rmon ique lu i -même, nous 

faisons alors x — y — z — o , et nous mul t ip l ions le résultat par 

ni (o.n -+- r) 

Dans notre nota t ion, ces opéra t ions sont représentées par la for

mule 

( 7 8 ) ff( VÎT r ds = n l { ™ + t ) wir-m 

Si l 'on met l ' h a rmon ique sol ide sous forme de fonc t ion h o m o g è n e 

de z, X et T), soit 
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pour toutes les valeurs de a de i à n inc lus ivement . 

Lorsque a — o , l ' ha rmonique devient l ' ha rmonique zonal , et 

Jf{Y1,;1 cy ds = JJ(V„y ds : 
-2.il 

résultat que l 'on pouvai t tirer d i rec tement de l ' équat ion ( 5 o ) en y fai

sant Y „ — P „ , , et en se souvenant que la valeur de l ' ha rmonique zonal 

à son pôle est égale à l 'unité. 

l i '2 a. Nous p o u v o n s maintenant appl iquer la m é t h o d e du § 136 à 

la détermination du coeff ic ient d 'un ha rmonique tesséral donné q u e l 

conque dans le déve loppemen t d 'une fonct ion q u e l c o n q u e de la pos i 

tion d'un po in t sur une sphère . Soi t , en effet, F la fonc t ion , et soit A j 

le coefficient de Y',J>.? dans le déve loppemen t de cette fonc t ion en série 

d 'harmoniques de surface du système symétr ique : 

( 8 3 ) JJFïl») ds = Vf'JJ(Y!?1
 * ) ' d s = A l , " ( « , » ) , 

où [n, o ] est une abrévia t ion pou r la valeur de l ' intégrale de surface 

donnée par l ' équat ion ( 8 o ) . 

142 6 . Soi t V une fonc t ion q u e l c o n q u e satisfaisant à l ' équat ion de 

Laplace et ne présentant po in t de valeurs singulières dans un rayon a 

autour d 'un poin t O que nous pouvons prendre p o u r o r ig ine des c o o r 

données. Il est toujours poss ib le de déve lopper une telle fonc t ion en une 

on trouve que , les différentiatinns par rappor t à z étant effectuées, tous 

les termes de la série disparaissent sauf le p remie r , et que le facteur 

(n— a)l est in t rodui t . 

En continuant de différenlier par rappor t à £ etr) , nous nous débar 

rassons aussi de ces variables et nous in t roduisons le facteur a!, de 

sorte que le résultat final est 

Nous désignerons le second m e m b r e de cet te équat ion par le s y m b o l e 

abrégé [n, a ] . 

Cette express ion est exac te p o u r toutes les valeurs de a de i à n in

clusivement, mais il n 'y a pas d ' ha rmon ique en s inao p o u r <r — o . 

On peut faire vo i r de la m ê m e manière que 
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série d 'ha rmoniques sol ides de degré pos i t i f ayant leur o r ig ine au poin t O . 

U n e façon de faire ce déve loppemen t consis te à décr i re autour du 

po in t O , c o m m e cent re , une sphère de rayon infér ieur à a, et de d é 

ve loppe r la valeur du potent ie l à la surface de cet te sphère en une 

série d 'ha rmoniques de surface. Mul t ip l ions chacun de ces h a r m o 

niques par une puissance de (y~^j égale à l 'ordre de l ' ha rmonique de 

surface, nous ob tenons les ha rmoniques sol ides dont la fonc t ion donnée 

est la s o m m e . 

Mais une m é t h o d e plus s imple et qu i n ' imp l ique pas d ' intégration 

consis te à différentier par rappor t aux axes des ha rmoniques du sys

tème symét r ique . 

Supposons , par e x e m p l e , que , dans l 'express ion de W, il y ait un 

te rme de la f o r m e A,f> c Y',,"7-cr". 

Si nous effectuons sur XV et sur son déve loppemen t l 'opérat ion 

et si nous faisons ensuite x, y et z égaux à zé ro après la differen

t iat ion, tous les termes du d é v e l o p p e m e n t s 'annulent, à l ' except ion de 

celui qu i cont ient A ^ ' c . 

En expr iman t l 'opérat ion effectuée sur 'F en fonc t ion de symbole de 

differentiation par rappor t aux axes réels, nous ob tenons l 'équation 

au m o y e n de laquel le nous p o u v o n s dé te rminer le coefficient d'un 

h a r m o n i q u e q u e l c o n q u e de la série en fonc t ion des coefficients diffé

rentiels de W par rapport à x, y et z, pris à l ' o r ig ine . 

14-3. D e l ' équat ion ( o o ) il résulte qu ' i l est toujours poss ib le d 'ex

pr imer un ha rmonique q u e l c o n q u e par la s o m m e d'un système d'har

mon iques zonaux de m ê m e ordre dont les pô le s sont distr ibués sur la 

surface de la sphè re ; mais il ne semble pas facile de simplifier ce 

système. Tou te fo i s , pou r faire saisir à l 'œil quelques-uns des carac

tères des ha rmon iques sphér iques , j ' a i ca lculé les ha rmoniques zonaux 

de t rois ième et de quatr ième o rd re , et j ' a i dessiné, par la mé thode déjà dé

c r i t e p o u r l 'addi t ion des fonct ions , les l ignes équipotent ie l l es de la sphère 

p o u r les ha rmon iques qu i sont la s o m m e de deux ha rmoniques zonaux. 

La Pl. VI représente la différence de deux ha rmoniques zonaux du 

( 8 4 ) 

= A < * ' C 

(n •' - al \(n — a) ! 

3» ni 
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Harmonique sphérique du troisième ordre. 

N = 3, Z — I. 
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t ro is ième o rd re , don t les axes sont incl inés de 120 0 dans le plan du pa

p ie r . Cette différence est un h a r m o n i q u e de s e c o n d type, p o u r lequel 

u est égal à i, et l 'axe est pe rpend icu la i re au papie r . 

Dans la Pl. Vif, l ' h a rmon ique est aussi du t rois ième ordre , mais 

les axes des ha rmon iques zonaux don t i l est la s o m m e , sont inclinés 

l 'un sur l 'autre de g o ° , en sorte que le résultat n 'appartient à aucun 

type du système symét r ique . U n e des l ignes nodales est un grand 

c e r c l e , mais les deux autres que la p remière rencont re ne sont pas 

des c e r c l e s . 

La Pl. VIII représente la différence de d e u x ha rmoniques zonaux 

d u quat r ième o rd re , d o n t les axes sont rec tangula i res . Le résultat est 

un h a r m o n i q u e tesséral p o u r l eque l n = 4 e t Œ = 2 -

La Pl. IX représente la s o m m e de ces m ê m e s ha rmoniques zonaux. 

Le résultat d o n n e que lque idée d'un des tvpes de l ' ha rmonique géné

ral du qua t r ième ordre . Dans ce type , la l igne noda le sur la sphère est 

f o r m é e de six ovales ne se recoupan t pas. A l ' intér ieur de ces ovales, 

l ' h a rmon ique est pos i t i f ; et dans la part ie de la surface sphér ique qui 

est extér ieure à ces ovales et qu i présente s ix passages o u régions de 

c o n n e x i o n , l ' ha rmon ique est négatif . 

Toutes ces figures sont d'ail leurs des p ro j ec t ions or thogonales des 

figures de la surface sphér ique . 

J'ai aussi dessiné (Pl. V) une sect ion plane passant par l 'axe de la 

sphère , p o u r mont re r les surfaces équipote i i t ie l lcs et les l ignes de 

fo rce dues à une surface sphér ique sur laquel le la charge est répartie 

suivant les valeurs d 'un h a r m o n i q u e sphér ique du premier o rdre . 

A. l ' intérieur de la sphère , les surfaces équipotent ie l les sont des plans 

équidistants , et les l ignes de f o r c e , des l ignes droi tes parallèles à l 'axe, 

don t les distances à l 'axe sont, c o m m e les racines carrées des nombres 

naturels. Quant, aux l ignes extér ieures , elles représenteraient celles 

qu i seraient dues au magné t i sme terrestre, si c e magnét i sme était 

d i s t r ibué suivant la lo i la plus s imple . 

l i l a. Nous sommes maintenant en mesure de dé terminer la distri

b u t i o n de l 'é lectr ici té sur un c o n d u c t e u r sphér ique soumis à l 'action 

de forces é lec t r iques de potent ie l d o n n é . 

A u m o y e n des m é t h o d e s ind iquées plus haut , on déve loppe le po

tentiel W dû aux forces données en une série d 'ha rmoniques solides de 

degré pos i t i f ayant leur o r ig ine au centre de la sphère . 

So i t A „ r " Y „ l 'un de ces ha rmon iques : c o m m e le potent ie l est uni

fo rme sur toute la surface c o n d u c t r i c e , il do i t y avoir un terme 

— Anr"Yn dû à la d i s t r ibu t ion de l 'é lect r ic i té sur la surface de la 
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Harmonique sphérique du quatrième ordre. 
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Lignes de force et surfaces ëquipoteutielles dans une section diamétrale d'une 
surface sphérique, pour laquelle la densité superficielle est un harmonique; 
du premier degré. 
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4 i i a 2 t j = A ( H - 3 A i Y i - t - . . . -t- ( i n - + - 1 ) A „ Y „ . 

sphère; et, par suite, dans le déve loppemen t de ^iza, il do i t y avoir un 

terme 
4na„ = ( a n 4 - i)an~l A „ Y „ . 

Nous p o u v o n s déterminer de cette manière les coefficients des ha rmo

niques de tous les o rdres , sauf celui de l 'o rdre zéro , dans l 'expression 

de la densité superf iciel le . Le coeff icient cor respondant à l ' ha rmonique 

d 'ordre zéro , dépend de la charge e de la sphère , et il est donné par 

H I R A 0 = a~-e. 

Le potentiel de la sphère est 

a 

l i i b. Supposons maintenant que la sphère soit p lacée dans le. v o i 

sinage de conduc teurs mis à la terre, et que la fonct ion de Green G 

ait été déterminée en fonc t ion des coo rdonnées x, y, z et x', y', z' de 

deux points situés dans la rég ion où la sphère se t rouve p lacée . 

Si la densité superficielle de la sphère est. exp r imée par une série 

de sphériques ha rmon iques , les phénomènes é lect r iques qui se p r o 

duisent au dehors en raison de cette cha rge de la sphère seront iden

tiques à c e u x que produi ra ien t une série fictive de poin ts s inguliers 

tous placés au centre de la sphère , le p r emie r de ces poin ts étant un 

point s imple possédant une cha rge égale à cel le de la sphère , et les 

autres des poin ts mul t ip les de d ivers ordres co r respondan t aux har

moniques au m o v e n desquels a été expr imée la densité superfi

cielle. 

Désignons la fonc t ion de Green par G p p , où p dés igne le po in t dont 

les c o o r d o n n é e s sont x, y, z, et p' le po in t dont les c o o r d o n n é e s sont 

x' v' 

Soit A 0 la charge placée, au po in t p1 : alors, cons idérant x', y', z' 

comme, constantes, Gpp- devient une fonc t ion de x, y, z, et le p o 

tentiel dû à l 'é lectr ici té indui te par A 0 sur les co rps environnants est 

( 0 ' ' ' ' ' * A )(!/;, . ' . 

Si, au l ieu de p lacer en p' la cha rge A 0 , nous la d is t r ibuons unifor

mément sur une sphère de rayon a ayant son centre en p', la valeur 

de V restera la m ê m e p o u r les points extérieurs à la sphère . 

Si la cha rge n'est pas un i formément d is t r ibuée sur la surface de la 

sphère, e x p r i m o n s , c o m m e nous le pouvons toujours , la densité super

ficielle par une série d 'ha rmoniques sphér iques , telle que 
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I^e potent iel dû à un q u e l c o n q u e des termes de cet te d is t r ibut ion 

( 3 ) 4 u a ! < r „ = ( 2 » - t - i ) A „ Y „ , 

fil 
par exemple , sera A „ Y „ p o u r les points intérieurs à la sphère, et 

r 

~ A „ Y „ p o u r les poin ts extér ieurs . 

Or , d 'après les équat ions ( i 3 , i4) du § 129 , cette dernière expression 

est égale à 

( )» A a " ^ " 1 • 
11 ni dhiâhi...dhn r' 

c'est-à-dire que le potent ie l en un p o i n t extér ieur à la sphère dû à 

une certaine cha rge de cet te sphère est égal au potent iel dû à un 

certain po in t mul t ip le don t les axes sont A„, A 2 , . . . , hn et don t le m o 

ment est A „ a n . 

D o n c la d i s t r ibu t ion de l ' é lec t r ic i té sur les conduc t eu r s environ

nants, et le potent ie l dû h cet te d is t r ibut ion , sont ident iques à ceux 

qui seraient dus à un pareil po in t mul t ip le . 

Par sui te , au p o i n t p (x, v , z), le potent ie l dû aux charges induites 

sur les co rps environnants est 

( 4 ) T „ - A „ —| -ry-T —-rrj— G ) 
' ni à'A, . . . d h,t 

l ' accent qui affecte les d indiquant que les differentiations sont effec

tuées par rappor t aux x', y', z'. Après q u o i on fait ces coordonnées 

égales à celles du centre de la sphère . 

Il est c o m m o d e de supposer Y „ résolu en ses 2 « - + - I é léments du 

système symét r ique . Soi t A1™1 Y ' f l 'un de ces é léments ; alors 

à1'1 

Il n'est pas nécessaire , dans le cas actuel , d 'a jouter l ' indice s ou c, 

qui i nd ique si c 'est le sinus ou le cos inus n o qui se présente dans 

l ' h a rmon ique . 

Nous p o u v o n s maintenant écr i re l ' express ion c o m p l è t e de W 

( « ) T = A 0 G - , 2 2 ( A ' * ' D'if» ( ) ) . 

Mais , à l ' intérieur de la sphère , le potent ie l est constant , c 'est-à-dire 

que 

. . A , 
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Effectuons sur cet te express ion l 'opéra t ion D ^ ' 1 , o ù les différentia-

tions do ivent être faites par rappor t à x, y, z, et o ù les valeurs de nl 

et <r, sont indépendantes de cel les de n et o. T o u s les termes de ( 7 ) 

disparaissent, sauf ce lu i qu i fait partie de Y ^ 1 ' , et nous t rouvons 

( 8 ) < 

j = A 0 D £ > > G + Ï Ï ( A S ^ D '̂IIYTG). 
Nous ob tenons ainsi une série d 'équat ions : le p r emie r m e m b r e de 

chacune d'elles renferme un des coeff icients que nous vou lons déter

miner. Le p remie r te rme du second m e m b r e renferme A 0 la cha rge 

de la sphère, et nous p o u v o n s le cons idére r c o m m e le terme pr inc ipa l . 

Négligeant p rov i so i r emen t les autres termes, nous avons, c o m m e 

première approx ima t ion , 

( 9 ) A' 1 7 '» = - - - -, ^ P - 1 A 0 A « , + ' DIF-'G. 

Et, si l 'on dés igne par b la plus cour te dis tance du centre de la 

sphère au plus vo is in des c o n d u c t e u r s environnants , 

Œ « , + I D £ ' I G < I 

Si donc b est grand re la t ivement au rayon a de la sphère , les coeffi

cients des autres ha rmon iques sphér iques sont très petits re la t ivement 

à A 0 . D o n c , les termes qu i suivent le p remier dans le s econd m e m b r e 

de l 'équat ion ( 8 ) seront du m ê m e o rd re de grandeur q u e ( r ) 

On peut d o n c les nég l ige r dans une p remiè re a p p r o x i m a t i o n ; puis , 

à la seconde app rox ima t ion , in t rodui re dans ces termes les valeurs des 

coefficients ob tenues à la p remière app rox ima t ion , et ainsi de suite 

jusqu 'à ce que l 'on ait atteint le degré d ' approx ima t ion v o u l u . 

Distribution de l'électricité sur un conducteur à peu près sphérique. 

ikaa. Soi t 

(1) r = u{i-*-Y) 

l 'équat ion de la surface du c o n d u c t e u r , F étant fonc t ion de la d i r e c 

tion de r, c 'es t -à-di re de 8 et de tp; et nous supposerons dans cet te 

étude que son carré puisse être nég l igé . 
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D é v e l o p p o n s F en une série d ' ha rmon iques de surface 

( 2 ) F = / „ + / , Y ^ / 2 Y 2 ! - . . . + / „ Y „ . 

D e ces termes, le p remier dépend de l ' excès du rayon moyen sur a. 

Si d o n c nous admet tons que a soi t le rayon m o y e n , c 'es t -à-dire que a 

soit à peu près le rayon d 'une sphère d o n t le v o l u m e est égal à celui 

du c o n d u c t e u r donné , le coeff ic ient f0 disparaît . 

Le second terme, en dépend de la d is tance de l ' o r ig ine au centre 

de masse du c o n d u c t e u r q u e l 'on suppose de densité uniforme. Si 

d o n c nous p renons ce cent re p o u r o r ig ine , ce d e u x i è m e terme dispa

raît éga lement . 

N o u s supposerons d ' a b o r d que le c o n d u c t e u r a une charge A „ , sans 

q u ' a u c u n e fo rce é lec t r ique ex té r ieure agisse sur lui . Le potentiel à 

l 'extér ieur du c o n d u c t e u r do i t d o n c être de la fo rme 

( 3 ) V = - A „ i + A I Y ' 1 - L + . . . + A „ Y ^ ; 

on ne suppose pas, d 'ai l leurs, que dans ce d é v e l o p p e m e n t les harmo

niques de surface appart iennent au m ê m e type que dans le développe

ment de F. 

A la surface du c o n d u c t e u r , le potent ie l est ce lu i du conducteur , 

c 'est-à-dire la quanti té constante a. 

D o n c , si l 'on d é v e l o p p e les puissances de r en fonc t ion de a et de F, 

et si l 'on négl ige le carré et les puissances supér ieures de F, on a 

( 2 = A o ^ ( i - F ) + A 1 ^ ¥ ' , ( 1 - 2 ? ) + . . . 

( 4 ) · 

( + A „ ^ + , Y ' „ [ i - ( n + i ) F ] . 

P u i s q u e les coeff ic ients A j , . . . sont é v i d e m m e n t très petits eu c o m 

paraison de A 0 , on peu t au débu t nég l ige r les produi t s de ces coeffi

c ients par F. 

Si maintenant dans le p r e m i e r te rme on r emplace F par son déve

l o p p e m e n t en ha rmoniques sphér iques , et si l 'on égale à zéro les termes 

qui renferment des ha rmon iques de m ê m e o r d r e , on t rouve 

i 
( 3 ) œ = A„ — , 

a 

( G ) A , Y ; = A 0 a A Y , = o, 

( 7 ) A „ Y ; , = A 0 a « / » Y n 
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De ces équat ions il résulte que les Y ' do ivent être du m ê m e type 

que les Y , et par suite leur être iden t iques ; et que 

À j = o et A „ = - A 0 a " / „ . 

Pour dé terminer la densité en un po in t de la surface, nous avons 

l 'équation 

( 8 ) 4 7 : ! , = _ . d 7 = _ _ _ C o S S , 

où v est la normale , et z l 'angle de la normale avec le rayon . Pu i sque , 

dans cette é tude , on suppose très petits F et ses dér ivées p remières 

par rapport à 6 et à <p, on peut p rendre cos E — i , de sorte que 

(9 ) 4 T.S = - ^ = A 0 ^ -i - . . . - ! • ( « - h i ) A „ Y„ ~ ' t - · 

Développant les puissances de r en fonct ion de a et de F, et nég l i 

geant les p rodui t s de A „ par F, on t rouve 

( 1 0 ) 4TTIT = A 0 - ( i — a F ) -+- . . . ->- (n -+- i ) A „ - - Y „ . 

Développant F en ha rmon iques sphér iques et donnant à An sa va 

leur p r écédemmen t t rouvée , on obt ient 

( , i i ) irar = A 0 - ' s f [ i - f - / 2 Y 2 - r - a / 3 Y 3 - t - - . . I - (n - i ) / „ Y „ J . _ 

D o n c , si la surface donnée diffère de la surface d 'une sphère par une 

couche mince dont l 'épaisseur varie c o m m e les valeurs d'un h a r m o 

nique sphér ique d 'ordre n, le rappor t de la différence des densités su

perficielles en deux points à leur s o m m e sera égal à (n — i ) fois 

le rapport de la différence à la s o m m e des rayons en ces deux 

points. 

145 b. Soi t un c o n d u c t e u r à peu près sphér ique et soumis à l ' a c 

tion de forces extér ieures , don t le potent ie l est U : déve loppons ce 

potentiel en une série d 'ha rmoniques sphér iques de degré posit if , ayant 

leur or ig ine au centre du v o l u m e du c o n d u c t e u r : 

( 1 2 ) U = B 0 + B 1 / - Y ' 1 + B s r * Y j - t - . . . - r . B n r « Y ; j , 

l 'accent de l 'Y signifiant que ces harmoniques ne sont pas nécessai re

ment de m ê m e type q u e c e u x qui figurent dans le déve loppemen t 

de F. 

Si le conduc teu r était exac tement sphér ique, le potent ie l dû à sa 

Tr. d'Èlect. et de Magn., I. 17 
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charge superficielle sur un po in t ex té r ieur serait 

( . 3 ) v = A . - - l î 1 - V 1 - . . . - B „ — Y ; , 

Représentons par V - f - W le potent ie l dù à la cha rge superficielle 

actuelle, où 

( i 4 ) W = G, i + G, 1 Y ' i + . . . + C,„ - ^ j YM + ..., 

les ha rmoniques affectés d 'un d o u b l e accen t étant différents de ceux 

qui se rencontrent soit dans F , soit dans U , et les coefficients G étant 

peti ts , pu i sque F est lu i -même peti t . 

La c o n d i t i o n à rempl i r est q u e , p o u r r — a(i -+- F ) , 

U + V - i - W = coiist. = A 0 ^ -+- B„, 

potent ie l du c o n d u c t e u r . 

D é v e l o p p o n s les puissances de r en fonc t ion de a et F, en conservant 

la p remière puissance de F lo rsqu 'e l le est mul t ip l iée par A ou B, et la 

négl igeant quand elle est mul t ip l iée p a r l a pet i te quantité C ; nous 

t rouvons 

( F \ — Ao i + 3 f i 1 a * Y ' 1 - ( - Î I B 2 o 5 Y ' 2 + . . . + ( 2 / i + i ) B „ a a » - > Y ^ l 

( ' 5 ) < 

( + C 0 I ^ C l ^ Y " 1 + . . . - C r a - ^ I Y ; ! = o. 

P o u r dé terminer les coefficients C , il faut effectuer la mult ipl icat ion 

ind iquée dans le p r emie r t e rme , et exp r imer le résultat par une série 

d 'ha rmoniques sphér iques . Cet te série, avec ses s ignes changés , repré

sentera W à la surface du c o n d u c t e u r . 

Le p rodu i t de deux ha rmoniques sphér iques d 'ordres n et m est une 

fonc t ion rat ionnel le de degré m -+- n de - , et - : il peut d o n c être 

être d é v e l o p p é en une série d ' ha rmon iques sphér iques d 'o rdre ne dé

passant pas m -;- n. Si d o n c F peut être d é v e l o p p é en une série d'har

mon iques sphér iques don t l 'o rdre ne dépasse pas m, et si le potentiel 

dû aux forces extér ieures peut être d é v e l o p p é en ha rmoniques sphéri

ques dont l 'o rdre ne dépasse pas n, le potent ie l dù à la cha rge superfi

cie l le ne comprendra pas d 'ha rmoniques sphér iques d 'o rdre supérieur 

à m -+- n. 

Cette densité superficielle peu t être dédu i t e du potent ie l par l 'équa-
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tion 

( 1 6 ) 4 ^ + ^- ( U + V + \ V ) = o . 

ikoc. Conducteur à peu près sphérique renfermé dans un vase à 

peu près sphérique et à peu près concentrique. 

Soit 

( 1 7 ) = + F ) 

l 'équation de la surface du c o n d u c t e u r , o ù 

( •8) F = / i Y . + / , Y i - i - . . . + / î W . 

Soit 

( . 9 ) r = 6 ( n - G ) 

l 'équation de la surface in tér ieure du vase o ù 

<•-«>) G = Sx Y 1 + Si Y2 + • - - -1- É-i? Y » 1 , 

les / et les £ r étant peti ts en compara i son de l 'uni té , et Y ^ ' étant 

l 'harmonique de surface d 'o rd re n et de type a. 

Soient a i e potent ie l du potent ie l du c ond uc t eu r , p celui du v a s e ; 

et déve loppons en série d ' ha rmon iques sphér iques le potent ie l d 'un 

point q u e l c o n q u e c o m p r i s entre le conduc t eu r et le vase 

J = A„ -t- A , Y , r - t - IH Y 2 r* . . . + h',f Y ? r » 

( 2 I ) ( + / ^ + I 1 Y 1 I + . . . + « 1 · 
+ l J 

il faut dé te rminer les constantes de la f o rme h et de la forme k, de 

telle sorte q u e , p o u r 

r = a(\ -+- F ) , iP soit égal à a, 

et que , p o u r 

r = 6 ( [ + G ) , soit égal à ,3. 

Il est c la i r , d 'après notre étude p récéden te , que tous les h et tous 

les k, sauf A 0 et A'0, sont de très peti tes quanti tés , don t les p rodu i t s 

par F peuven t être nég l iges . N o u s p o u v o n s d o n c pose r 

( M ) a = A 0 + ko \ (i - F ) -t- . . . + (A£> a" + _ L j ) Y J 1 , 

(-.3 ) (3 = A„ + * „ I ( i - G ) + . . . - (h™ b- + ^ _ ) Y ? ' ; 
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nous avons d o n c 

(a4 ) B = / I 0 - H ¿"0 
a 

( a 5 ) ¡3 = A 0 -+- ka ^ > 

d ' o ù nous t i rons, p o u r la cha rge du c o n d u c t e u r in té r ieur , 

( 2 8 ) k* = ( * - ^ t a - a 

et, p o u r les coeff ic ients des h a r m o n i q u e s d 'o rd re n , 

I \ I l b"£n — a"fn 

( 3 o ) t „ = laa"b'1 —T-^-Ll - - , 

où il faut b i en se rappeler que f„, gn, hn et k„ sont les coefficients des 

termes de m ê m e type et d e m ê m e o rd re . 

La densi té superficiel le sur le c o n d u c t e u r intér ieur est donnée par 

l ' équat ion 

4 ^ ( 7 a"- = A 0 ( I - . . . + A ; i Y ' / 7
) ) , 

o ù 

fn [ n « î f i + 1 J - ( n - t - 1 V ^ ' + ' l — fr„(in - • - 1 ) « " - ' ' b" 

146. C o m m e e x e m p l e de l ' emp lo i des ha rmon iques zonaux , re

c h e r c h o n s les cond i t ions de l ' équ i l ib re é lec t r ique sur d e u x conduc 

teurs spl iér iques . 

So ien t a et b les rayons des sphères ; c la dis tance des centres . Pou r 

abréger , nous poserons a — ex, l> = cy, en sorte (pie x et y sont des 

quanti tés numér iques plus peti tes que l 'unité. 

P r enons , p o u r axe des ha rmon iques zonaux , la l igne qu i j o in t les 

centres des sphè re s ; p o u r pô l e de ces ha rmon iques sur chaque sphère, 

le po in t de ce l t e sphère le plus p r o c h e de l 'autre sphère . 

So i t r la dis tance d'un po in t q u e l c o n q u e au centre de la p remière 
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sphère et soit s la dis tance du m ê m e po in t au centre de la seconde 

sphère. 

Supposons que la densi té superficielle al de la p remière sphère soit 

donnée par l ' équat ion 

(1) 4IT7IA2 = A -+- A J I ^ - H 3 A J P A H - . . . + {•>. m + I ) A M P , „ , 

en sorte que A est la cha rge totale de la sphère , et que À , , A 2 , . . . 

sont les coefficients des ha rmon iques zonaux P n P 2 , . . . . 

Le potentiel , dû à une telle d is t r ibut ion de la cha rge , peu t être re 

présenté : 

Pour les points in tér ieurs à la sphère , par 

< » L - - ( A + A I P , - + A 2 P 2 — + + A M P M - - ) 
a \ a a1 a'" J 

et, pour les poin ts extér ieurs , par 

( 3 ) i; = - ( A - I - A . P , - H A 2 P 2 °l 4 A „ P M 

De même , si la densi té superficiel le de la seconde sphère est donnée 

par l 'équation 

( Î ) i-.^b*- = B + B 1 L ' 1 + . . . + ( 2 « 4 . ) B „ P „ , 

le potentiel à l ' intérieur et à l 'extér ieur de la sphère peu t être r epré 

senté par des équat ions de la f o r m e 

( 5 ) V = I + B L P L * + B . P , + B „ P „ £ ) , 

1 / b bï b"\ 
1 0 ) V = ( B - H L I J P , - - L - B 2 P 2 - - B „ P A - ) , 

s \ s s1 s" J 

les harmoniques généraux étant ic i relatifs à la seconde sphère. 

Les charges respect ives des sphères sont A et B . 

Le potent ie l en tout po in t intér ieur à la p remière sphère est c o n 

stant, et égal à a, potent ie l de cet te sphère , de sorte que p o u r tout 

point intérieur à la p remiè re sphère 

( 7 ) U ' + V = A. 

De m ê m e , si fi est le potent ie l de la seconde sphère, p o u r des points 

intérieurs à cet te sphère , 

( 8 ) « + V " = R . 
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262 I r e PARTIE, CHAP. I X . — SPHÉRIQUES HARMONIQUES. 

P o u r les points extérieurs aux deux sphères, le potent ie l est W et 

l 'on a 

( g ) U + V = T . 

Sur l ' axe , entre les centres des sphères, 

( 1 0 ) r -+- 5 = c ; 

d 'où , en différentiant par rappor t à r et faisant /• = o après la diffé-

rentiation, et nous souvenant que chacun des ha rmon iques zonaux 

devient égal à l 'unité à son p ô l e , nous t rouvons 

. i àV 

a? as 

a ! ,PV 

( n ) < A 2 ^ + d 5 J - ° ' 

d">V 
, - = o . 

ds'a 

où l 'on doi t faire s — c après la differentiation. 

Si nous effectuons les differentiations, et si nous posons 

a b 

ces équat ions deviennent 

o = A 1 + B.r 2 + 2 B 1 : r 2 y + 3 B 2 2 ; 2 _ y 2 — . . . + ( n + i)Vjnx'-y>, 

o = A , + B ^ 3 + 3 B 1 ; r ^ r _ 1 _ 6 B 2 a + K 2 + . . . T - | ( n + i ) ( n J - 2 ) B „ a ; 3 y » , 
I 

(12) 
' 0 = A m + Ba;'"- ,-1 + ('rc + i)B1x"!+iy 

+ i ) ( m + 2 ) B 2 x ' » + i j 2 + . . . + ^—-/~r~r~ B « i m ' ly"-

Les m ê m e s opéra t ions effectuées p o u r la seconde sphère donnent 

o = B, + A j 2 + 2 A 1 : c ) ' 2 + 3 A j a ^ ' H - . . . + (771 + i)Amx"y^, 

0 = B 2 + A y 3 - \ - 3 A 1a~K 3 + 6 A 2 a 7 s

i 7
3 - f - . . . + j(ni i - i ) ( 7 7 1 + 2 ) \ m x m y s , 

( 1 3 ) ' 

o = B „ - p A j k " + 1 + ( » + i ) A 1 a y " + 1 

-+-Ô(ti + 0 ( t i + 2 ) A 2 a 7 2 y " - | - 1 + . . . + ( ^ 1 + ^ 2 : A m a; '»y"-*-i . 
m : n : ^ 

P o u r déterminer les potent iels de d e u x sphères , nous avons les équa-
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HARMONIQUES CONJUGUÉS. 263 

rions ( 7 ) el ( 8 ) q u e , maintenant , nous p o u v o n s écr i re 

( , 4 ) c i = A - B + B l 7 -+- B 2 J 2 + . . . + B „ 7 " , 

( I D ) c ¡3 = B ̂ - + À + A ! ? ; + A 2 Ï ! + . . . H - K m x m . 

Si donc nous b o r n o n s notre attention aux coefficients de A i à A m et 

de Bi à B „ , nous avons m h n équat ions p o u r dé te rminer ces quan 

tités en fonct ion des charges A et B des deux sphères ; en i n t r o d u i 

sant ensuite dans ( i 4 ) e t ( i 5 ) les valeurs de ces coeff ic ients , n o u s pou 

vons expr imer les potent iels des sphères en fonct ion de leurs cha rges . 

Ces opérat ions peuvent être expr imées sous fo rme de d é t e r m i 

nants; mais , p o u r le ca lcu l , il est plus c o m m o d e de p r o c é d e r c o m m e 

il suit : 

Substituant, dans les équat ions (12), les valeurs de B , , . . . , R r e tirées 

des équations (i3), nous t rouvons 

Î
A j = — B x - -+- A x''y2 [2. 1 -+- 3.1 y- - 4 - 4 · i j 4 - f - 5 . iy6 -+- 6. I J K 8 ] 

-+- ,\,x*ys[2.2-1-3.372 + 4 . 4 J 4 — 5.5jBJ 

(17) •' - + - A s a ? * j 3 [ a . 3 + 4- T07 4] 

i - H A ^ ^ a [2.4 + 3 . 1 0 ^ * ] 

l + A 4 x 6 7 3 [ 2 . 5 ] , 

I A 2 = — Bar" H - A A 7 3 j 3 [ 3 . n - 6 . i r 5 + io . i7 4 - ( - i5 . ty 6 ] 

I 4 - A 1 ^ [ 3 . ï + 6 . 3 7 ! + n i . 4 / * ] 

I -r- A 2 a^a [3 .3 + 6.67=] 

f - t - A 3 ^ 3 [ 3 . 4 ] , 

[ A 3 = — B a - ' - - A x^y3 [4.1 -v- 10.1 y°>- + 2 0 . 174] 

(18) | - i - A i i S j a ^ . a - H l o . S ^ 8 ] 

( -H A , ^ » [ 4 . 3 ] , 

( A i = - B i i + A xSy*['>-+-15y%] 
^ I + A , a ; » y 8 [ 5 . 2 ] . 

En substituant dans les seconds m e m b r e s de ces équa t ions les va

leurs approchées de A 1 ; . . . et répétant cette opéra t ion p o u r ob ten i r 

de plus grandes app rox ima t ions , nous pouvons pousser l ' a p p r o x i m a 

tion du coeff ic ient j u s q u ' o ù nous voudrons dans les puissances ascen

dantes et les produi t s de x al y . 

Si nous posons 

A „ = pnk — y „ B , 
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nous t rouvons 

1 Pi 

S P H É K I Q U E S H A R M O N I Q U E S . 

(20) 

9I = 

(ai)< 

I ' / ' I a — 3 . 7 2 - 4 7 l - + 5 7 6 4 - 6 7 s 

+ 7 7 1 0 

+ x - 5 7 G [ 84 3 o j 2 i- i 5 4 7 6 4 - 2 8 0 7 8 4 . . . j 

'4-;c7 7 6 [ 18-r-90724-2887*4- 7 3 5 7 6 4 - . . . ] 

4 - a ? 9 y G [ 324-200724- 7807*4- ...] 

. . . ] 

-"-a:1 »7« [ 7 2 4 - ·-·] 

— a: 8 JK9 [ 3a 4-

. . . ] 

4 a:-' v : , [ 4 + 9 J 2 + 1 6 7 * 4 - 257*4- 3 6 y 8 - - 4 9 7 i o _ i 6 / 7 l 2 

4-:r 7 r : ) [ G— 18724- 4o7*-4 7 5 7 5 4 - ,2678^ - 1 9 6 7 ' ° + . . . " ] 

4 - x 3 y :

 L S+- 3072 + 807*4- 1 7 5 7 8 4 - 3 3 6 7 8 - - . . . ] 

— a : 1 ' y 3 [ l o — 45y*4- i 4 o 7 4 - 4 3 5 o y 6 1 ...] 

- H x 1 3 j y 3 [ 124- 0372-^- 2247*— . . . ] 

4 - t f 1 3 7 3 [ '4-t- 8 4 7 2 4 - •· ·] 
- K r 1 7 7 3 [ ](>4-

4-37 8 j 5 [ i6-t- 7272- f - 2097*-+-48876 + - . . . ] , 
—a; 1 0_y 6[ 6o4- 342724- 12227*-+ - . . . ] 

- 4 . z 1 2 7 G [ i 5 o 4 - i o 5 o 7 2 4 - •••] 
*7 G [3o8-

4 - x » 7 9 [ 6 4 4 - . . . ] 

P o u r les opéra t ions ul tér ieures , il sera plus c o m m o d e d 'écr ire ces 

coefficients en fonc t ion de a, h et c , et d ' o r d o n n e r les termes suivant 

les puissances de c . On rend ainsi plus facile la differentiation par rap

por t à c . Nous t rouvons ainsi 

p i = î a ' i ' c - i -+- ïa^b'T.-'-- 4 a 5 / , 7 e - 9 ^ - ( 5 a 2 6 9 4 8 a 5 6 r ' ) c 1 1 

4 - ( 6 a 2 £ u 4 - 3oœ5 6 -»4 - i 8 a 7 6 6 ) c - ' 3 

- ^ ( 7 « 2 £ , i 3 ^ 7 5 a s Z > 1 0 4 - 9 0 a 7 è » 4- 3 a a 9 6 G ) c - i s 

(22) j - ^ ( 8 a 2 6 i ; l ^ i 5 4 a 5 6 1 2 4 - 2 8 8 a 7 & 1 0 - 4 3 2 « 8 6 a 

+ 2 o o a s 6 8 4- 5 o a u 6 6 ) c - 1 7 

4 - ( 9 a 2 6 , 7 4 - 28o<z=£>144- 7 3 5 a 7 £ > 2 — 1 9 2 a 8 6 l , 4 - 7 8 o a 3 b10 

4 - i 4 4 a ' ° f c 3 ^3J5A"b* 4- 7ia™b*)c-™, 
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a 2 c - 2 ~h 4 a 5 Δ 3 c- 8 - 4 (6 a 7 6 3 -+- g a 5 b¡ ) c - i o 

-+-( 8 a 9 Δ 3 + i8a" δ 3 + i 6 a ^ , 7 ) c - i 2 

-h(waub'-+- 3 o a 9 δ 5 Η - l 6 a s ¿s_j_ ¿ ¡ O M 7 2 5 a 3 ¿ 9 ) c - i 4 

- t - [ i s a " 4 ] + 4 5 a 1 1 ¿s-f- 6oa^b^~- 8 o « 9 δ 7 4- 7 2 t t 8 ¿ 8 

+ ( i 4 a 1 5 6 s - f - 6 3 α Ι 3 δ 5 + 180 a " ¿ , 6 ^ 1 4 0 a " δ 7 4 34201° δ 3 

— 1 7 5 a 3 δ 9 — anga'ô'o-f- 1 2 6 a 7 Δ " 4- 4 g a ¿ 6 ' 3 ) c - 1 8 

4 - ( ι 6 α ΐ 7 δ 3 4 - 84ai565_L 3o8 a ' 4 δ 6 ^ 2 ? 4 δ 7 ^ 1 0 5 ο « 1 2 δ 8 

- 4 ι 4 α 1 1 ό 9 + ΐ 2 2 2 α 1 ° δ ι » ~ - 3 3 0 α . 9 δ ι > ^ - 488 « Β δ 1 " 

- i g 6 e 7 & 1 3 + 64aS6's)c-so, 

3 6 i » 6 3 c - 6 J - ü a ' i ' r 1 ^ 10 a 3 δ 7 ο - 1 0 4 - ( 1 2 e 6 δ 6 4 - 1 5 a 3 δ 3 ) ο ~ 1 2 

— (27α» δ 6 — 54<t6 δ 8 4 - 2 i a 3 6 » ) c - i * 

— ( 4 8 β 1 0 δ Β - M 6 ? . α 8 δ 8 4 - [ 5 8 α 6 δ > ° 4 - a 8 a 3 6 ' 3 ) c - " 

Η-(75α Ι «6 6 -:-36οαΐ<ιί>»-ι- 4 8 « ° δ 9 —fiof i í í 8 6 1 0 

-^3jia*b^-+- 3 6 α 3 δ ' 3 ) ο > 8, 

4 - ( ΐ 2 ί Ζ 1 ° δ 3 4 - 36ο. 8 * î - 4 4 o < 2 í 6 ' ; c - i a 

-τ- ( ι 5 α 1 ! δ 3 4 - ϋ ο α 1 0 δ 3 - ι - 2 i j α 9 fts^jooö8 δ 7 — 7 5 « ^ δ') c - » 3 

4 - ( i 8 a 1 4 6 3 4 - g o a I 2 O 5 - ^ 9 0 α 1 1 δ 6 + 2 0 0 a 1 0 δ 1 

-i 126 α" δ 8-1-22.6a» δ 9 - , i » 6 a « É » » ) e ~ " 

-i- ( 2 ΐ α 1 6 δ 3 4 ~ ΐ 2 6 α ' 4 & 3 - - 2 2 5 α ΐ 3 δ 6 + 3 5 ο α , 2 δ 7 + 5 9 4 α η δ 8 

+ 5 2 5 α ΐ » δ 5 - + - 4 ι 8 α 9 δ " > + , { Ι α 8 δ ' ΐ 4 1 9 6 α 6 δ 1 3 ) c - ' 9 , 

4 α 4 δ 3 c~ 7 4 -1 ο α* δ 5 c-* 4- 2θ α 4 δ 7 c--1 1 -Η (ι 6 a' b* — 35 α 4 δ 9 ) c - » 3 

4 - ( 3 6 α 3 δ"-+- 8 4 α 7 δ 8 - Η 5 6 α 4 δ ' » ) ο 1 δ 

τ (64 α 1 1 δ«4- 252 α* δ 8 -+- 282 α 7 δ 1 0 -Η 84 β 1 δ u ) C " ' 7 , 

a 4 c - 4 - 8 α 7 δ 3 6 - ' » ι ( ΐ 2 « 9 δ 3 - ; - 3 ο α 7 δ 5 ) ο - ' 2 

-+- ( ι Ο α ί ι δ 3 ^ - 6 ο α 9 δ 3 4 - 8οα 7 δ 7 ) ΰ - ' 4 

4- ( 2 0 α 1 3 δ 3 - i - ι ο ο α ΐ ι δ 3 - τ - 32α·»ό« ί -αοοο 1 δ 7 - > - ) 7 5 α 7 δ 9 ) ο ~ 1 5 

4- (24 « 1 5 è 3 — ι 5 ο α ' 3 δ 5 - 4 Ι 2 θ α 1 2 δ 5 4 - 4 ο ο α ΐ > δ 7 4 - 192 α 1 0 δ 8 

4-.625α' δ 9 + 3 3 6 α 7 δ η ) ε - 1 8 , 

ί α 3 δ 3 c - 8 4 - ι 5 α δ δ δ ε - > ° - 4 3 5 β 5 δ 7 ε - ~ 1 2 + - ( 2 0 « 8 δ 6 4 - / θ α 5 δ 9 ) c - 1 4 

+ ( 4 5 α 1 0 δ 5 - ι - ΐ 2 θ « 8 δ 8 ^ - ΐ 2 6 α 5 ό Ι 1 ) ο - 1 6 , 

a=c-s -r i o a 8 6 3 c - 1 I - i - ( i 5 a 1 0 6 3 + 4 5 a 8 & 5 ) c - 1 3 

-f- ( 2 ο α 1 2 δ 3 - 4 9 ο α 1 0 δ 5 4 - i 4 o a s δ 7 ) ε - ' δ 

4- (25 α 1 4 Δ 1 4 ι 5 ο α 1 2 δ 5 4 - /¡oas 1 1 δ 6 + 3 5 ο α 1 0 δ 7 4 - 3 5 ο α 8 δ 9 ) c ~ 1 7 , 
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(3o) 

( 3 0 

(3a) 

(33) 

(34) 

(35) 

(36) 

( 3 7 ) 

jr?j = ya~'b'sc i a , ' 6 5 c - 1 2 - r - 8 4 a 7 6 7 c - l i , 

? G = a 7 e - 7 ^ - T 4 a ' ° & S c - i 3 + ( 2 T a 1 2 ^ i-84<3'° 6 3 ) c - 1 3 

j> 8 .-= g a 9 b3 c~12, 

q s = a ' c - ' . 

Les valeurs de r et de .s peuven t se dédu i re en échangeant a et b 

dans les p e t les r/. 

Si , maintenant , nous ca lcu lons le potent ie l des d e u x sphères en 

fonc t ion de ces coefficients sous la forme 

(38) = = l \ \-m\1, 
(3(j) p - m A - n B, 

m , /i sont les coefficients de potent ie l (voir § 8 7 ) et l 'on a 

( 4 o ) m = c - ' l - y0[ a c _ s - 1 - / ? a a 5 c _ a J - . . . . 

( 4 0 « = 6~ 1 — qiac-- — q i a
n - c : s — . . . . 

o u b ien , en déve loppan t en fonct ion de a, b et c , 

— 2 a 3 ft3 c~ " + 3 a 3 f t 3 ( r a 2 - t - 6 2 ) f i - 9 

-h a 3 b'3 (4 a 4 — 4 6 4 ) c - 1 ] 

+ a 3 6 3 ( 5 a 6 
-r- IOffl 1 b1 8 a 3 6 3 - i - io<z 9 6 l - t 5 J G ) C -13 

- i - a 3 6 3 ( f ia 8 -+- i5a"' 20 a 4 6'* 

-r- 3n r2 s & s - l - i 5 a ! 6 s - h - f i é 8 ) c - 1 5 

H a 3 è 3 ( 7 « 1 0 ;- 21 a 8 & 2 H- 75 6f7 ¿ 3 + 35 a 6 & 4 

H- i 4 i « 5 6 3 -i- 35 a 4 75 a 3 i 7 

-r- Ï I o ! A 1 !- 7 6 , ° ) c - 17 

-! a 3 & 3 (8 a 2 + 2 8 a ' ° i 2 -i- 154 a 3 £ 3 + 56 a 8 / ; 4 

446 a 7 b' — 102 (l 6 fo!-4- 4',f>a"'67 

- -h 56 a 4 6 3 f- i 5 4 a 3 6 9 + a8a 2 & 1 ( >4 - 8 i I 2 ) c - ' 9 

4-+- 3 6 a I 2 i 2 -+- a S o a ^ f e 1 — 8 4 a 1 0 £ 4 

+ 1107 a 9 6 S -4- 3 i 8 a 8 £>6^- 1G6S a 7 ô 7 

-H 3 i 8 a 6 6 8 -Hi 107a» 6 9 + 8 4 a l & 1 0 

-H 2 8 o a W 1- 3 6 a 2 6 1 2 - i - 9 » u ) « -
2 I 

! 

pà— 6 a s i s c - s -+- 2 i a 6 6 ° c - 1 1 - l - 5 6 a e & 7 c - l : ! 

-f- (-24 « 9 £ 5 -+-126 a ' è 9 ) c - 1 s , 

ç 6 = a 6 c « - v - i a a 9 6 3 c - - l î - + - ( i 8 a 1 1 6 3 - i - 6 3 a 9 6 3 ) c - i * 
-+- ( 2 4 a I 3 6 3 - H i 2 6 a 1 1 6 3 - H 2 2 4 « 9 6 7 ) c - - l c , 
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1 = b~l — A 3 c- '* — A 5 C 6 — A 1 C~ 8 — ( A 1 - H 4 & 3 ) a 6 c ^ 1 0 

— ( A T — 2 5 a l È 3 + 3 6 A 2 6 » — i 6 6 7 ) f l ! G f i - l i 

— (A° -+- 4 4 a 6 & + 9 6 a 1 b'-r- \&a*bs 

- ! - 8 O A 2 ' V + 2 5 & 9 ) f f l G C - L C 

• - ( A 1 1 + 7 8 a » 6 1 + Î I O A « È :>— 8 4 » 5 / > 

I + 2 6 0 a * 6 + 7 2 a 3 / Ï S + l 5 o a 2 ^ > ' + 3 6 ' Y L ) « C < · ; - , 8 

( 4 3 ) < 

M —(A'"' + i o 4 a ' ° 6 < + 4 o G a 8 b:>^- I-JI.a'b^ 
+ 6 8 0 a 5 È + 4 6 8 a 5 6 5 + 5 ; 5 « I I » 

+ 2 o g a 3 6 " > + 2 5 2 a 2 6 1 I + 4 9 6 i 3 ) A » C - 2 " 

— ( < Z > 5 + i 4 7 A « 6 ' + 7 î o a ' » I I J - 6 9 3 œ 9 & « 

+ I/J48RA8 È 7 + I 8 3 6 A I F«S + i 8 i 4 a 6 6 9 

J + i 6 4 o a 3 & " + I N 3 A ' ' £ " + 4 8 8 A 3 £ 1 2 

\ + 3 9 2 a 2 £ 1 3 + 6 4 & L ; I ) C I E C - 2 2 . 

La valeur de l p eu t se dédui re de cel le de n en échangean t entre 

eux a et b. 

L'énergie potent ie l le du S3 'stème est, d 'après le § 87 , 

( 4 4 ) \ V = | f A = - i m A B - 1 - f r a B 2 , 

et la répuls ion q u i s ' exerce entre les deux sphères est, d ' après le 

§ 9 3 a, 

( 4 5 ) — = 2 - A 2 - + A B - h ï B ' r . 

' de de de * de 

La densité superficiel le, en un po in t q u e l c o n q u e de c h a c u n e des 

deux sphères, est donnée par les équat ions ( 1 ) et ( 4 ) en f o n c t i o n des 

coefficients A „ et B „ . 
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N O T E 

S U R L E S S P H E R I Q U E S H A R M O N I Q U E S ; 

P A H M . P O T T E R . 

Le lecteur déjà familier avec la théorie des coefficients de Laplace, ou des fonc

tions harmoniques sphériques, n'aura aucune peine à suivre le Chapitre IX, mais 

s'il rencontre ces fonctions pour la première fois, on peut craindre qu'il ne croie 

leurs propriétés liées à l'existence des points singuliers où le potentiel devient 

infini, conception abstraite qui n'est justifiée que par la concision plus grande 

qu'elle permet de donner au calcul; à cette difficulté s'ajoute celle provenant de 

l'emploi de coordonnées imaginaires, et la superposition de ces deux abstractions 

ne compense pas, pour une première exposition du sujet, la simplification de cal

culs qui en résulte. Il semble, au contraire, qu'il y ait avantage à se rapprocher 

du mode d'exposition de Laplace, qui, bien qu'un peu laborieux comme calcul, 

fait comprendre, dès le début, comment s'introduisent les fonctions, comment 

elles permettent de développer une fonction arbitraire des coordonnées géogra

phiques sur la sphère, ce qui justifie amplement les calculs qui conduisent à leur 

expression développée; une fois ces premières notions (d'ailleurs suffisantes pour 

les applications) acquises, la lecture du Chapitre IX devient plus attachante, parce 

que l'esprit saisit mieux l'élégance des méthodes qui le mènent à un but déjà 

atteint plus péniblement. 

1. Laplace a introduit dans l'analyse les fonctions Y , et le Livre III de la 

Mécanique céleste contient, au point de vue des applications à la Physique ma

thématique, tout ce qu'il est nécessaire de savoir sur ces fonctions. 

Leur origine est la suivante : Si des masses distribuées autour d'un point O, 

qui sera pris comme origine, attirent un point M dont les coordonnées sont x, y , z, 

en coordonnées cartésiennes, ou r, 0, tp en coordonnées polaires (8 sera la colati-

tude), le potentiel des masses attirantes au point M pourra se développer en série 

ordonnée suivant les puissances négatives de r, si le point M est plus éloigné 

de l'origine qu'aucune des masses attirantes; en effet, la distance p du point M à 

une masse dont les coordonnées sont x r , y \ z \ ou r r , G', cpr a pour valeur 

p — ( r2
 -f- r'2 — •?. rr' eos E ) 2 , 

en posant 

C O S E r= cosO cosQ' -\ sinG sinÔ' cos ('•?'— ? ) ; 
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si r' est p lus pet i t q u e r, on écr ira 

I I I fr'\' >•' 
— = -- I -L — — 3 — NOS ; 
P L V ' - / '• P 

et cette e x p r e s s i o n se d é v e l o p p e r a en série c o n v e r g e n t e s u i v a n t les p u i s s a n c e s de 

il en sera de m ê m e p o u r t o u t e s les m a s s e s at l iranteSj et le po ten t i e l V sera dé

veloppé ainsi 

X ^ · ' 

les numérateurs sont des fonctions algébriques entières des sinus et des cosinus 

de 8 et de cp et ne contiennent pas r. Ce sont ces fonctions qu'on désigne sous le 

nom de fonctions harmoniques sphe'rigues de surface, d'ordre o, T , a, 3, . . . , n. 

Chacune des fonctions homogènes de degré — { n - h \) qui constitue V, doit 

satisfaire isolément à l'équation V 2 = o ; équation qui, transformée en coordonnées 

polaires, devient 

â „ d\ à „ d\ i à* Y 
7 " [ - - , - V - + - ,, • = 0 , 

àr Or d[L up- v- 0^L 

si l'on convient, pour abréger l'écriture, de poser eosB = u, sinO — v. 

En exprimant que U„r - ( M ~ 1 3 satisfait à cette équation, il vient 

() •> <)x--„ T à-x: 

condition à laquelle doit satisfaire toute fonction U„. 

2. Nous désignerons par Yn une fonction satisfaisant à cette équation, et en

tière en jx, v, costp et s ino; on aura alors 

V Y„ = r>+> \p(p+*) Y„ + l v> d £ + i ^ 1 • 

et cette expression sera nulle si p[p^-i) = n{n-\--\), c'est-à-dire si p — n, ou si 

p — — ( n -h I) ; les fonctions Y n r
n, Ya r^ï"-1) satisfont donc à la condition V 2 — o. 

De là résultent les propriétés remarquables de ces fonctions. 

Considérons, en elfet, une sphère de rayon a, et les deux expressions - " t - 1 } 

- ; elles sont égales sur tous les points de la sphère, satisfont à la condition 

V a = o ; I a première est finie à l'extérieur de la sphère, la seconde à l'intérieur : 

dune, en vertu du théorème de Green, la fonction dont la valeur est 

V . = — —r ̂  1 extérieur 

Y„ rn . ,,. . . 
— — 7 a 1 intérieur 

est le potentiel dû à une distribution d'électricité à la surface de la sphère, dont 
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Ja densité en un point (8'tp') est donnée par 

si o\ et o\: sont les normales extérieures et intérieures, en attribuant aux déri

vées les valeurs qu'elles ont au point a, 6', 9' ; or on a 

dXr àX. , N , R A" àVi T)V; v r"+' 
rfv Or ^ ' " r"^J ov, àr '· a"+< 

sur la sphère r = a, et, si l'on désigne par Y'n la valeur de Y„ au point B'cp', on 

aura 

4 ~ a I 3 = ( 2 / 1 4 i)Y'n, 

et réciproquement une distribution à la surface de la sphère, dans laquelle la den-

. ( -2 n + 1 ) Y„ , . . . . , . , . . Y„ a" . , . . , . , 
site serait -—y———' , produira à lcxterieur le potentiel , a r intérieur le po-

• , Y,,' 1" tcntiel - 2 — r • 
< 2 " R L 

Toute fonction Yn satisfaisant à ( 2 ) , entière en u., v, cos^ et sin^ est donc une 

fonction U K . 

3. Considérons maintenant une distribution arbitraire f(^',f') à la surface de 

LA sphère du rayon a, elle produit un potentiel qui pourra être développé à l'ex

térieur suivant la série 

Y 0 ^ Y^a, ^ Y„a* 

et à l'intérieur suivant la série 

* a a1 d^nl 

Connaissant les potentiels intérieurs et extérieurs, un raisonnement calqué sur 

le précédent donne 

( 3 ) 4 T R A Ï / ( Q ' ? / ) = V'O + 3 V I + . . . - H ( 2 n -F-I) Y ^ . . . . 

Donc une fonction quelconque (uniforme et finie) des coordonnées géogra

phiques sur la sphère pourra toujours être développée en une somme d'harmo

niques. 

Ce développement de y n'est possible que d'une seule manière; car, si l'on avait 

4 I R A 2 / — Y'O -T- :Ï Y I -4- . . . -4- ( in -H 1 ) . . 

Y' , Y\, . . . étant d'antres fonctions harmoniques, il faudrait que le potentiel dû 

à / fût, en un point quelconque, 

Y„ Y . a 

qui ne peut être identique à V que si Y 1 = Y\, Y", — Y ' 2 J . . . . 

4. Ayant ainsi montré l'intérêt qui s'attache à l'élude des fonctions Y , il faut 

examiner comment elles sont constituées. Soit toujours / la densité en un point 

Q'; CP' de la surface de la sphère, le potentiel dù à la charge f dS d'un élément 
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de cette surface, AU point r, 9, tp, est 

P 
ou 

pJ = iJ+ a1— 2 [cos9 cosB' + sin 8 sinO'cos ( 9 ' — ? ) ] • 
On a donc 

_ . k 

I + —¡ — [|JL¡i'+ W ' c 0 s ( ! f ' — !?)] 5 

en développant cette série, Laplace montre que le coefficient de ¡ est de la 

forme 

Q„— A 2 + A i c o s ( ? ' — » ) + . . . + cosn(if'— ? ) 

et que le coefficient de cosa(cp'— cp) est lui-même de la forme 

C'est le produit d'une constante numérique par une fonction de UL, et la même 

fonction de On le démontrera plus bas quand on aura montré l'usage de ces 

fonctions. 

Le potentiel de l'élément est donc 

/ D S 7 + 2 c î e 3 ( L O E S ( | O c o s < i ( Ç ' - ? ) 
/I=i A-O 

et le potentiel dû à la distribution / sur toute la sphère sera, au point (r , ¡1, ¡p), 

71 = 1 ( 7 = 0 

>c^cosa!fff f dS 8 £ ( ¡1') cos<rtp' + sin a? fff®a ( î1' ) s ' n <^sj, 

. . . . • . * Y„ Y, a Y a* 
c est cette expression qu on a representee par — + —— -+- . . . - 4 - —X^R" 

La fonction Y H est donc nécessairement, en représentant par M, M,, N, N, des 

constantes, 

M„0' o

l (u , ) H- M, (;J.) cosç - H M j 0 ï ( u . ) cos 2 ? . . . -< M „ 8 j ( ¡ i ) cosraç 

-r- N, e í ( ¡ 0 s in? 1- -i N „ e 2 ( [ i ) s¡nn<?. 

L'expression générale comprend 2 / 1 + 1 constantes arbitraires, et l'on a eu même 

temps la valeur de / , en vertu de l'équation ( 3 ) , 

rt —1 (7 = Ü 

x eS(p-) c o s ^ , 

+ 2 ( 2 " +

 l )2C Î[/y rfS/e'CHI'Jsinaç'] 
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Ainsi / a été développé en une série, dont le terme général est 

M E J cosa? - i- N6'¿ sinsep) ; 

le coefficient de chaque terme s'obtient en intégrant dans toute l'étendue de Ja 

sphère de rayon a le produit de / ¿ ¿ S C J 9 ' ¿ ( U / ) par cossep ou s i n 9 9 , proposition 

analogue à celle qui conduit à la célèbre série de Fourier. 

Les fonctions lln sont par définition des harmoniques spheriques d'ordre n et 

satisfont à l'équation ( 2 ) ; il en est de même des fonctions ©^costra et B^sincjs, 

individuellement; il suffit, pour s'en assurer, de remplacer £2 par son développe

ment dans l'équation ( 2 ) et d'exprimer qu'elle est vérifiée, quelle que soit la va

leur de <Î>. 

On est donc arrivé à trouver ( 2 « 1-1) harmoniques, d'ordre n, indépendantes, 

telles que toute harmonique de môme ordre en est une combinaison linéaire, et 

l'on a réalisé le développement d'une fonction arbitraire, en séries d'harmoniques 

d'ordre n croissant. 

Maxwell nomme a le type des harmoniques 0¡J coscrep, sinacp. On remarquera 

que a 2 disparaît en réalité dans le développement ci-dessus; car l'élément 

QÍS = a? d\± ¿¿0. On peut donc diviser les deux membres par a1, à condition de rem

placer l'intégration sur la surface de la sphère par 

5. Le développement de f met en évidence une propriété des fonctions *à-

Puisque J est arbitraire, on peuL prendre f~Xn-} et, puisque le développement de 

/ e n harmoniques n'est possible que d'une seule manière, tous les termes du se

cond membre, qui ne sont pas des harmoniques d'ordre n, doivent s'annuler; ou 

a donc 

dès que m et n. sont différents, ou comme un Ym quelconque est une fonction 

linéaire des Sm

3 

relation que Laplace déduit de l'équation différentielle ( 2 ) ; on voit, en effet, que, 

si l'on écrit successivement que Y m , Y H satisfont à cette équation, il viendra 

[ n ( n 4 - 1 ) — ni ( m + 1 ) ] Y H I Y„ 

d'où résulte l'équation ( 5 ) , puisque v s'annule aux deux limites; et que les fonc

tions Y ont la même valeur pour a — o et o ~ 27r. 

Si l'on particularise davantage, et qu'on pose / = Q^1 cosacp, il viendra 

k~Q'g cosas — ( 2 / 1 + 0 
C('9™ C 0 5 K 

—1 ^ 0 
dp. / ( J = [ E ™ ] cos-
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e; I [ E ? ' j : d'L, 

>- — I 

. 2 7 1 

à moins que l'on n'ait a = 0 , alors / d-f 

A « ¡ 1 

et il vient 
0 

RT-L 
c" 

— 
- ' - 1 

6. Il y a donc lieu d'étudier le développement de 

f-' — r M 1 H ; — cos : 

QUI DONNE 

1 0 , " 

où Q„ est un polynôme entier en coss; substituant ensuite à coss sa valeur 

jj.;j . r + vv' cos ('f' — 9 ), il est aisé de voir que le terme en cos a ( 9' — 9 ) dans ce po

lynôme ne peut provenir que des termes de Q 7 1 qui renferment cose â la puissance 

a ou à une puissance plus élevée, et comme vvr accompagne toujours cos(9 '— 9 ) , 

le coefficient — AJ contient en facteur le produit (vv')"; on peut donc poser 

= ( w ' ) ' l i , 

R étant un polynôme entier en u. de degré (n— CI) ; on posera donc 

et l'on exprimera que cette expression satisfait à l'équation différentielle ( 2 ) ; on 

en déduit, pour le polynôme entre parenthèses, 

9 I = , , , !" . .„ - . • ( » — <O ( " - < * - ' ) 

P." 

2 .2 /l — I 

(11 — a) (11 — CT — <) (" — ~ — 2 ) ( n — S — .'1 ) 

2 . ¿1 . ( 2 — 1 ) ( 2 11 — 3 ; 

D'ailleurs A n est symétrique en u. et p.'; il est donc nécessairement 

C ^ D ' O E ^ U . ' ) , 

en désignant par une constante numérique. 

Pour déterminer cette constante, il faut, faire \i = p.' = o, v — v' = 1 ; AJJ doit se 

réduire alors au coefficient de coscr(9 — 9') dans le terme de a"rn 1 du dévelop-

PEINENT de P^1 = r~1 7^ — ~7~ C O S ( ? — Ç')J > u r ' a parentliése est le pro-

7'/·. d'Élect. et de Magn., I. 1 8 

tous les autres termes disparaissant en effectuant l'intégration par rapport à 9, et 

f ir. 
df cos2tr= = —, il reste 
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-e ( î - Ç ) ' = H e ( ? - - ? ' ) ' 
2 7 · i . -j . J . . . y 

1 

i e-(?-?)<) - n e-l?" f ' » - K . . - ! - + — -e - ( ï - ï ' ) ' ) + 
\ /• / a /· 2 2 2 J \ r j 

en multipliant ces deux séries entre elles et par r~', on trouve, pour le coefficient 

de «"r-i"-^), 

I . 3 . 5 . . . 3 » . - i , , . i 1 . 3 . 5 . . . •>. n — 3 / w , 
! X - - - - C O S 77 ( O — 2 ) -I j C O S ( / l — 2 ) (if — o) - t - . . . , 

et pour le coefficient de C O S C T ( Y ' — rp), quand n— a est pair, 

i . 3.5 . . . ( re -I- o- — i ) 1 . 3 . 5 . . . (n — CT — i ) 

2 . 4 . b' . . . ( n - t ) 2 . 4 • o . . . ( n — CT ) ' 

••t zéro quand il est impair; on a donc 

i . 3 . 5 . . . f n ^ C T - i ) i . 3 .5 . . . (n — g — . ) T [ - ^ 

! . • ! . (> . . . ( « + CT) " 2 . 4 . ü . . . ( / j —er) - ° « I ° » ^ U J J 

»'t, comme 

2 x 

« Z ( ° ) 
2 . 4 · - . I, — CT ) ( 2 /( — [ ) ( 2 n •— 3 ) . . . ( 11 - CT H- t ) 

[. 3 .5 . . . ( 11 ~ CT — 1 ) . i. 3. 5 . . . ( 11 — CT — 1 ) 

1 . 3 . 5 . . . ( 2 n — 1 ) 

aussi, quand (n — CT) est pair, il vient 

. . ( n — a 4 - 1 ) C ^ î x 
r 1 . 3 . 5 . . . f 11 — i ) T 7 i ( n — 

L 7 l ! J ( 7 1 -h- CT) 

( i . 3 . 5 . . . a r e — i ) 2 

7( • — CT ! 71 - ; - CT I 

cependant, si tj = o, il ne faut prendre que la moitié de ce coefficient 

„ r T . 3 . 5 . . . ( 2 / 7 — O " ! 8 

L « - L >T! J ' 

Dans le cas où ( 7 * — CT) est impair, cette méthode donne, pour G, mais on 

lèvera l'indétermination ainsi : on prend, dans le produit 6 ( u.) & ( p.' ) , le coeffi

cient de p.*/, qui, dans ce cas, est 

.3 .5 . . . ( 7 1 — CT)(I . 3 .5 . . . (n + CT)T] 

[ S ' ( 0 ) P [ -
5 . . . ( 2 11 — 1 ) 

et, après l'avoir multiplie par C r a , on l'égale au coefficient de p]J.' cosa(cp — ip') 

dans le développement de p - 1 , coefficient, qu'on obtient en remarquant, qu'il est le 

coefficient de α 7 ' / + " + , . ' cos tr ( » ' — a) dans le développement de 1̂  pour u; j . ' = 0 

ou dans ai^2 ^ 1 4 - ^ — ^ cos ( rp — =' )J Ce développement est obtenu, 

duit des doux facteurs 

1 -. 1. - . . . IL'~ r 
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comme ci-dessus, en multipliant J^i— — elï -ï'I'̂ J ' par — — e _ ( ï - f ' , ' J , et Ion 

retombe sur la même valeur pour C" et C j . 

On a, en effet, 

/ 2 a 2. / , . f i . . . 2j \r 1 

\ a I •>. a. :>.. \ .6 . . . 3j \i- J 

M ulti pliant ces deux scries entre elles et par ai—'', on trouve pour le coeffi

cient de a"i—<"+1) dans le produit, ou pour coefficient de. a"-1/—("-') dans le pro

duit des séries, 

3 .5 . - . . . f 1 n I ) , , , 1 3 . S . - . . . 1.11 — 3 
a X — < - - ' cos n - I 5 - 3 - î x - ,—'. 7 

2 . 4 . ü . . . ( i n — -i ) a . ; ' ( .b . . . 2 /¿ — ì 

^ cos {n— 3 ) ( ? — o') + . . . 

et pour le coefficient de c o s a j s ' — a) pour (re— s ) impair 

3 ^ . 7 . . . (re + 0 ] 3 .5 .7 ( r e - o j R ^ R E ' f o i T 

X 2 . / , . 6 . . . ( / l + A - I ) 2 . 4 . 6 . . . ( « - = r - . ) - L ' ¡ L W ( ) J ' 

d'où, pour C^, la valeur 

. 3.5 . . . ( 1 n — I ) "I - I . 3 . . . ( n - ; - a ) X 1 . 3 . . . (11 - a) 
I . 

I . 3 .5 ( n i ) x i . 3 . . . ( n + i ) J 2 . 4 . . . (re. + u —i) X 2 . 4 . . . (re- s -1) 

[r. 3.5 . . . ( 2 n — T ) ] 2 

n -H a . n -

comme plus haut. 

11 est bon de remarquer que si l'on fait u. — \x' — 1 , v — v' = 0 , le développement 

de p-1 se réduit à Z A ^ a " 7 - ( " + ' ) , ou à SC,Ï [ E ? T ( I ) ] S ; or, dans ce cas, 

a a2 \ 

on a donc 

d'où 

_ I 

Le développement de p - 1 — [ ; ' 2 + a 2 — 2 a / - ( pu.'+vv'cos:p— s') 2 est donc en

tièrement connu, et, par suite, tous les éléments de la formule ( 4 ) S O I l t déter

minés. 

7. Depuis Laplace, d'autres procédés ont été indiqués pour parvenir plus rapide

ment aux. harmoniques d'ordre n; le produit Y„/—T™' *J est le quotient d'une fonc

tion homogène des coordonnées x , y , z par r a , H I , et satisfait à l'équation V : = o; 

or la fonction 1 et toutes ses dérivées y satisfont aussi; et il est clair que 
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est bien le quotient d'une fonction homogène de degré n par ; ' î " + 1 ; par suite 

à 1 
( 6 ) 

dee" ày t dzl r 

est une fonction harmonique d'ordre n, et il en est de même d'une combinaison 

linéaire quelconque de ces dérivées. En particulier 

R- — - J . . . . r't+l 

ôz r ' ôz- r 

sont, des harmoniques du type zéro, des divers ordres; car, si, après les differen

tiations, on remplace z par u.r, on aura des fonctions, de p. seul. 

On préfère prendre pour valeur de la fonction type 

}1 <L 1 - v - ( j)" JL 1 - - P 

1 ôs r ~ " ni ôz- r ~ 
_ I 

pour la raison suivante : si Ton développe p 1 — y'2-L- (-=- — 2 , qui rc 

présente l'inverse de la distance au point a:, y , z du point situé sur l'axe des z à 

la distance a, au moyeu de la série de Taylor, on a 

\àa /•/. {da"' /·)„ : ' 

l'indice zéro indiquant qu'il faut faire a = o après la différentiation ; mais on a 

et, en général, 

j _ £ 

oa dz 

da 

de sorte que l'on peut toujours écrire 

, 1 d J 1 à" 1 

P ~ ' = - + « - ] H . . . 4 : - R - -
. = I F I - p , 2 + . . . ± P . A ; V 

r \ r r" / 

quand a est < 

Les fonctions P,,, ainsi obtenues, sont donc identiques à C?, 6°, ( i) 6,° (p.), ce qu'il 

est aisé de vérifier; ce sont les harmoniques zonaux. Voici les valeurs des pre

miers 

— P, — p-, —i • 2 . 3 Pj = IJ|JL:Î—9[JL, 

- h i . a P , = 3[i — i, -4- i . 2 . 3 . 4 P 4 ~ 1 0 0 p.1 — 9 0 p.- -F- 9 , 

et, en général, 

( — 0 » 1 . 2 . 3 . . . n P - - 1 . 3 . 3 . . . (SRE — 1 ) [V" — — ~ P-""2 

' L Î ( L L L - L ) 

n ( 11 — T ) (11 — 1 ) ( n — 3 ) ...} 
2 . 4 ( 2 / 1 — I )( 2 « — 3 ) 1 

Ces harmoniques zonaux sont de beaucoup les plus utiles dans les applications. 

8. Pour représenter par des symboles analogues les autres harmoniques eu 

cosaa et sintj'f, on remarquera que toute combinaison linéaire, réelle ou imagi-
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..n-t-l 

1 , d» 1 

drtàz'l~' r dr," r 

sont des harmoniques; mais r1 — -f- z1, par suite 

d" 1 , „ r," 
7 4 7 / 7 . = ( — i ) ° . i . a . a . . . ( a f f — 1 ) , 

et ces harmoniques deviennent, au facteur ;•"+' près, 

1) 1 . , r , . d 1 , ^ t . . 3 . 5 . . . ( ?.7i — 1) 

En ajoutant deux harmoniques situés sur la même colonne, ou en retranchant 

et divisant par i= \J- - 1 , il viendra, en observant que \ = cve'ï, T, = r v r 1 ' ! , 

— 2 / " V S1U 5 -: r ! 2 COSao ( - l ' ï ) ' . 1 . 3 . 5 . ( 2 I - i) . . . 

3.5 . . . 2 ra - - 1 

i sin n ç ( — v 

1 , ^ 1 . 3 . 0 . . . ·?. n — 1 
— a r v cos s : —:, 2 c o s n 3 ( — v / ' j " • • 

0 ~ " /••' ' 

Par analogie avec ce qu'on a fait pour les harmoniques zonaux, on prendra 

pour valeur des harmoniques d'ordre n et de type a les deux fonctions 

V ^ C — ( - i )" - r 2 cosiaf — r v )". 1.3 .5 . . . (?. s — 1 ) -,— - — ; 

CL 

r"~' d"-" 1 
•>;/,'*• =-- ( — ' ) " "777" » s i i i » 9 ( - / - v ) * . L . 3 . a . . . ( 3 ! j _ i ) ^ — z . - a - , 

011, plus simplement, on pourra écrire comme facteur de sinay et cosay dans les 

deux Y'f1 

i ' » « + ' 2 « ! d 1 

naire, des différentielles telles que ( 6 ) est une harmonique de mèrac ordre ; par 

suite, si Z est une harmonique, 

dZ . dZ Ù7. . àZ 
• I- £ - 7 - 1 , l ',— 

tlx ay du: dr 

sont des harmoniques aussi; ou bien, si l'on exprime Z au moyen des coordonnées 

imaginaires \ — x + yi, T; = - x —yi, les dérivées 

àZ àZ 

d\ drt 

seront, encore des harmoniques ; par conséquent, les expressions suivantes 

d" 1 _ , , à" 1 , , d" 1 
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n ! ÂZ*7 OZ" 

n ! &f? dzn-" r 

analogues à celle que donne P„. 

Ces fonctions ne peuvent différer que par un facteur constant de 6^> coscro; en 

effet on trouve faeilement 

. Â " ~ " i i . 3 . 5 . . . ( 2 n — i) -

On pourra, sous cette forme, vérifier par les principes généraux de la théorie des 

équations que 6',^' s'annule pour (n — a) valeurs réelles de p., entre —i et + i, 

et qu'ainsi l'harmonique Y^ 7'sin a-cp, ou cosa-?, s'annule sur CT méridiens et sur 

n parallèles, d'où le nom de tesséraux donné à ces harmoniques. 

9. Lorsque h est une direction faisant avec les axes des angles dont les cosinus 

v. i ÀV , , DX . ÀX DV , . R sont A , I , y, on entend par le symbole — 1 expression ex — + 3 - - -+- y — ; ail-
OH DX OY OZ 

férentiant de nouveau, par rapport à une direction H ' , on aura l'équation 

D ' X _ , £ V ^ o a , çPV , o_V 

DHOH' ~ A I O X ' ^ ^ DY> + T : D Z L 

qu'on écrira symboliquement 

À 1 ! D D À \ F , À „ , D , À \ 

W (» Tx + ? 

ÙHÛH' \ OX OY ' 0 Z / \ OX OY ' OZ J 

en convenant de remplacer, dans le produit, les facteurs - F - x — par • •• • 
R L ' OX OX OX-

Cette équation se généralise immédiatement pour n difïerentiations successives 

et l'on a 

0 " / D „ À D \ ! 0 „ D D \ 

À / i L . D H , . Û / i 1 . . . À H „ V OX ' R ' OY ' " OZ J ' ' ' [ * " OX ' R " OY ' O Z -

Toute expression de cette forme est donc une combinaison linéaire des dérivées 

de la forme — — — - , quand m-t- m' + m" — n; mais, quand on opère sur 
O X ' N O Y ' " OZ"1 

une fonction V satisfaisant à l'équation V 2 V = o, ces dérivées sont elles-mêmes 

des fonctions linéaires de ( « + i) d'entre elles : par exemple, de 

-+- · 

et de 

Les valeurs de ces Y résultent des équations 
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Ζ ' + Τ , ' - l ; - E T T | ] . . Λ Ξ - E Σ T , J . . . \ C - — E Σ Τ,;, 

c" — Τ," := t, Ξ — Η • ) . . . {ζ — e σ
 Η J . . . V Ξ — e α Η . ; 

. [ . ( 2 / ' + ι ) χ ( a / - I - r ) 7 I " | 
ι — χ sin — — — i-_ycos— -— . 

mais 

ς —e σ Τ< = 2 β 8 T R I I — œ sin 

et, par suite, 

- F - Τ * - = 2 * 

et. de même, 
; = σ -ι = σ ι 

/ - Ο 

Par conséquent, les opérations 

ι / (JT _ σ (σ —τ) d d \ 1 /_d* _^ 
•Λ"-' [àx" 1 . 2 cJx* » dp ·•· J — 2\d¥ ' crr,"/ 

et 

Ι / A ( I - I ) F A - Î ) à" _ \ __ 1 / à" _ _ à' \ 

a" •' V àx"--'dy 1 . 3 . 3 d^"- Jcly 3 "' I~ -liXu'i? &τ°) 
sont le résultat de la differentiation par rapport à σ axes, faisant entre eux l'angle 

- 1 et tels, dans le premier cas, que l'axe des y soit l'un de ces axes, et dans le se-
cr 
cond qu'il soit le bissecteur de l'angle formé par deux axes consécutifs, propriété 

énoncée par Maxwell, § 140. 

auxquelles on peut ramener toutes les autres de même ordre, puisque 

àz1 \àx' ày') 

ce qui permet de réduire l'exposant de ría à 0 , ou 1 . 

Si l'on suppose que p de ces directions h, h', . . . soient dans le plan des xy, 

l'expression 

dr ( _d_ _ „ d_\ ^ / d_ â_ \ 
cWi, àh2... ùhf ~ V' ùx ' • 1 ày) " ' + V*' dz: + c¡y ) 

devient 

A . - — -1- A , - - + - . . . - ( - A , ; - — , 

" àxï 1 tó' àyy 

si le polynôme A u a:!' -1- A¡ xr-'y — . . . -t- A^ yf - ¡ 1 , 1 + f j ) . . , ( ^ 1 + ^ 

Les polynômes 

, R I 

H = - ( ?" -+- r," ) = a" - x" " 2 y 2 + . . . , 

1 5 1 1 7 J . 2 . 3
 J 

présentent à cet égard un intérêt particulier. 

On a, en effet, 

(a;'+L)TI , / ir¡- I7C, 
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EXPLICATION DES PLANCHES. 

9. Ces résultais se voient bien sur les Pl. VI et suivantes : 

La Pl. VI représente l'harmonique du troisième ordre et de type i, l'axe des z 

est perpendiculaire au plan du papier, l'axe des x ou 9 = o est vertical. Les lignes 

ponctuées sont les projections orthogonales des parallèles, et du méridien pour 

lequel l'harmonique s'annule; les courbes en traits pleins sont des courbes le 

long desquelles la fonction Y'31 ' s — 5 sin 9 ( u.2— V)v est constante et égale à 

— 1 , 2 , 3 / , , 5 et fi. 

Dans la Pl. VÏTT, l'axe des z est horizontal dans le plan du papier et la fonc

tion Y l — ( ii3 — =-) v21 sin 2 9, le plan des xz est à 4 5 ° du papier ; les courbes en 

traits pleins indiquent les points pour lesquels la fonction est i :n ,o i , 0 , 1 0 , o,i5, . . . . 

Les Pl. VII et IX représentent des harmoniques non tesséraux. Maxwell ex

plique clairement leur construction. Pour la première, il faut considérer un har

monique zonal -J - ( i 5u . 3 — g¡1 ), dans lequel p. est le cosinus de la distance angu

laire à un pôle situé dans le plan du papier, sur la verticale, et un autre 

\ ( i 5 p . 3 — ( j p . ) perpendiculaire au papier. En prenant un nouvel ordre z horizon

tal, les axes des x et des y passant par les pôles primitifs, ou obtient 

-1 [5v 3 (cos 3 9 + sin3 9 ) — 3 v (cos 9 + sin 9 )] 

pour l'harmonique représenté, qui se met facilement sous forme de sommes d'har

moniques du troisième ordre, du premier et du troisième type. 

Les mêmes axes ont été pris pour la Pl. IX. 

La Planche de la page 2 3 5 représente une sphère, sur laquelle la densité; est re

présentée par l'harmonique du premier ordre C u,, et change de signe à l'équateur. 

Ce potentiel intérieur est 

J-nrji X C ou -J TU r u. x C, 

et la force | 7t C y est constante etverLicale; à l'extérieur le potentiel est 

7 ~ a ' C x '\ ou -.IZA^C x •1 R* I ,..1 

les surfaces équipotentielles sont toutes fermées, leur prolongement serait tangent 

à l'axe des x à l'origine; en valeur absolue et suivant l'axe, le potentiel, nul au 

rentre, croît jusqu'à la sphère, pour décroître ensuite, en raison inverse du carré 

de la distance au centre; sa valeur maximum est 

> ï r C « . 

La composante verticale de la force _ g est 

par suite, l'induction {voir les Notes précédentes) à travers un cercle extérieur à 

a sphère de rayon A;, à Ja hauteur z, est 

-3 - a 3 C x J* 9.71X dx{j\ "pT ) = '21z
 x I ^ fl3 c -
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Les lignes de forces limitant les cercles à travers l'induction, t\~<&, o n ^ alors 

pour équation 

La partie (parasite) de ces courbes à l'intérieur de la sphère serait tangente à 

l'axe des z, et les distances auxquelles elles coupent normalement l'axe des X 

sont en raison inverse de 

A l'intérieur, les lignes de forces sont verticales. 

La figure correspond à des valeurs de <t> égales à o, o,r>, T, . . . , ;

( , 4 , 5 , et à des va

leurs de V croissant par degrés égaux à 0 ,0 de — .là ~ - 3; si l'on suppose la con-

3 

stante C — — et qu'on prenne le rayon a de la sphère égal à 3 unités, dans la 

figure il est de ~ de pouce anglais. 

Dans la Pl. V} Maxwell ne s'est pas astreint à tracer les lignes de forée suivant 

la règle du § 123; cette régie a été appliquée sur la Pl. V bis (partie droite); 

les lignes de force portent un numéro qui, multiplié par 4~J donne l'induction à 

travers une surface limitée parla surface de révolution engendrée par cette ligne; 

on remarquera : I ° la discontinuité des directions des lignes de force quand elles 

arrivent à la sphère; •i" la discontinuité de l'induction dans les mêmes circon

stances; la composante normale à l'intérieur n'est que la moitié de la composante 

normale à l'extérieur de la sphère; par conséquent, si l'on considère une calotte 

sphérique, l'induction à l'extérieur sera double de ce qu'elle est à l'intérieur; on 

pourra vérifier encore que la composante tangentielle de la force est continue, à 

l'intérieur et à l'extérieur; par conséquent, l'angle de la ligne de force et de la 

normale à l'extérieur a une tangente moitié de l'angle intérieur correspondant. 

Cette distribution des lignes de force, qui correspond, comme on le verra plus 

loin, au cas d'une sphère aimantée uniformément, permet d'étudier la déforma

tion que subissent les lignes de. force d'un champ électrique uniforme par la 

présence d'une sphère conductrice isolée; en effet, la distribution étudiée sur la 

sphère produit a son intérieur une force constante dirigée de haut en bas (en 

supposant la densité positive dans la moitié supérieure) et égale à 2 ; si donc on 

place cette sphère dans un champ électrique uniforme, où la force soit égale à 2, 

mais dirigée de bas en haut, la résultante sera nulle à l'intérieur; l'harmonique 

de premier ordre représente donc la distribution de l'électricité sur une sphère 

placée dans ce champ uniforme, et à l'extérieur, le potentiel et l'induction s'ob

tiendront en ajoutant le potentiel du champ Xc — ---iz, et l'induction 27: x2 du 

champ sur un cercle de rayon x , au potentiel V, — '^j et à l'induction ls —- - ~-p 

dus à la distribution sur la sphère; on a tracé en lignes ponctuées, sur la partie 

gauche de la figure, les horizontales équipotentielles de — i o à - 4 - I O (leur distance 

est la moitié de l'unité de longueur choisie) et les verticales limitant les cy

lindres pour lesquels l'induction est [\ iz, 8 tz, . . . , O U pour lesquels la valeur de 4J 

est 1 . 2 . 3 . . , ; leur distance à l'axe est 

En appliquant les méthodes détaillées dans les JNotes précédentes, on construit 

des points pour lesquels le potentiel total et l'induction totale ont les valeurs 

0, r, 2, 3. Les lignes de force, ainsi construites, sont bien normales à la sphère, 

et le numéro d'ordre de chacune donne la charge de la portion de la sphère qu'elle 

découpe. 

I X' 
- — X 
•t § ••' 
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S U R F A C E S D U D E U X I È M E D E G R É H O M O F O C A L E S . a83 

CHAPITRE X. 

SURFACES DU DEUXIÈME DEGRÉ IIOMOFOCALES ( > ) . 

1V7. Soi t l ' équat ion générale d 'un système h o m o f o c a l 

V> ' X- — B~ ' X Ï ^ C Ï ' 

où A est un paramètre var iable que nous affecterons d'un ind ice sui

vant l 'espèce de surfaces cons idérées : ainsi nous prendrons X, p o u r 

les l iyperbolo ïdes à deux nappes, X S p o u r les l i ype rbo lo ïdes à une 

nappe, et X 3 p o u r les e l l ipso ïdes . Supposons que l 'o rdre 

A, ).,, B, L,, C, X 3 , 

soit celui des grandeurs croissantes de ces quanti tés. La quantité a est 

introduite p o u r la symétr ie , mais dans tous nos résultats nous s u p p o 

serons a = o . 

Si l 'on cons idère les t rois surfaces dont les paramètres sont X 1 ; X 2 

et X 3 , on t rouve , en é l iminant entre leurs équat ions , que la valeur de 

x2, à leur p o i n t d ' in tersec t ion , satisfait à l 'équat ion 

( 2 ) 3 - 2 ( 6 2 — « ! ) ( c * — a'-) -= (>-l — a*)0-l — a°-YM - - «*>· 
Les valeurs de Y- et s 'obt iendraient par la permuta t ion c i rcu la i re 

de a, B et c . 

En dïfférentiant cet te expression par rapport À X , , on t rouve 

DX X, 
1 OHI A J — A-
Si ds\ est la l ongueu r de l 'arc de la c o u r b e d ' in tersect ion de X 2 et X 3 , 

qui est compr i s entre les surfaces X! et X , + RFX,, on a 

/ J^y _ FUR y _ / DY_Y ( ÙZ Y XF ( X I ~\\)Q.\ - - X Î ) 

( ' ) Cette étude est principalement empruntée à l'Ouvrage si intéressant de 

Ci. L A M E : LEÇONS SUR LES /ONCTIONS INVERSES DES TRANSCENDANTES ET LES SURFACES 
ISOTHERMES. Paris, 18J7. 
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Le dénomina teur de cet te fract ion est le p rodu i t des carrés des 

demi -axes de la surface 

Si nous posons 

( 5 ) . D » = 5 . » - ) . L , D » = ) . > - > . « , D | = Â Ï - X » , 

et si nous faisons a— o , i l v ient 

( 6 ) = G ; D ' 

A i I / C A — ÀF 

Il est facile de vo i r que D 2 et D , sont les demi-axes de la section 

centrale do A , , qu i est c o n j u g u é e du diamètre passant par le poin t 

d o n n é , et que D 2 est paral lèle à ds% et D 3 à ds3. 

Si nous subst i tuons au^L paramètres \ l : A 2 , ̂ 3 leurs valeurs en f o n c 

t ion de trois fonc t ions a, 0, Y définies par les équat ions 

K 
(-) 

1 ' ° 
\ •<--.( 

c dit 

) .}) («:» -M) 

v>04 — -M) 
C, f/l:i 

ds3 = (8) ds, = - DO D 3 di., dì, — - D 3 D , <af3, ds3 = - D J D 2 d-;. 
c c ' a 

148. Or , soit V le po ten t ie l en un po in t q u e l c o n q u e ET, ¡3, y : la 

force résultante dans la d i rec t ion de dsx sera 

_ _ dV _ d\T dx _ d \ c 
1 ~~ ~ dVi " ~~ ~7Û d7i ~ "di D a U j ' 

P u i s q u e dsu ds^ et ds3 sont perpendicu la i res l 'un à l 'autre, l ' inté

grale de surface sur l ' é lément superficiel ds^, ds3 est 

, . . . , d \ c D 3 D L D , D 2 dV D ? 
n ) Ras, ds, = — —— di a-' = , 1 di « y . 

» ' di Ut D 3 C F; 1 1 O A C ' 1 

Cons idé rons maintenant l ' é lément de v o l u m e c o m p r i s entre les sur

faces A , [J, Y et A - T - RFA, p - H R/3, Y -F- <R/Y. Il Y aura hui t de ces éléments, 

un dans c h a q u e octant de l ' espace . 

Nous avons t rouvé l ' intégrale de surface de la c o m p o s a n t e normale 

de la force ( d i r i g é e vers l ' in té r ieur ) p o u r l 'é lément superficiel d é 

c o u p é sur la surface A par les surfaces p et p -T- d$, Y et Y - + - RFY. L ' in -
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tcgrale de surface pou r l 'é lément correspondant de la surface a -\-da, 

sera 

dX DJ . d ' \ h] , .„ . 
-1- —, '- di d-i -j — - -± di d*ï d-', 

d~j. c ' d%1 c i i ' 

puisque D t ne dépend pas de a. L ' intégrale de surface p o u r les deux 

faces opposées de l 'é lément de vo lume sera la s o m m e de ces quanti tés, 

soit 

ai2 c ' 

De même , les intégrales de surface pou r les deux autres couples de 

faces opposées seront 

<PV D, 2 , m . d*X D | 

«¡1- c 1 Q?Y2 c ' ' 

Ces six faces c o m p r e n n e n t un é lément dont le v o l u m e est 

n s n i n ! 

fi3 ' I 

et si p est la densité de v o l u m e dans cet é lément , nous t rouvons , en 

vertu du § 77 , que l ' intégrale prise sur la surface totale de cet é lé 

ment, augmentée de la quantité d 'électr ici té qu i y est c o m p r i s e m u l 

tipliée par 4 ^ ; est égale à zé ro , o u , en divisant par rfa, <i[i, rf-y, 

, , à*V , d'Y ,PY D | D U ) 3 

Telle est la forme q u e p rend en coordonnées e l l ipt iques l ' équat ion de 

Laplace généralisée par P o i s s o n . 

Si p o , le qua t r ième terme s 'annule, et l ' équat ion équivaut à cel le 

de Laplace . 

Pou r la discussion générale de cette équat ion, on renvo ie le lecteur 

à l 'ouvrage de L a m é ci té plus haut . 

1Y9. P o u r déterminer les quanti tés a, £!, v, on peut les met t re sous 

forme d' intégrales el l ipt iques ordinaires , en introduisant les angles 

auxiliaires C, o e t i ; on a 

( i a ) )·! b siii 0, 

(\'i) À 2 = / c 2 sin * ç -i- 6 S e o s* <p, 

( i4 ) }*j~c séc ij/. , ^ V v ' 

r. -~ 
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Si l 'on pose I^^s^/f, el A 2 — k"~ i , en appelant k et À' les deux m o 

dules complémenta i res du système h o m o f o c a l , on t rouve 

( 1 5 ) a = / - , — , 

intégrale e l l ipt ique de première espèce , que l 'on peu t écr i re suivant 

la notat ion habi tuel le : F ( / I , 0 ) . 

D e m ê m e , on a 

( 1 6 ) ? = —==7%== = F ( * ' ) - F ( A ' j [ ? ) , 
•A) v i — " c o s 2 o 

où F (A' ) est la fonc t ion c o m p l è t e p o u r le m o d u l e k', 

C 7 ) 7 = fV - F ( / 0 - F ( / . v i ) . 

Ici a est figuré c o m m e fonct ion de l 'angle 9 , qu i , par suite, do i t être 

une fonct ion du paramètre X,; ¡3, c o m m e une fonct ion de <p, et par suite 

de X 2 ; el 7 , c o m m e une fonc t ion de i o u de A 3 . 

Mais ces angles et ces paramètres peuven t être regardés c o m m e 

fonct ions de a, p, 7 . Les propr ié tés de. ces fonct ions inverses, et d'autres 

qui en dépendent , sont déve loppées dans le Trai té de M . L a m é sur 

cette ques t ion . 

Il est aisé de v o i r que les paramètres , étant des fonc t ions p é r i o 

d iques des angles auxil iaires , do iven t être des fonc t ions pé r iod iques 

de a, |3 et 7 . La pé r iode de A T et de A 3 est ^F (k), celle de X» est 2F(k'). 

Solutions particulières. 

150. Si V est une fonct ion l inéaire de a, ¡3 , 7 , l ' équa t ion est satis

faite. D o n c nous pouvons dédui re de l 'équat ion la d is t r ibut ion de l ' é 

lectr ici té sur deux, surfaces confoca les de m ê m e fami l le , maintenues à 

des potentiels constants, et le potentiel en un poin t q u e l c o n q u e de l'es

pace c o m p r i s entre ces surfaces. 

Hyperboloïdes à deux nappes. 

Si TX est constant , la surface cor respondante est un h y p e r b o l o ï d e à 

d e u x nappes. Supposons q u e le signe de a soit le m ê m e que ce lu i de 

x sur la nappe que nous cons idé rons . Nous pour rons ainsi n 'étudier 

qu 'une seule nappe à la fois . 
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Soient zj et a 2 les valeurs de a pou r deux nappes part icul ières appar

tenant au m ê m e h y p e r b o l o ï d e o u à des h y p e r b o l o ï d e s différents, e t 

soient V t et V 2 les potentiels auxquels elles sont maintenues . A l o r s , si 

nous posons 

v = g ! V . - ^ V l + , ( V l - V i ) > 

xt — a 2 

les condit ions seront satisfaites sur les deux surfaces et dans tout l ' e s 

pace intermédiaire . Si nous faisons V constant et égal à V j p o u r t o u t 

l'espace situé au delà de la surface a,, V constant et égal à V 2 p o u r 

tout l 'espace situé au delà de la surface a2, nous aurons la so lu t ion 

complète dans ce cas par t icul ier . 

La force résultante en un po in t q u e l c o n q u e de l 'une o u l 'autre d e s 

nappes est 

r)V àV êl 

ou 

V . - V , c 
( 2 0 ) R j 

a , — z 2 D 2 D 3 

Si Pi est la pe rpendicu la i re abaissée du centre sur le plan tangent 

en un point q u e l c o n q u e de la surface, et si P t est le p rodu i t des d e m i -

axes de la surface, on a 

d'où l 'on tire 

I \ TJ V , — V 5 cpi 

c'est-à-dire qu 'en un poin t q u e l c o n q u e de la surface la force résultante 

est p ropor t ionnel le à la perpendicu la i re abaissée du centre sur le plan 

tangent. La densité superficiel le a se déduit de l ' équat ion 

(,9.9.) 4T:T = R . 

La quantité totale d 'é lectr ic i té répandue sur le segment intercepté 

sur une des nappes de l ' h y p e r b o l o ï d e par le plan don t l ' équa t ion est 

x — a, est 

c V ! — V 2 / a 

2 OC] — oc2 

La quantité répandue sur la totali té de la nappe infinie est d o n c 

infinie. 

Les formes l imites de la surface sont les suivantes : 

i ° P o u r x = F (k), la surface est la part ie du plan des xz, qui est 
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située du cô té posi t i f de la b r a n c h e pos i t ive de l ' hype rbo l e ayant pour 

équat ion 

( 2 4 ) 

2 ° P o u r n. -— o , la surface se rédui t au plan des y z . 

3° P o u r I = - F ( Ï ) , la surface se rédui t à la part ie du plan des 

œz qu i est du c ô t é négat i f de la b r a n c h e négat ive de l ' hype rbo l e dont 

il a été parlé plus haut. 

HyperJboIoïde à une nappe. 

En faisant p constant , nous o b t e n o n s l ' équa t ion de l 'hvper l io lo ïde à 

une nappe . Les d e u x surfaces qu i l imi tent hi c h a m p é lec t r ique doivent 

d o n c appartenir à deux h y p e r b o l o ï d e s différents. P o u r tout le reste, 

l 'é tude est la mèrne que p o u r les hype rbo lo ïdes à deux nappes ; quand 

la différence des potent ie ls est d o n n é e , la densité en un point, quel

c o n q u e de la surface est p ropor t ionne l l e à la pe rpendicu la i re abaissée 

d u centre sur le plan tangent, et la quanti té totale répandue sur la 

nappe infinie est infinie. 

Les formes l imi tes de la surface sont les suivantes : 

i ° Q u a n d ¡3 = o , la surface est la partie du plan des xz c o m p r i s e 

entre les b ranches de l ' hype rbo l e don t l 'équat ion a été donnée plus 

haut ( 2 4 ) . 

2° Quand p ~ F ( £ ' ) la surface est la partie du plan des xy ex té 

r i eure à l 'e l l ipse h o m o f o c a l e don t l ' équat ion est 

( 2 5 ) — H J- — : - I . 

Ellipsoïdes. 

Y est constant p o u r un e l l ipsoïde donné . Si deux el l ipsoïdes Yi et 

Ya sont maintenus à des potent ie ls V j et V s , nous avons en un point 

q u e l c o n q u e y de l 'espace in te rmédia i re 

( A 6 ) Y 

La densité superficielle en un p o i n t q u e l c o n q u e est 

_ i V , — V s cp. 

4 ^ V I - R , P. 

o ù p3 est la pe rpend icu la i re abaissée du centre sur le plan tangent, et 

P 3 le p r o d u i t des demi-axes . 
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CAS PARTICULIERS. 2 8 9 

La charge totale d 'é lec t r ic i té répandue sur l 'une ou l 'autre des deux, 

surfaces est donnée par 

( 2 8 ) Q I = c Y l = V ; ? = _ Q i ; 

ï i — Ta 

cette charge est finie. 

Si y — F ( / l ) , la surface de l ' e l l ipsoïde est à l'infini dans tous les 

sens. 

Si l 'on fait Vj = o et •jîz=V 'k), on t rouve p o u r la quanti té d ' é l e c 

tricité qui charge un e l l ipso ïde maintenu au potent ie l V au mi l ieu 

d'un champ indéfini 

<*9) Q = c F ( * P ^ -

La forme limite de l ' e l l ipsoïde se présente quand 7 — o ; alors la 

surface se rédui t à la partie du plan des xy intér ieure à l 'el l ipse h o -

mofocale dont l ' équat ion a été donnée plus haut ( a j ) . 

La densité superficielle sur chacune des faces du plateau e l l ip t ique 

représenté par l 'équat ion ( a 5 ) et don t l ' excent r ic i té est k est 

0°) 1 — — , . — - — = > 

et sa charge est 

<>>) Q = c 
V 

F T A - t 

Cas particuliers. 

l o i . Si c reste fini, tandis que b et par suite k décroissent jusqu ' à 

devenir finalement nuls , le système de surfaces se t ransforme de la 

manière suivante : 

L 'axe réel et l 'un des axes imaginai res de chacun des h y p e r b o l o ï d e s 

à deux nappes décroissent indéf iniment , et, à la l imi te , la surface se 

réduit à d e u x plans se coupan t suivant l 'axe des z. 

La quanti té a devient ident ique à 6, et l 'équat ion des plans m é r i 

diens auxquels se rédui t le p remie r système est 

( J 2 ; , — = O. 
s i n 2 a c o s 2 a 

Pour la quanti té fi, si nous e m p l o y o n s la définition donnée à l ' équa

tion ( - ) ( § 1V7) , nous t rouvons une valeur infinie de l ' intégrale pou r 

la l imite infér ieure . Afin d 'évi ter cette difficulté, nous définirons ¡3, 

Tr. d'Electr. et de Magn., 1. 1 9 
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2 Q 0 I ' e P A R T I E , CHAP. X . — SURFACES BU DEUXIÈME DEGRÉ, E T C . 

dans ce cas par t icul ier , c o m m e étant la valeur de l ' in tégrale 

Ç c dXi 
A , x V c ' - ^ ï 

Si maintenant nous faisons ~k2 — c sincp, ¡3 dev ien t 

-—!— — log cot f G; 
. „ sin o ' 

d ou 

COSO ; —r 51 
eP - , - e~P 

et par suite 

E t si nous dés ignons la quanti té exponent ie l le i ( e P - i - e _ P ) sous l e 

n o m de cosinus hyperbolique, o u , plus b r i èvemen t , à1 hypocosinus àa 

P ( o u c o s h j î ) , et la quanti té - j ( e 3 — e ~ P ) sous le n o m cVhyposinus 

o u s i n h p , et si, de m ê m e , nous e m p l o y o n s d 'autres fonct ions du 

m ê m e genre analogues aux: fonc t ions t r i gonomé t r iques ordinaires, 

À 2 = c séch j i , et l ' équat ion du système d ' h y p e r b o l o ï d e s à une nappe est 

(35) - 3 , ' + ' ' " -
( s c c h p ) 2 ( t a n g h S ) 2 

La quanti té -y se rédui t à 4s de sorte que ) . 3 = c cosécY, et l 'équat ion 

du système d 'e l l ipso ïdes est 

(36) f ! ± Z l + _ f * = c » . 
sec2"/ tan g 2 y 

Les e l l ipsoïdes de ce genre , qu i sont des figures de révolu t ion au 

tour de leurs axes con jugués , sont appelés ellipsoïdes planétaires. 

La cha rge é lec t r ique d 'un e l l ipsoïde planétaire main tenu au po ten

tiel V au mi l ieu d'un c h a m p indéfini est 

( 3 7 ) Q = ^ ' 

où cséc-f est le r ayon equator ia l , et ctang-f le rayon p o l a i r e . 

Si ·[ — o , la figure est un d i sque c i rcula i re de rayon c , et 
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a = log tang 
'I 

d'où 

( ¡ 0 ) \ \ c tang h a, 

et l 'équation des h y p e r b o l o ï d e s de révo lu t ion à d e u x nappes devient 

X1 jï \-z* 

(4") tan g h 2 a s éch 2 c 

La quantité ¡3 se rédu i t à <p, et chacun des h y p e r b o l o ï d e s à une 

nappe se rédui t à un c o u p l e de plans se c o u p a n t suivant l ' axe des x, 

et ayant pou r équat ion 

( 4 2 ) 
s in 2 ¡3 cos 2 ¡3 

C'est un système de plans mér id iens o ù (3 est la l ong i tude . 

La quantité y, définie c o m m e à l ' équat ion ( 7 ) du § 14-7, devien

drait infinie à la l imi te infér ieure : p o u r évi ter cet te diff icul té , nous 

r °° d\ 
R — ' 

• Si donc nous pos ons X 3 — cséci j ; , nous t rouvons 

d'où ) . 3 = ^ c c o t h Y , et l ' équat ion de la famil le d 'e l l ipsoïdes est 

(¿¡3) ? h ~ _ C-2 

cot h 2 y cosénh 2 Y 

Ces el l ipsoïdes, dans lesquels l 'axe de révo lu t ion est l 'axe transverse, 

sont appelés ellipsoïdes en œuf. 

La charge é lec t r ique d 'un e l l ipsoïde en œ u f maintenu au p o t e n 

tiel V au mi l ieu d'un c h a m p indéfini est dans ce cas , d 'après l ' équa

tion ( 2 9 ) , 

V 
c —^a 

M ) r' dit 

d,i. 8 1 1 1 H* 7 + » 

où c séc^o est le rayon pola i re . 

Si nous désignons par A i e rayon pola i re , par B le rayon équator ia l , 

152. Deuxième cas. — Soi t J = c ; alors k = i et k' = o , 

- aO 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



292 VE P A R T I E , CHAP. X . — SURFACES DU DEUXIÈME DEGRÉ, E T C . 

le résultat p récéden t devient 

( 4 5 ) Y ^ H 2 · 

13 

Si le rayon équator ial est très peti t , c o m p a r a t i v e m e n t au rayon p o 

laire, c o m m e dans un fil don t les bou t s seraient arrondis 

A V 
( 4 6 ) Q = l o ^ A - T o i ï r 

Si b et c s 'annulent, l eu r rappor t restant fini, le système de surfaces 

se rédui t à deux, systèmes de cônes c o n f o c a u x , et un système de sphères 

don t le rayon est inversement p ropo r t i onne l à 7 . 

Si le rappor t de b à c est zéro ou un, le système de surfaces se ra

mène à un système de plans mér id iens , un système de c ô n e s droits 

ayant l 'axe c o m m u n , et un sys tème de surfaces sphér iques c o n c e n 

t r iques , don t le rayon est inversement p r o p o r t i o n n e l à y. C'est le sys

tème ordinai re des c o o r d o n n é e s pola i res sphér iques . 

Surfaces cylindriques. 

153 . Q u a n d c est infini, les surfaces sont des cy l indres don t les gé

nératr ices sont parallèles à l 'axe des z. 

L'un des systèmes de cyl indres est h y p e r b o l i q u e : c 'est celui auquel 

se réduisent les h j p e r b o l o ï d e s à d e u x nappes . C o m m e p o u r c 00 , 

k = o et par suite 6 - - a, l ' équat ion de ce système do i t être 

^"*' ) s i n 2 a c o s 2 a 

L'autre système est e l l ip t ique , et, pu i sque p o u r k — o, p se réduit à 

dl. 

l ' équat ion de ce système est 

ou 
1,-= b c.osh'i, 

( 4 8 ) i o T î i ^ + M H / V ; ; = H L -

Ces d e u x systèmes sont représentés à la Pl. A". 

Paraboloides confocaux. 

154. Si, dans l ' équat ion générale , on transporte l ' o r ig ine des c o o r -
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20,4 I r e P A R T I E , CHAP. X . — SURFACES DU DEUXIEME DEGRÉ, ETC. 

données en un p o i n t q u e l c o n q u e de l 'axe des x, à une distance t du 

centre , et si à x , X, b et c on substi tue t 4 - x , t -h A , Í + i et Í + C, 

puis que l 'on fasse c ro î t r e t indéfiniment , on ob t i en t , à la l imi te , l 'équa

t ion d'un système de pa rabo lo ides don t les foyers sont les points 

x — b et œ = c , et don t l ' équat ion est 

Y2 

( 4 9 ) 4 0 — ' - ' 
X — 6 X — C 

Si l 'on appel le le paramètre var iable X p o u r le p remie r système de 

pa rabo lo ides e l l ip t iques , p. p o u r les pa rabo lo ides hype rbo l iques , et v 

p o u r le second système de pa rabo lo ides e l l ip t iques , on aura, dans 

l 'ordre des grandeurs croissantes : X, b, ¡I , c , V et 

( 5 o ) \ y c-^b 

, / ( C —X)(C — U.) (V — C) 

F — 6 

P o u r éviter les valeurs infinies des intégrales ( 7 ) , on p r e n d dans 

d'autres l imites les intégrales cor respondan tes du système de pa rabo 

lo ides . 

On pose dans ce cas 

rb d\ *~X v/(¿3TXK7̂X)' 
3 = r _̂  
' -'À v / ( [ A - & ) ( c - u ) ' 

-_ X -H U. V — C — b, 

7 = 

De là on tire 

J c v/(v — 6 ) (v — c ) 

X = L ( c - t - f o ) — l ( c — í ) cos h à, 

( 5 i ) < u . = - ; ( c - ( - 6 ) — i ( c — 6 ) c o s P. 

Y - - y ( c -t- ¿ ) - H 7 ( c — 6 ) eos JI y. 

/ 2; — A. (C -+- 6 ) -i- I ( c — ¿ ) ( c o s h Y — eos P — eos ha) , 

( 5 a ) ) j = 2 ( C - 6 ) s i n h í S ¡ n | c o s h ^ , 

i a 3 . , y 
f ^ = 2 (Í; — 6 1 eosh - e o s - s i n h - -
1 ' 2 2 2 

Si I = c , ON A le cas des pa rabo lo ides de révolu t ion autour de l 'axe 
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PARABOLOIDES CONFOCAUX. 2 0 , 5 

des x, et 

I x = a ( e 2 * — e 2 Y), 

y ~ j a e ' + T c o s p, 

.z = a a e ^ Y s i n p. 

Les surfaces p o u r lesquel les fi est constant sont des plans passant 

par l 'axe et faisant un angle p avec un plan fixe passant par l ' axe . 

Les surfaces pou r lesquel les a est constant sont des pa rabo lo ides 

con focaux . Si a — — o c , le pa r abo lo ide se rédui t à une l igne dro i te 

s'arrêtant à l ' o r ig ine . 

Nous p o u v o n s aussi t rouver les valeurs a, ¡5, y en fonc t ion de r , 

fi et tp, c o o r d o n n é e s pola i res sphér iques rapportées au foyer c o m m e 

or ig ine , et à l 'axe des paraboles c o m m e axe de la sphère 

=c = l o g ( r * c o s { B ) , 

y = l o g ( r * s i n i f l ) . 

Nous p o u v o n s c o m p a r e r le cas où le potent ie l est égal à a à l 'har

monique so l ide zonal r'Q¿. T o u s deux satisfont à l ' équat ion de Laplace 

et sont des fonct ions h o m o g è n e s de x, y, z\ mais , dans le cas qui se 

déduit des pa rabo lo ides , il y a une discont inui té sur l ' axe , et il n 'existe 

point de différence finie entre zéro et la valeur de i. 

La densité superficielle sur un pa rabo lo ide é leclr isé p lacé au mi l ieu 

d'un champ indéfini ( y compr i s le cas d 'une l igne dro i te s 'étendant à 

l'infini dans une d i r e c t i o n ) est inversement p ropor t ionne l l e à la racine 

carrée de la distance au foyer o u , dans le cas d e l à l igne dro i te , de la 

distance à l ' ext rémité de la l igne . 
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CHAPITRE XI. 

T H É O R I E DES I M A G E S É L E C T R I Q U E S E T D E L ' I N V E R S I O N 

É L E C T R I Q U E . 

155. Nous avons déjà mon t ré q u e , quand une sphère conduc t r i c e est 

soumise à l ' influence de charges é lec t r iques dis t r ibuées d'une ma

nière dé te rminée , la d i s t r ibu t ion de l ' é lec t r ic i té à la surface de cette 

sphère peut être dé te rminée par la m é t h o d e des ha rmon iques sphér iques . 

A cet effet, on d é v e l o p p e le potent iel du système agissant en une 

série d ' ha rmon iques sol ides de degré pos i t i f ayant p o u r or ig ine le 

cent re de la sphère , et l 'on t rouve alors une série cor respondante 

d ' h a r m o n i q u e s sol ides de degré négatif, qu i représente le potent ie l dû 

à l 'é lectr isat ion de la sphère . 

A u m o y e n de cet te puissante m é t h o d e d'analyse, Po i s son réussit à 

dé te rminer l 'é lectr isat ion d 'une sphère soumise à l ' influence d'un 

sys tème é lec t r ique donné , et résolut m ê m e le p r o b l è m e plus difficile 

de la dis t r ibut ion sur deux: sphères c o n d u c t r i c e s en p résence l 'une de 

l 'autre. Ces études ont été poursu iv ies en détail par Plana et par 

d 'autres , qu i on t conf i rmé l ' exac t i tude des résultats de Po i s son . 

Si l ' on app l ique cet te m é t h o d e an cas le plus é lémentaire , celui 

d 'une sphère soumise à l 'act ion d 'un po in t électr isé unique , il faut 

d é v e l o p p e r le potent ie l dû à la cha rge de ce poin t en une série d 'har

m o n i q u e s sol ides , puis dé te rminer une d e u x i è m e série d 'harmoniques 

so l ides qu i représentent le potent ie l extér ieur dû à l 'électr isat ion de 

la sphère . 

Il ne semble pas qu ' aucun des ma thémat ic i ens n o m m é s ci-dessus 

ait r emarqué que cette s econde série représente le potent ie l dû à un 

p o i n t électrisé imagina i re : ce p o i n t n'a pas d ' ex i s tence phys ique , 

en tant que po in t é lect r isé , mais il peu t être appelé une image é lec

t r ique , car l 'act ion de la surface sur les poin ts extér ieurs est la même 

q u e produi ra i t le p o i n t électrisé imagina i re si l 'on enlevait la surface 

sphér ique . 

Cet te découver t e paraît avo i r été réservée à Sir W i l l i a m T h o m s o n 

qu i en a fait sort ir une m é t h o d e d 'une grande puissance p o u r la so lu 

t ion des p r o b l è m e s é lec t r iques , suscep t ib le d'être présentée sous une 

f o r m e g é o m é t r i q u e élémentaire . 
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m ê m e signe, à la Pl. II ( p . 189) quand elles sont de signes contra i res . 

Cons idérons maintenant la surface p o u r laquelle V — o , qu i est la 

seule surface sphér ique du sys tème. Si les charges e, et e 2 sont de 

m ê m e signe, cet te surface est tout entière à l ' infini; si elles sont de 

signes contra i res , il y a, à dis tance finie, un plan ou une surface sphé

r ique où le potent ie l est égal à z é r o . 

L 'équa t ion de cet te surface est 

, , « 1 « 2 

'l - 2 

et son centre est en un po in t C situé sur le p r o l o n g e m e n t de A B , et 

Dans les t ravaux o r ig inaux , publ iés dans le Cambridge and Dublin 

Mathematical Journal de i8/j8, il emplo ie les express ions de la 

théorie ordinaire des at tractions à distance, et ne se sert pas de la 

méthode des potent ie ls ni des théorèmes généraux du Chapi t re I V , 

qui cependant ont p r o b a b l e m e n t c o n d u i t à ces découver tes . A u l ieu de 

suivre la marche de l 'auteur, j e ferai c o u r a m m e n t usage de la not ion 

du potentiel et des surfaces équ jpo len l i e l l e s , toutes les fois que l ' e x 

position pourra être rendue plus claire par ce p r o c é d é . 

Théorie des images électriques. 

156. Soient A et B (fig. 7 ) deux points dans un mil ieu d ié lec t r ique 

uniforme s'étendant à l'infini : soient e^ et e% les charges respect ives 

de A et B ; soit P un po in t de l 'espace dont les distances à A et à B 

sont r, et r 2 . La va leur du potent ie l en P sera 

(0 v = î i - e i . 
f\ r-2 

Les surfaces équipotent ie l les dues à cette dis t r ibut ion é lec t r ique 

sont représentées à la Pl. I ( p . 1 8 7 ) quand les charges e, et e 2 sont de 
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tel que 
A C e\ _ 

ÏÏC ~~ ë | ' 

le rayon de cet te sphère est 

e | — el 

Les d e u x po in t s A et B sont deux poin ts r é c i p r o q u e s par rapport à 

cette sphère , c 'est-à-dire qu' i ls sont situés sur le m ê m e rayon, et que 

le rayon est une m o y e n n e p ropor t ionne l l e entre leurs distances au 

centre de la sphère . 

Pu i sque cet te surface sphér ique est au potent ie l zé ro , rien ne sera 

changé dans le potentiel d 'aucun po in t intér ieur o u extér ieur , si nous 

supposons cet te surface fo rmée d 'une c o u c h e m i n c e de métal et mise 

à la terre; les ac t ions é lect r iques resteront par tout celles qui sont 

dues aux deux points électrisés A et 13. 

Si maintenant , laissant l ' enve loppe méta l l ique rel iée à la terre, nous 

enlevons le po in t B , le potent ie l deviendra zéro p o u r tous les points 

intérieurs à la sphère , mais il restera le m ê m e p o u r tous les points ex

térieurs. En effet la surface de la sphère reste au m ê m e potent ie l que 

p r é c é d e m m e n t , et aucun changemen t n'a été apporté dans les charges 

é lect r iques extér ieures à cette sphère . 

D o n c , si un po in t électrisé A est p lacé à l ' extér ieur d 'une sphère 

conduc t r i ce main tenue au potent ie l z é r o , l 'act ion é lec t r ique sur tous 

les points extér ieurs à la sphère est la m ê m e qui serait due au point A 

et à un autre po in t B intér ieur à la sphère , que l 'on peut appeler 

l ' image é lec t r ique du po in t A . 

157. Définition d'une image électrique. — Une i m a g e é lect r ique 

est un poin t ou un système de points électr isés, situé d'un côté d 'une 

surface, et p roduisan t de l 'autre c ô t é de cet te surface une act ion élec

t r ique iden t ique à cel le qui est due à la charge effective de cette sur

face. 

En O p t i q u e , on appelle image virtuelle un po in t ou un système de 

points situés d 'un c ô t é d 'un mi ro i r o u d 'une lent i l le , qu i , s'il existait 

réel lement , émettrai t le système de rayons qu i existent effectivement 

de l 'autre cô té du mi ro i r ou de la lenti l le . 

Les images é lec t r iques co r re sponden t aux images virtuelles de 

l 'Op t ique , en ce qu 'e l les se rappor tent à l 'espace situé au delà de la 

surface. Mais elles ne leur co r r e sponden t pas en pos i t ion , ni m ê m e 

dans le rôle s implement approx ima t i f des foyers op t iques . 

Il n 'y a p o i n t d ' images é lect r iques réelles, c 'est-à-dire de points 
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point que l conque P de la surface sphé r ique : à ce t effet, nous ferons 

usage du théorème de C o u l o m b ( § 8 0 ) , q u e si R est la fo rce résultante 

et ex la densité superficiel le à la surface d 'un c o n d u c t e u r , 

R = 4 ™ , 

R étant mesuré en s 'éloignant de la surface. 

Nous pouvons cons idére r R c o m m e la résultante de deux fo rces , 

une répuls ion — ^ agissant suivant A P , et une at tract ion e y — s u i -
AP^ J PB 

vant P B . 

D é c o m p o s a n t ces forces dans les d i rec t ions de A C et C P , nous 

trouvons : 

électrisés imaginaires qui p rodu i ra i en t , dans la r ég ion située du cô té 

de la surface électrisée où ils sont e u x - m ê m e s , un effet équivalent à 

celui de cette surface é lec t r isée . 

Car si, dans une certaine rég ion de l ' e space , le potent ie l est le m ê m e 

qui serait dû à une certaine charge é l e c t r i q u e située dans cet te r ég ion , 

il ne peut être dû qu'à cet te cha rge m ê m e existant en réali té. En 

fait, la charge en un po in t peut se d é d u i r e du potent ie l aux envi rons 

de ce point , au m o y e n de l 'équat ion de P o i s s o n . 

Soient 

a le rayon de la sphère ; 

f la distance du po in t é leclr isé A au cen t r e C ; 

e. la charge de ce po in t . 

Alors l ' image du po in t est si tuée en B , sur le m ê m e ravon de la 

sphère, et à une distance ~ ; la charge d e l ' image est — EJ' 

Nous avons mon t ré que cet te i m a g e p r o d u i t , de l 'autre c ô t é de la 

surface, le m ô m e effet que la charge effect ive de la surface. IVous allons 

maintenant dé te rminer la densité superf ic ie l le de cet te charge , en un 
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P o u r les composan tes de la répuls ion , 

ef — f-r suivant A C , ea suivant CP; 
Al"' A P 

p o u r les composan tes de l 'at traction, 

EFF T . F(L^ I 

J R: BG suivant A C , -r- suivant C P . 

•> BP' J BP 

O r B P — Y À P et B C — ~Y' DE s o r t e 1 u 0 ^ e s composan tes de l'at

traction peuvent s 'écrire 
i eP r 

— ef T suivant A C , r suivant C P . 
A P a A P 

Les composan te s de l 'at traction et de la répuls ion suivant A C sont 

égales et opposées : la fo rce résultante est d o n c ent ièrement dir igée 

suivant le rayon C P . Ce résultat ne fait q u e conf i rmer ce que nous 

avions déjà é tabl i , à savoir que la sphère est une surface é q u i p o -

tentielle, c'est-à-dire une surface à laquel le la fo rce résultante est tou

j o u r s pe rpend icu la i re . 

La fo rce résultante mesurée suivant la normale C P à la surface, et 

c o m p t é e vers le c ô t é de la surface où se t rouve le po in t A , est 

P a2
 i 

( 3 ) U — e — - - — - ' 
a A P 

Si A est pris à l ' in tér ieur de la sphère , f est plus peti t que a, et il 

faut c o m p t e r R vers l ' intér ieur . O n a d o n c , dans ce cas, 

( 4 ) H . - . ? ! ^ ^ . 
a A P 

Dans tous les cas , on peut écrire 

4 0 KD i 
( 5 ) R — 

C l > À P 

o ù A D et Ad sont les segments in terceptés par la sphère sur une l igne 

q u e l c o n q u e passant par A , segments don t le p r o d u i t do i t toujours être 

c o m p t é pos i t ivement . 

158 . D e là résulte, par le t héo rème de C o u l o m b ( § 8 0 ) que la 
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T H É O R I E D E S I M A G E S É L E C T R I Q U E S . 3 o i 

densité superficielle a au po in t P est 

. . . A D . A c ? i 
( 6 ) ff = - e T - r r p "ï" 

4 A P 

La densité é lec t r ique en un po in t q u e l c o n q u e de la sphère est en 

raison inverse du c u b e de sa distance au po in t A . 

L'effet c o m b i n é de cet te d i s t r ibu t ion superficiel le et du po in t A est 

de produire : du cô té de la surface où est situé le po in t A , un p o t e n 

tiel équivalent à celui qui est dû à la charge e p lacée en A et à son 

image — y en B ; de l 'autre cô té d e l à surface, le potent ie l est nul en 

tous les points . D o n c l 'effet de cet te d is t r ibut ion superficielle prise en 

el le-même est de p rodu i r e : du cô t é de A , un potent ie l équivalent à celui 

qui est dû à l ' image — ^ placée en B ; et du cô t é o p p o s é , un po ten

tiel égal et de signe cont ra i re à ce lu i qui est dû à la cha rge e p lacée en A . 

La charge totale répandue sur la surface de la sphère est é v i d e m -

ment — , puisqu 'e l le est équivalente à la cha rge de l ' image B . 

Nous arrivons ainsi aux. théorèmes suivants relatifs à l ' ac t ion d'une 

charge d 'é lectr ic i té répandue sur une surface sphér ique , de façon que 

la densité superficielle soit en raison inverse du c u b e de la distance à 

un point A extér ieur o u intérieur à la sphère. 

Supposons la densité donnée par l ' équat ion 

( 7 ) " = ^ > 
A P 

où G est une quantité constante . D 'après l ' équat ion ( 6 ) , 

( 8 ) C = - e A ^ d . 

L'act ion de cet te d is t r ibut ion superficiel le sur un po in t séparé de A 

par la surface est égale à cel le d 'une charge é lec t r ique — e, ou 

À D T A d ' 

concentrée en A . 

Son act ion en un poin t q u e l c o n q u e situé du m ê m e cô té de la surface 

que A est égale à cel le d 'une quant i té d 'é lectr ic i té 

4 TT C 

/ / A D T A T / ' 

concent rée au po in t B , image de A . 
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La quanti té totale d 'é lect r ic i té répandue sur la sphère est égale à la 

p remiè re de ces quantités si A est intér ieur , à la s econde si A est ex

tér ieur à la sphère . 

Ces propos i t ions ont été établies par Sir W i l l i a m T h o m s o n , dans 

ses premières r echerches géomét r iques relatives à la distr ibution de 

l 'é lectr ici té dans les conduc teurs sphér iques : le lec teur devra s'y re

por ter . 

159 . Si un sys tème, p o u r leque l la d is t r ibut ion é lec t r ique est con

nue , est p lacé dans le vo i s inage d 'une sphère c o n d u c t r i c e de rayon a, 

que l 'on maint ient au potent ie l zéro en la mettant à la Terre , les 

charges dues aux difFérentes parties du sys tème se superposent . 

So ien t A , , A , , . . . les points électrisés du système, f\,j\, • • • leurs 

distances au centre de la sphère , e, , e 2 , . . . , leurs charges . Les images 

R , , R , , . . . de ces poin ts seront situées sur le m ê m e rayon que ces 

a*, a? 

points eux -mêmes , et à des d i s t a n c e s ^ * -^-^ . . . du centre de la 

sphère : leurs charges seront 

a a 
" / : "'•/•• • · • 

A l ' ex tér ieur de la sphère , le potent ie l dû à la d is t r ibut ion superfi

cie l le sera le m ê m e qui serait p rodu i t par le système des images B n 

B 2 , . . . . Ce système est appelé , par suite, l ' image é lec t r ique du sys

tème A i , A 2 , . . . . 

Si, au l ieu d'être au potent ie l zé ro , la sphère est au potent iel V , il 

faut encore superposer une c o u c h e répandue sur sa surface extérieure 

avec la densité superficielle un i forme 

V 
CJ = · 

4 TC a 

L'effet de cet te c o u c h e sur tous les poin ts extér ieurs à la sphère 

sera égal à celui d 'une quanti té d 'é lec t r ic i té V a p lacée au cent re ; en 

tous les points intérieurs, le potentiel sera s implement augmenté de V . 

La cha rge totale de la sphère due au système de points agissants 

extérieurs A , , A 2 , . . . , est 

/ \ r VR A A 

d ' o ù l 'on peut tirer soit la charge E, soit le potent ie l V , suivant que 

l 'un ou l 'autre est donné . 

Si le système électrisé est intér ieur à la surface sphér ique , la charge 
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 (p - « 2

 y- J ~ /« L AP - « 2
 Y1 \ 

Par suite la fo rce qui s 'exerce entre le po in t et la sphère est toujours 

une attraction dans les cas suivants : 

i° Quand la sphère n'est pas isolée ; 

( l ) Cette discussion sera peut-être plus facile à comprendre, si l'on considère 

le problème comme un exemple à l'appui du n° 8G- Supposons que ce qu'on ap

pelle point électrisé soit en réalité un petit conducteur sphérique, de rayon b et 

de potentiel ç. On a ainsi un cas particulier du problème des deux sphères, dont 

une solution a déjà été donnée au § 14G et dont une autre sera donnée au § 173. 

Dans le cas actuel, le rayon b est si petit que l'on peut regarder la charge du 

petit conducteur comme distribuée uniformément sur sa surface, et Ton peut 

négliger les images électriques du petit conducteur, sauf la première. 

On a ainsi C f 

y y L 

E + 4 
f ea e 

L'énergie du système est donc ( § 8 5 ) 

E» E e e ! T i a" 

h -2a / 2 lb j> (/'-«<). 

Au moyeu de l'équation précédente, ou peut aussi exprimer l'énergie en fonction 

des potentiels; ce qui fait, à la même approximation, 

induite sur la surface est égale et de signe contrai re à la cha rge in 

ductr ice, ainsi que nous l 'avons démont ré p o u r toute surface fe rmée 

soumise à l 'act ion de points intérieurs . 

Î G O ( ' ) . Un po in t électrisé e p lacé à une distance J du centre plus 

grande que le rayon a de la sphère , et la cha rge de la surface sphé -

rique due tant à l ' inf luence du p o i n t électr isé qu'à la charge p ropre 

de la sphère, exercen t l 'un sur l 'autre une act ion mutuel le dans la

quelle l 'énergie est 

, , Ee I e 2 a 3 

/ ^PU— A') 

où V est le potent ie l et E la cha rge de la sphère . 

La répuls ion entre le p o i n t électr isé et la sphère est d o n c , d 'après 

le § 92, 
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Xa - - r. f : - I = ' > - e. " / | . 

!] -i^a2
 L JU —a) J 

U - a) La densi té au po in t de la sphère le plus é lo igné du po in t électrisé 

est 

< I 3 ) <r., = \ \ a - e ./ \ ^ - - L - ! - e -

4-«- L </-'- a ? \ 4^«2 Y fLf-"-- af 

L o r s q u e la charge E de la sphère est c o m p r i s e entre 

a?(3f—a) a2(3/-i-a) 
l 'é lectr isat ion est négat ive auprès du po in t électr isé, et posi t ive sur la 

part ie o p p o s é e , l l y a une l igne c i rcu la i re qu i sépare les parties de la 

surface électr isées pos i t i vemen t et néga t ivement , et cet te l igne est une 

l igne d ' équ i l i b re . 

Si 

( ' 4 ) K e a \ - > . ,,· / 

la surface équipotent ie l le qu i c o u p e la sphère suivant la l igne d 'équi

l ib re est une sphère don t le cen t re est au po in t électr isé, et dont le 

rayon est égal à ff-— a2-

Les lignes de force et les surfaces équipotent ie l les cor respondant à 

ce cas sont données à la Pl. IV. 

2 ° Q u a n d elle n'a pas de c h a r g e ; 

3° Q u a n d le poin t électrisé est très vois in de la surface. 

P o u r que la fo rce soi t répuls ive , il faut que le potent ie l de la sphère 

soit pos i t i f et p lus grand q u e c JjlT—~5^ï '
 c^ l 1 1 " ^ a s p ' 1 ^ r R a i t u n K 

charge de mente siîrne nue r, et plus ffrancle q u e e - , , . - • 

B 1 t o i fiji^aty 

A u po in t d ' équ i l ib re , l ' équ i l ib re est ins table , la fo rce devenant une 

at traction si les co rps sont r app rochés , une répuls ion s'ils sont plus 

é lo ignés . 

Si le po in t électrisé est intérieur à la surface sphér ique , la force qui 

agi t sur lui va toujours en s 'é lo ignant du centre de la sphère, et elle a 

p o u r valeur 
e 2 a.f 

La densité superficiel le au po in t de la sphère le plus rapproché du 

poin t électr isé, quand ce po in t est ex tér ieur à la sphère, est 
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IMAGES DAKS UNE SURFACE PLANE CONDUCTRICE INDÉFINIE. 3o5 

Images dans une surface plane conductrice indéfinie. 

161. Si les deux poin ts électr isés A et B du § 1SG sont chargés de 

charges é lectr iques égales et de signes contra i res , la surface de poten

tiel zéro sera un plan dont tous les points sont éga lement distants de 

A et B. 

Si donc A est un po in t éleclvisé don t la charge est e, et A D une 

perpendiculaire au plan; que sur A D p r o l o n g é on prenne un po in t B 

tel que A D = D B , et que l 'on p lace en B une charge — e, cet te charge 

placée en B sera l ' image de A ; elle p rodu i r a , sur t ous l e s points situés 

du même cô té que A par rappor t au plan, un effet ident ique à celui 

F i s . 8. 

de la charge actuelle de ce plan. En effet, du cô té de A , le potent ie l dû 

à A et B satisfait aux c o n d i t i o n s que V 2 V — o en tous les poin ts sauf A , 

et que V = o dans le plan. O r il n 'y a qu 'une fo rme de V qui puisse 

satisfaire à ces c o n d i t i o n s . 

P o u r dé terminer la fo rce résultante en un po in t P du plan, obser

vons qu 'e l le est la résultante de deux forces égales chacune à s · 
A P 

agissant l 'une suivant A P , et l 'autre suivant P B . D o n c la résultante 

de ces forces est d i r igée paral lèlement à A B , et est égale à 

A B 

A P " 

e 
2 

A P 

D o n c la fo rce résultante R , mesurée depuis la surface vers la partie 

de l 'espace où est situé le poin t A , est 

( . 5 ) R = -

Tr. d'Electr. et de Magn., I. 

Â P J 
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3o6 I r 0 P A R T I E , CHAP. X I . — THÉORIE DES IMAGES, E T C . 

et la densité au po in t P est 

( 1 6 ) <r = - - — s -
2 7 T . A P 

De l'inversion électrique. 

162. La méthode des images é lec t r iques c o n d u i t d i rec tement à une 

mé thode de t ransformation au moyen de laque l le on peu t déduire 

d 'un p r o b l è m e don t la so lu t ion est c o n n u e la so lu t ion d 'un nombre 

q u e l c o n q u e d'autres p r o b l è m e s . 

T \ous avons vu qu 'un po in t p lacé à la distance r du centre d'une 

sphère de rayon R a p o u r image un autre p o i n t situé sur le même 

rayon à une distance r ' , t e l l e que r r ' = R a . D o n c l ' image d 'un système 

de poin ts , de l ignes o u de surfaces se dédu i t du système pr imit i f par 

la mé thode connue, en Géomét r i e sous le n o m de méthode d'inversion, 

laquelle a été décr i t e par Chasles, Sa lmon et d'autres mathématiciens. 

Fig- 9-

A 

Si A et B sont deux poin ts , A ' et B ' leurs images , par rappor t au 

centre O d 'une sphère d ' invers ion de rayon R , 

O A . O A ' = R 2 = O B . O B ' . 

D o n c les triangles O A B , O A ' B ' sont semblab les , et 

A B _ O A _ O B _ O A . O B 

A ' B ' — O B ' " O A ' — R2 

Si la quanti té d 'é lec t r ic i té e est p lacée en A , son potent ie l sur B sera 

V = 
A B 

Si e' est placé en A ' , son potent ie l en B ' sera 

A ' B ' 

Dans la théor ie des images é lec t r iques 

e _ O A _ R 

E' ~ R ~ O A ' ; 
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DE L'INVERSION ÉLECTRIQUE. 

d'où l 'on tire 

. , V _ R 
('/•; V ' ~ O B ' 

c'est-à-dire que le potent ie l sur B de la charge é lec t r ique de A est 

au potentiel sur l ' image de B de l ' image é lec t r ique de A c o m m e R est 

à O B . 

Puisque ce rapport ne dépend que de O B et non de O A , le po t en 

tiel sur B dû à un sys tème q u e l c o n q u e de corps électr isés est au p o 

tentiel sur B ' dû à l ' image de ce système dans le rappor t de B à O B . 

Si r est la dis tance au centre d'un po in t q u e l c o n q u e A et r1 celle de 

son image A ' ; si e est la cha rge de A , e t e ' cel le de A ' ; si L , S, K sont 

des éléments de l o n g u e u r , de surface et de v o l u m e en A , L ' , S', K ' 

leurs images en A ' ; si X, a, p, X', a', p' sont les densités l inéaires , su

perficielles et de v o l u m e cor respondantes en ces deux p o i n t s ; si V est 

le potentiel en A dû au système primit if , et V le potent ie l en A ' dû 

au système inverse , on a 

0 8 ) 0 ) 

r' V _ R 2 r"i 

r L" ÏÏï' 

S' R 1 r"> K' Rs 

S _ r1 ~ R* ' K ~ ^6 - w> 

e' R r' X' r R 

e r ~ R ' X ~ R 
•— —.3 

r 
a1 

r ¡ R3 ¿ _ rS 

a R* - pï' 
P R 7 

V r R 

V R r' m 

Si, dans le système pr imit i f , une certaine surface est la surface d 'un 

conducteur , et a par suite un potent ie l constant P , son image dans le 

système transformé aura un potent ie l P —,· Mais , en plaçant au cent re 

d ' inversion O une quanti té d 'é lect r ic i té égale à — P R , le po ten t ie l de 

la surface t ransformée est rédui t à z é r o . 

Si d o n c on connaî t la d is t r ibut ion é lec t r ique sur un c o n d u c t e u r 

isolé dans l 'espace indéfini, et chargé au potent ie l P , on peu t t rouver 

par invers ion la d is t r ibut ion sur un c o n d u c t e u r don t la f o r m e est 

l ' image du p remier , lo r sque ce c o n d u c t e u r mis à la Terre est soumis 

à l ' influence d 'une charge — P R placée au centre d ' invers ion . 

(') Voir T H O M S O N et T A I T , Natural Philosophy, § 515. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



1G3. V o i c i que lques théorèmes de G é o m é t r i e fort utiles lorsque l 'on 

é tudie les cas d ' invers ion . 

T o u t e sphère se t ransforme par invers ion en une autre sphère, à 

moins qu 'e l le ne passe par le cent re d ' invers ion , auquel cas elle se 

t ransforme en un plan. 

Si a et a1 sont les distances au cent re d ' invers ion des centres des 

deux sphères dont les rayons sont a et a', et si l 'on appelle puissance 

d 'une sphère par rapport à un cent re d ' invers ion le p rodu i t des seg

ments interceptés par la sphère sur une l igne passant par le centre 

d ' invers ion , la puissance de la p r emiè re sphère est a 2 — a 2 , et cel le de 

la s econde est a ' 2 — a' 2. N o u s avons dans ce cas 

a' _ a' _ R2 _ a' 2 — Ï ' 2 

( ' I 9 ) a ~ â ~ a* — a s -

c'est-à-dire que le rappor t dçs distances des centres de la p remière et 

de, la .seconde sphère est égal au rappor t de leurs rayons , et au rapport 

de la puissance de la sphère d ' invers ion à la puissance de la p remière 

sphère , ou au rappor t de la pu i ssance de la s econde sphère à la puis 

sance de la sphère d ' invers ion . 

L ' i m a g e du cent re d ' invers ion par rappor t à une sphère est le poin t 

inverse du centre de l 'autre sphère. 

Dans le cas o ù les surfaces inverses sont un plan et une sphère, la 

pe rpend icu l a i r e abaissée du centre d ' invers ion sur le plan est au rayon 

d ' invers ion c o m m e ce rayon est au d iamètre de la sphère ; la sphère a 

son centre sur cet te pe rpend icu la i re , et passe par le centre d ' invers ion. 

U n e c i r con fé rence se t ransforme en une autre c i r confé rence , à 

m o i n s qu 'e l le ne passe par le cent re d ' i nve r s ion ; elle devient alors 

une l igne d ro i t e . 

L ' ang le de deux l ignes ou de d e u x surfaces à leur po in t d ' intersec

t ion n'est po in t altéré par l ' invers ion . 

T o u t ce rc le qui passe par un po in t et par l ' image de ce po in t prise 

par rappor t à une sphère est o r t h o g o n a l à cet te sphère . 

D o n c , tout ce rc le qu i passe par un po in t et est o r thogona l à la 

sphère passe par l ' image du po in t . 

164. On peut , en appl iquant la m é t h o d e d ' invers ion , dédui re de la 

d is t r ibut ion un i fo rme à la surface d 'une sphère isolée qu i n'est soumise 

à aucune i n f l uence ra d is t r ibu t ion à la surface d 'une sphère non isolée 

soumise à l ' influence d'un p o i n t é lectr isé . 

Si le po in t électrisé est placé en A , on le p rend c o m m e centre 

d ' invers ion ; et, s'il est placé à une dis tance f d e l à sphère de ra} 'on a, 
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DE L'INVERSION ÉLECTRIQUE. " 3og 

la figure inverse sera une sphère de rayon a', don t le centre est à une 

d i s t a n c e / ' , avec les relat ions 

Le centre de chacune de ces sphères co r respond au poin t inverse de 

l'autre par rappor t à À , c 'est-à-dire que si C est le centre et B le po in t 

inverse de la p remière sphère , G' sera le po in t inverse et B ' le centre 

de la seconde sphère . 

Or soit e' une cha rge é lec t r ique donnée à la s econde sphère , et non 

soumise à des forces extér ieures . Elle se distr ibuera un i fo rmémen t 

sur la sphère, avec une densité superficielle 

( 2 0 " = 7 —r:, · 

Son action sur tout p o i n t extér ieur à la sphère sera iden t ique à 

celle d'une charge e' p lacée au centre B ' de la sphère. 

Sur la surface sphér ique et à l ' intérieur, le potent ie l est une quan 

tité constante 

Transformons le système : le centre B ' devient alors le po in t i n 

verse B , et la charge e' de B ' devient e ' ^ en B ; et en tout po in t sé

paré de B par la surface, le potent ie l est celui qui est dù à cet te 

charge p lacée en B . 

Le potentiel en un po in t q u e l c o n q u e P situé sur la surface o u du 

même côté que B par rappor t à cet te surface, est dans le système 

transformé 

^ A 
a' A P ' 

Si maintenant on superpose à c e système une charge e p lacée en A , 

e étant égal à 

(a3) e = — ^ , R, 

le potentiel se rédui t à zéro sur la surface m ê m e et sur tous les points 

situés du m ê m e cô té que B . P o u r tous les points situés du m ê m e cô té 

que A , le potent ie l est le m ê m e qui serait dû à une charge e en A , 

et à une charge e' située en B . 
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( 2 6 ) 

4 T r a A P 

Sur les systèmes finis d'images successives. 

165. Si d e u x plans conduc teu r s se c o u p e n t sous un angle qui soit 

un sous-mult iple de deux droi ts , i l y a un système d ' images en 

n o m b r e fini qu i dé te rmine c o m p l è t e m e n t la d i s t r ibu t ion . 

Soi t , en effet, A O B une sect ion des plans conduc teu r s normale à 

leur in tersect ion, et soient A O B = — l 'angle d ' in tersect ion, P le point 

é lectr isé , P O — r e£ P O B ^ = : 0 . Menons un ce rc l e de centre O et de 

rayon O P , et che rchons les poin ts qu i sont les images successives de P 

Fig. io. 

dans les deux plans, en c o m m e n ç a n t par O B . Nous t rouvons ainsi Q t 

pour l ' image de P dans O B , P 2 p o u r l ' image de Q , dans O A , Q 3 pour 

cel le de P 2 dans O B , P 3 pou r cel le de Q 3 dans O A , et Q 2 p o u r celle 

de P 3 dans O B . 

Mais 

, R a' a 
0 4 ) e ? = - e 7 = - e r 

ainsi que nous l 'avons vu plus haut , à p r o p o s de la charge de 

l ' image B . 

P o u r t rouver la densité en un po in t q u e l c o n q u e de la première 

sphère , nous avons 

R 3 

( 2 5 ) » = » ' = ¡ 1 

A P 

et, substi tuant à a' son express ion en fonc t ion d e quanti tés apparte

nant à la p remiè re sphère , nous t rouvons la m ê m e valeur qu 'au § 158 

_ eip — aX) 
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SUR LES SYSTÈMES FINIS D'IMAGES SUCCESSIVES. 3 l l 

Si nous avions c o m m e n c épar l ' image de P dans A O , et que A O B satis

fît à la cond i t ion d'être une partie al iquote de deux angles droi ts , nous 

aurions t rouvé les mêmes points dans l 'ordre inverse Q 2 , P 3 , Q 3 , P 2 , Q I -

En effet, les images de deux en deux P 1 ; P 2 , P 3 , . . . sont sur le 

cercle, à des distances angulaires égales à 2 A O B , et les images inter

médiaires Q T , Q 2 , Q 3 sont à des intervalles de m ê m e grandeur . D o n c , 

si 2 A O B est une part ie a l iquote de 271, il y aura un n o m b r e fini 

d ' images, don t aucune ne tombera à l ' intérieur de l 'angle A O B ; mais , 

si A O B n'est pas une part ie a l iquote de T Ï , il sera imposs ib l e de repré

senter la d is t r ibut ion existante au m o y e n d 'un n o m b r e fini de points 

électrisés. 

Si A O B — ^> il y aura n images négatives Q 1 ; Q 2 , . . . , toutes égales 

et de signe cont ra i re à P , et « — 1 images pos i t ives , toutes égales et 

de même signe. 

L'angle c o m p r i s entre deux images de m ê m e signe consécut ives 

est — · Si nous cons idé rons l 'un ou l 'autre des plans conduc teurs 

c o m m e plan de symétr ie , nous v o y o n s que les images posi t ives et 

négatives sont p lacées symét r iquement , par r a p p o r t a ce plan, en sorte 

qu'à chaque image pos i t ive co r respond une image négat ive p lacée 

sur la m ê m e normale , à une dis tance égale, de l 'autre cô té du plan. 

Si, maintenant, nous t ransformons ce système par rapport à un 

point q u e l c o n q u e , les d e u x plans deviennent deux sphères, o u une 

sphère et un plan se coupan t sous l 'angle - > le po in t agissant P étant 

compris dans ce t angle . 

Les images success ives sont situées sur le ce rc le qu i passe par P et 

qui c o u p e o r thogona lemen t les deux sphères. 

P o u r t rouver la pos i t ion des images , nous p o u v o n s faire usage du 

pr incipe qu 'un po in t et son image sont sur le m ê m e rayon de la sphère : 

nous sommes condui t s à mener des co rdes successives dans ce ce rc l e , 

en partant de P et en passant par le centre de chacune des deux sphères 

alternativement. 

Pou r t rouver la cha rge qu ' i l convien t d 'at tr ibuer à c h a q u e image , 

prenons un po in t q u e l c o n q u e du cerc le d ' intersect ion : la charge de 

chaque image est p ropor t ionne l l e à sa distance à ce po in t , et son 

signe est pos i t i f ou négatif, suivant qu 'e l le appartient au premier ou 

au second système. 

166. JNous avons ainsi t rouvé la d is t r ibut ion des images , lo r squ 'on 

soumet à l ' influence d'un po in t é leclr isé un conduc t eu r fo rmé de deux 
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Fig. i i . 

E i" I cl q A 

images est au centre du second c e r c l e . 

P o u r t rouver les images négat ives , menons D P , D Q , . . . , faisant 

avec la l igne des centres des angles - , — , L ' in tersec t ion de ces l i -
a ° Il 11 

gnes avec la l igne des centres donnera la pos i t ion des images négatives, 

et la charge de chacune d'elles sera représentée par sa dislance à D . 

La densi té superficielle en un p o i n t q u e l c o n q u e de l 'une ou l'autre 

des sphères est la s o m m e des densités dues au système d ' images. 

Ains i , la densité superf iciel le en un poin t q u e l c o n q u e S de la sphère 

qui a son cent re en A est 

i H - ( Â D 2 - Â B 2 )
 D B

3 + (ÂlT - A C 2 ) ™ + . . . , 

l iS E S 

où A , B , C , . . . sont les images de la série pos i t ive . 

4-JTDA 

sphères se coupan t sous un angle - , et maintenu au potentent iel zéro . 

D e là nous p o u v o n s dédui re , par invers ion , le cas d'un conducteur 

fo rmé de deux segments de sphère se coupan t sous un angle rentrant égal 

à - J chargé au potent ie l unité et p lacé dans l 'espace indéfini . 

A ce t effet, t ransformons le système par rappor t à P ; le cercle sur 

leque l étaient les images dev ien t une l igne dro i te passant par le centre 

des sphères. 

La fig. i l représente une sect ion passant par la l igne des centres 

A R . Soient D et D f les points où le ce rc le d ' in tersect ion c o u p e le plan 

du papier . P o u r t rouver les images success ives , menons un rayon DA 

du p remie r c e r c l e , puis des rayons D G , D B , . . . , faisant avec D A des 

angles - , — j Les points C , B , . . . , où ces rayons c o u p e n t la ligne 

des centres , sont les pos i t ions des images pos i t i ve s ; la charge de cha

cune d'elles est représentée par sa dis tance à D . La dernière de ces 
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SUR LES SYSTÈMES FINIS u'iMAGES SUCCESSIVES. 3 1 3 

Si S est sur le ce rc le d ' in tersect ion, la densité est z é r o . 

Pou r t rouver la cha rge totale de chacun des segments sphér iques , 

nous pouvons prendre l ' intégrale de surface de l ' induct ion produi te à 

travers ce segment par chaeune des images . 

La charge totale du segment de cent re A , due à l ' image A , dont la 

charge est D , est 

D A I ^ T J A ^ = = ^ D A ^ 0 A ) ' 

où O est le centre du cerc le d ' in tersect ion. 

De m ê m e la charge de chaque segment due à l ' image B e s t i ( D B -t- O B ) , 

et, ainsi de suite, les l ignes telles que O B qui sont mesurées de O vers 

la gauche, étant comptées négat ivement . 

D o n c la charge totale du segment dont le centre est A est 

\ ( D A — D B + D C - I . . . ) - · ] ( O A - L O D + O C + . . . ) 

— | ( D P -+- D Q - H . . . ) — -J(OP -+- O Q H . . . ) . 

1G7. La mé thode des images é lect r iques peut s 'appl iquer à un es 

pace q u e l c o n q u e , limité" par des surfaces planes o u sphér iques , se 

coupant les unes les autres sous dés angles qui sont des parties ali

quotes de deux, angles droi ts . 

Pou r qu 'un parei l système de surfaces sphériques puisse exister, 

tous les angles sol ides de la figure do iven t être trièdres et avoir deux 

de leurs angles droi t s , et le t ro is ième dro i t ou partie a l iquote de deux 

droits. *" 

Par suite, les cas où le n o m b r e des images est fini sont les suivants : 

i ° Une seule surface, plane ou sphér ique ; 

2 ° D e u x plans, une sphère et un plan, ou deux sphères se coupan t 

sous un anale — ; 

n 

3° Ces deux surfaces, jo in tes à une t ro is ième, plan o u sphère , qu i 

les c o u p e o r t h o g o n a l e m e n t ; 

4° Ces trois surfaces et une quat r ième coupan t les deux premières 

or thogonalement et la t ro is ième sous un angle — · D e ces quatre sur

faces, une au mo ins do i t être sphér ique . 

Nous avons déjà examiné le p remier et le second cas. Dans le p r e 

mier cas , nous avons une seule image ; dans le deux ième , nous en avons 

2n — i . disposées en deux séries sur une c i rconfé rence passant par le 

point agissant et o r thogona les aux deux surfaces. Dans le t ro is ième 

.cas, nous avons, outre les images précédentes , leurs images par r ap-
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Fig. 1 2 . 

c o u p e la l igne des centres . C est l ' image de A par rappor t à la sphère B, 

et l ' image de B par rappor t à la sphère A . Si A D = a, et B D = p, 

A B = \lul->r P'2 ; et si l 'on p lace en A , B et C des quanti tés d 'électr i

c i té égales à 2, 3 et — 1 les deux sphères seront des surfaces 

équipotent ie l les , don t le potent ie l sera égal à l 'unité. 

p o r t a la t ro is ième surface, soit en tout. 4 ^ — i images en outre du 

po in t agissant. 

Dans le qua t r ième cas, nous c o m m e n ç o n s par mene r par le point 

agissant un ce rc le o r thogona l aux d e u x premières surfaces, sur lequel 

nous déterminons la pos i t ion et la grandeur des n images négatives et 

des n— r images pos i t ives ; puis , p o u r chacun de ces 2 « points ( le 

po in t agissant c o m p r i s ) , nous menons un ce rc l e o r thogona l aux deux 

autres surfaces, sur lequel nous dé te rminons deux séries de n' images 

chacune . Nous ob t enons ainsi, en sus du po in t agissant, •inn'—r 

images posi t ives et inn' néga t ives ; et ces l\nn' points sont les inter

sections de n cerc les avec n' autres cerc les , ces cerc les appartenant 

aux deux systèmes de l ignes de c o u r b u r e d 'une c y c l i d e . 

Si chacun de ces points r eço i t la charge v o u l u e d 'é lec t r ic i té , la sur

face, dont le potent iel est nul, se c o m p o s e de n -+- n' sphères formant 

deux séries; les sphères successives de la p r emiè re série se coupent 

sous un a n g l e - ) celles de la s econde série sous un angle —., et chacune 
° n n 

des sphères de c h a q u e série est o r t hogona l e à toutes les sphères de 

l 'autre série. 

Cas do deux sphères or thogonales . 

(Voir Pl. IV.) 

1(38. Soient A et B les centres de deux sphères se coupan t o r thogo-

nalement en D et D ' (fig. 1 2 ) , et soit C le p o i n t où la l igne D D ' 
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CAS DE DEUX SPHÈRES ORTHOGONALES. 3 J 5 

D o n c , au moyen de ce système, nous p o u v o n s déterminer la d is t r i 

but ion dans les cas suivants : 

i ° Sur le conduc t eu r P D Q D ' que forment les grands segments des 

deux sphères. Son potent ie l est égal à l 'unité et sa cha rge est 

et —i— 3 — --= A D -+- IÎD — C D . 

Cette quantité est d o n c la mesure de la capac i té d 'un c o n d u c t e u r de 

cette fo rme , qu i n'est soumis à aucune act ion induc t ive de la part 

d'autres c o r p s . 

La densité en un p o i n t q u e l c o n q u e P de la sphère de cent re À , et la 

densité en un p o i n t q u e l c o n q u e Q de la sphère de centre B , sont res

pec t ivement 

A u x points d ' in tersect ion D et D ' , la densité est z é r o . 

Si l 'une des sphères est b e a u c o u p plus grande que l 'autre, à la l i 

mite, la densité au sommet de la peti te sphère est égale à t rois fois la 

densité au s o m m e t de la grande sphère . 

2 ° La lentil le P ' D Q ' D ' , fo rmée par les petits segments des deux 

sphères, chargée d 'une quanti té d 'é lectr ic i té _ et s o u m i s e à 
i / a A - T - P 2 

l ' influence des poin ts A et B chargés des quanti tés a et p, est aussi au 

potentiel uni té , e t sa densité est e x p r i m é e par les mêmes fo rmules . 

3° Le ménisque D P D ' Q ' , fo rmé par la différence des segments , 

étant chargé de la quanti té a et soumis à l 'act ion des charges p en B 

a 3 
et - en C , est aussi en équi l ib re au potent ie l unité . 

4° Le mén i sque Q D P ' D ' , sous l ' influence des points A et C . 

On peu t aussi en dédu i re la d is t r ibut ion é lec t r ique sur les surfaces 

internes suivantes : 

La lenti l le c reuse P D Q ' D ' soumise à l ' influence d'un po in t é l e c -

trisé intér ieur C , p lacé au centre du cerc le D D ' ; 

Le mén i sque c r e u x sous l ' influence d'un p o i n t p lacé au centre de la 

surface c o n c a v e ; 

Le c r e u x fo rmé par les grands segments des deux sphères, sous l 'in

fluence de trois poin ts A , B et C . 

Mais , au l ieu de r eche rche r la solut ion de ces cas, nous allons a p 

pl iquer le p r inc ipe des images électr iques p o u r dé terminer la densité 

de la charge indui te en un po in t P de la surface extér ieure du c o n 

duc teur P D Q D ' , par une unité d 'é lectr ic i té p lacée au p o i n t O . 
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b' 
b a n , 3 

Si dans le système transformé le po ten t ie l de la surface est égal à 

l 'unité, la densité au po in t P ' est 

a ~~ 4-**' [ ' ( y ) ] 

Si dans le système pr imi t i f la densi té en P est a, on a 

et le potent ie l est -· En mettant en O une cha rge d 'é lect r ic i té néga

t ive égale à l 'unité , le potent ie l deviendra nul sur la surface et la den

sité en P sera 

i a2 a 3 j , 3 V 3 1 
a — 4rc ar^ ' 1 7 1 " 

[3«R* . • ( & « - 3i)(j„I. 3»)]«) 
On a ainsi la d is t r ibut ion p rodu i t e sur l 'une des surfaces sphér iques 

par une unité d 'é lec t r ic i té p lacée en O . La d is t r ibut ion sur l 'autre 

surface sphér ique s 'obt iendra en échangeant a et b, a et fi, et en rem

plaçant p par q ou À Q . 

P o u r t rouver la charge totale indui te sur le c o n d u c t e u r par un poin t 

é lectr isé O , examinons le système t ransformé. 

Dans le système transformé, nous avons des charges a' en A ' , B' en B ' , 

a' 6' . ' 
et une charge négat ive — en un po in t G' de la l igne A ' B ' , tel 

q u e 

A ' C a'2 

Soien t 

OA = a, On = 6, OP - r, TiP = p, 

A D = z, I5D = 3, AB -— / Ï M ^ . 

Trans formons c e système, par rappor t à une sphère de cent re O et de 

rayon un. 

Les deux sphères restent des sphères o r thogona le s , ayant leurs 

centres sur le m ê m e rayon que A et B . Si nous d is t inguons par un 

accent les quanti tés relatives au système transformé 
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D I S T R I B U T I O N D E L ' É L E C T R I C I T É S U R T R O I S S U R F A C E S , E T C . 3 1 7 

O A ' = a ' , 0 ' B ' = 6 ' , OC' = c \ 

nous trouvons 

a ' 2 -r - ;3'2 

Transformons ce sys tème, les charges deviennent 

a' _ a ^ _ 3 

a' a' b' b 

et 

a' 3' i a 3 

Donc la charge totale qu i est induite sur le conduc t eu r par l 'unité 

d'électricité négative p lacée en 0 , est 

Distribution de l'électricité sur trois surfaces sphériques orthogonales. 

169. Soient a, 3, y les rayons des sphères , alors 

BG = y/3- -t- f 2 , C A = v / ï - T - a 2 , AB = v / « 2 - ^ t 3
2 . 

Soient P, Q , R ( 7 ? ^ . i 3 ) les p ieds des perpendicula i res abaissées de A , 

Fie. i 3 . 

B, G sur les côtés opposés du tr iangle, et soit O l ' intersect ion de ces 

perpendiculaires. 

Alors P est l ' image de B dans la sphère f, et l ' image de G dans la 
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3 l 8 I r e P A R T I E , CHAP. X I . — THÉORIE DES IMAGES, E T C . 

sphère p, et O est l ' image de P dans la sphère a. Soient a, ?> 7 les 

charges placées en A , B et C . La cha rge en P sera 

P Y _ i 

D e même 

de sorte que la cha rge du p o i n t O , cons idéré c o m m e image de P , est 

OC ¡3 Y _ i 

I / P A Y ^ - R - Y ! A » - + - A 2 ß 2 

O n trouverai t de m ê m e le système d ' images , qu i sont é lec t r iquement 

équivalentes , à quatre surfaces sphér iques o r thogona les maintenues au 

potent ie l unité. 

Si 8 est le rayon de cet te sphère , et si l 'on p lace au centre de cette 

sphère une cha rge égale à S, la charge au po in t o ù la l igne des centres 

d e deux sphères q u e l c o n q u e s , a et p par e x e m p l e , rencont re leur plan 

d ' in tersect ion, est 

R 

i 

Y a* + P Â 

La charge , au po in t o ù le plan de trois centres , A , B , C par exemple , 

rencont re la pe rpend icu la i re abaissée de D est 

I I 

Y 
et la charge , au po in t d ' intersect ion des quatre pe rpend icu la i res , est 

i 

1 I J 

P I + ~ . S + 8 2 

Système de quatre sphères orthogonales soumis à l'influence 
d'un point électrisé. 

170. Soient A , B , C , D les quatre sphères^ et so i t O le po in t é l ec 

trisé. T raçons quatre sphères A 1 ; B n C j , D j , don t chacune A t passe 
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SYSTÈME DE QUATRE SPHÈRES ORTHOGONALES, E T C . 3 l g 

par le point O et c o u p e o r t h o g o n a l e m e n t trois des sphères pr imi t ives 

B, C et D dans le cas p résen t ; menons six sphères (ab), (ao), (ad), 

(bc), (bd), (cd) passant c h a c u n e par le po in t O et par le ce rc le d ' in

tersection de deux des sphères p r imi t ives . 

Les trois sphères B j , C , , D ] se c o u p e n t en un second po in t diffé

rent de O . Soit À ' ce po in t , et soient B ' , G' et D ' les intersect ions de 

C n Dj et A i , de D 1 ; A , et B , , et de A 1 ; B( et C i - D e u x q u e l c o n q u e s 

de ces sphères A , , B j c o u p e n t l 'une des six sphères (cd) en un po in t 

(a'b'); il y a donc six de ces po in ts . 

Une que lconque des sphères A [ c o u p e trois des six sphères (ab), 

(ac), (ad) en un p o i n t a'. H y a quatre points de cet te e spèce . Enfin, 

les six sphères (ab), (ac), (ad), (bc), (bd), (cd) se coupen t en un 

point S. 

Si maintenant nous t ransformons le système par rappor t à une 

sphère de rayon R et de cent re O , les quatre sphères A , B , C , D se 

transforment en sphères, et les d i x autres sphères en plans. D e s po in t s 

d'intersection des quatre p remiè res , A ' , B ' , C ' et D ' , deviennent les 

centres des sphères : les autres co r responden t aux onze autres po in t s 

du paragraphe précédent , et ces qu inze points forment l ' image de O 

dans le système des quatre sphères. 

A u point A ' , image de O dans la sphère A , il faut p lacer une cha rge 

égale à l ' image de O , c'est-à-dire — Œ , se étant le rayon de la sphère A 

et a la distance de son centre au po in t O . D e m ê m e , il faut p lacer les 

charges voulues en B ' , G' et D ' . 

Les charges de chacun des onze po in t s restants peuven t se dédui re 

des expressions t rouvées au paragraphe précédent , en substi tuant oc', 

fi', Y et 8' à a, S, y et 8, et mul t ip l iant le résultat ob tenu p o u r c h a q u e 

point par la dis tance de c e p o i n t au po in t O , en employan t la n o 

tation suivante : 

« ,3 y 8 

X ~ a 2 — a » ' P — ¿ 2 — 3 2 ' 1 ~ c 2 — y 2 ' " d2— o 2 ' 

[Les cas étudiés aux §§ 1G9 et 170 peuvent être traités c o m m e il suit : 

Prenons trois plans c o o r d o n n é s rectangulaires , et p laçons des charges 

± e, en chacun des hui t points du système { ± — , ± ~ , ± — ) , 
L - \ 2 a 2 fi 2 y / 

les charges négat ives étant p lacées aux points qui ont une ou trois 

coordonnées négat ives . Il est. clair qu 'a lors les plans c o o r d o n n é s sont 

au potentiel z é r o . Trans formons alors par rappor t à un po in t q u e l 

conque, et nous avons le cas de trois sphères se coupan t o r t h o g o n a l e -
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en d e u x sphères concen t r i ques , si l 'on p rend p o u r centre d ' inver

sion l 'un o u l 'autre des deux poin ts inverses c o m m u n s aux deux 

sphères . 

Nous c o m m e n c e r o n s d o n c par le cas de d e u x surfaces sphériques 

concen t r i ques non isolées et soumises à l ' influence d 'un po in t électrisé 

p lacé entre les d e u x surfaces. 

Soient h le rayon de la p remière , bo™ ce lui de la s e c o n d e ; et soit 

/· — be" la d is tance du centre au po in t agissant. 

Tou tes les images successives seront sur le m ê m e rayon que le po in t 

agissant. 

So ien t Q 0 (fig- l 4 ) l ' image de P par r appor t à la p remiè re sphère ; 

P i l ' image de Qo par rappor t à la seconde sphè re ; Q i cel le de Px par 

ment soumises à l ' influence d 'un p o i n t é lectr isé . Si nous t ransformons 

par rappor t à un des po in t s électr isés , nous avons la solut ion p o u r le 

cas d 'un c o n d u c t e u r ayant la fo rme de trois sphères de rayons a, ¡3 et Y 

se c o u p a n t o r thogona lemen t , et l i b r e m e n t cha rgé . 

Si au système de points électrisés décr i t ci-dessus, nous ajoutons 

son image par rappor t à une sphère ayant son centre à l ' o r ig ine , nous 

v o y o n s qu 'en out re des trois plans c o o r d o n n é s , la surface de la sphère 

fait aussi partie de la surface au potent ie l z é r o ] . 

Deux sphères qui ne se coupent pas. 

171 . L o r s q u ' u n espace est l imi té par deux surfaces sphériques qui 

ne se c o u p e n t pas, les images success ives d 'un p o i n t agissant intérieur 

à c e t espace forment deux séries infinies situées l 'une et l 'autre en de

hors de ces sphères : la cond i t i on , p o u r que l 'on puisse appl iquer la 

m é t h o d e des images é lec t r iques , est d o n c satisfaite. 

D e u x sphères que l conques qu i ne se coupen t pas se transforment 
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D E U X S P H È R E S Q U I M E S E C O U P E N T P A S . 32 1 

rapport à la première , et ainsi de su i te ; alors 

. OPt.OQs=b*, OPt.OQs-t=bie™, 

O Q 0 = 6 e - ' J , OYi^be"-+^, 0 0 ^ = be-^+mï 

d'où 

OPj, = bpM+-*"n>, O Q s = 6e-:«+2.ïn7) ; 

et, si l'on représente par P la cha rge du poin t P , on a 

P , .= Pera, Q s = Q e-(sra+u!, 

Soient maintenant Q\ l ' image de P dans la seconde sphère, P , ce l le 

de Q , dans la p remiè re , e tc . 

O Q ; = be"*-", O P ; = be"-'™, 

OQ' 2 = 6 e l C T - " , OP' 2 = be"--'*™, 

OQ', - beîs™", O P ; = be"-**™, 

Q's — — P eSZJ~u, P ' s = P e - ™ . 

Parmi ces images , tous les P sont posit ifs et tous les Q sont négatifs ; 

tous les P et tous l e s Q appart iennent à la p remière sphère , tous les P ' 

et tous les Q ' à la s econde sphère . 

Les images intérieures à la p remière sphère fo rment une série c o n 

vergente dont la s o m m e est 

- P 1. 

Telle est donc la quantité d 'é lect r ic i té répandue sur la première sphère, 

la sphère intérieure. Les images extér ieures à la seconde sphère for

ment une série d ive rgen te ; mais l ' intégrale de surface de chacune de 

ces images, par rappor t à la sphère , est égale à z é r o . La charge élec

trique sur la sphère extér ieure est d o n c 

Si nous subst i tuons à ces express ions leurs valeurs en fonc t ion de O A , 

OB et O P , nous t rouvons 

, O A . P B 
charge de A = — P Q j r ^ g ' 

OR AP 
charge de B = — P ^ • • 

Si l 'on suppose que les rayons des deux sphères deviennent infinis, le 

cas devient celui d 'un po in t électr isé p lacé entre deux plans parai-

TV-, d'Élect. et de Magn., I . a i 
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entre d e u x c o n d u c t e u r s concen t r iques maintenus au potent ie l zé ro . 

D o n c , en t ransformant ce C a s par rappor t au po in t O , nous en t i re

rons l a d i s t r ibu t ion de l ' é lec t r ic i té sur deux conduc teu r s sphér iques 

extér ieurs l 'un à l 'autre, maintenus au po ten t i e l zé ro , et soumis à l 'in

fluence d'un po in t électr isé p lacé dans le vo i s inage . O n verra au § 173 

c o m m e n t les résultats ainsi ob tenus peuven t servir à t rouver la distri

bu t ion sur d e u x conduc t eu r s sphér iques élcctr isés et soumis un ique

ment à leurs inf luences r é c i p r o q u e s . 

Le rayon O A P B de la fig. i 4 , s u r l eque l se t rouvent les images 

successives , devient dans la fig. i 5 un arc de ce rc l e passant par O et O ' ; 

et le rappor t de O ' P à O P est égal à C e " , où C est une quant i té nu 

m é r i q u e . 

lèles A et B . Dans ce cas, les expressions deviennent 

charge de A = — P 

A P 
charge de B = — P · 

A B 

. 172. P o u r passer de ce cas à celui de deux sphères qu i ne se coupen t 

pas, c o m m e n ç o n s par t rouver les d e u x points inverses c o m m u n s O et 

O ' , par lesquels passent tous les cerc les o r thogonaux aux d e u x sphères. 

Si alors nous t ransformons le système par rappor t à l 'un o u l 'autre 

de ces po in t s , les deux sphères deviennent concen t r iques , c o m m e dans 

le p r emie r ca s . 

Si nous prenons p o u r centre d ' invers ion le po in t O de la fig. i 5 , 

ce po in t sera p lacé dans la fig. i 4 , que lque part entre les deux 

sphères . 

O r , au § 1 7 1 , nous avons traité le cas d 'un p o i n t électr isé p lacé 
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Si nous posons 

• e = iog 
O 'P 

OP 

. O ' A „ . O 'B 

O ' O 
8 ( Q o ) = l o g 7 7 ^ = a x - e ; 

De même, les images successives de P par r appor t à B , A , B , . . . , 

étant Q' 0 , P' , , Q ' ( , 

6 ( Q ' . ) - a p — 8 , 8 (P ' 1 ) = 8—am, 

8 ( P i ) = 8 — 2sra, 8 ( Q ; ) = a3 — 8 -tr ISTB. 

Pour trouver la cha rge d 'une image P s , observons q u e sa cha rge dans 

le système transformé est 

ce qui doi t être mul t ip l ié par OPs dans la figure p r imi t ive . D o n c la 

charge de P s dans la figure b ipo la i re est 

Si nous posons % — \ / O P . O ' P , et si nous appelons \ le paramètre 

du point P , nous p o u v o n s écr i re 

c'est-à-dire que la cha rge d 'une i m a g e est p ropor t i onne l l e à son para

mètre. 

Si nous e m p l o y o n s les c o o r d o n n é e s curvi l ignes 8 et tp, eu sorte q u e 
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en appelant %k la distance 0 0 ' , on aura 

* sin h 8 __ k sin y ^ 

°° " ~ cos hû — " C O Ï T ' cos h 6 — c o s cp' 

x i - T - (_7 — A cot<p) 2 = A 2 coséc 2 tp , 

(>-+- A c o t h 9 ) 2 J - J 2 = £ 2 r . o s é c h 2 8 . 

r ! + y ! _ l ! a?2 H- r 2
 4 - A'S 

c o t œ = =4 , cot h 8 = =-= , 
' -iky 1-kx 

y cos h 6 — cos <p 

Pu i sque la charge de c h a q u e image est p ropor t ionne l le à son para

mètre et doi t être pr ise pos i t ive o u négat ive , suivant qu 'e l le est de la 

forme P ou de la fo rme Q , nous t rouvons 

P Y/cos h 8—.costa 

y cos h( 8 -H 2,çra) -- - cos tp 

P Y/ cos h 6 — cos tp 

v / c o s h ( 2 « — 0 — 2 T O T ) — cos » 

p, P \ / c o s li8 — costp 

\> cos h (8 •— -i s m) — co su 

Q I = -

P 1/coshO — costp 

y / c o s h ( 2 3 — 0 - F îszb) — costp 

Nous avons ainsi ob tenu les pos i t ions et les charges de deux séries 

infinies d ' images . N o u s avons maintenant à déterminer la cha rge to 

tale de la sphère A , en trouvant la s o m m e des images intérieures de 

( ' ) Il faut se rappeler que dans ces expressions 

2 coshfl = e6 i- e~B, 2 sinhd = e ' - e^ 1, 

et que toutes les autres fonctions de 9 se dérivent de celles-ci d'après les mômes 

régies que les fonctions trigonométriques ordinaires correspondantes. 

La manière d'appliquer les coordonnées bipolaires à cette question a été indi

quée par Thomson, dans le Journal de Liouville de 1 8 4 7 . ( Voir T H O M S O S , Reprint 
of Papers, § 211 et 212.) Dans le texte, je me suis servi de la méthode du pro

fesseur Betti (JVuovo Cimento, vol. X X ) pour ce qui est de la méthode analy

tique; mais j'ai conservé la notion des images éleetriques, telle qu'elle a été em

ployée par Thomson dans son Mémoire original, Phd. Mag., i853. 
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la forme P ' ou de la forme Q . Nous p o u v o n s écr i re cet te s o m m e 

P / c o s h T — COSO > — ^ = ^ = ^ = = 1 ^ = ^ = ; ! 

y c o s l i ( Ü — cisro) — coscp 

S — OC 

— P / c o s h f l — coscp 1 

• " ^ Y / c o s h ( 2 0 t — 6 — 2 . ÏTTT ) — coscp 

De même la charge totale indui te sur B est 

S — OO 

P / c o s h 6 — cos a \ \ — 1 * 

y cos h (0 -+- 2sra) — coscp J - I 

S = S 

— P Y/cos h 8 — cos cp 
/ c o s h (2 ß — 0 -t- 2 i m ) — cos ip 

173. Nous allons app l ique r ces résultats à la déterminat ion des coef

ficients de capaci té et d ' i nduc t ion dans le cas de d e u x sphères de 

rayons a et b, don t la d is tance des centres est c. 

Supposons la sphère A au potent ie l unité, et la sphère B au po ten

tiel zéro. 

Les images successives d 'une charge a p lacée au centre de la sphère A 

seront celles qui co r r e sponden t à la dis t r ibut ion actuel le . Tou tes les 

images seront sur l ' axe , entre les pô les et les centres des sphères; et 

l'on observera que des quat re systèmes d ' images déterminés au § 172, 

le premier et le qua t r ième seulement existent dans le cas présent . 

Si nous posons 

/ a.4 -+- è 4
 H - c 4 — 2 b2 c 2 — 2 c 2 a 2 — a a 2 b2 

k = 

nous aurons 

s inha = — - , s inhS = - - r -
a b 

Les valeurs de 6 et de tp, au centre de la sphère A , sont 

6 = 2ST, tp — O. 

Si donc, dans les équat ions , nous subst i tuons à P , a ou — k - ^ 4 — ; 
1 ' s inha 

à 8, 2a et à tp, o , en nous souvenant que P lu i -même fait partie de la 

charge de A , nous t rouvons p o u r le coeff ic ient de capaci té de A 
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p o u r le coeff ic ient d ' i nduc ( ion de A sur B o u de B sur A 

S — oo 

D e m ê m e , en supposant B au potent ie l unité et A au potent ie l zé ro , 

nous p o u v o n s dé terminer la valeur de (}bb\ nous t rouvons avec notre 

notat ion actuelle 

P o u r ca lcu le r ces quanti tés en fonct ion des rayons a et b des sphères 

et de la dis tance c de leurs centres , nous remarquerons q u e , si 

K = / a 4 H - è 4 -+- c 4 — 2 è 2 c 2 — 2 c * a 2 — 2 a 2 6 2 , 

nous p o u v o n s écr i re 

sin h a = i sin h 3 = —;— i sin lira = ^ , > 
2 a c 2 6 c a a o 

, C S H a 2 — 6 2 , . c 2 - l - 6 2 — a 2 , c 2 — a 2— 6* 
cos l u = ; cosn p = -, , coshra = ;——-, 

ica •xco iab 

et, nous servant de la relat ion 

s inh(a - t - 3 ) = sin h a cos h 3 -H cos h a sin h p, 

c o s h ( a -i- P) = c o s h a cosh p -H s i n h i s inhp. 

De cet te manière , ou b ien en calculant d i rec tement les images suc

cessives par la m é t h o d e ind iquée dans le M é m o i r e de Sir W . T h o m s o n , 

nous t rouvons 

a 2 b a 3 b 2 

q a a = a-h c 2 _ _ 6 2 H- ( c î _ i S _ , _ a c ) ( c 2 _ h*—ac) ~* ' 

ab cfib* alb* 
qab = 

qbb— b -

c c ( c 2 — a 2— b2) c ( c 2 — a 2 — è 2 - t - a 6 ) ( e 2 — a 2 — £ 2 — a è ) 

a i 2 , a 2 6* 

" é ^ ^ â 2 ( c 2 — a 2 + 6 c ) ( e 2 — a 2— 6 c ) 

1 7 i . Nous avons alors les équat ions suivantes p o u r dé terminer les 

charges E a et E^, des deux sphères, quand elles sont portées aux p o 

tentiels V „ et Y i , 

Ea — Va qaa -H V* ÇTai, 

Eé = V a qab^- Vft (7iè-
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Si nous posons 

qaaÇbb— qlb = D = F J ? 

et 

Paa = qbbW, Pab= — qabW, Pbb=7aaY>', 

d'où 
PaaPbh — pS.b = D'I 

les équations qui déterminent les potent iels en fonc t ion des charges 

sont 

V a = pau E „ - + - Pub E F , , 

V* = P„.h E A -HPbb E Ê , 

°ù Puai Pab e t Pbb sont les coeff icients de potent ie l . 

L'énergie totale du système est, d 'après le § 8 5 , 

Q = - I ( E . V „ - + - E A V 6 ) ; 

= li'F-aPaa. + 3-Ea~Ehpab -+- E * J D M ) . 

La répulsion qui s 'exerce entre les sphères est d o n c , d 'après les § § 92 

et 93, 

c étant la distance des centres des sphères. 

De ces deux expressions de la répuls ion , la p r emiè re , qui est expr i 

mée en fonct ion des potentiels des sphères et des var ia t ions des coef

ficients de capaci té et d ' i n d u c t i o n , est la plus c o m m o d e p o u r les 

calculs. 

Nous devons d o n c différentiel- les q par rappor t à c . Ces quanti tés , 

qui sont expr imées en fonct ion de k, a, 3 et rn, do iven t être différen-

tiées, en supposant a et b constants . Nous avons les équat ions 

, . , , . , _ sin h s. sin h S 
K = — a sin h a = o s i n n B •= — c :—; - : 

' sinnny 
nous en tirons 

dk cos h a cos h 3 

de sinher ' 

di _ sin h a cos h 3 

de & sin lira ' 

cJ3 cos h z sin h ¡3 

de £ sin h m ' 

dvi T 

~dc = P 
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dqah c o s h a c o s h ß qar, i c o s h s n r 

de s inhej k -̂IW s i i j l i 2 s w ' 
S — t 

J - so 

dq/,/, c o s h a c o s h ß qt,b V 1 (se — a c o s h a ) c o s h ( £ 7 3 - I - ß ) 

de SINHNT k —ÏI c sin h 2 ( P -h s ro) 
s = o 

Sir W . T h o m s o n a ca lcu lé la fo rce qu i s 'exerce entre deux sphères 

de m ê m e r a y o n , séparées par une dis tance m o i n d r e que le diamètre 

de c h a c u n e d 'e l les . P o u r des distances plus grandes, il n'est pas néces

saire d ' e m p l o y e r plus de d e u x ou trois images success ives . 

La sér ie des coeff ic ients différentiels de q, par rappor t à c, s 'obtient 

a i sément pa r differentiation d i r ec t e . 

dqaa _ laïbc. i a 3 c ( i e ^ — -?.b'—<z2) 

de ( e 2 — è 2 ) 2 ( c 2 — 6 2 + a c ) 2 ( c 2 — a 2 — b1— ab)2 "" 

d q a h _ a b a 2 6 2 ( 3 fi2 — a 2 — b2 ) 

de ~ "c2" ^ c 2 ( c 2 — a 2 — b1) 

a3 b3\(5 c 2 - - a 2 — £ 2 )( c 2 — a2 — b2) — a 2 i 2 ] 
+ c 2 ( c 2 — a 2 — Z>2 -+- a£> ) 2 ( c 2 — a 2 — 6 2 — aè ) 2 _ " ' ' ' 

dqtb 2.ab2c ?.a-b3 c(v.c- - va-—b2) 
' de ~ _ ( c 2 ^ a 2 ) 2 _ ( c 2 — a 2-+- / , c )

2 ( e 2 — a 2— 6 c ) 2 ~"~ 

Distribution électrique sur deux sphères en contact. 

1 7 5 . S i nous supposons les deux sphères au potent ie l uni té , sans 

inf luence d ' aucun autre po in t , et si nous transformons le système par 

rappor t au po in t de contac t , nous aurons deux plans parallèles, aux 

dis tances — et -V du poin t d ' invers ion , soumis à l ' influence d 'une 
2 a 9.b 1 

uni té d ' é l ec t r i c i t é p lacée en ce po in t . 

II y aura une série d ' images pos i t ives , toutes égales à l 'unité , à des 

d is tances s ^ - — l - de l ' o r ig ine , s étant un n o m b r e entier que l conque 

c o m p r i s entre — oc et -+- oc . 

Il y aura aussi une série d ' images négat ives toutes égales à — i , 

d o n t les dis tances à l ' o r i g i n e , c o m p t é e s dans le sens de a, sont 

- -+- s ( - - H R 
a \ a b, 

d 'où il v ien t 

S — no 

dqaa c o s h a c o s h S q a a -yç. (se -+- b cos h ß ) cos h (srx—oc) 
de sinhro k c s i n h 2 ( S T 3 — a) ' 
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DISTRIBUTION ÉLECTRIQUE SUR DEUX SPHÈRES EN C O N T A C T . 32g 

Si ce système est t ransformé de nouveau et ramené à la forme de 

deux sphères en con tac t , nous avons une série cor respondante d ' images 

négatives, don t les distances au po in t de con tac t sont de la forme 

j où s est pos i t i f p o u r la sphère A et négat i f p o u r la sphère 
i 

_ 1 _ 

B. La cha rge de c h a q u e i m a g e ( l e potent ie l des sphères étant égal à 

l 'unité) est n u m é r i q u e m e n t égale à sa d is lance au po in t de con tac t et 

est toujours négat ive . 

Il y aura aussi une série d ' images pos i t ives , don t les distances au 

point de contac t , mesurées dans la d i rec t ion du centre de A , sont de 

la forme • • 
i / 1 i 

a \a o / 

Lorsque s est zé ro ou un entier posit if , l ' image est intérieure à la 

sphère A . 

Si s est un entier négatif, l ' image est dans la sphère B . 

La charge de chaque image a p o u r mesure sa distance à l 'o r ig ine et 

est toujours pos i t ive . 

La charge totale de la sphère A est d o n c 

J — OC S — OO 

" Zd i li i \ a-^bZds' S — \ 

Chacune de ces séries est infinie, mais , si nous les c o m b i n o n s sous la 

forme 
J — 00 

2U 7( 
,ï ( a H - b ) | s ( a b ) — a J ' 

la série devient c o n v e r g e n t e . 

D e m ê m e , p o u r la charge de la sphère B , 

S — OC 

ab ab ab ab i b ~ Zd s'ab) — b ~~ b Zd s 
V ib* s'a -+- b)[s(a -+- b) — b\ 
S = l 

L'express ion de E a est év idemmen t égale à 
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o ù •( — o , 5 7 7 1 2 , et o ù xlr(x) = J ,̂ l o g r ( i -+- x). 

On a dressé une table des valeurs de <F. ( V o i r OEuvres de Gauss, 

t. III , p . 161-162.) 

Si l 'on dés igne un instant ^ para; , la différence entre les charges 

E a et E 6 est 

- - ^ l o g r C a O r C i - a O x 
dx

 0 v
 '

 v
 ' a^-b 

d _ ab 
log sinTT.r x 

dx ' a-i-

ab 7T b 

TI T C O T ; · 

Si les sphères sont égales et au potent ie l unité, la cha rge de cha 

cune est 

E a = a " V - — 1 

Jm* 2S(2.S I 
s — i 

- 1 ) 

= « ( i - W - î - + - . . ) 
— a logei = a,6g3i47i8(2. 

Si la sphère A est très peti te par rappor t à la sphère B , la charge 

de A est app rox ima t ivemen t 

y -

~6 H" 
La charge de B est à p e u près la m ê m e que si A était enlevé , o u 

Eb = b. 

La densité m o y e n n e sur chaque sphère s 'obtient en divisant la cha rge 

qui est la fo rme sous laquel le Po i s son avait donné ce résultat. 

O n peu t aussi mon t r e r ( L E G E N D R E , Traité des Jonctions elliptiques, 

t. I I , p . 4 3 8 ) que la série Ea qu i p récède est égale à 
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par la surface; on obt ient ainsi 

{rua 2 

TU 

2 4 6 

E/, _ I 

T E 2 

sph ère est mise 

grande, la densité moyenne sur la peti te sphère est égale à cel le de la 

Ti2 

grande sphère mul t ip l iée par — o u 1 , 6 4 4 9 3 6 . 

Application de l'inversion électrique au cas d'une calotte sphérique. 

176. Un des plus remarquables exemples de la puissance de la m é 

thode des images é lect r iques est l 'é tude faite par Sir W . T h o m s o n de 

la distr ibution sur une calot te sphér ique . Les résultats de cet te étude 

furent c o m m u n i q u é s sans démonst ra t ion à M. L iouv i l l e et publ iés 

dans son jou rna l en 18^7• Le travail c o m p l e t est donné dans le Reprinl 

of Electricalpapers de T h o m s o n , art. X V . Je ne sache pas qu ' aucun 

autre mathémat ic ien ait résolu le p r o b l è m e de la dis tr ibut ion sur une 

portion l imi tée de surface c o u r b e . 

C o m m e j e m e p r o p o s e d ' expose r la m é t h o d e p lu tô t que de vérifier 

les calculs , j e ne m'étendrai po in t sur les cons idéra t ions géomét r iques 

ni sur l ' intégrat ion, et j e renvoie le lec teur à l 'Ouvrage de T h o m s o n . 

Distribution sur un ellipsoïde. 

177. On démon t r e , par une m é t h o d e b i e n c o n n u e ( ' ) , que l 'at

traction d 'une c o u c h e l imitée par les surfaces de deux el l ipsoïdes sem

blables, semblab lement placés et concen t r i ques , est telle qu ' i l n 'y a 

point d 'attraction résultante sur un p o i n t in tér ieur à la c o u c h e . Si 

nous supposons que l 'épaisseur de la c o u c h e décroisse indéfiniment , 

en même temps que sa densité augmente , à la l imite nous arr ivons à 

concevo i r la densité c o m m e variant p ropor t ionne l l ement à la perpen

diculaire abaissée du centre sur le plan tangent, et, pu i sque dans 

cette d is t r ibut ion superficielle l 'at traction sur un po in t intér ieur à 

l 'e l l ipsoïde est nul le , l 'é lectr ici té ainsi d is t r ibuée sur la surface est en 

équi l ibre . 

( ' ) T H O M S O N et T A I T , Natural Philosophy, § 1 5 0 de cet Ouvrage. 
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D o n c la densité, superficielle en un po in t d 'un e l l ipsoïde n o n soumis 

à des influences extér ieures , est p ropor t ionne l l e à la dis tance d u centre 

au plan tangent. 

Distribution sur un disque. 

En faisant deux axes de l ' e l l ipsoïde égaux et faisant tendre le troi

s ième vers zé ro , nous arr ivons au cas d 'un d i sque c i rcu la i re , et nous 

avons l 'expression de la densi té superficielle en un po in t q u e l c o n q u e P 

d'un tel d isque cha rgé au potent ie l Vr, sans être soumis à aucune in

fluence in tér ieure . Si <r est la densité superficiel le sur une des faces 

du d i sque , et si — K P L est une c o r d e menée par le po in t P , 

V 

î T r V W M ' f 

Application du principe de l'inversion électrique. 

178. P renons p o u r centre d ' invers ion un po in t q u e l c o n q u e Q , et 

soit P> le ra3'on de la sphère d ' invers ion . Le plan du d isque devient 

une surface sphér ique passant par Q , et le d isque lu i -même devient 

une por t ion de sphère l imi tée par un c e r c l e . C'est cette por t ion que 

nous appel lerons la calotte. 

Si S' est le d i sque électr isé au potent ie l V et soustrait, à toute 

influence ex té r ieure , son image S sera un segment de sphère électr isé 

par l ' influence d 'une quanti té d 'é lec t r ic i té V R placée en Q . 

La m é t h o d e d ' invers ion nous donne d o n c la solut ion du p r o b l è m e 

de la d is t r ibut ion é lec t r ique sur une calot te sphér ique ou sur un disque 

plan soumis à l ' inf luence d'un po in t électrisé p lacé sur le p r o l o n g e 

ment de la surface de la sphère ou du plan. 

Influence d'un point électrisé situé sur la partie non employée 
de la surface sphérique. 

La solution se dédui t des pr inc ipes géomét r iques et de la m é t h o d e 

d ' invers ion exposés plus haut . 

Soi t C le p o i n t central o u le p ô l e de la calotte S, et soit a la dis

lance de C à un po in t de l 'arête c i rcu la i re du segment . Si une quan

tité q d 'é lect r ic i té est p lacée en un po in t Q de la surface de la sphère 

p r o l o n g é e , et si le segment S est maintenu au potent ie l z é r o , la den

sité a en un po in t q u e l c o n q u e P de la surface de la calot te est 
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CQ, CP et Q P étant les l ignes droi tes qu i j o i g n e n t les points C , Q et P . 

Il est à remarquer que cet te express ion ne dépend pas du rayon de 

la sphère à laquel le est emprun té le segment . Elle s 'appl ique d o n c 

sans changement au cas d 'un d i sque plan. 

Influença d'un nombre quelconque de points électrisés. 

Considérons maintenant la sphère c o m m e divisée en deux parties : 

le segment sphér ique sur leque l nous avons dé terminé la d is t r ibut ion , 

et que nous appel lerons la calotte, et le reste de la surface la j jar t ie 

non utilisée, sur laquel le est p lacé le poin t agissant Q . 

Si un nombre q u e l c o n q u e de points agissants sont répandus sur le 

reste de la sphère , la charge, indui te par eux sur un po in t quel

conque de la calotte peut s 'obtenir en addi t ionnant les densités induites 

par chacun d ' eux séparément . 

179. Supposons tout le reste de la surface de la sphère couve r t 

d'une charge uni forme de densité p ; la densité en un poin t q u e l c o n q u e 

de la calotte s 'obt iendra par une s imple intégrat ion étendue à la sur

face ainsi électr isée. 

Nous ob t i end rons ainsi la solut ion pou r le cas où la calotte est au 

potentiel zéro , et soumise à l ' influence du reste de la sphère couve r t 

d'une c o u c h e fixe de densi té p. 

Isolons maintenant tou t le système, et mettons-le à l ' intérieur d 'une 

sphère de diamètre f, couve r t e d 'une c o u c h e fixe d 'é lec t r ic i té de den

sité p'. 

11 n'y aura po in t de fo rce résultante à l ' intérieur de cet te sphère ; 

la distr ibution ne sera d o n c pas changée sur la calot te , mais le p o 

tentiel de tous les points intér ieurs à cette sphère sera accru d 'une 

quantité V , telle que 

V --- 2Tip'/. 

Donc le potent iel deviendra V en tous les points de la calot te . 

Supposons maintenant que cette sphère soit concen t r ique à ce l le 

dont fait part ie la ca lot te , et que son rayon dépasse celui de cet te der

nière sphère d 'une quanti té infiniment pet i te . 

Nous avons alors le cas d 'une calotte maintenue au potent ie l V , et 

soumise à l ' influence du reste de la sphère chargé d 'une charge fixe 

dont la densité superficielle est p -t- p'. 

180. Nous n 'avons plus alors qu 'à supposer p -+- p' égal à zé ro , et 
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nous avons le cas d 'une ca lot te maintenue au potent ie l V et soustraite 

à toute inf luence extér ieure . 

Soi t a la densi té en un p o i n t donné sur l 'une ou l 'autre des surfaces 

du segment, ce lu i -c i étant au potent iel zé ro et soumis à l ' inf luence du 

reste de la sphère cha rgée à la densité p. Si le segment est maintenu 

au potent iel V , il faudra augmenter la densité sur l ' ex tér ieur du seg

ment de la densité p' de la sphère enveloppante supposée . 

Le résultat de cet te analyse est que , si / est le d iamèt re de la sphère, 

a le rayon du segment , r la dis tance de P au pô l e du segment , la 

densité superficielle sur la surface intér ieure du segment est 

et la densité superficielle au m ê m e poin t , mais à l ' ex tér ieur du seg

ment , est 

P o u r calculer ce résultat, on n'a pas à faire d 'opéra t ion plus c o m 

pl iquée qu 'une s imple intégrat ion é tendue sur une fract ion de sur

face sphér ique . Et p o u r achever la théor ie de la d is t r ibut ion sur un 

segment de sphère , nous n 'avons plus à in t rodu i re d 'autre cons idéra 

tion géomét r ique que cel le de l ' invers ion dans lessur faces sphér iques . 

181 . Soi t à t rouver la densi té superficielle en un po in t d'un seg

ment soumis à l ' inf luence d 'une charge q p lacée en un po in t Q non 

situé sur le p r o l o n g e m e n t de la surface sphér ique . 

Trans formons le segment par rappor t à Q , le rayon de la sphère 

d ' inversion étant égal à R . Le segment S se t ransforme en son image S', 

et le po in t P a p o u r image P ' . Nous avons alors à dé terminer la den

sité a au po in t P ' , le segment S' étant maintenu à un potent ie l V tel 

que q~V'R, et soustrait d 'ail leurs à toute influence ex tér ieure . 

La densité T au po in t P du segment p r imi t i f est alors 

ce segment étant au potent ie l zéro et soumis à l ' influence d 'une quan

tité q d 'é lect r ic i té p lacée en Q . 

L e résultat de ce t te opéra t ion est le suivant : 

Supposons que la figure représente une sect ion menée par le centre 

0 de la sphère , le p ô l e C du segment et le po in t agissant Q ; D est un 

C T ' R 3 

QP 
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I N F L U E N C E D ' U N N O M B R E Q U E L C O N Q U E D E P O I N T S E L E C T R I S E S . 335 

point qui , dans la figure t ransformée, r é p o n d au pô l e non o c c u p é , du 

côté de la base du s e g m e n t ; il peu t être o b t e n u par la cons t ruc t ion 

suivante : 

Menons par Q les co rdes E Q E ' et F Q F ' . A l o r s , si nous supposons 

que le rayon de la sphère d ' invers ion est une m o y e n n e p ropor t ionne l l e 

Fig. iS. 

entre les segments que le po in t Q détermine sur la c o r d e , E ' F ' sera 

l ' image de E F . P renons le mi l ieu D ' de l 'arc F ' C E ' , de façon que 

F ' D ' = ; F ' E ' , et menons D ' Q D qui rencont re la sphère en D ; D est le 

point che rché . D e m ê m e , par O , centre de la sphère , et par Q , m e 

nons H O Q H ' , qu i c o u p e la sphère en II et en H ' . A l o r s , si P est un 

point du segment , la densité superficielle en P , du c ô t é du segment 

qui est séparé de Q par le reste de la surface sphér ique , densité due 

à l ' induction d 'une cha rge q p lacée en Q , sera 

q Q H . Q H ' 

H H ' . P Q 

PQ 

D Q 

C D 

2 — CP 

î n g - i [ 
P Q / C D 2 

CP 

a désignant la c o r d e menée du pô l e C à la base c i rcula i re du segment . 

Du cô té le plus vois in de Q , la densité superficielle est 

q Q H . Q H ' 
0 + — = 3 - -

2 1 1 H H ' . P Q 
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CHAPITRE XII. 

T H É O R I E D E S F O N C T I O N S C O N J U G U É E S A D E U X D I M E N S I O N S . 

182. Il n 'y a qu 'un n o m b r e très restreint de cas vé r i t ab lement in

dépendants , p o u r lesquels ait été résolu le p r o b l è m e de l ' équi l ibre 

é lec t r ique . La m é t h o d e des h a r m o n i q u e s sphér iques a été appl iquée 

aux conduc teu r s sphé r iques ; les m é t h o d e s des images électr iques 

et de l ' inversion sont encore plus puissantes dans les cas où elles 

peuvent s 'appl iquer . Mais , à ma conna issance , l e cas des surfaces du 

second degré est le seul où l 'on connaisse à la fois les surfaces équi-

potent ie l les et les l ignes de fo rce , l o r sque ces l ignes de fo rce ne sont 

po in t des c o u r b e s planes. 

Mais il y a une classe de p r o b l è m e s très impor tan ts dans la théorie 

de l ' équi l ibre é lec t r ique et dans cel le de la c o n d u c t i o n des courants , 

o ù l 'on n'a à cons idé re r qu 'un espace à deux d imens ions . 

P a r exemple , si dans toute la part ie du c h a m p é lec t r ique que l 'on 

cons idè re , et au delà enco re , les surfaces de tous les conduc teurs 

sont engendrées par le m o u v e m e n t de l ignes droi tes parallèles à l 'axe 

des z, et si la par t ie du c h a m p o ù il cesse d'en être ainsi est si é lo i 

gnée de la part ie cons idérée que l 'on puisse nég l iger l ' ac t ion é lec

t r ique de cet te partie é lo ignée , l ' é lect r ic i té se d is t r ibue un i formément 

tou t le l o n g des généra t r ices ; et si nous cons idé rons une partie du 

c h a m p l imi tée par deux plans perpendicu la i res à l 'axe des z et distants 

de l 'unité de l o n g u e u r , le potent ie l et la d i s t r ibu t ion é lec t r iques seront 

des fonc t ions de x. cl y seulement . 

So ien t pdxdy la quanti té d 'é lect r ic i té répandue dans un élément 

ayant dx dy p o u r base et l 'unité p o u r hauteur , et a ds la quanti té ré

pandue sur un é lément de surface dont la base est l ' é lément l inéaire ds, 

et d o n t la hauteur est égale à l 'uni té . 

L ' équa t ion de P o i s s o n peu t s 'écrire 

<)= V i) ' V 

ce qu i se réduit , s'il n 'y a p o i n t d 'é lect r ic i té l i b r e , à l ' équat ion de Laplace 

dx2 ày2 
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Le p r o b l è m e général de l ' équ i l ib re é lec t r ique peut s ' énoncer c o m m e 

il suit : 

Etant donné un espace con t inu à deux, d imensions l imité par des 

courbes fermées C , , C 2 , . . . , t rouver la fo rme d 'une fonct ion V t e l l e q u e , 

sur ces l imites, elle prenne les diverses valeurs V , , V a , . . . constantes 

pour chaque l i m i t e ; et que dans l 'é tendue de cet espace V soi t fini, 

continu, n'ait en chaque p o i n t qu 'une valeur un ique et satisfasse à 

l'équation de Lap lace . 

Je ne sache pas que l 'on ait donné aucune solut ion parfa i tement 

générale, m ê m e de la ques t ion ainsi l imitée ; mais la m é t h o d e de trans

formation qui est donnée au § 190 , et peu t s 'appl iquer à ce cas, est 

bien plus puissante que toute m é t h o d e c o n n u e pouvan t s 'appl iquer à 

l'espace à trois d imens ions . 

La méthode repose sur les propr ié tés des fonct ions con juguées de 

deux variables. 

Définitions des fonctions conjuguées. 

183. On dit que deux quanti tés oc et 3 sont des fonct ions conjuguées 

de x et y, si a -+- \J - 1 fi est une fonct ion de x — i y . D e cette dé

finition, il résulte que 

doc d3 da d3 

(0 - - ^ T - > 3 - -+- T-- = ° ; 

ox ày ày àx 
à2<* . d*i. _ d*jJ IPJ 
àx2 ày2 ~ °' àx1 ày2 

Donc les deux fonct ions satisfont à l 'équat ion de Laplace . 

On a aussi 

^ ' àx dy ày àx \dx j \ ày j \ àx ) \ày ) 

Si x et y sont des coo rdonnées rectangulaires , si ds^ est l 'arc in

tercepté sur la c o u r b e ¡3 = cons t . par les c o u r b e s a et a -J- di., et si ds^ 

est l'arc de n. compr i s entre les cou rbes fi et 3 J- dp, on a 

/ . dsf ds% i 
U } du = d$ ~ H ' 

et les courbes se coupen t o r thogona lemen t . 

Si nous supposons que le potent ie l V r = V 0 - + - ki, k étant une c e r 

taine constante, V satisfait à l 'équat ion de Laplace , et les cou rbes ( a ) 

sont des courbes équ ipo len t i c l l e s . Les courbes ( 3 ) sont des l ignes de 

force, et l ' intégrale d e R prise p o u r une unité de longueur de base sur 

Tr. d'Èlect. et de Magn., I. 2 2 
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3 3 8 i r e P A R T I R , C H A P . x n . — T H É O R I E D E S F O N C T I O N S , E T C . 

une surface cy l indr ique qui se projet te sur le plan des xy suivant la 

c o u r b e A B est égale à &(PB— PA)> ° u PA e t - PB sont les valeurs de 3 

aux. extrémités de la c o u r b e . 

Si l 'on trace dans le plan une série de c o u r b e s co r re spondan t à une 

série de valeurs de a en progress ion a r i thmét ique , et une autre série 

cor respondant à des valeurs de P présentant la m ê m e di f férence , ces 

deux séries de c o u r b e s se coupen t o r thogona lement en tous leurs points 

de r encon t r e ; et si la différence c o m m u n e est assez pet i te , à la l imite 

les éléments en lesquels est divisé le plan seront de petits carrés dont 

les cô tés auront , dans les différentes parties du c h a m p , des d i rec t ions 

et des grandeurs différentes, ces grandeurs étant inversement p r o p o r 

t ionnelles à R . 

Si deux o u plus ieurs des l ignes équipotent ie l les ce sont des courbes 

fermées c o m p r e n a n t entre elles un espace c o n t i n u , o n peut les 

prendre p o u r surface de conduc teurs aux potent ie ls ( ,V 0 - t - krij), 

( V 0 - r - A r a 2 ) , . . . . L a quanti té d 'é lectr ic i té répandue sur l ' é lément de 

ces c o u r b e s , qui est c o m p r i s entre les l ignes de fo rce P! et ps> est 

L e n o m b r e des l ignes équipotent ie l les compr i se s entre d e u x con

ducteurs ind ique d o n c la différence de leurs potent ie ls , et le n o m b r e 

des l ignes de fo rce qui partent d 'un c o n d u c t e u r i nd ique la quantité 

d 'é lec t r ic i té qui le charge . 

Nous allons maintenant établir quelques-uns des p r i nc ipaux théo

rèmes relatifs aux fonc t ions con juguées , et, p o u r les démont re r , nous 

nous se rv i rons soit des équat ions ( i ) , qu i cont iennent les coefficients 

différentiels, soi t des définitions p r i m i t i v e s , o ù l 'on fait usage de sym

bo les imaginai res . 

1 8 4 . T H É O R È M E 1. — Si x' et y' sont des fonctions conjuguées par' 

rapport à x et y, et si x" et y" sont d'autres fonctions conjuguées 

par rapport à x et à y, les fonctions x' -+• x" et y' -+- y" seront aussi 

conjuguées par rapport à x et y. 

En effet, 
àx' _ ày' ôx" _ ày" 
àx àyy dx ày J 

d 'où 
à(x'-^x") _ dO'+y) 

àx ày 
D e m ê m e , 

àx' ày' àx" ày" _ 

ày àx ày àx ' 
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d'où 

d ( T' - + - .R" ) à(y'-^-y") 
ùy dx 

c'est-à-dire que x1-Y-x" y'-h y" sont des fonct ions con juguées par 

rapport à x et y. 

Représentation graphique d'une fonction qui est la somme de deux 

fonctions données. 

Soit une fonc t ion ( z ) de x et de y, représentée g raph iquemen t par 

une série de c o u r b e s tracées dans le plan des xy, chacune des c o u r b e s 

correspondant à une valeur par t icu l iè re de a pr ise dans une série de 

valeurs croissant d 'une quanti té constante S. 

Soit une autre fonc t ion ( ¡3) de x et y, représentée de m ê m e par une 

série de cou rbes co r re spondan t à des valeurs de 3 qu i diffèrent de la 

même quantité constante 8 . 

Pour représenter d e la m ê m e manière la fonc t ion (a -+- 3 ) , il faudra 

tracer une série de c o u r b e s passant par les intersect ions des deux pre

mières séries : de l ' in tersect ion des c o u r b e s a et S à ce l l e des c o u r b e s 

a + 8 et S — 8 , pu is à cel le des c o u r b e s a -+• i S et 3 — 2 8 , et ainsi de 

suite. En tous ces po in t s , la fonc t ion aura la m ê m e valeur a 3. La 

courbe suivante passera par les intersect ions de a et B + 8, a - ) - 5 et 3, 

a -+- 2 8 et B — 8 , et ainsi de suite, et la fonc t ion qu i co r r e spond à cet te 

courbe est a + P + 8. 

De cette façon, étant tracées la série des c o u r b e s s et la série des 

courbes 3, on peut cons t ru i re la série a -+- 3. 

Ces trois séries de c o u r b e s peuven t être tracées à part sur t rois 

feuilles différentes de papier t ransparent; et, lorsque la p remière et 

la seconde sont convenab l emen t superposées , on peu t tracer la t r o i 

sième. 

Les fonct ions con juguées pouvan t ainsi être c o m b i n é e s par add i 

tion, nous avons le m o y e n de tracer sans peine les figures répondant 

à bien des cas intéressants, dès l 'instant que nous savons t racer les 

figures pour les cas s imples don t ils sont fo rmés . Mais le t héo rème 

suivant nous fourni t une m é t h o d e b ien plus puissante p o u r transfor

mer les solut ions. 

1 8 5 . T H É O R È M E I I . — Si x" et y" sont des fonctions conjuguées par 

rapport aux variables x1 et y', et si x' et y' sont des fonctions con

juguées par rapport à x et à y, x" et y" sont conjuguées par rap

port à x et y . 
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En effet, 

àx" dx" àx' dx" dy' 

dx dx' dx dy' dx ' 

__ dy" dy' àf da?_ 

dy' ~ày dx dy ' 

_ èf_. 
dy' 

et 

àx" dx" dx' dx" dy' 

dy àx' dy ày' ày ' 

dy" ày1 dy" àx:' 

ày' àx àx' àx 

dy" 

àx 

et ce sont là les cond i t ions p o u r q u e x" et y" soient con juguées de x 

et y. 

On peut aussi le v o i r d 'après la définit ion p r imi t ive des fonctions 

con juguées . Car x" —iy" est une fonc t ion de x' -+- \f— 1 y', et 

x'-\- y 7 — i y ' est une fonc t ion de x -+- sf— iy- D o n c , x"-t- \J — îy" est 

une fonc t ion de ¿c H— y/ — i y . 

D e m ê m e , on mont rera i t q u e , si x' et y' sont des fonc t ions conju

guées de x et y, x cl y sont des fonc t ions con juguées de x' et y'. 

C e théorème peut r e c e v o i r l ' in terprétat ion g raph ique suivante : 

P renons x' et y' p o u r c o o r d o n n é e s rec tangula i res , et t raçons sur le 

papier les c o u r b e s qu i r éponden t à des valeurs en progress ion arith

mé t ique de x" et de y". IVous avons ainsi un d o u b l e système de courbes 

q u i par tage le papier en petits carrés . T raçons aussi sur le papier des 

l ignes droi tes hor izonta les et ver t ica les , éga lement espacées , et in

scr ivons auprès de ces l ignes les valeurs cor respondan tes de x' et y'. 

Prenons maintenant une autre feui l le de papier , sur laquel le x et y 

sont pris p o u r c o o r d o n n é e s rec tangula i res , et sur laquel le on trace un 

d o u b l e système de c o u r b e s x' et y', c h a c u n e des cou rbes portant l'in

d ica t ion des valeurs cor respondan tes de x' et y'. Ce système de c o o r 

données curvi l ignes c o r r e s p o n d r a , po in t p o u r po in t , au système de 

c o o r d o n n é e s rec t i l ignes x'y' de la p r emiè re feui l le de papier . 

Si d o n c nous p renons un n o m b r e q u e l c o n q u e de points sur la 

c o u r b e x" de la p remiè re feui l le , et si nous no tons les valeurs de x' 

et y' en ces po in t s ; et si nous marquons les points cor respondants sur 

la seconde feuil le, nous ob t i end rons autant de po in t s de la c o u r b e 

t ransformée x". Si nous faisons de m ê m e p o u r toutes les cou rbes x", 
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-II 
à2X d 2 V \ 

, dx'2 d / ' 2 / 

Mais, si V est un potent ie l , on a, d 'après l 'équat ion de P o i s s o n , 

à2X à2X 

et le résultat peut s 'écrire 

pdxdy — j j p'dx'dy'; 

y" de la p remière feui l le , nous ob t i endrons sur la seconde une d o u b l e 

série de cou rbes x", y" de fo rme différente, mais possédant la m ê m e 

propriété de partager le pap ie r en peti ts carrés . 

186. T H É O R È M E III. — Si V est une fonction de x' et de y', et si x1 

et y' sont des fonctions conjuguées de x et y, on a 

Jf(àZ+=ff{S + P ) ^ ' > 
l'intégration étant effectuée entre les mêmes limites. 

En effet, 

dV _ dV d V dV dy' 

dx dx' dx dy dx ' 

à*y _ d 2 V tàx'y à2X dx' dy' à2X fdy'y 
Ox2 dx'! \ dx I dx' dy' dx dx dy'2 \ dx ) 

àX à2x' dX à2 y' 

dx' dx2 dy' àxi ' 

à^_dJX_/dx[\2 d 2 V dx' dy' d 2 V /dy' 

dy2 dx'2 \dy J dx1 dy' dy dy dy'2 \ dy 

àX à^x' dX d2y' 

dx' dy2 dy' dy1 

Addi t ionnant ces d e u x dernières équat ions , et nous rappelant les 

conditions ( i ) relatives aux fonc t ions con juguées , nous t rouvons 

dx2 + ly2 ~ dx"2 l\~àx ) ^ \ ày) J ^ Y\d^/ + \ < W J 
' d 2 V à2X\ làxf_ dy' dx' dy' 

Kàx'2 dy'2 J \dx dy dy dx 

d'où 

rr/à2\ d2v\, , rr/'pv à^x\/dx'dy dx' dy\ . , 

JJ\à^+
 •#y-*)dxdy =JJ {d*-* + ^ ) d x d y 

dx' dy'. 
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c'est-à-dire qu ' i l y a la m ê m e quanti té d 'é lec t r ic i té dans les parties 

cor respondantes des deux systèmes, si les c o o r d o n n é e s d 'un système 

sont des fonct ions con juguées des c o o r d o n n é e s de l 'autre sys tème. 

Théorèmes additionnels relatifs aux fonctions conjuguées. 

1 8 7 . T H É O R È M E I V . — Si xl et yl, x2 et y2 sont des fonctions con

juguées par rapport à x et y, et si 

X = XiXs — yiyn, Y = TFJJSH- arfi, 

X et Y sont des fonctions conjuguées de x et y. 

En effet, 

X + Y / — i ¥ = ( 3 ^ + / _ 7 : K l ) ( a : 5 - f . / — iy2). 

T H É O R È M E V . — Si * est une solution de l'équation 

à2<f> d^t> 
dx* dy~ ~ ' 

et si Von pose 

àA-
„ . [ fà<py /à*\'l a , dx 

L A < W W 1 J B ^ 

dy 

R et S sont des fonctions conjuguées de x et y. 
à<ï> à& 

En effet, R et 8 sont des fonc t ions c o n i u e u é e s de — et de , lcs-J ° àx ày 
quels sont des fonc t ions con juguées de x et y. 

E X E M P L E I. — Inversion. 

188 . C o m m e e x e m p l e de la m é t h o d e générale de t ransformation, 

p renons un cas d ' invers ion à d e u x d imens ions . So ien t O un po in t fixe 

dans un plan ; O A une d i rec t ion fixe ; et soient r — O P = r ae", 6 = A O P ; 

enfin, x et y les c o o r d o n n é e s de P par r appor t à O : 

( p = lo<r — i /y 2 -+- x2, 6 = tan!?- 1 — , 
( 5 ) \ a v J ' b x 

[ x = aeP cos8 , y — aeP sinB. 

p et 8 sont des fonc t ions con juguées de x et y. 

Si p'=np et 8 ' = / z 8 , p' et 6' seront des fonct ions con juguées de p 
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IMAGES ÉLECTRIQUES DANS LES FIGURES A DEUX DIMENSIONS. 3^3 

et 9. Dans le cas où n — — i , nous avons 

(6) r ' = T ' e ' = ~ B ' 

ce qui co r respond à l ' inversion ordinaire c o m b i n é e avec une rotat ion 

de. i8o° de la figure autour de O A . 

Inversion des figures à deux dimensions. 

Dans ce cas, si r et r' représentent les distances des points c o r r e s 

pondant au po in t O ; e et e' les charges totales d'un c o r p s ; S et S' les 

éléments de sur face ; V et V les éléments de v o l u m e ; T et a' les den

sités superficielles ; p et p' les densités de v o l u m e ; o et » ' les p o t e n 

tiels correspondants dans les d e u x sys tèmes , 

r' S' a2
 r' 2 V a 4 r' 4 e 

\ 
( 7 ) 

r S r 2 a 2 ' V r 4 a* ' e ' ' 

' r1 a 2 p r 4 a 4 * ' 

r a2 r ' 2 ' p' — a 4 ~~ r ' 4 ' * 

E X E M P L E II. — Images électriques dans les figures à deux dimensions. 

189. Soit À le cent re d'un cerc le de rayon A Q — - b \ soit E la 

charge en A ; le potent ie l en un po in t q u e l c o n q u e P est 

( 8 ) * = a K l o g A , 

et si ce ce rc le est la sect ion d'un cy l indre c o n d u c t e u r c r e u x , la den-

Fig. 1 7 . 

site superficielle en un p o i n t q u e l c o n q u e Q est — ^fj, ' 

Transformons le système par rappor t à O , posant 

A O = mb, a 2 = ( m 2 — i)ft 2 ; 

nous avons alors en A ' une charge égale à celle de A , avec A A ' — — • 
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3/(4 I r a P A R T I E , C U A P . X I I . THEORIE DES F O N C T I O N S , E T C . 

La densité en Q ' est 

E — A Â / 3 

A ^ Q 7 " ' 

et le potent iel en un p o i n t P ' in tér ieur au ce rc le est 

* ' = * r- a E ( l o g è — l o g A P ) 

V J ; 1 2 E ( L O G O P ' ^ L O G A ' P ' — L O G M ) 

Cette d is t r ibut ion équ ivau t à la c o m b i n a i s o n d 'une charge E en A ' et 

d 'une cha rge — E en O , image de A ' par rappor t au ce rc l e . La charge 

idéale de O est égale et contra i re à cel le de A ' . 

Si le poin t P ' est défini par ses c o o r d o n n é e s polaires rapportées au 

centre du ce rc l e , et si nous posons 

P = -LOG> LOGÉ et P 0 - - I O G A A ' — L O G É , 

nous avons 

(10) A P ' = beP, A A ' = 6 e ? 0 , A O = be-P0, 

et le potent ie l au p o i n t (p , 8) est 

( <I> _ E L O G ( E - 2 P 0 — 2 E~PO e p c o s 8 - t - E 2 P ) 

( — E LOG ( E 2 P 0 — 2EP 0 EPCOS9 - t - E 2 P) -+- a E P 0. 

C'est là le potent ie l p r o d u i t au p o i n t (p , 6) p o u r une charge E placée 

en ( P 0 , o ) , sous la c o n d i t i o n que * — o quand P — o . 

Dans ce cas, P et 8 sont les fonc t ions con juguées de l 'équat ion ( 5 ) ; 

P est le logar i thme du rappor t du rayon vec teur d'un po in t au rayon 

du ce rc l e , et 8 est un angle . 

Le centre est le seul po in t s ingulier dans ce système de c o o r d o n 

nées, et l ' in tégrale de l igne ds prise le l o n g d 'une c o u r b e fermée 

est o ou 2TC, suivant q u e la c o u r b e fermée renferme ou non le centre. 

E X E M P L E I I I . — Transformation du cas précédent par Neumann (') . 

190. Soient a et p d e u x fonc t ions con juguées que lconques de x et 

j - , telles que les c o u r b e s a soient des l ignes équipotent ie l les , et les 

c o u r b e s ( f i ) les l ignes de force dans un système fo rmé d 'une d e m i -

unité d 'é lectr ic i té p l acée à l 'o r ig ine , et d 'un système électrisé disposé 

d 'une manière q u e l c o n q u e à une certaine dis tance de l 'o r ig ine . 

(' ) Journal de Crelle, 1861. 
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TRANSFORMATION DU CAS PRÉCÉDENT PAR NEUMANN. 345 

Supposons que la c o u r b e p o u r laquel le le potent ie l est a 0 soi t fe rmée, 

et telle qu 'aucune part ie du système électr isé, sauf la demi-uni té 

placée à l 'o r ig ine , ne soit compr i s e dans la c o u r b e . 

Alors toutes les c o u r b e s ( a ) compr i ses entre ce l l e -c i et l ' o r ig ine se

ront des courbes fermées entourant l 'o r ig ine ; et toutes les c o u r b e s ( S ) 

se rencontrent à l ' o r ig ine et coupen t o r tbogona lemen t les c o u r b e s ( a ) . 

Les coo rdonnées d'un po in t q u e l c o n q u e intér ieur à la c o u r b e (ot 0) 

seront déterminées par les valeurs de a et S en ce p o i n t ; et si le po in t 

se déplace dans le sens pos i t i f sur une des c o u r b e s ( a ) , la valeur de ( 3 ) 

augmentera de 2-x à c h a q u e révolut ion c o m p l è t e . 

Supposons maintenant que la c o u r b e ( a 0 ) soit la sect ion de la sur

face intérieure d'un cy l indre c r e u x de forme q u e l c o n q u e , maintenu 

au potentiel zé ro , et soumis à l ' influence d'une change répandue avec 

une densité l inéaire E sur une l igne droi te se projetant à l ' o r ig ine ; 

nous pouvons alors ne po in t cons idére r le système électrisé extér ieur , 

et nous avons p o u r le potent ie l en un po in t q u e l c o n q u e ( 2 ) intérieur 

à la courbe 

( 1 2 ) tp =. 2 E ( a — a 0 ) , 

et pour la quantité d 'é lec t r ic i té qui est répandue sur la part ie de la 

courbe a 0 c o m p r i s e entre les poin ts cor respondant à 3 , et B 2, 

( 1 3 ) Q — ^ E ( 3 i — 3 2 ) . 

Si, par cette m é t h o d e ou par toute autre, nous avons dé te rminé la 

distribution du potent ie l dans le cas d 'une c o u r b e de sect ion donnée , 

et d'une charge p lacée en un poin t donné pris p o u r o r ig ine , nous 

pouvons passer au cas d 'une cha rge placée en tout autre poin t , par 

une simple appl icat ion de la m é t h o d e générale de transformation. 

Soient et, et ^ les valeurs de a et 3 au poin t où est p lacée la cha rge ; 

substituant dans l 'équat ion (11) a — a 0 à p, B — à 6, nous t rou

vons pou r le potent ie l d 'un po in t q u e l c o n q u e , dont les coo rdonnées 

sont st et S, 

<p — E log[ r — 2 e J + ' . - » Û co s (P — 3 ^ 4 - e 2 1 * " - * . - 2 ^ ' ] 

— E l o g [ i — a e ' - s . cos ( 3 — 3 , ) 4 - eaii-a,)] — 2 E(x , — i0). 

Cette express ion du potent ie l se rédui t à zéro quand a—-. *„ ; elle est 

finie et cont inue à l ' intér ieur de la c o u r b e a, sauf au po in t 3 , ) , 

pour lequel le s e c o n d terme devient infini; et, dans son vo is inage i m 

médiat, elle a p o u r valeur l imite — a E l o g r ' , où /·' est la dis lance à 

ce point . 
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2e(x.-3.J cos(P — p,) -H e 2 1*!-*!)' 

E X E M P L E IV. — Distribution près de l'arête d'un conducteur formé 

de deux faces planes. 

191 . Dans le cas d 'une face plane c o n d u c t r i c e indéfinie, chargée 

d'électricité avec une densité superficielle a0, nous avons t rouvé pou r 

le potentiel , en un po in t situé à une distance y du plan, 

C étant la valeur du potentiel sur le conduc t eu r m ê m e . 

Nous s o m m e s d o n c en mesure d 'ob ten i r la solut ion du p r o b l è m e de 

Green relatif à la charge d'un po in t q u e l c o n q u e intérieur à une 

courbe fermée, si nous connaissons la solut ion p o u r un autre poin t . 

La charge indui te sur l 'é lément de la c o u r b e a0 qu i est compr i s 

entre les points S et 8 -\-dp, par une charge K p l a c é e au po in t (au SJ, 

est, en employan t la notat ion du § 183, 

I as 

oil dst est mesuré vers l ' intérieur et où l 'on fait a = st0 après la diffe
rentiation. 

Ceci devient , d 'après l 'équat ion ( 4 ) du § 183 , 

4 - £ ^ ' ( * = a o ) ' 

c 'est-à-dire 
E i — e a ( « . - » ^ f j 

~~ â̂n: i — î e 1 ^ c o 7 ( ~ p 7p~j~^TeH*,-x,)
 1 ' 

A u m o y e n de cet te express ion, nous p o u v o n s t rouver le potentiel en 

un point q u e l c o n q u e ( a 1 ; B t ) intérieur à la c o u r b e fermée, lo r squ 'on 

donne en fonc t ion de 3 la valeur du potent ie l en c h a q u e poin t de la 

c o u r b e fe rmée , et qu ' i l n 'y a po in t de charge à l ' intér ieur de la c o u r b e 

fermée. 

En effet, d 'après le § 86 , la partie du potent ie l de (a , , 3j) qu i est 

due à ce qu 'une partie dp de la c o u r b e fermée est maintenue au p o 

tentiel V , est n V , n étant la charge indui te sur dp par une unité 

d 'électrici té p lacée en (atj, f^). D o n c , si V est le potent iel en un poin t 

de la c o u r b e fe rmée , potent iel exp r imé en fonc t ion de 3, et si * est le 

potentiel au po in t ( a l 3 pi) intérieur à la c o u r b e fermée, ce l l e -c i ne 

renfermant d 'ail leurs aucune cha rge , 
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T R A N S F O R M A T I O N D U C A S P R É C É D E N T P A R N E U M A N N . 347 

Prenons p o u r axe po la i re une l igne droi te du plan, et passons aux 

coordonnées polaires : nous t rouvons p o u r le potentiel 

V = G — 4 1 t Œ o a e P s ' n ^ i 

et pour la quantité d 'é lect r ic i té répandue sur un para l l é logramme dont 

la base est égale à l 'unité , et don t la hauteur, mesurée à partir de 

l 'axe, est aeP, 

E — 30aeP. 

Faisons maintenant p — no', 8 = nW\ pu i sque p' et 8' sont con jugués 

par rapport à p et 8 , les équat ions 

E = s0aen?' 

représentent une dis t r ibut ion poss ib le des charges et des potent iels . 

Si nous posons r p o u r aeP', r sera la distance à l ' a x e ; nous pouvons 

aussi mettre 8 au l ieu de 8' p o u r l 'angle. Nous aurons 

rn 

V = C — I T C Œ N sin n0, 

r" 

V est égal à C toutes les fois que ziO =_ TC O U un mul t ip le de T C . 

Supposons que l 'arête soit un angle saillant du conduc teu r , o ù l ' in

clinaison des faces est a. A l o r s l 'angle du d ié lec t r ique est 2 TU — a, et, 

pour 8 — 271 — et, le poin t est sur l 'autre face du c o n d u c t e u r . Nous d e 

vons d o n c faire 

n(27t — a) = TC ou n = 
2 TC — a 

Alors 
TC 

v r / / ryt=ï . TC8 
V = L — Ana^a - ) sin , 

\ a I 27c — x 

TC 

f T- \ 27C—à 

E = 3f> 

La densité superficiel le a-, à une distance q u e l c o n q u e r de l 'arête, est 

a—T; 

dE TC / r\™^-

dr 2 TC — a V a 

Si l 'angle est saillant, a est plus peti t que T C , et la densité superficiel le 

varie en raison inverse d 'une certaine puissance de la distance à l 'arête ; 
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de sorte que , sur l 'arête m ê m e , la densité devient infinie, et cela bien 

que la charge totale évaluée depuis l 'arête j u s q u ' à une distance finie 

q u e l c o n q u e soi t toujours finie. 

Ains i , quand a — o , l 'arête est infiniment a iguë , s emblab le à la sec

tion d'un plan mathémat ique . Dans ce cas la densité varie en raison 

inverse de la racine carrée de la dis tance à l 'arête. 

Si a = l 'arête est semblab le à cel le d 'un p r i sme équilatéral , et la 

densité varie en raison inverse de la puissance f de la dis tance. 

Si « = - 1 l 'arête fo rme un angle dro i t , et la densité est en raison 
2 D 

inverse de la rac ine c u b i q u e de la dis tance. 

Si I — ^ T : , l 'arête est semblable à cel le d 'un p r i sme hexagonal , et 

la densité est en raison inverse de la racine qua t r ième de la distance. 

Si %—iz} l 'arête disparaît , la densité est constante . 

Si CL — 117, l 'arête est semblab le à l ' intérieur d 'un p r i sme hexagonal , 

et la densité est directement proportionnelle à la rac ine carrée de la 

dis tance. 

3 

Si a - m, l 'arête est un angle droi t rentrant, et la densité est p r o 

por t ionnel le à la distance à l 'arête. 

5 

Si on = j 1 7 , l 'arête est un angle rentrant de Co°, et la densité est pro

por t ionnel le au carré de la distance à l 'arête. 

En réalité, dans tous les cas où la densité devient infinie en un point 

q u e l c o n q u e , il y a décharge é lec t r ique dans le d ié lec t r ique en ce point , 

ainsi qu ' i l a été exp l i qué au § 5 5 . 
E X E M P L E V . — Ellipses et hyperboles. 

192 . N o u s avons vu que si 

( 1 ) xi — e ï c o s ^ , jKi =~ sin ' | , 

x et y sont des fonct ions con juguées de <p et 

D e m ê m e , si 

( 2 ) x2 = e ?cos<j/, y2 ~= — e~ïsimf, 

x2 et y% sont des fonct ions con juguées . D o n c , si 

^ j ix — Ti -+- x-2 — ( e ï - I - e-f) cosi^, 

( - ~ yi ~ï~y2 — ( e ? — e _ ? ) s in i} . , 

x et y sont des fonc t ions con juguées de <p et <]/. 
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Dans ce cas , les poin ts p o u r lesquels cp est constant sont sur l ' e l 

lipse dont les axes sont e? -t- e~"> et e? — e~f. 

Les points p o u r lesquels est constant sont sur l ' hype rbo l e dont 

les axes sont 2 c o s ^ et 2 s in^ . 

Sur l 'axe des x, entre x — — 1 et x-=.-\-\, 

(\) a p= O, I|/ = arc c o s r . 

Sur l 'axe des x, de part et d'autre de ces l imites , nous avons de 

chaque côté 

x > i = O o — log(a?-F- </x2— 1 ) , 

x <C 1 = T- c = l o g ( / * ' 2 — 1 — x)-

Si donc ip est la fonc t ion potent ie l le , et la fonc t ion d ' écou lemen t , 

nous avons le cas d 'un é c o u l e m e n t d 'é lec t r ic i té s'effectuant du c ô t é 

positif vers le cô té négatif de l 'axe des x, à travers l 'espace c o m p r i s 

entre les points -4- 1 et — 1, les parties de l 'axe situées au delà de ces 

points étant impe rméab le s à l ' é lec t r ic i té . 

Pu isque , dans ce cas , l 'axe des y est une l igne de flux, nous p o u v o n s 

Je regarder c o m m e étant aussi impe rméab le p o u r l 'é lectr ic i té . 

Nous pouvons d o n c cons idére r les ellipses c o m m e étant les sect ions 

des surfaces équipotent ie l les dues à un conduc teu r plat, de l o n g u e u r 

infinie, de la rgeur 2, et chargé d'une demi-unité d 'é lectr ic i té par unité 

de longueur . 

Si nous prenons <|/ p o u r fonct ion potent ie l le , et y pou r fonc t ion 

d 'écoulement , le cas devient celui d'un plan infini, dans leque l on au

rait enlevé une b a n d e de la rgeur 2 . D 'un cô t é , le plan est au p o t e n 

tiel TT; de l 'autre, il est au potent iel zé ro . 

Ces cas peuvent être cons idérés c o m m e des cas part icul iers des sur

faces de second d e g r é , étudiées au Chapi t re X . La forme des c o u r b e s 

est donnée sur la PL. X. 

EXEMPLE V I . - PL. XI. 

193. Cons idé rons maintenant x' et y' c o m m e des fonct ions de x et 

y définies par les équat ions 

( 6 ) » ' = b lag/a;* — y 2 , y' = b arc. tang ^ ; 

x' et y' seront aussi des fonc t ions conjugées de tp et à. 

On donne à la PL. XI les courbes qui résultent de la t ransforma

tion de la PL. XAU m o y e n de ces nouvel les c o o r d o n n é e s . 

Si x' et y' sont des c o o r d o n n é e s rectangulaires , les propr ié tés de 
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Lignes de force près du bord d'une plaque. 
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( 7 ) 1̂  = 7111, tp = log {x -+- ij 372 l o g ( e * - H \ / e 

Les valeurs négat ives de x' sur ces mêmes l ignes co r re sponden t aux 

valeurs de x p lus peti tes que l 'uni té , p o u r lesquelles nous avons vu 

que l 'on a 

( 8 ) tp = o . ^ = arc cosx = arc cos e b . 

Les propr ié tés de l 'axe des y de la fig. 1 appart iennent , dans la fig. 2 , 

à une série de l ignes parallèles à x', p o u r lesquel les on a 

( 9 ) y= 6 T C ( / I ' - H | ) . 

La valeur de le l o n g de ces l ignes est ^— r.(x->r-^) p o u r tous 

les points , posit ifs ou négatifs, et 

( 1 0 ) tp T= l o g ( / 1) = log 

Les courbes p o u r lesquel les tp et ii sont constantes peuvent être tra

cées d i rec tement , d 'après leurs équat ions 

T' ==\b l o g ¿ ( e 2 ï -h e~ z ? — 2 c o s 2 ^ ) , 

C o m m e la figure se reprodui t p o u r des valeurs de y' différant entre 

elles de TCÔ, il suffit de la tracer dans un de ces intervalles. 

Il y a deux cas , selon q u e <p ou change de signe avec y'. Supposons 

que ce soit tp qui change de s igne. A lo r s toute c o u r b e p o u r laquel le 6 

est constant est symétr ique par rappor t à l 'axe des x', et le c o u p e 

or thogonalement en un p o i n t situé du cô t é négatif. Si nous partons 

de ce point , p o u r lequel <o — o , et si nous faisons cro î t re tp, la c o u r b e , 

d 'abord o r thogona le à l ' axe , s ' infléchit peu à peu , et finit par deveni r , 

pour de grandes valeurs de tp, parallèle à l 'axe des x'. Le cô t é posi t i f 

de l 'axe des x' appart ient au système et co r r e spond à 4* = o ; et quand 

y' — ± i ir b, <]> — j TC. Les figures p o u r lesquelles a des valeurs c o n 

stantes, compr i se s entre o et-j-rc, forment d o n c un système de c o u r b e s 

qui comprennen t le cô t é pos i t i f de l 'axe de x'. 

l 'axe des x dans la fig- i appar t iendront , dans la fig- 2 , à une série 

de lignes parallèles à x', p o u r lesquel les y' — b n'iz, n' étant un n o m b r e 

entier q u e l c o n q u e . 

Sur ces l ignes , les valeurs posi t ives de x' co r r e sponden t aux valeurs 

de x plus grandes que l 'unité , et nous avons vu que l 'on a p o u r ces 

valeurs 
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Les c o u r b e s p o u r lesquel les TP a des valeurs constantes coupen t o r -

thogona lement le système IJ/, et les valeurs de CP var ient de — o o à 4 - c o . 

P o u r toutes cel les de ces c o u r b e s TP qui sont menées au-dessus de l 'axe 

des x, la va leur de TP est pos i t ive ; le long de la partie négat ive de l 'axe 

des x', sa valeur est z é r o ; enfin, p o u r toute c o u r b e située en dessous 

de l 'axe des x', sa va leur est néga t ive . 

Nous avons vu q u e le système est symét r ique par rappor t À l 'axe 

des x. Soi t P Q R une c o u r b e q u e l c o n q u e coupan t ce système o r l h o g o -

nalement , et se terminant , en P et en R , sur les c o u r b e s y' — -Jz 4 izb, 

le po in t Q étant situé sur l 'axe des x'. La c o u r b e P Q R est symétr ique 

par rappor t À l 'axe des x' ; mais, si la va leur de TP le l o n g de P Q est c , 

elle sera — c le long de Q R . On se rend c o m p t e de cet te d iscont i 

nuité de TP par une d i s t r ibu t ion é lec t r ique du genre de cel le qui sera 

d iscutée au § 195. 

Si maintenant nous supposons que ce soit TJ>, et non TP, qu i change DU 

signe avec y', les valeurs de CP varient de o à ce . P o u r TP — o , nous 

avons la part ie néga t ive de l ' axe des x; p o u r TP = ce , nous avons une 

perpendicu la i re à l 'axe des x' située à une dis tance infinie. Le long 

d 'une l igne P Q R q u e l c o n q u e c o m p r i s e entre les d e u x précédentes , la 

valeur de TP est constante et pos i t ive . 

T o u t e valeur IJ; subi t un b r u s q u e changemen t au po in t o ù la courbe 

p o u r laquel le est constant c o u p e la partie négative d e l 'axe des x' : 

le signe de IJ; change . O n verra au § 1971a signification de cette d i scon

tinuité. 

Les l ignes , q u e nous venons d ' apprendre à t racer , sont représentées 

sur la Pl. XI, rédui te aux deux tiers du d i a g r a m m e : le tiers supé

r ieur est à suppr imer . 

194 . Si nous cons idé rons TP c o m m e la fonc t ion potent ie l le et i/ 

c o m m e la fonct ion d ' écou lement , le cas actuel est celui d 'une bande 

de métal inf iniment l o n g u e , de l a rgeur Tib, présentant à partir de 

l 'o r ig ine et sur une l ongueu r indéfinie dans le sens pos i t i f une c l o i 

son non c o n d u c t r i c e , qui par tage la partie pos i t ive d e la bande en 

deux canaux dist incts. Nous p o u v o n s supposer que cet te séparation 

soit p rodu i t e par une c o u p u r e très étroi te p ra t iquée dans la bande 

méta l l ique . 

Si l 'on fait c i r cu le r un couran t é lec t r ique , entrant par l 'une de ces 

parties et sortant par l 'autre, l 'entrée et la sort ie seront à une d is 

tance infinie du côté pos i t i f de l ' o r ig ine , et les fonct ions TP et d o n 

neront la d is t r ibut ion du potent ie l et du couran t . 

Si, au cont ra i re , nous prenons I|/ p o u r le potent ie l ettp p o u r la fonc-
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lion d ' écou lement , nous nous t rouverons dans le cas d'un courant aj'ant 

pour d i rec t ion générale cel le de l 'axe des y', et c i rculant à travers 

une feuille méta l l ique dans laquel le on aurait pra t iqué un certain 

nombre de c o u p u r e s non conduc t r i c e s , parallèles à l 'axe des x' : et 

s'étendant de l 'axe desjy 7 à l ' infini, dans le sens négatif. 

195. Nous p o u v o n s appl iquer ces résultats à deux cas impor tants 

en électrici té s tat ique. 

i ° Soit un c o n d u c t e u r en fo rme de feuille plane, présentant une 

arête rect i l igne, et i l l imité par tout ailleurs. On le m e t dans le plan 

des xz, du c ô t é pos i t i f de l ' o r ig ine , et l 'on p lace paral lèlement , à une 

distance -2iib de c h a q u e cô té de ce. plan, deux plans conduc teu r s i n 

définis. A l o r s , si ^ est la fonct ion potent ie l le , sa valeur est zé ro p o u r 

le conduc teur du mi l ieu , et ^TZ p o u r les deux autres plans. 

Considérons la quanti té d 'é lec t r ic i té qui se t rouve sur la partie du 

conducteur central , qu i s 'étend sur une hauteur i dans le sens do s, 

et sur une l ongueu r de x' —.a à part ir de l ' o r ig ine . 

La quantité d 'é lect r ic i té qu i existe sur la partie de cet te bande qui 

est compr i se entre x\ et x'2 est — (tpa — tpi). 

D o n c , depuis l 'o r ig ine jusqu 'à j ; ' — a, la quanti té d 'é lectr ic i té est 

ce qui devient , si a est grand compara t ivement à b, 

Donc la quantité d 'é lec t r ic i té , répandue sur un plan l imité par une 

arête rect i l igne, est plus grande que si l ' é lec t r ic i té avait été d is t r ibuée 

avec une densité uni forme égale à cel le qui existe à une certaine d i s 

tance de l 'a rê te ; la quanti té existante est égale à ce l le qu i , p o u r la 

même densité un i fo rme , serait répandue sur un plan s 'étendant sur 

une largeur M o g e 2 , au delà de la l imite actuelle du plan. 

Cette d is t r ibut ion un i forme imaginaire est figurée par les l ignes 

pointi l lées de la Pl. XI. Les vert icales représentent les l ignes de 

fo rce ; les hor izonta les , les surfaces équipotent ie i les , en supposant 

la densité uni forme sur les deux plans p ro longés à l'infini dans toutes 

les d i rec t ions . 

196. Les condensateurs é lectr iques sont quelquefois formés d'un 

Tr. d'Élect. et de Magri., I. 2 3 
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Correction pour l'épaisseur du plateau. . 

C o m m e le plateau du mi l ieu a généra lement une épaisseur que l 'on 

ne peut nég l ige r devant la dis tance des p la teaux, on ob t i en t une r e 

présentation plus exacte des faits dans le cas actuel , en supposant que 

la section du plateau in termédiai re co r r e spond à la c o u r b e ij. = ij/. 

Le plateau aura, à une cer taine dis tance du b o r d , une épaisseur à 

peu près un i fo rme S — 2 bi(', mais sera arrondi vers le b o r d . 

La pos i t ion effective du b o r d du plateau s 'obtient en faisant y' — o , 

d 'où 

( 1 7 ) x' = b l o g e ( c o s i y ) . 

La valeur de i|/ sur ce b o r d est zé ro , et, au po in t p o u r leque l x' — o, 

plateau p lacé à égale distance de deux autres pla teaux parallèles s 'é-

tendant de tous les côtés b e a u c o u p plus lo in que le plateau du mi l ieu . 

Si le rayon de c o u r b u r e de la l igne qui l imite le plateau du mil ieu est 

grand, relat ivement à la dis tance des pla teaux, nous p o u v o n s c o n s i 

dérer cet te c o u r b e c o m m e une l igne d ro i t e , et approx imat ivement 

ca lculer la capaci té du condensa teur , en supposant que la surface du 

plateau du mi l i eu soit augmentée par une c o u r o n n e de largeur uni

fo rme régnant tout autour de la c o u r b e l imi te , et en supposant éga

lement que , sur le plateau ainsi acc ru , la densité superficiel le soit 

uni forme et égale à ce qu 'e l le est sur les parties é lo ignées de la c o u r b e 

l imi te . 

A ins i , si S est l 'aire vér i table du plateau, L sa c i r confé rence , B la 

distance des grands pla teaux, nous avons 

( i 3 ) 6 = - B , 

et la largeur de la c o u r o n n e addit ionnel le est 

( . 4 ) a = ^ B , 

de sorte que l 'aire augmentée est 

(15) S ' = S + 1 ^ B L . 

La capac i té du plateau du mi l i eu est d o n c 

i S' i / S T i . \ 
(16) — ^ = — T , + L - l o g e 2 · 
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ou 

( 1 8 ) S < \ 2 C 0 S - I B J ' 

la densité étant supposée avoir en tous les points la valeur qu 'e l le a 

une certaine d is lance du b o r d . 

Densité près des bords . 

La densité superficielle en un po in t q u e l c o n q u e du plateau est 

V e b - i 

La quantité entre parenthèses tend rapidement vers l 'unité , quand x' 

croît , de sorte que , à une distance du b o r d égale à n fois la largeur de 

la couronne a, la densi té effective excède la densité normale d 'environ 

- , de la densité n o r m a l e . 

De m ê m e , nous p o u v o n s ca lculer la densi té sur les plans indéfinis 

Quand x' = o , la densité effective est à la densité normale dans le rap-

port de 2 2 à i . 

Du côté positif , à une distance égale à n fois la largeur de la c o u 

ronne, la densité est infér ieure à la densité normale d ' env i ron ——. · 

D u côté négatif, à une distance égale à n fois la la rgeur de la c o u 

ronne, la densité est environ — de la densité normale . 
' 2 * 

Ces résultats mont ren t que l degré d 'exact i tude on peut attendre, si 

elle est 

a - J - b l o g e 2 

b 

Donc , la quanti té d 'é lec t r ic i té répandue sur le plateau est la m ê m e 

que si l 'on avait ajouté à c e plateau une c o u r o n n e de largeur 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



l 'on appl ique cet te mé thode à des plateaux d 'é tendue l imi tée , en pré

sentant des irrégulari tés dans le vo is inage des b o r d s . La m ê m e distri

bu t ion s 'établirait dans le cas d 'une série i l l imitée de ces plateaux 

équidistants, dont les potent iels seraient al ternativement -H V et — V. 

Dans ce cas, nous devons p rendre la distance des p la teaux égale à B. 

197. 2 ° Le second cas que nous é tudierons est celui d 'une série in

finie de plans parallèles au plan des xz, distants les uns des autres 

de B = 7 R ¿ , et tous c o u p é s par le plan des yz, de manière à ne s 'é

tendre que du cô té négat i f de ce plan. Si nous prenons <p p o u r fonc 

tion potent ie l le , nous p o u v o n s regarder ces plans c o m m e des c o n d u c 

teurs au potentiel zé ro . 

Cons idé rons les cou rbes le l ong desquel les tp est constant . P o u r 

r'—nnb, c'est-à-dire sur le p r o l o n g e m e n t de chacun des plans, nous 

avons 

( 2 1 ) x — b I O G -I- ( E ? - + - E - T ) . 

P o u r y' — (n -+-1)r. b, c 'est-à-dire dans les posi t ions intermédiaires , 

( 2 2 ) x'^ £ L O G L ( E T — e - ï ) . 

D o n c , quand tp est grand, la c o u r b e p o u r laquel le CP est constant est 

une l igne onduleuse dont la dis tance m o y e n n e à l 'axe des y' est ap

p rox ima t ivemen t 

( 2 3 ) a — è ( C P — L O G e 2 ) . 

L'ampl i tude des ondula t ions de chaque, cô té de cette l igne est 

~ r—9 
( 2 4 ) T ¿ L O G • 

Q u a n d TP est grand, cet te express ion devient be 2 < F , de sorte que la 

fo rme de la c o u r b e se r a p p r o c h e d 'une l igne dro i te parallèle à l 'axe 

des y ' , à une dis lance a de l ' axe , du cô té positif . 

Si nous supposons un plan x' = a maintenu à un potent iel constant, 

tandis que le système des plans paral lèles est maintenu à un potentiel 

différent, btf = a -\ h l o g „ 2 , et, par suite, la densité superficielle de la 

charge indui te sur ce plan est égale à la densité de la cha rge qui y 

aurait été indui te par un plan paral lèle , por té au m ê m e potent ie l que 

la série des plans, et p lacé à une distance £ l o g e 2 p lus loin que le 

b o r d de ces plans parallèles. 

Si B est la distance de deux plans de la série, B — n ¿ et la distance 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



(2G ) o = - lof 
' 2 

La valeur de .x1 au s o m m e t de l 'onde est 

b log | ( c ? -+- e-f). 

D o n c ( ' ) , si A est la dis tance du s o m m e t des ondes au plan o p p o s é , la 

capacité du s j r s lème formé de la surface plane et de la surface ondulée 

est égale à cel le d'un système de deux plans à la distance À + a', où 

B 0 

( 2 8 ) a = - l o g e jj • 
-TÏ7 

199. Si dans un c o n d u c t e u r , don t le reste de la surface est p lane , 

on prat ique un seul sillon de cette fo rme , et si l 'autre conduc teu r est 

un plan à la dis tance A , la capaci té de chaque conduc t eu r d iminue par 

( ') Soient <p le potentiel du plan et tp celui de la surface ondulée. La quantité 

d'électricité répandue sur l'unité de surface du plan est Donc la capacité 

est égale à 
1 1 

4 T. b ( <P — f ) 4 7 1 ( A — a' ) 
d'où 

A - r - a ' - * ( * — r ) ; 
mais 

A — b LOG-J ( E Î - t - E - Ï ) = 6 ( * — logs ), 

d'où 

a ' = — È•·? + &[ log 2 - M o g | - ( e ? - t - E - ? ) ] = b log (1 -+- E- Jf ) = b Iog 

I -h e d 

d'après ( 2 6 ) . 

addit ionnelle est 

( 2 5 ) a = B ^ . 
T. 

198. Cons idé rons maintenant l 'espace c o m p r i s entre deux surfaces 

équipotent ie l les , don t l 'une est fo rmée par une série d 'ondula t ions 

parallèles, tandis q u e l 'autre, co r respondan t à une grande valeur 

de tp, peut être c o n s i d é r é e c o m m e sens ib lement p lane . 

Si D est la hauteur d 'une ondula t ion , c o m p t é e de son p o i n t le plus 

haut à son p o i n t le plus bas , nous t rouvons p o u r valeur c o r r e s p o n 

dante de tp, 
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<7 = - — — - 7 p O U r tp : 

rappor t à l 'autre. Mais la d iminut ion ainsi p rodu i t e est infér ieure à 

la niim° part ie de la d iminu t ion p rodu i t e par n rainures semblables 

faites cô t e à c ô t e ; en effet, dans ce dernier cas, la fo rce é lec t r ique qui 

agit entre les conduc teu r s est mo indre que dans le p r emie r cas, de 

sorte que l ' induc t ion à la surface de c l iaque sillon est rédui te par l'in

fluence des sil lons vois ins . 

Soient L la l o n g u e u r , B la largeur , D la p r o f o n d e u r du s i l lon ; la 

capaci té d 'une aire S prise dans le plan o p p o s é au sil lon sera 

S — LIS L B _ S L B a' 

^9'9' ~I^RVX 4 ^ ( A ~ - T - ~ 5 ? ~ j
 — 4 - Â ~" 4TTA" A ~ + a'" 

Si A est grand re la t ivement à B ou à et', la co r r ec t ion devient , en vertu 

de l 'équat ion ( 2 8 ) , 

L B 2 2 

(3C>) T-R-I A 2 l 0 S e ~ ~~S"'" 
4 " ' 1 · e 

P o u r une fente de p ro fondeu r infinie, la co r r ec t ion devient , en fai

sant D infini, 

\ , XI*- , 

(3 0 4"*» A » l 0 R « a -

P o u r t rouver la densité superficielle sur la série des plans parallèles, 

nous devons ca l cu l e r 

1 

4 T: R)X' 
soit 

( . 3 2 ) C7 = — - - · 

Y e — 1 

La densité m o y e n n e sur le plateau plan situé à une distance A des 
bords de la série de plans parallèles est 5 — ——7- • D o n c , à une dis-

1 R 4 T: b 
tance n% du b o r d d'un de ces plans, la densité surperficiel le est 

— de cet te densité m o y e n n e . 
V / 2 2 " — 1 

2 0 0 . C h e r c h o n s maintenant à dédu i re de ces résultats la dis t r ibu

tion é lec t r ique dans le système ob tenu en faisant tourner le plan de 

la figure autour de l 'axe y' —— R . L 'équa t ion de Po i s son prend la 

forme 

. . i P X d*V 1 àV 
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I 2 R + B , 2.K 
lof 

8 8 B " 2 K 

1 B i B 2 

Intégrant par rappor t à y', nous avons 

B 

ri r+" 1 
( 3 6 ) J j pdx dy = R 

• ' 3a R ' 1 9 2 R ! 

C ' e s t là la m o i t i é de la quanti té totale d 'é lectr ic i té que nous devons 

supposer répandue dans l 'espace vois in des b o r d s des plateaux cy l in

dr iques , p o u r chaque unité de c i r con fé rence . Et pu i sque c'est seule

ment près des b o r d s des pla teaux que cette densité est appréc iab le , 

nous p o u v o n s , sans modif ie r sens ib lement son act ion sur la surface 

plane o p p o s é e , supposer toute la cha rge condensée à la surface du 

Supposons q u e V soit ic i la fonc t ion tp donnée au § 193, et dé te rminons la 

valeur de p d 'après cette équa t ion . Nous savons que les deux, p remiers 

termes disparaissent et, par sui te , 

fi/\ i i dtp 

Si nous admet tons qu 'en outre d e la densité superficielle déjà é tudiée 

l 'électricité soi t d is t r ibuée dans l 'espace d'après la lo i qui vient d 'être 

établie, la d is t r ibut ion du po ten t ie l sera représentée par les c o u r b e s 

de la Pl. XL 
Or on v o i t a isément sur ce t te figure que , en général , ~- , est très 

petit, sauf sur les b o r d s des p la teaux; la nouve l le d is t r ibut ion peu t 

donc être représentée app rox ima t ivemen t par ce qui existe effect ive

ment, c'est-à-dire une certaine dis t r ibut ion superficielle sur les b o r d s 

des plateaux. 

Si donc nous prenons l ' intégrale J J ydx' dy' entre les l imites y' — o> 

et y'— ^ b, d e a;' — — o o kx' — -i-oo, nous aurons la cha rge add i 

tionnelle totale qu i résulte p o u r une des faces du plateau de sa 

courbure . 

„ . do dii 
r u i s q u e -r-S = — v-S 1 nous avons 

1 oy ox 

(35, \ f2~?dX' = J2-h^y(&d*' 
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36o I r a PARTIEj CHAP. X I I . — THÉORIE DES FONCTIONS, E T C . 

pla teau; et, en calculant l 'a t traction qu i agit entre cet te surface et la 

surface cy l i nd r ique , n o u s p o u v o n s supposer que cet te électr ici té ap

part ient à la surface c y l i n d r i q u e . 

S'il n 'y avait pas de c o u r b u r e , la cha rge superficielle de la surface 

pos i t ive du plateau aurait été, par unité de l ongueu r , 

~ j l > . £ " - ï . - * ~ « - > - - ; -

D o n c , si nous y ajoutons toute la dis t r ibut ion p récéden te , il faut mul

t ipl ier cet te cha rge par le fac teur ^ i -t- ^ p o u r avoir la charge to

tale de la face pos i t ive . 

(*) Dans le cas d'un d i sque de rayon R p lacé à égales distances de 

( ' ) Lorsque nous avons évalué, au § 200, la distribution totale dans l'espace, il 

aurait peut-être été plus exact de prendre, puur la représenter, l'intégrale 

SI' p 2 T c ( R \-y')dx' dy'. 

ce qui donne — ~ 2 pour chaque unité de circonférence comptée sur l'arête de 

rayon R. On arrive ainsi à la même correction que dans le texte. 

On peut aussi traiter comme il suit le cas du disque. 

Faisons tourner la figure du § 195 autour d'une perpendiculaire aux plateaux, 

à une distance + R du bord du plateau du milieu. Ce bord décrira donc un cercle 

qui sera le bord du disque. Comme au § 200, naus partons de l'équation de 

Poisson, qui est, dans ce cas, 

d : V d'V _ i dV _ 

dy'2 àx'2 R — x' àx' "* — °" 

Supposons maintenant que V soit égal à la fonction potentielle i/ du § 195. Cela 

revient à supposer entre les plateaux une distribution électrique dont la densité 

de volume p est 

i r àty 

4 te R — x' àx' 

La quantité totale est 

R 

p 2 tu ( R — x') dx' dy'. 

Si R est grand relativement à la distance des plateaux, on verra, en examinant 

les lignes du potentiel de la Pl. XI, que ce résultat est sensiblement égal à 

— -t-oo 
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T H É O R I E D E L ' A N N E A U D E G A R D E D E T H O M S O N . 3 6 1 

deux plans parallèles indéfinis distants l 'un de l 'autre de B , on t rouve , 

pour la capacité du d i sque , 

( 3 8 ) ^ + 2

1 ^ 1 ? R + - B . 

Théorie de l'anneau de garde de Thomson. 

201. Dans certains é lec t romètres de Sir W . T h o m s o n , une grande 

surface plane est main tenue à un certain potent ie l ; à une distance a 

de cette surface est un d isque plan de rayon R , entouré par un grand 

anneau plan percé d 'une ouver ture c i rcula i re de rayon R.', concen t r ique 

au disque. Cet anneau por te le n o m d'anneau de garde; ainsi que le 

disque, il est maintenu au potent ie l zé ro . 

On peut cons idére r l ' intervalle compr i s entre le d isque et l 'anneau 

comme un sillon c i rcu la i re de p ro fondeur infinie et de largeur R ' — R . 

JN'ous poserons R ' — R = B . 

Alors la cha rge que prendra le disque sous l ' influence du pla

teau chargé au potent ie l uni té sera, en supposant la densité un i -

R 2 

forme, -— • 
4A 

c'est-à-dire 

I-t la distribution superficielle totale est, en y comprenant les deux faces du 

disque, 

R -x')dx' 

= — f (R -x')(^-,) dx' 

d 0 

= - — - R I o g „ 3 -t- - ^log,a - - 7t -f-i )• 

Si donc la distribution qui existe dans le volume compris entre les plateaux est 

supposée condensée sur le disque, et si la différence des potentiels des plateaux 

et du disque est — > l'expression de la capacité devient 

\ . 
t v — 2 — — R + r B ( iog e2 — I » . 

résultat qui diffère de celui qui est donn ': dans le texte d'environ T -
'i 
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2 ^TIO 

c'est-à-dire 

i 
RB 

puisque , dans le cas actuel , * — i , cp -— o , et, par suite, b ~ A l- a'. 

Mais , pu i sque le sillon n'est pas rect i l igne et que son rayon de 

c o u r b u r e est R , il faut mul t ip l ier par le facteur -+- ^ ) • 

La charge totale du disque est d o n c 

. „ , IV i R B / B \ 

R 2 + R ' 2 R 2 — R ' a a' 
4 O ) = — 8 A 8 Â " ~ À ~ T r f ' 

et la valeur de a' ne peut être supér ieure à 

R logea 

soi t envi ron o , 22 B . 

Si B est peti t en compara i son de A ou R , cette expression donnera 

une approx ima t ion suffisante de la charge du d i sque p o u r une diffé

rence de potentiels égale à l 'unité. Le rapport de A à R peut être 

q u e l c o n q u e , mais il faut que les rayons du grand plateau et de l 'an

neau de garde excèden t R de plusieurs fois la grandeur de A . 

EXEMPLE VII. — Pl. XII. 

202 . He lmhol t z , dans son M é m o i r e sur le Mouvement discontinu 

des fluides ( ' ) , a mont ré l ' appl ica t ion de plusieurs fo rmules , où les 

coo rdonnées sont expr imées en fonct ion du potentiel et de sa fonct ion 

con juguée . 

U n e de ces formules peut être appl iquée au cas de la charge d'un 

(') Konigl. Akad. der Wissenschaften, Berlin, a3 avril 1 8 6 8 . 

La charge qu i existe sur une des faces d'un sillon rec t i l igne de lar

geur B , de l ongueu r 2 i r R et de p ro fondeur infinie, peut être évaluée 

d 'après le n o m b r e des l ignes de fo rce qui partent du grand plateau 

et v iennent rencontrer cette face du si l lon. En se reportant au § 197 et 

à la note , on voi t que cette charge est 
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Lignes de force entre deux plaques. 
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plateau de grandeur finie, p lacé para l lè lement à une surface plane 

infinie, reliée à la terre. 

P u i s q u e 

a à ^ A c p , 7 i —Ai!/ , 

et aussi 

a;2 = A e ? COSI[J, y , A et sin J/ 

sont des fonc t ions con juguées de <p et de <\>, les fonc t ions formées en 

addi t ionnant a;, et x^, yt et- y2 seront aussi con juguées . D o n c 

x ~ A ç -+- A ef cosi!/, 

y A il/ -t- A e? sin 

sont des fonc t ions con juguées de o et 14/, et ce et ip sont des fonctions 

con juguées de x et j ' . 

Supposons que x et y soient des c o o r d o n n é e s rectangulaires , et 

soit k \ le potent iel : alors kn> est c o n j u g u é de /fil/, k étant une c o n 

stante q u e l c o n q u e . 

P o s o n s i|> = TI, alors JK = A n , ^ = : A ( c p — e*P). 

Si tp varie de — 00 à o , puis de o à -t- 00 , x varie de — 00 à — A et 

de — A à — x . D o n c la surface équ ipo len t i e l l e , p o u r laquelle T , 

est un plan parallèle à x, situé à une dis tance ^ = T T A de l 'o r ig ine , et 

s 'étendant d e — 00 à x = — A . 

Cons idé rons la partie de ce plan qui s 'étend depuis 

x = — (A a) jusqu'à x — — A, 

et de 

z — o jusqu'à z — c, 

et supposons que sa dis tance au plan des xz soi t y ~ à = ^TL et que 

son potent ie l soit V = kty — kiz. 

La cha rge é lec t r ique de la part ie de plan cons idérée s 'obtient en 

déterminant les valeurs de » à ses ext rémi tés . Nous avons d o n c à tirer 

o de l ' équat ion 

x = — ( A + a j = À ( o — et); 

<p aura une valeur négat ive cp, et une valeur pos i t ive <J>I, et sur le b o r d 

du plan, où x — A , <p — o . 

D o n c la cha rge sur un des cô tés est 

ck o j 

4 TÏ ' 

et sur l 'autre 

ck œ 2 
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T H É O R I E D ' U N G R I L L A G E D E F I L S P A R A L L È L E S . 365 

Ces deux, charges sont pos i t ives , et leur s o m m e est 

ck( cp, — o , ) 

Si nous supposons que a soit grand relat ivement à A , 

n — 7 — 1 + . . 

a —T—n-s A A 

o , — log 
a / a 

Si nous négl igeons les termes exponent ie ls de sp,, nous t rouvons que 

si, sur la surface négat ive , la densité était un i formément égale à ce 

qu'elle est à une cer taine distance des bords du plan, la charge de 

cette surface serait infér ieure à ce qu 'e l le est en réalité, d 'une quan 

tité égale à la cha rge d 'une bande de largeur - chargée à cette densité 

uniforme. 

La capaci té totale de la partie du plan cons idé rée est 

La charge totale est C V , et l 'attraction vers le plan indéfini, qui a 

pour équat ion y = o et p o u r potent ie l if — o , est 

2 db ër.b1 \ a , a 
\ ' + Â S A 

\-'c ! b b* , a 

Les l ignes équipotent ie l les et les l ignes de fo rce sont figurées à la 

Pl. XII. 

E X E M P L E V I I I . — T h é o r i e d ' u n g r i l l a g e d e fils p a r a l l è l e s (Pl. XIII). 

2 0 3 . Dans plusieurs instruments é lect r iques , on emplo ie un gri l lage 

de fils métal l iques parallèles, p o u r e m p ê c h e r certaines parties de l ' ap

pareil d 'être électr isées par induc t ion . Nous savons que , quand un 

conduc teur est ent ièrement entouré par un vase métal l ique a u m ê m e 

potentiel que l u i - m ê m e , i l ne peut être soumis à l ' i nduc t ion d 'aucun 

corps électrisé extér ieur a u vase ; mais on ne peut v o i r le c o n d u c -
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TnÊORlE D'UN GRILLAGE DE FILS PARALLÈLES. 36" 

teur, s'il est ent ièrement en touré de métal, et c 'est p o u r q u o i on laisse, 

dans certains cas , une ouver tu re que l 'on c o u v r e d 'un gril lage de fils 

métalliques fins. E x a m i n o n s que l effet p rodui t ce gr i l lage p o u r d i m i 

nuer l ' induct ion é l ec t r ique . N o u s supposerons le gr i l lage fo rmé d 'une 

série de fils parallèles, situés dans un m ê m e plan, à intervalles é g a u x , 

le diamètre des fils étant pet i t re la t ivement à leur écartement, et , au 

contraire, la dis tance au gri l lage des co rps électrisés d 'une par t , du 

conducteur p ro tégé d 'autre part, étant cons idérab le re la t ivement à 

l 'écartement des fils. 

204. A la distance r' de l 'axe d'un fil rec t i l igne de longueur i n d é 

finie, chargé d 'une quant i té d 'é lectr ic i té X par unité de l o n g u e u r , le 

potentiel est 

( i ) Y = — 9.X log r ' - i C. 

Nous pouvons e x p r i m e r ce potent iel au m o y e n de c o o r d o n n é e s p o 

laires, dont l 'axe est à une distance du fil égale à l 'uni té . Nous devons 

faire, dans ce cas, 

(•I) R'I—R^—2/-COS0-I-I, 

et, si nous supposons que l 'axe l u i -même soit aussi cha rgé d 'é lec t r ic i té 

àia densité l inéaire X', nous t rouvons 

(3) V = — X l o g ( i — a r c o s B ~ R2) — 2 X ' l o g r -r- C. 

Si maintenant nous faisons 

( 4 ) r = e , B = — — , 

d'après la théor ie des fonc t ions con juguées , 

/ y 4 T C V \ ÏT.Y 

(5) V _ — À l o g U — le " cos h e " y — 2 X ' l o g e a -t- C, 

où x et y sont des c o o r d o n n é e s rectangulaires . Et telle sera la va leur 

du potent iel dû à une série infinie des fils métal l iques fins, parallèles 

à l'axe des z situés dans le plan des xz, et passant par des po in t s de 

l'axe des x, p o u r lesquels x est un mul t ip le de a. 

Chacun de ces fils est chargé à la densité linéaire X. 

Le terme o ù paraît X' représente une charge produisant , dans la di

rection des y, une fo rce constante • 

La fo rme des surfaces équipotent ie l les et des l ignes de fo rce est 
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donnée à la Pl. XIII, p o u r X' — o . Près des fils, les surfaces équ ipo -

tentieflcs sont p resque cy l indr iques : nous p o u v o n s d o n c regarder la 

so lu t ion c o m m e approx imat ivement vra ie , quand les fils sont des c y 

l indres ayant un d iamètre fini, mais pet i t re la t ivement à leur inter

val le . 

A une cer taine distance des fils, les surfaces équipotent ie l les pren

nent des fo rmes de plus en plus vois ines des plans parallèles au plan 

du gr i l lage. 

Si dans l ' équat ion nous fa isons y = b u quantité cons idérab le rela

t ivement à a, nous t rouvons a p p r o x i m a t i v e m e n t 

( 6 ) v . ^ - ^ a + ivc . 

Si maintenant nous faisons y — — b2, où b2 est une quanti té posit ive 

très grande re la t ivement à a, nous t rouvons , approx imat ivement , 

( 7 ) V l = ^ Ï X ' + C . 

Si c est le rayon des fils du gr i l lage, c étant petit relat ivement à a, 

nous p o u v o n s t rouver le potent iel du gri l lage l u i - m ê m e , en supposant 

q u e la surface du fil c o ï n c i d e avec la surface équipotent ie l le qui coupe 

le plan des œz à une distance c de l 'axe des z. P o u r t rouver le poten

tiel du gr i l lage , nous faisons d o n c x — c et y — o , d 'où 

( 8 ) V = — log 2 sin - ~ -h G. 

2 0 5 . Nous avons maintenant ob tenu des express ions qu i représen

tent l 'état é lec t r ique d'un système fo rmé d 'un gri l lage de fils dont 

le d iamètre est petit re la t ivement à leur écar tement , et de deux sur

faces planes conduc t r i ce s situées de part et d 'autre du gr i l lage, à des 

dis tances cons idérab les re la t ivement à l ' écar tement des fils. 

L a densi té superficielle J , sur le p r emie r plan se tire de l 'équa

t ion ( 6 ) , 

( 9 ) 4 r a r i = _ = _ _ ( À + x . ; ; 

la densité sur le second plan, de l 'équat ion 

( 1 0 ) 4 K J 2 = = A . 

ub% a 

Si maintenant nous posons 
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et si nous é l iminons A et V entre les équat ions ( 6 ) , ( 7 ) , ( 8 ) , ( g ) , ( 1 0 ) , 

nous t rouvons 

( » ) 4 ™ . ( 6 . - - f i , + - ,

a

6 ' ) = V t ( , - £ ) - V , - v £ , 

( . 3 ) ' . ™ , ( ' A : h, A - a - ) = V 2 ( I H ^ ) - - V , - V ^ - ' 

Si les fils sont infiniment fins, a devient infini, et les te rmes où il 

figure en dénomina teur disparaissent, de sorte que le cas se ramène 

à celui de deux, plans en p résence , sans gril lage in terposé . 

Si le gri l lage est en c o m m u n i c a t i o n métal l ique avec l 'un des plans, 

soit avec le p remier , V — V ] , et le s econd m e m b r e de l 'équat ion en a 

se réduit à V , - - V j . D o n c la densité tr,, qui est indui te sur le p remier 

plan quand le gr i l lage est interposé, est à la densité qui aurait été in 

duite en l 'absence du gr i l lage, le second plan étant dans les deux cas 

. . . bib, 
maintenu au m ê m e potent ie l , c o m m e 1 est a 1 -+ - '—,— • 

1 2 ( 6 1 - + - 6 2 ) 

Nous serions arrivés à la m ô m e valeur de l'effet p r o d u i t par le 

grillage p o u r d iminue r l ' influence é lect r ique de la p remière surface 

sur la seconde , si nous avions relié le gri l lage à cette s econde surface. 

Cela est év ident , pu i sque bt et b2 figurent de la m ê m e manière dans 

l 'expression. C'est aussi une conséquence directe du théorème dé

montré au § 88. 

L' induct ion d'un des plans électrisés sur l 'autre à travers le gri l lage 

est la m ê m e que si, le gri l lage étant enlevé, la distance des plans était 

portée de è , -t- é 2 à è , -+- 6 2 -t- • 

Si les d e u x plans sont maintenus au potentiel zéro et que le gri l lage 

soit porté à un potent ie l donné , la charge du gril lage est à la charge 

que prendrai t une surface plane de m ê m e aire c o m m e bib2 est à 

blb2-^- -t- b2). 

Ces résultats ne sont approchés que si bl et b2 sont grands relative

ment à a, et si a est grand relativement, à La quantité se est une lon

gueur qui peut avoir une grandeur q u e l c o n q u e . Elle devient infinie 

quand c décro î t indéfiniment. 

Si nous supposons c — ^a, il n 'y aura plus d 'ouver tures entre les 

fils du gr i l lage, et, par suite, pas d ' induct ion à travers. Nous devons 

donc avoi r , dans ce cas, a = o . O r la formule ( 1 1 ) donne 

a 
a — — — logs- 2 = - — o , r 1 a. 

ce qui est év idemment faux, car, en aucun cas , un gril lage ne p o u r -

Tr. d'J'leclr. et de Magn., I . 24 
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rait changer le signe de l ' induct ion . Mais il est facile d'atteindre un 

deg ré d ' approx imat ion plus é levé, dans le cas d 'un gri l lage à fils c y 

l indr iques . Je n ' indiquera i que la marche à suivre p o u r arriver à ce 

résultat. 

Méthode d'approximation. 

206 . P u i s q u e les fils sont cy l indr iques et que sur chacun d 'eux la 

d is t r ibut ion est symét r ique par rappor t à un d iamèt re paral lèle aux j , 

le vér i table d é v e l o p p e m e n t du potent ie l est de la f o r m e 

( 1 4 ) V = C 0 L O G A - - L - Z C J T ' C O S I O , 

o ù r est la dis tance d 'un des fils à l 'axe, et 0 l 'angle de r avec y. 

Pu i sque le fil est un conduc teu r , V do i t être constant quand on fait r 

égal au rayon . D o n c les coefficients de tous les cos inus mult iples de 0 

do iven t s 'annuler. 

P o u r abréger , prenons de nouvel les c o o r d o n n é e s T,, telles 

que 

( 1 5 ) a\ = ITZX, at]-^'ir.y, ap = y_.r.r, a$ = 'inb, 

et soit 

( 1 6 ) Fp = log(e-1-P -t- e-<1-t-3> — 2 cos i | ) . 

Si nous faisons 

( • 7 ) V = A 0 F + A 1 ^ ^ - A 2 ^ + . . . , 

nous pou r rons , endonnan t des valeurs convenab les aux coefficients A , 

e x p r i m e r tout potent ie l qu i est fonc t ion de i\ et de c o s ? , et qui ne de

vient infini q u e p o u r r; -i- 8 — o et cos \ — r. 

Si P = o , le déve loppemen t de F en fonc t ion de p et 0 est 

( 1 8 ) F 0 = 2 logp p 2 c o s 2 8 - pi c o s 4 6 -+- . . . . 

P o u r des valeurs finies de B, le déve loppemen t de F est 

1 -I- e - ? e-3 

( 1 9 ) Fp =- p + 2 l og ( i — e-P)-t- i — ^ p cosO — — ? i cos 2 6 ^ . . . . 

Dans le cas d'un gri l lage et de deux plans conduc teu r s don t les équa

tions sont 7 ] — p, E T T , ^ = — p 2 , l ' équat ion du plan du gri l lage étant 

TJ =r o , il y a deux séries infinies d ' images du gr i l l age . La première 

série le c o m p r e n d l u i - m ê m e avec une série infinie' d ' images situées 

de part et d 'autre de lui , toutes égales et s e m b l a b l e m e n t é leclr isées . 
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Les axes de ces cy l indres imagina i res sont dans des plans d o n t les 

équations sont de la f o r m e 

( 9 . 0 ) ÏJ = ^ 2 r t ( B , 4 - 3 2 ) , 

n étant un n o m b r e ent ier . 

La seconde série cons is te en une série infinie d ' images pou r l e sque l l e s 

les coefficients À 0 , A ^ A i , . . . sont é g a u x et de signes cont ra i res aux 

mêmes quantités p o u r le gr i l lage m ê m e , tandis que A , , A 3 , . . . sont 

égaux et de m ê m e s igne . Les axes de ces images sont dans des plans 

dont les équat ions sont de la f o rme 

( • A I ) T) = 2 3 J ± a » i ( 3 i 4 - 3 a ) , 

m étant un n o m b r e ent ier . 

Le potent ie l dû à une série finie d ' images de ce genre varie suivant 

que le n o m b r e des images est pair o u impa i r . D o n c le potent ie l dû à 

une série infinie est i n d é t e r m i n é ; mais , s i-nous y ajoutons la fonc t ion 

Br: -f- C , les cond i t ions du p r o b l è m e suffisent p o u r dé t e rmine r la 

distr ibution é lec t r ique . 

Nous p o u v o n s , en p r emie r l i eu , dé te rmine r les potentiels V j et V a 

des deux plans c o n d u c t e u r s , en fonc t ion des coefficients A 0 , A [ , . . . 

et de B et C , ensuite les densités al et a 2 en un po in t q u e l c o n q u e de 

ces plans. Les valeurs moyennes de ai et a2 sont données par les équa

tions 

9. 71 ï 7T 
( 2 2 ) 4-7TÎ7] — — ( A 0 — B ) , 4 7 T [ I 2 === — - ( A 0 4 - B ). 

Ensuite, nous devons d é v e l o p p e r les potent ie ls dus au gr i l lage lu i -

même et à toutes les images en fonc t ion do p et des cosinus des arcs 

multiples de 0, et ajouter au résultat B p c o s 6 -+- C . 

Alors les termes indépendants de 0 donnen t le potent ie l V du 

gri l lage, et le coeff ic ient de c h a q u e cos inus d 'arc mult iple de 0, étant 

égalé à z é ro , fourni t une équat ion entre les coefficients indé te rminés . 

De la sor te , on peut t rouver assez, d ' équa t ions pou r é l iminer tous les 

coefficients, et laisser e n c o r e deux équa t ions p o u r dé te rminer cr1 et a 2 

en fonct ion de V 1 ; V 2 et V . 

Ces équat ions seront de la fo rme 

( V j — V = .f-ira^^-f- CL — y ) — 4 i r ï 2 ( a y ) , 
( ad ) < 

( V 2 — V — 4 Tiff! (a -+- -y) - T - 4 T t c r j ( 6 2 4 - oc — y ) . 

La quanti té d 'é lec t r ic i té indui te sur le plan p ro tégé par le g r i l l age , 

tandis qu ' i l existe avec l 'autre plan une différence de potent ie l d o n n é e , 
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est Ja m ê m e que si les plateaux étaient à la dis tance 

a - H Y 

au l ieu de 6, -+- b.t. 

Les valeurs de « et y sont à peu près les suivantes : 

a 5 ïrW;'' 

•XTIC 3 1 5 a 4 -t- 7T*c1 
a 

( * 4 ) 

/ - ( II 

(•i>) Y = 

—4T:-1 —4TC — 

e " + e " 

3 a- -t- TC" c 2 \ -ITT''1 
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MACHINES ÉLECTRIQUES. 

CHAPITRE XIII. 

INSTRUMENTS ÉLECTROSTATIQUES. 

Instruments électrostatiques. 

Les instruments que nous avons à cons idére r pou r le m o m e n t p e u 

vent être classés c o m m e il suit : 

i° Machines é lec t r iques , servant à p rodu i re ou à accroî t re l ' é l ec -

trisation; 

2 ° Mul t ip l ica teurs , servant à accroî t re l 'é lectrisation dans un rap

port donné ; 

3° É lec t romèt res , servant à mesurer les potentiels et les charges é lec

triques; 

4° A c c u m u l a t e u r s , servant à fixer des charges é lect r iques c o n s i d é 

rables. 

Machines électriques. 

207. Dans la mach ine ord ina i re , un plateau ou un cyl indre de verre 

tourne en frottant con t r e une surface de cui r , sur laquelle on a étalé 

un amalgame de z inc et de m e r c u r e . La surface du verre s 'électrise 

posi t ivement , ce l le du frotteur néga t ivement . En s 'éloignant de l ' é lec

tricité négat ive du frotteur, la surface électr isée du verre prend un 

potentiel pos i t i f é levé . Elle arrive alors en face d 'une série de pointes 

métall iques a iguës reliées au c o n d u c t e u r de la machine . L 'é lec t r ic i té 

positive du verre indui t sur les pointes une électrisat ion négative 

d'autant plus intense que les po in tes sont plus aiguës et plus r a p p r o 

chées du verre . 

Lorsque la m a c h i n e fonc t ionne b i en , il y a une décha rge à travers 

l'air entre le verre et les poin tes , et le verre perd une partie de sa 

charge pos i t ive qui passe aux poin tes , et ainsi au conduc teu r p r in 

cipal de la m a c h i n e , lequel est i so lé , et de là à tout autre co rps mis 

en c o m m u n i c a t i o n é lec t r ique avec ce conduc t eu r . 

La partie du verre qui avance vers le frotteur a ainsi une cha rge 

positive plus faible que la charge qui s 'éloigne du frotteur à ce m ê m e 

momen t ; et, par suite, les frotteurs et les conduc teurs qui lui sont 

reliés s 'électrisent néga t ivement . 
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( ' ) Il est probable que dans bien des cas où l'énergie dynamique se transforme 

en chaleur par le frottement, une partie de l'énergie se transforme d'abord en 

énergie électrique, et ensuite en chaleur, l'énergie électrique se dépensant à en 

tretenir des couranLs en court circuit, prés des surfaces frottantes. [ Voir S i r W . 

TiiOMSo.v, Sur les propriétés électrodynamiques des métaux [Phil. Trans., 
p. 6.S0; ifiôfi) ] . 

La surface de verre for tement pos i t ive qu i s ' é lo igne du frotteur est 

attirée par la charge négat ive du frot teur avec plus d 'énerg ie que la 

surface en partie décha rgée qui a p p r o c h e . Les forces é lec t r iques agis

sent d o n c c o m m e résistances aux forces employées à tourner la ma

chine . Le travail dépensé à tourner cet te mach ine est d o n c plus grand 

que le travail dépensé p o u r va incre Je f ro t tement et les autres résis

tances ord ina i res ; l ' excès de ce travail sert à p r o d u i r e un état d ' é lec -

trisation dont l 'énergie est équivalente à ce t e x c è s . . 

Le travail dépensé à vaincre le f rot tement se t ransforme immédia 

tement en chaleur dans les co rps frottés. L ' éne rg ie é lec t r ique peut 

aussi se t ransformer en énergie m é c a n i q u e ou en cha leur . 

Si la mach ine ne p r o d u i t pas d 'énergie m é c a n i q u e , toute l 'énergie 

se t ransforme en cha leur , et la seule différence entre la chaleur due au 

frot tement et ce l le qui est due ' à l 'act ion é lec t r ique est que la pre

mière se p rodu i t sur les surfaces frottantes et q u e la s econde peut 

être p rodui te dans des conduc t eu r s é lo ignés ( ' ) . 

Nous avons vu que la charge é lec t r ique de la surface de verre est 

attirée par le frotteur. Si cet te at traction devenai t suffisamment in

tense, il y aurait décha rge entre le verre et, le frot teur, et non entre 

le verre et les poin tes du co l l ec teu r . P o u r e m p ê c h e r qu ' i l n'en soit 

ainsi, on attache au frotteur des secteurs de soie qu i s 'électrisent né

gat ivement et se co l len t au verre, d iminuan t ainsi son po ten t ie l aux 

environs du frotteur. 

Le potent ie l augmente d o n c d 'une manière p lus graduel le , quand 

le verre s 'é lo igne du frotteur, et, par suite, il y a en c h a q u e point 

une attraction moindre de la cha rge du verre au frot teur ; d o n c moindre 

danger d 'une décha rge d i rec te au frotteur. 

Dans quelques machines la part ie m o b i l e est en é b o n i l e au l ieu de 

verre , et les frotteurs en b o i s ou en four rure . A l o r s c'est le frotteur 

qui est électrisé pos i t ivement , et le c o n d u c t e u r p r inc ipa l qui est né

gatif. 

L 'é lectrophore de Volta. 

208 . L ' é l e c t r o p h o r e cons is te en un plateau de résine o u d 'éboni te 
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garni au dos d'un revêtement de métal et en une p laque de métal de 

même grandeur . U n m a n c h e isolant peut être vissé au dos de l'un ovi 

de l'autre de ces pla teaux. Le plateau d ' ébon i t e est traversé par une 

goupille de métal qu i fait c o m m u n i q u e r son revêtement méta l l ique 

avec le plateau de métal , lo rsque les d e u x plateaux sont en c o n 

tact. 

On électrise néga t ivement le plateau d 'éboni te .en le frottant avec 

de la laine ou une peau de cha t ; puis on approche le plateau méta l 

lique de l ' ébon i t e , en le tenant par son manche isolant. Il ne passe 

point de décharge di recte de l ' éboni te au mé ta l ; mais le potent ie l 

de celui -c i est rendu négat i f par induc t ion , et, lo rsqu ' i l est arrivé à 

une certaine dis tance de la goupi l le méta l l ique , une ét incel le éclate : 

si alors on é lo igne le plateau méta l l ique , on lui t rouve une charge 

positive qu i peut être transmise à un autre conduc t eu r . Le revête

ment méta l l ique du plateau d ' ébon i te a une cha rge négative égale et 

contraire à cel le du plateau méta l l ique . 

Si l 'on e m p l o i e ce t ins t rument p o u r charger un condensateur ou un 

accumulateur , un des plateaux est placé sur un conduc t eu r c o m m u 

niquant à la terre; l 'autre plateau est alors appl iqué sur le p remie r , 

puis sur l ' é lec t rode du condensateur , de nouveau sur le p remie r p la 

teau et ainsi de suite. Si c 'est le plateau d ' ébon i t e qu i est f ixe, le c o n 

densateur est cha rgé pos i t ivemen t ; si c 'est le plateau méta l l ique , le 

condensateur est cha rgé négat ivement . 

Le travail effectué par la main, qui sépare les plateaux, est t ou 

jours plus grand que le travail de l 'at traction é lec t r ique pendant 

que les plateaux s ' approchen t : l 'opéra t ion qui consis te à charger le 

condensateur c o m p o r t e d o n c une dépense de travail. U n e part ie de 

ce travail se re t rouve dans l 'énergie du condensateur c h a r g é ; une 

autre, dans la cha leur et le bru i t de l ' é t ince l le ; le reste est e m p l o y é à 

vaincre les autres résistances qui s 'opposent au m o u v e m e n t . 

Des machines qui produisent de l'électricité au moyen de travail 

mécanique. 

209 . Dans les mach ines é lectr iques à frot tement ordinai res , on d é 

pense b ien plus de travail à vaincre le f rot tement qu 'à augmente r la 

charge . Auss i toute disposi t ion dans laquel le l 'é lectr isal ion est p rodu i t e 

un iquement en dépensant du travail mécan ique cont re les forces é l ec 

triques aura, s inon une valeur prat ique, du moins une grande i m p o r 

tance scient if ique. La p remière mach ine de ce genre paraît avoi r été le 

dupl ica teur tournant de Nicho l son , qui est décri t dans les Philosophical 
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( ' ) Brevet du 2 7 janvier T 8 6 O , n°206. 

Transactions de 1 7 8 8 , « c o m m e un ins t rument o ù , en agissant sur 

une manivel le , on p rodu i t les deux sortes d 'é lect r ic i té sans frottement 

ni c o m m u n i c a t i o n à la terre » . 

210 . Ce fut grâce au dupl ica teur tournant que "Volta, partant de 

l 'électrisation de la p i le , réussit à ob t en i r une charge capable d'in

fluencer son é l ec t romèt re . Des instruments de m ê m e p r inc ipe ont. été 

inventés i ndépendammen t par M . C. -F . V a r l c y ( ' ) et par Sir W . 

T h o m s o n . 

Ces instruments sont essent iel lement fo rmés de conduc teu r s de 

formes var iées , dont les uns sont fixes et les autres m o b i l e s . Les con

ducteurs m o b i l e s sont appelés véhicules, et les conduc teu r s fixes 

inducteurs, récepteurs et régénérateurs. La fo rme des inducteurs 

et des récepteurs est telle qu 'à un certain m o m e n t de leur révolu

t ion les véh icu les sont p resque c o m p l è t e m e n t entourés par un corps 

c o n d u c t e u r . C o m m e les inducteurs et les récepteurs ne pourraient 

entourer c o m p l è t e m e n t les véh icu les , et permet t re en m ê m e temps 

leur l ibre m o u v e m e n t de va-e t -v ient , sans une d ispos i t ion compl iquée 

de p ièces m o b i l e s , l ' ins t rument n'est pas t héo r iquemen t parfait sans 

un c o u p l e de régénérateurs qu i recuei l len t la pet i te quanti té d 'élec

tr ici té conse rvée par les véh icu les au sortir des récepteurs . 

Mais , p o u r l ' instant, nous supposerons que les inducteurs et les 

récepteurs entourent c o m p l è t e m e n t le véh i cu l e , lo r sque celui-ci leur 

est intér ieur : la théor ie se t rouve alors b ien s implif iée. 

N o u s supposerons la mach ine fo rmée de deux inducteurs A et C, 

de deux récepteurs B et D , et de deux véh icu les F et G . 

Supposons l ' inducteur A chargé pos i t ivement , de façon que son p o 

tentiel soit A et qu ' i l entoure le véh icu le F qu i est au potent iel F. 

A l o r s , si Q est le coeff icient d ' induc t ion ( c o m p t é pos i t ivemen t ) de A 

sur F, la quanti té d 'é lectr ic i té qui est sur le véh icu le est 

Q ( F - A ) . 

Si, pendant qu ' i l est entouré par l ' inducteur , le véhicu le est mi s à la 

terre, F = o , et la cha rge du véh icu l e est — Q A , quantité négative. 

Supposons que le véh icu l e F tourne, entre dans le r écep teur B et j 

l o u c h e un ressort qu i le met en c o m m u n i c a t i o n é lec t r ique avec B. 

A l o r s , c o m m e on l'a vu au § 3 2 , il se décha rge ent ièrement , et cède 

toute sa charge négat ive au récepteur B . 
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Ensuite le véh icu le entre dans l ' inducteur C que nous supposerons 

chargé négat ivement . Pendant qu ' i l s'y t rouve, C est mis à la terre et 

prend, par suite, une cha rge posi t ive qu ' i l empor te et cède au r é c e p 

teur D , et ainsi de suite. 

De celte manière , si le potent ie l des inducteurs reste toujours c o n 

stant, les récepteurs B et D reço iven t à chaque révolut ion du véh icu le 

des charges successives éga les ; chaque révolut ion augmente d o n c 

d'une quantité égale la charge des récepteurs . 

Mais, si l 'on met en c o m m u n i c a t i o n l ' inducteur A et le récepteur D , 

l ' inducteur G et le récepteur B , les potentiels des inducteurs croissent 

constamment, et la quanti té d 'é lec t r ic i té cédée aux récepteurs à chaque 

révolution c ro î t cons tamment . 

Soient, par e x e m p l e , U le potent ie l de A et D , V celui de B.et C ; le 

potentiel du véh icu le est zéro quand il est à l ' intérieur de A , puisqu ' i l 

c o m m u n i q u e à la te r re ; sa cha rge est d o n c s = — Q U . Le véhicu le 

entre dans B avec cette charge , et la lui c è d e . Si B est la capaci té de B 

et G, leur potent ie l passera de V à V — ^ U . 

Si, en m ê m e temps, l 'autre véhicu le a por té une charge — Q ' V de 
ri

de C en D , le potent ie l de A et D passera de U à U ^- "V, Q ' étant 

le coefficient d ' induct ion entre le véh icu le et C , et A la capaci té de A 

et D . Si d o n c U „ et V „ sont les potent iels des deux inducteurs après 

« d e m i - r é v o l u t i o n s , L j„+I et ~ \ ' „ + 1 leurs potentiels après n-\-1 demi -

révolut ions, 

Q' 

^'/i+i = L"„ -— — V „ , 

Q ? Q' 

Si nous posons g —/> et — — q , nous t rouvons 

pVn+i -+-qV„+i = (pUn - + - g - V „ ) ( i ' — pq) = ( / > U 0 4 - ? V 0 ) ( i —pq)n ' ·', 
/ 'L '» + i -?V»+i ^ {pVn-~qXn)(i^pq) = (p\J0 — q V „ ) (i + 1 , 

d'où 

U „ = U 0 [ ( i - / ' ! ? ) " - t - ( l - ! - ^ ) - ] + | V o [ ( i - j B y ) n - ( i - H pqYl 

Va--^qv«\<,i~pqY—(^pq)n}+ v 0 [ ( i - / > 7 ) « + (i+/>?)"]. 
On vo i t par ces équat ions que la quanti té p U + ç V déc ro î t c o n 

stamment, et, par suite, quel que soit l 'état d 'électr isat ion initial , les 
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(') Proc. B. S., 2 0 j u i n 1 8 6 7 . 

récepteurs finissent par avoi r des charges opposées telles que les p o 

tentiels de A et B soient dans le rappor t de p à — g. 

D'autre part, la quanti té pXJ — «7 V c ro î t c o n s t a m m e n t ; par suite, 

si faible que soit à l 'o r ig ine la quanti té d o n t j o U est supérieur ou infé

r ieur à «yV, ce l l e différence c ro î t en progress ion géomét r ique à chaque, 

révolu t ion jusqu ' à ce que la force é l e c t r o m o t r i c e dev ienne assez grande 

p o u r t r iompher de l ' i so lement de l 'apparei l . 

On peut e m p l o y e r à d ivers usages des instruments de cette nature : 

A fournir en a b o n d a n c e de l 'é lectr ic i té à un haut potent ie l ; c'est ce 

q u e faisait la grande mach ine de M . V a r l e y ; 

A régler la cha rge d'un condensa teur ; c 'est le cas dans l 'électro-

mèt re de T h o m s o n , don t la charge peut être augmentée ou diminuée 

en que lques tours d 'une très peti te mach ine de ce genre , que l'on 

appel le p o u r cet te raison le Beplenisher; 

A mul t ip l ie r de peti tes différences de potent ie l . Les inducteurs 

peuvent être chargés d ' abord à un potent ie l ex t r êmemen t faible, celui, 

par e x e m p l e , d 'un c o u p l e t h e r m o - é l e c t r i q u e ; ensuite, en tournant la 

machine , o n mul t ip l ie cette différence de potent ie ls d 'une manière 

con t inue , ju squ ' à ce qu 'e l le puisse être mesurée avec un é lect romètre 

ord ina i re . Si l 'on a dé te rminé par expér ience dans quel rapport 

c ro î t cet te différence à c h a q u e tour de la m a c h i n e , la force é lectro

mot r i ce p r imi t ive qu i a cha rgé les inducteurs peut se déduire du 

n o m b r e de tours faits et de l 'é lectr isat ion finale. 

Dans la p lupar t de ces instruments, les véh icu les tournent autour 

d 'un axe, et v iennent ainsi se placer dans la pos i t ion convenab le . Les 

c o m m u n i c a t i o n s s'établissent par le m o y e n de ressorts placés de façon 

à t ouche r les véhicules au m o m e n t v o u l u . 

2 1 1 . Mais Sir W . T h o m s o n ( ' ) a cons t ru i t une mach ine destinée à 

mult ipl ier les charges é lec t r iques , dans laquel le les véhicules sont des 

gouttes t omban t de l ' in tér ieur de l ' inducteur dans un récepteur isolé. 

Le récepteur r eço i t ainsi un afflux cont inu d 'é lec t r ic i té de signe con 

traire à cel le de l ' inducteur . Si l ' inducteur est électr isé posi t ivement , 

le récepteur r e ç o i t une cha rge cons tamment croissante d'électricité 

négat ive. 

L'eau s ' échappe du récep teur par un en tonnoi r dont le b e c est 

presque ent ièrement entouré par le métal du récepteur . Les gouttes 

tombent d o n c de ce b e c , presque ent ièrement déchargées d 'électr ici té . 

Un autre induc teur et un autre récep teur de cons t ruc t ion semblable 
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sont disposés de façon que l ' i nduc teur d'un s y s t è m e s o i t rel ié au r é 

cepteur de l 'autre. La cha rge des récepteurs cesse a l o r s d ' augmente r 

d'une façon constante , mais c r o î t en p rogress ion g é o m é t r i q u e avec le 

temps; les charges des deux récep teurs sont de s i gnes con t r a i r e s . Les 

charges cont inuent ainsi de c ro î t r e , j u squ ' à ce q u e , p e n d a n t l e u r chute , 

les gouttes soient assez écartées de leur d i rec t ion p a r l ' ac t ion é l e c 

trique, pou r t o m b e r en dehors du récep teur , o u m ê m e aller frapper 

l ' inducteur. 

Dans cet inst rument , l ' énergie d e la cha rge est e m p r u n t é e à l 'éner

gie des gouttes qui t omben t . 

212 . Diverses autres mach ines on t été cons t ru i t e s , dans lesquel les 

on fait usage du p r inc ipe de l ' i nduc t ion é l e c t r i q u e . L a plus remar

quable d 'entre elles est la m a c h i n e de H o l t z , o ù l e véh icu le est 

un plateau de verre verni à la g o m m e laque , et o ù les inducteurs 

sont des m o r c e a u x de car ton. On e m p ê c h e les é t i nce l l e s de passer 

entre les parties de l 'apparei l , en plaçant d e u x p l a t eaux de ver re de 

part et d 'autre du plateau tournant qui cons t i tue l e v é h i c u l e . Cette 

machine est très puissante, et fo r t peu sens ib le à l 'état de l ' a tmo

sphère. Le p r inc ipe est le m ê m e que ce lu i du d u p l i c a t e u r tour

nant et des autres instruments dédui ts de cet te m ê m e i d é e ; mais , 

c o m m e le véh icu le est un plateau isolant, et les i n d u c t e u r s des c o n 

ducteurs imparfa i t s , l ' exp l ica t ion c o m p l è t e du j e u d e la mach ine 

est plus difficile que dans le cas où les v é h i c u l e s son t des c o r p s 

conducteurs qui se cha rgen t et se déchargen t en des poin ts dé t e r 

minés. 

213 . Dans les machines é lec t r iques , p r é c é d e m m e n t décr i tes , il se 

produi t des ét incelles toutes les fois que le v é h i c u l e v i en t en con tac t 

avec un c o n d u c t e u r qui est à un potent iel différent d u sien {fîg. 1 8 ) . 

Or nous avons mont ré que , toutes les fois qu ' i l en est ainsi, il y a 

perte d ' éne rg ie ; par suite tout le travail e m p l o y é à t o u r n e r la mach ine 

n'est pas transformé en é lect r ic i té sous forme uti le, m a i s une partie se 

dépense à p r o d u i r e la chaleur et le bru i t des é t ince l l e s é l ec t r iques . 

Aussi m'a- t - i l paru désirable de faire v o i r c o m m e n t on pourra i t 

construire une machine é lec t r ique e x e m p l e de c e l t e per te dans son 

rendement . Je ne la présente pas c o m m e forme p r a t i q u e de m a c h i n e ; 

j e veux seulement mont re r c o m m e n t , p o u r év i te r les pertes de tra

vai l , on pourra i t appl iquer aux machines é l e c t r i q u e s ce q u e l 'on 

appelle un régénérateur dans les machines t h e r m i q u e s . 

Dans la f igure, A , B , C , A ' , B ' , C représentent de s conduc teu r s 
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qu ' i l n'est pas c o m p l è t e m e n t en touré par le récepteur A . So i t A \-a 

cette capac i té . 

A l o r s , si U est le potent ie l de P , et V celui de A , la charge de P est 

( A - f - a ) U — A V . 

Mettons P en contact avec le ressort a, pendant qu ' i l est au mil ieu 

de A ; le potent ie l de P sera V c o m m e ce lu i de A , sa cha rge sera 

d o n c a V . 

Si maintenant P qui t te le ressort a, il empor t e la cha rge a V . 

Quand P quit te A , son potent ie l d iminue , et d iminue encore davan

tage lo rsque le véh icu le est soumis à l ' influence de l ' inducteur C 

cha rgé négat ivement . 

Si, quand P entre dans C , le coeff ic ient d ' induc t ion sur C est — C , 

et sa capaci té C ' - h c ' , et si U est le potent ie l de P , la cha rge de P est 

Fi 

( C ' - i - c ' ) U G ' V ' = a \ , 

c r e u x , fixes, disposés de façon que le véh icu l e P passe successive

ment à l ' intérieur de chacun d ' eux . De ces conduc teu r s A , A ' et 

B , B ' entourent p re sque c o m p l è t e m e n t le véh icu le , lo rsqu ' i l est au 

mi l i eu de son passage ; C , C ne le r ecouvren t pas autant. 

ISous supposerons que A , B , C soient reliés à une boute i l le de 

L e y d e de grande capaci té au potent iel V , et que A ' B ' C soient reliés 

à une autre bou te i l l e au potent ie l — V . 

P est un des véh icu les , qu i tourne de A vers C , e tc . , et dans sa 

course , t ouche des ressorts reliés, a et a' r espec t ivement à A et A ' , 

et e et e' à la terre. 

Supposons que , quand le véh icu l e P est au mi l ieu de A , le coeff i 

c ient d ' induc t ion entre P et A. soit — A . 

Dans cette pos i t ion , la capaci té de P est plus grande que A , puis
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si 
c ' W a V ; 

en ce poin t le potent ie l de U se rédui t à zé ro . 

Supposons qu 'en ce poin t P entre en con tac t avec le ressort c' qu i 

est relié à la terre. Pu i sque le potentiel de P est égal à ce lu i du res 

sort, il n 'y aura pas d 'é t incel le au m o m e n t du con tac t . 

Ce conduc t eu r C qui pe rmet de mettre le véh icu le à la terre, sans 

qu ' i l y ait d 'é t ince l le , co r r e spond à la disposi t ion appelée régénéra

teur dans les mach ines the rmiques . Nous l 'appel lerons d o n c un ré

générateur. 

Supposons que P con t inue de se m o u v o i r et reste en con tac t avec 

le ressort e ' , j u s q u ' à ce qu ' i l arrive au mil ieu de l ' inducteur B , dont 

le potent iel est V . Si — B est le coeff ic ient d ' induct ion entre P et B 

en ce point , c o m m e d'ailleurs U — o , la charge de P est — B V . 

Quand P quit te le ressort de terre, il empor t e cet te charge avec lui. 

Pendant qu ' i l ma rche de l ' inducteur posi t i f B vers le récepteur n é 

gatif À ' , son potent ie l est négatif et va croissant , et, s'il gardait la 

charge , son potent ie l serait au mi l ieu de À ' 

A ' V ' - + - BV 

A' - r - a' ' 

et si BV est plus grand que a'X', sa valeur numér ique sera plus grande 

que cel le de V . D o n c il existe, avant le mi l ieu de A ' , un po in t où P a le 

potentiel — V . En ce po in t , mettons-le en contac t avec le ressort a1 du 

récepteur négatif . Il n 'y aura pas d 'é t incel le , pu i sque les deux corps 

sont au même potent ie l . Faisons m o u v o i r P jusqu ' au mi l ieu de A ' , tou

jours en contact avec le ressort a', et, par suite, toujours au m ê m e 

potentiel que A. ' : durant ce m o u v e m e n t , P donne à A ' une cha rge né

gative. A u mi l ieu de A ' , il quit te le ressort et empor t e une charge 

— « ' V vers le régénérateur posi t i f C , où il t ouche le con tac t de terre 

c, et où son potentiel se rédui t à z é r o . Pu i s il glisse le long de ce 

ressort j u s que dans l ' inducteur négatif B ' , p rend pendant ce m o u v e 

ment une cha rge négative B ' V , qu ' i l finit par céder au récep teur p o 

sitif A ; et le c y c l e des opérat ions r e c o m m e n c e . 

Pendant ce c y c l e , le récepteur posi t i f pe rd une charge « V et gagne 

une cha rge B ' V . D o n c l ' accro issement total d 'é lectr ic i té pos i t ive est 

B'V" — a V . 

De m ê m e l ' accro issement total d 'é lectr ic i té négat ive est 

D V — a Y. 

Si l 'on donne aux inducteurs une forme telle qu ' i ls soient aussi près 
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de la surface du vél i icule q u e le permet la cond i t i on de maintenir les 

p ièces isolées , on rend B et B ' g rands ; et si l 'on fait les récepteurs de 

façon qu ' i ls entourent p re sque ent ièrement le véh icu le quand il est 

dans ces p i èces , a et a' dev iennent très pet i ts , et la cha rge des deuv 

boute i l les de Leyde augmente à c h a q u e tour . 

Les cond i t ions que do iven t rempl i r les régénérateurs sont 

C ' V ' = t i V e t G V = a ' V 

et, pu i sque a et a' sont très peti ts , les régénérateurs n 'on t pas besoin 

d'être très grands ou très vois ins des véh icu les . 

Des électromètres et des électroscopes. 

214 . Un é lec t romètre est un ins t rument au m o y e n duque l on peut 

mesurer des charges ou des potent iels é lec t r iques . On appelle électro

scopes les instruments qu i peuvent révéler l ' ex is tence de charges 

é lect r iques o u de différences de poten t ie l , mais qu i ne sont pas sus

cept ib les de fournir des mesures numér iques . 

U n é lec t roscope suffisamment sensible peut servir dans les mesures 

é lec t r iques , pourvu que nous puiss ions rédui re la mesure à constater 

l ' absence d 'une charge . Par exemple , si nous avons deux corps élec-

trisés A et B , n o u s p o u v o n s e m p l o y e r la m é t h o d e décr i te au Chapi t re I ; 

p o u r dé terminer quel est celui des d e u x co rps qu i a la plus forte 

charge , met tons le co rps A sur un suppor t isolant, et p laçons- le ainsi 

dans un vase c los et i so lé C . Met tons C à la terre, puis i so lons- le de 

nouveau : il n 'y aura plus de cha rge ex tér ieure s u r C . Enlevons main

tenant A , et mettons B à l ' intér ieur de C, puis obse rvons avec l 'élec-

t roscope l 'état é lec t r ique de C . Si la cha rge de B est égale à celle de 

A , il n 'y a pas d 'électr isat ion ; mais , si elle est plus grande ou plus 

peti te, il y aura une charge de m ê m e espèce que la cha rge de B , ou 

d 'espèce cont ra i re . 

Ces sortes de méthodes , où ce que l 'on doi t obse rve r , c 'est la non-

exis tence de que lque p h é n o m è n e , sont appelées méthodes de réduc

tion à zéro. Elles n ' ex igent qu 'un ins t rument suscept ib le de révéler 

l ' existence du p h é n o m è n e . 

Dans une autre classe d ' instruments destinés à enregistrer les p h é 

nomènes , on peut Se fier à l ' instrument p o u r donner toujours la même 

indica t ion , quand la quantité à enregistrer p rend la m ê m e valeur ; 

mais les lectures faites sur l ' échel le de l ' instrument ne sont poin t pro

por t ionnel les aux valeurs de la quanti té , et la relat ion entre ces l e c 

tures et les valeurs cor respondantes de la quanti té est inconnue : 
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l'on sait seu lement que l 'une est une fonct ion c o n t i n u e de l 'autre. A 

cette classe appar t iennent p lus ieurs é l ec t romèt res f o n d é s sur les ré 

pulsions qu i s 'exercent entre les parties de l ' i n s t rument qui ont des 

charges s e m b l a b l e s . L 'usage de ces appareils est d e p r e n d r e note des 

phénomènes , non de les mesurer . A u lieu des va leurs vraies de la 

quantité à mesure r , on ob t i en t une série de n o m b r e s qu i peuvent 

plus tard servir à dé te rminer de vraies valeurs , l o r s q u ' u n e étude c o n 

venable de l ' échel le de l ' ins t rument a pe rmis de d resse r une T a b l e de 

c o n c o r d a n c e . 

Dans une classe d ' ins t ruments enco re plus parfa i ts , les lec tures sont 

p ropor t ionne l l e s aux quanti tés à mesu re r ; p o u r faire une mesure 

complè te des quant i tés , il suffit d o n c de conna î t r e le coeff ic ient par 

lequel il faut mul t ip l i e r la lecture faite sur l ' é che l l e p o u r avoi r la 

valeur vraie de la quant i té . 

On appelle instruments absolus c e u x qui sont const rui ts de façon 

à renfermer en e u x - m ê m e s tout ce qu i est nécessa i re p o u r dé te rminer 

les valeurs vraies des quant i tés . 

Balance de torsion de Coulomb. 

213 . U n grand n o m b r e des expér iences par l e sque l l e s C o u l o m b a 

établi les lo is fondamenta les de l 'é lect r ic i té o n t été faites en m e s u 

rant la fo rce qu i agi t entre d e u x petites bou l e s é lec t r i sées , don t l 'une 

est fixe, et d o n t l 'autre se maint ient en é q u i l i b r e sous l ' inf luence de 

deux forces , l 'ac t ion é lec t r ique qui s 'exerce ent re les deux b o u l e s , 

et l 'élasticité de tors ion d'un fil de verre ou de mé ta l (voir § 3 8 ) . 

U n e ba lance de torsion consis te en une t ige de g o m m e laque sus

pendue à un fil fin de métal ou de verre , e t por tant à une de ses e x 

trémités une peti te b o u l e de moe l l e de sureau, d o r é e et b ien unie . A 

sa part ie supér ieure , le fil de suspension est fixé à l ' axe ver t ical d'un 

index que l 'on peu t faire tourner sur un cerc le g r a d u é hor izon ta l , de 

façon à to rd re l ' ex t rémité supér ieure du fil d 'un n o m b r e q u e l c o n q u e 

de degrés autour de l 'axe de ce fil m ê m e . 

L ' ensemble de l 'apparei l est renfermé dans une cage ; une autre 

petite b o u l e est mo n tée sur une t ige isolante, de f a ç o n q u e l 'on puisse 

la charger , l ' in t rodui re dans la cage par un t rou, et la p lacer de ma

nière que son centre c o ï n c i d e avec un po in t dé t e rminé situé sur le 

ce rc le hor i zon ta l que décr i t la b o u l e suspendue . La pos i t ion de la 

b o u l e suspendue se dé te rmine au m o y e n d'un c e r c l e gradué gravé sur 

la cage c y l i n d r i q u e de l ' instrument . 

Supposons les deux bou le s chargées , et la b o u l e suspendue en « q u i -

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



l ib re dans une pos i t ion c o n n u e , telle que la tige de tors ion fasse un 

angle 6 avec le rayon passant par le centre de la sphère fixe. La dis

tance des centres est alors 2 a sin - , a étant le rayon d e l à tige de tor

s i o n ; et si F est la fo rce qui agit entre les sphères , le m o m e n t de cette 

fo rce par rappor t à l ' axe de tors ion est 

F « 
r a cos - • 

2 

Déchargeons c o m p l è t e m e n t les deux b o u l e s , et soit maintenant o 

l 'angle que fait la l ige de torsion dans sa pos i t ion d ' équ i l ib re avec le 

rayon passant par le centre de la b o u l e fixe. 

L 'angle dont la fo rce é lec t r ique a fait tourner la t ige de torsion 

est 8 — tp, et. si M est le m o m e n t d 'élast ici té de torsion du fil, nous 

aurons l 'équat ion 

Fa c o s - = M ( 0 — <c). 

Si d o n c nous p o u v o n s connaî t re M , nous p o u v o n s dé te rminer la force 
g 

F qui agit, entre les sphères à la dis tance y.a sin - · 

P o u r t rouver le m o m e n t de tors ion M. soient I le m o m e n t d ' inert ie 

de la t ige de tors ion, T la durée d 'une osc i l la t ion d o u b l e de la tige 

sous l ' influence de l 'élasticité de torsion : alors 

Dans tous les é lec t romèt res , il est de la plus grande impor t ance de 

savoir quel le fo rce on mesure . O r la fo rce qu i agit sur la tige suspen

due est due en part ie à l ' ac t ion d i rec te de la b o u l e fixe, mais en partie 

aussi à l 'é lectr isat ion des paro is de la c a g e , si ces paro is sont élec-

trisées. 

Si la cage est en ver re , il est imposs ib l e de dé te rminer quel le est 

l 'é lectr isal ion de sa surface, autrement que par des mesures faites en 

c h a q u e po in t avec b e a u c o u p de difficultés. Mais si la cage est en 

métal, ou si une cage de métal entourant p resque ent ièrement l 'ap

parei l est p lacée c o m m e un écran entre le verre et les b o u l e s , l ' é lec 

trisation de la surface intér ieure de l 'écran ne dépendra que de l 'élec

trisalion des b o u l e s , et cel les-ci seront ent iè rement soustraites à l ' in

fluence de l 'électr isat ion du ver re . D e cet te manière on peut él iminer 

toute incer t i tude due à l 'act ion de la c age . 

P o u r donner un e x e m p l e dans lequel on puisse ca lcu le r tous les 
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effets, supposons que la cage soi l une sphère de rayon b, et que son 

centre c o ï n c i d e avec le centre du m o u v e m e n t de la tige de torsion ; 

soit a la l o n g u e u r de cet te t ige; soient E et E , les charges des deux 

boules , 6 l ' angle de leurs pos i t ions , a, la distance de la sphère fixe au 

centre, e t / ' la distance des deux peti tes sphères. 

Négl igeons p o u r l 'instant l'effet de l ' induct ion sur la d is t r ibut ion 

électr ique à la surface des peti tes sphères ; la fo rce qui agit entre 

elles sera une répuls ion 

Kl- . , 

T 2 ' 

et le m o m e n t de cette force par rappor t à un axe ver t ical passant par 

le cent re sera 

Klî, aa, sin 8 

L ' image de E, due à la surface sphér ique de la cage est un po in t 

b% 

situé sur le m ê m e rayon à une distance — , et ayant une cha rge 

— E L — ; le m o m e n t de l 'attraction entre P et cet te image , par rappor t 

à l 'axe de suspension, est 

a — Sin8 

l e , — { " 1,1·:, " " : < : n H 

a , / ah* „ 
a 2 - 2 cos B H : 

\ ai a i J 

o 3 I 1 — a - , - cos B -+- ,—-
b'1 o 4 

Si b, rayon de la cage sphér ique , est grand re la t ivement à a et <?.,, 

distances des sphères au centre , on peut négl iger le second et le t roi 

s ième terme du facteur qu i est en dénomina teur . Le m o m e n t total 

qui tend à faire tourner la tige de torsion peu t alors s 'écrire 

EE, an, sin 0 (— — ~ \ = M (8 — o l . 
\/-'J b3 J 

Électromètres pour la mesure des potentiels. 

"216. Dans tous les é lec t romèl res , la partie m o b i l e est un co rps 

chargé d 'é lectr ic i té à un potent ie l différent de celui de certains co rps 

fixes qui l 'entourent . Si, c o m m e dans la mé thode de C o u l o m b , on em

ploie un co rps isolé ayant une certaine cha rge , c'est la charge qui est 

l 'ob je t direct, de la mesure . Nous p o u v o n s toutefois rel ier par des fils 

fins les bou les de l ' é lec t romètre de C o u l o m b à différents c o n d u c t e u r s . 

Tr. d'Elect. et de Magn., I. 2.0 
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(') Phil. Trans., [834. 
(•) Voir un excellent Rapport de Sir W . T I I O M S O X Sur les électromètres (lieporl 

of ttie British Association, Dundee, 1 8 6 7 ) . 

La charge des bou l e s dépendra alors du potent ie l de ces conduc teurs 

et du potent iel de la cage de l ' instrument. La cha rge de chaque bou le 

sera à peu près égale au p rodu i t de son rayon par l ' excès de son 

potent iel sur celui de la cage , p o u r v u toutefois que les rayons des 

houles soient petits par rappor t à la dis tance des bou l e s entre elles, 

à la paroi ou à l 'ouverture de la c age . 

Mais la disposi t ion de l 'appareil de C o u l o m b n'est pas très bien ap 

propr iée à des mesures de ce genre : en effet, si la différence des po

tentiels est faible , la fo rce qu i agit entre les bou l e s convenab lemen t 

écartées est très pet i te . U n e fo rme plus c o n v e n a b l e est cel le de l 'élec-

t romètre à plateau attiré. C'est Sir W . S n o w Ilarris ( ' ) qui construisi t 

les premiers é lec t romètres fondés sur ce p r inc ipe . D e p u i s , Sir W . 

T h o m s o n ( s ) a por té à un haut degré de per fec t ion leur théor ie ainsi 

que leur cons t ruc t ion . 

Lor sque deux disques à des potentiels différents sont placés l'un en 

face de l 'autre à une petite dis tance, il y a sur les faces en regard une 

dis tr ibut ion à peu près un i fo rme , et une charge très faible sur le re

vers de ces d isques , p o u r v u qu ' i l n 'y ait po in t dans le vois inage d'autre 

conduc t eu r ou corps é lectr isé . La charge du d isque pos i t i f est à peu 

près p ropor t ionne l l e à sa surface et à la différence de potent iel des 

deux disques et inversement p ropor t ionne l l e à la distance de ces 

d isques . 

Si d o n c on donne aux disques une grande surface, et si l 'on rend 

leur écar tement très peti t , une différence des potent ie ls faible pourra 

donner l ieu à une fo rce d'attraction mesurab le . 

On a donné ( § 202 ) la théorie ma thémat ique de la distr ibution 

é lec t r ique sur deux disques ainsi d i sposés ; mais , c o m m e il est impos 

sible de faire la cage de l 'apparei l assez grande pou r que l 'on puisse 

supposer les disques isolés dans l 'espace infini, il n'est pas facile d ' in

terpréter numér iquemen t les résultats fournis par l ' instrument pris 

sous cette fo rme . 

217 . Un des p r inc ipaux per fec t ionnements appor tés à cet appareil 

par Sir W . T h o m s o n consis te à avoir ajouté un anneau de garde au 

disque attiré. 

A u lieu de suspendre un des d isques tout entier et de déterminer 

la force qui agit sur lui , on sépare du reste la partie centrale de ce 
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' jontre-ptj lrts . 

on rend imposs ib l e l ' exis tence d 'une charge sur le revers du d i sque , 

puisque ce revers fait alors partie de la surface intér ieure d'un c o n 

ducteur c r e u x qui est tout entier au m ê m e potent ie l . 

L ' é l ec t romè t i e absolu de T h o m s o n consiste essent iel lement en deux 

plateaux parallèles à des potent ie ls différents ; l 'un d ' eux est fait de 

telle sorte qu 'une certaine surface, dont aucun po in t n 'est vo is in des 

bords du plateau, est m o b i l e sous l ' influence de la force é lec t r ique . 

Supposons , p o u r fixer les idées , que le d i sque attiré et son anneau de 

garde soient au-dessus du d isque fixe. Ce lu i -c i est toujours hor izonta l , 

monté sur une t ige isolante, et peut r ecevo i r , au m o y e n d 'une vis m i -

cro iné t r ique , un m o u v e m e n t ver t ical mesurable . 

L 'anneau du garde est au mo ins aussi grand que. le d isque f ixe ; sa 

disque et l 'on en fait le d i sque attiré, l 'anneau extér ieur qu i l'orme 

le reste d u disque restant fixe. D e la sorte, on ne mesure la fo rce que 

sur les parties du d i sque o ù elle est le plus un i fo rme , et le défaut 

d 'uniformité de la d i s t r ibu t ion sur les b o r d s n'a plus d ' impor t ance , 

puisqu' i l por te sur l 'anneau de garde , et non sur la part ie suspendue 

du disque [fig. 19). 

En outre , en reliant l 'anneau de garde à une bo î t e méta l l ique qui 

renferme le revers du d isque attiré et tout son système de suspension, 

F'g- '9-
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surface inférieure est exac tement plane et parallèle au d isque fixe. Sur 

l 'anneau de garde est m o n t é un fléau de ba lance très sensible , auquel 

est suspendu un d isque m o b i l e très léger qui rempl i t p r e sque exacte

ment l 'ouver ture c i rcu la i re de l 'anneau de garde , sans toutefois frotter 

con t re ses b o r d s . La surface infér ieure du d i sque suspendu doit être 

exac tement plane, et il faut avoi r un m o y e n de reconnaî t re quand son 

plan c o ï n c i d e avec le plan de la surface infér ieure de l 'anneau de 

garde, de manière à ne fo rmer avec lui qu 'un seul plan, in terrompu 

seulement par l ' intervalle é t roi t qui sépare le d isque suspendu de 

l 'anneau de garde . 

A ce t effet, on agit sur la vis du d isque infér ieur jusqu 'à ce qu' i l 

soit en con tac t avec l 'anneau de garde , puis on laisse reposer sur lui 

le d isque suspendu, don t la surface infér ieure est alors dans le même 

plan que cel le de l 'anneau d e garde . La pos i t ion du d i sque m o b i l e , 

par rappor t à l 'anneau de garde , est alors définie par un système de re

pères . Généra lement , Sir \ V . T h o m s o n e m p l o i e à cet usage un fil noir 

fixé à la part ie m o b i l e , et se m o u v a n t ver t ica lement avec elle en re

gard de deux points noirs marqués sur un fond d 'émai l b lanc : on 

obse rve le fil en m ê m e temps que ces p o i n t s , au m o y e n d'une 

lenti l le p l a n - c o n v e x e , don t le c ô t é plan est tourné vers l 'œi l . Si, à tra

vers cet te lent i l le , on vo i t le fil droi t et au mi l i eu de l ' intervalle des 

d e u x poin ts noi rs , on dit qu ' i l est dans sa position de visée : cela 

signifie que le d isque suspendu avec l eque l il se meut est dans la p o 

sition v o u l u e , p o u r ce qu i est de la hauteur . On s'assure que le d isque 

suspendu est hor izonta l , en c o m p a r a n t les d e u x parties de l ' image 

d'un ob j e t vu par réflexion sur la surface supér ieure du d isque sus

pendu et sur cel le de l 'anneau de ga rde . 

Le fléau de ba lance est d isposé de telle sorte qu 'un po ids connu 

étant p lacé au mi l ieu du d isque suspendu, c e d i sque est en équi l ibre 

dans sa pos i t ion de v isée , l ' ensemble de l 'apparei l ayant été d'ailleurs 

c o m p l è t e m e n t déchargé par la mise en c o m m u n i c a t i o n méta l l ique de 

toutes ses part ies . U n e cage méta l l ique est p lacée sur l 'anneau de 

garde, de façon à renfermer la ba lance et le d isque suspendu, tout en 

laissant des ouver tures suffisantes p o u r v o i r les repères . 

L 'anneau de garde, la cage et le d i sque suspendu sont en c o m m u 

nicat ion méta l l ique , mais sont isolés des autres part ies de l 'appareil . 

Supposons maintenant qu ' i l faille mesurer la différence des poten

tiels de d e u x conduc t eu r s . On relie par des fils méta l l iques les deux 

conduc t eu r s , l 'un au d isque supér ieur , l 'autre au d i sque inférieur, on 

enlève le po ids du d i sque suspendu et l 'on dép lace le d isque inférieur 

au moyen de la vis m i c r o m é l r i q u e jusqu ' à ce que l 'at traction é l ec -

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



( ' ) Désignons par R l e rayon du disque suspendu, par R' celui de l'ouverture 

de l'anneau de garde : l a largeur de l'espace annulaire qui sépare le disque de 

l'anneau est 

B - - R' — R. 

Si D est la distance du disque suspendu au grand disque lixe, et V la différence 

de leurs potentiels, d'après l'étude faite au § 201, la quantité d'électricité ré

pandue sur le disque suspendu sera 

/ R ' - l R " _ R ^ - TV a 

^ " " 8 D SU D + a 

où 

a . = B l 0 ^ ou a - o,aao635 ( R ' — R ) . 

Si la surface de l'anneau de garde n'est pas exactement, dans le plan de la sur

face du disque suspendu, supposons que la distance du disque fixe à l'anneau de 

garde soit, non pas D, mais D H- z — D'; il résulte, de l'étude faite au § 225, qu'il 

y a sur les bords du disque une charge additionnelle due à sa hauteur z au-dessus 

de l a surface générale de l'anneau de garde. Donc, dans ce cas, la charge totale 

est à peu près 

Q L ^ D — S l T D - a ~~~lT ( D - » ) 1 0 ? . J)' - I T j ' 

et dans l'expression de l'attraction nous devons substituer à A, surface du disque, 

la quantité corrigée 

: R' " R ' J — ( R ' 2 — R 3 ) -'- 8 ( R |- R' ) ( D ' — D ) log e

 4 ^ ^ - t J ^ 

R est le rayon du disque suspendu, 

H' le rayon de l'ouverture de l'anneau de garde, 

D la distance du disque fixe au disque suspendu, 

D' la distance du disque fixe à l'anneau de garde, 

a o, a 2 o 6 3 5 ( R' — R ). 

Si a est petit en comparaison de D, nous pourrons négliger le deuxième terme 

et, si D'— D est petit, le troisième. 

tr ique amène le d i sque suspendu dans sa pos i t ion de v i sée . On sait 

alors que l 'at traction des d isques est égale au po ids qu i amène le 

disque dans sa pos i t ion de visée. 

Si W est la valeur n u m é r i q u e du po id s , g la fo rce de gravi té , la 

force est Wg; et si A est la surface du disque suspendu, D la distance 

des disques et V l e u r différence de potentiels ( ' ) , 

xv V a A v rw A " r c > W 
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218 . Il y a toujours une certaine incer t i tude dans la détermination 

de la lecture du mic ro mè t r e qui co r r e spond à D = o ; et, c o m m e une 

erreur sur la pos i t ion du disque devient d'autant plus impor tan te que D 

est plus petit , Sir W . T h o m s o n préfère ramener toutes ces mesures à 

la mesure des différences de force é l ec t romot r i ce V . A i n s i , si V et \ ' 

sont deux potent ie ls , et D et D ' les distances cor respondantes , 

Ains i , p o u r mesurer la force é l e c t r o m o l r i c e d 'une pi le , on emploie 

deux é lec t romèt res . 

A u moyen d'un condensateur , don t on entretient la cha rge avec un 

replenïshcr, si cela est nécessaire, on maintient à un potent iel con

stant le plateau inférieur du pr inc ipa l c l ec t romè t r e . On vérifie qu'il 

en est b ien ainsi, en reliant le plateau inférieur de l 'é lect romètre 

pr incipal au plateau inférieur d'un é lec t romèt re auxi l ia i re dont le 

d isque suspendu est mis à la terre. La distance des pla teaux de l 'élec

t romètre secondai re et la force qui est nécessaire p o u r amener dans 

la pos i t ion de visée son disque suspendu sont cons tan tes ; si donc nous 

é levons le potent ie l du condensateur j u squ ' à ce que l ' é lec t romètre se

conda i re soit dans sa pos i t ion de visée , nous savons qu 'à ce m o m e n t 

le potent ie l du d isque inférieur de l ' é lec t romètre pr inc ipa l surpasse 

le potent ie l de la terre d 'une quantité constante que nous p o u v o n s ap

pe ler V . 

Si maintenant nous mettons à la terre le pô le pos i t i f de la pile et 

si nous rel ions son é lec t rode négat ive au d i sque suspendu de l 'élec

t romètre pr inc ipa l , la différence de potent ie l des d e u x d isques sera 

\ -\- v, v étant la fo rce é l ec t romot r i ce de la p i le . So i t D la lecture du 

mic r omè t r e dans ce cas ; soit D ' la lec ture lo r sque le d i sque suspendu 

est relié à la t e r re ; on a 

On peut de la sorte mesurer à l ' é lec t romètre une fo rce é l e c t r o m o 

trice v, en laissant les disques à des distances convenab le s p o u r la 

mesure ; car, si la distance est t rop pet i te , un pet i t c h a n g e m e n t dans la 

Si le d isque suspendu est c i rcula i re et de rayon R et si le rayon de 

l 'ouver ture de l 'anneau de garde est R ' , 
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dislance abso lue p rodu i t un grand c h a n g e m e n t dans la f o r c e , pu i sque 

la force var ie en raison inverse du car ré de la d i s tance ; et une er reur 

sur la d is tance abso lue p rodui t une for te erreur sur le résultat, à 

moins que la distance ne soit très grande compara t ivement aux valeurs 

extrêmes q u e peut at teindre l 'erreur sur la vis m i c r o m é t r i q u e . 

L'effet des petites imper fec t ions dans la fo rme des surfaces des d i s 

ques et de l ' intervalle qui les sépare décro î t en raison inverse du 

cube ou des puissances plus élevées de la d i s tance ; quel le que soi t la 

forme d 'une surface régul iè re dont les aspérités sont tangentes à une 

surface p lane , l 'effet é lec t r ique , à une distance cons idérab le relative

ment à la hau teur des aspérités, est le m ê m e que celui d 'un plan 

placé à une cer ta ine distance en arr ière du plan des sommets des as

pérités (voir les § 197 et 1 9 8 ) . 

A u m o y e n d 'une cha rge auxi l ia i re , con t rô l ée par l ' é lect roinètre 

auxil iaire , o n peut assurer un éca r t ement convenab le des d i sques . 

L 'é lec t ro inè t re auxil iaire peut être d 'une cons t ruc t ion plus s imple , 

et ne po in t c o m p o r t e r le m o y e n de dé te rminer les forces d 'attraction 

en mesure a b s o l u e ; il suffit qu ' i l assure une cha rge cons tan te . Un 

pareil é l ec t romèt re peu t être appelé électromètre jauge. 

La m é t h o d e qui cons is te à e m p l o y e r une cha rge auxi l ia i re , outre 

la cha rge à mesurer , est appelée méthode liétéroslatique d'électro-

métrie, pa r oppos i t i on avec la m é t h o d e id ios ta t ique , où tout l'effet 

est p rodu i t par la cha rge à mesure r . 

Dans p lus ieurs modè les d 'é lec t romètres à plateau attiré, le plateau 

attiré est à un b o u t d 'une t ige ; c e l l e - c i est suppor tée par un fil de 

platine q u i passe par son centre de gravi té et est maintenu tendu 

par un ressor t . L 'autre b o u t de la t ige por te le cheveu que l 'on amène 

dans sa pos i t i on de visée, en faisant var ier l ' écar tement des plateaux 

et en ramenant ainsi la force d 'at tract ion é lec t r ique à une va leur c o n 

stante. En général , dans ces é lec t romèt res , cette fo rce n 'est pas dé te r 

minée en mesure abso lue , mais on sait qu 'e l le est constante , p o u r v u 

que l 'élast ici té de tors ion du fil de plat ine ne change pas. 

L ' ensemble de l 'appareil est p lacé à l ' intérieur d 'une bou te i l l e de 

Leyde , don t la surface intér ieure est chargée et reliée au d i sque attiré 

et à l 'anneau de garde. L'autre d i sque , que l 'on manœuvre par la vis 

m i c r o m é t r i q u e , est d ' abo rd mis à la terre, puis relié au c o n d u c t e u r 

dont ou do i t mesurer le potent iel . La différence des lec tures , mult i 

pliée par une constante à déterminer p o u r chaque é l ec t romèt re , donne 

le potent ie l demandé . 

219 . Les é lect romètres que l 'on v ien t de décr i re ne sont pas auto-
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matiques ; à c h a q u e observa l ion , il faut que l 'opérateur fasse le ré

glage de la vis m i c r o m é t r i q u e , ou q u e l q u e autre opéra t ion . Ils ne 

peuven t d o n c servir c o m m e appareils enregis t reurs , lesquels doivent 

se mettre d ' eux -mêmes dans la pos i t ion v o u l u e . Cet te cond i t ion est 

r empl ie dans l ' é lec t romètre à quadrants de T h o m s o n . 

Le p r inc ipe sur l eque l est fondé cet ins t rument peut se résumer 

c o m m e il suit : 

A et B sont deux c o n d u c t e u r s fixes qui peuvent être à des potentiels 

égaux o u non . C est un c o n d u c t e u r m o b i l e , por té à un potent ie l élevé 

et p lacé de façon à être o p p o s é , part ie à A , part ie à B , le rappor t des 

parties changean t q u a n d C se d é p l a c e . 

La d ispos i t ion la plus avantageuse dans ce bu t consis te à rendre C 

m o b i l e au tour d 'un axe , et à donner aux surfaces opposées A , B et C 

la fo rme de surfaces de révo lu t ion autour de cet axe . 

D e la sorte, la dis tance de la surface de C aux surfaces opposées A 

et B reste tou jours la m ê m e , et le m o u v e m e n t de C dans le sens p o 

sitif ne fait q u ' a u g m e n t e r l 'aire o p p o s é e à B et d iminue r l 'aire o p p o 

sée à A . 

Si les potent ie ls de A et B sont égaux , aucune force ne poussera C 

de A vers B ; mais , si le potent iel de C diffère plus du potent iel de B 

que du po ten t ie l de A , C tendra à se m o u v o i r de façon à augmenter 

l 'aire de sa surface qui est o p p o s é e à B . 

Par une disposi t ion d 'apparei l c o n v e n a b l e , on peu t rendre cette 

fo rce à peu près constante p o u r les différentes pos i t ions de C c o m 

prises entre certaines l im i t e s ; et, si C est suspendu à un fil de torsion, 

ses déviat ions seront à peu près p ropor t ionne l l e s à la différence des 

potent iels de A et de B, mul t ip l iée par la différence du potentiel de 

G et de la m o y e n n e des potent ie ls de A et de B . 

C est maintenu à un potent ie l é levé par un condensa teur pourvu 

d'un replenisker, et c o n t r ô l é par un é lec t romèt re j a u g e ; A et B sont 

reliés aux d e u x conduc t eu r s dont on do i t mesurer la différence de p o 

tentiels. P lus le potent ie l de C est é levé , plus l ' ins t rument est sen

s ib le . La c h a r g e de G étant indépendante de cel le que l 'on doi t m e 

surer, cet instrument se range dans la classe des hé léros ta t iques . 

Nous p o u v o n s app l iquer à ce t é lec t romèt re la théorie générale des 

systèmes de c o n d u c t e u r s , donnée aux § 93 et 127. 

Soient A , B , G les potent ie ls respect i fs des trois c o n d u c t e u r s ; a, 

c leurs capaci tés , p le coeff ic ient d ' i nduc t ion entre B et C , q le coef

ficient entre À et C , r le coeff ic ient entre A et B . En général , tous ces 

coeff icients var ieront avec la pos i t ion de C ; et, si G est disposé 

de façon que les extrémités de A et de B restent é lo ignées des ex t r é -
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m i t é s d e C , t a n t q u e l e m o u v e m e n t d e C r e s t e c o m p r i s e n t r e c e r t a i n e s 

l i m i t e s , n o u s p o u r r o n s d é t e r m i n e r l a f o r m e d e c e s c o e f f i c i e n t s . S i 8 

r e p r é s e n t e l a d é v i a t i o n d e C d e A v e r s B , l a p a r t i e d e l a s u r f a c e A 

q u i e s t o p p o s é e à G d i m i n u e q u a n d 8 a u g m e n t e . D o n c , s i A e s t m a i n 

t e n u a u p o t e n t i e l i , t a n d i s q u e B e t G s o n t m a i n t e n u s a u p o t e n t i e l 

z é r o , l a c h a r g e d e A d e v i e n d r a ci —^ (ZQ - - o ù (IQ e t oc s o n t d e s c o n 

s t a n t e s , e t o ù a e s t l a c a p a c i t é d e A . S i A e l B s o n t s y m é t r i q u e s , l a 

c a p a c i t é d e B s e r a b — b0 -\ oc9. 

L a c a p a c i t é d e C n e c h a n g e p a s p a r s u i t e d u m o u v e m e n t ; c a r i e 

s e u l e f f e t d u m o u v e m e n t e s t d ' a m e n e r u n e a u t r e p a r t i e d e G e n f a c e 

d e l ' i n t e r v a l l e q u i e s t e n t r e A e t B . D o n c G — G 0 . 

L a q u a n t i t é d ' é l e c t r i c i t é i n d u i t e s u r G , q u a n d B e s t p o r t é a u p o 

t e n t i e l l i m i t é , e s t p = z p 0 — st8. 

L e c o e f f i c i e n t d ' i n d u c t i o n e n t r e A e t G e s t q = q0 -+ - a 0 . 

L e c o e f f i c i e n t d ' i n d u c t i o n e n t r e A e t B n ' e s t p a s c h a n g é p a r l e m o u 

v e m e n t d e G e t r e s t e r = r0. 

D o n c l ' é n e r g i e é l e c t r i q u e d u s y s t è m e e s t 

W = j A ' a - I - \ W b -4- } C ! c + BCp-h CXq -+- XBr, 

e t , s i 0 e s t l e m o m e n t d e l a f o r c e q u i t e n d à a c c r o î t r e 6 , 

„ dW . c _ , 

— ~~r/ff' ' ' ^ e l a n t s u p p o s e s c o n s t a n t s , 

- * A « - J ^ C ^ - H B C ^ C A J I + A B ^ 
2 d<i - dû 2 £¿0 dû dû dÜ 

= — \ A 2 oc -\ B 2 oc — B C oc - F - G A oc 

o u 

8 = o c ( A — B ) [ C — K A - + - B ) ] . 

D a n s l e m o d è l e a c t u e l d e s é l e c t r o m è t r e s à q u a d r a n t s d e T h o m s o n , 

l e s c o n d u c t e u r s A e t B s o n t e n f o r m e d é b o î t e c y l i n d r i q u e , e n t i è r e m e n t 

p a r t a g é e e n q u a t r e q u a d r a n t s (jig- 2 0 ) . C e s q u a d r a n t s s o n t i s o l é s l e s 

u n s d e s a u t r e s , m a i s r é u n i s p a r d e s fils, d e f a ç o n q u e d e u x q u a d r a n t s 

o p p o s é s s o i e n t r e l i é s à A e t l e s d e u x a u t r e s à B . 

L e c o n d u c t e u r G e s t s u s p e n d u d e f a ç o n à p o u v o i r t o u r n e r a u t o u r 

d ' u n a x e v e r t i c a l : i l c o n s i s t e e n d e u x a r c s p l a t s , d ' u n q u a d r a n t , o p p o 

s é s l ' u n à l ' a u t r e e t r é u n i s p a r l e u r s r a y o n s e x t r ê m e s . 

D a n s l a p o s i t i o n d ' é q u i l i b r e , c e s q u a d r a n t s d o i v e n t ê t r e p a r t i e d a n s 

A , e t p a r t i e d a n s B , l e s r a y o n s q u i l e s s u p p o r t e n t é t a n t p r è s d e s m i 

l i e u x d e s q u a d r a n t s d e l a b o î t e c r e u s e , e n s o r t e q u e l e s d i v i s i o n s d e 

c e t t e b o î t e e t l e s e x t r é m i t é s e t l e s s u p p o r t s d e C s o i e n t a u s s i é l o i g n é s 

q u e p o s s i b l e . 
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F i g . 20. 

produise l ' équi l ibre . Entre certaines l imi tes , les déviat ions de G sont 

propor t ionnel les an p r o d u i t 

( A - B ) [ C - i ( A + B ) j . 

En augmentant le potentiel de C , on peut augmenter le potent ie l de 

l ' instrument; et, pour de petites valeurs d e | ( A - l - B ) , les déviations 

sont à peu près propor t ionnel les à ( A — B ) G . 

De la mesure du potentiel électrique. 

220 . P o u r déterminer en mesure abso lue de fortes différences de 

potentiel , nous pouvons e m p l o y e r l ' é lec t romètre à d i sque attiré, et 

c o m p a r e r l 'attraction à l'effet d 'un p o i d s . Si, en m ê m e temps, nous 

mesurons avec l 'é lect romètre à quadrants la différence de potentiels 

des mêmes conduc teurs , nous dé te rminerons la valeur absolue de cer

tains points de l 'échelle de l ' é lec t romètre à quadrants , et nous pour

rons ainsi déduire la valeur des lec tures faites sur l ' échel le de l ' é lec

tromètre à quadrants, en fonc t ion du potent ie l de la partie suspendue 

et du m o m e n t de torsion de l 'appareil de tors ion. 

P o u r déterminer le potent iel de la charge d'un conduc t eu r de di-

Le conduc teu r G est maintenu cons tamment à un potent iel é levé, 

par une communica t ion avec l 'armature intér ieure d 'une boute i l le de 

Leyde qui forme la cage de l 'apparei l . A et B sont reliés, le p remier à 

la terre, le second au corps don t on do i t mesurer le potent ie l . 

Si le potent iel de ce corps est zé ro et si l ' ins t rument est bien réglé, 

il ne do i t po in t y avoir de fo rce tendant à m o u v o i r G ; mais , si le p o 

tentiel de A est de m ê m e signe que ce lu i de C , G tend à se m o u v o i r 

de A vers B sous l 'action d 'une force presque un i fo rme , et le système 

de suspension se tord jusqu ' à ce qu 'une force égale soi t mise en j e u et 
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M E S U R E R L E P O T E N T I E L E N U N P O I N T D E L ' A I R . 3O,5 

meiisions finies, on peut relier le conduc t eu r à l 'une des é lect rodes 

d'un é lec t romèt re , l 'autre é lec t rode étant reliée à la terre ou à un co rps 

dont le potent ie l reste constant . La lecture de l ' é lec t romèt re donnera le 

potentiel du co rps après que sa charge se sera partagée entre lui et la 

partie de l ' é lec t romètre avec laquelle il est mis en contac t . Si K désigne 

la capacité du conduc t eu r et K ' c e l l e de cet te partie de l ' é l ec t romèt re , 

et si V et V sont les potent iels de ces deux corps avant leur mise en 

contact , leur potent ie l c o m m u n , après le contac t , sera 

- __ K V - t - K ' V 

K - H K ' 

Le potent ie l initial du c o n d u c t e u r était d o n c 

V = V - t - £ ( V - V ' ) . 

Si le c o n d u c t e u r n'est pas grand par rappor t à l ' é lec t romètre , K ' 

sera comparab l e à K , et, à moins que l 'on ne puisse dé terminer les 

valeurs de K et K ' , le second te rme de cette expression aura une va

leur incer ta ine. Tou te fo i s , si, avant d 'é tabl ir le contact , on peu t por ter 

l 'é lectrode de l ' é lec t romètre à un potent ie l très vois in de celui du 

co rps , l ' incer t i tude sur les valeurs de K et K ' n 'aura que peu d ' i m 

por tance . 

Si nous connaissons approx imat ivement la valeur du potent iel du 

co rps , nous pou r rons por ter l ' é lec t rode à ce potent ie l app roché au 

moyen d'un replenisher o u de que lque autre façon, et une seconde 

expér ience donnera une plus grande approx imat ion . D e cette manière 

on peut mesurer le potent ie l d 'un co rps dont la capaci té est peti te r e 

la t ivement à cel le de l ' é lec t romèt re . 

Mesurer le potentiel en un point de l'air. 

2 2 1 . Première méthode. — On p lace au po in t donné le centre 

d 'une sphère , dont le rayon est petit re la t ivement à la distance des 

conduc teurs électr isés. On la relie à la terre par un fil méta l l ique fin, 

puis on l ' i so l e ; on la por te à l ' é lec t romètre , et l 'on dé te rmine sa cha rge 

totale. 

A l o r s , si V est le potent iel au poin t donné et a le rayon de la sphère , 

la charge de la sphère sera 

Q = - V a , 

et, si V est le potent ie l de la sphère mesuré à l ' é lec t romètre dans une 
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c h a m b r e dont les murs sont reliés à la terre 

Q = V a , 

d ' o ù 
V + V = o, 

c 'est-à-dire que le potent iel de l 'air, au p o i n t où était p lacé le centre 

de la sphère , est égal et de s igne cont ra i re au potent ie l que prend la 

sphère , quand, après avoi r été mise à la terre et i so lée ensuite, elle 

est appor tée dans la c h a m b r e . 

Cet te m é t h o d e a été e m p l o y é e par M . De l lmann , de Creuznach , pour 

mesurer le potent ie l à une cer taine hauteur au-dessus de la surface 

du sol . 

Deuxième méthode. — Nous avons supposé que la sphère , placée 

au poin t donné et rel iée d ' a b o r d à la terre, était ensuite isolée et 

portée dans une c h a m b r e dont les paro i s , faites de matières c o n d u c 

tr ices, étaient au potent ie l zé ro . 

S u p p o s o n s maintenant que l 'on amène depuis l ' é lec t rode de l ' é l ec -

t romèl re jusqu 'au po in t où l 'on do i t mesurer le potent ie l un fil fin 

i so lé . C o m m e n ç o n s par décha rge r ent ièrement la sphère , ce qui peut 

se réaliser en la mettant à l ' intér ieur d 'un vase fait de m ê m e métal 

qu 'e l le qu i l ' en toure p resque c o m p l è t e m e n t , et lui faisant toucher ce 

vase. La sphère ainsi décha rgée est appor tée au b o u t du fil et mise en 

con tac t avec lu i . Pu i squ ' e l l e n'est pas é lectr isée, elle est au potentiel 

de l 'air en ce po in t : si le fil de l ' é l ec t rode est au m ê m e potent iel , le 

con tac t n 'aura po in t d'effet sur l u i ; mais , s'il est à un potent ie l diffé

rent, ce potent ie l , après le con tac t avec la sphère , sera plus voisin 

qu 'auparavant du potent ie l de l 'air. Par une série d 'opérat ions de ce 

genre , o ù la sphère est a l ternat ivement décha rgée et mise en contact 

avec l ' é l e c t rode , le potent ie l de l ' é l ec t rode de l ' é l ec t romèt re s 'appro

chera cons tamment de celui de l 'air au p o i n t d o n n é . 

222 . P o u r mesurer le potent ie l d 'un c o n d u c t e u r sans le toucher , on 

peut mesurer le potent ie l de l 'air en un po in t voisin du conduc teu r , 

et ca lcu le r ce lu i du c o n d u c t e u r d 'après le résultat. S'il y a une cavité 

que le c o n d u c t e u r renferme presque ent ièrement , le potent ie l de l'air 

dans cet te cavi té est très voisin de celui du c o n d u c t e u r . 

C'est de cet te façon que Sir W . T h o m s o n a r e connu q u e , si deux 

conduc teu r s c reux , l 'un de cu iv re et l 'autre de z inc , sont mis en c o n 

tact méta l l ique , le potent ie l de l 'air dans l 'espace que renferme le 

z inc est posi t i f par r appor t à celui de l 'air dans l 'espace que ren

ferme Je c u i v r e . 
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Troisième méthode. — Si, par un p r o c é d é q u e l c o n q u e , on peut faire 

qu 'une série de petits co rps se détachent success ivement du b o u t de 

l ' é lec t rode, le potent iel de l ' é lec t rode tendra vers ce lu i de l'air qui 

l ' environne. C'est ce que l 'on peut réaliser en faisant écou le r goutte à 

gout te , d'un en tonnoi r ou d'un tuyau relié à l ' é lec t rode , de la grenaille 

de p l o m b , des l imail les méta l l iques , du sable ou de l 'eau. Le poin t 

dont on mesure le potent iel est celui où la ve ine l i qu ide cesse d'être 

cont inue et se br ise en gouttes séparées. 

Une autre m é t h o d e c o m m o d e consiste à attacher à l ' é lec t rode une 

allumette brûlant lentement . Le potent ie l devient très vite égal à celui 

de l 'air à l ' ex t rémité de la f lamme de l 'a l lumette . 11 suffit m ê m e d 'une 

pointe méta l l ique a iguë p o u r p rodu i r e une décharge par le m o y e n des 

molécu les d'air, tant que la différence des potent iels est cons idé rab l e ; 

mais , si l 'on veu t rédui re cette différence à z é r o , il faut recour i r i\ 

l 'une des méthodes précédentes . 

Si l 'on veut seulement connaî t re le signe de la différence des po t en 

tiels en deux points , et non sa valeur numér ique , on peut p rodui re , 

en un des poin ts , un écou lemen t de gouttes ou de l imail les à travers 

un en tonnoi r c o m m u n i q u a n t à l 'autre po in t : on recuei l le ces gouttes 

ou l imail les dans un vase i so lé . Chaque gout te , en tomban t , se charge 

d 'une certaine quanti té d 'é lec t r ic i té , don t elle se décha rge c o m p l è t e 

ment dans le vase. Les charges s ' accumulent d o n c cons t ammen t dans 

le vase, et, après qu 'un n o m b r e suffisant de gouttes sont t o m b é e s , ou 

peut examiner la charge du vase par les mé thodes mêmes les plus 

grossières. Le signe de la charge est posit if , si le potentiel de l ' en ton

noir est pos i t i f par rappor t à ce lu i de l'air qui l ' en toure . 

MESURE DE LA DENSITÉ SUPERFICIELLE OU DE LA DISTRIBUTION. 

Théorie du plan d'épreuve. 

223 . P o u r vérifier les résultats de la théorie mathémat ique de la 

d is t r ibut ion à la surface des conduc teu r s é leclr isés , il est nécessaire 

de p o u v o i r mesurer la densité superficiel le en différents points d'un 

c o n d u c t e u r . A cet effet, C o u l o m b employa i t un pet i t d i sque de papier 

doré fixé à une t ige isolante de g o m m e laque . Il appl iquai t ce disque 

en différents points du c o n d u c t e u r , en le faisant c o ï n c i d e r aussi exac 

tement que poss ib le avec la surface de ce conduc t eu r . Il l 'enlevait 

ensuite par sa t ige isolante, et mesurait sa charge dans son é l ec t ro 

mètre . 

La surface du disque appl iqué sur le conduc teu r co ïnc idant presque 
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exactement, avec la surface de ce c o n d u c t e u r , il conc lua i t que la den

sité superficielle sur la surface extér ieure du d i sque était à peu près 

égale à la densité sur la surface du c o n d u c t e u r en ce t endroi t , et que 

la charge enlevée sur le d i sque était à peu près égale à la charge qui 

se trouvait sur une aire prise à la surface du c o n d u c t e u r , et égale à 

l 'aire d 'une des faces du d i sque . Le d i sque , e m p l o y é de cet te façon, 

est appelé plan d'épreuve de Coulomb. 

C o m m e on a élevé des ob j ec t i ons cont re l 'usage que faisait C o u l o m b 

de son plan d 'épreuve , j e ferai que lques remarques sur la théorie de 

cette expé r i ence . 

L ' expé r i ence consis te à mettre un pet i t co rps c o n d u c t e u r en contact 

avec la surface du c o n d u c t e u r , au po in t où l 'on veut mesurer la den

sité, et à écarter ensuite ce co rps p o u r dé te rminer sa cha rge . 

11 nous faut montrer d ' abo rd q u e la cha rge du petit co rps mis en 

contact avec le conduc t eu r est p ropor t ionne l l e à la densité superfi

cie l le qui existait au po in t de con tac t , avant que l 'on y plaçât le 

petit c o r p s . 

Nous supposerons que toutes les d imens ions du petit co rps , et en 

par t icul ier cel le qu i est c o m p t é e sur la d i rec t ion de la normale au 

poin t de con tac t , sont très peti tes re la t ivement aux rayons de cour 

b u r e du c o n d u c t e u r au po in t de contac t . Dès lors , nous p o u r r o n s ad

mettre que la fo rce résultante à laquelle donnai t l ieu la charge du 

c o n d u c t e u r supposée i m m o b i l e ne subi t que des variat ions nég l i 

geables dans l 'espace o c c u p é par le pet i t conduc t eu r , et nous pour rons 

traiter la surface du c o n d u c t e u r dans le vo i s inage du petit corps c o m m e 

une surface plane. 

O r la charge que prend le petit c o r p s , par son con tac t avec une sur

face plane, est p ropor t ionne l l e à la fo rce résultante normale à cette 

surface, c'est-à-dire à la densi té superf iciel le . Nous dé terminerons la 

grandeur de cette cha rge p o u r des formes par t icul ières de ce co rps . 

Il faut maintenant mont re r q u e , quand on écartera le pet i t co rps , il 

ne passera point d 'é t incel le entre lui et le c o n d u c t e u r , et que , par 

conséquent , il emportera sa charge avec lu i . C'est évident , car , lorsque 

les co rps sont en contac t , leurs potent ie ls sont les m ê m e s , et par suite 

la densité est ex t rêmement faible sur les parties les plus voisines du 

point de con tac t . L o r s q u e le pet i t co rps est écarté à une très faible 

dis lance du conduc t eu r que nous supposerons é leclr isé pos i t ivement , 

la charge , au po in t le plus vois in du petit co rps , n'est plus nul le , mais 

b ien posi t ive ; mais c o m m e la cha rge du petit c o r p s est aussi p o 

sitive, l 'é lectr isat ion pos i t ive est m o i n d r e qu 'en aucun autre po in t 

voisin sur la surface. O r le passage d 'une ét incel le dépend , en gé-
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néral, de Ja grandeur de la force résultante, et ce l le -c i de la densité 

superf ic ie l le . D o n c , pu i sque nous supposons que le c o n d u c t e u r n'est 

pas électrisé à un potent ie l assez élevé pou r décha rge r de l 'é lect r ic i té 

par tous les points de sa surface, il ne passera p o i n t d 'é t incel le entre 

le petit c o r p s et une part ie de la surface où nous avons mon t ré qu ' i l 

V a une p lus faible densité superficiel le . 

22k. Nous allons maintenant cons idérer différentes formes du petit 

co rps . 

Supposons que ce soit une pet i te hémisphère , disposée de façon à 

t ouche r le conduc t eu r par le centre de sa face plane. 

Supposons que le c o n d u c t e u r soit une grande sphère et modif ions 

la f o rme de l ' hémisphère , de façon que sa surface soit un peu plus 

d 'une demi-sphère , et rencontre la surface de la sphère à angle dro i t . 

Nous nous t rouvons alors dans un cas p o u r lequel nous avons déjà 

ob tenu la solut ion exacte (voir 1 6 7 ) . 

Si A et B sont les centres de deux sphères se coupan t à angle droi t , 

D D ' le diamètre du ce rc l e d ' intersection et G le centre de ce c e r c l e ; 

si V est le potent ie l d'un conduc teu r don t la surface extér ieure c o ï n 

c ide avec cel le des deux sphères, la quantité d 'é lect r ic i té qui se t rouve 

sur la surface l ibre de la sphère A est 

- | V ( A D + B D + A G — C D — B C ) , 

et cel le qui se t rouve sur la surface l ibre de la sphère B est 

| V ( A D 15D - - BC — A D — A C ) , 

et la charge totale est la s o m m e des deux , soit 

V ( A D -(- B D — C D ) . 

Si a et ¡3 sont les rayons des d e u x sphères, et si a est grand relati

vement à S, la cha rge de B est à cel le de A dans le rapport de 

3 8 » / i 3 i 32 \ 

4 st2 \ 3 a 6 a 2 / 

Or, soit s la densi té superficielle uni forme de A , lo r sque B est en

levé , la cha rge de A est 

4 <j, 

et, par suite, la charge de B est 
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o u , si p est très pet i t en compara i son de « , la cha rge de l 'hémisphère 

B est égale à trois fois la cha rge due à la densité <r régnant sur une 

aire égale à la base c i rcu la i re de l ' hémisphè re . 

Il résulte, du n° 175 que si une pet i te sphère est amenée au contact 

d 'un co rps é lec l r i sé , pu is é lo ignée de l u i , la densité superficielle 

m o y e n n e sur cette sphère est à la densité superficiel le du corps au 

poin t de con tac t c o m m e i t 2 est à 6, o u c o m m e i , 6 / | 5 est à i . 

225 . La fo rme la plus c o n v e n a b l e p o u r un plan d ' épreuve est celle 

d 'un disque c i rcu la i re . Nous allons d o n c mont re r c o m m e n t on peut 

mesurer la cha rge d'un d i sque c i rcu la i re p lacé sur une surface élec-

trisée. 

A cet effet, nous al lons c o m b i n e r une valeur de la fonc t ion po t en 

tielle, telle qu 'une des surfaces équipo ten t ie l les ressemble à une p r o 

tubérance c i rcu la i re aplatie, et présente la fo rme générale d 'un disque 

posé sur un plan. 

So i t a la densité superficiel le sur un plan que nous supposerons être 

celui des xy. 

Le potent ie l dû à cet te d is t r ibut ion sera 

V — \ TICTZ. 

Soient deux d isques de rayon a, ayant des charges é lec t r iques inva

r i ab lemen t p lacées , de densité superficielle — a' et -h a'. P laçons le 

p remier de ces d isques sur le plan des xy, son cent re à l ' o r ig ine ; et le 

s econd d i sque paral lè lement au premier à une très pet i te distance c. 

On peut démont re r , ainsi que nous le ver rons dans la théorie du 

magnét i sme, que le potent ie l de deux d isques sur un poin t que l 

c o n q u e est [utr'c, ai étant l 'angle sol ide sous-tendu au po in t considéré 

par le c o n t o u r de l 'un ou l 'autre des d i sques . D o n c le potentiel de 

l ' ensemble du système sera 

V = 4 —t tr'c (i). 

La fo rme des surfaces équipotent ie l les et des l ignes d ' induc t ion est 

donnée sur Je c ô t é gauche de la Pl. XX, à la fin du V o l u m e II. 

T raçons la fo rme de la surface p o u r laquel le V : — o : elle est in

d iquée par la l igne po in t i l l ée . 

Dés ignant par r la dis tance d'un po in t q u e l c o n q u e à l 'axe des 

lo rsque /' est b e a u c o u p plus peti t que a, et que z est petit , nous trou

vons 

a 
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THÉORIE DU PLAN D'ÉPREUVE. 4 ° 1 

D o n c , p o u r des valeurs de r cons idérab lement inférieures à a, l ' équa

tion de la surface équipo ten t ie l l e zéro est 

. , . cz 
0 = L\ TZSZ -r- 2 7T(T C '2T.H - . 

a 

ou b ien 

. c 
aa + a ' -

a 

D o n c , aux environs de l 'axe, la surface équipotent ie l le est p resque 

plate. 

En dehors du d i sque , où r est plus grand que a, to est nul quand z 

est nul , de sorte que le plan des xy fait partie de la surface équ ipo 

tentielle. 

P o u r t rouver où se re joignent ces deux parties de la surface, che r 

chons en que l p o i n t du plan —j— —• o. 

ciz 

Si r est à très peu près égal à a, l 'angle sol ide u devient à très peu 

près une lunule d é c o u p é e sur la sphère de rayon i , don t l 'angle est 
z 

arc tan jr , 
° r - a 

en sorte que 

z 
io = I arc tang 

b r — a 

et que 

dX , ÎCT'C 
— - = - 4 m u 
dz r — a 

D o n c , lo rsque — o , 
dz 

o-'c S „ 

r0 = « H — a-\ , 

'1 TtCf TT 

approx ima t ivemen t . 

La surface équipotent ie l le V — o se c o m p o s e d 'une figure en fo rme 

de d i sque , de rayon r0 et d 'épaisseur à peu près uni forme z0, et de la 

par t ie du plan infini des xy qu i est en dehors de cette figure. 

L ' intégrale de surface, prise sur tout le d i sque , donne sa charge 

d 'é lec t r ic i té . O n t rouve ( c o m m e dans la Théo r i e d 'un courant c i r c u 

laire , I V e Par t ie , n° 704 ) que c 'est 

Q = ^Tiaa'c ('log- ^ U 

Sur une surface égale du plan, la charge est ira/-2 : d o n c la charge 

Tr. d'Élect. et de Magn., I. 2 6 
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du d i sque surpasse cel le d 'une aire égale prise dans le plan, dans le 
rappor t de 

ζ 8 TU r . 
1 + 8 - log a i , 

r ζ 

o ù ζ est l 'épaisseur, et r le rayon du d i sque , et où l 'on s u p p o s e s petit 

re la t ivement à r. 

Des accumulateurs électriques et de la mesure des capacités. 

226 . Un accumula teu r ou condensa teur est un apparei l fo rmé de 

deux surfaces c o n d u c t r i c e s séparées par un mi l i eu d ié lec t r ique isolant. 

U n e bou te i l l e de L c v d e est un accumula teu r dont l 'armature inté

r ieure , faite de feuil les d 'étain, est séparée de l 'armature extér ieure 

p a r l e verre de la bou te i l l e . La p remiè re bou te i l l e de L e y d e était un 

vase de verre renfermant de l 'eau qui était séparée par le verre de la 

main qu i tenait le vase. 

La surface extér ieure d 'un c o n d u c t e u r isolé q u e l c o n q u e peut être 

cons idé rée c o m m e une des surfaces d 'un accumula t eu r , don t l 'autre 

surface est f o r m é e par la terre ou les murs de la c h a m b r e où il est 

p lacé , et o ù le mi l i eu d ié lec t r ique est l 'air ambian t . 

La capac i té d 'un accumula teu r a pour mesure la quanti té d 'é lec

t r ic i té don t il faut charger la surface intér ieure p o u r établ ir entre les 

deux surfaces une différence de potent iels égale à l 'uni té . 

P u i s q u e tou t potent ie l é lec t r ique est la s o m m e d 'un cer ta in n o m b r e 

de parties ob tenues en divisant c h a q u e é lément é lec t r ique par sa dis

lance à un po in t , le rappor t d 'une quant i té d 'é lec t r ic i té à un poten

tiel do i t avo i r les d imens ions d 'une l i g n e ; d o n c la capaci té électrosta

t i q u e est une quanti té l inéaire , que nous p o u v o n s évaluer en pieds 

o u en mè t r e s sans a m b i g u ï t é . 

D a n s les r eche rches é lec t r iques , on e m p l o i e les accumula teurs à 

deux usages p r i nc ipaux : à r ecevo i r et à garder de grandes quantités 

d 'é lec t r ic i té dans un espace aussi pe t i t que poss ib l e ; à mesurer des 

quanti tés définies d 'é lect r ic i té par le potent iel auquel elles por tent 

l ' accumula teur . 

P o u r garder des charges é l ec l r iques , on n'a rien imag iné de plus 

parfait que la bou te i l l e de L c y d e . La plus grande part ie des pertes est. 

due à ce que l ' é lec t r ic i té s 'écoule d 'une armature à l 'autre par l ' hu

mid i t é de la surface de verre non revêtue . Ce t i n c o n v é n i e n t peu t être 

évité très c o m p l è t e m e n t en desséchant art if iciel lement l 'air à l ' inté

r ieur de la bou t e i l l e , et en vernissant le verre , là où il est e x p o s é à 

l ' a tmosphère . 
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D E S A C C U M U L A T E U R S É L E C T R I Q U E S E T D E L A M E S U R E , E T C . 4o3 

Dans les é lec t roscopes de sir W . T h o m s o n , la p r o p o r t i o n de per te 

d'un j o u r à l 'autre est très fa ib le , et, de cette per te , j e c ro i s que rien 

ne doi t être a t t r ibué à une c o n d u c t i o n d i rec te par l 'air o u par le verre 

lorsque le verre est b o n ; mais qu 'e l le se p r o d u i t en entier par c o n d u c 

tion superficiel le sur les différentes t iges isolantes et sur les surfaces 

de verre de l 'apparei l . • 

En fait, le m ê m e é lec t r ic ien a donné une cha rge à de l ' ac ide sulfu-

r ique renfermé dans un ba l lon à l o n g c o l ; il a ensuite scellé h e r m é 

t iquement le c o l en le fondant à la l ampe , en sorte que cet te cha rge 

se t rouvai t c o m p l è t e m e n t renfe rmée dans du ver re . A u b o u t de p lu

sieurs années, on a constaté q u e la charge était enco re conse rvée . 

Mais c 'est seulement à f ro id que le verre est isolant à ce po in t : la 

charge s 'échappe aussitôt q u e le verre est po r t é à une tempéra ture 

inférieure à i o o ° . 

Lo r squ 'on désire ob ten i r une grande capac i té sous un pet i t v o l u m e , 

il conv ien t d ' e m p l o y e r des accumula teu r s dont le d ié l ec t r ique est du 

c a o u t c h o u c en feuil les, du m i c a , o u du papier imprégné de paraffine. 

227. F o u r les accumula teurs de la s econde espèce , destinés à mesu

rer des quantités d 'é lectr ic i té , les d ié lec t r iques sol ides ne do iven t être 

employés qu ' avec de grandes p récau t ions , parce qu ' i l s possèdent la 

p ropr ié té appelée absorption électrique. 

Le seul d ié lec t r ique sûr p o u r de pareils accumula teurs est l 'air : 

encore a-t-il l ' i nconvén ien t que toute humid i t é , toute pouss ière qu i 

pénètre dans l 'espace é t roi t c o m p r i s entre les surfaces opposées , et où 

ne devrai t se t rouver que de l 'air, non seulement altère l 'épaisseur de 

la c o u c h e d'air, mais encore, peu t établ ir une c o m m u n i c a t i o n entre les 

surfaces opposées , auquel cas l ' accumula teur ne t ient pas sa cha rge . 

P o u r dé terminer , en mesure abso lue , c 'est-à-dire en mètres ou en 

p ieds , la capaci té d'un accumula teur , nous devons en connaî t re d ' a b o r d 

la fo rme et les d imens ions , et r ésoudre ensuite le p r o b l è m e de la d i s 

t r ibut ion sur ses surfaces o p p o sée s ; ou b ien nous devons c o m p a r e r 

sa capaci té à cel le d 'un accumula teu r p o u r leque l le p r o b l è m e a été 

réso lu . 

C o m m e le p r o b l è m e est très diff ici le , le mieux: est de c o m m e n c e r 

par cons t ru i re un accumula teur p o u r la f o rme duque l nous conna i s 

sions la solut ion. A ins i , l 'on sait que la capac i té d 'une sphère isolée 

dans un espace i l l imité a p o u r mesure le rayon de cette sphère . 

U n e sphère , suspendue dans une c h a m b r e , a été e m p l o y é e par 

M M . Koh l rausch et W e b e r c o m m e étalon abso lu , auquel ils c o m p a 

raient la capaci té des autres accumula teurs . 
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Mais la capaci té d 'une sphère de d imens ions modérées est si faible 

compara t i vemen t à la capac i té des accumula teurs habi tue l lement em

p l o y é s , qu 'une sphère n'est pas un étalon de mesure b ien c o m m o d e . 

La capaci té peut être cons idé rab lemen t acc rue si l 'on entoure la 

sphère d 'une surface sphér ique c reuse , concen t r i que , et de rayon un 

peu plus grand. La capac i té de la surface intér ieure est alors une qua

t r ième propor t ionne l l e à l 'épaisseur de la c o u c h e d'air et aux rayons 

des deux sphères . 

Sir W . T h o m s o n a e m p l o y é cette d i spos i t ion p o u r avoi r un étalon 

de capaci té ; mais il y a des diff icultés cons idé rab les à travailler des 

surfaces exac tement sphér iques , à les rendre tout à fait concen t r iques , 

et à mesurer leur dis tance et leurs rayons avec une préc is ion suffi

sante. 

Nous sommes ainsi amenés à préférer c o m m e étalon absolu de capa

ci té une disposi t ion dans laquel le les faces opposées sont des plans 

parallèles. 

Il est aisé de vérifier si les surfaces sont exac tement planes ; leur 

dis tance peu t se mesure r avec une vis m i c r o m é t r i q u e et peut être 

r endue suscept ib le d 'une var ia t ion con t inue , ce qui est une propr ié té 

très impor tan te dans un ins t rument de mesure . 

11 ne reste qu 'une diff icul té , due à ce fait que les plans sont néces

sairement l imi tés , et que la d i s t r ibu t ion de l 'é lect r ic i té dans le voisi

nage des l imites des plans n'a pas été ca lcu lée r igoureusemen t . Il est 

vrai que si nous prenons p o u r surfaces opposées d e u x disques c i rcu

laires égaux , dont le rayon est grand re la t ivement à leur dis tance, 

nous p o u v o n s traiter les l imi tes de ces disques c o m m e si c 'étaient des 

l ignes droi tes et ca lculer la d i s t r ibu t ion par la m é t h o d e de f l e lmhol tz , 

décr i te au n° 202 . Mais il y a l ieu de r emarquer que , dans le cas actuel, 

une partie de l ' é lec t r ic i té est d i s t r ibuée sur le revers de chacun des dis

ques , et que l 'on a supposé dans le ca lcu l qu ' i l n 'y a poin t de c o n d u c 

teurs dans le vo i s inage , ce qu i n 'est et ne peu t être le cas avec un 

petit ins t rument . 

2 2 8 . N o u s préférons d o n c la d ispos i t ion suivante, due à sir W . 

T h o m s o n , et que l 'on peut appeler d i spos i t ion à anneau de garde : 

grâce à el le, la quanti té d 'é lec t r ic i té qu i est sur un d isque isolé peut 

se dé te rminer exac t emen t en fonc t ion de son potent ie l . 

Le condensateur à anneau de garde. 

T? b est un vase cy l ind r ique fait d 'une subs tance c o n d u c t r i c e : la 
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LE CONDENSATEUR A ANNEAU DE G A R D E . / | 0 0 

surface extér ieure de sa face supérieure est exac tement plane. Cet te 

face supér ieure est formée de deux parties, un disque A et un large 

anneau DB entourant le d isque , et séparé de lui par un très peti t in

tervalle, jus te suffisant p o u r ne po in t laisser passer d 'é t incel les . La 

F i g . 21. 

1 c 

1 11 
i r ~ 

n 

A j 

G 

Xi 

1 b 
surface supér ieure du d isque est exac tement dans le m ê m e plan que 

celle de l 'anneau de garde . Le disque est por té par des co lonnes en 

matière isolante G G ; C est un disque de métal don t la surface infé

r ieure est exac tement plane et parallèle à B B . Le d i sque C est cons i 

dérab lement plus grand que A . Sa distance à A est réglée et mesurée 

au m o y e n d'une vis m i c r o m é t r i q u e , qui n'est po in t représentée sur la 

figure. 

V o i c i c o m m e n t on emplo ie cet accumula teur c o m m e ins t rument de 

mesure : 

Supposons que C soi t au potentiel zé ro , et A et B b au potent ie l V . 

Il n 'y aura pas de charge sur le revers du d isque , pu i sque le vase est 

p resque ent ièrement c los , et tou t entier au m ê m e potent ie l . Il y aura 

une cha rge très faible sur les bo rds du d isque , puisqu ' i l est au m ê m e 

potent ie l que B B . Sur la face du d isque , la d is t r ibut ion est sensible

ment u n i f o r m e ; la charge totale du d i sque sera d o n c p resque e x a c t e 

ment représentée par son aire mul t ip l iée par la densité superficiel le 

d'un plan, telle qu 'e l le a été ca lculée au n° 12V. 

En fait, l 'é tude faite au n° 201 nous mont re que la charge du d isque 

est 

/ R 2 — R ' 2 R ' s — R2 a ^ 

V 8 A S A ~~ ÂT^/' 
où B est le rayon du d i sque , R ' celui de l 'ouverture de l 'anneau de 

garde , A la dis tance de A à C , et a une quanti té qui ne peut être su

pér ieure à 

. _ . _ loe . a 
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Si l ' intervalle entre l 'anneau de garde et le d i sque est petit c o m p a 

ra t ivement à la distance de A à C , le s e c o n d terme est très pet i t , et la 

cha rge du d isque est, à très peu près, 

R 2 -+- R ' 2 

Mettons maintenant à la terre le vase B è . La cha rge du disque A 

ne conservera plus sa d is t r ibut ion un i fo rme , mais sera la m ê m e c o m m e 

quant i té , et si maintenant nous décha rgeons A , nous ob t i endrons une 

quanti té d 'é lec t r ic i té , don t nous connaissons la valeur en fonct ion de 

la différence de potentiels initiale V , et des quantités mesurables I?, 

R ' et A . 

Comparaison de la capacité des condensateurs. 

229 . La forme de condensa teur qu i se prête le m i e u x à la détermi

nation de la capaci té en mesure abso lue , d 'après la fo rme et les d i 

mens ions des parties de l ' instrument , n 'est pas, en général , cel le qui 

conv ien t le m i e u x p o u r les expér iences d 'é lec t r ic i té . P o u r les appa

reils destinés à faire c o u r a m m e n t des mesures de capac i té , il est dési

rable de n 'avoi r que deux surfaces c o n d u c t r i c e s , don t l 'une entoure 

l 'autre aussi c o m p l è t e m e n t que p o s s i b l e . A u cont ra i re , l ' a ccumula 

teur à anneau de garde a t rois conduc teu r s indépendants qu i do ivent 

être chargés et déchargés dans un certain o rd re . Il est d o n c désirable 

de p o u v o i r c o m p a r e r les capaci tés de d e u x accumula teurs par une 

m é t h o d e é lec t r ique , de façon à j a u g e r en q u e l q u e sorte des a c c u m u 

lateurs qu i serviront ensuite d 'étalons seconda i res . 

Je vais d ' abo rd mont re r c o m m e n t on peut vérifier que les capaci tés 

de deux accumula teurs à anneau de garde sont égales . 

So ien t , dans l 'un de ces accumula teurs , À le d i sque , B l 'anneau de 

garde et le reste du vase c o n d u c t e u r qu i lui est fixé, G le grand pla

teau ; soient A ' , B ' , C ' les part ies co r respondan tes de l 'autre a c c u m u 

lateur. 

Si l 'un de ces accumula teurs est de cons t ruc t i on plus s imple , et n'a 

que d e u x conduc t eu r s , on n'a qu 'à suppr imer B o u B ' , et à supposer 

que A est l 'armature in tér ieure , G l ' a rmature e x t é r i e u r e , q u e l 'on 

suppose entourer c o m p l è t e m e n t A . 

Etablissons les c o m m u n i c a t i o n s suivantes : 

Re l i ons d 'une manière permanente B à G' et B ' à C , c'est-à-dire 

chacun des anneaux de garde au grand plateau de l 'autre condensa teu r . 
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COMPARAISON DE LA CAPACITÉ DES CONDENSATEURS. /4O7 

(1) Relions A à R et C et à J l'électrode, d'une bouteille de Leyde ; 

A ' à R 'et C et à la terre ; 

( 2 ) Isolons A, B et G' de J; 

( 3 ) Isolons A de B et C', et A' de B' et G ; 

( 4 ) Relions B et C' avec B' et C et avec la terre ; 

( 5 ) Relions A et A ' ; 

( 6 ) Relions A et A ' à un clectroscope. 

Nous p o u v o n s représenter ces c o m m u n i c a t i o n s c o m m e il su i t : 

( 1 ) o G = B' — A ' [ A = B = G' = J, 

(2) o - C _ B ' : - - . A ' | A = B = C ' | J , 

( 3 ) o - - G --- B' ] A ' | A | B - C ' , 

( 4 ) o = G - - B' ] A ' | A | B - C ' = o, 

( 5 ) o = G = B ' ] A ' ^ A | B = C ' - o , 

( 6 ) 0 = C = B' | A ' = E = A | B = C' = o. 

le s igne — : signifiant la c o m m u n i c a t i o n é lec t r ique , et le trait ver

tical | l ' i so lement . 

Dans ( 1 ) les deux accumula teurs ont des charges opposées : A est 

posit if , A ' négat i f , et les charges de A et A ' sont d is t r ibuées unifor

m é m e n t sur la surface supér ieure opposée au grand plateau de cha 

cun des accumula teurs . 

Dans (2) la bou te i l l e de L e y d e est enlevée , et dans ( 3 ) les charges 

de A et A ' sont i so lées . 

Dans ( 4 ) , les anneaux de garde sont reliés aux grands p la t eaux : et, 

par suite, les charges de A et A ' se répandent sur toute la surface de 

ces d i sques , sans que leur grandeur soi t modi f i ée . 

Dans ( 5 ) A est rel ié à A ' . Si les charges sont égales et de s igne c o n 

traire, l 'é lectr isat ion est ent ièrement détrui te . C'est ce que l 'on vérifie 

en ( 6 ) au m o y e n de l ' é l ec t roscope E . 

L ' é l ec t ro scope E indiquera une charge posi t ive ou une c h a r g e né

gat ive, selon que A ou A ' a la p lus grande capac i t é . 

A u m o y e n d 'une c l e f convenab l emen t const ru i te , on peu t effectuer 

toutes ces opérat ions dans l 'o rdre vou lu , dans l 'espace d 'une peti te 

fraction de seconde ; et Ton peu t faire var ier les capaci tés j u squ ' à ce 

que l ' é l ec t ro scope n 'accuse plus la mo ind re trace de c h a r g e . D e cet te 

f açon , on peut amener la capaci té d'un accumula teur à être égale 

à cel le d 'un autre accumula teur , ou à la s o m m e des capaci tés de plu

sieurs autres, et l 'on peut f o rmer un système d ' accumula teurs où la 
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4oS I R E P A R T I E , C H A P . X I I I . — I N S T R U M E N T S É L E C T R O S T A T I Q U E S . 

capaci té de ohacun est exp r imée en mesure abso lue , c 'es t -à-dire en 

p ieds ou en mètres , et o ù l 'on a e m p l o y é en m ê m e temps le m o d e 

de cons t ruc t ion le p lus c o n v e n a b l e p o u r les expér iences d 'é lec

tr ici té . 

Cette mé thode de c o m p a r a i s o n t rouvera sans doute un emplo i avan

tageux p o u r la dé te rmina t ion des p o u v o i r s induc teurs spécif iques des 

différents d ié lec t r iques mis sous forme de disques o u de plateaux. Si, 

entre A et C , on in terpose un d isque de d ié lec t r ique cons idérab lement 

plus grand que A , la capaci té de l ' accumula teur est modi f iée , et de 

vient égale à cel le que présenterai t ce m ê m e accumula teur p o u r un 

m o i n d r e écar tement de A et C . Si l ' accumula teur , pourvu de son 

plateau d ié lec t r ique , et ayant ses armatures A et C écartées d 'une 

distance x, a la m ê m e capaci té qu ' i l présenterai t lo r sque ses arma

tures sont à la dis tance x' sans in terpos i t ion de d ié lec t r ique , et si a 

est l 'épaisseur du plateau, k son p o u v o i r induc teur spécif ique rap

por té à celui de l 'air pris p o u r uni té , 

k -
a -h x — x 

La combina i son de trois cy l indres , décr i te au n° 127, a été emp loyée 

par sir W . T h o m s o n p o u r fo rmer un condensa teur dont la capaci té 

peut être augmentée o u d iminuée de quanti tés mesurab les . 

Les expér iences de M M . G i b s o n et Barc lay , faites au m o y e n de cet 

apparei l , sont décri tes dans les Proceedings de la Soc ié té Roya le , 

du 2 février 1871, et dans les Phil. Trans. de 1871, p . 573. Ils ont 

t rouvé p o u r p o u v o i r induc teur spécif ique de la paraffine 1,970, celui 

de l 'air étant pris p o u r unité . 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



DEUXIÈME PARTIE. 

É L E C T R O C I N Ë T I Q U E . 

CHAPITRE I. 

L E G O U R A N T É L E C T R I Q U E . 

2,10. Nous avons v u , au n° 45 , que le potent ie l est nécessa i rement 

le m ê m e en tous les poin ts d'un c o n d u c t e u r en équ i l ib re é l e c 

t r ique . 

Si deux c o n d u c t e u r s A et B sont chargés d 'é lect r ic i té , le potent ie l 

de A étant supér ieur à celui de B , et si ces deux corps sont mis en 

c o m m u n i c a t i o n par un fil méta l l ique C qui les touche tous d e u x , 

une part ie de la cha rge de A se transporte sur B , et, au b o u t d 'un 

temps très cour t , les potent ie ls de A et de B deviennent égaux . 

2 3 1 . Pendant que se p rodu i t ce p h é n o m è n e , o n obse rve dans le fil 

C certains phénomènes que l 'on appel le phénomènes du flux ou du 

courant électrique. 

Le p remie r de ces phénomènes est un transport d 'é lectr ic i té pos i 

t ive de A vers B , d 'é lec t r ic i té négat ive de B vers A . C e t ranspor t 

peut s 'effectuer plus lentement si l 'on met un pet i t co rps isolé en c o n 

tact a l ternat ivement avec A et avec B . Dans cet te opéra t ion , que l 'on 

peut appeler la convection électrique, de petites fractions de la cha rge 

de c h a q u e corps sont t ransportées success ivement de l 'un sur l 'autre. 

Dans les d e u x cas , une certaine quanti té d 'é lect r ic i té , o u de cha rge 

é lec t r ique , passe d 'un endro i t à un autre en suivant un certain c h e 

min dans l 'espace qui sépare les c o r p s . 

Que l l e que soi t donc not re op in ion sur la nature de l ' é lec t r ic i té , il 

faut admet t re que l 'opéra t ion que nous venons de décr i re cons t i tue 

un couran t d 'é lec t r ic i té . C e couran t peut être cons idéré c o m m e un 

couran t d 'é lec t r ic i té pos i t ive de A vers B , ou d 'é lect r ic i té négat ive de 

B vers A , ou c o m m e une c o m b i n a i s o n de ces deux couran ts . 

Tr. d'Élcctr. et de Magn., I. 2 6 . 
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Suivant la théor ie de F c c h n e r et de W e b e r , c 'est une combina i son 

d 'un couran t d 'é lec t r ic i té pos i t ive , et d'un couran t exac tement égal 

d 'é lec t r ic i té néga t ive , cheminan t en sens inverse dans le m ê m e co rps . 

Il est nécessaire de se souvenir de cet te hypo thèse é m i n e m m e n t arti

ficielle sur la cons t i tu t ion du courant , p o u r c o m p r e n d r e l ' énoncé 

de quelques-uns des plus impor tan ts résultats expé r imen taux de 

W c b c r . 

Si , c o m m e au n° 36 , nous supposons que P unités d 'é lec t r ic i té p o 

sitive se t ransportent de À vers 15, et que N unités d ' é lec t r ic i té néga

tive se t ransportent de^B vers A , dans l 'unité de t emps , la théor ie de 

W e b e r veu t que P = N, et P o u N peut être pris c o m m e mesure nu

m é r i q u e du courant . 

A u cont ra i re , nous ne faisons i c i aucune hypo thèse sur une relation 

entre P et N ; mais , ne tenant c o m p t e que de l'effet p rodu i t par le 

couran t , c 'es t -à-d i re du t ransport de P + M unités d 'é lec t r ic i té p o s i 

tive de A sur B , nous cons idé re rons P -+- iN c o m m e la vér i table m e 

sure du couran t . Le couran t q u e W e b e r appellerai t i , nous l ' appel le 

rons d o n c 2 . 

Des courants permanents. 

2 3 2 . Dans le cas du couran t qu i passe entre d e u x conduc t eu r s i s o 

lés portés à des potent ie ls différents, l 'opéra t ion est vi te arr ivée à son 

t e rme , qui est l 'égal isat ion des potent iels des d e u x corps : le couran t 

est d o n c essent ie l lement un couran t instantané. 

Mais il y a des m o y e n s par lesquels on peu t mainteni r entre des 

conduc teu r s des différences de potent ie l cons tantes ; alors il passe 

entre ces conduc t eu r s un couran t cont inu d ' intensité constante : c 'est 

ce q u ' o n appel le un courant permanent. 

La pile voltaïque. 

La m é t h o d e la plus c o m m o d e p o u r p r o d u i r e un couran t permanent 

est d ' e m p l o y e r la pi le vo l t a ïque . 

P o u r p réc i se r les idées , nous al lons décr i re la pi le constante de Da-

niel l . 

U n e solut ion de sulfate de z inc est p lacée dans un vase de terre 

p o r e u x , qu i est l u i -même dans un vase renfermant une so lu t ion satu

rée de sulfate de c u i v r e . U n m o r c e a u de z inc p l o n g e dans le sulfate 

de z inc ; un m o r c e a u de cu ivre dans le sulfate de cu iv re . Des fils m é 

tal l iques sont soudés au zinc et au cu iv re , au-dessus du niveau du 
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L A P I L E V O L T A I Q U E . 4 ' I 

l i q u i d e . Cet te c o m b i n a i s o n est appelée un couple ou un élément de 

pile Daniell ( voir n° 2 7 2 ) . 

2 3 3 . Si l 'on i sole le c o u p l e en le posant sur un p i ed non c o n d u c 

teur, et si l 'on met en con tac t avec un c o n d u c t e u r isolé A le fil relié au 

cu iv re , et le fil rel ié au zinc en con tac t avec un autre c o n d u c t e u r 

isolé B , fait du m ê m e métal que A , on peu t mont re r au m o y e n d'un 

é lec t romèt re sensible q u e le potent ie l de A surpasse celui de B d 'une 

certaine quant i té . Cette différence de potent iels est appelée force 

électromotrice de l'élément Daniell. 

Si maintenant on dé tache A et B de la p i le , et q u ' o n les met te en 

c o m m u n i c a t i o n par un fil mé ta l l ique , un courant passager traverse le 

fil, de A vers B , et les potent ie ls de A et B deviennent égaux . On 

peu t de nouveau charger A et B au moyen de la pi le et répéter ces 

opérat ions tant que la pi le veut b i en fonc t ionner . Mais , si l 'on 

relie A et B par le fil C , et qu 'en m ê m e temps on les attache à la 

p i le , c o m m e p r é c é d e m m e n t , la pi le entrel ient un couran t constant à 

travers C , en m ê m e temps qu 'une différence de potent iels constante 

entre A et B . Cet te différence n'est pas, ainsi que nous le ve r rons , 

égale à la fo rce é l ec t romot r i ce totale de l 'é lément , une partie de cette 

fo rce étant dépensée p o u r entretenir le couran t a. travers l ' é l émen t 

l u i -même . 

U n certain n o m b r e d ' é l éments rangés en série , de façon que le 

zinc du p remie r c o m m u n i q u e mé ta l l iquement avec le cu iv re du 

second , et ainsi de suite, fo rment ce qu 'on appel le une pile voltaïque. 

La force é l ec t romot r i ce d 'une telle p i le est égale à la s o m m e des forces 

é l ec t romot r i ces des é léments qu i la c o m p o s e n t . Si la pi le est i so lée , 

elle peut , dans son ensemble , r ecevo i r une cha rge q u e l c o n q u e d ' é l ec -

I r i c i t é ; mais le po ten t ie l du pô l e cu iv re surpassera toujours c e l u i du 

pô l e z inc d 'une quant i té égale à la fo rce é l ec t romot r i ce de la p i l e , 

quelles que soient d 'ail leurs les valeurs absolues de c e s d eux poten

tiels. Les éléments de la p i le peuven t être de fo rmes différentes, c o n 

tenir des substances c h i m i q u e s et des métaux différents, p o u r v u q u e 

l 'act ion c h i m i q u e ne con t inue pas lorsqu ' i l ne passe po in t de c o u 

rant. 

23k. C o n s i d é r o n s une pi le vo l ta ïque dont les d e u x extrémités sont 

isolées l 'une de l 'autre. L ' ex t rémi té cu ivre aura une charge pos i t ive 

o u v i t rée , l ' ex t rémi té z inc une charge négat ive o u rés ineuse . 

Re l ions maintenant par un fil méta l l ique l e s d e u x bou t s d e la p i l e . 

Un courant é lec t r ique prendra naissance et, au b o u t d ' u n temps t r è s 
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cour t , atteindra une valeur constante . On- di t alors que c 'est un c o u 

rant permanent . 

Propriétés du courant. 

2 3 o . Le couran t décr i t un c i rcu i t f e rmé , en allant du cu ivre au zinc 

dans les fils, et du z inc au cu iv re dans les so lu t ions . 

Si l 'on in t e r rompt le c i rcu i t en coupan t un des fils qui relient le 

cu iv re d'un é lément au z inc du suivant, le cou ran t est arrêté, et l 'on 

t rouve que le potent ie l du b o u t de fil rel ié au cu iv r e surpasse le p o 

tentiel du b o u t de cu iv re relié au z inc d'une quanti té constante , la 

fo rce é l e c t r o m o t r i c e totale du c i rcu i t . 

Action électrolytigue du courant. 

2 3 6 . Tant que le c i r cu i t est i n t e r rompu , il ne se p r o d u i t dans les 

é léments aucune act ion c h i m i q u e ; mais , aussitôt que le c i rcui t est 

f o r m é , du z inc c o m m e n c e à se d i ssoudre dans chacun des éléments 

Danie l l , et du cu iv re se dépose sur les lames de cu iv re . 

La quanti té de sulfate de z inc augmente , ce l le de sulfate de cu ivre 

d iminue , à moins qu 'on n'en rajoute cons t ammen t de nouveau . 

La quant i té de z inc dissoute , la quanti té de cu iv r e déposée sont les 

m ê m e s dans tous les éléments Daniel l du c i r cu i t , quel les que soient les 

d imens ions des é lec t rodes de ces é l émen t s ; et, s'il y a des éléments de 

cons t ruc t ion différente, l 'act ion c h i m i q u e qui s'y p r o d u i t est dans un 

rappor t constant avec l 'act ion c h i m i q u e d'un é lément Dan ie l l . S i , par 

e x e m p l e , un des éléments est f o rmé de d e u x lames de platine p l o n 

geant dans de l ' ac ide sulfur ique é tendu d 'eau, de l ' o x y g è n e est mis 

en l iber té à la surface de la p laque par laquel le le cou ran t entre dans 

le l i q u i d e , c 'est-à-dire la p laque qui est rel iée méta l l iquement au 

c u i v r e de la p i l e D a n i e l l ; et de l ' hyd rogène se dégage à la surface de 

la p laque par où le couran t sort du l i qu ide , qu i est la p laque rel iée 

au z inc de la p i le Danie l l . 

Le v o l u m e de l ' h y d r o g è n e est exac tement d o u b l e de ce lu i de l ' oxy

gène dégagé dans le m ê m e espace de temps ; e t le p o i d s de l ' oxygène 

est exac tement hui t fois le po ids de l ' h y d r o g è n e . 

Dans chacun des éléments du c i rcu i t , le po ids de chaque substance 

dissoute , d é p o s é e o u d é c o m p o s é e , est égal au p rodu i t d 'une certaine 

quantité que l 'on a\i]ielleVéquivalent électrochimique de la substance, 

par l ' intensité du courant et par la durée de son passage. 

P o u r les expér iences qui établissent ce p r inc ipe , v o i r les Séries 
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ACTION ÉLECTRIQUE DU COURANT. 4 l 3 

V I I eL VII I des Experimental Researches de Faraday; et, p o u r les 

excep t ions apparentes à cet te règ le , v o i r la Chemical Physics de 

Mi l le r , et le Galvanismus de W i e d e m a n n . 

2 3 7 . On appelle electrolytes les substances qui subissent cet te sorte 

de d é c o m p o s i t i o n . L 'opéra t ion e l l e - m ê m e s 'appelle electrolyse. Les 

endroi t s o ù le couran t pénètre dans I 'é lect rolytc et en sort sont ap

pelés les électrodes. D e ces é lec t rodes , ce l le par o ù entre le couran t , 

est appelée anode, et ce l le par o ù il qui t te l ' é lec t ro lyte est appelée 

cathode. Les composan t s en lesquels se résout l ' é lec t ro ly te sont ap

pelés ions; ce lui d 'entre eux qui paraît à l ' anode po r t e le n o m 

cYanion, et ce lu i qui paraît à la c a thode , de cation. 

D e ces te rmes , qu i ont été, j e c ro i s , inventés par Faraday avec 

l 'aide du D r W h e w e l l , les trois p remiers , é lec t rodes , e lec t ro lyse et 

e lec t ro ly te , ont été généra lement adoptés , et l 'on appelle conduction 

électrolytique c e m o d e de c o n d u c t i o n du couran t dans leque l se p r o 

duisent cet te sorte de d é c o m p o s i t i o n et ce transport des é léments 

composan t s . 

Si l 'on met un e lec t ro ly te h o m o g è n e dans un tube de sect ion var iable , 

et si l ' on met les é lec t rodes au b o u t de ce tube , on t rouve q u e , quand 

le cou ran t passe, l 'anion paraît à l ' anode , le cat ion à la ca thode , les 

quantités de ces ions étant équivalentes entre elles, et équivalentes 

e n s e m b l e à une cer taine quanti té d ' é lec t ro ly tes . Dans les autres par

ties du t u b e , que la sect ion y soit grande o u pet i te , constante o u v a 

r iable , la c o m p o s i t i o n de l 'é lect rolyte reste invar iab le . D o n c , la quan

tité de matière qui subi t l 'é lectrotyse dans c h a q u e section du tube est 

la m ê m e . Si la section est pet i te , l ' ac t ion do i t d o n c être plus intense 

que si la sect ion est g rande ; mais la quanti té totale de chaque ion qui 

traverse dans un temps donné une sect ion c o m p l è t e de l ' é lec t ro lyte 

est la m ê m e p o u r toutes les sec t ions . 

L ' intensi té d'un couran t peut d o n c se mesure r par la quant i té de 

mat ière qui est é lec t ro lysée dans un temps d o n n é . On appel le volta

mètre un ins t rument qui pe rme t de mesure r a isément la quant i té de 

ces p rodu i t s d ' é lec t ro lyse . 

L' intensité du courant , ainsi mesurée , est la mesure en tous les 

points du c i rcu i t , et la quanti té totale de p rodu i t s é lec t ro ly t iques qui 

se t rouvent dans un vo l tamèt re au b o u t d 'un temps donné est p r o p o r 

t ionnelle à la quanti té d 'é lec t r ic i té qui traverse une sect ion pendan t 

le m ê m e temps . 

238 . Si nous in t roduisons un vol tamètre en un po in t du c i rcu i t 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



d'une p i le vo l ta ïque et si nous c o u p o n s le c i r cu i t en un autre po in t , 

nous p o u v o n s supposer que l 'on p r o c è d e à la mesure du couran t de la 

façon suivante. So ien t A et B les ex t rémi tés du c i r cu i t r o m p u , A 

l ' anode et B la ca thode . P renons une h o u l e i so lée , et faisons-lui t o u 

che r a l ternat ivement A et B : à c h a q u e v o y a g e , elle portera de A sur 

B une cer taine quanti té mesurab le d ' é lec t r ic i t é . Cet te quantité peu t 

se mesurer à l ' é lec t romètre ou se ca lcu le r en mul t ip l ian t la fo rce é l ec 

t romot r i ce du c i rcu i t par la capaci té é lect rosta t ique de la b o u l e . D e 

l ' é lec t r ic i té est ainsi t ransportée de A vers B , sur la b o u l e i so lée , par 

une opéra t ion que l 'on peut appe ler convection. En m ê m e temps , 

l 'é lectrolyse se p rodu i t dans le vo l tamèt re et dans chacun des é lé 

ments de la p i le , et la quant i té de mat ière é lec t ro lysée dans chaque 

é lément peu t être c o m p a r é e à la quant i té d 'é lect r ic i té t ransportée par 

la b o u l e . La quant i té d 'une subs tance qu i est é lec t ro lysée par une 

unité d 'é lec t r ic i té est appelée Véquivalent électrochimique de la sub

stance. 

Cette expé r i ence serait e x t r ê m e m e n t ennuyeuse et diff ici le, si on la 

menai t de cet te façon avec une b o u l e de grandeur ordinai re et une 

pi le c o m m e cel les dont on peu t d i s p o s e r ; ca r il faudrait faire un 

n o m b r e é n o r m e de v o y a g e s p o u r d é c o m p o s e r une quanti té appréc iable 

d 'é lec t ro ly te . On ne doi t d o n c cons idére r cet te expé r i ence que c o m m e 

un s imple p r o c é d é d ' expos i t ion b ien différent de la manière dont il 

faut en réalité c ondu i r e les dé te rmina t ions d 'équivalents é l ec l roch i -

m i q u e s . Mais on p e u t v o i r dans cet te expé r i ence c o m m e une image du 

m é c a n i s m e m ê m e de l ' é l ec t ro lyse ; car , si nous regardons la c o n d u c 

tion é lec t ro ly t ique c o m m e une sorte de c o n v e c t i o n , dans laquelle un 

équivalent d 'anion m a r c h e vers l ' anode avec une cha rge négat ive , 

tandis qu 'un équiva lent de ca t ion m a r c h e vers la ca thode avec une 

cha rge pos i t ive , nous nous ferons du mécan i sme de l ' é lec t ro lyse une 

idée qu i , à ma connaissance , n 'est en d é s a c c o r d avec aucun fait 

c o n n u ; toutefois , nous ne savons rien de la nature de l 'é lectr ic i té et 

des c o m p o s é s c h i m i q u e s , et, par suite, ce peu t être encore une repré 

sentation b ien imparfai te de ce qu i se passe en réali té. 

Action magnétique du courant. 

2 3 9 . OErstedt a d é c o u v e r t qu 'un aimant p lacé dans le vo is inage 

d'un courant é lec t r ique reet i l igne tend à se p lacer p e r p e n d i c u l a i r e 

ment au plan qui passe par l 'a imant et le cou ran t (voir n° 4 7 5 ) . 

Si un h o m m e se plaçait dans la d i rec t ion du courant , de façon que 

le couran t qu i va du cu ivre au z inc par les fils le traversât de la tête 
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ACTION MAGNÉTIQUE DU COURANT. 4 l 5 

aux p ieds , et s'il avait la figure tournée vers le mi l ieu de l 'a imant, 

c'est l ' ex t rémi té de l 'aimant qu i est d i r igée vers le no rd , qui tend 

à se d i r iger vers la droi te de l 'observateur lorsque le couran t passe. 

La nature et les lois de l ' ac t ion é l ec t romagné t ique seront d iscu

tées quand nous en v iendrons à la qua t r i ème Part ie de ce Tra i té . 

Ce qu i nous intéresse pou r le m o m e n t , c 'est ce fait que le couran t 

é lec t r ique possède une act ion magné t ique qui s 'exerce en dehors du 

couran t et qui peu t servir à en révéler l 'exis tence ou à mesurer l ' in

tensité sans rompre le c i rcu i t ou sans rien in t roduire dans le couran t 

l u i - m ê m e . 

On s'est assuré que la grandeur de l ' ac t ion magné t ique est e x a c t e 

ment p ropor t ionne l l e à l ' intensité mesurée dans le vo l tamèt re par les 

produi t s de l ' é lec t rolyse : l ' intensité est d o n c ent ièrement i n d é p e n 

dante de la nature du c o n d u c t e u r dans leque l passe le courant , que 

ce soit un métal ou un é lec t ro ly te . 

240 . O n appel le galvanomètre un ins t rument qui i nd ique l ' in ten

sité d'un courant é lec t r ique , au m o y e n de son eifet magné t ique . 

En général , un ga lvanomèt re consis te en une o u plus ieurs b o b i n e s 

de fil r ecouver t de soie , à l ' intérieur desquelles est suspendu un aimant 

dont l 'axe est hor izonta l . Q u a n d un courant traverse le fil, l 'a imant 

tend à se p lacer l 'axe perpendicu la i re au plan des b o b i n e s . Si l 'on 

suppose le plan des b o b i n e s parallèle au plan de l 'équateur ter

restre, et si l 'on suppose le couran t s 'écoulant dans la b o b i n e de l 'est à 

l 'ouest dans la d i rec t ion du m o u v e m e n t apparent du solei l , l 'a imant 

tend à se p lacer de façon que son aimantation soit d i r igée c o m m e 

celle de la terre cons idé rée c o m m e un gros aimant , le pô le no rd de 

la terre étant semblab le à cet te ex t rémi té de l 'a igui l le d 'une b o u s s o l e , 

qu i est d i r igée vers le sud . 

Le galvanomètre est le plus c o m m o d e de tous les instruments p o u r 

mesurer l ' intensité des courants é lec t r iques . P o u r é tudier les lo is de 

ces couran ts , nous admet t rons qu ' i l est poss ib le de const ru i re un pa 

reil ins t rument , réservant pou r la qua t r ième Par t ie la discussion des 

pr inc ipes de ce t appareil . Ains i d o n c , quand nous dirons qu 'un c o u 

rant a une cer taine intensi té , nous supposerons la mesure faite au 

ga lvanomètre . 
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4 l 6 2" P A R T I E , CHAP. I I . — CONDUCTION ET RÉSISTANCE. 

CHAPITRE H. 

c o n d u c t i o n e t r é s i s t a n c e . 

24-1. Si au m o y e n d'un é lec t romèt re on dé te rmine le potent ie l élec

trique, en différents points d 'un c i r cu i t dans l eque l on entret ient un 

couran t é lec t r ique constant , on t rouve q u e , dans une part ie du c i r 

cu i t f o r m é e d'un seul métal par tout à la m ê m e tempéra ture , le poten

tiel d 'un p o i n t q u e l c o n q u e surpasse le potent ie l de tout autre po in t 

placé plus lo in que lui dans le sens du couran t , d 'une quanti té qu i 

d é p e n d de l ' intensité du couran t et de la nature et des d imens ions de 

la part ie du c i rcu i t qu i est c o m p r i s e entre ces d e u x po in t s . On appelle 

force électromotrice agissant dans cet te por t ion de c i r cu i t la diffé

rence des potent ie ls à ses ex t rémi tés . 

Si la por t ion de c i r c u i t que l 'on cons idè re n'est pas h o m o g è n e , 

mais au contra i re renferme des passages d 'une subs tance à une autre, 

d 'un métal à un é l ec t ro ly t e , d 'une partie chaude à une part ie 

f ro ide , il peut y avoi r , en outre de la fo rce é l ec t romot r i ce extér ieure , 

des forces é l ec t romot r i ce s in té r ieures , qu ' i l faut faire entrer en 

c o m p t e . 

Les relat ions entre la fo rce é l ec t romot r i ce , l ' intensité et la rés is

tance on t été é tudiées p o u r la p remiè re fois par le D p G . - S . O h m , 

dans un O u v r a g e pub l ié en 1 8 2 7 , inti tulé : Die galvanische Kette 

mathematisch bearbeitet, qu i a été t radui t dans les M é m o i r e s scien

tifiques de T a y l o r . Le résultat de cet te é tude , dans le cas de c o n d u c 

teurs h o m o g è n e s ; est généra lement c o n n u sous le n o m de loi de 

Ohm. 

Loi de Ohm. 

La force électromotrice qui agit entre les extrémités d'une por

tion quelconque de circuit est égale au produit de l'intensité du 

courant par la résistance de cette partie du circuit. 

Ici s ' introduit un te rme nouveau , la résistance d 'un c o n d u c t e u r , 

qu i est définie le rappor t de la fo rce é l ec t romot r i ce à l ' intensité du 

courant qu 'e l le p rodu i t . L ' i n t roduc t ion de ce terme n'aurait aucun 
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avantage scient i f ique, si O h m n'avait mon t ré , ainsi qu ' i l l'a fait par 

l ' expér ience , que ce terme co r r e spond à une quanti té phys ique réel le , 

c 'est-à-dire ayant une valeur définie ne changeant q u e si l 'on change 

la nature du c o n d u c t e u r . 

En p remie r l ieu, la résistance d 'un c o n d u c t e u r ne d é p e n d pas de 

l ' intensité du couran t qui le traverse. 

En second l ieu, la résistance ne dépend pas du potent ie l é lec t r ique 

auquel est por té le c o n d u c t e u r , ni de la densité de l 'é lectr ici té distri

b u é e à sa surface. 

Elle ne dépend q u e de la nature de la substance dont est f o rmé le 

conduc t eu r , de l'état d 'agrégat ion de ses parties et de sa t e m p é 

rature. 

La résistance d'un c o n d u c t e u r peut se mesurer à une app rox ima

tion de -jo-Jojj, o u m ê m e de ŷ 0V TJT ^ e s a valeur , et l 'on a é tudié tant de 

conduc teu r s que , maintenant , nous pouvons cons idé re r c o m m e très 

cer ta ine la vér i té de la lo i de O h m . Nous ind iquerons au Chapi t re V I 

ses appl icat ions et ses conséquences . 

Production de la chaleur par le courant. 
* 

2'+2. Nous avons vu q u e , quand une force é l e c t r o m o t r i c e dé termine 

le passage d'un couran t dans un conduc t eu r , de l 'é lectr ici té est t rans

por tée des points où le potent ie l est plus élevé à ceux où il est mo ins 

é levé . Si ce t ransport avait été fait par c o n v e c t i o n , c 'est-à-dire en 

transportant d'un po in t à l 'autre des charges success ivement données 

à une b o u l e , du travail aurait été effectué par les forces é lec t r iques 

agissant sur la b o u l e , et l 'on aurait pu évaluer ce travail. On p e u t 

l ' appréc ier en partie dans ces c i rcui ts de piles sèches , où les é lec t rodes 

sont formées de t imbres , et où la b o u l e véh icu l e osc i l le c o m m e un 

pendule entre les d e u x t imbres qu 'e l le frappe tour à tour : la force 

é lec t r ique sert à entretenir les osci l la t ions du pendu le et à p r o p a g e r 

à distance le son des t imbres . Dans le cas d 'un fil c o n d u c t e u r , nous 

avons de m ê m e transport d 'é lectr ic i té d 'un po in t o ù le potent ie l est 

é levé à un autre où il est bas , et cela sans qu ' i l s ' accompl i sse de tra

vail extér ieur . Le p r inc ipe de la conserva t ion de l 'énergie nous c o n 

duit alors à r eche rche r dans le c o n d u c t e u r que lque travail intér ieur . 

Dans un é lec t ro ly te , ce travail in tér ieur consis te en part ie dans la 

séparat ion des éléments composan t s . Dans les autres conduc t eu r s , il 

y a conver s ion totale en cha leur . 

Dans ce cas, l 'énergie conver t ie en chaleur est égale au p rodu i t de 

la force é l ec t romot r i ce par la quanti té d 'é lec t r ic i té qu i passe dans le 

Tr. d Èlect. et de ilagn., I. 
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c i r cu i t . Mais la fo rce é l e c t r o m o t r i c e est égale au p r o d u i t de l ' inten

sité par la rés is tance; la quant i té d 'é lec t r ic i té , au p rodu i t de l ' intensité 

par le temps. D o n c le p r o d u i t de la quanti té de chaleur par l ' é qu iva 

lent m é c a n i q u e de l 'unité de chaleur est égal au p r o d u i t du carré 

de l ' intensité par la résistance et par le temps. 

La chaleur engendrée par les courants é lec t r iques pendant qu' i ls 

surmonten t la résistance des conduc t eu r s a été mesurée par le 

D r Joule , qu i , le p remier , a établi que la chaleur p rodu i t e dans un 

temps donné est p ropor t ionne l l e au carré de l ' intensité : ensuite , en 

faisant avec le plus grand soin la mesure abso lue de toutes les quan

tités qu i in terviennent , i l a vérifié la lo i 

JII = cn\t, 

o ù J est l ' équivalent m é c a n i q u e de la cha leur , dé te rminé par J o u l e ; 

H le n o m b r e d'unités de chaleur ; C l ' intensité du c o u r a n t ; Il la résis

tance du c o n d u c t e u r ; t le temps pendant leque l passe le courant . 

L ' exp l i ca t ion complè t e de ces relat ions entre la fo rce é l ec t romot r i ce , 

le travail et la chaleur , a été donnée p o u r la p remière fois"par sir \ V . 

T h o m s o n , dans un M é m o i r e sur l ' appl ica t ion du pr inc ipe de l'effet 

mécan i que à la mesure de la fArce é l e c t romot r i ce 

2 4 3 . L 'analogie entre la théor ie de la c o n d u c t i o n de l 'é lectr ici té et 

la théor ie de la c o n d u c t i o n de la cha leur est, à p remière vue , presque 

c o m p l è t e . Si nous p renons d e u x systèmes g é o m é t r i q u e m e n t s e m 

blables , et tels que la conduc t ib i l i t é calor i f ique d 'une partie du pre

mie r soi t p ropor t ionne l l e à la conduc t ib i l i t é é lec t r ique de la part ie 

co r respondan te du second , et. si l 'on fait la température de chaque 

part ie du p r emie r p ropor t ionne l l e au potent ie l é lec t r ique de la m ê m e 

part ie du s econd , le flux de cha leur à travers une aire q u e l c o n q u e 

prise dans le p remier sera p ropor t i onne l au flux d 'é lec t r ic i té à travers 

l 'aire cor respondante dans le s econd . 

Ains i , dans la compara i son que nous faisons, et où le flux d ' é lec 

tr ici té c o r r e s p o n d au flux de cha leur , et le potent ie l é lec t r ique à la 

tempéra ture , l ' é lect r ic i té tend à passer des points où le potent ie l est 

haut à ceux où il est bas , c o m m e la chaleur tend à passer des points 

o ù la tempéra ture est haute à c e u x où elle est basse . 

2 4 4 . La théor ie du po ten t ie l et ce l le de la t empéra ture peuvent 

(') Phil. Mag., déc. i85i. 
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d o n c servir à s 'éclairer m u t u e l l e m e n t ; mais il y a une différence r e 

marquable entre les phénomènes de l ' é lec t r ic i té et ceux, de la cha

leur . 

Suspendons par un fil de soie un corps c o n d u c t e u r dans un vase 

c o n d u c t e u r c los et cha rgeons ce vase d 'é lec t r ic i té . Le po ten t i e l du 

vase et de tout ce qu ' i l renferme va s'élever imméd ia t emen t ; mais , si 

l ong temps , si puissamment que le vase soit électr isé, et que le co rps 

suspendu soit o u non mis en contac t avec lui , aucun signe d 'é lec t r i -

sation ne paraît à l ' in tér ieur du vase, et le corps ne manifeste aucun 

effet é lect r ique lorsqu ' i l a été retiré du vase. 

A u contrai re , si le vase est por té à une haute température , le co rps qu ' i l 

renferme n'est élevé à la m ê m e température qu 'au b o u t d 'un temps con 

sidérable ; et si alors on le ret ire, on t rouve qu ' i l est chaud , et qu ' i l 

reste chaud jusqu ' à ce qu ' i l ait pe rdu sa chaleur par radiat ion, au 

b o u t d'un certain t emps . 

La différence entre les phénomènes consis te d o n c dans ce fait : que 

les co rps sont suscept ib les d ' absorber la chaleur et de l 'émettre , tandis 

qu'ils n 'ont po in t la propr ié té cor respondante p o u r l ' é lec t r ic i té . On 

ne peu t échauffer un co rps sans lui fourni r une cer taine quantité de 

chaleur dépendant de sa masse et de sa cha leur spéci f ique ; le p o t e n 

tiel é lec t r ique , au cont ra i re , peut être élevé à un degré q u e l c o n q u e , 

de la façon que nous avons déjà décr i te , sans c o m m u n i q u e r au co rps 

aucune charge d 'é lec t r ic i té . 

245 . Supposons encore un co rps préalablement chauffé et placé à 

l ' intérieur d 'un vase c lo s . L 'ex té r ieur du vase sera d ' abord à la tem

pérature des obje ts environnants , s'échauffera b ien tô t et restera 

chaud tant que la chaleur du co rps intér ieur n'aura pas fini d e 

s 'échapper . 

11 est imposs ib le de faire l ' expér ience é lect r ique co r respondan te . 11 

est imposs ib l e d 'é lectr iser un co rps et de le p lacer dans un vase c reux , 

de façon que l 'extér ieur du vase ne mon t re d ' abo rd aucune trace 

d'électrisation et devienne ensuite électr isé . Ce sont des p h é n o m è n e s 

de ce genre que Faraday a recherchés en vain sous le n o m de charge 

absolue d'électricité. 

La chaleur peut être cachée à l ' intérieur d 'un corps et n 'avoir po in t 

d 'ac t ion au dehors : mais il est imposs ib le d ' i soler une quanti té 

d 'é lectr ic i té , de l ' empêche r d 'être cons tamment rel iée par i nduc t ion 

à une quanti té égale d 'é lectr ici té cont ra i re . 

11 n 'y a d o n c rien dans les phénomènes é lect r iques qui c o r r e s p o n d e 

à la capaci té calor i f ique. C'est ce qui résulte immédia tement de l ' hy-
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pothèse suivie dans ce t O u v r a g e , que l 'é lectr ic i té est soumise à la 

m ê m e cond i t i on de cont inui té que les fluides i ncompres s ib l e s . Il est 

d o n c imposs ib l e de donner à un co rps une c h a r g e effective d 'é lec t r i 

c i té , en forçant une quanti té addi t ionnel le d ' é lec t r ic i té à pénétrer 

dans ce co rps (voir les n o s 61 , 111 , 329 et 3 3 4 ) . 
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CHAPITRE III. 

F O R C E É L E C T R O M O T R I C E P R O D U I T E E N T R E L E S C O R P S 

E N C O N T A C T . 

Potentiels de substances différentes mises en contact. 

246. Si nous définissons le potent ie l d'un vase c o n d u c t e u r c r e u x 

c o m m e étant le potent iel de l 'air qui est à l ' intér ieur de ce vase, nous 

p o u v o n s dé terminer ce po ten t i e l au m o y e n de l ' é l ec t romèt re , ainsi 

qu ' i l a été exp l iqué dans la première Part ie (voir n° 2 2 2 ) . 

Prenons maintenant deux vases c reux faits de mé taux différents, de 

cu iv re et de z inc , par e x e m p l e ; met tons- les en con tac t méta l l ique et 

mesurons le potent ie l de l'air à l ' intérieur de c h a q u e vase. Le p o t e n 

tiel de l 'air renfermé dans le vase de z inc est pos i t i f j>ar rappor t à 

ce lu i de l'air renfermé dans le vase de cu ivre . La différence des p o 

tentiels dépend de la nature des surfaces intérieures des vases : elle est 

m a x i m u m quand le z inc est b i e n net et que le cu iv re est enco re c o u 

vert d ' o x y d e . 

A i n s i , l o r sque d e u x m é t a ux sont mis en con tac t , il y a en général 

une force é l ec t romot r i ce qui agit de l 'un vers l 'autre, de façon que le 

potent ie l de l 'un dépasse celui de l 'autre d 'une cer taine quant i té . Te l le 

est la théorie de l 'é lectr ici té de contac t , de V o l t a . 

Si l 'on prend p o u r terme de compara i son un certain métal, le cu ivre 

par e x e m p l e , et si F est le potent iel du fer mis en con tac t avec du 

cu ivre au potent iel zé ro , Z celui du zinc mis en contac t avec du cu ivre 

au potentiel zéro , le potent ie l du z inc mis en con tac t avec du fer au 

potent ie l zéro sera Z — F. 

C e résultat est vra i p o u r trois mé taux q u e l c o n q u e s ; par suite, on 

voi t que la différence des potentiels de deux métaux pris à la m ê m e 

température est la m ê m e , que ces métaux soient en con tac t d i rec t ou 

séparés par un t rois ième métal : si d o n c on fo rme un c i rcu i t avec un 

n o m b r e q u e l c o n q u e de mé taux pris à la m ê m e température , il y aura 

équ i l ib re é lec t r ique aussitôt que ces différents métaux auront atteint 

leur potent ie l p r o p r e , et le couran t ne con t inuera pas de passer dans 

le c i r cu i t . 

247. Mais , si le c i r cu i t est fo rmé de deux mé taux et d 'un é lec t ro ly te , 
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d'après la théorie de Vol ta , l ' é lec t ro ly le tend à ramener à l 'égali té les 

potent ie ls des métaux en contac t , en sorte que , la fo rce é l e c t r o m o l r i c e 

qu i réside à la j o n c t i o n des mé taux n'étant plus con t r eba lancée , il se 

p rodu i t un couran t permanent . L ' éne rg ie de ce couran t est fournie 

par l ' ac t ion c h i m i q u e qui s 'établit entre l ' é lec t ro lyte et les mé taux . 

248 . Mais l'effet é lec t r ique peut aussi être p r o d u i t sans action c h i 

m i q u e , par tou t autre m o y e n qui pe rme t de ramener à l 'égali té les 

potent ie ls des métaux en con tac t . A i n s i , dans une expér ience due à 

Sir W - T h o m s o n ( ' ) , un en tonnoi r de cu iv re est mis en contac t avec 

un cy l ind re ver t ical de z i n c ; on fait é cou le r par l ' en tonnoi r des l i 

mail les de cu iv re , de façon qu 'el les qui t tent l ' en tonnoi r et se séparent 

les unes des autres vers le mi l ieu du cy l indre de z inc , p o u r t o m b e r 

ensuite dans un réc ip ien t isolé p lacé en dessous . On t rouve que le 

réc ip ien t p rend une cha rge négat ive qui augmente tant que la l imail le 

con t inue d 'y t omber . En m ê m e temps, le cy l indre de z inc et l ' enton

noi r de cu iv re qu ' i l renferme prennent une cha rge posi t ive de plus en 

plus for te . 

Si maintenant le réc ip ien t est rel ié par un fil au cy l indre de z inc , ce 

fil sera traversé par un courant pos i t i f allant du cy l indre au réc ip ient . 

Le couran t de l imai l le , don t c h a q u e grain est chargé négativement, 

par i nduc t ion , cons t i tue un couran t négat i f allant de l ' en tonnoi r au 

réc ip ien t o u , en d'autres termes, un couran t pos i t i f allant du réci

pient à l ' en tonnoi r de cu iv re . Le couran t pos i t i f va d o n c du z inc au 

cu ivre par l 'air à travers les l imai l les , et du cu iv re au z inc par les 

points de con tac t des mé taux , de m ê m e q u e dans les disposi t ions v o l -

taïques o rd ina i re s ; mais , dans le cas actuel , la force qu i entretient 

le couran t n'est plus l ' ac t ion c h i m i q u e , mais b i en la gravité qui 

fait t o m b e r les l imail les malgré l 'attraction é lec t r ique qui agit entre 

l ' en tonnoi r cha rgé pos i t ivement et les l imail les chargées néga t ive 

ment . 

249 . La théorie de l 'é lect r ic i té de con tac t a reçu une conf i rmat ion 

r e m a r q u a b l e par la découver te de Pel t ie r r si un couran t é lec t r ique 

passe par le p o i n t de con tac t de d e u x métaux , ce con tac t s'échauffe si 

le courant est dans un sens, et se ref ro id i t si le couran t est en sens 

o p p o s é . On do i t se souvenir qu 'un couran t p r o d u i t toujours de la 

cha leur en traversant un métal , parce qu ' i l r encon t re de la rés is -

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



(') Proc. li. S. Edin., i 5 décembre 1 8 8 1 ; et Proc. H. S. Edin., i 8 j j . 

tance : l 'effet de ref roidissement de l ' ensemble du c o n d u c t e u r d o i t 

donc être toujours infér ieur à l'effet d 'échauffemenl . Et nous devons 

dis t inguer la p r o d u c t i o n de chaleur qui est due à la résistance o r d i 

naire dans chaque métal de la p r o d u c t i o n ou l ' absorpt ion de chaleur 

qui a l ieu au po in t de con tac t des deux mé taux . Nous d i rons dans 

le p remier cas que le courant p rodu i t de la cha leur de frot tement , et 

nous avons vu que cette chaleur est p ropor t ionne l l e au carré de l ' in

tensité, et qu 'e l le est la m ê m e , quel que soit le sens posi t i f o u négat i f 

du couran t . L e second p h é n o m è n e peut être appelé effet de Peltier, 

et change de s igne en m ê m e temps que le courant . 

La chaleur totale p rodu i t e dans un conduc t eu r c o m p l e x e fo rmé de 

deux métaux peu t s ' expr imer pal

l i ^ y OH— n C t , 

II étant la quanti té de chaleur , J l ' équivalent mécan ique de l 'unité de 

chaleur , R la résistance du co n d u c t eu r , C l ' intensité, t le temps, II le 

coeff ic ient de l'effet de Pe l t ie r , c 'es t -à-dire la quanti té de chaleur a b 

sorbée au po in t de contac t par le fait du passage de l 'unité de couran t 

pendant l 'unité de t emps . 

O r la cha leur engendrée est m é c a n i q u e m e n t équivalente au travail 

a c c o m p l i dans le c o n d u c t e u r à l ' encont re des forces é l ec t r iques ; elle 

est d o n c égale au p rodu i t de l ' intensité par la force é l ec t romot r i ce 

qui lui donne naissance. D o n c , si E est la fo rce é l ec t romot r i ce ex té 

r ieure , qui dé te rmine le passage du couran t dans le conduc t eu r , 

J H = C K Î = R C * I — J N C ( ; 

d 'où 

E — R C — JII . 

O n v o i t par cet te équat ion que la fo rce é l ec t romot r i ce extér ieure n é 

cessaire p o u r faire passer le couran t dans le c o n d u c t e u r c o m p l e x e est 

infér ieure à ce l le qu i cor respondra i t à la seule résistance du c o n d u c 

teur de la fo rce é l ec t romot r i ce J I I . D o n c J I I représente la force é lec t ro 

m o t r i c e de con tac t qui agit dans le sens posi t i f à la j o n c t i o n des d e u x 

métaux . 

C'est à Sir W . T h o m s o n ( 1 ) que l 'on do i t cette appl ica t ion de la 

théor ie d y n a m i q u e de la cha leur à la déterminat ion d 'une fo rce é l e c 

t romot r i ce l o c a l e ; elle a une grande i m p o r t a n c e scient i f ique, car on 

n'aurait pu faire usage de la m é t h o d e ord ina i re qui consis te à rel ier 
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par des fils deux poin ts du conduc t eu r c o m p l e x e aux é lec t rodes d'un 

ga lvanomètre ou d'un é l e c l r o s c o p e , p réc i sément à cause des forces de 

con tac t qui se p rodu isen t à la j o n c t i o n des fils avec les substances qu i 

fo rment le c o n d u c t e u r c o m p l e x e . Dans la m é t h o d e the rmique , au con 

traire, nous savons que le couran t é lec t r ique est la seule source 

d 'énerg ie , et q u e , dans une cer taine partie du c i rcu i t , il ne fait 

d 'autre travail que d 'échauffer cette por t ion de c i rcu i t . Si d o n c nous 

p o u v o n s mesure r la quanti té d 'é lec t r ic i té qui passe, et la quanti té de 

chaleur dégagée ou absorbée , nous pour rons dé te rminer la fo rce é l e c -

t r o m o t r i c e nécessai re p o u r émett re ce courant à travers cet te partie 

du conduc t eu r ; et cet te mesure est ent ièrement indépendante de l'effet 

des fo rces de con tac t dans les autres parties du c i rcu i t . 

La fo rce é l e c t r o m o t r i c e p rodui te à la j o n c t i o n de deux métaux, et 

mesurée c o m m e il v ient d'être dit, ne suflit pas à rendre c o m p t e de la 

force é l e c t r o m o t r i c e obse rvée par Vo l t a , et décr i te au § 2 i 6 . Cet te 

dernière est en général b ien plus grande que cel le dont il s 'agit i c i , 

et elle est souvent de s igne contra i re . D o n c il do i t y avoir une erreur 

dans l ' hypothèse que l 'on peut mesurer le potent ie l d 'un métal par 

celui de l 'air qui est en contac t avec lui , et l 'on do i t c h e r c h e r la ma

j e u r e partie de la fo rce é l ec t romot r i ce de Vo l t a , non plus à la j o n c t i o n 

des deux métaux , mais sur une des surfaces ou sur les deux qui sé

parent les métaux de l 'air o u de l 'autre mi l i eu qu i f o rme le t rois ième 

é lément du c i rcu i t . 

2 o 0 . La d é c o u v e r t e , due à S e e b e c k , des courants the rmo-é lec t r iques 

qu i se produisent dans les c i rcui ts de plusieurs métaux dont les j o n c 

tions sont à des températures différentes, mon t re q u e ces forces de 

con tac t ne se font pas toujours équ i l ib re dans un c i r cu i t fe rmé. Mais 

il est b ien clair que , dans un c i rcu i t fermé formé de différents m é t a u x 

qui sont tous à une m ê m e température , les forces de contac t do iven t 

se faire équ i l i b r e . S'il en était autrement , il se formerai t dans le c i r 

cu i t un couran t que l 'on pourra i t e m p l o y e r à faire aller une m a c h i n e , 

ou à p r o d u i r e de la cha leur dans le c i rcui t , c 'es t -à-dire à exécu te r du 

travail, sans dépenser en m ê m e temps d 'énerg ie : car le c i r cu i t est 

tout entier à la m ê m e température , et il ne s'y p rodu i t aucun change

ment , c h i m i q u e o u autre. Dès lors , représentant par Ua/) l'effet de 

Pel t ie r à la j o n c t i o n de d e u x métaux a et b, lorsque le couran t passe 

de a à b, nous devons avoir p o u r un c i r cu i t de d e u x mé taux à la 

m ê m e température 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



POTENTIELS DES SUBSTANCES DIFFÉRENTES MISES EN CONTACT. 423 

e l , pou r un c i rcu i t de trois métaux., nous devons avoir 

liai + n 6 c -+- Uca - o. 

De cette équa t ion , il résulte que les trois effets de Pel t ier ne sont pas 

indépendants , mais qu 'un d'entre eux peut se dédui re des d e u x autres. 

Si, par e x e m p l e , nous prenons le métal c pou r terme de compara i son , 

et si nous posons 

on aura 

JUab - Pa— Pi-

La quanti té P a est une fonct ion de la tempéra ture et dépend de la 

nature du métal a. 

2 3 1 . Magnus a éga lement fait v o i r que , dans un c i rcui t un iméta l -

l ique , il ne se fo rme po in t de courant , quelles que soient les v a 

riations de section et de température aux différents points du con 

duc teur . 

P u i s q u e , dans ce cas, il y a c o n d u c t i o n de la chaleur , c 'est-à-dire 

dissipation d 'énerg ie , on ne peut plus cons idé re r ce résultat c o m m e 

évident , de m ê m e que le p récédent . A i n s i , la fo rce é l ec t romot r i ce 

entre d e u x points du c i rcu i t pour ra i t varier, suivant que le couran t 

va d 'une part ie épaisse à une partie m i n c e , o u inversement , selon 

qu ' i l passe rap idement o u lentement d 'une partie chaude à une partie 

f roide, ou i nve r semen t ; ce qui rendrai t poss ib le l 'exis tence d'un c o u 

rant dans un c i rcu i t unimétal l ique inéga lement chaud en ces diffé

rents po in t s . 

A l o r s , en répétant le m ê m e ra isonnement que dans le cas du phéno

mène de Pel t ier , on t rouve que le passage d'un courant dans un c o n 

duc teur uniméta l l ique ne peut p r o d u i r e d'effet thermique changeant 

de s igne en m ê m e temps que le courant , que si le couran t passe des 

points o ù la tempéra ture est haute à c e u x où c l ic est basse, o u inver 

sement ; et, appelant II la quanti té de chaleur dégagée dans un c o n d u c 

teur uniméta l l ique par un courant qui passe d'un poin t à température x 

à un po in t à tempéra ture y, on a 

JH R C * — SXyCt, 

S x y est la force é lec t romot r ice qu i tend à entretenir le courant . O r 

soient .-r, y , z les tempéra tures en trois poin ts d 'un c i rcu i t h o m o g è n e , 

nous devons avoir , suivant Magnus , 

Sj-- -4- S z : r -f- S ^ j - - o. 
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426 2 e TARITE, CHAP. HT. — FORCE ÉLECTROMOTRICE, ETC. 

Si nous supposons que s soit la température zé ro , et si nous posons 

nous t rouvons 

^>xy = Qx Qy, 

où Qx est une fonc t ion de la température x, don t la f o rme dépend de 

la nature du métal . 

Si maintenant nous cons idé rons un c i r cu i t fo rmé de d e u x métaux , 

a et b, où la température est x, au p o i n t où le courant passe de a en 

b, et où la tempéra ture est y au po in t o ù le couran t passe de b en a, 

la fo rce é l ec t romot r i ce sera 

l' — F'ax F' bx Qbx Qôy ~ 1 ^ by ^ay ^ Q a j Qaarj 

où Yax représente la valeur de P p o u r le métal a et la température x, 

ou bien 

F = P a * - C V r - ( P a y — Q a y ) — {PLx ~ Qbx) + Fl,y ~ Qby 

Et pu i sque , dans un c i rcu i t fo rmé de plusieurs mé taux à différentes 

tempéra tures , il y a en général des courants the rmo-é lec t r iques , c 'est 

que P et Q sont en général différents p o u r un m ê m e métal et à une 

m ê m e température . 

2 o 2 . C'est Sir W . T h o m s o n qu i , dans le M é m o i r e déjà c i té , a d é 

mon t ré le p r emie r l ' ex is tence de la quanti té Q , en partant du phé

n o m è n e de l ' invers ion é lec t r ique découve r t par C u m m i n g ( 1 ) . C e 

phys ic ien a t rouvé q u e l ' o rd re thermo-é lec t r ique de certains métaux 

n'est pas le m ê m e à haute et à basse tempéra ture , en sorte qu 'à une 

cer ta ine température deux métaux peuven t être neutres l 'un pou r 

l 'autre. A i n s i , dans un c i rcu i t fo rmé de cu iv re et de fer, don t on 

maint ient une soudure à la température ord ina i re , pendant que l 'on 

élève la température de la seconde soudure , il s 'établit un couran t qu i 

va du cu ivre au fer par la soudure chaude ; et la force é l e c t r o m o t r i c e 

con t inue d ' augmente r j u squ ' à ce q u e la soudure chaude ait atteint 

une température T , qu i , d 'après T h o m s o n , est d 'environ 2 8 4 ° C . Si 

l 'on con t inue d 'élever la température de la soudure chaude , la fo rce 

é l ec t romot r i ce d i m i n u e , et enfin, si l 'on élève suffisamment la t empé

rature, le courant change de sens. L ' i nve r s ion du couran t peu t s ' o b 

tenir plus aisément en élevant la tempéra ture de la soudure froide. 

(') Cambridge Transactions, 1 8 2 3 . 
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(') On the eleclrodynamic qualities of metals {Phil. Trans., i856). 

Si la température des deux contacts est supér ieure à T , le couran t 

s'établit du fer au cu ivre par le contact chaud , c 'est-à-dire en sens 

inverse du courant o b t e n u lorsque les d e u x contacts sont au-dessous 

de T ' 

D o n c , si un des contacts est à la température neutre T , le courant 

s'établit du cu ivre au fer par ce con tac t , que l 'autre soudure soit plus 

chaude ou plus f ro ide . 

2 5 3 . T h o m s o n fait sur ces faits le ra i sonnement suivant : Supposons 

le s econd contac t à une tempéra ture infér ieure à T . On peu t e m p l o y e r 

le cou ran t à ac t ionner une machine o u à p rodu i re de la cha leur dans 

un fil, et cet te dépense d ' énerg ie doi t être c o m p e n s é e par une trans

format ion de chaleur en énerg ie é lec t r ique : de la chaleur doi t d o n c 

disparaître en que lque po in t du c i rcu i t . O r le fer et le cu iv re sont 

neutres l 'un pou r l 'autre à la température T ; il ne peut d o n c se p rodu i re 

au contac t c h a u d d'effet thermjque réversible , et, au con tac t froid, le 

courant doi t , d 'après le p r inc ipe de Pel t ier , p rodu i re un dégagement 

de chaleur . D o n c les seuls poin ts où il puisse disparaître de la chaleur 

sont les parties en fer ou en cu ivre du c i rcu i t : ainsi, un couran t qui 

traverse le fer des points chauds aux points froids do i t re f ro id i r le fer, 

ou bien un couran t qu i traverse le cu iv re des points froids aux points 

chauds do i t ref roidi r le cu iv re , ou bien enfin ces d e u x effets se p r o 

duisent à la fois . Par une série c o m p l i q u é e d ' ingénieuses expér iences , 

T h o m s o n a réussi à met t re en év idence l 'act ion the rmique révers ib le 

du courant qu i passe entre des points à températures différentes, et 

il a r econnu que le couran t p rodu i t des effets contra i res dans le cu ivre 

et dans le fer ( 1 ) . 

Lor squ 'un fluide matériel s 'écoule le long d'un tuyau, en passant 

d 'une partie chaude à une part ie f ro ide , il échauffe le tuyau ; quand 

il passe d 'une part ie froide à une partie chaude , il refroidi t le t uyau , 

et ces effets dépenden t de la capaci té calor i f ique spécif ique du f luide. 

Si nous supposons que l ' é lec t r ic i té , pos i t ive ou négat ive, soit un fluide 

matériel , nous pour rons mesurer sa chaleur spécif ique par son effet 

the rmique sur un c o n d u c t e u r inégalement chaud en ses différents 

poin ts . O r les expér iences de T h o m s o n mont ren t que l 'é lectr ic i té p o 

sitive dans le cu iv re , l ' é lect r ic i té négat ive dans le fer, t ransportent de 

la cha leur des parties chaudes aux parties f roides . Si d o n c nous s u p 

posons que l 'é lect r ic i té pos i t ive , ou b ien la négat ive soit un fluide 
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(') Proc. H. S. Edin., session 1 8 ^ 0 - 7 1 , p. 3 o 8 ; et 1 8 décembre 1 8 7 1 . 

capab le de s 'échauffer, de se ref ro id i r et de c é d e r de la cha leur 

à d 'autres c o r p s , nous t rouvons ces hypothèses en défaut dans le cas 

du fer p o u r l ' é lec t r ic i té pos i t ive , du cu ivre p o u r l 'é lectr ic i té néga t ive ; 

il nous faut abandonner l 'une et l 'autre suppos i t ion . 

Cet te prédic t ion scientif ique d 'un effet révers ib le p rodu i t par le 

cou ran t é lec t r ique dans un c o n d u c t e u r uniméta l l ique inéga lement 

échauffé est un e x e m p l e instruct i f de ce que peut l 'appl icat ion de la 

théor ie de la conservat ion de l 'énergie p o u r nous ouvr i r de nouvel les 

vo ies de r eche rche scient if ique. T h o m s o n a également e m p l o y é la se

c o n d e lo i de la T h e r m o d y n a m i q u e p o u r établ ir les relations des quan

tités que nous avons appelées V et Q , et p o u r é tudier les propr ié tés 

the rmo-é lec t r iques que pourra ient avoir des co rps non i so t ropes . Il a 

aussi é tudié expér imenta lement dans quel les cond i t ions de press ion, 

d 'a imantat ion, e t c . , peuvent se déve loppe r ces p ropr i é t é s . 

2 5 1 . Le professeur Ta i t ( ' ) a é tudié dern iè rement la fo rce é l e c t r o 

m o t r i c e des c i rcui t s t he rmo-é lec t r iques formés de mé taux différents 

don t les contacts sont à des températures différentes. Il t rouve que la 

fo rce é l e c t r o m o t r i c e d 'un c i rcui t peu t se représenter très exac tement 

par la fo rmule 

E = a(tL— tt)[t0 — 4 - U_)}, 

où tl est la tempéra ture absolue du con tac t chaud , t% ce l le d u c o n 

tact f roid , et t0 ce l le où les d e u x métaux sont neutres l 'un p o u r 

l 'autre. Cet te loi ayant été vérifiée entre des l imites de température 

très é tendues par lu i -même et par ses élèves, il espère p o u v o i r se 

servir du c i r cu i t t he rmo-é lec t r ique c o m m e d'un ins t rument ther-

m o m é l r ï q u e dans ses expér iences sur la c o n d u c t i o n de la chaleur , 

et dans d'autres cas où le t he rmomèt re à mercu re n'est pas d 'un 

emplo i c o m m o d e , ou ne présente pas un champ de variat ions assez 

é tendu. 

D 'après la théor ie de Tai t , la quantité que T h o m s o n appelle chaleur 

spécifique de l'électricité est p ropor t ionne l l e à la température abso lue 

p o u r tout métal p u r , sa grandeur et m ê m e son s igne variant p o u r les 

différents mé taux . D e là il tire, au m o y e n des p r inc ipes de la T h e r 

m o d y n a m i q u e , les résultats suivants : Soient kat, kbt, kct les c h a 

leurs spécif iques de l ' é lec t r ic i té dans trois métaux a, b et c ; soient 

T/, c , Tca, Tab les températures auxquel les les coup le s formés avec ces 
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métaux sont neu t res ; les équat ions 

(kb - kC)1HC -+- ( k c - ka)Tca -+- ( ku - / f b ) T f l 6 = o, 

J n a 4 = ( * a - / - 6 ) / ( T a 4 - / ) , 

E a j = ( / t a — ' tù X «1 — f 2 ) [ Ta4 — ï ( ¿1 - f - £j ) ] 

expr iment les relations entre les températures de neutra l isa t ion, la 

valeur de l'effet de Pe l t ie r , et la fo rce é l ec t romot r i ce , dans un c i r cu i t 

thermo-élec t r ique . 
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CHAPITRE IY. 

Ë L E C T R O L Y S E . 

Conduction électrolytique. 

2 3 5 . J'ai déjà dit q u e , quand un couran t é lec t r ique traverse, eu un 

poin t de son c i rcu i t , certaines substances c o m p o s é e s appelées électro-

lytes, le passage du couran t est a c c o m p a g n é d 'une opérat ion c h i m i q u e 

appelée éleclrolyse ; la substance se d é c o m p o s e en deux éléments ou 

i o n s ; l 'un d ' eux , appelé union o u é lément é lectronégat i f , paraît à 

l ' anode , c'est-à-dire à l ' endroi t où le couran t pénètre dans l 'é lecl rolvte ; 

l 'autre, appelé cation ou é lément électroposi t i f , paraît à la ca thode , 

c 'es t -à-di re au po in t où le couran t sort de l ' é l ec l ro ly l e . 

L ' é tude c o m p l è t e de l ' é lec t ro lyse appart ient autant à la C h i m i e 

qu 'à l 'E lec t r ic i té . Nous la cons idérerons à un po in t de vue é lec t r ique , 

sans discuter ses appl ica t ions à la théor ie de la const i tu t ion des c o m 

posés c h i m i q u e s . 

D e tous les phénomènes é lec t r iques , l ' é lec t ro lyse paraît être le plus 

p r o p r e à nous fourni r des vues exactes sur la nature du couran t é l e c 

t r ique ; car nous t rouvons là des courants de matière ordinai re et des 

courants d 'é lect r ic i té qu i sont part ies essentielles d 'un m ê m e p h é 

n o m è n e . 

E t c 'est sans dou te p o u r cet te raison m ê m e q u e , dans l'état impa r 

fait de nos connaissances présentes en é lec t r ic i té , nous n 'avons que des 

théories si p e u satisfaisantes de l ' é lec t ro lyse . 

Y o i c i quel le est la lo i fondamenta le de l ' é lectrolyse établ ie par 

Faraday et conf i rmée jusqu ' à présent par les expér iences de Bee tz , 

de Hi t torf et d'autres encore : 

Le n o m b r e des équivalents é l ec t roch imiques d'un é lcc t ro ly te , qui 

sont d é c o m p o s é s dans un temps donné par le passage d'un courant 

é lec t r ique , est égal au n o m b r e des unités d 'é lec t r ic i té transportées 

par le courant dans le m ê m e espace de temps. 

L 'équivalent é l e c t r o c h i m i q u e d 'une substance est la quantité de 

ce l te substance qui est d é c o m p o s é e par l 'unité du couran t traversant 

la substance pendant l 'unité de temps o u , en d'autres termes, par le 

passage de l 'unité d 'é lec t r ic i té . L o r s q u e l 'unité d 'é lect r ic i té est définie 
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en mesure abso lue , la valeur absolue de l ' équivalent é l e c t r o c h i m i q u e 

de chaque substance peut se dé terminer en grains ou en g r a m m e s . 

Les équivalents é l ec t roch imiques des différentes substances sont 

p ropor t ionne ls à leurs équivalents ch imiques ordinai res . Mais les 

équivalents c h i m i q u e s ne sont rien que des rapports numér iques sui

vant lesquels se c o m b i n e n t les co rps , tandis que les équivalents é l e c -

t i och imiques sont des quanti tés de mat ière définies, dépendant de la 

définition de l 'unité d 'é lec t r ic i té . 

T o u t é lec t ro ly te est fo rmé de deux éléments qui , pendant l ' é l ec -

trolyse, apparaissent aux points o ù le couran t entre dans l ' é lec t ro lyte 

et en sort , et en ces points seulement . Si d o n c nous c o n c e v o n s une sur

face q u e l c o n q u e décr i te dans la masse de l 'é lectrolyte , la grandeur de 

l 'action é lec t ro ly t ique qui se p r o d u i t à travers cet te surface, mesurée 

par le n o m b r e d 'équivalents é l ec t roch imiques des deux composan t s 

qui sont transportés à travers cette surface dans des d i rec t ions o p p o 

sées, est p ropor t ionne l l e au couran t é lec t r ique total qu i passe à tra

vers la surface. 

Le transport des ions dans des d i rec t ions opposées , à travers la 

masse de l ' é lec t ro lyte , fait d o n c partie intégrante du p h é n o m è n e de la 

conduc t ion des courants é lectr iques à travers les é lect rolytes . En tout 

point de l ' é lec t ro lyte où passe un couran t é lec t r ique existent aussi 

deux courants matériels de sens contra i res , l'un d 'anion et l 'autre de 

cat ion, dont les l ignes de flux sont ident iques à celles du couran t 

é lec t r ique , et qu i lui sont p ropor t ionne l s en grandeur . 

Il est d o n c naturel de supposer que les courants d ' ions sont des c o u 

rants é lec t r iques de convent ion , et, en par t icul ier , que c h a q u e m o l é 

cule de ca t ion est chargée d 'une certaine quanti té fixe d 'é lect r ic i té 

pos i t ive , la m ê m e p o u r les molécu les de toute espèce de ca t ion , et 

que c h a q u e m o l é c u l e d 'union est cha rgée d 'une quanti té égale d ' é l e c -

lectr ic i té négat ive . 

Les m o u v e m e n t s opposés des ions dans l ' é lec t ro ly te nous donnen t 

d o n c une représentat ion phys ique complè t e du couran t é l ec t r ique . On 

peut aussi c o m p a r e r ce m o u v e m e n t des ions au m o u v e m e n t des l i 

quides ou des gaz qui se mélangent par diffusion : il y a toutefois 

entre les d e u x phénomènes cet te différence q u e , dans la diffusion, les 

différentes substances sont seulement mélangées et que le mélange 

n'est pas h o m o g è n e ; dans l 'é lectrolyse les deux substances sont c o m 

binées c h i m i q u e m e n t , et l 'é lectrolyte est h o m o g è n e . Dans la diffusion, 

la cause qu i détermine le m o u v e m e n t d 'une substance dans une d i rec 

tion donnée est une d iminu t ion de la quantité de cette substance qu i 

est renfermée dans l 'unité de v o l u m e , dans cet te d i rec t ion ; dans l 'é lec-
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(') Pogg. Ann., vol. CI, p. 338; i83 7 . 

t rolyse, le m o u v e m e n t de c h a q u e ion est dû à la fo rce é l ec t romot r i ce 

qu i agit sur les mo lécu le s é lect r isées . 

256 . Clausius ( ' ) , qu i a b e a u c o u p é tudié la théor ie de l 'agitation 

molécu la i re des c o r p s , suppose que les molécu les de tous les co rps 

S o n t dans un état perpétuel de m o u v e m e n t ; dans les corps sol ides , la 

mo lécu l e ne s 'écarte pas de sa posi t ion initiale au delà d 'une certaine 

d i s tance ; au cont ra i re , dans les fluides, une m o l é c u l e qui s'est écartée 

à une certaine dis tance de sa pos i t ion initiale est sol l ic i tée tout au

tant à se m o u v o i r plus lo in qu 'à revenir en arr ière. Les mo lécu le s 

d 'un fluide qui s e m b l e en repos changen t cons t ammen t de pos i t ion 

e t passent indi f féremment d'un po in t à un autre du fluide. Clausius 

suppose q u e , dans un fluide c o m p o s é , ce ne sont po in t seu lement 

les molécu les c o m p o s é e s qui c i rculent de cet te manière , mais que , 

dans les c h o c s qui se produisent entre ces mo lécu le s c o m p o s é e s , les 

a tomes don t elles sont formées se séparent f r équemment , s 'associent 

à d 'autres, et qu 'ainsi un a tome dé te rminé d 'une certaine espèce est 

associé tantôt à un et tantôt à un autre des atomes de l 'autre espèce . 

C e p h é n o m è n e se p rodu i ra i t de tout temps dans un l i q u i d e . Lo r squ ' une 

fo rce é l ec t romot r i ce agi t sur le l i q u i d e , ces mouvement s , qu i s'effec

tuaient indi f féremment dans toutes les d i rec t ions , subissent l ' influence 

de la fo rce é l ec t romot r i ce : les m o l é c u l e s chargées pos i t ivement ten

dent à se m o u v o i r vers la ca thode p lu tô t que vers l 'anode, les m o l é 

cules chargées négat ivement tendent à p rendre un m o u v e m e n t de 

sens inverse . Par suite, dans les instants où elles sont l ibres , les m o 

lécules de cat ion se préc ip i tent vers la c a t h o d e ; mais à c h a q u e instant 

leur marche est arrêtée, parce que , rencontrant les molécu les d 'anion 

qui se p réc ip i ten t en foule dans la d i rec t ion o p p o s é e , elles s 'unissent 

avec elles dans des g roupements tempora i res . 

257 . Ce l te théor ie de Clausius nous p e r m e t de c o m p r e n d r e c o m 

ment il faut une fo rce é l ec t romot r i ce de grandeur finie p o u r effectuer 

la d é c o m p o s i t i o n matér iel le d'un e lect rolyte , et c o m m e n t , au c o n 

traire, la conduc t i on du couran t dans l 'é lectrolyte se fait d 'après la 

lo i de O h m , en sorte que la force é l ec t romot r i ce , m ê m e la plus fa ible , 

p r o d u i t dans une e lectrolyse un couran t de grandeur p r o p o r t i o n n é e . 

D 'après la théor ie de Clausius , la d é c o m p o s i t i o n et la r e c o m p o s i 

tion de l 'é lectrolyte o n t l ieu cons tamment , lors m ê m e qu ' i l n ' y a pas 
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de courant , et la fo rce é l ec t romot r i ce la plus m i n i m e suffit p o u r di

r iger ces opérat ions dans une certaine mesure et p o u r p r o d u i r e ainsi 

les courants d ' ions et d 'é lectr ic i té qui font part ie du m ê m e p h é n o m è n e . 

Mais , à l ' intér ieur de l ' é lec t ro lyte , les ions ne sont j amais mis en l i 

berté en quanti té finie, et c 'est cet te mise en l iberté des ions qui ex ige 

une force é l ec t romot r i ce finie. Les ions s ' accumulent aux é l ec t rodes ; 

car, à mesure qu 'el les y arrivent, les por t ions successives des ions 

n 'y rencont ren t pas des molécu les de l 'autre espèce , toutes prêtes à 

entrer en c o m b i n a i s o n , mais elles sont poussées de force en c o m p a g n i e 

de molécu les de m ê m e espèce qu ' e l l e s -mêmes , auxquel les elles ne 

peuvent se c o m b i n e r . La force é l ec t romot r i ce nécessaire p o u r p r o 

duire ce t effet est de grandeur finie, et elle donne naissance à une 

force é l e c t r o m o t r i c c contra i re qu i p rodu i t un courant de sens inverse 

lorsque les autres forces e l ec t romot r i ces sont suppr imées . L o r s q u e se 

manifeste cet te force é l ec t romot r i cc inverse, due à l ' accumula t ion des 

ions sur les é lec t rodes , on dit que les é lec t rodes sont polar isées . 

258. U n e des mei l leures méthodes p o u r dé te rminer si un co rps est 

ou non un é lec t ro ly te , consiste à le p lacer entre des é lec t rodes de 

platine et le faire traverser, pendant q u e l q u e t emps , par un c o u 

rant; puis , détachant les é lec t rodes de la pi le vo l t a ïque et les reliant 

à un ga lvanomètre , on observe si le galvanomètre est traversé par un 

courant inverse dû à la polarisat ion des é lec t rodes . L ' ex i s t ence d'un 

pareil couran t , étant due à l ' accumula t ion sur les d e u x é lect rodes de 

substances différentes, démont re que la mat ière a subi une d é c o m p o 

sition é lec t ro ly t ique sous l 'act ion du couran t initial de la p i le . Ce l te 

mé thode peut s 'appl iquer souvent dans des cas o ù les méthodes c h i 

miques directes auraient pe ine à révéler la p résence de p rodui t s de 

d é c o m p o s i t i o n sur les é lec t rodes . (Voir § 271 . ) 

259. Jusqu ' ic i la théorie de l 'é lectrolyse paraît très satisfaisante. 

Elle exp l i que le couran t é lec t r ique , dont nous ne c o m p r e n o n s pas la 

nature, par les courants des éléments matériels de l ' é l cc l ro ly te , don t 

les mouvemen t s , p o u r n'être pas vis ibles à l 'œi l , n 'en sont pas moins 

aisés à démont re r . Elle exp l ique c la i rement , ainsi que l'a mont ré 

Faraday, p o u r q u o i un é lect rolyte qui est c o n d u c t e u r à l 'état l iqu ide 

ne l'est plus à l 'état so l ide ; car, si les molécules ne peuvent c i rcu ler 

l ib rement d'un p o i n t à un autre, il ne peut y avoi r c o n d u c t i o n électro

ly t ique : d o n c , pou r être c o n d u c t r i c e , la substance doi t être rendue 

l iqu ide , par vo ie de fusion ou de solut ion. 

Mais , si nous allons plus lo in , si nous admet tons que dans l ' é lec t ro-

Tr. d'Élect. et de Magn., I. 2 8 
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(' ) Voir la note au § 5. 

Ivte les molécu les des ions sont réel lement chargées de quanti tés défi

nies d 'é lectr ic i tés pos i t ive et néga t ive , en sorte que le couran t é l e c -

t ro ly l ique n e serait qu 'un s imple couran t de oonvec t i on , cette h y p o 

thèse séduisante nous amène s u r u n terrain bien diff ici le . 

En p remie r l ieu , il faut admet t re q u e , dans tout é lec t ro ly te , c h a q u e 

m o l é c u l e de ca t ion , a U m o m e n t où elle est mise e n l iber té s u r la ca thode , 

cède à la ca thode u n e cha rge d 'é lect r ic i té pos i t ive dont la grandeur 

est la m ê m e p o u r toutes les mo lécu l e s , n o n seulement de ce cat ion, 

mais encore de tou t autre ca t ion . D e m ê m e chaque m o l é c u l e d'anion 

mise en l iber té donne à l ' anode u n e charge d 'é lect r ic i té négat ive, de 

m ê m e grandeur que la cha rge pos i t ive due à u n e mo lécu l e de cat ion, 

mais de s igne cont ra i re . 

Si , a u l ieu d ' u n e seule m o l é c u l e , nous cons idérons u n assemblage 

de mo lécu le s formant u n équivalent é l e c t r o c h i m i q u e de l ' ion, la charge 

totale de toutes c e s mo lécu le s e s t , ainsi que nous l 'avons v u , u n e unité 

d 'é lec t r ic i té pos i t ive o u négat ive . 

2 6 0 . Nous n e savons pas encore c o m b i e n il y a de m o l é c u l e s dans 

un équivalent é l e c t r o c h i m i q u e d 'une substance , mais la théorie chi

m i q u e molécu la i re , qu i est conf i rmée par u n grand n o m b r e de cons i 

dérat ions phys iques , suppose que le n o m b r e de m o l é c u l e s contenues 

dans u n équivalent é l e c t r o c h i m i q u e est le m ê m e p o u r toutes les s u b 

stances. N o u s pouvons d o n c , dans les cons idéra t ions molécula i res , 

admettre que le n o m b r e des molécu les con tenues dans u n équivalent 

é l ec t roch imique est u n certain n o m b r e N , i n c o n n u p o u r le m o m e n t , 

mais que plus tard o n pourra t rouver m o y e n de dé terminer 

A l o r s c h a q u e mo lécu l e , e n s e dégageant de l 'état de c o m b i n a i s o n , 

abandonne une charge don t la grandeur est ~ > charge qui est posi t ive 

pou r le cat ion et négat ive pou r l 'anion. C'est cette quant i té déterminée 

d 'é lectr ici té que nous appel lerons charge moléculaire. Si on la c o n 

naissait, c e serait l 'unité d 'é lectr ici té la plus naturelle. 

Jusqu ' ic i nous n ' avons fait que préc iser n o s idées , en recourant à 

l ' imaginat ion p o u r nous représenter c o m m e n t les mo lécu le s s e char 

gent et s e déchargent . 

La mise e n l iberté des ions , la sort ie de l 'é lectr ic i té pos i t ive de 

l 'anode, s o n entrée dans la ca thode sont des faits s imultanés. O r les 

ions mis e n l iber té n e sont pas é leotr isés ; d o n c , pendant, qu ' i l s sont. 
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c o m b i n é s , leurs charges molécu la i res sont telles qu 'on vient de les 

décr i re . 

Mais, s'il est aisé d'en parler , il n'est pas aussi aisé de c o n c e v o i r 

l 'électrisation d 'une m o l é c u l e . 

Nous savons que , si deux, métaux sont mis en contac t en un po in t , 

le reste de leur surface s'électrise ; que , si ces métaux sont en fo rme 

de plateaux séparés par une c o u c h e d'air très mince , la cha rge de 

chaque plateau peut devenir cons idérab le . On peut supposer qu ' i l se 

p rodu i t q u e l q u e chose d 'analogue lorsque les deux éléments d 'un 

é lec t ro l j t e sont c o m b i n é s ; on peut supposer que , dans c h a q u e c o u p l e 

de molécu les , il y a un po in t de contact , et que le reste des surfaces 

est chargé par l 'é lectr ici té due à la force é l ec t romot r i ce de contac t . 

Mais, pou r exp l ique r le p h é n o m è n e , il nous faut mont re r p o u r q u o i 

la charge p rodu i t e ainsi dans chaque mo lécu l e a une grandeur c o n 

stante; p o u r q u o i , par e x e m p l e , une m o l é c u l e de ch lo re étant c o m 

binée à une m o l é c u l e de z inc , la charge molécula i re est la m ê m e q u e 

si la mo lécu le de ch lore est c o m b i n é e à une mo lécu l e de cu iv re , alors 

que la force é l ec t romot r i ce du coup l e ch lore-z inc est bien plus grande 

que celle du coup l e c h l o r e - c u i v r e . Si la charge des mo lécu le s est 

l'effet de la force é l ec t romot r i ce de contact , p o u r q u o i des forces e l e c 

t romotr ices d'intensités différentes produisent-el les des charges égales? 

Supposons cependant que nous passions sur ce l te difficulté, nous 

bornant à affirmer ce fait que la charge molécula i re a une valeur c o n 

stante ; et, p o u r la facili té de l ' é locu t ion , appelons ce l te cha rge m o l é 

culaire constante une molécule d'électricité. 

Celte express ion, si imparfaite qu 'e l le soit , si peu en harmonie avec 

le reste de cet O u v r a g e , nous permet t ra du mo ins d ' énoncer c la i re 

ment ce que l 'on sait re lat ivement à l ' é lec t ro lyse , et d 'appréc ier les 

difficultés qu i se présentent . 

T o u t é lectrolyte do i t être cons idéré c o m m e un c o m p o s é binaire 

formé de l 'anion et du ca t ion . L 'anion ou le cat ion, ou tous d e u x , 

peuvent être des co rps c o m p o s é s , en sorte que la mo lécu l e d 'anion o u 

de cat ion peut renfermer un n o m b r e q u e l c o n q u e d 'a tomes s imples . 

Une mo lécu l e d 'anion et une molécu le de ca t ion c o m b i n é e s ensemble 

forment une molécu le d 'é lec t ro ly te . 

Fou r p o u v o i r fonct ionner c o m m e anion dans un é lect rolyte , la m o 

lécule qui j o u e ce rôle do i t être chargée de ce que nous avons appelé 

une molécu le d 'é lectr ic i té néga t ive ; p o u r fonc t ionner c o m m e ca t ion , 

la mo lécu l e doi t être chargée d'une molécu le d 'é lectr ici té pos i t ive . 

Ces charges ne sont liées aux molécu les que quand celles-ci sont 

combinées c o m m e anion et cat ion dans l 'é lect rolyte . 
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Lorsque les molécu les sont é lec t ro lysées , elles cèden t leurs charges 

aux é lec t rodes , et, une fois dégagées de la c o m b i n a i s o n , se présentent 

à l'état de co rps non électr isés . 

Si une m ê m e m o l é c u l e est suscept ib le de fonc t ionner c o m m e anion 

dans un é lec t ro ly te , c o m m e cat ion dans un autre, et, en outre , 

d 'entrer dans des c o m b i n a i s o n s qu i ne sont pas des é lec t rolytes , il 

nous faut admet t re que cette mo lécu l e reçoi t une charge d 'é lec t r ic i té 

posi t ive quand elle agit c o m m e cat ion , une charge négat ive quand 

elle agi t c o m m e anion, enfin qu 'e l le n'a po in t de cha rge quand elle est 

dans un co rps non é lec t ro ly te . 

Ains i l ' i ode agi t c o m m e anion dans les iodures méta l l iques et l ' ac ide 

i o d h y d r i q u e et, c o m m e cat ion , d i t -on , dans le b r o m u r e d ' i o d e . 

Cet te théor ie des charges molécu la i res peut servir à nous rappeler 

b o n n o m b r e de faits relatifs à l ' é l ec t ro lyse ; mais il est très peu p r o 

b a b l e q u e , le j o u r o ù nous serons parvenus à c o m p r e n d r e la nature 

vér i table de l ' é lec t ro lyse , nous conse rv ions rien de la théor ie des 

charges m o l é c u l a i r e s ; ca r nous aurons alors acquis une base assurée 

p o u r édifier la vér i table théor ie des courants é lec t r iques , et nous 

rendre indépendants de ces théor ies p rov i so i r e s . 

2 6 1 . Un des pas les plus impor tants que nous ayons faits dans la 

connaissance de l 'é lectrolyse a été de dis t inguer les p h é n o m è n e s ch i 

miques secondaires qu i sont p rodu i t s par le d é g a g e m e n t des ions aux 

é lec t rodes . 

Dans b ien des cas, les substances que l 'on t rouve aux é lec t rodes 

ne sont pas les ions p rop remen t dits de l ' é lec t ro lyse , mais les produi t s 

de l 'act ion de ces ions sur l ' é lec t ro ly te . 

Ains i , lo r squ 'une solut ion de sulfate de soude est d é c o m p o s é e par 

un courant qu i traverse aussi de l 'ac ide sulfurique é tendu, il se dégage 

aux d e u x anodes des quanti tés égales d ' o x y g è n e , aux deux ca thodes 

des quantités égales d ' h y d r o g è n e , aussi b ien dans le sulfate de soude 

que dans l 'ac ide é tendu. 

Mais si l ' é lec t rolyse est effectuée dans des vases convenab les , tubes 

en U ou vases munis d 'un d i aph ragme p o r e u x , de façon que l 'on 

puisse examiner à part la substance qui en toure c h a q u e é lec t rode , on 

t rouve qu'à l ' anode du sulfate de soude il y a un équivalent d ' ac ide 

sulfur ique, en m ê m e temps qu 'un équivalent d ' o x y g è n e , et à la c a 

t hode un équivalent de soude , en m ê m e temps que d e u x équivalents 

d ' h y d r o g è n e . 

Il semblerai t d o n c à p remière vue que , c o n f o r m é m e n t à l 'ancienne 

théor ie sur la cons t i tu t ion des sels, le sulfate de soude ait été d é c o m -
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posé en ses é léments : ac ide sulfurique et soude , et que l'eau de la 

solution ait été séparée en m ê m e temps en o x y g è n e et h y d r o g è n e . 

Mais une pareil le exp l ica t ion ob l ige ra i t à admet t re que le m ê m e c o u 

rant, qu i , en traversant l ' ac ide sulfurique é tendu , d é c o m p o s e un é q u i 

valent d 'eau, peut , lorsqu ' i l traverse la so lu t ion de sulfate de soude , 

d é c o m p o s e r un équivalent de sel en m ê m e temps qu 'un équivalent 

d ' eau ; ce qui est cont ra i re à la loi des équivalents é l e c t r o c h i m i q u e s . 

Mais supposons que les éléments du sulfate de soude sont, non pas 

S O 3 et N a O , mais S O 4 et Na, non pas de l 'acide sulfurique et de 

la soude , mais du sulfion et du s o d i u m : alors le sulfion va vers 

l ' anode, et y est mis en l iberté ; mais , c o m m e il ne peu t exister à l 'état 

l ibre , sa m o l é c u l e se br i se en ac ide sulfur ique et o x y g è n e , et il y a un 

équivalent de c h a c u n . En m ê m e temps , le s o d i u m mis en l iber té à la 

ca thode y d é c o m p o s e l 'eau et f o r m e un équivalent de soude et d e u x 

d ' hyd rogène . 

Dans l 'ac ide sulfurique é tendu, les gaz que l 'on recuei l le aux é l e c 

trodes sont les éléments de l 'eau, un v o l u m e d ' o x y g è n e , deux v o l u m e s 

d ' hyd rogène . La quanti té d ' ac ide sulfurique augmente aussi à l ' anode, 

mais non d 'une quanti té égale à un équivalent . 

On dou te si l 'eau pure est un électrolyte ou non : plus elle est pure , 

plus est grande la résistance qu 'e l le présente à la c o n d u c t i o n é lec t ro -

ly t ique . Les mo ind re s traces de matière étrangère suffisent à d i m i 

nuer for tement sa résistance é lec t r ique . Les différents observateurs 

ont obtenu p o u r la résistance é lec t r ique de l 'eau des valeurs si diffé

rentes que l 'on ne saurait cons idére r cette quanti té c o m m e dé te rminée . 

Plus l 'eau est pure , plus sa résistance est g rande ; et, si l 'on pouva i t 

ob teni r de l 'eau absolument pure , o n peut dou te r qu 'e l le conduis î t au

cunement l ' é lec t r ic i té . 

Tant que l 'eau était cons idérée c o m m e un é lec t ro ly te , e t qu 'e l le 

était m ê m e prise pou r type des électrolytes , il y avait de fortes raisons 

de soutenir qu 'e l le est un c o m p o s é b inai re , et que deux vo lumes d 'hy

d rogène sont c h i m i q u e m e n t équivalents à un v o l u m e d ' o x y g è n e . Mais, 

si l 'on admet que l 'eau n'est pas un é lect rolyte , on est l ibre de sup

poser que des v o l u m e s égaux d ' o x y g è n e et d ' h y d r o g è n e sont c h i m i 

quemen t équivalents . 

La théor ie d3*namique des gaz nous condu i t à supposer q u e , dans 

les gaz parfaits, des v o l u m e s égaux cont iennent toujours un m ê m e 

nombre de molécu les , et que la partie pr incipale de la cha leur spéc i 

fique, cel le qui dépend du m o u v e m e n t d 'agitat ion des molécu les 

les unes autour des autres, est la m ê m e p o u r un m ê m e n o m b r e de 

molécu les de tous les gaz. Nous s o m m e s d o n c condui t s à préférer 
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un système c h i m i q u e dans lequel on cons idère c o m m e équivalents des 

v o l u m e s égaux d ' hyd rogène et d ' o x y g è n e , et o ù l 'eau est cons idérée 

c o m m e fo rmée de deux équivalents d ' hyd rogène et d'un équivalent 

d ' o x y g è n e , c 'es t -à-dire c o m m e un corps qui n'est sans dou te pas sus

cep t ib le d'être électrolysé d i r ec t emen t . 

L 'é lec t ro lyse établi t d o n c le rappor t étroi t des p h é n o m è n e s électri

ques et des p h é n o m è n e s de c o m b i n a i s o n c h i m i q u e , mais le fait que 

tous les c o m p o s é s c h i m i q u e s ne sont p o i n t des é lec t ro ly tes mont re 

que la c o m b i n a i s o n c h i m i q u e est un p h é n o m è n e plus c o m p l e x e que les 

p h é n o m è n e s pu remen t é lec t r iques . Ains i , les c o m b i n a i s o n s des métaux 

entre eux , q u o i q u e formées d 'é léments b o n s conduc teu r s et placés à des 

degrés différents de l ' échel le d 'é lectr isal ion par contac t , ne sont pas 

d é c o m p o s é e s par le courant , m ê m e à l 'étal fluide. î .a p lupar t des 

combina i sons entre substances qu i fonc t ionnen t c o m m e anions ne 

sont pas conduc t r i c e s , ni , par suite, é lec t ro ly tes . Et, outre ceux- l à , il 

y a encore un grand n o m b r e de c o m p o s é s , q u i , contenant les mêmes 

éléments q u e des é lect rolytes , mais en p ropor t i ons différentes, ne 

sont pas conduc teu r s ni, par suite, é lec t ro ly tes . 

De la conservation de l'énergie dans l'électrolyse. 

262 . Cons idé rons un c i r cu i t vo l t a ïque fo rmé d 'une p i le , d 'un fil et 

d 'un vo l tamèt re . 

Pendant qu ' i l passe une unité d 'é lec t r ic i té dans chaque sect ion du 

c i rcu i t , il y a é lectrolysé d'un équivalent é l e c t r o c h i m i q u e de chaque 

substance con tenue dans les vases de la pi le o u dans le vo l t amè t re . 

On peut dé terminer la quantité d 'énerg ie mécan ique équiva lente à 

une opéra t ion c h i m i q u e donnée , en t ransformant en chaleur toute 

l ' énergie due à cette opérat ion et en expr iman t cet te cha leur en unités 

dynamiques : il n 'y a qu 'à mul t ip l ier le n o m b r e des unités the rmiques 

par l ' équivalent m é c a n i q u e de la chaleur , dé te rminé par Jou le . 

Dans le cas o ù cette m é t h o d e d i rec te n 'est pas app l icab le , on 

amène les substances à un m ê m e état final en prenant success ivement 

p o u r po in t de départ l 'état où elles étaient avant l 'opéra t ion c h i m i q u e , 

et celui o ù elles sont après cette opérat ion ; si l 'on peut évaluer les 

quantités de chaleur dégagées dans ces deux cas, l ' équivalent ther

m i q u e de l 'opéra t ion c h i m i q u e est la différence de ces deux quan

tités. 

Joule a r econnu que si l 'act ion c h i m i q u e , entretient un courant 

vo l t a ïque , la quantité de chaleur dégagée dans les éléments de la pi le 

est infér ieure à la quanti té de chaleur équivalente aux act ions c l i i -
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DE LA CONSERVATION DE L'ÉNERGIE DANS L'ÉLECTROLYSE. 

iniques qu i se produisen t dans ces é léments , et que le reste de ce l te 

chaleur se d é v e l o p p e dans les fils de c o m m u n i c a t i o n , ou b i en , s'il y a 

une mach ine é lec t romagné t ique dans le c i rcui t , qu 'e l le se re t rouve en 

partie dans le travail mécan ique de cette m a c h i n e . 

A ins i , les é lec t rodes d'une pi le vol ta ïque étant reliées d ' abord par 

un fil gros el c o u r t , ensuite par un fil l ong et m i n c e , la cha leur d é g a 

gée dans la p i l e , pendant que se dissout un g ramme de z inc , est plus 

grande dans le p remier cas que dans le s e c o n d ; mais la chaleur d é v e 

loppée dans le fil est plus grande dans le second cas que dans le pre

mier . E t la s o m m e des chaleurs dégagées dans la pile et dans le fil 

pendant la d issolu t ion d 'un g ramme de zinc est la m ê m e dans les 

deux. cas . Ce résultat a été établi par Joule par des expér iences d i 

rectes. 

Le rapport de la chaleur dégagée dans la pile à la chaleur dégagée 

dans le fil est égal au rappor t des résistances de la pile et du fil. Si 

donc on fait le fil suffisamment résistant, p resque toute la cha leur sera 

dégagée dans le fil; si on le fait suffisamment conduc teu r , p resque 

toute la cha leur sera dégagée dans la p i l e . 

P renons un fil de grande résistance : la quanti té de chaleur qui y 

est déve loppée est égale, en mesure dynamique , au produi t de la quan

tité d 'é lect r ic i té qui passe par la force é l ec t romot r i ce qu i la fait m o u 

voi r dans le fil. 

263 . Or , dans le temps qu 'un équivalent é l e c t roch imique de la sub

stance placée dans la pile subi t l 'opérat ion c h i m i q u e qu i donne nais

sance au courant , il passe dans le fil une unité d 'é lec t r ic i té . D o n c , 

dans ce cas, la chaleur p rodu i t e par le passage de l 'unité d 'é lec t r ic i té 

a p o u r mesure la fo rce é l ec t romot r i ce . Mais cet te chaleur est cel le que 

déve loppe , dans la pi le ou dans le fil, un équivalent é l e c t r o c h i m i q u e 

de la substance, pendant qu 'e l le subi t l 'opéra t ion c h i m i q u e c o n s i 

dérée. 

De là l ' important théorème ( l ) qu i suit, démont ré p o u r la p remiè re 

fois par T h o m s o n (Phil. Mag., d é c e m b r e i 8 5 i ) : 

La force électromotrice d'un système électrochimique est, en 

( ' ) On ne peut considérer ce théorème comme établi qu'à condition de négliger 

les dégagements de chaleur qui ont lieu aux surfaces de contact des conducteurs 

qui composent le circuit, surfaces qui sont au moins au nombre de trois. Le rap

port de la chaleur ainsi dégagée à la chaleur dégagée dans le fil extérieur ne 

tend pas nécessairement vers zéro quand ou augmente indéfiniment la résistance 

du fil extérieur. [ P . ] 
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mesure absolue, égale à l'équivalent mécanique de l'action chi

mique effectuée sur un équivalent électrochimique de la substance. 

Les équivalents the rmiques d'un grand n o m b r e de réact ions c h i 

miques ont été dé terminés par A n d r e w s , Hess , Favre , S i lbe rmann , e tc . , 

et l 'on en peu t dédu i re les équivalents mécan iques en mul t ip l iant 

par l ' équivalent m é c a n i q u e de la cha leur . 

A o n seulement ce théo rème nous pe rme t d 'évaluer , en partant des 

données pu remen t the rmiques , la fo rce é l ec t romot r i ce des différents 

systèmes vo l ta ïques , et de ca lcu le r les forces é l ec t romot r i ces néces

saires p o u r p r o d u i r e l ' é lec t ro lyse dans différents cas , mais enco re il 

nous donne le m o y e n de mesurer effect ivement les affinités c h i m i q u e s . 

Depu i s l ong temps on sait que l'affinité c h i m i q u e , c'est-à-dire la 

tendance à la p r o d u c t i o n d'un certain changemen t c h i m i q u e , est p lus 

grande dans certains cas que dans d'autres ; mais on ne pouva i t en faire 

de mesure véri table j u s q u ' a u j o u r où il a été démon t r é q u e , dans 

certaines c i rcons tances , cet te tendance est exac tement équivalente à 

une fo rce é l e c t r o m o t r i c e , et, par suite, peu t se mesure r d 'après les 

m ê m e s pr inc ipes que les forces é l ec t romot r i ce s . 

Et du m o m e n t que l'affinité c h i m i q u e peut , dans certains cas , ê t re 

soumise à la mesure , toute la théor ie des act ions c h i m i q u e s , des p r o 

por t ions dans lesquel les elles s 'établissent , du dép lacement d 'une 

subs tance par une autre, e t c . , devient b ien plus aisée à c o m p r e n d r e 

que quand l'affinité c h i m i q u e était cons idé rée c o m m e une quali té sui 

generis, imposs ib l e à mesurer n u m é r i q u e m e n t . 

Si les p rodui t s de l ' é lec t rolyse ont un plus grand v o l u m e que l ' é l ec 

trolyte , du travail est dépensé pendant l ' é lec t rolyse p o u r va incre la 

press ion. Si le v o l u m e d'un équivalent é l e c t r o c h i m i q u e de l ' é lec t ro lyte 

s 'accroî t d 'un v o l u m e v quand on le soumet à l ' é lec t ro lyse sous la p res 

sion p, Je travail dépensé p o u r vaincre la p ress ion , pendant le passage 

de l 'unité d 'é lec t r ic i té vp, et la fo rce é l ec t romot r i ce nécessaire p o u r 

p rodu i r e l ' é lec t ro lyse , do iven t c o m p r e n d r e une part ie égale à vp, se 

dépensant à exécu t e r c e travail mécan ique . 

Si les p rodui t s de l ' é lec t ro lyse sont des gaz qu i , c o m m e l ' o x y g è n e 

et l ' hyd rogène , sont b i e n mo ins denses que l ' é lec t ro ly te , et suivent 

très exac temen t la lo i de B o v l e , vp est à très peu près constant , la 

température restant la m ê m e , et la force é l ec t romot r i ce nécessaire 

p o u r p rodu i r e l ' é lec t rolyse ne dépendra pas sens ib lement de la p re s 

s ion. A i n s i , l 'on a r econnu qu ' i l est imposs ib l e d ' e m p ê c h e r la d é c o m 

pos i t ion de l 'ac ide sulfur ique étendu en renfermant dans un pe t i t 

espace les gaz résultant de la d é c o m p o s i t i o n . 
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Si les p rodui t s de l 'é lectrolyse sont l iqu ides o u sol ides , la quant i té 

vp augmente à mesure que la pression augmen te : si d o n c v est p o s i 

tif, un accro issement de pression augmente la fo rce é l ec t romot r i ce 

nécessaire p o u r p r o d u i r e l ' é lec t ro lyse . 

De m ê m e , tout autre travail, quel qu ' i l soit , qui s'effectue pendant 

l 'é lectrolyse aura son effet sur la valeur de la force é l ec t romot r i ce : 

par exemple , si un courant vertical passe entre d e u x é lec t rodes de 

z inc dans une solut ion de sulfate de z inc , il faudra une force é lect ro-

mot r i ce plus grande si, dans la solut ion, le courant va de bas en haut 

que s'il va de haut en b a s ; car, dans le p remie r cas, le z inc est trans

por té de l ' é lec t rode inférieure à l ' é lec t rode supér ieure , et de l ' é l ec 

trode supér ieure à l ' é lec t rode inférieure dans le s econd . La force 

é l ec t romot r i ce nécessaire d e ce che f est infér ieure à un m i l l i o 

n ième de cel le de l 'élément Danieli , par p ied de distance entre les 

é lec t rodes . 
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CHAPITRE V. 

P O L A R I S A T I O N ÉLECTROLYTIQUE. 

2 6 1 . Lo r sque l 'on fait passer un couran t é lec t r ique dans une é l ec 

t rolyte entre des é lec t rodes méta l l iques , l ' accumula t ion des ions sur 

les é lec t rodes p rodu i t le p h é n o m è n e appelé polarisation, lequel c o n 

siste dans le déve loppemen t d 'une force é l ec t romot r i ce agissant en 

sens inverse du couran t et produisant une augmenta t ion apparente de 

résistance. 

Si l 'on emp lo i e un courant con t inu , la résistance semble augmenter 

rap idement à part ir du m o m e n t où c o m m e n c e le courant et finit par 

atteindre une valeur à peu près constante . Si l 'on change la fo rme du 

vase qu i cont ient l ' é lec t ro lyte , la résistance est modi f i ée , de m ê m e 

qu 'un changemen t analogue dans la fo rme d 'un c o n d u c t e u r méta l l ique 

modif ierai t sa résis tance; mais , en out re , il faut toujours ajouter à la 

résistance vraie de l 'é lectrolyte une résistance apparente dépendant 

de la nature des é l ec t rodes . 

2 6 5 . Ces phénomènes ont c o n d u i t que lques personnes à supposer 

qu ' i l faut une fo rce é l ec t romot r i ce finie p o u r faire passer un couran t à 

travers un é lec t ro lv te . Mais il a été démon t r é , par les r echerches de 

Lenz , de Neumann , de R e e l z , de W i e d e m a n n ( ' ) , de P a a l z o w ( - ) , et, 

r é c e m m e n t par cel les de M M . F. K o h l r a u s c h et W . A . N i p p o l d t ( 3 ) , 

que la c o n d u c t i o n se fait dans l 'é lectrolyte m ê m e , avec autant de pré

c is ion que dans les conduc teu r s méta l l iques , et que cette résistance 

apparente que l 'on obse rve à la surface de séparation des é lec t rodes 

et de l ' é lec t ro lyte est en t iè rement due à la polar isa t ion . 

266 . Le p h é n o m è n e appelé polarisation consis te , dans le cas d 'un 

courant con t inu , en une d iminu t ion d' intensité, ce qu i accuse l ' ex i 

stence d 'une fo rce s 'opposant au passage du courant . La résistance se 

manifeste aussi c o m m e une force opposée au cou ran t ; mais il est aisé 

(') Galvanismus, vol. I. 
(!) Monatsbericht, Berlin, juillet 1 8 6 8 . 

(') Pogg. Ann., vol. C X \ X V I 1 I , p. 2 8 6 , octobre 1 8 6 9 . 
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de dis t inguer les d e u x p h é n o m è n e s , en suppr imant ou en inversant 

b r u s q u e m e n t la force é l ec t romot r i ce . 

La fo rce de résistance est toujours d i r igée en sens inverse du c o u 

rant : la force é l ec t romot r i ce nécessaire pou r la su rmonte r est p r o p o r 

tionnelle à l ' intensité du courant , et change de sens si l 'on change le 

sens du courant . S i l a force é l ec t romot r i ce extér ieure dev ien t nul le , le 

couran t s'arrête pu remen t et s implement . 

A u cont ra i re , la force é l ec t romot r i ce de polar isa t ion a une d i r e c 

tion fixe, en sens inverse du couran t qui l'a p rodu i t e . Si l 'on s u p p r i m e 

la force é l ec t romot r i ce qu i produisa i t le courant , la polar isa t ion d o n n e 

lieu à un couran t de sens inverse. 

On peu t c o m p a r e r la différence entre ces deux p h é n o m è n e s à la dif

férence qu ' i l y a entre refouler de l 'eau à travers un long t u b e cap i l 

laire et refouler de l'eau dans un réservoi r par un tuyau de l o n g u e u r 

modé rée . Dans le p remier cas, si l 'on suppr ime la pression qui p r o 

duit l ' écou lement , le couran t s'arrête, et c 'est tout . Dans le s econd 

cas, si l 'on suppr ime la press ion , l 'eau se met à refluer en dehors du 

réservoir . 

P o u r rendre plus complè te cet te analogie m é c a n i q u e , il suffit d e 

supposer que le réservoir a une m é d i o c r e p r o f o n d e u r , de façon qu ' i l 

d é b o r d e dès qu 'on y a refoulé une certaine quant i té d 'eau . On repré

sente ainsi ce fait, qu ' i l y a une valeur m a x i m u m de la fo rce é l e c t r o 

mot r i ce totale de polar isa t ion. 

2 6 7 . La cause de la polarisat ion paraît être la présence sur les é l ec 

trodes des produi ts de d é c o m p o s i t i o n é lec t ro ly t ique du fluide inter

posé . Les surfaces des é lect rodes sont ainsi rendues é l ec t r iquemen t 

d issemblables , et il s 'établit entre elles une fo rce é l e c t r o m o t r i c e d o n t 

la d i rec t ion est opposée à celle du couran t qui a p r o d u i t la po la r i sa t ion . 

Les ions , don t la présence sur les é lec t rodes p rodu i t les p h é n o m è n e s 

de polar isa t ion, ne sont pas dans un état de l iber té parfaite, mais 

adhèrent aux é lec t rodes avec une très grande fo rce . 

La fo rce é l ec t romot r i ce de polar isat ion d é p e n d de la densi té du 

dépô t d ' ion qui r ecouvre l ' é l ec t rode ; mais elle n'est pas p r o p o r t i o n 

nelle à cet te densité et ne c ro i t pas aussi rap idement . 

Le dépô t d ' ion tend cons t ammen t à devenir l ib re et, alors , à se dif

fuser dans le l i qu ide , o u à s 'échapper à l'état gazeux , o u à se p r é c i 

pi ter sous fo rme sol ide . 

Cet te polarisat ion se détrui t avec une vitesse très faible p o u r les 

polar isa t ions faibles, très rap idement p o u r les valeurs vois ines de la 

l imi te de polar isa t ion. 
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2G8. N o u s avons vu , au § 2 6 2 , que la fo rce é l ec t romot r i ce qu i in

tervient dans une é lect rolyse est n u m é r i q u e m e n t égale à l ' équivalent 

mécan ique de cet te opéra t ion évalué p o u r un équivalent é l e c t r o c h i 

m i q u e de la substance. Si l 'opéra t ion c o r r e s p o n d à une d iminu t ion 

de l 'énergie intér ieure de la substance soumise à l 'opéra t ion , c o m m e 

c'est le cas dans la p i le vo l t a ïque , la fo rce é l ec t romot r i ce est dans le 

sens du couran t . Mais , si l 'opéra t ion dé te rmine un accro issement de 

l 'énergie intér ieure des substances, c o m m e c'est le cas dans un v o l 

tamètre, la fo rce é l ec t romot r i ce est en sens inverse de cel le du c o u 

rant, et on l 'appel le force électromotrice de polarisation. 

Dans le cas d 'un couran t constant , qu i p rodui t con t inue l l ement une 

é lec t ro lyse o ù les ions se séparent à l'état de l iber té sur les é lec t rodes , 

nous n 'avons qu 'à mesurer par une m é t h o d e convenab le l 'énergie 

intér ieure des ions séparés et à la c o m p a r e r à celle de l ' é lec t ro ly te , 

et nous p o u r r o n s ca lcu le r la fo rce é l e c t r o m o t r i c e nécessai re p o u r 

p r o d u i r e l ' é lec t ro lyse . O n a ainsi la polar isa t ion m a x i m u m . 

Mais , dans les p remie r s m o m e n t s de l ' é lec t ro lyse , les ions qui se dé 

posent aux é lec t rodes ne sont pas à l'état de l i be r t é ; leur énerg ie inté

r ieure est m o i n d r e q u e quand ils sont l ib res et p lus grande que quand 

ils sont c o m b i n é s dans l ' é lec t ro ly te . En fait, tant que le d é p ô t de l ' ion 

sur l ' é lec t rode est très m i n c e , l ' ion se t rouve dans un état c o m p a 

rable à c e l u í d ' u n e c o m b i n a i s o n c h i m i q u e avec l ' é l e c t rode ; à mesure 

que le dépô t augmen te de densi té , les por t ions success ives ne sont 

plus si in t imement c o m b i n é e s avec l ' é l ec t rode , mais sont s imp lemen t 

adhéren tes ; et, à la fin, le d é p ô t s ' échappe en bul les s'il est gazeux , 

se diffuse dans l ' é lec t ro lyte s'il est l iqu ide , fo rme un préc ip i t é s'il 

est sol ide . 

En étudiant la polar isa t ion, nous avons d o n c à cons idé re r : 

I o La densité superficielle du d é p ô t , q u e nous p o u v o n s appeler a. 

La quanti té tr représente le n o m b r e d 'équivalents é l e c t r o c h i m i q u e s de 

l ' ion déposés sur l 'unité de surface. Et p u i s q u e c h a q u e équiva len t 

é l ec t roeh imique déposé co r r e spond à une unité d 'é lect r ic i té transmise 

par le courant , nous p o u v o n s cons idé re r tr c o m m e représentant une 

densi té superficiel le de matière o u b ien d 'é lec t r ic i té . 

2 ° La force é l e c t r o m o t r i c e de polar isa t ion, que nous p o u v o n s ap

peler p. Cet te quanti té p est la différence des potent ie ls é lect r iques 

des d e u x é lec t rodes , lo r sque le couran t qu i traverse l ' é lec t ro lyte est 

si faible que la résistance p r o p r e de l ' é lec t ro lyte ne donne l ieu à au

c u n e di i férence sensible entre ces potent ie ls . 

A c h a q u e instant, la force é l ec t romot r i ce p est égale n u m é r i q u e 

ment à l ' équivalent m é c a n i q u e de l 'opérat ion é lec t ro ly t ique qui se 
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f 1 ) C'est-à-dire les électrodes préalablement polarisées et abandonnées à elles-

mêmes à circuit ouvert. li*-} 

produ i t à cet instant, ce l te opérat ion portant sur un équivalent é l eo -

t roch imique de l ' é lec t ro ly te . Cette opéra t ion é lec t ro ly t ique cons is te , 

on do i t s'en souveni r , dans le d é p ô t des ions sur les é lec t rodes , el 

l'état dans l eque l se déposent ces ions dépend de l'état actuel des 

surfaces des é lec t rodes , lesquelles peuvent avoir été modif iées par des 

dépôts antérieurs. 

D o n c , à chaque instant, la fo rce é l e c t r o m o l r i c e dépend de l 'h is toire 

antérieure de l ' é l ec t rode . Plus exac tement , elle est une fonc t ion de la 

densité superficiel le a du dépô t , telle que p — O quand rj — o ; mais p 

ap.proche de la l imi te b i en plus rap idement que a-. D 'a i l leurs , il ne 

saurait être exact de d i re que p est une fonc t ion de 3 - ; il serait plus 

cor rec t de dire" que p est une fonc t ion de l'état c h i m i q u e de la c o u c h e 

extér ieure du dépô t , état qui est l ié à la densi té du dépô t par une loi 

où intervient le t emps . 

2(i9. 3° La t ro i s ième chose dont nous devons tenir c o m p t e est la 

dissipation de la polar isat ion. Lo r sque la polarisat ion est laissée à 

e l le-même ( ' ) , elle déc ro î t avec une vitesse qu i dépend , en par t ie , de 

l ' intensité de polar isa t ion, c 'es t -à-dire de la densité du dépô t , en partie 

de la nature du mi l ieu environnant , et des act ions c h i m i q u e s , m é c a 

niques ou thermiques auxquel les est exposée la surface de l ' é l ec t rode . 

Si nous dé te rminons un temps T, tel qu 'à la vitesse où se diss ipe le 

dépôt il soi t diss ipé en entier dans le temps T , nous pouvons appeler 

T le modu le de durée de la dissipation. Si la densité du dépô t est très 

faible , T est très grand et peut s 'évaluer en j o u r s et en m o i s ; si la 

densité du dépô t app roche de sa valeur l imi te , T déc ro î t très rapide

ment el n'est p robab l emen t qu 'une petite fraction de seconde . En fait, 

la vitesse de dissipation augmente si r ap idement q u e , la fo rce du 

courant étant maintenue constante , les gaz p rovenant de la d é c o m p o 

sition, au l ieu de con t r ibue r à augmenter la densi té du dépô t , s 'échap

pent en bul les à mesure qu' i ls se fo rment . 

270 . Il j r a d o n c une grande différence dans l 'état de polar isa t ion 

des é lec t rodes d'un vol tamètre , suivant que la polar isat ion esl fa ible 

ou qu 'e l le atteint sa valeur m a x i m u m . Par e x e m p l e , si l 'on d ispose 

en série un certain n o m b r e de voltamètres à é lec t rodes de plat ine, 

renfermant de l 'acide sulfurique é tendu, et si l 'on fait agir sur ce c i r 

cui t une fo rce é l ec t romot r i ce faible , c o m m e cel le d'un élément Danie l l , 
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cette force é l e o l r o m o t r i c e ne p rodu i r a qu 'un couran t de très cou r t e 

durée ; car, au b o u t d'un temps très cour t , la fo rce é l ec t romo t r i c e , due 

à la polar i sa t ion des vol tamètres , fera équ i l ib re à cel le de l 'é lément 

Danie l i . 

Dans le cas d 'une polar isat ion aussi fa ible , la dissipat ion est très 

faible et se p r o d u i t très lentement par absorp t ion et diffusion des gaz 

dans le l i q u i d e . Le quan tum de cet te dissipat ion est ind iqué par le 

cou ran t e x t r ê m e m e n t faible qui con t inue de passer sans que l 'on vo ie 

se séparer aucun gaz. 

Si nous nég l igeons cette dissipat ion p o u r la cour te durée pendant 

laquel le s 'é tabl i t l 'état de polar isa t ion , et si nous appelons Q la quan 

tité totale d 'é lec t r ic i té transportée pendant ce temps par le courant , 

e t si nous dés ignons par À la surface d 'une des é lec t rodes et par a la 

densité du d é p ô t supposé un i fo rme , 

Q = A a. 

Si maintenant nous dé tachons de la p i le Danieli les é lec t rodes de ce 

système é l ec t ro ly t i que , p o u r les rel ier à un ga lvanomètre suscept ible 

de mesurer la décharge totale qui le traverse, une quantité d ' é lec t r i 

ci té à peu près égale à Q aura passé dans la décha rge quand la polari

sation aura d i sparu . 

2 7 1 . On p e u t d o n c c o m p a r e r l 'act ion d'un apparei l de ce genre , 

qui est une f o r m e de la pi le seconda i re de Ri t ter , avec l 'action d 'une 

boute i l l e de L e y d e . 

La pi le seconda i re et la bou te i l l e de L e y d e peuvent toutes deux être 

chargées d 'une cer taine quanti té d 'é lec t r ic i té et en être ensuite d é 

chargées . Pendan t la décha rge , il passe une quanti té d 'é lectr ici té à peu 

près égale à la cha rge , mais en sens inverse . La différence entre la 

cha rge et la décha rge est due en part ie à la d iss ipa t ion , p h é n o m è n e 

très lent dans le cas des petites cha rges , mais qui devient ex t rême

ment rapide lo r sque la cha rge dépasse une cer taine l imite . El le tient 

e n c o r e au fait suivant : lo r sque les é lec t rodes ont été reliées assez 

long temps p o u r p rodu i re une décha rge en apparence c o m p l è t e , qu ' on 

les sépare q u e l q u e temps et q u ' o n les relie de nouveau , on ob t i en t 

une seconde décha rge dans la m ê m e di rec t ion que la p remiè re . C'est 

ce qu 'on appel le la décharge résiduelle, p h é n o m è n e c o m m u n à la 

bou te i l l e de L e y d e et à la pi le seconda i re . 

La pi le secondai re peut d o n c être c o m p a r é e , à divers égards , à la 

boute i l l e de L e y d e : mais il y a certaines différences importantes . La 

charge d 'une bou te i l l e de Leyde est très exac tement proport ionnel le . 
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à la force é l e c l r o m o t r i c e Je cha rge , c 'est-à-dire à la différence de p o 

tentiels des deux surfaces, et l 'on appelle capacité de la bouteille 

une quantité constante qui est la charge cor respondant à l 'unité de 

force é l ec t romot r i ce . La quantité cor respondante , que l 'on pourra i t 

appeler la capacité de la pile secondaire, c ro î t lo r sque la fo rce é l e c 

t romot r i ce augmen te . 

La capaci té de la bou te i l l e de L e y d e dépend de l'aire des surfaces 

opposées , de leur écar lement , de la nature de la substance qui les sé

pare, mais non de la nature des surfaces métal l iques e l les-mêmes. La 

capaci té de la pi le secondai re dépend de l 'aire des é lec t rodes , mais 

non de leur d i s t ance ; elle dépend de la nature des surfaces de ces 

é lec t rodes , aussi b ien que de la nature du fluide qui les sépare. La 

différence de potent ie ls m a x i m u m qui peut subsister entre les é l e c 

trodes d 'un é lément de pi le secondai re est faible, si on la c o m p a r e 

à la différence de potentiels m a x i m u m qui peu t exister entre les ar

matures d 'une boute i l le de Leyde chargée : par suite, p o u r avoir une 

force é l ec t romot r i ce cons idé rab le , il faut emp loye r une pi le d'un 

grand n o m b r e d 'é léments . 

D'autre part, dans, la pile secondai re la densité superficielle de la 

charge est éno rmémen t plus cons idérable que la plus grande densité 

superficielle des charges que l 'on peut accumule r sur la surface d 'une 

boute i l le de L e y d e : c'est à ce po in t que M . C. -F . Var ley ( ' ) , déc r i 

vant la cons t ruc t ion d'un condensateur de grande capac i té , r e c o m m a n d e 

une série de feuilles d 'or o u de platine p longées dans un acide étendu, 

c o m m e b ien préférables , au po in t de vue du b o n marché , à des feuilles 

d 'élain séparées par une matière isolante et agissant par induc t ion . 

La forme sous laquel le s ' accumule l 'énergie dans une boute i l le de 

Leyde est un état de contrainte du d ié lec t r ique c o m p r i s entre les 

surfaces conduc t r i ce s , état que j ' a i déjà décr i t sous le n o m de polari

sation électrique ; et, en signalant les phénomènes relatifs à cet état 

actuel lement c o n n u s , j e faisais r emarquer c o m b i e n est imparfaite 

notre connaissance de ce qui se passe en réalité (voir § 62 et 111 ) . 

L 'énerg ie accumulée dans la pi le secondai re réside dans l'état ch i 

m i q u e de la c o u c h e matérielle répandue à la surface des é lec t rodes . 

Cette c o u c h e est formée pa r l e s ions de l 'é lectrolyte et par la substance 

m ê m e de l ' é lec t rode , unis dans une relation qu i varie de la c o m b i 

naison c h i m i q u e à la condensat ion superficiel le, l ' adhérence méca

nique ou la s imple juxtapos i t ion . 
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(l) Proc. /?. S., 1 2 janvier 1 S 7 1 . 
(') Annalen der Chemie und Pharmacie, vol. X C , p. 2 5 7 ; i854-

Le siège de cet te énerg ie est près de la surface des é lec t rodes , non 

dans la masse ent ière de l 'é lectrolyte : la fo rme sous laquel le elle existe 

peut être appelée polarisation électrolytiqae. 

A p r è s avoi r é tudié les rapports de la pi le secondai re et de la b o u 

teille de L e y d e , le lec teur pour ra aussi c o m p a r e r la pi le vol ta ïque à 

que lque fo rme de mach ine é lec t r ique , ce l le décr i te au § 2 1 1 , par 

exemple . 

M . Var ley ( l ) a t rouvé dern ièrement q u e la capaci té d 'un p o u c e 

carré de platine p l o n g é daus l ' ac ide sulfur ique étendu varie de 1 7 0 à 

542 mic rofa rads , et au delà, et que cette capaci té c ro î t avec la fo rce 

é l ec t romo t r i c e , étant d 'environ 1 7 3 p o u r 0 , 0 2 daniell , et de 54'^ p o u r 

1 , 6 daniel l . 

Mais on peu t pousser plus lo in la compara i son de la pi le secondaire 

et de la bou te i l l e de L e y d e , c o m m e dans l ' expér ience suivante, due à 

B u f T ( 2 ) . C 'est seulement quand il est f ro id que le verre de la boute i l l e 

est suscept ib le de retenir une charge . Le verre devient c o n d u c t e u r à 

une température infér ieure à i o o ° C . Si , dans un vase de mercu re , ou 

place un tube à essais renfermant du m e r c u r e et q u ' o n relie deuv 

é lec t rodes , l 'une au mercu re intérieur, l 'autre au mercu re extér ieur , 

cet te d i spos i t ion cons t i tue une bou te i l l e de L e y d e qu i , aux tempé

ratures ordinai res , garde sa charge . Si les é lec t rodes sont reliées à 

une pile vol ta ïque , il ne passe aucun couran t tant que le verre est 

f ro id ; mais , si l 'on chauffe g radue l lement l 'apparei l , il c o m m e n c e à 

passer un couran t , don t l ' intensité c ro î t rap idement à mesure que Ja 

température s 'élève, q u o i q u e le verre reste, en apparence , aussi dur 

que j amais . 

C e couran t est ce r ta inement é l ec t ro ly t ique ; car, si l 'on détache les 

é lect rodes de la p i l e et qu 'on les relie à uu ga lvanomètre , il passe un 

couran t inverse cons idé rab le , dû à la polar isa t ion des surfaces du 

verre . 

Si , pendant q u e la pi le agit, on refroidi t l 'apparei l , le verre froid 

arrête le couran t c o m m e p r é c é d e m m e n t , mais la polar isat ion des sur

faces subsiste. O n peut enlever le mercu re , laver les surfaces à l ' ac ide 

ni t r ique et à l 'eau, in t rodui re de nouveau mercu re . Si alors on chauffe 

l 'appareil , le couran t de polar isat ion apparaît aussitôt que le verre est 

assez chaud p o u r le c o n d u i r e . 

Nous p o u v o n s d o n c cons idé re r le verre à i o o " C . c o m m e un é lec t ro-
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Jyte, quo iqu ' i l paraisse sol ide , et il y a de fortes raisons de c ro i r e q u e , 

dans la plupart des cas où un dié lec t r ique manifeste un faible degré 

de c o n d u c t i b i l i t é , le conduc t eu r est é l ec t ro ly t ique . L 'ex i s tence de la 

polarisat ion peu t être regardée c o m m e une preuve conc luan te d ' é l e c -

trolj 'se, et, si la conduc t ib i l i t é d 'une substance c ro i t à mesure que la 

température s 'élève, nous sommes b ien fondés à supposer que la c o n 

duc t ion est é l ec t ro lv t ique . 

Des éléments vol talque s constants. 

272 . Si l 'on fait une série d 'expér iences avec une pi le vo l t a ïque , 

dans laquel le se p rodu i t de la polar isa t ion, cet te polarisat ion d iminue 

pendant le t emps que le couran t ne c i r cu l e pas ; le couran t est d o n c 

plus fort quand il c o m m e n c e à passer de nouveau que quand il c i r cu le 

déjà depuis un certain temps ; si, d 'autre part , on d iminue la résistance 

du c i rcu i t en faisant passer le courant dans une dér ivat ion à faible ré

sistance, lo r squ 'on envoie de nouveau le couran t dans le c i rcu i t ordi 

naire, c e couran t a d ' abo rd une force infér ieure à sa force no rma le , 

en raison de la forte polar isa t ion qui résulte de l ' emplo i d 'un c o u r t 

c i rcui t . 

P o u r é l iminer ces irrégularités du courant , ex t rêmement gênantes 

dans les expér iences qu i c o m p o r t e n t des mesures exactes , il est néces

saire de suppr imer la polar isat ion o u , du moins , de la rédui re autant 

que poss ib le . 

11 ne semble pas qu ' i l y ait une forte polar isat ion à la surface de la 

lame de z inc , quand elle est p longée dans une solu t ion de sulfate de 

z inc ou dans de l 'acide sulfur ique étendu. C ' e s t à la surface du métal 

négatif qu 'est le siège pr incipal de la polar isat ion. L o r s q u e le l i qu ide 

dans lequel est p l o n g é le métal négatif est de l 'ac ide sulfur ique 

é tendu, on vo i t le métal négatif se couv r i r de bul les d ' h y d r o g è n e p ro 

venant de la d é c o m p o s i t i o n é lec t ro ly t ique du l iqu ide : il est c la i r que 

ces bu l les , en empêchan t le l iqu ide de touche r le métal , d iminuen t la 

surface de con tac t et augmentent la résistance du c i r cu i t . M a i s , en 

out re de ces bul les v is ib les , il y a cer ta inement une c o u c h e mince 

d ' hyd rogène adhérent au métal , dans un état qu i n'est sans dou t e pas 

ce lu i de l i be r t é ; et, c o m m e nous avons vu que cet te c o u c h e est sus

cept ib le de p rodu i re une force é l ec t romot r i ce en sens inverse , elle do i t 

nécessai rement d iminuer la force é l ec t romot r i ce de la pi le . 

On a adopté différents moyens p o u r se débarrasser de cel te c o u c h e 

d ' h y d r o g è n e . On peut la rédui re , dans une cer taine mesure , par des 

moyens mécan iques , en agitant le l i qu ide , en frottant la surface de la 

lr. d'Élect. et de Magn., I. 39 
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plaque négat ive . Dans la pi le de S m é e , les p laques négat ives sont ver

ticales et couver tes de plat ine finement d iv i sé , duque l les bul les d 'hy

d rogène se détachent a isément : dans leur m o u v e m e n t ascendant , elles 

dé terminent dans le l i qu ide un couran t qu i aide à ba layer les autres 

bul les à mesure qu 'e l les se fo rment . 

U n e m é t h o d e b ien plus efficace consis te dans l ' emp lo i de m o y e n s 

c h i m i q u e s . 11 y en a de deux sortes . Dans les pi les de Bunsen et de 

G r o v e , les p laques négat ives sont p longées dans un l iqu ide r i che en 

o x y g è n e , auque l l ' hyd rogène se c o m b i n e , au l ieu de fo rmer une c o u c h e 

sur la p l a q u e . Dans la pi le de G r o v e , la p laque est en platine et 

p l o n g e dans de l 'acide n i t r ique fort . Dans la p remiè re pile de Bunsen, 

la p laque est en c h a r b o n et p l o n g e dans le m ê m e ac ide . On emp lo i e 

aussi p o u r le m ê m e usage l 'ac ide c h r o m i q u e , qu i a l 'avantage de ne 

p o i n t émet t re de vapeurs acides c o m m e celles que p r o d u i t la r é d u c 

t ion de l 'ac ide ni t r ique. 

Un autre m o y e n de se débarrasser de l ' hyd rogène consiste à em

p l o y e r le c u i v r e c o m m e métal négat i f et à c o u v r i r sa surface d 'une 

c o u c h e d ' o x v d e . Mais ce t o x y d e disparaît rap idement quand on e m 

plo ie le métal c o m m e é lec t rode néga t ive . P o u r le renouveler , Joule 

p r o p o s e de donner aux plaques de cu iv re la forme de disques à demi 

p longés dans le l iqu ide et tournant len tement , de façon que l 'air 

puisse agir sur les parties qui lui sont success ivement exposées . 

L 'autre m é t h o d e est d ' e m p l o y e r c o m m e l iqu ide un é lec t ro ly te dont 

le cat ion soit for tement négat i f par rappor t au z inc . 

Dans la pi le Danie l l , une p laque de cu iv re p l o n g e dans une solut ion 

saturée de sulfate de c u i v r e . L o r s q u e le couran t traverse la solut ion 

du z inc au cu iv re , il n 'apparaît pas d ' h y d r o g è n e sur la p laque de 

cu iv re , mais il s'y dépose du c u i v r e . L o r s q u e la so lu t ion est saturée 

et que le couran t n'est pas trop éne rg ique , le cu iv re paraît agir c o m m e 

un vér i table ca t ion , et l 'anion S O 4 s ' achemine vers le z i n c . 

Si ces cond i t ions ne sont pas rempl ies , de l ' hyd rogène se dégage à 

la c a thode , mais aussitôt il réagi t sur la so lu t ion , p réc ip i te le cu iv re 

et s'unit à S O 1 p o u r fo rmer de l 'acide sulfurique. Lo r sque les choses 

se passent ainsi, le sulfate d e cu iv re est r emplacé auprès de la ca thode 

par de l 'ac ide sulfurique, le l iqu ide se d é c o l o r e , et la polar isat ion par 

l ' hyd rogène se p rodu i t de nouveau . L e cu ivre ainsi déposé a une 

structure plus lâche et plus friable que le cu iv re déposé par é lec t ro-

lys e p r o p r e m e n t d i te . 

P o u r être assuré que le l iqu ide en con tac t avec le cu iv re est t o u 

j o u r s saturé de sulfate d e cu iv re , il faut met t re dans la so lu t ion , près 

du cu ivre , des cr i s taux de sulfate de c u i v r e ; alors, si la solut ion se 
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dilue par d é p ô t d 'une part ie du cu ivre , il se dissout une plus grande 

quantité de cris taux. 

Nous avons v u qu ' i l est nécessaire que le l iqu ide vois in du cu iv re 

soit saturé de sulfate d e cu iv re . 11 est encore plus essentiel que le l i 

quide dans leque l p longe le z inc soit e x e m p t de sulfate de c u i v r e . 

Si une t race de ce sel se fait j o u r jusqu ' à la surface du z inc , elle y est 

aussitôt rédui te , et du cu iv re se dépose sur le z inc . Le z inc , ce cu iv r e 

et le l i qu ide fo rment alors un cour t c i r cu i t où l 'é lectrolyse m a r c h e 

très vi te, et le z inc est r ongé dans une action qui ne con t r i bue en rien 

à l'effet utile de la p i l e . 

P o u r prévenir cet inconvénien t , le z inc est p longé dans une solut ion 

d 'acide sulfurique é tendu o u de sulfate de z i n c ; et, pou r e m p ê c h e r la 

solution de sulfate de cu iv re de se mêler à l 'autre l iqu ide , les d e u x 

l iquides sont séparés par une c lo i son formée d 'une vessie ou d'un vase 

de terre p o r e u x , à travers leque l l 'é lectrolyse peut se faire l i b r emen t , 

mais qui e m p ê c h e d 'une manière efficace le mélange des l iqu ides par 

des courants v is ibles . 

Dans que lques pi les , on emp lo i e la sc iure de b o i s p o u r e m p ê c h e r le 

mélange par les courants . Mais les expér iences de Graham p r o u v e n t 

que la diffusion s 'opère presque aussi vi te , que les l iqu ides soient s é 

parés par une c lo i son de ce genre ou qu' i ls soient en contac t d i rec t , 

pourvu qu ' i l n 'y ait pas de courants visibles : il est p r o b a b l e , d'ail

leurs, que si l 'on emp lo i e une c lo i son qui retarde la diffusion, o n a c 

c ro î t d'autant la résistance de l ' é lément , car la c o n d u c t i o n é l e c t r o l y -

t ique est un p h é n o m è n e dont les lois mathémat iques sont exac temen t 

les mêmes que celles de la diffusion, et tou t ce qu i contrar ie l 'une d o i t 

contrar ier l 'autre. La seule différence est que la diffusion se p r o d u i t 

cons tamment , tandis que le courant ne passe que quand la pi le f o n c 

t ionne. 

Dans toutes les formes des piles Daniel l , le résultat final est que le 

sulfate de cu ivre se fait j o u r j u squ ' au z inc et détér iore la pi le . P o u r 

retarder indéfiniment ce résultat, Sir W . T h o m s o n ( ' ) a construi t une 

pile Daniel l de la forme suivante (fig- 2 2 ) . 

Dans chaque é lément , la p laque de cuivre est c o u c h é e ho r i zon t a l e 

ment au fond du vase : on verse par-dessus une solut ion concen t rée 

de sulfate de z inc . Le zinc est en forme de gril , et se t rouve p lacé h o 

r izonta lement près de la surface du l i q u i d e . Un tube de verre est 

p lacé ver t ica lement dans la solut ion, son ouver ture inférieure j u s t e 

au-dessus de la p laque de cu ivre . On je t te dans ce tube des cr is taux de 
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vers le l iqu ide j u s q u ' a u z inc avec lequel il se c o m b i n e , en formant du 

sulfate de z inc . Ains i le l iqu ide du fond devient moins dense par 

d é p ô t de cu ivre , et ce lu i de la surface devient plus dense par addi t ion 

de z inc . P o u r e m p ê c h e r cet te act ion de changer l 'o rdre de densité des 

c o u c h e s et de p rodu i re ainsi de l ' instabili té et des courants visibles 

dans le vase, on do i t p rendre soin de tenir le t ube bien garni de 

cr is taux de sulfate de cu iv re , et de n 'a l imenter la pi le qu ' avec une 

solut ion de sulfate de zinc assez é tendue p o u r être plus légère qu 'au

cune des autres couches l iquides de la p i le . . 

La pile Daniel l est loin d 'être la plus éne rg ique de celles don t on se 

sert hab i tue l lement . La force é l ec t romot r i ce d 'une pile de G r o v e est 

sulfate de cu iv re qu i , se dissolvant , fo rment une solut ion plus dense 

que cel le du sulfate de z inc pur : celui-ci ne peu t d o n c arr iver au zinc 

que par diffusion. P o u r retarder ce phénomène de diffusion, on prend 

un s iphon fo rmé d'un tube de verre qui cont ient une m è c h e de c o t o n , 

et on place une de ses extrémités à mi-d is tance du z inc et du cu iv re , 

et l 'autre dans un vase extér ieur à l 'é lément , de sorte que le l iqu ide 

est aspiré très len tement vers le mi l ieu de sa hauteur . P o u r le rem

placer , on ajoute par le haut, quand il en est be so in , de l 'eau o u 

une solut ion faible de sulfate de z inc . D e cet te façon , la plus grande 

part ie du sulfate de cu ivre qui s 'élève dans le l iqu ide par diffusion 

est aspirée avant d 'at teindre le z i n c ; et le z inc est en touré d 'une solu

tion à peu près pure de sulfate de z inc , animé d'un m o u v e m e n t très 

lent vers le bas du vase, ce qu i retarde encore le m o u v e m e n t d 'ascen

sion du sulfate de cu iv re . Pendant que la pi le fonc t ionne , du cu ivre 

se dépose sur la p laque de cu iv re , et S O 4 c h e m i n e len tement à t ra-
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de 1 9 2 0 0 0 0 0 0 , cel le d 'un Daniel l de 1 0 7 0 0 0 0 0 0 , et cel le d 'un Bunsen 

de 1 8 8 0 0 0 0 0 0 . 

La résistance d 'un Danie l l est généra lement plus grande q u e cel le 

d 'un G r o v e o u d'un Bunsen de mêmes d imens ions . 

Mais ces défauts sont plus que compensés dans tous les cas où il 

faut des mesures exac tes , parce que la pi le Daniel l est supér ieure à 

toute autre d ispos i t ion c o n n u e , c o m m e cons tance de la force élec

t romot r i ce . Elle a aussi l 'avantage de se maintenir l o n g t e m p s en b o n 

état de fonc t ionnement , et de ne poin t émet t re de gaz. 
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CHAPITRE VI. 

C O U R A N T S É L E C T R I Q U E S L I N É A I R E S . 

Des systèmes de conducteurs linéaires. 

273 . T o u t c o n d u c t e u r peu t être traité c o m m e un c o n d u c t e u r l i

néaire , s'il est ainsi d isposé que le courant passe toujours de la même 

manière entre d e u x por t ions de sa surface appelées ses é lec t rodes . 

Pa r e x e m p l e , on peut traiter c o m m e un conduc teu r linéaire une 

masse de métal dont la surface est couve r t e d 'une substance isolante 

en tous ses poin ts , sauf d e u x par lesquels la surface l ibre du c o n d u c 

teur est en con tac t méta l l ique avec d e u x é lec t rodes faites d 'une sub 

stance parfai tement c o n d u c t r i c e . Car , si le courant entre par une de 

ces é lec t rodes et sort par l 'autre, les l ignes de flux sont dé terminées , 

et la relation entre la force é l ec t romot r i ce , l ' intensité et la résistance 

est e x p r i m é e par la lo i de O h m , car l ' intensité en chaque po in t de 

la masse est une fonc t ion linéaire de E. Mais , s'il y a plus de deux é l ec 

trodes, le c o n d u c t e u r peut être traversé par plusieurs courants indé

pendants qu i peuvent n'être pas con jugués l 'un à l 'autre. (Voir au 

§ 2 8 2 . ) 

Loi de Ohm. ' 

274. Soi t E la force é l ec t romot r i ce qu i agit dans un conduc teu r 

l inéaire entre l ' é lec t rode A , et l ' é lec t rode A , (voir § 6 9 ) . Soit C l ' in

tensité du courant é lec t r ique dans le c onduc t e u r , c'est-à-dire le n o m b r e 

C d'unités d 'é lect r ic i té qu i traversent chaque sect ion du conduc teu r 

dans la d i rec t ion A ! A , par unité de t e m p s ; soit enfin R la résistance 

du c o n d u c t e u r : la loi de O h m a p o u r express ion 

( 1 ) E = C R . 

Conducteurs linéaires disposés en série. 

275. Soient A , , A 2 les é lec t rodes du p remier c o n d u c t e u r ; p laçons 

le s e c o n d c o n d u c t e u r de façon qu 'une de ses é lec t rodes soit en con tac t 

avec A s , en sorte que les é lec t rodes du second conduc t eu r soient A 2 et 

A 3 . Dés ignons par A 3 et A t les é l ec t rodes du t ro is ième c o n d u c t e u r . 
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RÉSISTANCE D'UN CONDUCTEUR MULTIPLE. 455 

Dés ignons par E 1 2 , E 2 3 , E 3 4 les forces é lec t romot r i ces qui agissent le 

long de ces c o n d u c t e u r s , et de m ê m e p o u r les autres. 

Soient 

R i 2 i R 3 t , . . . 

les résistances des c o n d u c t e u r s . A l o r s , pu i sque tous ces c o n d u c t e u r s 

sont disposés en série, en sorte qu 'un m ê m e courant G les traverse 

tous, on a, d 'après la lo i de O h m , 

( 2 ) E [ 2 = C R i 2 , E 2 3 = C R 2 3 , E 3 v = C R 3 i . 

Si E est la fo rce é l ec t romot r i ce résultante et R la résistance totale du 

système, on do i t avoi r , par la lo i de O h m , 

( 3 ) E = C R . 

Or 

( 4 ) E ^ E 1 2 - 4 - E 2 3 + E 3 4 ; 

la s o m m e des forces é l ec t romot r i ce est égale à 

C ( R 1 2 + R 2 3 ^ - R 3 l ) , 

d'après les équat ions ( 2 ) . Comparan t ce résul ta t à ( 3 ) , nous t r o u 

vons 
R = R 1 2 + R 2 3 + 1 ^ 3 4 · 

La résistance d'une série de conducteurs est égale à la somme 

des résistances des conducteurs pris séparément. 

Potentiel en un point de la série. 

Soien t A et B les é lec t rodes de la série, B un poin t in te rmédia i re , 

a, c, b les potent iels respectifs de ces po in ts . So ien t R ! la résis tance 

de la partie c o m p r i s e entre A et B , R 2 ce l le de la partie c o m p r i s e 

entre B et C , R la résistance totale de A à C . A l o r s , pu isque 

a— 6 ^ R , C , b — c = R 2 C , a— c =^ R C , 

le potent ie l en B est 

. R s a -+- R, c 
6 - g » 

ce qui dé te rmine le potent ie l de B , quand on connaî t les potent ie ls 

de A et de C . 

Résistance d'un conducteur multiple. 

276. Soi t un certain n o m b r e de conduc teu r s A B Z , A C Z , A D Z , d i s -
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posés cô t e à c ô t e , de façon que leurs extrémités so ient en con tac t avec 

les deux mêmes points A et Z . On vo i t alors qu' i ls sont disposés en arc 

mul t ip le . 

So ien t R 1 ; R 2 , R 3 les résistances respect ives de ces c o n d u c t e u r s ; 

C j , C 2 , C 3 les in tensi tés ; R. la résistance totale du c o n d u c t e u r m u l 

tiple, et C l ' intensité to ta le . 

P u i s q u e les potent ie ls sont les mêmes en A et en Z pour tous les 

conduc teu r s , la différence des potent iels est la m ê m e pour tous , et 

nous p o u v o n s l ' appe ler E . N o u s avons alors 

E = G j R i = C 2 R 2 = C 3 R 3 = G R ; 

mais 

C • Gi -4- C 2 —f- C 3 , 

d 'où 

{ 7 ) R — R i ' R 2

 + R^ ' 

c'est-à-dire que : 

L'inverse de la résistance d'un conducteur multiple est égal à la 

somme des inverses des résistances des conducteurs partiels. 

Si nous appe lons conduc t i b i l i t é d 'un c o n d u c t e u r l ' inverse de sa r é 

sistance, nous p o u v o n s dire que la conductibilité d'un conducteur 

multiple est la somme des conductibilités des conducteurs partiels. 

Intensité dans une branche d'un conducteur multiple. 

Des équat ions du paragraphe p récéden t , il ressort que , si C, est 

l ' intensité dans une des b ranches de l 'arc mul t ip le et R , la résistance 

de cet te b r anche , 

( 8 ) C ' ^ C W l ' 

où C est l ' intensité totale, et R la résistance du conduc t eu r mul t ip le , 

telle qu 'on v ient de la dé terminer . 

Résistance longitudinale des conducteurs à section uniforme. 

2 7 7 . So i t p la résis tance qu 'un c u b e de. la substance donnée p r é 

sente au passage d 'un couran t parallèle à une de ses arêtes, le cô té du 

c u b e étant égal à l 'unité de l o n g u e u r ; on appelle p la résistance spé

cifique de la substance sous l'unité de volume. 

Cons idé rons maintenant un c o n d u c t e u r pr i smat ique , fait de la m ê m e 
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DIMENSIONS DES QUANTITÉS QUI FIGURENT DANS CES ÉQUATIONS. 4'^7 

matière , de l ongueu r l et de sect ion égale à l 'uni té . Il est équivalent 

à / cubes disposés en série ; sa résistance est d o n c lp. 

Enfin, cons idé rons un c o n d u c t e u r de l ongueu r l et de sect ion uni

fo rme s. Il est équivalent à s conduc teu r s semblables au p récéden t , 

disposés en arc mul t ip le : sa résistance est d o n c 

Si nous connaissons la résistance d'un fil un i fo rme et si nous p o u 

vons mesure r sa l o n g u e u r et sa sec t ion , nous pouvons mesurer la r é 

sistance spécif ique de la subs tance dont il est fait. 

Le m o y e n le plus exact de dé terminer la sect ion transversale des fils 

fins est de la ca lculer d 'après la l ongueur , le p o i d s et la densité de 

l ' échant i l lon. Que lque fo i s il n'est pas aisé de dé terminer la densité : 

alors on fait usage de la résistance du fil ayant l 'unité de longueur et 

l 'unité de masse : c 'est ce qu 'on appelle la résistance spécifique sous 

l'unité de poids. 

Si r est cet te résistance, l la l ongueu r et m la masse d'un fil, on a 

Dimensions des quantités qui figurent dans ces équations. 

278 . La résistance d'un c o n d u c t e u r est le r appor t de la force é l e c 

t romot r i ce qu i agit sur lui à l ' intensité p rodu i t e . La conduc t ib i l i t é 

du c o n d u c t e u r est l ' inverse de cet te quant i té , en d'autres termes , le 

rappor t de l ' intensité à la fo rce é l ec t romot r i ce qui la p rodu i t . 

O r nous savons q u e , dans le système de mesures é lectrostat iques , le 

r appor t d 'une quant i té d 'é lec t r ic i té au po ten t ie l du c o n d u c t e u r sur 

lequel elle est répandue est la capaci té du conduc t eu r et a p o u r m e 

sure une l igne . Si le conduc teu r est une sphère p lacée dans un c h a m p 

i l l imi té , cette l igne est le rayon m ê m e de la sphère . 

Le rappor t d 'une quantité d 'é lec t r ic i té à une fo rce é l ec t romot r i ce 

est d o n c une l i g n e ; mais le rappor t d 'une quanti té d 'é lec t r ic i té à une 

intensité est le temps pendant l eque l passe le couran t , p o u r t rans

mettre cet te quant i té d 'é lec t r ic i té . D o n c le rappor t d 'une intensité à 

une ' f o r ce é l e c t r o m o t r i c e est celui d'une l igne à un temps : c 'est d o n c 

une vi tesse. 

Le fait que la conduc t ib i l i t é d'un c o n d u c t e u r est exp r imée en m e 

sure é lectrosta t ique par une vitesse peut être vérifié en supposant 

une sphère de rayon /·, cha rgée au potent ie l V et ensuite mise à la 
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terre par le conduc teu r d o n n é . Faisons con t rac te r la sphère , de façon 

q u e , l 'é lectr ici té s 'échappant par le c o n d u c t e u r , le potent ie l de la 

sphère se maint ienne toujours égal à V . A c h a q u e instantla charge de la 

sphère est rY, et l ' intensité du courant ~ ( ^ V ) ; mais , pu i sque V est 

dr 

constant , l ' intensité est V ^ - i et la force é l e c t r o m o t r i c e qui agit à tra

vers le conduc t eu r est V . 

La conduc t ib i l i t é du c o n d u c t e u r est le r appor t de l ' intensité à la 

. dr 
force é l ec t romot r i ce , soi t ^ , c 'est-à-dire la vitesse avec laquel le doi t 

d iminuer le rayon de la sphère p o u r main teni r le potent ie l constant , 

lo rsque l 'on fait passer la cha rge à la terre à travers le c o n d u c t e u r . 

D o n c , dans le système é lec t ros ta t ique , la conduc t ib i l i t é d'un c o n 

duc teur est une vitesse, et ses d imens ions sont [ L T - 1 ] . 

La résistance du conduc t eu r a d o n c p o u r d imens ions [ L ^ ' T ] . 

La résistance spécif ique par unité de v o l u m e a p o u r d imens ion [ T ] , 

et la conduc t ib i l i t é spécifique par unité de v o l u m e de d imens ion [ T 

La grandeur numér ique de ces coefficients ne dépend que de l 'unité 

de temps qui est la m ê m e dans les différents pays . 

La résistance spécif ique par unité de p o i d s a p o u r dimensions 

[ L - S M T ] . 

2 7 9 . Nous t rouverons plus tard que , dans le système de mesures 

é lec t romagné t iques , la résistance d'un c o n d u c t e u r s 'expr ime par une 

vitesse, de sorte que dans ce système les d imens ions de la résistance 

d 'un c o n d u c t e u r sont [ L T 1 ] . 

La conduc t ib i l i t é d 'un c o n d u c t e u r est nature l lement inverse de la 

résistance. 

La résistance spécif ique par uni té de v o l u m e a, dans ce système, 

p o u r d imens ions [ L a T — e t la résistance spécif ique par unité de 

po ids a p o u r d imensions [ L — 1 T — ' M ] . 

Des systèmes de conducteurs linéaires, en général. 

2 8 0 . L e cas le plus général d 'un sys tème l inéaire est celui de n 

points A , , A 2 , A „ , reliés d e u x à d e u x p a r \ n ( n — i ) , c o n d u c 

teurs l inéaires. Dés ignons par Kpl/ la conduc t ib i l i t é ( o u l ' inverse de 

la rés is tance) du c o n d u c t e u r qu i rel ie d e u x points que l conques Ap et 

A ? ; et par C P 7 l ' intensité du couran t de Ap vers Aq. Soient P^ et P f / 

les potentiels é lect r iques aux points A^, et A ? , e t soit Epq la force 
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DES SYSTÈMES DE CONDUCTEURS LINÉAIRES, EN GÉNÉRAL. /(OO, 

é lec t romot r i ce intér ieure, s'il y en a une, qui agi t le l ong du c o n d u c 

teur de Ap vers \ q . 

L ' in tensi té , de Ap vers A ? , est, d 'après la lo i de O h m , 

(i) Cpq = Kpq (Pp—P?4-EPÎ). 

Parmi ces quantités nous avons les séries de relat ions sui

vantes : 

La c o n d u c t i b i l i t é d 'un conduc t eu r est la m ê m e , quel le que soit la 

d i rec t ion du couran t , c 'est-à-dire 

(a) Kpr/=K,JP. 

La fo rce é l ec t romot r i ce et l ' intensité sont des quantités d i r igées , de 

sorte que 

( 3 ) Ej]*7 — Êp et ^pi]=— ^->i]p ' 

Soient P 1 ; P 2 , . . . , P „ les potentiels en Alt A 2 , . . . , A „ ; et soient 

Q , , Q 2 , . . . , Q „ les quanti tés d 'é lectr ici té qui pénètrent dans le sys

tème, dans l 'unité de temps en chacun de ces points . Elles sont f o r c é 

ment soumises à la cond i t ion de cont inui té 

( 4 ) Qi-H Q s -+- . . .+ Ç > = o , 

car l ' é lec t r ic i té ne peut ni s 'accumuler , ni se p rodu i r e indéfiniment 

dans le sys tème. 

La c o n d i t i o n de cont inui té en un po in t Ap est 

( 5 ) Q p - + Cpa. 

Subs t i tuan t ces valeurs des intensités dans les termes de l 'équat ion 

( i ) , elle devient 

S ~ (̂ pi-1- Kj]2 + . • -+ Kpn.)P/> — (Kpi Pi+Kps Pi + ...+ K 
( l-(KplEplH Kp2Ep24 ...-!-KpreEp„). 

Le s y m b o l e K p p ne paraît pas dans cet te équat ion . Donnons- lu i la 

valeur 

( 7 ) Kpp = Kp2+ . . . -L- Kp„), 
c 'est-à-dire supposons que Kpp so i t égal et de signe contra i re à la 

s o m m e des conduc t ib i l i t é s de tous les conduc teu r s qui se rencontrent 

en Ap. Nous pouvons alors écr i re l 'équat ion d e cont inui té p o u r le 

po in t Ap 

( ( Kp,P, + Kp2P2 h . . . 4-K/,pPp+... + Kp„P„ 
l = KptEpi-t-.. .+Kp„Ep„—Qp. 
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K 1 2 

( 9 ) 
K 2 1 K , 2 

K ( , i - i ; l K ( / ï—2)2 . K(B—l)(n- l | 

et par Dpq le mineur de KP7, nous t rouvons p o u r valeur de Pp— P „ 

( P ^ - P n ) D = ( K 1 2 E 1 2 + . . Q O D ^ - t - f K j t E j H - . • . - Q O L V - H . . . 

- + - ( K 7 1 E 7 , -+-... K 7 , t E 7 „ — Q„)T>p,j +-

On déterminerai t de m ê m e l 'excès de potent ie l d 'un autre poin t 

q u e l c o n q u e Aq sur le potent ie l de A ^ . On peut d o n c dé te rminer , par 

l ' équat ion ( 1 ) , l ' intensité entre Ap et A 7 , et le p r o b l è m e est complè t e 

ment résolu. 

2 8 1 . Nous allons démon t r e r une p ropr i é t é r é c i p r o q u e de deux c o n 

ducteurs q u e l c o n q u e s d'un sys tème qui c o r r e s p o n d à la propr ié té réci

p r o q u e déjà d é m o n t r é e en Elec t r ic i té s tat ique (voir § 8 8 ) . 

Le coeff icient de Qq dans l 'express ion de Pp est — j ^ • Celui de Q p , 

dans l 'express ion de P 7 , est 

O r D p 7 no diffère de T ) q P que par la subst i tut ion des s y m b o l e s , tels 

que K p 7 aux s y m b o l e s K ? / l . Mais ces d e u x symbo le s sont égaux , 

d 'après l 'équat ion ( 2 ) , pu i sque la conduc t i b i l i t é d 'un c o n d u c t e u r est 

la m ê m e dans les d e u x sens. D o n c 

( 1 1 ) D P 7 = D „ . 

Il résulte de là que la partie du potent ie l de A ^ qu i est due à 

l 'entrée d'un couran t d ' intensité 1 en Aq est égale à la partie du 

potent iel de A ? qu i est due à l 'entrée d'un couran t d ' intensité 1 

en A p . 

En substi tuant i , 2 , n à p, dans cet te équa t ion , on ob t ien t 

/i équations de m ê m e fo rme , au m o y e n desquel les on peu t déterminer 

les n potentiels P j , P 2 , . . . , P n -

Mais , si nous ajoutons les équat ions du système ( 8 ) , le résultat est 

iden t iquement nul , d 'après ( 3 ) , ( 4 ) et ( 7 ) ; il n 'y a d o n c que « — 1 

équat ions indépendantes , qui suffiront p o u r dé terminer les différences 

de potent iel des poin ts , mais non le potent ie l absolu d 'aucun deux. 

Cet te connaissance n'est d 'ail leurs pas nécessaire p o u r ca lculer les in

tensités du sys tème. 

Si nous désignons par D le déterminant 
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DES SYSTÈMES DE CONDUCTEURS LINÉAIRES, I N GÉNÉRAL. 4 6 ' 

D e là, on peu t dédu i re un énoncé plus aisé à appl iquer de cet te 

p ropos i t ion . 

So ien t À , B , C , D quatre poin ts que l conques d'un système, et s u p 

posons qu 'un couran t Q entrant dans le sys tème en A et sortant en 

B ait p o u r effet d 'établir un excès P du potent ie l de C sur celui 

de D . A l o r s , si un courant égal Q entre dans le système en C et 

sort en D , le potent iel de A surpassera celui de B de la m ê m e quan

tité P . 

Si une fo rce é l ec t romot r i ce E , in t rodui te dans le c o n d u c t e u r et 

agissant de A vers B , p rodu i t un courant C de X vers Y , la m ê m e force 

é l ec t romot r i ce E, in t rodui te dans le c o n d u c t e u r entre X et Y , p r o 

duira entre A et B un courant égal C . 

La force é l ec t romot r i ce E peut être celle d 'une pile vo l ta ïque in t ro

duite entre les poin ts dés ignés , pourvu que l ' on ait soin que la résis

tance du c o n d u c t e u r soi t la m ê m e , avant et après l ' in t roduct ion de 

la p i le . 

282 a. Si une fo rce é l ec t romot r i ce E ^ a g i t le l o n g d 'un co n d u c t eu r 

ApAq, le couran t p rodu i t dans un autre c o n d u c t e u r A , . A S du sys tème 

est, ainsi q u ' o n le t rouve faci lement , 

K K^y E p l l ( D r p - 4 - D.tiy P, iy— P.tp) 

D 

Il n 'y a pas de couran t si 

(il) P ,p - t - D j y — P>rq— Vsp = O. 

Mais, d 'après ( n ) , la m ê m e équat ion subsistera si, la force é l e c t r o m o 

tr ice agissant suivant A,.AS, il n 'y a pas de courant dans A ^ A ^ . C'est 

en raison de cette relation r é c i p r o q u e que l 'on dit que les d e u x c o n 

ducteurs en quest ion sont con jugués . 

La théor ie des conduc teurs con jugués a été étudiée par Kirchhoff , 

qu i a énoncé les cond i t ions d'un sys tème l inéaire sous la fo rme sui

vante, o ù est évi tée la cons idéra t ion du potent iel : 

i ° C o n d i t i o n de cont inui té : la s o m m e de tous les courants qu i c o n 

vergent vers un poin t q u e l c o n q u e d'un système est nulle . 

2 ° Dans tout c i rcu i t fe rmé, formé par des conduc teu r s , la s o m m e 

des forces é lec t romot r ices , comptées en cheminant le long du c i rcu i t , 

est égale à la s o m m e des produi ts des intensités dans c h a q u e c o n d u c 

teur par la résistance de ces conduc t eu r s . 

On ob t ien t ce résultat e n a d d i t i o n n a n t les équat ions de la forme ( i ) , 

relatives au c i rcu i t fermé : les potentiels disparaissent d ' eux -mêmes 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



( ') Tiré des Notes prises, au cours du professeur Maxwell, par M. J.-A. Fleming, 

B. A. , S' John's Collège. 

282 & ( 1 ) . Si les fils conduc t eu r s forment un réseau s imple , et si 

nous supposons qu 'un couran t c i rcu le autour de chaque mail le de ce 

réseau, le courant qu i pa rcour t effectivement un fil appartenant à 

deux mailles consécu t ives est la différence des courants qu i c i rculent 

dans les deux mail les , ces courants étant c o m p t é s posit ifs lorsqu ' i l s 

marchen t en sens inverse du m o u v e m e n t des aiguil les d 'une mon t re . 

Dans ce cas , il est facile d 'é tabl ir la p ropos i t i on suivante : Soient x l 'in

tensité, E la fo rce é l ec t romot r i ce et R la résistance totale p o u r une 

mail le q u e l c o n q u e ; soient y, z, . . . les courants qu i c i rcu len t dans les 

mailles vois ines ayant des parties c o m m u n e s avec la mail le dans la

quel le c i r cu le le courant x et soient r, s, . . . les résistances de ces par

ties c o m m u n e s . A l o r s 

R :r — s y — tz — . . . = E. 

P o u r mont re r l 'usage que l 'on peut faire de cet te règ le , nous allons 

p rendre la d isposi t ion c o n n u e sous le n o m de pont de Wheatstone, en 

nous servant de la figure et des notations du § 317. A l o r s , en app l i 

quant la règ le aux trois c i rcui ts O B C , O C A , O A B , dans lesquels c i r 

culent les courants x, y, z, nous avons les trois équat ions suivantes : 

( a - H ¡ 3 Y ) a ? — yy — p * = E , 

— yx -+- (b -+- y — <x)y — i i - o , 

— fiar — a y -+- (c - + - et - H 3 ) z = o. 

D'après ces équat ions , on peu t dé te rminer la valeur de x—y, qu i 

est le courant dans la b ranche O A o ù est le ga lvanomèt re ; mais on 

renvoie le l ec teur aux § 3 i 7 et suivants, où sont discutées cet te ques

tions et d'autres relatives au pont de W h e a t s t o n e . 

Chaleur développée dans le système. 

283 . D'après le § 2 i 2 , l 'équivalent mécan ique de la quanti té de 

chaleur déve loppée par un couran t C , passant pendant l 'un i té de temps 

dans un conduc t eu r de résis tance, est 

( i 3 ) JII = R C 2 . 

Nous avons d o n c à dé te rminer la s o m m e des quantités telles que 

R C 2 p o u r tous les conduc teurs du système. 
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P o u r le c o n d u c t e u r qui va de à A 7 , la conduc t ib i l i t é est K / J ? , 

et la résistance Rpy, o u · 

( i 4 ) K „ , 1 3 . ^ = 1 . 

D'après la lo i de O h m , l ' intensité dans ce conduc teu r est 

( • 5 ) C p ^ K ^ C P ^ - P , ) . 

Mais supposons q u e l 'intensité ne soit pas donnée par la lo i de O h m , 

et soit égale à X / J 7 , ou 

P o u r déterminer la chaleur déve loppée dans le système, nous avons 

à t rouver la s o m m e de toutes les quantités telles que 

R x « 
Kpq^pq, 

c'est-à-dire 

( 1 7 ) J H = S ( R ; , 7 C ; ; ï - t - iRpqCpqYpq-i- RpqYf.q). 

Donnant à Cpq sa valeur et tenant c o m p t e de la relat ion entre R,,^ 

et KPq, il vient 

( 1 8 ) £ [ ( P p - Pq)(Cpq~ J Y „ ) + R „ Y | , ] . 

Or, G et X doivent satisfaire à la cond i t ion de cont inui té au po in t : 

nous avons d o n c 

Q / j — C p i ^ - C j 3 2 - H · . . -f" Cpn, 

Qp= X-pi^~ X / > 2 - r - . . . - i - X p , i -
Par suite, 

0 = Y p i + Y J 3 2 - i - . . . + Y p „ . 

Ajoutant d o n c tous les termes de ( 1 8 ) , nous t rouvons 

O r R est toujours posit if , et Y 2 est essentiel lement posi t i f ; le de r 

nier terme de l 'équat ion est d o n c essentiel lement positif . D o n c le pre

mie r m e m b r e est m i n i m u m quand Y est nul dans tous les c o n d u c t e u r s , 

c 'est-à-dire quand l ' intensité dans tous les conduc teu r s est cel le qu i 

r épond à la lo i de O h m . 

D ' o ù le théorème suivant : 

2 8 4 . Dans tout système de conducteurs qui ne renferme pas de 

forces électromotrices intérieures, la chaleur engendrée par des 

courants distribués conformément à la loi de Ohm est moindre que 
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ailes courants avaient été distribués de quelque autre manière com

patible avec les conditions obligatoires d'arrivée et d'écoulement 

du courant. 

La chaleur déve loppée lo r sque la lo i de O h m est satisfaite est m é 

can iquemen t équivalente à S P ^ Q ^ , c'est-à-dire à la s o m m e des p r o 

duits des quantités d 'é lectr ic i té fournies à chacune des é lec t rodes 

extér ieures , par le potent iel auquel sont fournies ces quanti tés d 'é lec

tricité. 
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CHAPITRE VIL 

C O N D U C T I O N D A N S L ' E S P A C E A T R O I S D I M E N S I O N S . 

Notation des courants électriques. 

283 . En un po in t q u e l c o n q u e , prenons un élément de surface dS 

normal à l 'axe des x, et soit Q le n o m b r e des unités d 'é lectr ici té qui 

le traversent dans l 'unité de temps, en allant du côté posi t i f au cô té 

négat if ; si ^ devient à la l imi te égal à u, l o r sque dS déc ro î t indéfi

niment, on dit que u est la composan te du courant é lec t r ique parallèle 

à l 'axe des x au po in t donné . 

On peut dé terminer de m ê m e les composan tes v el w du courant 

dans le sens des y et des z. 

286 . P o u r dé terminer la composan te du courant dans une autre 

di rect ion O R passant par le po in t O , soient m, n les cosinus d i r e c 

teurs de O R . Si nous prenons sur les axes des x, des y et des z des 

longueurs égales à 

r r r 

l m n 

finissant en A , B , C , le plan du triangle A R C sera normal à O R . 

L 'a i re du triangle A B C sera 

i r2 

dS = —= , 
'j. Imn 

et, si l 'on fait décro î t re r, cet te aire déc ro î t indéfiniment. 

La quanti té d 'é lect r ic i té qui sort du tétraèdre A.BCO p a r l e triangle 

/VBC doi t être égale à la quantité qui entre par les trois autres trian

gles O B C , O C A , O A B . 

i r2 

L'aire du triangle O B C est - l a composan te du courant nor 

male à ce plan est a \ la quantité d 'é lectr ic i té qui entre pgr le triangle 

est d o n c 
i u 
— r2 . 
9. mit 

Tr. d'Élect. et de Magn., I . 3o 
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Les quanti tés qui entrent par les triangles O C A et O A B sont 

r 2 —- et - r s -=— • 
2 ni 2 Im 

Si y est la composan te du couran t dans la d i rec t ion de O R , la quan

tité qui sort du tétraèdre par le tr iangle A B C est 

a linn 

Puisqu 'e l l e est égale à la quanti té qui entre par les trois autres 

tr iangles, 

1 2 7 1 * ( " V W 

2 linn a \rnn ni Im 

. . . . i,lm n 
et, en mult ipl iant par — , nous avons 

(i) y - /a -i mv-\ nw. 

Si nous posons 

T 3 = « - - + - v1 — 

et que nous prenions / m ' ' , n' tels que 

u — l'V, v = m'T, iv = n'F, 

nous avons alors 
( a ) ^ r t / f + m m ' + M ' ) , 

D o n c , si nous définissons l ' intensité résultante c o m m e étant un v e c 

teur de grandeur r , don t les cos inus d i rec teurs soù\t m', n'; et si y 

est la composan te de l ' intensité dans une di rect ion faisant l 'angle 8 

avec la d i rec t ion de l ' intensité résultante 

( 3 ) y = r c o s O , 

ce qui mont re que la lo i de c o m p o s i t i o n des intensités est la m ê m e 

que celle des vitesses, des forces et de tous les autres vec teurs . 

287 . Soi t à dé terminer la cond i t i on p o u r qu 'une surface donnée soit 

une surface de flux. 

Soit 

( i ) V(cc,y,z) = \ 

l 'équation d 'une famille de surfaces; on obt ient l 'une d 'el les en part!-
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NOTATION DES COURANTS ÉLECTRIQUES. 4̂ 7 

cul ier en faisant A constant ; alors, si nous posons 

( 5 ) l -JZ I + 1 Â7. I -<- l x ; i = ]Tï5 

les cos inus di recteurs de la normale c o m p t é e dans le sens de l ' a c c r o i s 

sement de X sont 

tr\ 7 AT ^ I I J " A AT D A 

( 6 ) / = m = N ^ ' " = N d ï ' 

D o n c , si V est la c o m p o s a n t e de l ' intensité n o r m a l e à la surface, 

/ dX dX d X \ 

Si = o , il n 'y a pas de couran t à travers la surface, et la surface 

peut être appelée surface de flux, pu i sque le m o u v e m e n t s 'effectue 

suivant des l ignes tracées sur cette surface. 

288 . L 'équa t ion d 'une surface de flux est. d o n c 

d X dX dX 
8 ) u - + v --.- -+- w - - = o . 

àx oy àz 

Si cette équat ion est vérifiée p o u r toutes les valeurs de X , toutes les 

surfaces de cet te famille sont des surfaces de flux. 

289 . Soi t une autre famille de surfaces d o n t le paramètre est X ' : si 

ce sont aussi des surfaces de flux, nous aurons 

, s d X ' d X ' dV 
( g ) u - 1- v --1- w — — o. 

àx ày Oz 

S ï l y a une t ro is ième famil le dont, le paramètre soi t ) / ' , on aura 

, , d X " d X " d X " 
( I O ) u -—\- v - —\- w -r— = o. 

àx oy oz 

En él iminant entre ces trois équat ions , u, v et w disparaissent, et 

il reste 

( » ) 

dX d X dX 

dx ày ~dz 

d X ' d X ' d X ' 

àx ôy êz 

d X " a\" d X " 

àx <>/ Hz 
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c'est-à-dire que 

( 1 2 ) X " = ? ( X , X ' ) , 

ou que X" est une fonct ion de A et de A' . 

2 9 0 . Cons idérons les quatre surfaces don t les paramètres sont À, 

X -+- SX, X' et X'-t- SX'. Ces quatre surfaces c o m p r e n n e n t un espace tu-

bulaire à quatre faces , que l 'on peu t appeler SX. SX'. Pu i sque ce tube 

est l imi té par des surfaces à travers lesquel les il n 'y a p o i n t d ' é c o u l e 

ment , on peu t l 'appeler un tube de flux. Si nous prenons deux sec 

tions transversales de ce tube , la quanti té qui pénètre dans le tube 

par une des sect ions d o i t être égale à cel le qu i sort par l 'autre; et, 

pu i sque cet te quant i té est la m ê m e p o u r toutes les sect ions du tube, 

nous p o u v o n s l ' appeler LSX8X' , L étazit une cer ta ine fonct ion des 

paramètres X et X', qui définissent le tube par t icul ier cons idéré . 

2 9 1 . Si l 'on dés igne par SS la section d'un tube du flux par un plan 

normal aux x, nous avons par la théorie des changements de variable 

indépendante 

. , s », », . fol àV dX àV\ 

et par la définit ion des composan tes de l ' intensité 

( i 4 ) u SS = L SX SX'; 

àA àl'\ 

àz ày.) 

àl dX' \ 

àx àz ) ' 

àl dX' \ 

ày àx ) 

2 9 2 . S i l 'on connaî t l 'une des deux fonct ions X o u X', il est toujours 

possible de dé terminer l 'autre, de façon que L soi t égal à l 'unité. Par 

exemple , p renons le plan des yz, et t raçons-y une série de l ignes equ i 

distantes représentant les sect ions par ce plan des surfaces de la fa

mil le X'. En d'autres termes , dé te rminons la fonc t ion X' par la cond i 

tion que , p o u r x — o , X' —: z. 

d 'où 

T /à'A dX' 

et de m ê m e 
l5) i r /àl àV 

V = L ( c . dz àx 

\ àx ày 
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DES NAPPES DE COURANTS ET DES FONCTIONS D'INTENSITÉ. 46g 

Si alors nous faisons i et, par suite, p o u r x — o, 

X = J" u dy, 

la quanti té d 'é lec t r ic i té qui passe à travers une por t ion q u e l c o n q u e du 

plan x — o , sera 

( i G ) JJ udydz = JJ dldl'. 

Etant dé te rminée la nature des sect ions des surfaces de flux par le 

plan des yz, la f o rme des surfaces est dé te rminée en tout po in t par 

les cond i t ions ( 8 ) et ( 9 ) . Les deux fonct ions X et X' ainsi dé te rminées 

suffisent à dé terminer l ' intensité en un po in t q u e l c o n q u e , au m o y e n 

des équat ions ( i 5 ) , o ù l 'on a substi tué l 'unité à la p lace de L . 

Des lignes de flux. 

293 . Cons idé rons deux séries de valeurs de X et de X', telles que 

dans c h a q u e série les différences successives soient égales à l 'unité. 

Les deux séries de surfaces définies par ces valeurs divisent l ' espace 

en un système de tubes à quatre faces, dans chacun desquels passe 

l 'unité de couran t . En prenant une unité suffisamment peti te, on peu t 

représenter au m o y e n de ces tubes toutes les part iculari tés du couran t 

avec telle exac t i tude que l 'on veut . Ains i l ' intensité du couran t qui 

traverse une surface q u e l c o n q u e rencontrant le système de tubes est 

exp r imée par le n o m b r e des tubes c o u p é s , pu i sque chaque tube amène 

un couran t d ' intensité égale à l 'uni té . 

Les intersect ions des surfaces peuvent être appelées lignes de flux. 

Si l 'on prend une unité suffisamment pet i te , le n o m b r e des l ignes 

de flux qui rencont ren t une surface est app rox ima t ivemen t égal au 

n o m b r e des tubes de flux qui coupen t cet te surface. O n peu t d o n c 

cons idérer les l ignes de flux c o m m e représentant non seulement la d i 

rect ion du courant , mais aussi son intensi té , c h a c u n e des l ignes de 

(lux qui passent par une sect ion donnée co r respondan t à un couran t 

d ' intensité égale à l 'unité. 

Des nappes de courants et des fonctions d'intensité. 

294 . On appelle nappe de courant la c o u c h e d'un c o n d u c t e u r qu i 

est c o m p r i s e entre deux surfaces de flux consécu t ives appartenant à 

un m ê m e sys tème, soit X'. Dans cet te nappe , les tubes de flux sont 

déterminés par la fonct ion X. Si X A et X P dés ignent les valeurs de X aux 
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points A et P, l ' intensité du couran t qui va de dro i te à gauche à t ra

vers une l igne tracée sur la nappe entre À et P est X P — À A . Si A P est 

un é lément ds d 'une c o u r b e t racée sur la nappe , le couran t qui c o u p e 

cet é lément de droite à gauche est 

dl , 
— as. 
as 

Cette fonc t ion A , qu i dé te rmine ent ièrement la d is t r ibut ion de l ' inten

sité dans la nappe , est appelée fonction d'intensité. 

T o u t e feuille m i n c e de métal o u de mat ière c o n d u c t r i c e , l imi tée sur 

ses d e u x faces par de l 'air ou par q u e l q u e autre mi l ieu non c o n d u c 

teur, peu t être traité c o m m e une nappe de couran t , et la d is t r ibut ion 

de l ' intensité peu t y être exp r imée au m o y e n d 'une fonc t ion d ' inten

sité. (Voir § 647 . ) 

Équation de continuité. 

2 9 3 . Si nous différentions les trois équat ions { i 5 ) par rappor t à x, 

y et z r e spec t ivement , nous souvenant que L est une fonc t ion de A et 

À' ( i ) , nous t rouvons 

, du àv dw 

L'équat ion cor respondan te en H y d r o d y n a m i q u e est appelée équation 

de continuité. La cont inui té qu 'e l le expr ime est cel le de l ' ex i s t ence ; 

en d 'autres termes , elle é n o n c e c e fait qu 'une subs tance matér iel le n e 

peu t part i r d 'un po in t de l 'espace et arriver à un autre sans traverser 

tout l 'espace in termédia i re . Elle ne peu t s implement disparaî tre en un 

point , et paraître en un autre ; mais il faut qu 'e l le suive un chemin 

con t inu , de sorte que , si l 'on t race une surface fe rmée qui c o m p r e n n e 

un des poin ts et soi t extér ieure à l 'autre, la subs tance matériel le ne 

peu t passer d 'un p o i n t à l 'autre sans traverser la surface. La forme la 

plus générale de cet te équat ion en H y d r o d y n a m i q u e est 

( 1 8 ) ri(p«) | d(pv) t d(pw) t à? = (J 

àx ày àz àt ' 

où p dés igne le r appor t de la quanti té de matière au v o l u m e qu 'e l le 

o c c u p e , ce vo lume étant, dans le cas présent , un é lément différen

te) II est inutile de passer par les fonctions \ , V pour établir l'équation ( 1 7 ) ; 

la notion de continuité a déjà été introduite § 286 pour déterminer y et établir 

l'existence des fonctions >, et des surfaces de flux. P.] 
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tiel de v o l u m e ; et pu, pv, p w le rappor t de la quanti té de mat ière 

qui traverse un é lément de surface dans l 'unité de temps, à cet é lément 

de surface, l eque l est pris success ivement normal aux axes des œ, 

des y et des z. A ins i en tendue , l 'équat ion s 'applique à toute espèce de 

matière, sol ide ou fluide, animée d'un m o u v e m e n t cont inu o u d i s c o n 

tinu, p o u r v u que l 'exis tence des parties de cette matière soit con t inue . 

Si que lque chose , m ê m e autre que de la mat ière , est soumis à cet te c o n 

di t ion de la cont inui té de son exis tence dans le temps et dans l 'espace, 

cette condi t ion est exp r imée par l ' équat ion. Dans d'autres part ies de 

la Phys ique , dans la théor ie des quantités é lectr iques et magnét iques 

par exemple , on rencont re des équat ions de m ê m e forme que nous 

appellerons aussi des équations de continuité p o u r rappeler leur forme ; 

sans que nous puiss ions a t t r ibuer aux quantités en quest ion ni les p r o 

priétés de la mat ière , ni m ê m e une existence cont inue dans le temps 

et dans l ' espace . 

L 'équat ion ( 1 7 ) à laquelle nous s o m m e s arrivés, dans le cas des 

courants é lec t r iques , est i den t ique à ( 1 8 ) , si nous faisons p — 1 , c 'est-

à-dire si nous supposons la substance h o m o g è n e et incompress ib le . 

Dans le cas des fluides, l ' équat ion peut s'établir par l 'une ou l 'autre 

des mé thodes données dans les Traités d ' H y d r o d y n a m i q u e . Dans une 

de ces mé thodes , on suit la marche et la déformat ion d'un é lément 

déterminé du l iqu ide , pendant son m o u v e m e n t . Dans l 'autre , on 

fixe son attention sur un é lément de l 'espace, et l 'on fait le c o m p t e de 

ce qui entre et de ce qui sort. La p remière de ces méthodes ne peut 

s 'appliquer aux courants é lec t r iques , parce que nous ne savons pas 

avec quelle vitesse l 'é lectr ici té se meu t dans les co rps , ni m ê m e si 

elle se meut dans le sens du couran t posi t i f ou du courant négatif. 

Tou t ce que nous connaissons se rédui t à la valeur a lgébr ique de la 

quantité qu i traverse l 'unité d'aire pendant l 'unité de temps, quantité 

qui co r r e spond à (pu) de l 'équat ion ( 1 8 ) . Nous n 'avons pas le m o y e n 

de déterminer la valeur de l'un o u l 'autre des facteurs p ou u, et, par 

suite, nous ne pouvons suivre une masse par t icul ière d 'é lectr ic i té dans 

son m o u v e m e n t à travers le co rps . L 'autre m é t h o d e de r eche rche , 

où on fait le c o m p t e de ce qui passe à travers les faces d 'un é lément de 

v o l u m e , s 'applique aux courants é lec t r iques ; et peut-être est-elle p r é 

férable, au p o i n t de vue de la fo rme , à celle que nous avons d o n n é e ; 

mais , c o m m e on la t rouve dans tous les Traités d ' H y d r o d y n a m i q u e , il 

n'était pas nécessaire de la répéter i c i . 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



2 " P A R T I E , CIIAP. V I I . — CONDUCTION DANS L'ESPACE, E T C . 

Quantité d'électricité qui passe à travers une surface donnée. 

2 9 0 . Soi t F l ' intensité résultante en un po in t de la surface. Soient 

dS un é lément de surface, et s l 'angle de 1' et de la no rma le à la sur

face ; le cou ran t total qui passe à travers la surface sera 

J"J*r cose rfS, 

l ' intégration s 'é lendant sur toute la surface. 

C o m m e au § 2 1 , nous pouvons mettre cette intégrale sous la forme 

( 1 9 ) ffrcotzdS -fff(£ + rj + à£)dxdydz, 

si la surface est fermée, les l imites de l ' intégrale triple étant alors dé

terminées par la surface. C'est là une express ion du flux total qui sort 

de la surface fermée. C o m m e dans tous les cas de courants permanents , 

ce l te quan t i l é do i t s 'annuler, quelles que soient les l imites de l ' in 

tégration, la quanti té sous le s i g n e ^ " d o i t être égale à o , et nous retrou

vons ainsi l ' équat ion de cont inui té ( 1 7 ) . 
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CHAPITRE VIII. 

RÉSISTANCE ET CONDUCTIBILITÉ DANS L 'ESPACE 

A TROIS DIMENSIONS. 

Des relations les plus générales entre l'intensité et la force 

électromotrice. 

297. Soient u, v et w les composan tes de l ' intensité en un p o i n t 

que lconque . 

Soient X , Y , Z les composan tes de la fo rce é l ec t romot r i ce . 

La force é l e c t r o m o t r i c c en un po in t est la force résultante qui agi t 

sur une unité d 'é lec t r ic i té pos i t ive p lacée en ce p o i n t ; elle peu t être 

due : 

i" A une act ion é lec t ros ta t ique , auquel cas, V é tan t l e potent ie l , on a 

( 1 ) X = - f , Y = - £ , Z = - £ ; 

ùx ày ijz 

2° À l ' induct ion é l ec t romagné t ique don t les lois seront examinées 

plus loin ; 

3" A une act ion t h e r m o - é l e c t r i q u e ou é l ec t roch imique en ce p o i n t 

même , tendant à p r o d u i r e un couran t de d i rec t ion donnée . 

Nous supposerons , en général , que X , Y , Z représentent les c o m p o 

santes de la force é l ec t romot r i ce résidant au poin t d o n n é , quel le que 

soit l 'or igine de cet te torce ; et nous examinerons , en par t icul ier , ce 

que l 'on ob t ien t en supposant la force é l ec t romot r i ce un iquemen t due 

à une différence de potent ie ls . 

D'après la loi de O h m , l ' intensité est p ropor t ionne l l e à la force 

é lec t romot r ice . D o n c X , Y et Z do ivent être des fonc t ions linéaires de 

u, v et w. Nous p o u v o n s d o n c prendre c o m m e équat ions de résis

tance 

/ X = R, u. -+- Q 3 y -i- P 2 w , 

( 2 ) Y =- P3a + R s « - + - Q,«<, 

( / ^ Q i B + P i f + R j w. 

Nous pouvons appeler les coefficients R coefficients de résistance l o n 

gitudinale dans la d i rec t ion des axes de c o o r d o n n é e s ; et les coef f i 

cients P et Q coefficients de résistance transversale; ils ind iquent la 
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Les autres équations s 'obt iennent en faisant une format ion c i rcu la i re 

des symboles P , Q , R , P, q, r, et des ind ices i , 2 et 3. 

force é l ec t romot r i ce qui do i t agir dans une d i rec t ion p o u r p rodu i re 

un courant dans une autre d i r ec t i on . 

Si nous sommes l ibres de supposer qu 'un sol ide peut être traité 

c o m m e un système de conduc teu r s l inéaires, il est aisé de faire voir , 

d 'après la propr ié té r é c ip roque de deux conduc teu r s d 'un système l i 

néaire ( § 2 8 1 ) , que la force é l ec t romot r i ce d i r igée suivant les z, qui est 

nécessaire p o u r donner l 'unité d'intensité paral lè lement aux y, est égale 

à la force é l ec t romot r i ce parallèle aux y nécessaire p o u r donner l 'unité 

d'intensité dans la d i rec t ion des z. Gela revient à démont re r que 

P i = Q i , et de m ê m e que P 2 = Q 2 et P 3 = Q 3 . Si ces cond i t ions sont 

satisfaites, on dit que le système des coefficients est symét r ique . Si 

elles ne le sont pas, on dit que le sj 'stème est g a u c h e . 

Nous avons de fortes raisons de c ro i re que le système est symétr i 

que dans tous les cas qui se présentent en réalité ; mais nous examine 

rons quelques-unes des conséquences qui résulteraient de l 'hypothèse 

d'un système gauche . 

2 9 8 . Les quanti tés u, v, w peuvent s ' expr imer c o m m e fonct ions l i 

néaires de X , Y , Z , par un système d 'équat ions que l 'on peu t appeler 

équations de conductibilité, 

l u = r ] X + J O 3 Y - Ì -

( 3 ) ] v — ? 3 X + J - J Y - H / i i Z , 

( w = / > 2 X + ? i Y - + - r 3 Z . 

Nous pouvons appeler les coefficients r coefficients de conduc t ib i l i t é 

longi tudina le , et les coef f i c ien t sp et q coefficients de conduc t ib i l i t é 

transversale. 

Les coefficients de résistance sont les inverses des coeff icients de 

conduc t ib i l i t é . Cet te relation peut être définie c o m m e il suit : 

Soient [ P Q R ] le déterminant des coefficients de résistance et [_pq>] 

celui des coefficients de c o n d u c t i b i l i t é . 

A lo r s 

( 4 ) [ P Q R ] = P 1 P , P 3 - t - Q i Q a Q s - l - R i R ï R - i - P i Q . U i - P î Q î R s - P a Q a R a , 

( 5 ) [pqr] =PiPìPì-^qiqìq3^-rlrìri^piqlr1—piqìr,—pzq3r3, 

(G) [ P Q R J l W r j = i, 

[ r Q R j ^ . ^ C P . P . - Q . R , ) , lpqr]P,-- (p2p,~qiri), 
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PRODUCTION DE CHALEUR. 

Production de chaleur. 

299. P o u r t rouver le travail a c c o m p l i dans l 'unité de temps par le 

courant qui surmonte une résistance et p rodu i t ainsi de la cha leur , 

nous mul t ip l ions les composan te s de l ' intensité par les composan tes 

correspondantes de la fo rce é l ec t romot r i ce . Nous ob tenons ainsi les 

expressions suivantes de W , la quantité d e travail dépensé dans l 'unité 

de temps : 

( 8 ) X i * - I -Yc + Z i c , 

( 9 ) = R j ^ + R a ^ - r - R j ^ + C P i - i - Q O K W + C P s + Q O w M + C P a - t - Q a ) " ' ' . 

( m ) = ^ X ^ r j Y ' + r j Z » - + - { P i 4 - 7 O Y Z 4 - O H - qt)ZX 4 - 0 ^ g 3 ) X Y . 

Par un c h o i x d 'axes convenab les , on peu t faire disparaître de l 'une 

ou l'autre des d e u x dernières équat ions les termes contenant les r e c 

tangles de u, c , w ou de X , Y , Z . Mais le système d 'axes qui ramène 

W à la forme 

W -= R i u> 4 - R 2 v14- R 3 <* 2 

"n'est pas, en général , le m ê m e qui le rédui t à la forme 

\ V = n X ' - r r J ^ - r3W. 

Les deux systèmes d 'axes ne co ïnc iden t que si les coefficients P 1 ( P 2 , 

P 3 sont respec t ivement égaux à Q , , Q 2 , Q 3 -

Si nous posons , avec T h o m s o n ( ' ) , 

P = S + T, Q = S — T , 

p = s 4 - t, q — s — t, 

nous avons 

[ P Q R ] = R i R 2 R 3 4 - a S , S 2 S 3 - S ' r R 1 - S l R a — S | R 3 

4 - a C S ^ T , + - S a T 3 T 1 4 - S 3 T 1 T ! ! ) 4 - R 1 T ; 4 - R 2 T 3 4 - R 3 T 2 

et 

/ L P Q R ] r , = R 2 R 3 - SI 4 - T ï , 

( i 3 ) [ P Q R > , = T 2 T 3 4 - S 2 S 3 - R , S , , 

( [ P Q R ] ^ = - R , T 1 + S 2 T 3 + S 3 T 2 . 

Si d o n c nous faisons disparaître S 1 ; S a et S 3 , ne disparaîtra que 

si les coeff ic ients T sont nuls. 

(·) Trans. li. S. Edin., 1 8 5 3 - 5 4 , p.•jG.ï. 
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Condition de stabilité. 

300 . Pu i sque l 'équi l ibre é lec t r ique est stable, le t ravai l dépensé 

p o u r entretenir le courant doi t toujours être positif . La cond i t ion pour 

que W soit positif, est que les trois coefficients R l f R 2 , R 3 et les trois 

express ions 

I 4 R 2 r i 3 - ( P I + Q I ) 2 , 

O ' O ] 4 R 3 R 1 - ( P , + Q J ) ! > 

( 4 R i R 2 - ( P 3 - t - Q 3 ) : ! 

soient posi t i fs . 

Il y a des cond i t ions semblables p o u r les coefficients de c o n d u c 

tibil i té. 

Équation de continuité dans un milieu homogène. 

301 . Si nous exp r imons les composan tes de la force é l e c t r o m o l r i c e 

c o m m e dérivées du potentiel V , l 'équation de cont inui té 

, du dv àw 
( i 5 ) --H -.- + — = o 

àx ày dz 

devient , pour un mil ieu h o m o g è n e , 

à2 V d*Y à*-V d*Y d*Y d s V 
( l b ) n — + fi - y - - + r 3 — -h -2S, — -—-+- 2Sj - r h 2S 3 — = O . 

àx2 oy1 oz% ày àz àz àx àx ày 

Si le mi l i eu n'est pas h o m o g è n e , il s ' introduit des termes dus à la va

riat ion des coefficients de conduc t ib i l i t é quand on passe d'un poin t à 

un autre. 

Cet te équat ion co r respond à l 'équat ion d e Laplace p o u r les mi l ieux 

isot ropes . 

302. Si nous posons 

( 1 7 ) [ rs] — r, r2 r3 -+- 2 s t .1, s3 — rts\ — r 2 j | — r3si 

et 

( . 8 ) [ A B ] = A , A 2 A 3 i 2 l ! , B 2 r î , - A 1 B f - A 2 B I - A 3 B I , 

où 

/ [ ; - . Î ] A 1 = ^ r,r3—s*, 

( I F J ) \ [rs]îi! = J , Î , — / - ! « ! , 

et ainsi de suite, le système A , B est inverse du système r, s; et si 
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nous posons 

(ao) A ^ - t - A I V ' + A A J ' + J B I ^ + Î B.2zar-+- iB3xy = [ A B ] p 2 , 

nous t rouvons que 

i-n p 

est une solution de l ' équat ion. 

Si les coefficients T sont nuls, les coefficients À et B deviennent 

identiques à R et S. Mais ce n'est plus le cas si T n'est pas nul . 

D o n c , dans le cas où l 'é lectr ic i té s 'écoule à part ir d 'un centre p lacé 

dans un mil ieu infini, h o m o g è n e , mais non i so t rope , les surfaces é q u i -

potentielles sont des el l ipsoïdes pou r chacun desquels p est constant . 

Les axes de ces el l ipsoïdes sont d i r igés suivant les axes p r inc ipaux de 

conduct ib i l i té , lesquels ne co ïnc iden t avec les axes p r i nc ipaux de r é 

sistance que si le sys tème est symét r ique . 

En transformant cet te équat ion, on peut prendre p o u r axes les axes 

principaux de conduc t i b i l i t é . Les coefficients de la fo rme s ou de la 

forme B se réduisent alors à zé ro , et chacun des coefficients de la 

forme A est l ' inverse du coeff icient cor respondant de la forme r. L ' e x 

pression de p est 

303 . La théorie du système comple t des équat ions de résistance et 

de conduc t ib i l i t é est celle des fonct ions linéaires à trois variables, 

dont on t rouve des exemples dans la théor ie des déformat ions élas

tiques ( ' ) et dans d'autres branches de la P h y s i q u e ( 2 ) . La forme la 

plus convenable p o u r traiter cette théor ie est cel le que Hamil ton et Tai t 

appliquent aux fonct ions linéaires et vectoriel les d 'un vec teur . T o u t e 

fois nous n ' in t roduirons pas formel lement la notat ion des qua te r -

nions. 

On peut regarder les coefficients T , , T 2 et T 3 c o m m e les c o m p o 

santes rectangulaires d 'un vec teur T , don t la grandeur absolue et la 

direct ion dans le corps sont fixes et indépendantes du c h o i x des axes 

de coordonnées . La m ê m e chose est vraie de £2 et t i } composan tes 

d'un autre vec teur t. 

En général, les d i rec t ions des vecteurs T et t ne c o ï n c i d e n t pas. 

RI R 2 r3 

--1 
^I r2 r3 

(*) Voir TIMASON et T A I T , Natural Philosophy, § 154. 

( 2 ) [Ces équations sont identiques aussi à celles de la propagation de la clialeur. 

( Cf. L A M E , Théorie de la chaleur. ) V. 
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4 / 8 2 e PARTIE, CHAP. VIII. — RÉSISTANCE ET CONDUCTIBILITÉ, ETC. 

( ') [Ou dans les substances soumises à l'action d'un champ magnétique. P.] 

Prenons l 'axe des z, de façon qu ' i l c o ï n c i d e avec le vec teur T , et 

t ransformons, en conséquence , les équat ions de rés is tance; elles pren

dront la forme 

!

X — R t u -+- S 3 v -+- S 2 w — T p . 

y = S 3 u - H R 2 v - H S t w - T - T u, 

Z = S 2 u -+- S, v - t - l t 3 H " . 

De ces équat ions il résulte que nous pouvons cons idére r la force 

é lec t romot r ice c o m m e la résultante de d e u x forces : l 'une ne dépen

dant que des coefficients R et S, et l 'autre ne dépendant que de T . La 

partie qu i dépend de R et S est l iée à l ' intensité par la m ê m e relation 

qui existe entre la perpendicula i re abaissée sur le plan tangent à un 

e l l ipsoïde et le rayon vec teur . L'autre part ie, qui dépend de T , est égale 

au p rodu i t de T par la composan te de l ' intensité perpendicula i re à 

l 'axe T ; sa d i rec t ion est pe rpendicu la i re à l 'axe T et à la composan te 

de l ' intensité, dans le sens où serait amenée cet te composan te par une 

rotat ion de go" autour de T dans le sens posi t i f . 

Si nous cons idérons l ' intensité et T c o m m e des vec teurs , la partie 

de la force é l ec t romot r i ce due à T est la part ie vec tor ie l le d u p rodu i t 

T X intensité. 

Le coeff ic ient T peut être appelé coefficient de rotation. Nous avons 

l ieu de c ro i re qu ' i l n 'existe p o u r aucune substance c o n n u e . S'il existait 

que lque part , ce serait dans les aimants ( ' ) , qu i ont dans une certaine 

d i rec t ion une polar i té due sans dou t e à que lque p h é n o m è n e de rota

tion à l ' intérieur de la substance . 

301 . A d m e t t a n t qu ' i l n 'y ait po in t de coeff icient de rota t ion, nous 

allons é tendre le t héo rème de T h o m s o n donné au § 100, et démont re r 

que la cha leur déve loppée par un couran t dans un sys tème en un 

temps donné est un m i n i m u m un ique . 

P o u r simplifier les opéra t ions a lgébr iques , p renons les axes de m a 

nière à r édui re à trois termes l 'express ion ( g ) , et, par suite, dans le 

cas actuel , l 'expression ( I O ) ; on a alors p o u r l 'équat ion générale c a 

ractéris t ique (16) 

, , x d ? v d"-y #v 
rl — - -t- r-i — - -i- r3 - = o. 

ax1 tiy1- tiz1 

Soient aussi a, b, c trois fonct ions de x, y, s satisfaisant à la c o n -
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ÉQUATION DE CONTINUITÉ DANS UN MILIEU HOMOGÈNE. 4? 9 

dition 

da db de 
( î 5 ) 1 : h T - = 0 , 
v ' àx dy àz 

et soient 

/ dV 

2 6 ) < b — — r s h t>, 

\ <*y 
/ dV 

Enfin prenons l ' intégrale triple 

( 2 7 ) \V = JJJ(Riai^r-W^-^^c*) dxdy dz 

pour des espaces définis c o m m e dans l ' énoncé du § 100, c 'est-à-dire 

tels que V soit constant dans certaines parties, et que la composan te 

du vecteur a, b, c suivant la normale aux surfaces l imites des autres 

parties soit donnée et assujettie, en outre, à la restr ict ion que son 

intégrale prise sur l ' ensemble de la surface l imite soit nul le ; alors W 

sera m i n i m u m si 

u = o, v = o, w = o . 

En effet, nous avons 

ri K, = 1 , /- 2 Rj = 1 , r3 R 3 = 1 ; 

d o n c , d 'après l 'équat ion ( 2 6 ) , 

\«~ Sff 
( 2 8 ) < -H J j j ( R i « ' + R i f ' - H R j W ^ e t e r f j ' f l f e 

( ~ (" £+" %+w ï)dx dydz-
Mais, pu i sque 

du dv àw 

™> ó x + à J ^ J z = 0 ' 

le t roisième terme s'annule en vertu des cond i t ions aux l imi tes . 

Ee p remie r terme de ( 2 8 ) est d o n c l 'un ique m i n i m u m de W -

305. C o m m e cet te p ropos i t ion a une grande impor t ance dans la 

théorie de l 'é lect r ic i té , il peut être utile de donner la démonst ra t ion 
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suivante du cas le plus général, sous une fo rme e x e m p t e d 'opérat ions 

analyt iques. 

Cons idérons la p ropaga t ion de l ' é lec t r ic i té dans un conduc t eu r de 

forme q u e l c o n q u e , h o m o g è n e ou hé t é rogène . 

Nous savons q u e : 

i ° TJne l igue , menée suivant la d i rec t ion et dans le sens du courant , 

va des points où le potent ie l est p lus élevé à c e u x où il est moins 

é levé. 

2 ° Si en tous les po in t s du système le potent ie l est changé dans le 

m ê m e rappor t , l ' intensité est changée dans le m ê m e rappor t : c 'est la 

loi de Ohrn. 

3° Si une cer taine d is t r ibut ion des potent ie ls donne l ieu à une c e r 

taine d is t r ibut ion des intensités, et si une autre d is t r ibut ion des p o 

tentiels d o n n e une autre dis t r ibut ion des intensités, une t rois ième 

dis t r ibut ion où le potent ie l est la s o m m e ou la différence des p o t e n 

tiels dans la p remière et la s econde d is t r ibut ion d o n n e l ieu à une 

dis t r ibut ion des intensités telle que l ' intensité du couran t qu i , dans 

ce t ro is ième cas, passe à travers une surface finie donnée , est égale à 

la s o m m e ou à la différence des intensités des courants qu i traversent 

cette surface dans le p remie r et le s econd cas. Car , d 'après la loi de 

O h m , l ' intensité addi t ionnel le due à une variat ion des potent iels ne 

dépend pas de l ' intensité p r imi t ive due à la d i s t r ibu t ion pr imi t ive 

des po ten t ie l s . 

4° Si le potent ie l est constant sur l ' ensemble d 'une surface fermée 

ne renfermant ni é lec t rodes , ni forces é l ec t romot r i ces intér ieures, il 

n 'y a po in t de couran t à l ' intérieur de la surface fe rmée , et le p o t e n 

tiel en un p o i n t intér ieur q u e l c o n q u e est égal au po ten t ie l sur la 

surface. 

En effet, s'il v a des courants à l ' intér ieur de la surface fermée, ils 

décr iven t des c o u r b e s fermées , ou b ien ils c o m m e n c e n t et finissent en 

des poin ts situés à l ' intér ieur de la surface ou sur cet te surface. 

Mais , pu i sque les courants passent toujours des points où le po t en 

tiel est plus élevé aux poin ts où le potent ie l est mo ins é levé , ils ne 

peuvent décr i re des c o u r b e s fermées . 

Puisqu ' i l n 'y a po in t d 'é lec t rodes à l ' intér ieur de la surface, le 

couran t ne peu t c o m m e n c e r ni finir en un po in t intér ieur de la sur face ; 

pu isque le potent ie l est le m ê m e en tous les poin ts de la surface, il ne 

peut y avoi r de couran t suivant des l ignes tracées d'un p o i n t à un 

autre de la surface. 

D o n c , il n 'y a po in t de courants à l ' intér ieur de la surface, et, par 

suite, pas de différence de poten t ie l s ; car une parei l le différence don-
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nerait l ieu à des courants . D o n c , le potent ie l en tous les points in té 

rieurs est le m ê m e que sur la surface fe rmée . 

5° S'il n 'y a po in t de couran t é lec t r ique qui traverse une part ie 

que lconque de la surface fe rmée , et s'il n 'y a à l ' in tér ieur de cet te 

surface ni é lec t rodes , ni forces é l ec t romot r i ces intér ieures , il n 'y a 

point de courant dans la surface, et le potent iel y est par tout le m ê m e . 

6° Si le potent iel est un i forme sur une partie d 'une surface fermée, 

et qu ' i l ne passe po in t de couran t à travers le reste de la surface, le 

potentiel à l ' intér ieur de la surface est un i forme p o u r les mêmes ra i 

sons. 

7° Si l 'on conna î t le potent ie l p o u r chacun des poin ts d 'une part ie 

d'une surface fermée et l ' intensité du couran t qu i traverse la surface 

en chacun des poin ts du reste d e cet te surface, il ne peu t exister 

pour les poin ts intérieurs du co rps qu 'une seule d i s t r ibu t ion des p o 

tentiels. 

Car, si p o u r un po in t q u e l c o n q u e intér ieur au co rps il y avait d e u x 

valeurs, don t V , fût la p remière et V 2 la seconde , nous p o u v o n s c o n 

cevoir un t ro i s i ème cas dans leque l le potent ie l de c h a q u e po in t 

sera l 'excès de la p remiè re valeur sur la s econde . P o u r la part ie de la 

surface où l 'on conna î t le potent ie l , le potent ie l deviendra nul dans ce 

troisième cas ; de m ê m e , l 'intensité sera nulle pou r les autres parties de 

la surface; par suite, d'après ( 6 ) , le potent ie l sera nul p o u r tout 

point à l ' intérieur de la surface : il ne d o i t d o n c po in t exister de dif

férence entre V, et V , . 11 n 'y a d o n c qu 'une seule d is t r ibut ion des p o 

tentiels p o s s i b l e . Cet te p ropos i t i on est vraie , que le sol ide soit l imi té 

par une ou par plusieurs surfaces fermées. 

Calcul approché de la résistance d'un conducteur de forme donnée. 

30G. Le c o n d u c t e u r que nous cons idérons ic i a sa surface partagée 

en trois por t ions : sur l 'une, le potent ie l est maintenu à une valeur 

constante; sur l 'autre, il a une valeur constante différente de la p r e 

miè re ; tout le reste de la surface est impéné t rab le à l ' é lec t r ic i té . 

Nous pouvons supposer que l 'on rempl i t les cond i t ions relatives à la 

première et à la s econde par t ie , en appl iquant sur le c o n d u c t e u r d e u x 

électrodes faites d 'une substance parfai tement c o n d u c t r i c e , et cel le 

qui est relat ive au reste de la surface, en le couvran t d 'une c o u c h e de 

matière parfai tement isolante. 

Dans ces cond i t i ons , l ' intensité en chaque po in t du c o n d u c t e u r est 

p ropor t ionne l le à la différence des potent ie ls aux é lec t rodes . Appe lan t 

cette différence force électromotrice, l ' intensité totale de l 'une des 

Tr. d'Élect. et de Magn., I. 3 i 
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(') Phil. Trans., 1 8 7 1 . 

é lec t rodes à l 'autre est le p rodu i t de la fo rce é l ec t romot r i ce par la 

conduc t ib i l i t é du c o n d u c t e u r entier, et la résistance du c o n d u c t e u r 

est l ' inverse de sa c o n d u c t i b i l i t é . 

C'est seulement quand un c o n d u c t e u r se t rouve à peu près dans les 

cond i t ions ainsi définies que l 'on peu t d i re q u e , pr is dans son e n 

semble , il a une résistance ou une conduc t i b i l i t é dé te rminée . U n e 

b o b i n e de résistance, fo rmée d'un fil fin se terminant par de grosses 

masses de cu iv re , satisfait à peu près à ces c o n d i t i o n s ; ca r le potent ie l 

est sens ib lement constant dans ces é lec t rodes massives , les différences 

de potent ie ls qu i peuvent exister entre les différents points d 'une 

m ê m e é l ec t rode pouvan t être négl igées devant la différence des poten

tiels aux d e u x é lec t rodes . 

U n e m é t h o d e très uti le p o u r ca lcu le r la résis tance de pareils c o n 

ducteurs a été donnée p o u r la p remière fois , à m a connaissance , 

dans un M é m o i r e de l o r d R a y l e i g h sur la Théorie de la Réso

nance 

Elle est fondée sur les cons idéra t ions suivantes : si la résistance 

spécif ique d 'une part ie du c o n d u c t e u r change , ce l l e du reste du c o n 

duc teur demeuran t invar iable , la résistance du c o n d u c t e u r total aug

mente o u d iminue , suivant q u e la résistance de cet te partie augmente 

ou d i m i n u e . 

C e p r inc ipe peut être cons idé ré c o m m e é v i d e n t ; il est aussi aisé de 

faire v o i r que la valeur de l ' express ion qui d o n n e la résistance d 'un 

système de conduc teu r s entre deux poin ts cho i s i s c o m m e é lec t rodes 

c ro î t à mesure q u e c ro î t la résistance de chacun des éléments du sys tème. 

Il résulte de là que si, dans la masse du c o n d u c t e u r , nous traçons 

une surface de fo rme q u e l c o n q u e , et si nous supposons que cet te sur

face soit une nappe inf iniment m i n c e , f o r m é e d 'une substance parfai

tement c o n d u c t r i c e , la résistance du conduc t eu r total sera d iminuée , 

à moins q u e la surface ne soit une surface équ ipo ten l i c l l e l o r sque le 

corps est dans son état na ture l ; car a lors , cette surface étant déjà en 

équ i l ib re é lec t r ique , aucun effet ne sera p r o d u i t quand on la rendra 

parfai tement c o n d u c t r i c e . 

T raçons d o n c dans l ' intér ieur du c o n d u c t e u r une série de surfaces : 

la p remière co ïnc idan t avec la p remière é l ec t rode , la dernière avec la 

seconde é lec t rode , les surfaces in termédiai res étant l imitées par la 

surface non c o n d u c t r i c e et ne se coupan t po in t les unes les aut res ; 

supposons que chacune de ces surfaces soit une nappe inf iniment 
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l ' intégration s 'étendant à toute la c o u c h e l imi tée par la surface non 

conduc t r i ce du conduc t eu r . 

D 'où la conduc t i b i l i t é de la c o u c h e est 

tr ices, 

dC l ' intensité du couran t qui passe à travers c/S ; 

alors 

et l ' intensité du cou ran t total qu i traverse la c o u c h e est 

c = e . / 7 P > > 

(s) 

et la résistance de la c o u c h e est l ' inverse de cette quant i té . 

Si la c o u c h e est l imitée par deux surfaces p o u r lesquel les une f o n c 

tion F a des valeurs F et F -+- dF, on a 

( 4 ) 

et la résistance de la c o u c h e est 

d¥ 

mince, d 'une subs tance parfai tement c o n d u c t r i c e . Nous aurons ainsi 

consti tué un système don t la résistance n'est cer ta inement pas supé

rieure à la résistance du c o n d u c t e u r p r o p o s é , et ne lui devient égale 

cpie si les surfaces que nous avons chois ies sont les surfaces é q u i p o -

tentielles naturelles. 

Mais ca lcu le r la résistance du système artificiel est une opérat ion 

bien plus aisée que le p r o b l è m e pr imit i f ; car la résistance de l 'en

semble est la s o m m e des résistances de toutes les c o u c h e s compr i ses 

entre les surfaces success ives , et l 'on peut t rouver , ainsi qu ' i l suit, la 

résistance de c h a q u e c o u c h e . 

Soient 

rfS un é lément de surface de la c o u c h e , 

i l 'épaisseur de la c o u c h e pe rpend icu la i r ement à cet é lément , 

p la résistance spéc i f ique , 

E la différence de potent iels des deux surfaces parfai tement c o n d u c -
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4 8 ^ 2 e P A R T I E , CHAP. VIII . — RÉSISTANCE ET CONDUCTIBILITÉ, E T C . 

P o u r t rouver la résistance de l ' ensemble du c o n d u c t e u r , nous n 'avons 

qu 'à intégrer par rappor t à F, et nous t rouvons 

( 6 ) R 1 = r d¥ 
- XFdS 
F 

La résistance R du c o n d u c t e u r , dans son état naturel , est p lus 

grande que la va leur ainsi t r o u v é e , à mo ins que les surfaces chois ies 

ne soient les surfaces équipotent ie l les naturelles. D 'a i l leurs , c o m m e 

la vraie valeur de R est le m a x i m u m absolu des valeurs de R j et peu t 

être ainsi o b t e n u e , une légère différence entre les surfaces chois ies et 

les surfaces équipotent ie l les exactes ne p rodu i r a sur R qu 'une er reur 

compara t i vemen t fa ib le . 

Cet te m é t h o d e p o u r dé te rminer une l imi te infér ieure de la va leur 

de la résistance est é v i d e m m e n t d 'une générali té parfai te , et peut 

s 'appl iquer à des conduc t eu r s de fo rme q u e l c o n q u e , lors m ê m e que la 

résistance spécif ique p varierai t d 'une manière q u e l c o n q u e dans l ' inté

r ieur du c o n d u c t e u r . 

L ' e x e m p l e le plus famil ier de cette m é t h o d e est la façon dont on 

dé te rmine hab i tue l l ement la résistance d'un fil méta l l ique tendu, de 

sect ion var iab le . Dans ce cas, les surfaces que l 'on cho is i t sont des 

plans perpendicula i res à l 'axe du fil; les c o u c h e s ont des faces paral

lèles, et la résistance d 'une c o u c h e de sect ion S et d 'épaisseur ds est 

( 7 ) · d R l = t f . 

et la résistance de tout un fil de l o n g u e u r s est 

( 8 ) 

S étant la section transversale, laquel le est fonc t ion de s. 

Dans le cas des fils d o n t la sec t ion varie len tement avec la l o n g u e u r , 

cette m é t h o d e donne des résultats très vois ins de la véri té ; mais ce 

n'est, en réali té , q u ' u n e l imi te infér ieure , et la résistance vraie est 

toujours plus g rande , sauf dans le cas où la sect ion est parfa i tement 

un i fo rme . 

307 . P o u r t rouver une l imi te supér ieure de la résistance, supposons 

que l 'on trace dans le co rps une surface et q u ' o n rende cet te surface 

impénét rable à l ' é lec t r ic i té . L'effet sera d ' augmente r la résistance du 

c o n d u c t e u r , à m o i n s que la surface ne soi t une surface naturelle de 
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flux. A u m o y e n de deux systèmes de surfaces, nous p o u v o n s fo rmer 

une série de tubes qu i dé terminent c o m p l è t e m e n t le f l u x ; et l 'effet 

de ce système de surfaces impénét rab les , s'il y a un effet p rodu i t , est 

d 'accroî tre la résistance du c o n d u c t e u r au delà de sa valeur naturel le . 

La résistance de chaque tube peu t être ca lcu lée par la m é t h o d e que 

l 'on a donnée p o u r un fil fin, et la résistance du c o n d u c t e u r est 

l 'inyerse de la s o m m e des inverses des résistances de tous les tubes . 

La résistance ainsi t rouvée est plus grande que la résistance vér i tab le , 

à moins que les tubes ne suivent les l ignes naturelles de flux. 

Dans le cas déjà cons idéré d'un conduc t eu r en fo rme de solide de 

révolut ion a l longé , c o m p t o n s les x suivant l ' axe , et soit b le rayon 

de la section faite en un p o i n t q u e l c o n q u e . P renons p o u r l 'une des 

séries de surfaces impénét rab les des plans passant par l ' axe , p o u r 

chacun desquels TP est cons tant ; p o u r l 'autre, des surfaces de r évo 

lution, p o u r lesquelles 

( 9 ) ^ 2 = ^ 2 , 

^ étant une quanti té numér ique compr i s e entre o et i . 

Cons idérons une por t ion de tube l imitée par les surfaces TP et TP - f - dv, 

4> et -+- di/, et x et x - f - dx. 

La section du tube perpendicu la i re à l 'axe est 

( 1 0 ) ydydy = - i è ' a t y r f c p . 

Si 8 est l 'angle du tube avec l 'axe 

( 1 1 ) TANG6 = ^ ^ . 

La vraie grandeur de l 'é lément d e tube est c o r s é e 8 , et sa vraie s e c 

tion est 

±b*d<\idta cosQ, 

de sorte que la résistance est 

dx . .„ dx T /db\*l 

A P P D ^ S C C 2 8 =
 2 P ^ P ^ [ r + H ^ J y 

Soient 

( l 3 ) A B = y ï ( S ) ^ -

l ' intégration s 'étendant à toute la l ongueu r x du c o n d u c t e u r ; a lors la 

résistance du tube dvdfy est 
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( ' 4 ) 
H' JJ 

il peut être infér ieur , mais non supér ieur à la conduc t ib i l i t é vraie du 

c o n d u c t e u r . 

„. db . . . , B . . 
dUc C S t t o u 1 0 u r s u n c P c t l t e quant i té , est aussi pet i t , et nous 

pouvons d é v e l o p p e r l ' express ion de la conduc t î b i l i t é sous la f o rme 

i B i B> i B3 , r . i 37 / i B i B 2 i B 3 

( , 5 ) K ' = A ( ' 

77 
Le p r emie r te rme -7- est celui que l 'on aurait t rouvé , par la p r emiè re 

A 

m é t h o d e , c o m m e l imi te supér ieure de la c o n d u c t i b i l i t é . D o n c la c o n 

duc t ib i l i t é vraie est infér ieure au p r e m i e r t e rme , mais supér ieure à la 

série tou t ent ière . La l imi te supér ieure de la résistance est l ' inverse 

de c e l l e - c i , soit 

, n A / 1 B 1 B 2 1 B 3 

( l G ) = T 7 \ a A 1 2 A 2 -¿4 A* 

Si nous avions supposé non seulement q u e le flux est d i r igé par les 

surfaces tp et >\i, mais enco re que le f lux dans c h a q u e tube est p r o p o r 

t ionnel à d-fdfy, on aurait o b t e n u , c o m m e valeur de la résistance, sous 

cet te res t r ic t ion supplémenta i re , 

( 1 7 ) R " = ^ ( A ^ i B ) , 

laquel le est é v i d e m m e n t supér ieure à la p remière valeur , ainsi qu 'e l le 

devai t l 'être en raison de cet te restr ict ion addi t ionnel le . Dans le M é 

m o i r e de l o r d Ray le igh , cet te supposi t ion est faite, et la l imi te supé 

r ieure de la résistance qui y est donnée a la valeur ( 1 7 ) , un peu p lus 

grande que cel le ob t enue en (16). 

308 . N o u s allons maintenant app l iquer cet te m ê m e m é t h o d e à la 

et sa conduc t ib i l i t é 

d^ido 

2 ( A - + - l | 7 B ) ' 

P o u r t rouver la conduc t ib i l i t é de tout le c o n d u c t e u r , laquel le est la 

s o m m e des conduc t ib i l i t é s des différents tubes , nous devons intégrer 

cet te équat ion depuis <p = o j u squ ' à tp = a i t , e t de I!J = o à I[J = i . Le 

résultat est 

i " l o s ( I + x ) 
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ce qui peu t s écr i re 

U 9 ) 

TT ce2 4 a 

KO.' \ p 4 / 

le second terme de la parenthèse est une quantité que l 'on do i t ajouter 

à la l ongueu r du cy l indre ou du fil quand on ca lcule sa résis tance, et 

qui est é v i d e m m e n t une très pet i te co r r ec t i on . 

P o u r c o m p r e n d r e la nature de l 'erreur dont il s 'agit, il faut r emar 

quer que nous avons toujours supposé le flux un i fo rme dans toute la 

section du fil, y c o m p r i s le d i s q u e ; mais le flux du d isque à l ' é l ec 

trode n'est p lus un i fo rme : en c h a q u e po in t , il est inversement p r o 

port ionnel à la c o r d e m i n i m u m passant par ce po in t . Dans le cas 

recherche de la co r rec t ion qu ' i l faut appl iquer à la l ongueu r d 'un c o n 

ducteur cy l ind r ique de rayon a, lo rsque son ext rémité est mise en 

contact avec une é lec t rode massive, que nous supposerons faite d'un 

métal différent. 

P o u r t rouver la l imi te infér ieure , nous pouvons supposer q u e l 'on 

interpose entre le b o u t du cy l indre et l ' é lec t rode mass ive un d i sque 

infiniment m ince d 'une substance parfai tement c o n d u c t r i c e , de façon 

que le potent ie l soit par tout le m ê m e au b o u t du cy l ind re . A l o r s le 

potentiel dans le cy l indre ne sera plus fonct ion que de sa l o n g u e u r ; 

et, si nous supposons q u e la surface de con tac t de l ' é lec t rode et du 

cylindre soit à peu près plane et que l ' é lec t rode ait des d imens ions 

considérables re la t ivement au diamètre du cy l indre , la d is t r ibut ion 

du potent iel sera Ja m ê m e q u e cel le qui est p rodui te sur un c o n d u c t e u r 

en forme de d i sque placé dans un mi l ieu infini. (Voir § l o i et 177. ) 

Si E est la différence entre le potent ie l du disque et celui des parties 

les plus é lo ignées de l ' é l ec t rode , G l ' intensité du couran t qu i va de la 

surface du d i sque à l ' é lec t rode , et si p' est la résistance spécif ique de 

l ' é lec t rode ; si enfin Q est la quanti té d 'é lectr ic i té répandue sur le 

disque et que nous supposons dis t r ibuée c o m m e au § l o i , nous avons 

( 1 8 ) P ' C = i 4 * Q = s * ^ = 4 « E , 

1 

d'après le § 151 . 

Si d o n c le fil présente une longueur L depuis un po in t donné jusqu ' à 

l 'é lect rode, et si sa résistance spécif ique est p, sa résistance, depuis le 

point chois i j u s q u ' à un po in t de l ' é lec t rode non siLué dans le vo is inage 

de la j o n c t i o n , est 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



(') Voir un Mémoire du professeur Cayley, London Math. Soc. Proc, VI, 
p. 4 7 . 

actuel , le flux à travers le d i sque n'est pas u n i f o r m e ; mais il n 'est pas 

non plus aussi différent d 'un po in t à un autre que nous le supposons 

i c i . Dans le cas actuel , le potent ie l du d i sque n'est pas un i fo rme , mais 

varie et d iminue quand on va du mi l i eu vers les b o r d s . 

309. Nous allons maintenant dé te rminer une quant i té plus grande 

que la vraie résistance, en astreignant le f lux à être uni forme en tous 

les points du d i sque . Nous pouvons supposer que les forces é l ec t ro 

mot r ices in t rodui tes à cet effet agissent pe rpend icu la i r ement à la sur

face du d i sque . 

La résistance du fil sera la m ê m e que p r é c é d e m m e n t ; mais la quan 

tité de chaleur p rodu i t e dans l ' é lec t rode sera l ' intégrale de surface du 

p rodu i t du flux par le potent ie l . O r le flux, en un po in t q u e l c o n q u e , 

est 

C 
T. 3 

et le potent ie l est le m ê m e que ce lu i d 'une surface é lect r isée p o u r 

laquel le la densité superficiel le a est 

( 2 0 ) 2 7 T C T = — , 

T. a1 

p' étant la résistance spéci f ique. 

Nous avons d o n c à dé terminer l 'énergie potent ie l le de la cha rge d'un 

disque don t la densité suoerf iciel le est un i fo rme et égale à a. 

( ' ) On t rouve aisément que sur les b o r d s d 'un d isque où la densité 

superficielle est un i forme et égale à a, le potent ie l est 

4 a?. 

Le travail effectué, s i ' l ' o n ajoute à la c i r con fé rence du d isque une 

bande d 'épaisseur da, est 

1 TI a a da ^aa, 

et l ' énergie potent iel le totale du d isque est l ' intégrale de cet te expres

s ion, soit 

( 2 1 ) P - ~ a 3 a 2 . 

Dans le cas de la c o n d u c t i o n é lec t r ique , le travail effectué dans une 
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et la co r r ec t ion qu ' i l faut faire sub i r à la longueur du cy l indre est 

P ' 8 

p ir. 

cette cor rec t ion étant supér ieure à la vraie valeur. La co r rec t ion vraie 

à faire sur la l o n g u e u r est d o n c — an, o ù n est un n o m b r e c o m p r i s 
P 

T. 8 
entre - et — j c 'es t -à-di re entre 0 , 7 8 5 et O,84Q. 

4 4 u " v 

Par une d e u x i è m e approx ima t ion , l o rd Rayle igh a rédui t à 0,8282 la 

limite supér ieure de n ('). 

(' ) Phil. Mag., nov. 1 8 7 a . Plus tard, lord Rayleigh a obtenu pour limite supé

rieure o , 8 2 4 2 - (Voir London Math. Soc. Pvoc, VIII, p. 7 4 . ) 

électrode de résis tance R ' est 

C* R'; 

mais, d'après l 'équat ion générale de c o n d u c t i o n , l ' intensité du couran t 

qui passe à travers l 'unité d 'aire du disque est de la fo rme 

i rfV 

p ' dt 
ou 

4 -
—r x 

P 

D o n c la quantité de travail effectué est 

P 

Nous avons d o n c 

(aa) C S R ' ^ ^ P ; 

d 'où, en vertu de ( a o ) et de ( ^ i ) , 

R'= 8 5 ' 
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4çjO 2 8 P A R T I E , CHAP. I X . — - CONDUCTION DANS LES MILIEUX, E T C . 

CHAPITRE IX. 

C O N D U C T I O N D A N S L E S M I L I E U X H É T É R O G È N E S . 

Des conditions qui doivent être satisfaites à la surface de séparation 

de deux milieux conducteurs. 

310 . Il y a d e u x cond i t ions auxque l les doi t satisfaire, en général , 

toute d is t r ibut ion de courants : la c o n d i t i o n de cont inui té du po ten

tiel et la c o n d i t i o n de con t inu i t é des courants é lec t r iques . 

La p r emiè re de ces cond i t ions e x i g e que d e u x points infiniment 

vo is ins , mais situés de part et d 'autre de la surface de séparation de 

deux mi l i eux , soient à des potent ie ls égaux . Il est entendu que les 

potent iels sont mesurés avec un é lec t romèt re relié au po in t cons idéré 

par une é lec t rode faite d 'un métal donné . Mais , si les potent ie ls sont 

mesurés par la m é t h o d e décr i te aux § 222 et 246 , où les é lec t rodes 

viennent about i r dans une cavi té p le ine d'air, c reusée dans le c o n d u c 

teur, les potent ie ls de deux poin ts vois ins pris sur des métaux diffé

rents devront différer d 'une cer ta ine quanti té qui dépend de la nature 

et de la température des deux mé taux . 

L 'autre cond i t ion à la surface est que le cou ran t qui passe à travers 

un é lément q u e l c o n q u e de la surface de séparation ait la m ê m e valeur , 

que l que soi t ce lu i des mi l i eux dans leque l o n le mesure . 

A i n s i , V j et V 2 étant les potent ie ls dans les deux m i l i e u x , en un 

p o i n t q u e l c o n q u e de la surface de séparat ion, 

( 0 V , = V 2 , 

et, si vl7 Wi et u2, v2, w% sont les composan te s de l ' intensité dans 

les deux m i l i e u x , et l, m, n les cos inus d i rec teurs de la no rma le à la 

surface de séparation, 

(•i) lu\ -t- mp, -+- R W , = lu2 ^ O T P 2 + n w j . 

Dans le cas le plus général , u, v et w sont des fonc t ions linéaires 

des dér ivées de V et sont représentées par des équat ions de la fo rme 

i u = rtX -+-p3Y -+- sr 2 Z, 

( 3 ) e = ? 3 X + r , Y - ) - ^ Z , 

' w - - / > 2 X -+- qi Y - I - rè Z, 
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DES CONDITIONS QUI DOIVENT ÊTRE SATISFAITES, E T C . 4 9 ' 

où X , Y , Z sont les dérivées partielles de V , par rappor t à x, y et 

Cons idérons le cas où la surface sépare un mil ieu qu i a ces coef f i 

cients de c o n d u c t i o n d 'un mi l i eu i so t rope , où le coeff ic ient de con

duct ion est r. 

Soient X ' , Y ' , Z ' les valeurs d e ' X , Y , Z dans le mi l i eu i s o t r o p e ; 

nous avons à la surface 

(4 ) V = V 

ou 

( 5 ) Xdx + Ydy^-Zdz = X'dx+Y'dy+Z'dz, 

quand 

( 6 ) Idx -h mdy -+• ndz — o. 

Cette cond i t ion donne 

(7) X ' = X - h 4 / , Y ' = Y ^ 4 - 3 m , Z' = Z -h 4177;?,, 

a étant la densi té superf iciel le . 

Nous avons aussi, dans le mi l ieu i so t rope , 

( 8 ) u ' = r X ' , v'=rY', w'=r7.', 

et à la surface la cond i t i on du flux est 

(9) u' l •+• v'm -+- w'n = ul -4- vm •+- wn 

ou encore 

->rm'q3X-\-rIY-hplZ) + n(p1X^-qiY-Jr r 3 Z ) ; 

d 'où 

4ucrr = [¿(7 -1 — /•) -h mq3^ npzjX -4- [lp3 + m(r2 - - r) -1 t i ^ i ] Y 

+ + mpi-h n(r3 — r ) ] Z . 

La quanti té c? représente la densité superficielle de la charge , à la sur

face de séparat ion. Dans les substances cristallines ou organisées , elle 

dépend de la d i rec t ion de la surface, aussi b i en que de la fo rce qui est 

normale à cet te surface. Dans les substances i so t ropes , p et q sont 

nuls, et tous les coefficients r sont égaux , de sorte que 

( 1 2 ) 4 ™ = ^ - — i ^ ( / X - l T T i Y - h n Z ) , 

où i\ est la conduc t ib i l i t é de la substance, et r celle du milieu e x t é -
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4g2 3 " PARTIE, CHAP. I X . — CONDUCTION DANS LES MILIEUX, E T C . 

r ieur, et / , m, n les cos inus d i rec teurs de la normale d i r igée vers le 

mi l ieu don t la conduc t ib i l i t é est r. 

Si les deux m i l i e u x sont i so t ropes , les c o n d i t i o n s peuvent être bien 

s impl i f iées ; car, k étant la résistance spécif ique par uni té de v o l u m e , 

( i 3 ) M - — 1 - — p - _ I ^ Y 
k ôx k &y k àz 

et si v est la normale menée en un po in t de la surface de séparation, 

du p remie r mi l i eu vers le second , la cond i t ion de con t inu i t é est 

Si 0, et 0 2 sont les angles que font , avec la normale à la surface de sé

parat ion, les l ignes de flux dans le p r emie r et dans le s e c o n d mi l ieu , 

les tangentes à ces l ignes de flux sont dans le plan qui con t ien t la nor

male et sont situées de part et d 'autre de cet te no rma le , et 

( i 5 ) ki tang 8 t = k2 tang6 2 . 

C 'es t ce q u ' o n peut appeler la loi de la réfraction des lignes de flux. 

3 1 1 . P o u r donne r un exemple des cond i t ions qui do ivent être satis

faites l o r sque l ' é lec t r ic i té traverse la surface de séparation de deux 

mi l i eux , nous allons cons idé re r une surface sphér ique de rayon a, la 

résistance spéci f ique étant kl à l ' in tér ieur de la sphère et k2 à l ' ex té

r ieur . 

D é v e l o p p o n s en ha rmoniques sol ides le potent ie l de l ' intérieur et 

celui de l ' ex tér ieur de la surface, et soient 

( 0 V , = [ A 1 R ' - - l - B 1 7 - « < i > ] S I - , 

( 2 ) V 2 = [ A 2 R ' 4 - I 3 2 R - i ' + " ] S i , 

les parties qu i , p o u r l ' intérieur et p o u r l ' ex tér ieur de la sphère , d é 

pendent de l ' ha rmon ique de surface S j . 

A la surface de séparat ion, où r = « , nous devons avoir 

i dVi i ÀVI <3> V«=V« 6t
 ri-6F=T,-ôr-

D e ces cond i t i ons , nous t irons les équat ions 

I ( A , — A s ) a 5 ' - M - f - ( B , — B 2 ) = o, 

( 1 ) K ^ - H " ' " - ^ ' - ^ ' ) ' 
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DES CONDITIONS QUI DOIVENT ÊTRE SATISFAITES, E T C . 

Si nous connaissons d e u x des quatre quanti tés A t , A 2 , B t , B 2 j c e s 

équations suffisent p o u r dé terminer les deux autres. 

Supposons connus A T et B i , nous t rouvons les express ions suivantes 

de A 2 et B 2 : 

( 5 ) 

= [k, ( i -+- T ) -h k2 i] A , - H ( A-, — kj)( i + i )B i a-M+U 
2"~ ki(ii-hi) 

_ (ki— A - ; ) i A i a " ' + » - i - A-,(t — i ) ] B , 

On peut ainsi t rouver les c o n d i t i o n s auxquelles do i t satisfaire c h a q u e 

terme du d é v e l o p p e m e n t h a r m o n i q u e du potent ie l , p o u r un n o m b r e 

que lconque de c o u c h e s l imi tées par des surfaces sphér iques c o n c e n 

triques. 

312. Soient a le rayon de la p remière surface sphér ique , a2 le rayon 

d'une d e u x i è m e surface sphér ique plus grande, au delà de laquel le la 

résistance spécif ique est k3. S'il n 'y a à l ' intérieur de ces sphères ni 

sources, ni pertes d 'é lec t r ic i té , il n 'y a poin t de valeurs infinies de V , 

et nous aurons 

Bj = o. 
Nous t rouvons alors, p o u r les coefficients A 3 et B 3 du mi l i eu e x t é 

rieur, 

A3kjk2(n i - + - 1 ) ! = I [Ai ( 2 i -+-1) -+- k2i][k2(i -+- i) -4- k3i] 

- ) - I - ( « - f - i ) ( A 1 - * 1 ) ( * i - * i ) ( - l ) * I + 1 i A , , 

( 6 ) { \ / ) 

Bs kik2(ii - + - 1 ) 2 = i[ki (i -T- i ) - 4 - k2 i](k2 — k3)a|i+L 

- H i'ki - k2)[k2 i - H k3(i - i - i)J«ïJ>> | A i . 

La valeur du potent ie l dans le mi l i eu extér ieur dépend en partie 

des sources extér ieures d 'é lectr ic i té qu i produisent les courants , i n d é 

pendamment de l ' exis tence de la sphère de matière non h o m o g è n e 

introduite dans le c h a m p de ces sources , et en part ie de la pe r tu rba 

tion causée par l ' i n t roduc t ion de cet te sphère hé t é rogène . 

La p remiè re part ie d é p e n d seulement d 'ha rmoniques sol ides de 

degré positif , car elle ne peut avoir de valeurs infinies à l ' intér ieur de 

la sphère. 

La seconde part ie ne do i t dépendre que d 'ha rmoniques de degrés 

négatifs, car elle do i t s 'annuler à une distance infinie du centre de la 

sphère. 
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4g/í 2" PARTIE, CHAP. IX. — CONDUCTION DANS LES MILIEUX, ETC. 

D o n c , le potent ie l dû aux forces é l ec t romot r i ces extér ieures doi t 

être déve loppab le en une série d 'ha rmoniques sol ides , de degré p o 

sitif. Soi t À 3 le coeff ic ient de l'un d ' eux , de la f o r m e 
A 3 S ¿ W ; 

nous p o u v o n s t rouver A 1 ; le coeff ic ient co r respondan t p o u r la sphère 

intér ieure, par l 'équat ion ( 6 ) , et de celui-là dédu i re A 2 , B 2 et B 3 . D e 

ceux-c i , B 3 représente l'effet p r o d u i t sur le potent ie l du mi l ieu ex t é 

rieur par l ' i n t roduc t ion des sphères hé té rogènes . 

Supposons maintenant k3 — k1; nous serons dans le cas d 'une enve

loppe c reuse , p o u r laquel le k = k 2 , qu i sépare un mi l ieu intér ieur 

d'un mi l i eu extér ieur s emblab le , dans l eque l k = klm 

Si nous posons 

alors 

( l ¡ + l ) U , * , + ('(l' • 0 ( * j — * , ) s ^ i 

j A ! = ki k2 ( 2 i -+- 1)2 C A 3 , 

A 2 = A¡(2¿'-i- 1 ) [ A i ( Í - + - 1 ) -+- A2 i] G A 3 , 

V / ) j B 2 = * a i ( a i - + - i ) ( * i — C A n , 

( 133 = i'k3- k1 ) [*,( i -f- 1 ) -+- A s t ] ( a i ' + t — ) C A 3 . 

La différence entre A 3 , le coeff ic ient non t r o u b l é , et sa valeur A , dans 

la cavi té intér ieure de l ' enve loppe sphér ique , est 

( 8 ) A 3 - A , = ( * , - / - , )* ¿ ( 1 + 1 ) G A 3 . 

Pu i sque cet te quanti té est toujours pos i t ive , quel les q u e soient les 

valeurs de ki et /f2, il résulte que l 'act ion é lec t r ique , dans l 'espace 

c o m p r i s à l ' intér ieur de l ' enve loppe , est m o i n d r e qu ' i l n 'eût été autre

ment , que la c o u c h e sphér ique condu i se m i e u x o u plus mal que le 

reste du mi l i eu . Si l ' enve loppe c o n d u i t m i e u x q u e le reste du mi l i eu , 

elle tend à égaliser le potent ie l dans toute l 'é tendue d e la sphère in té

r ieure . Si elle c o n d u i t m o i n s b ien , elle tend à e m p ê c h e r abso lument 

les courants é lec t r iques d 'at teindre la sphère intér ieure . 

L e cas d 'une sphère massive peut être dédui t de ce lu i -c i , en faisant 

a^ — o, o u peu t être é tudié d i rec tement . 

3 1 3 . Le te rme le plus impor tant dans le d é v e l o p p e m e n t h a r m o n i q u e 
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est celui dans leque l i ' r : i ; o n a , 

0 * , * , ^ [x— (g)"] 

(g ) | A , = ç)klk2GA:h 

A 2 = 3 k2 ( 'A -V- k2 ) CA 3 , 

H s = 3 ^ ( ^ - A - 2 ) « î C A 3 , 

B 3 = ( A - 2 - ^ ) ( ^ ï + ^ ) ( « l - a ? ) C A 3 . 

Le cas d 'une sphère massive de résistance k% peut s'en dédui re en fai

sant « ! = o . On a alors 

( i o ) A 2 = A 3 , B 2 — o , B 3 — y——~ alA3. 
« 1 + 2 « - ! k l - t - 1 k 2 

Il est aisé de faire vo i r , au m o y e n des expressions générales, que la 

valeur de B 3 est la m ê m e dans le cas d 'une sphère creuse fo rmée d 'un 

noyau de résistance kl entouré d 'une enve loppe de résistance Av., et, 

dans le cas d 'une sphère massive et h o m o g è n e , ayant p o u r rayon le 

rayon de la surface ex tér ieure et présentant une résistance K , où 

_ ( 2 * i + kn)a'i -4 -(ki k2)a\ ^ 
_ ( a / c , - ^ A 2 ) a | — 2 ( ^ 1 — k,)a\ 2 -

314. Si l 'on a n sphères de rayon « ! et de résistance kly réparties 

dans un mil ieu de résistance k i t et écartées les unes des autres à des 

distances telles que l 'on puisse cons idére r c o m m e indépendants les ef

fets de per turba t ion qu 'el les exercen t sur la marche des courants , et 

si ces sphères sont toutes contenues dans une sphère de rayon a2, le 

potentiel , en un po in t très é lo igné du centre de cet te sphère , sera de 

la forme 

( 1 2 ) V = ^ A r + n B cosO, 

la valeur de B étant 

( 1 3 ) B = ^ « ï A. 
2 k, -+- kï 1 

Le rapport du v o l u m e des n pet i tes sphères à celui de la sphère qu i 

les cont ient est 

(14) p = n£. 
La valeur du potent ie l , en un po in t é lo igné du centre de la sphère , 
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pourra donc être mise sous la fo rme 

Or , si toute la sphère avait été faite d 'une substance ayant la résistance 

spécif ique K , on aurait 

( 1 6 ) V = A ( r + « i £ r ^ - L ) c o . O . 

P o u r que l 'une de ces express ions soit équivalente à l 'autre, il faut 

que 

ikl + k2-^p(kl—kt) 
2A1-H ki— ipi^ki— ki) 

Tel le est d o n c la résistance spécif ique du mi l ieu c o m p o s é , f o rmé d'une 

substance de résistance k2, dans l eque l sont d isséminées de petites 

sphères de résistance kit le rappor t du v o l u m e des peti tes sphères au 

v o l u m e de le masse totale étant égal à p. P o u r qu ' i l ne se produise 

pas d'effets dus aux réact ions mutuel les de ces sphères , il faut que 

leurs rayons soient petits en compara i son de leurs d is tances , ou quep 

soit une fract ion assez faible. 

Ce résultat peut aussi être o b t e n u par d 'autres m é t h o d e s ; mais 

celle qu i est donnée ici ne fait que reveni r sur le résul ta t déjà ob tenu 

dans le cas d 'une seule sphère . 

Si la dis tance des sphères n'est pas grande re la t ivement à leur 

rayon et si — f- est cons idé rab le , d'autres termes s ' introduisent 

2 /Ci —\- j 

dans le résultat que nous allons examine r maintenant . En raison de 

l 'exis tence de ces termes, certaines dis t r ibut ions des sphères donnent 

l ieu à des résistances du mi l i eu c o m p o s é var iables dans les diffé

rentes d i rec t ions . 

Application du principe des images. 

315. P renons p o u r exemple le cas de deux m i l i e u x séparés par une 

surface plane, et supposons que , dans le p remier mi l i eu , à une dis

tance a de la surface, il y ait une sou rce S d 'é lec t r ic i té , qu i émet une 

quanti té d 'é lectr ic i té S dans l 'unité de t emps . 

Si le p remie r mi l i eu s'étendait indéf iniment , le courant aurait, en 

F. 
un po in t q u e l c o n q u e P , la d i rec t ion S P , et le potent ie l en P serait — , 
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Dans le cas actuel , les cond i t ions sont rempl ies , si l 'on p rend un 

point I , image de S dsns le second mi l ieu , de sorte que le plan de sé

paration des d e u x mi l i eux divise normalement IS en deux parties 

égales. Soit rt la d is tance d'un poin t q u e l c o n q u e au po in t I ; à la sur

face de séparation 

(i) ri = r 2 , 

Soit V ] le potent ie l en un p o i n t du p remie r mi l i eu , dû à une.quant i té 

E d 'électr ici té p lacée en S, et à une autre quanti té E 2 fictivement 

placée en I ; soit V 2 le potent ie l en un po in t du second mi l i eu , dû à 

une quantité E[ fictivement p lacée en S. A l o r s , si 

F F F 
( 3 ) V , = - + — et V 2 = — , 

ri rz rL 

la condi t ion à la surface V , = V 2 donne 

( 4 ) E - * - E , = E „ 
et la cond i t ion 

( 5 ) 

donne 

(Ci) i - ( E - E , ) = ^ E l f 

i d\\ _ i dVt 

A ] dv k2 c)v 

d'où 

ki-hkt ' kt-h k2 

Le potentiel dans le p remie r mil ieu est d o n c égal à celui que p rodu i 

raient dans l 'air, d 'après la théor ie é lec t ros ta t ique , une charge E 

placée en S et une cha rge E 2 p lacée en I ; et le potent iel dans le se 

cond mil ieu est égal à ce lu i que produi ra i t dans l 'air une cha rge E 

placée en S. 

En un p o i n t q u e l c o n q u e du p remie r mi l ieu , l ' intensité est égale à 

celle que produi ra ien t la source S et une source -,- —̂ S placée en I , 
n k\ -+• k2 

agissant dans le p r emie r mi l ieu supposé infini; et l ' intensité dans le 
?.k 

second mi l i eu est égale à cel le que produi ra i t une source ^ S 

p lacée en S, dans le s econd mi l ieu supposé infini. 

Nous avons ainsi une théorie complè t e des images é lect r iques dans 

Tr. d'Élect. et de Magn., I. 3 2 
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le cas de deux m i l i e u x séparés par une surface p lane . Que l l e que soit 

la nature des forces é l ec t romot r i ces qu i agissent dans le p remier m i 

lieu, le potent ie l qu 'e l les y p rodu i sen t peut se ca l cu le r en combinan t 

leur effet d i rec t à l'effet de leur i m a g e . 

Si nous supposons le s econd mil ieu parfa i tement c o n d u c t e u r , k2~ o , 

et l ' image I est égale et de s igne cont ra i re à la source S. Te l est le cas 

des images é lec t r iques dans la théor ie é lec t ros ta t ique de T h o m s o n . 

Si nous supposons le s e c o n d mi l ieu parfa i tement isolant, k¡ est i n 

fini, et l ' image 1 est égale à la source S et de m ê m e s igne . Te l est le 

cas des images en h y d r o c i n é t i q u e , l o r sque le fluide est l imi té par une 

surface plane r i g i d e . 

316 . La m é t h o d e d ' invers ion , si utile en Elect ros ta t ique où l 'on 

suppose que la surface de séparation est ce l le d'un co rps parfai tement 

c o n d u c t e u r , ne s'applique, p lus au cas plus général d 'une surface sépa

rant d e u x mi l i eux présentant des résistances é lec t r iques inégales . 

T o u t e f o i s , on peut app l iquer la m é t h o d e d ' invers ion dans le plan, 

ainsi que la m é t h o d e , plus générale , de t ransformat ion dans le plan 

donné au § 190 ( ' ) . 

Conduction dans une plaque séparant deux milieux. 

317 . Cons idé rons une p laque d 'épaisseur À B , faite d 'une substance 

de résistance k2, qui sépare d e u x m i l i e u x de résistances k¡ et k¡ 

{fig- 2 4 ) , et v o y o n s c o m m e n t elle fait var ier l e potent ie l dû à une 

Fig. 2',. 

source S placée dans le p r e m i e r mi l i eu . 

Le potent ie l sera égal à ce lu i qui serait dû dans l 'air à une série de 

charges p lacées en certains points sur la normale menée par S à la 

p l aque . 

(') Voir KiHcnnori-, Pogg. Ann., L X I V , / ¡ 9 7 > ut L X V I I , 34^1 Q M M C K E , Pogg., 
X C V I I , 3 8 2 , e t S M I T H , Proc. Ji. S- Edin., 1 8 6 9 - 7 0 , p . yg. 
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CONDUCTION DANS UNE FLAQUK SÉPAHANT DEUX MILIEUX. 499 

Faisons 

A I = S A , B L = S B , A J ^ I i A , B I 2 = J 1 B , A J 2 = I 2 A , 

nous avons ainsi deux séries de points écartés les uns des autres au 

doub le de l 'épaisseur de la p laque . 

* 

318. Le potent ie l en un po in t que l conque P du p remier mi l ieu est 

égal à 

( 8 ) P S F ï ~ pi, +
 P I , ' ' 

le potentiel en un poin t P ' du second mil ieu est 

( 9 ) p's + p 7 i ' + p'ii + p'i'j H p'j; ^ p'j2 ' 
le potentiel en un po in t P" du t rois ième milieu sera 

( . 0 ) p,g + ^ + p r j - + • • • . 

où I, I', . . . représentent les charges f ict ivement placées aux points 

1,1' , . . . , et où les accents ind iquent que le potent iel doi t être pris à 

l ' intérieur de la p laque . 

Alors , d 'après le paragraphe précédent , nous avons, p o u r la surface 

passant par A , 

, , T * 2 — kx ik2 

Pour la surface passant par B , nous avons 

A-3 -J- £ 2 k3 -+- A'2 

De même , p o u r la surface passant par A , 

pour la surface passant par B , 

et, si nous faisons 
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nous t rouvons p o u r le potentiel dans le p remier mi l ieu 

( v = jS - ? ¥1 + - P ' 2 ) P ' ïïn + P ' ( I - P ' Î P P ' n; + • • • 

(i5) 
| + P ' ( i - P 2 ) ( P P ' ) « - ' A . 

P o u r le potentiel dans le t rois ième mi l ieu , nous t rouvons 

( • 6 ) v ^ ( i + P ' ) ( , - p ) E [ J L + g: + . . . -H<gl=] . 

Si le p remier mi l ieu est le m ê m e que le t ro i s ième , k\— k3 et P — P ' 

et le potent ie l , sur l 'autre côté de la p laque , sera 

(,7) v = ( I - ? . ) E ^ + p J - + . . . + 1 ^ 

Si la p laque c o n d u i t b i en m i e u x que le reste du mi l ieu , P est très 

vois in de i . Si la p laque est un isolant p resque parfait , P est p resque 

égal À — i; et, si le p o u v o i r c o n d u c t e u r de la p laque diffère peu de 

celui du reste du mi l ieu , P est une quanti té très pet i te , pos i t ive o u né

gative. 

La théorie de c e cas a été d o n n é e , p o u r la p remière fo i s , par Green , 

dans sa Théorie de Vinduction magnétique (Essay, p . 6 5 ) . Mais 

son résultat n'est exac t que si P est p resque égal à i La quantité g 

qu ' i l e m p l o i e est l iée à P par les équat ions 

i P k, — ki, 
g = 3 ^ P = A v i - A * , 5 

_ 3g _ ¿ 1 — k, _ 

2 + g kv - H k2 ' 

A T. k 
Si nous posons P = ———— > nous avons la solut ion du p r o b l è m e de 

l ' induct ion magné t ique p rodu i t e par un p ô l e magné t ique dans une 

p laque indéfinie dont le coeff icient d 'a imantat ion est x. 

Des conducteurs stratifiés. 

319 . Soi t un c o n d u c t e u r formé de couches alternatives d 'épaisseurs 

c et c', de deux substances dont les coefficients de conduc t ib i l i t é sont 

(') Voir Sir \ V . T H O M S O N , Note sur l'induction magnétique dans une plaque. 
(Camb. and Dub. Math. Journ., nov. i8/|5, ou Reprint, art. IX, § 156.) 
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différents. On demande de t rouver les coefficients de résistance et de 

conduct ib i l i té du c o n d u c t e u r c o m p o s é . 

Prenons le plan des c o u c h e s normal aux s, et dis t inguons par un 

accent les symbo le s relatifs à la c o u c h e d e l à deux ième espèce , par un 

trait placé au-dessus les symboles relatifs au conduc t eu r c o m p o s é : 

ainsi X . A l o r s 

X — X X ' , ( e - 4 - c')u = eu -t- c' u'', 

Y = Y = Y', (c -\- c')v = cv -\- c V , 

( c + c ' ) Z = c Z - 4 - c' Z ' , w = w = w'. 

Nous devons d ' abo rd dé terminer M, M', V, V', Z et 21 en fonct ion de 

X , Y et w, d 'après les équat ions de résistance du § 297 ou celles de 

conduct ib i l i té du § 298. Si nous désignons par D le déterminant des 

coefficients de résistance, nous t rouvons 

ur3D — R 2 X — QaY -+- w j j D , 

vr3 D = R t Y — P 3 X -T-~wpi D, 

Z r j = yfjX - ̂  i Y -t- W. 

Des équat ions semblables , où les symboles sont accentués , donnent 

les valeurs de u', v et Z ' . Ayan t t rouvé u, v et w en fonct ion de X , 

Y et Z , nous pouvons poser les équat ions de conduc t ib i l i t é du c o n d u c 

teur stratifié. Si nous faisons 

e , t e' 
h = — et h' = — , 

nous t rouvons 

Pi = 
hpi-

h 
+· h'p\ 

- 4 - A' ' 

— hqi-hh'q', 
q ' h + t i 

? 

/>» = 
hp s 

h 
- T - / J > ' 2 

+ A- ' 

— hql-
ir-h'q'l 

q i h + h! 
1 ? 

p3 = 
cp3-

c 
4- e > 3 

+ c' 

hh\qi—q\)(qt 

(h -+- h'){c + 
— q'i) 
C) ' 

? 3 = 

eq3 
4 - e ' ? ' 3 hh'{px—p\)(pi- ~P'i), 

? 3 = 
c - 4 - c' A ' ) ( c - T -

rt = 
c r , - 4- c'/-'. hh'ipt — p'^iq. 

rt = 
c -4 - e' (h -+- h')(c -h ' 

c r , -t- c' r'.. hh'(py — p\)(q,-- ? ; ) 
c -4 - c' [h - T - A ' ) ( c -t-

— C H - c ' 
^ 3 — h -+-h' 
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320 . Si aucune des substances dont sont fo rmées les c o u c h e s ne 

possède la propr ié té ro la to i re du § 303 , la valeur d'un q u e l c o n q u e 

des P o u p sera égale à cel le du Q o u q co r r e spondan t . D ' o ù il résulte 

que , dans un c o n d u c t e u r stratifié, on a aussi 

Pi=1u P i = q i , p s ^ q ^ ; 

c 'es t -à-d i re que la stratification ne d é v e l o p p e p o i n t de propr ié té rota-

to i re , s'il n'en existe déjà dans les substances e m p l o y é e s . 

3 2 1 . Si n o u s supposons maintenant qu ' i l n 'y ait po in t de propr ié té 

ro ta to i re , et que les axes des x, des y et des z soient des axes p r inc i 

paux , les coeff icients p et q s 'annulent, et 

— crt

 c ' r \ cri-t-c'r'-i c -+- c' 

r3 r3 

Si d o n c nous e m p l o y o n s deux substances i so t ropes , l'effet de la strati

fication sera de rendre la résistance m a x i m u m dans la d i rec t ion de la 

normale aux c o u c h e s ; la résistance sera la m ê m e dans toutes les d i rec

tions parallèles au plan des c o u c h e s . 

322 . P renons une substance i so t rope de conduc t ib i l i t é r; c o u 

pons-la en tranches très m i n c e s , d 'épaisseur a, et faisons alterner ces 

tranches avec d'autres d 'une substance de conduc t ib i l i t é s et d 'épais

seur kt a. 

Supposons ces tranches normales aux x. C o u p o n s maintenant ce 

c o n d u c t e u r en tranches d 'épaisseur plus grande b, normales aux y, et 

faisons alterner ces tranches avec des tranches de conduc t ib i l i t é s et 

d 'épaisseur A'2 b. 

Enfin, c o u p o n s ce nouveau c o n d u c t e u r en tranches d 'épaisseur plus 

grande encore c, et faisons-les alterner avec des t ranches de conduc t i 

bi l i té s et d 'épaisseur k,c. 

L e résultat de ces trois opérat ions est de par tager la matière de con

duc t ib i l i t é r en para l lé lépipèdes rectangles , dont les d imens ions sont 

a, b et c, b étant très petit re la t ivement à c , et a très petit re la t ive

ment à b, et de noye r ces paral lé lépipèdes dans la substance de c o n 

duc t ib i l i t é s, l eur écar tement étant de kta dans le sens des x, de k2b 

dans le sens des y et de k3c dans le sens des z. On t rouve la c o n d u c 

t ibi l i té du conduc t eu r ainsi fo rmé , dans le sens des x, des y et des z, 

en appl iquant trois fois success ivement les résultats du § 3 2 1 . On o b -
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tient ainsi 

f(l4- A,)(l -+- As)(r 4- /c:,)]r4- (A24- Ar,4- A2A.i)ji 
r, — (i-'rAi)(i-ï-k3)(kir-h s) 

( r 4- A5 -+- A 2 A 3 ) r -(- ( k| -f- A 3 -+- kx A., -+- A, A-3 4- A, /rB A., )s 

( I T A 3 ) [ A 2 r 4-(i T - 4- Â-IÂJ)JJ 

( i 4- A 3 ) ;- 4- ( A, - H 4- A, A 2 ) s 

i v - r ( i + i i + / . ' ! 4 A 2 A 3 • - k3ki— kik-i-r- k1k1k3)s 

L'exact i tude de cet te é tude tient à ce que les trois d imensions des 

parallélépipèdes sont d 'ordres de grandeur différents, en sorte que 

l'on peut négl iger les cond i t ions à rempl i r sur les angles et sur les 

arêtes. Si l 'on fait A n A 2 et A 3 tous égaux à l 'unité, 

5r4-3s 3/-4-5 s îr + 6s 
r l — T~ T s> r2 — s ! rà = S. 

4r4-4* 2/-t-6s ' r-hys 

Si s z= o , c'est-à-dire si le mil ieu dans leque l sont placés les paral lé lé

pipèdes est un isolant parfait , 

r, = f s, r.^ïs, = f Î . 

Si / ' — oo , c 'est-à-dire si les paral lélépipèdes sont des conduc teu r s 

parfaits, 
r i — î s> r t = j s , r3 = 2 s. 

Dans tous les cas, p o u r v u que A, = A 2 = A 3 , on peut mont re r que r i t 

r2 et r3 sont dans l 'o rdre des grandeurs croissantes, et que la c o n d u c 

tibilité la plus grande se présente dans le sens de la d imens ion la plus 

grande, la résistance la plus grande dans le sens de la d imens ion la 

plus petite des para l lé lépipèdes . 

323. Dans un paral lé lépipède rectangle formé d'une substance c o n 

ductr ice , perçons d 'un sommet au sommet opposé un passage c o n d u c 

teur : ce sera, par e x e m p l e , un fil métal l ique recouver t d 'une sub

stance isolante, de d imens ions transversales assez peti tes pour que la 

conduct ib i l i t é de la masse ne soit changée que par le courant qu i 

passe le long du fil. 

Soient a, b„ c les d imens ions du paral lélépipède dans les d i rec t ions 

des axes ; et soit R a k la conduc t ib i l i t é du passage qu i s 'étend de 

l 'or igine au p o i n t (abc). 

La force é l ec t romot r i ce qui agit entre les ext rémités du passage est 

flX + J Ï t- c Z 

et, si C est l ' intensité le l ong du passage, 

C = K.abc(aX 4- 6Y -t- c Z ) . 
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Le couran t qu i traverse la face bc du para l lé lépipède est bcu, et il 

se c o m p o s e du couran t dû à la c o n d u c t i b i l i t é de la masse et du c o u 

rant dû à la conduc t ib i l i t é du passage, ou b ien 

bcu = bc(ryX — p3Y -+- q%Z) + Kabc(aX -i- 6 Y c Z ) 

o u bien 
u = ( R I - r - K A S ) X + (/j3H- { K o 5 ) Ï 4 - ( ? I - i - K A C ) Z . 

On t rouvera i t de m ê m e les valeurs de v et iv. Les coefficients de 

c o n d u c t i b i l i t é , modif iés par R E F L E T du passage, seront 

n - t - K a ' , r 2— K 6 2 , n + K c 1 , 

/ ) ! + K i e , ^ ¡ 4 - Kea , / I J - t - K a ô , 

qi-hKbc, gn+Kca, q3-^ Kab. 

Dans ces express ions , les termes ajoutés à pi: . . . , par l'effet du pas

sage, sont é g a u x aux termes ajoutés à q u . . . . D o n c les valeurs de pt 

et de <7I ne peuven t être rendues inégales par l ' i n t roduc t ion de pa s 

sages l inéaires dans chacun des éléments de v o l u m e du s o l i d e ; et la 

p ropr ié té ro ta to i re du § 3 0 3 ne peut être c réée par de tels m o y e n s , si 

elle n 'existe pas p réa l ab lemen t . 

3 2 4 . Construire un système de conducteurs linéaires ayant des 

coefficients de conductibilité donnés quelconques et formant un 

système symétrique. 

Divisons l 'espace en petits c u b e s égaux , et soit l 'un d 'eux représenté 

par la fig. aS. 

Fi g. 2 5 . 

Supposons que les c o o r d o n n é e s des po in t s O , L , M , N et leurs po ten

tiels soient 

X. y. z. Potentiel. 

O o o o X ! - Y - + - Z 

L o I I X 

M I o I Y 

N I I o Z 

Re l ions ces quatre poin ts par les six conduc teu r s 

OL, OM. ON, MN, NL, LM, 
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dont les conduc t ib i l i t é s sont 

A , B, C, P, Q, B . 

Les forces é l ec t romot r i ce s qui agissent le long de ces c o n d u c t e u r s 

seront 

Y + Z , Z - t - X , X - 4 - Y , Y — Z, Z — X , X — Y, 

et les intensités 

A ( Y - i - Z ) , B ( Z - t - X ) , C l . X + Y ) , P ( Y — Z ) , Q ( Z — X ) , R ( X — Y ) . 

De ces intensités, cel les qu i apportent de l 'é lectr ic i té dans le sens 

posi t i f des x sont cel les des courants d i r igés suivant L M , L N , O M 

et O N , et la quanti té t ransportée est 

u = ( B J - C - ^ Q - ^ - R ) X - ^ ( C — R ) Y - 4 - ( B — Q ) Z . 

De m ê m e , 

v ( C 

( B 

R ) X + ( C - ^ A + R + P ) Y -t- ( A 

Q ) X + ( A - P ) Y 4 - ( A + B + P 

P ) Z , 

Q ) Z ; 

4A = R 2 - ^ R 3 — R t - f - ipu 4P — R 2 ^ r3 — rL— ipu 

4 B = r3 + ri— r2+ ip2, 4 Q — r3 1 / · , — r2— a / ) a , 

4 G = 7- t - t - r 2 ^ r 3 H - a/> 3; 4 R — - 4 - r 2 — r 3 — ip3. 
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CHAPITRE X. 

C O N D U C T I O N D A N S L E S D I É L E C T R I Q U E S . 

32Ï5. Nous avons vu qu ' une fo rce é l e c t r o m o t r i c e agissant sur un 

mil ieu d ié lec t r ique y dé termine c e que nous avons appelé un état 

de polarisation électrique. Nous nous s o m m e s représenté ce t état 

c o m m e consistant en un dép lacement é lec t r ique s'effectuant à travers 

le mi l i eu dans une d i rec t ion qu i , p o u r les m i l i eux i so t ropes , est la m ê m e 

que cel le de la force é l ec t romo t r i c e , et en une cha rge superficiel le de 

chacun des éléments en lesquels on peut supposer le dé lec t r ique par 

tagé, charge qui est négat ive du c ô t é vers l eque l agit la fo r ce , et pos i 

tive du cô t é d 'où agit cette fo rce . 

Si la force é lee t romot r ice agit sur un mi l i eu c o n d u c t e u r , elle p r o 

duit aussi ce q u ' o n appelle un courant électrique. 

O r les mi l ieux d ié lec t r iques , sauf de b ien rares excep t ions , si tant 

est qu ' i l y en ait, sont aussi des c o n d u c t e u r s plus ou moins imparfai ts , 

et b ien des mi l i eux qui ne sont pas de b o n s isolants donnent l ieu aux 

phénomènes de l ' induct ion d ié lec t r ique . N o u s sommes d o n c condu i t s 

à é tudier l'état d'un mil ieu o ù se p rodu i sen t à la fois l ' induc t ion et la 

c o n d u c t i o n . 

P o u r plus de s impl ic i t é , nous supposerons le m i l i eu i so t rope en 

chaque poin t , mais sans qu ' i l soit nécessa i rement h o m o g è n e en ses 

différents po in ts . A l o r s l 'équat ion de Po i s son dev ien t , d 'après le 

§ 8 3 , 

où K est le p o u v o i r induc teur spéci f ique . 

L 'équat ion de cont inui té des courants é lec t r iques devient 

^LÍLtW A/Lr^ A/LdX\ — Í2-
dx\r àx) + ây\r dy ) + àz \ r Jz ) àt °' 

o ù r est la résistance spécif ique rappor tée à l 'unité de v o l u m e . 

Si K o u r sont d i scon t inus , ces équat ions do iven t être t ransformées 

en celles qu i co r responden t aux surfaces de d iscont inui té . 

Dans un mi l ieu ent ièrement h o m o g è n e , K et /· sont des constantes , 
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CONDUCTION A TRAVERS UN CONDENSATEUR. 5oj 

et l 'on trouve 
d 2 V d 2 V t}»V p dp 

d'où 

(4) . P = C < T ^ ( 

ou, si nous posons T = — j 

( 5 ) p = C e " ï . 

Ce résultat nous mon t re q u e , sous l 'act ion de forces é lect r iques ex t é 

rieures q u e l c o n q u e s , un mil ieu h o m o g è n e dont l ' intérieur était cha rgé 

d'électricité d 'une manière q u e l c o n q u e voi t ces charges intérieures 

se dissiper suivant une loi qui ne dépend pas des forces ex té r ieures ; 

par suite, il finira par ne plus y avoi r de charge é lect r ique dans le 

milieu, et alors aucune force extér ieure ne pourra ni p rodu i r e , ni 

maintenir une cha rge en un poin t intér ieur du mil ieu , aussi l o n g 

temps du moins q u e les relations entre la force é l ec t romot r i ce , la 

polarisation é lec t r ique et la c o n d u c t i o n resteront les mêmes . S'il se 

produi t une décha rge disrupt ive , ces relations cessent d'être vraies, et 

il peut se p r o d u i r e une cha rge intérieure. 

Conduction à travers un condensateur. 

326. Soient C la force de capaci té d'un condensa teur , R sa rési

stance, E la force é l ec t romot r i ce qui agit sur lui, c'est-à-dire la diffé

rence de potentiels qui existe entre ses é lec t rodes métal l iques . 

La quantité d 'é lec t r ic i té répandue sur l 'armature du cô té d 'où agit 

la force é l ec t romot r i ce est C E , et le courant qui se p rodu i t à travers 

la masse du condensa teur , dans la direct ion de la fo rce é l e c t r o m o -

E 

trice, est ^ > 

Si l 'on admet que l 'électrisation est p rodui te par une fo rce é lec t ro -

motrice E agissant dans un c i r cu i t don t fait partie le condensateur , 

• dQ , „ . . . , . . 

et si -JJ représente 1 intensité dans ce c i rcui t , 

dQ F dE 
( 6 ) ~dt ~ R ~dt' 

Introduisons dans ce c i r cu i t une p i le de fo rce é lec t romotr ice E 0 et de 

résistance r\, alors 

dO E,, — E E dF, 
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5o8 2 e PARTIE, CHAP. X . CONDUCTION DANS LES DIÉLECTRIQUES. 

d o n c , à une époque q u e l c o n q u e ¿11 

( 8 ) K ^ ^ ) = E a ~ r { i - e ~ . ) , 

__ C R r , 
T l " R + 7 T 

C o u p o n s le c i rcu i t rl pendant un temps «j 

( 9 ) E ( ^ E , ) = K l 6 T. , 

où 

T 2 = G R . 

Enfin, pendant un temps t3, relions les armatures du condensa teur par 

un fil de résistance / ' 3 , 

( 1 0 ) E O E 3 ) = Ejc T » , 

o ù 

_ C R r , 

Si Q 3 est la décha rge totale qui se p rodu i t à travers ce fil pendant un 

temps Cs, 

<"> Q S = E» (RT̂ -H-TTT, ( ' " E " ' ^ 1 -
On peut ainsi ca lcu le r la décha rge qui se p rodu i t à travers un fil au 

m o y e n duque l on relie les armatures d'un condensa teu r chargé pen 

dant un temps t i t puis isolé pendant un temps t2. Si, c o m m e il arrive 

d 'o rd ina i re , la durée de cha rge est suffisante p o u r que l 'on ob t i enne 

la cha rge totale, et la durée de décha rge assez l o n g u e p o u r que la 

décharge puisse être c o m p l è t e , l ' express ion se rédui t à 

( 1 2 ) Q 3 = E U < 

( R + ; - ! ) ( R + r 3 ) 

327 . Dans un pareil condensateur , chargé d ' abord d 'une manière 

q u e l c o n q u e , décha rgé ensuite à travers un fil de faible résistance, puis 

isolé , il n 'apparaît po in t de nouvel le cha rge . Mais , dans la p lupar t des 

condensateurs don t nous d isposons effect ivement , nous v o y o n s se d é 

ve loppe r peu à peu , après la décharge et l ' i so lement , une nouvel le 

cha rge de m ê m e nature que la p r emiè re , mais d ' intensité moindre : 

c 'est ce q u ' o n appel le la charge résiduelle. P o u r nous exp l ique r son 
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existence, nous s o m m e s d o n c ob l igés d 'admettre que la const i tut ion 

du mil ieu d ié lec t r ique n'est po in t telle que nous venons de l 'admet t re . 

Mais nous allons t rouver que cette propr ié té existe p o u r un mi l i eu 

formé de l ' assemblage de peti tes parties const i tuées e l les-mêmes par 

différents d ié lec t r iques s imples . 

Théorie des diélectriques composés. 

328. Supposons , pou r plus de s impl ic i té , que le d ié lec t r ique c o n 

siste en une série de c o u c h e s planes formées de diverses substances , 

de surface égale à l 'uni té , et que les forces é lect r iques agissent sui

vant une d i rec t ion normale aux c o u c h e s . 

Soient 

flj, a2, . . . les épaisseurs des différentes c o u c h e s ; 

X i , X 2 , . . . les forces é lect r iques résultantes qui agissent dans l ' in té

rieur des différentes couches entre des points pris à l 'unité de d i s 

tance sur la d i rec t ion normale aux c o u c h e s ; 

pu p2, . . . les intensités des courants dus à la conduc t i on à travers 

les couches ; 

/ 1 1 / 2 : ·•• les dép lacements é lectr iques ; 

uit u2, . . . les intensités totales, dues en part ie à la c o n d u c t i o n , en 

partie à la variat ion du dép lacement ; 

r u r% . . . l es résistances spécif iques par unité de v o l u m e ; 

Ku K 2 , . . . les p o u v o i r s inducteurs spécif iques; 

k u k3, . . . les inverses des pouvo i r s inducteurs spéci f iques ; 

E la force é l ec t romot r i ce due à une pi le vol ta ïque placée dans la 

partie du c i r cu i t qu i va de la dernière c o u c h e à la p remière , c o u 

ches que l 'on suppose formées de substances c o n d u c t r i c e s ; 

Q la quanti té totale d 'é lectr ici té qu i a passé dans cette partie du c i r 

cui t jusqu 'à l 'instant t; 

R 0 la résistance de la pi le et de ses fils de c o m m u n i c a t i o n ; 

ait la densité superficielle de l 'é lectr ic i té à la surface de séparation de 

la p remière et de la secontle c o u c h e . 

Dans la p remière c o u c h e nous avons : par la loi de O h m , 

( 1 ) X j = r 1 ^ 1 ; 

par la théor ie du déplacement é lec t r ique , 
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CONDUCTION DANS LES DIÉLECTRIQUES. 

par la définit ion de l ' intensité totale, 

( 3 ) u^p^ià-

On a des équat ions semblables pou r les autres c o u c h e s , les différentes 

quanti tés étant affectées de l ' ind ice cor respondan t à la c o u c h e c o n s i 

dérée . 

P o u r dé terminer la densité superficiel le sur une c o u c h e , nous avons 

une équat ion de la forme 

( 4 ) ( J i s — fi—fi 

et, pou r dé terminer sa var ia t ion, 

, r , «fais 
( 5 ) = P i - p , . 

En différentiant ( / j ) par rappor t à t et égalant le résultat à ( 5 ) , nous 

avons 

( 6 ) pi-\- = /)2 + = u, par exemple, 

o u , en tenant c o m p t e de ( 3 ) , 

( 7 ) « 1 = u 2 = . ·. = « , 

c 'est-à-dire que , dans toutes les c o u c h e s , l ' intensité totale est la 

m ô m e et égale à l ' intensité dans la pi le et dans ses fils de c o m m u n i 

ca t ion . 

Nous avons aussi, en ver tu des équat ions (1) et (2), 

( 8 ) u = — X 1 - 1 - - — ; =—: 
w ri iT.kt dt ' 

d 'où nous p o u v o n s t irer X l 3 en effectuant sur u l ' opéra t ion inverse 

( 9 ) X l = fe + 4 ^ iYu' 
La fo rce é l ec t romot r i ce totale E est 

(10) E = ( J I X , -t- a 2 X 2 - + - . . . 

o u b i e n 

E ^ [ai { k + i t ) "+a* (k+ é ) " -*••••]"' 
équat ion entre la force é l ec t romot r i ce extér ieure Ej et l ' intensité exté

r ieure Un 
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E 4 ^ ( A 1 a 1 - H A 2 a 2 - t - . . 

Ce résultat est le m ê m e que l 'on aurait ob tenu , si l 'on avait négl igé la 

conduc t ib i l i t é des c o u c h e s . 

Supposons maintenant que la force é l ec t romot r i ce un i forme E c o n -

Si le rappor t de r à A est le m ê m e dans toutes les c o u c h e s , l ' équa

tion se réduit à 

. . „ r d\i 

(11) 4TTÂ dl = (axT^~ a ' i r ï + - • 

ce qui est le cas que nous avons déjà examiné et dans leque l nous 

avons t rouvé qu ' i l ne peut se p rodu i re aucun p h é n o m è n e de décha rge 

résiduelle. , 

S'il y a n substances , p o u r lesquel les le rapport de r à k est diffé-

reiit ,réquaLion générale ( i l ) , une fois débarrassée des opéra t ions in 

verses qui y sont f igurées, sera une équat ion différentielle l inéaire 

d'ordre n en E et d 'o rdre (n— i) en u, t étant la var iable i ndépen 

dante. 

De la forme de cet te équa t ion , il ressort c la i rement que l 'o rdre des 

couches est indifférent, et que , s'il y a plusieurs c o u c h e s formées 

d'une m ê m e substance , on peut les supposer réunies en une seule, 

sans changer en rien les p h é n o m è n e s . 

329. Supposons d ' abo rd q u e / ] , / · . , . . . soient tous nuls et que l 'on 

fasse agir sub i tement une fo rce é l ec t romot r i ce E et soit à en t rouver 

l'effet instantané. 

Intégrant ( 8 ) par rappor t à t, nous t rouvons 

( i 3 ) Q =r- Çudt — — I Xtdt H ~ X , - i - const. 

Or , pu isque dans ce cas X , est toujours fini, J"X.ldt doi t être i n 

appréciable lo r sque t est très pe t i t ; par suite, la valeur initiale de \ i 

étant nul le , l'effet instantané sera 

0 4 ) X . ^ u ^ Q ; 

d 'où, d'après l 'équat ion ( 1 0 ) , 

( 1 5 ) E = 4 T I ( A 1 < Z I H - k^a^-r- . . . ) Q , 

et si G est la capaci té é lec t r ique du système mesurée par cet te m é 

thode instantanée, 

( 1 6 ) r - Q -
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t inue d 'agir pendant un temps infiniment l ong , o u , du moins , jusqu 'à 

ce qu ' i l se soit établi à travers le système un couran t un i fo rme p. 

Nous avons alors 

et, par suite, d 'après (10), 

( 1 7 ) E = ( / - ! « ! -+- r2a., 4 - . . .)p. 

et si R est la résis tance totale du système, 

E 

( 1 8 ) R — — — r\AI - T - r2a2 - T - . . . . 
P 

Dans cet état, nous avons par ( 2 ) 

J\= -, 

A 
de sorte que 

Si maintenant nous relions subi tement les c o u c h e s ex t rêmes par un 

conduc t eu r de faible résistance, E passe b r u s q u e m e n t de la valeur in i 

tiale E 0 à la valeur zé ro , et une quanti té d 'é lec t r ic i té Q traverse le 

conduc teu r . 

P o u r dé te rminer Q , nous obse rvons que la nouve l l e valeur de X j 

sera, d 'après ( i 3 ) , 

( 2 0 ) X ' 1 = X 1 - ^ 4 7 : A 1 Q ; 

d 'où , en faisant E •— o dans l 'équat ion (10), 

( 2 1 ) O = A I X 1 - ^ . . . + , J I T ( I J 1 I 1 - F - A ! ^ Î - I - . . . ) Q 

O U E N C O R E 

( 2 2 ) o = E 0 - T - Q ; 

d 'où 

Q = - C E 0 , 

où C est la capaci té donnée par l 'équat ion ( 1 6 ) . La décharge instan

tanée est donc égale à la charge instantanée. 

Supposons qu 'aussi tôt après cette décharge on r o m p e la c o m m u n i 

ca t ion ; nous aurons alors « = o , et, d 'après l ' équat ion ( 8 ) , 

(a3) X 1 = X ' e ' 1 ' 

X ' étant la valeur init iale après la décha rge . 
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D o n c , au b o u t d'un temps t q u e l c o n q u e , 

X i = E, 

La valeur de E à un m o m e n t q u e l c o n q u e est donc 

E = E 

V R 

( -h (^~—^a2k2C^e 

et la décharge instantanée, après un temps q u e l c o n q u e t, est EG : 

c'est là ce que l 'on appelle la décharge résiduelle. 

Si le rapport de r à / ' est le m ê m e p o u r toutes les c o u c h e s , la valeur 

de E se rédui t à z é r o . Si ce rapport n'est pas le m ê m e p o u r toutes les 

couches , o rdonnons les termes suivant les valeurs décroissantes de ce 

rapport. 

La s o m m e de tous les coefficients est év idemment nul le , de sorte 

que E — o quand t = o . L 'o rd re est aussi celui des grandeurs décro i s 

santes pou r les coefficients et pour les termes exponent ie ls où t est 

positif; d o n c , si t est posit if , E est toujours positif, c'est-à-dire que 

la décharge résiduelle est de m ê m e signe que la décharge pr imaire . 

Si t est infiniment grand, tous les termes disparaissent, à moins que 

l'une des c o u c h e s ne const i tue un isolant parfai t ; alors rt est infini 

pour cette c o u c h e , R est infini pou r le système entier, et la valeur 

finale de E n'est pas z é r o , mais 

( 2 5 ) E = E 0 ( r — 4T7a[A'iC). 

Si donc certaines c o u c h e s , mais non toutes, sont des isolants parfaits, 

le système peu t conserver une charge résiduelle permanente . 

330 . Nous allons maintenant dé terminer la décharge totale qu i se 

produi t à travers un fil de résistance R 0 , mis en c o m m u n i c a t i o n pe r 

manente avec les c o u c h e s ex t rêmes , dans l 'hypothèse que le système 

a d 'abord été cha rgé par l 'appl icat ion p r o l o n g é e d 'une fo rce é l ec t romo 

trice E . 

A chaque instant, nous avons 

( 2 6 ) E = ax r1p1+ a2r2p2 — . . . -+- R 0 « = o 

et aussi, d 'après ( 3 ) , 

( 2 7 ) u=Pl+di' 
Tr. d'Élect. et de Magn., I. 3 3 
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d o n c 

( 2 8 ) ( R - h R o ) i t 

En intégrant, par rappor t à t, pou r ob ten i r Q , nous t rouvons 

( a g ) ( R + R 0 ) Q = « , r , ( / ' , - / , ) - + - « , r , ( / ' , — / , ) + 

où fl est la va leur init iale, e t / ' , la va leur finale d e / ^ 

Or , dans le cas présent , f \ •—_ o et, d 'après ( 2 ) et ( 2 0 ) , 

* = E ' ( i a n ï - c ) ; 

d 'où 

( 3 o ) ( H + n . ) Q = - T ^ ( ^ - H ^ i + . . . ) + E . C R , 

es» = _ _ ^ M [ W l * 1 ( g + g y ] , 

la sommat ion étant é tendue à toutes les quanti tés de cette forme c o r 

respondant aux différents coup le s de c o u c h e s qu 'on peu t fo rmer . 

On vo i t que Q est toujours négatif, c 'est-à-dire en sens inverse du 

courant qu i a servi à cha rge r le système. 

L ' é tude qui vient d 'être faite mont re qu 'un d ié lec t r ique fo rmé de 

c o u c h e s de diverses natures peut donner l ieu aux phénomènes connus 

sous le n o m d'absorption électrique et de décharge résiduelle, lors 

m ê m e q u ' a u c u n e des substances dont sont fo rmées ces c o u c h e s ne 

donnera i t l ieu à ces p h é n o m è n e s , lo rsqu 'e l le est pr ise i so lément . 

L 'é tude des cas où les substances sont disposées autrement qu'en 

c o u c h e s condu i ra i t à des résultats analogues , mais les ca lculs seraient 

plus c o m p l i q u é s . Notre conc lus ion do i t d o n c être qu ' i l faut s'attendre 

à des p h é n o m è n e s d ' absorp t ion é lec t r ique dans le cas de substances 

faites d 'é léments de natures diverses , q u a n d m ê m e ces éléments se

raient de d imens ions m i c r o s c o p i q u e s . 

Il ne s 'ensuit pas le moins du m o n d e que toute substance qui pré

sente ces p h é n o m è n e s soit ainsi c o m p o s é e ; car ces p h é n o m è n e s peu

vent être l ' i nd ice d 'une nouve l le espèce de polar isat ion é lec t r ique , 

dont seraient suscept ib les les substances h o m o g è n e s , et q u i , dans 

certains ca s , pourra i t r essembler b ien plus à une polar isat ion électro

c h i m i q u e qu 'à une polar isa t ion d ié lec t r ique . 

L ' o b j e t de cet te é tude est seulement d ' i nd ique r le caractère ma thé 

mat ique vér i tab le de ce qu 'on appelle Vabsorption électrique, et de 

m o n t r e r quel le différence fondamentale la d is t ingue de p h é n o m è n e s 

calor i f iques qui paraissent analogues à p remière vue . 
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^ Ù > % . J 1 J^^aJ^'^ J une charge négat ive . 

Si P , , P 2 , . . . sont les potent ie ls des p laques A i , A 2 , . . . , C la capa-

3 3 1 . P renons une p laque épaisse d 'une substance q u e l c o n q u e , et 

chauffons-la d 'un c ô t é , de manière à p rodu i re un flux de cha leur à 

travers sa masse ; puis , refroidissons b rusquemen t le cô t é chauffé à la 

température du cô té f roid , et abandonnons la p laque à e l l e - m ê m e . L e 

côté chauffé redeviendra plus chaud que l 'autre par c o n d u c t i o n , à 

partir de l ' intér ieur . 

Or on peut p r o d u i r e un p h é n o m è n e é lec t r ique exac tement analogue, 

et, de fait, il se p rodu i t sur les câbles t é l égraph iques ; mais ses lois 

mathémat iques , exac tement semblables à cel les de la cha leur , sont 

ent ièrement différentes de celles du condensa teur stratifié. 

Dans le cas de la cha leur , il y a une vér i table absorpt ion de chaleur 

par la substance, don t l'effet est d 'échauffer cet te substance. Il est 

imposs ib le de p r o d u i r e en é lec t r ic i té un p h é n o m è n e vér i tab lement 

analogue, mais on peut l ' imiter de la manière suivante et lui donner 

la forme d 'une expé r i ence de c o u r s . 

Soient A , , A 2 , . . . les armatures intérieures d 'une série de conden

sateurs dont B , , B 2 , . . . sont les armatures extér ieures . 

Rel ions A j , A 2 , . . . en série par des fils de c o m m u n i c a t i o n , de r é 

sistance R , et faisons passer un courant dans cet te série, de gauche à 

dro i te . 

Supposons d ' a b o r d les armatures B isolées et non électrisées. La 

quantité totale d 'é lec t r ic i té sur chacune des p laques B do i t rester 

nulle, et, pu i sque dans tous les cas la cha rge des p laques A do i t être 

égale et o p p o s é e à cel le des surfaces opposées , ces plaques ne se char

gent pas et l 'on n 'obse rve pas de changemen t dans le courant . 

Mais met tons à la terre les p laques B ind iv idue l lement o u réunies 

ensemble . A l o r s , le potent iel de A ! étant posit if , tandis que ce lu i des 

plaques B est z é r o , A t prendra une cha rge pos i t ive et Bi (f'g- 2 6 ) 

F i s . 2 6 . 
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cité de chacunç d 'el les , et si Q „ est la quant i té d 'é lectr ic i té qu i passe 

dans le fil de gauche , Ql ce l le qu i passe dans le fil . . . , la quan

tité qui est sur la p l aque A j est Q 0 — Q 1 ; et nous avons 

Q o - Q i = G!P, . 
De même 

Q i - Q 2 - C 2 P 2 , 

et ainsi de suite. 

Mais, par la lo i de O h m , nous avons 

Si nous supposons que la valeur de C soit la m ê m e p o u r toutes les 

plaques, et ce l le de R p o u r tous les fils, nous aurons une série d ' équa

tions de la fo rme 

Q o - a Q i + Q . = RG ^ 1 , 

Et, s'il y a n quantités d 'é lec t r ic i té à dé terminer et que l 'on donne 

la force é l ec t romot r i ce totale o u q u e l q u e autre cond i t i on q u e l c o n q u e , 

l 'équation différentielle qui dé te rmine chacune d'elles est l inéaire 

d 'ordre n. 

Dans un apparei l d i sposé de cel te maniè re , M . Var l ey a réussi à 

imiter les effets é lec t r iques d'un câb le de 1 2 0 0 mil les de l ongueur . 

Lorsqu 'on fait agir une fo rce é l ec t romot r i ce sur la gauche du fil, 

l 'électricité qu i s 'écoule d ' abo rd dans le système sert surtout à charger 

les différents condensateurs en c o m m e n ç a n t par A 1 ; et une fraction très 

faible du couran t n 'apparaî t à l 'extrémité de dro i te qu 'au b o u t d'uii 

temps cons idé rab le . Si l 'on p lace des ga lvanomètres dans le c i rcu i t 

en R 1 ( R 2 , . . . , ils ne seront influencés par le courant que l 'un après 

l'autre, et l ' intervalle entre les instants où ils donnen t des indica t ions 

égales augmente à mesure que l 'on s 'avance vers la d ro i te . 

332 . Dans un câb le té légraphique , le fil c o n d u c t e u r est séparé des 

conducteurs extér ieurs par une enve loppe cy l ind r ique de gutta-percha 

ou de que lque autre mat ière isolante. C h a q u e part ie du câb le devient 

donc un condensateur dont l ' a rmature extér ieure est toujours au p o 

tentiel z é r o . D o n c , dans une part ie dé te rminée d 'un c â b l e , la quanti té 

d 'électrici té qu i est l ib re à la surface du fil c o n d u c t e u r est égale au 
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Soit v le potent ie l en un po in t q u e l c o n q u e du fil, auquel nous p o u 

vons supposer la m ê m e section en tous les po in ts . 

Soit Q la quanti té totale d 'é lectr ici té qui a traversé dans cette section 

depuis que le couran t a c o m m e n c é de passer. La quanti té d 'é lectr ici té 

qui existe au temps t, entre les sect ions x et x -+- 8-z1, est 

Q f dx 
ox 

- Ô ^ d x 
àx d*' 

ce qui est égal , ainsi que nous l 'avons dit, à cvt>x. D o n c 

- = - 2 -
Dans une sect ion q u e l c o n q u e , la force é l ec t romot r i ce est — et, 

d'après la lo i de O h m , 

m d " _ A

d Q 
{ i ) ~ o x - k à ï ' 

k étant la résistance de l 'unité de longueur du c o n d u c t e u r et ^ l ' in

tensité du courant . El iminant Q entre (2) et ( 3 ) , nous t rouvons 

Telle est l 'équat ion aux différences partielles qu ' i l faut résoudre p o u r 

obteni r à chaque instant le potentiel aux différents points du câble . 

Elle est iden t ique à l 'équat ion donnée par Four ie r p o u r dé terminer 

la température en un po in t d 'une c o u c h e à travers laquel le la chaleur 

se propage dans une di rect ion normale à la c o u c h e . Dans le cas de la 

chaleur , c représente la capaci té de l 'unité de v o l u m e o u ce que 

Four ie r dés igne par C D , et k représente l ' inverse d e l à conduc t ib i l i t é . 

Si l ' enve loppe n'est pas un isolant parfait, et qu ' on représente par /c, 

produi t du potent ie l par la capaci té de cette part ie de câb le c o n s i 

dérée c o m m e un condensa teur . 

Si a, et a2 sont les rayons intérieurs et extér ieurs de la c o u c h e i so 

lante et si K est son p o u v o i r inducteur spécif ique, la capaci té de l 'unité 

de longueur du câb le est, d 'après le § 126, 
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la résistance que l 'unité de l o n g u e u r de ce l te enve loppe o p p o s e à la 

c o n d u c t i o n dans la d i rec t ion du r ayon , et par p, la résistance spéc i 

fique de la mat ière isolante, il est aisé de faire v o i r q u e 

( 5 ) ki — p i l o g e ~ 

L 'équa t ion ( a ) n'est plus vra ie , ca r l ' é lec t r ic i té n'est plus dépensée 

seulement à donne r au fil la cha rge cv, mais aussi à fournir un é c o u 

lement dont le déb i t est représenté par — · La dépense d 'é lect r ic i té 
' M 

est d o n c 

( 6 ) - — p — c — -+- 7 - v 

K ' dxàt rit X-, 

ce qu i , par compara i son avec ( 3 ) , nous donne 

, àv d*v k 
( 7 ) ck — — — v 
w / ot ûx* ki 

ce qu i est l ' équat ion donnée par F o u r i e r p o u r la p ropaga t ion de la 

cha leur dans une t ige ou dans un anneau ( ' ) . 

333 . Si nous avions supposé qu 'un co rps por té à un potent ie l élevé 

est électrisé dans toute sa masse, c o m m e si l 'on y avait c o m p r i m é de 

l ' é lec t r ic i té , nous serions arrivés à une équat ion de cet te m ê m e fo rme . 

II est r emarquab le que O h m lu i -même , t r o m p é par l ' analogie de l 'é lec

tr ici té et de la cha leur , se faisait une idée de ce g e n r e ; et c 'est ainsi 

q u e , par une c o n c e p t i o n e r ronée , il fut condu i t à e m p l o y e r les équa

t ions de F o u r i e r p o u r représenter les vraies lo is de la c o n d u c t i o n de 

l 'é lectr ic i té dans un l ong fil, b ien avant que l 'on pût s o u p ç o n n e r la 

raison vér i table p o u r laquel le ces équat ions se prêtent à cet usage. 

Exemple mécanique pour faire comprendre les propriétés 

des diélectriques. 

334 . C inq tubes , de m ê m e sec t ion , A , B , C , D et P , sont disposés 

b o u t à b o u t , c o m m e le mon t re la jig. 2 7 ; A , B , C et D sont égaux et 

ve r t i caux , P est ho r i zon ta l . 

Les parties inférieures de A , B , C et D sont rempl ies de m e r c u r e ; 

les parties supér ieures , ainsi que P, sont rempl ies d 'eau . 

Un tube à rob ine t Q réuni t la part ie infér ieure de A et B à cel le 

(') Théorie de la chaleur, § 10o. 
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de G et D , et l 'on fait glisser dans le tube hor izontal un pis ton P . 

Supposons d ' abo rd que le niveau de m e r c u r e soit le m ê m e dans les 

quatre tubes et soit ind iqué par A 0 , B 0 , C 0 , D 0 , que le pis ton soit 

en P 0 et que le rob ine t soit fe rmé. 

Déplaçons le p is ton de P 0 en P 1 ; sur une l ongueu r a; pu i sque les 

sections de tous les tubes sont égales, le niveau de mercure montera 

Fi g- 2 7 ' 

1 — r ~ 
p P 

-A 

y 

-A 

Q 
d'une hauteur a dans A et C , en A t et C t , et descendra d'une hauteur 

égale a dans B et D , en Bj et D , . 

La différence des pressions sur les deux côtés du piston sera r ep ré 

sentée par [±a. 

Celte d isposi t ion peu t servir à représenter l'état d'un d ié lec t r ique 

sur lequel agit une force é l ec t romot r i ce [\a. 

L'excès d'eau dans le tube D peut représenter une charge posi t ive 

sur une face du d ié lec t r ique ; l 'excès de mercure dans le tube A , une 

charge négat ive sur l 'autre f ace ; enfin, l 'excès de pression qui s 'exerce 

dans le tube P sur le côté du piston tourné vers D , l 'excès de po ten

tiel sur la face pos i t ive du d ié lec t r ique . 

Si le piston est l ibre de se m o u v o i r , il reviendra en arrière j u s 

qu'en P 0 où il se t rouvera en équi l ib re : cec i représente la décharge 

totale du d ié lec t r ique . 

Pendant la décharge , il se p rodu i t dans tout le tube un m o u v e -
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ment inverse des l iquides , figurant ce c h a n g e m e n t dans le déplace

ment é lec t r ique que nous avons supposé se p r o d u i r e dans un d ié lec 

t r ique . 

Enfin tout le système de tubes est supposé rempli de l iquides in

compress ib le s , p o u r figurer cet te p ropr ié té des déplacements é lec

tr iques, qu ' i l n 'y a jamais en aucun p o i n t accumula t ion effective 

d 'é lec t r ic i té . 

Cons idérons maintenant que l effet se p r o d u i t quand on ouv re le r o 

b ine t Q pendant que le piston P est en P j . 

Les n iveaux de A , et D ! ne changent pas, mais c e u x de B et C de

viennent égaux et co ïnc iden t avec B 0 et C 0 . 

L 'ouver tu re du rob ine t Q c o r r e s p o n d à l 'exis tence dans le d ié l ec 

t r ique de parties ayant un faible p o u v o i r conduc teu r , ces parties ne 

s 'étendant pas dans tout le d ié lec t r ique , car alors il donnerai t un l ibre 

passage à l ' é lec t r ic i té . 

Les charges qui existent sur les deux faces du d ié lec t r ique restent 

isolées , mais leur différence de potent ie ls d i m i n u e . 

En fait, la différence des press ions exercées sur les deux faces du 

pis ton t o m b e de \a. à 2a, l o r sque le l iqu ide passe par le rob ine t Q . 

Si maintenant on ferme le rob ine t Q et qu 'on laisse le pis ton P se 

m o u v o i r l ib rement , il p rend une pos i t ion d ' équ i l ib re P 2 , et la décharge, 

semble n'être que de la moi t i é de la cha rge . 

Le niveau de mercu re dans A et dans B est de -J- a au-dessus de 

son niveau primit if , et de \ a au-dessous du niveau p r imi t i f dans B 

et C . C'est ce qu ' i nd iquen t ies n iveaux A 2 , B 2 , C 2 , D 2 . 

Si alors on fixe le piston et qu ' on ouvre le rob ine t , du mercure 

passe de B en C , jusqu ' à ce que le n iveau dans les d e u x tubes soit 

encore en B 0 et C n et il y a une différence de pression a entre les 

deux faces du pis ton P . Si ensuite on ferme le robine t et qu ' on laisse 

le piston l ib re d e se m o u v o i r , il p rend une posi t ion d ' équ i l ib re P 3 , 

à m i - chemin de P 0 et P 2 . Cet. effet c o r r e s p o n d à la cha rge résiduelle 

que l 'on obse rve dans un d ié l ec t r ique chargé , que l 'on a décha rgé 

d ' abo rd , puis abandonné à lui m ê m e . Il reprend peu à peu une partie 

de sa cha rge p r im i t i ve et, s'il est décha rgé de nouveau , une t rois ième 

charge se f o r m e , les charges success ives allant cons tamment en d é 

croissant . Dans le cas de l ' expér ience qu i sert à notre exp l ica t ion , 

c h a q u e cha rge est la moi t ié de la p récéden te , et les décharges qui 

sont ^ , l, e t c . , de la charge p r imi t ive , fo rment une série d o n t l a s o m m e 

est égale à la cha rge p r imi t ive . 

Si , au l ieu d 'ouvr i r et de fermer le rob ine t , on l 'avait laissé pen 

dant toute la durée de l ' expér i ence p resque fe rmé, mais non c o m p l è -
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tement, on se serait t rouvé dans un cas ressemblant à ce lu i de l ' é l e c -

trisation d'un d ié lec t r ique qui est un isolant parfait, mais qui , cepen

dant, donne l ieu au p h é n o m è n e appelé absorption électrique. 

P o u r représenter le cas où il y a une véri table c o n d u c t i o n par le 

d ié lect r ique, il faut ou bien prat iquer des fuites à travers le pis ton, 

ou bien établir une c o m m u n i c a t i o n entre le haut du tube A et celui 

du tube D . 

De cette façon, on peut const ru i re une machine servant à exp l i 

quer les propr ié tés de toute espèce de d ié lec t r ique : les deux é l e c 

tricités y étant représentées par deux fluides matériels , et le potentiel 

électr ique par une pression hydros ta t ique . La charge et la décharge 

sont figurées par les mouvemen t s du piston P , la fo rce é l ec t romot r i ce 

par la force résultante qu i agit sur le p is ton. 
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CHAPITRE XI. 

M E S U R E D E L A R É S I S T A N C E É L E C T R I Q U E . 

3 3 o . Dans l 'état actuel de la sc ience é l ec t r ique , la déterminat ion 

de la résistance é lec t r ique d'un c o n d u c t e u r peut être regardée c o m m e 

l 'opérat ion fondamentale en É lec t r i c i t é , au m ê m e titre que la dé te rmi

nation des po ids est l 'opéra t ion fondamenta le en C h i m i e . 

La raison en est que , p o u r dé te rminer en mesures absolues les au

tres grandeurs é lec t r iques : quant i té d 'é lec t r ic i té , fo rces é l e c t r o m o 

tr ices, intensités, e tc . , il faut toujours et p o u r chaque cas passer par 

une série d 'opéra t ions c o m p l i q u é e s , c o m p r e n a n t l ' observa t ion du 

t emps , la mesure de dis tances, la dé te rmina t ion des momen t s d ' iner

tie ; et, p o u r chaque nouve l le dé te rmina t ion , il faut répéter ces o p é 

rations, o u du mo ins quelques-unes d 'entre el les , parce que l 'on ne 

peut garder et conserver i m m u a b l e une unité d ' é lec t r ic i té , ou de force 

é l ec t romot r i ce , o u d' intensité, suscep t ib le de servir à des c o m p a r a i 

sons d i rec tes . 

Mais , si l 'on a une fois dé te rminé la résis tance é lec t r ique d 'un c o n 

duc teur de fo rme convenab le et fait d 'une substance convenab lemen t 

cho i s i e , on t rouve que cet te résis tance reste la m ê m e à la m ô m e t e m 

pérature , en sorte que ce c o n d u c t e u r peut servir d 'étalon de rési

stance, auquel on c o m p a r e la résistance des autres c o n d u c t e u r s ; o r la 

compara i son de deux résistances est une opéra t ion suscept ib le d 'une 

préc is ion ex t r ême . 

L 'uni té de résistance une fois f ixée, on en a cons t ru i t des cop ies 

matériel les à l 'usage des é l ec t r i c i ens ; dans toutes les parties du 

m o n d e , les résistances peuvent d o n c s 'évaluer en fonc t ion de la m ê m e 

unité. Jusqu'à présent ces b o b i n e s de résis tance, égales à l 'unité , sont 

le seul exemple d 'étalon é lec t r ique matér iel qui puisse être conse rvé , 

c o p i é et e m p l o y é pou r les mesures . Les mesures de capaci té é l e c 

t r ique , qu i ont aussi une grande i m p o r t a n c e , sont e n c o r e défectueuses 

en raison de l ' influence per turba t r ice de l ' absorp t ion é l ec t r ique . 

336 . L 'uni té de résistance peut être abso lument arbitraire : tel était 

le cas pou r l 'étalon de J acob i , qu i était un certain fil de cu iv re pesant 

226'',4932, l ong de 7™, 61975 et ayant o m m , 6 6 7 de d iamètre . Des copies 
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en ont été faites par Leyser , de Le ipz ig , et se t rouvent en différents 

endroits. 

Une autre m é t h o d e consis te à définir l 'unité c o m m e une masse de 

dimensions dé terminées , d 'une substance déterminée . Ainsi l 'unité 

Siemens est la résistance d 'une c o l o n n e de mercure de i m de l o n g , 

de i m i de sec t ion , à la t empéra ture de o ° C . 

337. Enfin l 'unité peut être définie en a} rant égard aux systèmes 

d'unités é lectrostat iques ou é lec t romagnét iques . Dans la pra t ique , le 

système é l ec t romagné t ique , qu i sert p o u r toutes les opérat ions télé

graphiques, est le seul ensemble d 'unités systématiques qui soit ac

tuellement en usage. 

Dans le système é l ec t romagné t ique , ainsi que nous le ferons vo i r en 

son temps, la résis tance est une quantité h o m o g è n e à une vitesse et, 

par suite, peut s ' expr imer c o m m e une vitesse. 

338. Les premières mesures faites dans ce système sont cel les de 

W e b e r , qui employa i t p o u r unité i " l m par seconde . Sir W . T h o m s o n 

employa, plus tard, l 'unité de T p ied par s e c o n d e ; mais le plus grand 

nombre des é lect r ic iens sont convenus d ' employer l 'unité de l 'Asso 

ciation b r i t ann ique , laquel le est censée la résistance cor respondan t 

à une vitesse de 10 mi l l ions de mètres par seconde . Cette unité est 

d'une grandeur plus c o m m o d e que celle de W e b e r , qui est t rop pet i te . 

On la désigne sous le n o m d'unité A . B . , ou encore d 'o / ;m, pou r y 

attacher le n o m de celui qui a découver t les lois de la résistance. 

33!). P o u r se rappeler sa valeur en mesure absolue, il est utile de 

se souvenir que 10 mi l l ions de mètres sont censés faire la distance du 

pôle à l 'équateur, mesurée sur le méridien de Paris . D o n c un corps 

qui, dans l ' espace d 'une seconde , cheminera i t le long du mér id ien , du 

pôle à l 'équateur , aurait la vitesse qui , dans le système é lec t roma

gnétique, est censée représentée par un o h m . 

Je dis censée, car , si des recherches plus exactes établissaient que 

l 'ohm, tel qu ' on le const rui t d'après les étalons matériels de l ' A s s o 

ciation br i tannique , ne cor respond pas véri tablement à cette vitesse, 

les électr iciens ne changeraient pas leurs étalons, mais feraient une 

correct ion. D e m ê m e , le mètre est censé la d ix -mi l l ion ième part ie 

de l 'arc d 'un quadran t ; on a - reconnu qu' i l n'en est point exac tement 

ainsi; on n'a p o i n t changé p o u r cela les dimensions du mètre, mais 

on expr ime les d imens ions de la Te r re par un n o m b r e moins s imple . 

Dans le système de l 'Associa t ion br i tannique , on a chois i p r imi t i -
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le rappor t de l ' o h m au s icmens , on pour ra r ep rodu i re l ' ohm sans 

m ê m e avoi r d 'étalon à c o p i e r ; tou te fo is , le travail sera b ien plus 

grand et l ' exact i tude b ien mo ind re que par la m é t h o d e de c o p i e . 

Enfin, l ' ohm peut être reprodu i t par la m é t h o d e é lec t romagné t ique 

veinent l 'unité abso lue , de façon à représenter aussi exactement que 

poss ib le une quantité dédui te du système é l ec t romagné t ique . 

3-10. U n e unité matér iel le représentant cet te quantité abstraite 

ayant été une fois const rui te , d'autres étalons ont été établis en copiant 

cet te unité, c e qui peut se faire avec une très grande p r éc i s i on ; avec 

une préc is ion b ien plus grande, par e x e m p l e , que cel le avec laquelle 

on peut c o p i e r des règles d 'un p ied d'après un p ied étalon. 

Ces c o p i e s , faites des substances les plus permanentes , ont été ré

pandues dans toutes les parties du m o n d e ; il est d o n c peu supposable 

que l 'on é p r o u v e jamais de difficulté à en ob ten i r d'autres cop ies , si 

les étalons o r ig inaux venaient à être perdus . 

Mais on peu t r ep rodu i re , sans t rop de peine et avec une grande 

exac t i tude , des unités telles que cel le de S i e m e n s ; si d o n c on connaît 

Fi g. p.8. 

in h j 
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au moyen de laquel le il a été p r imi t ivemen t dé te rminé . Cet te m é 

thode, Lien plus l abor ieuse que la déterminat ion du p i e d au m o y e n 

du pendule à secondes , est p robab l emen t infér ieure en exac t i tude à la 

précédente . D 'autre part , la déterminat ion de l 'unité é l e c t r o m a g n é 

tique en fonc t ion de l ' o h m , avec une exact i tude en rappor t avec les 

progrès de la sc ience é lec t r ique , est une r eche rche phys ique très i m 

portante et qu i méri te d 'être répé tée . 

Les b o b i n e s de résistance qui ont été construi tes p o u r représenter 

l ' ohm ont été faites d 'un alliage à 2 parties d 'a rgent et 1 part ie de 

platine, en fo rme de fils de o ™ m , 5 à o m m , 8 de d iamètre et de i m à 2 m 

de longueur . Ces fils sont soudés à de grosses é lec t rodes de c u i v r e . 

Le fil lu i -même est c o u v e r t de deux c o u c h e s de so ie , noyé dans une 

masse de paraffine et renfermé dans une bo î t e de cu iv r e m i n c e , de façon 

qu 'on puisse le por te r aisément à la température p o u r laquel le sa r é 

sistance est exac temen t de 1 o h m . Cette t empéra ture est inscri te sur 

le suppor t isolant de la b o b i n e (fig- 2 8 ) . 

Forme des bobines de résistance. 

311 . U n e b o b i n e de résistance est un conduc t eu r suscept ib le d 'ê t re 

placé faci lement dans le c i rcu i t vo l t a ïque , de façon à y in t rodui re une 

résistance c o n n u e . 

Les é lec t rodes des bou t s de la b o b i n e do iven t être faites de telle 

sorte qu ' aucune erreur appréc iab le ne puisse p roven i r de la man iè re 

d'établir ces c o m m u n i c a t i o n s . P o u r les résistances cons idérab les , il 

suffit que les é lec t rodes soient faites par de fortes t iges de c u i v r e b i e n 

amalgamées au b o u t , don t l 'extrémité appuie sur une surface plane d e 

cuivre amalgamé p longée dans un gode t de m e r c u r e . 

P o u r de très grandes résistances, il suffit que les é lec t rodes soient 

de forts m o r c e a u x de cu iv re , et que les c o m m u n i c a t i o n s soient é ta

bl ies en in t roduisant entre deux de ces m o r c e a u x une chevi l le d e 

cuivre ou de lai ton. Ce m o y e n est très c o m m o d e . 

La b o b i n e de résistance e l l e -même est fo rmée d'un fil b ien r e c o u 

vert de soie , don t les extrémités sont soudées à d e m e u r e sur les é l e c 

t rodes. 

La b o b i n e doi t être d isposée de façon que l 'on puisse en o b s e r v e r 

aisément la température . A ce t effet, le fil en rou lé sur un tube est 

renfermé dans un autre tube , de façon qu 'on puisse le p lacer dans un 

vase rempl i d 'eau, et que l'eau ait accès au dedans et au dehors de la 

b o b i n e . 

P o u r éviter les effets é lec t romagnét iques du couran t dans la b o b i n e , 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



(') Phil. Mag., juillet 1 8 7 0 . 

le fil est d ' abord replié sur l u i -même , puis enroulé sur la b o b i n e à 

partir du bas ; il y a ainsi des courants égaux et opposés dans les par

ties adjacentes du fil, dans toute la l o n g u e u r de la b o b i n e . 

Si l 'on désire maintenir d e u x b o b i n e s à la m ê m e température , on 

p lace que lquefo i s les d e u x fils cô t e à cô t e , puis on les enroule . Ce 

p r o c é d é est par t icu l iè rement avantageux lo r squ ' i l est plus important 

d'assurer l 'égali té des résistances que d'en connaî t re la valeur a b 

solue : tel est le cas p o u r les b ranches égales du p o n t de W h e a t s t o n e 

( n ° 3 4 7 ) . 

L o r s q u ' o n essaya de faire les p remiè res mesures de résistance, on 

e m p l o y a b e a u c o u p un fil nu enroulé en hé l ice dans une rainure pra

t iquée sur un cy l ind re de mat ière isolante : c 'est ce q u ' o n appelait un 

rhéostat. Mais on reconnu t poss ib le de c o m p a r e r les résistances avec 

une préc is ion qu i ne c o m p o r t a i t p lus l 'usage d'uii ins t rument à c o n 

tacts aussi imparfaits que le rhéostat . On e m p l o i e encore le rhéostat 

p o u r régler des rés is tances , quand on n 'a pas beso in de mesures 

exactes . 

Les b o b i n e s de résistance sont généra lement faites des métaux dont 

la résistance est la plus grande et varie le moins avec la tempéra ture . 

L 'a rgent al lemand rempl i t très b ien ces cond i t ions ; mais on a obse rvé 

qu ' avec le temps certains échant i l lons perdent leurs p ropr ié tés . Aussi 

a-t-on e m p l o y é p o u r les bob ines étalons divers métaux purs et un 

all iage de platine et d 'a rgent ; durant plusieurs années, les résistances 

relatives de ces diverses b o b i n e s ont été t rouvées constantes dans les 

l imites d ' exac t i tude que l 'on peu t at teindre de nos j o u r s . 

3 4 2 . P o u r de très grandes résistances, plusieurs mi l l ions d 'ohms 

par e x e m p l e , le fil do i t être très l o n g ou très fin, et la cons t ruc t ion de 

la b o b i n e est coû teuse et diff ici le . Auss i a-t-on p roposé le sélénium et 

le tellure c o m m e substances p ropres à la cons t ruc t ion de grandes ré

sistances. U n m o d e de cons t ruc t ion très i ngén ieux et très s imple a 

été p r o p o s é dern iè rement par Phi l l ips ( ' ) . Sur un m o r c e a u d ' é b o -

nite ou de verre dépo l i , on t race une l igne fine au c r ayon , ou relie à 

des é lec t rodes méta l l iques les bou t s de c e filament de p l o m b a g i n e , et 

l 'on r ecouv re le tout d 'un vernis isolant . Si l 'on reconnaî t que la ré

sistance d 'une parei l le l igne au c r ayon reste constante , ce. serait la 

mei l leure manière p o u r ob ten i r une résistance de plusieurs mi l l ions 

d ' o h m s . 
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FORME DES ROR1NES DE RÉSISTANCE. 527 

313. Il y a différentes disposi t ions au moyen desquel les il est aisé de 

mettre des b o b i n e s de résistance dans un c i rcu i t . 

Ains i , on peut d i sposer en série dans une bo î t e un certain n o m b r e 

de b o b i n e s , de résistances i , 2, 4> 8 , 16, . . . , rangées suivant les pu i s 

sances ascendantes de 2 (fig- 29). 

l ' ig. 39. 

Les é lec t rodes sont formées de fortes p ièces de cu ivre , disposées au 

dehors de la b o î t e , de telle sorte q u e , par l ' in t roduct ion entre deux de 

ces p ièces d 'une chev i l l e ou d'un co in de cu ivre formant dér ivat ion, 

la résistance de la b o b i n e cor respondante soit mise hors c i rcu i t . Cette 

disposi t ion a été introdui te par S i e m e n s . 

Chaque intervalle entre deux é lec t rodes por te l ' indicat ion de la r é 

sistance de la b o b i n e co r r e spondan te ; si donc nous voulons rendre la 

résistance de la bo î te égale , par e x e m p l e , à 107, il nous faut expr imer 

107 dans le système du numéra teur à base 2, soit 64 + 3 2 + 8 + 2-1-1 

ou 1101011. Nous ret irons ensuite les chevil les des trous c o r r e s p o n 

dant à 64, 32, 8, 2 et 1, et nous laissons les chevi l les dans les t rous 

marqués 16 et 4 · 

Cette m é t h o d e , fondée sur l ' e m p l o i du système de numéra t ion à 

base 2, est ce l le qu i ex ige le plus peti t n o m b r e de b o b i n e s séparées et 

aussi cel le qu ' i l est le plus aisé de vérifier. Car , si nous avons une 

autre b o b i n e égale à 1 , nous pouvons vérifier l 'égalité de 1 et de 1', 

puis cel le de i + i ' et de 2, cel le de 1 + i ' + 2 et de 4'> e t ainsi de 

suite. 

Le seul désavantage de cette d ispos i t ion est qu 'e l le ex ige l 'usage fa

mil ier du système de numérat ion k base 2, que ne possèdent po in t en 

général des gens habi tués à se servir du système déc ima l . 

344 . Les b o b i n e s d e résistance d 'une bo î t e peuvent être d isposées 
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Fig. 3o. 

l ongue et forte p i è c e de cu iv re , qu i fo rme l 'une des é lec t rodes de la 

b o î t e , et, par l 'autre ext rémi té , à de fortes p ièces de cu iv re , c o m m e 

dans le cas p récéden t . 

L 'autre é l ec t rode de la b o î t e est une l o n g u e p i èce de cu iv re : en in

t roduisant des chev i l l es de cu iv re entre les é lec t rodes des b o b i n e s et 

cet te p i è c e , on peu t la rel ier à la p r e m i è r e é lec t rode par l ' in te rmé

diaire d'un g r o u p e q u e l c o n q u e de b o b i n e s . La c o n d u c t i b i l i t é de la 

b o î t e est alors la s o m m e des conduc t ib i l i t é s des b o b i n e s . 

Dans la f igure, les résistances des b o b i n e s sont 1 , 2 , 4 , - · • î ' c s che 

vil les sont mises en 2 et 8 et la conduc t ib i l i t é est \ -+- { = ^ , et la 

résistance de la b o î t e est, par conséquen t , ^ ou 1 , 6 . 

Cette m é t h o d e , qu i consis te à c o m b i n e r plusieurs b o b i n e s p o u r m e 

surer des résistances fract ionnaires , a été in t rodui te par Sir W . T h o m 

son sous le n o m de méthode des arcs multiples. (Voir § 2 7 6 . ) 

De la comparaison des résistances. 

345. Soient 

E la fo rce é l e c t r o m o t r i c e d 'une p i l e ; 

R la résistance de cette pi le et de ses c o m m u n i c a t i o n s ( y c o m p r i s le 

ga lvanomèt re qui sert à mesurer la fo rce du c o u r a n t ) ; 

I l ' intensité du courant lo r sque le c i rcui t de la pi le est f e r m é ; 

Ij et I 2 ces intensités lo r squ 'on introdui t dans le c i r cu i t les résistances 

addi t ionnel les r\ et r 3 ; 

la lo i de O h m donne 

E = I R = I I ( R - + - / - I ) = I 2 ( R + n). 

Eliminant E la fo rce é l ec t romot r i ce et R la résistance de la p i l e et de 

aut rement , dans le bu t de mesurer les conduc t ib i l i t é s au l ieu des ré 

sistances. 

Les b o b i n e s (fig. 3 o ) sont rel iées par une de leurs extrémités à une 
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DE LA COMPARAISON DES RÉSISTANCES. O 2 9 

ses c o m m u n i c a t i o n s , nous avons la fo rmule de O h m 

>ï (.1 — i 2 ) I I ' 

(jette m é t h o d e e x i g e que l 'on mesure les rapports de 1,1, e t l 2 , ce qui 

suppose un ga lvanomètre gradué pou r des mesures absolues . 

Si les résistances et r 2 sont égales , I t c l I 2 sont éga les ; nous p o u 

vons d o n c vérifier l 'égali té de deux intensités au moyen d'un galvano

mètre qui ne pourra i t pas en mesurer le rappor t . 

Mais c 'est là p lu tô t un exemple d 'une m é t h o d e défectueuse que 

d'une mé thode vra iment prat ique p o u r mesurer les résistances. On 

ne peut maintenir exac tement constante la force é l e c t r o m o l r i c e E ; la 

résistance in tér ieure de la p i le est aussi ex t rêmement var iable : on ne 

doi t d o n c c o m p t e r sur aucune m é t h o d e qui suppose , m ê m e p o u r un 

temps très c o u r t , la cons tance de ces d e u x é léments . 

316 . La c o m p a r a i s o n des résistances peut être faite avec une très 

grande exact i tude par l 'une ou l 'autre des deux mé thodes suivantes, 

dans lesquelles le résultat ne dépend poin t des variations de II 

ou de E {fig. 3 i ) . 

c 

C 

La première de ces mé thodes repose sur l ' emplo i du galvanomètre 

différentiel : ce t ins t rument renferme deux b o b i n e s , que les c o u 

rants traversent i ndépendammen t l 'une de l 'autre; en sorte que s'ils 

y passent dans des d i rec t ions opposées , les b o b i n e s exercen t sur l 'ai

guil le du ga lvanomèt re des act ions de sens contra i res , don t l'effet 

résultant devient nul, lo rsque le rappor t des intensités p rend une c e r -

taine valeur —· 
n 

Tr. d'Élect. et de Magn., I. 34 
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Soient Ij et I 2 les intensités dans les deux b o b i n e s du ga lvanomèt re ; 

la dévia t ion de l 'a igui l le pour ra se représenter par 

S = m Ij — 7 1 1 2 . 

Par tageons entre les d e u x b o b i n e s le cou ran t I fourni par la p i l e ; 

in t roduisons des résistances A et B dans les c i rcui t s de la p remière et 

d e l à seconde b o b i n e , et représentons p a r a et 3 le reste de la résistance 

des b o b i n e s et de leurs c o m m u n i c a t i o n s , par /• la résistance de la 

pile et de ses c o m m u n i c a t i o n s de G à D , et par E sa fo rce é l e c t r o 

m o t r i c e . 

A l o r s la loi de O h m d o n n e , p o u r la différence des potent ie ls entre 

C et D , 

I , f A - i - a ) = I , ( B - j - p ) = K - - I r , 

et, pu i sque I t H - I 3 = I,, 

I . - i - J L ^ J , i , _ F ^ . t » , , - F A + 1 + B + ? 

où 

D (A -r- z ) ( B + ? ) ^ r ( A + i + B + 3 ) . 

La dévia t ion de l 'a igui l le du ga lvanomèt re est d o n c 

3=-- g [ / « ( B - r - r O - n C A - + - » ) ] ; 

s'il n 'y a po in t de déviat ion appréc iab le , c 'est que la quanti té entre 

parenthèses ne peut différer de zé ro de p lus d 'une cer taine quantité 

très pet i te , l aque l le dépend de la puissance de la p i l e , de la b o n n e dis

pos i t ion des apparei ls , de la sensibi l i té du ga lvanomèt re , enfin de 

l ' exact i tude de l ' observa teur . 

Supposons B ' r é g l é de façon qu ' i l n 'y ait p o i n t de dévia t ion appré

c i ab l e . 

Subs t i tuons à A un autre c o n d u c t e u r A r , et r ég lons- le jusqu ' à ce 

qu ' i l n 'y ait plus de dévia t ion appréc i ab le . Il est clair qu 'a lors on a, 

c o m m e p remiè re app rox ima t ion , A ' = A . 

P o u r nous rendre c o m p t e du deg ré d ' exac t i tude de cet te éva lua

t ion, dis t inguons par un accent les quant i tés qu i ont changé dans la 

s e c o n d e observa t ion ; on a 

m ( B -+- S) — n(A -+- a.) = ^ 8, 

m ( B H - P) — / i (A ' - t - a) = ^ S', 
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d'où 

, . . D , D' „ 
n ( A ' - A ) = 0 — 1? °-

Si, au lieu d 'être sens ib lement nuls, o et 3' étaient seulement égaux , 

le second m e m b r e de l 'équat ion ne serait plus nul, à mo ins que l 'on 

ne pût aussi affirmer que E = E ' , et, en fait, la m é t h o d e ne serait 

plus qu 'une s imple modi f ica t ion de la m é t h o d e déjà décr i te plus haut . 

Mais sa valeur tient à ce que le po in t sur lequel por te l 'observat ion , 

c'est l ' absence d 'une dév ia t i on ; en d 'autres termes, c 'est une m é t h o d e 

de réduct ion à zé ro : la non-exis tence d 'une fo rce résulte d 'une obse r 

vation où cet te fo rce aurait p r o d u i t un effet appréc iab le , si elle avait 

différé de zé ro de plus d 'une certaine quanti té très peti te. 

Les méthodes de réduc t ion à zé ro ont une grande valeur l o r squ 'on 

peut les e m p l o y e r ; mais elles ex igen t que l 'on puisse mettre en j eu 

s imul tanément dans l ' expér ience deux quantités de m ê m e espèce 

égales et o p p o s é e s . 

Dans le cas actuel , 8 et S' sont d e u x quantités t rop petites pou r 

pouvo i r être obse rvées , et, par suite, un changemen t dans la valeur 

de E n 'enlève r ien de son exac t i tude au résultat. 

On peut dé terminer le degré de p réc i s ion auque l peut at teindre 

cette m é t h o d e en faisant une série d 'observat ions p o u r chacune des 

quelles on fait à nouveau le réglage de A ' , et en comparan t le résultai 

de chacune de ces observa t ions à la m o y e n n e de la série ent ière. 

Or , si l 'on dé règ le A ' d 'une quanti té c o n n u e , par e x e m p l e si l 'on 

introduit en A o u en B une résistance addi t ionnel le égale à la c e n 

tième part ie de A o u B , en observant la déviat ion qui en résulte pou r 

l 'a iguil le du ga lvanomèt re , on peut dédu i re le n o m b r e de degrés c o r 

respondant à une er reur de i p o u r i o o . Et, p o u r connaî t re la p r é c i 

sion effect ivement ob tenue , il faut dé terminer la plus peti te dévia t ion 

qui ne puisse échappe r à l 'observa t ion et la c o m p a r e r à la dévia t ion 

qui c o r r e s p o n d à une erreur de i p o u r i o o . 

Si c 'est entre À et B que la compara i son ( 1 ) do i t être faite en échan

geant les pos i t ions de A et de B , la seconde équa t ion devient 

m (A -t- p ) — ra(B -+- a ) 
D ' , 

d ' o ù 

( m + n ) ( B — A ) 

(') Celte étude est tirée du Traité de Weber sur les mesures galvanométiiques. 

(Gôttingen Transactions, t. X , p. G j . ) 
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53a a" PARTIE, CHAP. XI . — MESURE DE LA RÉSISTANCE, ETC. 

Et, si m et n, A et B , a et [3 sont à peu près égaux , 

B — A = ~ ( A + i ) ( A + i + j r ) ( 8 - 8 ' ) , 

où l 'on peut p rendre pou r 3 —-3' la p lus peti te dévia t ion appréciable 

du ga lvanomètre . 

Si l 'on fait le fil du ga lvanomèt re plus l ong et p lus fin, tout en lui 

conservant la m ê m e masse totale, n var ie c o m m e la l o n g u e u r du fil 

et a c o m m e le carré de sa l ongueu r , il y a une valeur m i n i m u m 

. ( A - H a) (A - t -oc -4 -a i - ) 
de j p o u r 

Si l 'on suppose que r, la résistance de la p i l e , soit fa ible re lat ivement 

à A , cec i donne 
a — » A , 

ou la résistance de chacune des bobines du galvanomètre doit être 

le tiers de la résistance à mesurer. 

On t rouve alors 
8 A s 

B - A = - - ^ ( 8 - 8 ' ) . 
g n E 

Si le couran t passant à travers une seule des b o b i n e s du ga lvano

mètre donne une déviat ion A, on a (à supposer que la dévia t ion soit 

exac tement p ropor t ionne l l e à la fo rce qui la p r o d u i t ) , 

n E 3 n E , 
A = T = - , - r — j si r = o et a = A ; 

A -i- a -t- r /[ A J 

d 'où 
B — A a 8 — 8' 

A ~ 3 A ' 

Dans le ga lvanomèt re différentiel, d eux courants p rodu isen t sur l'ai

guil le suspendue des effets égaux et cont ra i res . La fo rce avec laquelle 

chacun d ' eux agi t sur l 'a igui l le ne dépend pas seulement de son inten

sité, mais aussi de la pos i t ion des spires du fil par rappor t à l 'a igui l le . 

D o n c , à moins que la b o b i n e n'ait été enroulée avec un très grand 

soin, le rappor t de m à n peut change r avec la pos i t ion de l 'a igui l le . 11 

est d o n c nécessaire de dé terminer ce rappor t par des m o y e n s c o n v e 

nables au cours de c h a q u e expé r i ence , si l 'on suppose qu ' i l a pu se 

p rodu i re q u e l q u e changemen t dans la pos i t ion de l 'a igui l le . 

L 'autre mé thode de réduc t ion à zé ro , o ù l 'on emp lo i e le pon t de 
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W h e a l s t o n e , ne demande qu 'un galvanomètre o r d i n a i r e ; l ' ab sence de 

déviat ion de l 'a igui l le que l 'on obse rve est due , non p lu s aux act ions 

opposées de d e u x courants contra i res , mais b ien à l ' absence de c o u 

rant dans le fil. Le p h é n o m è n e obse rvé n'est d o n c plus seu lemen t une 

déviation nul le , mais aussi une intensité nul le , et aucune e r r eu r ne peu t 

se p rodu i re par le fait d ' i rrégulari tés ou de c h a n g e m e n t s de q u e l q u e 

nature que c e soi t dans les b o b i n e s du ga lvanomètre . O n n'a à d e 

mander au ga lvanomètre que d'être suffisamment sensible p o u r révéler 

l 'existence et la d i rec t ion d'un couran t , sans a u c u n e m e n t en déter

miner la valeur , ni la c o m p a r e r à cel le d'un autre c o u r a n t . 

347. Le pon t de W h e a t s t o n e est fo rmé essent ie l lement d e six c o n 

ducteurs reliant quatre po in t s . U n e fo rce é l e c t r o m o t r i c e E est mise 

en j eu entre deux de ces points au m o y e n d 'une pi le v o l t a ï q u e in t ro 

duite entre B et G (fig- 32). On obse rve au moyen d 'un ga lvanomèt re 

Fig. 3a. 

A 

l 'intensité entre les deux autres poin ts O et A . 

Ce couran t dev ien t nul dans cer ta ines cond i t ions : o n di t alors que 

les conduc teu r s B C et O A sont con jugués l 'un à l ' au t re ; ce l a i m p l i q u e 

une certaine relation entre les résistances des quatre aut res c o n d u c 

teurs, et c 'est de cet te relat ion que l 'on fait usage p o u r mesure r les 

résistances. 

Si l ' intensité est nulle dans O A , le potent ie l O d o i t ê t re le m ê m e 

que le potent ie l en A . Or , si nous connaissons les potent ie l s en B et C , 

nous p o u v o n s dé te rminer les potent ie ls en O et en A pa r la règle 

donnée au § 275 , p o u r v u qu ' i l n 'y ait po in t de couran t dans O A , 

B Y + C p B ô - t - C c 
u = „ j A = — - — ; 

la cond i t ion est d o n c 

b, c, p et y étant les résistances respect ives de C A , A B , B O et O C 
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ax = B — C + E «S = 0 - A , 

by = G — A , = 0 

cz = A - - = 0 - c , 

et les équat ions de cont inu i té sont 

-y-

- z - o, 

: O. 

En cons idéran t le système c o m m e fo rmé de trois c i rcui t s O B C , O C A 

et O A B , dans lesquels les intensités sont x, y et z, et en appl iquant 

à c h a q u e c i r cu i t la règ le de Kï rchhof f , nous é l iminons les valeurs des 

potent ie ls O , A , B , C et des intensités %, 7 ] , Ç, et nous ob tenons les 

équat ions suivantes en x, y et z, 

(a- ? + i)n — yy 

— yx •+- (b -

— Qx — <xy 

d 'où , en posant 

D = 

nous t i rons 

et 

b + y • 

( 6 fi — C Y ) , 

= E, 

= o, 

P > = o ; 

27 = ^ [ ( 6 + Y)(c-t-P) + a(ft + c + P-t-ï)]. 

P o u r savoir le deg ré de p réc i s ion que l 'on peu t atteindre par cette 

m é t h o d e , il nous faut dé te rminer l ' intensité du couran t qui passe dans 

O A quand la c o n d i t i o n n'est pas exac tement r emp l i e . 

Soient 

A , B , G et O les quatre p o i n t s ; 

x, y et z les courants suivant. B C , C A et A B ; 

a, b et c les résistances de ces trois c o n d u c t e u r s ; 

\, i\, \\ les courants suivant O A , O B et O C ; 

a, p, f leurs rés is tances; 

E une force é l ec t romot r i ce qu i agit suivant B C . 

Dés ignons par A , B , C et O les potentiels aux points A , B , C et O . 

Les équat ions de c o n d u c t i o n sont 
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3 i 8 . La valeur de D peut être mise sous une fo rme symét r ique 

D = abc -t-èe(P + Y ) - ^ c a ( Y - t - s c ) - t - a & ( a - l - (3) 

- t - (a - t - è -+- c ) ( ï a -(- ap -+- j3y), 

ou b ien , pu i sque nous supposons la p i le dans le c o n d u c t e u r a et le 

galvanomètre dans le c o n d u c t e u r a, nous p o u v o n s r emplace r a par 15 

résistance de la p i l e et a. par G résistance du ga lvanomèt re . Nous 

trouvons alors 

D = B G ( 6 + c + p + v ) + B ( i 4 - T ) ( c + p ) + G ( 6 + c ) ( ^ + ï ) 

+ 6c(p + Y) -+- py(6 - H e). 

Si la fo rce é l e c t r o m o t r i c e E agissait suivant O A , la résistance de O A 

restant toujours éga le à a et si le ga lvanomètre était placé dans B C , 

la résistance de B G restant a, la valeur de D resterait la m ê m e , et 

l'intensité dans B C , due à une fo rce é l ec t romot r i ce E agissant suivant 

O A , serait égale à l ' intensité suivant O A due à une force é l e c t r o m o 

trice agissant suivant B G . 

Si l 'on dé tache s implement la pi le et le galvanomètre et si, sans 

altérer leurs rés is tances respec t ives , on attache la pi le en A et O et le 

galvanomètre en B et G , il faut échanger les valeurs de B et G dans 

l 'expression de D . Si D ' est la valeur de D après cet échange , on t rouve 

D - D ' = ( G - B ) [ ( 6 + c ) ( P H - r ) - ( i + T ) ( p - i - c ) ] = ( B - G ) ( 6 - P ) ( C — f ) . 

Supposons que la résistance du galvanomètre soit plus grande que 

cel le de la p i l e . 

Supposons éga lement que , dans sa première pos i t ion , le ga lvano

mètre relie le po in t de j o n c t i o n des d e u x conduc teurs les moins rés i 

stants p et f au po in t de j o n c t i o n des deux conduc teu r s les plus ré 

sistants b et c ; ou en d'autres termes, que , supposant les quanti tés b, 

c, p et Y rangées par o rdre de grandeur , b et e soient reliés ensemble , 

et p et y éga lement ensemble . A l o r s les quanti tés b — p et c — y 

sont de m ê m e s igne, leur p rodu i t est positif , et D — D ' est de m ô m e 

signe que B — G . 

Si d o n c le ga lvanomètre est placé de façon à rel ier le po in t de j o n c 

tion des d e u x plus grandes résistances au poin t de j o n c t i o n des deux 

plus peti tes, et si sa résistance est supérieure à cel le de la p i le , la v a 

leur de D est" m o i n d r e et les déviat ions du galvanomètre sont plus 

grandes que si l 'on établit les c o m m u n i c a t i o n s de l 'autre manière . 

D o n c , p o u r ob ten i r dans un système donné les plus grandes dév ia 

tions du ga lvanomètre , la règle est la suivante : 

Des deux résistances de la pile et du galvanomètre, placer la 
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plus grande de façon qu'elle relie le point de jonction des deux 

plus grandes au point de jonction des deux plus petites des quatre 

autres résistances. 

349. So i t à dé te rminer le rapport des résistances des conduc teu r s 

A D et A C , en t rouvant sur le c o n d u c t e u r B O C un poin t 0 tel que , 

les points A et 0 étant rel iés par un fil sur l eque l est e m b r o c h é un 

ga lvanomètre , aucune dévia t ion appréc iab le de l 'a igui l le ne se p r o 

duise lo r sque l 'on fait agir la pi le entre les points B et G. 

On peut admettre que le c o n d u c t e u r B O G soit un fil de résistance 

un i fo rme , divisé en parties égales , en sorte que l 'on puisse l ire de 

suite le rappor t des résistances de B O à O C . 

Mais au l ieu q u e tout le c o n d u c t e u r soit fo rmé de ce fil un i forme, 

on peut aussi n'en faire q u e la part ie vois ine de O , et p rendre pou r 

parties latérales des b o b i n e s de forme q u e l c o n q u e et de résistance 

exac tement dé te rminée . 

Nous allons maintenant e m p l o y e r une nota t ion différente de la n o 

tation symét r ique avec laquel le nous avons c o m m e n c é . 

Soient 

B la résistance totale de B A C ; 

c = « R et b — (J — m)W; 

S la.résistance totale de B O C ; 

3 - = / iS et y = ( i — n ) S . 

La valeur de n se lit d i rec tement et cel le de m s'en dédui t lo rsqu ' i l 

n 'y a plus de déviat ion appréc iab le du ga lvanomètre . 

Soient B la résistance de la pile et de ses c o m m u n i c a t i o n s ; G cel le 

du ga lvanomèt re et de ses c o m m u n i c a t i o n s . 

Nous t rouvons , comme plus haut, 

D = G ( B R + BS + R S ) -H m ( i — m ) R 2 ( B + S ) 

-!- w(i — / i ) S 2 ( B -+- R ) - h ( m - t - n — i m n ) B R S , 

et, si ç est l ' intensité dans le fil du ga lvanomètre , 

t E R S 

\ = —D~- (n — m). 

P o u r ob ten i r les résultats les plus exacts , nous devons rendre les 

déviat ions de l 'a igui l le aussi grandes que poss ib le re la t ivement à la 

valeur de n — m. C'est à quo i l 'on arrive en chois issant c o n v e n a b l e 

ment les d imens ions du ga lvanomètre et le fil don t la résistance sert 

de terme de c o m p a r a i s o n . 
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B 
R + S 

Enfin, nous dé te rminons la va leur de S par la cond i t i on qu 'un 

changemen t donné dans la valeur de n p roduise la p lus grande dévia

tion poss ib le au galvanomètre . Différentiant l ' express ion de £, nous 

t rouvons ainsi 

BR 

B -+- R n ( i — n) 

Si l 'on doi t faire un grand n o m b r e de déterminat ions p o u r lesquel les 

la résistance à mesurer présente à peu près la m ê m e valeur , on peut 

se donner la pe ine de préparer un galvanomètre et une pi le spéc ia le 

ment en v u e de ces mesures . La mei l leure d i spos i t ion est alors 

S = R , B = * R , G = a / i ( i — r a ) R 

On fera vo i r , quand on traitera de la Ga lvanomét r i e ( § 7 1 6 ) , que si 

la forme du fil dans un ga lvanomètre change , sa masse restant c o n 

stante, la dévia t ion de l 'a iguil le p rodu i t e par l 'uni té d ' intensité est 

p ropor t ionne l le à la l ongueur , et que la résistance c ro î t c o m m e le 

carré de la l o n g u e u r . D ' o ù l 'on tire que la dévia t ion m a x i m u m se p r o 

duit quand la résis tance du (il du ga lvanomètre est égale à la rés is 

tance du reste du c i r cu i t . 

Dans le cas actuel , si 3 est la dév ia t ion , 

S = C / G f , 

où C est une cer taine constante et G la résistance du ga lvanomèt re 

qui varie c o m m e le carré de la l o n g u e u r de son f i l ; d ' où l 'on t rouve 

que , quand 8 est m a x i m u m , la part ie de la va leur d e D qui r enfe rme 

G doi t deveni r égale au reste de l ' express ion. 

Si nous posons aussi m — n, c e qu i est le cas l o r sque nous avons 

fait une obse rva t ion co r r ec t e , nous t rouvons que la mei l leure va leur 

de G est 

G = ra(i — n)(R + S ) . 

On peut a isément o b t e n i r ce résultat, en cons idéran t la résistance 

du système de A à 0 et se souvenant que B C , étant c o n j u g u é de A O , 

n'a aucun effet sur cet te résis tance. 

Nous t rouvons de m ê m e que , étant donnée la surface agissante 

totale de la p i l e , la d ispos i t ion la plus avantageuse de cette p i le est 

réalisée quand 

RS 
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Sur l'emploi du pont de Wheatstone. 

350. Nous avons e x p o s é la théor ie générale du p o n t de W h e a t s t o n e ; 

nous allons maintenant cons idé re r quelques-unes de ses appl icat ions . 

La compara i son qui peu t être effectuée avec le plus d 'exact i tude 

est ce l le de deux résistances égales . 

Supposons que B (JIG- 3 3 ) soi t une b o b i n e de résistance étalon et 

que nous vou l ions régler la résistance de Y à être égale à ce l le de 8 . 

Fig. 33. 

B H NE 
a 

M I I I I I I I I I l I I Il 

D e u x autres b o b i n e s , b et c , sont préparées , égales entre elles ou à peu 

près ; puis les quatre b o b i n e s sont mises en p lace , leurs é lec t rodes plon

geant dans des godets de m e r c u r e , de façon que le couran t de la pi le se 

partage entre les deux branches fo rmées , l 'une par B et Y et l 'autre par b 

et c . Les b o b i n e s b et c sont reliées par un fil P R , de résistance aussi 

un i forme que poss ib l e , p o u r v u d 'une échel le divisée en parties égales. 

Le fil du ga lvanomètre relie le p o i n t de r encon t re de 3 et de Y avec 

un p o i n t Q du fil P R , q u e l 'on fait varier ju squ ' à c e que , fermant 

d ' a b o r d le c i r cu i t de la p i l e , pu is celui du ga lvanomètre , on n 'observe 

plus aucune dévia t ion de l ' a igui l le . 

O n échange alors les pos i t ions des b o b i n e s [1 et Y , et l 'on t rouve 

une nouve l le pos i t ion de Q . Si cet te nouve l le pos i t ion est la m ê m e 

que l ' ancienne, nous savons que l ' échange de fi et de Y n'a p rodu i t 

aucun changemen t dans le rappor t des résistances et q u e , par suite, 

Y est b ien réglé . S'il faut dép lacer Q , le sens et la grandeur de ce d é 

p lacemen t i nd ique ron t la nature et la grandeur du changemen t qu' i l 

faut appor ter à la l o n g u e u r du fil Y p o u r que sa résistance devienne 

égale à cel le de p. 
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2 fi. 

Ayant réglé 7 aussi b ien que poss ib le , nous subst i tuons à b et à c 

d'autres b o b i n e s , de résistance d ix fois plus grande, par exemple . 

La différence qui subsiste encore entre [3 et 7 p rodui ra alors dans la 

posi t ion de Q une variat ion d i x fois plus grande qu ' avec les p remières 

b o b i n e s , et nous p o u v o n s ainsi augmente r cons tamment l ' exac t i tude 

de not re c o m p a r a i s o n . 

Le rég lage se fait plus vite au mo3 r en d'un fil et d'un con tac t que 

l 'on dép lace , qu 'au m o y e n d 'une bo î t e de résistances, et il se fait d 'une 

manière con t inue . 

On ne doi t j amais introduire dans le fil par le contac t m o b i l e la pi le 

au l ieu du ga lvanomètre , car le passage d'un couran t énerg ique par le 

poin t de con tac t détériorerai t la surface du fil. Ce l t e d isposi t ion s ' ap 

pl ique d o n c au cas o ù la résistance du ga lvanomèt re est plus grande 

que cel le de la p i l e . 

Si l 'on donne Y la résistance à mesurer , a la résistance de la pi le et 

a cel le du ga lvanomètre , les valeurs les plus avantageuses des autres 

résistances sont , ainsi que l'a fait vo i r M . Ol ive r l l eav i s ide (Piiil. 

Mag., février 1 8 ^ 3 ) , 

Si les résistances des b o b i n e s b et c , chacune d'elles comprenan t 

la por t ion du fil P R qui s 'étend jusqu ' au po in t marqué zé ro sur 

l 'échel le , sont égales aux résistances de b et de c divisions du fd, et si 

la lecture de l ' échel le qui c o r r e s p o n d à Q est x dans le p remier cas , 

y dans le s econd , 

c -+- x ¡3 c vy _ y _ 
b — x ~~ y' b—y j i ' 

d 'où 

3» ( 6 + a ; ) ( é - 7 ) ' 

Puisque &—JK est à peu près égal à c + x et que tous deux sont 

grands par rappor t à x o u à y , c ec i peut s 'écrire 

Y2
 y — a: 

- F - = I - 4 - i -L 

et 
y 
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De la mesure des petites résistances. 

351 . Si l 'on in t rodui t dans un c i r cu i t un c o n d u c t e u r c o u r t et épais, 

sa résistance est très faible à cô t é des résistances causées par les d é 

fauts inévi tables des attaches, contacts imparfai ts , mauvaises sou

dures , e tc . , et des mesures faites de la façon qu 'on vient de décr i re 

ne donnera ient pas une valeur co r rec te de la résistance. 

L ' o b j e t de ces expér i ences est, en général , de dé te rminer la r é -

Fig. 3Î. 

v 

sistance spéci f ique d 'une substance , et l 'on y a r ecou r s si la substance 

ne peut être o b t e n u e sous fo rme de fif l ong et fin ou si l 'on do i t m e 

surer la résis tance transversale aussi b i en q u e la résis tance l o n g i t u 

dinale. 

Sir W . T h o m s o n ( ' ) a décr i t une m é t h o d e appl icab le dans des cas 

de ce genre , que nous p o u v o n s p rendre c o m m e e x e m p l e d'un système 

à neuf c o n d u c t e u r s . 

Le po in t le plus impor tan t de cette m é t h o d e est que l 'on mesure la 

résistance non pas du c o n d u c t e u r tout entier , mais seulement de la 

partie de ce c o n d u c t e u r c o m p r i s e entre deux repères vois ins de ses 

ext rémités . 

La résistance que nous vou lons mesurer est ce l le que r encon t re un 

courant dont l ' intensité est un i fo rme dans toutes les sect ions du c o n 

ducteur , et qui s ' écoule para l lè lement à l 'axe de ce c o n d u c t e u r . Or , 

dans le vo is inage des ext rémi tés , lo r sque le couran t pénètre par des 

é lect rodes soudées , amalgamées ou s implement serrées con t re les e x 

trémités du c o n d u c t e u r , il y a généra lement un défaut d 'un i formi té 

dans la d is t r ibut ion de l ' intensité dans le c o n d u c t e u r ; tandis q u ' a u n e 

cour te dis tance des é l ec t rodes , l ' intensité devient sens ib lement uni

forme. Le lec teur peu t se repor ter à l 'é tude et aux d i ag rammes 

(') Proc. lî. S., 6 juin J86I. 
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DE LA MESURE DES PETITES RÉSISTANCES. 54 

donnés au § 193, où un couran t pénétrant par un cô t é dans une 

bande de métal à b o r d s parallèles devient b i en tô t parallèle à ces 

b o r d s . 

F I G . 35. 

'1=3'-
Q 

On doi t d o n c c o m p a r e r la résistance des conduc teu r s entre certains 

repères S, S' et T , T ' . 

Les conduc teu r s sont disposés à la suite l 'un de l 'autre, reliés aussi 

parfaitement que poss ib le , dans le c i rcui t d 'une pile à faible résistance. 

Un fil S V T t o u c h e les conduc teu r s en S et en T ; un autre, S ' V ' T ' , 

les t o u c h e en S' et T ' . 

Le fil du ga lvanomètre relie les points V et V de ces deux fils. 

Les fils S V T "et S ' V ' T ' sont pris assez résistants p o u r que l 'on puisse 

négl iger devant leur résistance cel le qui est. due aux contacts i m p a r 

faits en S, T , S' et T ' ; V et V sont pris de façon que les résistances 

des deux b r anches de chacun des deux fils soient à peu près dans le 

rapport, des résistances des conduc teu r s . 

A p p e l o n s 

II et F les résistances des conduc teu r s SS' et T T ' ; 

A et C celles des branches SV et V T ; 

P et R celles des branches S' V et V T ' ; 

Q cel le de la p i èce S ' T ' qui relie les c o n d u c t e u r s ; 

15 celle de la pi le et de ses c o m m u n i c a t i o n s ; 

G cel le du galvanomètre et de ses c o m m u n i c a t i o n s . 

La symétr ie de ce système se c o m p r e n d aisément d 'après le d ia

g r a m m e simplifié (fig- 34)· 

La cond i t ion p o u r que la pile B et le ga lvanomètre G soient des 

conduc teu r s con jugués est, dans ce cas , 

F 

C 

II 

A 

Q 

A / P \- Q - 1 - R 

O r la résistance de la p ièce de c o m m u n i c a t i o n Q est aussi faible 
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Fi g. 36. 

D e u x poin tes ou d e u x arêtes v ives , faites d 'une substance o o n d u c -

(') Laboratory, Matthiessen et Hockin, Sur les alliages. 

qu ' i l nous est poss ib le de le faire. Si elle était nul le , l ' équat ion se ré 

duira i t à 
F H 

G - A = ° ' 

et le rapport des résistances à c o m p a r e r serait égal au rappor t de C 

à A , c o m m e dans la fo rme ord ina i re du pon t de W b e a t s t o n e . 

Dans le cas actuel , la va leur de Q est pet i te en c o m p a r a i s o n de I ' 

o u de R ; si d o n c nous prenons les points V et V , de façon que le r ap

por t de R à C soit à peu près égal au rappor t de P à A , le dernier 

t e rme de l 'équat ion s 'annule, et nous avons 

F _ C 

H A ' 

Le succès de ce l te m é t h o d e dépend , dans une cer ta ine mesure , de la 

perfec t ion des contac ts entre les fils et les conduc t eu r s que l'on e x a 

mine , en S, S', T et T ' . Dans la m é t h o d e suivante, e m p l o y é e par 

M M . Malthiessen et I l o c k i n ( ' ) , on n'a pas à se p r é o c c u p e r de celle, 

c o n d i t i o n . 
t 

352 . Les conduc teu r s à examiner sont d isposés de la façon qui 

vient d 'être di te : les attaches sont faites aussi b i en que poss ib le , et 

l 'on se p r o p o s e de c o m p a r e r la résistance de la partie c o m p r i s e entre 

les repères S, S' du p r e m i e r c o n d u c t e u r et la résistance de la partie 

compr i se entre les repères T , T ' du s e c o n d (Jig- 3 6 ) . 
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DE LA MESUIIE DUS PETITES RÉSISTANCES. 543 

tr ice, sont fixées dans un m o r c e a u de matière isolante, de façon que 

l 'on puisse mesurer exac tement la distance qu i les sépare. Ce t appa

reil étant p lacé sur le conduc teu r à examiner , ses points de con tac t 

avec ce c o n d u c t e u r sont à une distance connue S S ' . C h a c u n e de ces 

pièces de contac t est reliée à un g o d e t de m e r c u r e où l 'on peut p l o n g e r 

une des é lec t rodes du ga lvanomèt re . 

Le reste de l 'appareil est d isposé c o m m e dans le pont de W h e a t s t o n e , 

avec des b o b i n e s ou des bo î tes de résistance eu À et C , un fil P R et 

un contac t m o b i l e Q auquel est rel iée l 'autre é lec t rode du ga lvano

mètre . 

Supposons le galvanomètre relié à S et Q , et soient A , et. C t ainsi 

disposés, et la pos i t ion de Q ainsi dé te rminée en Q t qu ' i l n 'y ait. po in t 

de courant dans le fil du ga lvanomèt re . 

Nous savons alors que 

X S A i — P Q i 

S Y C - t - Q , ^ ' 

X S , P Q , . . . étant mis pour représenter les résistances de ces c o n 

duc teurs . 

De là nous tirons 

X S A . - t - P Q . 

X Y A ^ C i - t - P R ' 

Rel ions maintenant à S' l ' é lec t rode du ga lvanomètre , et t ranspor

tons des b o b i n e s de résistance de C en À , jusqu ' à ce que nous p u i s 

sions établir l ' équi l ibre é lec t r ique dans le fil du galvanomètre en pla

çant Q en un certain po in t Q 2 du fil. Soient C 2 et A 2 les nouvel les v a 

leurs de C et A , soit 

A , - i - C,-+- P R = Â 2 - t - C 2~t- P R = R. 

Nous avons , c o m m e p r é c é d e m m e n t , 

X S ' 

X Y 

d 'où 

SS' 

X Y = 

D e m ê m e , en mettant l 'appareil sur le second c o n d u c t e u r en TT' et 

en transportant encore des résistances, nous aurons, quand l ' é lec t rode 

est en T', 

X T ' As + P Q j 

X Y R ' 

A j - j - P Q j 

R 

• A , +- Q . Q 2 

R 
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et, quand elle est en T , 

X T _ A t + P Q j 

X Y ~" ' 

d 'où 

T T ' _ A i — A : I - J - Q , Q , 

X Y ~ H 

JNous pouvons d o n c en tirer le rappor t des résistances S S ' et T T ' , 

S S ' _ A , - A , ^ Q , Q g 

T T ' ~" A 4 — A 3 - t - Q 3 Q 4 ' 

Si l 'on ne r eche rche une grande p réc i s ion , on peut se passer des 

b o b i n e s A et G, et alors on t rouve 

SS^ = Q . Q , 

T T ' Q S Q 4 ' 

L o r s q u ' o n lit la pos i t ion de Q sur un fil de i , n d e longueur , on 

ne peut guère c o m p t e r sur une approx imat ion supér ieure à ^ de mil

l imètre , et la résistance du fil peu t présenter des variat ions c o n s i d é 

rables en ses différents poin ts par suite de différences de température , 

de frot tements , e tc . Si d o n c on veut ob ten i r une grande p réc i s ion , ou 

in t rodui t en A et G des b o b i n e s de résistance cons idé rab le , don t on 

peut dé te rminer le rappor t des résistances plus exac tement que le 

rappor t des résistances des part ies en lesquel les le po in t Q partage 

le fil. 

Il y a l ieu de r emarquer que dans cette m é t h o d e l ' exac t i tude des 

résultats ne d é p e n d nu l lement de la perfec t ion des contacts en S, S', 

T et T ' . 

Cette m é t h o d e peut être appelée méthode différentielle du pont de 

Wheatstone, ca r elle repose sur la compara i son d 'observa t ions sé

parées. 

U n e cond i t ion essentielle d ' exac t i tude dans cet te m é t h o d e est que 

la résistance des c o m m u n i c a t i o n s reste la m ê m e pendant le cours des 

quatre opéra t ions qui sont nécessaires p o u r ob ten i r une déterminat ion 

c o m p l è t e . Auss i doi t -on toujours répéter cet te série d 'opérat ions dans 

le m ê m e o rd re , p o u r d é c o u v r i r les changements qui auraient pu se 

produi re dans ces résis tances. 

Comparaison des grandes résistances. 

333. Si la résistance à mesurer est très cons idé rab le , on peu t c o m 

parer les potent ie ls des différents points du système au moyen d'un 
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é lec t romètre sensible , tel que l ' é lec t romètre à quadrants décr i t au 

§ 219. 

Si les conduc teu r s d o n t on doi t mesurer la résistance sont placés en 

série et traversés par le couran t d 'une pi le de fo rce é l ec t romot r i ce 

cons idérab le , la différence des potent iels aux extrémités de c h a q u e 

conduc teur est p ropor t ionne l l e à la résistance de ce c o n d u c t e u r . D o n c , 

en reliant les é lec t rodes de l ' é lec t romètre aux extrémités d 'un c o n d u c 

teur, puis d 'un autre, on peut dé terminer le rapport de leurs résistances. 

C'est là la m é t h o d e la plus d i rec te p o u r dé terminer des rés is tances; 

mais elle suppose l ' emplo i d 'un é lec t romét re aux ind ica t ions duquel 

on puisse se fier, et nous devons être assurés que le couran t reste 

constant pendant la durée de l ' expér ience . 

On peut aussi d isposer quatre conduc teu r s de grande résistance, 

c o m m e dans un pon t de W h e a t s t o n e , et fo rmer le pon t lu i -même par 

les é lec t rodes d 'un é lec t romèt re au lieu de celles d 'un ga lvanomèt re . 

L'avantage de cet te m é t h o d e est qu ' i l n 'y a pas beso in d'un courant 

permanent p o u r p r o d u i r e la déviat ion de l ' é lec t romètre , au l ieu que 

le ga lvanomèt re ne dévie que si son fil est traversé par un couran t . 

354. L o r s q u e la résistance d'un conduc t eu r est si grande, que le 

courant q u ' y p rodu i t toute force é l ec t romot r i ce don t on dispose soit 

encore trop pet i t p o u r être mesuré d i rec tement au galvanomètre , on 

peut e m p l o y e r un condensa teur pou r y accumule r l 'é lect r ic i té pendant 

un certain t e m p s ; ensui te , en déchargeant ce condensateur à travers 

un galvanomètre , on peut évaluer la quanti té d 'é lectr ic i té accumulée : 

c 'est la m é t h o d e de M M . Br igh t et Clark pou r essayer les soudures 

des câbles sous-marins . 

35.Ï. Mais la manière la plus s imple de mesurer la résistance d'un 

pareil c o n d u c t e u r consiste à cha rge r un condensateur de grande c a 

paci té et à rel ier ses deux armatures aux é lec t rodes d'un é lec t romètre 

et aux extrémités du c o n d u c t e u r . 

Soient 

E la différence de potent ie ls ind iquée par l ' é l ec t romèt re ; 

S la capaci té du condensa teu r ; 

Q la charge sur chacune de ses surfaces ; 

R la résistance du c o n d u c t e u r ; 

x l ' intensité du couran t qui le traverse, 

on a, d 'après la théorie des condensa teurs , 

Q = S E ; 

77·. d'Êlect. et de ¡Wagn., f. 35 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



S ( l o g e E 0 — l o g e E ) 

ce qu i d o n n e R en mesure abso lue . Dans cet te express ion , il n'est 

pas nécessaire de connaî t re la valeur d 'une d iv is ion de l ' échel le de 

l ' é l ec t romèt re . 

Si la capac i té S du condensa teur est évaluée en mesure électrosta

t ique par un certain n o m b r e de mèt res , R est aussi donné en mesure 

é lect rosta t ique c o m m e l ' inverse d 'une vi tesse. 

Si S est donné en mesure é l ec t romagné t ique , ses d imens ions sont 

T 2 

-=- et R est une vi tesse. 

Li 

C o m m e le condensa teur l u i - m ê m e n'est pas un isolant parfait , il est 

nécessaire de faire deux expé r i ences . Dans la p remiè re , on détermine 

la résistance R 0 du condensa teur l u i - m ê m e ; dans la s econde , cel le du 

condensa teur ayant ses armatures reliées par le c o n d u c t e u r . Soi t R ' 

cette résistance. A l o r s la résistance R du c o n d u c t e u r est donnée par 

l 'équat ion 

I I I 
R = R 7 

Cet te m é t h o d e a été e m p l o y é e par M . S iemens . 

d 'après la lo i de O h m , 

E = R i ; 

d'après la défini t ion de l ' intensité, 

_ dQ 

x-~~~dr 

d ' o ù 

- Q . R s f 

et 
t 

Q = Q o e K S , 

Qo étant la eharge initiale au temps t = o . 

D e m ê m e 
t 

E = E o e ' â s , 

E 0 étant la p remiè re lec ture de l ' é lec t romèt re et E la lecture au 

temps t. 

De là nous t irons 

R = 
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MÉTBTODE DE THOMSON POUR DÉTERMINER LA RÉSISTANCE, E T C . 5^7 

Méthode de Thomson ( ') pour déterminer la résistance d'un galvanomètre. 

356 . U n e d ispos i t ion semblab le à eelle du pon t de W h e a t s t o n e 

(fig- 3 7 ) a été e m p l o y é e avec avantage par Sir W . T h o m s o n p o u r dé-

Fig. 3 7 . 

terminer la résistance du galvanomètre dont on se sert. Elle a été 

suggérée à Sir W . T h o m s o n par la m é t h o d e de Mance (voir § 3 5 7 ) . 

C o m m e p r é c é d e m m e n t , p laçons la pi le entre B et C , sur la figure 

du § 3 i 7 ; mais mettons le ga lvanomèt re en C A au lieu de O A . Si 

¿ ¡ 3 — cy est nul , le c o n d u c t e u r O A est con jugué de B C , et, puisqu ' i l 

n 'y a po in t de couran t p rodu i t dans O A par la pi le p lacée dans B C , 

l ' intensité du courant dans un q u e l c o n q u e des conduc teu r s est i ndé 

pendante de la résistance de O A . D o n c la déviat ion du galvanomètre 

p lacé en C A restera la m ê m e , que la résistance de O A soit grande ou 

peti te. On obse rve d o n c si la déviat ion du galvanomètre reste la 

m ê m e lo r squ 'on réuni t O et A par un conduc teu r de faible résistance 

ou lo r squ 'on r o m p t cet te c o m m u n i c a t i o n ; et lo r sque , par un réglage 

convenab le des résistances des conduc teu r s , ce résultat a été ob t enu , 

on sait que la résistance du galvanomètre est 

c , f et ¡3 étant des résistances de b o b i n e s connues . 

11 y a l ieu de remarquer que cette mé thode n'est po in t une m é t h o d e 

(') Pi oc. P. S., 1 9 janvier 1 8 7 1 . 
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5/ (8 a" PARTIE, CIIÀP. xr. — MESURE DE LA RÉSISTANCE, ETC. 

de réduc t ion à zé ro , si l 'on entend par là qu ' i l ne passe po in t de c o u 

pant dans le ga lvanomèt re ; mais c 'est une m é t h o d e de réduct ion 

à zé ro , en ce sens que ce que l 'on observe est un fait négatif, le fait 

que la déviat ion du galvanomètre ne change pas quand on établi t un 

certain con tac t . U n e observa t ion de ce genre a plus de va leur que 

l 'observat ion de l 'égal i té de d e u x dévia t ions du m ê m e ga lvanomèt re ; 

car , dans ce dern ier cas , la fo rce de la pi le ou la sensibi l i té du galva

nomèt re peuvent changer dans l ' intervalle des mesures , au lieu que , 

si la dévia t ion reste constante malgré certains changements que nous 

p o u v o n s répéter à vo lon té , nous s o m m e s sûrs que l ' intensité est c o m 

plè tement indépendante de ces changemen t s . 

On peu t dé te rminer aisément la résistance de la b o b i n e d'un galva

nomètre en employan t le pont de W h e a t s t o n e , à la manière ordinaire , 

et en mettant en O A un autre ga lvanomètre . Pa r la m é t h o d e que l 'on 

vient de déc r i r e , le ga lvanomètre sert à mesurer lu i -même sa propre 

résistance. 

Méthode de Mance ( ' ) pour déterminer la résistance de la pile. 

357 . La mesure de la résistance d 'une pi le qui fonc t ionne présente 

des difficultés b i en plus grandes ; car on t rouve que la résistance de 

la pile ép rouve un changemen t cons idé rab le que lque temps après que 

l'on a changé la fo rce du couran t qu i traverse cet te p i le . Dans la p lu 

part des mé thodes c o m m u n é m e n t employées p o u r mesurer la résis

tance des pi les, il se p rodu i t au cours m ê m e des opéra t ions de ces va

riations dans la force du cou ran t qui traverse la p i l e , par sui te , les 

résultats sont rendus incertains . 

La m é t h o d e de Mance ne prête pas à cette o b j e c t i o n : la pi le est 

mise en B C et le galvanomètre en C A . La c o m m u n i c a t i o n entre O et B 

est a l ternat ivement établie et r o m p u e . 

O r la dévia t ion de l 'aiguil le du galvanomètre reste constante , quelques 

changements que subisse la résistance de O B , p o u r v u que O B et A C 

soient c o n j u g u é s . O n peut regarder ce résultat c o m m e un cas parti

cu l ie r de ce qui a été établi au § 347 , o n peu t aussi l 'ob teni r d i rec 

tement en é l iminant ; et ^ dans les équat ions de ce pa ragraphe ; on a 

alors 

( a a — cy)x -+- (fiY H - es. -+- c.b -t- bi)y = Ea. 

P o u r q u e soit indépendant de x et, par suite, de p, il faut que l'on 

(') Proc. P. S., 1 9 janvier 1 8 7 1 . 
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MÉTHODE DE MANCE POUR DÉTERMINER LA RÉSISTANCE, E T C . 549 

ait 
a% = c y . 

On a ainsi la résistance de la pi le en fonct ion de c , y et et. 

Si la cond i t ion an = c y est rempl ie , le couran t qu i passe dans le 

galvanomètre est 

cb -\- n(a — 6 -+- c ) 

E T 

a i + ' f ( a + è + c ) 

P o u r nous rendre c o m p t e de la sensibilité de cette mé thode , suppo

sons que la cond i t i on 
a a — c y 

soit rempl ie à peu près (fig. 3 8 ) , mais non ent ièrement , et qu' i l passe 

Fi K . 38. 

S 

dans le ga lvanomètre un courant j ' 0 lo rsque les points O et B sont 

reliés par un c o n d u c t e u r de résistance nég l igeab le , un couran t y l 

lo rsque la c o m m u n i c a t i o n est ent ièrement r o m p u e entre O et B . 

P o u r t rouver ces valeurs , nous devons* faire ¡3 = o et ¡3 = 00 dans la 

fo rmule générale de y et c o m p a r e r les résultats. 

La valeur générale de y est 

c y — 3y -+- y a -+- a 3 

D ~ b ' 

D désignant la m ê m e express ion qu 'au § 34-8. Donnant à p les valeurs 

ind iquées plus haut , il est aisé de vo i r que les express ions de j 0 et 

de y l sont à peu près 

ci cy — a s t ) y 2 

Y H : — ' — 1 

y ( c - t - a ) E 

è ( c y — a = t ) y 2 

7 Y ( Y + * ) Ù _ ' 
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5 5 O 2 ° PARTIE, CHAP. XI . — 

D e ces valeurs nous t i rons 

MESURE DE LA RÉSISTANCE, ETC. 

7 o — 7 I = g ( c y — a a ) 

y y ( c + a ) ( a + Y ) ' 

D o n c la résistance c du c o n d u c t e u r A B doi t être égale à a, ce l le de la 

p i l e ; a et y do iven t être égaux et aussi peti ts que poss ib le , et b doi t 

être égal à a. - f - y. 

P u i s q u ' u n ga lvanomèt re a sa plus grande sensibi l i té lorsqu ' i l est 

prés de sa pos i t ion de r epos , avant d 'é tabl i r le con tac t entre O et B , 

nous ramènerons l 'aiguil le au zé ro au m o y e n d 'aimants fixes. 

Quand on mesure de cette façon la résistance de la p i l e , aucune 

part ie de l 'opéra t ion ne modi f ie l ' intensité dans le ga lvanomè t r e ; on 

peu t d o n c mesurer la résistance de la pi le p o u r toute intensité du 

couran t et dé terminer c o m m e n t l ' intensité réagi t sur la résistance ( * ) . 

Si y est l ' intensité du couran t dans le ga lvanomèt re , les intensités 

dans la p i le seront x0 l o r sque la c l e f est abaissée et xt quand elle est 

re levée, où l 'on a 

Y b a c 1 / b \ 
xQ—y\i^ 1 • —- , Î I = V H I > 

la résistance de la pile étant 
c ï 

a — —-
7. 

et sa fo rce é l e c t r o m o l r i c e 

La m é t h o d e du § 3ofi, p o u r dé te rminer la résistance d'un ga lvano

mèt re , ne diffère de ce l l e -c i qu 'en ce que les contacts sont établis et 

r o m p u s entre O et A au l ieu de O et B ; en échangeant a et B, nous 

ob tenons p o u r ce cas 

7O - 7 I = P C Ï - & 3 

7 ï ( c — P X S - H Y ; " 

De la comparaison des forces électromotrices. 

358 . La d ispos i t ion suivante, pou r c o m p a r e r la fo rce é l ec t romot r i ce 

( ') Dans le Philosophical Magazine de 1 8 7 0 , t. 1, p. 5 i 5 - 5 2 5 , M. Oliver Lodge 

le signale comme un défaut de la méthode de Mance que, la force électromotrice 

de la pile dépendant de l'intensité du courant dans cette pile, la déviation du 

galvanomètre ne. peut être la même dans les deux positions de la clef abattue ou 

relevée, si l'équation a<x = cy est vraie. M. Lodge décrit une modification de la 

méthode de Mauce qu'il a employée avec succès. 
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DE LA COMPARAISON DES FORCES ÉLECTROMOTRICES. 55] 

des systèmes vol ta ïques ou thermo-élect r iques que ne traverse aucun 

courant , n ' e x i g e qu 'une série de b o b i n e s de résistance et une pi le 

constante. 

S u p p o s o n s que la fo rce é l ec t romot r i ce E de cet te pi le soit plus grande 

q u e cel le de l 'un ou l 'autre des é lec t romoteurs à c o m p a r e r . En in ter

posant entre les points A , et B , (fig- 3o,) du c i rcui t p r imai re E B j A j E 

Fig. 3 9 . 

une résistance suffisante R ( , on peu t rendre la force é lec t romot r ice 

qui agit de B[ vers A t égale à cel le de l ' é lec t romoteur E 1 ; et si alors on 

relie aux points A , et B t les é lec t rodes de cet é l ec t romoteur , il ne 

sera traversé par aucun couran t . On placera d o n c un ga lvanomètre G[ 

dans le c i r cu i t de l ' é l ec t romoteur E 1 ; et l 'on réglera la résistance 

entre A L et B[ jusqu 'à ce que le ga lvanomètre G t ne décè le plus de 

couran t ; on ob t i en t alors l ' équat ion 

E ^ R ^ C , 

o ù \ \ l est la résistance entre A L et et C l ' intensité du couran t dans 

le c i r cu i t p r imai re . 

D e m ê m e , en prenant le s econd é lec t romoteur E 2 et plaçant ses 

é lec t rodes en A 2 et B 2 , de façon que le galvanomètre G 2 ne décè le 

aucun couran t 

E 2 — R-2 G, 

où R 2 est la résistance entre A 2 et B 2 . Si les observat ions des galva

nomètres G , et G 2 sont simultanées, la valeur de C, l ' intensité dans 

le c i rcu i t p r imai re , est la m ê m e dans les deux équat ions , et l 'on 

trouve 

h. = 5». 
K 2 R 2 
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( ' ) Densité 1 , 3 8 . 

D e cette maniè re , on peut c o m p a r e r les forces é l ec t romot r i ces de deux, 

é l ec t romoteurs . La fo rce é l ec t romot r i ce abso lue d'un é l ec t romoteur 

peut être mesurée par la m é t h o d e é lect ros ta t ique avec l ' é lec t romètre 

o u par la m é t h o d e é l ec t romagné t ique avec un ga lvanomèt re abso lu . 

Cet te m é t h o d e , dans laquel le il n 'y a de courant dans aucun des élec -

t romoteurs au m o m e n t de la compara i son , est une modif ica t ion de 

la m é t h o d e de P o g g e n d o r f f et est due à M . La t imer Clark , qu i a o b 

tenu ainsi les valeurs suivantes p o u r les forces é l ec t romo t r i ce s : 

Danieli I . Zinc a m a l g a m é . S 0 4 I I + 4 A q T ( l n a . 

Solut ion concentrée de S O 4 Cu cuivre 1 , 0 7 9 . 

I I . » S O H - M 2 Á q 

» S 0 4 C u cuivre 0 , 9 7 8 . 

» K L » S O H - t - I 2 / \ q 

» . . . . . . A z 0 6 C u cuivre 1 , 0 0 . 

Bunsen I . » S 0 4 H - t - i 2 A q 

» A z 0 6 I I charbon 1 , 9 6 4 . 

» I L >> S 0 4 H + i 2 A q 

» A z 0 6 H ( ' ) charbon 1 ,888 . 

Grove » S 0 4 H - l - 4 A q 

» A z 0 6 I I platine i , 95G. 

U n vo l t est une f o r c e é l ec t romot r i ce égale à 1 0 0 0 0 0 0 0 0 unités du 

système cen t imè t r e -g ramme-seconde . 
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CHAPITRE XII. 

DE LA RÉSISTANCE ÉLECTRIQUE DES C O R P S . 

359. Les différents co rps se rangent en trois classes, d 'après la 

façon don t ils se c o m p o r t e n t re lat ivement au passage de l ' é lec t r ic i té . 

La p remière classe c o m p r e n d tous les m é t a u x , leurs a l l i ages , 

que lques sulfures et d'autres c o m p o s é s renfermant des mé taux ; il faut 

y ajouter le c a r b o n e sous forme de cha rbon de co rnue , et le sélénium 

sous la variété cristal l ine. 

P o u r toutes ces substances, la conduc t i on se p rodu i t sans d é c o m p o 

sition ni al tération de la matière c h i m i q u e des c o r p s , ni dans la 

masse, ni aux points où le couran t entre ou sort . Dans tous ces c o r p s , 

la résistance augmente à mesure que la température s'élève ( ' ) . 

La seconde classe c o m p r e n d les substances que l 'on appelle électro-

lytes, pa rce que le passage du couran t est a c c o m p a g n é d 'une d é c o m 

posi t ion de la substance en deux éléments qu i apparaissent sur les 

é lec t rodes . En général , les co rps ne peuvent être é lectrolytes qu 'à 

l'état l i q u i d e ; cependant il y a certains co l lo ïdes , tels que le verre 

à i o o " , qu i sont sol ides en apparence et qu i sont pour tan t des é l e c 

t ro lytes . Des expér i ences de Sir B . - G . B r o d i e , il semble résulter que 

certains gaz sont suscept ib les d 'é lec t rolyse sous l ' influence d 'une fo rce 

é l e c t r o m o t r i c e cons idé rab le . 

P o u r toutes les substances où la c o n d u c t i o n est é l ec t ro ly t ique , la 

résistance d i m i n u e à mesure que la température s 'élève. 

La t ro is ième classe c o m p r e n d des substances dont la résistance est 

si grande que les mé thodes les plus dél icates peuvent seules y p e r c e 

vo i r le passage de l ' é lec t r ic i té : elles sont appelées diélectriques. A 

cette classe appart iennent un grand n o m b r e de corps sol ides , que lques 

l iqu ides , tels que la térébenthine, le pé t ro le , la paraffine fondue , e t c . , 

et tous les gaz et les vapeurs . Le cha rbon sous forme de diamant et le 

sé lén ium sous la variété amorphe appart iennent à cet te classe. 

La résistance des co rps de cette classe est éno rme , c o m p a r é e à cel le 

( l ) La résistance des charbons employés pour la production de la lumière 

électrique détroit quand la température s'élève. [P'J 
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des métaux . El le d i m i n u e à mesure que la tempéra ture s 'élève. En 

raison de la grande résis tance de ces c o r p s , il est difficile de déter

miner si le faible couran t que l 'on peut faire passer au travers est ou 

non a c c o m p a g n é d ' é lec t ro lyse . 

De la résistance électrique des métaux. 

360 . 11 n 'y a point, de part ie des études é lec t r iques p o u r laquel le on 

ait fait des expér iences plus nombreuses et p lus soignées que p o u r la 

déterminat ion de la résistance des mé taux . Il est de la plus haute i m 

por tance p o u r les té légraphes é lec t r iques que le métal don t sont faits les 

fils ait la plus pet i te résistance poss ib l e : on d o i t d o n c faire des mesures 

d e résistance p o u r cho i s i r les maté r iaux . Si une faute se p r o d u i t sur 

la l igne , sa pos i t i on est aussitôt dé te rminée par des mesures de rési

s tance; ces mesures , auxquel les tant de personnes sont maintenant 

e m p l o y é e s , ex igen t l 'usage de b o b i n e s de résistance faites d 'un métal 

don t les propr ié tés é lec t r iques aient été étudiées avec soin . 

Les propr ié tés é lec t r iques des m é t a u x et de leurs alliages ont été 

é tudiées avec grand soin par M M . Matthiessen, V o g t et I l o c k i n , et 

par M M . S iemens qui ont tant con t r i bué à in t rodu i re dans la pra

t ique jou rna l i è re l 'usage des mesures é lec t r iques exac tes . 

D e s r eche rches du D ' Matthiessen, il résulte que l'effet de la t empé 

rature sur la résistance est à p e u près le m ê m e p o u r un grand n o m b r e 

de mé taux p u r s ; la résistance à i o o ° C . est à la résistance à o ° G . dans 

le rappor t de i,414 à i , ou de 1 0 0 à 7 0 , 7 . P o u r le fer pur , le rappor t 

est de 1 , 6 4 5 ; p o u r le tha l l ium pur , de 1 , 4 5 8 . 

La résistance des métaux a été obse rvée par le D r C . - W . S iemens ( ' ) 

dans les l imites de tempéra ture plus é tendues , s 'étendant du p o i n t de 

congé la t ion de l 'eau jusqu ' à 3 5 o ° G . et, dans que lques cas , j u squ ' à i o o o ° G . 

Il t rouve que la résistance c r o î t avec la tempéra ture , mais que l ' ac 

c ro i ssement d iminue à mesure que la température s 'é lève. La formule 

qu ' i l t rouve en a c c o r d très exact avec les observa t ions de résistances 

faites à basse température par le D r Matthiessen et avec ses propres 

observa t ions s 'étendant sur un intervalle de i o o o ° C . est 

r = Ï T ^ + p T - t - f , 

où T est la température abso lue c o m p t é e à part ir de — 2 7 3 ° G . et où 

(') Proc. Ii. S., i-j avril 1 8 7 1 . 
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DE LA RÉSISTANCE ÉLECTRIQUE DES MÉTAUX. 

oc, p et y sont des constantes. A ins i , pou r 

Platine r = o , o 3 g 3 6 g T ï - f - o , 0 0 2 1 6 4 0 7 T — o , a 4 i 3 . 

i 
Cuivre r o ,oa6577T» + 0 , o o 3 i 4 4 3 T — 0 , 2 2 7 5 1 . 

Fer r = o , o 7 2 5 4 5 T 2 t 0 , o o 3 8 i 3 3 T — 1 , 2 3 9 7 1 . 

Grâce à des données de ce genre, on peu t dé terminer la température 

d'un four en observant la résistance d'un fil de plat ine p lacé dans 

c e four . 

Le D r Matthiessen a r e connu que deux mé taux étant c o m b i n é s p o u r 

fo rmer un al l iage, la résistance de l 'al l iage est, dans la p lupar t des 

cas , supér ieure à la résistance que Ton pourra i t ca lculer d 'après la 

résistance des métaux composan t s et leur p r o p o r t i o n . Dans le cas des 

alliages d ' o r et d 'argent , la résistance de l 'al l iage est p lus grande que 

celle de l 'o r o u de l 'argent pur , et , quand les p ropor t ions des d e u x 

mé taux sont c o m p r i s e s dans certaines l imites , la résistance varie très 

peu p o u r de légères variat ions dans les p ropor t ions . P o u r cet te rai

son, le D r Matthiessen r e c o m m a n d e , c o m m e substance très c o n v e n a b l e 

p o u r r e p r o d u i r e l 'unité de résistance, un alliage de deux parties en 

po ids d 'o r p o u r une partie d 'argent . 

En général , les changements de température ont m o i n s d'effet sur 

la résistance é lec t r ique des alliages q u e sur cel le des métaux . 

Auss i fait-on les b o b i n e s de résistance ordinaires en argent a l lemand, 

qui présente une grande résistance variant peu avec la température . 

On e m p l o i e aussi p o u r les b o b i n e s étalons un alliage d e platine et 

d 'argent . 

3 6 1 . La résistance é lec t r ique de certains métaux change par le re

cui t , et, à mo ins qu 'un fil n'ait été soumis à des épreuves répétées , 

dans lesquel les il a été porté à de hautes températures sans ép rouve r 

de c h a n g e m e n t pe rmanen t de résistance, on ne peut le cons idé re r 

avec cer t i tude c o m m e un étalon de résistance. La résistance de ce r 

tains fils change avec le temps , sans m ê m e qu' i ls soient soumis à 

des var ia t ions de température . Il est d o n c important de dé te rminer 

la résis tance spécif ique du mercu re , métal qu i , étant f luide, a toujours 

la m ê m e structure molécu la i r e , et q u i est facile à purifier par dist i l 

lat ion et t ra i tement à l ' ac ide ni t r ique. Un grand soin a été apporté à 

la dé te rmina t ion de la résistance de ce métal par W . et C.-F. Siemens 

qui l'a p r o p o s é p o u r servir d 'étalon. Ges recherches ont été c o m p l é 

tées par ce l les de Matthiessen et H o c k i n . 
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Le po ids du m e r c u r e qu i r empl i t tout le tube est 

w = p J"s dx = pCZ (^j^) yt, 

n étant le n o m b r e des points équidistants pris sur la l ongueu r du 

tube p o u r lesquels on a mesuré X, et p est la masse de l 'unité de v o 

lume . 

La résistance du tube tout entier est 

R — Ç- d x - ~ £ ( X ) - , 
J s L n 

r étant la résistance spécif ique par unité de v o l u m e ; d 'où 

„ n - r p ï a ) x ( l ) 5 
et 

_ u«R « 2 

ce qu i donne la résistance spécif ique de l 'unité de v o l u m e . 

P o u r t rouver la résistance de l 'unité de l o n g u e u r et de l 'unité de 

masse, nous devons mul t ip l ie r par la densi té . 

D e s expér iences de Matthiessen et I l o c k i n , il résulte que la rés i 

stance d 'une c o l o n n e de m e r c u r e un i fo rme , d 'une l o n g u e u r de i m et 

du p o i d s de iB r , est à o ° C . de i3 ,071 ohms ; d ' où il suit que , si le p o i d s 

spécif ique du mercu re est i 3 , 5 g 5 , la résistance d 'une c o l o n n e de i m 

de l ong et de i m m i de sect ion est 0,96146 o h m s 

362 . Dans la Tab le suivante, R est la résistance en o h m s à o ° G . d 'une 

( ' ) Provisoirement, la valeur de l'ohm légal a été fixée à i m , o6 d'une colonne 

de mercure de de section, ce qui donne, pour la valeur légale de la résistance 

d'une colonne de mercure de 1™, 0,9422 ohms. [ P . ] 

La résistance spécif ique du mercu re se dédui t de la manière sui

vante de la résistance mesurée d'un tube de l ongueu r I. contenant un 

po ids w de m e r c u r e . 

A u c u n tube de verre ne présente un d iamèt re égal dans toute sa 

l o n g u e u r ; mais , si l 'on in t rodui t dans le tube une peti te quanti té de 

mercure qui y o c c u p e une l o n g u e u r X, don t le mi l ieu est à une d i s 

tance x d 'un des bou t s du tube , l 'aire de la sect ion aux envi rons de 

C . „ 
ce po in t sera S — v> o u C est une cer taine constante . 
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Argent i o , 5 o étiré 0,1689 '609 °,^77 

Cuivre 8 ,y5 étiré 0 , 1 4 6 9 1642 o , 3 8 8 

Or 1 9 , 2 7 étiré o , 4 i 5 o 2i54 o , 3 6 5 

P l o m b 1 1 , 3 9 1 comprimé 2 ,257 19^'Ï7 0,387 

Mercure 1 3 , 5g5 liquide 13 ,071 961^6 0 , 0 7 2 

O r 2, Argent 1 . . . i 5 , 2 i 8 étiré ou recuit 1,668 10988 o , o 6 5 

Sélénium à ioo"G. cristallisé 6 X i o , ! 1 ,0a 

De la résistance électrique des électrolytes. 

3 6 3 . On rencon t re dans la mesure de la résistance é lec t r ique des 

é lect rolytes des difficultés dues à la polar isa t ion des é lec t rodes : il 

arrive q u e la différence de potent ie ls que l 'on obse rve entre les é l e c 

trodes méta l l iques est plus petite que la fo rce é l ec t romot r i ce qu i 

p rodu i t rée l lement le couran t . 

11 y a divers moyens de surmonter cet te difficulté. Dans certains 

cas, on peut é l iminer la polar isat ion en employan t des é lec t rodes 

faites d 'une substance convenab l e , du z inc , par e x e m p l e , dans une 

solut ion de sulfate de z inc . Si l 'on donne aux é lec t rodes une surface 

cons idérab le re la t ivement à la sect ion de la part ie de l 'é lect rolyte 

don t on do i t mesurer la résistance, et si l 'on n ' e m p l o i e que des c o u 

rants de cour te durée ayant des d i rec t ions alternées, on pour ra faire 

les mesures avant que le passage du courant ait donné à la polar isa

tion une intensité cons idé rab le . 

Enfin, si l 'on fait success ivement deux expér i ences , dans l 'une d e s 

quel les le couran t a à parcour i r dans l ' é lec t ro lyte un chemin b ien plus 

l o n g , que dans l 'autre, et, si l 'on règle la force é l ec t romot r i ce de façon 

que l ' intensité effective et la durée du passage du courant soient à peu 

près les m ê m e s dans les d e u x cas , on peut é l iminer ent ièrement l'effet 

de la polar isa t ion . 

364 . Dans les expér iences du D r P a a l z o w ( ' ) , les é lec t rodes avaient 

la fo rme de grands disques , placés dans des vases plats, séparés, r en

fermant l ' é lec t ro lyte , entre lesquels la c o m m u n i c a t i o n était établie 

( ') Phil. Mag., mai i865. 
(' ) Monatsberichtj Berlin, juillet 1 8 6 8 . 

co lonne de i m de l ong pesant i s r , et r est la résistance en cent imètres 

par s econde d'un cent imèt re c u b e , d 'après les expér iences de Mat-

thiessen ( ' ) . 
Accroissement 
de résistanefi 

Densité. R. r. pour i°C. â 2 0 " C 
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36a. 

Mélanges d'acide sulfurique et d'eau. 

H é s i s t a n c o « f impurv» 

au m e r c u r o . 

S O H 2 i 5 ° C . q G g S o 

S O H 2 -4- i 4 H 2 0 i 9 ° C . 1 4 1 5 7 

S O * I P - 4 - 1 3 1 1 * 0 2 2 ° C . i 3 3 i o 

S O l H 2 4 g 9 I P O a , « c . i 8 Î 7 7 s 

Sulfate de zinc et eau. 

S 0 4 Z n 3 3 H * 0 2 3 " G . i g 4 4 o o 

S 0 4 Z n - + - 2 4 H H ) a . V C . 1 9 1 0 0 0 

S 0 4 Z n - 4 - i o 5 H * 0 2 3 ° C . 3 5 4 o o o 

Sulfate de cuivre et eau. 

S O ' C u - f - 4 5 I P O 2 2 ° C . 2 0 2 4 1 0 

S O C u H - i o 5 H * 0 2 2 ° C . 3 3 g 3 4 i 

Sulfate de magnésium et eau. 

S O ' M g - t - 3 4 H 2 0 2 2 0 G . 1 9 9 1 8 0 

S 0 4 M g - + - 1 0 7 H ' O 2 2 " C . 3 2 4 6 0 0 

Acide chlorhydrique et eau. 

H C l - + - i 5 H * 0 9 . 3 ° C . i 3 f i 2 ( i 

Il C I - f - 5 o o H» O 2 3 ° C . 8 6 6 7 9 

M M . F . K o h l r a u s c h et W . - A . N ippo ld t ( l ) ont dé te rminé la 

(') Pogg. Ann., vol. CXXXVIII , p. 2 8 6 , octobre 1 8 6 9 . 

par le m o y e n d 'un l o n g s iphon rempl i de l ' é lec t ro ly te et p longeant 

dans les d e u x vases . O n employa i t d e u x de ces s iphons de longueurs 

différentes. 

R , et R 2 étant les résistances observées pou r l ' é l ec l ro ly te dans ces 

s iphons , les s iphons étaient rempl is de m e r c u r e et l 'on trouvai t alors 

IV, et R a p o u r leurs résistances. 

A l o r s on t rouvera i t le rappor t de la résistance de l ' é lec t ro ly te à la ré

sistance d 'une masse de m ê m e fo rme de m e r c u r e à o ° C . par la fo rmule 

- R < — R ? 

p ~ R ^ - h f 

P o u r dédu i re des valeurs de p la résistance d 'une l o n g u e u r de o l " , o i 

ayant une sect ion de ici, nous devons mul t ip l ie r par la valeur de /• 

p o u r le m e r c u r e à o ° C . (voir § 361 ) . 

V o i c i l e s résultats donnés par P a a l z o w : 
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Résistance des mélanges d'acide sulfurique et d'eau à 2 2 o G - , 

en fonction du mercure à 0° (Kohlrauseli et JVippoldt). 

ACCROISSEMENT 
PROPORTÎNN RÉSISTANCE DE CONDUCTIBILITÉ 

DENSITÉ Â I8°,5. DE SOMIÎ. À 22· 1). PAR DEGRII C POUR 

0 , 9 9 8 5 0 , 0 7 4 6 3 o o o , 4 7 

' 1 , 0 0 0 , 2 4 6 5 1 0 0 ° , 4 7 

1 , o 5 o 4 8 , 3 3 4 5 3 0 0 , 6 5 3 

1 , 0 9 8 9 1 4 , 2 1 8 9 4 6 0 , 6 4 6 

I , I 4 3 I 2 0 , 2 1 4 9 9 ° o , 7 9 9 

1 , 2 0 4 3 2 8 , 0 I 3 I 3 3 1 , 3 1 7 

1 , 2 6 3 1 3 5 , 2 I 3 I 3 2 1 , 2 . 5 9 

1 . 3 i 6 3 4 1 , 5 1 4 2 8 6 1 , 4 1 0 

I , 3 5 4 7 4 ( 5 , 0 1 . 5 7 6 2 1 , 6 7 4 

I , 3 9 9 4 5 o , 4 1 7 7 2 6 I , 5 8 2 

I , 4 4 8 2 5 5 , 2 9 . 0 7 9 6 i . 4 ' 7 

1 , 5 0 2 6 Go, 3 2 5 5 7 4 1 , 7 9 4 

De la résistance électrique des diélectriques. 

366 . On a fait un grand n o m b r e de déterminat ions de la résistance 

é lec t r ique de la gutta-percha et des autres matières qu i servent d ' i so 

lants dans la fabricat ion des câbles té légraphiques , afin de se rendre 

c o m p t e de la valeur de ces co rps c o m m e substances isolantes. 

Généra lement les essais se font après que la mat ière a servi à re 

vêtir le fil c o n d u c t e u r : on prend le fil p o u r une des é lec t rodes et l 'eau 

d 'une c u v e dans laquel le le c â b l e est p l o n g é p o u r l 'autre é l ec t rode . 

O n fait ainsi passer le couran t à travers l ' enve loppe cy l ind r ique faite 

de mat ière isolante, enve loppe qu i présente une grande surface et peu 

d 'épaisseur . 

O n a r econnu qu 'au m o m e n t o ù la fo rce é l ec t romot r i ce c o m m e n c e 

rés is tance de mélanges d ' ac ide sulfur ique et d 'eau. Us employa ien t 

des courants magné to-é lec t r iques alternés, don t la fo rce é l e c t r o m o 

t r ice variai t de ^ à d 'é léments G r o v e ; pu i s , au m o y e n d 'un c o u p l e 

the rmo-é lec t r ique cuivre-fer , ils ont rédui t la fo rce é l ec t romot r i ce 

à de G r o v e . Ils ont t rouvé que la lo i de O h m s 'appl ique à 

l 'é lect rolyte dans tout l ' intervalle de ces forces é l ec t romot r i ces . 

La résistance est m i n i m u m p o u r un mélange contenant envi ron -j, 

d ' ac ide sul fur ique . 

La résistance de l ' é lec t ro lyte d i m i n u e à mesure que la température 

s 'élève. La p r o p o r t i o n dans laquel le la conduc t ib i l i t é augmente poui 

un accro i ssement de i ° G . est donnée par la Tab le suivante : 
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à agir , l ' intensité i nd iquée au ga lvanomèt re n 'est pas du tout c o n 

stante. Nature l lement le p remie r effet p rodu i t est un couran t passager 

de grande intensité, qu i appor te toute la quanti té d 'é lec t r ic i té néces

saire p o u r cha rge r les surfaces de la mat ière isolante, la d is t r ibut ion 

superficielle de l 'é lect r ic i té co r respondan t à la force é l ec t romot r i ce . 

Cet te intensité initiale est d o n c une mesure , non d e la conduc t ib i l i t é , 

mais de la capaci té de la c o u c h e isolante . 

Mais , m ê m e après que l 'on a laissé t o m b e r ce p r e m i e r courant , le 

courant qu i subsiste n 'est pas constant et n ' i nd ique pas la c o n d u c t i 

bi l i té vraie de la substance . On a reconnu que le cou ran t con t inue de 

déc ro î t r e pendant au mo ins une demi -heure , de sorte qu 'une dé te rmi 

nation do la résistance faite d 'après l ' intensité donne une valeur plus 

grande si l 'on a laissé passer un certain temps que si l 'on a fait la 

mesure aussitôt après avoi r mis la p i l e . 

Ains i , p o u r la c o m p o s i t i o n isolante de H o o p e r , la résistance au b o u t 

de dix minutes était quatre fois , et la résistance au b o u t de d ix-neuf 

minutes était vingt- t rois fois la résistance observée à la fin de la pre

mière minute . Si l 'on renverse le sens dans lequel agit la fo rce é l ec -

t romot r ioe , la résistance t o m b e aussi bas ou plus bas q u e la p r emiè re 

fois et r emon te ensuite graduel lement . 

Ces p h é n o m è n e s semblen t dus à un état de la gut ta-percha q u e , 

faute d 'un mei l leur n o m , nous p o u v o n s appeler polarisation, et que 

nous p o u v o n s c o m p a r e r , d 'une part, à celui d 'une série de boute i l les 

de L e y d e chargées en cascade , d 'autre part , à celui d 'une pile s e c o n 

daire de Rit ter (voir § 2 7 1 ) . 

Si un cer ta in n o m b r e de boute i l les de L e y d e de grande capaci té 

sont reliées en série par des conduc teu r s de grande résistance ( a i n s i , 

des fils de c o t o n h u m i d e dans les expér iences de M . G a u g a i n ) , une 

force é l ec t romot r i ce agissant sur la série p r o d u i t un couran t qu i est 

ind iqué par le ga lvanomèt re et qu i d i m i n u e graduel lement , jusqu'à 

ce que les boute i l les soient ent ièrement chargées . 

La résistance apparente d 'une pareil le série augmente d o n c , et, si 

le d ié lec t r ique des boute i l les est un isolant parfait, elle augmente 

sans l imi tes . Si l 'on suppr ime la fo rce é l ec t romot r i ce et que l 'on relie 

les deux bou t s de la série , on obse rve un couran t de sens inverse 

dans leque l la quant i té totale d 'é lect r ic i té est la m ê m e que dans le 

couran t d i rec t si l ' i so lement est parfait . On observe des effets ana

logues dans les pi les secondai res , avec cette différence que l ' i so lement 

final n'est pas aussi b o n et que la capac i té par uni té de surface est 

é n o r m é m e n t plus grande . 

Dans le cas d 'un câble couver t de gut ta-percha, on t rouve que la pi le 
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ayant été ainsi mise pendant une demi-heure et le fil étant ensuite 

relié à l ' é lec t rode extér ieure , il se p r o d u i t un couran t de sens inverse 

qu i dure q u e l q u e temps et ramène peu à peu le système à son état 

init ial . 

Ces p h é n o m è n e s sont de la m ê m e nature que ce que l 'on appelle 

décharge résiduelle des boute i l les de L e y d e ; mais la polar isa t ion est 

bien plus cons idé rab le dans la gu t t a -pe rcha , e t c . , q u e dans le 

ver re . 

Ce t état de polarisat ion paraît être une p ropr i é t é d i r igée de la 

ma t i è re ; car , p o u r qu ' i l se p rodu i se , il faut non seulement une fo rce 

é l ec t romot r i ce , mais encore le passage, par dép lacemen t ou de q u e l q u e 

autre manière , d 'une quant i té cons idé rab le d 'é lec t r ic i té , et ce passage 

demande un temps cons idé rab l e . L o r s q u e l'état de polar isa t ion s'est 

établi , il donne l ieu à une fo rce é l e c t r o m o t r i c e in tér ieure de sens 

inverse qu i dure j u s q u ' à ce qu ' i l se soit f o rmé un couran t inverse 

où la quanti té totale d 'é lec t r ic i té est égale à cel le du p remie r c o u 

rant, o u ju squ ' à ce que l 'état de polar isat ion se soit dissipé len tement 

par une vér i tab le c o n d u c t i o n à travers le d i é l ec t r ique . 

T o u t e la théor ie de ce q u e l 'on appelle la décharge résiduelle, 

Xabsorption de Vélectricité, Véleclrijïcation o u la polarisation m é 

ri te une é tude attentive qui condu i ra sans doute à d ' impor tantes d é 

couver tes relatives à la s tructure in tér ieure des c o r p s . 

367 . P o u r le plus grand n o m b r e des d ié lec t r iques , la résistance 

d iminue à mesure que la tempéra ture s 'é lève. 

A ins i , la résistance de la gutta-percha est envi ron v ing t fois plus 

grande à o ° C . qu 'à a 4 ° C . M M . B r i g h t et Clark ont t rouvé que la fo r 

mu le suivante représente b ien les résultats de leurs expé r i ences . Si r est 

la résistance de la gutta-percha à la température de T ° C , la résistance 

sera, à la tempéra ture T - ) - f, 

R = r . 0,8878', 

mais le facteur varie entre 0 ,8878 et 0,9. 

M . I l o c k i n a vérifié ce fait c u r i e u x que c 'est seulement que lques 

heures après avoi r pr is sa température que la gut ta-percha présente 

la résistance co r re spondan te . 

La tempéra ture a une act ion moins marquée sur la résistance du 

c a o u t c h o u c q u e sur cel le de la gut ta-percha. 

La résis tance de la gutta-percha augmente b e a u c o u p par la p res 

s ion . 

Tr. d'Électr. et de Magn., 1. 36 
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(') JENRIÎÎ, Cantor lectures. 

('*) Proc. R. S., 1 2 janvier 1 8 7 1 . 

V o i c i la résistance en o h m s de i m c des sortes de gut ta -percha e m 

pio yées p o u r différents câbles 

Noms des usbles. 
Mer rouge 0 , 2 6 7 x i q 1 5 à o , 3 6 2 x i o 1 2 

Malte-Alexandrie i , 2 3 x i o 1 ! 

Golfe Persique 1 , 8 0 x 1 0 " 

Second câble atlantique 3 , 4 2 x i o 1 2 

Hooper , golfe Persique. . . . 7 4 , 7 x T ° 1 2 

Gutta-percha à 2 , 4 ° C 3 , 5 3 X i o 1 2 

368 . La T a b l e suivante, ca lcu lée d'après les expér iences de M . Buff 

décr i tes au § 2 7 1 , donne la résistance en o h m s de i m c de ver re à dif

férentes tempéra tures . 

Températures. Résistances. 
2 0 0 ° C 2 2 7 0 0 0 

a 5 o r 3 g o o 

3 o o 1 4 8 0 

3 5 o i o35 

4 o o 7 3 5 

36!). M . C . -F . Var ley '-) a é tudié r é c e m m e n t les cond i t i ons du pas

sage du couran t dans les gaz raréfiés; il a t rouvé que la fo rce é l ec t ro 

mot r i ce E c o m p r e n d une constante E 0 et une part ie dépendant de l 'in

tensité c o n f o r m é m e n t à la loi de O h m . 

E = E 0 - r - R C . 

A i n s i il fallait une force é l ec t romot r i ce équivalente à cel le de 3 2 3 élé

ments Danie l i pou r que le couran t c o m m e n ç â t à passer dans un cer

tain t u b e ; mais il suffisait d 'une fo rce é l e c t r o m o t r i c e de 3o4 é l é 

ments p o u r entretenir le couran t . L ' intensi té du couran t , mesurée au 

ga lvanomèt re , était p ropo r t i onne l l e au n o m b r e des éléments en sus 

de 3o4- A i n s i , p o u r 3o5 éléments la dévia t ion était 2 ; elle était 4 

p o u r 3 o 6 , 6 p o u r 3 0 7 , et ainsi de suite, j u s q u ' à 38o ou 3o4 -t- 7 6 , p o u r 

leque l la dévia t ion était de i 5 o o u de 7 6 x 1 , 9 7 . 

D e ces expé r i ences , il ressort, qu ' i l y a une sorte de polar isa t ion des 

élec t rodes d o n t la fo rce é l e c t r o m o t r i c e est égale à cel le de 3 o 4 élé

ments Danie l i , et que , j u squ ' à c o n c u r r e n c e de cet te valeur , la p i le 

ne sert qu 'à établ ir cet état de polar isa t ion. L o r s q u e la polar isa t ion 

m a x i m u m est établie , l ' excès de la f o r c e é l e c t r o m o t r i c e sur cel le de 

3o/ | é léments Daniel i sert à entretenir le courant , d 'après la loi de O h m . 
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(') Berichte der Konigl. Sachs. Gesellschaft, 20 octobre 1 8 7 1 . 
(") Exp. Bes., I5OI. 

FIN DU TOME PREMIER. 

La lo i des intensités dans les gaz raréfiés est d o n c tout à fait s e m 

b lab le à la lo i des intensités dans les é lectrolytes , où nous avons dû 

tenir c o m p t e de la polar isat ion des é lec t rodes . 

A. ce sujet se rat tachent les résultats de T h o m s o n , donnés au § 57 : 

d 'après lu i , la fo rce é l e c t r o m o l r i c e nécessaire p o u r p rodu i r e une 

é t incel le dans l 'air est p ropo r t i onne l l e , non à la dis tance, mais à la 

d is tance plus une quanti té cons tante . La fo rce é l ee t romot r i ce qu i c o r 

respond à cette quanti té cons tan te peu t être regardée c o m m e repré 

sentant l ' intensité de la polar isa t ion sur les é lec t rodes . 

370 . M M . W i e d e m a n n et Ri ihlmann ont r écemmen t ( ' ) é tudié le 

passage de l ' é lec t r ic i té dans les gaz . Le courant était fourni par une 

mach ine de Ho l t z , et la décha rge avait l ieu entre des é lec t rodes sphé-

r iques , à l ' intér ieur d'un vase méta l l ique contenant le gaz raréfié. La 

décharge était, en général , d i scon t inue , et l ' intervalle c o m p r i s entre 

d e u x décharges se mesurai t au m o y e n d'un mi ro i r tournant mon té 

sur l ' axe de la mach ine de Hol tz . On observa i t l ' image de la série de 

décharges au m o y e n d'un hé l iomèt re à o b j e c t i f d iv isé , réglé de façon 

q u e l ' image d 'une des décharges co ïnc idâ t avec l 'autre image de la 

décha rge suivante. On a ob tenu par cet te m é t h o d e des résultats très 

c o n c o r d a n t s . On a t rouvé que la quanti té d 'é lect r ic i té qui passe dans 

c h a q u e décha rge est indépendante de la fo rce du courant et de la 

subs tance des é lec t rodes , mais qu 'e l le dépend de la nature et de la 

densi té du gaz, et de la distance et de la forme des é lec t rodes . 

Ces r eche rches conf i rment le fait énoncé par Faraday ( - ) , que la 

tension é lec t r ique nécessaire p o u r que la décharge d is rupt ive c o m 

m e n c e à se p rodu i r e sur la surface é lect r iséc est un p e u m o i n d r e 

p o u r les charges négat ives que p o u r les posi t ives , mais q u e , la dé

cha rge se produisant , il passe b ien plus d 'é lect r ic i té à chaque décharge 

lo r sque ce l les-c i c o m m e n c e n t sur la surface pos i t ive . Ces faits viennent 

aussi à l 'appui de l ' in 'pothèse émise au § 57, que la c o u c h e de gaz 

condensée à la surface de l ' é lec t rode j o u e un rô le impor tan t dans le 

p h é n o m è n e , et ils indiquent que cette condensa t ion est la plus grande 

sur l ' é lec t rode pos i t ive . 
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