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Studien zu Raabe's Monographie über die Jacobt 

Bernoullische Funktion. 

Von 

Prof Br. Ilor-1s Sli~r,sc:rrCri! 
in K O i i i ~ a h e r ~  in Pr. 

Die nachfolgende Arbeit knüpft an das grundlegende lTTerk R>aah e's: 
,,Die J a c o b - B e r n o u l l i s c h e  Funktion" (Zürich 1848) an. I n  5 1 wird 
die Keihe, von welçher B a a b e  ausgeht [@(s) Gleichung l), welche ich 
spater mitunter die Raabesche lteihe nenne], in eine andere uni- 
gefornit, welche u m  x = 1 herum brauchbar ist, und es mird die von 
R aa  be unternommene Bestimniiing ihres Grenxwertes für x = 1 da- 
durch wesentlich verkiirzt. In 5 2 wird eine Cleichung des genannten 
Werkes, deren rechte Seite einen bestimmten Wert besitzt, wahrend 
auf der linken Seite ein lntegral von vollig unbestinimtein Werte steht, 
verbessert und verallgemeinert. In  6 3 endlieh wird die Raabesche 
lleihe summiert, das heisst in einen geschlossenen Ausdruck umgemandelt. 

ii 1. 

Il a a b e  führt die Berrioullisçhe Funktion gelegeritlich der Be- 
traclitung folgender lteihe, die wir mit @(II;) bezeichnen wollen, in 
die Analysis oin: 

@(cc) = 

,+ etc. in infin. 

Darin ist nz eine positive gmze Zahl; auch x werde als positiv 
angenommen, d a m  konvergiert jede der vertikalen Teilreihen und 

Zeitschrift f .  Mathematik u.Physik.  42. Jahrg 18117. 1. Heft. 1 
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2 Stuciien zu llaabe's Monographie iiber die Jacob-Ih-noullische Fuiiktion. 

somit auch a(%), so lange s ein echter Hrucli ist. Wird nun,  wie 
es geschehen soll, den nk die B e d i n g u n g  auferlegt: 

so hat auclz lim O(.r) einen bestinimten Wert ,  und dieser wird, ziem- 
z = 1  

lich weitliiufig, von R a a b e  abgeleitet. Wir  wollen nun @(x) oder 
vielinehr z @(z) in eine nach Potenzen von 1 a fortschreitende Ileihe 
umwandeln, welche um z = 1 herum zwischen meist eiigen, aber riiclzt 
zi~sammenfallenden Grenzen konvergiert. Wir benutzeri clabei einen 
voii Herrn S c h l 6 m i l c h  bei seiner Methode, die Bernoul l ischen 
Funktioneiz (abgekürzt: B.F.) und die auf sie bezüglichen Satze ab- 
zuleiten, ausgesproclienen Gedanken, indem wir @(x) als Differential- 
quotienten darstellen. - Sol1 der, zunkhst  hypothetisch vorausgesetzte, 
aber spater (in I j  3) wirklich hergestellte g e s c h l o s  s e n  e Au s d r LI ck ,  
dessen Entwickelung uriter Vorausseteurig von 2) und für IL. < 1 die 
Reihe @(z) ergie'ut, verstanden werden, so sol1 dafiir die Bezeichnung 
E'(.z) gebraucht werden. 

Der Koeffizient voii ak in CP(J): 

d m  
irt, mit  Renutmng des Zeicliens 7); für dvm: 

Setzen wir n u :  

Dass z bis 0 hinuntergehen darf, folgt aus der Forni des Pro- 
duktes : 

aber die Differeritialquotienten auf der rechten Seite von 6) siiid für 
je d e n  endlichen Wert  von cr: (auch für u = O und über lx = O hin- 
weg) stetig. Dies ergiebt sich (fiir x > O) ohne Schwierigkeit mittelst 
der Reihenentwickelurigen [für U rilit Eückuicht auf 2)]: 

m 
(vf zxy o - 2 ,  Pk+l (nSriji> 
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Von LOUIS Sa~r . s cnü~z .  

m i l n  man sich der Formel: 

eriniiert. W i r  erhalten soinit F(,T) als stetige Funlition, menn wir sie 
tliirch die Gleicliiiiig: 

7) - l l ~ ~ ( x ) =  n:1(vri),=, 
definieren. 

Mit Heiiutzung von 2) folgt hieraus: 

(iintei. Vorayssetzung von m > O) oder endlich: 

worin ilun die Grossen a,, a,, . . . op- voneinander vollkommen un- 
aliliiingig sirid. Ilieraus folgt für z = 1: 

und p c  = z c  gesetzt wird: 
P-1 ezo- 

10) - 1 = - i n  x = p i  u ( 
l) z = l  e w - 1  w = ~  

1 

Der rechts stehcnde Differentialyuotient ist der Schl6milc l i sc l ie  
Auvdruck f ü r  die B. E'. in der Forriz, wie sie von R a a b e  eingeführt 
worden ist, und sol1 nach dem Vorgang von Herrn I I e r i n i t e  durch 
Sm (8 )  bezeichnct werden. 

In der Gleichung 10) kani1 die Suinination nach 1; auch I ~ i s  11 
aiisgedelint werden, weil S,(1) = O is t ,  und sie giebt dann genau d m  
von H aab  e gefundene Resultat. 

Setzen wi r  iiuii: 

11) lz=21, -xF(5)=~. ' (1 t ) ,  
so iut nach 8): 
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4 Stndien zu Raabe's Monogra,phie iiber die Jacob - Hernoullische Funktion. 

und sornit ist der Mac-Lüurinsclien Keihe geniiiss: 

Dies ist die gesuchte Entwickelung und ihre Giiltigkeit an die 
Redingung : 

13) 
ocler 

gebunden. Man erkennt dies entweder verrngge einer Darstellung der 
rechten Seite von 7) als Suinnie von Produkteii unendlicher lieihen, 
deren langsanier konvergierende (das ist -V und seine Ahleitungen) von 

mit Ausschluss der Grenzen konvergent sind, oder einfacher ails der 
Natur der Funktion P'(z) selbst. Dieselbe ist niimlich, wie sich in 
5 3 zeigen wird [siehe daselbst die Gleicliurig 31) oder die bald darauf' 
hervorgehobene Stelle], eine rationale gebrocliene Funktion, dereri 

1 - T P  
Neniier eine Potenz von =$- oder, mittelst der Substitution lx = u, 

- - 
1 - e p u  

von --- k t ;  wird sic also nach Potenzeii von ic entwiçkelt, so 
1 -eu 

konvergiert sie bis zu dern Absolutwert des jen ige i i  u, fiir welches 
1 - epu, mit Ausscliluss von u = O, zuni ersten Mal verschwindet, das 
ist, wegen 

27c l - e f 2 i n = 0 ,  bis u--. 
P 

An die Gleichung 12) knüpfeii sich noch zwei Bemerkungen: 
1. Nehmen wir x < 1 an, so hat die, d a m  mit F(x)  iquivalente, Reihe 

B n 
@(x) mit der rechten Seite von 12) die Strecke fur x von e - 7  bis 1 
(mit Ausschluscl der Grenzen) als eine solche gerneirisani, auf welcher 
beide Reihen konvergieren; folglieh ist auch die Gleichung: 
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Von LOUIS SAAL~CH~TZ. 5 

P 
k p l x  15) - ~ ~ ( x ) ~ p m ~ k f l k [ ~ r n ( ~ ) + # m + l ( F ) T + . . ~  

1 

27i  - -- 
e '<x<I 

richtig. 
2. Setzt man x = 1 $ k ,  so ist: 

P(1-1- 9 = F(1) -1- 5F1(1) + Si ~ " ( l )  + . . . 
und nun kann man die Koeffizienten dieser Reihe niittelst 12), dcren 
rcchte Seite den Gleichungen 11) gemass als $(lx) zu bezeichnen ist, 
finden; es ist namlich: 

- [F(n)(l) + nP(n-l)(l)] = [ D ~ $ ( / X ) ] ~ ~ = ~  
und hieraus: 

Mittelst der bekannten Formel * 
1 D;$(ZX) = -- 
xh 

worin c:, C: . . . die Fakultiitenkoeffizienten sind, von denen 

C ; = l 7  c j - I = ( h - l ) !  

sind, und der leicht beweisbaren Gleichung: 

C: -+ ~C;I; + n(n-  ~)C:I; + a  a -  

+n(r , -1)  . .  . ( n - k $  l ) ~ : - ~ =  ci+' 
ergiebt sich nunmehr: 

-F(n>(l)- @)(O) - Cp+l)@(n-l)(O) + c;-kl@(n-Z)(O) r f .  . 

+(-1>.-'c7,"?~$'(0) + (-l)"n(n -1) . . .  1@(0) 

wo auch bis 21 summiert werden darf. Der Radius des Konvergenz- 

kreises ist, wie aus der Natur der Funktion hervorgeht, 2 s in?.  denn 
P ' 

dies ist der Modul desjenigen 6, für welches (I ' - zum ersten Mal 
verschwindet. E 
-- - p~ -- 

* Siehe S c h l o m i l c h s  Compendium der hoheren Analysis, 2.  Bd. 1, Abhdlg., 
woaelbst auch die Werte der E'akultatenkoeffizienten angegeben sind. 
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Stuciien zu Raabe's Monographie über die Jacob-Bornoullische Funktion. 

Im ersten Abschiiitt der in Rede stehenden Monographie betont 
l i a a b e  wietlerholentlich, er wolle den Wert  der oben [Gleichung l)] 
niit @(x) bezoiehnetcn Keihe an der Grenze der Konvergene, wenn .J, 

11ocl-i um iinendlich wenig von der Einheit iibertroffen werde, bestiniinen. 
Dennoch begegnet es ihm im dritten Abschnitt, dass er seille, für ni = 1 
selbst, rollliommen unbestiminte Ileihe, 

wie etwa die lteilie 1 - 2 2  + 35'- 4x3 +_ . . . fUr x = 1, 

in ein Integral urnbildet, ohne, wie es scheint, zu merken, dass dieses 
auch ganz unhestimmt sein muss, wie es e. B. das in der Aiiwendung 
;~uf t re t~nde  e= 

s in -nf  12! (111 

ti 

[a.a. O. S 40 flg. Glcichungen 7) und IO)] in der That ist. 
Diese nngenaiien Resultate sollen im folgenden priizisiert und mit 

Hilfe von 12) verallgemeinert werden. Wir setzen, wohei bis auf den 
fraglichen Punkt die von Ka  a b  e benutzte Methode reproduziert wii d, 
uk gleich einer perio~lischen Funktion, nkimlich, wenn wir  uriter a ,  B 
und r positive ratioiixle Zahlen der Art verstehen, dass 1.n und T I . ,  
g a n z e  Zahlen siiid: 

17) I G ~  '- ~ ( s i n k  a s ,  cosk Dd)rJrn+l; 

darin sol1 cî unendlich klein, ferner p unencilich gross und 

sein, sodass die Vermehrung des Index k von ak UUI ein Vielfaches von 
21 den Wert von cck ungeindert liisst. Dadurcli wird: 

Jetzt liege x sehr wenig unterhalb 1, und sei: 

wobei g eine positive e,ndliche Zahl ist; ferner sei: 

1c 6 = 21 ; 
dann kt: 

Xlni - - p u ,  p l x  = - 2rzg .  

TJnd nuil geht ni @(x) in ein Integral über: 
a0 

1% z @(:x) = fim p(sin n u ,  cos bv)e-e"tlc. 
O 

Wollen wir niin die Gleichung 15) anwenden: so iiiiissei~ die CCI,  

der Bedingung 2) geniigen, cias heisst es niuss, niit Fortlassung des 
sehr kleiiieil, aber nicht verschwiridenden E'aktors d m  : 
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Von Lours S A A L ~ C E ~ T Z .  

2 r n  

20) /(sin au, cos bv)dv = O 
i 

sein. 
Ferner ist die redite Seite von 15): 

wohei jetzt die Klnurnier unter der Berlingung 

konvergiert, oder verrnoge der Substitution 

1st nun also p eine Funktion, die der Berlingung 20) geniigt, so 
gilt nach 15) die Gleichuiig: 

(-[unzit(sinev, cos hv)e-iudv = (2rn)"+I 

21) xl rp (sin 2 r a n x ,  cos 2rbwa) 1 / , l  

und im besonderen: 
m 

Dies ist die verbesserte Raabe'sche Gleichung [S. 38, Gleichungeii 
4) bis Ci)], wilirend 21) eine Verallgemeineruiig derselben ist. 

Von deil a. a. 0. gegebenen Beispielen nehnie ich folgonde be- 
sonders einfache hernus: 

22) 

q(sinnv, cosOv) = sinv, r =1 

cp (sin av, cos 71,~) = COS v) r = 1. 

lim Jvmrp(sinnv, cos bv)e"eadv = - ( 2 r ~ ) ~ f  1 

c'=O0 
1 

xSqB(~in 2 r a n z ,  cos 2 r b n ~ ) S ~ ( z ) c i ~ .  
O 

Beicie genügen der Beclingung 20) und es gelten nun nach den 
von R a a b  e angegebenen Formeln: 
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8 Studien zu Raabe's Monogra,phie iiber die Jacob-Bernoullische Funktion. 

(-i)m+l(2rn)! ? 
sin ( 2 n r )  d , ~  = (pnl,m+r-> / S Z ~ + ~ ( Z ) S ~ ~ ( ~ Z I ) ~ , G  = 0, 

il ci 
( - i ) m ( ~ m + i ) !  ' 

pm.2m+~> J ~ & ~ ( ~ ) c o s ( ~ ~ z ) ~ ~  = O 
O 

folgende Gleichungen: 

und im besonderen: 
m 

lim f v 2 m  siwue-e0dv - (- 1)"(2m)! 
O"' O 

2 5)  
sinue-endu - 0, etc. 

Man kann diese vier Integrale aueh direkt behandeln und erhiilt 
dann die Resultate in geschlossenen Ausdrücken. .Diese, sowie die 
rechten Seiten der Gleichungen 23) und 24) gehen bei der Substitution 

g = tga: 

beziehiingsweise in folgende trigonometrische Ausdriicke iiber: 

(- 1)m(2nz)! c o ~ * + ~ a  eos(2m + l ) a ,  

(- l)m-l(2m - l)! ~ o s ~ ~ a  sinZrna; 

(- 1)"(2m)! c o ~ ~ ~ ~ + ~ [ ~ s i n ( 2 r n  $- l ) a ,  

(- 1)"(2m - l)! cosewirx cos2ma. 

In dieser Form gelten die Gleichungen 23) und 24), der Stetigkeit 

beider Seiteo wegen, für jedes a zwischen Nul1 und mit Einschluss 
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Von L o c ~ s  SAAL~CUL~TZ.  9 

beider Grenzen, wenn fiir die untere (Null) das Zeichen linl, mie in 
25) geschehen, gebraucht wird. 

Scliliesslich ni6ge berrierkt werden, daus diejenigen IZesu1t:~tc in 
Raabe 's  Buch, welche durch Elimination der linken Seite von 22) 
entstehcn, wieder richtig sind. 

§ 3. 
Wir gehen jetzt ari die Aufgabe, die Furiktion 3'(x) in geschlossener 

fertiger Form darzustellen Allerdings hat R a a b e  schon angegeben, 
wie man zu einom solchen Ausdruck gelangen k6nnte,* doch ist dies 
Verfahren rekilrsiv und verlangt, überdies, iim iiberfiüssige Faktoren 
fortzuschaffen, die Division von Ziihler und Nenner des auf den Nenner 
(1 - X P ) ~ +  l gebrachten Ausdrucks durch (1 - x)~+'. 

Man konnte aber in Ermangelung eines besseren Weges folgender- 
massen verfahren. Nach 8) ist: 

oder da, wenn 

gesetzt wird, die Differentiationen nach zc statt naçh v ausgeführt 
werden dürfen, und daher schoii vor der Differentiation O = O gesetzt 
werden darf: 

E'ührt man jetzt die Bezeichnungen: 

ai+ a , - t . .  .+ a, 

a,+. a . +  a,-l=- a, 

a,, + . . . + a, -1 = ah 

a,-i= or,-, 
ein, so ist: 

und 
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10 Studien zu Raabe's Monographie iibcr dio Jacob-Bernoullische Funktion. 

worin die Grossen a , :  a,, . . . oi, volreinander ebenso vollkouimen 
unabhangig sind, wie die a, ,  a,, . . . c c p -  roneinander. 

Benutxt nian jetzt die Entwickelung: 

deren Koeffizienteri içh an arlderer Stelle* ar ipgeben jabe ,  s i  kanii 
man die rechte Seite von 29) nach den Formeln für hohere Differential- 
quotienten, insbesondere mit IIilfe der Gleichung, worin der Nenncr 
von 29) als Funktion von .în mit z bezeichnet kt:  

( 1 )  = - W+'? ( eu  + 2 h e 2 u  + 3he" + . . . + ( p  - l ) h e ( p - l ) u )  
zS 

ausfiilireii, und erhiilt d a m ,  nachdeni eu durch n: ersetzt und 
l + x + .  . . + ! G p - l  

mit y bezeichnet worder~ ist,  nach eiriigeu Liisaiiiliieriziehu11ge1l 
schliessli ch : 

+JI: 3(k + 3)m-2(2i l :+3sn+3)x2+. . .}  
(na) xk + 1 
$97 {Jf;(X; + l )m-3 (3k  + ?n + 1) 

+ ,?il; Ce (k  + 2)m - (3  k + 2 )n + 2)~; 

woïin sanîtliche Klaxnniern soweit fortzusetzeii sind, bis sie von selbst 
abbrechen und die letzten beiden Zeilen folgende eirifücliere For111 
anuehmen: 

:': Schriften der p11ysik.-okon. Ucsellsclinft zii Ki?iiig.;berg i i i  I'r., BG..Talirg. (11193) 
S. GT flg. - Bei 111; ist r riatürlich auch Iridex. 
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Wir  gelangeri jcdoch mit Hilfe eines von mir a. a. O. (S. 73) auf- 
gestellten, sogleich anzugehenden Satzes sehr leicht ail einenl iiber- 
sichtlicheren RRsultat. Wir  entnehmen nur noch der Gleichung 31) 
zurn Vergleich mit dem Folgenden die Thatsache (wobei zunachst 
beiderseits die Division durch rc ansgefùhrt zu denken ist): 

F(x) liisst s i c h  r a t i o n n l  d u r c h  e i n e  gebroehe i ie  F u n k t i o n  
dars te l l e i i ,  d e r e n  Kei iner  ym+l  is t ,  u n d  d e r e n  Zi ihler ,  da, 16 bis 
p - 2 wiichst, von1 ( in  $ 1) (11 - 1) - Pen G r a d e  is t .  

Der erwiihnte Satz lautet: 
Wenn die Entwickelungskoeffizienten ilfi = 1, M;, 1;) . . . 

der Funktion (1 + z + . . . + zp - ')T heaiehungsmeise mit den Gliedern 
einer arithmetischen Reihe r - ltm oder geringeren Grades und diese 
Produkte wieder mit den bis auf die Bedingung, dass  i h r e  Sumnle  
E u l  l se  i, beliebigen und sich iinmer in gleicher Heiheiifolge wieder- 
holenden Zahlen h,, 74, . . . b, multipliziert werden, wobei in der letzten 
Wiederliehr der Zahlenreihe b,, b,, . . . b, dieselhe nicht vollstiindig ver- 
mendet zu sein braucllt, so ist die Sunlme al1 dieser Produkte (aus 
je drei E'aktoren) Null. 

Wir multiplizieren nun die B a  abe 'sclie Reihe LGleicliuug l)] mit 
(1 + x + . . . + X P  - l )m +l, das  ist mit 

1 + ,VI"+',: + n g + I ~ q .  . - +  , ~ J : + + L ~ P + ~ ,  
wobei 

gesetzt ist, und suchen den Koeffizienten von zv. 1st v > s + 2, so 
wird xV nur von dem Teile 

- s - l ) m  I ~ Y - J - "  + ~ U r 1 ( 7 1  - S ) ~ X ~ - * - ~  +, . . 
+ a& + l ) r n x q  

der Raabe'schen Reihe geliefert werden, wobei a@, . . . aq die be- 
treffenden, der Zahlenreihe IL,, n,, . . . u,, n,, a2, . . . angehorigen Zahlen 
sind. Der Koeffizient selbst ist aber: 

also, dem angegebenen Satze gcniiiss, da die Grossen a,  der (Xleichuilg 2) 
wegen, der in ihm gestellten Bedingung genügen, gleich Null. Auch 
der Koeffizient von ,P t1 ist noch Null, denn er liisst sich: 

sclireibeii. E s  siild also nur die Koeffizienten von .z0 bis .z9 von Nul1 
verschiederi, was mit deni früheren Ilesultat übereinstimrrit. Uezeicliileii 
wir nunruehr den I<oeffizienteri von x h  mit Ah, so ist: 
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12 Stuclien zu Raalie '~ Monographie über die Jacob-Bernoullische Funktion. 

wir e r h a l t ~ n  aber, wenn a, der,  Koeffizient von (s + l ) m ~ y  in  der 
Raabeschen Reihe ist: 

A,= a,(s + l )m+ a , - ~ ~ l ; " ~ l s m + ~ - ~ + a ~ ~ ~ + ' l m  
m +i oder, da die gleichweit von der hlitte entfernten NhS1 und i M , + z - h  

einaiicler gleich sind: 

(A, = a, ~ 2 " + ~  1" + ~c,1723+'2~n + . . . + a , M ~ ~ ( s  + l)", 

I m +l Ah = alil.fi]?~+plm+ aail!l,-h+s2m+ ... + n,-,+,~1~+2'(/~$1)~, 

34) A, = ti., J&"'+~ lm + a,df:fiP + a3n/fP+2'3m, 

A, = a, MS"+ll 1 + a2 M,"?: 2m, 
A, = al d&?+? lm. 

Ordnen mir diese nach a,, a,, . . . wobei ap nach 2) durch 
- a  - a  a I B  p-l zu ersotzen ist, so findet noch eine interessnnte 

Beziehung statt. Wir  suchen nimlich die Koeffieienten von ak 

und aPpk in A,, beziehentlich A,-h auf. Der erstere ist (mit Foitlassung 
des oberen Index): 

35) $fs-h+k+ ~ k ~ - J f ~ - h + ~ + ~ p ~ + ~ f ~ - f i + ~ + , + i @  + k)"'T ..., 
derjenige von in As-h: 

- & f p - ~ + ~ ( p  - k)m- & + p + ~ p m +  1Mh+zp-k+1(2p - ~ G ) ~ T  . . .  
oder, wegen der bereits erwahnten Gleichheit von AiZ und iî&+,-,: 

36) ~ ~ ~ - h - ~ + ~ + i ( ~ - k ) ~ - ~ ~ ~ - h - ~ + ~ p ~ f  f i ~ ~ - ~ - 2 ~ + t + 1 ( 2 ~ - k ) " ~ . . .  

Die Reihe 35) schliesst mit demjenigen J I ,  dessen Index so nahe 
mie moglich s + 2 liegt, die Reihe 36) mit demjenigen JI, dcssen 
Index so nahe wie moglich der O lie& 1st nun m lingerade, so ist 

f~ - 7 ~ ) ~  = - (k - etc. 

und die D i f f e r e n z  der Koeffizienten 35) und 36) wird: 

- .  . $ ~ f , - ~ - 2 ~ + ~ + 1 ( k - 2 p ) ~ - M 8 - h - p + 1  (-plm 

1 7 )  ( + - - + + ( - p ) - ~ ~ - h + ~ O ~  

+ ~ ~ J - h + k + i k m - ~ f 7 - h + p + l p m t  - ' ., 
sodass der Unterschied zweier aufeinander folgender Indices sowohl, 
wie auch Basen zum Exponenten nt abwechselnd p - k und k ist. Setzen 
wir nun in  den dem angeführten Satz eigentümlichen Zahlen bk = 1, 
b, = - 1 oder allgemeiner: 

b, = 1, b P 4 + ,  = - l 
und die anderen p - 2  Zahlen gleich Null, so sieht man, dass die 
obige Eumme 37) verschwindet, düs heisst: Der Koeffizient von xh im 
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Von Louis SAALYÇH~TZ.  13 

Faktor von nk ist gleich dem Koeffizienten von X S - ' 1  im Fnktor von 
rc , -k ;  oder: 

L i e s t  m a n  d ie  K o e f f i z i e n t e n  in1 F a k t o r  v o n  ah v o n  A n -  
f a n g  z u m  E n d e  u n d  im P a k t o r  von a,-k i n  e n t g e g e r i g e s e t z t e r  
l i i c h t u n g ,  s u  e r h a l t  mari d i e s e l b e  Z a h l e n r e i h e .  

1st m gerade, so tritt nur der Unterschied ein, dass man dem 
Faktor von a, das entgegengesetzte Zeichen des Baktors von ak vor- 
setzen muss Mittelst, dieser Beziehungen wird die Rechnung etwa 
auf die Hdf te  rednziert. 

Aus den letzten Gleicliungen 34) ersieht man, class der Faktor 

von a* mit mk--' heginnt L * 7 und ebenso, dass der Faktor von ( .  2 )  
np-i  mit x P - ~ - '  beginnt; daher schliesst der Faktor von ak niit 
~ ~ - f ' + ~ + ' ,  sodass iiberhaupt jcdcr Faktor aus s - p + 3 = m ( p  - 1) 
Gliedern besteht. 

1st p gerade = 212, so beginnt der Faktor von u, = a,  mit xn-' 
- 
2 

und schliesst mit x ~ - n + l .  Die Koefiizienten der gleichweit von der 
Mitte absteheriden Glieder siud bei urigeraderri m gleich, bei geradelu 
wz entgegengesetzt gleich; im ersteren Falle giebt es ein einzelnes 
Mittelglied. 

Um luit einem einfachen Beispiele au schliessen, sei p = 3, 
9 ) ~  = 4; d a m  ist : 

1 F(x) = - 
( l t ~ t 5 9 ~  { a ,  (1 + 5% - 662" 119x3 + 1 1 0 ~ "  

+ 165cc5 + 2" 1Gx7) 

- cc,(xS-1- 5%'- 6639- l19x5 + 110x( 
+ 165x3+ x" 16~)). 

Dezember 1895. 
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Die singularen Punkte der Flachen. 

Von 

Dr. ~ W X H T  W~LFFIKC:, 
l 'rirntiioeeiit in Stut tgart .  

Zu den nocli ~ e r i i g  entwickelten Gebieteii der Georiietrie geli6rt 
die Lehre von den singuliiren Purikten der Fllichen. Wolil existieren 
Monograpllien von Bolin* über die biplanaren und uniplanaren Knoten- 
punkte und von Ko r t eweg** iiber die sogenannten Palteilpunkte; 
mohl haben S alinon*** und Gay le  y +  bei ihren Untersuchungen iiber 
1tezil~ruk:~lfllichen die Plückerschen %ahleil fiir den Raurn zu ver- 
ollgerneinern gesucht und bei dieser Gelegenheit niehrere h6here 
Singularitiiten eingefülirt; insbesondere aber hat Z e u t h e  nti die Iotz- 
teren niit giosser Sorgfalt untersucht und lieschrieben. Woran es aber 
vor allem noch fehlt, das ist eirie praktisch brauchbare und zuverliissige 
Methode, um ohne Herstellurig eines niIodells die gestaltlichen Ver- 
hiiltnisse eiiier algebraischen Fliche, dercii Gleichung gegebcn ist, in 
rlei Nihe eines singuliireii Punktes zu studieren uncl iiaiuit den letzteren 
erst wirklich als geometrisches Gebilde kenneri zu lernen. In Anbetracht 
des grosseil Vorteils, welchen das New- t o  n sçhe Parallelograinm hei der 
Untersuchung der ebenen Kurven gewiihrtttt, ist es zu verwundem, 
dnss ailscheinend nocli von keiner Seite der Versuch gemacht wurde, 
dasselbe auf den Raiinn zu iibertragen. Dass dieser Gedanke ausfiihi-bar 
ist und n-irklich zu einer allgemeinen Fl~cliendiskussionsn-iethade 
fiihrt, die auch in  kompliï.ierteren Fiillen nicht versagt, gedenke ich 
in vorliegeiider dbhai~dluiig zu zeigen. 1)uicli Ü bei.traguiig der N e w  t O n - 
schen Konstruktion auf den Eauin gcmiiiiit man zuniichst einen 
polyedraleri Zug (analytisches ~ o l  y e der), der sodann auf eine Ebene 
abgebildet mird (analytiscl-ies Netz) .  Diescs Retz erweist sich als 
wertvollstes Hilfsmittel fiir die weitere Forschuiig. Es dient zur Unter- 

" Nath. Aiin. 21 S. 121. 
"" Wiener Ak. Ber. Math. Fa t .  CI. 98 l l a  S. 1154. 

":'* Trausactioiis Royal J. Ac. vol. 23 S. 461. 
t I'apers IV S. 21;  VI S .  338, 547, 600. 

i t  Mat,li. A m .  10 S. 446. 
t t t  Vergl. R e u s c h l e ,  Praxis der Iiiirreiidiskiisuio1i. Stuttgart  1886. 
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Die singularen l'iinkte der Flachcn. Von Dr. E n x s ~  WVLFFING. 15 

suchuag der Fl a c h  e nlru r v e n  durch den singul%ren Punkt, zur Er- 
rnittelung der D u r  chd i - ingur igskur  v e zweier Fliichen und führt 
zuletzt irri Verein mit der b i l  d l i  che  il D a r  s t e l l u n g  des siiiguliireii 
Fliichenpunktes vermittelst eineï durchsichtigen Kugel zu eiiieler 
Methode,  durch welche nian sich von der G e s t a l t  der FlHche in der 
Nihe des singulitren Piinktes und von deren A n s c h l u s s  an die 
Naherungs- und ITilfsfliichen eine Vorstelluiig maclieii kann. Erst  auf 
Grund eiuer solchen allgenieinen Uiitersuchungsmethode diirfte es iniig- 
lich sein, zu einer geriaueren Kenntnis der b'lichensirigularit%ten zu 
gelmgen. In eiiiem zweiten Teile dieser Abliandlung gedenke ich diese 
Methode auf die Untersuchung solcher Singularititeri anzumendeii, 
~ e l c h e  auf mehrfachcn Fliicheiikiirven liegen. Riermit wird clille 
kritische Revision der in den oben aiigeführten Abhandlungeii über 
Ilezi~irokalfliichen bes~~roclierieri Sirigularibiten verbuiideri seiu. 

# 1. 
i 

Das analytische Polyedcr. 

Will man das N e w  t o n sche Parallelograniin (Cr a nie r sches Drei- 
eck) in den Rauni übertragen, so hat inaii jedom Term der E'lachciî- 
gleichung C,xaybzc  den Punkt ci,, 7)) c in eiiiem rechtwinkligen Koordi- 
natensystcmc zuzuordnen. Dnnn zieht man jede Verbindungsebene von 
chei oder inehr Punkten, welche den I<oo~tlinateniiraprung vori alleu 
nicht auf ilir liegenden Purikten des Systems trennt. Alle diese Ebenen 
bilden einen in dein Oktanteri der positiven z, y, 2 sich erstreckenden 
puly edraleri Zug, Lieu ich an  a l y  t i  s che  s Polyeder nennen d l .  Die 
Ternie der Flichengleichung, welche den nuf dein Polyeder ge- 
legenen Punkten entspreclien, sind die , ,r i iedrigs t e n  Gl ieder"  der- 
selben. Die betreffenden Punkte liegen teils auf den Kanten n i d  
F lkhen  des Polyeders, teils bilden sie die Ecken dcsselben; die zu- 
gehorigen Ternie sollen hiernach als Z a i s c h en t e r nl e und E c k t e r LU e 
unterschieden werden. Die h'liichen des Polgeders sirid drei- oder 
mehreckig, durch Parallelverschiebung k6niien sie soweit dcni Ursprunge 
geriiihert wcrden, dass auf jede Koordinatenebcne venigstens eine Ecke 
fillt, wahrend die Axen frei bleiben k6nnen. Dit? Terme der Flaclien- 
gleichuiig, welche den Punkten einer 1)olyederflliche eiitspreclien, geben 
unter Weglassung etmaiger Potenzen von z, y, a als Faktoren fiir sich 
gleich Ku11 gesetzt eiiie triuuuiische oder polyiloriiische Kiiherui ig  s -  
f l i c h e .  Alle Kalieruiigsfl%hen zusaiiinien sind massgebeiid für den 
Verlauf der Flache; aber keineswegs cntsprechcn den einzelncn Niiherungs- 
&chen verschiedene Zweige der Flache, wie man dies nach der Ann- 
logie beim C r amerschen nreieck erwarten sollte. Sollen durch den 
Fliichenpunkt mehrere Pliichenmiintel gehen, die sich in Doppelkurven 
durchdringen müssten, so ist eine Reihe von Bedingungen erforderlich, 
in welche siinltliche Glieder der E'lachengleichung, nicht nur die 
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16 Die singiil2ren Punkle der Flkchen 

niedrigsten, eingehen. Im allgcmeinen besitzt daher die Pliiche im 
singularen Punkte nur e i n e n  Mantel, der sich den einzelnen Niiherungs- 
fliichen in verschiedenen Teilen seines Verlaufs anschliesst. Eber die 
Art und Weise, wie die Flache von einer Niherungsfiache zur anderen 
iibergeht, geben die H i l f  s f l a  ch  en  Aufschluss, deren Gleichung mail 
erhiilt, indem man die Terme, deren zugehorige Punkte alle je auf 
einer Kante des Polyeders liegen, ebenfalls unter TfTeglassiing von 
E'aktoren, welche Potenzen von z, y, z sind, für sich gleiçh Nul1 setzt. 
Die Hilfsflkhen sind immer binomische E'liiche~i oder Produkte von 
solchen und bieten somit eine Analogie dar zu den binomischen Hilfs- 
kurvcn, welche in der ebcnen Geomctrie das C r amersche Drcieck an 
die Hand giebt. Jede binoniische Hilfsfliiohe vermittelt den Zusanimen- 
hang zmischen den zwei Xiiherui~gsflkclien, deren zugehorige Polyeder- 
flkhen an die der IIilfsfl5che zugehorige Polyederkante stossen. Bei- 
spiel: Die liilache O = xy + xS+ yS+ z3  schliesst sich der Naherungs. 
flache O = xy + y3 $ x 3  in der Nkhe der Ebene x = O, der Wiherungs- 
flsche O = xy + x3+ s3 in der Nahe der Ebene y - O an; über ihren 
Übergang von einer zur anderen giebt die Hi1fsfl:che O = rçy + ,zS 

Aufschluss. 
Um zu ermitteln, welche T e i l e  der Niiherungs- und Hilfsflachen 

fiir die Untcrsuchung der Plache massgebend sind, ist es erforderlich, 
die durch den singullircn Punkt hindurchgchendcn Flachenkurveil zu 
betrachten. 

§ 2. 
Die Flichenkurven in einem singuliiren Punkte. 

Eine 12aunikurve durch den Ursprung sei durch die Entwickclung 
$ = A & " $  . . .  

gegeben: = y E P + .  . . . Dabei kann der Paraiueter 6 so gewahlt 
, z = v & Y + .  . .  I l  

werden, dass eine der R'eilien mit dem ersten Gliede abhricht. Einer 
der Koeffizienten A ,  y, v kann gleich Eins angenomnien werden. Die 
Anfarigsexpoiienten a, f i ,  y nenne ich mit H j o r l i n g *  I n d i c e s  der 
Raumkurve. Sol1 die letztere auf der in S 1 besprochenen Fliiche 
liegen, so u u s s  diirch Einsetzen von x, y, s in die Gleichung derselben 
rin identisch verschmindender Ausdruck in E entstehen. 1st der in 
E niedrigste Term, der beim Einsetzen entsteht, so tritt entweder 

a) eiri Term ~e auf; d a m  muss aber einer der Koeffizienten 
A ,  k ,  v verschwinden, a ,  0 ,  y konnen also n i c h t  Indices einer 
Fliichenkurve sein. 

Oder es treten 
b) zmei  Terme ~e anf (oder niehrere, deren zugehorige System- 

punkte aile auf einer Geraden liegen). Die Suiiiriie ihrer 

* ,,Uber RaumkurvensingulariVàtenLL. Arch. für Math. u. Phys. II. Reihe, 
Band 8, S. 83. 
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Von Dr. ERNST WOLFFING. 17 

dso  kt a - - e 
d ~ a 2 ~ ~ 2 + ~ "  

Koeffizienten gleich Nul1 gesetzt liefert eine Gleichung zwischeii 
A ,  p ,  v ;  es liegeil also unendlich viele Rauriikur\eri von den 
Indices a, p ,  y auf der Plache. Ebenso ist es, wenn 

c) d r e i  oder niehr Terme E? (deren zugehorige Punkte nicht auf 
eiiier Geradeil liegen) auftreten. E s  seien in letzterem Falle 
xg?/o,f ,  L"~?J"&, XP"!~"#' drei solcher Terme. Die zugehtirigeu 
Punlrte liegen auf eiiier P o l y e d e r f l i i c h e .  Denil es ist 

Q =  a u +  h p  + c y  = n'a + Zi1/3+c'y =ar 'u  + b"fl + crfy, 

E~ , p r ~ r ? , ~ l r l r z c l ~ ~  ein vierter Terni, der beini Einsetzen EI' liefert. 
1 [,rll b'" 0 1 

- e  / i i  1, c 11 I ) n m  ist = n"' a + 7 ) " ' ~  + = 
d l . / o i Z q t y 2  i .t 1,r cf 1 1' 

1 .  also : 

y p 

1 

1 ,y' c" 1 l 
Eiiie durch (a"', b"', cf") parallel zu E gelegte Ebene E' hat den 

1 - a ' l f  - ( , ' I r  0 ~ 

Die Ebcne E der drei Punkte ( (1 ,  b, c), ((A', b', c'), (a", Ii", c") hat 

a b c 
1 

dei1 Ursprungsnbstand d = la '  h' d i ,  1 6'1 1 

::. if i ; 
a" 6" c" 1 1 

Crsprung-;abstand (1'- 1 ( r  , also P': Q cl': (1. 
V ~ J ~ P ' + Y ' ~  CC' b' d 11 1 U r  cl1 11 

1st @'> @, so ist t l l> (2; daher müssen sich (a, O ,  c)(cc.', b', c')(a1', b", c") 
auf einer Polyederfliiche befinden und auf dieser liegt jeder weitere 
Punkt (cbrV, brV, cr''), der beim Einçetzen ~e liefert. 

Weil aber aus (a, 71, c), (18, br, cf), (nt', Or', cr') das Verhültnis der 
lndicev u : /3 : y eindeutig berechnet werden kanri, so eritspricht jeder 
Polyederflüche eine Schar von E'liicheukurven von konstanten Indices, 
zwischen deren Anfangskoeffizientcn e i n e  Gleichung besteht. Die III- 
dicm verhalten sich wie die Stellungskoordinaten der Polyederfliiclie. 

Irn Palle b) 1u6gen zwei Terme y y b s c  und &faCr den niedersten 
Grad EQ ergeben, so ist: 

p =  + b p +  cy = a ' a  +Orb -1-c'y. 

Legt nian durch die Punkte (abc )  und (a'b'c') eine Ebene h' mit 
clen Stellungskoordinaten a : p : y, so ist dieselbe: 

%eitsclirift f. Nnthemntik 11 Pliysik. 42. Jaliry. 1897. 1. Heft. 'L 
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18 Die singulsren E'unkte der &'lachen. 

Q ilir Ursprungsabst:tnd ist rl = Durch eiiicn nicht nuf der 
1/'2 $- / 3 2  f i.a 

Gei-aden (a,  h ,  c), (a', Of, cf) liegenden Punkt  (dl, Ir", cl'), für den also 
c~"a + 01',8 + C"? = a'> p, legt nian eine Ebene 1;' paralle1 zu F;) sso 

is t  d r r m  Ursprungsabstand (Ir= P' also t l '>  cl. Daraus folgt, 
l/'."fB"+r" 

dass nian diireh (rrhc), (a'h'c') eiiie Ebene legeii Irariri, die alle nicht 
nuf dieser Geraden befindlichen Systenipunkte vot-ii Ursprunge treiint. 
Ilalier niuss die Gernde der O b e r  f l i iche  des aiialj-tischeiî I'olyeders 
aiigeliGren; sic kann keine Diagoriale, sondern hie inus.: c4iie K a n t e  
desselberi sein. Aber die Gleichung 

rcn + b p  + c y  = n ' a  + br/3 +cly 
ist  zur Bctstinlniung der lnrlices a, j3, y nicht niehi. 1iini.eichend. Das 
Verhiiltiiis dwselben besitzt also unendlieh viele Werte,  welche beim 
Xirisetzen die Terme x;ny9c  und za':y5rzc' als niederste Glieder ergelmi. 
Jeciem Indicesaystem entspricht eine durch die l'olyederkarte (cc, O, r),  
( r r ' ,  b', c') gelegten Ebeile riiit den Stellungskoordinaten u ,  P ,  y. Abcr 
nielit jede Ebene durch die Kante ist hierzu brauchhar, sondern niir 
diqjenigen, welche alle nicht il1 die Kante fallendeii Systeinpuiikte vain 

Crsprunge ti.eiiile~i. 1)ieselbeii sollen die zur betrefindeii Kailte ge- 
liorigeii u n e i  g e n t  l i c h e n  Polyecierfliiclirn heissen, wogegen die wirk- 
l i c h  die Begrenzurig des f'olyeders bildeiideii Ebeiien e i g e  n t 1 i c h e 
PolyetlerHichen gcnanrit werden niogeii. M m  erhiilt alle mir Iiante ge- 
horigen uneigentliçhen I'olyederff~ch(:ii durch Drcliung einer der an  die 
Kaiite aiistosseiideri eigeiitlicllen Polyederfliichen in die Lxge der aridereii, 
wobei der Ursprung n i ch t passicrt wird. Liegt iii eiiier Rooidinaten- 
ebcne nicht eiiie Flache, sondern nur eine Kaiite ded Polyedcrs, so kann 
nian die ari letztere anvtossende Polyederfiiiclie un1 die Kaiite bis in die 
Lage der Koordiriateiiebenci cliehen. Da bei 3%-eiterer Drehung keine un- 
eigentlichen 1'olyederfEicheri niehr cntstelien, die Koordiiiateriebene viel- 
niehr die IZeihe der lctzteren beschliesst, so kanii man dieselbe, olirie dass 
sie eiiie Flüche des Polyeders kt, den eigeiitliclieii Polyederfliichen bei- 
ziihlen. Tiiegt auf einer Koordimtenaxe keirl Systcrnpunkt - die ent- 
sprechende Axe ist dann Gerade der k'liclic -, so projiziere inan 
s5ntl iche Systernpuiikte voir1 uricridlich ferlieri Pulikte dieser Axe auf 
die gegenüberliegcnde Koordinatenebene. Von dein daselbst entstehenden 
Punktsystenle bestimnx nian das andytische Polpgon nach der C r a m c r -  
schen R,egc:l und verbiide jedo Seite desselben durcl1 &le Ehene mit 
dem genannten iinericllich fernen Purikte. Diese Ebenen, welche je 
Kanten des Polpeclers erilhalten,' niogen G r  e n z ï l i i c h e n  des Polyeders 
heissen. Auch sie sollen den eigentlichen Polyederficlieri beigezahlt 
werden, weil bei Drehung der anstosseilden PolycderflKche uin die 
Rante iiber die Grenzfliiche hinaus keine iineigentlicheii Polyederflliclieii 
mehr erzeugt werden. 
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§ 3. 
Das analytische Netz. 

Wie gezcigt wurde, verhalten sich die Indices oder Anfangs- 
exponentcn der Fli.chenkurven a i e  die Stellungskoorciinaten der eigent- 
lichen oder uneigcntlichcii Polyederflachen, es ist also für dieselben 
nur die Stellung tlieser Ebeneii, nicht ilir Crspruiigsabstand massgebend. 
3 s  knnn dalier das ganze System tlicser Ebenen leichter ü ~ e r s i ~ l i t l i c l ~  
gerimcht werden zunIichst diircl-i Abbildung auf eine Kugel. Als Bild- 
punkt einer Ebene ult: + py + y 2  - g dient der in1 ersten Oktanteri 
gelegenc Herührungspunkt einer paralle1 zu ihr an eine Kugel mit  
Mittelpuiikt in1 ürsprunge und mit  dein lladius Eins gelegten Taiigential- 
ebene, a180 der Punkt  

Diesen Puukt  bildet iiinii weitcr al) auf die Tailgcritialcbcnc 2 - 1 durch 
l'rojektion vom Mittelpunkte ails nnd wcnn man in  dieser Ebene eine 
neue 2 - und y-Axe, parallel zur .e- und !/-Axe in der Ebene z = 0, 

annimnit, so siiid die Koni.dir~aten des Hiltlpunktw J - -; y = 0 
Y Y 

A l s o  v e r h a l t e n  s i c h  d i e  ho r i iogencn  K o o r d i n a t e n  cies ~ i l i -  
p u n k t e s  i n  d e r  E b c n e  z = l  w i e  d i e  S t c l l u n g s k o o r d i n a t c u  d e r  
abzub i lde i ide r i  E b e n e .  Nuri hilcien sich aber auf dei. K u g d  allr: 
zi i  eiiicr Kante geh6rigr:n uneigentlichen Polyederfiiichen ab auf einem 
Grosskreisbogen zwisclien den Dildpunkten der beiden an  die Kante ' 

:instosseriden eigeiitlicheii Polyederfliichen. Die auf der Kugel durch 
Bbbildung siiintlicher Polyederflachen entstehende netzformige Figur 
von Punkten, die durch Grosskreisbogen verbunden sind, projiziert sich 
aiif die ?%ne 2 - 1 a,ls eine ebenfalls netzf6rmig-e E'igur, bestchend 
aus Punkten, verbunden durch gerade Linien, die Projektionen jener 
GrosskreisbUgen. Diese E'igur rieniic ich a n  a l y  t i  s ç h e s  Netz. Die 
Punkte heissen E c k e n  cles Netzes; sie sind die Bildpuiikte der eigent- 
lichen Polyederfliichen. Von ilinen gehen Gerade aus, L i n i e  n des 
Netzes; jede ist die Abbildung einer Polyederkante und jeder ihrer 
Piinktr? ist die Ahbildung eincr durch die Kantt  p h e n d m  iiiieigent- 
lichen Polyederflache. Die %ah1 der von einer Ecke ausgehenden 
Liiiien ist gleich der %ah1 der Seiten der entsprecheiideii eigentlicheri 
l'olyederfliiche. Die Ecken und die Punkte der Linieu ( L i n i e n -  
p u n k  t e)  sollen zusammen N e t  zp  u n  k t e heissen. Die von den Linieil 
des Netzes eingeschlossenen, elüeneiî polygonalen Flichenriiuine heissen 
M a s c h e n  des 'u'etzes; sie entsprechm den Ecken des Polyeders und 
sind dalier den ~ c k t , e r m e n  der Fliicliengleichung zugeordnet. Nur  die 
lctztereil werden durch die Slaschen zur Darstellung gebracht'; die auf 
den Kanteii und Pliichen des Polyeders liegendcn Zwischenternie s i id  
hei den Linien und Ecken des Setzes hinzu zu clenken. Die Masclieii 

2 * 
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20 Die singuliiren Punkte der Flichen. 

haben so viele Ecken, als Polyederfllichen an die betreffende Polycder- 
ecke anstosseil. Das Netz bescIirZ~kt sicli auf den Quadraiiteil der 
positiven s und y ;  als R a n d l i n i  en  treteii die y -  AxG, die :L-Axe uiid die 
unendlich ferne Gerade auf Da auch die Koordinatenebeneii den eigent- 
lichen Polyedcrfliichen beigezahlt wurden, treten iiii Nctze in1 allgeinc>iiien 
als Ahlildungen derselben folgende F u n  d a m  e n  t a l p  u il k t e aiif: 

der unendlich ferne Punlrt der $-Axe, niit A bezeirhnet, als 
Bildpunkt der Ebene z = 0, 

der unendich ferne Purikt der ?]-Axe, niit U bezeichnet, als 
Bildpunkt der Ebene y = 0, 

der Ursprurig, mit C' bezeichnrt, als Bildpunkt der Ebene ,z = 0. 
Pig. 1. Die durch die Funda- 

C 1 3 c ,A ~iiei~talpunkte gelmiden 
Netzlinieii rriBgen E c k -  
l i n  i en  heissen. Die Grenz- 
fiachen des Polyeders 
werden :~l)gebild~t diirch 
G r e n z p u n k t e  des Netzes, 
die auf den Randlinien 
gelegeri sirid, z. B. Puiikt c 
in Figur 1. 

Nach ihreiiiVerhalten 
gegeniiher den Fiinda- 

B nientalpunkten teile ich die 
Maschen in drei Gruppeii: 

V o l  ln1 a sc  h e n haben keinen Funciamentalpunkt a18 Ecke, z. B. 
ahedec~ in Figur 3. 

E c k m a s c h e n  haben e i n e n  Fundameizt;~lpuilkt als Ecke, z. B. 
abcCa in E'igur 2. 

R a n d m a s c h e n  haben zwci Fundanientalpunkte zu Ecken uiid 
daher einc vollstinciige Raildinie als Regrenzung, z. B. 
hcABb in Bigur 2. 

Die Eckterme der Vollrnaschen enthalten alle drei Veranderliclie, 
diejcnigcn der Eckn~aschcn zwci, diejcnigen der Kaiidnîaschen nur eiiic. 

Fiir die Untersiichiing der E'liichen sirid rioch ~ i n i g e  andere Punkt,e, 
Linien und F l k h e n  des Netzes von Bedeutung, vor  allem der Zen t r a l -  
p u u k t  D mit den horriogeueri Koordiiiaten 1 : 1 : 1; derselbe giebt zu 
einer weiteren Einteilung der Maschen in vier Klassen dnlass: 

Z e n t  r a l m a s c h e n  urrisçhliessen den Zentralpunkt, z. 13. cr bcrlca 
in Fipur 3. 

L a t e r a l m  a s c h e n  haben den Zeutralpunkt aiif einer Linie 
( Z e i l t r a l l i n i c ) ,  z. B. a'b'c'Cffu in Figur 2. 

I l a d i a l r n a s c h e n  haben den Zentralpunkt als Ecke, z. B. 
hl u r c 1 C'Of iii Figur 3. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von Dr. EKXST WOI~BFIXG. 21 

K e b  e n m a  s c h c n  hrtben den Zrntralpunbt ausserlialb, z. B. 
bcAB7, in E'igur 2. 

Die Mascheii dcr drei ersteil Klassen konnte man H a u p t m a s c h e n  
nennen: eiu Netz besitzt imnwr mtweder eine Zentralinascl-ie oder zwei 
Lateralniaschen, oder drei oder mehr l tadialma~clien~ daneben kann es be- 
liebig viele Neberirriaschen eiithalteri. Wahrerid die Lage des Zentralpunktes 
iiber das Tangentialgebilde 5) entscheiclet, besitzen für das Verhalteil 
der binon~ischeii Hilfsflachen (9 7) die drei E i n  h c i  t s p u n k  t e  eine gewisse 
Wichtigkeit; es sind dies 
die auf Randliiiien ge- 
legencn Punkte 

E = (0, 1, l), 
F =  (1, O, 1), 
G = (1, 1, 0)  ; 

Xinl le i t s l in ien  m6gen 
die Verbindungsliiiien 

AD, BB und CU des Zen- 
trall~uriktes mil, deri Euil- 
danieiltalpunkten heissen; 
als E i n h e i t s d r e i e c k e  
hezeichne ich die Dreiecke 
BCB, O A Il,  ABD, als 
E i n h e i t s v i e r e c k e  die 

Vierecke AE'D G, 
ZGDI?, CA'Dl? 

1st die Gleichung - 
eiiier F1;iclie gegeben, welche durch den IJrsprung Iiiiidiircl-igeht, 
so barin man jederzeit das analytische Netz derselben entwerfen. Man 
zeichnet (in einer per- K g .  3. 

spektivischeii Figur) das 
an:ilytischc Polyeder und 
bestimnlt die Stellungs: 
knordinaten der einzelnen 
Polyederfliichen. IIiernlit 
sind die honiogenen IZo- 
ordiriaten der Netzeckeri 
gefundeil; die letzteren - - 

werden alsdaiin den 
Kanteii des Polyeders ent- 
sprechencl diirc,h gerade 3 

Linien verbunden. Wie 
oben jede (eigentliche und - y  r v  G B 
urieigeritliche) Poly eder- 
f lkhe,  so liefert jetxt jeder Netzpuiikt (das heisst jede Ecke und jeder 
Linienpnkt) eine Schar von Fl%clicnkurven mit bestirnniteil Anfangs- 

- - 
- 

- - 

- 

- - - - - - - - 
- - - - - - - - - - - - - 
- - - - 
- - - 
- - - 
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expo~ieriteri.* DieselLe berührt respektive die s, y, z-Axe, je iiachdem 
der Netzpunkt in1 Eirilîeitsdreieck BCD, CAD, ABC liegt; sic be- 
riilirt respektive die Ebeiien x = 0, y - 0, z - O, wenn der Netzpunkt 
respektive auf der Einheitslinie AD, BD, CI) liegt; sie hat  eiidlich 
die Ebene z = 0, y = O, a = (4 zur Schmiegui~gsel)ei~e, je nachdein der 
Xetzpunkt sich im Einheitsvierecke A F n 6 ,  U G D E ,  C'EDI.' befindet. 

Z u s a t z :  Damit einc nus Ecken, Linicil und Masclien bcstellende 
netzfiirmige Figiir wirklich als analytisches Netz einer Fliiclie gtidei1tc:t 
werden kami, muss sie vor allem folgenden zwei 13edingungen geniigen: 

a) E s  diirfen sich nicht zwci Linicn schneiden (ohi~e  dass der 
Kreuzungspunkt als Ecke aiifgefasst wird). 

b) Keine Masche iiarf eiiien einspririgenden (oder auch nur  f lxhen) 
Winkel besitzen. 

Sind diese Bediilgungen erfüllt, so kami znTar ails den durch die 
Ecken des Netzes bestiiiimten Ebenen ein l'olyeder gebildet werden; 
es fragt sieh aber noch, ob dieses die durch die Liriieri und Maseheri 
(les Netzes geforderten Kanten und Ecken besitzen kann. Jrdeiifalls 
ist jede Polyederfliiche nur hinsichtlich ihrer Stellung bestiinmt. 

Zerfiillt eiiie Fliiche in das Prodiikt xweier Teilfliichen, sn hestelit 
ilir Ketz aus den aufeinander gelegten Ketzeii der Teilfliichen, wobei 
I(reuxuiigeri von Liiiien derselben als neue Eekpunkte eirizufiihreii sirid. 

Die Durchdringungskurve zweier Flkchen. 

Eiiîe erste Anwendung des analytischen Ketzes ist die Losurig 
folgender Aufgabe: Gcgeben zwei Fliicheiî, welche durch den Ersprung 
gehen, gesiicht die Zweige ihrer Durchdi.ingiingskurvt! daselbst. Ziir 
Ernlittelung der hiifangsexpoiienten dieser Zweige ergiebt sich niimlich 
d o r t  folgerides graphiçche Verfahren: 8011 eiiie Haurrikurve brideii 
Fllicheil angehoren, so muss der durch ihre Indices bestimmte Punkt  
iin Ketze beider Fliicheii vorkommeii; mari eihiilt diese Puiikte als g e -  
m e i n s a m e  X e t z p u n k t e  ( X e t z s c h n i t t p u n k t e ) ,  wenn man die beiden 
Ketze aufeinarider legt, sodass die Fundanlentalpunkte beider zusarnmeii- 
fallen. 

Daboi sirid aber drei F a l k  zu unt'erscheiden: 
a) Eine Ecke des einen Ketzes fallt auf eiiie solchc des andereii, 

das heisst es ist in1 einen Polpeder eiiie eigentliche F1" LIC h c zu 
ciller solchen des anderen parallel. 

b) Eirie Ecke des einen ISetxes f i l l t  üuf eirie Liriie des aideren, 
das heisst es ist eine eigrntliche Fliiche des eiiien Polyeders zu 
eiiier uiicigentlichcn des mdereii pardlel .  

- - -- - 

* Dabei liefern die Grenzpunkte Scharen von Fliicl-ienkurven, die n i c h t  
durch den Urspruiig gehen. 
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c,) Eine Linie des einen Net,zes schneidet eine Linie des aiideren, 
das heisst es ist eine uneigentliche Flache des einen Polyeders 
eirier solchen des auderen parallel. 

Es kann aber auch vorkommen, dass Linien der beiden Netze gariz 
orler teilmeise zusammenf;tllen. Als Netzschnittpuiîkte sind hierbei nur 
die ail den Endpuukten des zusammenfallenden Linienstückes befindlichen 
Ecken anzusehen. 

E s  ist leicht zu sehen, dass ininier rn indes tens  e in  Xetzschiiitt- 
p n k t  existiert, wenn keine Grenzpunkte vorhanden sind. Zuniichst 
kann ein Ketz ohne Grenzpunkte nicht in zwei vollig getrennte Linieii- 
züge zerfallen; also muss man von jeder Ecke aus auf den Linien des 
Netzes fortschreitend jeden Fundamentalpuilkt erreichen k6nnen Ferner 
hat jedes Netz ohne &euzpur~kte riiiridesteris eine Ecke. Darin Eillt 
eine Ecke des ersten Netzes entweder in eine Ecke oder a~ i f  eine Linie 
des zweiten (in welchem E'alle bereits ein Netzschnittpunkt vorliegt) 
oder in eine Masche desselben. Diese ist in1 güiistigsten k'alle eine 
Randmasche, sodass die erwiihnte Ecke mit zmei k'undamentalpunkten 
verbunden sein kanri, ohne rlass der betreffende Liriierizug die Be- 
grenzuiigslinien der Masche schneidet. Aber der dritte E'undamental- 
p n k t  kann von der Ecke aus nur diirch eiiien Linienzug crreicl~t 
werden, der entweder eine Rcke der Masche passieit odw eine Linie 
derselben kreuzt, womit der Satz bewiesen ist. 

Jeder Netzschnittpunkt (u ,  /3, liefert einen oder mehrere Zweige 
der Durchdririgungskurve. 

Die ersten Glieder der Kurvenentaickelung sind nun: 

Zur Hestimniung der K~effizicnt~en nimmt man aus jeder Fliichen- 
glricliuiig die Ecktermc der an tien Netz~chnit~tpunkt stossenden Maschen 
iintcr Heifügiing der danvischen liegeiiden Zwischentrrme und sckzt, 
dieselheu je für sich gleich Null. Durch Einsetzen der Werte von 
:r, y, z ergeben sich zwei Gleichungen (Koel'f'iz i e n  t e n g l e i c h u n g  en) 
zur Bestimmung von A : p : v. Einer dieser Koeffizienten (etwa v) kanri 
gleich Eins gesctzt werden. Man macht d a m  die Koeffizientengleicliungeii 
duïch Kinführrung der homogenisierenden Veriinderlichen n in 1. und y 
honiogen. Rei der Losung der Koeffizieiitengleichungen, die mai1 als 
Gleichungen roi1 Kurven (Bo eff iz i  en  t e n k u r v e n )  in honlogenen Ko- 
ordinaten i, p ,  n deiiteu kann, ist folgendes zu beachten. 

Die in die Ecken des Koordinatendreieclis fallenden Schnittpunkte 
blcibcn ausser Betracht; auch merdcn die Koordinatenaxen weggelassen, 
wenn sie etwa als Bcstandteile der Koeffizientenkurven aiiftreteii. 

Bei den iibrig hleihenden Losungen ist fiir den Fall, dass dei. 
Index y, dcsseri Koeffizierit v = 1 gesetzt murde, grosser als Eins ist, der 
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Paranieter E = fi nicht eindeutig, sondern y -deutig bestininit. Also 
fiihren je y-Wertesjsteme für h ,  p,  n nur auf e i n e n  Raumkurvenzaeig, 
weil sich je y Entwickelungen nur in der Wahl dcs Parameters unter- 
scheiden. 

Werden diese beiclen Urnstancle beriicksichtigt, so ist die Zahl der 
Losuiigen der Koeffizientengleichungen von der Wahl des gleich Eins zu 
setzenden Koeffizienten unabhangig; zweckmiissig ist es nach dem Vor- 
stehenden liierxii denjenigen zu wR,hlen, zu melchem der kleinste Index 
gehort. Den Parameter ê = $2 behalt man auch für die hoheren 
Glieder der Reihen bei, sodass sich die Reihe für z auf z - &Y be- 
schrankt. J)ic Terme der Fliichengleichung, welche auf die zweiten 
Glieder der Reihen fiir z und y Einfluss haben, firldct nian, indeui 
inan die zu (u, ,3, y) gehorende eigentliche oder uneigentliehe Polyeder- 
flache vom Ursprunge weg parallel mit sich verschiebt, bis sie wieder 
durch einen oder mehrere auf der Oberfliiche des Polyeders oder in 
seinem Innern gelegene Systenipunkte geht. Die zugehorigen Terme 
treten zu den Ternien der Koeffizientengleichungen hirizu, um die 
zweiten Glieder von cc und ?j zu liefern. 

Infolge besonderer Werte der Koeffizienten der Fliichengleichungen 
tret'en oft bei L6sung der Koeffizientengleichungen eigentiimliche 
Schwierigkeiten auf. Es  kann ein Schnittpunkt der Koeffizientenkurven 
auf eine Koordinatenaxe fallen, wodurch sich einer der Indices er- 
hoht; es konnen aber auch die Koeffizientenkurven ganz oder in eineni 
Teile ihres Verlaufes zusamn~enfallen. D a m  sind ihre Gleichungen 
zur Berechiiung der Koeffizienten nicht mehr ausreiçhend. Die Ursaclie 
dieser Erscheinung ist, dass die beiden Fliichengleichungen auf die 
Form gebracht werclen kiinneri: f ' =  q @  + x = O und f f =  g?+'+ O. 
Man schafft die storeilde Funktion cp weg, indenl man bildet: 

f = 0 f = o  
Die B1;ielie f"- O schneidet f = O in den K u n e n  ( . ) und { ). f ' =  O * = O  
Man berechnet daller die Zweige von { f  P,= = O )  und liisst, uni diejenigen 

f = O  
von {tl= O ]  zu  bekomni~n, die Zweige von (i i O) weg, aenn  @ 

nicht eine Konstante, sondern eine Funktion ist. 
Tritt ein Schnittpunkt der Koeffizientenkurven 9%-fach zahlend auf, 

so sind in1 allgemeinen nicht a, p ,  y, sondern nia ,  mp, qny air Tndices 
des zugehorigen Raumkurvenzweiges, doch Iionnen uiitcr IJn~stiinden 
auch m-Zaeige mit Indices a,  P ,  y in hiiherrr Rerühruilg auftreten. 

AIS Beispiel werde die D~irchdringungskurve der Fliclien 
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l)as Ketz der ersten P'liiche, in Figur 1 ausgezogen, hat die Ecken 
n - (1, 1, l), b = (2, 1, l), den Grenzpunkt c - (3, 0, 1) und die Masclieii 
I 'nB(' (xZ);  Cnl icC(zy ) ;  UabB(zz) ;  cAUOc(a3). Das Netz der zweiteii 
E'lkhe, in Figur 2 quergestrichelt, bat die Ecke a '=  (1, 1, 1) und die 
Mnschcn 230' C B ( d ) ;  An'C A (y); A B'R A (2). 

Netzschnittpunkte: E s  liegt Eclie O auf Linie c c ' i i ;  Ecke a auf Ed ie  ( z ' .  

(es wurde A = L gesetzt und mit 1 

hoiiiogen gernacht). ' ~oeffizientengleichun~en: 

n z 2 p  + Cl" -/- $ l J 3 =  O 
Fw+Gv:O 

Die L6sung { P  = O }  bleibt weg; die bciden siideren LBsungsii be- 
v = O 

zielien sich nur auf eine Eiitwickelung, a h :  

E l + F p + G v = O  
also : 

C B - A C E + . , . ,  AF-RI.: 
5 = E ,  y =  z =  -- B G -  C F  R < ; - C F & +  

Die Berechnung der Durçhdringungrkurve ermQliclit auch die 
Losung folgender wichtigen Aufgabe: 

Betrachtet man eine Flache f (z, y,  a, t )  = O von einem heliehigen 
Punkte (6, q, f ,  z) aus, so besitzt das Rild derselben eine Uinrisslinie, 
iiRnilich die Berührungskurve des von (g, q,  f ,  z) an die F l k h e  zu 
legeliden Berührungskegels. Durüh diese Kurve geht aber auch die 
erste Polarflache des Punktes (6, 7, f ,  z) in Bezug auf die Friche f + O, 
also die Flache: 

Z f  af ; f P =  , , O + , , . i + ; ; f +  , p = O .  

Hat f = O irn Ursprunge einen zwei- oder rnehrfachen Punkt, so 
gcht diirch dcnsclhen auch P = 0, gleirhviel, wo der Punkt ( 6 ,  q ,  f ,  z) 
gclegen ist. Danil geht also eine Umrisslinie der Plache, die Lhrcli- 
clringuiigsknïve von f = O und P = O, durch den Crsprung und deïen 
Zweige konnen nach deni eben geschilderten Verfahren ermittelt werden. 
Zu diesem Zwecke niuss man auf dns Netz der Fliiche das Ketz der 
Polarflkhe tincs h e l i  e h i g e n  Puiiktes in Bcziehung auf dicselhe lcgen ; 
iüh nenne das letztere P o l a r n e t z  der Flaclie. 
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Reispiel: Uriirisslinie der Fliclien 
f - x y 2 -  392 - %;- y j -  3225- O 

Tom Punkte ( E ,  r ] ,  [, O) gcsehen. Das Nctz, in Figur 2 aiiipmngoii, hat 
die Ecken rr = (1, 2, 2); 1) = (8,  11, 6); r. = (3, 1, 1) und dle Masclit~ri 
Prr,bcC(xy2); BnhB(x3z) ;  P ( t R C ( x 5 ) :  ('rAC(yi): B7icAB(z5). Die 
Polarfiache des Punktes (5, q ,  1, O) in Bezug auf f = O 1st: 

1' - E ( f -  3x2s - 5x4) + (2xy - 5?j4) + [(- xi- 1 6 0 , ~ ~ )  = O. 

Das Polarnetz, in Figur 2 qucrgestrichclt, hst die Ecken 

a f= (1) 2) 1)) or= (3, O, 2), c'= (2, 2, 1) 
und die Maschen 

0 ( ~ ' b f ~ '  ('(xy), Cc'AP(y2), t C ~ t ' h ' C ' ~ ~ ~ ) ,  h'a'Ofh'(?z), h'UcfL1 71(2'). 
Xetzschiiittpunkte: 
1 Eckc n auf Liriie u'C liefert: 

2 .  Kreuzuiig der Liriien O l>' und 0'1)' i u  Punkte (Il, 7,  3) giet~t: 

3. Kreuzung der Linieii hc und clC in1 Punkte (5, 5 ,  3) giebt: 

Diese drei Zweige besitzt ;&O die Cilirissliiiie der F1;iche (siehe 
Fig. 4). 

# 5. 
Das Tangentialgebilde. 

Es ist nun eiforderlicli den BegriE, ,,singullirer Puiikt ciller Fl%clie(( 
gt:nnii zu clefiiîicren. Ein gewiilinliclicr Punkt  lmi i z t  hekaiintlicli 
folgeiide Kigenschaften: 

a) Eine belir3hige Grrade durch ilin schiieitlet die Fliiche in eiiieni 
Punkte. 

b) E s  gieht spcziell uiiendlich viele Geradeii (Tailgenten) durch 
den Puiikt, die die F1:iche in zmei zusamruenfallentleri Puiikten 
schneirlen; dieselben liegen in ciiicr Ebcne (Taiigc:iitialebene). 
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ü) In der Tarigentialeberie giebt es zmei Tangenten, welche die 
Fliiche in drei zi~samiiie~~t:;illendcn Piiiikten schneicleri (Haupt- 
tangenten). 

Jeder Puiikt, der iiicht alle diese drei Eigeiisch:~fteri besitzt, riiiige 
ein s i n g u l a r e r  Piinkt genaniit nerdcn. Sclineidet cine heliehige Gprnde 
durch eirieri solchen die Fliiclie nicht in einern, soridern in v Punkten, 
so heisst der Fliichenpunkt ein u -  facher. Alsdann liegen die in 11 + 1 
oder ruehr Purikten sclirieidenden Geraden auf einein Kegel vter OTdilung, 
niit Spitze im singuliren Piinktc, den ich als Tari gen  t i a lgeb i  l d e  be- 
zeichiie. Derselbe kaiin p n z  uder teilweise in Eberien zerfallen und 
rediiziert sich im Falle dcs einfachen Fllicheiipunktcs auf die Tangciitinl- 
ebene. Liegt der Flkheii-  
piinkt im Koordinateii- Yip: 4 \ 

ursprunge, so ergiebt sic11 
die Gleichuiig des Kegels 

durch Sullsetzen der 
T a n g e n t i a l g l i e d e r ,  cias 
heisst der Qlieder der 

Flicherigleichung von 
niedrigster, also ut"' Ge- 
samtdimension in 3 , ,  y, t. 

Das Tangentialgebilde 
(L ist diejenige Fliiche, der 

sich die gegebene E'lache 
urn so inniger aiischliesst, 
je melir man sich dem 

E'liicheiipurilite riiiliert. 
Dasselbe wird durch den 

Zeiitralpuiikt bestimriit 
und je iiach der Lage desselbcn irn Xete sind drei Fiille niiig1ii:li: 

1. Netz mit Zentralmasche. Ein Tangentialglied. Tangentialgebilde 
zerfillt in Koordinatenebenen. 

a) Triplanarer Typus: Zentralmasche ist Vollmasche; Tangential- 
gebilde besteht aus allen drei Koordinatenebenen (Fig. 3). 

b) Biplanarer Typus: Zentralmasche ist Eckmasche; Tangent id  
gebilde besteht sus zwei Koordinatenebenen (Fig. 2). 

c) Uniplaiiarer Typus: Zentralriiasülie ist Raridinasche; Tangentinl- 
gebilde heschrankt sich auf eine Koordinaten~bene. 

II Netz mit zwei Lateralmaschen. Zwei Tangentialglieder. Tan- 
gmtialgebilde besteht aus eiiiem hinomischen Kegel, zu dem noch 
Iioorciinatenebenen hiiizutreten, wenn die Lateralmaschen nicht an die 
E'uiidniwntdpuiikte stossen. Dcr Kegel zerfillt in Ebenen, wenn die 
Zentrallinie oder ihre Verlingrrung durch einen Einheitspuiilit liin- 
durchgeht. 
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III. Netz mit drei oder niehr Ibadialmasheil. Diei odrr nlelir 
Tang~ntialglieder. Das Süiigentialgebilde ist eiri triiioniischer oder 
polyilomischer Xegel, zu den1 Koordinatenebenen hinzutreten k6nnen, 
wenn die Radialniaschen nicht :In dlc Fundamentalpunkte stosseil. 

Aus dieser Ziisarnmenstrlluiig geht hervor, dass iminer die Haupt- 
ln~aschen die Ecktcrme der Tangentialglieder lieferil. 

§ 6. 
Bildliche Darstellung einer Flache in der  Nahe 

eines singularen Punktes. 

Ziir Herstellung einer perspektivischeu, die Gestalt der Fliclie in 
der Xrihe eiiies singuliiren Punktes darstellenden Zeichniing hat sich 
folgerides Verfalireri als prakbisch bewahrt: 

Man beschreil~t uni den singularen Punkt eine sehr kleirie durch- 
siclitige Kugel; dieselbe schiieidet die F lk l le  in einer spharischeri 
Kurve, die ich Ki ige lk i i rve  nennen will. Die Kiigelkiirve drHngt 
sich an die Spur des Taiigentialgcbildes umso niiher lierari, je kleiner 
die Ki ip l  angenonmen wird.* Die Fliichc: selbst m6ge als undurch- 
sichtig angenomnlerl werden. 

Alsdann nimmt man den ausserhalb der Kugel Lefiiidlicheil Teil 
der I%iche weg und bildet die ganze Figiir durch Projektiori auf 
die Ebene y - O ah iiiid zwar von einem unendlich feinen Punkte ails 
(Parallelprojektion), mobei es zweckmksig ist, : q : = 1 : 3 : 1 ZLI 

sctzen. 
Zur Vcrariscllaulichung der Kugel dienen drei Grosskreise, riiim- 

lich ihre Schnitte mit den Kooitlinatenebenen. Die Grosskreise z - 0 
~iiid z - O bilden sich auf der Eheile y - O als Ellipscn vorn Hnlhaxeri- 
vrrliiilt,niss<: 1 : 3 ah. Der Grosskreis ?j = O nitige mit (lem Cmriss der 
Kugel, der eigentlich einc Ellipse wBre, verwechselt merden, wodurch 
das Riltl an Einfnolilieit und Klarheit, berleutend gewinnt. Wiid die 
Kugel in dieser Weisc üngedeut'et, so iat es riicht schner, die Kugel- 
kurve als spharische Kiirve zu sehen und sich demgeiniiss von der 
Gestalt der Flache ini Raunie eine Vorstellung zu niachen. 

TJni dip Kugelkurut: zii zeichnen, liegt es nin riiichsten, nach den1 
Vorg,znge von M 6 b i u  s** spharische Koordinnten auf der Kugel ein- 
zufiihren. Die Glcichung einei. sphiirischen Kurve ist tinnn idtmtiscli 
mit der Gleichung des dieselbe Yom Ursprimge aus projizierenderi 
Kegcls. Man erhiilt also die Gleicliuilg der Kugelkiirvc durch Elinii- 
iiation von t aus der Fliichengleichung f '  (.r:, y, s, t )  = O und der 
I<ugelgleichuilg ir2 + y2 + z2 - pz t2 = O in der Poim : 

f (PX, gy, P X ,  v x 2  + yP+ e2) - O. 

* Vergl. R o h n ,  Math. Ann. 22 ,  S. 128. 
$* Grundfornlen der Linien III. Ordriung. Ges. Werke II, S. 115. 
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Aber man muss sich jetzt wohl hiiten, diese Gleichnng durch 
JVegschaffung des Wurzelzeichcns rationnl zu machen; dcnn hierdurcli 
kame neben der Kugelkurve auch ihre G eg  e n k u r  ve * herein. 

Man rnuss sich dalicr bei dcr Diskussion der Kugelkurve (die rnnn 
auch auf eine Tangcntialebene der Kugel projizieren konnte) an die 
irrationale Form ihrer Gleichung halten. 

In einfacheren Fiillen, insbesondere bei Niherungs- und 1Iilfs- 
fliichcn, genügt für die Zeichnung der Kugelkurve folgcndes Verfaliren: 
Man zeichne die Spur des Tangentialgebildes auf der Kugel und be- 
stirnnie fcrner clic Schnittpunkte der Kugelkurve niit den Koordinatcn- 
ebenen. Diese Puiikte liegen auf den drei Grosskreisen; man erliilt sie 
durch Nullsetzen je einer Veranderlichen in der Fl:,ichcnglcichung; sie 
mogen H a u p t p u n k t e  heissen. Die Zahl der auf der Begrenzung 
eines Kugeloktanten gelegcnen I-Iauptpunkte mups eine gerade sein. 
Ausserdem lassen sich auch die Schnittpunkte mit den Medianebenen 

leicht ermitteln. Auch die Schnittpunkte der Kiigelkurve mit den1 
Tangentialgebilde, soweit dieses nicht aus Koordiriatenebcneri besteht, 
sind nach 5 4 unschwer zu berechnen. 

Tritt ein n-fach zihlender Teil des Tarigentialgcbildes auf, so wirci 
dessen Spur von n Zweigen der Kugelkurve Eiegleitet, die aber pxa.r- 
weise ganx oder in einerri Teile ilires Verlnufes imagiiiiir sein konneii. 
naher ist die Spiir imnier wenigstens von eineni Zweige begleitet;, 
weiin 7% ungerade ist, wahrend sie ganz frei oder teilweise ganz Srei 
sein kann, wenn n gera,de ist. 

Mehrfitche Purikte kann die Kugelkurve nur besitxen, wenn mehr- 
fache Kurven tliirch tien singularen Punkt hindurchgehen. Den Umriss 
der Kugel berührt die Kugelkurve, wo sie ihn trifft. 

Die Kugelkurve ist aber mir bildlichen Darstelliing der F l k h e  
nur danil ausreichend, wenn der singulare Punkt ein einfacher ist. 
Bei einem mehrfaehen Punkte treten, wie in 5 4 bereits bemerkt wiirde, 
eine oder rnehrere U m r i s s l i n i e n  auf. Ihre Berechnung wurde in 
5 4 angegeben. Dic Zwcigc der Umrisslinien gehen Tom Kugelmittel- 
punkt aus und laufen bis zur Kugelkurve, wo sie, dieselbe berührend, 
ihr Ende finden. Die Umrisslinien bilden dahcr eine Kontrolle bci 
der Zeichnung der Kugelkurve und geben insbesondere über scheinbare 
Doppelpunkte derselben, Ovale, die ausserhalb der Koordinatenebenen 
liegen u. S. f. Aufschluss.** 

* Mobius  a. a. O. S. 97. 
.** Orenzpiinkte auf der Randlinie 71 O, ( ! A ,  A 13 zcigen, dass die x-, y-, 

u-Axe der Flache angehort. Die singulBre Natur dieaer Flkcheiigeraden ermittelt 
man vermittelst des in 5 2 erwalinteu, von den  Spuren der Greuzflichen ge- 
bildeten Polygons. 
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S 7. 
Die Naherungs- und IIilfsflachen. 

Einer Niiherungsfllichc g c h k t  eine Polyederfliiche, in1 Kctzc also 
eine Ecke, einer IIilfsfiiiche eine Polyederkarite, also auch eine Netz- 
linie an. Das Netz einer Hilfsfliichc beschrinkt sich auf eine gcrade 
Linie (die Verlin«-erung der zugehorigen Retzlinie), welche von eineni 

0 
Grenzpxnkte zu einem anderen oder zu einem Fundameatalpunkte ver- 
l iuft .  Jeder Punkt  dieser Geraden bestimnit ein Indicessystem; zu 
jedeni (limer Systeme gehOrt eine Schar von Raiimkiirven auf der 
Hilfsfiache. In1 Netze der gegebenen Fliiche komnit aber die zur Rilfs- 
flIiche gehorige Gerade niir ziini Teile vor (soweit sic ehen Nrtelinie 
ist); daher trilt von den unendlich vieleri Raunikiirvenscharen der 
Hilfsfliiche nur  ein Teil in H e z i e h i i n g  zu Jciirven auf der B'lliclie. 
Diese Beziehurig besteht darin, dass die Burverischaren auf der IIilfs- 
fliiche und auf der gegebenen Plache in den Exponenten und Koeffi- 
zienteri der e r s  t e n  G l i e d  e r  iiberejustiriimen. I n  diesern Sirine ist 
der-jenige Teil der Rilfsflache, auf welchem die e~wiihnten Kiirven- 
scharen ( rnassge  b eride K u r v  e iisçli a r e n )  liegen, für die gegebeiie 
L'lache inassgebend. Die Pliiche schliesst sich der Hilfsfliiche in der 
X i h e  der Ebene x - 0; y = 0; z = O an ,  wenn die zugehijrige Netz- 
h i e  die Einheitslinie AD, U D ,  01) kreuzt; ferner in der NIilie der 
2 - ,  y-, z-&!xe, wenn die Netzlinie im Einheitsdreieck I lCD, (.'Al), 
ABB verlauft. Geht die Nctzlinie durch den Zentralpunkt, so 
scliliesst sich die Hilfilinie der Yliiclie in eirieni von den Koordiilateii- 
ebenen eiitfernten Teile an. 

Das Xetz eiiier Niiherungsfliiche kestcht aus eincm Eckpunkte; von 
deinselben laufen Gerade (die Verliingerungen der anstossenden Netz- 
linien) nach Grenz- oder Fundainentalpunkten. Jedeni Xetzpunkte der 
Kiherungsfliiclie entspricht allerdings eine Schar von Ranmkurven auf 
derselben. Aber jeder L i n i e n p u n k t  des Ketzes geh6rt zugloich den1 
Netze einer IIilfsfliche an;  die von einem sulchen gelieferten Kurven 
stimmen in  den ersten Gliedern niit auf den Kilfsfliichen liegenden 
überein, und deren Xinfluss wurde bereits erortert. Etwas Neues 
liefert nur  der E c k p u n k  t des Netzes, niimlich eine m a s s g e b e  n de  
Schar von ltaumkurven, die nur  auf der Niiherungsfliiche existiert und 
ebenfalls mit ciner Schar von Fllichenkurven gleiche erstc Glieder be- 
sitzt. Der massgebende Teil der Naherungsfliche liegt wieder in  der 
K i h e  der Ebene z = 0; y = O ;  s - O, wenn die Netzecke aiif der Ein- 
Iieitslinie An, BI), C'i) liegt; ferner in der Nahe der x-,  y - ,  2-Axe, 
wenn die Netzecke ins Einheitsdreieck BCD, CAB, A B / )  Eillt: end- 
lich entfernt von den Koordinatenebenen, n-enn die Net,zecke der 
Zentralpiinkt selbst ist. 

Aus dieser Betrachtung ergiebt sicb ein benxrkenswerter Unter- 
schied zwisçhen den Il'iherungs- und Hilfsfliicheii hinsichtlich ihres 
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Einflusses auf das Verhalten der Blache. Die Hilfsflachen ent'halten 
je unendlicli viele massgebende Scharen von I laumkur~en,  sind also 
selbst irn allgemeinen in einem grtisseren Teile ihres Verlaufes mass- 
gebend. Der Einfluss der Nliherungsflicheri mit je nur e i n e r  mass- 
gebenden Schar von R,aumkurven auf das Verhaltes der Plache kon- 
zentriert sich auf eiiien riiunilich beschrnnkten Teil der Flache, ist 
aber gerade darum umso augenfalliger. 

Wiihrend bei den trinomischen und polyilomischen Niiherungsfllicheil 
eine unabsehbar grosse Zahl verschiedener Typen auftritt, llisst sicli 
fiir dic binomischen Hilfsfliichen folgende Eiriteilui~g aufstelleii. 

Die binomische Hilfsfliiche sei xa= yPzy ( ~ o  z, y, z beliebig ver- 
tauschbar sind). 

A) Kein Exponent ist Null. Zwei Qrenzpunkte. Band- und Eckmasche. 
1. n < /3 + y. Uniplanarer Typils. Eiiie Taiigentialeberre. Ze~itral- 

rand- und Nebeneckmasche. 
1. rw < p < y .  Alle Einheitspunkte auf der Regrenzurig der 

Zentralmasche. Die Tangentialebene wird von der Hilfiflache 
in zwei torsalen* Geraden berührt und fiillt mit der T:mgenti:il- 
ebene llings derselben zusamnien, z. B. :x: - y2fi2. 

2. a - f i  < y. Zwei Einheitspunkte auf der Begrenzung der 
Zeritralrnaselie, der dritte ist Grenzpunkt. Die Sangentiitl- 
ebene wird von der IIilfsfliiche in einer torsalen Geraden 
bcriihrt, liiiigs deren sie Tangentialebene ist und in einer 
skrolaren* Geraden geschnitten, z. B. ~ t .  = yx2. 

3. /3 < (Y < y .  Zwei Einheitspunkte in der Regrenziing der 
Zentralmasche, der dritte in derjenigen der ~ebenniasche. 
Die Tangentialebene wird von der Hilfsfliiche in einer torsalen 
Geraden berührt, llings deren sie Tangentialebene ist und in 
einer anderen torsalen Geraden geschnitten, 1;ing.s deren sie 
nicht Tangentialebene ist, z. B. z2= yx3. 

4. = (Y = y. Zwei Einheitspunkte sind Grenzpunkte, der drittc 
liegt in der Begrenzung der Zentralmasche. Die Tangential- 
ehene wird von der Hilfsfliiche in zwei skrolaren Geraden 
geschnitten, z. B. x = yz. 

5. 0 < a = y. Ein Einheitspunkt auf der Begrenzung der Zentral- 
niasche, einer auf der der Nebenmasche, der dritte ist Grenz- 
punkt. Die Tangentialebeue wird von der Hilfsfliiche in einer 
skrolaren Geraden und in einer torsalen, liings der sie nicht 
Tangentialebene ist, geschnitten, z.  B. z" yz'. 

6. /? < y < a. Ein Einheitspuilkt auf der Begrenzung der Zentral- 
rri&chc, zwei auf der der Nebenmasche. Die Tangentialebene 
wird von der Hilfsfliiche in zwei torsalen Geraden geschnitten, 
larigs deren sie nicht Taugeiitialebene ist z. B. x3 = y's2. 

* vergl.- alm mon-~iedler, Analyt.Gcom. ci .  Raumes II., 3.Au0. S. 372(Aiiin.). 
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II. ct = P + y. Konischer 'i'ypus. Hilfsfllche ist ein Kegel. Eine 
Lateralrand- und eiiie Lateraleckrilasclie. Zwei Eiriheitspunkte 
auf der Begrenzung der ersteren, einer auf derjenigen der 
letzteren, z. B. 2 - yz. 

III. a > /3 + 7. Biplanarer Sypus. Zwei Taiigentialehenen. Eine 
Zentraleck- und eine Nebenrandinasche. Zwei Einheitspunlite 
auf der Begrenzung der ersteren, einer auf derjenigen der 
letzteren, z. B. x3 = Y B .  

B) Ein  Exponent y = O. N u r  ein Grenzpunkt. Netxlinie ist Eck- 
h i e .  Cylindrischer Typus. Die Flnche ist ein Cylinder. Zwci 
Randmaschen. 
1. a: < B. Zeiitral- und Ncbenniasche, z. R. z = y2. 
2. cr. = p. Zwei Lateralmaschen. Der Cylirider zerfiillt in Ebencn, 

z. B. x2 = y2. 
J e  nachdem a,  f i ,  y gerade oder unge~ade  siilcl, ergeben sich (aus- 

schliesslich der zerfallmden) 30 gestaltlich verschidene Spt~zies voii 
binomischen Hilfsfliichen. 

5 8. 
Untersuchung einer Fliiche in der Nahe eines singularen Punktes. 

Jede F l a ~ h ~  durch den IJrspixng, derrn niederste Glicdrr niclit 
für sich gleich Nul1 gesetzt die Gleichung einer binomisclien Hilfs- 
Hgchc odcr einer polyiioniisrhen NRlieriingsfliiche liefern, hesitzt ciu 
I'olygoil mit  rnehrereil Pliichen und ~ a n t e n ,  also auch ein Netz mit 
Ecken und Liiiieri und schliesst sich daher an eine Aiizahl von Niiherungs- 
fl:,ichen und Hilfsfiaclien ail. I n  konipliziertereri Fa l l e~ i  ist zu ihrer 
bildlichen Darstelliing das in 5 6 gegehene Verfahren zur Zeiclinung 
der Kugelkurve niçht mehr ausreicherid. Aber die letztere kailn nuil- 
mehr aus N i i h e r u n g s b  6 g e n  zusamnieiigesetzt werden, welche von 
den Kaherungs- und HilfSflachen an  die Hand gegeben werden. Man 
zeichnet nach Q 6 die Bilder aller Niiherungsfliichen (a ,  6, c .  . .) und 
aller TTilfsfliichen (21, Gë,. .), welche die Ecken iind Linien des Ketzes 
liefern. I n  dieseri Piguren verdickt* man s h t l i c l i e  B6geri (Niiherurigs- 
b o p )  der Kugelkurve, welche nian gemiiss 5 7 als massgebend er- 
kenut. Die Naheruiigsbogen der Nlheruiigsfi~çheli werden riuii iii die 
Hauptfigur eiiigetragen und durch Kurvenbogen , die den Niiherungs- 
b6gen der ~ i l f s f l achen  entsprechen, verbunden; so erhalt man den 
geniiherten T'erlauf der Kugelkurve der Flache. Man kann daim diese 
Kur-ve natürlich duïch Konst'ruktion eiiizelner Punkte genauer erhalteii. 
Uni bei der Verbindung der Niheruiigrbogen systeniatisch zu verfahreil, 
knnn man eine Gerade (ein Lineal) um den Zentralpunkt des Netzes 
iin Siniie des Uhrzeigers drehen; man führt  dana jede Verbindung 

* Vcrgl. das Verfahren bei R c n  s c h l e ,  Praxis der Kiirvendisk~ssion.  Stutt- 
gart 1386, S. 4 flg. 
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uiittclst eines Hilfsfliirhenbogens aus, wahrerid die Gerade die zu- 
gellorige Netzliriie passiert. GeEit die Gerade in der Alifüi~gslage durch 
deil Punkt C.', so erhiilt man den Verlauf der Kugelkurve zuerst in 
der N h e  der Ebene z - O,  danu geht rnan weiter rorbei an der 
y-Axe, der Ebeiie z = 0, der z-Axe, der Ebene y = 0, der z-Axe 
zurück zur Ebene ,r = O. Damit hüt man die ganze Kugelkurve uni- 
laufen. (Beispiel: In Figur 5 werden so der Reihe nach die Verbindungen 
cd ,  de, ea,  a b ,  Iic ausgeführt.j Praktisch ist dieses Verfahren bei 
%entrnlniaschen. Bei Lateralniaschen müssen ausserdem die ~i ih~rl i11gs-  
k g e n  der den Endpunkten der Zentralliriie eutsprecheriden X'iiherungs- 
flzchen durcl1 die von1 Tangentidkegel gelieferten Naherungsbiigeii 
rerbunden werden. Bei Radialmaschen existieren drei oder mehrere 
Hilfskegelfliichen, welche 
die Verbindung der vom Y'ig 5. 

Tangentialkegel gelieferten 
Kiiherungsbogen mit dcn 
übrigen Teilen der Kugel- 
kurve herstellen. Durch 
dieses Verfahren werden 
die ginzelnen Teile der 
Kugelkurve den Niiher- 
u n g s  und Hilfsfliichen zu- 
geordnet; sie sind daher iu 
den Figuren mit a', li . . . be- 
zeichnet. E n d  zwar gehort 
zu j eder  Niiherungs- und 
Ililfsfliiehe, also auch. zu 
j ed e r  Ncke und Linie des 
Xetzes, eiii Teil der Kiigel- 
kurve oder mehrere solche. 

Freilich kann es auch vorkomnien, dass dcr iiiassgebende Teil 
einer Niherungs- oder Hilfsfliiche imaginiir wird. So zertallt in  
dem Beispiele z3y9 - x8 y2 aa + z3 a" tj3 z5 - z'' - x12 - y'" O die 
ICugelkurve wegen der imagiriaren TIilfsfl~chen y2 a2 + xI0 = O und 
x % ~  + yL0- O in zwei vollig getreiinte Teile, von denen der eine 
sich dem Kegel zy - a2 = O, der andere den Ebenen z = O und y = O 
anschliesst. 

Dic Hauptpiinktn der Kiigelkiirve werden durch dkjenigen Hjlfs- 
fllichen geliefert, welche den Ëcklinien des Netzes eritsl>rech&. Dabei 
ist es praktisoh, die betreffetiideri Teile der Kugelkurve derjenigen 
Xiherungsfliche zuzuordnen, deren zugehorige Ecke den Endpuilkt 
der betreffenden Ecklinie bildet. 

Ergiebt ferner ein Schnittpuukt des Netzes uncl des Polarnetzes 
der in eine Ecke oder auf eine Linie des Netzes fiillt, eine Uniriss- 
linie der Fliiche, so berührt diese die Kugelkurve inrierhalb des 

Zeitschrift f. Matliematilt n. Phpik .  42. Jnhrg .  11197. 1 Hïft. 3 
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Niiherungsbogeiis, welchen die zur Ecke oder Linie gehorige Nüheruilgs 
oder Hilfsflache geliefert hat. 

Irn allgemeinen reicheii, wie bei ebeiieii Kurven, sa auch bei 
Flüchen die vom analytischen I'olyeder gelieferten Kiiheruugs- und 
Hilfsfliichen, also auch die niedrigsten Glieder der Fl~chenglrichung, 
von denen diese abhikgen, aus, um die Gestalt der E'l%che iril Ur- 
sprunge zu bestimnien. Eine Ausnahine tritt aber ein (aiialog wie 
bei ebenen Xurven), a e n n  IIilfs- oder Kiherungsfliiclien mehifach 
zahlend vorkommen. Alsdanri müsscn zur Bestinimung der Flachen- 
gestalt hohere Glieder, eventuell auch im Innern des Polygons gelegeile, 
beigezogen merdcn. In gestaltlicher Bezieliung sei nur bemerkt, dass 
die mehrfach ziililenden Niilierungqbogen durch Beiziehung h6lierer 
Glieder in niehrerc einfachc Niiheriingsbogcm urngcwand(,lt werden, 
und dass mancliriial ein doppelt ( d e r  2 n-faeh) zlililender Niiherungs- 
bogcri in eincm Tcile seines Verlaufes ungültig aircl, indem die zwei 
ilebeneinander herlaufenden, durch Urnwandlung entstandenen Xiherungs- 
bngen, eine bestirnmte Fliiclic beriihrend, ineinander ühergehen (sich 
gewisserrnasseii niiteiriander verzweigen). Naher kali11 hier ttuf dieien 
Gegenstand nieht  ing gr gang en aerden. 

Ueispiele: 
1. Untersuchung der E'lache 

~ ~ ~ 2 -  ~;3g - $5  - 3z25= 0, 

Das Ketz, Figur 2, und die Umrisslinien sind beieits iii S 4 ail- 
gegeben worderi. Tsngentialgebilde ist xy?. 

Niherungsflachen: 

a = $ -  x2z - x' = O (bei der A - Axe), 

b = xyS-x3fi - 32s5= O (bei der x Axe in dei Nülie dci. Ebenr y - O), 

c = XZ/' - y5 - 32z5= O (bei der Ebeiie x - 0). 

Hilfsfl%hen : 

n C = y' - x4 = O (I-lauptpunkte auf x - O), 

a 3  = 5 + s2 = O (Haupt~unkte  aiif y = u), 
- - -  

a b  = y" xz"s = O (bei der Ebene y = O), 

bU = z3 + 3224 = 0 (Hauptpunkte auf y = O), 
~ -. 

Oc - x!/" 3 2 x L . O  (bei der z -  Axe mit Anniiherung an 
X; - O), 

- 

cA = y" 3325- O (I Iauptpnkte  auf z = O),  
-- 

cC  = z - y = O (Waiiptpunkte auf x - O). 

Von den Urul-isslinien (siebe 5 4) gehort die erste der Kherungs-  
flüche a, die zweite der Hilfsfliiclie DU, die dritte der Hilfsfliiclie Irc 
an. Die Gestalt der Flache zeigt Pigur 4 
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2. rntersuclzung der Fliiche: 
x y z  + x'?ya- y +  IL'S?+ a" z5= O. 

Das h'etz, in Figur 3 ausgezogen, hat die Eckcn: 

a  = (3,  8; 4), b - (2, 3 ,  S), ç = (1, 1 .  2), d = (2,1, l), e = (1, 2,  1 )  
die Zentïalinasche u h cdea (..cy.z) und die Nebenmaschen 

1'Oc('(e2y2), C'cdAC(y4), B a e B ( z ~ ~ ) ,  UedAU(z4),  B r i h ( ' B ( ~ ? .  
Tangentialgebilde ist s y z. 

K>iherungsflichen: 

n = y z + 2 + IL" = O (x -Axe mit Annliherung an y - O ) ,  

h = y z + 2y" cc4 = O (x- Axe mit Anniikierung an z = 0) 

c = 1.8 + Z'Y - y' = O (bei der Ebene z = O), 

d = ~ y z - y 4  +z'= O (bei s = U), 

e - x y  + r 2 " z z 9 - O  (bei ? / = O ) .  
HilfsBiichen: 

- 

u U =  as -+ x4 = O (IIauptpunkte auf y == O), 
- 

ub 21% + x4= O (bei der x-Axe), 

OC = y2 + x3 = O (Hauptpunkte auf O = O ) ,  
- z +fsy = 0 ( h i  der IL.-Axe mit Anniiheruiig :LU z = O), 

- 

c C = x" y2 O (IIauptpunkte auf 2 = O ) ,  
- 
cd  - LZ- y3-  O (bei der y-Axe),  
- 

dA= yL - x4 = O (Hauptpunkte auf z = O), 
- 

de = ~ y +  x S = O  (bei der x-Axe), 

e2 = 2' + z = O (Hauptpunkte auf y = O), 
- 

en = y + z2 = O (bei der 2- Axe mit hiiniiherung an y = O). 

Polarfiiiche vorn Purikte (t, q,  [, O) in Bezug auf die Pliiche: 

f ( ! / , z  + 2xye+ 8' + 52%)  + ~ ( X Z  + ZX'~J -4y3) + f + 3 2 i 2  + 42') = O. 

Das Polarnetz, in Figur 3 qiiergestrichelt, hat die Eckeii: 

ai= (1, 1, l), bl- (1, 3, 3), CI= (2, 1, 2)> dl-  (2,  2, l), 
die Radialmaschen: 

Cb'ufc'C(xy), Udfu'b 'U(zz) und Ac1a'd 'A( ,yx)  
und die Kebenmaschen: 

A d  CA(y3), Bd'AB(z3), CbrUCb"). 
Umrisslinien : 

a) Kreuzung von i l )  und u'q im Punkte (1, 2 , 2 )  gicbt: 
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Die singuiiren L'unkte. Von Dr. ~ ~ S S T  Wiir.~i.r?ic, 

Sie gehBren deni Niiherungsbogen a b  an. 

b) TCreuxuiig von a mit cc'? iiii I'uiikte (3 ,  2, 3) girbt: 

Dieselbe geliijrt deiii Bogen 2 an. 

c) Kreuzung von mit c?d' iin Punkte (3, 3, 2) giebt: 

Sie gehort zuiu Ihgen  di. 
Die Gestalt der E'liiche giebt E'igur 5. 
Weitere Beispiele sind: 

x!I2 + x2z2 + Y' 1 39 + B~ = 0 die Ihgelkurve bestellt je nus eincii 
z 2 y z  + zz5+ y3z4 - y 9 +  2'' = O Zug. 

x2 + zzZ f XY' + Y'- = 0 die Kugelkurve besteht jr aus zwci 
2:'y + z"l/s + x5 + y%2+s?$- O 1 Ziigen. 

zVa,ak + xya3 + ,c5y + x4z" + y 4 a  - z6 .c7 + y7a* - yl' -- O, 

die Kugelkurve bestelit aus drei Zügen und b e s i t ~ t  in der Siihe der 
y -  Axe eigentiimliche Ausbiegungen. 

* Hier wurde y = - c 2  (nicht y = E "  gesetzt ,  um imaginare Werte des ~ ' w R -  

metcrs zu vermeiden. 
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Die kinematische Theorie der Hyperboloiden- 
reibungsrader." 

Von 

Dr. FR. SCHILLING, 
Priv~tduzont nn der Techniechcn Iioclischule EU Aachen 

- - 

IIierzu Tafel 1 und II. 

Eiiileitiiiig. 
TJyperboloidenreibungsrader, deren kineniatisclie Theorie den In- 

hnlt dieser Arbeit bildet, sind ihrer Gestalt nach ent'sprechende Seg- 
mente zweier einschaliger Rotationshyperboloide, die zu einander wind- 
schiefe Axen besitzen und sich Kngs einer Erzeugendeii berühreii. 
Geiniiss dieser Eigenschaft konnen solche Riider, niateriell ausgefiihrt, 
dam dienen, die Cmdrehung um die eine ihrer festgelagerten Axen 
auf die antlere zu übertragen. Hyperboloidenpaare der genannten 
Art treten uns iri der Kinematik noch in anderer Bedeutung eiit- 
gegen. Sie stellen auch die Axoide fiir die gegenseitige Bewegung 
zweier K6rper dar, die um zwei windschiefe Axeri niit unverSnderlichcm 
Verhiiltnisse dt:r Winkelgeschwindigkeiten rotieren, und bilden a h  solclie 
die Grundkorper fiir ~y~erboloidenzahnr:,ider. Dass diese beiden Ver- 
wendiingsarten solcher Hyperboloide in der That mol1 zu unterscheiden 
sind, ircrden wir am besten klar niachen konneii, wenn wir zunkhst  
von dem spezicllen Falle sprechen, in dein die Axen einander pardiel 
siiid bcziehungsweise sich schneiden. Daim geheii die Hyperboloide, 
niogen sie Reihungsrader licfern sollen oder als Axoide gclten, in 
zwei Kreiscglinder beziehungsweise zwei Rotationskegel niit derselben 
Spitze iiber, die sich wit:dcr langs einer Erzeugcndcn beriilircn. Fiir 
sie gelten die folgeliden drei Siitze: 

1. Sind irgcnd zwci entsprechende Segineiîte der Cyliiider beziehungs- 
n-eise liegel als Reibuilgsrader ausçebildet, so iiiidert sich das Verli~ltnis 
der IViiikelgeschwindigkeit des einen Rades zu der (les andcreii nicht, 
inag jenes oder dieses das treibende sein. 

2. Dns Verhiiltnis der Wiiikelgeschwiilciiglteiteu bleibt gleichfalls 
urigeanclert, weleher Stelle der Cylinder beziehungsweise Kegel diese 
Segmente auch anpehoren mogen. 

- 

* Die vorliegende Arheit, i h t  die weitere Aiisfiihrung drs Vortrages, de11 icli 
am 4. Marz 1896 zum Zwecke meiner Habilitation an der Kgl. Technischen Hoch- 
schule zu Aachen gelialten habe. 
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3. Das Verhaltnis der Winkelgeschwindigkeiten der Cylinder- 
beziehungsweise Kegelreihungsrader ist identisch mit demjenigen der 
Zahnrlider, deren Grundkorper die gleichcn Cylinder oder Kegel sind. 

Man sollte meinen, dass diese Siitze auch in dem allgemeinen 
Falle windschiefer Axcn ihre Gültigkcit behielten. Dies findct jedoch 
kcineswegs statt. Das Verhdtnis der Winkelgeschwindigkeiten hgper- 
holoidischcr Rcibuiigsriidcr iindert vielinehr seinen Wer t ,  einniial wenn 
man an Stelle des einen Rades das andere als das treibende wahlt, 
sodann auch je niihcr oder wciter entfernt von den Kehllrreisen der 
IIyperboloide die Segmente ausgewiihlt werden. f i e rmi t  ist zugleich 
auch dns Restehen des dritten Satzes nicht mehr vertriiglich. Dieser 
Unterschied ist bisher in den Lehrbüchern der Rineniatik oder tech- 
iiischen Mechanik nicht bemerkt worden; ja es findcn sich dort bci ge- 
legentlicher Eraahnung hyperboloidischer Reibungsriider ungeiiaue oder 
gar unrichtige Anphen.* Es ist clas Hauptziel der vorliegendeii Arheit, 
die soeberi ausgesproclïenen Behauptungen zu heweisen und als positives 
Resultnt insbesondere den Ausdruck für das Verhiiltnis der Winkel- 
geschwindigkeiten hyperboloidischer Reibungsratier aufiustellen, freilich 
unter der sich ala notwendig erweisendcn Reschriinkung auf sehi. diinne 
R,ider. 

Was  die in den ersteii Paragraphen diirchgefiihrten geomctrisclien 
I;ritersucliungen rneiiier Arbeit betrilft, so war es zuniichst notig, eiue 
neue Einfiihrung der Hyperboloidenpaare zu geben; denn diejenige, 
welche siçh in den bisherigen Darstellungen findet, erweist sich fiir 
iiiiseren Zweck nicht braiichbar, da sie van vornhereiu die Verwenduilg 
der Hyperboloide als Axoide im Auge hat. An diese Einführuiig schliesst 
sich eiile eingehende Untersiichung der besonderen geometrischen Eigen- 
scliaften, welche die verschiedenen Fiille der Hyperboloitienpaare dar- 
Isieten. Iilsbesondere habe ich es mir angelegen sein la,ssen, genaue 
Regi-iffsbestimn~ungrn zu geben. Da die Iieziigliçhen Absçhnitte in 
den Lehrbüchern oder Monographieen*" in dieser Hinsicht vie1 zu knapp 
- - 

* Ich nenne hier: W e i s b a c h - H e r r m  a n n  , Lehrbuch der Irigenieur- und 
Maschinenmecha,nik. III. Teil, 1. Abt.; S. 403 u. 406. Hraunschaeig 1876; G r a s h o f ,  
Theoretische Maschincnlehre, 11. Band, S. 81 und 88. Leipzig 1877. - An 
diesen Stellen wird ausdriicklich den ilyperboloidenreibungsradern dasselhe 
Verhdtnis der Winkelgeschwintiigkeiten zugesprochen , welches Hyperboloiden- 
zahnrader besitzcn , die dem g-leichen Hgperboloidenpaare angehoren , was keines- 
wegs richtig ist. (Übrigens findet sich a n  der letztgcnannten Stelle des Werkes 
von Gra shof  auch insofern eiii Trrt,iim, als in drm fmglichen !hile, für den die 
Gleichung w sin rp = m'sin cpl gilt, sich die Hgperboloide gar nicht als Elementen- 
fliichan ergeben, sondern wie im allgenieiueu Falle als Evolveritenfl%chen bc- 
stimmter Schraubenlinien, wie wir hier nicht weiter ausflihren w-ollen.) 

"* Als Litteratur sei erwiihnt: W e i s b a c h - H e r r m a n n ,  1.c. $46 u.W86; Gras -  
h o f ,  1 c. i j24-26; Mac Cord,  Kinematics, Nr.151-170. New-York1893. Hier finden 
sich besonders gut a,usgefiil~rte Figuren, uGhrend die Hetrachtungen des Textes 
weniger übcrsichtlich sind. T es  s a r i ,  Sopra la, costruzionc degli ingranaggi ad assi 
non concorreiiti. Annali del R. N n  e O Tnclustriale Italiano. Separatabdr. Torino 1871. 
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gehalten und nicht frei von Ungenauigkeiten* sind - es steht auch 
stets die Bedeutung der Hyperboloide als Axoide im Vordergrunde -, 
so kommen sic kaum ncben meiner ausführlichen Untersuchung in 
Betracht, die gewiss vieles Neue bringt. ' Eine selbstandige und voll- 
stgndige Behandlung hyperholaiclischer Reihungsrader ist meines Wissens 
überhaupt nirgends gegeben worden. Sol1 ich noch eine Einzelheit speziell 
Iierausgrcifen, so will ich den Fa11 der sich heriihrendcn Hyperboloide er- 
wahnen, in dem sie sich ausserdem in zwei reellen Erzeugenden durch- 
dringen, eine Moglichkeit, die an und für sich bckannt ist. Hier tritt 
jedoch die bisher nicht berührte Frage in den Vordergrund, ob trotz des 
reellcn Durchdringcns der Flachen entsprechende Segmente sich als 
Reibungsrader vermenden lassen. Wir  werden sehen, dass dies in der 
That unter Beoba'chtung gewisser Bedingungen geschehen kann, die 
angegeben werden. 

W o  sich eine Rcziehung zu den Resultaten verwandter Gebiete zeigt, 
habe ich nicht unterlassen auf letztere in einer Anmerkung hinxuweisen. 
Ich habe mich bemiil-it, die Uiitersuchung mit elementarcn und 
anschaulichen Mitteln durchznführen; hierzu erwiesen sich besonders 
zweckni%ssig einfache Methoden der derst'elleuden Geometrie. Der 
Gegenstand selbst diirfte, hoffe ich, in gleicher Weise dem Mathe- 
matiker wie dem Techniker Interesse bieten. 

8 1. 
A b l e i t u n g  der Grundformel 11 : p = t g  u : tg B. 

Wir deriken, es seien uns irgendwie xwei einsclialige Rotatioiis- 
hçperholoitle niit den Axen n und 7) gegeben, die sich langs der Er- 
zeugei-ideri c berühreii.** Da die gemeinsaruen Nornialen beider Flachen 
die drei Geraden a ,  b und c sclineiden, und xwar letztere unter rechtem 
Wirikel, so bilden sie ein hyperbolisclies Paraboloid. Weil ferner die 
Gerade c alle Erzeugende der anderen Schar r e  ch t w  i n kl i g schneidet, 
so rriuss sie zugleich eine Scheiteleizeugede des Paraboloids sein. 
Denn antierenfalls würde c, an den beiden Syminetrieebenen des Para- 

* Z. B. wird bei W e i s b a ç h - H e r r m a n n  S. 233 erwkhnt, ,,dass die Axoide 
sich von aussen berühren, solange die Erzeugungslinie mit den Axen spitze 
Winkel bildet." Hiermit vergleiche man meirie Ausführungen auf S. 46,  die 
xeigen, dass im rlritten Hauptfalle diese Behauptung nicht zutrifft. 

** Die sich langs einer Erzeugenden berührenden einschaligen Ilotations- 
hyperboloide, sowie ihre speziellen Falle, sind keineswegs die einzigen Rotations- 
flàchen, deren Segrneute durch Reibungskrifte die Uiridrehuug eiuer Axe a auf 
cine zii ihr im allgcuieinen windschiefe Axe b zu übertragen geeignet sind. Man 
vergleiche R O h n und P a p p  e r i  t z, Lehrbuch der darstellenden Geometne, Band iI, 
S. 44flg., Leipzig 1896. Dort ist das aligemeiue Gesetz angegeben, nach dem 
sich beliehige RotationsflLichen bestimmen lassen, die sich langs einer Kurve be- 
rühren, sowie ein kompliziertercs Ueispicl, besondcrs nach der zeichnerischen 
Seite, besprocheu. Erwahnt sei hier jedoch, dass irn Falle paralleler oder sich 
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boloids wiederholt gespiegelt, noch drei weitere Erzeugende geben, 
welche die glciche Eigcnschaft besiissen, sudass diese vier Erzeugendeii 
zusammen ein Viereck geben wiirden, in den1 jede Seite auf deil 
benachbarten senkrecht steht, das heisst ein ebcnes Viereck, was 
nicht moglich ist. Das Paraboloid ist daher ein solches, desspn 
Scheitelerzeugende aufeinander senkrecht stehen. Da auch die zwcite 
Scheitelerzeugende alle Erzeugendeil der anderen Schar rechtwinklig 
schneidet, so gewinnen wir den Satz: 

D i e  B e r ü h r u n g s e r z e u g e n d e  c m u s s  d i e  G e r a d e  des  k i i r z e s t e n  
A b s t a n d e s  d e r h x e n  a u n d  7, t r e f f e n ,  w e l c h e  d i e  z w e i t c  S c h c i t e l -  
e r  z e u g e  nde  i s  t. Diese als notwendig erkannte Bedingung erweist sich 
jetzt umgekehrt zugleich auch als hinreichend. W i r  k 6 n n e n  i n  d e r  
T h a t  v o n  e i n e m  b e l i e b i g e n  h y p e r b o l i s c h e n  P a r a b o l o i d  a u s -  
p e h ~ n ,  dessen  S c h e i t e l e r z e u g e n d e  s i c h  r e c h t w i n k l i g  s c h n e i -  
den ,  d ie  e i n e  von  i h n e n  a l s  B e r ü h r u n g s e r z e u g e n d e  c wWhlen, 
i r g e n d  z w e i  a n d e r e  E r z e u g e n d e  d e r s e l b e n  S c h a r  a l s  A x e n  n 
u n d  h ,  u n d  wi r  s i n d  s i c h e r ,  d a s s  d ie  R o t a t i o n  d e r  G e r a d e n  c 
uni a u n d  b z w e i  s i c h  I:,ngs c h e r i i h r e n d e  H y p e r b o l o i d e  l i e f e r t .  
Hierbei nitigeri zwei Fille u~iterscliieden sein, die sich ergeberi, je riach- 
ciein die Axen n und 71 a.uf verschierienen Seiten oder auf derselben 
Seite der Scheitelerzeugende~i ausgewahlt werden. 

In Figur 2 (Tafel II)  sei eine solche Konfigi~rat~ion der drei Geraden 
fi, h und c irii Grund- und Aufriss darges3ellt. Ihre  Lage gegeri die 
Tafeln ist so gew;ihlt, dass die Gerade d des kiirzesten Abstandei von 
cc, O und c senkrecht zur ersteri Tafel stelit und derrinach die Schiiitt- 
punkte -4, B u ~ i d  C in erster Projektion zusamnienfallen. 

Wir wullen ferrierliin stets voraussetzen, dms die erste .l'rojektioii 
der u n t e r e n  Axe, die wir mit a bezcichncn, uin eineii spitzen (beziehungs- 
weise reühteri) Wirihel y ini positiveri Sinrie* um A' gedreht werderi 
muss, bis sie min crsten Male mit der ersteii ~ ro jek t ion  der oberen 
Axe O zusammenFillt. Falls diese Annalme fiir zwei gegebene Axcn 
a und b nicht erfüllt ist, habcn wir an ihrer Statt ihr Spiegelbild xu 

schneidender Axen, etwa der Geraden P R  und QR der Figur 1 (Safel II), jede be- 
liebige Gerade PO ihrer Ebene durch ilire Rotation um die Axen zwei sich lings 
derselben berührende Kegel (beziehungsweise Cylindcr) liefert. Nur wenn die Ictzt- 
genanntc Gerade den Axen gleichfalls parallel ist  beziehuiigsweisc durch ihrenschnitt- 
punkt geht,  sind die Cylinder oder Kegel Grenzfille unserer allgemeineu Hyper- 
boloidenpaare. Zu  d e n H y p e r b o l o i d e n p a a r e n  u n d  i h r e n  s p e z i e l l e n E ' % l l e n ,  
d i e  wi r  i m  T e x t e  b e t r a c h t e n ,  s i n d  d a h e r  n o c h  d i e  s o e b e n  e r w a h n t e n  
F a l l e  h i n z u z u n e h m e n ,  u m  a l l e  P a a r e  v o n  R o t a t i o n s f l a c h e n  zu um-  
t a s s e n ,  die  s i c h  l a n g s  e i n e r  G e r a d e n  b e r ü h r e n ,  (Abgesehen ist hier indes 
von dem ausgearteten Palle, dass man für parallelc Axen als Beriihrnngserzeugende 
eine beliebige, sie rechtwinklig kreuzende Gerade wiihlt, deren Rotat,ion um jede 
Axe da3 doppelt xu derikende Aussere eines Kreises liefern würde.) 

* Der p o s i t i v e  Drehungseinn sol1 dem Gange des Uhrzeigers entgrgeu- 
gesetzt sein. 
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n-ahlen. Jene beeiritriichtigt dalier die Allgenieinheit uixxrer Betracliturig 
niclit. In  der Figur sind die Geraden a' und 11' in Rücksirlit auf 
spiitere Verwendung (S. 52) riiit Pfeilspitzen verselien der Art ,  dass die 
bir?rdiirch ausgezeichneten Rirhtiingeii tien spitzen (heziehungsmeise 
rechten) T%Tinkel y bilaen.* Sudam werden folgelde ~ezcichnungen 
eingefiihrt : - -P + f 

a = <): (a', cf), f i  : <): (e', b') und 7 - 3: (a', 2)') 
mit der lielation: a: - 1 -  @ = y ,  

mit der Relation: 11 + q S. 

Hier bezeichnet cc ,  wie dureh den hinzugefügten Pfeil nliher aii- 
gedeutet sein soll, den Winkel, durch den man die Ger& a' im 
p~si t iven -Sinne urn A' drehen muss, bis sie zunl ersten Male mit cl 

zusan~n~enfUt ,  den Winkel, durch den mari die Gerade cl drehen 
n~uss,  bis sie zunl ersten Male mit 7)' zusarniuenfillt, und zmar iin 
positiven oder negativen Sinne, je nachderrl el den Winkel y oder seiiie 
Nebenwinkel durchsehneidet. Als positiv sei aiif der Geraden d die 
Richtuiig von A riach U gewahlt. Die Strecke p z. B. ist daher positiv 
»der negativ, je nachdem C" oberhalb oder unterhalb A" liegt. 

E s  sei jetzt noch eine beliebige Ereeugenrle des hyperbolischen 
I'nraholoids hinziigr:fiigt,, welrhe die Geraden a,  h und c entspreclieiîd 
in den Punkten l', Q, -71 schneiden nioge. Da sie die l-iorizontal ge- 
legent: Gerade e iinter rechtem Winkel schneidrt, ist auch in dcr 

I 
Projektion I ) :  YIZ1'A' gleich -i-. Dann gilt: 

.Il'' (2" =. A" p l  : c" fi". l''a1: a' (S r  = tga  : tg!, I"R1: ] t ' Q I  = ~"'I(" - 
A ~ S O  iet: 

oder 

11 p : q  = t g a : t g P .  
Das  V e r h i i l t n i s  d e r  A b s c h n i t t e ,  in  w e l c h e  d i e  B e r ü h r u i î g s -  

e r z e i i g e n d e  c d e n  k ü r z e s t e n  A b s t a n d  d e r  A x r n  rr u n d  b t e i l t ,  
i s t  g l e i c h  d e m  V e r h i i l t n i s s e  d e r  T a n g e n t e n  d e r  W i n k e l ,  u n t e r  
d e n e n  s i e  d i e  A x e n  k r e u z t .  

Diese Gleichung bleibt bestehen, auch in Rücksicht nuf die Vor 
zeichenbestimnlung der einzelnen Grossen, wie man auch imnier neben 
der Scheitelerxeugeiiden c eines geeigiieleri hyperbolisclien Paraboloids 
die Axen a und O ails den Erzeugenden cierselben Schar auswiihlen 
riiag. Man überzeugt sich hiervori am einfaclisterî, iiidein man iii 
Figur 2 die Axen cn und h unverlindert, aher r' mit derri Punkte 72' 
sich um A' drehen liisst. E'ür jede Lage von c' sintl durch Il' aucli 
die Punkte I", Q' und P", ($Ir, 3" bestimnit und damit auch die zweite 
- -- 

* Pl'atiirlich k6nnte man an Stelle des so ausgezeichneteii Winkels auch  
seinen Scheitelsinkel wiihlen. 
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Projektion c". Hierhei wird man schon zur Tinterscheidung der drei 
Fa lk  gefülirt, die am Schlusse des naclisten Paragraphe11 durch ihrs 
Ungleichungen umgrcnzt sind. 

Die verschicdenen moglichen Lagen der  Berührungscrzcugendon 
f ü r  gegebene Axen. 

Sind zwei der Geraden a ,  71, c gegeben, so bleiben fiir die dritte 
noch einfach unendlich viele Lagen moglich, entsprecliend der ana- 
lytisclien Thatsache, dass zwischen den Grossen 21, y, a ,  /l nur e ine 
Bedingungsgleichuiig besteht. Wir  wissen bcreits, wenn ausser c noch 
eine der Axen gegeben ist, so ist die andere auf einern bestiinriiten 
liyperbolischen Paraholoid gelegon. 

J e t z t  s e i e n  be ide  A x e n  n u n d  i, g e g e b e n  - und zwar in 
;~llgcmeiner Lage, indcm wir die Rctrachtung der spcziellen Lagen uns 
fiir den 5 6 aufsparen -, w e l c h e  L a g e n  v e r m a g  danri d i e  Be-  
r i i l i r i ingserzeugende  c a i i zunehmen?  Wir  haben diese Frage he- 
reits an1 Schlusse des vorigen Paragraphen gestreift; ihre anschau- 
lichc Beantwortung mird uns durch niihere Diskussion der Gleichung 
1) : q = t g  a : tg  /l geliefert. 

Wir  führen ein Cylinderkoordinatensystcn~ 2 ,  r ,  c): 9 e h .  Als 
2-Axe sei die Gerade des kürzesten Abstandes Al: von n und O ge- 
~ a h l t ,  als ihr Nullpuiikt der Mittelpunkt des letzteren, als ihïe positive 
Richtung, wie oben, die von A nach B. Ferner sci rp = O diejcnige 
durch die e-Axe bcgrcnzte Halbebenc, welche eincn dcr sgitzcn IVinkel 
halbiert, unter den1 sich (lie bxen cc und b kreuzen. In deinjenigen 
Drehungssinne sci g; positiv gcrcchnct, dcr sich dcm Gange des Uhr- 
zeigers eritgegengesetzt erweist, wenn man von 71 nach A. hlickt. Eiri 
heliebiger Punkt S des Raumes ist tiaiin durch die Lange r seines 
Lotes auf die z-Axe, die Koordiiiate z des Fusspunktes, sowie den 
TViiikel rp, den die Halbebene durch S und x mit der Ralbebene rp = 0 
bildet, bcstinnnt und demgemass eine belicbige Lagc der auf A Il 
senkrechten Gcraden c durch ein solches Wci-tepaar z ,  y. Auch in 
Riicksicl-it anf die Vorzeichcn gelten stets die fo1g;enden Beziehungen: 

Setzt iiim diese Werte in die Gleichurig 1) ein, so ergiiaht sicli: 

(2 2 +.):(a . )  =tg( ;  f v ) : tg (2  - vi) 

o der : 
F 
-- . sin 2 cp. 
.I sin y 
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Fiihït man die Schnittgcraden der Ebene z 0 mit den Halh- 
II ehenen cp - O und q = ;- als positive X -  und y-Koo~dinatenaxe ein, so 
2 

und unsere letzte Gleichung liisst sich ÜberfGhren in: 

Daniit man alle Lagen der Berührungserzeugenden c erliiilt, niuss 
q, alle Weïte des durch folgtmk Ungleichuiîg hestiinmten Intervalles 

- y . <  y < (i - ;) -. 

2 = 

durchlaufen. Für jeden Wert cp giebt die Gleichung 2) eindeutig die zu- 
gehhorige Koordinate des Schnittpunktes Cvon c mit der a - i4xe an, wiihrend 
umgekehrt zu jedem Werte a des Intervalles, das durch folgende rngleich- 

zwei reelle Tlierte y (beziehungsweise ein solcher in den Grenzen) in 
dem für diese Grosse angegehenen Intervalle gehoren. 

Um indes eine anschaulichere Vorstellung von der durch die 
Gleichung 2) definierten Fliche zu bekommen, denlre man um die 
z-Axe den Cylinder mit dcm Radius 1 gelegt und seine Schnittkurve 
mit der Flachc auf cine Ebenc abgowickelt. Dcutct man cp und a als 
rechtwinklige Koordinaten dieser Ebene, so stellt die Gleichung 2) 
uninittelbar die Gleichung der abge~irkel ten Kurve dnr, Pigur 3 (Tafel II). 
Sie ist eine sogenaiinte , ,S in~so ide '~  das heisst eine periodische Kurve, 
die aus der gewiihnlichen Sinuslinic a - sin cp durch Affinitat mtsteht, 
wobei die 9-Axe Affinitatsaxe ist und die Richtung der Affinitiits- 

n 3 z 
str:i.hleiî aiif dieser senkrecht steht. Fiir = - bezw. --  (und fiir die 

4 4 
analogen Werte) erreicht die Kiirve ihr Maximum bezw. Minimum 

z = + - .  
- 2 sin y 

Jst dieselhe jetzt umgekehrt auf den Einheitscyliider aufgewickelt, 
mie es Figur 4 (Tafel II) im G r u n d  und Aufriss zeigt, so geben die 
von allen Punkten der Kurve ausgehenden zur a-Axe senkrecliten 
Geradeii das gewiinschte Rild unsercr Flzche. MTir fassen unser Re- 
sultat in den Satz zusammen: D i e  G e s a m t h e i t  a l l e r  m o g l i c h e n  
L a g e n  d e r  R e r ü h r u n g s e r z e u g e n d e n  c f ü r  g e g e b c n e  A x c n  e r -  
fi i l l t  c ine  g e r a d l i n i g e  Fl i iche d r i t t e r  O r d n u n g  [gemiiss der 
Gleichung Y ' ) ] ,  die  s i c h  lnngs  e i n e s  S t ü ç k e s  der  ?-Axe s e l b s t  
d u r c h d r i n g t ,  das , ,Cyl indroid v o n  Cayley."" 
- - - 

* Man vergleiche B a l l ,  The theory of screws, Dubliii 1876, pag. 1 5 ,  ins- 
besondere auch das Titelbild. Dort ergiebt sich dieselbe Flache als Ort der 
Axe eirier unendlich kleinen Schraubenbewegung, welche die llesultante zweier 
beliebiger unendlich kleiner Drehungen um zwei feste Axen n und b darstellt. 
In der Anmerkung daselbst ist  insbesondere der  Name ,,CylindroidU fiir diese 
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Der Schnittpunlrt C wird je zweirnal in den Puiilit A bezw. 3 
Y " Y Y 72 liinciiifallen, für rp = - -- und - - 1  - , bezw. y = 4- - und - Y - 
2 2 2 2 2 2 

Pür 

rp = - y bezw. + ist die Gerade c mit n bezw. h zusammengefallen, 
2 

n n 
wiihrend sie für ~p = - $- h e m .  -- - die Axe 71 beza. a recht- 

2 2 2 2 

miiiklig kreuzt. Diese letztgenaiinten Lagen der Geraden c siud als 
gestrichelte Durchmesser c,' und c;' im Grundrissc der Figur 4 (Tafel II) 
hinzugefiigt. Aussw diesen speziellen Lagen der Geraden e habrn wir 
die d r e i  I I a u p t f L l l e  zu unterscheideii, die sich ergeben, je n a c h -  
dein d i e  e r s t e  P r o j e k t i o n  c': 

d 
1. d e n  W i n k e l  (a', T i ' )  o d e r  

-+ + 
II d e n  W i n k e l  (h', clf) he7m. (c,', a'), 

-3 
III. den  W i n h e l  (c,', c,') d u r c h s c h n e i d e t .  

Tm ersten und dritten Falle liegt der Punkt C iilnerliall) der 
Strccke , l  R, im zweiten E'alle ausserhalb derselben, eritweder oher 
lialb Il oder unterhalh A ,  was keinen wesentlichen Cnterschied aus- 
iiiacht. Analytisch siilcl die drei Falle durch folgende Uiigleichungeii 
eharakterisiert: 

1. Fall: O < a < y und zugleich y > /3 > O, 
Z Z 

I F l l :  y < a ~ < ~  und zugltich O < - P < - y, 
z Z 

oder: i + Y < cz (: 5 ~ :  und zugleich < - /î < 3c - y, 
n - < a < z - + y und zugleich 1~ ;- - y < - 0 < 2. TC 111. M l :  

2 2 

Diskussion der verschiedenen Arten zusammengehtiriger 

Ryperboloide. 

Welche Besonderheiten ~ e r d e n  jetzt in den in1 letzten Paragrnplien 
aiigegobeneri Fiilleri die verschiederien Hyperlooloitle bezielnuigsmeise 
ihre Ausartungen darbieten, die durch R.otatiori der Bel-iihrungs- 
erzeugenderi c urn die Axen ri, und 1) eritstehen? 

n 'as  zuniichst die dort angcgebenen sp ezie l l  en Tin,gen der 
Geraderi c betrin't, so ergeben sich iinnlittelliar die folgenden S;itze: 

1 s t  d ie  Gerade  c m i t  d e r  A x e  tr (hexw.  b )  z i isa inmengefal len 

f ü r  q = - i~ beea. + $ so-  i s t  d a s  e i n e  H y p e r b a l o i d  i n  diese  

Fliichc aiif Gruncl einer von C a  y 1 e,y gegeberien prqjektiven Erzerigungsweiçe 
erkliirt, die indes nicht so anschaulich i s t ,  a,ls die von uns  oben besprochene. 
Letztere liegt auch dem Fadenniodell dicser Fliiche zu Grunde, welches Herr 
H. W i e n e r  im Verlage von 1,. Brill in nar rns t~d t  ha t  erscheinen lassen. - Ilas 
Cylindroid findet sich zuerst beschrieben bei 1'1 ii c k e r ,  Neue Geometrie des 
Raumcs, S. 97, Leipzig 1868. 
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-4xe s e l b s t  a u s g e a r t e t ,  d i e  z u g l e i c h  e i n e  E r z e u g e n d e  des  a n -  
deren  n i c h t  s i n g u l i i r e n  H y p e r b o l o i d s  b i l d e t .  

Schneicle t  d a g e g e n  d i e  G e r a d e  c die  r ixe  (L (bezw. i')) u u r  
iiu P u n k t e A ( b e z w . B ) ,  o h n e  m i t  i h r  e u s a m m e n z ~ ~ f a l l e n ,  i s t  a l s o  

so i s t  das  H y p e r b o l o i d  d e r  A x e  u (bezw. I i )  i n  eiiieil R o t a t i o n s -  

kegel  m i t  d e r  W i n k e l ù f f n u n g  2(; - y)7 d a s j e n i g e  d e r  Axe b 

(bezm. a )  d a g e g e n  i n  das  d o p p e l t  zu cienkende A n s s e r e  e i n e s  
Kreises  a u s g e a r t e t ,  we lches  d e n  K e g e l  l i n g s  c b e r ü h r t .  

Letztercr liegt daher mit seinen bcicicn Iliilften auf verschiedenen 
X Seiten der Ebene des Kieises. Ein solclier Fall, fiir g? = , + ;, sei - - 

im Grund- und Aufrisse, wobei die zweite Tafel senkrecht zur Axe Ii 
g e ~ ~ a h l t  ist, durcli Figur 5 (Tafel II) veranschaulicht. 

In  jedem der drei am Schlusse des vorigen Parsgraphen unter- 
schiedenen H a u p t f i i l l e  ist keines der beiden Hyperboloide ausgeartet. 
Doch tritt jetzt die P'rage in den Vordergrund, o b  aie, a b g e s e h e n  
von d e r  B e r ü h r u n g s e r z e u g e n d e n ,  n o c h  s o n s t  r e e l l e  P u n k t e  
gemeinsam h a b e n  o d e r  n ich t .  Von rornherein ist klar, wenn 
überhaupt die Fliichen sich noch reell durchdringrn, so muss dies 
uotwendig in z wei  E r z e  ugerideri derjenigen Sühar gescheheri, der 
die Berührungserzeugende nicht angehort. Denn die durch einen be- 
liehigen, etwa noch vorhandenen gemeinsamen Punkt gehende Er-  
zeugende des einen Hyperboloids, welche die Berühriingserzeugende 
schneidet, hat auch mit dem auderen Hyperboloid drei Punkte gemein- 
sam - von denen zwei freilich unendlich nahe liegen -, muss [lem- 
nach auch ihru als Erzeugende angeKren. 

Nun denken wir durch einen beliebigen Raumpunkt O Parallele zii 
samtlichen Erzeugeriden beider Hyperboloide, sowie zu ihreri Axen gelegt. 
Dann entstehen zwei R.otationskege1, die sich gleichfalls 1;tngs einer 
Erzeugenden 'uerühreri. E s  gilt der Satz: S t e t  s d a n n  u n d  n u r  d a n n  
werden  d i e  b e i d e n  H y p e r b o l o i d e  s i c h  n o c h  i n  z w e i  r e e l l e n  
E r z e u g e n d e n  s c h n e i d e n ,  wenn  d a s  Gle iche  f ü r  d i e  I t o t a t i o n s -  
kegc l  s t a t t  hat.* 

Dass die Rotationskegel sich nocli in zwei Erzeugenden durcli- 
dringen, fd l s  es die Hyperboloide thun, ist ja sofort klar. Urngekchrt 
bedingt eine Schnitterzeugende der Kegcl auf jedem Hyperboloid eine 
Erzeugende derselben Richtung in derjenigen Schar, der die Be- 
riihrungserzeugende nicht angehùrt. Beide miissen identisch sein, da 
die Tangentialebenen ihres 8chnittpunkteu mit der Berührungserzeugenden 

- 

* Dieser Satz findet sich kurz angegeben bei F i  e d l e r ,  Lehrbuch der darstellen- 
den Geometrie Bd. II, S. 302, Nr. 11, Leipzig 1885, und in weiterer Ausführung bei 
R o h n  u. P a p p e  r i t z ,  Lehrbuch d. darstellenden Geometrie, Bd. LI, S.49, Leipzig 1896, 
sowie bei D e  l a  Gour  n e r i e ,  Traité de Géométrie descriptive, hrt.754,  Paris 1880. 
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zusammenfallen. In Figur 6, 1, II, 111, (siehe Tafel II), ist für die 
drei BauptGlle der gemeinsame Mcridianschnit,t beider Kegel dar- 
gestellt, der eine Symmetrieebene dcr riiumlichen Eigur ist. Unter 
Bezugnahrne auf die am Schlusse des 5 2 aufgestellten Ii'iigleiçhungeri 
überzeugt nian sicli leicht, dass stets in1 Falle 1 beziehungs\oeise 11 
der eine Mericliailschnitt v6llig ausserhalb beziehuiigsweise vollig inner- 
lialb des anderen gelegen k t ,  irn Falle III dagegen jedcr Meridianschiiitt 
zurn Teil irinerlialb, zuni Teil ausserlialb des anderen. Diese Beziehurig 
llisst sofort den Satz erkennen: 

Irii d r i t t e n  Haupbfa l le ,  u n d  riur i n  dieseru, d u r c h d r i n g e n  
s i c h  d ie  K e g e l  u n d  a l so  a u c h  d i e  H y p e r b o l o i d e  n o c h  i n  z a e i  
r e e l l e n  E r z e u  genden .  

Da die beiden Hyperboloide durch eine halbe Umdrehung um die 
Gerade d des kürzesten Abstandes der Axen in sicli selbst übergehen, 
so liegen die beiden Schnitterzeugenden synimetriseh zur Geraden d, 
Lias heisst ihre Schnittpunkte S, und S, mit der Berühmrigserzeugenden 
sind vom Punkte C gleichweit ontferrit. 

I m  e r s t e n  H a u p t f a l l e  l i e g t  j edes  d e r  b e i d e n  H y p e r b o l o i d e  
g a n z  a u s s e r h a l b  des  a n d e r e n ;  s i e  b e r ü h r e n  s i c h  m i t  i h r e n  
d u s s e n s e i t e n . *  

I m  z w e i t e n  I I a u p t f a l l e  l i e g t  d a s  H y p e r b o l o i d  m i t  k l e i -  

n c r e m  K e h l k r e i s  - für y < a < -7 ist es das Hyperboloid mit der 
72 

2 
Axe b,  für + y < cr < n das mit der Axe a - v 6 l l i g  i n n e r h a l b  

d e s  a n d e r e n ,  jeries b e r i i h r t  dal ler  m i t  seirier A u s s e n ~ e i t e  
d ieses  a n  d e r  I n n e n s e i t e .  

l m  d r i t t e n  H a u p t f a l l e  d a g e g e n  b e r ü h r e n  s i ç h  b e i d e  H y p e r -  
b o l o i d e  l i ings  der  S t r e c k e  8, S', m i t  i h r e n  I n n e n s e i t e n ,  l i n g s  
des  übr iger i  T e i l e s  d e r  Be rü l i r u r i g se r zeugende~ i  m i t  i h r e n  
A u s  s ens  e i  t en. Denn der dein Berührungspunkte G diametral gegen- 
überliegende Punkt C, des Kehlkreises des eineii Hyperboloids liegt 
stets ausserhalb des anderen; zwisehen (\ und C befindet sich auf 
jeder H d f t e  des Kehlkreises ein Punkt ï; bezie.hungsweise T2 der 
einen oder anderen Schnitterzeugenden, sodass also der den Punkt C 
enthaltende Sei1 ï; , Iq jedes Kehllireises notwendig i n n e r h a l  b des 
anderen Hyperboloids lie@ 

Beispiele der drei Hauptf'ille gebcn ilil G r u n d  und Aufrisse die 
Figuren 1, II ,  III der Tafcl I.** Die erste Projektion der Uerührungs- 

* Als Aiissenseite des Hyperboloids ist diejenige bezeichnet, welche der 
Axe nicht eiigcwandt ist. 

"* Wegen der Konstruktion der Figuren sehe man den § 7 dieser Arbeit. - 
Immerhin dürften die Hyperboloide des clritten E'alles in ihrem ganzen Verlaufe 
ohne ein raumliches Mode11 niir schwer zii iiberblicken sein. Ein solches und 
zwar ein Fadenmodell, welches die Verhaltnisse deutlich zur Anschauung bringt, 
habe ich für die S a m d u n g  für darstelleude Geometrie an der Technischen Hoch- 
schiile en Aachen anfertigen lassen. 
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erzeugenden iàt die eine Asymptote der Unirisshyperbeln des Grund- 
risses. Nur irn dritten Hauptfdle haben lctztere gemeiiisarne Tangenten, 
eben die ersten l'rojektionen der Sehiiitterzeugenden s, und s?. Die 
Nebenaxen der Umrisshyperbeln siiid, abgesehen von1 Vorzeichen, gleicll 
2y ctg a uiid 2 y ctg P. Auf Grund der Gleichung 1) ergiebt sieli daher 
dcr Satz: D i e  M e r i d i a n h y p w b e l n  d e r  H y p e r b o l o i d e  habe i i  
g le iche  N e b e n a x e n .  IIieraus folgt dann noçh weiter, dass die beideii 
Hyperholoide in den Punkten der Kehlkreise d;~sselbe Gaussisclie 
Kriimmuilgsmass besitzen." 

Geometrische Eigenschaften entsprechender Segmente der Hyper- 
boloide i n  Rücksicht auf ihre Verwendung als Reibungsrader. 

Ein solcher Teil des Raumes sei als inneres beziehungsweisc 
ausseres Segnient des eirizelnen Hyperboloids bezeiçhnet, der dureh 
z m i  ziir A X P  senlirechte Ebenen aus dem Inneren bezirhungsweise 
Xuüseren des letzteren ausgesçlinitten wird. Eiri ausseres Segment 
miige indes stets durch eine hinreichend grosse, koaxiale Cylinderflache 
abgeschnitten und nach aussen begrenzt sein. ,,EntsprechendcU Seg- 
mente beider Hyperholoide sollen dieselbe Strecke der Berührungs- 
erzeugenderi beüitzen. Uenken wir diese Segmente irgendwie materiell 
hergestellt, so werden sie uns die Reibungsrader liefern, deren Eigen- 
art in den einzelrien Fiilleu wir im folgenden niiher betraühten wollen. 
liTihrend mir das Rad eines inneren Segmentes unmittelbar um seine 

* Es sei gestattet, auch die :tnalytische Loeung einiger der im Texte be- 
riihrten Fragen einzuiiechten. Dieselbe verdanke içh im wesentlichen einer freund- 
lichen Mitteilung des Herrn Fr Schur, wie ich iiberhaupt aus seinen Vorlesungen 
über darstellende Geometric an der Technischen Hochsehule zu Aachen die An- 
regung zu dieser Arbeit geschopft habe. 

Wir wkhlen a h  {-Axe eines neueri rechtwinkligen Koordinatensystems die 
Gerade des kkrzestcn Abstandes A B - ihre positive Richtung sei die von A 
nach B -, a h  E-Axe die Rerührungserzeugende c ,  als q-Axe die zu beiden 
fienkrechte Gerade, wobei die positive Hichtiing der E-Axe in jene der 7 -Axe 
durch eine dem Uhrzeigergange entgegengesetute Drehung, von der poeitiven 
Seite der t-Axe aus betrachtet, übergehen moge. Die Gleichungen der beideii 
Hyperboloide lauten alsdann: 

1) 7i2(i- tg2LY)+2E7jtg01f { S + 2 g p = 0 ,  
2) q"1- tg2P) -2E7j tgP+t2-2~y=Or 

wo die Grossen p, y ,  L X ,  p ,  auch hinsichtlich ihres Vorzeichens, die im 8 1 definierte 
Hedeutung haben. OEenbar werden die Erzeugenden der zweiten Gchar mit Hilfe 
des Parameters i. entspreehend dargestellt dureh die Gleichungspaare: 

1') 5=i.17 
q(1- tg2cr)-] -2Etgu+A(5$zp)=o,  

2') t = L r i  
q(1- tg2p)-zEtgp$A(C-zq)=o.  

Die für den gleichen Wert i. definierten drei Ebenen schneiden sieh stetg in 
einem Punkte der 8 -Axe, wie man auf Grund der Relation p : p = t g  a : t g  ,¶ leicht 
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in festen Lagern ruhende Axe sicli drelien lassen konnen, werden wir 
das Rad eines ausseren Srgnientes etwa in einer festliegeiiden 
cyliiidrischen E'ührung laufena zu denken haben, mie es irn Meridixn- 
saLinitte durçh Eigur 7 (Tafel II) dargestellt ist. 

Irn e r s t e n  H a u p  t f a l l e  (Figur 1 der Tafel 1) lassen sich nilr ent- 
sinechende i n n e r  e Segmente als Keibungsr2ler ausf'ühren. In1 z w e i  t en  
H a u p t f a l l e  (Figur II der Tafel 1) dagegen haben wir  Lei dem IIyper- 
boloid mit kleinerem Kehlkreise ein inneres, bei dern mit  grosserem 
Kehlkreise ein iiusseres Segment zu mihlen. I m  übrigen kann die 
den entsprechenden Segmenten genieinsarne Strecke der Berührungs- 
erzeugendeii beliebig gross sein. Im d r i  t t e n  H a u p  t f a l l e  (Figur III 
der Tafel 1) endlicli ha t  man die entsprechenden Segmente der Hyper- 
boloide jedenfalls so auszuwiihlen, dass ihnen nicht gleiche Ptrecken 
der Schnitterzeugeiiden angeh6reii. Legt mail durch irgeiid einen 
Punk t  1' der Berührungserzeugenden c I'arallelebenen zu den Kehl- 
Irreisebericn der Hyperboloidc, so treffen diese jede Schnitterzeugende s, 
bezivhurigsweise s, in zwei Purikten, die auf v e r s c h i e d e n  e n Seiten ihres 
Schnittpunktcs S, beziehungsmcise S2 liegeri Die Beriilirungserzeugende 
liegt riiirnlich im spitzen Winliel der genannten I'arallelebenen, eine Parallele 
durch P eur einen oder anderen Schnittereeugenden dagegen im sturnpfeu 
IVinkel, da das Ailaloge der Fa11 ist ,  weiiii man als Punk t  I' gerade 
den Punk t  (i wahlt. Mail macht sich diese Beziehurig arn besten am 
Grundrisse der Figur III der Tafel 1 klar unter Berüelcsichtigung der 

zeigt. Sollen sie sich aber in  derselben Geraden schneiden, so ~nuss eine 1ineai.e 
Relation zwischen ihnen bestelien, das hcisst die beiden untcren Gleichungen 1') 
und 2') müssen nach Multiplikatiun ihrer beiden Seiten mit ctg N beziehungsweise 
ctg und nachheriger Addition bis auf einen Faktor die obere Oleichung ergeben. 
Als Bedingung hierfiir findet man: - .. 

(tg-ctgff) t ( tgP-c tgP)  12: -- 

ctg a: f etg$- 
odcr rereinfacht az=tgrr tgp-1 .  

Y Y Setzt man wieder + y ,  8 = -- cp, e h ,  so kommt schliesslich: 
2 2 

CO8 y 
~2~ . 

sineq - cos2 Y~ 
2 

Der Parameter A wird daher reell sein, wenn siri2rp > c o s a I  ist; diese Ile- 
2 

dingiing ist aber identisch mit unserem geometrisch gefundenen Itesultate. 
Die Liinge der Streüken S, C =  ;II, C =  l Ü ,  welche im dritten Hauptfalle durcli 

die Schnitterzeugeiiden aiif der Berührungserzeugenden ahgeschiiitten werden, ist 
glcich der Koordinate in der zweiten Gleichung l ' j ,  wenu man in ihr 7 =:=O 
setxt und dem Parameter A den soeben bestimmten Wert giebt. Es wird dam: 

oiler unter Beriicksichtigung der Relation p : p = tg ci : tg /î 
EO2=pq(1-  ctgcictgp). 

Man verglciche S. 51 diecer Arheit, wosalbst die gleiche Relation rtuf gro- 
metrischem Wege gefuiiden wird. 
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Thatsache, dass die ersten Projektionen der Sçhnitterzeugenderi gemein- 
sanle Tangenten an die Umrisshyperbeln sind. S t e t s  d a n n  u n d  n u r  
daun w e r d e n  d a h c r  e n t s p r e ç h e n d e  S e g m e n t e  d e r  H y p e r b o l o i d e  
n i c h t  g l c i c h e  S t r e c k e n  d e r  S c h n i t t e r z e u g e n d e n  bes i t zen ,  
wenii d a s  i l inen  gemei i i same S t ü c k  d e r  1 3 e r ü h r u n g s e r z e u g e n d e n  
ei i tweder  g a n z  i n n e r h a l b  o d e r  g a n z  a u s s e r h a l b  d e r  S t r e c k e  
8, S, (n-obei die Punkte S, und S2 gleichzeitig zum Iiineren und ~ u s s e r e i i  
der Strecke S, S, hinzugerechnet seien) g e l e g e n  i s t .  Dies ist die 
riiizige Bedinguiig, die den Segmenten aufziierlegen ist. Man h a t  
z w e i  i n n e r c  S e g m e n t e  z u  wiihleu,  w e n n  s i e  dem Aussere i i  d e r  
S t r e c k e  SIS2, d a g e g e n  z w e i  i iusse re  S e g m e n t e ,  w e n n  s ie  d e r  
S t r e c k e  SIS2 s e l b s t  a n g e h o r e n  so l len .  Denn in letzterem Palle 
n-ercien sic11 die ihnen aiigehtirenden Zonen der 1~Iypei.boloidfliichen 
11-ie zmei Iiiiige eiiicr Kett'e durchschliiigen. Die Figur 8 (Tafel II) 
stellt, genau dem Aufriss in Pigur III der Tafel 1 entspreçhend, solrhe 
drn Kliehlkreis in der Mitte entlialtende Zoiien der Hyperboloide dar. 

Wir fügen im folgenden noeh einige geometrische IIilfsbetrachtungen 
liinzu, die sogleich im nkhst'en Paragrapheil ihre Anweiidung findeii. 

1. Der Abstand g., bezw. rb  eines beliebigen Punktes P cler 13e- 
riiliruilgserzeuge~icleii von der Axe n bezm. h wird durch den Ausclruck 
gegeben: r, = y++ l 2  sin2a, bezw. vb = 1/i3+ Z2sii"/3, 

nro 1 die Strecke I'C bezeichriet,. 
2.  Um den Keigungswinkel x, der Berühruilgserzeugei1de1i c gegen 

die durch P gehende Meridianebene des Hyperboloids mit der A x e  n 
zu bestimnien, ist in der im Zweitafelsysteme gezeichiieten E'igur 9 
(Safel II) die Meridianebene des Punktes C als erste Projektioiisebene, 
die Axe a als trerinende Axe xi, der ersten und zweiten Projektions- 
ebeiie gewzhlt. Senkïecht eu letzteren mit den Axeiz XI, und x2, 
ist noch eirie dritte Tafel benutzt und in bekannter Weise seitlich 
umgelegt. Die durch den Punkt P gehende Meridianebene hat ilire 
erste und zweite Spur in der Axe xi, z ,  ihre dritte Spur ist e,. Man 
fiille von C das Lot auf die Meridianebene von P, seine walire Grosse 
wird durch Cu F i  gegeben. E s  ist jetzt: 

oder: sin a! sin x, - - 
J/' 1 + (i) 'sin2 ci 

Analog e r g i ~ b t  sich für den Neigungswinlrel x,, der Beriiliruiigs- 
erzeugencleii c mit der durch P gehenden Meridianebene des flyprr- 
boloids b : sin (3 siil xb == - VI + (LJ'8in'B 

Zeitsclirift f .  Uatlieiuatili 11, Pliysik. 42. Jalirg. 1897. 1. Heft. 4 
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50 Die kincinatische Theorie der Hyperboloiclenrcibungsriider. 

Inderu wir noch festsetzeii, dam gerade derjeiiige winkel mit x ,  
beziehungsweise xb bezeicliilet sein soll, der fiir lixn 1 = 0 kontinuierlicli 
in den W i n k ~ l  EI beziehilngsweise übergeht, haben wir in obigen Bus 
drtickeii den Wurzelzeichen stets ein positives Vorzeichen zu geben. Die 
geometrisçhe Aiisühauung sowohl, wie dw obigen Formeln zeigeii, class 
für lim l = oo der Wiiikel x, beziehungsweise xb sich dem Werte O oder + rc 

niihert, je naclidem EI I beziehungiweise f l  kleinar oder grosser a ls-G ist. 

3. W i r  denken ferner die Taugenten an die durch I'gehenden Parallel- 
kreise beider Hyperboloide gezogen. Der Winkel x zwischen denselben ist 
gleich dem der beiden Meridianebenen des Punktes P. Dieser aber hat 
den Wert x, + xb. Denn diese Relation stimmt in deu drei Hauptfillen 
zunachst für 2 = O, folglich gilt sie allgemein, da an Stelle von x, + x b  
nur dann 5 (x, - xb) treten konnte, werin fiir irgerid eirien endliçhen 
Wert von 1 entweder x, oder x6 verschwinden würde, was nicht der 
Fa11 ist. Der Grenzbedingung O 5 1 < entsprechend gilt in1 ersten 
und zweiten IIauptfalle: y > x >O, im dritten Hauptfalle: y < x 5 z. 

4. Kann die Tangente in eineni Punkte P der ~ e r ü h r u i ~ ~ s e r z e U ~ e ~ d e n  
an den Parallelkreis des einen Hyperboloids, etma desjeiiigen mit der 
Axe a, die Axe 1) des anderen schneiden? 

Wenn dies der Fa11 ware, müsste jene zugleich Tangente an den 
durch 1' gehcnden Meridian des Hyperboloids mit der Axe O sein. 
Beide Hyperboloide hatten dann notwendig noch eine zweite Erzeugende 
gemeinsam, n%&h das Spiegelbild der Qereden c in Rezug auf die 
Tangente in der gemeinsamen Tangentialebene. Der Punkt Y k61inte 
deher nur einer der Punkte k'i, und *Y2 der Hyperboloide des dritten 
Hauptfalles sein. Vmgekehrt überzeugt man sich leicht, dass  in der  
T h a t  d i e  T a n g e n t e  i m  I 'unkte SI o d c r  S, an  d e n  P a r a l l e l k r e i s  
d e s  e i n e n  I I y p e r b o l o i d s  s t e t s  d ie  -Axe des  a n d e r e n  sehueidet ."  

Fiir die Punkte 8, und A!$ ist daher der Winkel x gleich Es gilt 
demnach: sin2%, + sin2 xb = 1, 
oder nach 2): 

- ~ 

sin2 a sina p 
f -- (P Y - 1, 

l +  2 s i n B a  I f  

indem wir wieder die spezielle Bezeichnung 6 ,  für 1 setzen. Die eiii- 
fache Umrechnung ergiebt der Keihe nach: 

1; + ld2(p2 etg2 CI + y2 ctgag) y Z ( l  - ctg2 a: dg"), 
oder in Rücksicht auf die Fundamentalbeziehung p ctg a - q ctg /3: 

* Die Bcsamthcit der Tangenten an die Parallelkreise des Hyperboloids mit 
der Axe a (oder 6 )  in allen Puukten der Beriihruugsereeugendeil bildet ein hyper- 
bolisches Paraboloid. Nur  i m  dr i t ten Hauptfalle wird dieses v o n  d e r  
Axe  b (oder (0 i n  z w e i  reellen P u n k t e n  geschnitten. 
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Von Dr. FR. SCHIT.I.ING. 

(Zo2 + 21 q ctg a ctg /l)' = ~ ~ q ~ ,  
das heisst : I o Z  - p q(1 - ctg a ctg p),  
a i e  wir bereits in der Anmerkung S. 48 faiiden. 

§ 5. 
D a s  Verhiltnis der Winkelgeschwindigkeiten und der  gegen- 

seitige Drehungssinn der  Hyperboloidenreibungsrader. 

Es sei jetzt irgend ein Paar entsprecherider Hyperboloidenreibungs- 
d e r ,  die a i r  kurz durch ihre Axen a und b bezeichnen wollen, ge- 
geben. Wir denken sie mit einern gewissen Drucke gegeneiriander 
gepresst, so dass sie sich infolge ihrer DeformatBion in einern schmalen 
Fliichenstreifen langs der Geraden c berühren. I)as K a d  a se i  a l s  
t r e i b e n d e s  R a d  d u r c h  a u s s e r e  E i n w i r k u n g  i n  g le ichmi i ss ige  
U m d r e h u n g  verse tz t .  

W e l c h e s  V e r h a l t n i s  d e r  W i n k e l g e s c h w i n d i g k e i t e n  u n d  
welche11 D r e h u n g s s i n n  werderi n u n  be ide  R i d e r  d a r b i e t e n ?  
Wir mollon uns darauf beschranken, die  R.%der a l s  u n e n d l i c h  diinil, 
die ihileii g e m e i n s a m e  S t r e c k e  d e r  B e r ü h r u n g s e r z e u g e n d e n  
als u n e n d l i c h  kleiiz vorauszusetzen.* 

Die auf das anfangs in Ruhe befindliche llad b wirkende 
Keibungskraft, welche von der Bewegung des R,ades a herrührt, wird 
so lari& eine Winkelbeschleunigung des Rades b hervorrufen**, als von 
den beiden Komponenten der relativen Bewegung*** des R,ades a 
gegen das Rad b ail der Berührungsstelle, welche als ltichtungen die 
Tangenten an dcn Parallelkreis und die Meridianlinie des Bades b be- 
sitzen, diejenige in der Richtung der Tangente an den Parallelkreis 
nicht verschwindet. Ni t  andcren Worten: l)as Rad b wird seine 
Geschwindigkeit (wiihrend der Zeit des sogenannten ,,AnlaufenslL) 
so lange steigern, bis es - was erfahrungsgemass schr bald eintritt 
- e i n e  s o l c h e  E n d g e s c h w i n d i g k e i t  e r l a n g t  h a t ,  dass  das  
B e r ü h r u n g s e l e m e n t  des  l t a d e s  a s i c h  r e l a t i v  z u  dem des  

" Bei Radcrn endlicher Dicke würde die l3eantwortung der aiifgewoi-fenen 
Ersgen vor allem die Kennhis von der Verteilung der Reibnngskraft in den einzelnen 
Piinkten der L~eriihriiilgsutrecke fordern, woriiber sich indes ohne willkürliche An- 
nahmen nichts aussagen liisst, so dass unscre Bcschrankung sich bercchtigt emeist.  

** Hierbei iut vorausgesetzt, dass die besçlilei~nigende Komponente der 
Reibiingskraft den auf die Beriihrungs~t~elle rediizinrten Widerst,a.nd gegen die 
Bewegung dm Rades 71 an Grosse iibertrifft, weil sonst eine Rcwegiing übcrhaupt 
niclit eintreten wlirde. 

**" Die nlomnntaiie relative 13ewc:giing dos Heriihriing.ielcment,e~ des Rades n 
ist identisch mit der absoluten Bewegung, die dadurch hervorgeht, dass inan deui 
Elemente des Hades cc ausser seiiier eigenen Gescliwi~di~keit noch eiue aweite 
Gerrchwindigkeit erteilt, niimlich diejenge, welche der des Beriihriingselem~nte3 
des Rades ti gleich und entgegengevetzt gerichtet ist. 
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R a d e s  h i n  der  R i c h t u n g  d e r  Mericlianlii i ie des  l e t z t e r e n  
bewegt." 

E s  scieil mit vu und ci, die Liiieargesc1iwiiidigk~:itei~ des Be- 
rührungselemeiites der Racler, mit w,; uiid (ilb ilire Wirikelgescliwiiiclig- 
keiteii bezeichiiet; v6 und w6 m6gen üherdies gerade die E n d m e r t e  
der Geschwindigkeiten sein, die uns allein iiiteressieren. E s  gilt 
zi~niichst va - m u .  Y,, 716 -= O * .  Yb ,  wo ru und Yb die Ahstlntle dcts He- 
rüliru~igspuriktes von deri Axeri a und 7) hexeichnen. Das Resultat 
der obigm Betrachtung clriickt sich danil, weiin wir voierst vom Vnr- 
zeichen abselmi, in der Gleichuiig aus: t1, - vu. cos x ,  wo x der in 
der Hilfsbetrachtung 3 des vorigen Paragraplien definierte Wirikel ist. 
Uenii ùiese Gleichung ist der analytische Ausdruck dafür, dass die 
liesultante der Geschaindigkeitcn v, und - v, die Richtung der Tangente 
an den Meridianschnitt des llades F besitzt. Hieraus hl$ durch Ein- 
setzung : 

W b  - Ta - - - - .  cos X. 
W L  9-6 

Diese Gleichung b e a n t ~ o r t c t  den erstcn Tcil uiiserer Seite 51 auf- 
geworfenen E'rage; sie bestinimt das  V e r h a l t n i s  d e r  W i n k e l -  
g e s c h w i n d i g k e i t e n  d e r  Riicler, Wir sehcii, tlasselbc ist eine 
Funktion der Grosse 1, da Y,, und x von 1 abhiiiigen. D a s  V e r -  
l i i i l tn is  d e r  Winke lge schwind igke i t e r i  l inder t  s e i n e n  \Vert 
m i t  d e r  S t e l l e  d e r  Berührungserzeugei i (1ci1 ,  d e r  die  Re ibu i igs -  
r a d e r  a n g c h 6 r c n .  

Was den gege i i se i t igen  D r e h u n g s s i n n  d e r  R a d e s  betsifft, 
so wollen wir diejenige Drehuiig jedcs IIyperboloids als positiv ail- 
sehen, welche von der in Figur 2 (Tafel 1) durch eine Pfeilspitze aus- 
gezeichneten Bichtung der Axe aus gesehen dcm LThrzcigergaiigc 
entgegengesetzt ist. Zunachst seien jetzt in jedem der drei Hauptfdle 
die Kehlh~eisriicler betrachtet. In der für alle drei Fille gemeinsani 
giltigeu Figur 10 (Tafel II), deren Ebeiie die Tangentialebene des 
Punktes C ist, beeeiehnen a, und ho die Tangenten ah die Neridiaile. 
Durch CP und CQ seien die Lineargeschwindigkeiten va und zi6 der 
Grosse und Richtung nach dargestellt; die Resultaiite von .ou und - vb 
muss die Richtung der Tangente 7)" bcsitzeii. Indem mail beachtet, 
dass der Pnnkt C im ersten und dritten Hauptfalle innerhalb, irn 
zmeiten ausserhalb der Strecke A B  gelegen ist, ergiebt sich leicht die 
&htigkeit der hinsichtlich des ~orzeichei i i  eraeiterten Formel: 

wo im ersten, zweiten odcr drittcn Hauptfdle F hrzichungsweise gleich 1, 
2 oder 3 zu setzen ist und 2) , q die absoluten Werte der Grossril 11, p 
bczeichnen. Wir  behaiiptcn, dass in allen drei Fa11ei1 die aiialogr F'ormcl: 

" G;iiiz iihnliche VerhAltnisse bietet das Rirtchen eines I'olai-~,l;iiiiiiietei.s dür, 
das auf der Zcichenebeue zugleich glcitet und rollt. 
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jetzt fiir beliebige Kader giltig ist. Der Beweis folgt unmittelbar aus 
iniseren Ililfsbetrachtiingen 3 und 4 im vorigen Paragraphe11 Im 

Wb ersten und z ~ e i t e n  I-Iauptfalle muss das Voryeichen von stets 
W a  

dasselbe sein, welcher Stelle der ~erülirungserzeugendeii auch die Racler 
angeharen. Im  dritteii Hauptfalle tlagegen niuss das Vorzeichen eiii 
verschiedenes sein, je nachden1 die Riider zu (lem Inricren oder dein 
husseren der Strecke S,S, gehoren, da, wie a i r  sahen, gerade in 
deil l'unkteil 6, und Si die Tangente an den Parallelkreis des einen 
Hyperboloids die Axe des anderen schneidet. Diese Verhaltiiisse 
werden in unserer Formel durch das Vor~eichen von cos x in der Tliat 
richtig dargestellt. 

husfülirlich lautet uiisere Formel in Rüçksicht auf die Hilfs- 
betrachtungen 1 und 2 des vorigeu Paragraphen: 

Hier gilt clas obere Vorzeichen im ersten und zweiteu, das untere 
in1 dritten Hauptfalle; für siimtliche Wurzeln sind die positiveil Werte 
zu wahlen. 'Gnser Resultat lautet in Worteri: 

E r t e i l e n  wi r  d e m  R a d e  a e i n e  p o s i t i v e  U m d r e h u n g ,  so 
wiril tlas 1Lad h irn erste11 H a u p t f a l l e  s t e t s  e i n e  n e g a t i v e ,  
im zwei ten  e i n e  p o s i t i v e  U m d r e h u n g  a u s f ü h r e n ,  melcher  
S t e l l e  d e r  B e r ü h r u n g s e r z e u g e n d e n  d ie  b e i d e n  R a d e r  a u c h  a n -  
gelioren m o g e n ;  i m  d r i t t e n  H a u p t f a l l e  d a g e g e n  e i n e  i i ega t ive  
oder  eiiie p o s i t i v e  U m d r e h u n g ,  je  n a c h d e m  d i e  R a d e r  dein 
I n n e r e n  o d e r  dem ~ u s s e r e n  d e r  S t r e c k e  SIS2 a n g e h o r e n .  
(Positiv und negativ ist überall zu vertauschen, wenn wir dem Rade rr 
eiiie negative Umdrehung erteileii.) Das Verhalten der ReibungsrUder 
in1 dritten IIauptfalle erweist sich also besonders überraschend. 

MTir haben bishcr imn-ier angenommen, dass das Rad rc das 
treibende ist. MTenn wir statt dessen das- Rad b als das treibende 
wiihlen, so hahen wir in der Formel (3') die Jndiccs cc und b und die 
Grossen p, y sowie a, /3 miteinander zu vertauschen. Ersichtlich er- 

Wb halte11 wir daim allgeineiii einen anderen Wert für das Verhiiltnis . 
Wu 

])as Verh i i l t  n i s  d e r  W i n k e l g e s c h w i n d i g k e i t e n  n i m m t  d a h e r  
e inen  v e r s c h i e d e n e n  W e r t  an,  j e  n a c h d e m  w i r  b e i  d e m s e l b e n  
Miiderpaare d a s  e i n e  o d e r  clas a n d e r e  R a d  a l s  d a s  t r e i b e n d e  
ansehen.  
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Für  die im Anfange des 55 3 aufgestellten Ü b e r g a n g s f $ l l e  
spezialisiert sich unser Hcsultat folgendermassen. E s  wird rlas Ver- 

hdtiiis !? wenii wieder das Bad n als das treibentle gewlihlt ist, 
oia ' 
a) für g; = - %(a = 0) gleich 0. 

Y b) fiir g, = + ( r x  - Y) gleich m . 
1 

o)  Wr <p = L +r(rx 2 F )  2 gleich cos - -  y 

n 
J - m + ; ( . - .  +Y) 

i4 cos y 
d) fiir g- - 

1 
@ch - - . 

s Z f  Z' 

Resonders zu beachten ist, dass nur im letzten F'alle 2 noch von 
wu 

1 abhingig bleibt. 
Biir lim 1 = cc geht die Formel 3) der vorigeii Seite für alle Fiille 

über in: a b  sin CY 

linî - = - ;- 

i F î O  Wu sin p 7  das heisst : 
J e  w e i t e r  v o n  den  K e h l k r e i s e n  e r i t fe rn t  d i e  Rrider ge- 

w a h l t  w e r d e n ,  uni  so m e h r  ni iher t  s i c h  das  V e r h a l t n i s  i h r e r  

W i n k e l g e s e h w i n d i g k e i t e n  d e m  e i n f a c h e n  W e r t e  - S. 
Zusa tz :  

sin rr 
Dasselbe WTinkelgeschwindigkeitsverhaltnis - -:- kommt zweien 

sin D 
sich liings einer Erzeugenden berührenden ~ ~ ~ e r b o l o i d e n  zu, wenn wir 
diese als Axoidc oder Grundkorper hypcrboloidischer Zahnriider an- 
sehen. Ohne dass wir iin einzelnen auf diese Verhaltnisse eingehen," 
sei CS gcstattet, den hier obwaltcnden Unterschied mit wenigen Worten 
zu beleuchten. Bei ZahnrSdern sind es nicht Reibungskrlifte, sondern 
D r u c k k r i i f t e ,  welche die Bewegung von einem Rade auf das andere 
iibertragen, so dass von vornherein ganz andere Verhiiltnisse zur 
Geltung kommen. Obwohl dnher in1 Grenzfalle*" die Hyperholoide 
selbst als ,,Elernei~teilKichen'' (die allgemein zur ~ e g r e n z u r i ~  der Zghne 
geeignete Flachen sind) sich ergeben konnen, besitzen doch, wie wir 
geselien haben, beliebige aus ilinen ausgeschnittene Ratier, da diese 
dann als Reibiingsriider wirken, nicht dns Winkt:lgeschmintliF)keits- 

sin a 
sin f3 
---- der Axoidc. 

Um den hier vorliegenden Gegensatz besoriders anschaulieh zu iil~er- 
blicken, wollen wir cin einfacheres B e i  s p i  e l  herailziehen, das analogo 
Verhiiltnisse darbietet. Wir  denken, wie Figur 11 (Tafel II) in schiefer 

* Zur niheren Oi-ieiitierilng sei z. B. aiif die I)zrstr:lliing in W e i s b a c h -  
H e r r m  a n n ,  Lehrbuch der lngcnieiir- urid Mxscliiiieniriciçlianik. Ill. l 'cil, 1. Ali- 
teiliing, Rraiinschweig 1876, Ij 4(i (S. 228 Ag.) nnd tj 86 (S. 41 P flg.) verwiewi.  

*': \Vie z. B. in G r a s h o f ,  Theoretische Maschinenlchre, l3aiid 11, Leipzig 1877,  
5 25 S. 81 gezeigt ist. 
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Parallelperspektive zeigt, auf einern beliebig langen Parallelstreifen in 
gleichem Abstande von einander und in schrager Richtuiig schmale, 
smkrechte Streifchen angebracht, die den Ziihnen eines Rades ent- 
sprechen. Zwei derartige, genau glciche Parallelstreifen a und b (,, Zahn- 
stangen") mogen dann mit zugekehrten Ziihnen aufeinander gelegt 
sein (Figur 12, Tafel II) Ferner soll, etwa durch prismatische Füh- 
rungen, dafür gesorgt sein, dass jeder Streifen sich nur in der Richtung 
sciner ihn begrenzenden Parallelgeraden bewegen kann. Wird danil 
der Streifen a in der Richtung des hinzugefügten Pfeiles, also von 
links nach rechts, bewegt, so wird durch den Eingriff der Ziihne der 
Streifen h sich nach unten bewegen. Dieses Verhdtnis wird bestehm 
bleibcn, wenn wir auch die Ziihiie belicbig klein denken, so dass sic 
fast unsichtbar sind. T'Verden dagegen zwei Parallelstreifen o h  n e 
Ziihnc in genau derselben Lagc mit eiilem gewisscn Drucke aufcin- 
ander gepresst (Figur 13, Tafel II) und wieder der Streifen a von links 
nach rechts bewegt, so wird dcr Streifcn O jetzt sich nach oben be 
wegen. Dieses Beispiel, bei dem wir nicht langer verweilen wollen, 
m6ge man am besten verglcichen mit zwei hyperbolischen Zahnradcrii 
beziehungsweise Reibungsriidern des dritten Dauptfalles, deren zu- 
gchBrige IIyperboloidenzoiien d m  Kehlkrcis in ihrcr Mitte enthalteii 
(vergl. Figur 8, Tafel II). 

5 6. 
IC 

Die speziellen Falle y - ,, y - 0 und S = 0. 

Jetzt gilt es für die zu Anfang des 2 ausgesçhlosseiîen be- 
sonderen Lagcn der Axen n und h uizsere bisherigen Betrachtungen z u  
spezialisieren.* 

1. 1 s t  d e r  W i n k e l  y d e r  be iden  A x e n  g l c i c h  :I so geht die 
Gleichung 2) über in: 

2 ") S .  a = - -  . sin 2 rp, 
2 

oder z = J .cos2P .  
2 

Die hierdurcli dargcstfilltc Flachc dritter Ordnuiig u~itersclicitlet 
sich iu ihrer Gestalt nicht von jener des allgemeinen Falles, nur ist 
die Axe n bezw. 1) jetzt ihre tiefstc bezw. hochste Erzeugende, wenn 
man die a-Axe mieder vertikal annimnlt. Der Puiikt C ist dement- 
sprechend für jeden Wcrt cr oder rp nicrnals ausserhalb der Strecke A B  
gelegen. 

E'allt die Bcrühru~igserzeugendc c mit einer der Axen a oder b 
selbst zusammen, so ist das eine Hyperboloid in das doppelt zu denkencle 

* Die trivialen Grenzfiille, dass cntweder beicie Axen zusammengefallen 
sind, oder aber eine von ihnen ins Unenriliche gerückt kt, seieii hier uur er- 
wiihnt. 
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Aussere eiaes Kreises, das andere in eine Tangente desselben ausgmrtet, 
eiii Grenzfall, von derri wir weiterhin absehen wolleii. Da iin d l -  
$meinen Falle die beiden diirch (lenselben Purikt (' gehen tlcii Re- 
rüiirurigsereeugeiideii eritgegerigesetzt gleichcii Werteri eiitsprecheii, 
nlso zu den Ebenen (a, C:) unci ( h ,  0') symmetrisch liigctii, iro fol& 
uiliiiittell>ar, dass ihrc Rotation am die Axeri n und 7) dasselbe H.vper- 
boloitl~npanr liefert. D i e  b e i d e u  H y p e r b o l o i r l e  be r i ih re i i  s i ch  
s t e t s  iii zwe i  Krzeugende i i .  (Figur 14, Tafel II.] N u r  clanil sirid 
e n t s p r e e h e n d e  S e g m e n t e  d e r  H y p e r b o l o i t l e  - iincl z w a r  s t e t s  
i n n e r e  - a l s  R e i b u n g s r i i d e r  v e r w e i i d b a r ,  weiin d i e  ihuen  
g e m e i n s a m e  S t r c c k e  d e r  Berühi.urigserzeilgeiit leii  i i i c h t  dei? 
P u n k t  0 irri I r i i ie re i i  ei i thii l t .  Das  iii  derselberi ViTeise \vie iiu 5 5 
bestininite Verhiiltiiis W\ler Wiukelpescl~rvindigkeiten wird durch den 

ua 
Ausdruck gegeberi : 

alle Wurwlzeicheii sind mit positivcni Vorzeichcn zu nehmrn, es gilt' 
das obere beziehuiigsweise iintere Zeichen in der Klarnrner, je nach- 
den1 die den Riclern zugehorige Berühruiigserzeugencie c, oder c, 
ciiieiii positiveil oder nogativen Wt'rte /3 entspricht. D n s  V e rh i i l t i i i s  
d e r  W i i ~ k e l g e s c h w i n d i g k e i t e i ~  i s t  n e g a t i v  o d e r  p o s i t i v ,  je 
i i a c h d e m  p o s i t i v  o d e r  r i e g a t i v  i s t .  

2. Tm G r e n z f a l l e  y - O, ( l a s  h e i s s t  b e i  p a r a l l e l e r  L a g e  
der A x e n ,  giebt uns wiecler am besten die Gleichung 2) Auskuuft. 

7c 
F ü r  = 0 oder a wird s d l i g  unbestimmt, für alle übrigen Werte 

voii 9 dagegen iinendlich gross. Unsere F'lsçhe dritter Ordnuiig ist 
tlaher in die uiiendlich feriie Ebene, die f ü r  uriseren Zweck nicht 
meiter in Retracht komint, und in xmci sich 1;ings der Gerarlen 
A B  rechtminklig sciineidende Eberieii zerfallen, deren eine die Axen n 
und 1) enthiilt. Den i  W c r t e  cp = O e n t s p r i c h t  d e r  g e w o h n l i c h c  
Fa11 z w e i e r  C y l i n d e r ,  d i e  s i c h  a u s s e r l i c h  o d e r  i n i î e r l i c h  
l i n g s  e i n e r  E r z e u g e n d e n  b e r ü h r c n .  Fiir das Verhiiltnis der 
JYinkelgeschu~iiitli$keiteri gilt die von l unabhiingige b'ornxl: 

61 /, 
-- - 

C l .  -. - - 
wl b 

72 
Fiir rp = dngegen sind die bciden Hyperholoide in jedrni Falk 

2 
i n  das doppelt zu clenkende bussere ~ w e i r r  sich berührender Kreise 
ausgeartet. Weiin f ' iniierhalb A l>> liegt, haben dieselhen üherdies 
noch zwei Tangenten gemeinsarn, die rlen Schnitterzeugenden s, und 
s, des dritten Hauptfalles des 9 3 eritsprecheii 
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3. W e n n  e n d l i c h  s = O i s t ,  d a s  h e i s s t  d ie  A x e n  a u n d  O 
s ich s c h n e i d e n ,  so zerfallt die Gleichung 2') in x" 0 nnd 
c - O. Der reelle Teil der Flikhe dritter Ordnung bestelit also aus 
der z-Axe, die nicht weiter fiir lins in Retracht kommt, und der Ehene der 
Axen n und 1;. In  letzterer kariii die Rerührungserzeugelide c zuiGchst 
n i t  einer der Axen a, %, selbst oder mit einer ihrei. Senkrechten c,, c, zii- 
sarnnieii fallen (Figur 13, Tafel II). Von den durch ihre Rotation uni die 
Axen a und 1) entstehenden FliicEien ist dann stets die eine entweder in 
(lie Axe a oder b selbst oder in die zu einer von ihiien senkreclite Ebene 
ausgeartet, w;ihrend die a1îdei.e einen Kegel da,rstellt. Ausser dieseii 
speziellell Lagen haben wir wieder die d r e i  H a u p t f i i l l e  zu unter- 
schciden, dass die Geracle c in einem der Winkelr%ume 1, II orler I I I  
liegt. In diesen Fiillen entsteheil durch Rotalion der Geraderi c uni 
die Axen stet,s z w e i  Kege l  (Ihppelkegel). In1 e r s t e n  u n d  d r i t t e n  
H a u p t f a l l e  ber i ihrei i  s i ch  d i e s e l b e n  m i t  i h r e n  A u s s e n s e i t e n ,  
in1 z w e i t e n  H a u p t f a l l e  b e r ü h r t  d e r  g r o s s c r e  K a g e l  m i t  
se iner  I n n e n s e i t e  d e n  k l e i n e r e n  a n  d e r  A u s s e n s e i t e .  Die 
Iiegel des clrittcn Haiq~tfalles hahen indes noch zwei S ch ni  t t -  
e r zeu gen  de  gemeinsam, dementsprechend sind nui- dann entsprechende 
Segmente als Reibungsriider verwenclbar, wenn die ihnen gemeinsame 
Strecke der Berührungserzeugenden den Schnittpunkt der Axen nicht 
in1 Inneren enthlilt. Den beiden Kegeln gemeinsamen Meridianschnitt 
der clrei Hauptfàlle geben die Figuren 6, 1, II, III (Tafel II). Das 
Vcrliiiltnis der Winkelgeschwiildigkeiten wird, auch in Rücksicht m f  

ab siu a: rlas Vorzekhen, tliirch den Ausdruck - = - .- wueben, der wiecler 
ma sin p " " 

von 1 urialihiiilgig ist. 
'R 

1 s t  i n s b e s o n d e r e  noch y = , s o  werrleii d ie  b e i d e n  K e g e l  
2 

s ich s t e t s  d o p p e l t  b e r  iihreii. Die den Reibungsriidern angehorende 
Streçke der einen oder ariderrn Berührung~erzeugenden darf clen Schnitt- 
punkt der Axen nicht im Inneren enthaltrn. 

Die zeichnerische Darstellung der  drei aligemeinen Hauptfaiie. 

Die Darstvllung der beicleri Hyperboloicle in1 %weitafelsysteriie 
(Figuren 1, TT, III, Tafel 1) liisst bei zweckni%ssiger Anordiiung ihre 
symmetrische Lage in Bezug auf die Gerade ,411 klar hervortreten; sie 
besitzt daher Tor der (orthogonalen) axonnmetrischen Darstelliing 
(Figur IV, Tafel 1) zweifellos den Vorzug grosserer Anschaulichkeit. 
Iiumerhin rliirfte auch die letetere als eine gute Gbiingsaufgabe der 
axonometrischen Methode einer niillei-eii Retrachtung wert sein. Wir  
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aollen im folgenden uns auf die Angabe der wesentlichen Punkte be- 
schranken, die bei der Konstruktion zu beachten sind.* 

Gegeben  s e i e n  s t e t s  d i e  A x e n  a u n d  b u n d  d e r  P u n k t  C. Bei 
der Darstellung im Zweitafelsystenie wird man das Gebilcle gegen die 
bciden Tafcln a i e  in Figur 2 (Tafel II)  so anordncn, dass die Gerade A H 
auf der ersten Tafel senkrecht steht. Bei der axonometrischen Darstellung, 
die wir zunachst niiher betrachten wollen, sei als z-Axe die Gerade 
AB, als x-Axe die Axe n gewahlt; X Y %  sei dns Spurendreieck 
der Zcichenebcne (Figur 16, Tafel II). Man klappe die xs-Ebene um 
92 in die Zeichenebene um; es wird dann A*C*=p und CFB* = 9. 
Ebcnw werde auch dio x!j-Ebene um X Y  in die Zeichenebene u n -  
gelegt. E s  gilt jetzt zunachst die Projektion unseres Gebildes auf &e 
X?J-Ebene in der TJmklappung zu zeichnen. Diese Koustruktion ver- 
Luft genau wie jene in der Grundrissebene bei der Darstellung im 
Zweitafelsysteme; nur stimmt der positive Drehungssinn infolge der 
1;mlegung mit den1 Gange des Uhrzeigers iiberein. Wir  werde& unsere 
weitere Retrachtung, die dann auch für die Zeichnuiig des Grundrisses 
in1 %weitafelsysterrie gültig k t ,  an Figur 16 (Tafel II) anknüpfen. Uni 
einen beliebigen Punkt R,, der umgelegten Projektion c, der Rerühiungs- 
erzeugeiitlen c au€ die xy-Eberie zu finden, beachte nian, dass, wie in 

n 
E'igur 2 (Tafel II), einmal <): Po R, A, = - 9  sodann: 

2 

ist, wo R,X ( 1  1)" sei. Nimmt man daher I', beliebig an, so ist rlurch 
diese Reziehiingen Ro zweideutig bestimmt, wie es sein niuss. Die 
weitere Koiistruktion in der unigelcgten zy-Et~ei ie  bietet keiiie Sühwierig- 
keit, da einmal c, die eine Asymptote für beide Umrisshyperbeln ist, 
ariderseits die ITall~axeri derselbeii durch p und p gegeben sind. Die 
Hyperboloide selbst seien beiderseits durch zu ihrer Axe senk- 
rechte Eberieii begrerizt, deren Schnitte wir als Grundkreise bezeichrieii 
wolleii. In Pigur 16 (Tafel II)  führt der Punkt R, zii zwei Hyper- 
boloiden des ersten Hauptfalles (E'igur IV,  Tafel 1), der Punkt (8,) 
zu solcheil des dritten Hauptfalles. Letzterrs ist in Figiir 17 (Tafel II) 
~ e i t e r  ausgefiihrt. Jm dritten Hauptfalle liat Inari ja rioch die Sch~iitt- 
erzeugenden zu zeiçhnen, deren Projektioiien gemeinsame Tangenten 
HIC beziehungsweise H,K, an die U~nrisshyperbel~l sirid. Es bestelit 

fl J& : K JL4, = fl J : JK. 

Nun ist jedes dieser nreirrke bezügliçh gleich denijenigen, me1cht:s 
durch die Asymptote11 unci die Scheiteltarigeiite cler zugelitirigen 

- - 

* Aiisfiihrlich wird diese Koiistruktion hehandelt h i  De 1 a, G o u r i l e r i e  
1. c. Art. 729 738, sowie bci B o h u  und l'apperita 1. e .  Art. 561. Meiiie Angahen 
im Texte erheben iliçht deri Xnsprucli, irgendwie Keiit:s z u  gelrwn, werin anch 
viclleicht hier iind da eine Heine Vereinfachung erzielt sein mag. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von Dr. FR. SCRILLIN~.  59 

Hyperbel begrenzt mird. Und da beide Hyperbeln dieselhe imagin;ire 
Axe haben, so verhiilt sich schliesslich: 

Diese Gleichung liefert die ttichtung der parrtllelen Tangenten HK 
und H,K, und damit diese selbst. 

Cm jetzt die axonometrische Projektioil selbst beziehungsweise 
den Aufriss der Hyperboloide zu zeichnen, beachte man noch folgende 
Siitze. Die Axe cc beziehungsweise O (oder ihre zweite Projektion) ergiebt 
allenlal die Symmetrielinie ihres Hyperboloids. In ihr liegen die kleinen 
Axeii der die Grundkreise darstellenden Ellipsen; deren grosse Axen 
sind gleich den Durchmessern der Kreisc. Da noch die Schnittpunkte 
der Mlipseri mil der Geraden c bel<arint sind, so lasseri sich diese un- 
mittelbar zeichnen. Gehiirt zu dern einen oder anderen Hyperboloid daim 
eine Uni r i s se l l ipse ,  wie z. B. zu dern Hyperboloid mit der Axe 6 in1 
Aiifrisse der FigurT der Tafel 1, so ist ihre grosse Axe gleich (lem 
bekarinten Durchniesser des Kehlkreises. Sie ist volleiids bestinm~t Iriei 
axonometrischer Darst'elliing durch die eine Tangente bildende Be- 
rülirurigserzeugeride r, bei der Darstellurig irri Zweitafelsysteriie durch die 
vertikalen Tangenten der Umrisshyperbel des Grundrisses, welche danii 
zugleich die Tarigenteri iri den Eridpunkteri der kleirieri Axe siricl. Die 
reelle Axe eiiier etwa vorkommenden U m r  i s sh y p  e r h  e l  der axono- 
rnetrischen Projektion beziehungsweise des Aufrisses aber ist ebenfalls 
gleich dem Durchmcsser des Kehlkreises. Die Asymptotctn fcrncr sind dio 
Tangenten an die Ellipse, welche eirieil der Grundkreise des zugehorigen 
Asymptatenkegels darstellt. Letztere ist ihrerscits eu der den ent- 
sprechenden Grundkreis des Hyperboloids darst'cllenden Ellipse ahnlich 
und iihnlich gelegen, und ihre grosse Axe ist gleich eiiier Sehne des 
letztgenannten Grundkreises im Abstande des Kchlkreisradius von1 
Mittelpunkte. Ziigleich findet man die Berührungspunkte der Uniriss- 
hyperbel mit jeder Grundellipse des Ilyperboloids als Schnitt der 
letzteren mit derjenigen Parallelcn, die man eu ihrer grossen Axe 
durch die bekannten Berührungspunkte der die Asymptoten darstelleii- 
den Tangenten an die entsprecheilde Grundellipse des Asymptotenkegels 
legt. Schliesslich nlag man noch in beliebiger Zahl Erzeugende h i d e r  
Hyperboloide hiiizuffigeii. Dies geschieht am zwecknl$ssigsten, inclein 
inan jedes Hyperboloid in seitlicher Ansicht darstellt und die hier 
leicht ei&zeichneiiden Erxeugenden d a m  iihertriigt, wie es z. B. in 
der urngelegten ay-Ebene der Figur I V  (Tafel 1) aiisgeführt ist. 
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Zrrlegriiig drr Gleichiing vierteii Grades. 
Ton Dr. He i le rmann in Oode~berg. 

C m  die allgerneine Gleichong vierten Grades 

in ~ ~ e i  quadratisrhe Gleichungen zu zerlegen, nebme man an,  dass dio 
Summe F zuniichst in eine selir allgemeine leicht xerlcghare Form ver- 
wandelt worden sei, niimlich in: 

2,  

F = ? I ~ ( ~ X ~ +  2 p ~  + yj2+ 2 . ( " x 2 +  285 + Y ) ( ~ l x Z +  2P1x + 
+ ("1 ".? + 2 Pl3 + yJ2.  

Demnach miissen die neun neuen Koeffizienten az, 1 7 ,  1 1 ,  a etc. folgenden 
Siinf Bedingungen genügen: 

w ~ 1 y ~ +  2 f iuul  +pal"ccr, ? ) ~ a / 3 + 7 ~ [ ~ / 3 ~  +pu , )  +pa,P, = b ,  i n ~ ~ ~ + 2 r z ~ ~ ~ + p ~ ~ ~ = ~ ~  ? I ~ P Y + ) ~ ( P Y ~  + Y P ~ ) + P P I Y I =  ' 1 2  

*?(q + 2BZ)+n(ay l  +y%+ 4PPl) +2~(n1yl  + 2 P 1 2 ) = 3 ~ .  

Um die letzte Bedingung den vorangehenden kihnlicher zu gestalten, 
setze man a n  ihre Stelle die zwei Gleichungen: 

3") ? r a , P +  2 n ~ & + p p i e ~ c - ~ ,  ~ n u y + ~ ( a y , + y ~ , ) - 1 - ~ u l Y 1 = ~ - 1 - 2 L l  

in  denen vorlaufig A eine unbekannte Zahl bezeichnet. 
Dann kann man diese Bedingungen in folgende Gruppen zu je dreicn 

ordnen : ~ ( 4 1 1 , ~  +n.a,)  + a , (pa ,+nor ) -  U =  0 ,  

B ( I ) ~ c L  + na, )  + Bljpal  + g ~ a )  - Ti = 0 ,  

y(112a + na1)  + ( p u ,  4- n u )  - ( C  + 21) = 0; 

u(l)tB + ? ? B i )  + a1(pBl+ nS) - 7.1 = o r  
B ( ? ~ I P  -t '?%Br) + B l ( ~ B i  + nB) - ( C  - 1) = ' J i  

~ ( ~ ' ~ + ~ ' ~ ~ ) + y ~ ( ~ ~ 1 + ~ 8 ) - " = ~ 1  

ff(9qJ + 4 + a1(2,y1 + ny)  - ((: + 2 ~ )  = 0, 

B(pny + ny , )  + P,iur,+ % Y )  - d = 0 ,  

Y ( W  + + y,  h y 1  + ny1) - e = 0. 
Wenn Irian danach aus diesen Gruppen die zweigliedrigen S u n i e n  

w t  a + 12 a l ,  pal + g z  or etc. eliminiert, so e r h d t  man eine neue Gruppe von 
drei Gleichurigen, niimlich: 

~ ( B Y ,  - YB,) + 7.I(ye1 - a d  +((;+21)(aPl-  P d  - 07 
b ( 8 ~ 1 -  Y P ~  + ((;-L)(Y% - 4 + 4.1% - Ba,) - 0 ,  ) 

( + Y - IR,) + r b a  - UY.)  + c ( f f P 1  - pal)  - o. 
D a  i n  diesen Gleichungen nur die zwei Verhaltnisse von den Ver- 

hindungen der neuen Koeffizienten als Unbekannte anzusehen sind, so 
konnen die drei Gleichungen nur unter der Bedingung nebeneinander be- 
stehen, wenn die Determinante aus ihren Koeffizienten Nul1 ist. Also 
muss die bisher unbckannt:~ %ah1 1 der Gleichung: 
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Genüge leisten und kann daher drei verschiedene Werte annehmen. 

oder 

Nachdem durch diese Gleichung, die uiiter dem Kamen der k u b i s c h e n  

U 

b C-l d  = O ,  
c + 2 L  oI C+21 e 

R e s o l v e n t e  bekannt is t ,  die Hilfsgrosse A ermittelt ist ,  erhalt man für die 

5) 41'- ( a c - 4 b d  + 3ce) l ,+  net, + 2 b r d  - n d 2 -  O%- c3= O 

Diskrimiriarite der Gleichung 2 )  folgende Werte aus den Gleichurigeii 3): 
b e - a c f  a l  d Z - c e t c l  ( ~ + 2 A ) ~ - a e  

ni], = - - - - - - 
( ~ P 1 - P ~ l ) ~ ? r l - ~ P 1 ) '  ( Y ~ ~ - ~ . J ~ ) '  

- ( r - A ) ( c f Z t ) - h d  - h e - c d - 2 r l A  a d - b e - ' l b l  - - --- - - . 
: ~ P , - P f f l ) ( P r l - r f f l )  - ( P ~ ~ - r P ~ ) ( v a , - a n )  ( Y ~ ~ - ~ Y ~ ) ( ~ P ~ - P ~ ~ ;  

Wenn diese Grosse der Kürze wegen mit 1> bezeichnet, so ist:  

urid daher zerfillt die Gleichung 1) in die quadratischen Gleichungen: 

so wird das erste Glied in beiden rational. und sie ~ e h e n  über in: 

Das Produkt beider ist:  
-- - 

r c ~ = ( a ~ ~ + 2 ù ~ + c +  2 ~ ) ~ - ( 2 ~ l / l i ~ - n c +  a L + I / ( c  + 2A)" au)'- O. 

Wenn man aber i n  den Gleichungen 7)  aus den mittleren Gliedern 
die Wurzeln durch entsprechende llultiplikaiionen wegschafft, so erhglt man: 

- -  - -  

9, i ( b  + ~ / ~ ~ u ~ + ~ c L ) x ~ + ~ ( Ç - A ) z + ~ - ~ / ~ ~ - c c + ~ ~ = o ,  
-- 

( b  - I / I I ~ - ~ C + ~ ~ L ) X ~ + Z ( C - ~ ) ~ + ~ Z + ~ / ~ ~ ~ ; ~ + ~ ~ - O  
und als deren Produkt: 

(c- I )E '=(bz"+(c-  A ) z + ~ 7 ) ~ - ( x ~ - ~ b ~ - a c + a r l - ~ ' d ~ - c e - e A ) ~ .  
In gleicher Weise lassen sich auch aus dem absoluten Gliede der 

Gleichungen 7) die Wurzoln cntfernen; dadurch erscheinen sic in der Forin: 
-- 

( c + 2 ~ - l / ( c + 2 ~ ) ~ - a e ) z ~ 2 ( ( d + l / r 1 ~ -  c e + T ~ ) x + e = 0 ,  

und ihr Produkt ist: 
C F =  [ ( c + 2 A ) 2 +  t a % +  ela- ( ~ z . l / ( c +  z ~ ) ~ - e - ~ 2 ~ ~ i - ~ e + e ~ ) ' = o .  

AUS jedern dieser drei Paars  von Gleichungen erhalt man die beiden 
anderen, wenn man die Wurzelgr6ssen aus einem Gliede durch die geeignete 
Jliiltiplikation entfernt und dabei die obigen Werte 6) beachtet. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



6 2 Kleincro Mittcilungen. 

I n  der  voratehenden h f o r m u n g  und Zerlegung ist ausser anderen auch 
diejenige enthalten, die ich im Programm der Realschule zu Trier 1835 mit- 
geteilt habe. Setzt man namlich ri = ct, = 1, y = PZ, y, = Pl" so is t  nach 2): 

F = ~ ( ~ : + P ) ~ + ~ ~ ( ~ + P ) ~ . ( X + B ~ ) ~ + Z ~ ( ~ +  
und daraus folgt wie oben: 

~n l7 = Lm (x + /3)'+ I$ (x + p1)2]8 - (a2 - w p )  (x + 
Daher kann die Gleichung = O ersetzt werden durch die qua- 

dratischen Gleichungen : 

( ? I L  + 12 - I - ~ D ) X ~ +  2(nzp 1npl+ p l V ï j ) x  + m p 8 +  n p l z +  p 1 " V 5 = o 1  
(?H + n  -1/n)x2+ ~ ( ~ I ~ / ~ + ~ ~ ~ , - ~ ~ , J D ) Z + T , Z P ~ + ~ ~ P ~ ~ -  p 1 2 . 1 / ~ = o j  

und diese gehen ebenso, wie die Gleichungen i'), in  eines der dort folgenden 
Paare über, wenn man den ersten, zweiten oder dritten Roeffizienten rational 
rnacht. Kach diesen Uniformungen ist die Auflosu~ig der Gleichung 1) zweck- 
rnassig folgende. 

Bezeichnet man ihre Wurzeln mit x,,  x,, x,, z, und die der kubischen 
Resolvente mit 4, A2,  A,, so is t  nach den Gleichungen 8): 

2 
z, + 2,-- (6 - v b 2 - a c + a A , ) ,  

Wenn man diese Wei-te paarweise verbindet, so entsteht: 

4 
x , + x , - x , x , = - - v b e - n c - f  ail,, 

und daraus erhiilt man durch Addition und Subtraktion als Werte der Wurzeln: 
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In dem Produkte aus diesen vier Werten ist neben rationalen Gliedern 
- - -- -- 

auch v a 2  - n c  + a 1, .l/b" a n  + t A2 . v b B  - CI c  + 0 A3 enthalten, daher muss 
auch dieses rational sein; die Rechnung ergiebt: 

- - - -- - 2 b 9  - Srcl ic  + a2d 
~ b ' 3 ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ c ~ e - ~ ~ c + a A g ~ ~ b 2 - u ~ + n 1 ,  = - 2 

Das Entspiechende gilt wegen der Gleichiing 10); wenn mail die reziproken 
Werte von den obigen Werten als ihre TtTurzeln auffasst, auch von [lem 
entsprechenden Produkte, niimlich von 

- . -- -- - -- - . 2 dB - 3 e d e  + b 2 e  
) @ - c c  + c e A , ~ ~ / d ~ c ç e +  e l , . l / d L -  C C  + e,ig - - -  

2 

Reineiikiiiig zii drii Bciiirrkuiigeii iiber d o p p l t -  
reiitiniscilir Vierreke.* 

Von Dr. Chr. Beyel i r i  Ziirich. 

Herr Ur. H o l z r n ü l l e r  rriacht mich darauf aufmerksam, dass in  der 
erwiihnten kleineren Mitteilung Zeile 10 von ohen der Satz: ,,weil im Kreis- 
viereck. . ." als Begrüridung nicht genügt.** Ich teile daher noch mit, dass 
mich ein anderer Gedanke zu der ganxen Überlegung fiihrte. Durch die 
Konstruktion der Linien q,  s wird der Strahlenbüschel zweiter Ordnung y 
den Linien s eindeutig zugeordnet. I n  dieser Zuordnung entsprechen sich 
die Gegeuseiten g ,  IL; e ,  /' des Vierecks AHC'D vertauschbar. Also ist die 
Korrespondenz involutoriscb. s muss g vertausc'nbar entsprechen und Je 
berühreri. Ich suchte damals - und suche also auch jetzt noch einen ein- 
fachen, rein geometrischen Beweis, der nicht a i e  der obige Gedanke eine 
Untersuchung der e rwZhteu  Korrespondenz voraussetzt. 

Sind die Kreise ,T2, T i 2  konzentrisch, so springt die Richtigkeit der 
Satze sofort iri die -4ugen. 

Von S .  Finsterwalder in Miinchen. 

Das Netz eiries Kugelballons besteht aus einer sehr grossen Anzalil 
(96 und mehr auf dem Umfange) rhombischer Maschen mit Winkeln von 
60' und 120°, deren kurze Diagonalen nach Parallelkreisen und deren lange 
nach Meridianen angeordnet sind. Ihre Dimensionen wachsen regelmassig vom 

* Vergl. Band 40 S. 372 dicser Zeitschrift. 
" Was P o n c e l e t  (traité 1,  No. 566) zum Beweise beibringt, i d  weitliufig und 

scheiut mir riicht xwingend zii sein. Dr. Holzni i i l ler  giebt im tlritten Teile 
~eines methodischen Lehrbuches der Elementar-Nsthemat,ik (13. G. 'ïeubner 1896) 
S. I l  und 1 2  eincn gercchncten Bcwcis und macht mich auf cinen Ihweis ~ o i i  
Dr. J u n k e r  (Sehulprogramm, Crefeld 1892) aufmerksam. 

""* Wir beabsichtigen, versuchsweise von jetzt an derartige aus der Praxis 
stammende Aufgabeu in der Zeitschrift zii bringen u n d  enyfehlen dieselben den 
biathematikern zur Losung. D, Red. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



64 Kleiriere Mitteiliingen 

oberen Ventilringe bis zum bquator. Das Netz reicht in  dieser Form etwas 
uiiter den Aquator. Die Pigur desselben ist demnach geniihert durch zwei 
Scharen von Kupelloxodromen gebildet, die sich unter einem MTinkel von 
60 schueiden. 

Ein solches, für einen Ballon von bestimmtem Radius konstruiertes 
X'etz sol1 11un für einen gr8sseren Kugelballon, oder auch für einen Ballon 
von anders geformtem Meridian benützt 4erden. Welche Figur bildet dann 
das Re tz7  Bis zu welchcm Kugelradius 15sst sich dasselbe noch verwenden? 
Welche Erscheinung tr i t t  auf, wenn der Radius grosser mird? Welche 
Form bat  das Netz in dem speziellen Falle eines unendlich grossen Radius, 
wenn also das Netz syrnmetrisch in1 ICreise herum iri eine Ebene aus- 
gebreitet wird? 

Di3iirkfeliler iii S. Gundelfiiiger-A. 11. Sell's Taf't~lri 
ziir Rwecliiiiiiig iieiiiistc~lligw Log:iritliiiiclii. 

(Darmstadt 1891, A Uerg.itr2suer ) 
Gef~mden von Joseph Blater i n  Uaden-Hadeil 

Corrigenda, xu Tafel 1 (Seite 2 - 37). 
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Über Beziehungen zwischen den Determinanten 

M einer Matrix. 
b 

Von 
5 

Dr. W. AHREKS 
in Antwerpen 

haben, nro s zur Abkürzung für n - m + 1 gesetzt ist, so verschwinden 
unter gewissen weiteren Bedingungen alle Determinanten dieses Grades. 

8 1. 
In einer früheren Nota* ist von mir die Frage untersucht worden, 

unter welchen Urustinderi in einer Matrix von m Zeilen und n Kolonnen 
(m < 12) das Verschwinden einiger Deterrninanten mten Grades das aller 
Qeterminanten dieses Grades nach sich zieht. Die vorliegende Arbeit 
bezweckt nun eine Erweiterung jener, insofern als jetzt die be- 
treffende Prage nicht bloss mit Bezug auf die Determinanten des 
hiichst moglichen (mten) Grades, sondern fiir die Determinanten be- 
liebigen Grades in der Matrix behandelt werden soll. 

Das damals crhaltene Resultat ist kurz folgcndes: E s  sei die 
betrachtete Matrix: 

- 

* Diese Zeituclirift, 1895, S. 177. 
Zeitschrift f .  Mathomatik u. Physik. 42. Jahrg. 1897. 2. Hcft  

( m < n ) ;  1) M =  

unter i,, i , .  . . i, / werde, wenn die i irgend welche Indices aus der 
Reihe 1 . . . n sind, die aus den Kolonnen il, i,. . . i, gebildete Deter- 

minante mtcn Grades verstanden. Wenn alsdann von allen (3 Deter- 

minanten mten Grades lz - m + 1 verschwinden, d. h. also, wenn a i r  
in der angegebeneri Bezeichnung ein Gleichungssystem von der Porm: 

a l l a . .  a1n 

. 

ami.  - . a m n  
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6 6 Über Beziehungen zwischen den Detemiinariten einer Matrir 

Der Beweis hierfür wurde geführt durch successive Anwendung des 
Schlusses, dass aus dem Bestehen von zwei Gleichungen: 

unter bekannter Bedingung folgt, dass jede aus irgend m dieser rn + 1 
Kolonnen gebildete Determinante verschwiiidet, was wir jetzt bezeichnen 
wollen durch das Symbol: 

4) 
. . . . 
z,, 2 2 . . .  z,, 2,+1=0. 

m 

Ton ben Deterroinanten il und B , welche in m - 1 ihrer Kolonnen 
übercinstimmeu~ rno~len wir wgeri, sie 'uilden zusammen die Gruppe 

G(i , ,  i 2 .  . . L, L + i )  = G ( A ,  B), 
und wollen die rein formale Operation, welche ziir Bildurig dieser 
Gruppe aus den beideri Determinanten A und R fiihrt, kurz als Operatiori 
G bezeichnen. Genau c1iest:Ibe Bezeichnunp weriden wir an, weim es 
sich niçht nur uni zwei, sondern beliebig viele solaher I)etermirianteri 
handelt, also sageii wir: die Determinanten , A i... i l ,  i n  1 

1 i= il, i2...im-l, in+ . i 
bilden zusammen die Gruppe . . G(A,, A, .  . . A,) = G(i,,  i,. . . zm, 2,+1. . . 
und schreiben das nus den Gleichungen: 

4=0, A , = O  . . .  A ~ = O  
unter der bekannten weiteren Bcdingung abzuleitende, der Gleichung 4) 
entsprechende Resultat in der E'orm: 

6) 
. . 

)il, i 2 .  . . t,, z,+I.. - i m + k  '- 0. 
m 

Eine solche au; lc + 1 Determinanten abgeleitcte Gruppe wollen 
wir als Tom Range k bezeichnen, also die einfachste aus zwei Deter- 
minanten hergelcitete vom ltange 1. 

Damit nun durch successive Anwendung dieser Operation G aus 
den Determinanten des Systems 2) leicht alle Determinauten mten Grades 
der Matrix hergeleitet werden konnten, war angenommen, dass sich 
in dem System 2) eine solche Anordnung treffen liess, dass von 
den Indices jeder Zeile in 2) gerade m - 1 in den ~ o r h e r ~ e h e n d e n  
Zeilen schon vorkommen. Nimmt man an, dass in dern obigen 

" In dern a l lg~meinen,  meiterhin zu heha,ndalnden F d l e ,  wo nicht alle be- 
trachteten Determinariten denselben Zeilen angehoren, tritt hierzii natürlich als 
weitere Bedingung fiir eine Gruppe, dass die Zeilen beider Determilianten die- 
selben sind resp. die Kolonnen, menn ne- 1 der Zeilen iibereinstimmen. 
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Schema diese Anordnung bereits getroffen ist, und ferner, dass die 
neii hiilzutretenden Indices in jeder Zeile an erster Stellc stehen, 
so sieht man, dass alsdann in der ersten Horizontal- und der ersten 
Vertikalreihe von 2) alle t z  Indices vorkommen. 

Die Bedingung, dass in jeder Reihe des Syslerns 2) jedenfalls ein 
neuer Index zu den friiheren hinzutritt, involviert, dass, wie wir 
sagen wollen, das Syst'em ,,unabharigig" ist, d. h., dass es nicht 
moglich ist, eine der Determinanten 2) ails den anderen durch An- 
wendurig der Operatiori I=- herzuleiten. Eine urirriittelbare Konsequenz 
dieser ersten Bedingung ist alsdann, dam in dem System 2) in jeder 
Zeile auch hochstens ein muer  Index hinzutritt, so dass die successive 
Anw~ndung der Operation G dort iiberall moglich ist und alle Deter- 
niinanteri mten Grades liefert. Nin solches System nun vuri einer Matrix ,M 
angehorenden Determinanten eines bestimmten Grades, aus dem sich 
durch successive Anwendung der Operation G alle ileterrninariten dieses 
Grades herleiten lassen, wollen wir ,,~ollstiindig(~ uncl ein solches, bei 
dern dies nicht rnoglich ist, ,,unvollstsndig(' nennen. 

Schliesslich muss noch bemerkt werden, dass, damit nicht bloss 
die rein formale Operation G alle Determilianteu liefert, sonderri sich 
auch das Verschwinden derselben ergiebt, bei jeder Anwendung der 
Operation G die wcitere Bedingung hinzutritt, dass unter den TH, Deter- 
minanten (m  - l ) t e n  Grades, welche aus den dem System 5) geniein- 
samen wb - 1 Kolonnen gebildet werderi konnen, wenigstens eine nicht 
verschwindet. 

§ 2. 
Wir stellen uns jetzt die Prage: Wie viele Determinanten von 

eiiiem beliebigen, rten Grade in einer Matrix müssen mindestens ver- 
schwinden, damit dies das Verschwinden aller Determinanten desselben 
Grades nach sich eieht? oder, was dasselbe ist: Welches ist die 
Ninimalzahl von Deterniiuanten, welche ein vollstiindiges unabhiingiges 
System bilden konrien? 

Die Indices der Zeilen resp. Kolonnen der vorgelegten Matrix 
seien diirch 1 . . . rn resp. 1 . . . n bezeichnet ; repriisentieren 

. . 
2, , 'h2 . . ' 2, 

irgend r dieser Zeilen- und 75, k, . . . lie, irgend r dieser Rolonnen-Indices, 
so bezeichnen wir die aus den betreffenden Zeilen und Kolonnen ge- 
bildete Determinante +en Grades mit 

. . 
12i, t z , . .  .i,; Ic,, k i .  . . l z , i .  

Die c,) . (:) verschiedenen Determinanten rteu Grades der Matrix M 

denken wir uns in der Weise angeordnet, dass die denielben Zeilen 
der Matrix 17i2 angehorcnden Determinanten in derselben Horizontal-, 
und die denselben Kolofinen von 31 angehorenden in derselben Ver- 

5' 
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tikalreihe stehen, so zwnr, dass unter den verschiedenen Rorizoiital- 
und Vertikalreihen die Reihenfolge nach steigenden Indices erfolgt, so 
dass z. B. für den Fa11 

m = 3 ,  n = 4 ,  r = 2  

sich die Anordnung ergieht: 

1 1 ~ 2 ;  1 , 2 j ;  1 , 2 ;  1 , 3  ; 1 , 2 ;  1 , 4 ;  1 1 , 2 ; 2 , 3  ; 1 1 , 2 ; 2 , 4  ; 1 , 2 ; 3 , 4 l  
1 1 , 3 ; 1 , 2 ;  1 , 3 ; 1 , 3 ;  1 , 3 ; 1 , 4 1 ;  i 1 , 3 ; 2 , 3  ; 1 , 3 ; 2 , 4 ;  / 1 , 3 ; 3 , 4 /  

12 ,3 ;1 ,21 ;  2 , 3 ; 1 , 3 ;  ) 2 , 3 ; 1 , 4 1 ;  1 2 , 3 ; 2 , 3  ; 2 , 3 ; 2 , 4 ;  2,3;3,41.  
Wir denken uns nun ein beliehiges vollst%ndigr~s System , dessen 

Determinanten gleichfalls in dieser Weise geordilet sein m6gen; als- 
dann muss es nach dem Regriffe der Vollstandigkeit m6glicli sein, die 
bei dieser Anordnung frei bleibenden Plitze dureh successive An- 
wendung der Operation Cr auf die ursprünglichen Drhrminanten zu 
fdieri, wobei die Operation G natürlich auf Determinanten derselhen 
Horizontal- wie derselben Vertikalreihen anzuwendcn ist. Da das 
System vollsti~ldig sein soll, so müssen jedenfalls mindestens zwei 
Determinanten in demselbcn vorkommen, welche zusammen eine Gruppe 
bilden. Weridet man die Operation G auf alle eine Gruppe bildenden 
Determinanten an, so erhilt man, je nachdcm es sich um eine Gruppc 
ersten, zweiten . . . kten Grades haiidelt: 

neue Determinanten hinzu. Diese bilden dann wieder Gruppen mit 
anderen, und so ergeben sich durch successive Anwendung der Opera- 

tion G schliesslich alle (:). (:) Determinanteu vom Grade r. 

Um die zu Anfang dieses Paragraphen aufgeworfene Fragc beant 
worten zu konnen, wollen wir zuniichst zeigen, dass sich jedes voll- 
standige System durch ein ihm iiquivalcntes von hesonders übersicht 
licher Bildung, seine ,,Normalform'(, ersetzen liisst, und machen zu 
diescm Zwecke zunachst folgende Vorbcmerkung: Die aus den Deter- 
minanten A und B gebildete Gruppe G(A,  B) würde sich auch aus 
irgend zwei von einander verschiedenen Determinanten der Gruppe er- 
geben und wir konnen uns daher die Gruppe vollstandig reprasentiert 
denken durch irgcnd zwei von ihren Determinanten, ktinnen uns also 
offenbar in einem System irgend zwei Determinanten, welche zusammen 
eine Gruppe bildcn, ersctzt denken durch irgcnd zwei Determinanten 
dieser Gruppe, ohne dass hierdurch an dem Charakter des ganzen 
Systems hinsichtlich der Vollstiindigkeit oder Unabhangigkeit etwas ge- 
andert wird. 

Hiernaçh beginnen wir nuil die beabsichtigte Reduktion des voll- 
standigen Systems auf die Normalform und suchen auf Grunci der 
eben gemachten Bemerkung zunachst die Determinanten der letzten 
Horizontalreihe zu ersetzen durch solche, welche den früheren Reihen 
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angehoren. Fassen wir irgend eine Determinante X der letzten Reihe ins 
Auge, so k6iirien wir, wenn in derselben Vertikalreihe mit dieser bereits 
eiiie resp. mehrere der r ( m - r )  Determinanten, welche mit ihr eine 
Gruppe bilden kiinrien, stehen, nach der obigen Bemerkung X ersetzen 
durch eine der Determinanten, welche die Anwendung der Operation G 
liefern würde, und welche notwcndig einer der früheren Zeilen an- 
gehort. Haben wir dagegen in der betreffenden Vertikalreihe eine 
solche mit X eine Gruppe bildende Dderminante ursprünglich noch 
nicht, so ist es wegen der Vollstindigkeit des Systems jedenfalls 
n16glich, durch Anwendung der Operation C: eine solche herzuleiten, 
und sind hierfür zwei Fiille denkbar: Entweder wird diese Herleitung 
einer solchen Determinarite bewerkstelligt mit Benutzung von X oder 
ohne dieselbe. Im letzteren Falle erlialten wir also aus gewissen 
Determinanten A, fi, C . . . des ursprünglichen Systems durch die 
Operation G eine Determjnante Y ,  welche mit X eine Gruppe bildet. 
Alsdann konnen wir nach der obigen Bemerkung X offenbar ersetzen 
durcb eine Deterniinante 2, welche der durch X und Y reprisentierten 
Gruppe angehort und notweridig il1 einer der früheren Zeilen steht; 
denn das System A, B, C . . . X ist rtillig aquivalent mit A, B, C . . . 2, 
aeil das erstere zuniiclist Y und dieses mit X zusanimen %, das 
letzt,ere dagegen zuniichst gleichfalls Y und dieses tlann mit Z zu- 
sarimieri X liefert. Dies g-eht jedoch nicht mehr an, wenn die Herleitung 
von Y nur mit Benutzung von X moglich ist; eine solche Herleitung 
ist nur in folgerider Weise denkbar: Da nach unserer Annahme X 
in diesem Falle mit  keiner neterminante derselben Vcrtikalreihe ver- 
bunden werderi kann, so kann es nur in der Weise benutzt werden, 
dass es mit einer Determinante derselben Horizontalreihe zusammcn 
eine Gruppe liefert. Dann k6nnen wir uns X ersetzt denken durch 
eine andere Determinante dieser Gruppe und das Verfahron gcht 
dam so weiter. Wir  haben diese Determinante dann eventuell wieder 
zu ersetzen durch eine solche dcrsclben Horizontalreihc etc., schliess- 
licli aber müssen wir aus dieser IIorizontalreihe herausgeführt werden, 
da dies Verfahren ja cben dientc zur Herleitung einer einer früheren 
Zeile angehorenden Determinante. So vermindcrt sich hierdurch also 
jedenfalls die %ah1 der Determinanten der letzten Horizontalreihe um 
eine. Man sieht, dass es auf diese Weise geliiigt, das ursprüngliche 
System zu ersetzen durch ein ihm hiiisichtlich der Vollstiindigkeit und 
Unabhiingigkeit v6llig iiquivalentes, in dern keine Determinante der 
letzten ~orizontalreihe mehr vorkommt. In  diesem neuen System 
suchen wir nun die Determinanten der nunmehr letzten Horizontal- 
reihe zu ersetzen durch solche, welche früheren Reihen angehoren. 
Hier ergeben sich mieder dieselben verschiedenen F d l e  wie oben und 
führt in jedern derselberi ein dem tietreffende~~ obigrri geriau analoges 
Verfahren zum Ziele; in deni ziiletzt betracl-iteten Falle ist es dpkbar ,  
dass man benotigt ist, wieder Determinanten der vorher schon aus- 
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gemerzten letzten Horizontalreihe einzuführen, doch muss die successive 
Anwendung der Operation G ja, wie ersichtlich, wicder aus dicscr 
Reihe herausführen und verschwinden somit diese Determinanten 
wieder aus dem System. Mrir erhalten somit ein ncues Zquivalentes 
System, in dem die beiden letzten Horizontalreihen fehlen und dies 
geht offenbar so lange fort, bis wir ein System haben, in dein nur 
noch Determinanten der ersten nz - r + 1 Eorizontalreihen vorkornrnen. 
Wiirde man da niimlich auf .zwei Determinanten derselhen Vertikal- 
reihe die Operation G anwenden, so würde man nur Determinanten 
erhalten, welche spiiteren Horizontalreihen angehoren, miihrend bis 
dahin dies oflenbar stets wenigstens eine einer früheren Horizorital- 
reihe angehorende Determinante liefern musste, und zwar mi~sste auch 
bis dahin, was wesentlich ist, in jeder Vertikalreilie mindestens rioch 
ein Platx frei sein, da nicht mehr als die ersten wt - r + 1 Deter- 
rninanten derselhen Vertikalreihe in dern System vorkommen dürfen, 
wenn dasselbe unabhingig sein soll, was wir voraussetzen wnllen. 
Wir  haben damit das Resultat gewonnen, dass jedes unabhiingige 
vollstiindige System sich ersetzen l a ~ s t  diirch ein ihm Zquivalentes, 
dessen Determinanten skutlich den m - r + 1 ersteii Horizontalreihen 
an gehoren. 

In dieseni Systeni, das ja auch vollstandig kt, rriuss es nun 
moglich sein, die einzelnen Horizontalreihen zu rervollst%ndigen und 
wir k6nrien daller mit Bezug auf diese offenbar dasselbe Verfahren 
anwenden wie vorher auf die Vertikalreihen. Dabei k t  zu beachten, 
dass hierbei keinerlei Veranlassung vorliegt, wieder Determinanten der 
bereits ausgemerzten Horizontalreihen einzuführen. Denn zunkhst 
müssten schon mindestens zw-ei eine Gruppe bildende Determirianten 
eingeführt werden, damit aus ihnen etwas Neues hergeleitet werden 
konnte, sagen wir etwa die Determinanten: 

I .  . . . 
i b l r  a J + l  . . .  i,; k,, k ,... ~G,-I, h / 

und . . . . 1 z2 .  . . . . i,; Al ,  k z . .  . kr-17 k' ', 
wobei die Indices il, i, . . . i, in der Reihe 1, 2 . . . r - 1 enthalten 
sein rnogen. Diese Deterniinanten konnen in dein vorliegenden 8ystem 
aber nur gewonnen werden aus den Bruppen: 

G(1, 2 . ,  . ~ - l )  i 3 + t 7  ib+, . . .  ir; hl, k 2 . .  . k r - l ,  A) 
resp. 

G(1, 2. . . v - 1) i*-1, i$+2. . - i,; ?cl, k2 .  . . L I ,  k'). 

Haben wir diese aber bereits, so ktinnen wir ja schon in einer 
der ursprünglichen Reihen, etwa in 

1, 2 . .  . r-1, i,+l oder 1, 2 . .  . r - 1 ,  etc. 

jede der gewiinschten Konibinationen der Indices k,, k, . . . k,, ,, h,  k' 
herleiten, und sind soniit nicht gezwurigeri, aus den ersten m - r -+ 1 
Horizontalreihen herauszugehen. 
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So k6nnen wir offenbar dieses System ersetzen durch ein ihm 
Quivalentes, dessen Determinanten alle den ersten n - r + 1 Ver- 
tikalreihen angehoren, und dieses nennen wir die ,,NornialforniU. Wir  
habcn also das Resultat gewonnen: 

, ,Jedes u n a b h a a g i g e  vo l l s t i ind ige  S y s t e m  l a s s t  s i ch  a u f  
ein i h m  % q u i v a l e n t e s  r e d u z i e r e n ,  i n  dem a l l e  i n  d e r s e l b e n  
Hor izon ta l - ,  wie a u c h  a l l e  in  d e r s e l b e u  V e r t i k a l r e i h e  s t e h e n -  
den D e t e r m i n a n t e n  e i n e  G r u p p e  bilden." 

5 3. 
Auf Grund des im vorigen Paragraphen erhaltenen Resultats ist 

iiun die Frage nach der Minimalzahl von Determinanten eines voll- 
stlindigen Systems s ~ h r  leicht zu beantworten. Dcnn da ein System 
in der dort eingeführteu Normalforni offenbar nur dann vollstindig 
ist, wenn es alle den m - r + 1 ersten Horizontal- und den n - r -1 1 
ersten Vertikalreihen angehorenden Determinanten enthiilt, so folgt, 
dass ein vollstandiges System mindestens aus 

p = ( n z - r + l ) ( n - r + 1 )  
Determinanten bestehen muss. Dagegen ist es sehr wohl moglich, 
dass ein System p oder mehr Determinanten enthalt, ohne vollstindig 
oder abhangig zu sein. Füg t  man einem solchen System diejenigen 
Determinanten hinzu, welche erforderlich sind, um dasselbe zu einem 
vollstiindigen zu machen, so erhilt man e h  abhiingiges System. 

9 4. 
E s  entsteht nun die Frage, für welche Werte der Grossen m, n ,  r 

ein unabhangiges System von 
p = ( m - r + l ) ( n - r + 1 )  

Determinanten stets vollstiindig ist resp. ob solche Wertsystenle 
überhaupt existieren. Wir  beantaorten diese Frage, indem wir um- 
gekehrt zeigen, wann es unabhiingige unvollstandige Systeme von 
p Determinanten giebt, und wann nicht. Hierfür ist folgende Be- 
merkung wesentlich: Existiert für gewisse Werte der Grossen m, n ,  r 
ein unabhüngiges unvollstandiges System vonp Determinanten, so existiert 
auch für m l - m + d ,  f i ' - n + d ,  r l = r + d ,  
wo d eine beliebige positive ganze Zahl ist, ein unabhiingiges un- 
vollstiindiges System von 

pl= (ml- r l+ I)(m'- Y ' +  1) 
Determinanten. E s  ist nimlich p' = 11 und wir brauchen in  dem 
ursprünglichen unabhangigen unvollstiindigen System zu allen Kom- 
binationen der Zeilen- und Kolonnen-Indices nur die d neuen Zeilen- 
resp. Kolonnen-Indices hinzuzufügen, um so ein den neuen Werten m', 
ltl, r' entspechmdes unabhangiges unvollstiindiges System von p' Deter- 
minariten zu erhalten. 
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Auf Grund dieser Vorbemerkung untersuchen wir die oben auf- 
geworfene Frage nach der Existenz unabhangiger unvollstiindiger 
Systeme von p Determinanten nur für den Fa11 r = 3, wo alsdann 

p =(m- 2)(n.- 2) 

kt, und zwar wollen wir zuniichst den Pal1 rn = t û  ins Augc fassen. 

Die tn Zeilen-Indices liefern (T) Kombinationen zu jc drei; fiigen wir 
\ ,  

zu . jeder derselben die gleiche Kombination der n = nz Kolonnen- 
Indices hinzu, so erhalten wir fir, rn > 3 offenbar ein unabhkgiges 

iinvollstiindiges System von L)eterrriinanten, und da, wenn 

so hat dieses System auch die gewünschte Anzahl von p Deter- 
minanten. Dieses System, welches wir im folgenden kurz als Systenl A 

bezeichnen wollen, besitzt also in den (T) verschiedenen Reihen bei 

der Anordnung des 5 2 je eine Drterminante. W i r  wollen nun über- 
gehen zu einer Matrix von W L ' =  m Zeilen und n'= n + 1 Kolonnen, 
an die Stelle von 1) tritt dann offenbar 

pr= p + m - 2. 

Wollen wir nun aus dem System A ein solches von p' Deter- 
minanten für diesen neuen Fa11 herleiten, so müssen wir also noch 
m - 2 Deterniinanten zu dem alten System hinzufügen. Dies kann 
nun in folgender Weise geschehen: E s  sei zuniichst nt > 6. Wir 
wiihlen alsdann irgend zwei aori~ontalreihen des ~ y s t e m s ~ ,  sagen 
wir kurz: R, und fi,, oder was dasselbe ist, irgend zwei Indices- 
kombinationen zu je drei aus; dieselben enthalten zusammen sechs 
verschicdene Indices resp. weniger, im letzteren Fa lk  fügen wir so 
viele andere hinzu, dass wir sechs haben, was bei der Annahme 
n 2 6 natürlich moglich ist. Alsdann setzen wir in jede dieser 
beiden ILeihen B, und R, je drei Kombinationen dieser sechs Indices 
zu je zwci Elementen, so zwar, dass die in einer R,eihe stehenden 
drei Kombinationen jedes der sechs Elemente nur einmal und auch 
nur diejenigen kombiniert enthalten, welche in der betreffrnden Kom- 
bination der drei Indices noch nicht zusammen vorkommen, oder 
schematisch dargestellt: Die a u s g e d d t e n  Indiceskombinationen konnen 

1. von der Form: RI: 1 , 2 ,  3 
R,: 1 , 2 , 4  

sein; alsdann treffen wir folgende Anordnung: 

zu R I :  1 , 4 ;  2 ,5 ;  3 , 6  
zu R,: 1,s; 2, 3; 4 , 6 .  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von Dr W. AHRE'IS. 

Haben wir 2.: R, : 1, 2, 3 
R,: 1 , 4 ,  5, 

so ordnen wir an: 
zu R, : 1 , 4 ;  2,5; 3, 6 

zu R2 : 1, 2; 4 , 3 ;  5 ,  6. 
Haben wir 3.: 

B, : 1) 2 , 3  
R,: 4 ,5 ,  6, 

so schreiben wir: 
zu R,: l , 4 ;  2 , 5 ;  3, 6 

Die übrigen der n Kolonnen-Indices ausser diesen sechs teilen wir 
in zwei gleiche Teile (1 und II), zu welchem Zweeke wir bei ungeradem 
H, einen beliebigen fortlassen, schreiben diese beiden Teile unter- 
einander und verbinden je zaei  untereinander stehende Indices mit 
einander und fügen diese Kombinationen dann der ersten der obigen 
zwei Zeilen (R,) hinzu. Sodann fiihren wir in der Reihe I I  eine 
cyklische Vertauschung aller Elemente aus* und verbinden dann wieder 
die unter einander stehenden Indices von 1 und I I  mit einander und 
fiigen diese Kombinalionen dann der Reihe R, hinzu. Alsdann fügen wir 
zu allen diesen Kombinationen zu je zwei Elementen in den Reihen 
R, und B, noch den dern System A noch nicht angehorenden 
(fi + l)trri Xolonnen-Index hinzii, so dass wir alsdann lauter Kom- 
binationen zu je drei haben; auch wenn wir hierzu noch die in der 
betreffenden Reihe des Systems A schon vorkommende Kombination 
zu drei Elementen rechnen, so haben wir in keiner der Reihen ein 
Paar von Komhinationen, das in mehr als einem Index übereinstimmt, 
und ferner haben die Ileihen R, und R, keine Kombination gemein. 
Piigen wir diesen Kombinationen von Kolonnen-Indices dann die 
Zeilenkornbinatioiien der Reihen R, und R, des Systems A bei, so 
erhalten wir offenbar nach Hinziiziehung der Determinanten A wieder 
ein unabhangiges unvollstiindiges Systein B und zwar enthiilt dies, 
wenn n gerade ist, n und wenn a ungerade ist, rn - 1 Determinanten 
mchr als A; es enthalt B also jedenfalls p' Determinanten, wie ver- 
lan@ war. Von diesem S y s t ~ ~ e  71 k6nnen wir nun durch Hinziinahme 
eines weiteren Kolonnen-Index ein neues unabhangiges unvollstandiges 
System C von den Konstanten 

in genau analoger Weise herleiten, inrlem a i r  statt der h i h e n  R, und 
R, zwei andere R3 und R, neh~nen und dies geht offenbar BO weiter, 

* Dicsc cyklische Verta~ischun~ wird fiir n< 9 zwar illusorisch , doch lieferii 
in diesen Fiillen die iibrigen Operationen schon--die erforderliühe Anzahl neuer 
Determinanten. 
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bis alle R,eihen von A verbraucht sind. nieser Pal1 wird eintreten, 

wenn zum Systeme A hareits [; ( y ) ]  neue Kolonnen-Indices hinru- 

gefügt sind, wo durch die eckige Klammer angedeutet .werden soll, 

(s) EU nehmen ist. Die dass die niichst kleinere ganze Zahl zu 

Anzahl dieser so neu liinzugetreterien Kolonnen-Indices ist aber, 
wie man leicht sieht, > m fiir 9th 2 5. Wir wiihlen nuil irgend .m 
dieser neuen Koloiinen-Indices sus- und schreiben die m Indices 

von A darunter, bilden sodann alle ( y )  Xombinationen dieser neuen 
\ ,  

nt Indices zu je drei und verbinden jede dieser Kombinationen 
von Kolounen-Indices mit der Kombination der darunter stehenden 
alten Indices und sehen letztere als Zoilen-Kombinationen an;  wir er- 

halten so ( y )  neue Determinanten, welche wir dem zuletzt erhaltenen 
. . 

unabhiingigen unvollstiindigen System anfügen kiinnen, ohne dass dessen 
Uiiabliangigkeit oder Unvollsthiigkeit dadurch aaufgehoben wird. Hier- 
bei erhiilt dann jede Reihe offenbar eine Determinante hinzu; nehmen 
wir nuri wieder eineri Kolonnen-Index hinzu, so konnen wir mit 
diesem in Bezug auf die jetzt erst neu hinzugetretenen Determinanten 
des letzt erhaltenen Systems dieselben Operationen vornehmen wie 
beirn Übergange vorn Sgstem A zu R und so geht dies offenbar 
irrimer fort. 

Für  m = 5 lisst sich im wesentlichen dieselbe Methode anwendeli. 
Alsdann ist p'= p + 3 und diese drei Determinanten, welche das 

System H hier mehr als A enthdten muss, ergeben sich in folg~nder 
TQeise : 

Wihrend A das System: 

ist, treten für B hierzu noch die Determinanten: 
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etwa hinau und im übrigen geht es dann so weiter, wie oben. Damit 
haben wir jedenfalls folgendes Resultat gewonnen: 

m 
Wenn r  > 3  und > r  + 2 sind, so giebt es stets mindestens 

72 -- 

ein unabhiingiges unvollstindiges System von 

p - (nz - r + l ) ( n  - r  +1 )  
Determinanten. 

Es  bleiben jctzt noch die Fiille, wo von den Grossen fn oder f i  

wenigstens eine = r  - oder r  + 1 (r - > 3 )  ist und schliesslich der Fa11 
r - 2. 

Es sei m < n. Wir haben zunachst den Fa11 
m = r  

zu betrachten; ist auch lz = r ,  so haben wir den trivialen Fa11 einer 
Determinante, welche für sich natürlich stets ein unabhiingiges voll- 
standiges Systern bildet. 

Der Fsll  lz = r  -1 1 ,  p = 2 liefert natürlich auch nur unabhangigc 
vollstandige Systeme von zwei Determinanten, i n  Palle n = 7 + 2  giebt 
es jedoch für r  > 3 ein unabhiingiges vollstiindiges System v o n p  = 3 
Determinanten, niimlich folgendes: 

11,2.  . Y ;  1 , 2  . . .  r - 2 ,  Y-1, r i  

1 1 , 2 . . , v ;  1 , 2  . . .  r - 2 ,  r + l ,  r + 2 1  

11,2 . . .  r ;  1,2 . . . r - 4 , r - 1 ,  r , r + l , r + 2 ,  

dagegen ist für r  = 3, m = 3 ,  n = 5 jedes unabhiingige System von 
drei Determinanten vollstindig. In den drei Determinanten des 
Systems 1) kommen offenbar 3 r  Kombinationen der r + 2  Kolonnen 
zu je r-  1  vor und zwar sind alle verschieden, es kommen also 
noch nicht vor 

C f : ) - - 3 r =  ( r t  1 . 2 . 3  z)(r-tl)r - 3r,  

cin Ausdriick, der, wenn r > 3 ist, > 1  k t .  Wir konnen also jedenfalls 
noch eine in 1) noch riicht vorkommeride Kombination von r - 1 
Kolonnen-Indices ausmiihlen; fügen wir zu diesen dann einen (r + 3)t"" 
neuen Index hinzu und bilden mit dieser Kolonnen- und Zeilen- 
Kombination von 1) eine Determinantc, so bildet diese mit den drei 
Ueterminanten von 1 )  ein unabhangiges unvollstandiges System von 
p = 4 Determinanten. Dies Verfahren Iisst sich offenbar fortsetzen und 
wir haben somit das Resultat gewonnen: F ü r  m = r ,  n > -- r  + 2, r > 3  
giebt es stets unabhingige unvollstindige Systemc von 

p = = ( m - r + l ) ( n . - r + l )  
Determinanten. 
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Wghrend wir für r = 3 ,  m = 3,  lz = 5 bei p = 3 Determinanten 
noch kein unabhiingiges unvollst%ndiges System haben, so tritt dies 
jedoch schon bei r = 3, m = 3, n = 6, p = 4 ein, es ist narnlich 
das System: 

/ 1 , 2 , 3 ;  1 , 2 , 3 1 ;  1 1 , 2 , 3 ;  1 , 4 , 5 /  

2) 1 1 , 2 , 3 ;  2 ,4 ,61 ;  1 1 , 2 , 3 ;  3 ,5 ,61 .  

111 diesern System kommen zwiilf Kornbinationen von je zmei 
Kolonnen-Indices vor, es fehleri also noch drei, namlich hier: 

Wiahlen wir eine von diesen aus und fügen zu ihr einen siebenten 
IColonnen - Index hinzu, so erhalten wir durch Hinzufügung einer 
solchen Determinante zu dem System 2) eiii unabhingiges uuvoll- 
stiindiges System von p = 5 Determinanten und dies geht offenbar so 
fort. Wir  haben damit das Resultat gewonnen: Für  

~xis t ier t  stets ein unabhangiges unvollstiindiges System von p Deter- 
minariten. 

1st niin ferner m = r + 1 und zuniichst m = n, so ist p = 4 
Wir  kiinneri nun die r + 1 Zeileri- wie Kolorinen-Indices zu je r + 1 
verschiedenen Kombinationen von je r vereinigen; bilden wir nun aus 
deri übereinstinimeride~i Kombiuationen von Zeilen- und Koloniieri- 
Indices Determinanten, so erhalten wir offenbar eiii unabhiingiges un- 
vollstXndiges System und zwar ist die Anzahl der Ueterminanten des- 
sclben = r + 1, also, wenn r 3 3 ist, > p. Man sieht sofort, dass 
wir jetzt, um auch für gr6ss&e n'ertePvon n uimbhiingige unvoll- 
standige Systeme von 11 Determinanten zu erhalten, diese aus dem 
eben erhaltenen successive in genau analoger Weise, wie obcn schon 
mehrfach aiiseinandergesetzt, erhalten konnen und haben damit das 
Resultat: Für  

giebt es stets eiil uiiabhiingiges unvollstiindiges Systern von p Deter- 
minanten. 

Zusammenfassend haben wir also das Resultat gewonnen: 
Für  r > - 3 existiert stets ein unabhingiges unvollstiindiges System 

von p Determinanten, ausgenommcn den trivialen Fa11 nb = n = r, 
sowie die Falle m = r, lz = r + 1, und den vereinzelten Fall m = r = 3, 
n = 5. 

0 6. 

In  allen diesen Fd lcn  haben wir Gewicht darauf gelegt, &ne 
Methode anzugeben, welche zur Bildung unvollstandiger unabhingiger 
Systeme von p Determiiianten ohne jede Gruppe (nach der Terminologie 
des 1)  führt. Es giebt niiniliçh auch unabhingige 8ysteme v o n p  Deter- 
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minariten, welche eine ein- d e r  mehrmalige Anwendung der Operation G 
gestatteri, uhne jedo& dabei vollstiridig zu sein. Dies mag bei- 
spielsweise an dem Falle 

m = 4 ,  + $ = ô ,  1 - 3 ,  p = 8  
erlautert werden. 

Walirend das System: 

1 1 , 2 , 3 ;  1 , 2 , 3 ,  i 1 , 2 , 3 ;  4 , 5 , 6 1  

j 1 , 2 , 4 ;  1 , 2 , 4 ,  1 1 , 2 , 4 ;  3 , 5 , 6 i  

1 , 3 , 4 ;  1 , 3 , 4 1 ,  ) 1 , 3 , 4 ;  2 , 5 , 6  

: 2 , 3 , 4 ;  2 , 3 , 4 ) ,  2 , 3 , 4 ;  1 , 5 , 6 1  

die Anwendung der Operation G gar nicht gestattet, ist eine ein- 
malige Anwendung dieser Operation dagegen moglich bei dem System: 

( 1) 2) 3; 1) 2 ,  3 , 11) 2 , 3 ;  1) 2, 5 ;  

11,294;  1 , 2 , 4 l )  11,274; 3 ,5761 
1 4  3 4  1 , 3 , 4 ;  2 , 5 , 6 ~  
; 2 , 3 , 4 ;  2 , 3 , 4 ( ,  ; 2 , 3 , 4 ;  1 , 5 , 6 !  

einc zweimalige Anwendung der Operation G würde ermoglicht, wenn 
die zweite Reihe des eben angegebenen Systems ersetzt würde durch: 

11 ,214;  1 , 2 , 4  1 ,  1 1 , 2 , 4 ;  1, 2, 6 l 
uiid eine dreimalige, wenn ausserdem die dritte Reihe durch: 

1 1 , 3 , 4 ;  3 , 4 , 5 l ,  / 1 , 3 , 4 ;  3 , 4 , 6 i  
ersetzt würde. 

Das System: 

1 1 , 2 , 3 ;  1 , 2 , 3 1 ,  / 1 , 2 , 3 ;  1 , 2 , 4 ! ,  / 1 , 2 , 3 ;  1 , 5 , 6 1  

j 1 , 2 , 4 ;  1 , 2 , 3 1 ,  1 1 , 2 , 4 ;  1 , 2 , 4 1 ,  1 1 , 2 , 4 ;  2 , 5 , 6 '  
1 1 , 3 , 4 ;  3 , 5 , 6 '  

2 7  3 , 4 ;  4,5,6 1 
lasst sogar eine viermalige Anwendung der Operation G in Bezug auf 
die ursprünglichen Determinenten und sodann noch eine zaeimalige 
auf die bei-eits derivierten zu, so dass man im ganzen 20 Deter- 
minanten erhilt, ohne dass das System vollstindig ist. 

8 6. 

Nunmehr wenden wir uns dem in 5 4 noch unbehandelt ge- 
bliebenen Palle r = 2 zu und machen zu diesem Zweckc: zunachst 

folgende Torbemerkung: Die ( y )  Kornbinationen von 2 t  Elementen zu 

je ewei lassen sich stets in 2 t  - 1 Gruppen einteilen, so dass jede 
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Gruppe von t Kombinationen jedes Element e h - ,  aber auch nur ein- 
mal enthiilt.* 

Wir nehmen zuniichst an, m und n seien gerade, also etwa 

Alsdann denken wir uns die m Zeilen-Indices wie die PZ Kdonnen- 
Indices in dem Sinne der eben angegebenen Vorbemerkung angeordnet 
und verbinden dann je eino solche Gruppe von Kombinationen der 
Zeilen-Indices mit je einer von Kombinationen der Kolonnen-Indices, 
wodurch also jcdesmal pv Determinanten entstehen. Da dies für alle 
2 p - 1 Gruppen (m < n) gemacht werden kann, so erhalten wir auf 
diese Weise ein offpibar unabhangiges unvollstiindiges System (D) 
von Determinanten, deren Anzahl 

= ,uv(2p - l), also > ( 2 p  - 1) (2v  - l), 

d. h. > p ist, wenn p > 2, m > 4 ist. Dabei bleiben danil von den 
2 v - 1 Gruppen, in die die Kombinationen der Kolonnen- Indices 
eingeteilt sind, noch 2 v  - 2p, jede 11 Kombination enthaltend, übrig 
Damit ist gezeigt, dass für gerade Werte van nz und n(m, n > 4) 
jedenfalls stets ein unabhangiges unvollstiindiges System von p Deter- 
minanten existicrt; ja es ist hieraus woiter sofort zu sehen, dass die8 
auch noch für andere Fiille gilt. 

Die Anzahl pv(2p -1) von Determinanten unseres Systems ist 
niindich für p 2 - 3 auch noch grosser als die zu den Werten: 

gehorigen Werte von p ,  deren grosster 4 p v  k t ,  so dass damit 
für alle geraden und ungeraden Werte von m, n > G die Frage er- 
ledigt k t .  

Eiernaeh haben mir jetzt nur noeh die Ii'alle m = 2, 3, 5 zu unter- 
suchen; in allen anderen Fiillen existierte für r = 2 ein unabhangigeü 
unvollstiindiges System von p Determinanten. Für m = 5 k6nnen wir 
die zehn Kombinationen der fünf Zeilen-Indices zu je zwei so zu 
Paaren anordnen, dass in keinern Paare ein Index zweimal vorkornmt, 
etwa in der Weise: 

* Eine eiiifache Losung diesar Aiifgahe findet sich bei L u c a s ,  Ré<:rr'ations 
mathématiques, tome II, 1896, p. 177 .  
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Nehmen wir niin zunachst f i  als gerade, etwa = 2 v  an, so 

k6nnen wir naoh der oben gemachten Vorbemerkung die (e)  Kom- 

binationen der Kolonnen-Indices in 2 v  - 1 Cruppen von je v ordnen, 
so zwar, dass in jeder Gruppe jeder Index gerade einmal vorkommt. 
Alsdann kihnen wir die in  3) in je einer Reihe stehenden Zeilen- 
Konibinationen verbinden mit ailen Kolonnen-Kornbinationen je einer 
solchen Gruppe, wodurch wir jedesmal 2v Determinanten, im ganzen 
also deren 10v erhalten und zwar ist dies stets moglich, wenn 

2 v - 1 > 5 ,  - ~ + z i z > G  
kt.  So erhalt man offenbar ein unvollstiindiges unabhiingiges System; 
die Anzahl der Determinanten desselben ist = .5n, also > p, da 

p = 4(2v - 1), 
ja diese dnzahl ist auch noch grtisser als der zu 

gehorige Wert von p,  nimlich 8 v ,  so dass damit auch für die un- 
gcraden Werte von n, welche > 7 sind, die Prage erledigt ist. Pür  
den noch übrig bleibenden Pal1 m = n = '5, p = 16 erhiilt man ein 
unabhiingiges unrollstiindiges Systcm von sogar 20 Determinanten, 
wenn man oben in 3) aus den Kombinationen je einer Reihe vier 
Determinanten bildet, indem man jede der beiden Kombinationen zwei- 
mal eur Zeilen- und zweiriial zur Kolonnenkombination nirnrnt. 

Für m - 2 giebt es, mie man sofort sieht, kein unabhiingiges 
unvollstindiges System von p Determinanten, ebensowenig für m = n = 3, 
dagegen ist fiir nz = 3, n = 4, p = 6 das System: 

1 1 2  1 , 2 ;  3,41 
1 ,  3; 1, 3 ;  ) 1, 3; 2 ,41  
12,3;  1 ,41 ;  1 2 , 3 ;  2 , 3  

unabhangig und unvollstandig. 
Die Falle m = 3, n > 4 nehmen nun eine Sonderstellung ein, 

insofern als hier zwar auch noch überall uriabhangige unvollstindige 
Systeme von JI Determinanten existieren, jedoch nicht mehr, wie dies 
sonst stets der Bal1 war, soIche ohne jede Gruppe, sonderri nur solche 
mit Gruppen. Wir nchmen zuniichst an: m = 3, n = 2v. Alsdann 

konnen wir die Kombinationen der n Kolonnen-Indices zu je zwei (3 
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in 2 v  - 1 Gruppen teilen, so dass in jeder Gruppe jeder Index gerade 
einmal vorkommt. Verbinden wir nun jede der drei Kombinationen 
der drei Zeilen mit je einer dieser Gruppen, so erhalten wir 3v Deter- 
minanten, welche oEenbar ein unabhiingiges unvollst%ndiges Sÿstem 
bilden und zwar ohne jede Gruppe, jedoch ist die Zahl 3 v  < p ,  welches 
den Wert  2 (2 v - 1) hat, ausser für den schon besprochenen Fa11 v = 2, 
n = 4. Wir  erhaltcn datier für wa = 3, VL > 5 kein unabhangiges un- 
vollstiindiges Systern von p Determinanten ohne Gruppen, dagegen wohl 
solche mit Gruppen, und zwar ergiebt sich für m = 3, n = 5, p = 8 
ein solches, indem wir in dem oben fiir = 3, n = 4 angegebenen 
Systerue von 6 Determinanten zu den beiden ersten Reihen die Kom- 
bination 1, 5 etwa hinzufügen. Tritt dann noch eine sechste Kolonne 
hinzu, so geht dies offenbar in derselben Weise so fort. 

Man sieht somit, dass, abgesehen won den wenigen angegebenen 
Failen, nsmlich: 

der Schluss, dass ein unabhiingiges System von p Determinanten 
auch vollstiindig ist, nicht berechtigt ist, vielmehr in jedem einzelneri 
Falle eine diesbezügliche Untersuchung stattfinden muss. 
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Die Transformation und Auflosung der Gleichung 

fünften Grades in elementarer Darstellung. 

Von 

Dr. W. HEYMANN 
in Chemnitz. 

1. Einleitende Bemerkungen. 

Die Auflosung der Gleichungen fünften Grades ist durch das 
verointe Vordringen der hervorragendsten Forscher seit Mitte dieses 
Jahrhundcrts derartig gefordert und zu einem gewissen Abschluss 
gebracht worden, daas es beinahe gewagt erscheint, wenn dieser 
Gegenstand nochmals einer Bearbeitung uriterzogen wird. Aber es ist 
wohl nicht zu vcrkennen, dass die moderne Auflosung der Gleichung 
fünften Grades zur Zeit nur als gelegentliche, wenn auch tiefgehende 
Anwendung hohcrcr Prinzipien erscheint, und das ist in der t r a n s -  
zenden ten  Natur jener Losung historisch wie sachlich wohl be- 
grüiidct. Die von J a c o b  i überlieferten Xodulargleichungen sechsten 
Grades der elliptischen Punktionen wurden für H e r m i t e ,  K r  o n e  cke  r 
und B r i  ose  h i  einerseits, die von S c h w  e r z  und K l e i n  konstruierte 
Ikosaedergleichung für G o r d a n  und K l e i n  anderseits die Quelle, aus 
welcher spgterhin dl' die bcmerkenswerten Resultate geschopft worden 
sind, welche eine ,,Konstruktion" jener lange gesuchten Losung er- 
moglicht haben. Das sol1 heissen: Die Elemente, welche die Losung 
zusammensetzen, wie z. B. das Ikosaeder, sind nicht aus der Gleichung 
füiiften Grades selbst gewonnen worden; man hat vielmehr diese 
Hilfsmittel an die Spitze gestellt, aber ihr Urspning liegt auf anderem 
Gebiet. 

Es  dürfte daher wohl berechtigt sein, einer T r a n s f o r m a t i o n s -  
thcor ie  nachzugchen, welche aus sich selbst heraus alles erschlicsst, 
was zur Losung einer Gleichung fünften Grades notig k t ,  welche 
dnbei nur mit der Gleichung selbst operiert und nach keiner Seite 
hin spezifische Voraussetzungen macht, beziehentlich fertige Resultate 
von irgend welcher Seite übernirnmt, abgesehen natürlich von einer 
Transzendenten, wie die elliptische oder hypergeoinetrische Funktion, 
ohm welche die Algebra hier eine definitive L6su1ig bewiesener- 
massen nicht zu geben verrnag. 

Zeitachrift f. Mathematik u. Phpik. 48 Jahrg 1897 2 Heft 6 
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Eine solche Theorie soll nun folgen; sie wird der Adage  nach 
durchaus e lcmen  t a r  ausfallen. Wir  werden zeigen, dass eine be- 
liebige Gleichung fünften Grades auf die spezielle Resolvente 

h q 6 -  10q2+ 157 - 6 = O 

zurückgeführt werden kann, welche fortan q -Il e s o lv  e n t e heissen 
soll, und welche tliatsiichlich in unserer Darstellung eine wesentliche 
Rolle spielt. Auf die besonderen Vorzüge, welche gerade diese Be- 
solvente besitzt, konnen wir erst in den betreffenden Abschnitten ein- 
gehen, sie zeigen sich aber dort ganz evident. 

Die hier auftretenden Pragen haben wir bereits i n  einer früheren 
Arbeit* berührt, aber die dortigen Entwickelungen bewegen sich 
infolge Anlehnung an die C ordan-Kle insche  Theorie zum Teil in 
anderer Richtung und erscheinen dementsprechend nicht durchweg 
selbstandig. - Diese Selbsfiindigkeit ist dagegen in der vorliegendm 
Abhandlung vollkommen gewahrt ; ohne Voreingenommenheit dürfte 
man sie leicht erkennen. Inzwischen mochte Verfasser ausdrüeklich 
hervorheben, dass er nur auf Grund seiner cisten Arbeit und somit 
insbesondere durch das Studium der einschliigigen Arbeiten von G ordan 
und K l e i n  zu der ncuen Darstcllung gelmgt ist. 

Manche Resultate der Ikosaedertheorie erscheinen nun geradezu 
,,arithmetisiertCL; die elementare Algebra ist wieder in  ihr Recht ein- 
gesetzt. Daher wird sich die Arbeit vielleicht nicht allerorts Freunde 
erwerben. - Aber es steht ja nichts im Wege, unserer Darstellung 
sogleich die Theorie des Ikosaeders respektive der Modulfunktionen 
anzuschliwsen. Durch eine solche Behandlung wird die Gleichung 
fünften Grades aus ihrer Sonderstellung herausgehoben und direkt 
nehen ihre Schwestern, die Gleichungen niederen Grades gestellt. 
Auch bei diesen wird bei einer ersten Inangriffnahrne der Aufgabe 
die L6sung direkt a m  der Glcichung abgeleitet, erst dann folgt einc 
Diskussion, und diese Behandlungsweise liisst sich didaktisch nur zu 
gut rechtfertigen. 

Aber auch sonst hat die erwahnte Arithmetisierung, welche im 
allgemeinen keineswegs überschiitzt werden soll, gerade für die Gleich- 
ung fünften Grades und verwandte Probleme Berechtigung, denn mail 
muss unhedingt verlangen, dass alle Keime der LBsung in einer 
solch fundamentalen Aufgabe selbst enthalten sind. Die Fruchtbarkeit- 
dieses Prinzipes eeigt sich dann unter anderem auch darin, dass 
unsere 7-liesolventen in allen Graden 2% + 1; n = 2, 3, . . . auftreten 
und zu einer bemerkenswerten Transformation verwandter Gleichungen 
Ankss geben, wiihrend die entsprechenden geometrischen Hilfsmittel 

.- 
* Zeit~chrift  für Mathematik und Physik, 39. Jahrgang: ,,CTber die Aiif- 

losung der Gleichungen vom finften G r a k L L  - Diese Arbeit werde in der Fdge  
kurz durch (A) zitiert. 
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vom siebenten Grade ab versagen. Durch diese einleitenden Bcmer- 
kungen dürften die nun folgenden weiteren Ausführungen vielleicht 
liinreichcnd motiviert sein. 

2. Dic allgomeino Gleichung. 

Die Aufl&sung der Gleichung fünft'en Grades 

zerfillt in zwei  wesentlich getrennte Teile. Der eine besteht in der 
Transformation der allgemeinen Gleichung in speziellere, welche mog- 
lichst wenig Parameter enthalten. Der Vorgang ist hier ein rein 
a l g e b r a i s c h e r ;  er führt zu Gleichungen mit nur e i n e m  absoluten 
Parameter, welche R e s o l v  en  t en  genannt werden. Der zweite Teil 
hat alsdann die Auflosung dieser Resolventen in Angriff zu nehmen, 
und dieses kann nur durch t r a n  sz e n d e n  t e Prozesse geschehen; es 
müssen hypergeometrische Reihen oder elliptische Modulfunktioneri 
herbeigezogen werden. 

Eine erste und tiefgehende Transformation der Gleichung 1) be- 
steht in der Heduktion auf die Form 

2) y5+ 5.y" 5 b y  + c  = 0 ,  

welche H a u p  t g l e i c h u n  g genannt wird. In jener lteduktion liegt 
etwas Unbestimmtes, tlenn man kann eine unbegrenzte Anzahl von 
Ts  chir n h  a u  s -Transformationen angeben, die solches leisten. Die 
Reseitigiing des Koeffieienten von y3 führt zu einer quadratischen 
Gleichung, und diese belastet nun die weitere Rechniing mit einer 
Quadratwurzel (,,acccssorisohe Irrationalit5t((), wclche je nach der 
Transformation verschieden ausFillt, k e i n e  sf  al1 s aber ganz vermieden 
werden kann (vergl. A. 14 und 15). 

Wir verfolgen diesen merkwürdigen Umstand hier nicht aeiter,  
weil sich unsere Bctrachtungcn nur auf die Hauptgleichung 2) be- 
ziehen sollen, die wir von jetzt ab als gegeben voraussetzen. 

3. Die Rc~lolventen der 7.  
Die Hauptgleichung selbst giebt Anlass zur Bildung einer Re- 

solvente mit nur  e i n c m  Parameter. W i r  fragen: XTie müssen die 
Koeffizienten der Gleichung 2) beschaffen sein, wenn ihre Form durch 
die noch mi motivierende Substitution 

y s = y + s  
nicht geandert werden soli? Die neue Gleichung in B lautet: 

( 1 + 5 a + 5 b + ~ ) 8 ~ - 5 ( 3 a + 4 b +  c ) s 4 + 5 ( 3 a + 6 b + 2 c ) z 3  
- 5 ( a  + 46 + 2 c > z e  + 5 ( b  + c ) ~  - c  

und setzen wir: 
0 6 * 
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3 a + 6 b + 2 e = O  i' 
so ergiebt sich 1 1 

a =-C,  6 - -c 
3 2 ' 

weshalb die Gleichungen f i r  y und fi übergehen in 

- 6c-' y5 - 10y2+ 1 5 ~  - 6 = O 
(1 + Gc-')x5 - 10fiz+ 1 5 ~  - 6 = O 

Nun mage von jetzt ab die Bezeichnung: 
1 

gewiihlt werden, dann entsteht: 

3) 
a )  h,qi5-10q12+15q1-6 = O ,  

5 -  10qr4 +- 15qa - 6 = 0. 

Diese in der Form übereinstimmenden Gleichungen nennen wir 
die , ,Res o l v e n  t en  d e r  q." Sie sind durch die Substitution: 

4) 711112= V I +  172 

aneinander geknüpft', und ihre Parameter genügen der Bedingung: 

5)  h, + h,= 1, 
weshalb der eine das ,, Ko m p l e m e n  t" des anderen genannt werde. 

E s  ist gelegentlich vorteilhaft die 17 durch ihre r e z ip  r O k e n  
Werte zu ersetzen. Für  q i  = gr1 entstehen die , ,Reso lven ten  d e r  CL', 
niimlich: 

6) hi= 10s: - l?1S4+ 6Si5, (i = 1, 2) 
wobei chfach 

7, t + L = l -  
Remerkenswert ist die Beziehung: 

8) 
dhi -- - 30SS(1- 
d t  

durch das vollstandige Quadrat auf der rechten Seite. Diese Eigen- 
schaft, welche auch bei der bekannten Resolvente von B r i o s c h i  statt- 
findet, weist darauf hin, dass unsere Rmolventen der und t durch 
das Verschwiriden der Invariante ,,Bi( charakterisieït sirid. Mail kann 
deshalh die Resolvente des 5, in der konzisen Form: 

C 

9) h, = 3o.jk (1 - il)12dbl 
O 

geben und iibersieht hierdurch die Transformation mittelst 

L-1- t 
in die Resolvente der g2 auf sehr bequeme Weise. - Es würde sich 
jetzt auch Gelegenheit bieten, von einer Gattung Gleichungen zu 
sprechen, welche 9) als speziellen Bal1 in sich fasst; man brauchte 
nur an Stelle des Quadrats im Integral eine fite Potenz zu setzen. 
Wir  verschieben dieses jedoch bis an den Schluss unserer Darlegungen. - 
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4. Sirnultane Resolventen der q. 

Enter simultanen Resolventen der q verstehen a i r  solche r a t  i O - 
nale Gleichungen, welche 7, und r ] ,  gleichzeitig enthalten. Der ein- 
fachste Fa11 hierfür ist die Beziehung: 

4, % r ] ~  = 7 i +  72, 
und diese giebt nun in Verbindung mit den Origiiialresolventen 3 a ,  P )  
eine unbegrenzte Anzahl von Gleichungen, welche eben die q g0- 
mischt enthalten. Im allgemeinen Esst  sich eine beliebige rationale 
Funktion CD der beiden 77 in die E'orm: 

bringen, worin das Glied mit viqz zufolge 4) nicht vorkommt. Ilenil 
führt man sowohl in das gegebene als auch in die rechte Seite von 10) 
den Wert von r ] ,  aus 4) ein, schafft die Nenner fort und bringt alle 
Glieder auf eine Seite, so entsteht eine ganze Funktion des qi, welche 
identisch verschwinden muss. Aber diese Funktion lisst  sich mittelst 
der Resolvente 3cr) successive auf den vierten Grad herabdrücken und 
kann also durch die fünf Konstanten A bis F, welche nur l i n e a r  
auftreten, thats%hlich m m  Verschwinden gebracht aerden. So die 
Methode im . allgemeinen; im speziellen kammt man meist leichter 
m m  Ziele, mie sogleich zu zeigen sein a i rd .  

Wir  betrachten einen Augcnblick die lineare Verbindung: 

in welcher g und q disponible Konstanten sein m6gen. Jener Ausdruck 
genügt, weil das oine q von1 anderen e i n d c u t i g  abhangt, einer 
Gleichung fünften Grades, deren Koeffizienten mit d r  e i Pararnetern, 
niimlich p ,  q und h,,  respektive h, ausgestattet sein werdcn. Aber 
diese Gleichung kommt mit einer H a u p t g l e i c h u n g  überein, denn es 
ist bei Summation von je fünf Wurzelpotenzen: 

z y =  O, Z y S  = O ,  
weil einzeln ,%,l1 = 0, Eqn = O, qi2 = O, E q n 2  = O 

und weil ausserdem mit Rücksicht auf 4): 

zr] ir]n = 0. 
Hierruit rechtfertigt sich insbesondere die Substitution 4); es ist 

ersichtlich, dass in selbiger eine additive Konstante zweckwidrig, 
faktorielle Konstanten aber überilüssig sein würden. 

Wenn wir die betreffende Hauptgleic,hung w i r k h h  bilden wollen, 
bedürfen wir noch der aus der fünften Potenz von y entspringenden 
q -Verbindungen: 

VI%, 715%!=, 9ia723, ~17zal 
was offenbar auf die Berechnung von t ier  gewissen simultanen q-Re- 
solventen hinaiisl%uft. Schreiben wir die Resolvente 3 ~ )  wie folgt: 
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die Gleichung 4) dagegen 
- = Tg-1 ,  
171 

miiltiplizieren sodann die entsprerhenden Seiten und beriiclisichtigen, 
dass qi2172 = 771 (71 -t 772) = 718 + 71 + Tz> 
so entsteht 

h,ri14ri% = 10% + v 2  - 6. 
Genau auf dieselbe Weise gewinnt man: 

h, qisr/r2 = vsZ + 3 q2 + 6, 
und die übrigen folgen durch Vertauschung von q, mit 7, und h, 
mit h,. Wir stellen nun die Resultate zusammen, wie wir sie im 
nachsten Abschnitt gebrauchen: 

Ausser diesen giebt es noch cine simultane Rcsolrente des fünftcn 
Grades, welche h o m o g e n  sowohl in den 7 ale in den h ist und sich 
durch ihre symmetrische Gcçtalt besondcrs auszcichnet. Wir  crhalten 
selbige, wenn wir in die Resolvente 31r) die Substitution 4 )  in der 
Form: 

,s 

einführen; es entsteht: 

und die auftretenden Binomialkoeffizienten lassen sofort erkennen, nach 
welcher Richtung hier eine Erweiterung moglich sein wird. 

5. K o n s t d t i o n  einer Hauptgleichung. 

Jene Hauptgleichung, welcher die Verbindung: 

genügt, kann so erhalteri merden, dass m m  letzteren Ausdruck in: 

2) y5+5ay2+5by+c=0 
einführt und die h k e  Seite mittelst der Itesolventen 12) auf die Form: 

Jf7iz+ N7z2 + $71 + Q 7 7 2  + R 
bringt. Da eine solche Verbindung der einer weiteren Reduktion 
nicht mehr unterliegt, so müssen die Koeffizienten Af bis R einzeln 
verschwinden. Es ergiebt sich aber uhne Mühe: 
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1 1 = 5 p "  2h2p3+ 2h,q3 + ahIli,), 

N - 5 y 2 (  2h,q3+ 2h,p3 -1 ah,h,), 

p= 5~ ( -3hp4+10h,p3q+ Ghlpp9 + h,qk +2ah,h,y+ bh,lz,), 

Q = 5 q  ( - 3 h , ~ ~ + l O h ~ p q ~ +  6h2p3q+ hzp4 -t2ahlh,p+bh17~,), 
R = 6  ( h2p5- 5h2p4q+10hàp3q2+10h1p243-5h1p44 + Wly5) 

+ ch1h2, 
und hieraus ersieht man folgendes: Die Klammergrossen des M und 
AT sind nicht verschieden und führen, gleich Null gesetzt, zur Be- 
stimmung von a. Triigt man dieses a in die Klammergrossen des Y 
und Q ein, so werden auch diese einander gleich und führen, gleich 
Null gesetzt, zur Bestimmung von b. Endlich ergiebt die Forderung 
R = O einen Ausdruck für c. Wir  gelangen somit zu f'olgenden Aus- 

1 
p31~i1(p-2p)-y3ks-1(2p-  y) 

1 
p 3 h ~ 1 ( p - 5 p q  +lOqe) + q3h,1(10p"5py + q2)=-% C, 

und mittelst derselben lasst sich die zu konstruierende Hauptgleichung 
(Hmptresolvente der y) ohne weiteres angeben. 

6. Reduktion der Hauptgleichung auf die Resolventen der 7 .  

Wir fragen jetzt, ob eirie beliebig vorgelegte Hauptgleichung 
auf eine 7-Kesolvente zurückgeführt werden kann, das heisst, ob sich 
die Transforlnationskoeffizier~ter~ p, q und der Resolventenpararneter h,, 
respektive lz, durch die Koeffizienten a ,  b, c ausdrücken lassen. Dieses 
ist in der That rn6glich7 und man hedarf hierzu riur eirier quadra- 
tischen Gleichung, deren Quadratwurzel unter allen Vmatanden dieselbe 
wird, also n i c h t  der Çnbestirrimtheit unterliegt, welche wir in Ab- 
schnitt 2 erwiihnten. 

Um nun die in Aussicht genommene Berechnung durchzuführen, 
wende man sich an das Gleichurigssystern 14) und bestimme aus den 
ersten beiden Gleichungen: 

Tragt man dieses in die dritte Gleichung ein und setzt zur Ab- 
kürzung: - 

16) P - y - V r ,  p + q = s ,  
so entsteht: 

17) 12ar + 6 b s  - c - 0. . 

Verbiridet man die Ausdrücke 15) mit der in Abschnitt 3 auf- 
gestellten Bedingungsgleichung: 
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5)  h l +  h 2 = = 1 ,  
und beriirksichtigt zugleicli die Reziehung 17), so gelangt man zu 
einer quadratischen Gleichung für r, niimlich: 

(a4+ abc - b3)(12r)2-  (2a3c + l l a 2 b 2 +  7ice)(12r) 

+ (ac - 8 7)"' = O. 

Endlich ergiebt sich a& 15) untcr stetcr Rcrücksichtigung dcr 
bereits aufgestellten Gleichungen : 

ein Ausdruck, der irn Vereine mit Gleichung 5) eine Berechnuug der 
Parameter h, und k,  vermittelt. 

Bemerken wir noch, dass die Gleic,hung für r auf eine Quadrat- 
wurzel fiihrt, dercn Radikand: 

20) A = 108 a5c - 135a47uZ + 90a26ce- 320ah3c + 2367)" &, 
abgesehen von eirierri riurrierischen Faktor, mit der D i s  k r  iniin ante  
der vorgelegten Hauptgleichung zusammenfallt, und dass also jene 
Quadratwurzel eirie r a t  i o u  a l  e Furiktion der Wurzeln genannter 
Gleichung 2) dnrstell t. 

7. Die Resolventen der 7 als Sonderfalle 

der Hauptgleichung. 

Wir haberi in Abscliriitt 3 die Koeffizienten e k e r  Hauptgleichung 
dahin spezialisiert, dass die q -nesolventen in einer gewissen Norrnal- 
form mit e ineni  ahsoluten Parameter erscheinen; wir fanden ohne 
Rücksicht auf die beiden Indices: 

7 ~ q ~ - I O ~ " 1 1 : ' > ~  - 6 = O .  

Setzen wir k g  = y, unter 1c -eine unbestimmto Zahl verstanden, 
so entsteht: 10k3?j2+ 151i4~- 61t5- 0, 

und vergleichen wir dios mit der Hauptgleichung: 

2) y5+ 5 q 2 +  5by + c = 0, 
so haben wir 

21) a = - 27cVr1, b - 3R4icr1, c = - 67cVb-'. 
Die Elimination von 16 ergiebt: 

22) 3nc - 4h" O ,  
und lctztere Bedingung ist es nun, welche die Hauptgleichung als 
11 - Resolverite charakterisiert. 

Rine ?l-R~solver~te besitit sonach zwci Parameter; letztere lasspii 
sich aber r a t  i o n a l  auf eirieri e i n z  i g e n  absoluten Par;irrieter 1~ re- 
duzieren. Selbig~r wird g~funden,  wenn man 7c aus irgend zwei dru 
Gleichungen 21) eliminiert, und es erglebt sich in cbereir is t i~irnui i~ 
mit 22): 
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1 6 b S  3 c 4  h ; -  =--- 

23) 
2 7 a 4  1 6 b 6  ' 

2 b  k = -  =-c 
3 a 2b' 

Die Unbestimmtheit, welche den 7-Resolventen solchergestalt an- 
haftet, a i r d  indessen vollig beseitigt, wenn man verlangt, dass die 
verbindmde Substitution die ausgesucht einfache Gestalt: 

4, 71 72 i 771 + 72 
annehmc; CS TVird dann k = 1. 

Mit Bezieliung auf die vorigen beiden Abschnitte kfinnen wir 
jetzt sagen: Jedc Hauptglcichung 2) kann durch die Substitution: 

24) Y = Yi + Y2 
in zwei andere gespalten werden, so zwar, dass die Koeffizienten der 
neueii Gleichungen fiir y, und y, die Bedingung 22) erfüllen und jene 
Gleichungen also auf die y-Resolventen hinauskommen. 

8. Eine quadratische Transformation 
der  Hauptgleichung. 

Zwei Hauptgleichungen mogen v e r w  a n  d t heissen, wenn ihre 
7-Resolventen ein und denselben absoluten Parameter h ,  r~spekt ive h, 
besitzen. Die Substitutionen, welche jene Hauptgleichungen in die 
betrcffenden r]-Resolventen iiberführen, sind nach dem früheren: 

11) Y =i?'li + q ' 1 2  und Y'=P''% + Clr'%, 
wobei 21, q riur von den Koeffizienten der einen, P', y' nur von jenen 
der aiideren H a ~ ~ t g l e i c h u n g  abhangen. L6st man die Substitutionen 
rückwarts nach 7, und 7, auf, so entsteht: 

I l  a) 77, = ?n y + mr y' und 72 = n y  + n'y', 
und dieses giebt in 

4) 771712 = rli + 772 
eingetragen eine gewisse quadratische Gleichung zwischen y und y', 
verrnoge welcher zwei verwandte Hauptgleichungen ineinander trans- 
formiert werden konnen. Die hier berührte quadratische Trans- 
formation ist nicht die allgemeiriste ihrer Art, aber wir kornmen mit 
ihr aus, wenn wir unserem Programme gemiiss nicht über Haupt- 
gleichungen hinausgehen. 

Aus den Liisiingen y und y' zweier verwandter Hauptgleichungen, 
welche indessen speziell sein korinen und riur einen Parameter zu ent- 
halten brauchen (Resolv~nten), I k s t  sich stets die LGsiing Y eiiier 
a l lgen ie inen  13auptgleichung zusammenselzeri und zwar rriittelst der 
Substitution: y= P y  4- QY', 
denn diese reduziert sich vernifige der Ausdrücke 11) auf 

Y P f v l  + Qf%, 
wobei Y, 0 respektive P r  Qr disponible Konstanten sind. 
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In  der Auswahl der die allgemeine Hauptgleichung konstituieren- 
den Eesolventen herrscht daher eine gewisse Willkür, und in der 
That, bei G o r d a n  und K l e i n  wird die Hauptgleichung aus zwei 
Resolventen zusa~nrriengesetzt, die aus den 7 - Resolventen vermittelst 

Y = 71 + 92 und Y' = ?I - 72 
hervorgehen. Jene Resolventen sind ebenda durch die Theorie des 
Ikosaeders und zugehorigen Oktaeders wohl motiviert (vergl. A. 6). 
Indessen kann vom Standpunkte einer blossen Transforrnationstheorie 
aus nicht bezweifelt werden, dass die 7-Resolventen die einfacheren 
Elemente sind. Denn letztere sind durch die e i n d e u  t i g e  und sym- 
metrische Substitution 4) aneinarider gelinüpft, wahrend die vorigen 
y, y '  oflenbar in dem Znsammenhange: 

y f a p  42j = O 
stehen. 

Unter den Hauptgleichungen giebt es gewisse spezielle, wie z. B. 
die B r i n g -  J e r r a r  dsehe Form, welche eine transzendente Auflijsuilg 
direkt zulassen; diese erscheinen jetzt vermoge der Transformation 
ebenfalls als Resolventen der allgemeinen Hauptgleichung. Inzwischen 
ist es aber nicht notig, auf die letztere zurückzugehen; a.n ihre Steiie 
setzen wir die 7-Resolventen, aus denen sie j a  zusammengesetzt wird. 
Unsere Aufgabe wird: Wie transformiert man die -Kesolventen in 
andere, welche eine transzendente Auflosung unmittelbar gestatten? - 
Den historischen Vorgiingen folgend skizzieren wir zuerst den Über 
gang zur B r i n g -  Je r ra rdschen  Form, obwohl die dann folgende 
Transformation in die I k o s a e d e r g l e i  c h u n g  zweckmiissiger ist und 
den wichtigeren Teil unserer Untersuchung ausmacht. 

9. Die Bring- Jerrardsche Form. 

Wir Iiaben es hier mit der speziellen Hauptgleichung zu thun, 
in welcher a = O und koiinen ohne Reeintrachtigung der Allgemeinheit 
ausserdem b = 1 wiihlen, dann verbleibt: 

Sol1 nun die Verbindung zwischen dimer Gloiehung und den 
71 -EtesolvenLen hergestellt werden, so ist zunachst das Gleichungs- 
system 14) zii beriicksichtigen. Die erste der betreffenden Gleichungen 
liefert : 

26) p=&&,  q = - p V & ,  
unter p einen Proportionalitiitsfaktor verstanden; die andercn beideil 
Gleichungen gehen damit über in: 

27) 
8 -  1 

p4(7h, + vib2) = 3 ,  

28) 
1 

p5 ((tilp - pl>) = 51 c. 
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Um sonach die 7- Resolventen mittelst der B r i n g -  Je r ra rdschen  
Form aufzul&en, bercchne man p aus 27) und c aus 28)) wobei die 
IL als gegeben gelten. Die q selbst folgen aus den Beziehungen 4) und 
Il), das heisst aus 

29) Y = P (71 Ph; -- ' I n  VI;) 

wnbei y j ede  der fiinf Losungen von 25) bedeutct, welche bekannt- 
lich in Gestalt von elliptischen Punktionen oder hypergeometrischen 
Reihcn vierter Ordnung erscheinen. Diese Art der Auflosung ist die 
alteste, aber nicht die zweckm%sigste. 

Da bereits gezeigt wurde, dass jede Gleichung fünften Grades in 
die q-Resolventen transformierbar ist, so haben wir hiermit auch eine 
successive Transformation der allgemeinen Gleichung in die t r i n o -  
mische F o r m  erreicht. E s  sei besonders hervorgehoben, dass die 
kubische Hilfsgleichung, welche niemals vermieden werden kanri, bei 
Verwendung von 7 -Resolventen die denkbar einfachste, eine b i  - 
nomische wird. 

Yan bemerke noch, dass von jener kubischen Gleichung nur die 
reelle Wurzel verwendet zu werden brsucht. Berücksichtigt man 
auch die beiden komplexen Wurzeln, so erlangt c drei verschiedene 
Werte, und man hat demgemass d r e i  B r i n g -  J e  r rardschc Bormen, 
welche natürlieh ,,verwandtC' sind. Dezeichnet man ihre entsprechenden 
Losmgen durch y, y '  und y", so besteht zwischen je zwei Losungen 
die in Abschnitt 8 auseinandergesetzte quadratische Transformation; 
alle drei Losungen dagegen erfüllen, wie leicht zu sehcn, die lineare 

wobei g, g '  und g" bestimmte von h, und h,, nicht aber von 17, und 17, 
abhangige Eonstanten bedeuteri. 

Was endlich die Vierdeutigkeit des p nach Gleichung 27) betrifft, 
so hiingt cliese damit zusammen, dass in der trinomischen Form 25) 
b = 1 gesetzt wurde, was eben die Adjunktion einer vierten Wureel 
bedingt. Lassen wir b frei veriinderlich bestehen, so konnen wir um- 
gekehrt y = 1 wiihlen, und dann kommt jene Irrationalitat zun%chst 
überhaupt nicht in Frage. 

10. Die Ikosaedergleichung. 

Unter den Hauptgleichungen fünften Grades 

2) y5+ 5ayZ+ 5by + c = O  
giebt es eine sehr einfache, welche sehon E u l e r  im neuntcn Teile 
der ,,neuen Kommentarien der St.  Petersburgischen Akademie der 
Wissenschaften", vom Jahre 1764 betrachtet hat;  es ist die Gleichung, 
welcher einfach: 
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Y = &Y1 - eZYz 
genügt,* und für welche sonach: 

31) 
6 a = - y l y z 2 ,  b=yI3y,,  c = - ( y I 6 - y , )  

wird. Die e bezeichnen irgend eine fünfte Wurzel der Einheit; in- 
dessen kommt für unseren Ansatz nur die relle Losung: 

3 2) Y = Y1 - Y2 

in Frage, und wir wollen daher weniger von der Eulerschen Gleich- 
ung sprechen, als vielmehr von einer gewissen Identitiit, welche die 
Gestalt einer IIauptgleichung Lesitzt. 

Erortern wir jetzt den Zusammenhang zwischen dieser Identitiit 
und den 7-Resolventen. E s  ist nicht zu erwarten, dass ein so trivialer 
Ansatz zu einer definitiven L6sung wie im vorigen Abschnitte führt, 
es tritt uns vielmehr ein Forrnenproblem der y,, y, entgegen, durch 
welchcs eine neuc und h6chst charakteristische Irrationalitiit definiert 
wird; wir gelangen zur I k o s a e d e r g l e i c h u n g .  

Bei den nun folgenden Ausführungen wolle man durchgangig die 
Resultate des Abschnittes 6 zu Grunde legen. Zunachst ist wegen 31): 

die einzige und wescntliche Bedingung unseres Spezialfallcs. Die 
Gleichung.18) liefert jetzt nur eine brauchbare Wurzel, nimlich 

34) r = + ~ 2 ~ ) '  : 1 2 6  
wobei 

35) f = ~ , Y ~ ( Y ~ ' O +  112/15~25- YI''), 

und sodann ergiebt sich nach 17): 

36) s = yly-  yl10 + 39y15yn5 + 26ynl0) : 6f :  
Nun ist noch der Ausdruck 19) zu bilden, und man fiildet iiach 

gehoriger Reduktion: 

37) 
1 1 a 3 f 6  h,l/,,= 

wobei 

38) H = - (?y1" + y2") + 228 (y,151/25 - ylhy2l5) - 4942/110y210. 

Zur Einzelhestimmung von hl und h2 hat man die Reziehnng: 

5 )  IL, -1 hâ = 1 

und ausserdem, mit Rïicksicht auf 37): 

* E u l e r  setzt eine Siiiume a n ;  wir hahen eine Ditfercnz gewahlt, weil wir 
(laniit genau auf die Ikosaedei-formen kommen, wie sic siçh bei G o r  d a n  und 
K l e i n  firiden. M i t  eirier Siiui~ue (y = y, + y,) gelangt riiau üu deri Auscirücken 
von S c h w a r z ,  die sich von clen erstgmmnnten bekanntliçh nur  g m z  iinwesentlich 
unterscheiden. 
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Aber die Quadratwurzel im Ziihler lasst sich ausziehcn und liefert: 

r = (y130 + + 5 2 2 ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~  - Y ~ ~ Y ~ ~ ~ )  
- 10005 (yle0y2'0 + y,10y22n)> 

sodass also: 
hl - h. - T 

39 a) a - -  24 fa1 /3 f  

Man kann dieses Resultat übrige~is auch direkt erhalten, wenn 
man suf die Ausdrücke 15) zurückgeht und selbige verrnoge 16) in r 
und s schreibt; sie lauten dann 

- - - 

9 ( s  f iq31/r h =--- - 7  
6a(s+3fr)-8b 

41) 
9 (s - i/.)3 Vl/r 

= + ;,(,y,) , 

und es wird ersichtlieh, dass der Parameter hl seinern Komplement h, 
k o n j u g i e r t  ist, das heisst, der Übergang rom einen zum anderen ist 
durch einen Vorzeichenwechsel der Irrationalitat vr bedingt. Tnfolge- 
desseu wird: 

42) k, - h, = x (6 
wobei x das r nur r a t i o n a l  enthiilt; jene Differenz muss daher, ab- 
gcsehen von vr durchaus rational in y,, y, und in der That führt die 
weitere Berechnung genau zum Ausdruck %a), sodass der nachtriig- 
liche Vergleich mit 39) die wichtige Identitiit: 

43) T L  1 2 3 f  5 - H 3  
abermals erschliesst. 

Hiermit haben wir die drei Pormen gemonnen, welche den be- 
kannten Forrnenkreis des Ikosaeders bilden, nimlich die e i g  en  t l i c  he  
Ikosaeder form f, deren Hessesche D e t e r m i n a n t e  H und die 
F u n k t i o n a l d e t e r r r i i n a r i t e  beider, die Form T. Dass die Formen H 
und T invariantentheoretisch auf die Grundform f ziiriickkommen, geht 
aus unserern elementaren Ansatz zunkhst  noch nicht hervor. Ziehen 
wir aber den Tlifferentialbegriff 'herbei und fragen nach der D i f fe r  e n t i a l -  
re solvente ,  das heisst nach jener linearen Differentialgleichung 
zweiter Ordnung, welche die y, und y, zu Fundamentalintegralen he- 
sitzt, so wird sich diese Angelegenheit von selbst erledigen. Vergleiché 
Abschnitt 15. Das Forrnenproblem, welches eben dort seinen definitiren 
Abschluss dndet, wird darin bestehen, die y, und y, aus 35) und 38) 
bei festgegebenen Werten von f und H zu berechnen oder, was den 
Eernpunkt ausmacht, das Verhdtnis der beiden y aus der sogenannten 
Iko s ae d e r g l e i c h u n g  37) bei vorgelegtem 73 respektive h, zu be- 
stinimen. - Bevor wir hierzu übergehen, erortern wir den Zusammen- 
hang zwischen der lkosaedergleichung und einigen wichtigen Resol- 
venten fünften Grades, insbesondere den 7-Resolventen. 
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Von Dr. W. HEPYANII. 95 

Die Ausdracke 48), welche von der nullten Dimension in den 
y sind, vermitteln dio vollstRndige Auflosiing der 7-Resolventen, sobald 
das Verhaltnis der y aus der Ikosaedergleichung: 

37) 1z3fh H"4h,h2, (hL+h2-1)  

berechnet ist. 
Weil nach 48): 

50) 
i a f  

V I +  7 1 2 =  111r/2= t Y - 3 f  

so konnen die q ,  und 7 ,  als Wurzeln der quadratischen Gleichung: 

51) (t2 - 3f) ' le  + 12fq - 12f = 0, 

und h,,  h, mit Rüeksicht auf 37) als Wurzeln von 

den sogenannten I k o s a e d  e r p  a r a m e  t e r  bezeichnet. Durch die letzten 
Gleichungcn ist der Zusemmenhang zwischen den q - Resolventen und 
der Ikosaedergleichung in sehr konziser Weise dargestellt. 

12. Die Resolvente von Brioschi. 

Wenn wir den Ausdruck für 7 ,  oder 7 ,  aus 48) in die betreffende 
7-Resolvente 3a)  oder 3B) eintragen, so mu* eine neue Resolvente 
ersçheinen, deren Lfisung durch 49) respektive 49a) gegeben ist. Wir  
erhalten in beiden Ti'iillen die B r i o  s e  hische N o r m a l f  O r m :  

54) t5 -10 f t3+-4F i f9 t  - T = 0 ,  
welche, in den y,, y, geschrieben, eine Identitat vorstellt und alu 
solehe eine Kontrolle liefert, dass das Vorzeichen der Quadratwurzeln 
in 39) und 45) richtig gewiihlt wurde. Die Gleichung 54) bildete in 
unserer früheren Arbeit (A. 1 und 10) den A ~ s g a n g s ~ u n k t ;  in der vor- 
liegenden TransIormationstheorie besitzt sie trotz ihrer Wichtigkeit 
nur sekundiire Bedeutung. 

Am bequemsten verfolgt man die Transformation an den ent- 
spreclienderi Integralformen (vergl. Abschnitt 3, Nr. 9), das heisst an: 

welche die Resolventen der reziproken q vorstellen. Setxt man: 
1 1 ti =%(1 - v), resp. Sz =$-(1 + v), 

so entsteht: O 0 

hl = - "fi1 16 - v 2 ] 2 d ~ ,  resp. hl = :;JI - V ' ] ~ ~ V ,  

1 -1 
oder: 
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321'- 1OvS + 152) - 8(1- 27b,) = O, 
respektive 

3v5  - 10vY $16 c - 8(2h, - 1) = 0. 

Nun ist aber mit Bezug auf 3923): 
.n 

1-Sh1=21z2-l= - 1- 
zafy1/37 ' 

folglich habcn a i r  in beiden E'iillen: 
1' 

3 v 5 -  iOv" 115v - 
a f Y v i f  = ' 7  

eine Gleichung, welche für t 
v = -  

l'Kif 

in die B r i o s  chische Resolverite ükergeht. - Die angefiihrten Integrale 
lassen eine schon in Abschnitt 3 erwiihnte Verallgemeineriing m .  

13. Die Resolventen von Gordan und Elein. 

Die behreff~nden Resolvent~n sind gewisse Hauptglcichungen, 
welche durch r = O und s = O charakterisiert werden; wir betrachten 
nur die erstgenannte, die am einfachsten und von fundamentaler Be- 
deuturig ist (vergl. ,4.6). Wenn r = O, so wird p = q, und also geht 
das System 14) über in: 

a = - 2 p S  (h, h,)- ', 
b = - 3p4(l+ h,)-l, 

c = - 3 627" (h, h,)- ', 
sodass folgende Gleichung vorliegt: 

h1h,y5 - 10p3y2 - 15$4y - 3Gp5= 0, 

geniigen muss. Tragt mail weiter aus 37): 

ein, wahlt: 

und schreibt W statt y, so eritsteht die gewünschte Itesolwnte: 

55) W 5  $- 4 0 f ' W W "  - 5f F T W +  H2 - O 
mit der Losmg: 

56)  

Ersetzt man noch f, H, t durch die buedrücke 35), 38), 49) 
und dividiert aus, so ergiebt sich die Form des ,,W ür fe l s" :  
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oder allgemeiner, durch die bereits beim Oktaeder benutzte Ver- 
tauschung, 

TtT, = - t 4 v y 1 8  + t 3 V  y i7ye  - 7 & e v y l û ~ z a  - 7 &vy16ye3 + 7 t4vy1%j25 
57a) [ 

- 7 s3Yy,2 y,G - & 2 v y I y 2 7  - &vyZB.  
Dieses ist neben dem Oktaeder die einfachste fü  n f w e r  t i g  e 

Form, welche aus den y zusammengesetzt werden kann. Zwischen 
den q und W besteht die Beziehung [vergl. 50)]: 

weshalb die g als Wurzeln der quadratischen Gleichung: 

59) H q 2 +  12f WV - 12f W = O 
angesehen werden konnen. 

Man bemerke auch, dass die Wesolvente 55), als spezielle Haupt- 
gleichuilg aufgefasst, durch die Bedingung: 

60) a c  - 8b2= O 
charakterisiert wird. Es ergiebt sich dieses sowohl aus den anfangs 
fiir a ,  b, c aufgeschriebenen Werten als auch aus der Forderung, dass 
die quadratische Gleichung 18) die Losung r = O besitzen soll. TVenn 
auch umgekehrt infolge der Bedingung 60) nur die Losung r = O in 
Betracht kommen soll, so darf die Quadratwurzel, auf welche die 
Gleichung 18) führt, nur mit dcm Minuszeichen versehen werden (vergl. 
Kle in  , ,Ikosaeder",  S. 194). 

Die Unterscheidung des Vorzeichens jouer Wurzel führt auch sonst 
zu eigentümlichen Itesultaten, die hier kurz gestreift werden mogen 
(vergl. A. 13). ZunLchst sei an die Gordansche Auflosung der 
Gleichung fünften Grades durch ,,doppelt biniire Formen mit zwei 
Reihen unabh'ingiger Variabelen'' erinnert. Dort konnen beide Wurzeln 
r, und r, der Gleichung 18) gebraucht werden; man kann aber auch 
nur eine derselben herausgreifen, womit dann e i n e  Reihe der Variabelen 
bevorzugt ist. - Wenn man dagegen die Transformationstheorie be- 
torien will, wie es unserer Darstellung durchweg entspricht, so hat 
man eine Transformation der einfachsten Resolventen genau nach dem 
Schenia einer Hauptgleichung wie in Abschriitt G ,  und zwar unter 
Berücksichtigung der Z w e i d e u  t i g k e  i t des r, diirchzuführen. Von 
den hier in Frage kommenden Resolventen, greifen wir nur die der 
hcraus und setzen demgemass : 

a = - 2h-1 
b =  3 k 1 ,  
c = - 6h-1: 

Y = 1 1 7  

wodurch die Hauptgleichung 2) die Gestalt: 
Zeitechrift f. Müthematik u. Physik. 52. Jahry. 1897. 2 Heft. 
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61> hV5-lOq"15q - 6 = = O  
erlangt. Die Gleichung 18) ergiebt jetzt : 

und folglich wird nach 17): 
28 - 3 h  

s,=1, 'z= 16 + 9 h  ' 

Des weiteren haben wir nach 4), 11) und 16): 

und benutzen wir zuerst die L6sung r, sowie s,, so finden wir mit 
Hinblick auf 15) 7 = q, h = hl, das lieisst, die Gleichung 61) fillt 
zusammen mit der Resolvente für qi .  Ebenso würden mir durch Ter- 
tauschung der Vorzeichen von fiir, auf die Resolvente für q, kommen. 
Verwenden wir dagegen die Losung r, sowie s,, so erhalten wir aus 19)  
den Ausdruck : * 

63) 
27h(l - h) ' ( l28  - 3h)$ 

h, h, - 
l G ( 1 G  f 9h)" ' 

welcher, mit der Bedingung: 

5 )  hl + h, = 1 

verknüpft, zu den neuen Parameterri fülirt. 
In  den vereinigten Gleichungen 62) endlich haben air eine q u a -  

d r a t i s c h e  T r a n s f o r m a t i o n  genronnen, verrnoge welcher eine 7-Re- 
solvente 61) mit dem absoluten Parameter h in eine andere für r ] ,  oder 
7% ~erwandel t  werden kann, deren absolute Parameter IL, oder h, in der 
eben geschilderten Weise von IL abhiingen. - Man vergleiche die Trans- 
formation zwischen verwandten Gleichungen in Abschnitt 8, von welcher 
obige ein Spezialfall ist. 
-- 

* Substituiert man in 63): 
= - 1 6 ( ~  t 8) 

BO entstcht: 3 (3 x - 1)' 

J =  4 h ,  h, = x3(x f V(X 4- 8) 
64(3x-1)  ' 

ein Wert ,  xu welrhem Herr K l e i n  von ganz anderer Reite her gelangt ist (vergl. 
Math. Annalen XII. Bd. S. 176 : ,,Über lineare Differeritialgleichungen ") , und welcher 
a h  Nr. XLI in die Schwarz -Br iosch i sche  Tabelle (Math. Amaleu XI.Bd. S. 401) 
einxuordnen ware 

(Schloas folgt.) 
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Über düs Einstellen der dreiteiligen Fluchtpuiiktschieiie. 
Von R. Mehmke in Stuttgart. 

Unter den wenigen praktisch brauchbaren und in keinem Falle ver- 
sagenden Hilfsmitteln , welche man ha t ,  u m  nach unzuganglichen Punkten 
gerade Linien zu ziehen, is t  ohne Frage die dreiteilige Fluchtpunktschiene* 
das einfachste. Dass die TTerbreitung dieses nützlichen Werkzeuges keine 
so grosse is t ,  als man erwarten sollte, mag wohl an einigen Vorurteilen 
liegen, die gegen dasselbe zu bestehen scheinen. So wird i n  der ,,Anleitung 
zur Perspektive" von F r a n g e n h e i m  und P o s e r n  (Handbuch der Rau- 
kunde, Abteilung 1, Heft 2) auf S. 380 gesagt: ,,. . . die dreiteilige Schiene 
kann zur Benützung nicht empfohlen werden, weil das Einstellen sehr 
langsam zu bewerkstelligen ist,  zwei Schienen für  ,,rechtsCL und ,,linksL' 
notwendig sind und ausser dem Horizonte noch eine Linie gegeben sein 
muss, welche nach dem Verschmindepunkte gehteLL Dern letzten Einwande 
ist kein Gewicht beizulegen, da in  manchen FHllen ein unzuganglicher Flucht- 
punkt von vornlïerein durch zwei nach ihm gehende Linien bestimmt ist 
und man sich andernfalls leicht und ohne nennenswerten Zeitaufwand 
solche Linien verschaffen kann. Der mit Recht gerügte Übelstand, $as$ 
früher eine Schiene nicht für alle Falle ausreichte, is t  von K. W. ~ l l é r s -  
d o r f e r  durch Andermg des Schlosses** und au€ andere Weise - aller- 
dings nur unter Aufgeben der geometrischen Richtigkeit und unbedingten 
Anwendbarkeit - von Sctiuprnann*** beseitigt worden; eine von mir 

* Die Erfindung dersclbcn schreibt man gewohrilich S t  r e  c k f u  s s zu. S t r e  ck- 
f u s  3 giebt iu seiriem Lehrbuche der Perspektive, sweite Auflage, 8 .64,  1874, an, 
sr hitbe die fiagliche Schiene zuerst in dem Kunstblatte ,,Die Dioskuren" iin 
Jahre 1865 bekannt gegeben, bald darauf aber das werk ,,Practical geometry, 
liriear perspective aud pro.jectiou, London by Bradley 1831" kennen gelernt, in  
welchem ein iihnliches Instrument beschrieben und abgebildet aei, als dessen 
Erfinder J o h n  F a r e y  genannt werde. Einer gütigen Mitteilung des Herrn 
geh. ltegierungsrat Prof.Ur. H a u c k  in Berlin verdanke ich die Kenntnis der That- 
sache, dass bedeutend friiher dieselbe ErEndung bereits von P e t  e r  N i c h o l s o n  
gemacht worden k t ,  dem sie 1814 die silberne Medaille der Society of Arts ein- 
getrageu hat. Uiese dngabe ist  mit eirier Beschreiburig und -4bbildung des vom 
Er!ïnder Ccntrolineal genannten Ina tmentes  in  dessen Werk ,,The rudiments of 
practical perspective, London 1822" enthalten. In dem Kataloge von Zeichen- 
geriiten der Firma W. F'. S t a n l e y  in London ist (unter Nr. 2451 der Ausgabe 
von 1891) ,, N i c  h o  1 s O n s CentrolirieadLL aufgeführt und abgebildet; dasselbe war 
auch von genannter Pirma zur mathematischen Ausstellung in München, Herbst 1893, 
geschickt worden. Die Benennung ,;FluchtpunktschieneL. rührt, wie es scheint, 
von S t r c c k f u s s  her. 

** Mit dicsem abgeanderten Schlosse verschenc Schienen liefert die mathe- 
matisch-mechanische Werkstktte von E d u a r d  P r  e i s i n g e r  in München sait 1883. 

*** L. S c  h u p m a n n ,  Vereinfachung des perspektivischen Lineals, Deutsche 
Bauzeitung, S. 2 2 8 ,  1886. 
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angegebene Konstruktion ist ebenfalls von demselben frei.* Es bleibt also 
nur der ,  schon 6fters erhohene Vorwurf, dass die Einstellung auf einen 
bestimmten Fluchtpunkt schwierig und zeitraubend sei, zu entkrnften. 
S t r e c k f u s s  giebt (a. a. O. S.'55) eine zur Einstellung dienende geometrische 
Konstruktion an,  bemerkt aber dazu, dass das Einstellen durch Probieren 
vorzuziehen sei. In den Gebrauchsanweisungen, die seitens der Hiindler 
den Fluchtpunktschienen beigegeben werdcn, ist nur vom Probieren die 
Rede. D a  der Erfolg eines derartigen Verfahrens unsicher ist  und sehr 
von der Übung und Geschicklichkeit des Einzelncn abhiingt, so konnen 
die lautgewordenen Klagen nicht Wunder nehmen. Ich will nun eine seit 
vielen Jahren von mir benützte Methode zur Einst'ellung der in Rede 
stehenden I'luchtpuuktschiene mitteilen, die ohne jede Vorbereitung und 
ohne dass besondere Vorrichtungen a n  der Schiene vorhanden sein müssten, 
in alleu Fallen sicher uud so schnell, als man verlangeri kann, zum Ziele 
führt. Ferner soll gezeigt werden, wie mittelst einer Teilung, die ein jeder 
auf der Zeichenschiene selbst anbriugen kann,  die Einstellung auf einen 
unzuganglichen Fluchtpunkt, der in gegebener Richtung und Entfernung 

Pig. 1. 
- von irgend einem Punkte der Zeichnung 

liegt, sich sehr rasch und bequem be- 
werkstelligen liisst. 

1. Der unzugangliche Punkt, auf 
GI welchen die Schiene einzustellen ist, 

moge der Gchnittpunkt der beiden Ge- 
raden G, und G, sein. Nachdem ausser- 
halh der Flliche, die von der Schiene 
soll bestrichen werden konnen (jeden- 
Falls ausserhalb der von G, und G2 be- 
grenzten), in  zwei beliebigen Punkten, 
die jedoch mindestens um eine Lineal- 

breite von G, respektive G2 entfernt sein müssen, die beiden Führungs- 
stifte s, und s, befestigt worden sind, bringe man bei geloster Schraube 
das Instrument auf beliebige Weise** in solche Lage, dass die Zeichenkante Z 
(obere Kante des mittleren, auf der Zeichenfliiche ruhenden Lineals) mit 
G, zusammenfillt und die iiusseren Lineale oder Leitschienen LI und L, 
sich a n  die Stifte lehnen (siehe Fig. 1). IIierauf stelle man durch Anziehen 

* Siehe Katalog mathematischer Modelle, Apparate und Instrumente, im 
Auftrage der Deutschen Mathematiker-Vereinigurig herausgegeben von W. Dyck,  
S. 227, Miinchen 1892. Ich bin im Jahrc 1890 auf diese Konstruktion durch den 
Wunsch gefiihrt worden, eine Fluchtpnnktschiene zu haben, die sowohl fïir rechts, 
als fiir links liegende Fluchtpunkte anwendbar ware, aber im Gegensatze zu 
Scl iupma~i r i s  perspcktiriucheri Lineal geornctrisch richtig zeichnete. 

** Es wird allerdings sur Bcschleunigung des Verfahrens dienen, wenn man 
schon anfangs der richtigen Einstellung so nahe wie moglich zu kommen sucht, 
indeui Irian i r i  Gedarikcn durch die Mittelpunkte der Stifte und den, seiiier Lage 
nach geiichatzteii unxnginglichen Punkt einen Kreis zieht und den Zapfen, der 
die drei Lineale vcrbindet, ungeFihr suf dicsen Kreis bringt. 
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der Schraube die drei Lineale gcgeneinander fest und bewege sic, ohne 
die Beriihrung zwischen dem Stifte s, und der zugehorigen Leitschiene L, 
aufzugeben, bis die Zeichenkante an der Geraden Gg anliegt (siehe Pig. 2). 
Wenn nicht etwa infolge eines glücklichen Zufalls die gegenseitige Stellung 
der Lineale schon die richtige ist ,  so wird jetzt das Lineal L, den Stift, s, 
nicht mehr beriihren. Man drücke nun mit einer Hand gleichzeitig au€ die 
Zeichenschiene und die Leitschiene L2, damit sie ihre Lage nicht iindern 
konnen, l6se dann mit der anderen Hand die Schraube, drehe die Leit- 
schiene I;, , bis sie am Stift  s, anliegt (gestrichelt gezeichnete Lage L', in 
Fig. 2),  und ziehe die Schraube ~ i e d e r  an. Wird hicrauf das I n s t r ~ m e n t  

Fiy.  Y. 

,q'L =. 

~urückbewpgt, die Schiene L, leicht g e p n  den Stift SI gedrückt, und die 
Zeichenkante mit G, zur Dcckung gebracht, und zeigt es sicb, dass dann 
auch L, den Stift s, berührt, so ist die Einstellung fertig. Wenn es noch 
nicht der Fa11 ist, so halte man mit einer   and Z und LI fest, lose mit 
der anderen Hand die Schraube, hringe das I i n e a l  L, zur B e r ü h m g  mit 
dem Stifte s2 (Lage L',, in Fig. 3 gestrichelt) und schraube wieder zu. Wenn 
alsdann unter Andrücken der Leitschienen a n  die Führungsstifte das In- 
strument bewegt wird,  so fallt die Zeichenkante .Z meistens schon genau 
genug mit G, zusammen. Sollte das noch nicht zutreffen, so ha t  man zu 
verschieben, bis Z die Linie G, deckt und L, in Berührung mit s, kommt, 
dann unter Festhalten von Z und L, die Lage von LI zu verbessern etc. 

Es muss bewiesen werden, dass man durch Anwendung des obigen 
Verfahrens unter allen Umstiinden bei jedem Schlitte der richtigen Stellung 
niher kommt. Letztere wird vorhanden sein, wenn der Mittelpunkt .rrz 
des Zapfens auf dcm Krcise liegt, welcher durch die Mittelpunkte tler 
Führungsstifte und den Schnittpunkt von G, mit G, gezogen werden kanri. 

Befindet sich nun rn (siehe Fig. 4, in welcher die Stifte als Punkte,  die 
Lineale als blosse Linien dargestellt sind) anfangs in  m,, dann i n  ?ni, 
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hierauf in m, etc., bezeichnet man ferner durch p, und pJ die Schnit t~unkte 
von G, und G2 mit dern genannten Kreise, so sind vermbge des angewendeten 
Verfahrens die Winkel pl ml s2 und p2nz, s, einander gleich, ebenso die 
Winkel m,pl s, und m,p, s, als Ncbenwinkel zu zwei Peripheriewinkeln 
über demselben Bogen i n  jenem Kreise. Daher sind die Dreiecke mlp,s, 
und m,p,s, einander ahnlich, moraus d ie  Proportion 

"Z, pi : m g ,  = pl s, : pz 5, 

fol@. Weil aber pis, < p,s, ist ,  so erhalt man 

Fig .  4. 
nz,p, < 9-%Y,- 

Pig. 5. 

Aiif ahnliche Weise lasst sich z ~ i g e n ,  dass 

flZ,P,< m,p,, m , p , < n w ,  etc. 

ist. Also kommt in der That der Punkt  m dexn Kreise, auf dem er liegen soll, 
unaufhorlich niiher; und xwar, wie man sieht, urn so schneller, je gr6sçerp,s2 
imVerhiltnisse zu p,s, urid p,s, im Verhtiltnisse zug,s l  ist ,  weshalb man but 
thut ,  die Stifte moglichst nahe bei den Geraden G, und G,, aber moglichst 
entfernt von ihrern Schnittpunkte einzusteçken, und sich die Sache günstiger 
gestaltet, w m n  der Winkel zwischen Cr, und C*, gross, als wenn er klein ist. 

Diese Methode der schrittweisen Anntiherung , die grosse ~ h n l i c h k e i t  mit 
gewissen Methoden der Analysis (z. R. zilr Auflosung numerischer Gleich- 
ungen) zeigt, erweist sich auch dann als nützlich, wenn man die Ein- 
stellung mit Hilfe einer geometn'schen Konstruktion (etwa der von S t r e c k -  
f u s s  angegebenen) vorgenommen, aber aus irgend einem Grunde ein un- 
genaues Ergehnis erhalten hat. Stat t  wieder von vom anzufangen, wird 
man  in solchem Falle besser durch das mitgeteilte Verfdhren die vorhandene 
Ungenauigkeit beseitigen. 

2.  Nehmen wir jetzt a n ,  dass der unzugiingliche Fluchtpunkt f durch 
eine einzige nach ihm laufende Gerade G sowie die Entfernung von irgend 
einem Punkte O dicser Goradon gegobon sci (siehe Fig. 5 ) .  Rei  der Bewegung 
der richtig eingestellten Fluchtpunktschiene bleibt der Mittelpunkt m des 
Drehzapfens bekanntlich auf dem durch die drei Punkte s,, sj und f be- 
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stimmten Kreise. Schneidct letzterer die Gerade G zum zweiten Malc in  p, 
ist ferner q der Schnittpunkt von s,s, mit 6, so ha t  man 

Da die Langen ,der Strecken qf - qo + of,  s, q und s, q bekannt sind, 
beziehungsweise gemessen werden konnen, so Iiisst sich pp mit Hilfe obiger 
Pormei herechnen, wobei in der Regel die Genauigkeit, welche der Rechen- 
schieber gewahrt, ausreichen wird. 

Wire an der Zeichenkante ein gewohnlicher Massstab vorhanden, 
dessen Anfangspunkt im Drehpunkte m lage, BO konnte die Einstellung i n  
der Weise geschehen, dass man die Zeichenkante an G legte, und zwar 
so, dass sich der zum berechneten Werte von p q  gehorige Teilstrich des 
Massstabes dem Punkte q gegenüber befànde, hierauf mit einer Hand die 
Zeichenkpte festhielte, mit der anderen Hand die Schraube loste, die Leit- 
schienen gegen die zugehhigen Leitstifte s, und s, lehnte und wieder be- 
festigte. Wünschte man die Fluchtpunbtschiene auch für  unzugangliche 
Punkte zu benützen, die auf der anderen Seite von p liegen, und zwar ohne 
die Leitstifte versetzen zu müssen, so ware eine Verlangerung des Mass- 
stabes naeh der negativen Seite über den Nullpunkt hinaus erforderlich, 
es konnte aber die Verlangerung der Zeichenschiene nach jener Seite da- 
durch umgangen werden, dass man den Nullpunkt des Massstabes nm eine 
beliebige Strecke, z. B. 100 mm,  i n  positivem Sinne verlegte, in welchem 
Falle natürlich vor der Einstellung der Punkt  q der Zeichnung u m  den- 
selben Retrag verschohen werden müsste. 

Will man jedoch beim Gebrauche der Fluchtpunktschiene der Mühe 
des Rechnens ganz enthoben sein, so muss man sich entschliessen, den 
Entfernungen s , p  und qs,, oder wenigstens ihrem Produkte, ein für allerual 
einen festen Wer t  zu geben, z. B.: 

s, p = p  s, = 300 mm." 

Es k h n e n  dann im voraus für verschiedene einfache Werte der Ent -  
fernung qf die Werte  von pq barechnet werden, und indem man4 die 
letzteren Werte von dem angenommenan Nullpunkte aus au€ der Zeichen- 
kante abtriigt und neben die so gefundeiien Punkte die betreffenden Werte 
von p f  schreibt, erhillt man auf der Zeichenschiene eine (unglaichmiissige) 
Teilung, mit deren Hilfe die Einstellung auf eine vorgeschriebene Ent -  
fernung des unzuganglichen Punktes f ungemein schnell und leicht von 
statten geht. 

* Nan wird wohl in der Regcl s, s, senkrectit zu G annehmen, aber notig 
ist das offenbar niçht. 
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Zur persprlktivischeii Lage kolliiiearw ebeiirr Pvlii~r. 
Von Dr. g i l b i n g e r  in Miilhauscri i. Rls. 

I n  der zweiten Abteilung, dritte Auflage, S. 20 seiner Geometrie der 
Lage, zeigt Herr R e  y e ,  dass zwei kollineare ebene Felder 7 und q,, deren 
unendlich ferne Geraden einander nicht entsprechen, nuf zweifache W e i s ~  
in perspektivische Lage gebracht werden konnen. Hierbei wird bewiesen, 
dass in  g zwei und nur zwei gerade Punktreihen u und v vorkommen, 
welche den homologen u, und v, in q, projektivisch gleich sind. Die Ge- 
raden U ,  v und ul, v, sind zu den Pluchtlinien ihrer Felder parallel. Werden 
q und q, so in  perspektivische Lage gebracht, dass entweder dio Punkt- 
reihen u und thI oder v und v, alle ihre Punkte entsprechend gemein haben, 
und ausserdem die Ebenen q und ql aufoinander liegcn, so haben die 
beiden Felder noch einen Strahlenbüschel entsprechend gemeid, woraus 
dann folgt, dass in zwei Strahlenbüschel existiercn, welche den homo- 
logen in q, projektivisch gleich sind. 

Bei der Betrachtung über die perspektivische Lage von und q, konnen 
wir auch unabhangig von den projektivisch gleichen Punktreihen der 
Felder die Existenz zweier Strahlenbüschel in  7 nachweisen, welche den 
homo?ogen in 7, projektivisch gleich siud. Zu dem Zwecke machen wir 
jeden Punkt  von g zum Mittelpunkte einer r e c h t w i n k l i g e n  Strahlen- 
involution. Die Strahlen eines jeden Büschels projizieren dann auf der 
unendlich fernen Geraden gm von q ein und dieselbe involutorischc Punkt- 
reihe, so dass also durch je  zwei konjugierte Punkte von g, zwei kan- 
jugierte Strahlen einer jeden Strahleninvolution hindurchgehen. 1st nun gl die 
Fluchtlinie von vi, so entspricht der involutorischen Punktreihe gm eine 
solche von g,. Da nun eine rechtwinklige Strahleninvolution keine reellen 
Ordn~n~se le rnen te  hat ,  so haben also auch die Punktinvolutionen g, und g, keine 
reellen Ordnungselemente. E s  giebt alsdann in g1 zwei und nur zwei Punktc Pl 
und QI, aus welühen die Punktinvolution g, durch eine r e c h t w i n k l i g e  
Str:hleninvolution projiziert, wird. J e  zwei senkrechten Strahlen der Büschel 
Pl, Ql entsprechen dann i n  q zwei senkrechte Strahlen des Büschels Y 
respektive Q, und die Strahlenbüschel P, Pl und Q, Q, sind somit pro- 
jektivisch gleich. Hiermit ist also bewiesen, dass i n  17 zwei und nur zwei 
Strahlenbüschel vorkommen, die den homologen von g1 projektivisch gleich 
sind. Die Punkte Pl und Q, haben gleichen Abstand von g, und ihre Ver- 
bindungsgerade steht auf g, senkrecht, (vergl. R e y e , Geometrie der Lage, 
1. Abteilung, Auflage 3 ,  S. 154). 

Werden die ebenen Felder 11 und q, so in  perspektivische Tiage ge- 
bracht, dass die homologen Strahlen von P und Y, (oder Q und &,) sich 
decken, so haben g und g, noch die Punkte einer Geraden p entsprechend 
gemein. D a  nun p zu den Fluchtlinien beider Felder parallel liiuft, weil 
jede die ihr  entsprechende unendlich ferne Gerade in dem unendlich fernen 
Punkte von p schneiden muss, und ferner g, auf der Geraden Pl Ql (Y Q) 
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senkrecht steht, so schneidet also auch letztere Gerade p und die Flucht- 
h i e  h von q rechtwinklig. Die Geraden PQ und PIQ, sind also die 
beiden homologen Geraden von 71 und vil welche auf ihren Fluchtlinien 
senkrecht stehen. Die Fluchtlinie h geht durch den Mittelpunkt der 
Strecke P&. Zum Beweise des Letzteren bezeich~~en wir den unendlich 
fernen Punkt der Geraden Y, QI mit L C , ,  und ihren Schnittpunkt mit G, 
durch NI; dann sind SI,, Pl, JI,, Q, vier liarmonische Punkte, denen, 
wenn sie dem Felde ql angehor~n  sollen, die respektiven vier harmonischen 
Punkte S, Pl N,, Q in 11 entsprechen. D a  nun Mm unendlich fern liegt, so 
muss Pnnkt S (der auf h liegt) die Mitte von I'Q sein. 

Die Gerade p enthi l t  zwei projektivisch gleiche Punktreihen .u und U, 

von 7 respektive yl.  Es  lasst sich nun unschwer nachweisen, dass in  11 noch 
eine zweite Punktreihe v vorkornmt, welche der homologen v, i n  q, pro- 
jektivisch gleich ist. Gleichwie nun u und u,, so sind auch u und ff, zu 
den Fluchtlinien ihrer Felder parallel; ferner ha t  h von u denselben Ab- 
stand wie von v ,  und es ist  der Abstand von g, und u, gleich dem von 
y, und v,. I n  dem Falle, dass bei der oben angegebeneu perspektivischen 
Lage die Fluchtlinien g, und h zusarnmenfallen, liegen die Felder 7 und q1 
involutorisch. 

Über ein Problem der lI(:chaiiik. 
Von A. Karl in Paris. 

a 1st cp(u, v) = -- eine zusammengesetzte Funktion von zc und v 
i/& 

der einzigen unabhiingigen Variablen 1, so bekommt man vermoge der be- 
kannten Formel : 

rn(u, u )  =Ji: d u  +J(g - -;:J<-: d n )  d u  + c ,  

oder auch der Formel 

,(,, .) =/:: dv +J(:z - -2kJ:m d ~ )  czu + C' 
die Glcichun~en: 

O<P U T  
das heisst, die Integration der Differentialausdrücke ô-u-dzc, -z< du reprodu- 

ziert, bis auf eine Konstante, die Funktion q ~ ( u ,  V) selbst; solche Funktionen 
a 

sind auch diejenigen der Form: -- 
b + - -  - + . - ., wo die u und v 

1J.i $ "1 % t 52 

irgend welche differentierbare Funktionen einer unabhangigen Vanablen t 
bezeichnen. 1st nun allgemein : 

eine zusamrnengesetzte Funlition von den CY, p l  y der einxigen unabliiingigen 
Variablen t ,  so hat  man also: 
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Dies festgesetzt, seien nun die Differentialgleichungen gegeben: 

Mdtipliziert man die Gleichungen A) respektive mit d ai, d p i ,  dy i  und 
integricrt, so bekommt man nach der bemerkenswerten Eigenschaft von 
Ui beziehungsweise der Gleichung a ) :  

Aus den Gleichungen 1)  folgt: 

1') d t d t  d t 

wo die A und R konstante Grossen bezeichnen; und folglich 

wo die Q ,  rr, i. konstante Grossen sind. 
Differentiert mari die Gleichungen 2), nimmt Rücksicht auf die 

Gleichungen 1') und 1) und differentiert die l), so bekommt man nacli 
da- d p -  dyi 

Division respektive durch 2, 2, - die ursprünglichen Gleichungen A). 
dt dt at 

Bernerkung: Uenkt man sich im Eaume lz + 1 materielle Punkte 
Mo, M , ,  . . . Mn mit den respektiven Massen mol m, . . . mn, so kann man 
bekanntlich fdgende Gleichung beweiseri: 

wo O irgend ein fester Punkt ,  K der Schwerpunkt und ,?hi=,= O. Denken 
wir uns jetzt die Punkte Hi projiziert auf eine .feste Ebene, welche den 
Punkt  O enthglt und setzen wir: 

wo .Zn, = 1. Kennt man also die Bahnen von i l i l  so kann man für ver- 
schiedene Stellen in verschiedenen Zeitintervallen die Bahn des Schwer- 
punktes E berechnen. - Setzt man: 
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Die Glieder dieses Polynoms des nten Grades entsprechen offenhar den 
Ecken eines bestimmten Polygons; jedem Werte von z entspricht eiu 
Polygon und der Schwerpunkt seiner materiellen Ecken; jedem Werte von % 
entsprechen TZ Polygone und ihre Ehnlichen und ahnlich liependen (homo- 
thetischen) Polygone. Sind a,,, a, . . . a, dia Wurzeln des Polynoms, fiir 

welche also der Schwerpunkt K auf O fallt, so hat man: 
-. re~l /"= ~ ~ . ~ - ~ ~ i l / l ,  das heisst r = r,r,. . . r,, w = pl + - .  + Vn. I l  

Beschreibt also der Schwerpunkt .K die Kreise r = c ,  so beschl.eibt z die 
Kurven : r,  r2 . . . r ,  = c. Den Strahlen w = y entsprechen die Kurven 

' ~ l $ ~ z $ . . . $ ~ n = y .  

Znr Perspektive des Kreises. 
Von Dr. Rudol f  Schüssler in Graz. 

Der geometrische Ort der Punkte, von welchen ein Kreis k auf eine 
Ebene E wieder als Kreis projiziert werden kann, ist bekanntlich eine 
gleichseitige Hyperbel, welche den Kreis 7c in den Endpunkten eines Durch- 
messers schneidet und dereu Ebeue auf der Schnittlinie der Kreisebene und 
der Ebene E normal steht. - Sollen sich zwei in  einer Ebene liegende 
Kreise aus demselben Zentruin auf eine Ebene als Kreise projizieren,* so 
muss das Projektionszentrum in der durch die Zentrallinie der beiden 
Kreise gehenden, auf der Ebene derselben normalen Ebene liegen und ist 
als Schnittpunkt zweier gleichseitiger Hyperbeln leicht zil konstniieren, 
wahrend die Bildebene Z1 parallel zur Chordale der gegebenen Kreise sein 
muss. 

Dieselbe Konstruktion leitete Herr Geheimrat Sch l6mi lch**  in sehr 
einfacher Weise nach den Prinzipien der analytischen Geometrie, sowie 
IIerr Dr. Chr.  Beyel,*** gestützt auf die involutorisühen Gesetze der 
Kollineation, ab. 

Zu denselben Resultaten kann man auch auf elementar-georrietrischem 
Wege nur unter Voraussetzung der einfachsten Hilfsmittel der gewohnlichen 
Perspektive gelangen, iihnlich w i e  Herr  Geheimrat S c  h l 8  m i l c h  die Kon- 
struktion von Kegelschnitten aus fünf Punkten oder fünf Tangenten auf 
die perspektivische Darstellung des Kreises zurückführt.+ 

* Diese Aiifgabe wurde von Herrn Geheimrat Sçlilfimilch in der Zeit- 
schrift, dees Vereines deutsclier Zeichenlehrer 1894, S. 381, gest,ellt. 

*" Zeitschrift fiir Mathematik und Physik, 1895, S. 57. 
""" Ebendaselbst S. 256. 

t Eliendaselbs.t, 1894, S. 117. 
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1. Sucht man die wahre Grosse eines ebenen Gebildes, dessen per- 
spektivisches Bild gegeben ist,  so ist  zu beachten, dass sich i n  der Bild- 
spur E? das Bild einer Geraden urid deren Umleguug um Bb in . e  Bild- 

Fig 1 ebene schneiden, 

C) dass die Plucht- 
spur KY die Rilder 

aller uneudlich 
fernen Punkte der' 
Ebene E enthiilt, 
und das Bild eines 

E v ' ~ u r i k t e s  ,t dessen & Umlegung durch auf einer (C') , ~eraden '  die um Um- 3 

legung des Pro- 
j ektionszentrums 
um Eu, liegen; 

/If siicht man daher 
z. B. zu d e a  Bilde 
b'c' einer Geraden 
deren Umlegung 
nm Eb, so hat  man 

Eb durch den Spur- & b)  punkt raden S zum der um- Ge- 

gelegten Flucht- 
strahl (C)v die 
Paraiiele zu ziefien; 
(c) liegt auf (C)d 

etc. 
2. Es fragt 

sich nun:  Urie m u s  
man Eh, E l ' ,  (C) 
annehmen , damit 
ein gegebener Kreis 
k' das Bild eines 
in 3: gelegenen 
K r e i s e s  k is t?  

Die zu B* 
parallelen Tangen- - 

ten in  a' und b' sind 
Bilder von Tangen- 

ten der Originalkurve k ,  welche auch zu E6 parallel sind; daher ist a'b' das Bild 
eines Durchmessers ab,  der zur Eb normal sein muss, menn k ein Krcis sein 
soll; es muss also a'b' und (a ) (b )  in  eine Gerade normal zu Eb fallen, 
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welche auch (C) enthàlt, oder: (CI) muss in dem zur X5 normalen Durch- 
messer des Bildkreises liegen. -- Um zu a'bl die Umlegungen zu finden, be- 
nütze man zwei beliebige Geradc d y  und d,cp, durch b' und a', welche sich 
in einem Punkte c' der Peripherie schneiden und erhalt (O) (n)(c). Soll 
die Originalkurve k ein Kreis sein, so muss +:(a)(c)(b) ein Rechter sein 

. und wegen des Parallelismus der Schenkel auch <(: rp(C')F,. Dann liegen 
(C) y d  cf mit cp imd <pl  auf einem Kreise, dessen Nittelpunkt O auf EY liegt; 
er ,wird gefunden, wenn man die Kreistangente in  - C' mit h"' zum Schnitte 
bringt (weil dann clorpl und c 'op  gleichschenklige Dreiecke sind, wie aus der 
Gleichheit der Peripheriewiukel über derriselben Bogen folgt); daher ist ocl=o(C). 

SOU die Original- Fiy. 2. 

kurve ein Kreis sein, (CI 
muss dies K i r  jeden 
Purikt c' der Peripherie 
k' gelten, das heisst EY 

. 

muss der Ort jener 
Punkte o sein, deren 
Tangenteri an k' gleich 
ihren Entfernungen von (c) musS 

die , C h o r d a l e  z w i -  
schen (9 u n d  k' sein.* 
Dies ist die notwendige 
und hinreichende B&- 
dingung, damit die Ori- 
ginalkurve ein Kreis isii 

1st demnach k1  ge- . 

geben, so k6nnen wir 
(C) beliebig wiihlen; Ev 
ist dann schon bestimmt 
und wird am einfachsten 
gefunden, wenn man aus 
(C) an k' die beiden 
Tangenten legt und daren - 

Halbiemngspunkte rvk und In,, wo (C')m = ?nt' und (C) ml = rn, t', ist ,  ver- 
bindet. Xb ist eine beliebige zu X v  para.llele Gerade. Wiihlt man dieselbe 
speziell als Berührungssehne 1 ' ~ ' ~  der envahnten Tangenten, so decken sich 
Bild und Umlegung des Originalkreises. 

3. Sucht man zur Çmleguug eines eberien Gebildes das perspektivische 
Bild, so vertritt die Rolle von Eu die Gegenaxe IC3, das ist die Umlegung u m  
Eb jener Geradeu von B, welche i n  der durch das Projektionszentmm 
parallel zur Bildebene gehenden Ebene liegt. Es is t  paralle1 zu Eb und 

* Die Chordaleigenschaft bleibt erhalten, wenn der Radius des einen Kreises 
Nul1 wird. 
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ha t  davou dieselbe Eutkrnung  wie (C) von Zv; die Gegenaxe Es ist der 
Ort der Umlegungen jener Punkte einer Ebene, welche unendlich fenie 
Bilder besitzen. 

Dieselben Betrachtungen wie früher für E v  und k' gelten jetzt für E r  
und (L), sodass man als notwendige und hinreichende Bedingung, damit das 
Bild eines Kreises, dessen Umlegung (k) gegeben is t ,  wieder ein Kreis 
wird, erhiilt: E+ m u s s  d i e  C h o r d a l e  z w i s c h e n  d e m  b e l i e b i g  ge-  
w i i h l t e n  (C) u n d  ( k )  s e i n ;  Ed wird am einfachsten gefunden, indem man 
von (C) a n  (k) die Tangenten legt und die Halb iemgspunkte  p und pl 
derselben verbindet. 23' oder EY kann man beliebig parallel zu E' wiihlen; 

Fig. 3. in jedem Falle ist  dann die 

1 
I 

1 
1 

I 
1 

EV f 
1 

I 

1 

\ 

andere der beiden Geraden be- 
stimmt. 

/ Wiihlt man speziell E' 
~ ' c C )  identisch fl, so fallen Bild 

und Umlegung des Original- 
kreises zusammen und E h i r d  
zur Bcrührungssehne (t)(tl) der 
erwiihnten Tangenten. 

4. Sind das Bild k' und 
, ' 1 

/ , i die Umlegung (Tc) des Origin,al- 
/' / kreises gegeben, so muss (6)  , e h  Ahnl ichke i t~~unkt  derselben 

sein, das heisst entweder der 
Schnittpunkt der Zusseren oder 
inneren gemeinsamen Tangen- 
ten. iYv ist  dann wie oben 
bestimmt als Chordale von (C) 
und k ' ;  3' als Chordale von (C) 
und (k) und FJb wird die Chor- 
dale von ( k )  und k'. 

5. Sollen zwei in einer 
Ebene liegende Kreise k und k ,  
aus demselben Zentrum auf die 

Bildebene sich als Kreise k' und kfl projizieren, so muss für beide Kreise 
die oben als notwendig und hinreichend angegebene Bedingung erfüllt sein, 
das heisst : 

E* muss sowohl Chordale von ( C )  und k' als von ( C )  und k', sein, 
daher is t  E" die Chordale von k' und kIl und dadurch eindeutig bestimmt,, 
wenn k' und kIl als gegeben vorliegen. (C) liegt auf der Zentrallinie mm, 
von k' und k', und ha t  von jedem Punkte der Ev eine Entfernung gleich 
der Poteriz dieses l'unktes bezüglich der beiden Kreise: p t  = p(C). Man 
erhlilt zwei Losungen entsprechend den beidcn Umlegungen von C um E' 
in die Bildebene. - Sowohl die Konstruktion als auch die Bedeutung von 
E' ergeben, dass die Aufgabe nur dann losbar, wenn 7c' und krl keine 
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reellen Schnittpunkte besitzen. - Ebenso muss ES sowohl Chordale von 
(C) und ( k )  als von (C) und (k,) sein, das heisst Xs is t  Chordale von ( k )  
und ( k , )  und dadurch eindeutig bestimmt, wenn (k) und (k,) als gegeben 
vorliegen. (C) wird i n  analoger Weise wie früher bestimmt; auch hier er- 
halt man nur  Losungen, wenn ( k )  und (lc,) keine reellen Schnittpunkte be- 
sitzen. - Eb kann i n  beiden Fiillen willkürlich parallel zu EV respektive 
f i S  gewahlt werden; wiihlt man Eb speziell so, das E v  respektive ES die 
Entfernung von (C) und E G a l b i c r t ,  so decken sich die Bildcr mit den 
U~rilegungen der Originalkreise. 

Eiiie Anfgabe aus der Schatteiilrhra. 
Von Dr. Chr. Eeyel  in Ziirich 

In den mir bekannten Lehrbüchern über Schattenkonstruktionen ver- 
misse ich - abgcsehcn dâvon, dass diese Lehrbücher der Affinitat, Kol- 
lineation etc. zumeist sehr 
behutsam au3 dem Wege 
gehen - einen Punkt, 
der mir ?xi den Kon- 
struktionen des Schlag- 
schattens sehr wesentlich 
erscheint. Es  handelt 
sich gewtihnlich darum, 
den Schlagschatten auf 
verschiederie Eberien au 
finden. Beschranken wir 
uns zunachst auf zwei 
Ebenen, so fill t  ein Tcil 
des Schattens - soweit 
er sichtbar ist  - auf 
die eine Ebene. Ein an- 
derer Teil fillt auf die 
zweite Ebene. Die xwei 
Schattenfiguren treffen 
sich in  der Schnittlinie 
der Ebenen. Es  empfiehlt 
sich nun die Konstruk- 
tion mit der Bes t i imung 
dieser Schnittpunktc an- 
zufangen. Ich will zeigen, wie dieselben stets sehr sehnell gefunden werden 
ktinnen. 

Wir wollen - der Einfachheit wegen - annehmen, dass die Ebenen, 
auf welche der Schlagschatten f i l l t ,  Grund- und ,4ufrissebene seien. L sei 
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der lcuchtende Punkt und S sei die Kurve des Eigmschattens. Dann 
legen wir eine Ebene durch L und x und konstruieren ihre Schriittpunkte 
mit, S. Die Schlagschatten dieser Punkte liegen in der %-Axe. 

Die Konstruktion gestaltet sich besonders einfach, wenn - wie ge- 
wohnlich - paralleles Licht angenommen wird, und wenn die Projektionen 
der Lichtrichtung mit der $-Axe Winkel von 45' bilden. In diesem Falle 
haben alle Punkte, welche gleichweit von den zwei Projektionsebenen 
entfernt çind und im ersten Quadranten liegen, ihre Schlagschatten in der 
%-Axe. Der Ort dieser Punkte ist  eine Ebene II durch x ,  welche den 
ersten Quadranten halbiert. 

Jede Gerade enthalt einen Punkt  dieser Ebene II. Wir  finden ihn, 
indem wir zu einer Projektion der Geraden i n  Bezug auf die %-Axe die 
orthogonal symmetrische Linie zeichnen. Sie trifft die andere Projektion 
in dem erwahnten Punkte. Kennen wir zwei Projektionen der Selbst- 
schattengrenze S ,  so zeichnen wir zu einer in  Bezug auf x die orthogonal 
symmetrische Figur. Sie schneidet die andere Projektion in den Punkten, 
deren Fchatten auf x liegen. Wir  wollen diese Punkte die Grenzpunkte 
für den Schlagschatten nennen. Sie teilcn S so,  dass ein Teil von S seinen 
sichtbaren Schatten auf die Grundrissebene wirft und der andere seinen 
Schatten auf die Aufrissebene. Wir  müssen nur den Schlagschatten von je 
einem dieser zwei Teile konstruieren. 

Liegt S i n  einer Ebene 3, so zeichnen wir am bcsten die Schnitt- 
linie h dieser Ebene mit der Ebene II. L4uf h liegen die Grenzpunkte. 
W i r  wollen zum Schlusse zeigen, mit wie wenig Linicn die Konstruktion 
der Grenzpunkte für  den Kugelschatten ausgeführt werden kann. 

Die Ebene dcs Selbstschattcnkroises wird durch die Spurparallelen sIs2, 
welche durch den Mittelpunkt ill der Kugel gehen, bestimmt (siehe vorstehende 
Figur). Die orthogonal syrnmetrischen Linien zu s,", s,' schneiden s,', sz" in  den 
respektiven Puukten Pl Q der Linie Ir. Ihre Umlegung (11) giebt die 
Schni t tpnkte  G ,  H der Geraden h mit dem Sclbstschattenkreise. Ihre 
Schatten sind die Grenzpunkte des Schlagschattens. 

Berichtigung. 

In Heft  1 ,  S .  6 0 ,  Gleiçhung 2) miiss reçhts Iîeim zweiten Faktnr de8 zweiteii 
Gliedes der Exponent 2 gcstrichen und bcim dritten Gliede der Koeffizient p 
hinzugefiigt werden. 
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Die Transformation und Auflosung der Gleichung 

fünften Grades in elementarer Darstellung. 

Von 

Dr. W. HEYMAXN 
in Chemnitz. 

14. Auflosung der Hauptgleichung. 

Wir fanden für die Hauptgleichurig: 

2) y.5 + 5ay" $by + c = O 
die Zerlegung: 

11) Y = PVI  + q ' 1 2 ,  
wobei 2 VTf 

48) 

Weil nach 16): 1 - 

P =& + v 4 ,  

so eïgiebt die Zusamrnenstellung: 

64) 
3 s f t t i F f  y = - 2 . -  

t e 3 f - '  . 
und wird noch 

56) 

berücksichtigt, so erschoint der Ausdruçk: 
- 

65) y = - 2 .  
3 s f W f  t w 1 i 3 1 ' f '  

H-. 
Hier sind für j; H, t ,  TV die früher angegebenen Formeri ein- 

zutragen, wiihrend das Verhiiltnis y,: y, der Ikosaedergleichung 37) zu 
entnehmen ist; die übrigen Grossen sind in Abschnitt 6 einzusehen. 

Es ist wichtig zu bernerken, dsss die Irrationalitit 1/%f nur eine 
sch einb a r  e ist. Beachtet man niimlich einerseits die Beziehung: 

Zeitachrift f. Mathematik u. Physik. 42. Jahrg. 1897. 3. Heft. 8 
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114 Die Trmsforination und Auflos~ing der Gleichnng fiiiiften Gracies etc 

wo x das ,y nur rational ent'halt, andcrseits die Gleichuq:  

so wird: 
66) 

thatsiichlich rational. 
Bevor a i r  die transcendente Auflosung der Ikosaedergleichiing in 

Angriff nelimen, womit obige Losungen erst ihren definitiveil Ab- 
schluss findcn, sei iiher a l l g e m e i n e  Gleichung fiinften Grades: 

folgendes beinerkt. Die Tschirnhaus-Transformation, verinoge welcher 
die Gleichung 1) auf eine Hauptgleichung reduziert wird, besitzt jeden- 
falls die Forni: 

67) x = b,+ b,y + b,y" b3y3+ b4y: 
wobei nun 

11) Y - P T I +  Y T ~  
zu setzen ist. Aber das Ergebnis banri nacll den Auseiriaiidersetzurige11 
in Abschnitt 4) umgestaltet werden in 

wobei die A bis F rational aus a, bis a, zusammengesetzt siud und 
ausserdem neben der Quadratwurzel aus der Discriminante der Gleichung 1) 
die in Alischnitt 2 erwiihnte a c c e s s o r i s c h e  I r r a t i o n a l i t a t  ent- 
halten. Mit a, verschwindet gleichzeitig E', mit ag verschwinden A uiid 
B, das heisst, inail koniint zur Hauptgleichung zurück (vergl. A. 14 
und 15). 

15. Die Differentialresolvente der Ikosaedergleichung. 

Man frage nach der liriearen Differentialgleicliung (Differential- 
resolventc) zweiter Ordnung, welche die Veranderlichen y, und y, als 
Fundamentalintegrale besitzt, das heisst also, nach der Differential- 
gleichung, welcher'die Wurzeln des Gleichungssystenis: 

69) f (YI, 1/21 = 1; und J ~ Y , ,  zl,) = u 

geiiügen, untcr f ,  11 die E'ormeii 35) und 38), uiiter Ic eine Konstante 
und unter u die uiiabhingige Veriinderliche verstailden. Es ergiebt 
sich unmittelbar : 2 f 

S O T % ! ~ = -  
au a Y z 7  

wobei sich T als Funktioiialdetermii1aute von f und H herausstellt 
und ausgeführt mit den1 Ausdruck 40) zusaninienfiillt. 
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Eine nochmalige Differentiation nach u liefert: 

wo V' die IIessesche ~ e t e r m i n a n t e  von f wird und ausgerechnet 
genau mit dem früheren H übereinstimmt, weshalb auch der Strich 
wieder unterdrückt werden kann. Beachtet man die Identitat: 

43) 372 = 1 2 S f . 5  - H3 

und ersetet u durch II, so gelangt man zur D i f f e r e n t i a l r e s o l v e n t e  
der I k o s a e d e r g l e i c h u n g :  

welche y, und 1% als partikulare Integrale besitzt. 
Führt man den Ikosaederpararueter 

53) 
as J=- 

1g3f5 

als neue Veranderliclie ein, dann entsteht die Differentialgleichung der 
hypergeometrisehen Rcihe: 

in welcher die Elemente a, /3, y folgende Werte haben: 

und damit ist alles in wohlbekannte Bahnen geleitet. - 
Streifen wir auch kurz die Verallgemeinerung, welcher der obige 

Ansatz fihig ist. - 
Ks mogen f und H irgend zwei hnmogene rationale Funktionen 

der Veranderlichen y, und y, vorstellen, und man setze wie oben die 
beiden Gleichungen 69) an. Jedenfalls existiert jetzt eine homogcne 
lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung, für welche y, und y, 
zwei wesentlich verschiedene partikulzre Integrale vorstellen; es fi-iigt 
sich nur, wie f und II beschaffm sein müssen, damit die Koeffizienten 
dieser DiEerentialgleichung r a t  i O n a l  e Funktionen der unabhiingigcn 
Veriinderlichen u = H werden. 

Setzt man f Yom Grade rn voraus, so Liefei-t derselbe Differentiations- 
prozess wie vorhin die Beziehung: 

d ' y  1 dGa d y  F G"+--.- 
d u a  2 d u  

mobei 

74) F =  

Liisst man nun F mit H bis auf einen nuinerischen Faktor zu- 
sainriieiifallen und beriicksichtigt iiur solche Fiille, in deneii Ge rational 

jT- aef- 
ay: G a y .  

apf- a?f 
azl,ayi a Y,. 

, , = 

-- a f  - a f  
 YI ayia 
-- a n  ô~ 
8 %  8 %  
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durch f = k; und H = 14 ausdrückbar wird, so stellt 73) in der That 
die gemünschte Il i f fe r  e n t i a l r e s o  l v e n t e  des vorliegenden Pormen- 
problems dar. Palle der gedaçhten Art k6nnen aber, wie von anderer 
Seite her bekannt kt, wirklich eintreten, und zwar komrnen hier 
dreigliedrige Identititen von der F o r a :  

7 3) G" LE3 + pf 

in Frage. Da f Tom niel', $1 vom 2(n - 2)&, G v o n  3 ( t ~  - 2)'" Grade 
ist, so bestimmt sich die ganze positive Zahl v durch 

und es ergeben sich für n - 3, 4, 6, 12, das heisst v = 2, 3, 4, 5 
die einzig miiglichen u n d  wirklich vorhandenen Fiille. Insbesondere 
gelangt man zu den Forrnen der r e g u l i i r e n  P o l y e d e r  mit ihren 
Resoloenten und erzidt eine definitive Auflosiing durch die hyper- 
geometrische Reihe, deren Elemerite die Werte: 

haben (vergl. A. 12). 
Unser Ansatz lasst sich auch auf t e  rr?iir e Formen ausdehnen, 

sobald das volle Formensgstem durch die Originalform und d r e i  zu- 
geh6rige Kovarianten abgeschlossen ist. E s  erscheint zweckmiissig, 
das Problem dadurch zu reduzieren, dass man eine der Formen der 
Nul1 gleich setzt, eine Beschrankung, deren nachtragliche Aiifhebung 
mOglich und besonders bemerkenswert k t .  Verschwindet die Original- 
form, so findet zwischen den drei Kovarianten eine dreigliedrige 
~den t i t a t  statt, genau wie bei binareii Forrnen, und zwar ergiëbt si&, 
wenn n den Grad der Originalfnrtn bezcichnet, der Exponcnt v der 
ersten Kovariante aus 

78) 
Z(4n-  9) v = ---, 

1 2 - 2  

weshalb hier nur die Fiille n = 3, 4, das heisst v = 6,  7 inoglich sirid. 
Thatskhlich erledigt man auf diese Weise die ternzren kubischen 

Bormen ganz allgemein, d a m  die besondere B1orm: 

SP = Yin + Yan + 3'3" 
und endlich jene terniire biquadratische F'orm: 

SP = yI32/, + zlgSy3 + Y ~ ~ Y ~ )  
welche der linearen Substitutionsgruppe vom 168. Grade angehort. 

Die Differentialreçolventen werden entspreclienci von der d r i t ten 
Ordnung, und man gewinnt, was die letzte Forni aiigeht, sehr lciclit 
jene Differentialgleichung, welche B r i  o s c h i  und I-Iurwi t z unter an- 
deren Gesichtspunkten in den Math. Annalen, XXVI. Rd. S. 106 und 117 
gefunden hahen. - Wir  wollcn indessen diese abseits liegenden 
Fragen hier nicht meiter verfolgen. 
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16. Die Resolventen der  q hoheren Grades. 

In den fvlgenden drei Abschnitten sollen einige Pragen erletiigt 
\rerden, die zwar nicht die Gleichungen fünften Grades, wobl aber die 
Traiisformationstheorie, beziehentlich die 7-Resolventen iin allgemeinen 
betreffen. 

Am Schlusse des dritten Abschnitts haben wir bereits angedeutet, 
dass man zwei in der Porm d l i g  übereinstimmende Gleichungen 
(2% +l)tcuGrades mit e i n e m  wescntlichen Parametcr durch die Integrale: 

7 9) h i  = x [ S ,  (1 - gi)] d c i  f ( i d ,  2) 

O 

definieren kann. Wir  wiihlen x so, dass mit 5; = 1 gleichzeitig hi = 1 
werde, mithin 

80) 1 = x [C(l - :)Indc, J: 
O 

das heisst: 

Diese allgemeinen c-R,e so  l v  en t en sind dann durch die Beziehung 

7) 5, + 52 = 1 
aneinandcr gebunden, und ihre absoluten Parameter sind K o m p l e  - 
mente, also 

5) hl+ h2= 1. 
Für - q l l  gelarigen wir zu den verallgemeinerten 17 -1lesol- 

venten, die im Falle 12 = 2 genau mit clen betreffenden Bcsolventen 
füriften Grades zusanimerifallen und mittelst 

4) 71% = 171 + 72 
ineinander transformiert werden kiiriiien. Die Forin einer solchen 
y -Resolvente ist: 

81) l ~ r 1 2 n + 1 + l r n q n + a n - i q n ~ i f . . . + o l , ~ + a o = 0 ,  

wobei die a n u r  von n abhiingen, wahrend die n-Koeffizienten der 
Potenzen q2" bis qn+l überhaupt nicht vorhanden sind. 

Aus den 7 -Fiesolventen l ' k t  sich vermoge 

11) Y = P V I  + 4'12 

eine allgemeinere &solvente mit d r e i  Pnrairietern zusammensetzen, 
in welcher die Potenzen y Z n  bis yn+l fehlen, und zwar deckt ~ i c h  hei 
clen Gleichiingen fünftcn G r d e s  diese Rmolvente mit der Haupt- 
gleichung; bei den Gleichungen hijheren Grades erreiclit man eine 
eiitsprechend allgerneine Form natiirlich nicht. 

Es nit@ noch die s y m m e t r i s c h e  h o m o g e n e  Resolvente Platz 
finden, welcher das Verhdtnis der beiden 7 genügt. Sie lautet (vergl. 
Nr. 13): 
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und geht aus 
(771 + %ln = 0 

hervor, falls die ersten (n + 1) Glieder mit dem Faktor 7~, ,  die letzten 
(72 + 1) Glieder mit den Faktor - versehen werden. 

Auch die Rcsolvente Ton B r i o s c h i  findet hier ihr Seitenstilck. 
Setzt man wie in Abschnitt 12: 

8 3) 
1 1 

L = 5 ( l - v ) ,  resp. $ = z ( l + v ) ,  

1 - 1 
aber diese beiden Gleichungen sind megen der Bedingung 5) von- 
einander n i  c h t verschieden, sie k6nnen zusammengefasst werden in 

O 

und dieses ist die betreffende Resolvente (212 + l ) t e n  Grades, in welcher 
g e r a d e  Potenzen n i  c h t vorkommen, abgesehen vom Absolut@ied, 
welches den wesentlichen Parameter der Gleichung bildet. Der Uber- 
gang zu den q-Resolventen wird durch 

vermittelt. - Biltlet niari die Ableitungeri von h nacli [, 7 oder v, so 
erhzlt man natiirlich h i n o m  i s c h e  Ausdriicke, weshalh auch die Dis-  
k r i m i n a n t e n  aller clieser speziellen Resolventen die Gestalt eines 
Binoms erlangen. 

17. Resolventen der  vom sicbenten Grade. 

Betrachten mir kurz den Fa11 n = 3. Aus 79) ergiebt sich für 
- - -1 unmittelbar: 

86) hlqI7 = 31>qI3 - 84qI2+ 70q1 - 20, 

und hieraus leitet man nlittelst 4) noçh die sirnultanen Resolventen: 

h,ql"2 = 35qi2 - 49qi + q2 - t  20, 

H7) h l 1 2 =  q12+ 367, + 5qn - 20, 

1 hlqi'q.3== + 4qr2 + 101, + 20 

ab; andere entsprechende ergeben sich durch gleichzeitige Vertauschimg 
von ql mit q, und IL, mit Ii,. 
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Von Dr. m. HEY~IANN. 119 

Die Resolvente in v mird nach 84): 

88) 5v7- 21v5+ 35a3- 35v + 16(1-  212,) = 0. 

Bestimmen wir nun die Koeffizienten einer Gleichung: 

89) y7+7ayS+ 7by2+ 7 c y + d = 0  
derartig, dass ihr die lineare TTerbindung 

11) Y =p'71+ 4'12 
geniigt. Genau dieselben Prinzipien, welche wir bei den Gleicliungen 
fünften Grades (vergl. Abschriitt 5) in Anwendung brachten, liefern hier: 

und ilinmt man die Koeffizienteu a, b, c ,  d als gegehen an, so lassen 
sich die Grossen hl, h,; p, p leicht berechnen. Aus den ersten beiden 
Gleichungen crgiebt sich: 

fiihrt man diese Werte in die letzten beiden Gleichungon ein und setzt: 
- 

16) ~ - q - = l / r ,  p + y = s ,  
so folgt: 

92) 20nr + 5 b s  - 4 c  = O und lObr + lOcs - d = 0, 
moraus: 

93) 
1 h d - 8 c Z  2 a d - 2 b c .  y . .  P . ,  S =-.P.--- 

10 b2-  4 a c  5 b 2 - 4 n c  

Infolgedessen gehen die Ausdrücke für die absoluteii Paranieter 
iiher in: 

I hl = - 
IO ( S  )/r 

4 a ( s + 4 ) ' r ) -  .5h ' 

sie sind also eii iand~r konjugiert und fiihren, in  die Gleichung: 

5 )  h, + h, = 1 
eingesptzt, zu jener r a t i o n a l c n  R c d i n g u n g s g l e i c h u n g  zwischen 
den Koeffizienten d ~ r  Gleichung 89), unter welcher diese in die ?-Re- 
solvcnten siebenten Grades trnnsformiert werden kann. - Rerücksichtigt 
man die Beziehungen 11)) 16) und 83), dann gelangt man zu 

womit die Gleichung 89) anf 88) reduziert ist. 
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120 Die Transfomiation und Aufl6siing der Crleichiing fiinften Crrad~s etc. 

Die Aufl6siing der spexiellen Resolventen in 7 und a sa11 hier 
nic l t  weiter verfolgt werden; es ni6ge aber rioch jene Resolverite 
siebenten Grades mitgeteilt werdm, welche unter transformations- 
theoretische~i Gesiclitspunkten jerier füriften Grades von Gordari  und 
K l e i n  entspricht (rcrgl. Abschnitt 13). Sie wird charakterisiert durch 
q z p ,  das heisst ilir genügt: 

96) 
4 P 

Y =p(71+ riz) =pr l i ? l s=  - 9  

und ihre Form ist: 

97) 1/ , , ,7~~2/~  - 35p4y3 - 56p5y2 - 140p8y - 400p7 - O, 
1 

oder eirifacher, z. B. für p - -7 
2 

98) Ky7- 35y3-28y2- %y-  50 = 0,  

wobei K - 16 k,h, den einzigen wesentlichen Paraineter vorstellt. 

18. Resolventen der 7 für die Gleichung 
sechsten Grades. 

Verlangt man roi1 der H a n p  t g l e i c h u n g  sechsten Grades: 

99) y6+ Gay3+ Gbya+ Gcy + d = 0, 

dass sie die w e s en  t l i c h e  Eigenschaft einer 7 - Resolvente annehmen, 
das heisst, dass sie vermiige der Substitution: 

y z - y - t z  
in einc Gleichung derselben Form übergelie, so bleiben nur rioçh 
zwei  Parametcr willkiirlich, wie denn aiich eine Reduktion der Gleich- 
ung sechsten Grades auf eine Resolvente mit nur eiriern Parameter 
bisher nie erreicht worden und htichstwahrscheinlich uiini6glich ist. 
Jndem wir des weiteren iihrilich wie in Abschnitt 3 vorgeheri und die 
y, mit ql, v2 vertauschen, gelangen wir au folgeriden 7-Kesolventeri: 

Die Grossen g und 11, oder anch g, h,, h,; letztere jedoch mit der 
Bedingung: 

102) Il,, - h, = !/ 

die abso lu  t e n  P a r  a m  e t er. Irideni g eirifach das Vorzeiclien 
wechselt, verwandelt sich eine Iiesnlv~nte in die andere. 

Man kann sich noch die sirnultanen liesolventen mit 11i57z, 
4 i 4 ~ 2 ï ,  etc. verschaffen und sodann mittelst: 
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Von Dr. W. HEYMANN. 121 

11) Y =21vi + P'lz 
eiiie neue Gleichurig , die H a u p  t r esolv en  t e, zusammensetzen, welche 
genau so allgemein ist wie 99). n r i r  unterlassen es, die weitere 
Rechnung durchzuführen, da eine Aufltisung der einen oder andcren 
Resolvente zur Zeit nicht geleistet werden kann. Immerhin dürften 
obige Resolventen vom Gesichtspunkte der Trimsformatioiistheorie aus 
Interesse gewiihren. 

TJm hier nur eines zu erwzhnen, sei auf die J e r r a r d - T r a n s -  
fo rmat ion  hingewicseri, verrnoge welcher die r e d u z i e r t e  F o r m :  

103) y" fFOy2+ 6cy + d =  O 
hergestellt wird. Verschwindet niimlich a ,  so ist in der Hauptgleichung 
L'y3- 0; anderseits ist in der Hauptresolverite: 

q3 = pSzq13 + q3 qq = 30 [p37q1 (1 + g) + q3h21(1 - Y)], 

und hier kann die Klammergriisse dadurch annulliert werden, dass 
man das Verhiiltnis 1) : q aus eirier r e i n  k u b i s  c h e n  Gleiçhung be- 
stimmt (vergl. Abschnitt 9). 

Von den s i m u l t a n e n  Reso lver i t en  seien zwei angeführt, die 
sich durch ihre Symmetrie auszeiehnen und daher sofort eine Ver- 
allgemeinerung auf den Grad 212 zulassen. Die eine lautet: 

sie ist hnmogen in den 7, aber n i c h t  homogen in den h, und sic 
h;tngt deshalb im Gegensatz zu der entsprechenden Gleicliung fiinften 
Grades (vergl. Abschnitt 4) von zwei  Paraiaetern ab. 

Die andere hat folgende Gestalt: 

105) hlvli" l z z q z 3  + 3h,qi2 + 3 h , ~ $  + 6h,7,  + 6h2qz - 20 = O 
und repriisentiert eine Kurve d r i t t e r  Ordilung, welche mit der in 4) 
enthalteiien Hyperbel 

% v z q i - % = O  
sechs Schnittpuiikte liefert, entsprechend den sechs Wurzelri der 
einen oder anderen q  -Resolvente. 

Bemerkenswert sind gewisse spezielle q-Resolveriten niit nur e inem 
Paraineter, z. B. jene fiir 9 = f 1 oder h - A 1 u. S. f. Auf erstere 
wird man geführt, wenn man gleich anfangs von einer Gleichurig 
scchsten Grades mit a = O aiisgeht, und aus ihnen konnen mittelst 
der Substition 11) neue Iiesolventen zusammengesetzt werden, die 
indcssen allesamt mangcls eines zweiten Parameters nur Sonderfille 
der Hauptgleichung 99) vorstelleii. 
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Loci of the equations = que and p = q u ~ G c .  

BY 

K. MT. HYDE, 
Ciuçiiiuati, Ohio, U. S. A.  

W e  will coiisider the significance of these equations iii two and 
three dimeilsional spacc, heginning with the former. 

The letter p represents a variable point generating a locus, cp and 
Q are linear point functions, e is a fixrd point, and u and v are 
scalar functions of x and y respectively, which are real scalar 
variables. 

Let  eO, el, e, be reference points for two dimensiunal üpace, and 
let us write 

W e  will first t reat  the case whrn ~c = x, aiid afterwaids considrr 
cases when u is such a funçtion of s that  soule of its values are 
imaginary. 

Onlp real values of x will be corisidered. W e  are then first t u  
discuss the equation L 

In this e q u ~ t i o n  p c a ~ i i ~ o t  be a unit p i r i t ,  for this would require 
2 

that  the c c i i d i t i o n ~ ~ l x n  O should he satisfied, which r o u l d  nol nlloa 
n 

the variation of x. When n: = O, p - e ,  so that  the ciirve always 
passes tlirough e. 

Differentiating 4) we have 

5) d x = ( p l o g m ) ~  - ~ ( ~ ~ ~ ~ ~ l ~ ~  A). 
O 
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If p were a unit point, 2 would be a point at uo on the tangent 

line to the locus, i. e. a vector 1 to the tangent at  p ,  but as the weigllt 
d p  as well as the positioii of p varies, is some finite poi$ on the 

tangent line. The tangent line will therefore be 

The tangent line cuts the sides ele,, e,c,, e,c, of the reference 
triangle in the three points 

A A, ( p d: 1 es - Aoxn,log e, - A;n1 log- 
-4, A~ 'e l  

2 

If Up designate the unit of JI, thon LTp = O x e + - C < ~ n ,  
O 

in which Bo, BI, B2 are the coefficients of ele,, e,eo, coq ,  respectively, 

is the velocity of p as i t  generates the curve. in equation 6). -- 
d t  

We will now apply these results to the determination of the 
nature of the curve. In  the first place the A's must always be 
positive in order to exclude imaginary points, and we shall assume 
for convenience A,< A,< A, 

which simply arranges the curve in a certain way as regards the 
reference triangle. If the n's are al1 positive e is inside the reference 
triangle; if Te,, is negative e has passed outside the triangle. In fact 
the four points 

cg, ZNE, n,e, + n,e, and - n,e,+ nie,+ tQe, 

form a harmonic range, so that, if the curve be constructed with positive 
values of the fi's, the other cases may al1 be found from this. If n, 
be negative draw any ray e,&, E being some vector, cutting the curve 
already constructed in p, and the side el e, in e, a - el e,; then the fourth 
harmonic to e,, p ,  e,a . el e, will be a point of the locus required. 
The same method of course applies rnutati~ mmzctunt7is when n, or n, 
is negative. 
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124 Loci of the equations p = <pue and p = rp'VtLe. 

Case (a)  [see Fig. 11. The n's a l f  positive. m e n  2 = -m, A,z 
and A," beüome iridefinitely smell compared with A," and herice p 
approaches indefinitely nenr to e, which is its limiting position. Wlien 
z - O, p = e. When x - w,  A,Z becornes indcfinitely larger than 4 
or Alz, and hence p approaches coincidence with e,. This includes 
the whole range of real values of z, so that $7 never goes outside the 
reference triangle, but starts from e, and stops at  e,. By eq. 6) the 

Fig. 1. 

tangent lines at e, and r, are c,r, and c,e, respectively. By cqa. 7) 
the tangent line cuts c,c, between e, and cL ,  e,e, between e, aiid c,, 
and e,eu at some point w t  between c, and c,. Eq. 8) shows that the 
velocity of p approaches zero near eu or e,, as miist evidently be the 
case. The curve is shown in Fig. 1, e Leiug taken as the centroid 
of tho triangle. 

Case (b): n, negative. The curve will be as shown in Fig. 1. It 
has an asymptote parallel to the line joirling e, with the  oint wherc 
the curve (a)  is cut by the line (e, + e,)(e, + e,). 
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Case ( c ) :  n, negative. The curve will have three forms according 
as the curve ( a )  cuts the line (e,$ e,)(e, + e,) in two real, coincident, 
or imaginary points. The last form is shown in Fig. 1. In  the first 
form the curve h m  two branches, and two real asymptotes p a r d e l  
to the lines joining el with the points where the curve (a)  cuts the 
line (c,+ e,)(e, 1- e,). The second form is parabolic, and has a double 
point at  infinity on the line joining e, with the point of contact of 
the curve (a) with the line (e, + el)(c, + e,). 

Case (d): n, negative. The curve is of siniilar character to the 
ciirve (h) .  It has an asymptote paralle1 to the line joining c, with the 
point where the curve ( a )  cuts the line (e, + e,)(e, + e,), as shown in 
Fig. 1. 

Let us now consider the case when u in eq 3) is some function of x. 
If it is such a function that zc may have al1 values from - XI to +m, 
then the locus of p will be the same as when zc = x, though a part, 
or the whole of the curve may be repeated two or more times. If 
however u is a function some values of which are impossible, then 
the locus of p will be a portion of one of the curves already dis- 
cussed. Suppose for instance, that we have 

In the first case u cannot be greater than 1 nor less than - 1, 
and hence the locus is that portion of the curves already considered 
lving between the points T e  and rp-le. I n  the second case u has 
il1 values except those between - 1 and + 1, and hence the curve 
consists of two parts, one extendiug from e, to y - l e  and the other 
from y e  to e,. In  the tliird case the curve only extends from q P a e  
to cpoe. If we assume 

then m and k can be so taken that u will be now real, now imagi- 
nary, in succession, and the locus of p will consist of a series of dis- 
connected portions. 

For instance, if 
1 - - - - . 

21. =. * =i/(x" 1)(~"44)(9 -x2) 

the curve will consist of three parts extending respectively from a 
point very near to CJ- 3e to one very near to ~ - ~ e ,  from one very 
near to cp-le to one very near to p e ,  and from one very near to  
cpae one very near to q3e .  

We will next consider the corresponding equation in three - dimen- 
sional space, viz. 1 

IO) p = q u e  = Z ~ " n s .  
U 
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126 Loci of the eqiiat,iona p = rp"e and 97 = vUqPe. 

As before we treat first the case when zc - x, and have, for the 
taugent at p ,  the line 

At I 1) p g  = <pie (rpxlog cp)e = ~ ( ~ , z ~ ~ ~ q n , l o ~ ~ .  wk), 
in which 1 and k are to have al1 values from O ta 3. of course ternis 
in which 1 = k will disappear, because ekek= O. The point where the 
tangent line pierces the refcrcnce plane ele,e, is 

and the points ahere  the tarigeiit pierces the otlier faces of the re- 
ference tetrahedroii ma? be found from this by cyclic pcrrnutation of 
the suffixes. 

If A, < A, <A, < A,, the curve will start at eO, w h m  x = - KI, 

in the direction of e,q, and reach e,, when z - m, in the direction 
of e,e,. 

As in the previous case the nature of the curve will depend on 
the location of the fixed point e, i. e. on the signs of the n's. If e 
is inside the reference tetrahedron, the curve will be wholly within 
this tetrahedron; and in any case p will be confined to the same region 
of space which contains e ,  if we understand by a repion of space 
the locus of al1 points abtained by assigning positive values to the 
fi's in such an expression as nOeO - n1 C, + Iz,e, + Iz,e,. There are eight 
such regions, and therefore eight curves, which are al1 harmonically 
related, so that, one being given, al1 the rest may be constructed from 
it. W e  will designate by C the curve mentioned above for which e 
is inside the tetrahedron e,e,e2%, and will use Co,. . . C,, Co:,,, Co,, Co,, 
to designate the others, the suffix iudicating which term, or term,  

a ive. of the value of e is neg t '  
The üurves (& and are of similar character, each having a 

single asymptote parallel, in one case, to the line joining e,, with the 
point where C pierces the plane (e, + el) (e, + e,) (e,, + e , ) ,  and in the 
other to the line joining e, with the point where Cf pierres the plane 

(., + e,) (e, + el) ( f i ,  + 4 .  
The üurves Cl and C, are also of like character and have rocli 

two asymptotes, real, coincident or imaginary, acrorcling as the 
respective planes (el + e,) (e, + c,) (el + e,), or (e, + ~J.J (e, + e,) (e, t. P, ) ,  

cut the curve C' in t a o  real, coincident, or imagiiiary points.' 
The curves C',, and Co, are of like character, each having a 

single asymptote whose direction may be thus found. Let p, be the 
point where C' pierces the plane (e, + e,) (c, + e,) (el + e,) , then  th^ 
asymptote to Co, is patallel to the Lille p,e,e, poed es. The direction of 
the asymptote of C;, may be similarly found. 

The curie Co, lias two real, coincident, or iniaginary asymptotes 
aecording as the plane (e, + el) (e, 4- e,) (e, + e,) cuts the curve C in 
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two real, coincident, or imaginary points. If these points, when real, 
are pl and pz) then the two asymptotes wiii be parallel to the lines 

respectively. P,e,e,.Pieseo and P,e,e,~Pie,eo 

If we now give to zc the form of eq. 9); then, as in plane space, 
tlie curve will be made up of detached portions of the ourve obtained 
when zc = x, each portion being a double line, because, in general, 
tlic sarue value of u is found from two different values of x. 

If two A's become equal in eq. 3)) say A, = A,, then the curve 
reduces to a straight line, in this case 

(no e, + n1 e,) e,. 

If A,= A, in eq. 10)) that equation may be written 

13) p = Aou (no eo + 92, c,) + AZU e, + A," %, 

which reprcsents a plane curve of the same kind as that of 'eq. 3)) 
starting from noeo + fi, el and ending at  es. 

If u is of such form that its only real values lie between - a 
and + a ,  say a = a sin x; 
tlien the ends of, the curve, cp -Oe and rpae, ,may be chosen arbitrarily, 
so long as they are in the same region, as previously defined. For let 

p i = Z l e  and p,=.Zme 

be two arbitrarily chosen points; then 

a sin " 
p , = z l e  = cp e =  rpae = Z'Aane, 

. 3n a air i  - n. 
and pa = z , )n  e = cp 2 e = rp-ae. = 2'- e. A a 

. . Io  = Aoano, II = Aian,, etc. 

and 9no=Ao-ano, ~ z , = A ~ - ~ n , ,  etc. 
- - - .- 

. . no - VIo ?no, n = L I  , etc. 

and 
za (7 2 5  - 

A. == ;;) A = 7 etc. 

, Thus real values of the A's and n's will be foiiiltl whenever the 
correspondirig 1's and m'a are of the sanie sigri, i. e. when 11, and p, 
are in the saine region. 

Equation 11 = ipu$ve. 

We will firüt corisider the case wlien u = x, and v = y. Let 
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128 Loci of the equstions p = <pue and p = rp"v e. 

while as before e = z k e i :  then r e  are to discuss the equation 

This equation evidently represents a surface, since it üoritains two 
independent scalar variables. If y be given any constant value b, ,  
while x varies, the equation $1 = rpZqbl e is of the same kind as eq. 10) 
and therefore represents a curve of the species alreaciy discussed. If 
to y bo assigned a series of values 6, . . . b, a series of such curves 
a i l1  be obtained. Similarly by assigning constant values a, . . . a, to x, 
while y varies, a second series of curves will be obtained lying on 
the surface. Since the two curves qarn+ye and rpx+ ne have the conimon 
point cpam+bne, evcry curve of the systcm a will intersect evcry curvc 
of the system b. Two curves of the same system can have no cornmon 
point cxcept the two points a t  which they al1 terminate. If the n's 
are al1 positive the surface will be wholly within the reference tetrahe- 
dron, while if one or more of them be negatire i t  ni11 be wholly 
outside the same. The surfaces in the different regions of space are 
harmonically related as in the case of the curves. 

Differentiating 14) we have the two points 

each of which is in the tangent plane to the surface at  21: lience 
the plane is 

15) Pr = r p z + ~ e ( c p x ~ ~ l o g  q)e  (rpZ@ylog +)e, 
which cuts the edges of the reference tetrahedron at 

P,.e,e,, P,.e,e, etc. 

We proceed to show that by a proper choice of values for the 
A's and 3"s equation 14) will represent a ruied surface. 

Let us express y in terrns of x and a new variable z by the equation 

16) y =  mx + z .  

Let the A's and n 's  be now so taken that 

then the equation of t l i ~  surface becomes 

17) p - A , z I Z , ~ L ~ ~ 7 ~ ~ z n , e ,  + 13izn,e,] + AlzBlmz[B, n1c1 + UJZr~,e,]. 
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If in 17) some constant value be assigrled to B ,  while x varies, 
11 will move d o n g  the straight line 

thus, by giving a series of values to Z, a series of straight lines will 
be obtaiued lying wholly iu surface between the lines e,e, and elej, 
and the surface rnay be regarded as generated by the motion of a 
straiglit line terrniriating iri these edges of ihe reference tetrahedroii. 
I t  is therefore a rzded, and in fact a ske,ic surface, wholly confined 
mithiri the referei-içe tetrahedroii when the n's are al1 positive, and 
bounded by the four sects e,e,, e,e,, e,e,  and e,c,. 

If, using as before the relation 16)) we assunie 

A,B? - A,BI7n- A2B,m, 
equation 14) beconies 

2 

which represents a cone generated by a sect whose extremities are 
2 

,the point c3 and the variable point ZBne. I ts  vertex ir tlierefore 
O 

at e, aiid it is wholly within the tetrahedrou 
The two sets of curves obtained from the equation p - <p2$Ye, 

first by asaigiiirig various constant values to x and then t u  y, rnay be 
arranged in three different ways as regards their terminal points. 

lst The initial and terminal points of both sets nlay coincide. 
P V h e  twa sets may have one terminal point in common, and 

the other differeiit. 
3d One set niay have both of its terminals different from those 

of tlie other. 
In any one of these cases the constants may be so takeii as to 

nmke the surface a ruled surface. 
Surfaces which from their equations, written in the forin 

p = 'pz+Ye 

appear to be different, may in fact be identical, though the sets 
of curves x = a,, a, . . ., y = b,, b, . . . wiU be different; for i t  appears 

R B 
froni eq. 17) that, so long as the twu r a t i o s ~ a r i d ~ r e r x i a i r i  unçllariged, 

B" R, 
the rectilinear generators of tlie surface w i i  be the same, and tliere- 
fore the surface identical no matter what values be ass iped- to  A,, 
U,, A, and fi,. Changes in-these last however may affect rnaterially 
the curves x - a,, a,, . . ., y - b,, O,, . . . For instance the two equations 
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130 Loci of tlie eqiiations p = que and p = ip q u e .  

Big. 2 
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both represent the sanie surface, mhich is shown in figure 2, though 
tlie t a o  systems of curves in 19) are conterminal, while those in 20) 
terminate in e, and e,, and in e, and e, respectively. 

Let us designate by S the surface <px@ye when the n's are all 
positive, by S, the surface when no is negative and the other n's 
positive, etc. Al1 tlie surfaces will be wholly exterior to the refercnce 
tetrahedron except S, which is whollp interior. The surface S k ,  

(1; = O, 1, 2, 3), will have an asyniptotic surfacc of which a cone- 
director will Le the colle whose vertex is at ek and whose directrix is 
the section of S by the plane which bisects the three edges of the 
reference tetrahedron which meet in ek. The surface S,, d l  be 
asymptotic to a riiled surface whose generators are parallel to thosc 
of the skew surface whose directrices are eue,,  e,e, and the section of 
S by the plane which hiserts the four edges e,e,, e,e,, c,e, and e,e,. 
The otlier two surfaces of tliis kind S,, and S,, possess siinilar 
asymptotic properties olitained by simple interchanged of suffixes 
If S' is a, ruled surfaces one of these three bisecting planes of the 
tetraliedron will cut a generator from R, sr) that the direetor surface 
in this case will be of the second order. 

We will consider now the more general case 

wheri zc = 1 ; ~  and v = f , ~ .  Suppose first 

21) u - a s i n x ,  v - b s i n y ;  

then al1 real values of lie betaeen a and - a,  and al1 real values 
of 71 between b and - 6, hence the surface is a curvilinear qiiadrilateral 
whose corners are at  r.pa+be, (p-aljlhe, ( ~ - ~ @ - ~ e .  If we write 

u = a sec x, v = b sec y, 

we have the case just reversed, and the surface has a quadrilaterd 
hole througlz it, the boundaries being the same as beforè. If 

u, = a sin x ,  v = b sec y, 
we have two triarigular strips witli corners at  

the surface may be broken up into a checkerboard pattern of separate 
real quadrilaterals with imagiiiary strips between tliem. 

If u and v be as in eys. 21), three corners of the yuadiilatc~ral 
may be arbitrarily chosen in the same region, when the fourth will 
be determined. 

9' 
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For let 3 
9 ï e ,  &ne, 2 p e ,  Zr 
d 

O O O O 

be any four points whntever, and write 
a sin b siu 5 

y 2i i ,  2e=Z'dalZ'nt:  = = Z x e ,  

3 n 
a s i n  bsin 

cp " e =Z'A O B ~ Y A ~  ==Zpr, 
s n 3 n 

a  sin: l ain - 
cp " - Z A  - " R - b ? z e  = :.,,p. 

with tlirec otlier similar sets of equations for  the coefficients of the 
otlier poirits. Hence 

Y/,,' = xo v, = Aopo, 

so thal, if x ,  A ,  p are assiiiiied v is dt.teriiiiried by tliem. TqTe fiiid alro 

2 3 

Ileciprocal equations. I f  ~ = z e  be a fiaed line, niid II -2 e 
O U 

l ~ e  a fixed plane, tlien we may write the tliree exquatioiis 

3 

25) 1' = ipa n = ~ A ' u ~  n e ,  
O 

which are reciprocal respectively to equations 3), 10j and 14). Eq. 23) 
is that of a, eurve enveloped by L = ( p ,  in plane space; eq. 24) is that 
of a developable surface enveloped by 1' = 2 1  in solid space, aiid eq. 25) 
is that of a convex o r  skew surface enveloped 'uy Y = 12, W e  shall 
not discuss the properties of these envelopes, as they are ensily scen 
fi-on1 those of their reciprocals already considered. 

I t  is believed that the curves and surfaces treated in tliis piper 
linve not been hitlicrto discussed by Grnssmann's met,hods. 
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Uber Schraubengeschwindigkeiten eines festen Korpers 

bei verschiedener Zahl von Stiitzflachen. 

Von 

1. Die meisten Untcrsuchungen über Verschiebungen, welche einem 
festen Kijrper mtiglich bleibcn, wenn er sich auf feste, unbewegliche 
Flkhen stützt, beziehen sich auf die Bewegung dessellien parallel einer 
Ebene oder uni cinen festen Punkt. Eine systematische Betrachtung 
dieser Frage findet sich zuerst, soviel mir bekannt ist, bei R e u l e a u x  
in seiiier ,,Theoretischen Kinematik",* als Brundlage bei der Unter- 
suchung der hoheren kinematischen Paare. In dem Unistande, dass in 
der praktischen Kinematik die e b en  e Bewegung eine vorwiegende 
Bedeutung hat, liegt zuin Teil der Grund daron, dass auch in den 
miteren Untersuçhungen,** welche B e u l e  a u x  ' Betraçhtungen be- 
deutend vervollst~ndigten, der allgemeinste Fa11 der Stiitzflachen, bei 
welchem d e ~ n  festen Korper Schraubengeschwiridigkeiten mogliçh 
hleiben, nur sehr wenig in  Betracht gezogen wurde. 

In der rorliegenderi Arbeit wird ein Versuch gemacht, solclie 
Schraubengeschwindjgkeiten bei gegebenen Lagen von Stützflachen zu 
untersuchen. Analytisch würde das eine Aufgabe über Gebietsbestini- 
mungen im Raume von fünf Dimensionen sein; dabei würde aber, was 
die wirkliche Verteilung von Schraubengeschwindigkeiten betrifft, alle 
,4nschaulichkeit, welche in solchen Fragen sclir wesentlich ist, ver- 
loren gehen. E s  ist daher nur eine unmittelbar geometrische Dar- 
stellung dem Ziele entsprechend. 

2. Wir werden nur unendich' kleine Verschiebungen oder, was 
gleiclibedeutend kt,  Geschwindiglieiten betrnchten und dnhei die 
Krüinmung der Stiitzflachen und der Flaclien, welche den festeii Korper 
unigrenzen, ausser Acht lassen. 

-- - 

* 15 18, 19 und 20. 
** Es mügen iinter aiitleren genannt wertlen : R i t  t o r s h a 11 S. ,, Cirilingeriieur", 

1875, S. 438; B e c k ,  ,,Civilingeni~.ur", 1876,  S. 571; Q r a s h o f ,  'I'heoietischr, 
Maschinenlehre II, 1883, S. 21; H u r m o s  t e r ,  Lelirbiicli der Kinematik, 1886, S. 266. 
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134 Über Schrai~bengeschwindi~keiten eines festen Korpers etc. 

Indcm wir mit p den Parameter der Schraubengeschwindigkeit, 
das heisst das Verhaltnis der Translatioiisgeschwi~idigkeiL u liings der 
Schrauhenaxe 1 ziir Winkelgeschwindigkeit GY um dieselbe bezeichnen, 
werderl wir p positiv rechnen, wenn die Riclitungeii der beiden Ge- 
schwindigkeitsknmponenten ziisammenfallen, wobei der Vcktor GI in 
clerjenigen .RichLulig auf dei- Gclirauberiaxe abgetragen werden soll, von 
wo gcsehen die Drehung irn Sinne der Uhrzeiger zn erfolgen scheint. 
Als positive Richtung der Normale n einer Stützfilche 2' in ilireni 
Berührungspunkte Jf zur Korperfliiche wollen wir die Richtiing an- 

nehmen, nach welcher der K6rper 
Pig 1 .  sich von der Stützfliiche entfernen 

kann. E s  sei weiter S der kürzeste 
1 Abstand zwischen n und 1 ,  stets 

positiv gerechnet, und cp der Winkel 
zwischen diesen Geraden, welcher auf 
folgende Weise bestimmt werden soll. 
Es sei A B  (Fig. 1) die kürzeste Ent- 
fernung zwischen n. und Z und A eine 
parallel zu 1 durch den Punkt A ge- 
zogene Gerade; indem wir von B ails 
die Ebene (91, 1) betrachten, messen 
wir den Winkel p von der positiven 
Normalenrichtung bis zur ersten Be- 
gegnung mit A im Sinne der Uhr- 

zeigerdrehung. Somit werden die Winkel cp und T' für zwei parallele 
aber auf versehiedenen Seitcn von PE gelegene Schraubenaxen Z und I '  
einander zu zwei recliten Winkeln ergiinzen (Fig. 1). Der Winkel (n, w) 
wird immcr zwischen den positiven Iiichtungcn dieser Geraden gemessen 
werden und kann dalier entweder gleicli cp oder gleich n - y sein. 

Eine Stütztiache. 

3. Wenn bei irgend einer Bewegung die Fliche des festen IZ6rpers 
eine Stiitzfliiche heriihrt, so haben alle Punkte der gemeinschaftliclien 
Normalen beider Fl%chen bckanntlich die Eigenschaft, dass ihre Ge- 
schwindigkeiten a,uf dieser Normalen senkrecht stehen. Wenn aber hei 
der Verschieburig des fcsten K6rpers dieser sich von der Stützfliicliti 
entfernt, so bildet die Geschwindigkeit des Beriihrungspnktes, und 
daher auch aller arideren Purikte der Norrnalen, mit der positiven 
(5  2) Richtung dieser Norrnalen einen spitzen Winkel. F'ür jede mog- 
liche B~wegung  des festen Kijrpers muss also die Schraubengescliain- 
digkeit so -beschafYen sein, dass für jeden Punkt der Normalen die 
Redingung 'ü - cos (v, n) > O - 

erfüllt werde. Wihlen wir den Punkt ,4 (Fig. 1) dazu, so finden wir leicht, 
wenn wir nur das im 3 2 über p und rp Gesagte beachten, Folgendes: 
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Von P. SONOFF. 135 

Jede Gerade des Raunles kann als Schraubenaxe dierien und die 
Wiiikelgeschwiiidigkeit kann auf derselben jede der beiden entgegen- 
gesetzten Bichtungen haben; es muss aber dabei, wenn die Winkel- 
geschwindigkeit mit der positiven Normalen einen spitzen Winkcl bildet, 

1) P >  d t g v ,  
72 

wenn dagegen 41: (n, w )  > - ist, 
2 

2) p < a t g y  - 

sein. Die Figiiren 2, 3, 4 Fig. 2. yig 3. 

und 5 stellen vier ver- 
schiedene FHlle dar, welche 
dabei eintreten kihnen. 
Die Fiille (Fig. 4 und 5) 

sind tiseh, mit welche denjenigen man erhalten iden- 2 r 2. 
würde, wenn man in den 
Fiillen (Fig. 2 und 3) die I I 

Schraubenaxe sich selbst / 

/ P 9 y  
parallel auf die andere I .  i W  

Seite der Kormalen n ge- 
;/ 

bracht hiitte, , 
Es ist leiçht ein- ; 

zusehen, wie die fü r  p 
Yig. 4. Fig. 5 ,  gegebenen Bedingungen im 

Falle, dass 
7d 

(92, w) = - 
2 

kt', ausnrten. 
Ehenso brauchen wir '\: '1 p w g Y  

iiicht die einfnchc Frngc 
zu untersncheii, um welche 
Axen und nach welcher ', 8 

\ <$ 
\ 

Richtung eine einfache \ \ \ \ 

llrehung oder eine Trans- 
\ \ 

\ 

lation moglich ist. '\ W 

4. Die Beriihrurig mit ' I 
eiiier festen Flache ist be- 
kariritlich riicht clic: allgeriieiiiste Forru eines Zwaiiges fiir den fcsteii 
R o r p r ,  wie es zucrst T honlson  und Tait* gmeigt haben. Rs ist aber 
leiclit auch für die allgemeinste Forrn des %w-anges die eritspreclienden 
IMingiingen fiir p aiifznstellen, wenn man nur henrhtet, dass hci jeder 
Zwangsbedingung, welche in Form einer Gleichung zwischen den G kiiie- 

" A treatise on natural philosophy, § 201. 
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136 ber Schraubengeschwindigkeiten eines festen K6rpers etc. 

matischen Elementen gegeben ist, alle für den K6rper nioglichen 
Schrauben ( p )  einer einzigen Schraube mit bestimmtem Parameter P 
reciprok siid;* sodass ( p  + P) cos rp - 8 sin rp = O 

ist, wo S und rp die kürzeste Entfernung und den Winkel zmischen 
den zwei Schraubenaxen (p) und (P) bedeuten. Wenn die Bedingung 
fïir die kineinatischen Elernente ausser dem Gleichheitszeichen auch 
ein Ungleichheitszeiehen enthiilt, so finden mir, das im 2 Gesagte 
beachtend, entweder 

$1 >_ dtg(p  - P, 
oder 

~ < a t g ~ - p ,  
je nachdem ro mit einer bestimmten Itichtung der reciproken Schrauben- 
axe einen spitzen oder eincn stumpfen Winkel bildet. 

Die weitere Cntersuchung für mehrere Zwangsbedingungen würde 
sich somit wenig von unserer Betrachtung für Stützfliichen unter- 
scheiden, es würde aber dabei zum grossen Teil die Anschaulichkeit 
verloren gehen. Zudem wird ja ein Zwang fur den festen Korper in 
der That inlmer durch eine oder mehrere Stützfliichen erreicht, und 
alle anderen Falle konnen, wenn die Zahl der Bedingungen grosser als 
eins k t ,  auf diesen einzigen Fa11 zurückgefiihrt werden. Wir brauchen 
daher weiter den genannten allgemeinsten Fa11 des Zwanges nicht zu 
bctrachten. 

Zwei Stützflachen. 

5. E'ür die Hichtung der Winkelgeucliwinriigkeit auf der Schrauben- 
axe konnen hier vier verschiedene Fiille eintreten, welche wir in drei 
Gruppen teilen wollen: 

1. G r u p p e :  

3) ( n , ~ )  < :J (n2m) <+; 
2. G r u p p e :  

3. G r u p p e :  
?c 

( n , ~ ) > ; ,  (n,w)>;?i 

wo ?z, und m, die positiven Richtungen der Kormalen zwcier Stütz- 
flachen in ihren Beriihrungspunkten mit deni festen K6rper bezeichneii. 

Die FSille, wo die Winkelgeschwindigkeit zu einer oder zu brideri 
Normalen senkrecht i ~ t ,  werden wir spiiter betrachten. 

nie Punktc eincr Kugelflsche, die mit loeliebigem Radius be 
schriebe~l ist, sollen die Richlungen der Wirikelgescliwindigkeit, welche 
--- -- 

* R a l l ,  Theoretische Mechanik starrer Systcme, S. 357. 
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dieselhe auf der Schraubenaxe bekommt, bestimmen. Diese Kugel 
wollen wir P a r a m e t e r k u g e l  nennen, da die Lagen der Punkte auf 
derselben mit den Ungleichheitcn, durch welche die Werte von p be- 
grenzt werden, zusammenhangen. Zwei durch das Zentrum der Kugel 
plegte Ebenen C A l ~ 1 3 ,  und CA,DIZ, (Fig. 6)) welche auf den Nor- 
nialen 12, und n, senkrecht stehen, teilen die Kugelflache in. vier 
Gebiete Cl&D RI, (711, Il A,, Ch', B Bz u n d  C Il2 BA,, welche den vier 
Fiillen 31, 4), 5) und 6) und zugleich den vier Paaren von Ungleichheiten: 

7) p_28,tgcp,, p2a, tg!-P, ,  

8) ~>8 , t&?rp l ,  2 1 = < % t g %  

9) 21 < 81tgrp1, 21> 4tp!-P2, 

Io> P ~ ~ I ~ ~ V , ,  P < ~ , ~ W Z ,  
entsprechen. nas erste Pig. 6. 

und letzte, sowie die 
anderen zwei Gebiete 
kann man als paar- 
mise konjugiert be- 
tracliten, da auf je- 
der Schraubenaxe zwei 

entgegengerichteten A 
Winkelgeschwindig- 

keiten solche Punkte 
auf der Kiigel ent- ' 
sprechen, welche zu 
zwei Gebieten desselben 
Paares gehoren. 

Wenn die Richtung 
der Winkelgeschwindig- 
keit dem Gebiete 3) 
angehort, so muss der 
Parameter einer m6g- 
lichen Schraubengeschwindigkeit auf jeder dieser Richtung parallelen 
Axe der Bedingung 7) genügen, er darf also nicht kleiner als jede 
der beiden Grossen: 

11) 31 t g  Tl, 8 2  t g  rpz 

sein. Wenn die Winke1geschwiiidigkt:it die entgegengesetzte ist, so 
entsiricht ilir ein Purikt des korijugierten Gebietes 6), und es bestelit 
die Redingiing IO) ,  p darf also die kleinere von den Grossen 11) 
niclit übersteigen. 

Somit sehen wir, dam auf jeder Axe, welche den konjugierten 
Gebieten 3) und 6 )  entspricl-it, Schraubengeschwindigkeiten moglich 
sind; wobei der Parameter eincn Wert haben muss, welcher nicht 
zwischen den Grossen 11) liegt. Die Winkelgeschurindigkeit der 
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138 t b e r  Schraiibengeschwin<linkeiten eiiies featen Korpers etc. 

Srhraiibenbewegung kann aiif jedrr solchen Axe, je nach den Be- 
dirigungen 7) oder 10) heide Rlclitungen brkonirrleri. 

Bei jeder den Gebieten 3) und 6) entsprechencien Richtung giebt 
es Axen, für welche die Griissen 11) einander gleich werden: auf 
solchen Axen kann 11 jeden beliebigen Wert  bekonimen. 

Nehmen wir jetzt an,  dass die M'inkelgeschwindigkeit dem Gc- 
b ide  4) angehort; p muss dann den Ungleichheiten 8) genügen, welche 
dann vereinbar sind, wenn die Lage der Axe der Bedingung: 

1 2) 81 t g  9% < 4 t g  y2 

genügt. Auf allen anderen Axen von derselben Richtung sind keine 
Schraubengeschwindigkeiten mit gegebener Richtung der Wiiikel- 
geschwindigkeit miiglich; auf d e n  diesen Axen sind aber Schrauben- 
geschwindigkeiten mit eritgegengesctzter Winkelgeschwindigkeit 1n6g- 
lich; denn diesen Axen entsprechen die Unglei~hhei ten.9)~ welche fiir 
alle diese Axen vereinbar sind, da die lctzteren jetzt der Redingiing: 

13) QI t g  TI' Q2 t g  SPz 
geniigen. Wir  finden also: 

Auf allen Axen, auf welchen einer von den Winkeln (film), (n,w) 
spitz und der andere stumpf ist, sind Schraubengeschwindigkeiten 
moglich; die Winkelgeschwindigkeit kann aber auf jeder dieser Axcn 
riur eine von den beiden Richtungen habeii, je nachderri die Lage der 
Axe der Redingiing 12) oder 13) geniigt. Auf a l l e n  diesen m6glicheil 
Schrauberiaxen ruuss der Wert des Parameters p zwischen den Grossen 11) 
liegen. Diese Grossen sind übrigens fiir verschiedene Schrauhenaxen 
derselben Bichturig irn allgemeinen verschieden. 

Auf einer Schraubenaxe, fiir welche 

kt, kann p nur diesen einzigen Wert bekonimen, für die Winliel- 
geschwiridigkeit bleiben aber dabei beide Richtungen m6glich. Alle 
diese Axen gehoren offenhar dernjeriigen Komplexe zmeiten Grades an, 
welcher alle Schrauben enthiilt, die für den festen Kiirper moglicli 
sind, wenn er bestimdig z w ~ i  feste Flichen beriihrt. 

Alle dieseni I<ornplexe angehorenden Axen von derselbrn ltichtiing 
liegen in einer Ebenc, welche im folgenden Paragraph nalier u n t ~ r  
sucht werden soll, da sie iin weiteren eirie besondcre Bedeutuiig liat. 

6. Rs sei ciil S y s t e m  p a r a l l c l e r  Axen  gcgcben, dercn Ilichtung 
den konjugierten Gcbieten 4) und 5) entnommen ist. Durch clle 
Normalen p i ,  und .ir, l q e n  wir Ebenen Y, Pr, und I',Yr, (Fig. 7), 
wrlrhe der gegelmierl Axenrichturig parallel sind, und welche wir 
Xormalehenen nennen wollen. Da fiir zwei Axen, welche auf ver- 
schiedenen Seiteri einer solcheri Ebene liege~i, 8 tg  <p verscliiedeiie 
Zeichen hat, so ist leicht einzuselien, dass den vier von den Normal- 
ebenen gebildeten Winkeln vier verschiedene Zeichenverbindungen der 
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Grossen 11) eritspreçhen. Vür  eine Gerade 2 ,  welche im MTinkel (7j1 P,) 
liegt, haben'diese Grossen clie Zeichen (+ +), fiir d '  im Winkel (P1,1',) 
(+ -), für 7 ' '  im Winkel (P, P,) (- +) uiid für 1"' irn Winkel 
(1"1 P r 2 )  (- -1. 

llahei ist i n  der E'igur 7 rorausgeselzt, dass n, mit der gegebbenen 
Axenrichtung XE' einen spitzen, n, aber einen stumpfen Winkel 
bildet. Nehmen wir jetzt an, dass n auf irgend airier der gegebenen 
Axen diese Richtung RX' hat, und dahcr p den Bedingiingen 9) 
genügt. Dann finden wir, dass fiir alle Axen, welche im Winkel 
(Pl l",) licgen, diese 

Pig 7. 
Bedingangen erfüllt 
werden und daher alle 
diese Axen mogliche 
Schraubenaxen sind; fiir 
die Axen aber, welche 
im Winkel (1): Pz) 
liegen, sind die Un- 
gleichheiten 9) nicht 
vereinbar, dieser K n k e l  
enthalt also ke,ine niiip- 
lichen Schraubenaxen. 
Um in den beiden an- 
dereri Winkclr~ (Pl P2) 
und (I':PIJ, in wel- 
chen die Zeichen der 
beiden Grossen 11) 
gleich sind, miigliche 
Schraubennxen zii fin- 
den, zielieii rrir durch 
EE" eine Ebtne S,,, 
welche iiî diescn beiden 
Scheitelwinkeln licgt 
und sie in solclie Teile 
teilt, dass i h r e  S i n u s  in1 u r n g e k e h r t e n  V e r h i i l t n i a s e  z u  d e n  
T a n g e n t e n  d e r  W i u k r l n  y, u n d  (F, s t e h e n .  Diese Ebrnr ,  welche 
im wei t~ren rine wiehtige llolle spielt, wollr11 wir G r e n z c b e n e  nenncri. 
Für alla Geraden der grgrbenen Richtung, welche in diescr Ehene 
liegen, sind die Grossen II) glrirb Zu einer Scite dieser Ebcne liegen 
riiejenigen Geratlen, für welche die Bediriguugcn 12) erfüllhar sind; 
alle dirse Geraden, m5gen  si^ in den Winkeln (I', Z'2), (T",I 'rZ) oder 
ausserhalb derselben liegen, stellm niiigliche Schraubenaxen dar, wenn 
nur dieJViiikclgeschwiridigkeit w die angenomniene Richtung E X r  behalt 

Alle Axeri, wclçhe zur anderen Seite der Grmzebene liegen, 
werden n16gliche Schraubenaxen, wenn für die Winkelgeschwiridigkeit 
die entgegcngesetzte Ilichtuiig arigeriornirierl wi~d .  
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140 h r  Sçhra~iLengescliwiridiakeiten eines festen Korpers etc. 

Wir  sehen also, dass wieder alle Axen einer gegebenen Richtuiig 
mogliche Schraubenaxen sind; sic werden nur in  Bezug auf die mon- 
liche Richtung der Winkelgeschwindigkeit durch die Grenzebene in 
zwei Gruppen gctcilt. 

7. Bei grosserer Zahl von StützfEchen wird eine perspektivisclie, 
der Figur 7 analoge Darstellung unbequem sein; wir werden dnher 
folgende g r a p  h i s c h  e ~ a r s  t e l l u  rig auf einer zu deni gegebeneri 
System paralleler Gerarlen senkrechten Ebene vorziehen. 

Die Winkelgeschwindigkeit werden wir als positiv bezeiçlineri (+ w), 
wenn sie gegen den Zuschauer gerichtet ist, wenn man also die ent- 
sprechende Drehung im Sinne der Uhrzeiger sieht; im andereri Falle 
schreiben wir (- w). 

Um anzugeben, wie eine Normale n z u  der Zeichnungsebene ge- 
. ist, werden wir bei der Projektion des positiven Endpunktes 

Fiy. 8. 
der Normalen das Zeichen (+) 
oder (-) anbringen, je nachdem 
die Normale mit der positiven 

Winkelgeschwindigkeit einen 
spitzen oder einen sturnpfeu ~ i n k e l '  
bildet. 

Die Purikte der Ebene wer- 
den die Lagen der gegebenen Axen 
bezeichnen. i l je Zeichen (+) und 
(-), welche in den von den Pro- 
jektionen der Normalen gebildeten 
Gebieten stehen, werden, der Iteihe 
nach von oben nach unt'en ge- 
schrieben, die Zeichen der Grossen 
if, tg  rp,, S, t g  rp,, . . . angeben. 

Endlich werden wir das Gebiet, welches niogliche ~chriubenaxen 
mit positiver Winkelgeschwindigkeit bestimmt, horizontal, dasjenige 
aber mit entgegeiigesetzterWiribelgesühwindigkeit - vertikal schraffierrii. 

I n  der Pigur 8 ist auf diese Weise dcr im 5 6 betrachtete Fa11 
zweier Stützfliichen dargestellt. Die Spur der Grenzebene SI,, welche 
wir in der Folge Grenzgerade nennen werden, ist strichpunktiert ge- 
zeichnet. 

Zur Bestiinmung der Lage der Grenzebene und der ni6glichcn 
Schraubenaxen, welche auf der cincn oder anderen Seite dicser Ebcne 
liegen, kann man folgende Rrgeln aufstellen. 

a) Die Grenzgerade welche durch den 1)urchschriittspunkt dcr 
Geraden pzi und fzk geht, liegt in demjenigen Paare der von diesen 
Geraden gebildeten Schcitelwinkel, in welchen die Grossen Si tg  y, und 
8, t g ~ ~  gleiche Zeichen liaben, das heisst (Fig. 8) in den Gebieten 
(+ +) und (- -). Dabei miiss man voraussetzen, dass die Normalen 
rai und f b k  in der graphischen Darstellung von entgegengcsetzten 
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Zeichen begleitet werdeii; denu sonst verliert die Grenzebene ihre 
Redeutung. 

b) Wenn der Wirikel xwischen den positiven Richtungen der 
Kormalenpr~~jektionen d i e  Z e i c h e n  (- -) enthdt ,  so liegt das Gebiet 
der nioglichen Sçhrauben;lxeri mit posiiiver Winkelgeschwi~idigkeit auf 
derjenigen Seite der Geraden S i k ,  auf welcher das Ende der mit 
iicgativenl Vorzeiclieri verselierien Noriiialeriprojel<tioil sich befindet 
( n, in der Pig. 8); wenn aber der genannte Winkel init den 
%cichen (+ +) verselieri ist, so liegt das Gebiet (+ w )  auf der anderen 
Seite von Sik (+ ltl in der Fig. 9). 

Die Grerizebeue hat eine Bedeutung auch bei der Bestirnmurig der 
Grenzen il) für die Werte des Paranleters p. E s  ist niimlicli die 
Differenz dieser Grenzen für diejenigen Bührauben gleich, welche in 
eiiier der Grenzebene parallelen Ebene liegen; sie ist clabei der Ent- 
fernung zwischeri den beiden Eberien 
proportional. Die Grenzwerte selbst F ~ R .  Y .  

sirid übrigens für verschiedene Axen 
derselben Ebene verschiedeil. In 
der Figur 8 sind die Spuren eiriiger 
solcher Ebenen clurch Punktierung 
angegeben. 

B. D i e  L a g e  d e r  N o r m a l -  
ebenen u u d  d e r  Gre i izebene  
Iiiiilgt offenbar davon ab, welçher 
Punkt~Mder Paramelerkugel (Fig. 6) 
die Richtung der Winkelgeschwin- 
digkeit u n d  zugleiçh des  Systenls 
paralleler Schiaulienaxen bestininit. Weiin der Piiiikt 171 auf den Brciizen 
des Gebietes A,BA,C einen Unllauf macht, so ergiebt sich folgendes. 
Für die Lage C dieses Piinktes ist der Winkel zwischen den Nornialeil- 
ebenen l ' ,Yf,  und P2 l", (Fig. 7 )  deni Winkel (TL, m,) gleich, die Ge- 
rade EX' Fillt mit der Geraden der kürzesten Eiitfernung zusainmen 
und die Lage der Grenzebene bleibt unbestimmt, da beide Grossen 11) 
jetzt unendlich sind. Aber in  diesem Falle kann man leicht unmittel- 
bar einsehen, dass jetzt einerseits eine Translation (JI = m) nach beiden 
Richtungen, imdererseits eine einfache Drehung (p = O) um diejenigen 
Axen der gegebenen Richtung moglich ist, welche in den Sçheitel- 
ninkeln (Pl Pr,) und (Y', P,) liegen: im ersteren Winkel - (+ G I )  und 
in dem zmeitcn - (- w ) .  Daher ist um alle diese Axen aueh eine 
Schraubengeschwindigkeit von willkürlichem Parameter inoglich, wenii 
nur die entsprechende Winkelgeschwindigkeit e ine  bestimmte Richtung 
bekornmt. Eine Ausnahme maçht nur die Gerade El$', auf welçher 
beide Richtungen der Winkelgeschwindigkeit moglich sind. Wiihrend 
der Punkt 171 auf dem Bogen CA,U fortschreitet, bleibt immer tg y, = CU 

und die Grenzebene, wie es aus 5 7 folgt, fdlt mit der Ebene PL Pr, 
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zusammen. Ebenso, wenn der Punkt Jf den Bogen DA, C beschreibt, 
f i l l t  die Grenzebene mit der Ebene P2 Pl, zusammen. Wenn dieser 
Yunkt sich auf einem Kreise CADUC, welcher CD zum Durclimesser 
hat,  bewegt, das heisst, wenn man W-inkelgeschwindigkeiten, welche 
einer gegebenen Etiene parallel sind, betrachtet, so beschreibt die Ge- 
rade E X '  (Fig. 7) ein hyperbolisclies Paraboloid. Rückt der Punkt ili 
von C nach A, so wird <): (nln,) = O und die Grenzebene wird deil 
Geraden n, und u, parallel. 

Benlerken wir noch - und das wird spiiter eine Anwendung finden - 
dass, wenn der Winkel zwischen der Ebene C'AI) B C  und CA: DU, C 
oder C A 2  DB2 C geniigend klein ist, so dass das Veihiiltnis tg  pl : tg cp, 
oder tgrp,: t g q ,  nach seinern Zahlenwerte genügend gross bleibt, die 
Gerade SI, (Fig. 8) auch einen beliebiu kleinen Winkel mit der Ge- 

b 
raderi (+ fi,) d e r  respektive (- n,) bildet. Daraus fol&, dass nian 
im betrachteten Falle in den konjugierten Gebieten 4) und 5) immer 
solche Punkte aahle11 kann, dass die Grenzebene eirien beliebig kleirieil 
Winkel mit Pl PI; oder mit 1; Pr, bildet. 

Wenn der Punkt il.! auf der Parameterkugel durch die Winkel-  
koordinaten E und a: (Pig. 6) bestiin~ut wird und wir mit v,, dcn 
Wirikel (n,n,), mit /3 den Winkel zwischen den Ehenen PlPr, und 
P2P1, (oder zwischen + n, und - m, der Figur 8) und endlich mit s, 
den Winkel zwischen Pl Pr, iind der Grenzebene bezeichnen, so finden wii: 

-- p p p  

cotg E c0s2n sinzv,, cotg s, = cotg p + - -- .- i / l  - -- 
COS 01 sin v,, sin2p ' 

wo der M7inkel /3 aus der Gleichung: 
- 

cos v,, sirij3 - cos E cos sin v,, cos /3 + sin E Vsin2/3 - COS% sin2v,, = O 

bcstimmt wird. 
9. Um solche Axen aufzusucheri, urn welche e infacl ie  Drehung 

(p  = 0) rn6glieh ist, benlerken wir, dass für solche Richtungen der 
Wirikelgeschwindigkeit, welche den Uedingungen 7) entspreohen, dass 
grossere von den Produkten 11) nicht positiv werden ciarf; keiner von 
den Winkeln cp,, <pz darf also spitz werden. Ebenso, für die entgegen 
gesetzte Richtung von w dürfen dirselben Produkte nicht negativ, cp, 
und y, also nicht stumpf' werden. Um die entsprechenden Gebiete 
inogliclicr Drehaxen zu finden, 7iehen wir durch n, und pz2 Ebeneii, 
welche einrr der gegebenen, den Ungleichheiten 7) oder 10) eiit- 
sprecheiiden Ilichtungen parallel sind (Eig. 10). Die Winkel (PlPr,) 
und Y',P,), tleren Scherikel die positive Richtung einer von den 
Norriialeri und die negative Richtung der anderen entlialten, stelleu 
dann die gesiiçhten Gebi~te  dar. Irn Falle, dass das System parall~lrr 
Axpn den Ungleichheiten 8) urid 9) eritspricht, liegeri die mogliclien 
Drehungsaxeii in den Winkeln, welche ebenso bestimmt werden [(Pf,P,) 
urid (Pl Pr,) der Fin. i').] 
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--Einfache Translationsgeschwindigkeiten (p - cm) sind oKeribar nach 
solchen Richtungen moglich, welche aiif der Paramctcrkugel (Fig. 6) 
durch das Gebiet CAJJ B, C bestimmt aerden. 

10. E s  seien jctxt d i e  X o r m a l e n  n, und n,, e i n a n d e r  para l l e l .  
Wir rnüssen hier zwei Falle unterscheiden: den, dass die Norrnalen 
gleichgerichtet und den, dass ilire Richtungen entgegengr:setzt sind. 
IIU e r s t e n  F a l l e  werden die Gebiete A , D ~ ~ ~ : , c  und A,CB2D (Pig. 6 )  
zu Iialben Kugelfliiclien, und man findet daiin nach der allgeiiieineii 
Megel, dass um jede Axe, welclie zu den beicien Norrnaleil nicht serik- 

. recht ist, Schraubengescliwiiirligkeite~i miiglich sind, wen n n u r  y 
nicht  e i n e n  z w i s c h e n  

Yig. 10. 
den Grossen  11) l i e g e n -  
den W e r t  h a t .  Da die 
nnderen zwei Gebiete auf 
der Parameterkugel nur 
durch Punkte eiiles Kreises, 
dessen Ehene zu den Nnr- 
nialen n,, n, senkrecht ist, 
bestimmt werden, so sind 
für die eiitsprechenden 
Ric:litungeii der Schrauben- 
axen die Grossen 11) UII- 

entllich. Werin man be- 
achtet, dass eirie eirifache 
Dreliung um diejenigen 
Axen dieser Richtungen 
moglich ist, welche nicht 
zwischen den Piormalen 
durchgehen, eine Trans- 
lation aber nach allen zu 
den Normalen senkrechten 
Richtungen moglich bleibt, 
so sieht man, h s s  jetzt uin alle eu den Normalen senkrechten, aber 
nicht zwischen denselben gelegenen Axen Schraubengeschwindigkeiten 
mit bcliebiger Parametergrosse eul&ssig sind. Die Wiiikelgescli~viiidig- 
keit kaiin übrigens auf jeder dieser Axen nur eine von den beiden 
Richtungen haben (Fig. 11). 

I m  z w e i t e n  F a l l e ,  wenn die Normalen ungleiclie Richtung 
haben, iiiuus der Wert von g fiir jede Axe, welche zu den Kornialen 
nicht senkrecht kt, z w i s c h e n  d e n  G r o s s e n  11) liegen, da die 
Winkelgescliwindigkeit auf jeder solchen Axe mit der einen Norniale 
eiiien spitzen und mit der anderen einen stuiiipfen Winkel bildet. 
Fiir die Schraubeliaxen, welche auf einer Seite der beiden Normalen 
liegen, ist y, = pz 
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Nelimen wir an, dass für irgend eine dieser Axen die Winliel p,, 
y2 und ( n , w )  spitz sind (Fig. 12); dann sind um diese Axen Schrauben- 
geschwindigkeiten moglich, wenn 

13) a & % <  P 5 % t g %  
ist. Fiir die Miiglichkcit dieser Redingiing ist es notwendig, dass 6, < cY2 
kt.  Auf diese Weise sieht inan ü b e r h a ~ ~ ~ t ,  dass um jetle Axe, welche nicht 

!Fie. 11. E'ig. 1%. 
zwischen den Norinalen 
liindurchgeht, Schrauben- & geschwindigkeiten ni@ 
lich sind; es muss aber da- 
bei: 1. der Wert von p 

-r*? w zwischen den Grossen 11) x=ag 3- 
8 ,.,. ,...** liegen und 2. die Winkel- 

geschwindigkeit mit der- 
jenigen Normalen, deren 
kürzeste Entfernung von 
der Schraubenaxe die 

kleinere ist, eiileil spitzen Winkel bilden. Wenn die Schraubenaxe 
zwischen den Nornialen liegt (Fig. 14), so ist + <O, = n; d a m  muss 

F i y  13. Pig. 14. 
die Winkelgeschwindigkeit, 
damit die Redingungcn 15) 
erfüllt werden, mit der- 
jenigcn Normalen einen NI. ..Ï Bq ' A-.  h welche spitzen der Winkel Winkel bilden, rp stunipf für 

, ;' 9 ist. - Ebenso muss îiir die 
Axen, welc,he auf einer Seite 

UI 
=A der beiden Korinalen liegen, 

fiir welche die Winkel y, 
I 
I v TL, und cp, aber stunlpf sind, die 

'5 Winkelgeschwindigkeit der 
entgegengesetzten F'orderung genügen (Fig. 13). 

Wenn eine Schraubenaxe, wieder im Falle ungleich gerichteter 
paialleler Norriialen, zu deriselberi senkrecht ist und z w i s c h e n  ihrieri 

R i g  15. liegt, so bleibt der Parameter beliebig, die ent- 
sprechende Drehung kann aber d a m  nur iii [kzj e i n e m  Sinne erfolgen (Fig. 15). Liegt die Axe 

_g-= auf eirier Seito der beiden Normalen, so ist auf ilir 
keine Schraubengeschwindigkeit von endlichem 

- -- - 
-- 

-- 
Parameter rnoglich. 

- Wenn die Schraubenaxe nicht zu den Nor- 
'ILz inalen senkrecht aber der Ebene derselben parallel 

ist, so bleibt für p nur ein bestimmter Wert moglich, da die Grossen 11) 
einander gleich werden; dieser Wert  wird Null, es bleibt also nur eine 
Drehung moglich, wenn die Axe die beiden Normalen schneidet. 
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Eine besondere Redeutiing in Rezug aiif den grossten Zwang eines 
festen KCirpers mit zwei Stützflachen hat der Fall, a o  die entgegen- 
gesetzt gerichteten Normalen auf einer Geraden liegen. Obgleich d a m  
wieder jecle Gerade des Raumes eine m6gliche Schraubenaxe darstellt, 
bekomnit der Parameter aiif jeder Axe niIr einen bestimmten MTert, da 
die Grerixeu desselben 11) irrirner einander gleich bleiben. 

Drei Stützflachen. 

11. I n  B e z u g  auf  d i e  R i c h t u n g e n  d e r  W i n k e l g e s c h w i n d i g -  
kei t  kann man die hier eintretenden acht F a l k  in vier Gruppen zerlegen, 
je nachdem die Winkelgeschwiiidigkeit entweder mit allen drei Kormalen 
n,, n,, n3, oder mit zweien, d e r  nur niit einer, oder endlieh mit 
keiner von ihnen Winkel bildet, welche einen rechten Winkel nicht 
übertreffen. Diesen vier Gruppen entspreclien nach 5 3 folgende acht 
Systeme von Ungleichheiten: 

2. G r u p p e :  

Auf der Parameterkugrl entsprechen diesen TJngleichheiten aclit 
Gebiete, welche durch drei Ilreislinien, deren Ebenen durch das Zentruin 
der Kugel gehen und zu den Nornialen senkrecht sind, gebildet werden 
und paarweise koiijugiert sind (5 5). In  der Figur 16 entsprechen den 
Redingungen 16).  . . 23) folgende acht sphiirische Dreiecke: 

AUC(16) ,  UUC(17), A&B(18), A C F ( 1 9 ) ,  

AEP(20), U CF(21), EBD (22) und E D F ( 2 3 ) .  

Dabei sind als konjiigiert zu betrachteii: 
A B C  und EDE', BBC und AEF, 

A E B  und DCE; A C l ' u r i d  ABD. 
Zeitschrift f Mirthematik u Physik. 42 Jahrg 1891 3 Hefr 1 0 
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E s  ist wesentlich, zu benierken, dnss jedes Paar der konjugiertrii 
Gebiete wirklich existiert; jedes derselben kann übrigenu in zwei Kreis- 
bogm oder sogar nur in zwei Punkte, die Enden eines Durc,hmessers der 
l'aranieterkugel, ausarten. 

12. D i e  Sch raubengeschwind igke i t en ,  we lche  der  ersten 
un d v i e r  t en  G r u p p  e entsprcchen, Iirauchen nicht ausfiihi-liclm uiiter- 
sucht zu werden. Jede Axe, welche den koiljugierteri Gebieten ABCuiid 
k 'B  F aiiphijl t ,  kann riiGglicl!e Schrauhengescbwiiitli&ite~i enthalteil, 
weiin der l'a,raineter eritweder riicht kleirier ais jetle der Grosseri: 

24) ~ I ~ ~ T I J  S2tg93, G 3 t k ' ~ 3  

ist d e r  Leine dersclben übersteigt. 
1111 ersten Valle nius3 die Wiiilielgeschmindiokeit dein Gebiete ABC " 

und in, zweiten Falle dem 
Ochiete R I )  Fangehijrrii, nlso 
die entgegengesetzte Richtuiig 
haben. Natiirlich sind rlic 
Greiizeii, ausser welcheri p 
bleiben muss, fiir vrrschie- 
dene Axen derselben Bich- 
tung verschieden. 

B e i  d r e i  Stützfli ichen 
g i e b t  e s  a l s o  i i i lmer noch 
s o l c h e  Rich tu i igcn ,  dass 
a l l e  d e n s e l b e n  entspre-  
c h e n d e n  G e r a d c n  m a g -  
l i c h e  S c h r a u b e n a x e n  dar- 
s t e l l e n .  

13. F ü r  d i e  Schrauben-  
a x e n ,  we lche  d e r  zweiten 

u n d  d r i t t e n  G r u p p e  angeh t i ren ,  ist eine niihere Untersuchung not- 
wendig. Der Parameterwert solcher Schraubenaxen licgt, wic aus den lin- 
gleichlieiten 17) .  . .22) ersichtlich ist, immer z wi s chen  gewissen Grenzcu. 
Betrachten wir das Gebict BDC und dic ihnen entsprechenden Be- 
dingungen 17). Damit eine Geradc, welche diesem Gebietc entnommeii 
ist, mogliche Schraubenaxe mird, müssen diese Bedingungen mit ein- 
andcr vereinbar sein. Legen wir durch die Nornlalcn n,, n2, n ,  die 
der gegebenen Axenrichtung parallelen Ebenen Pl Pt,, P2 Pz,  13 P', 
(Fig. 17); sie schneidrn sich in den derselben Riehturig parallelm Gernden 
J;,, R3,, XI,,, El:,,, J?,, und teileri den garueri Raurn in siebei: 
Gebiete, welchen in Bezug auf das gegebene Riindel paralleler Ge- 
raderi, sieben verschiedene Kombinationen der Zeichen (+) und (-j 
fur die Grossen 24) aus den acht überhaupt jetzt moglichen Zeicheii- 
verbindungen cntsyrcchen. Diese sieben Gebiete sind in der Figur 17 
perspektivisch und in der Figur 18 nach der Regel des 5 7 clargesit,llt. 
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In den Gebieten (+ + -), (+ - -) und (- + -) sind die Ungleich- 
hciten 17) für keine Axe vereinbar; dagegen sind sie im Gebiete (- - +) 
für alle Geraden vereinbar. In  den übrigen Gebieten konncn die Be- 
dinpngen 17) teilweise vereinliar sein. N%mlicli im Gebiete (---) 
muss die nitigliehe Fig. 17. 

Schraubenaxe der Be- 
dingnng genügen, dass 
dic a b s o l u t c n  Wertc 
von 8,  tgq., und 6, t g  ( rz  

grosser als 6, t g  (r, 
seien. Das wird nur 
für diejenigen Geradeii 
stattfinden, welche auf 
einer Seite der Greiiz- 
ebenen (5  6) SI, und S,, 
liegen. Die Spuren 
dieser Ebenen, das 
heisst die ,,Grenz- 
geraden" sind in der 
E'igur 18 durch Strich- 
puiiktierung und das 
Gebiet(+ w) miiglicher 
Schraubengeschwin- 

digkeiten mit positiver 
Winkelgeschwindig- 

keitsrichtung durch horizoiitale Schraffierung heivorgehobt:~~. Dieaes 
Gebiet enthalt auch einen Teil des Gebietes ( $ +). 

Fig. 18. 
Dieselben Grenzgeraden 

SI, und &!,, bestimmen auch 
das Gebiet moglicher Schrau- 
berigeschwindigkeiten mit ent- 
gegengesetzter Richtung der 
Wiiikelgeschwiridigkeit (- o). 
In der Figur 18 ist dieses Ge- 
biet, welches den Beding- 
ungen 20) entspricht, durch 
vertikale Schraffierung an- 
gegehen und enthalt, air: 
man sieht, das ganxe Gebiet 
(+ +-) und zum Teil die 
Gebiete (+ - -), (- + -) 
und (+ + +). 

Àuf iihkiche Weise kann man die Richtungeii, welche den Un- 
glcichheiten 18) und 21): oder 19) und 22) cntsprechen, untersuclen. 
Der Gntersehied wird nur in den Zeichenverbindungen und nocli darin 

IO* 
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hesteheri, dasü anstatt der Ebenen SI3, SZ3 jetzt respektire die Ebcnen 
S',?, SI,, oder SI,, SI, die Hauptrolle spielcn werden. 

111 a l l e n F i i l l e n ,  w e l c h e  i n  d e r  z w e i t e n  u n d  d r i t t e n  Gruppe 
e n t h a l t e n  s i n d ,  e r f i i l l en  d i e  m o g l i c h e n  S c h r a u b e n a x e n  einer 
g e g e b e n e n  H i c h t u n g  d e n  K a u m  z w e i e r  S c h e i t e l w i n k e l ,  welche 
von d e n  G r e n z e b e n e n ,  d i e  d u r c h  d i e  D u r c h s c h n i t t s g e r a d e i ~  
z w e i e r  N o r m a l e b e n e n  m i t  e i n e r  d r i t t e n  gehen ,  g e b i l d e t  werden. 

Die anderen zwei Scheitelwinkel enthalten keine moglichen Schraub~n- 
axen. Boi zwei Stiitzflachen korinte ein solcher F'all riicht eintreteu; 
clenn alle Ceraden des Railmes lronnten als Schraubenaxen dienen. Wir 
sehen also, class E U T  E x i s t e n z  s o l c h e r  G e r a d e n ,  we lche  keine 

m o g l i c h e n  SchrauGen- 
Fig.  19. axen  s e i n  k o n n e n ,  min- 

d e s t e n s  d r e i  Stützfli ichen 
n 6 t i g  s i n d .  

Da die Richtungrn der 
Greiizc1)encn S,, U.S"~~ (Fig. 18) 
von den Verh%ltriissen 

t g  Tl : tg  Y:, : tg  T3 
abhiligeri und jede diesrr 
Taiigenten iin gegebeneiz Ge- 
biete auf der Parametel-kugel " lobeliebig gross werden kanu, 
so kann die Durchschnitts- 

gerade der Ebenen SI,, Sr,,, welche in der Figur 18 durch den Punkt G 

dargestellt ist, jede miigliche Lage iii den Gebieten (- - -) uiid 
(+ + +) annehmen. Dicse Bcnierkung wird spiiter eine Anawiduiig fiiideii. 

Iri derselbeii E'igur 18 s i id  durch feinei-e Punktieruiig diejeiiigeii 
den Grenzebenen parallclcn Ebenen angcgebcn, in welchen Schrauben- 
axen mit gleicher Differenz zwischen den Grenzen für den Parameter- 
wert liegen (S 7). 

14. Urn solche Geraden aufzufinden, um welche unter anderen 
Schrauhenverschit:bungen such eine e i r i fache D r e h u n g  uioglich id, 
niuss rilari in der zur gegebenen Axenrichtung senkrcchten Ebeiie die Ge- 
b i d e  suclien, in melchen alle drei Grossen 24) den Wert  Nul1 bekomiiicii 
koriileri. Bei den Axeri der ersten und vierten Gruppe rnuss f ü r  die 
eine Itichtung der Winkelgeschwiiicligkeit (+ w) das Gebiet (- - -) 
gerioiririieri werderl (Fig. l9),  da das griisste von den Produliten 241 
den Ungleichheiteii 16) gemiiss Nul1 nicht übertreffen ciarf; bei d t~r  
entgegengesetzteri lbichtung (- w), welcher die Beclirigungen 23) eiit- 
spreclien, gehoren die Axen moglicher Drehung dem Gebiete (f ++) 
an. Wenn die Axenrichtung der zweiten und dritten Gruppe z. B. den 
koiljugierten Geloieteil BB C und A Z F  auf der Paraiueterkugel 311- 

gehort, also für die eine Richtung der Wiiikelgeschwiildigkeit die Be- 
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dingungen 17) und für die entgegengesetzte Richtung die Bedingungen 20) 
erfüllt werden, so entsprechen (Fig. 18) dem Werte p = O respektive 
dic Gebiete(- - +)und(+ + -). Fig. 20. 

In den betrachteten zwei 
Beispielen erstrecken sich die 
Gebiete, in welchen die Axen 
einfacher Drehung lagen, ins 
Unendliche; man kann aber 
solche Lagen dreier Stütanor- 
nialen oder auch. solche Axen- 
richtungennehmen, dass das eine 
von den Cebieten (+ a), (- w) 
verschwindet und das andere 
geschlossen bleibt. Um dieses 
zu erreichen, bernerken wir, +,z 

dass in der Ebene, welche zur 
gegobenen Axenrichtung senkrecht k t ,  von den acht Zeicheiiverbilidu~~ge~i 
imnier nur sieben vorhanden s i id ;  man kann dabei die Lagc der Nor- 
malen so nehmen, dass die ab- Fig. 21. 
wesende Zeichenverbindung zu + m, 
eiiiem der zwei Gebiete m6g- 
licher Drehung gehort; das 
andere Gebiet komrnt dann in 
(las geschlossene Dreieck zmi- 
schen den Projektionen der 
drei Normalen hinein. Solche 
Fiille sind in den Yiguren 20, 
21, 22 und 23 dargestellt; es 
ist leicht einzusehen, wie die + 
ersten zwei Figuren aus der n 3 
Figur 19 und die anderen zwei 
aus der Pigur 18 entstanden sind. 

Die Bestimmung der Gebiete eiiifacher Drchurig ist übrigeiis der 
Restininlung inoglicher Geschwiiidigkcitspole der ebcnen Rewegung fiir 
deri Fa11 vori drei Stützkurveii ganz ailalog." 

Wenu das Dreieck m6glicher Drehungen in den letzten vier Figuren 
sirh iii einen Purikt verwaridolt, so bleibt fiir die gcgcbene Hichtung 
nur eine Di-ehungsaxc miiglich. Alle solçhe Axen gehtiren offenbar zu 
einer Schar der Erzeugeiiden des Iiyperboloidcs, dessen andere Schar 
von Erzeugenden die drei Stiitznormalen enthalt. 

15. Wir setzen jetzt voraus, dass z w e i  v o n  d e n  S t ü t z n o r m a l e i i  
c inander  p a r a l l e l  s ind .  Sie niogen zuerst g l e i c h g e r i c h t e t ,  sein; 
dari11 verwarideln sich die Gebiete A U  C, U 1 )  C, A BP' und EUE' der 
Para,meterkugel (Fig. 16) in sphgrische Zweiseite und die iibrigen vier 

* Man vergl. : fien1 e aux ,  l'heoretisrhe Kineinat,ik, 1875, S. IO9 -112. 
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Gebiete bleiben nur als Grenzen der vorhergehenden vorhanden. Die 
entsprechende Dsrstellung auf der Paranieterkugel ist in der Figur 24 
gegeben. 

Bei jedcr Axenrichtung, welche den konjugiertcn Gebieten X R C A  
u ~ i d  R J ' C D  angehort, sind, wie ini allgemeinen Falle, Schrauhen- 

Zia 22. Pia. 23. 

+ *z 
geschwindigkeiten m6glich, wenn nur p ausserhalb der Grenzen liegt, 
welche durch das kleinste und das grosste von den Produkten 24) 
bestirnmt werden. 

Den Gebieten .El7 CH und X A  C F  entsprechen die Ungleichheiten 
17) und 20). Von den sieben Gebieten der Figur 18 bleiben jetzt nur 

Fig 24. 
sechs übrig (Fig. 25). E s  ist das Gebiet 
(+ - -) verschwuilden; aber hei einer 
anderen Lage der Normalen k6nnte &uch 
ein anderes Gebiet verschwinden. Die 
Grenzebenen S13 und S2, werden jetzt 
parallel; denn das Verhiltnis tg rp, : tg y, 
im Gebiete (+ + +) ist jetzt dem Ver- 

D A hiiltnisse t g  9, : t g  rp, iin Gebiete (- - -) 
gleich, da hier die Winkel <pz, (r3 die 
Wirikel g.,, rp, des ersten Gebietes zu 
zwei Rechten ergiinzen. Die miiglichen 
Sçhraubenaxen werden also in der Figur25 
clurch alle Pnnkte, welche ni& zwischen 
den beiden Grenzgeraden SIS, &, liegeu, 

bestimmt. Auf der einen Seite dieser Geraden befindet sich das Gebiet 
(+ w), und auf der anderen Seite (-a). Fiir die einen Axen siiid 
8, tg  q, und 13, t g  rp, die Grenzen für p ,  für die anderen Axen sind 
diese Grenzen 8, tg cp, und 8, tg  q,. Durch feinere Punktierung siiid 
Axen mit gleicher Parameterdifferenz angegeben. 

Einfache Drehung, je nach der Bichtung derselben, bleibt uin die 
Axen der Gebiete (- - +) oder (+ + -) moglich; eirifache Translation 
kann nach solchen Richtungen erfolgen, welche auf der Pararueter- 
kugel (Fi6 24) durch das Qebiet SBCA hestimmt werden. 
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Kehmen wir jetzt an, dass die parallelen Normalen en t g e g  eii- 
gcsetzt  g e r i c h t e t  sind. In  dieseni Fülle nehmen die Bebiete A 2 B ,  
h 'BD,  D C F  und -402' (Fig. 16) die Form von sphirischen Zweiseiteii 
au, die iibrigen vier Bebiete aber bleiben nur als Grenzen der ersteren 
bestehen. Wir  werden wieder die Pigur 24 in1 Auge behalten, nur mit 
der Annalime, dass die Normale n, die in den Klammern angezcigte nich- 
tuiig hat. Dann entsprechen die konjugierten GebieteRBCA und kiFC11 
tlcn Cngleichheiten 18) und 21); die nitjglichen Parumeterwerte bleiben 
iiiimer z w i s  ch  en gewissen Grcnzen eingeschlossen. Von den sieben Ge- 
hieten der ebencn Darstellung bleibcn wiedcr nur sechs vorhandcn 
(Kg. 26). Nur die eine von beiden Grenzebenen, S,,, behiilt jetzt ilire Be- 
cleiitung, da nur die I'rojektionen von n, und n,, und nicht von n, und n,, 
entgegeilgesetzteVorzeicheii haben(a7). Dass die Grenzebene X,, allein jetzt 
die niiiglichen Schraubenaxen von den unmoglichcn abgenzt ,  davon kann 
mail sidi auf folgerlde Ti-eise überzeugeri. Irn Gebiete (- - +) sincl die 
Uedingungen 18) riicht vereinbar; im Gebiete (- + +) siiid nur die erstcn 

Fig. 25. Pig. 2G. 

zwei dieser Bedingungen überall vereinbar, die zweite und dritte aber 
nur auf der einen Seite von S,,. I n  den Gebieten (+ 3 +) und (+ + -) 
ist 6, t g  q, < 8, t g  y,, da dort rp, = y2 und 8, < 8, ist; daher sind die 
Bedingungen 18) nur im Gebiete (+ + -) überall vereinbar, im Gebiete 
(+ + +) aber sinci die zweite und dritte von diesen Redingurigeri nur 
auf der einen Seite von S2g vereinbar. Iin Gebiete (- + -) sind die 
Ungleichheiten 18) überall vereinbar, im Gebiete (- - -) nur die zwei 
ersteii, die zweite und dritte aber wieder nur auf einer Seite von S,,. 
Somit bestiinmt das ganze Gebiet auf der einen Seite von S,, niogliçhe 
ScEiraubengesehwindigkeiten, wcnn dabei die Winkelgeschwindigkeit 
pusitive ltiühturig (+ w) hat. Mit der entgegengesetzten Bichtung von w 
sind iiberhaupt keine Schraubenaxen gegebener ltichtung tnoglich, da die 
Lrigleichheiteri 21) in keinem von den sechs Gebieten (Pig. 26) vereinbar 
siud. - Obglcich jetzt die Ebene A<;;, als Grenzebene keine Rolle spielt, s o  
hehalt sie doch ihre Bedeutung bei der Hestirrimung der Grenzen für 
den Parameter moglicher Schraubengeschwindigkeiten; 115mlich es dienen 
als solche Grenzen eutwecler 8, Lg (F, und 8, t g  (F, oder 8, tg 97, und 8,Fg cp,, 
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je nach der Seite von SI,, auf welcher die Schraubenaxe liegt; der erstere 
Ij'all tr i t t  z. B. im Gebiete (4- -1- ) u n d  der andere im Gebiete (- $ +) ein. 

Wenn die Normalprojektionen (+ n,), (- n,) in anderer Ordnung 
folgen (E'ig. 27), so ist keine Schraiibengeschwindigkeit mit positiver 
Richtung (+ w), dagegcn eirle solclie niit entgegengesetzter Richtung 
von w moglich; die betreffenden Schraubenaxeil liegen wieder auf einer 
Seite der Grenzebene S,,. 

Bei der Betrachtung der konjugierten Gebiete, welche den Beding- 
ungen 19) und 22) entsprechen, kommen wir zu analogen Resiiltnten, 

aobei  nur anstatt der Ebene 
$, die Ebene SI, als Grenze 
moglicher Schraubenaxen die- 
nen wird. 

m i r  wollen jetzt die 
G r e n z e n  d e r  v i e r  Gebiete 
der Parameterkugel (E'ig. 24) 
betracliten. 

Weriri die Noïmalen 91, 

und n, g l e i c h g e r i c h t e t  sind, 
so entsprechen den Richtungen, 
welche durch die Punktg des 

Kreises AEII-C bestimmt werden, nur unendliche Werte von 8, tg y:, 
und S, tgrp,. Die Grenzebenen SI, und S,, (Fig. 25) fallen daller mit den 
Norrrialebenen von nl und lz, zusammen. Eine der Grenzen von p wird 
jetzt unendlich; im übrigen kann die weitere Untersuchung ebenso wie 
in1 rorhergehenden Falle gemacht werden. Bei den Richtungen, welche 
durch die Punkte des Kreises EBCF bestirnmt aerden, wird S, tgq, 
unendlich; die Ebenen SI, und S,, fallen dann mit der Normalenebene 
von $2, zusammen. E s  verschwindet daher das Gebiet unmoglicher 
Schraubenaxen, welches zwischcn diesen Ebenen gelcgen war. 

Nelimeil mir jetzt an, da,ss 92, und n-, e n t g e g e n g e s e t z t  ge r ich te t  
~i i id .  Den Puiikteii des Kreises B E C I )  auf dcr I'arameterkugel (Fig. 24) 
entsprechend, fallen wieder die Grenzebenen SI,, S,, (E'ig. 26) mit den 
Normalenehenen von .~z, u~it l  n, zusammen. Da 8, tg p, und S, tg  p, un- 
endlich gross geworden sind, so kann p, den Cngleichheiten 18) gemass, 
riur in den Gebieteri (- + +) uncl (- + -) cndliche Werte hekomnm. 
Ebeuso in riem Fallc, welcliem die b'igur 27 entspricht, bekorrimt 1) iiur 
in clen Gebieten (+ - +) iiiid (+ - -) endlichc Werte. 

Fiir die Itichtuiigen, welclie duroh die Puiikte des Kreises E B ( ' P  
bestimnit werden, ist 6, t g  y.1 unendlich; S,, uncl S,, fallen ciaher iiiit 
der Normalenebene von 11, wsammen. Für p bleiht die Hedingiing 

iiotweiidig, niit der Vora~issetzung, dass die diitte Stützfliche der Wiiikrl- 
gelichwindigkr4t (+ GJ) nicht hiiidrrlicli ist; (las wird (Fig. 26) in deil 
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Gebieten (+ + -), (- + -1 u n d  (- - - ) erfüllt .  A h n l i c h ~ s  finden wir 
auch im Falle der E'igur 27. 

Die Voraussetzung, dass die  Winkelgeschwindigkeit den Grenzen 
der Gcbiete auf d r r  Paranieterkugel  (Fig. 24) entspricht,  fallen lasserid, 
merken w i r  noch einen speziellen F a l 1  z w e i e r entgegengesetzt gerich- 
teter N o r m a l e n  an: wenn  sie a u f  e i n e r  G e r a d e n  liegen. W i r e  die  
dritte Stützflache nicht  vorhanden,  so k6nnte  j d e  Gerade des Raumes  
als miigliche Schraubenaxe dienen, aber  n u r  m i t  einem f ü r  jede Gerade 
bestimmten W e r t e  des  Parameters  (# 10). I l u r c h  d ie  dr i t te  Stützfliiche* 
merden mogliche Sçhraubenaxen jedw gegebenen Rich tung  v o n  einer 
der Grenzebenen SI, oder  S,, begrenzt,  j e  nachdem die Projekt ion von n, 
oder 9z, auf die zu dieser Hichtung senkrechte E b e n e  das andere Vor-  
zeichen a l s  die Projekt ion von  n, bekommt.  Im ganzen genommen 
bekommt jetzt der  feste Korper  einen grosseren Z w a n g  als i n  den  rorher -  
gchenden Fallen, i n  welchen auch  n u r  eine v o n  den beiden Greriz- 
ebenen die Rolle  spielte,  aber  der  Parameter  moglicher Axen  keinen 
hestimniten W e r t  h a t t e ,  sondern n u r  zwischen gewissen Grenzen lag. 

( Schloss folgt ) 

Ein Mittelwertsa~tz fur eiri System vaii n Integralen.* 
Von Ci. Kowalewski in Leipzig. 

q ~ ( t )  und ~ ( t )  seien reelle und i n  dem Intervall (a . . . b )  stetige 
Funktionen. Xu jedem Wert  t aus diesem Intervall gehort alsdann ein 
hestirnmter komplexer Wert  w = tp ( t )  + i ~i ( t ) ,  dem in bekannter Wcise 
ein Punkt der komplexen Ebene entspricht, welcher kura als der au jenem 
Wert t gehorigc Punkt  zl: bezeichnct wcrden soll. Scine rcchtwinkligen 
Koordinaten sind 3; = cp(t)? y = $( t ) .  Wir vermeiden den Ausdruck ~ ,Kurve l '  
f ï i  die Gesamtheit der Punktc u ~ ,  da  man gcwohnlich unter eincr Kurve 
ein Gebilde versteht, das sich durch die Bewegunç eines Punktes erzeugen 
lisst, also a n  jcder Stelle eine bestimmte Richtung hat. Dies folgt aber 
keineswegs schon aus der Stetigkeit der li'unktionen cp und q ,  sondern 
sctzt ausserdem ihre Differcntiirbarkeit voraus. K a n  kennt nun eine grosse 
Anzahl von Beispielen fur  stetige, nichtdiffereritiirbare Funktionen, und, 
um anzudeuten, dass diese von dcm Gelt'ungsbereich des hier zu bcweisenden 
Sat'zes niçht ausgeschlossen sein sollen, wollen wir die Gesamtlieit der 
Punkte t u  nicht als Kurve, sondern cinfaüh als die Punktmenge 11; be-  
zeichnen. Zunachst entwickeln wir einige ihrer Eigenschaften, auf die sich 
der Bewcis unscres Satzes stützen wird. 

1. Die Punktmenge 1.0 liegt ganz innerhalb eincs endlichen Quadrates. 
Wegen der Stetigkcit von cp und I+ ist  cs n k ~ l i c h  moglich, cine positive 
Grosse 17.1 so xu bestimmen, dass in  dem ganzen Intervall (a . . . I i )  die 

* Vorliegendc Arbeit ent,h&lt, eine in rinzclrien Fiinkten vereinfachtc Dar- 
stellung eines Satzes, deri ich in Crelles Joui-na1 Heft 3 Band 117 verüffeutliçht habe. 
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Ungleichungen 1 q ~ ( t )  1 < Jf, ' 11 (t)  / < Jf bestehen. Daraus ist aber er- 

sichtlich, dass samtliche Punkte tu innerhalb des durch die geraden Lini~n 

s = f J f ,  y = * X  
gebildeten Quadrales liegen. 

2. Liegt irinrrhalh imd ausserhalb eines geradlinigen Drriecks cin 
Punkt  tu, so giebt es einen solchen auch auf der Bcgrenzung des Dreiecks. 

Die Koordinaten eines Punktes P auf der Begrenzung des Dreiecks 
&men sich ansehen als stetige Funktionen einer Variablen s, fur welche 
man z B. die lings der Begrenzung und in bestimmtem Sinne geruessene 
Entfernung desselben von einer Ecke des Dreiecks wahlen kann. Da ausser 
dem die Koordinaten eines Punktes w stetige Funktionen von t sirid, su 
folgt, dass die Distanz P z u  von zwei solchen Punkten cine stctige Funktion 
der Variablen s und t ist ,  von denen t zwischen a und b ,  s zwischen O 
und JJ variiert (wenn p den Umfang des Dreiecks bedeutet). Sollte also 
gogen die Behauptung der Fa11 1 ' 2 0  = O niemals eintreten, so müsste sich 
cine positive Grosse cc angeben lassen derart, dass imnier Ptu > ai wlire 
(dies ergiebt sich aus der Stetigkeit der Punktion I'w, da eine stetige 
Funktion, wenn sie beliebig kleine Werte annimmt, auch den Wert  Ku11 
anriehrnen rnuss). Der Vorausset~ung ge~riass geh6re nun zu t = t, ein 
Punkt  zc innerhalb, zu t = T ein solcher ausserhalb des Dreiecks. Dann 
kann m m  durch Einsçhalturig von t,, t2 ,  . . . t,-1 das Intervall (t, . .  . 2') 
in 12 gleiehe Trile teilen und dabei n so gross wahlen, dass Kir zwei be- 
liebige aufeinander folgende Teilpunkte t,, t,11 (wobei t,= T ist) die 
Ungleichungen bestehen: 

Bezeiçhnen wir mit w, den zu ti gehorigen Punkt  z u ,  sodass also 

20, == ( ~ ( t , )  + iq(t,) ist, so folgt für  die Entfernung Gi+i von zwei auf- 
einander folgenden Funkten der Reihe ?cd, i?u, . . . zc, (dabei ist  tri, der zu 
T gehorigo Punkt  w): 

- CL= - 

z ~ , r o y + ~  < - r also sicher luizui _tl < a. 
1st aber die Entfernung zweier Punkte zr kleiner als a, so liegen ent- 

weder beide innerhalb oder beide ausserhalb des .Dreiecks. Anderenfalls würde 
auf ihrer geraden Verbindungsstrecke ein Punkt  der Begrenzung liegen, dessen 
Abstand von jedem der beiden Punkte zc dann auch kleiner als cr ware, was nacli 
der Ilestimmung von CY nicht sein kann. Gehort also, wie vorausgesetzt, zu 
t = f, ein I'unkt innerhalb des Dreiecks, so würde dies successiv fur t,, t 2 .  . . f, 
folgen. !Lu t,'- Y' geh6rt aber nach der Vora~~ssetzung ein Punkt  z o  ausser- 
halb des Dreiecks. 

3. wl, z u 2 ,  tu3 seien drei Punkte zu ,  die nicht in gerader Lir~ie liegen. 
Wir  betrarhten einen Punkt  A im Innern des Dreiecks w,zc,zc.,. Verlimgert 
man, wie es in der Figur gescheheu is t ,  zwei der Verbi~ldurigsliriien AK, ,  
A zo,, A rd, Z. R. A w 2  und A ~ P ~ ,  über A hinaiis, so kann man sie offenbar 
so weit verlingern, dass die Verbiridungslinie H C  ihrer Endpunkte ganz 
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ausserhalb jenes Quadrates liegt, dessen Existenz unter 1) bcwiesen wurde 
(in der Figur kt  es punktiert gezeichnet). Dann enthalt B C keinen Punkt w, 
da alle diese Punkte innerhalb jenes Quadrates liegen. Kun konncn 
wir aber auf das Dreieck A RC den unter 2) bewiesenen Satz anwenden. 
In  der That liegt ein Punkt  za (niimlich w,) innerhalb und ein Punkt  fa 
(ndmlich w, oder auch 90,) ausserhalb desselben. Also liegt riach jenem 
Satz auch auf der Bcgrcnzung ein Punkt u;, und zwar, da U C  kcinen 
solchen enthalt, entweder auf AH oder auf AC. Wenn wir also von w, 
und von ta3 aus geradlinig über A hinausgehen, so treffcn wir sicher auf 
einen Punkt w ,  falls nicht A selbst ein solcher l'unkt ist. Jeder Punkt  im 
Innern eines durch drei Punkte w gebildeten Dreiecks ist  also entweder 
selbst ein Punkt  w ,  oder er liegt auf der geraden Verbindungsstrecke von 
zwei solchcn Punkten. 

Um dieses Resulbdt und auch die folgenden kürzer ausdrückcn zu 

konnen, führen wir folgende Bozeichnung ein: Wir nennen jeden I1unkt, 
der entweder selbst 
ein Punkt  zu ist oder 
auf der geraden Ver- 
bindungsstrecke von 
zwei Punkten w liegt 
(man würde also die 

Punktmenge aus der 
Punktmenge zu da- 
durch erhalten, d a s ~  
man alle moglichen 
Paare von Punkten zu 
verbindet. Bei einer 
Kurve im eigentlichcn 
Sinne wkren dies alle 
Sehnen derselben). Mit 
E l f e  - dieser Bezeich- 
nung konncn wir unser 
Resultat jetzt so aus- 
sprecheli: Die ganze 
E'lache eines durch 

drei I'unkte t u  bestirnrnten Dreiecks besteht aus Punkten 20 (offenbar gilt dieser 
Satz anch, wcnn w,,  L C ~ ,  2 1 5  in  gerader Linie liegen). 

4. Nimmt man n I'unkte z r ~  (w,, tuÏ, . . . w,), so überdecken die 
aus d e n  moglichen Kombinationen dieser Punkte au je dreien hervor- 
gehenden Dreiecke ein gewisses Stiick der Ebene, dessen Punkte soniit nach 

3) siimtlich Punkte sind. 
n'un zeigt man l e i ~ h t ,  dass l, ZP, + &u:, + . - . + A,w, iinter der Vor- 

aussetzung, dass A,, A,, . . ., 1, positiv und von der Summe 

l,+l,+...A,=l 
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sind, ein P u n k t  dieses Ebenenstückes, mithin ein Punkt  u! ist. Der Beweis 
beruht auf einem Sühluss von n. auf n + 1. 

5. F ü r  unsern eigentlichen Zneck brauchen wir nur noch eine Eigen- 

schaft der Punktmenge ;. Sind 

~ ( t )  + iq ( t )  und ~ ( t j  + i i~>( t )  

zmei Punkte zo ,  so ha t  ein beliebiger Punkt  auf der Verbindungsstrecke 
beider die Koordinaten 

- - -  - -- 

x = A c ~ ( t )  + A T ( ~ ) ,  2/=A+(t) +A1~l(t), 

wo A ,  A > .- O und A + 7 = 1. Nan crhiilt offcnbar allc Punkte G ,  wenn man 

L von O bis 1 und t ,  zwischen a und b variieren lüsst. Nun sei A + iA 

ein P u n k t ,  von dem man weiss, dass in beliebiger Nahe von ihm Punkte .1~: 

liegen, also eine sogenannte Haufi~ngsstelle oder ein Gr~nzpunkt  (nach 

G e o r g  C a n t o r )  der Dlenge G. Uann nimmt also die Funktion: 

welche d m  Quadrat der Entfernung eines Punktes vorn Punkte A + iB 
ausdrückt,  beliebig kleine Werte, mithin als stetige Funktion der darin 

auftretenden Variablen A ,  t ,  7 auch den Wert  Nul1 an. A + iB falit also 
- 

mit  einem Punktc w zusammon, odcr jcde Hiiufungsstolle von gehort 

selbst zu c. Eine solche Punktmenge nennt man wohl auch eine ab-' 
- 

geschloasene, und w ist  demnach eine abgeschlosscne Punktmenge. 
Kehren wir nach diesen Vorbereiti~ngen zu den Funktionen cp(t), +(t)  

zurück, so is t  der Bemeis des beabsichtigten Satzes ziemlich kurz zu führen. 
W i r  betrachten die Integrale: 

b 6 

JI =JE (t) d t , J ,  =fi ( t)  a t. 
a a 

Nach der Definition des Integrales ist:  

-- 

U O 

wenn to = a ,  t, - 2, und t,t2 . . . tnpl in  dieser Reihenfolge zwischen a und 
Ei eingeschaltet sind. Addieren wir die mit i multiplizicrte zweite Gleichung - 
znr ersten (i ist  natürlich I/-i und nicht mit dem Index i zu verwechseln), 
setzen fcrncr (p( t i )  + i+( t i )  = ,tc;+i, liti - Li = Ai+, (1, - u ) ,  J O  crgiebt sich: 

Da A,,  A,, . . . A, p ~ s i t i v  und von der Sunime 1, + A2 + . . . + A,-- 1 

sind, so  is t  nach 4) A, w, + A, W ,  + . . . + A, r l ; ,  ein Punkt k. Be- 
achtet m a n  ausserdem, dass sich E~ und E,  durch passende Wahl der 
t,, t,, . . . t,-1 und Vcrgrossemng von n beliebig verkleiriern lassen, so 
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erkennt man, dass in beliebiger Nahe des Punktes LtL% Punkte $ 
b - u  

J1 S Z J 2  selbst ein Punkt  liegen, und kann endlich nach 5) schliessen, dass --- b - a 

ist. Unter 5) wurde ferner ausgeführt, dass die Koordinaten jedes Punktes 

durch rlq(t) +Tq 0, rZ.~i(t) + A v  @ ausdrückbar sind. Es  ist  also, 
ausführlich geschrieben: 

- - 

J w t  = ( b  - all?v(t) + Av(t)L 

a 
h 

II: 

Dios ist das Resultat, auf welches wir koniruen wollten. I n  Worten 
lisst es sich so formulieren: 

S i n d  rp(t), + ( t )  F u n k t i o n e n ,  v o n  d e n e n  n u r  v o r a u s g e s e t z . t  
wi rd ,  d a s s  s i e  r e e l l  u n d  i n  d e m  I n t e r v a l l  ( a . .  . h )  s t e t i g  s i n d ,  s o  

- 

l a s s e n  s i c h  s t e t s  z w e i  p o s i t i v e  B a h l e n  A A v o n  d e r  S u m m e  A + A = 1 ,  

f e r n e r  z w e i  W e r t e  t ,  t a u s  de in  I n t e r v a l l  (u . . . b )  so  b e s t i r n m e n ,  
dass  d i e  o b i g e n  G l e i c h u n g e n  b e s t e h e n .  

a 

F ü r  TA IntegraleJyi(i)dt ( i  - 1, 2 ,  . . . ri) gilt  ein gaoz analoger Salz, 

a 

den wir ohno Bcweis hier nur aussprcchcn wollen: 
S i n d  d i e  <pi r e e l l e ,  v o n  cc b i s  6 s t e t i g e  i ? u n k t i o n e n ,  s o  l a s s e n  

sic11 gz p o s i t i v e  G r o s s e n  I l ,  4, . . A, von  d e r  S u m m e  

f e r n e r  a u s  dein I n t e r v a l l  ( a .  . . b )  d i e  W e r t e  t,, f,,. . . t, s o  be-  
s t i m m e n ,  d a s s  d i e  9% G l e i c h u n g o n  b o s t e h e n :  

b 

JéL(t)czt = ( b  - a)[Alqi(tl) + & v , ( t ~  + . . . + l,ipi(t.)l i 1 , 2 ,  . . 9 2 ) .  

a 

aber eiiic iieiie Polgerniig aus der ~Iaxwrllscheii Theorie 
der rlektrischcii Ersclieiiiiiiigeii. 

Vail Di.. A. Scheye in  Qottingeii. 

Auf den Cmstand, dass bis jetxt keinerlei Wirkungen des galvanischeri 
Stromes auf ruhendc Elcktrizitit  beobachtet wordcn sind, stützt bckanntlich 
C l a u s i u s *  seiuen Einwand gegen W e b e r s  Grundgesetz der Elektro- 
dynamik; Cr woist namlich nach, dass dasselbe nur dann mit der erwiihnten 
Erfahrung in Einklang steht,  wenn man die - seiner Meinung nach unwahr- 

* Claus i u  S .  .Joiirrial fiir die reine u u d  aqewandte Mathematik , h n d  82, 
S. 89, 1877. 
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scheinliche - Annahme macht, dass im elektrischen Strome sich beide 
Elekirizit%ten, und zwar in entgegengestitztem Sinne, bewegun. E r  sclbst 
stellt daher ein neues Grundpesotz auf, das an diesem angeblichen Nangel 
niclit leidet. Demgegenüber erscheint es mir von Interesse, zu untersuchen, 
was die auf ganz anderen Voraussetzungen beruhende Maxmellsche Theorie 
über diescn Gegenstand aussagt. 

,4us den allgemeinen Maxwellschen Gleichungen erhiilt man den Fa11 
des stationiireri Stromes dadurch, dass niai1 die dbgeleiteten der elektrischon 
uiid magnetischen Kraftkomponenten nacli der Zeit - O setzt. E s  ergiebt 
sich alsdann, dass die elektrischen KrXte uberall, irn Leitor a i e  in1 Di 
elektrikum, ein Potential cp besitzen, welches die Gleichung dy = O  be- 
friedigt. Ferner erfordern die Grenzbedingungen an der Berührungsstelle 
zweior beliebigen honiogenen Korper, also auch eines Leiters und eines 
Dielektrikums, dass die tangentielle Komponente der elektrischen Kraft 
stetig id.* Da nun der Strom, mithin auch die elektrische Kraft an der 
I3erührungsfiiiche des Tsolators und des Leitcrs in  letzterem tangentiel1 ver- 
lauft und im allgemeinen von O verschieden is t ,  so folgt schon hieraus, 
dass auch in1 Dielektrikum in der Nihe des Leiters elektrische Krafte 
wirksam sein müssen. 

Es  mogen zwei aufeinander senkrechte, in  der Oberflache des Leiters 
gelegene Richtungen mit 1 und p,  die Normale zur Flnche mit v bezeichriet 
werden, dann fordern die Grenzbedingungen, wenn sich der Index 1 auf 
den Leiter,  der Index 2 auf den Isolator bezieht, dass an der Berührungs- 
stelle der beiden Korper stets a,% h g ,  

O L  a a  

oder 

is t ,  da.s heisst, dass langs der Grenzfliiche .pl - p, einen konstanten Wert hat. 
1st nun <pl für den Leiter bereits gefuriùen, so hat man, um das 

elektrische Feld im Tsolator zii ermitteln, noch folgende Anfgabe zu losen: 
Es ist zu bestimmen eine Funktion cps, welche irn ganzen Dielektrikum 
mit ihren Ableitungen stetig is t ,  der Gleichung A T ,  - O genügt, an einer 
bestimmten Flache den gegebenen Wert  cp, annimmt und im Unendlichen 
- O Frird. Allerdings ist, y,  nuf bis auf eine Konstante bekannt, und im 
allgemeinen Falle müsste zu p, noch eine Funktion + addiert werden, 
welche die Gleichung LI+ - O befriedigt, im Unendlichen O wird und an 

der Grenzfliiche gegen den Leiter einen konstanten Wer t  k hat; doch 
würde dieses Glied des Potentials nur eine statische Ladung des Leiters 
anzeigen, die sich dem elektrischen Strome superponiert. - Nicht berück- 
sichtigt Sind hierbei die Cnstetigkeiteu, welche bei gleichzeitiger Berührung 
zwcier Leiter und eines Dielektrikums auftreten; man kann jedoch leicht 

* Vergl. H e r t z ,  Wiedemltnns Annalen 40, S. 590 und 591, 1890. 
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eine Anordnung ersinnen, bei der solche Kontaktstellen nicht in Retracht 
zu ziehen sind. 

Die Stetigkeitsbedingungen fiir den Übergang vom Leiter m m  Isolator 
ermoglichen es, wenn das Potential für den Leiter bekanni is t ,  ohne weitere 
Ilechnung wenigstens den Wert  der tarigentiellen Komponente der elek- 
txischcn Kraft im Isolator unmittelbar am Leiter anzugeben. Es flirsse 
z. B. der Strom durch eine Zelle von folgendcr Beschaffenheit: Die Anode 
Lestelie aus einem massiven Mctallcylinder vorn Radius n und der IIfihe h, 
den eine leitende Fliissigkeit umgiebt,; als Kathode diene ein Hohlcylinder 
aus demselben Metall, der den inneren Radius O ha t ,  und dessen Achse 
mit der des ersten Cylinders zusarnmenf&llt. Vernachliissigt man den Wider- 
stand des Metalles gegen den der Flüssigkeit, nimmt also das Potential a n  der 
Oberfliiche der Elektroden als konstant a n ,  so is t  innerhalb des flüssigen Leiters 

[Pl - Fz 
cp = - 7 log Q + const," 

log - 
b 

wo Q den Abstand von dcr Achse der beiden Cylinder, <pl und cp2 die 
Werte des Potentials an den beiden I3eriihrungsflüchen zwischen Netall und 
Flüssigkcit bedeutcn; die an dicscn bcidon Stcllen stattfindenden Potential- 
sprünge konnen vernachlassigt werden, da sie sich gegenseitig aufhebeu. 
Ilaben die Zuleitungsdrahte nur geringen Widcrstand, so kann cp, - cp2 = E, 
der elektromotorischen Kraft der Batterie, g e ~ e t z t  werden, folglich: 

E 
cp = - -:-- log g + const, 

log - 
b 

1st O etwa - e u ,  wo e die Basis des natürlichen Logarithmensystems, 
sa ist die tangentielle Kornponente der elektrischen Kraft iin I s o l a t o ~  dicht 

3: 
am h i t e r  = -. Da elektrostatisches Ma6 zu Grunde pelegt ist ,  so is t  

Q 
1 1 '  

für 1 Volt %[CF G 'S-'1 zu setzen, und man erkennt leicht, dass sich 

fur  miissige Werte der elektromotorisch~n Kraft sehr kleine Kraftwirkungen 
irn Isolator ergeben. Es is t  also nicht unwahrscheinlich, dass diese geringen 
Krifte bisher der Beobachtung entgangen sind und durch eine sorgFiltige 
t~xperimentelle UuLtcrsuchuug wirklich nachgewieaen werden konnen,. zu der 
die Anregung zu geben der Zweck dieser D a r l e p n g  ist. 

* Vergl. K i r c h h o f f ,  Vorlesnngen iiber Xlektrizitiit und M;ignetismiis, S. 124. 
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Uber cinen Satz d r y  Statik. 
Von K. Th. Vahlen in Konigsberg i. Pr.  

E in  raumliches Kriiftesystem ist auf unendlich viele Arten entwoder 
auf zwoi nicht i n  cinor Ebene wirkende Kriifto odcr auf ein KrLRepasr und 
sine nicht in  dessen Ebene wirkende Kraft zu reduzieren. Unter den 
ersteren Roduktioncn sind a m  bomerkenswertestcn die auf zwei gleicfie 
KrEi'te, uriter den letzteren diejenige, bei der die Richtung der einzelnen 
Kraft auf der Ebene des Kraftepaares senkrecht steht. Dass eine solclie 
Reduktion miiglich ist,  stimmt mit; dem Satzo überein: Eine beliebig kleiue 
Bemegung eines Korpers kiinne als Schraubenbewegung aufg~fasst  werden 
mit aiifeinander senkrechten Richtungen des Fortschreitens und der Drehung. 
Hieraus erklart sich die Bezeichnung der Geraden, in  welcher jene Einzel- 
kraft wirkt,  als der ,,HauptdrehlinieL' des KrLftesystems. 

Über diese Hauptdrehlinie ist  von S e h w e i n s *  ein Satz aufgestellt worden, 
den spiiter M6bius** in einfacherer Weise bewies. Dieser Satz lautet: 

H a t  ein System von Kraften zwei nicht i n  einer Ebene 
wirkende Kriifte zu Keçultanten, so wird von der Geraden, welche 
diese zwei Xrafte rechtwinklig schneidet, auch die Hauptdrehlinie 
des Systems rechtwinklig geschnitteo. 

Uiese Eigenschaft der Hauptdrehlinie erçiebt sich am einfachsten und 
iiatürlichsten, wenn man dio Zurückführung zweier Krafte auf ein Gafte- 
paar  und eine d a m  senkrechte Kraft durch eine geeignete Konstruktion 
wirklich ausführt. 

E s  seien namlich PP1 und &&'  die beiden Kriifte, P Q  die kürzeste, 
auf beiden senkrechte Vcrbindungslinie, R der Mittelpunkt von P'Q'.  Durch 
P Q  werde eine Hbene I!: senkrecht zur Ebene Y Q K  gelegt. Zerlegt man 
nun PI>' und QQ'  respektive in  PP", PP"' und QQ", QQ"', so dass die 
Krafte PP", W Q "  in der Hbene El die Kriifte YY"', Q&"' senkrecht zu 
ihr wirken, so bilden PP", QQ" ein Kraftepaar, wahrend sich die Krafte 
PP'", QQ"' zu einer einzigen, zur Ebene h' des Kriiftepaares senkrechteu 
zusaminensetzen: die Gerade, in  der diese Kraft wirkt,  ist  also die Hanpt- 
drehlinie des Systems. Dieselbe schneidet P Q  rechlwinklig, wie aus der 
Konstruktion hervorgeht. 

-- 

* Crelles Joiirnal Band 3 2 ,  9. 227- 230. 
'" Crelles .Toiiimal Hant1 3G, S. 8Y - 90. M o l ) i  ii  s' Werke Ha.nd 3 ,  S. 567-5711, 

5 

Berichtigung. 

In li'igiir 2, S. 130 iiiiiss an der Kurçe e , p , p r e s  die Ilezeichiiiing r p - 2 p e  
(statt r p v y e )  steheii. 
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Über Schraubengeschwindigkeiten eines festen Korpers 

bei verschiedener Zahl von Stützflachen. 

i'on 

1'. SOMOFF 
in Warschan. 

16. Wenn a l l e  d r e i  N o r m a l e n  e i n e r  ~ b e h e  p a r a l l e l  sind, 
so verwandelt sicb ein Paar konjugierter Cebiete auf der Parameter- 
kugcl (Fig. 16, Heft 3) in punkte; und das kann mit jedem der vier 
Paare konjugierter Ge- 
bide gesçhehen. I n  Fig. 28. Fig. 29. 

den Figuren 28, 29, 
30 und 31, welche 
diese vier Fille dar- 
stellen, sind durch 
punktierte Gerade die 
Spuren der drei zu 
den h'ormalen senk- 
rechten Centralebenen 
bezeichnet, und die ' L ~  Bf 
zwischen denselben Fig. 30 'Fig. 31. 

stehenden Ungleich- 
heitszeichen entspre- 
chen den Bedingungen 
16) .  . . . . . 23). Die 
Verteilung m6gliche.r A 
Schraubenaxen ver- 
schiedenerRichtungen, 
weIche den sechs 
übrig gebliebenen Ge- 4 
bieten entsprechen, 
stellt nichts wesentlich neues dar; über die Schraubenaxen aber, welche 
zu den drei Normalen senkrecht sind, bernerken wir folgendes. Da 
nach den beiden Riehtungen dieser Axen eine Translation moglich ist, 
ao sind auf allen denjenigen dieser Axen, urn welche eine ei~ifaçhe 

Leitschrift f. Mathematik u. Phyaik. 42 Jahrg 1891. 4 ITeft. 11 
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Von P. SOMOFF. 163 

beachten, so finden wir, dass in der zu dieser Richtung senkrechten 
Ebene der Iiiigur 36 die Ungleichheiten 17) in keinem der vier Ge- 
biete vereinbar sind. ~ h n l i c h e s  bekomnit man auch fiir die iibrigen 
drei genannten Gebiete. 

Alle diese Bernerkungen zusamnienfassend, kann inan sagen: 
Wenri die drei Kormalen zu den Stützebenen einander parallel 

sind. und die dritte von ihnen den zwei ersten entgegengerichtet ist, 
YO ist für  die Moglichkeit 
der Bchraiibenaxen einer Fig 92. Big. 33. 

gegebenen Richtung not- 
wendig und hinreichend, 
dass die durch die dritte 
Normale zur gcgebenen 
Richtung parallel gezogene 
Ebene zwischen den an- 61 

deren zwei Normalebenen 
von derselben Richtung 
liegt. Auf allen dieser 
Bedingung genügenden 
Axen sind Schrauben- VJ 

geschwindigkeiten m6g- 
lich, aenn ihre Parameter zw i s  c h  e n gewissen, für verschiedene Axen 
verschiedenen, aber im allgemeinen endlichen Grenzen liegen. Auf 
alleu anderen Axen sind keine Schraubengeschwindigkeiten moglich, 

Fig. 34. Big. 35. Fig 36. 

die zu den Normalen senkrechten Geraden ausgenornmen, welche m6g- 
liche Translatiorisrichtungen darstellen. 

Hier finden wir den einzigen Fali, wo bei drei Stützflaehen solche 
Iiichtungen existieren, dass keine Geraden dieser Richtungen als 
mfigliche Schraubenaxen dienen konnen. 

In der obigen Betrachtung müssen alle den Nornialen parallelen 
Axen ausgeschlossen werden; denn fiir diese Richtung bleiben die 
Normalebenen unbestimmt. Aber es ist unmittelbar ersichtlich, dass 
um solche Axen nur eine einfache Drehung, und zwar nach beiden 
Richtungen, moglich k t .  

Il* 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



164 Über Schraiibengeschwindigkeiten eines festen Kihpers etc. 

MTenn d ie  d r e i  p a r a l l e l e n  N o r m a l e n  i n  e i n e r  Ebene  I' 
liegen und die mittlere von ihnen den zwei anderen Normalen ent- 
gegengerichtet ist, so werderi die Bedingungen für mogliche Schrauberi- 
axen nur bei denjenigen Geraden erfüllt, welche der Ebene P parallel 
sind; denn auf der Parameterkugel werderi die Bichtungeri ruoglicher 
Schraubenaxen nur durch die Punkte der Kreislinie bestimmt, deren 
Ebene eine zur Ebene P parallele Centralebene ist. Auf jeder solchen 
Schraubenaxe kann der Parameter nur einen bestimmten Wert haben 
Dieser Wert ist für die Axen, welche in der Ebene P selbst liegen 
und zu den Normalen nicht senkrecht sind, gleich O; sind diese Axen 
ausscrdcm zu den Normalcn senkrecht, so bleibt für sic jedcr Para- 
meterwert mtiglich. Endlich bleibt noch jede zu den Normalen senk- 
rechte Translation und um jede zu clenselben parallele Gerade eine ein- 
fache Drehung nioglich. 

Die zuletzt betrachtete Lage der Normalen hat dic Eigentiimlich- 
keit, dass dabei d e r  f e s t e  K o r p e r  den  g r o s s t e n  b e i  d r e i  Stütz-  
f l i ichen m o g l i c h e n  Z w a n g  bekommt. 

In  der That, bei jeder anderen Lage der Normalen existieren auf 
der Parameterkugel ganze spliiirische Gebiete moglicher Schraiiben- 
axenrichtungen und der Parameter hat auf jeder Axe nicht einen be- 
stimmten Wert,  sondern bleibt nur in gewisse Grenzen geschlossen, 
mit Ausnahme eines am Ende des 15 betrachteten Balles, wobei aber 
fiir die Schraubenaxen alle Richtungen mtiglich bleiben. 

Vier Stützfiiichen. 

18. Die obige Betraclitungsweise konnen wir auch bei vier und 
mehr Stützflachen beibehalten. Die Grenzebenen werden dabei wieder 
eine wesentliche Eolle spielen. 

Dem Falle von drei Stützti'àchen analog kann man, wenn vier Stütz- 
fliichen gegeben sind, die Gebiete auf der Parameterkugel in fürif Grupperi 
teilen, je nachdem die Zahl der Normalen, mit welchen die Winkel- 
geschwindigkeit spitze Winkel bildet, gleich 4, 3 ,  2, 1 oder O ist. 

Diesen fünf Gruppen entsprechen der Reihe nach 1, 4, 6 ,  4 ,  1 
Gebiete der Parameterkugel, nach der Zahl der Zeichenverbindungen, 
welche bei den Grossen: 

25) Q ~ t g %  % t g % ,  Q 3 t g ~ 3 7  84tg974 

auftreten konnen. Nicht alle diese 16 Gebiete konnen aber auf der 
Parameterkugel zugleich vorhanden sein; denn die vier zu den Nor 
malen senkrechten Centralebenen teilen die Kugel nur in 14 Gebiete, 
der allgemeinen Formel: 

26) Ak= k ( h  -1) + 2 

gemiiss, wo lc die Zahl der gezogenen Ebenen und Ak die Zahl der 
erhaltenen Gebiete bezeiohnet. 
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Überhaupt, wenn 16 > 3 ist, so bleibt Ak < 2k, und dann werden 
nicht für alle Zeicherlverbindurigen der Gr6sseii G tg  rp entsprechende 
Gebiete auf der Parameterkugel sich vorfinden. Da alle gehliebenen 
Gebiete paarweise konjugiert sind, so sind auch die verschwindenden 
Gebiete konjugiert. 

Um zu bestimmen, welches Paar konjugierter Gcbiete bei vicr 
StiitzKachen verschwindet, betrachten wir die acht Gebiete (Fig. 16, 
Heft 3), welche den drei ersten Nornialen rz , ,  w2, n, entsprechcn; dnnn 
rrird das Verschwinden zweier konjugierten Gebiete davon abhiingen, 
in welches der aclit genannten Gebiete das positive Ende der Normalen 
fz, hineinfàllt. Z. B., wenn die Bichtung (+ n$ im Gebiete ABC der 
Figur 16 (Heft 3) sich befindet, so wird dieses ganze Gebiet, welches 
den Cngleichheiten 16) entspricht, auch den Ungleichheiten: 

27) P > b , t g % ,  p > & ? t g r p 2 ,  p / % t g r p , ,  p>rf,tgrp4 

und ebenso das ganze ihm konjugierte Gebiet E D P ,  welches den Uri- 
gleichhei ten 23) entspricht, den Ungleichhei ten : 

28) P = < a l t g ' P ~ ,  ~ 2 6 2 t g ' P 2 ,  P < d s t g ~ , ,  ~ S r f 4 t b ~ ~ ~ 4  

entsprechen. Dagegen werden die Bedingungen: 

29) ~ > 4 t g r p , ,  p>b,tgcpz, ~ ) % t g : c p a >  p S S 4 t g c p 4  

und die ihnen entgegengesetzten Bedingungen: 

30) P 5 W r p , ,  p<rf , tg 'P , ,  p z a , t g v , ,  p 2 8 4 t g c p 4  

in keinem der vorhandenen Gebiete erfüllt, da diesen Ungleichheiten, 
wclche die Bedingungen 16) und 23) in sich schliessen, nur  ein Teil 
der Gebiete ABC und Z D P  genügen k6nnte. Ahnliche Betrachtungen 
konnen auch auf die übrigen sieben Fiille angewandt werden. 

19. Auf allen Geraden, welche den konjugierten Gebieten der ersten 
und fünften Bruppe angehoren, sind Schraubengeschwindigkeiten m6g- 
lich, wenn p, wie irn Falle von drei StützfEachen, ausserhalb der Grenzen 
liegt, welche durch das kleinste und das grosste der Produkte 25) 
hestimmt werden. Diese Axen brauchen weiter nicht untersucht 
zu werden; aber in Beaug auf die Frage über den grossten Zwang 
des festeri Korpers ist folgende Eigentümlichkeit bemerkenswert, welche 
daun eiritritt, wenn die %ah1 der Stützfliichen grtisser als drei ist. Nach 
dem im vorigen Paragraphen Gesagten sehen wir, dass den vier Nor- 
male11 solche Eichtuiigen gegeben werden ktinnen, dass die Schrauben- 
axen der ersten und fünftcn Gruppe ganz verschwinden; dann werden 
ütierliaupt keine solche Sühraubengeschwindigkeiten übrig bleiberi, 
deren Parameter ausserhalb gewisser Grenzen liegt, denn bei allen 
Schraubenaxen der zweiten, dritten und vierten Gruppe bleibt p zwischen, 
im allgemeinen, endlichen Grenzen eingcschlossen. Alles Vorhergehende 
beachtend, finden wir also: 
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D a m i t  es mt ig l i ch  sei,  d u r c h  S t ü t z f l a c h e n ,  d e r e n  R-or- 
m a l e n  i n  den  B e r ü h r u n g s p u n k t e n  m i t  d e m  f e s t e n  Korper 
n i c h t  e i n a n d e r  p a r a l l e l  s ind ,  d e n  P a r a m e t e r  a l l e r  1ri6g- 
l i c h e n  Sch raubengeschwind igke i t en  z w i s c h e n  gewissen ,  im 
a l l g e m e i n e n  e n d l i c h e n  G r e n z e n  e i n z u s c h l i e s s e n ,  s i n d  wenig- 
s t e n s  v i e r  S tü tz f l i i chen  n 6 t i g . s  

Natürlich sind die Grenzen für p, welche von 6 und cp abhangen, fur 
verschiedene Schraubenaxen verschieden. 

20. Von den vier Fiillen der zweiten und vierten Gruppe genügt 
es, einen zu betrachten. Wir  wollen voraussetzen, dass die Richtung 
der TSTinkelgeschwindigkeit entweder mit den Normalcn n,, n,, n, 
spitze und mit n, einen stumpfen winkel bildet oder entgegengesetzt 
gerichtet ist ;  für p haben wir dann resp. die Bedingungen 29) oder 30). 

pis. 37. Die Gebiete rnoglicher 
Schraubenaxen werden 
d a m  durch die Grenz- 
ebenen SI,, S,, und S3, 
bestimmt. Nachdeni die 
Aufsiichung dieser Gebiete 
im Falle von zwei oder 
drei Stützfliichen ausführ- 
lich gezeigt wurde, k6nnen 
wir uns jetzt mit einer 
kurzen Angabe der Ke- 
sultate begnügen. Aiif der 
zur gegebenen Richtung 
senkrechten Ebene kann 
das Gebiet geschlossen 
oder nicht geschlossen 
sein: das wird von der 

Lage der Geraden (+ n,), (+ n,), (+ n,), (- lzJ und von den Ver- 
haltnissen der Grossen 25) untereinander abhangen, also auch von der 
Richtung der winkelgeschwindigkeit in den für sie bestimmteii 
Grenzen. 

In  der Pigur 37 ist das Gebiet (+ w) von allen drei Geradeu 
SI,, S,,, S,, begrenzt, aber nicht geschlossen. Da bei der ~ n d c r u n ~  
der MTinkelgeschwindigkeitsrichtung in die entgegengesetzte, die Un- 
gleichheiten 29) in die Bedingungen 30) übergehen, die Zeichen der 
elf Gebiete in der Ebene aber dieselben bleiben, so kann das Gebiet 
(- a) in Rezug auf das Qebiet (+ w) aiif folgende Weise bestimmt 
werden: es liegt auf der anderen Seite aller drei Grenzgeraden SI,, &,, S,I. 

* Im Falle paralleler Stützuormalen wird das auch bei kleinercr Zahl von 
Stützflachen errcicht, Dur gewisse spexielle Axenrichtuugeu auugeriomen ( 5  10 
iind § 17). 
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In der Figur 37 ist dieses Gebiet nur durch zwei dieser Geraden 
SI,, 834 begrenzt. 

In der Figur 38 sind die Projektionen der Normalen so genommen, 
dass das ~ e b i e t  nioglicher Schraubenaxen geschlossen werderi kanri. 
Damit das wirklich erzielt werde, muss die Richtung der Winkel- 
gws"hwindigkeit in dem für sie auf der Parairieterkugel bestimmten 
Gebiete gewissen ergiinzenden Bedingungen genügen, welche nnr kurz 
für das in der Figur 38 dargcstellte Ueispiel angegeben werden sollen. 
Die Richtung der Geraden SI,, S,,, S,, kann in den Grenzen der sie 
enthaltenden Winkcl, welche die Berade ( -  nJ mit (+ n,), (+ n,) und 
(+ n,) bildet, geandert wer- 
den und hiingt von den Ver- Fia. 38. 

hiiltnissen: 

%tg 971 : 4 t g  Pz : 8 3  t g  Y S  
: Y4 

ab (5  7 und 5 8). Wenn z. B. 
die Gcrade S,, schon im 
voraus nach der allgemeinen 
Regel gezogen ist, muss der 
Schnittpunkt der Geraden SI, 
und S,, auf diqjenige Seite 
vori fallen, wo das Ge- 4 
biet, für welches 

P 2 4tgcp2, P 5 84tgr74 
t 

ist, sich befindet, also in der 4 

Figur 38 auf der rechten 
Seite von S,,. 

Das wird der Pal1 sein, 
menn ul+ac,+/3<n 
ist und kann unter andern er- 
reicht werden, wenn u1 und 
a,, d. h., wenn t g  cp, : t g  q7, und tg  9, : t g  9, genügend klein sind. Diese 
Forderung kann immer erfüllt werden. Wenn niimlich auf der Para- 
meterkugel die den Gngleichheiten 29) und 30) entsprechenden Gebiete 
existieren, so kann ein Punkt des Gebietes ABC (Fig. 16, Heft 3) zur 
Ilestimiriung der negativen Richtung der R'ormalen r ~ ,  genommen werden: 
dann wcrden e l l e  Punkte dicses Gebietes den Bedingungen 29) und 
alle Punkte des Gebietes EUF den Bedingungen 30) genügen. Darin 
k6nnen in diesen Bebieten für die Schraubenaxen solche Richtungen 
genommen werden, welche mit n, einen beliebig kleinen Winkel bilden, 
sodass auch t g  cp, : t g  9, und t g  rp, : t g  v, beliebig klein werden. 

Wenn mogliche Schraubenaxen von einer gegebenen Richtung 
durch ein geschlosscncs Gcbiet (Fig. 38) bestimmt werden, so kann 
die Winkelgeschwindigkeit auf denselben nur eine von den beiden 
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Richtungen bekommen; mit der entgegengesetzten Richtung werden 
d a m  gar keine moglichen Schraubenaxen existieren; denn dieselben 
müssten auf der entgegengesetzten Seite von allen drei Grenzebenen 
SI,, S,,, S,, licgen, was jetzt unmoglich ist. 

Alles oben gesagte beachtend, finden wir: D a m i t  a l le  m o g -  
l i c h e n  S c h r a u h e n a x e n  von g e g e b e n e r  R i c h t u n g  auf  der z u  
i h r  s e n k r e c h t e n  E b e n e  d u r c h  e i n  g e s c h l o s s e n e s  Gebiet  be- 
s t i m m t  w e r d e n ,  s i n d  w e n i g s t e n s  v i e r  S t ü t z f l a c h e n  notig.  
D a b e i  b l e i b t  d ieses  Gebie t  n i c h t  n u r  f ü r  d i e  gegebene  Riçh- 
t u n g ,  s o n d e r n  a u c h  f ü r  a n d e r e ,  g e n ü g e n d  n a h e  Richtungen 

Fig. 39. 

- 
gesch lossen .  Der 
P a r a m e t e r w e r t  lie@ 
f ü r  a l l e  s o l c h e  Axen 
i m  a l l g e m e i n e n  
z w i s c h e n  endlichen 
Grenzen .  

21. Um die Fiille 
der dritten Gruppe zu 
untersuchen,. bringen 
wir in Erinnerung(5 13), 
dass bei drei Stütz- 
Cichen, wenn der Para- 
meter einem der Sy- 
sterne von Ungleich- 
heiten 17) ,  18), 19) 
oder der entgegen- 
gesetzten 20), 21), 22) 
genügt , die moglichen 
Schraubenaxen in einem 
Paare von Scheitel- 
ainkeln eingeschlossen 
sind, welche durch zwei 
Grenzebenen gebildet 

werden; dahei kann die Winkelgeschwindigkeit auf den Axen dcs einen 
Scheitelainkels die eine Richtung und auf den Axen des anderen die - 
entgegengesetzte Richtimg bekommen. Nehnîen wir jetzt aus den 
seclis Fiilleri der dritten Gruppe die folgeriden zwei konjugierten: 

31) p >  '1 kg>,, p z  '2 < S3tg(P31 p '4tgy4; 
32) p d '1 tg  Tl, p ( '2 tg  q 2 ,  p > '3 tg q37  p 2 '4 tg  y41 

und suchen zuerst, nach der Regel des 5 6, das Paar von Scheitcl 
winkeln, welche den Bedingungen: 

3 3) p 2 f f , t g < p , ,  p Z % t g g > , ,  PZ ',tgg>,, oder 
34) p < ' l t g 9 ~ ,  ~ 2 ' 2 ~ g r ~ z i  ~ 1 ~ 3 ~ g c ~ , ,  

und dann das Paar von Scheitelwinkeln, welche den Hedingungen: 
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33) P ~ ~ I ~ ~ T I ,  ~ ) ~ 2 ~ g %  ~ < ~ 4 ~ ~ g ? 4 ,  

oder 

36) p<d'1tgp71, P<W!3972> 2))84tgv4 

entsprechen. Iügliehe, d. h. den Unglcichiicitcn 31) oder 32) gs- 
nügende Schraubenaxen müssen in den Gebieten liegen, welche den 
Winkeln 33) und 33) oder 34) und 36) gemcin sind. Solcher 
Gebiete konnen sich entweder zwei  (je mit der einen und mit der 
anderen Richtung der Winkelgeschwindigkeit) oder e i n  (nur mit einer 
von den beiden Richtungen der Winkelgeschwiricligkeit) oder k e i n e s  
vorfinden. Diesen Fallen 

Fig. 40. 
entsprechen die Figuren 39, 
40, 41 und 42, wobei, 
wie früher, durch hori- 
zontale Schraffierung das 
Gebiet (+ w) und durch 
die vertikale das Gebiet 
(- w) bezeichnet ist. 

Mogliche Schrauben- 
axen- wcrden dann durch 
diejenigen Gebiete be- S, 
stimmt, in welchen die 
Striche von derselben, 
horizontalen oder verti- 
kalen Kiçhtung zusammen- 
fallen, also doppelt so -n 
dicht sirid. Eine ausführ- 
liche Beschreibung ist 
überflüssig, da die Be- 
stimmung der Zeichen in 
den von den Geraden (+ n,), 
(+ 4, (- 4, (- 4 Re- 
bildeten Gebieten und der 
davon abhingenden Lage 
der Grenzgeraden S,,, S,, 
und SI,, S,, analog ist, wie in  den Pillen von zwei und drci Stütz- 
fichen. Der Parametenvert bleibt bei den Schraubenaxen, welche den 
Figuren 39, 40 und 41 entsprechen, z w i s c h e n  gewissen, im all- 
gemeinen, endlichen Grenzen eingeschlossen. Die Figur 42 stellt den 
Fa11 dar, wo gar keine Schraubenaxen von gegebener Richtung mog- 
lich sind. Dieses war bei drei Stützfiiichen nur im Falle von drei 
parallelen und gehoriger Weise gelegenen Normalen moglich; man 
kann also sagen: D a m i t  i m  F a l l e  v o n  n i c h t  e i n a n d e r  p a r a l l e l e n  
S t ü t z n o r m a l e n  s o l c h e  R i c h t u n g e n  sich v o r f i n d e n ,  d a s s  k e i n e  
S c h r a u b e n a x e n  d i e s e r  R i c h t u n g e n  m o g l i c h  b l e i b e n ,  d a r f  d ie  
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Z a h l  d e r  S t ü t z f l i i c h e n  n i c h t  k l e i n e r  a l s  v i e r  se in ,  u n d  zwei 
v o n  d e n  S t i i t z n o r m a l e n  m ü s s e n  m i t  d e r  g e g e b e n e n  R i c h t u n g  
s p i t z e ,  zwei  a n d e r e  S t ü t z n o r m a l e n  s t u m p f e  W i n k e l  bilden. 
Natürlich müssen ausserdem die Lage der Stiitznormalen und die 
Winkelgrossen q, , cp, , <p,, cp, gewissen erganzenden Bedingungeri, 
welche wir weiter nicht untersiichen werden, genügen. 

22. Für  die Axen einer gegebenen Richtung, um welche eine ein- 
fache Drehung moglich sein sol1 (p = O ) ,  findet man, dass auf der 
eu dieser Richtung senkrechten Eberie entweder zwei nicht geschlossene 

oder ein geschlossenes Ge- 
Fig. 41. biet existieren, oder dass + n, 

keine Geraden der gegebenen 
Richtung mogliche Drehungs- 
axen sein knnnen. Die Grenz- 
ebenen für die Drehungs- 
axen sind Normalebenen, wie 
es schon oben, im 5 14, für 

S,, den Fa11 von drei Stiita- 
fiachen bemerkt wurde. Ohne 
dnrüher ausführlicher xi1 

sprechen, bemerken wir nur 
folgendes: W e n n  d r  e i  

-+ S t ü t z n o r m a l e n  gegeben 
s i n d ,  so  k a n n  man die 
v i e r t e  S t ü t z n o r r u a l e  so 
w s h l e n ,  dass  e ine Dreh-  
u n g  u m  k e i n e  von den 
Axen  e i n e r  gegebenen 
B i c h t u n g  u n d  andere r  zu  
i h r  g e n ü g e n d  n a h e r  Bich- 
t u n g e n  mtigl ich wird. Es 
genügt, dieses nur für irgend 
einen Fall zu zeigen, da in 

allen anderen Fallen es auf iihnliche Weise gemacht werden kann. Es 
m6ge die gegebene R,ichtung den konjugierten Gebieten der ersten und 
fünften Gruppe angehoren, sodass p resp. den Ungleichheiten 27) und 
28) genügt. Wir  entnehmen die Projektionen der ersten drei Nor- 
malen n,, n,,  n, aus der Figur 19 (Heft 3) und überlassen uus die 
Wahl der vierten Normalen. Die maglichen Drehungaaxen, auf aelchen 
die Winkelgesçhwindigkeit den Bedirigungen 27) entspricht, müssen 
durch das Gebiet (- - - -) bestirnmt werden, da nur dort p = O 
gesetzt werden kann; und ebenso der entgegengesetzten Richtung vou 
w muss das Gebiet (+ + + +) dienen. Da solche Gebiete nur LU 

den Gebieten ( - - -) und (+ + +) der Figur 19 (Heft 3) gehoren 
konnen, so wird es von der Lage der Projektion der vierten Kormalen 
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abhiingen, ob das gesuchte Gcbict wirklich existiert oder nicht. Die 
Figuren 43, 44, 45 und 46 sind Wiederholungen der Figur 19 (IIeft 3) 
mit einer Ergiinzung durch die vierte Gerade (+ n4): in dcr Figur 43 
ist dieselbe so genommen, pig. 42. 

dass die Gebiete (+ w )  S.. c .. , 
und (- w) der Figur 10 
(Heft 3) ungeandcrt blei- 
ben; in der Figur 44 hat - 
bei einem von diesen Ge- 
bieten eine Abnahme statt- 
gdunden; in der Figur 45 
bleibt nur das eine Gebiet 
(+ + + +), d. h. (- 4 7  

vorhanden, und in der 
J'igur 46 sirid beide Ge- 
biete verschwunderi. $hn- 
liches kann auch in den 
E'iguren 20, 21, 22 und 
23 (Heft 3) mit Hilfe der 
Norrnalenprojektio~~ (+ n,) 
oder (- n,) ausgeführt 
werden. Urid es ist immer +- 
moglich, durch eine ent- 
sprechende Lage dieser 
Geraden das vollkommene 

1.1 Lt 

Verschwinden beider Ge- 
biete (+ tî) und (- CO) zii erreichen; deiin diese Gerade teilt die ganze 
Ebene in zwei Gebiete, welche die Drehungsaxen (+ w) und (- w) be- 
stimmen, und kann immer 
so gezogen werden, dass Fig 43. 

diese ~ e b i e t e  die ent- 
gegengesetzton Gebiete 
(- w) und (+ w), welche 
den ersten drei Stütz- 
normalen entspra chen, voll- 
kommen decken. 

Daraus kann man 
noch nicht schliessen, dass 
eine solche Lage von vier 
Stütznormalen moglich sei, 
bei welcher überhaupt 
keine moglichen~rehungs- 
axen bleiben. Thrigens werden wir unten ($ 26) sehen, dass dieses 
für alle Axenriçhtungen, nur  eiue ausgenommen, erreicht werden kann. 
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E s  m6ge noch daran erinnert werden, dass bekonntlich durch vier 
Stützfliichen der feste IGrper gezwungen werden kann, nur Drehungs- 
vcrschiebungcn zu behaltcn, wozu die Stütznormalen durch einen Punkt 
gehen und ihre Richtungen so gewiihlt werden müssen, dass auf der 
Parameterkugel (Fig. 16, I-Ieft 3) das Gebiet ABC durch Hinzufiigiing 
der vierten Furrualen verschwindet. 

23. Wenn zwei von den Stiitznormalm N, ,  12, einander parah l  
sind, konnen für eine gcgeberie Axeririchtung wieder vier Fille ein- 

treten : die Hinzufügung der 
Fig. 44. 

vierten Normalen karin 
1. die Gebiete moglicher Schrau- 

benaxeri unveraridert lasseri, 
2. das eine von denselben oder 
3. beide vermindern und 
4. ganz m m  Verschminden 

bringen. 
Der erste, zweite und vierte 

dieser E l l e  kann nur danu 
eintreten, menn die Grenzebenen 
SI, und X,, den Grenzcbenen S,, 
und S,, parallel werden. Dam 

braucht nicht pz4 der Normalen n,paral le l  zu sein: es ist nur n6tig (§6), 
dass die Verhültnisse tgcp, : tg  rp, und tg y,  : t g  rp, resp. den Verhalt- 
nissen t g  cp, : tg  cp, und t g  cp, : t g  cp, gleich werden, d. h., dass !w, mit 

Pig 45. der gegebenen Richtung 
+ m l  

der Schraubenaxen dcn- 
selben Winkel wie 92, 

bildet. 
In der Pigur 47 ist 

der vierte von den be- 
zeichneten Fiillen dar- 
gestcllt. Diese Figur ist 
aus der Figur 25 (Heft 3) 

+ TC, durch die Hiiizufügung 
der Geraden (- n,), 
che der obengenannten 

+Tbj 
Bedingung genügt, ent- 
standen; diese Gerade ist 

so gewiihlt, class die Gcbiete (+ w) und (- w) der Figur 25 (Heft 3) 
von den Gebieten (- w) und (+ w), welche der Grenzgeraden S,, ent- 
sprechen, gedeckt w-erden. Eine ahnliche Rolle k6nnte auch die Grenz- 
gerade SI, spielen, wenn nur der Schnittpunkt von (- lz,) und (+ n,) 
zwischcn den Grenzgeraden SI, und S,, gelegcn mare. 

24. ~ h n l i c h e s  findet man, wenn die vier Stütznormalen paar~eise 
parallel sind. E s  werden folgende Bemerkungen darüber genügcn. 
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Wenn in einem dieser Paare H,, n, die Normalen gleichgerichtet 
sind, 'so wird für keine Richtungen eine vollkommene Auf'ebung 
moglicher Schraubenaxen erzielt. Sind die Normalen n,, n, auch gleich- 
gerichtct, so ist es von selbst klar; wenn aber dieselben entgegen- 
gesetzt gerichtet sind (Fig. 49,  so k m n  man nach dem in # 10 
Gesagten sehen, dass das eine von den Gebieten (+ w) und (- m), 
im gcgebenen Fallo das Gebiet (+ w), verschwindet Ein vollkommenes 
Verschwinden beider Ge- 

Fig 46 
biete kann erreicht werden, 
nenn auch die Kormalen 
H, , 12, entgegenges~tzt ge- 
richtet sind, denn bei drei 
Stütznorrnalen n,, uz,, n, 
bleibt d a m  nur das eine 
von den Gebieten (+ w), 
(- w) [E'ig. 26 u. 27, Heft 31 
bestehen, welches jetzt 
durch die Hinzufügung der 
vierten Kormalen von dem 
Gebiete mit entgegen- 
gesetzter Winkelgeschwin- 
digkeit gedeckt werden kariri. Solche Fiille sind in den Figuren 49 
und 50, welche entspr~chende Erglinzungen der Figiiren 26 und 27 
enthalten, dargeçtellt. 

Um alle Richtungen, für wplche keine Schraubenaxen moglich 
sind, zu finden, legen wir in der Parameterkugel (Fig 51) zwei 
Zentralebenen L 171N P 
und LKNO. den Ebenen Fig 47 

", 
der Kormalenpaare (q, n2) 
und (12, , n,) [Fig. 521 paral- 
lel. Indem man die Fi- 
p r e n  51 und 52 mit den 
Figuren 49 und 50 ver- 
gleicht, findet man leicht, 
dass die rntiglichen Rich- 
tungen der Schrauben- 
axen auf der Parameter- 
kugel durch die sphiiri- 
schen einander konjugier- 
ten Zweiseite 

LMLC'G) und LKNP 
bestimmt werden. Wenn 
man die NormalenPaare als zwei Kriiftepaare betrachtet, kann man 
sagen: Die Richtungen, nach welchen keine Schraubenaxen miig- 
lich sind, werden dadurch bestimmt, dass die Projektionen der Mo- 
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mente zweier Kraftepaare (r l , ,  n,) und (n,, rz,) auf dieselben entgegen- 
gesetzt sirid.* 

Retrachten wir noch den Pall, dass jedes Paar entgegengerichtetcr 
Normalen auf einer Geraden liegt. Wiira nur ein Paar solcher Nor- 

Fig. 48 

4, 
Fig 49. 

-7 

Fig. 50. 

11, cher jetzt dic Grenzebenen 
SI,, S,, (E'ig. 53) zusamnien- 
fallen. 

Die Beschriinkung für 
den ftisten K6rper ist jetzt 

$2: dieselbe, als wenn er zwei 
feste Flichen berührte und 
sich nicht von denselberi 

malen gegeben, so k6nnte 
jede Gerade des Baumes 
eine Schraiibengesch~in- 
digkeit mit bestimmtem 
Parameterwerte d tg y ent- 
halteri; kornrrit ein zweites 
solches Normalenpaar hin- 
zu, so bleibt nur auf 
denjenigen Geraden eine 
Schraubengeschwindigkeit 
moglich, für welche die 
Brosse d'tg cp in Rezug 
auf jede der vier Normalen 
dieselbe ist. Alle solche 
Geraden von einer ge- 
gebenen Itichtung liegen 
in einer Ebene. mit wel- 

entfernen dürfte. In diesein 
Palle bilden bekanntlich 
alle Schraubenaxen, mel- 
che gleichen Parameter 
haben, eine Kongruenz 
ersten Grades. Wir k6nnen 
also auf die gezeigte Weise, 
indem wir die Grenzebenen 
SI,, S,, und für rerschie- 
dene in  ihnen liegende Ge- 
raden die Grosse d tga; " r 

bestimmen, irgend eine, einer solchen Kongruenz angehorende Schrauben- 
axe von gegehener Richtung und gegebenem Parameterwert koristruieren. ---- 

* Dieses Resiiltat firidet ofrenbar seine kinetisçhe Begründung, wem 
man benchtet, dass die normalen Wiclerstandc der vier Stiitzflachen die Ilich- 
tungen der Normalen lz,, fi,, lz,, lz4 haben. 
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25. Wenn drei von den vier Stütznormalen einander parallel sind, 
konnen wir uns auf die Resultate des 5 17 stützen. Die Begrenzung, 
welche jetzt die Gebiete moglicher Schraubenaxen durch die Hinzu- 
fügung der vierten Normalen bekommen, k6nnen nach den sclion mehrere 
Male angemandten Regeln be- 
stimmt werden. 

Wenn alle drei parallelen 
Normalen gleichgerichtet sind, 
so bleiben auf allen Geraden, 
auf welchen die Winkelge- 
schaindigkeit mit allen vier 
Normalen nur spitze oder nur 
stumpfe Winkel bildet: Schrau- 
bengeschwindigkeiten moglich, 
deren Parameter au  s s  e r h a l  b 
gevisser, im allgemeinen end- 
licher Grossen liegt. Bildet 
aber w mit fil, n2, n, spitze 
und mit n, einen stumpfen 
Winkel, oder umgekehrt, so 
findet man für die inoglichen 
Schraubenaxen solche Begren- 
zungen, wie sie im 15 für 
de11 P d ,  dass zwei von den 
drei Stütznormalen einander 
parallel und gleichgerichtet 
sind, sich ergaben. Jetzt wird 

. also die eine von den drei 
Geraden (+ n,), (+ fi,), (+ 4, 
njmlich die mit tlere, keine 
Rolle spiden (Fig. 54). 

Werin eine von den drei 
parallelen Geraden den beiden 
anderen entgegerigerichtet ist, so 
sind, dem 5 17 gemiiss, entmeder 
alle Geraden einer gegebenen 
Richtung mogliche Sehrauben- 
axen, wobei die Drehung nur in 

Pig 53. 

u 

einem Sinne erfolgen kann, oder 
keine einzige bleibt moglich. Im . 

- 7 5  

letzteren Falle fiigt die vierte Normale nur eine Begrenzung hinzu, welche 
sich auf die zu den drei ersten Normalen senkrechten Translationen bezieht; 
im ersteren Palle dagegen wird, mie im 5 15, die ganze Ebene durch eine 
Crenzebene in zwei Gebiete geteilt, von welchen nur clas eine die m6g- 
lichen Schraubenaxen bestimmt. Auf diesen Fa11 beziehen sich die Pi- 
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guren 55 und 56; in der zweiten Figur behalt nur eine von den hier mtig- 
lichen Grenzgeraden SI,, S2, ihre Bedeutung. In 8 1 7  wurde gezeigt,, 
welche Verschiebungen dem festen K6rper moglich bleiben, wenn bei 
drei Stiitzflkhen die Normalen derselben einander parallel sind, in 
einer Ebene liegen und die mittlere den beiden anderen entgegen- 
gerichtet ist. Die neue Regrenzung, welcho durch die Einführung der 
vierten irgendwie gerichteten Norrnalen erreicht wird, besteht nicht 

darin, dass das Gcbict m6g- 
Fig. 5 4 .  licher Schraubenaxen ver- 

mindert wird) sondern es 
bleibt von beiden Richtungen, 
welche die Winkelgeschwin- 
digkeit auf jeder Axe haben 

-7" konnnte (§ 17)) nur eine Rich- 
tung m6glich. Das Bündel 
paralleler Schraubenaxen wird 
namlich durch die drei jetzt 
zusammenfallenden* Grenz- 
ebenen SI,, X,,, in mei 
Gruppen geteilt, je nach der 
einen oder anderen Kichtung 

der Winkelge~chwindi~keit .  Die Translationsgeschwindigkeiten werden 
auch nur nach e i n ~ r  Seite begrenzt; und nur die zu allen vier Nor- 

malen senkrechten Trans- 
Fig 55 .  lahionen bleiben nach beiden 

Itichtungen moglich. 
26. E s  seien a l o  vier 

Normalen einander parallel. 
Wenn dieselben gleichgerich- 

+ni tet sind, findet man dasselbe, 
wie im Falle von drei sol- 
chen Normalen; wenn aber 
eine oder zwei von den Nor- 
malen den anderen entgegen- 

-n.J 
geriehtet sind, k6nnen durch 
geeibmete Wahl ihrer Lage 

alle Schraubengeschwindigkeiten, deren Parameter nicht Nul1 oder un- 
endlich ist, zum Verschwinden gebracht werden. Solche Lagen der 
Stütznormalen werden in der Praxis oft gebraucht; a i r  erwihnen die- 
selben nur, um zu zeigen, wie sie aus der allgemeinen hier dargestcllten 
Methode erhalten werden konnen. 

In  5 17 wurde bemerkt, dass im Falle von drei Stützflkhen, dorcn 
Normalen einander parallel sind, wihrend zugleich die eine Normale 

' Weil nur zur Ebene der drei ersten Nomalen parallele Schraubenaxen 
moplich sind. 
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den zwei anderen entgegeiigerichtet ist, solche Richtu~igeri existieren, 
nach welchen keiiie Schraubenaxen moglich sind Die d a m  notige 
Bedingung bestarid darin, dass einc von den eiiier gegebenen Richtung 
parallelen Normalebenen, niimlich diejrnige, m~elche die den anderen 
eutgegengesetzte Normale erithielt, xwischen den anderen zwei Normal- 
ehen~n liegen musste. Wenn virr parallele Stütznormalen gegeben 
sind, von welchen die eirie, YZ,, den drei anderen entgegengerichtet 

Fig. 51. 

ist, kariri diese Bedingung für alle Richtungen erfüllt werden: 

,". 

dazu ist 
nur notig, dass lz, im Inneren des dreiseitigen Prisnias, welches von 
den arideren drei Norrnalen gebildet wird, sich befindet. D a m  bleiben 
für den festen Korper nur zu den Normalen senkrechte Translationen 
und einfache Ilrehurigen urn Axeli, welche den Noirrialen parallel sind, 
moglich, d. h. überhaupt Verschiebungen parallel einer Ebene. 

Dieselbe oben ausgesprochene Bedingung kann offenbar auçh er- 
xielt werden, wenn zwei Normalrm, n3 und n,, den zwei anderen ent- 
gegengerichtet sind. Die Norrrialen müssen danri ein vierseitiges Prisrria 
ohne einspringende Winkel biltien und die gleichgerichteten Normalen- 
paare müssen in den Diagonalebenen desselben liegen (Fig, 57). 

Fünf und mohr St'itzfliichen. 

27. Werin die %ah1 der Stützflkhen vier übersteigt, würde eirie 
ausfiihrliche Untersuchung verschiedener Fiille zum grnssen Teile eii-ie 
Wiederholung des Vorhergehenden sein; denn fiir jede gegebene Axen- 
richtung u-ürden wieder dieselben Fiille wie früher eintreten kiinneil, 
nur mit IIinzufügung muer  Grenzebenen, welche keine wesentlich neue 
Begrenzungen gcben konnten, da schon bei vier Stützflachen eine voll- 
kommene Tilgung nioglicher Schraubenaxen von gegebener Richtung 
erzielt werden kann. Wir  werden daher nur einige allgemeine Bemerk- 
ungen machen und zur Anwendung des Vorhergehenden einige beson- 
dcre Lagen der Stütznorinalen betrachten. 

Xs seien fünf Stützfiiichen gegeben. Da jetzt 32 Kombinationen 
der Urigleiçhheitszeichen für p nioglich sind, auf der Parameterkugel 

Zcitschrift f. Nathematik 11. Physik. 4%. Jalirg. 1897. 4. Hs f t .  12 
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aber nach der Formel 26) nur 22 Gebiete zugleich vorhanden sein 
konnen, so werden zehn Zeichenverbindungeri in den verschiederien für 
p miiglichen Bedii~gungen und dementsprechend fiinf Paare konjugierter 
Gebiete der Parameterkugel fehlen. MTenn man allc 32 Gebiete, wie 
es bei  kleinerer Zahl von Stützflkhen geschah, in Gruppen ordnet, 
deren Zahl jetzt s e c h s  ist, so findet man, dass p wieder für jede 
Axenrichtung zwischen  gewisse Grenzen eingeschlossen werden kann, 
da die erste und letzte Gruppe fehlen konncn. Die übrigen vier 
Gruppen werden aber dann durchaus ihre Vertreter auf der Paranieter- 
kugel habcn. 

Bei vier Stützfliiclien konnten nur in der mittleren, dritten Gruppe 
solche Richtungen existicren, dass keine ihnen parallele Gerade m6g- 
liche Sçhraubenaxen darstellte; jetzt kann man neue Grenzebenen be- 
nützen und diesen Pal1 in jeder der übriggebliebenen Gruppen ein- 
treten lassen. Wenn eine entsprechende Richtung gefunden ist, so 
werden auch andere zu ihr genügend nahe Richtungen derselben For- 
derung genügen. Jedenfalls werden aber ganze Systeme von Schiauben- 
axen moglich bleiben; denn wenn der fest,e Korper fünf li'lïchen so 
berührt, dass er sich von denselben nicht entfernen kann, so bleibt 
ihm bekanritlich eine bestimmte Schraubengeschwindigkeit moglich; 
wenn aber die Flaclien nur Stüt~flachen sind, so bleiben irn allgerneirien 
verschiedene Gebiete auf der Parameterkugel, welchen ganze Scharen 
moglicher Schraubenaxen entsprechen. Die Aufsuchung solcher Ge- 
biete kiinnte zum Gegenstande einer besonderen Untersuchung gemacht 
werden, welche wir aber nicht weiter verfolgen wollcn. 

Von speziellen Lagen der fiinf Stütznormalen seien folgeude 
erwiihnt. E s  niogen drei Stutznormalen in einer Ebene Y liegen, 
einander parallel und die mittlere den zwei anderen entgegengerichtet 
sein; die arideren zwei Normalen nehmen wir auf einer die vorige 
Ebene schneidenden Geraden 1 und auch einander entgegengesetzt 
an. D a m  bleiben nur solche Schraubenaxen moglich, welche der 
Ebene P parallel sind ($ 17) und bei einer gegebenen solchen 
Richtung in einer Grenzebene liegen, welche jedesmal durch eine der 
ersten drei und eine der anderen zwei Normalen bestimmt wird; der 
Parameter kann auf jeder dieser Axen nur einen bestimmten Wert 
bekornmen (5  10). Einfache Drehungen bleiben um solche Axen mog- 
lich, welche die Gerade 1 schneiden und dabei entweder in der Ebene Y 
liegen, oder den drei ersten Normalen parallel sind. Liegt die Ge- 
rade i in der Ebene P, so bleiben dem festen E r p e r  ausser den in 
der zu P jetzt senkrechten Grenzebene liegenden Schraubenaxen Dreh- 
ungsaxen, welche in der Ebene 1' willkürlich liegen konnen, und noch 
eine zu denselben senkrechte Translation moglich. Diese Translation 
hat übrigens keine selbstkdige Bedeutung, da sie, mit einer der vorigen 
Drehungen zusammengesetzt, wieder eine Drehung um eine der Ebene P 
angehorende Axe giebt. 
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Wenn die vierte und fünfte Normale entgegengesetzt sind, aber 
nicht auf derselben Geraden liegen, so crweitert sich wieder das Ge- 
biet moglicher Verschiebungen, ebenso wie bei verschiedenen andercn 
Abanderungen der Lage und der Richtung der Stütznormalen. 

28. Wenn sechs Stützflkhen gegeben sind, werden im ganzen 
64 Zeichenverbindungen der sechs Ungleichheiten, welchen jetzt p ge- 
iiügen muss, moglich. Von den 64 Gebieten aber, welche dern- 
entsprechend auf der Parameterkugel auftreten konnen, sind nur 32 
zugleich moglich. Wenn man also alle 64 Gebiete, dem Vorher- 
gehenden analog, in sieben Gruppen teilt, und wenn man heachtet, 
dass diese Gruppen der Reihe nach 1, 6, 15, 20, 15, Ci, 1 Gebiete 
enthalten, s o  kann man die Richtungttn der Stütznormalen so wahlen, 
dass alle Gebiete der ersten, zweiteri, sechsten und siebenten Gruppe 
und einige Gebiete aus anderen Gruppen verschwinden. Dann ist 
die Lahl der Stütznormalen, mit welchen die Winkelgeschwindig- 
keit spitze oder stumpfe Winkel bildet, entweder 4 und 2 oder 3 
und 3 oder 2 und 4. Demgemiiss werden 8 oder 9 Grerizebeneri 
auftreten konnen. Ohne weiter darauf einxugehen, bemerken wir 
nur, dass durch Ci Stützfikhen, rach dem im vorigen Paragrapheri 
Gesagten, ein vollkommenes Verschwinden aller dem festen Korper 
rnogliçhen Verschieburigen nicht erreichbar ist. E s  ware namliçh auch 
dann nicht miiglich, wenn der Kiirper sich von fünf Stützfliichen nicht 
eritfernen konnte; denn die dabei rritiglich bleiberide Schrauben- 
veischiebiing konnte sich nach beiden Richtiingen vollziehen, und eine 
secriete Stützflkhe konnte dan11 nur eine dieser Richturigen uiimGglich 
rnachen. In  Wirklichkeit aber bleiben irn Falle von fünf Stiitzfliicheri 
p z e  Scharen von Schraubenverschiebungen moglich, welche desto 
weniger durch eine sechste Stützfliiche getilgt werden konnen. 

Von speziellen Lagen der sechs Stütznorrnalen erwahnen wir 
folgende : 

a) Durçh vier parallele Stütznorrnalen kann der feste Korper ge- 
zwungen werden, nur einer Ebene parallele Verschiebungen zu be- 
halten (5  26); andererseits werderi bei zwei eritgegeilgerichteten und 
auf derselben Geraden liegenden Stütznormalen alle Drehungsaxen, 
welche diese Gerade niçht schneiden, unmoglich sein (5 10). Wenn alle 
diese sechs Stütznormalen gegeben und die zivei letzteren den anderen 
vier Normaleri niclit parallel vorausgesetzt sind, 90 bleiben dem festen 
Korper nur Drehungsaxen, welche den vier ersten Norrnalen para1101 
sind und die zwei anderen schneiden, und eine zu allen sechs Nor- 
malen scnkrechte Translationsrichtung moglieh. Diese Translation hat 
übrigens keine selbstgndige Bedeutung, da sie zu der Ebene der m6g- 
lichen Drehungsaxen senkrecht ist. 

b) Im 5 17 wurde der Pal1 dreier Normalen n,, n,, n,, von denen 
eine, ta,, den anderen entgegengesetzt war, betrachtet. Mogliche Rich- 
tungen der Winkelgeschwindigkcit wurden dort durch das Gebiet eines 

12' 
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spharischen Zweiseits XIICFE (Pig. 33) bcstimmt. Fügen wir nun - 
drei andere einander ~aral le le  Stütznormalen n,: n, , 92, , von aelchen die 
Ietxtere den anderen zwei entgegengesetzt ist, hinzu, dann wird dicsen 
Kormalen auf der Parameterkugel (Fig. 33) ein ahnliches Gebiet m6g- 
licher Winkelgeschwindigkeitsrichtunpn entsprechen. Diese drei Nor- 
malen k611nen ofleilbar so genomrneri werden, dass die beiden G-ebiete 
der Parameterkugel keine Punkte gernein hahen werden; dann werden 
auch keine rnoglichen Schraubenaxen von eridlicherri Parameter bleiben. 
E s  bleibt nur eine zu allen sechs Normalen senkrechte Transl a t '  ion 
rntiglich, und zwar nach beiden Richtungen. 

c) In 5 17 wurden mogliche Schraubenaxen nnter der Voraiis- 
setzung betrachtet, dass drei parallele Noririalen in eirier Ebeiie liegen 
und die mittlere den anderen entgegengesetzt ist; alle diese Axen waren 
dieser Ebene parallel und hatten bestirnmte Paruneter. Weriri noüh 
drei andere ahnliche, aber in einer anderen Ebene gelegene Normalen 
gegeben werden, so bleiben nur solche Schraubenaxen mtiglich, welche 
den beiden Ebenen parallel sind. Sie müssen dabei in derjenigen 
Grenzebene liegen, für welche die untereinander gleichen Grossen 

gleich sind. Ausscrdem bleibt noch eine zu allen sechs Normalcm 
senkrechte Translation moglich. 

MTenn insbesondere n,, ni,, n, der T)iirchschiiittslinie ihrer Ebene 
mit der Ebene der Normalen n,, n,, n, parallel sind, so fi l l l  die 
Grenzebene mit der letzteren Ebene ziisammen; dann gehen die niiig- 
lichen Schraubenaxen in Drehungsaxen über. 

Wenn alle st:chs Normalen aiif der Durchschnittslinie ihrer Ebeiien 
senkrecht steheri, so bleiben, ausser der dieser Geraden paralleleil 
Translation, Windungen um diese Gerade als Axe moglich, wobei der 
Para~rieter dieser Windung willkürlich bleibt. 

d) E s  ïnogen die Normalen (tq, n,), (n,, n,), (n, ,  n,) paarweise 
auf einer Geraden liegen und entgegerigesetzt sein. Die Figur 16 (Heft 3) 
kann bei der Untersuçhung dieses Fniles benützt werden. Die dort 
bezeichneteii Gebiete entsprechen dern Falle von drei Stütznormalen n,,, 
n2, n,; dieselben Gebiete entsprechen jetzt auch dcn Normalen n,, N,, n,, 
mit dern Unterschiede aber, dass dann dit: Ungleichheiten für p den Uii- 
gleichheiten 16) . . . 23) resp. entgegeilge~etzt sein müssen. Damit beide 
Systeme der Bedingungen für p vereinbar werden, muss man annehmeri: 

2 = 6, tgrpl= S,tgcp,, 
oder 

p =  8 5 t g ~ 5 1  
oder 

P = & t g  g.3 = 8, te;%; 
und für eine rnogliche Schrauberiaxe müssen diese drei Grosseri ein- 
ander gleich werden. Das kann aber nur für eine Durchschnittslinie 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von P. SOMOPE. 181 

zweier Grenzebenen eintreten; denn jede der Grenzehenen S,,, S,,, s12 
enthalt solche Geraden einer gegebenen Richtung, für welche zwei der 
Grossen 8, tg  cp,, 8, t g  cp,, 6, t g  pS einander gleich sinci. Daraus fol& 
dass für jede gegebene Richtung nur eine mogliche Schraubenaxe sich 
finden wird, und auf jeder dersclben wird der Paranieter nur eirien 
hestimniten Wert  haben konnen. Die zu der Windung gehorende 
NTi'inbelgest:hwindigkeit kann auf jeder Axe beide Richtungen be- 
korrirrieri; denn jede Grenzebene gehort zugleich den beiden Gebieten: 
(+ w) und (- w) an. 

In dem betrachteten Falle bleibt der feste Korper bei jeder mog- 
lichen unendlich kleinen Wiridung mit drei Fliichen, welchen die Nor- 
malen n,, n,, n, (oder auch n,, n,, %,) entsprechen, in Berührung. 
Die gefundcnen Schrauhciiaxen phoren  also dem Systeme koaxialer 
Hyperboloide an, durch welche alle Schraubenaxen des festen Kiirpers 
mit drci Frciheitsgeraden bestimmt werden. E s  ist hier also das 
Mittel gegeben, f ü r  d e n  f e s t e n  K o r p e r  m i t  d r e i  F r e i h e i t s -  
graden e i n e  S c h r a u b e n a x e  von g e g e b e n e r  R i a h t i i n g  a u f -  
zufinden u n d  d e n  i h r  e n t s p r e c h e r i d e n  Y a r a m e t e r  zu be-  
st'immen. 

29. Im Falle einer ungeraden Zahl, (2% + 1) > 6, von StiitzHache~i 
konnen ihre Normalen so gerichtet sein, dass von den 2~2, + 2 Griippen, 
in welche jetzt, deril Vorhergelierideri arialog, alle Ungluiçhheiten für 
p zerlegt werden konnen, nur die zwei mittleren Gruppen, welche paar- 
weise konjugierte Gebiete erithalten, übrig bleiben. 1st eine gerade 
Zahl von Stützfliichen, welche seahs übersteigt, gegeben, so konnen 
die 8tütznornialen so genomrrien werden, dass nur die eine, iriittlere 
Gruppe der Gebiete iibrig bleibt, d. h., dass jede Winkelgeschwindigkeit 
mit deri Norrnalen eberisoviel spit'ze wie sturnpfe Wir~kel bildet. E s  
ist nknlich die Zahl der auf der Parameterkugel zugleich auftretenden 
Gebiete für k Stützfiachen: 

14~= k(k- 1) + 2; 
die %ah1 der Ccbiete aber, welche jede der mittleren Gruppen enthdt,  
~ e n n  k - 2 9 2  + 1 k t :  (z'n f l)! Bk ---. 

n!(n$l)! 

Wenn > 2, so k t  2Bk > Ak. Wenn 76 - Zn, so ist die Zahl 
der Gebiete der einzigen mittleren Gruppe: 

also Bk > Ak, wenn n > 3 k t .  
Es miige noch einiges über die Festlegung des festen Kijrpers 

durch Stützfliichen gesagt werden. Die grosste Begreiizung, weldie 
der feste K6rper bei sechs Stützfllichon bekommt, besteht darin, dass 
ihm nnr eine Schraubengeschwindigkeit mit bestimnitem Parameter 
frei gelassm wird, wobei aber beide Verschiebungsriclitungen moglich 
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bloibcn. Im 5 28, b) wurde oin solcher Fa11 erwahnt, wenn namlich 
der Xorper nur eine zu allen sechs Normalen .senkrechte Translation 
(p = oc) nach beiden Richtungen erhalten konnte. Daraus folgt, dass 
eiue siebente Stützfliche nicht genügt, um den festen K6rper unbeweg- 
lich zu machen, da.ss aber dieses durch acht Stiitzfliic,hen immer er- 
reicht werden kann. Zum Schlusse zeigen wir riocl1 einige Beispiele 
sa, wie sie von unserem Standpunkte sich darstellen. 

a) Durch vier Stützflachen kann der feste K6rper gezwungen 
werden, nur einer Ebene parallele Verschiebungen xi1 haben; durch 
andere rier Stützflkhen, deren Normalen diese; oder auch eirier ari- 
deren zu dieser nicht senkrechten Ebene parallel sinci, ktirinen alle 
diese Verschiebungen verhindert werden. 

b) Im 5 28, b) wurden sechs Normalen so genommen, dass dem 
Korper nur eine Translation parallel einer Geraden mogliçh blieb. 
Diese Translation kann offenbar durch zwei neue S t ~ t ~ z f l k h e n  getilgt 
wrden .  

c) Mit Hilfe von rier Stützfliichen, deren Normalen sich in einem 
Punkte schneiden, kann man bekanntlich alle Verschiebungen, ausser 
den Drehungen um diesen Punkt, dem festen Korper entziehen. Durch 
andere vier Stütznormalen kann man alle diese Urehungen unm6glich 
machen; denn diese Aufgabe kommt darauf hinaus eine sphiirische Figur 
durch sph'6rische Stützkurven unbeweglich zu machen. 

Die vorliegcndo Arbeit, welche hauptsachlich ein Mittel zur Be- 
stimmung und anschaulichen Darstellung moglicher Schraubenaxen 
eines fcstcn Korpers darzulegen zuni Ziele hatte, erschopft bei weitem 
nicht die umfangreiche Aufgabe über die Stiitzflachen überhaupt, in 
welcher noch mehrere Seiten, so vie1 es mir bekannt ist, nicht genügend 
untersucht sind. Dazu gehoren u. a.: der Einfluss der Krümmung der 
Stiitzflachen nnd der Oberflache des beweglichen Korpers auf dic 
Moglichkeit nicht nur unendlich kleiner, sondern auch endlicher Ter- 
schiehungen desselben, die Grenzen auf der Parameterkugel, in welche, 
im Falle von ruehr als drei Stützflachcn, alle derri festen Korper un- 
moglichen R,ichtiingen der Winkelgeschwindigkeit eingescl~lnssen sind, 
eine vollstandigere Untersuçhurig verscliiedener spezieller Lageri von 
mehr als vier Stütznormalen und endlich eine systematische Unter- 
suchung der Beclingungen für solche Lagen der Stütznormalen, bei 
welchen dem festen K6rper keine Verschiebungen miiglich hlciben. 
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Grundzüge einer Grapho - Ballistik auf Grund 

der Kruppschen Tabelle. 

Von 

Prof. Dr. CARL CBAXZ 
in Stiittgart. 

Hierzu Tafel III. 

Die Methoden, welche dazu dienen, die aus irgend einem Anlass, 
insbesondere bei der Anfertigung von Sehusstafeln, sich darbietenden 
ballistischen Aufgaben zu losen, sind zur Zeit vorwiegend rein rech- 
nerischer Natur, und vermutlich wird das reehnerische Verfahren in 
der Ballistik für die nachste Zeit noch itn Vordergrund des Interesses 
bleiben, zumal da gerado gegenwiirtig von einer grosseren Anzahl von 
Ballistikern mit Erfolg daran gearbeitet wird, die Rechnungsrnethoden 
zugleich zu veroinfachen und zu verschiirfen. Immerhin ist es nicht 
unmoglich, dass sich im Laufe der Zeit innerhalb der Ballistik eine 
ihnliche Wandlung volleieht, wie dies in den eigentlich teehnischen 
Wissenschaften zum Teil der Fa11 war, wo, wenigstens für gewisse 
Zwecke, die graphischen Methoden mehr und mehr an Boden ge- 
wonnen haben. 

In  der Ballistik empfiehlt sich die graphisehe Methodo besonders für 
solche Fiille, wo nicht ausschliesslich für einen einzelnen Punkt der Flug- 
bahn, etwa den Aufschlagpunkt oder den Scheitel, die verschiedenen 
Flugbahnelemente, d. h. die Ordinate y, die Bahngeschwindigkeit v, 
die Flugzeit t ,  die Horizontalneigung w der Tangente gefordert werden, 
sondern wo ein vergleichender Uberblick über diese Elemente für eine 
Reihe von Flugbahnpunkten, etwa zum Zweck der Ermittelung der 
Rasanz oder des bestrichenen Raumes, zu gewinnen ist. 

Im folgenden sol1 als ein Beitrag zur graphischen Ballistik eine 
Methode entwickelt werden, welche in des Verfassers ,,Compendium 
der theoretischen ausseren Ballistik" (B. G. Teubner 1896) nur kurz an- 
gedeutet w e r d ~ n  konnte, und welche an rechnerischen Grundlagen ent- 
weder die ohne Rücksicht auf die Schwerkraft durchgeführte Losung 
des ballistischen Problems, oder einfacher die Kruppsche empirisehe 
Tabelle zu Hilfe nimrnt. E s  wird sieh eeigen, dass hinsichtlich des 
Genauigkeitsgrads diese graphische Methode mit jeder Rechnungs- 
raethode sich messen kann, ja manche derselben übertrifft. 
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1. E s  sei gestattet, mit Rücksicht auf solche Leser, welche als 
nzathematische Laien mit ballistischen Aufgaben sich eu beschXtigeii 
haben, die Entwickelungen ausführlicher zu halten, als es unter an- 
deren Umstiinden der Fa11 wiire. Zuniichst m6ge auf die bisherige 
Libteratur des Gegenstandes mit wenigen NTorten eingegangen werden. 

Die Methode von Poncelet ,*  spiiter von D idion** hinsicht- 
lich eiiiiger Einzellieiten vereinfacht, beruht auf dem Satz von der 
lebendigen Kraft; die Flugbahn O O, 0, O,. . . wird stückweise aus den 
B6gm 00,) 0, O,, 0,0, u. S. W. zusammengesetzt: Die Anfangs- 
geschwindigkeit des Geschosses von der Masse m sei v,, der anfing- 
liche Luftwiderstand IV,, in O, sei die Geschwindigkeit v,; man wililt 
das Kurvenelement 00, beliebig, doch so klein, dass l tngs dosselben 
der Luftwiderstand W, als konstant betrachtet werden kann, und hat 
die Gleichung: rn.vOe rn .? iL2  

2 2 - Tiro. 0 0 , ;  

hieraus erhiilt nian zi,, analog ergiebt sich die Geschwindigkeit u, in 
O, u. S. f. Dieser Rogen O 0, wird nun dadurch beschriehen, dass 
man den Krümmungsradius Q ,  in O ermittelt: Die Komponente ATo 
der iiusseren Krafte, welche in O langs der Iformale gerichtet ist, 
l lsst  sich aus dem Geschossgewicht und der Anfangsrichtung der Be- 

7)2 .%',, ' 
wegung sofort ermitteln, und anderseits ist IV,, = -, damit kennt man 

Po 
Q,; diese Strecke triigt man auf der Normalen in O, also auf der zur Ab- 
gangsrichtung Senkrechten in O, nach der konkaven Seite der Flugbahn 
hin ab, aus dem Endpunkt dieser Strecke als Mittelpunkt beschreibt man 
mit Q ,  den Kreisbogen O O,, dessen Lange ~ o r h i n  angenominen worden 
war; damit ist man zum eweiten Punkt O, gelangt, von welchem aus 
man analog weiter bis 0, lionstruiert, wie vorhin von O bis O,, u. S. W. 

Wiihrend bei diesem eben skizzierten Verfahren die Flugbahn aus 
mehreren Kurvenelementen, niimlich Kreisbogen, aufgebaut wird, er- 
setet Okinghaus*** die Flugbahn in ihrcm ganzcn Verlauf durch 
eine Hyperbel, deren eine Asymptote vertikal liegt und deren Kon- 
struktion natürlich aus der Kegelschnittlehre folgt. Unter allen Um 
standen ist auch jede graphische Methode ein blosses Niherungsverfahren, 
übereinstimmend damit, dass die analytische L6sung der Differential- 
gleichungen des ballistischen Problerns nicht in aller Strenge zu er- 
reichen ist; im ersteren Falle liegt die Vernachlassigung vor allem 
darin, dass unendlich kleine Kurvenelemente durch endlich kleine von 

' P o n c e l e t ,  leçons de mécanique industrit,lle, Metz l828/29, II. partie, 
pag 55. 

** D i d i o n ,  trait6 de balidiqiie, Paris 1818. p:ig. 196 if. 
*-" K. O k i n g h a i i s ,  , ,d ie  Ilpperbel als bnll ist içch~ KirrveLL, Archiv fiir die 

Artilleiic - und Ingcnieuroffixicre des dcutsühen Rcichs , von Jahrgang 1893 S. 241 
bis 1895. 
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beschrankter Anzahl ersetzt werden, in1 zweiten Fa11 darin, dass fiir 
die ballistische Linie, deren jedenfalls sehr komplizierte Gleichung und 
Konstruktionsart man nicht kennt, ein Kegelschnitt substituiert wird. 
Da übrigens um so mehr Daten der Erfalirung eiribezogen wertleri, 
aus je mehr endlichen Kurvenelementen verschietlener Gleichiingsforni 
die Flugbahn aufgebaut a i rd ,  so ist das Verfahreri des ersten Falles 
einer hoheren Steigerung der Genauigkeit fihig. 

2. 1)as folgende Verfahreil beruht auf dem Uriabhangigkeitspririzip 
der Mechanik und auf der Qerwendung der empirischen Tahellc von Krupp. 

Es sei zuriiiühst ari die bekannten Konstrulitioneri der E'lugbahn- 
parabel im l e e r e n  R a u m  erinriert (Fig. 1 bis 4). 

111 Eigur 1 sei O Hl H, . . die durch den Abgangspunkt O unter 
dem wahren Abgangswinkel a gegen den Horizont gezogene Gerade; 
darauf werden gleiühe Strecken O 3, = BI B, = - - . abgetragen, welchc 
unter Zugrundelegung einer bestimmten Liingeneinheit die Anfangs- 

Fig. 1. Fig  2. 

geschwindigkeit v, oder einen konstanten Teil derselben, darstellen; 
von BI, &, . . . aus werden vertikal abwarts die zugehorigen Fallhohen 

Bl O,, B, O, . . ., in der Figur 1 folglich $1: 2: 3q . . . , ab- 

getragen, dann sind 00, O, . . . Punkte der Flugbahn. (In der That, 
fragen wir, wo sich z. B. zwei Sekunden nach Verlaweri der Müridung 
das Geschoss befindet, so erhalten wir die Lage durch die Überlegung: 
daa Geschoss befindet sich in Wirklichkeit an demselben Ort, aii 

welchem es sich dann befinden würde, wenn es zuerst lediglich infolge 
des Stosses der Pulvergase zwei Sekunden lang weiterginge und dann 
allein der Schwerkraft ebensolange überlassen bliebe, wenn es also ge- 
wisser~ilaBen ruckweise zuerst von O nach B,, dann von B2 nach O, 
ginge u. s W.) 

Gleichbedeutenci mit dieser Konstruktion ist, wie sich leicht zeigen 
lasst, die andrre (Pig. 2): Ziehe OC, gleich v, in der Abgangsrichtung 

und Cl O, = I, sodnnn O, C, gleich und parallcl OC, und 
9 C*02 = 3.77 
2 

9 ferner O, C, gleich und parallel O, C, und C, O, - 5 . y etc. 
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Ebenfalls nur eine Modifikation der ursprünglichen Konstruktion 
von Pigur 1 ist die Sehnen-Konstrulition Figur 3: Ziehe O n ,  gleich o, 

in der Abgangsrichtung und Il, 0, gleich *, sodann 00, mit Ver- 
'! 

liingerung um sich selbst l i s  D, und D,O, vertikal abwiirts gleich 
9 2 - s> weiter 0 0, mit Verliingerung bis Il,, sodass wieder 

A, A, =&A,=  OA, 

ist, und D, O, rertikal abwiirts gleich 3 - u S. f. 

Aus der letzteren Konstruktion lasst sich endlich die folgende 
besonders bequeme ableiten: Man trage wieder (Big. 4) auf der horzion- 
talen Abscissenaxe durch den Abgangspunkt O die gleichen Strecken 

OA, = A,& = A, A. 3 - . . .  - 

ab und ziehe durch A,, A,, . . . die Vertikalen; 08, sei die Anfangs- 

tangente der Flugbahn; niache 8, O, gleich (falls 03, die Anfaogs- 

geschwindigkeit v, in met/sec darstellt, andernfalls rnache BL O, gleich 

Fig. 3. Fig. 4 

der entsprechenden Fallhohe im ersten Zeitteilchen), verbinde 0, mit der 
Mitte Jl, von OB,, die Verliingerung von J1,0, schneidet die Ver- 
tikale durch A, in  E,, mache E, O, gleich XI 0, und ziehe 41, O,, wo 
JI2 die Mitte von O,E1 ist, u. S. f. In diesein Fa11 ist die Flugbahn 
durch die Flugbahnpunkte O 0,0,0,. . . und die zugchiirigm Fliigbahn- 
tangenten 0X1, ,VI O, ,  JI2 O,, 3f3 0, u. S. W. dargestellt; und dieses 
Verfahren giebt den Vorteil an die Hand, dass man diexrlhe Lange 

" & , O , - E & = .  . . 
2 

im Zirkel behalteri kann. 
3. Alle diese Konstruktionen lassen nun Verallgemeinerunpn fiir 

den l u f t e r f ü l l t e n  R a u m  zu, also für den Fall ,  der uns praktisch 
interessiert. 

Zuniichst gehen wir von der ersten Konstruktion (Fig. 1) aus und 
verallgemeinern diesclbe folgendermaBen: Wir  dcnken uns die Geschoss- 
bewegung in eine gossere Anxahl von klcinen gleichen Zeitteilchen A l  
(in der Figur 5 ist A t  = 1 Sekunde angenommen) zerlegt, die Strccke, 
die das Geschoss allein infolge des Stosses der Pulvergase in einem 
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solchen Zeitteilchen in der Richtung der Anfangstangente zurücklegen 
würde, sei auf dieser Linie vom Abgangspunkt O aus als 

OBl - BlCl = CIDl = . . . 
wiederholt abgetragen. 

Ferrier denkeri wir uns das ballistische Problerri o h n e  R,ücks ieh  t 
auf d ie  S c h w e r e  aufgesteilt, unter Voraussetzung eines bestimmten 
Luftwiderstandsgesetzes, dem des C hap el-V a l  l i  e r 'scheri oder des neuen 
Siacci'schen Gesetzes; die betreffende Differenzengleichung liefert uns 
alsdann die Geschwindigkeitsverluste Av,  welche das Geschoss in den 
einzelnen Zeitteilen A t  erfiihrt; die halben Geschwindigkeitsverluste in 
dern l., 2 ,  3. . . . Zeitteilchen seieri resp. s,, s,, s, . . . 

W o  befindet sich nun das Geschoss am Schluss des ersten Zeit- 
teilchens? 

Das Resultat ist nach dem Unabhiingigkeitsprinzip dasselbe, wie 
wenn die drei Wirkungen der Pulverkraft, des Luftwiderstandes und 

der Schwerkraft zeitlich nacheinander, gewissermaBen ruckweise ein- 
traten: Durch die Aniarigsgeschwindigkeit, welche das Geschoss der 
Pulverkraft verdankt, allein würde das Geschoss von O nach R, ge- 
trieben, durch den Luftwiderstand von BI nach 3, (Fig. 5) urri eine 
Strecke gleich R, ziiriickgefiihrt (wohei wir voraussetzen, das Zeitteil- 
chen sei so klein gewahlt, dass riahe genug der Luftwiderstand nur in 
der Richtung B, O wirke); endlich durch die Schwerkraft allein würde 

es von B, nach O, um eine Strecke gleich + - A t :  herabfallen; am 

Schlusse des Zeitteilchens At, befindet es sich sonach thatsachlich in O,. 
Ebenso ist das Geschoss nach Verfluss des eweiten Zeitteilchens At, 

in einem Punkt 0, angelangt, den wir durch die folgende Über- 
legung erhalten: In den zwei Zeitteilchen würde das Geschoss allein 
infolge des Anfangsstosses von O nach C, gelangen; sodann lediglich 
infolge des Luftn-iderstandcs von Cl nach C, zurück, namlieh zuerst 
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von Cl nach C, parallel der Anfangstangente 013, zuriick u u  eirie 
Strecke C', C, gleich 3 . s,, dann von (I, nach CI, um s, parallel der 
llichtung O O,, die a i r  als die Richtung des Luftwiderstandes irn zwelteri 
Zeitteilchen iim so genauer betrachten konnen, je kleiner dasselbe k t ;  
eridlich allein infolge der Schwerkraft von C, nach O, vertikal abwiirts, 
iim eine Strecke gleich 

- ( 3 . ~ t , ' +  2 At,?), oder q .2 ' .At2,  

wenn die Zeitteilchen gleich gewahlt sind. 
Dementsprechend findet sich der nlirhste Flughahnpiirikt O,, indem 

man 11, D, = 5s, parallel zu OB,, D, D, = 3 . s, parallel zu 0 0, und 
11,1), = s, parallel zu O, O, 7icht und von D, iim eine Streckr B,0, 

gleich 1. 32. A t 2  abwarts geht u. S. n 

Urn zu vermeiden, dass die zu benützende Verlangerung der Linie 
O Il, Cl Dl. . . über das Zeichenpapier hinausfiillt, wird nian hierbei 
die zur Konstruktion Figur 2 analoge Modifikation für den lufterfüllten 
Raum verwanden, also durch O, eine Linie O, Cf, gleich und parallrl 
B, C, ziehen, sodann von Cl, rückwiirts den Polygonzug C', Cfz Cl, kon- 
gruent mit Ci C2(.3 zeichnen und von C', vertikal abwiirts gehen um 

eine Strecke Cf, O, gleich 3 .  1 7  (falls für jene Zeitteilchen Sekunden 
gewiihlt werden), u. S. f. 

4. Erheblich einfacher gestaltet sieh Lias Verfahren, wenn man die 
Konstruktion von Figur 4, für  den lufterfüllten Raum verallgerneinert, an- 
wendet. Hierzu ist es vor allem erforderlich, die H o  r i z  on t a l p r o j  ek tion 
der Geschossbewegung zu kennen, entweder durch Integration drr  

betreffenden Diffcrentialgleichung oder aber, fa11s es nicht auf die Ver 
wendung eines bestimmten Luftmiderstandsgesetzes ankommt, weit ein- 
facher und auch genauer durch Entnahme der betreffenden Zahlen aus 
der e m p i r i s c h e n  T a b e l l e *  von  K r u p p .  Diese wertvolle, auf einem 
gewaltigen Versuchsrnaterial beruhende Tabelle giebt für alle horizon 
talen Geschwindigkeitskomponenten von 700 mlsec an abwiirts ab- 
steigend von M ~ t e r  zii Meter bis 140 m,/sec folgende Grossen: erstens 
den Luftwiderstand W auf 1 qcm des Geschossquerschnitts in Kilogranim, 
- 

* Euthalten im Arihaug der Schrift: ,,cher die L6eiing d ~ r  Probleine des 
direkten iind indirekten Bcliiessens .', von t Gcrii!i.allieutenant N. M a  y ev ski, 
~ieiitsch von Hauptmann K l i i a s m a n n .  Berlin 1886. Mittler R! Sohn 127 8. 
Xeuerdings wurde die Tabelle von Kriipp anfwarts bis zur Cresehwindigkeit 
1000 m/sec  and  abwkrts bis 60 m fortgesetzt : ,,Die Berechriung der k3cliusstafcln 
seitens der Guvsstahlfabrik F r .  K r u  p p ,  Essen, Buchdruckerei der Gussstahl- 
f i~brik von F r .  K r u p p  ", S. 33 bis 81. Da letztcre Sçhrift niçht dem Buchhandel 
übergeben ist , so h a t  der Verfasser niçht das Recht.  diese Tabelle hier zu wieder- 
holen , sondern zniiss auf das oben erwiilinte Werk von 31 a y e v s k i - K 1 ii s s - 
m a n  n verweisen ; dcr Geschwindigkeitsbereiüh 140 bis 700 m geniigt in der Sli:~t 
rioch immer fiir die L6sung der meisten AuLgaben. Eine kleine Erla~iterung der 
Tabelle und klare Auweisurig ziim Gebraiich derselben an rler Hand mchrrrer 
Beispiele der Praxis ba t  K l u  s s m a n n ,  S. 08 bis 102 seiner Schrift, gegebcn. 
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zweitens den Weg A z  in Mctern, der einer Geschwindigkeitsabnahme 
um 1 m entspricht, drittens die Summe t A x  dieser Wege von Anfang 
der Tabelle ab, viertens die Zeiten At in Sekunden, die der Ge- 
schwindigkeitsabnahme von l m cntsprechen, und endlich fünftens die 
Suinme t A t .  Diese Zahlen beziehen sich samtlich auf die Quer- 
schnitts'uelastung 1 ,  d.. h. man hat bei der Verwendung der Tabelle in 
einem speziellen FaIl die betreffenden Zahlen I A x  und t At der 
Tabelle noch mit dem F'aktnr 

X - P 
n 

multipliziert zu denken; hierbei ist P das Geschossgewicht in Kilo- 
gramm; B2;2 der Geschossquerschnitt in qcm; S das Gewicht von 
eiliern Kubikmeter Luft am Versuchstag in Kilogramui; 8, dasselbe 
für den in der Ballistik meist zu Grunde gelegten mittleren Barometer- 
stand 750 mm, die mittlere Temperatur 15OC. und die relative Feuchtig- 
keit 50°/,, also 8,- 1,206 kg;  A. ist der mit der Geschossform ver- 
lnderliche sogenannte Pormkoeffizie~lt, der für Kruppsche  Geschosse 
nahezu = 1 ist und der am vorteilhaftesten aus der Erfahrung be- 
stimmt wird, durch E~itnahrne der horizontalen Komponente der An- 
fangsgeschwindigkeit und Rndgeschwindigkeit, die zu einer bekannten 
Schussweite gehoren, und zwar werderi letztere Zahlen entweder 
der Schusstafel fiir das betreffende Geschoss selbst oder wenigstens 
fur ein Geschoss eines rniiglidist Lhnlichen Geschütz- oder Gewehr- 
systems entnommen. Die Tabelle von K r u p p  liefert sodann die ge- 
sarute Horizontalprojektion der Geschossbewegung. (Weiterhin ver- 
fihrt K r u p p  aur Bestimmung der Blugbahn selbst nach dei. in einer 
gewissen Weise modilizierten S i  a ccisçhen Nethode mittelst der 
Siaccischen Punktionen D, 4 A, T; die Versuche von K r u p p  haben 
dabei gezeigt, dass die Tabelle riicht nur für kleine Elevationen mit 
rasanter Flugbahn, sondern auch -für grossere Elevationen Geltung 
behalt.) Die mehrfach erwahnte Tabelle von K r u p p  ist zu umfang- 
reich, um hier Platz findcn zu konnen, ihr Anfang ist der folgende: 

~ - - - - - - - - - - - - - - 

v, m W k g  1 A rn A rn 1 At Sek. / XAt Sek. 

Damit kennt man in den successiven Punkten O, A,, 4, A, . . . 
der horizontalen Abscissenaxe durch den Abgaiigspunkt O die 
Horizontalprojektionen o, der Bahngeschwindigkeit a und die Zeiten At,, 
At,, . . ., welche die Horizontalprojektion des Geschosses erfordert, um 
von O nach A,, von A, nach A, 11. S. W. zu gelangen. 
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Der Abgangswinkel, also der Neigungswinkel der Anfangs 
tangente OB, gegen den Horizont irn Abgangspunkt O ,  sei gegeben 
gleich LY. 

Es 1;sst sich nun von O aus ein zweiter Flugbahnpunkt, niimlich 
derjenige, dessen Projektion A, ist, sogleich finden, indcm man von IlL 

aus die Strecke BlO, gleich +. Atlz vertikal ahwirts abtragt. Als 
2 

Flugbahntangente in dern neuen Punkt O wiihlen wir die Verbindungs- 

linie 31, O, B, der Mitte 31, von OB, mit O,, dann lasst sich von O, 
aus gam analog weiter konstruieren, wie vorhin von O aus; die Ver- 
tikale A2Bz in B2 trifft niimlich die vorhin erwiihnte M, 0, bezw. ilire 

Verliingerung in B2, von B2 geht man um Hz O, - 9 - At2' vertikal 

abmiirts und zieht 31, O,, wo JL2 die Mitte von 0, B,; so ist O, ein dritter 
Flugbahnpunkt und Jf2 0, die Hahntangente in diesem Punkt O, u. s w 

Bei diesern Verfahren stellt sich die Plugbahn 81s Einhüllende 
ihrer Tangenten dar; und ferner kommt, wie leicht zu sehen k t ,  d u  

Verfahren darauf hinaus, die Fliighahn aus ebensorielen Bogen ver- 
schiedener Parabelri mit vertikaler Axe zusarnmenzusetzeri, als inan 
Stücke OA,, A, A,, . . . auf der Abscissenaxe angenommen hat. In der 
That, betrachten wir z. B. das erste Parabelst'ück zmischeri O und 0, 
(Hg. 7). Für  dieses sind gegeben die beideii Punkte O und O,, die 
vertikale Axenrichtung, und die Tangente OB, im ersten Punkt O. 
Sol1 iiun 31, 00, die Tangente einer solchen Parabel im zaeiten Punkt O, 
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sein, so muss Ml die Mitte von OB,  sein. Herühren niiinlich die 
Seiten eiiies Dreiecks ABC (Fig. 8) einen Kegelschnitt in den Punkten 
A,, U,, VI und zicht man B A , ,  HB,, CC',-, so gehen letztere Ver-. 
bindungslioien nach dem Satz von B r i a n e h o n  durch denselben 
Punkt 32, und 7', BI,  AT, Cl sind vicr harmonischc PunkCe; liisst man 
nun die Seite CH und damit A; ins Unendliche rücken, so wird der 
Kegelschnitt eine Parabel; deren Axe sei vertikal; die Verhindungs- 
linie M Q (Fig. 7) des Schnittpunkts 3, der béiden Tarigenteri Ml O 
und Ml O, mit der Mjtte (S von 0 O, wird Parabeldurchmesser, also 
vertikal und parallel zu A,&,. 

Zugleich sieht man, dass die Mitte 1' von 1CI1 & ein weiterer Punkt 
der Parabel ist. Darin lie@ ein sehr einfaches Nittel, b e l i e b i g e  
wei te re  F l u g b a h n p u n k t e  zu k o n s t r u i e r e n  und die Tangente in 
eiiîem beliebigen Flugba,hnpunkt zu ziehen, indem man diesem immer 
niiher kornmt: Verbindet man niindich Ml mit der Mitte Q von 00, 
und halbiert NI Q in P, so ist Y ein weiterer Punkt der Flugbahn; 
die Tangente in diesem Punkt P ist die Verbindungslinie von P mit 
der Mitte von O Ml u. S. f. 

Es l k s t  sich noch fragen, in welcher Weise die Schussweite, also 
(las Stück der Abscissenaxe zwischcn Abgangspuilkt O und Auffallpunkt, 
in Teile OAl, A,A,, A, A, . . zerlegt werden soll. - Naturgemiiss 
wird die Konstruktion um so genauer sein, je mehr Zwischenpunkte 
A,, A,, A,  . . . man annimmt; eine Grenze ist jedoch dadurch gegeben, 
dass das Ziehen der Verbindungslinioil Ml O,, M, O,, . . . sicher genug 
erfolgen muss. 

Dahei kann man entweder 
a) die Einteilung so treffen, dass die Zeitteilchen At,, At?, . . . alle 

gleich werden; dies giebt den Vorteil, dass die Fallhohen Hl O,, Il, O,,. . . 
skntlich mit gleicher Zirkelweite abgetragen werden k6iiiien7 dagegen 
die grossere Unbequemlichkeit, dass in der Krnppschen Tabelle intcr- 
poliert werden muss. 

Be i sp ie l .  
Panzergranate der 40 cm- Stahlkarione der italienisçhen Küsten- 

artillerie. 
Geschossgewicht P = Y20 kg; Kaliber 222 = 40 cru; Anfangs- 

geschwindigkeit v, - 550 m/sec; der Formkoeffizient A m6ge aus 
Xangel spezieller Daten - 1 angenommen werden. 

1 0  
Gegeben der Abgangswinkel u = 13 - - 

4 

Gesucht die Schussweite X, der Auffallwinkel a', die Flugzeit T, 
die Abscisse und Ordinate dcs Scheitels. 

P 
- 

920 Es ist xr = --- - = 0,732: Die Zwischenzeiten At,, 
K 2 z .  1 2 0 Y  3, ia  

At , .  . . mogen etwa samtlich je gleich zwei Sekunden, also die Fall- 
holien B, O,, U, O,, B, O, . . . unter sich gleich und rund = 20 m ge- 
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w U t  werden. X t n  hat d a m  mit Uenützung der Tabelle von K r u p p ,  
in der man von der horizontalen Komponente: 

1 a 
v,.cosa = 5 5 0 . ~ 0 ~  1 3 4  = 538 m 

auszugchen hat, folgende Zahlenreihe: 

Horizoiitale ZAz, von O ab g~ziihlt 
- -- 

Geschmindig- in der Tabelle multipliziert 
keit v, von K r u p p  l mit 0.732 

535 
506,5 
48 1 
45s 
437 
418 
401 
386 
372,6 
360,s 
350,5 
341,6 
334 
etc. 

O 
1430 
2775 
4053 
5280 
6450 
7560 
8650 
9660 

10670 
11650 
12620 
13510 

etc 

0 
1043 
2030 
2960 
3830 
4710 
5520 
631 5 
7055 
7780 
8500 
9200 
9880 
etc. 

E s  ist also OA, = 1045 ni, 0 4  = 2030 ni, u. S. W., ferner 

Die Konstruktion (nach Fig. 6) wurde auf Millimeterpapier im 
MaBstab 1 mm = 10 m mit hartem Rleistift so genau als moglich aus- 
gefülirt; die eirizelneri Meter korlnten im Resultat geuçhiitzt, die Winkel 
auf Minuten genau aufgetragen und erhalten werden. 

Man setzt die Koristruktion soaeit  fort, bis ruan die horizontale 
Abscissenaxe wieder ~r re ich t  hat uncl etwas darunter kommt; wem 
notig, werden sodann nach der Koristruktion Figur 7 ein oder zwei 
weitere Flugbahnpunkte ~ingeschaltet; vielfach aber, und so ailch hier, 
genügt proportionale Interpolation; es fana sich u. a. der Tangeils 
des Auffallwinkels a' zwischen 

283 340 - 
1000 
- und - 

1000 ' 
durch Interpolation proportional den Entfernungen wird 

o.'= 17O 20'; 

zusammen i d  das Resultat der grsphischen Losung: 
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Schussweite X = 9320 ni (die Schusstafel* giebt 9500 m); 
Auffallwirikel a'= 17O 20' ( ,, N 77 17O42'); 
Flugzeit T = 23,O Sek.( ,, 9,  ,, 23,l Sek.); 
Abscisse des Scheitels x, = 5100 m;  
Ordinate ,, 1)  y, = 660 m. 

b) Oder aber k6nnen die Zwischenstrecken A x  auf der horizon- 
talen Abscissenaxe, also die Abutande O A,, AIR,, iL, A,, . . . unter 
sich gleich gross angenommen und aus der Kruppschen Tabelle die 
zugehorigen Geschwindigkeiten und Zwischenzeiten At,, At,, . . . ent- 
norumen werden. 

Beisp ie l .  
Panzergranate der Krupp  schen 30,5 cm- Kanone für Küsten - und 

Schiffsartillerie*" (1893 in Chicago ausgestellt). 
Kaliber 2 R  = 30,5 cm; Geschossgewicht P = 455 kg; Anfangs- 

geschwindigkeit v, = 550 m/sec. ' 

Gesucht ist die Schussweite filr den Abgangswinkel 
a = 22'27', ( tgn = 0,41318). 

Es seien die Zwischenstrecken 
O A , = A , A , = A , A , = ~ ~ . = = l O O O m  

angenommen; dann findet sich für die einzelnen Flugzeitcn At,, At, , . . . 
zwischen O und A,, A, und A ,  u. S. W. aus der Tabelle von K r u p p  
der Reihe nach: 

1,77; 1,87; 1,99; 2,12; 2,25; 2,40; 2,56; 
2,77; 2,89; 3,05; 3,27; 3,46; 3,66; 3,87 Sekunden; 

also aind die entsprechenden Fallhohen +. At ', oder die Strecken BI O,, 
Il2 O, u. S. W. : 

1 5 ~ ;  17,l;  19~4; 22,o; 24,8; 28,a; 3 2 ~ ;  
37,6; 40,9; 45,6; 52,3; 58,5;, 65,7; 73,5 Metcr. 

Danach ist die Plugbahn nach Figur 6 mit den Zahlen 
4 1 3 1 , ~  

tgcr = O A l = A , A , = ~ ~ ~ = l O O O m ;  0,B1=15,3m, H202=17, im 
U. S W. 

aufzubauen. Die Ausführung der Zeichnung im Mafist'ab 1 mm = 20 ni 

lieferte das folgende Resultat: 
Schussweite X = 14250 rn (die Schusstafel giebt 14000 m); 
Auffallwinkel 01 '=34~10 '  (,, 9, ,, 32O30'); 
Endgeschwindigkeit v f =  341 m ( ,, n 7, 341 m); 
Flugzeit T = 38,5 Sek. ( ,, 7, ,, 37,9 Sek.); 
Scheitelabseisse z, - 8400 rn; 
Scheitelordinate y; = 1970 m. 

* Archiv für die Artillerie- und Ingenieuroffieiere des deutschen Keiclis, 
J ~ h r g a n g  1891, S. 487 flg; Ausxug auu deril Manuele d'Artigleria. 

** Vergl. Waffenlehre von W i l  1 e ,  Generalmajor z. D., Berlin 1896, S. 210. 

Zeitachrift f .  Mathematik II. Physik. 42. Jalirg. 1897. 4. Heft. 13 
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c) Endich  k6nnen die Zwischenpunkte A,, A,, A , .  . der Horizontal 
projektion auch b e l i  e b i g  angenommen und die zugehorigen Zwischen- 
z e i t ~ n  At der Tabelle von K r u p p  entnornmen werden. Dieses Verfahren 
ist dasjenige, welches am eiiifachsten und rntihelosesten zum Ziel 
fiihrt; man wiïd die Abstlinde OA,, A,  A, ,  A, A,  . . . u n g e  fi ihr gleich 
arinehrnen; doch so, dass in der Tabelle vorl K r u p p  nicht interpoliert 
werden muss. Reispiele sind weiter unten durchgefiihrt. 

Will mari vermeiden, dass bei f l a c  h en  Flugbahrien die einzelnen 
Tangenten Ml O,, M2 O,, . . . sich unter zu kleinen Winkeln schneiden, 
so vergrossert mari allein den N a B s t a b  d e r  O r d i n a t e n ;  die durch 
Zeichnung erhaltene Schussweite X wird dadurch nicht geiindert (drnn 
man hat zwei kolliiieare Kurvensysteme mit der Abscissenaxe ah 
Kollineationsaxe). 

Sol1 ferner umgangen werden, dass man die mitunter sehr kleinen 
Fallhohen B, O,, B, O, . . . einzeln mit dem Zirkel abzustechen und 

in der Zeichnung einzutragen 
Flg. 9 hat ,  wodurch sich Fehler sum- 

mioren kiinnen, so lassen sich 
auch (vergl. Fig. 9) die grosseren 
Strecken BI O,, C, O,, C, O,. . ., 
welche siimtlich von der An- 

/:, + fangstangente sind, leicht berechnen aus gerechnet und so- 

. O 1  i 01 j OJ dann als Ganzes eintragen. 
: A l  :A? 'A3 O 'ih,\l\\\!' 'ii, ,\\ ) \  '11,/1',.\ , /l,+\\,!\ ,,,,,n,, 8 .  

Sind namlich bei gleiclieii 
Zwischenstrecken 

( j A  - A  A =... 
1 -  1 2  

die Fallli5lien Ul  O,, U,O,, B30, . . . bezw. kurz mit s,, s,, s3 . . . be- 
zeichnet, so ist leicht zu zeigen, dass man hat 

Diese Liingen erhalt man durch blosse Addition nach dein Schema: 
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Z. B. waren in dein obigeri Beivpiel der 30,5 crn -Kanone die Strecken 
BI O,, C, O,, C, O,, C, O, . . . der Reihe nach: 

15,3; 63,2; 147,s; 273,3; 445,B; 671,4; 957,3 

1313,8; 1746,9; 2267,4; 2885,8; 3615,l; 4468,5; 5461,l m. 

Chigens wird bei ciiesem Verfahren, abgesehen von der Mühe der 
weiteren Vorberechnung, der Nachteil erzeugt, dass zur Verliingerung 
der Anfangstangente OB,  ein sehr grosses Zeichenblatt verwendet werden 
n-iuss. Es  wird selten diese letztere Modifikation notwendig werden. 

5. Wenigstens von theoretischem Interesse ist es, das im Vor- 
hergehenden beschriebene Verfahren noch etwas zu verallgemeinern. 

Es ist nicht notwcndig, Ml als Mittclpunkt von O und BI, JI, als 
Xitte von O, und U, u. S. w. anzunehnlen; man kann vielmehr auch O B , ,  
O, II', . . . nach bestimmten andern Verhiltnissen, die von 1 : 1 wenig 

Fig. 10. 

verschieden sind, in Hl, 3, . . . teilen. I n  diescm Fa11 komiut die 
Konstruktion darauf hinaus, die einzelnen Flugbahn~trecken zwisclien 
O und O,, 0, und 0, u. S. W. aus ebensovielen verschiedenen Hyperbel- 
bogen zusainmenzusetzen, welche sich in den successiven Flugbahn- 
punkten O,, O,, 0, . . . berühren, und welche siimtlich eine vertikale 
Asymptote gemeinsam haben sollen (einer bekannten Eigenschaft der 
tiallistischen Linie zufolge) : 

Man betrachte zu diesem Zweck wieder die obige Figur 8 ;  hier 
werde AB zur Asymptote, es rücke also allein der Berührungspunkt Cl 
ins Unendliche; dann ist (Pig. 10) PB, = NB, und parallel der 
Asyniptote AU, also vertikal; zieht rnan also noch durch il, die 
Parallele D E  zur Asymptote, so verhilt sich 

B,C: CD = PB,: B A l T  B , N :  DA, = &fi : B I A =  BI&': XE'; 

B,P ist in unserem Palle die horizontale Abscissenaxe, aiif welcher 
die Punkte BI und E' (in h'ig. 6 z. B. mit O und il, bezeichnet) ge- 
gebeu sind; falls die Lage der Asymptote, d. h. dcr Punkt E gcgeben 

1 3 *  
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ist, kennt man somit das Verhaltriis BI C : CD, in welchem B, D zu 
teilen kt, um G und damit die Tangente CA, in dem auf den D'hg- 
bahnpunkt 12, folgenden nichsten Punkt A, zu erhalten. Kehren mir 
also zu den Bezeichnungen von Figur 6 oder auch Figur 9 zuriick, 
90 ist das R e s u l t a t  folgendes: man teilt OB, im Verhiiltnis O F :  A,F 
(P der Schnittpunkt der vertikalen gemeinschaftlichen Asymptote mit 
der Abscissenaxe; der Teilpunkt sei M l )  danil i d  JI, 0, die Tangente 
in O,. Berner teilt man 0, B2 in n%, nach dem Verhaltnis A , F :  A,&' 
und zieht M,O,, so ist dies die Tangente in O, u. S. f. 

Um jedoch die Lage der As y m p  t O t e zu finden, kann man mit 
O k i n g  h a u s  die Nàherungsannahme machen, die Flugbahn sei eine 
einzige Hyperbel; lasst man dann den variablen Punkt A, (Fig. 10) 
mit dem Auffallpunkt TV zusammenfallen, so erkennt man leicht, dass 
der Punkt A der Asymptote erhalten wird, indem man im Auffall- 
punkt TV den spitzen duffallwinkel a' an die Abscissenaxe im Sinne 
wachsender Abscissen antriigt und den frcien Schenkel mit der Abgangs- 
h i e  B,D in A zum Schnitt bringt; die Vertikale durch A ist dann 
die Asymptote; da nieist dcr Punkt A über das Zeichenblatt hinausfallen 
würde, so wird man - die Hichtigkeit ergiebt sich leicht aus dem 
Vorhergehenden - die Entfcrnung BI$' der Asymptote vom Abgangs- 
punkt mittelst des Ausdrucks berechnen: 

wobei a! der Abgangswinkel, a' der Auffallwinkel, X die Schussaeite ist. 
Nan wird sonach zuniichst die frühere Methode anwenden und 

einen ersten Wert X der Schussweite, sowie den Auffallwinkel a '  
graphisch ermitteln und erhalt mit dem eben angcführten Ausdruck 
die Lage der Asymptote, also den Punkt F; damit hat man die Ver- 
hiltnissc, nach denen die Streckcn 

OB,, OlB2, 02113.. . in Ml, M2, M 3 . .  . 
zu teilen sind; so führt man die Konstruktion nochmals aus. 

Zugleich sieht man, dass in der That in diesem Verfahren eine 
Verallgemeinerung dcs früheren liegt; nimmt man niimlich speziell die 
samtlichen Verhaltnisse O M ,  : IC& U,, O, JI2 : X2 B2 u. S. m. unter sich 
gleich und gleich 1 an, so riickt F ins Unendliche und die Hyperbcl 
geht in den Grenzfall der Parabel über. Bei der praktischen Ausführung 
zeigt sich auch, dass diese Modifikation des friihcren cinfachcrcn Ver- 
fahrens vielfach nur darauf hinauskame, beim Ziehen von Ml O,, M2 0,. . 
das Lineal etwas niiher an Ml, M, . . . anzulegen, als an O,, O, . . . 

Um ein B e i s p i e l  anzuführen, so fanden wir oben bei der Krupp- 
schen 30,5 cm-Kanone die Schussweite und den Auffallwinkel, daraus 
wird nun die Entfernung der Mündung von der vertikalen Asymptote 
03' - 39800 m ;  somit ist das Teilungsverhaltiiis 031; : lCflB, im An- 
fang der Flugbahn - 39800 : 38800 = 0,506; dagegen am Ende der 
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Flughahn wird dicses Vcrhiiltnis 26800 : 25800 = 0,509; die Zwischen- 
werte des Teilungsverhiiltnisses kann man durch Interpolation be- 
stimmen. Auf diese Weise wurde die Flugbahn aufs neue stückweise 
konstruiert; es fand sich: 

Schussweite X = 14170 m,  
Scheitelabscisse x, = 8300 m,  
Scheitelordinate y, = 1910 m, 
Flugzeit T = 38,5 Sek., 
Auffallwinkel a'= 34O 10'. 

Also ist der Unterschied zwischen der jetzigen und der nach dem 
frühcren Verfahren erhaltenen Schussweite ein nur geringer. Die 
Busführung der Konstruktion für zahlreiche Beispiele der Praxis zeigte 
(lem Verfasser, dass die Verschiirfung der Methode durch Anwendung 
der Hyperbelbogen bei weitem weniger ins Gewicht fi l l t ,  als die 
r i ch t ige  R e s t i m m u n g  des  F o r m k o e f f i z i e n t e n  A. bei der An- 
wendung der K r u p p  schen Tabelle. 

Wic schon oben nngedeutet, empfiehlt es sich am meisten, den 
Baktor d empirisch zu bestimmen*; in solchen Fallen, wo hierfür nicht 
geeignete Schusstafelwerte vorliegen, leisten die Tabellen von I n  galls,** 
Vallier*** und von  W u i c h t  gute Dienste. 

Mit Rücksicht auf die praktischc Verwendung m6ge unter den 
erwahnten Methoden die irn Vorhergehenden als die einfachste und 
bequemste bezeichnete Methode bcsonders hervorgehoben, für die ein- 
zelnen ballistischen Aufgaben spezialisiert und durch Beispiele erliiutert 
wcrdcn. 

Zusammenstellung der graphischen Methode. 

1. Aufgabe. 
Gegeben  s c i  d i e  A n f a n g s g c s c h w i n d i g k e i t  v, m, d e r  A b -  

gangswinke l  aO; f e r n e r  Ge-wichtY(kg)  u n d  Q u e r s c h n i t t  R2n(qcnij  
des Geschosses ,  s o w i e  d e s s e n  P o r m k o e f f i c i e n t  A. 

Gesucht ist die Schussweite X, der spitze Auffallwinkel a', die 
Koordinaten x,, y, des Scheitels, die ganze Flugzeit T, die Endgeschwin- 
diglreit v' und für eine beliebige Entfernung x die Ordinate der Plug- 
baliri, die Flugzeit t und der Horizontalneigungswinkel w der Tangcntc. 

* Vergl. das obcn angefiihrte Werk von M a y  e v s k i - K l u s s m a n n .  
** J a m e s  M. I n g a l l s ,  Captain, First  Artillery: Journal of the United States 

Artillery, April 1895, Kr.  2,  Vol. I V ,  p. 191; vergl. auçh den Ausziig dieser Arbeit 
in der Zeitschrift . , ~ i t> t e i lungen  iïber Gegenstiinde des Artillerie- und Genie- 
Wesens", Wien, Jahrgang 1896, 7. Hef t ,  S. 411. 

**' E. V a l l i e r ,  chef d'escadron d'Artillerie, ,,balistique expérimentale", 
Paris 1894, p. 10. 

t N i  c. v O n W u i  c h , Oberst irn Artilleriestah, ,, Lelirbuch der %usfieren 
Ballistik", Wien 1882, S. 122 flg. 
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Man denkt sich die horizontale Schussweite (Abscissenaxe) in 
m ~ h r e r e  anniiliernd gleiche Teile OA,, A,A,, 14,A, . . . g ~ t e i l t  urid 
eritnimnit, naçh Ausreclinurig des E'aktors 

X = 
P 

aus der T a b e l l e  v o n  K r u p p  die zu 2,, A, ,  A,, . . . gehorigen Wcrtc 
der horizontalen Geschwindigkeiten v, und der Flugzeiten t = XAt; 
zii den betreffcnden Zwischenzeiten At berechnet man die Fallliohen 

1. At2 oder die Strecken B, O,, Il, O,, B, O, . . . (Fig. 6) und kon- 
2 

struiert sodann die Flugbahn vom Abgnngspunkt O aus stückweise 
wie folgt: Auf Millimeterpapier triigt man in entsprechendem mGglichst 
grossem MaBstab (Infanterie 1 mm = 2 KI bis 5 m, Artillerie 1 mni = 5 m 
bis 20 m) die gewihlten Zwischenstreckcn A z ,  also O A,,  A, A , ,  A, il,. . . 
auf und zieht unter dem Abgakswinkel ci die Linie OB,, welche die 

Vertikale von A, in BI trifft; mache BI 0, gleich der ersten Fallhohe 9 ~ 1 :  

und verbinde O, mit der K t t e  Ml von OBl, BO ist 0, eiri zweitcr 
Flugbahnpunkt und ICI, 0, die Tangente in diesem; ebenso mache B, O, 

gleich der zweiten Fallli6he -$- At: und verbiiide O, mit der Mitte iII, 
vori O,U,, so ist 0, der Flugbahnpunkt, dessen Projektion A, ist, urid 
M,O, die Tangente in O,. So fiihrt man fort, bis der Roden miedrr 
erreicht ist und geht mit der Konstruktion noch etwas darunter. 

Falls es notwendig wird, erhilt man w e i t e r e  F l u g b a h n p u i l k t ~  
durch die Konstruktion von Figur 7: U n .  z. B. zwischen O und O, 
Punkte einzuordnen, zieht man OO,, Mitte Q, d a m  ist die Mitte 1' 
von Ml Q ein Flugbahnpunkt und die Tangente in P ist die Verbinduiigs- 
linie von P mit der Mitte ICI' von 0-Ml. Analog la& sich nocli eiii 
weiterer Punkt samt seiner Tangente zwischen O und P einordneii 
u. S. f. Vielfach genügt aber proportionale Interpolation. 

Der Flugbahnscheitel und der bestrichene Raum ergeben sich auf 
einem horizontal und vertikal eingeteilten Zeichenpapier ohne ~eiteres.  
Die Flugzeiten und die horizontalen Geschaindigkeiten v, hat man ails 
der Kruppschen Tabelle; eine Bahngeschwindigkeit v selbst erhiilt 
man, indcm man der Zeichnung den zugehorigen Neigungswinkel w 
(auf Minuten genau, und zwar direkt den Tangens von ci)  entiiinimt, 
rnittelst v = n, : cos o. 

Von besonderer Wichtigkeit für die Genauigkeit des Resultats 1st 
die Kenntnis des richtigcn Formkoeffizienten A., 

1st die Plugbahn sehr rasant, so wird der M:~Bstab der Orciinaten 
entsprechentl grosser pwahl t ,  als der der Abscissen; hierdurch wird 
erreicht, dass dit! Fallhohen BI O,, B, O, . . . genauer abzutragen sind, 
und dass die successiren Tangenten sich nicht unter zu kleinen 
Winkeln in der Zeichnung schneiden. 
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Die Wahl der Grosse der Zwischenstrecken OA,, AIA,, A, A, .  . . 
geschieht derart, dass diese zwar annahernd gleich gross sind, dass 
aber in der Kruppschen  Tabelle nicht interpoliert zu werden braucht; 
und die Zahl dieser Zwischenstrecken (8 - 15) wird darnach bemessen, 
dass die zu verbindenden Punkte Ml und O,, M ,  und 0, u. S. W. nicht 
so nahe liegen, dass das Ziehen der Verbindungslinien unsicher mird. 

Wenn die Abnahme der Luftdichte 6 mit Zunahme der H6he y mit 
berücksichtigt werden soll, so kann dies in einfacher Weise dadurch ge- 
schchen, dass von Punkt zu Punkt andere Worte von 6, also von r. benutzt 
werden. 

1. Ueispiel .  
S c h w e r e  d e u t s c h e  F e l d k a n o n e  C/73, mit Schrapiiel C/91 oder 

Sprenggranate. 
Anfangageschwindigkeit vu- 442 rn;  Abgangswinkel a - Erhebungs- 

1 
winkel 1 5 3  -1- Abgangsf'ehlerwinkel 5' - 15 :6 O; t g  a = 2;. Kaliber 

2 1% 
2 R - 8,8 cm; Geschossgewicht P= 7,5 kg; S = 4, A= 1,23 (aus der Schuss- - 

Y 
tafcl bestimmt), also r. = -T - 0,100,; horizontale Anfnngsgeschwin- 

14 
digkeit : vZo = v, - cos tc = 442 - cos 15 isO = 426 m. 

Die Zwischenstrecken O A , ,  A, A , .  . oder Ax  auf der horizontalen 
Abscissenaxe rnogen so gewahlt werden, dass sie urn beilaufig 500 in 

fortschreiten; sonach müssen die Werte E A x  in der Kruppschen 
600 

- 5000 m fortschreiten, jedoch so, dass Tabelle um beiliiufig ri.ioo- - 
, % 

ilicht interpoliert werden muss. Darnach hat man folgende Zahlen der 
Tnhelle zu entnehmen: 

-- 
Horizontale 

Ge- 
schwindig- 

keit 
v x  

1 
in O , 425 
,, A, 358 
, , A ,  l 316 
7, 3 287 
,, A, i 263 
77 4 242 
,, A, 223 
17 '7 206 
71 '8 191 
,7 A,  179 
11 ',O 168 

Somit ist für clic 

In der Tahelle 

von K r u p p  

LAz ( I A t  

mit  0,100 wahre Werte 

i ~ o n s t r u k k o n  n a c h ~ i p r  6 zu nehmen: ( 

-- 

Zugehürige 

Fallhühen 

9 . A t e  m 
2 
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Die Ausführung irn MaBstab 1 mm = 5 in auf der Abscissenaxe 
und 1 mm = 2 LU auf der Ordinatenaxe ist in beiliegender Tafel III 
gezeigt (bei der Vervielfkltigung wurde die urspriingliche Zeichiiung 
auf die Halfte reduziert und die Millimeterlinien meggelassen) 

Die R e s u l t a t e  d e r  g r a p h i s c h e n  L o s u n g  sirid die folgenden: 

Schussweite X = 4501m (d. Schusstfl.* giebt 4500m1, 

Auffallwinkel af=24053 ( , tga'=- 3(7, 9 ,  ,, 2 4 g 0 ) ,  

ganze E'lugzeit T =  18,O Sek. ( 7, v ,, 18,l Sek.), 
horiz. Endgeschwind. = 179 m - 

179 
also Endgeschwind. v = l 1=197,3m( ,, 7, ,, 198 ml, 

cos 24O 53- 
2 

Abscisse des Scheitels = 2600 m, 
Ordinate ,, ,, = 412 m. . 

Ferner lassen sich aus der Zeichnung tlirekt folgende Tangenten- 
Neigungswinkel w und folgende F'lughohen y abnehmen: 

In  der Entfernung: 
x = 0 m w = a = 24" 52'; (tg = 0,2732, siehe oben; y = O), 
X =  491, o = 12'38'  ( tg= 112:500),  y = 126,O m, 
x =  1002, w -  11°31' ( t g =  102:500) ,  y = 239,s m, 
~ = = 1 5 1 2 , 0 =  8 '45 '  ( t g =  77 : 500), y - 329,fi m, 
x = 2 0 1 5 , w =  4'55'  ( tg=  43:500) ,  y - 388,O m, 
x - 2502, w = 0' 52' (tg - 7,5 : 500), y - 411 m, 
x = 2994, w = - 4' 50' (tg = - 42,5 : 500), y = 394,s m, 
X-3504 ,  o--11' 5 '  ( t g = -  98:500) ,  y - 325,5 rn, 
x = 4025, GJ = - 18' 0' (tg = - 162,5 : 500), y = 188,5 m, 
x = 4501, a'== -24O 53' (tg = - 232 : 500),s.oben,y = O biscrc0,21 

Zur Illustration des oben über das Einordnen weiterer Flugbahn 
punkte Gesagten ist in der Zeichnung zwischen 0, und 0, der weitere 
Plugbahnpunkt P einkonstruiert; es ist 0,0, gezogen, in Q halbicrt, die 
Mitte von Q ist P. 

2. Be isp ie l .  

L e i c h t e  F e l d k a n o n e .  2 R =  7,85cm; P = 5 , 0 7  kg; A aus Mange1 
7, r anderer Dateri = 1 genonimen; so ist x = -, = 0,1047 6 ;  u0 == 465 m. R a 

Gegeben ferner a = 13 35' 17". Gesucht X, a i ' ,  v', T, x,, y,. 
Es wird v, . cos n = 452,O m;  die horizontalen Zwischeizstrecken 

mogen wiederum so gewiihlt sein, dass die Abscissen un1 beilaufig 
500 m fortschreiten. Man hat sodann aus der Tabelle von Krupp:  

* Vergl. z. B. den Leitfaden für den Unterricht in der Waffenlehre auf den 
konigl. Kriegssçhulen. Auf Veranlassung der General-Inspektion des Militir- 
Erziehiings- u n d  Uildungswesens ausgearbeitet. 8. Auflage. Berlin 1597. Verlag 
von E. 8. Mittler und Sohn, Anliang. 
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/ tale Kom- 1- Ilpoy:p 1 
Geschwin- x * " ~  

digkeit Il m II m 

Z A t  

Sek. 

Zeit- 
Diff. A t  11 0 0 diRe- 

ab renzen I/ m ' 1  Sek. 

dazu 
gehorige 
Fallhohen 

3 ! . A t y  
2 

m 

Somit hat man für die Konstruktion naüh Figur 6 zu nehmen: 

O A ,  = 531 m, 08, = 1081 m u. N. a.; 

Das R e s u l t a t  wurde: 
Schussweite X = 4310 m (die Schusstafel giebt für dasselbe GY 

X = 4300 m), 
Auffallwinkel a'= 20' 20' (tg = 370 : 1000), 
Horizontale Endgeschwindigkeit v', = 194 m ,  
Plugzeit T = 15,8 Sek., 

x,= 2450 m, 
Scheitelkoordinaten 

y, = 325 m. 

3. Ueispiel .  

28 cm-IIaubi tze .  Kaliber 2R= 28 cm; Geschossgewicht P- 215 kg; 
Anfaiigsgeschwindigkeit v, = 355 m ;  Formkoeffizient A. = 0,9. Abgangs- 
winkel a = 45'. 

Die Abscissen OA, , O A , .  . . m6gen fortschreiten um ungefahr gleich 
viel, niimlich um ungeGhr 1000 m ,  also miissen die Werte 1 Ax der Tabelle 
von K r u p p  derart entnommen aerden, dass sie in dieser Tahelle fort- 

1000 
schreiten um ungefshr -9 d. h. 2564, jedoch so, dass nur für die 

erste horizontale Geschwindigkeit in O, aber ~ p s t e r  nicht mehr in der 
Tabelle inter~oliert  aerden muss: 
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Hori- 
zontale 

Ge- 
sçhwin- 
digkeit 

Somit ist 

~ 
Z A z  ! 
in der Difi'e- 

niese 
Differenzen 

Zeiten 
riullipliaiert A t 

mit O.:iBil; 
1s" wirkliche in der 
Abscisnen Sabelle 
vun O ab 

rn Sek. 

Diiïe- 
lenzen 

Sek. 

Die Ausführung der Zeichnung im MaBstab 1 mm = 10 rn gah 
als R e s u l t a t e :  

Schussweite X = 9505 ni (beobachtet a u r d e  9588 m; die Berech- 
riung nach der Methode S i a c c i - K r  u p p  giebt 9482 m), 

Auffallwinkel 

IIoriznntale Endgeschwindigkeit VI,= 173,8 (durch Jnterpolatioii), 
1 7 3  R a180 Endgeschwindigkeit in der Bahn: v ' = L  - 

cos 52' 
- 282,3 m; 

Scheitel: x, = 5010 m; y, = 2677 m. 

Ferner z. B. für die Eritfernung x = .7000 rri ist Plughtihe y - 2202 ni 
und Neigiingswinkel der Tangente w = 24' 8' (tg = 448 : 1000). 

G e g e b e n  S c h u s s w e i t e  X, A n f a n g s g e s c h w i n d i g k e i t  v,, so- 
w i e  Masse  u n d  P o r m  des  Geschosses ,  also l', 2B, A. 

G e s u c h t  A b g a n g s w i n k e l  a und die übrigen ballistischeii 
Elementc. - Man l6st wie vorhin graphisch die Aufgabc, indom mail 
für a probeweise einen Niiherungswert al wzhlt - am besten durch Ver- 
gleichung der Schusstafel eines ni6glichst &dichen Gewehr- nder Ge- 
sçhützsystems - Dadurch erhilt man eine gewisse Schussweite X,, 
die nicht mit der gpgebenen X zusammenfallen wird. IIierauf dreht 
(,,schwenkt") man die koiistruierte Elugbahri wie eine ~ t a r r e  krumme 
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Von Prof. Dr. CARI. CRASZ. 203 

Linie* um den bbgangspunkt 0 ,  bis die Schussweite die gegebene X wird. 
Den Winkel Au ,  uni melchen man die Flugbahn abwarts oder aufwarts 
drehen musste, hat man von derri zuerst angenommenen Abgangswinkel w, 
abzuziehen resp. zii diesem hinziiziifügcn. Damit hat man a: und wie Nr. 1 
aucli die übrigen ballistischen Grossen, alles bezogen auf die Linie der 
wahren Schussweite als Abscissrnaxe. 

1.  Be i sp ie l .  
S c h w e r e  F e l d k a n o n e  C/73. Gegeben  r0 = 442m, X=4300n1;  

ferner P = 7,5 kg; 2R = 8,8 cm; A. = 1,23. Gesucht a:. 

Probeweise wird mit a, = 15O 52' die Flugbahn konstruiert (dies 
geschah im obigen Beispiel, siehe Fig. 11 der beiliegenden Tafel); die 
Schussweite X ,  wurde damit zu 4501 m gefunden; es wird nun die 
Flugbahn um O gedreht, bis die Schussweite 4300 m wird; man be- 
schreibt also einen Kreisbogen um O mit Radius U W ,  = 4300, der die 
schon gezeichnete Flugbahn in TV trifft und zieht O W, so ist dies die 
wahre Abscissenaxe. Der MTinkel W, O W d e r  A u ,  um welchen 
dabei gedreht wurde, ergiebt sich aus 

97 a = 1 0  23'; t g a a  = --. A 
4000' 

dieserWinke1 ist von dem vorher gewiihlten Abgangswinkel abzuziehen; vor- 
1 0  

her wurde gewahlt a,= Erhebungswinkel 1!jT + konstant. Abgangsfehler- 
6 0 

winkel l6 7 also ist der richtige Erhebungswinkel fiir die Schussweite4300rn: 
4 O - 16O 30'- l0 23'- 14O 07' (die Schusstafel giebt 141ô ) -  

2. Beispiel .  
L e i c h t e  P e l d k a n o n e .  Gegeben  va - 465 m, X = 4000 m;  

x = 0,10476. Gesucht a. 4 0 
Uie Konstruktion werde probeweise mit dem Erhebungswinkel13 16 

ausgeführt (vergl. obiges Beispiel bei Nr. 1);  CS findet sich X, -4310 m; 
106 . es niuss die Flugbahn gedreht werderi urrl A a ,  wobei tg A u - -- 

4000' 
A n  =Io 35'; also ist der Erhebungswinkel für die Schussweite 4000 m: 

= 13O 15'- 1" 35'= 11" 40' die Schusstafel giebt 

Gegeben  S c h u s s w e i t e  X u n ~ d  A b g a n g s w i n k e l  a:, ferner P, 
ZR und A. Gesucht va und die anderen Grfissen. 

Man a x h l t  am einfachsten durch Vergleichiing einer anderen Schuss- 
tafel einenMTert von 70, der voraussiclitlicli derri gesuchten v0 nahe kornnit; 
- 

* Cher dieses sogcnnnnte ,, Prinzip des Schwenkens der FliighahncnLL, welches 
mit Hiicksicht aiif den Genanigkeitsgrad der Liisang in bestiinmten Grenzen in 
(lcr That  gestattot ist und in der Ballistik sehr vie1Verwendiing findet, vergleiche 
u. a.: N. von W u i c h ,  Lchrbuch der Zusseren Ballistik, Wien 1882, S. 26. - -  

A .  N i e g ,  konigl. bayer. Major z. U., tlieoretisçhe iiussere llallistik, Hcrlin 1884, 
Verlag von Mittler R. Sohn; hicr ist das Prinzip diirchweg venventlct; ührigens 
k t  die Bemerkung S. 97, Schluss, nur mit Einschriinknng richtig. 
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sodann entnimmt man von der horizontalen Geschwindigkeit @,cos a ab 
die betreffenden Zahlen der Kruppschen Tabelle und führt die Zeichnung 
aus. Man erhalt damit eine gewisse Schussweite XI, die mit der gegebenen 
nicht identisch sein wird. Fallt XI kleiner als X aus, so wahlt man einen 
zweiten Wert von v, derart, dass nachher die Schussweite grosser als X 
wird; hiernlit wird eine zweite Zeiehnung ausgeführt, die eine zweite 
Schussweite X, liefert. Durch Interpolation proportiorial den Differenzeri 
zwischen X, resp. X,  und X erhalt man sodann die gesiichte Anfangs- 
geschwindigkeit v,. - Eine bedeutende Ersparnis der Mühe liegt darin, 
dass man nicht n6tig hat, die ganze Liste der Werte OA,, A, A, .. ., BI O,, 
13, O, . . . zweimal zu berechnen; vielrnehr wird man nur die e r s  t en Zalileri 
neu aufstellen; man wird also nur das erste lntervall vergrossern oder 
verkleinern, sodass die übrigen Zahlen der Tabelle, welche man der lion- 
struktion zu Grunde legt, bleilen, dagegen die horizontale Geschwindig- 
keit in O, ferner die erste Zwischenstrecke Ax, oder OA, und die erste 
Fallhohe BI O, eine andere wird. - (Ganz analog muss bei dern rech- 
nerischen Verfahren nach der Methode von S i a c c i  die Plugbalin zwei- 
mal berechnet und sodann interpoliert werden.) 

4. Aufgnbe. 
G e g e b e n  v,, a und X. G e s u c h t  F a k t o r x  (z.B. gesuchtn, wenn P 

und 2 R gegeben kt) .  
Diese wichtige Aufgabe, welche bei dem Rechnungsverfahrcn nach 

S i a c c i s Methode eine zweimalige Berechnung und darauffolgende Inter- 
polation erfordert, und welche nur bei Anwcndung der B r  acc i  a l in i -  
II O j e l -Val l i  e r schen Methode mit Hilfe der sogenannten sekundaren Funk- 
tionen im Fa11 kleiner Abgangswinkel weniger Mühe verursacht, verlangt 
auch hier, ganz analog dem S i  a c c ischen Ilechnungsverfahren, eine zwei- 
malige Konstruktion der Flughahn: Man versuclit - am zweckm%ssigstc~n 
nach Betrachtung einer anderen verwandten Schusstafel - einen ersten 
Wert  von x, konstruiert die Flughahn und erhalt einenIFTert XI der Schuss- 
weite; versuclit sodann einen zweiten Wert x und erhalt einen zweiten 
W e r t  X ,  der Schiissweite; endlich wird proportional interpoliert. 

E s  zeigt sich so, dass das beschriebene graphische Verfahrcn für die 
Zwecke der Praxis v6llig genügt und in manchen Fiillen mit wenig Mühe 
zu einem übersichtlicheren Rcsultat führt als das rechnerische Verfahren. 
Bei L6sung einer grosseren Zahl von ballistischen Aufgaben der Praxis 
ergab sich dem Verfasser, dass, w e n n  n u r  d e r  F o r m k o e f f i c i e n t  iI 
r i  c h t  i g  e r m i t  t e l t  w a r  und in genügend grossem MaBstab genau kon- 
struicrt wurde, der Fehler des Resultats gegenüber der Lage des mitt- 
leren Treffpunkts stets kleiner war als der mittlere Fehler eines einzeluen 
Schusses, und dass wenigst'ens in einigen Fallen dieses graphische Ver- 
fahren selbst dcn neusten~~echnungsinethoden an Geuaiiigkeit überlegen 
an.- Mochten die Herren Rallistiker diese: graphischen Methode, welche 
keinerlei Hilfsmittel der holieren Mathematik erfordert, nahertreten. 
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Uber die Dserentiation empirischer Funktionen. 

Von 

C. Rirwae 
in Hannover. 

Wenn wir die Vorginge oder Zustinde der Wirklichkeit messend 
verfolgen, so zeigt es sich nicht selten, dass unsere Apparate nicht 
die eigentlichen zu messenden Funktionswei-te angeben, sondern Mittel- 
werte. Die Apparate integrieren über ein Intervall, statt uns den 
Funktionswert anzugeben und gleichen dadurch Schwankungen, die in 
der Wirklichkeit vorkommen, unter Umstanden so weit aus, dass sie 
nicht mehr wahrgenommen werden. 

Hierauf beruht es z. B., dass man bis zu den Versuchen von 
Langley* die grosse Ungleichmiissigkeit des Windes nicht hinreichend 
erkannt hatte. Die gebriiuchlichen Anemometer besassen soviel Trgg- 
hcit, dass sic nicht die augcnblickliche Geschwindigkeit der Luft cr- 
kennen liessen, sondern einen Durchschnittswert, der auch von den 
vorhergehenden Windgeschaindigkeiten beeinflusst a a r .  Erst  L an  g l  oy 
baute Anemometer von sehr geringer Triigheit und verminderte so das 
Intervall der Integration. 

Auf demselben Grunde beruht auch z. B. das beschrankte Trenn- 
ungsvermogen toptischer Apparate. Das Rild, das eine Linse von einem 
leuchtenden Punkte entwirft, k t ,  wenn man von den Diffraktionsringen 
absieht, die- ihrer geringeren Intensitat wegen nicht von Belang sind, 
eine kleine Scheibe, dereri Flliche für Licht derselben Wellenlinge der 
ijffn~niin~ des Lichtkegels umgekehrt proportional ist, der in eineni 
ihrer Punkte seine Spitze hat. Das Rild irgend eines Objektes ist 
deshalb nicht getreu, sondern immer bis zu einem gewissen Grade 
verwaschen, und die Intensitiit des Bildes an irgend einem Punkte ist 
nicht proportional der Intensitat des Originals an dem entsprechenden 
Punkte, sondern ist ein Durchschnittswert der Intensitat aller der- 
jenigen Punkte des Originals, deren Scheiben den betreffenden Bild- 
punkt noch enthalten. 
-- -- 

* L a n g l e y ,  Le Travail interieur du vent. Revue de l'aeronautique. 1893. 
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1)iese I~itegration der Apparate l%sd sich bis zu eiriem gewissen 
Grade durch Kmlinung wieder riickgangig machen, wie in dern Folgen- 
den fiir einen besonderen Fa11 gezeigt werden soll. lch rierine in der 
Vberschrift diese Reduktion der beobachteten Integralmerte ,,Differen- 
tiation", obwohl sich der BegrifT nicht gariz mit der Differentiation 
deckt. Die hier gegebene Methode ist von lIerrn P a s c h e n  in aus- 
gedehntein M a h  bei der Reduktion seiucr boloinctrischen Messungen 
über die Btrahluiig erhitzter Korper vermeridet worclen.* Von ihm 
riihrt die Formuliermg des Problems der Reduktion seiner holo- 
metrischeri Messungen her. 

Wenn man das Spelitriim einer Lichtquclle entwerfen will, so 
vervihrt man bekarintliüh so, dass m m  das Liollt diirch einen Spalt 
schickt. Die Lichtstrahlen, die durch den Spült dringen, n-erden durch 
passende Anordnung von Linsen oder Spiegeln so gelcnkt, dass sie 
naçh dern Passieren des zerstreuenden Apparates, man das nun ein 

9 
Prisma, cin Prismensstz, odcr ein Gitter sein, sich wiedcr zu einem 
Spaltbilde vereiriigen. Der zerstreuende Apparat b e ~ i r k t ,  dass die 
Spalthilder versehiedener Parben nicht an derselben Stelle entworfm 
sind, sondern nunmehr zu einem Streifen ausgebreitet cias Spektrum 
der Lichtquelle bilden. Die Bilder des Spa,ltes haben nun immer eine 
gewiuse Breite. Selbst für eirieri unendlich feineri Spalt würdc dies 
geltten. Auch sein Bild behalt eine grwisse Rreite, die von der &- 
nung des Lichtbündels und von der Mrellen15iige abhkigt. E s  ver- 
mischen sich daher die Spaltbilder nahe benachbarter Farben und das 
Spektruiu wird unrein, um so mehr, je breiter der Spalt gemacht 
wird. 1st der Spalt nicht sehr enge, so konnen wir das Bild des 
rechteckigen Spaltes ohne merkliehen Fehler als Reohteck betrnchten. 
In einem unreinen Spektrum ist die Intensitiit an irgend einer Stelle 
des Spcktruins nicht proportional der Tntt:mitiit der bctri:ffenden 
Ii'arbe, sondern es ist eiil Durchschnittswert der Intensitiiten aller der 
Farbeii, dcren Spaltbilder die betreffcndc Stelle noch enthalten. Es 
bezeichne z die Langsausdehnung des Bpektrums von einem festen 
Punkt bis zii irgeiid einer Stelle. An dieser St'elle liegt die Mitte des 
Spaltbildes einer gewisseu Farbe, von deren Welleriliirige wir sapen 
wollen, dass sie dem Wert  z entspricbt. Das Spaltbild nioge sich von 

z - a bis I(: + a erstrecken und wir wollen annehrnen, dass die Rreite 
2 2 

des Spaltbildes a für alle li'arben rnerklicli dieselbe ist. Die Ericrgic- 
menge (les Tiichtes, dessen n'ellenliingen dem IntervaIl :r: bis x + dx eut- 
sprechen und das in eiiier gegebenen Zeit durch den Apparat gelit, ist 
dann im Spektrum nicht auf das Intervall z bis x + dlc: konzentriert, 

sondcrri in dern In tc r~a l l  z bis x - 1 -  ausgcbreitet. Wir  bcseich- 
2 

rien diese Energiernenge mit a .  dXZ, uro also d.Ez die Eiiergiemeiige 
- -- 

* F. P a s c h e n ,  c b e r  [lie Spektren fester Korper. Wied. Bnn. 1897. 
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bedeutet, die einer Spaltbreite entspricht, für die das Spaltbild die 
Rreite 1 hat. 

Alsdann kornmt auf das Iritervall x bis x + dx nur der Bruchteil 
dE,.dx. Dafür aber greifen die Spaltbilder der benachbarten Farben, 

die den Werten z - bis x + <: entsprechen, iiber das Intervall, so 

dass a i r  iiii ganzen in dern lntervall x bis z + d.c die Energiemenge 
erhalten: 

dxJ* - du. 

Die lntensitiit des Spektrurns an der Stelle x ist nun zu de- 
finieren als die Energie des unendlich kleinen Intervalls z bis x + dn: 
dividiert durch ( l x .  Mithin ist die Intensitiit des uiireinen Spektrunis 
gleich a 

a 

Die Intensitiit des reinen Spektrums erhalten wir, wenn wir die 
Spaltbildbreite unendlich klein werden lassen: 

Xugleich mit der Keinheit wird dann aber auch die Jntensitiit 
unendlich klein. In  Wirklichkeit liisst sich die Spaltbildbreite bei 
einem gegebenen Apparat nicht beliebig klein machen. Für einen 
unendlich schmalen Spalt behalt das Spaltbild immer noch eine end- 
liche Breite. Ein absolut reines Spektrum ist eine Abstraktion, die 
nicht verwirklicht werden kann. 

Die Intensitiit des reinen Spektrums ist es, die wir suchen, wobei 
es aber auf einen Proportionalitiitsfaktor nicht ankommt. 

Bei bolometrischen Messungen wird nun auch die Intcnsitnt des 
eben betrachteten unreinen Spektrums nicht beobachtet. Man bringt 
hier bekenntlich einen Metallstreifen in das Spektrum und misst die 
Snderung, die sein elektrischer Widerstand durch die Bestrahlung er- 
fahrt. Die Messung liefert Grossen, die der Energiemcngc des 
Lichtes proportional sind, das auf den Metallstreifen fillt. Kun hat 
aber der Metallstreifen eine gewisse Breite und wird daher die Energie 
eines gewissen Intervalls des oben betrachteten unreinen Spektrunis 
anzeigen. 

Liegt die Mitte des Bolometerstreifens bei ~t. und ist seine Breite b, 
so empfangt er in der gegebenen Zeit die Energiemenge: 
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208 nber die Differentiation empirischer Funktionen. 

dieser Funktion werden die Ausschlige des Galvanometers proportional 
und es komrnt nun darauf an, durch liechnung die Werte zu finden, - 

d E, 
die -- proportinal sind. 

d x 
d B  Wird mit f (x )  bezeichnet, so ergiebt sich nach der T a y l o r -  

schen Reihe: 

x + 2; + %) = E ( x )  + f ( x )  (v + %) + k f  ' ( x )  (v + q)'+. , 
und 

-- 
2 

Cd - b " lb ,  y =  - gcsctzt ist. wo p = -  2 

Analog ist: 

+% 

Für  hinreichend kleine Werte von p und q ist also in erster 
Annaherung : F(x) = f ( x )  (y2 - qB) = f (x) a, h. 

Die Wirkung auf den Bolometerstreifen wachst dnher anniihernd 
proportional ab. 

Der Unterschied zwischen dem vom Bolometer registrierten un- 
reinen Spektrum F(x) und dem reinen Spektrum f (x) . ab ist in erster 
Anniiherung gleich a'+ be 

f"(x)"4 3 . 4  - f " ( x ) . a ù - o l .  

Dieser Ausdruck giebt also ein MaB der Unreinheit an. Für eiiie 
gegebene Wirkung auf den Bolometerstreifen erzielt man moglichste 
Reinheit, wenn man das Verhdtnis von a und O so wshlt, dass 

u z +  b 2  
ab.------ 

4 ! 

für einen gegebenen Wert von ab moglichst klein wird. Daraus fo le  
a = b als giinstigstes Verhiiltnis. Der Bolometerstreifen muss gerade die 
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Breite des Spaltbildes haben, wenn bei gepebencn Aiisschliigen das 
Spektrum moglichst rein sein soll. 

Für 6 = a  erhalten wir nun: 

und es ergiebt sich die Aufgabe f(x) zii finden, wenn F(x)  gegeben 
ist. Man kiinnte zuniiclîst daran denken, f (x) durch eine Suinuie von 
Gliedern darzustellen, die P(z) ,  F t ( x ) ,  P4(x)  . . . enthalten. Thrch 
Diffcrentiation erhiilt man sogleich 

Und aenn  man die Gleicliungen der Reihe nach C, C, C, . . . rnulti- 
pliziert und zu der Gleichung oben addiert, so ergiebt sich: 

+ . . .  
Nun mürde man C,, II, . . . durch die Rekursionsformeln zu be- 

stininien haben: a4 
Caqt=O 

3 4  ' 

etc. 

E s  ist indessen vie1 zweckmassiger statt der Differentialquotienten 
E1"(z), F4)(x) ,  . . . die Differenzen A T ,  A4F, . . . einzuführen. Denn 
man muss bedenken, dass P ( x )  nur empirisch, nieht analytisch ge- 
geben ist, und dass daher die Differenzen leichter zu bilden sind, als 
die Differentialquotienten. 

In symbolischer Schreibweise hat man: 

d f n.o Ilf für steht. Daraus folgt durch zweirnalige Differentiation: 

Anderseits folgt sus derselben Gleichung durch Differenzen 
bilden: A 2 F =  F(x + a) + F(2-  a) - 2F(x)  

.- 
ea D f e-a D - 2 

De .nef (x). 

Ze't~chrift  f. Mathematik u. Physig. 42. Jahrg. 1897. 4. Heft 
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Uildet man hier von neuem die zweite Differenz, so ergiebt sich 

So fortfahrend beweist man allgemein die Formel: 

Sollcn nun die Konstanten Cl, C,, C, . . . so bestimnit werden, dass 

3' + Cl A2E' + C, A4.E' + . - = f(z)a2 

wird, so hat man demnach: 

[ ( e r rn  + e r a n  - 2 ) + C,(egB + cU"- 

Cl, C,, . . . dürfen dabei nicht von D abhingen. - 
Führt man die Bezeichnungen: 

u =  aD, 

ein, so l isst  sich die Bedingung, der die Paktoren Cl, C,, . . . ge- 
nügen sollen, auch so ausdrücken, dass 

z +  C,a2+ C 2 a 3 + . . . = u 2  

für beliebigo Werte von u und konstante JWerte von Cl C2 . . . erfiillt 
sein soll. Mit anderen Worten, es soll, wenn 

ist, .u%ach Potenzen von a entwickelt werden. Zu dem Ende setzen wir 
U Z t = Gin-, also t" - -  
2 4 

Dann ist 
e =2SLt:Gint 

u2= 4(%r Gin tI2. 
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(7 "'21 2, 

(1 + t")- dtP + t .  -- d (uB] = 8. 
d t  

Nun ist: 
t ~ ~ =  s2i2+ c124t4+ c 2 2 v +  ... 

und daher 
d2(uS) 
-= 

d t 22 2t + q z 4  4t3  + 2 6 .  c t i  + . . . 

wau für die gesuchten Konstaiiten die Rekursionsformeln ergieht: 

Die gesuchte Tntensitit f'(x)a2 des reinen Spektrums ist rnithiu 
eus der beobachteten Funktion F(x) nach der Formel mi bcrechnen 

Wenn von den Wertcn von z, für die P(z) beohachtet warden 
ist, je zwei aufeinanderfalgende um die Grosse a voneinander ver- 
schicden sind, so ist es am bcquemsten die Diffe- 

Fig. 1. 
renzen A2F,  A4 1j: . . . einfach auszurechnen. Sind 
dagegen dicse Werte von P(.r) nicht gegeben, so 
kann man sie entmeder interpoliereii oder man 
kann cine graphische Darstelliing von F(x) be- I 

nützen, um A2F abzugreifen. Verbindet man nam- 
lich die Punkte A ,  7l (F'ig. 1) der Kurve, dercn 
Abscissen x - a und n; + a siud, so schneidet 
diese Schne dic zu x gehiirige Ordinate oder deren 
Verliingerung in h e m  Punkte S, der von dem 1 

ASF 
~ 

z - u  z z+a 
betreffenden Puukte C der Kurve uni II absteht, 

wobei der Abstand negativ eu rechnen ist, wenn der Schnittpunkt 
unter dem Kurvenpuukte liegt. Um A 4 F  zu finden, hat man A2E' als 
Ordinate aufzutragen und ebenso zu verfahrcil und so weiter, so lange 
bei der Genauigkeit der gegebenen Beobnchtungen die Korrektions- 
&der noch mit einiger Sicherheit erniittelt werclcn konnen. 
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212 ?%er die nifferentiation ernpirischor Fiiiikt,ioneri. 

Was die Konvergenz der Darstellung 
1 . 1  2 . 2 . 1 . 1  

f(x)a" p-- -A2Ej'+ -- A 4 F -  . . .  
4 . 3  6 . 6 . 4 . 3  

betrifft, so fanden wir oben, dass 
1 . 1  2 . 2 . 1 . 1  4(arGint)2= 22t2--24t4 _t - 2 9 6 - . . .  
3 , 4  6 . 5 . 4 . 3  

war. Setzt man auf beiden Seiten i t  an Stelle von t und dividiert 
beide Seiten durch - 1, so ergiebt sich: 

1 . 1  2 . 2 , l . i  4 ( a r c ~ i n t ) ~ =  22 t2+  . 2 4 . t 4 $  ----------- 2 9 6 +  . . .  
4 . 3  6 . 5  4 . 3  

Diese Reihe konvergiert noch für t = 1 und ergiebt für diesen 
Wert : 1 . 1  n 2 =  2 2 + . 2 4 +  2 . 2 . 1 . 1 . 2 6 +  . . .  

4 . 3  6 . 5 . 4 . 3  
oder 

Unsere Entwickelung von f(x)a2 bleibt also selhst d a m  noch 
unbedingt und gleichniasuig konvergent, wenn A T ,  A4F,  A 6 F . .  . 
nicht stiirker als die Potenzen 4, 4; 43, . . oder Grossen, die diesen 
proportional sind, wachsen sollten. 

1st z. B. von AfiF an jede Differenz A Z n F  absolut genommen 
niçht grosser als 31. rn, 

wo r < 4 ist, so wird der Fchler, den man begeht, wenn man sich 
mit d n  beiden Korrektionsgliedern 

begnügt, nicht grosser sein als 

das Iieisst nicht grosser als 

Pür  r = 1 z. B. ist der Fehler nicht grosser als 

0,0022 dl. 

In der nebenstehenden Figur 2 ist die bolometrische Messung 
eines Absorptionsstreifens der Kohlensiiure dargestellt, die Herr 
F. P a s c h e n  ausgeführt hat. Nach der Dicke der Gasschicht sollte 
man in der Mitte des Absorptionsstreifens die Ordinate Nul1 erwarten. 
In dem beobachteten Spektrum ist das nicht der Fall. Aber nachdem 
die ersten beiden Korrektionsgliedcr angebracht sind, wird der Wcrt 
der Ordinate in der That unmerklich. 
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Man konnte die hier behandelte Aufgabe noch in rriaririigfacher 
Weise variieren und es liessen sich manche physikalische Messiingen 
anführen, bei denen ebenfalls die gemessenen Funktionen Integrale 
sind, die man differentiieren muss, um die gesuchten Fuiiktionen zu 

firiden. Die Integrale k6nnen dabei anders gebildet sein, als das hier 
behaudelte. E s  kann z. B. unter dcm Integralzeichen ein Diimpfungs- 
faktor vorkommen, so dass die weiter abliegenden Funktionswerte 
mcniger mm Werte des Integrals heitragen. Es m6ge indessen ge- 
nügen, darauf hinzuweisen, dass sich solche F d l e  iihnlich behandelri 
lassen, wie der hier ausgafiihrte. 
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ber Zahlenteiler ganzer Funktioiieii.* 
Von K. Th, Vahlen in Khigsberg i. Pr. 

Eine ganze Fiinktion f(x,, . . .,\xn) mit beliebigen Koeffizienten werde statt 
nach den Potenzen nach den Faktoriellen 

geordnet, also auf die Form gebracht: 

v = l ,  2 ,  ..., n  

Aus den Gleichungen: 

k , = o ,  1, . . .  AT" 
v s l ,  2 ,  . . .  n 

folgt durch Auflosung nach den Grossen A;, . . . i n  die :4cpivalenz der beiden 

Systeme A,, , , , in,  und f ( k , .  . . k,) entweder aus der Bemerkung, dass die 

Determinant,e jener i n  den Ail . . , in linearen Gleichungen in der Diagonale 

nur Einsen, rechts der Diagonale nur  Nullen enthkilt; oder direkt, es ist 
namlich: 

w e i l z ( - l ) h  (k) h ( h )  i = % ( - l ) h ( ( l  )'ai) k - h  = (- l)*(n)(t- i~-l  ist. 

h 

Also ist auch das durch: 

bei beliebigen ganzen Zahlen y definiertc System Ari , ,  . . in &quivalent jedem 

der drei Systeme: 

f (yl + 4, - . . y,z + 6,) , Ai, . . . in7  f (il, . . . in). v = 1 , 2 , .  . .,n 

* Den wesentlichen Inhalt dieser Zeilen hatte ich am 16. Juni 1893 im Mathe- 
matisclienVerein zu Berlin als Beantwortung einer gestellt~en Frage mitgeteilt. Die 
damals untnrlassenc; Ver6ffentlichung hole ich jet,zt nach, da der Gagenstand in- 
zwi~çhcn diirch Herrn B e n s e l s  Aufsatz: ,,Über den grosiiten gemeinsamen Teiler 
aller Zahlen, welche durch eine garize Fiiriktion von n Ver%nderlichen darslellbar 
sind" (Crelles Journal Band 116 S. 350 - 356) an Interesse gewonnen hat. 
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So ergiebt sich der Satz: 
Soll eine ganze Funktion f (xl, . . . , x,,) mit beliebigen Koeffi- 

zientcn für alle ganzzahligen Wertsysteme dervariablen xl,  x,, . . ., xa 
ganzzahlige Fielsache einer gegebenen Grosse Q ergeben, so müssen 
die Koefiïzient~n in jeder ihrer Darstelliingen: 

ganzzahlige Vielfache von Q sein; der grosste gemeiusame Teiler 
Ai, . . . in 

der ganzen Zahlen -- 
Q 

ergiebt sich auch als grosster gemein- 

samer Teiler der ganzen Zahlon: 

Das erweiterte Theorrm von Rour. 
Von Dr. F. Ebner in Greiz i. V. 

Nach dem schonen Theorem von B o u r  giebt es bekanntlich zweifach' 
unendlich viele Schraubenfliichen , die auf eine vorgelegte Botationsfliiche 
abwickelbar sind. Dieses Theorem ist indessen nur ein spezieller Pal1 
eines allgemeineren, welches xuerst von Herrn K. Lévy ausgesprochen worden 
kt,* und welches lautet: es giebt zweifach unendlich viele Spiralfachen, 
welche auf eine vurgelegte Spiralfliche abwickelbar sind. Der Beweis dieses 
Theorems liisst sich in  der folgenden vereinfachten Form führen: 

Es  sei eine Spiralfliiche gegeben, deren Quadrat de8 Linienelements 
die charakteristische Form besitzt:** 

1) ds"= eS O . & ! j ( d u ~  + dv2) 

unter u und o die isometrisçhen Koordinaten der Fliiche, unter k eine ge- 
gellene Konstante, unter R eine gegebene Funktion von u verstanden. 

Die Gleichung irgend einer aridern allgemeinen Spiralfliiche lautet nun 
aber in raumlichen Polarkoordinaten:"* 

2) z = r = r,,eka, rp = q O  + cv 
unter k ,  c Komtanten, unter z,, r,, v,, Funktionen von u verstanden. Soll 
also die Flüche 2) auf die Fliiche 1) abwickelbar sein, so muss ihr Linien- 
element sich auf die Porm 1) bringen lassen, was für  die willkürlichen 
Grossen C, B,,, r,, <po auf die Rest imm~ngs~leichungen führt: 

3) * 

rO12+ q,,'Zr,,P + z r p  = E2, 

rOrof+ kq,'ro2+ zozro= O, 

(1+ k,"ruP + zo2 =EZ, 

* Vergl. Compt rend. 1878. y. 789 flg. der Note vom 18. Kuvember. 
** Vergl. D a r b o u x ,  Leçons sur l a  théorie gén6rale des surfaces, Band 1, 

p. 109 und 110. 
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C wo k,= gesetzt ist, und die Accente der Differentiation nach zc bezeichncn. 

Für 1 + k" O, d. i. den Fa11 der imaginiiren Spiralfliichen, wie wir xur 
Abkürzung sagen wollcn, orgiebt die Elimination von und Z, aus dem 
System 3) sofort die in r,%neare Differentialgleichung: 

4, (3" Er2))rOe + 2 F;E1r,r,' $- 3 ? X 2  = O 

aus der sich r ,  durch Ausfühnuig einer blosscn Quadratur bestimmt, worauf 
dann aus 3): qpo und zo folgen; da in  4) noch eine willkürliche Integrations- 
konstante auftritt, so giebt es einfach unendlich viele, durch b l o ~ s c  Qua- 
d r a t u r e ~  bestimmbare imagiuire Spiralfliclien, die auf die vorgelegte P'liche 1)  
abwickelbar sind. 

1st dagegen: 1 + k x >  O, sa eliminiere man aus 3) und ro, worauf 
man nach Ausführung der dazu erforderlichen Rechnung für Z, auf die 
Differentialgleichung geführt wird: 

5 zo" z i 2  = f2(u.), k q ~ - ~ l ~  
wo f2(u) = -- 

k' 
gesetzt ist. Das allgemeino Integral derselben ent- 

hiilt nun ausser der willkürlich bleibendcn Eonstanten k noch eine willkürliche 
Integrationskonstante, d. h. es giebt zweifach unendlich viele Spiralfliichen 2), 
die auf die vorgelegte Spiralfiache 1) abwickelbar sind, womit das erweiterte 
Theorem von B o u r  bcwicscn ist." H a t  man 8, aus 5) bestirnmt, so er- 
hiilt man aus 3): r, und nach Ausführung einer Quadratur auch q,. Die 
Differentialgleichung 5) ist nun - mie hier noch kurz bemerkt werden mag - 
i n  allgemeinen uicht auf Quadraturen zurückführbar, wie man am leichtesten 
aus ihrer durch die Suhstitutionen: 

bewirkten transformierten Form: 

erkennt, welche zugleich die Gleichungsform der geodiitischen Linien der 
Spiralfiachen k t .  Sie wird indessen auf Quadraturen zurückführbar, wenn: 

wird,  was z. 13. der Fali ist  für ii = c'lu; alle Spiralfiiàchen, welche also 
auf die Flaclie mit dem Linienelementquadrat: 

a) as2= e a k r + 2 a u ( d U 2 +  d u 2 )  
abwickelbar siud, korinen durch blosse Quadraturen bestirnmt werden, welches 
auch die Konstante n sei. 

* Fiir 7i = O folgt ails diesem erweiterten Theorem wieder das iirspriingliche 
fiir die Schraub~nfliiclien. die selbst nur ein besonderer Fa11 der Spiralfliichen sind. 
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Ubcr einen Satz der Funktionentheorie und seine 

Anwendung auf isothermische Kurvensysteme und 

auf einige Theorien der mathematischen Physik. 

Von 

Prof. Dr. HOLZ~~I~~LLER,  
Direktor der iiagener Gewerbeschule. 

8 1. Die Linien gleicher Stromstirke und Stromrichtung 
bei stationarer Elektrizit%tsstr5mung. 

1st Z = f ( a )  oder U S  Vi = f'(x + yi )  eine Funktion komplexen 
Arguments, und ist Zr- fr(z) oder 

 COS @ + i sin @) = fl[r(cos (p $ i  sin rp)] 

ihr Dilt'erentialquotient, so ist bekanntlich der absolute Betrag des 
letxteren -- 

seiue Abweichurig aber, aligeseheu von der Periode z, 

Dabei ist auch 2' eine Funktion komplexen Arguments und ge- 
nügt ebenso, wio ihr reeller und auch ihr imaginiirer Teil, der par- 
tiellen Differentialgleichung A2u = O. Da nun aber auch l g Z r  eine 
Funktion komplexcn Arguments ist, die sich schreiben lasst: 

lgZ '=  lg[7?(cosO + i s inO]  = 1 g R  +1g(cosO + i s i n O )  

= I g R  + I g e m i = l g R  + i 0 ,  

so müssen auch lg  R und Q> der Differentialgleichung A2u = O genügen. 
Also : 
Der  L o g a r i t h m u s  d e s  a b s o l u t e n  B e t r a g s  R v o m  D i f f e -  

r e n t i a l q u o t i e n t e n  e i n e r  F u n k t i o n  k o m p l e x e n  A r g u m e n t s  g e -  
nüg t  der  ~ i f f e r e n t i a l ~ l e i c h u n ~  A2u = O. D a s s e l b e  g i l t  von  
der A b w e i c h u n g  0  des  D i f f e r e n t i a l q u o t i e n t e n .  

Zeitsçhrift f .  Nuthsmatik u. Phgsik 42. Jahrg. 1897. 5.  Heft. 15 
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Aus dieserri einfachen Satze entspringt eine Reihe von Folgerungen 
für die Geoinetrie und die mathernatische Physik. Um diese xu er- 
liiutern, sei an einige Elerrientarsatze der Funkiionentheorie erimert. 

Rekanntlich gilt bei der Abbildung Z = f(a) für je zwei einander 
entsprechende Bogenelemerite der %- und z-Ebene die Gleiühurig 
dS - Rds, wo R die obige Bedeutung hat. Diese Beziehiing gilt an 
der betreffenden Stelle für alle Richturigen der Bogenelemente. Da- 
gegen giebt die Abweichung @ an, dass dS gegen ds uni + O, ds 
gegen diS um - @ gedreht ersçheint. fi giebt also ein Vergrosserungs- 
verhiiltnis, @ eine Drehung an. 

Nun entsprechen bei jeder Abbildung Z= f(z) oder 

X +Yi= f ( x +  yi) 
den Parallelen X a und Y - b der 2 -Ebene  zwei orthogonale Iso- 
thermenscharen der 2-Ebene, die sich, werin der konjugierte Ausdruük 
X - Yi mit fi (x - yi)  bezeichnet wird, schreiben lassen als 

In der Z-Ebenc erhalt man mit Hilfc einer arithmetischcn Rcihe, 
z. B.: . . ., - 3c, - 2c, - c, O ,  c, 2c, 3 c 7 .  . ., 
dcren Glieder der Reihe nach für a und b eingesetet werden, eine 
quadratische Einteilung. Dieser Einteilung entspricht in der z-Ebene 
eine solche in unendlich 'kleine (krummlinige) Quadrate durch die 
beiden Isothermenscharen. Hat nun jedes kleine Quadrat der 2-Ebene 
die Seite d S ,  so hat jedes entsprechende ,,&uadratu der z-Ebene die 

1 Seite d s  - - - d s ,  der harizontalen Bichtung von d S  entspricht aber R 
eine Neigung - O, der senkrechten Ton dSl eine Neigung - 0. 

Also : 
D i e  G r o s s e  d e r  k l e i n e n  Q u a d r a t s e i t e n  i n  d e r  z - E b e n e  is t  

u m g e k e h r t  p r o p o r t i o n a l  d e m  a b s o l u t e n  B e t r a g e  K des Diffe- 
r e n t i a l q u o t i e n t e n  Z', i h r e  N e i g u n g e n  a b e r  s i n d  g l e i c h  - Q, 

z 
bezw. - @, wo 0 d i e  A b w e i c h u n g  des  D i f f e r e n t i a l q u o -  

t i e n t e n  ist .  
Um diejenigen Quadrate der s-Ebene zu finden, die von glcicher 

Grosse sind, braucht man nur R gleich einer Eonstanten k oder e" zu 
setzen. Liings jcder Kurvc 

1) 
odor 

1") 

wobei aueh V statt Ilr geschrieben werden kann, Sind die kleinen 
Quadrate der z-Ebene gleich gross. 
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Will man hingegen die Stellen kennen lernen, wo die Bogen- 
eleineiite der beiden Isotherrnenscharen der z-Ebene parallel sind, so 
hat man nur notig, @ gleich einer Konstanten y zu setzen. LZngs 
jeder Kurve von der Gleichung 

a v 

sind also die Bogerielemente jeder der heiden Isothermenscharen der 
a-Ebene gleichgerichtet, ihre Tangenten dcmnach parallel. 

Hei der Schreibweise 1") u r d  2) genügen die linkeii Seiten beider 
Kurvengleichungen der Differmtialgleichung A2u = 0, und da lg R f @ i  
eirie Furiktion komplexeri Arguments ist, handelt es sich wieder um 
zwei orthogonale Tsoth~rmenscharen. 

Das Gesaintresultat ist folgerides : 
J e d e  I s o t h e r m e n s c h a r  U -  u u n d  i h r e  O r t h o g o n a l s c h a r  

Y -  b haben  bei  q u a d r a t i s c h e r  E i n t e i l u n g  die  g l e i c h g r o s s e n  
Q u a d r a t e  a u f  K u r v e n  v o n  d e r  G l e i c h u n g :  

611 8V + ( c oder l g V ( E ) ' +  OZ (r)=c, 0 Y 

dagegen d ie  g l e i c h g e n e i g t e n  Q u a d r a t e  auf  K u r v e n  von d e r  
Gleichung: ô 7: 

Lisst man c und y die Werte der Glieder derselben arithmetischen 
Reihe annchmen, so crhalt man auch durch diese Kurven einc qua- 
dratische Einteilung. 

Geoinetrisch folgt daraus: 
L e g t  m a n  i n  e i n e  I s o t h e r m e n s c h a r  e i n e  S c h a r  b e r ü h r e n -  

der P a r a l l e l e n ,  s o  b i l d e n  d ie  B e r ü h r u n g s p u n k t e  e i n e  K u r v e  d e r  
Schar2). W a h l t  m a n  a l s  N e i g u n g e n  v e r s c h i e d e n e r  P a r a l l e l e n -  
scharen d i e  W e r t e  d e r  G l i e d e r  e i n e r  a r i t h m e t i s c h e n  R e i h e ,  
s o  e r h a l t  m a n  e i n e  s o g e n a n n t e  i s o t h e r m i s c h e  E i n t e i l u n g .  

31an kann z. B. die Rei'ne 

Ob man  v o n  d e r  g e w a h l t e n  I s o t h e r m e n s c h a r  o d e r  i h r e r  
O r t h o g o n a l s c h a r  a i i sgeh t ,  i s t  d a b e i  g l e i c h g i l t i g .  

Die Schar 1) ist weniger bequem zu konstruieren. 
K e n n t  m o n  d e n  U m f a n g  u, e i n e r  K u r v e  R = k d e r  S c h a r  l), 

so i s t  f ü r  d i e  e n t s p r e c h e n d e  K u r v e  d e r  2 - E b e n e  d e r  I J m f a n g  
gleich ~ L , R  = zc,k. 

15' 
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Be i sp ie l .  Das Kreisbüschel durch die Punkte $- 1 und die ortho- 
gonale Kreisschar seien gegeben. E s  wird behauptet, dass die ,,Kurven 
g l e i c h e r  ,4bweichung ' (  e i n  B ü s c h e l  g l e i c h s e i t i g e r  H y p e r b e l n  
d u r c h  d i e  P u n k t c  i 1 s i n d ,  d i c  , ,Kurven g l e i c h e n  Ver -  
gr6sserungsverh%ltn isses ' l  d a g e g e n  d i e  z u g e h o r i g e  Leriluis- 
k a t e n s c h a r  b i lden .  

B e  w eis. In  isothermischer Schreibweise lautet die Gleichung 
der Kreisschar : P l g q  - Cl, 
oder 

0' = lg 

Die 

Die 
katen. 

Linke Seite giebt: 
4 2 

r oder R = .  
P 4 

2 2 
Kurven - = c, oder p p  = - sind aber konfokale Lemnis- 

P ii 

Das Kreisbüschel hat die Gleichung 4, - 8, = y, (y, ist der kon- 
stante Peripheriewinkel), oder 

Y Y V= arctan -- - arctan- = y. x-1 x t i  

Die linken Seitcn geben: 
av 

- 

ôx = 4, + 4,. 
Die Kurven 4, + 4, = y sind aber ein Rüschel gleichseitiger 

Hyperbeln durch f 1. Bildet mari EC mit Hilfe von 

(E),+ (3 
so erhalt man dasselbe wie vorher. Vertauscht man in der Berech- 
nung von 0 die Grossen V und U ,  ao erhiilt man: 

Dabei war vorausgesetzt, dass eine Funktion + Ti = f (x + yi) 
existiert, die das Kreisbüschel und die Kreisschar in die Parallelen- 
scharen der 2-Ebene verwandelt. Diese Funktion ist bekanntlich 

Man findet sie aus: 
P T i  -1- Vi = lg + i (8, - 4,) = lg  [P [eos(4, - a2) -1- i sin (8, - $111 
4 4 
p (cos 4, ) i sin 8,) - l g  --- - 

x-fyi tl 
= ]g - 

y (cos 4, f i  sin 4, xf yi- i '  

oder 
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2 
Dabei ist Z' = - Multiplikation mit der Konjugierten 

(2 + 1) ( Z  - 1) 
4 2 giebt R2=-  oder R = -J wie oben. Dazu gehort als zugeordnete 
P P P rl - - 

Funktion al + 8, = y. 
Bekanntlich kann man den Umfang der Lemniskaten zweiter Ord- 

nung bestimmen. Will man die Kurven erhalten, die ihnen bei obiger 
Abbildung in der 2 -Ebcnc  entsprcchcn, so schrcibe man ihre Gleich- 
ung in der Form: 

. ex-Yi  
gleich folgt x - yz = tl. 

e x - P i - 1  

Setzt man dies eiri, so ergiebt sich als entsprechende Kurven- 
schar : 

3) 
4 e x  - 2 - -. 

e r x -  Z e = c o s Y + l  c 

Die rechte Seite ist für c = 2 oder R = 2 gleich 1 und dies ent- 
spricht der gewohnlichen Lemniskate. Für diesen Fa11 ist der Umfang 
der letzten Kurve das Doppelte von dem der Lemniskate. Man  e r -  
ho l t  a l so  b c i  s o l c h e n  A b b i l d u n g e n  K u r v e n s c h a r e i i ,  d e r e n  
Rekt i f ika t ion  s i c h  l e i c h t  e r l e d i g e n  l i iss t ,  s o b a l d  n u r  d i e  e i n e  
Schar r e k t i f i z i e r b a r  is t .  

Die behandeltcn Kurven haben auch eine k a r t o g r a p h i s c h e  
Be deu t u n  g,  denn die im Reispiele besprochene Abbildungsfunktion 
giebt die direkte ~ b e r t r a g u n g  der K a r t e  d e r  6 s t l i c h e n  H a l b k u g e l  
auf die M e r k a r t o r k a r  t e. E s  handelt sich also bei 3) um die Kurven 
gleichen Kartenfaktors, d. h. konstanten Vergr6sserungsverhiltnisses 
für die beiden Darstellungen des Globus. Die Kurven gleicher Ab- 
weichung zu bestimmen, ist ein einfaches Übungsbeispiel. 

Allgemein bekannt ist ferner die Deutung isothermischer Kurven- 
systeme für die  s t a t i o n a r e  e l e k t r i s c h e  u n d  n ' a r m e - S t r o m u n g .  
In der 2-Ebene handle es ~ i c h  um die Parallclstr6mung in der Rich- 
tung der positiven reellen Axe, dann sind die Linien U =  a die Linien 
gleichen Potentials für die z-Xbene, die Linien V= b die Stromlinien. 
Bei der quadratischen Einteilung handelt es sich um konstante Potential- 
differerizeri, a l s o  i s t  da s  Gef i i l l everh i i l tn i s  des  P o t e n t i a l s  u m -  
kekehr t  p r o p o r t i o n a l  d e n  D i m e n s i o n e n  d e r  Q u a d r a t e ,  u n d  
dasselbe g i l t  v o n  d e r  S t r o m g e s c h w i n d i g k e i t ,  ebenso  a u c h  
von der S t r o m d i c h t e  o d e r  S t r o m s t i i r k e ,  denn die gleiche Anzahl 
von Stromfaden wird bald auf eirien breiteren, bald auf eineri engeren 
Kanal verteilt, und zwar bei gleicher Ilicke S der uncndlich dünnen 
Platte. Fulglich: 
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Bci  d e r  s t a t i o n g r e n  e l e k t r i s c h e n  S t r o m u n g  s i n d  nicht  
n u r  d i e  S t r o m -  u n d  K i v e a u l i n i e n ,  s o n d e r n  a u c h  d ie  Linien 
g l e i c h e r  S t r o m s t i i r k e  u n d  g l e i c h e r  S t r o m r i c h t u n g  Or thogona l -  
s c h a r e n  von  I s o t h e r m e n .  

Entsprechendes gilt von der Wiirmestromung. Auf Thtiingen für 
aridere pliysikalische Theorien sol1 unteri eiiigegangen werderi. 

A m  einfaelisten gestaltet sich alles bei piinktftirmigen Elektroden 
von beliebiger Anzahl bei unbegrenzter Platte. Bei eiiiiger Eeuritriis 
der isothermischen Kurvenscharen und der entsprechenden Abbiltlungs- 
funktiorien lasseri sich die Resultate sofort hiiischreiben. Aber auch 
lineare Bus-  und Einstrtimungen lassen sich in grosser Zahl behandelii. 
Zahlreiche Beispiele nebst Zeiçhnungen findet man in nieirier Hiii- 
f ü h r u n g  i n  d ie  T h e o r i e  der  i s o g o n a l e n  V e r w a n d t s c h a f t e n  
(Leipzig bei H. G. Teubner). Dort sirid jedoch nur die Strom- und 
Niveaulinien behandelt, nicht die der gleichen Stromstiirke und Strom- 
richtung. Daher sollen einige Beispiele für die letzteren unter Aus- 
lassung der eigentlichen Rechnungen angegeben werden. 

§ 2. Einige Beispiele von Linien gleicher Stromrichtung 
und Stromstarke. 

n 1. Bei alleri Abbildurigeri von dcr Forrn Z- l g z n  ist LI=-, 
2  

also der absolute Betrag des Differentialquotienten :. Bei reellem n 

12 sind die Linien gleicher Stromstiirke von der Form - c oder r - 
d. h. konzentrische Kreise um den Nullpunkt. Die Linien gleicher 
Stromrichtung ergeben sich aus dem Richtungskoeffizienten 

sodass es sich um Gerade durch den Nullpunkt 4 - y, handelt. Dies 
ist von Viçhtigkeit für die Geornetrie der hierher gch6rigeri Strom- 
und Kiveaulinien, deren Gleichungen durch 

r n c o s n 8  = c und rn s i n n a  = c 

gegeben sind. Diese Kurven sind als Scharen von reguliiren Hyperbeln 
pzte1 Ordnung zu betrachten. Sie spielen eine Rolle in einer grossen 
Gruppe S a i n t  V e n a n t  schcr Torsionsprobleme. 

2. Die Abbildung Z = Ig [(z  - s,) (z  - z2)] verwandelt die konfo- 
k a l e n  L c r n n i s k a t e n  und d a s  B ü s c h e l  g l e i c h s e i t i g e r  Hyperbe ln  
in die Parallelenscharen der Z-Ebene. Dabei ist 

z, t 22 
%'= 2 

" 2 

( ~ - # 1 ) ( ~ - % ) ~  

mit Hilfe des kor!jugierten Ausdrucks und Ausziehung der Quadrat- - 

2 Q wurzel erhiilt man als absoluten Betrag Id = -7 wo die Radii vec- 
y1 ra 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von Prof. Dr. HOLZM~LLER. 223 

tores Y, und r, von den Punkten xl und x,  ausgehen, g vom Schwer- 

punkte '--. 12 "' Aus lg  = lg  Q - (Ig T, + lg Y,) geht hrrror,  dass die er- 
ganzende Funktion cp - (4, + ist, wobei es sich urn die Neigungs- 
winkel der Iiadii vectores handelt. Die Linien gleicher Stromstarko 

c? 
- - = c und gp - (al + a2) = y sind mehrfach in meiner Einfiihrung 
71 r2 

abgebildet. 
3. Durch Z = lg [(z - z,)(z - z,) ( z  - a,)] verwandelt man L e m n i s -  

katen u n d  H y p e r b e l n  d r i t t e r  O r d n u n g  in die Parallelscharen. 
Legt man den Koordinatenanfarig in den Schwerpunkt der Wurzel- 
punkte, so geht das ausgerechnete Produkt über in 

z3 + ~ ( ~ ~ 8 ~  + z2cg + g3z1) - Z182X31 
denn das Glied z2(sl + z2 + 2,) fi l l l  weg, da für  den Schwerpunkt 
Z1tz'tzn = O ist. Jetzt  wird 

3 

mo g1 und & die Wurzelpunkte des Ziihlers sind. Mit IIilfe der Kon- 
jugierten etc. erhalt man als absoluten Betrag: 

R = 3 3 % .  
R 7' 1, 

BUS lg = 1g pl + 1g - (1g Y, + Ig r, + lg r3). erkennt man, dass 

die Abweichung kt: 4) - (cp, + cp,) - (8, + 8, + 8,). 
Zu den Niveaulinien p,p, p, = c und den Stromlinien 3, + 8, + 9; = y 

gehoren also alu Linien gleicher Starke und Richtung der Str6mungen - - 

die Kurven Pl 
p~ 

11 r z  13 

- c und (91 + y,) - (81 + 8 2  + 9.3) - Y, 
die selbst Lemniskaten und Eyperbeln gebrochener Ordni~ng sind. 

1st das Dreieck ein regelmiissiges, so wird 

4. Durch % = Ig [(z - x,)  (z - zz)  . . . (8 - z,)] verwandelt man 
Lemniska ten  u n d  H y p e r b e l n  nter O r d n u n g  in Parallelcnscharen. 
Ilire Gleichungen sind p,p,. ap, = c und 8, + 8, + . - + 8, = y. 

Die Asymptoten der letzteren gehen dureh den Schwerpunkt der 
WurzeIpunkte. Wahlt man diesen als Koordinatenanfarig, so fgllt das 
zweite Glied des ausgerechneten Bruches weg (Eeduktion der Gleichiingm 
clurch Substitution). Notig ist aber diese Verlegung nicht. Hier ist 

Die Vereinigung der Brüclie giebt eine Punktion, die im Nenner 
nten Grades, im Ziihler (fi - l ) tcn  Grades ist. Letzterer ist also ein 
Produkt vorl (n - 1) Paktoren, sodass man schliesslich hat: 
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daraus folgt als absoluter Betrag bexw. Abweichung, abgesehen vom 
Faktor n,  ei es . . . e n - i  IZ = 

VI r2 . . . V n  
O==(%+ f ,+ .~~+rpn-1)- (9;+,22+. . .+9.n>.  

Liegen die gegebenen Punkte regelmlssig verteilt auf einem Kreise, 
so wird: g n - i  

R = n -  
rir 2...rn ? O (YA - 1)cp - (4, + 4, +.  . .+ 4,). 

Den Fa11 der Ztegelmiissigkeit habe ich im 83. Bande des Crell- 
schen Journals behandelt, den der allgemeinen Lage und die noch 
folgendm irn Programm 1880 der Hagener Gewerheschiile. MTeitere 
Litteratur ist in der ,,Einführung" angegeben. Der erstgenarinte Fa11 
ist wichtig für die Geometrie der Kegelflachen. 

Lemniskaten und Hyperbeln von der Ordnung 2, namlich die Kurven: 
12 

in Parallelenscharen. Dabei ist der Differentialquotient: 

Man kann alles in einem einzigen Bruch vereinigen, dessen Nenner 
vom 2fiten Grade, dessen Zahler vom (212 - l)tOn Grade ist. Zerlegt 
man auch den letzteren in Paktoren, so erhiilt man: 

Der absolute Betrag wird von der Form: 

R = c und @ = y geben die Linien gleicher Stromstiirke und 
Stromrichtung. 

1st die Zahl der Faktoren im Zahler und Nenner ungleich, z. B. 
oben n, unten m und f i  > na, so folgt fur den Fa11 gleicher Miichtigkeit 
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der Ein- und Ausstrtimungen in allen Elektroden, dass der über- 
schiessende Teil einstromender Elektrizitlit nach dem Unendlichen 
abfliessen muss. Bei n < m niuss das Behleride aus der Uneridlichkeit 
heranstromen. In der Gestalt der Gleichungen wird wesentliches nicht 
geiridert. 

6. Sind die Michtigkeiten der Einstrknungen durch die Zahlen 
v,, v,, . . . v,, die der Ausstromungen durch y,, y, . . . p, charakterisiert, 
so muss, wenn keine Elektrizitiit nach dem Unendlichen abstromen 
oder von dort heranstromen soll, 

v 1 + v 2 + . . . + v n = p 1 + p e + . . . + p m  

sein. Diese Bedingung braucht aber nicht erfüllt zu werdeii, dann hat 
man den allgemeinsten Fa11 punktfiirrniger Elek troden. Dabei hat man 
sich bei jeder Elektrode v,, v, . . ., v,, pl, p, . . ., pm Einzelelektroden 
gleicher Miichtigkeit zu denken und erhiilt dann folgendes: 

Die abbildende Punktion wird 

Die Niveaulinien werden von der Form: 

die Stromlinien von der Form: 

d. h., wenn man alle Rrüche .in einen einzigen zusamuienfasst, eine 
Funktion, dio im Nenner vom (n + m)ten Grade, in1 Ziihler vom 
(12 + m - l)t'" Grade, also nach entsprechender ProdukLerlegung von 
der F o r a :  n ~ m - 1  

wird. Daraus folgt, dam der ühsolute Ret,rag von der Form: 

die Abweichung von der E'orm: 
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wird. Durch R = c und @ = y Sind wiederum die Linien gleicher 
Stromstiirke und Stromrichtung gegeben: 

7. Absichtlich wurden die positiven und negativen Elektroden 
bisher getrennt behandelt, um die Anschauung zu erleichtern. Man 
erziclt aber cine elcgantere Schreibwoise, wenn man diesen Cnterschied 
fallen liisst, und n Elektroden annimmt, die von den teils positiv, teils 
negativ anzunehmenden Marintigkeiten v,, v,, . . ., vn sind. Man erhdt 
jetzt als abbildende Punktion einfacher: 

z = 1 - y (a  - &y'. . . (a  

als Niveau- und Stromlinien: 

plv1pZ3'2. . .p> = c oder 

bezw. 
~ ~ i ? ~ +  v g a 2 + . . . + v n 8 n =  Y 

Dabei wird der Differentialquoticnt 

1E 

oder 2 9  = y. 
1 

von der Forni: 

sein absoluter Betrag von der Form: 
n-1 

R = 3 QP . .,en11 - -- 1 
Tl T2 . . . T l  

die Abweichung von der Form: 

Damit sind die Linien gleicher Stromstirke und Stromrichtung ' 
als Kurven R=c, @ - y  

charakterisiert. 
Das bisherige Gesamtreüultat ist deninaçh folgendes: 
F ü r  a l l e  F d l e  p u n k t f o r m i g e r  p o s i t i v e r  u n d  nega t iver  

E l e k t r o d e n  bei unbegre r iz te r  l ' l a t t e  sirid n i c h t  n u r  d ie  Niveau-  
u n d  S t r o m l i n i e n ,  s o n d e r n  a u c h  d i e  L i n i e n  g l e i c h e r  Strom- 
s t i i rke  und  g l e i c h e r  S t r o m r i c h t u n g  I so th t i rmenscharen  von 
d e r  G e s t a l t  d e r  a l l g e m e i n s t e n  L e m n i s k a t e n  u n d  Hyperbeln 
g a n z e r  o d e r  g e b r o c h e n e r  O r d n u n g .  

Von den Niveau- und Stromlinien Toar dies bekannt. Für die 
Linien gleiçher Stromrichtung und Stroliistiirke habe ich in der mir 
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zugkglichen reichen Litteratur das angegebene Eesultat bisher nicht 
vorgefunden. Sollte es trotzdem schon ausgesprochen sein, so würde 
ich entsprechende Mitteilungen aus dem Leserkreise dankbar entgegen- 
nehrnen und entsprechende Prioritatsansprüche selbstverstiindlich an- 
erkennen. 

Die Bedeutung der Lemniskaten und Hyperbeln hoherer Oïdnung 
ist aber eine noch weiter gehende. B e i  j e d e m  S t r o m n e t z e  k 6 n n e n  
narnlich d i e  S t r o m -  u n d  N i v e a u l i n i e n  i h r e  R o l l e  v e r t a u s c h e n ,  
ohne dass  d a b e i  d ie  L i n i e n  g l e i c h e r  S t r o m s t i i r k e  u n d  S t r o m -  
r i c h t u n g  i h r e  R o l l e  i indern. 

Es  handelt sich dann namlich statt  der Abbildung Z = + Vi 
um die Abbildung Z, = Zi = Lri + f Pi = - P+ Oi, was die vorigen 
Ieothermenscharen in die um 90° gedrehten Parallelenscharen ver 
irandelt. Die Linien gleicher Stromstarke werden jetzt durch 

charakterisiert, was mit dem Früheren übereinstimmt. 
Bei dieser Vertauschung tretcn aber an Stelle dcr punktf6rrnigen 

Elektroden l i n e a r e ,  s o d a s s  zu j e d e m  P u n k t p r o b l e m  e i n  L i n e a r -  
problem geht i r t .  

Nun antlert sich aber nichts, wenn man lings der Stromlinien 
des Punktproblcms Teile der unbegrenzten Ebene ausschneidet, z. B. 
cine Sichel zwischen zwei Düschelkreisen des Zweipunkt-Problems. 
Trifft man also das Arrangement so, dass liings der Stromlinien ein 
begrenztes? einfach zusammenhiingendes Stück der Ebene ausgesehnitten 
wird, und führt man d a m  das Vertauschungsproblem ein, so  e r -  
hal t  man  e i n  s o g e n a n n t e s  R a n d p r o b l e m  u n d  k a n n  o h n e  wei-  
teres a u s  d e n  G l e i c h u n g e n  des  P u n k t p r o b l e m s  d ie  des  R a n d -  
problems a b l e s e n ,  womit man zur Losung einer der Fundamental- 
aufgabcn der neucrcn Funktionenthcorie gelangt. 

An einem einfachen Beispiele sol1 dies erlautert werden. 
Vorlgufig aber sei bemerkt, dass die obigen Betrachtungen nicht 

nur für Punktprobleme gelten, sondern auch für Linearprobleme. So 
wird z. B. durch die Abbildung 

Z = arc cos z 

das Nete der k o n f o k a l e n  E l l i p s e n  u n d  H y p e r b e l n  in das der 
Parallelen verwaridelt. h b e i  kann inan die Brennlinie als Elektrode 
annehmen und die Blektrizitiit im Unendlichen ableiten, sodass die 
konfokalen Hyperbeln Stromlinien sind; oder nian kann die beider- 
seitigen Fortsetzungen der Brennlinien als positive und negative Elek- 
trotle betrachten, wobei die konfokalen Ellipsen Stromlinien werden. 
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Multiplikation mit dem konjugierten Ausdrucke giebt 

1 sodass der absolute Betrag R = -_, die Abweichung: 
v.1 l-S 

1 
@ = - y (a1 + a2) 

ist. Demnach sind die Linien gleicher Stromstirke und Stromriclitung 
konfokale Lernniskaten niit den Brennpunkten f 1 und das zugehorige 
Hyperbelbüschel, was schon bei dem Kreisbüschel und der Kreisschar 
der Fa11 war. 

Man kann aus dieser Übere in~t immun~ geometrische Schlüsse 
ziehen. Zu den Brennpunkten f 1 gehort erstens die Uoppelschar 
konfokaler Ellipsen und Hyperbeln, sodann ein Kreisbiischel nebst Kreis- 
schar. Denkt man sich beide Ketze mit den Brennpunkten aufeinarider- 
gelegt, s o  h e r r s c h t  l a n g s  j e d e r  d u r c h  $-1 g e h e n d e n  gleich-  
s e i t i g e n  H y p e r b e l  e i n  k o n s t a n t e r  B i c h t u n g s u n t e r s ü h i e d  zwi- 
s c h e n  den  S t r o m l i n i e n  b e i d e r  N e t z e ,  l a n g s  j e d e r  konfoka len  
L e m n i s k a t c  a b e r  e i n  k o n s t a n t e s  V e r h i i l t n i s  i n  d e n  Dimen-  
s i o n e n  d e r  k l e i n e n  Q u a d r a t e  b e i d e r  N e t z e .  Auf diesen Punkt 
soll sp:iiter noeh einmal eingegangen werden. 

In der ,,E i n f ü h r u n  g" sind noch andere lineare Einstromungs- 
fille behandelt worden, die mit dem doppeltperiodischen Funktionen 
zusammenhiingen. Auch für diese kann man die Linien gleicher Strom- 
stiirke und Stromrichtung sofort hinschrcibcn. Die dort behandelten 
Kurvenscliaren lassen sich durch stereographische Projektion aus den 
s p h a r i s c h e n  K e g e l s c h n i t t e n  ahleiten, was ihnen ein b e s o n d ~ r ~ s  
Interesse verleiht. E s  lassen sich also entsprechende Betrachtungen 
auch für die Kugeloberflache und mittels der Jacobischen Abbildung 
für die Ellipsoidfliiche durchfiihren. Kur  sei darauf aufmerksa~u ge- 
macht, dass bei einer Abbildung zwar die Strom- und Niveaulinien 
wieder in solche übergehen, im allgemeinen aber nicllt die Linien 
gleicher Stromstiirke und -Richtung. Geht niimlich Z in 2, über, m 
geht nicht Zr in Z', über, denn es ist für 2, = Z[f(z)] der Differential- 
quotient: - Z f l = Z f f r @ ) ,  d f ' z )  

l- dz  
Zwischcn Zr, und Z' besteht also ein anderer funktionaler %u- 

sammenhang als zmischen Zl und Z. 
Zur Frage der hoheren Differentialquotienten und ihrern Zusarunien- 

hang mit den Krümmungsra&n vergleiche man 8 46 der Einführiing. 
IIier soll darauf nicht eingegangen werden. Dagegen sei bemerkt, dass man 
jeden Aus- und Einstr6niungspunkt als Projektion eines unendlich langen 
Drahtes betrachten kann, in dem sich ein Strom in der einen oder anderen 
Richtung bewegt. Die n'iveau- und Kraftflgrhen des Feldes geben in den 
Norrrialschnitten die hier behandelteri Kurven. Die Linien gleich~r  Inten 
sitat und Richtung werden aus ihnen ebenso, wie oben, abgeleitet. 
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g 3. Übergang von den Punkt- zu den Randproblemen. 

Liegen samtliche Elektroden auf einer Geraden, so findet gegen 
diese Linie Symmetric des Stromnetzes statt. Liegen sie samtlich auf 
einem Kreise, so findet gegen diesen Reziprozitüt statt. Dabei muss 
jedoch ein Abfliessen der Elektrizi\iit nach dem Unendlichen und ein 
Zustromen von dorther ausgcschlossen wcrden, weil sonst noch ausser- 
halb des Kreises eine Elektrode liegen würde. Reziprozitiit würde 
in solchem Falle nur moglich sein, wenn der Mittclpunkt des Kreises 
ebenfalls Elektrode ware. Sollen diese Fi'alle ai~sgesçhlossen werden, 
so handelt es sich un1 die oben besprochene Beziehung: 

Wiihlt man unter dieser Voraussetzung den Fa11 dreier punkt- 
formiger El'ektroden, durch die sich stets pin Kreis legcn lasst, so 
geh6rt dieser zu den Strom- 
linien und man hat ein beson- 
ders ei~ifaches Beispiel. 

In  nebenstehmder Figur 
ist des bequemen Ski~ziereiis 
halber der symmetrische Fa11 
gewahlt, wo die Elektroden A,, 
A, und A, ein gleichseitiges D 
Dreieck bilden und A, und A, 
von7'gleicher Mlichtigkeit sind, 
so dasslz. B : 

VI = 2, 

vz=- v, = 1, 1 w E 

ist. D a m  geliort der Durchmesser A, D zu den Stromlinien. Die 
ahbildrnde Fiinktion ist nach dem Früheren: 

z= l g @  - Cl)"# - C 2 ) (  - ) l], 

der Differeiitialquotient: 

Setzt man den Zatiler gleich Nul1 und l6st man die quadratische 
Glcichung auf, so findet man die Wurzelpunkte x, und x , ,  sodass 

Die Linien g l e i c h e n  P o t e n t i a l s  werden nach Obigem 

1) 27i2~,-l~3-l = c, 
also Lemniskaten hoherer Ordnung, deren Radii vectores von A,, A,, 
A, ausgehen. 
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Die Stromungslinien werden von der Porm: 

2 )  29.1 - (4,+9.,) - y ,  
wo die 4 die Neigungswinkel der genannten Radii vectores sind. 

Die Linien gleicher Stromstiirke werdon, da R = ~ J ~ L  ist, 
Pi P,Pn 

wobei el und g, von den WTurzelpunkten x, und x,  des Zahlers von %' 
ausgehen. Die Linien gleicher Stromrichtung endlich: 

4) $71 + * 2  - (9.1 + 4 2  + 8 3 )  = Yi. 
Samtliche Gleichungen gelten zugleich für das V e r t  a u s  c h u n  gs 

p rob lem.  Bei diesen handelt es sich um Elektrizitiits- oder Wiirme- 
stromungen, die dadurch entstehen, dass Rogen A,d,  auf konstanten~ 
Potential oder Temperatur gehalten wird, ebenso Bogen ,4,4 und 
Bogen 4 A,. E s  fragt sich nur, wie die Potentiale zu wahlen sind, 
damit volle Identitat erhalten bleibt. Vorher stromten von A, doppelt 
soviel Stromlinien aus, als in A, bezw. A, mündeten. Jetzt münrlen, 
wenn Übere ins t imrn~n~ herrscht, in A, doppelt soviel Isothermen als 
in 8, bezw. A,. Von Isotherme zu Isotherme hat man bei der 
Quadrateinteilung konstanten Potentialunterschied. Die Potential- 
differenz zwischen den Bogen A,Al = b, und A,A, ist also doppelt so 
gross, wie die zwischen A,A, = b, und &A, = b, bestehende, und 
auch doppelt so gross, wie die zwischen A, A, = h, und A, A, = b, be- 
steheiide. Nennt man die den Bogen b,, b,, b, entsprechenden Poten- 
tiale oder Temperaturen t,, t,, t,, so muss demnach sein: 

( t l - t z ) : ( t , - t 3 ) : ( t , - t 1 ) = v 1 : v , : v 3 = 2 : - 1 : - 1 .  

Tvahlt man z. B. für b, die konstante Temperatur l G o ,  für b, da- 
gegen 0°, für b, endlich 8', so hat man 

il-t ,=lG", t 2 - t 3 = - s O ,  t , - t ,=-Bu,  

sodass der obigen Proportion geniigt ist. Abgesehen von einem kon- 
stanten E'aktor x,, den Inan riach rechts werferi kann, hat man die 
Gleichungen des Problems, sobald man fiir v,, v2, v, in die obigen 
Gleichungen (t, - t,), (t,  - f,), ( t ,  - t,) einsetzt. 

Ganz ebenso i s t  es, wenn man statt von 3, von n. Teilbogen 
ausgeht. Polglich : 

W e r d e n  d ie  a u f e i n a n d e r f o l g e n d e n  B o g e n  b,, b,, . . . 6, eines 
K r e i s e s  a u f  kor i s tan ten  T e m p e r a t u r e n  o d e r  P o t e n t i a l e n  t,, 
f , ,  . . . t, g e h a l t e n ,  s o  s i n d  d i e  N i v e a u l i n i e n  v o n  d e r  Porm: 

1) 4.1 (4 - 4) + 8 2  (f, - 4) + . . - + 4.n (in - 4) = y,  
d i e  S t r o m l i n i e n  v o n  d e r  F o r m :  

2) (4 - f&p, + (t, - 4) 4 3 ~ 2  + . . . + (tn - t ,) lgp, = c, 

die  L i n i e n  g l e i c h e r  S t r o m s t i i r k e  v o n  d e r  F o r m :  
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die L in ien  g l e i c h e r  S t r o m r i c h t u n g :  

Dabei sind die Teilpunkte des Kreises die Ausgangspunkte der 
Hadii vectors p, die WTurzelpunkte des Zlihlers vom Differentialquotienten 
der abbildenden Funktion dagegen sind die Ausgangspunkte der p. 
Diese abbildende Funktion ist (abgesehen von einem konstanten Faktor 
und einer additiven Konstanten): 

5) %= ( t l - - t , ) lg(zzL)  +(t2 -t3)1g(z-z,)+.-.+(in-tl)lg(z-z,), 
ihr DiEerentialquotient: 

t,-t, t - t  XI= - +"+...+3. 
2-z1 (2-z,) Z - Zn 

Vereinigt man die Briiche, so wird der Zihler vom (n - l)ten Grade, 
lisst sich also in (12 -1) lineare Faktoren vereinigen, sodass man hat 

Um für jcden Punkt des Innern den Spannungs- oder Temperatur- 
wert genau  anzugeben, sodass auch die Konstanten bestimmt sind, 
kann man folgendermassen verfahren: Man sçhreibe Bleichung 1) in 
der Form 

l*) tl(a1-82) + 4 (42- 49) + . ' . f tn(an - 9.1) = y. 

Hier bedeuten die Klammern die Winkel zwischen je zwei auf- 
einanderfolgenden Radii vectores p. Rückt nun der Punkt, dem sie 
anphoren, in das Kreiszentrum, so nehmen die Klammern die Werte 
O,, pz, . . . /3. der Centriwinkel an, die zu den Kreisbogen b,, b, . . . bn 
gehoren. Rückt dagegen der Puukt auf den Ereisrand, so handelt es 
sich im wesentlichen um Peripheriewinkel, wobei nur ein Winkel eine 
Ausnahnie rnarht. Bückt namlich der Punkt auf den Bogen b, ,  so 
bleibt der diesem Bogen zugehorige Winkel (8, - 4,) eine Art von 

P Aussenwinkel von der Grüsse x + + (dem die des zugehorigen Sehnen- 
P - \ 

vierecks sind 2 und n - . Die übrigen Winkel werden 

Be, P s  Pn 

2 2 

Auf dem Bogen b, also handelt es sich um den Funktionswert: 

oder um 
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Demnach ist für den Rand bei b,: 

t - 3 -  4 B 1  t 4 P A .  . . + t n B n ,  
1 -  'JE 2 n 

Setzt man statt y, den allgemeinen Funktionswert ein, so erhalt 
als allgemeinen Ausdruck für die Terriperalur in jedem Punkte 

des Innern: 

l*") t = t,!8,-4,)ftz(~z-~s)t...ttn(~n-%,) -- t l ~ , f t 2 P 2 f . . . + t n P t i  
'JE 2 n 

Die Probe zeigt, dass dieser Ausdruçk in der That auf jedern 
Bogen den vorgeschriebenen Temperaturwert annimmt. Im Kreis- 
zentrum nimmt er den Wert: 

oder 

an,  oder, wenn man oben unten mit r multipliziert, den Wert 

sodass es sich um den mittleren Randwert handelt. D e r  Tem- 
p e r a t u r -  o d e r  P o t e n t i a l w e r t  f ü r  d a s  K r e i s z e n t r u r n  i s t  also 
d e r  M i t t e l w e r t  d e r  g e g e b e n e n  R a n d w e r t e .  Dieses Resiiltat er- 
scheint ganz naturgerrik,  da der Einfluss aller Randpunkte der gleicheri 
Entfernung wegen fiir das Zentriim drrselbe ist. 

In der Figur handelt es siçh bei den Semperaturen 1 6 O ,  0°, 8' 
in der Mitte in der That um 8'. Die Stromlinien enthalten eine aus- 
nahrnsweise gebrochene Liriie EDF. Reclits von dieser Liriie stromt 
Wiirme vom Hogen EA, nach FA,. Links davon geschieht zweierlei, 
Wirme stromt vom Bogen BA, nach A, Dl und ebenso stri5mt Wirme 
von Il4 nach A F .  Die Isotherme A I D  gabelt sich bei D in die 
beiden Kreisbogen DA, und DA,. 

Für  die Teilpunkte des Xandes ist die Funktion t unstetig, denn 
sie springt von den einen der gegebenen Werte plotzlich zum anderen 
über. E s  handelt sich dort um sinpliire Punkte. 

Damit ist folgende A u f g a b e  d e r  P o t e n t i a l -  u n d  Funkt ionen-  
t h e o r i c  g e l o s t :  

E s  s o l l  e ine  r e e l l e  P u n k t i o n  LT b e s t i m m t  w e r d e n ,  die der 
aZC- aa.u 

D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g  + = O g e n ü g t  u n d  auf dem 

R a n d e  eiries g e g e b e n e n  K r e i s e s  b o g e n w e i s e  d ie  vorgeschrie-  
b e n e n  r e e l l e n  W e r t e  t,, t,, . . . t, a n n i m m t .  D i e  P u n k t i o n  soll 
i m  I n n e r n  d e s '  K r e i s e s  ü b e r a l l  s t e t i g ,  e n d l i c h  u n d  eindeutig 
sein.  W i e  l a u t e t  d e r  F u n k t i o n s w e r t  f ü r  j eden  P u n k t  d e s  
K r e i s i n n e r n ?  
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Die Auflosurig ist: 

ist l J  ist zugleich reeller Teil derjenigen Punktion komplexen Argu- 
ments ,Y = T i +  Vi, dercn reeller Teil auf dern Rande die oorgcschrie- 
benen Werte annimmt. Die ergsnzende Funktion P ist nach Gleich- 
ung 2) von der Form: 

2") V= ( t , t , ) l g p ,  + (f2-f,)lgp, + m . +  ( 6 2 -  4)lggn+ Cl. 
Tst ihr Mrert für einen einzigen Punkt des Innern vorgeschricben, 

z.B. als VI, so hat man 

= (tl- f2) 1g P', + (f2 - t3) lg  plz + . . . + (in - tl) lgp', f C l  

und nun kann die willkürliche Konstante Cl durch beiders~itige Sub- 
traktion entfernt werden. Abgesehen von den Konstanten handelt 
es sich um die Funktion komplesen Arguments, die unter 5) an 
gegeben ist. 

Der fibergang zu uncndlich vielen vorgeschriebenen Randwerten 
kann nun auf dem gebriiuchlichen Wege geschehen, der Übergang zu 
anderen einfach zusammenh~ngcnden Fliichenformen durch Abbildung. 

Damit ist uriter Benutzung der Leniniskaten und Hyperbeln hoherer 
Ordnung ein s y n t h e  t i s  c h e r  Weg zu einem grundlegenden Satz der 
Funktioneritheorie gegeben , der ohne w eitergeheride Vorkenritnisse 
gangbar ist und bei der unausg~setzten Rerührung mit der mathe- 
uiatischen Physik sehr anschaulich bleibt. 1st auf diesem Wege das 
Verst:ndriis angebahnt, so wird auch die analytische Betrachtungsweise 
keine Schwierigkeiten bieten. 

Ich habe auf diesen Punkt schon im 33. Bande dieser Zeitschrift 
im Anschluss an eine lehrreiche Arbeit des Herrn Dr. V e l t m a n n  auf- 
rnerksam gemacht. Dort trat  aber die Form der Punktion zu unvermittelt 
auf,  wihrend im obigen der Regriff des Vertauschungsproblems genügte, 
einem naturgemiissen Ubergang von dem lcichten Punktprobleme zuni 
Randproblerne zu geben. Damit dürfte die funktionentheoretische Be- 
deutung der Lemniskaten und Hyperbeln hoherer Ordnung zur Genüge 
klar gelcgt sein. 

O 4. Physikslische Bemerkungen. 

Die Lemniskaten und Hyperbeln hoherer Ordnung sind von mir 
irn 83. Bande des Crelleschen Journals und im Prograinm 1880 der 
Bagener Gewerbeschule eingehend behandelt worden. Die bis 1882 
reichende Litteratur, an der auch die R'amen U a r b o u x ,  L u c a s ,  

Zeitschrift f. Mathematik u Physik. 42 Jahrg 1897 5 .Hef t  16 
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H a t o n  de  l a  G o u p i l l i è r e  beteiligt sind, ist in meiner Einführung 
in die Theorie der isogonalen Verwandt,schaften angegeben. Spzter hat 
sich auch Herr Prof. R i e r m a n n  irn 89. Bande der Sitxungsberichte der 
W i e n e r  i lkadern ie  (Sitzung rom 10. Januar 1884) mit diesen Kurven 
beschiiftigt. Sie konnen zur Kontrolle bei Erledigung gewisser phy- 
sikalischer Streitfragcn benutzt werden, auf die mit einigen Worten 
hingewiesen werden moge. 

Bekanntlich Bat Herr Professor A. G u é b h a r d  au Paris den Ver- 
such gemacht, die Linien gleichen I'otentials bei stationarer Strornung 
in Gestalt von Interferenzringen galvanischer Niederschlage zu veraiischau- 
lichen. In  den Berichten der A c a d é m i e  d e s  S c i e n c e s ,  i ~ n  E l e c t r i -  
c ien,  in1 J o u r n a l  de  P h y s i q u e  ist im Anfang der achziger Jahre 
vielfach darüber berichtet worden (für Litteratur rergl. die Einführungj. 
nTLhrend nun die Schonheit der G u é  b h a r  dschen Farbenringe und 
ihre ihnlichkeit niit den l'otentialkurven iiberall Erstaunen erregte, 
wurde die Angelegenheit von anderer Seite kritisch 'behandelt Teils 
wurden Messungen und Vergleichungen mit den theoretisch konstruierten 
Kurven durchgeführt, teils wurden theoretische Erliiuterungen für die 
Guébhardschen  Ringe gegeben. Wenn von einigen Seiten behauptet 
wurde, durch R i e m a n n s  Theorie der Nobilischen Farbenringe sei die 
Angelegenheit bereits zu Ungunsten der Gu 6 b h  a r  dschen Buffassuiig 
entschieden, so ist dies nicht ohue weiteres berechtigt, da die Experi- 
mente G u é  b h a r d s  eine abweichende Anordriung haben. Wurde 
ferner behauptet , die Gu é b h a r d schen Kinge seien Kurven gleicher 
Stromstarke, so beruht dies, s o w e i t  es s i c h  u m  S t r o m u n g  in  der 
P l a t t e  oder in einer Flüssigkeitsschicht von geringer Hiihe, also un1 ein 
zweidimensionales Probleni h a n d e l n  so l l ,  auf einem Irrturn. Die obei be- 
handelten Kurveri gleicher Strornstürke weichen von den Guébhardschen 
Ringen derart ab, dass von einem Vergleiche gar nicht die Itede sein 
kann. l m  übrigen ist oben geaeigt worden, dass ein System von Linien 
gleicher Stromstiirke ganz verschiedenen Stromnetzen zugleich angehoren 
kann, z. B. das der Lemniskaten und Hyperbeln sowohl dem Problenie 
des Kreisbiischels , als auch den1 der konfokalen Ellipsen. 

Anders ist es, wenn von einer Stromung im Raume, d. h .  in der Flüssig- 
keit und Platte ziigleich die Rede sein soll. Die Frage aber, welchen Anteil 
die Platte au der Erscheinung nininit, und welche Rolle die Polarisation 
bei der Angelegenheit spielt, ist durchaus noch nicht erledigt. Wenig- 
stens hat mir im Jahre 1890 H e l m h o l t z  (gelegentlich der ~er l ine r  
Schulkonferenz) erklart, weder die Abhandlungen der Herren W. Meyer 
und W. V o i g t ,  noch die der Herren Mach und D i t s c h e i n e r  reichten 
aus, die grosse ~ h n l i c h k e i t  der Guébhardschen Ringe mit dern 
Potentialkurven aufzukliiren. E r  selbst vermute einen .ganz anderen 
Zusammenhang und habe das Problem schon dreimal durch hervor- 
ragend beanlagte Schüler im Physikalischen Institut behandeln lassen. 
Leider seien jedesmal Storungen in den personlichen Verhaltnissen 
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dieser Herren eingetreten, die den Abschlusa der TJntersuchungen ver- 
eitelt hatten. Dies werden gewisse Herren, die II e l m h o l  t z  nalier 
standen, bestiitigen konnen. I l c l m h o l t z  erkliirte mir ferner, er habe 
die Absicht, die Frage demnachst noch einrnal aufzugreifen. - Ich 
selbst enthalte mich in der Angelegenheit der Experimente jedes Ur- 
teilç. Sollten jedoch irgend welche Physiker die J?rage der G u é b -  
hardschen Ringe noch einmal bearbeiten wollen, so stehen .ihnen 
riach obiyem zum Zweck der Kontrolle nicht nur die Gleichungen 
der Niveau- und Stronilinien, sontlern aueh die der Linien gleicher 
Stronistürke und Strornriehtung fü r  alle Arten von punktformiger Ein- 
und Ausstr6mung zur Vcrfügung. Die Frage der linearen Einstromung 
scheint nach einer Mitteilung des ITerrn M a r g u l e s  in den Wiener 
Berichten insofern Schwierigkeit zu machen, als die Annahme Lon- 
stanten Potentials in der Einstr6mungslinie gewagt erscheint. (Bericht 
vom 11. Mai 1877.) Herr H a u b n e r  hat die Cntersuchung der statio- 
iiiren Stromung auch fiir Fiille wechselnden Leitungsverm6gens an- 
gebahnt. (Wiener Berichte, 12. Januar 1882.) 

5 5. Zur Umkehrung der crstcn Aufgabe. 

Oben wurde die Aufgabe geltist, für ein gegebenes Stromungs- 
netz die Linien gleicher Stromstarke und Stromrichtung zu finden. 
Man kann fragen, o b  m a n  u m g e k e h r t  zu eii iem g e g e b e n e n  N e t z  
der l e t z t e r e n  L i n i e n  d a s  z u g e h o r i g e  S t r o m u n g s n e t z  b e -  
s t immen k a n n .  E s  wird sich zeigen, dass für jeden Da11 unendlich 
viele Losungen moglich sind. 

1. Schon in 9 1 wurde gezeigt, dass siimtliche Strotnungsnetze 

'On der 'orm: yn cos 8 - c, r n  fi 8 = c, , 
also von der Form der Hyperbelscharen beliebiger Ordnung ein und 
dasselbe System von Isothermen die konzentrischen Kreise und ihre 
Iladien als Linien gleicher Stromstiirke und Stromrichtung haben. 
Allerdings gehort zu jedem n eine besondere Potenz von r, die den 
absoluten Betrag des Diflerentiülquotienten giebt, und ebenso erhiilt 
für jeden Fa11 das zugehorige rp seinen besonderen Faktor. Tn den 
verschiedenen E'allen handelt es sich also nicht um dieselben Individua 
der Kurvenschar, aber das Gesamtsystem ist dasselbe. Man kann 
daller allgernein folgenden Satz aussprechen: 

S a m t l i c h e  F u n k t i o n e n  Z = f ( z ) ,  b e i  denen  d e r  D i f f e r e n t i a l -  
quo t ien t  Z' a l s  a b s o l u t e n  H e t r a g  e i n e  r e e l l e  F u n k t i o n  

8 = q ( r )  
hat,  geben  a.n S t e l l e  d e r  P a r a l l e l e n s c h a r e n  X = a u n d  Y = O 
der Z - E b e n e  i n  d e r  z - E b e n e  S t romungskurv t?n ,  d e n e n  dasse lbe  
Netz von L i n i e n  g l e i c h e r  S t r o m s t i i r k e  u n d  R i c h t u n g  r = c 
und 9. = y z u g e h o  r t .  Hierzu geh6ren z. B. alle Funktionen Z = zn 

l G Y  
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Legt man zwei solche Netze mit den Koordinatenaxen aufeinander, 
so herrscht auf jedem Krcise r = c um den Niillpunkt zwischcn den 
kleinen Quadraten beider Ketze dasselbe Vergrosserungsverh~ltnis, und 
au€ jeden voir1 Nullpunkte aiisgehenden Strahle ein konstariter Rich- 
tungsunterschied der Stromlinieri beider Netze, von deren Xiveau- 
linien ganx dasselhe gilt. 

2. Ebenso karin man fragen, w e l c h e  S t r o m n e t z e  d i e  kon-  
f o k a l e n  L e m n i s k a t e n  z m e i t e r  O r d n u n g  m i t  d e n  B r e n n p u n k t e n  
+ 1 z u  L i n i e n  g l e i c h e r  S t r o m s t i i r k e  h a b e n .  E s  handelt sich um 
samtliche h n k t i o n e n  2- f'(z),  deren Differentialquoticnt einen ab- 
soluteri Betrag R = cp(r,r,) hat,  wo cp reelle Funlition der betreffenden 
Radii vectores ist. Bei diesen Funktionen entsprechen den Linien 
X = a und Y - b zu 2-Mbenen in den z-Ebenen Kurven, bei denen 
das Verlangte stattfindet. 

Soll es sich z. B. um B = (r,r,)m handeln, so geh6rt dam als 
Differentialquotient der abbildenden Funktion Zr= [(1 + z)(1-  z)]", so- 
d a s ~  die Funktionen 

Z -  [ l -  z2]"dz  

Für m = - 1 erhiilt man 

./- 
eine Gruppe der betreffenden Punktionen bilden. 

was au€ das Kreisbüschel durch f 1 und die zugehorige Kreisschar 
1 

führt. Für  m = - - findet man 
2 

arccos Z, 
)' 1- z z  

was auf die konfokalen Ellipsen und Hyperbeln mit den lhennpunkten 
f 1 führt. Dies waren die oben behandelten Beispiele. 

Pür rn = 1 erhilt man 

was Kurven dritten Grades von der Gleichung: 
x s  -- + î ; + r y 2 = o  bezw. - + y - s ' y - a ,  
3 3 

giebt. 80 kann man weiter fortfahren. 
3. Soll es sich uni  die schon sehr allgenieirien Leniriiskaten lioherer 

Ordnung 

handeln, wo die r von Punkten cl, g 2 , .  . . f, ausgehen, die g von den 

Wurzelpunkten des Ziihlers von zcc, so giebt: 
1 
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eine Gruppe der verlangten Kurven durch die Funktion: 

In iihnlicher Weise kann man zu schwierigeren Fd len  übergehen. 
Hier jedoch sol1 dürauf nicht naher eingegarigeri werden. Der Hinweis 
auf die Vieldeutigkeit der L6sung bei der angenommenen Fragestellung 
diirfte für die Bemerkungen des vorigen Absch~iitts geniigeri. 

5 6. Zusammenhsng mit der  Torsionstheorie 
von Saint Venant. 

In den M é m o i r e s  des  S a v a n t s  E t r a n g e r s  XIV (1856) von 
Seite 234 bis 560 entwickelt S a i n t  V e n a n t  seine berühmt gewor- 
dene Theorie der Torsion .von Prismen. Im 9. Kapitel von Seite 415 
ab beweist cr über die Krümmuiig der ursprünglich cbenen Quer- 
schnitte eiiien Satz, dessen Inhalt in der hier üblicheri Schreibweise 
folgcndermassen dargestellt werden mage. 

U sei der reelle Teil einer Funktion kornplexen Arguments, Vi der 
zugehorige imaginare Teil, der sich aus 7i bestimmen llsst  als Inte- 
gral der Differentialgleichung : 

kt. Sol len n u n  die  di i rch V = c  d a r g e s t e l l t e n  I s o t h e r m e n  d ie  
S i r e a u l i ~ l i e n  f ü r  d i e  g e k r ü m m t e n  Q u e r s c h r i i t t e  des  auf  T o r -  
s i o n  b e a n s p r u c l i t e n  C y l i n d e r s  d a r s t e l l e n ,  so  h a t  m a n  V i n  d i e  
LGsung d e r  L) i f fe ren t ia lg le ic l iung:  

e inzusetzen,  u m  d i e  R a n d k u r v e  f ü r  d a s  P r i s n i a  zu f inden ,  
welches der  F o r d e r u u g  g e n ü g e n  sol l .  

Dabei bedeutet or die Drehung für die Stahliinge 1 = 1. Die Fliiche 
jedes gekrümmten Querschnitts gehorcht der Gleichung: 
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3) z = P+ c, 
yodass in der That die Projektionen der Niveaulinien die Kurven- 
schar V =  c geben, wiihrend die Kurven CT- c die Projektionen der 
Steilungslinien sind, d. h die der Linien grosster Steilheit. 
. B e i s p i e l  1. Im Kapitel VI behandelt S a i n t  V e n a n t  das Rei- 

spiel des elliptischen Cylinders, auf welches man nach obigem Satze 
folgendermassen gelangt. Man wahle willkürlich als O' die Funktion 
U = - 4 As y und bestimrrie daraus V -  2 A(z2 - y"), was die bekannten 
Scharen gleichseitiger Hyperbeln zweiter Ordnung bedeutet (vergl. 
Fig 28 rneiner Einführung in die Sheorie der isogonalen Verwandtschaft). 
Einführung von V in Gleichung 2 giebt als Randkurve: 

sodass es sich um eine Ellipse mit den Halbaxen 

handelt. Wird ein so gestalteter elliptischer Cylinder der Torsion unter- 
worfen, so nehmen die ursprünglich ebenen Querschnitte die Gestalt 
der Flache z = 2 A ( x 2 -  y2) = 2 A r 2 c o s 2 8  

an, wobei von der Konstante c, die der Hohenlage des Querschnitts 
entspricht, ahgesehen ist. Nacli S a i n t  V e n a n t  llat die Konstante il 
die Bedeutung 1 ~ ~ - 7 1 ~  

A=--- 
4 a'+be ') 

wo n, und h die Halbaxen der Ellipse sind und cz die oben angegebene 
Bedeutung hat. E s  ist also schliesslich die Fliichengleichung: 

Die Projektionen der Niveaulinien s i id  also: 

7 
1 a"bz 

V - z  aY+hia(x"y2) = C ,  
die der Steilungslinien: 

Nehmen die heiden C Werte an, die d e r  arithmetisclieri Reihe 
. . .  ; - 3 c ,  -2c ,  c ,  O, c ,  2c, 3 c , . . .  

entsprechen, so erhalt man die quadratische Einteilung der Ebene. 

Die Gleichung 6) stellt ein h y p e r b o l i s c h e s  P a r a b o l o i d  dar, 
welches für z - y die Geraden fi = O erithalt, die aufeiriander serik- 
recht stehen. Fiir y = O er1i:ilt man den parabolischen Hauptschnitt: 
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Quadrantenweise hat die Bliiche abwechselnd positive und negntive 
Ordiiiateii, sndass konvex und konkav aufcinander folgcn. 

Nuri waren die Linien, welche Quadrate gleicher GrOsse der iso- 
thermischrn Eintpilung diirchlaufen, für den vorliegenden Fa11 nach 
5 2 korizentrisehe Kreise. Von der Grosse der Quadrate aber hirlgt 
die Steilheit der F1:iiche 6) ab, folglich: 

E r r i c h t e t  mari a u f  d e r  G r u n d e b e n e  i n  den  P u n k t e n  d e r  
um den N u l l p u n k t  g e s c h l a g e n e n  K r e i s e  L o t e ,  so  g e b e n  i h r e  
D u r c h s t o s s p u n k t e  m i t  d e r  Fl i iche 6) auf  d i e s c r  d i e  X u r v e n  
gleiehkr S t e i l h e i t  an. 

LXes folgt auch aus der hckannten Formel fiir die Iliffereiitiation 
nach den Normalen der Niveaulinien, die auf 

führt, was mit den oben behandelten absoluten Betrage des Differential- 
quotienten Z' der Furiktion Z - Lr+ Vi iibereinstiniirit. 

.Das S t r a h l e n b ü s c h e l  d u r c h  d e n  N u l l p u n k t  g i e b t  z u  a n -  
deren L o t e u  V e r a n l a s s u n g .  Diese  s c h n e i d e n  d ie  F l i i ehe  6) i n  
Kurven, we lche  d ie  S t e l l e n  m i t e i n a n d e r  v e r b i n d e n ,  w o  d ie  
'l 'angenteii dor  S te i lungs l in ie i i  p a ï a l l e l e  P r o j e k t i o n c n  haben.  

Dabei hmdelt es sich um die friihere Gleichung: 

Die o b e n  b e h a n d e l t e n  L i n i e n  g l e i c h e r  S t r o m s t a r k e  u n d  
S t r o m r i ç h t u n g  g e b e n  a l so  f ü r  d i e  S a i n t  V e n a n t s c h e n  Q u e r -  
schn i t t s f l achen  d ie  L i n i e n  g l e i c h e r  S t e i l h e i t  u n d  g l e i c h e r  
Abweichung d e r  S t e i l u n g s l i n i e n  a n ,  d e r e n  P r o j e k t i o n e n  s i c h  
als I s o t h e r m e n s c h a r e n  e rgeben .  

Das am Beispiele erlauterte llesultat gilt eben für alle moglichen 
Losungen des Torsionsproblems 

[Den meisten Lesern wird die deutsche dusgabe des l~ekannten 
Handbuchs der theoretischen Physik von Thoir ison und T a i t  eu 
giiriglicher spin, als die Mémoires. Einen Busmg aus der S a i n t  
Venantschen Arbcit finclet man dort nebst E'iguren von Seite 231 des 
Bandes 1 2  ab. Auf Seite 239 befindet sich jetlorh ein Druckfehler. 
Auf Zeile 3 von unten muss es heissen n o r m a l e n  Ebene statt 
pa ra l l c len  Ebene in Bemg auf die Stabase.] 
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1st a = b !  so geht die Ellipse in einen Kreis über, für den also 
Gleichung 6) die Form s = O annimrnt, mit anderen Worten: Bei  dem 
K r e i s c y l i n d e r  b l e i b e n  d ie  Q u e r s c h n i t t e  eben.  

B e i s p i e l  2. Geht man willkürlich von den der Gleichung A2U= O 
gehorchenden und zusammengeh6rigen Ausdriicken: 

aus, so e rhd t  man nach obigeni als liandkurve für den Cylinder in 
Polarkoordiiiaten: 

12) E r e -  2 2rnAcos n 9. = c. 

Setzt man den Exponenten n der Reihe nach gleich 1, 2, 3, 4, . ., 
so erhiilt man Randkurven l., 2., 3.) 4.,  . . . Grades. In der Wahl der 
Konstanten findet man bei den hoheren Gradrn eine grosse Mannig- 
faltigkeit, zu der S a i n t  Venant  Beispiele giebt. Cber die E'likhe 

die man als h y p e r b o l i s c h e s  l ' a rabo lo id  nter Ordnung bezeichneii 
kann, ist Entsprechendes wie vorher zu sagen. Die Zahl der Geraden 
durch den Nullpunkt ergiebt sich aus cos n 8 = O, eine Gleichung, die 
durch g , Z  2.n~ 2 n  r)'" 3 n  

Ln 

erfüllt wird, sodass es sich um 2n Strahlen, d. h .  urri n Gerack 
handelt. Die Letzteren haben abwechselnd positive und negrtive Ordi- 
naten. Pür  cos n 4 = 1 erhiilt man Hauptschnitte z = 2 Arn,  was 
Parabeln nter Ordnung gieht. Xach 5 2 geben die Lote in den Kreisen 
und ihren Radien Kurven derselben Eigenschaften auf der Flache, 
wie vorher. 

A l l g e m e i n e  L 6 suri g. Die allgerneine LGsung des Torsions- 
problems findet man bekanntlich, indem man von einer willkürlichen 
Funktion kornplexen Arguraerits: 

ausgelit und den konjugierten Ausdruck C - Vi = f,(x - y i )  benutzt. 
Dann ist: 

14) T i  = 
f @ + ~ Y + t f I @  Yz) , 

2 

f ( x t  ~ + f i ( x - ? / 1 )  i 
15) v= - = - - f ( x  + y q  + +fi($ - Yi), 

2 i 2 
also 

16) 

Dabei giebt 16) die Randkurve an, z = V die gekrümmte Quer- 
schnittsfliiche. Der absolute Betrag des Differeiltialyuotiente~i Z', 
niitnlicli: 
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giebt die Kurven R = c als Projektion der Linien gleiçher Steillieit a! 
(tan a = R = c) auf der Plache; seine Abweichung: 

giebt, gleich y gesetzt, die Projektion der Linien, welche auf der Flache 
clurch die Punkte gleicher Abweichung der Steilungslinien gehen. 

Damit ist der Ziisammenhang der Isotliernien Ig lF: = c und @ = y 
mit dem allgemeinen Torsionsprobleru nachgewiesen. Sie geben die 
Kuiven gleicher Steilheit des gekrümmteu Querschnitts und die Kurven 
gleicher Abweichung der Steilurigsliriien an. Au1 die aus den letzten 
Darlegungen hervorgehende Moglichkeit der konformen Ubertragiing 
der Resultate braucht wohl riur llingewiesen zu werden. 

1 7. Verschiedene Arten von Potentialflachen 
und Niveaufliàchen. 

3 s  haridle sich wieder uni station2-e elektrische oder Wgrrrie- 
Stroniung in unhegrenzter Platte, z. B. bei punktftirmigen Elektroden 
positiver und negativer Art, ohrie ciüss dieses gerade zur Bedingung 
gemacht werden soll. 

Tragt man in jedem Punkte den Wert: 

als Lot auf, so erhalt man durch die Endpunkte die Gleichung der 
durch 1) dargcstcllten Plache. Die rechte Seite geniigt der Differential- 
gleichung A22c = O. Der Diagrammkorper wird also durch eine so- 
genanntc Potentialfliiche begrenzt. Die Niveaulinien sind Kurven kon- 
stanten Potentials. 

Errichtet man auf der Grundebcne in den durch 

gegebenen Kurven Lote, so treffen diese die Potentialfliiche in den 
oben besprochenen Kurven gleicher Steilheit. Die durch 

bestimiuten Kurven, wo w die Erganzungsfunktion: 
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4, zu = v16,+ v 2 B , + - - a +  v,B, 

zu z ist, geben die Kurven gleicher Abweichnng fiir die Projektionen 
der Steilungslinien, die durch w = y dargestellt sind. 

Nimmt man nun das V e r t a u s c h u n g s p r o b l e n i ,  so errichte nian 
überall Lote von der Lange: 

5) w = v,8, + v,8, + . . . + v,8,. 
Da nun 

ist, so sind jetzt in denselben Punkten, wie vorher, Lote zu errichteil, 
wenn man die Linien gleicher Steilheit haben will. D i e  Linien 
g l e i ç h e r  S t e i l h e i t  a: h a b e n  a l so  f ü r  b e i d e  P o t e n t i a l f l a c h e n  1) 
u 2 d  5) i d e n t i s c h e  P r o j e k t i o n e n .  

Die Steilungslinien sind aber senkrecht gegeneinander gerichtet, 
was mit der Gleichung: 

a n  ô zc 

- - ax O x 
harmoniert. 

Errichtet man dagegen auf der Stromebene in  jedem Punkt dcn 
Wert: 2 

h = =. =1/(k)" (E))'+ 1/(a2+ (") 0 Y , 
so erhiilt man die Diagrammfliiche der gleichen St8romgeschwindigkeiten 
für beide Probleme. 

[Bildet man dazu 

ox 

so fintlet man die L i n i e n  g l e i c h e r  S t r o m b e s c h l e u n i g u n g  für 
beide Probleme. Ob dem bei den S a i n t  Venantschen Problenien die 
Linien gleich starker Deformation entspreühen, bedarf noch einer be- 
sonderen Untersuchung.] 

~ h n l i c h  würde die Errichtung von Loten 

- - 
% x  72 - a x 

0 = arctan - - -2 + arctan a w d z 

fiir beide Probleme die Diagrammfliiche der Abweichungeri ergeben. 
Es ist jedoch besser, diese mit der Flaçhe 

zu vergleichen, da diesc bciden Pllichen wieder zu s a m  m engeht i r i  ge 
F o t e n t i a l f l a c h e n  wie die vorigen sind 
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1 1  Die Errichtung von Loien h, = = II  würde das Diagramm der 

Grijssenverhiiltnisse fiir beide Probleme ergeben. Tst für irgend welche 
physikalisçhe Sheorie das Errichten von Loteii h, = f'(R) oder IL, - f ' ( x )  
iiotig, so würden auch die so entsprechenden Diagrammfliichen leicht 
eu untersuchen sein. Ein solcher Fa11 sol1 im folgerideri Abschriitt be- 
handelt werden. 

5 8. Forchheimer Theorie der  Grundwasserbewegung. 

Herr F O r c h h  e imer  hat im 7. Hefte des Jahrgangs 1886 der Zeitschrift 
des Archit,t:kt,en- und Tngenieurvereins zn Hannover cine Theorie der 
Grundwasserbewegung gegeben, die auf der A~iriahrrie beruht, ciass bei 
stationjirer Stromung über horizontaler iindurcliliissigrr Schicht d i e  Ge-  
sçhw-iridigkeit  l e d i g l i c h  p r o p o r t i o n a l  s e i  d e m  Gefi i l lverhi i l tn is  
der Oberf l i iche d e r  G r u n d w a s s e r e i n s t e l l u n g ,  i m  ü b r i g e n  a b e r  
unabhiirigig v o n  d e r  T i e f e  a n  d e r  e n t s p r e c h e n d e n  S t e l l e .  

Durch diese Annahn-ie wird die Frage der Geschwindigkeit von 
,der dritten Dimension befreit, es a i r d  

wo x eine von der Durchliissigkeit des homogenen Erdreiclis abhiingige 
Honstante ist, s aber die Hijhe des Grundmassers über der undurch- 
kssigen Schicht. 

Hat nim ein normal gegen die Stromrichtung liegendes und senk- 
recht stehendes Itechteck die Breite b und von der undurchlissigen 
Schicht aus gerechnet die H6he s, so passiert durch das (bis zur Ober- 
fliche des Grundwassers reichende) Reçhteck in der Zeiteinheit die 
Wassermenge a z 

Q = x b s v  = - b e  -. an. 
IIandelt es sic11 z. B. uni die Parallelstr6mung in der Ilichtung 

der X- Axe, so folgt: 
Q Z d s  = - - dx, 
b x 

und 

ist. Dies ist die Gleichung einer P a r a b e l ,  d i e  i h r e  Axe  i n  d e r  
undurchl i iss igei i  Sc l l i ch t  ha t .  Die Iritegrationskoristante C,ist gleicli 
Nul1 eu setzen, wenn man den T<oordinatrnanfang in den Scheitrl le,gt. 
Daim ist also 

Für negatives x erhilt man also die Quadrate der IIiiheii des 
Grundwasserstaiidcs über der undurclilassigen Schicht. 
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Denkt man sich z. B. durch einen See einen Damm gelegt, dem (um die 
Sache mathematisch zu machen) senkrechte Seitenwiinde gegeben wer- 
den, und wird der eine Tcil soweit auagepumpt, bis schliesslich infolgc 
wachsenden Niveauunterschieds die durchsickernde Wassermasse dem 
Pumpverlust ausglcicht, so ist die Form der Oberfliiche des Grund 
wassers im Querschnitte des Dammes durch diejenige Parabel bestimmt, 
die durch dic beiderscitigen Niveaupunkte gcht, und ihre Axe in der 
durchliissigen Schicht hat. 

[Bei der Parallelstr6mung der Wirme d e r  Elcktrizitiit würde die 
Diagrammkurve des Geschwindigkeitspotentials sein 

wss der Differentialgleichung A's = O genügt. Hier aber handelt es sich 

urn e = 1 /  -s, wo die rechte Seite der Differentialglcidiung A'B - O 
b x 

nicht genügt.] 
Denkt man sich eine k r e i s f o r m i g e  Insel im Meere, mit einei; 

horizontalen undurchliissigcn Cntcrgrundsschicht und in der Mitte eirien 
bis dorthin reichenden Brunnenschacht mit kontinuierlichen Punip- 
betriebe bei konstantcr Il6hc dcs wasserstnndes im Brunnen, wobei 
also die Wasserentnahme genau durch das Nachsickern ersetzt wird, 
so geht nach ohiger Theorie durch jeden konzentrischen Cylinder die 
Wassermasse 

= 2 r n a x  tan 4, 

durch einem bestimmten dieser Cylinder z. B.: 

sodas ,  da des stationiiren Zustandes halber Q - It), ist: 

r z  tari 8, tan 4, 
-=-=- 
f; z, tan 8 

sein muss. Uaraus folgt 
(3 
d r 

z d s  = rlzl tan8, -, 
und durch bcidcrseit'igc Integration: 

z 
= rl el tan 9, lg  r + C, 

oder auçh: 
s2= 2r lq tan811gr  + C ,  

wo C eine I~ite~rationskonstante ist. 
B e i  d i e s e r  S c h r e i b w e i s e  ger iüg t  d i e  r e c h t e  S e i t e  der 

D i f f e r c n t i a l g l e i c h u n g  A2u - O. Sie miirde die Potentialflaçhe der 
eleh-ischen StrGrnuilg bei eiuer punktformigen Glektrode und Ein- 
striiniung irn unendlich fernen Berejche darstellen, sobald nur links 
z statt 2s t i inde.  E s  handelt sich also hier urri eine Niveauflkhe: 
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-- - - 

z = 1 / 2 ~ ~ z ~ t a n 9 . ~ l g r  + c, 

bc i  der  d i e  I l o h e n  d ie  Q u a d r s t w u r z e l n  von d e n  H o h e n  d e r  
Poter i t ia l f lache s i ~ d  S e t ~ t  mari hier den Wert  von (t! aus 

Q, = 2r,zz,x t an4 ,  

ein, so ergiebt sich 
g2 - - ' lg  r + C, 

92 X 

für eine bestimmte Stelle &O 

(2 q2= - lgr ,  + C 
n x  

und durch Subtraktion 
(2 r z12; - I g ,  

n x r, 

wodurch die Integrationskonstante entfernt, bezw. durch z12 ersetzt ist. 
1st z. B. z, die Tiefk der undurchliissigen Schicht unter der Mecres- 

oberflstche, r, der zugehorige Radius der Insel, ist ferner z, der Wasser- 
stand des bis zur undurchliissigen Schicht reichenden Schachtes und 
sein Radius gleich r,, so ist die konstante Wasserentilahme: 

Zugleich folgt allgemein aus 

g z  - zsZ = & 
72 X (lg - lg y,) 

durch Entfernen von Q die rein geometrische Gleiehung: 

für die den Grundwasserstand an jeder Stelle r darstellende liotationsfiiiche. 
Ganz allgemein l%st sieh nun folgendes schliessen: 
K e n n t  mail f ü r  i r g e n d  e i n e  E l e k t r i z i t a t s s t r 6 m u n g  s t a t i u -  

narer A r t  in  e b e n e r  P l a t t e  d i e  P o t e n t i a l f l i i c h e ,  z. B.: 

z = v,lgrl-1 v,lgr, + . . - + v,lgr, 

und b i l d e t  m a n  d i e  n e u e  Fliiche: 

e 2 = v , l g r , + v , l g r , + ~ - . + v , l g r , & ,  

inde in  m a n  s t a t t  d e r  H 6 h e n  i h r e  Q u a d r a t w u r z e l n  e i n s e t z t ,  
so h a t  man  d i e  K i v e a u f l i i c h e  des  G r u n d w a s s e r s  f ü r  d a s  e n t -  
sprechendo A r a n y e m e n t  von  B r u n n e n a n l a g e n .  

IIiei m6gen die v siimtlich als positiv betrachtet werden, sodass 
es sich um rn Brunnen von rerschiedener Ergiebigkeit handclt. 

Der Einstromung durch lineare Elektroden würde die Wasser- 
entnahme aus Sickerschlitzen cntsprcchen, mogen diese nun geradlinig 
oder krurnm sein. 
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Dem Ausschneiden von Flacheiistücken aus 'der Platte lings der 
Niveaulinien entspricht die Begrenzang des Grundwasserterrains durch 
einen See oder Fluss. Rei geradliiiiger Degrenzung würden die be- 
kannten Spiegelbilder anzuwenden sein, bei mehreren Rrunnen auf 
kreisformiger Insel die reziproken Spiegelbilder u. S. W. 

Sclilussbemerkung. 

Weder über die S a i n t  V e  n a n  tsche 't'orsionstheorie, noch ü b ~ r  
die E'o r c h h e i  m e r  sche Theorie der Grundwasserbewegung, ebensowenig 
über die der s t a t i o n g r e n  R l e k t r i z i t a t s -  u n d  W i i r m e s t r o t n u n p  soll 
hier behauptet werden, dass sie der richtigen Sachlage entsprechen. 
Sowohl diese Theorien als auch die Helmhol tzsche  Theorie der 
Flüssigkeitsbewegungen uiiter Arinahirie der Existenz eines Geschwiri- 
d i g k e i t s p o  t e n  t i a l s  und seine (zweidimensionale) T h e o r i e  der 
f r e i e n  A u s f l u s s u t r a h l e n  siiid auf die Toraussetzung gegründet, dass 
die konforme Abbildung der Resultate von einem Grundfalle auf alle 
anderen gestattet sei. Diese gemeinschaftliche Grundhypothese konnte 
also die physikalischen Hgpothesen ersetzen. Man kann auch Fragen 
der B i e g u n g s f e s t i g k e i t  und der K a p i l l a r i t a t  den Forderungen der 
konformen Abbildung anbequemen, wodurch man allerdings nur an- 
genlherte Resultate erzielen wird Uber den Grad der Annaherung 
wiirde dann das Experiment in ahnlicher Weise zu entscheiden baben, 
wie neuerdings Herr Prof v. B a c h  Versuche zur Prüfung der Theorie 
von S a i n t  V e n a n t  angestellt hat, deren Resultat ein befriedigendes 
für die zu Grunde gelegten Hypothesen sein soll. 

Jedenfalls erkennt man an den obigen Darlegungen, dass sich die 
Methode der konformen Abbildung sehr wohl dazu eignet, i n  die ge-  
n a n n t e n  T h e o r i e n  vor l i iu f ig  e l e m e n t a r  e i n z u f ü h r e n ,  sogar zu 
den Elementen der modernen Funktionenthcorie hin, dass man lcicht 
Beispiele ausfindig machen kann, die das Verstiindnis der Theorie er- 
leichtern, dass aber dabei namentlich die Lehre von den Hyperbeln 
und Lemniskaten hoherer Ordnung von ausserordentlichen Nutzen ist. 
An den vorbereitendcn Vortrag kann sirh dann der hohere, rein ane- 
lytische, dessen abstrakter Charaliter hiufig abschreckend auf den Zu- 
horer einwirkt, in leichter verstandlicher VC7eise anschliessen. Auf 
diesen Weg aufmerksam zu machen und zugleich eine Erganzurig zum 
Kapitel nieiner Einführung in die isogonalen Veraandtschaften zu geben, 
das war die eigentliche Absicht dieser Zeilen. 
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Beitrage zur Theorie des ebenen Gelenkvierecks. 

Von 

Dr. R. MÜLLER,  
Professnr an ùor Technischan Hochechulo zu Brsunsohwcig. 

Dio vorliegende Mitteilung biltlet einen Aiiszug aus einer griisseren 
Arbeit mit gleichem Tite1 in der Festschrift, welche die technische 
Hochscliule zu Braunschweig aus Anlass der diesjijahrigen Naturforscher- 
versammlunç herausgegeben hat. Ausgehend von der Betrachtung ge- 
wisser Punktketten, die in Ermangelung einer besseren Benennung 
als Wende- und Rückkehrpole holierer Ordnung bezeichnet werden, 
gicbt der hufsatz cinc übersicht iiber alle singularen Fiille, die bei 
der Nomentanbewegung der Eoppelebene eines Gelenkvierecks ein- 
treten konncn. mTiclitig erschefnt hierbei vor allem die Untersuchung 
solcher Koppellagen, bei denen ein Systempunkt eine Bahnkurve mit 
sechspunktig berührender Tangente beschreibt - cine Frage, die mit 
dein Problem der angenaherten Geradführung unmittelbar zusammen- 
hiirigt. 

1. Aiigemeine Satze über die Bewegung eines starren ebenen 
Systems in ~ e i n e r  Ebene. 

1. n i e  K e t t e  d e r  I t ü c k k e h r p o l e .  Sind S und S' zwei unend- 
lich benachbarte Lageri cirles koruplan lüewegten starren ebenen Systerris, 
$? und 0 die eilg~h6rigen Pole, a u n d  a' die entsprechenden Lngen 
eirier beliebigen Syslerrigeraden, a ihre Hüllbahnkurve, so scliiieideri 
sich die Lote von y und U bez. auf a und a' im Krümiiiiingsmittel- 
punkte A der Kurve ol (Fig. 1). Die Punkte '$3, D, A bestirnmen den 
Riickkelirkreis qbCIi der Systemlage S ;  auf diesem erhalten wir als 
Gegenpunkt zu den Itückkehrpol YI. nezeichnen wir die unendlich 
kleine Strecke y;CY mit d s  und den Winkel der beiden Systemlagen 

ds 
S und S' mit d.3, so ist der Durchmesser von @, gleich -. Wir di? 

setzen im folgenden voraiis, dass dieser Quotient endlich und von 
Nul1 verschieden ist. 
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Verstehen wir unter R1 den Rückkehrpol für die Systemlage X', 
BO treffen sich die Lote von Y ,  auf V A  und von '2, auf ,DA irn 
Krümmungsrriittelpunkte A, der Evolute a, von a, und dann befinden 
sich die Krünimungsmittelpunktc der Evoluten aller Hüllbahnkurven, 
die von den Systeiiigeraden erzeugt werden, momentan auf eine~u 
Kreise Q,, der über der Sehne Y1Q, den Peripheriewinkel d9. fasst; 
wi r  Iiennen ihn den zwei ten  R ü c k k e h r k r e i s  und den zugehorigen 

Fig. 1 .  

Gegenpunlrt Y, von VI den z w e i t e n  R ü ç k k e h r p o l  der Systemlages. 
- Lias Dreieck 'Y1::R,Y2 hat bei 9, einen rechten \Vinkel, Iiei 'Pz den 
Winkel da und ist gleichsinnig iilinlich dern Dreieck qFZ'V1. . 

Die Qerade PlY2 ist eine Normale der Nvolute cc, von a,, oder 
der zweiten Evolute von a. Bestimmen wir für diese wieder den 
Kriimmungsrnittelpunkl $, dann für  ihre Evolute cc, den Krürnmungs- 
mittelpunkt A, u. S. f., so gelangen wir schliesslich zu dem Satze: 
D ie  N o r m a l e n  d e r  n - l t m E v o l u t e n  a l l e r  H ü l l b a h n k u r v e n ,  dievon 
d e n  S y s t e m g e r a d e n  e r z e u g t  w e r d e n ,  g e h e n  f ü r  j e d e  Sys tem-  
l a g e  S d u r c h  e i n e n  b e s t i m m t e n  P u n k t  Y,-l, den n- ltenlZüçk- 
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kehrpol  de r  S y s t e m l a g e .  D i e  K r ü m n i u n g s m i t t e l p u n k t e  d i e s e r  
Evoluten s i n d  d i e  F u s s p u n k t e  d e r  a u s  d a m  mtm l i ü c k k e h r -  

Y'. auf  j e n e  N o r m a l e n  gef i i l l t en  L o t e ;  aie e r f ü l l e n  d e n  
rzten R ü c k k e h r k r e i s  $,, d e r  d i e  S t r e c k e  Yn-l't'n z u m  D u r c h -  
messer ha t .  

Der Pol und die n ersten Rückkehrpole Y,. . . Y ,  bilden ein 
~ ~ u i v a l ~ n t  für n + 2 unendlich benachbarte Systmilagen. 

2. F o r m e l n  f ü r  d i e  K o o r d i n a t e n  d e r  R ü c k k e h r p o l e .  1st 
Rn-* der n - ltO Rückkehrpol der Systemlage S', so folgt aus der 
xhnlichkeit der Dreiecke Y, - Rn - Y, und QY, die Proportion 

Wir bezeichnen nun mit f , ,  7, die rechtwinkligen Koordinaten 
des Punktes 'Yn für als Anfangspunkt und die Polbahntangente t 
als k-Axe; dabei rechnen wir die Gerade t positiv in der Richtung 
von y nach C und nehmen als positive q-Axe denjenigcn Teil der 
Polbahnnormale n ,  der nach einer Drehung um 90' im Sinne der 
Drehung des Systems mit der positiven Geraden t zusammenfiillt. 
Betrachten wir die Streeke $Yn als das geometrische Bild der kom- 
plexen Grosse 6 ,  = k, + i ~ ,  und verstehen unter d z ,  d z  + d %  bez. 
die Kontingenzwinkel der Polbahn Lei und S,, so ist 

p Q n l  = d~ + ei(db+d27)({n-1 + dg,+,) = g,-, + d[,-, 

+ iSn-ldz + ds .  

Hieraus finden wir sofort Y n - l R , - i  und R,-iYn,  und da 

ist, so ergiebt sich aus der obigen Proportion z u r  B e r e c h n u n g  v o n  
cn die I ~ ~ e k u r s i o n s f o r m e l :  

Für  den I'unkt 'Pl ist 

3) 
a s  - 0  .q. = - -  

1 -  > 1 d a  

Betrachten wir das Bogenelement d s  der Polbahn immer als kon- 
stant, so folgt für den Punkt Y 2 :  

d s 
da2 ( ? d a  + d z ) ;  

dabei bedeutet d %  den Zuwaçhs, den der Drehungsminkel d a  erhiilt, 
wenn das Systern aus der Lage SI in die folgende Lage SI' übergeht. 
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Wir  finden ferner 

3. D i e  K e t t e  d e r  Weridepole .  Durch Umkehrung der Be- 
wegung folgt unmittelbar aus den Siitzen des Art. l: D i e  Normalen  
d e r  n- l ten E v o l u t e n  a l l e r  Sys te inkurver i ,  w e l c h e  g e r a d e  L in ien  
u m h ü l l e n ,  g e h e n  f ü r  j ede  S y s t e m l a g e  S d u r c h  e i n e n  bes t immten  
Pur ik t  - wir neririen ihn d e n  n - l t e n W e n d e p o l  ?Yn-i d e r  Sys tem-  
lage .  D i e  K r ü m m u n g s m i t t e l p u n k t e  j e n e r  f i  - ltcn E v o l u t e n  
s i n d  d i e  F u s s p u n k t e  d e r  a u s  deru fiten W e n d e p o l  W, auf  die 
z u g e h o r i g e n  N o r m a l e n  gef i i l l t en  L o t e ;  s i e  e r f ü l l e n  den 
.nt" W e n d e k r e i s  w,, d e r  d i e  S t r e c k e  lVn-lT% z u m  D u r c h -  
m e s s e r  ha t .  

Die urngekehrte Bewegung hat W,, m2 . . . zu Rückkehrpolen; 
sie besteht in einer Reihe von Drehungen der bishcr fcsten Ebene um 
die Winkel - da, - ( d a  + d28) . . und zwar um dicjenigen Punkte 
d ~ r  Polkurve, die nacheinander mit den Punkten y, D . . . der Polbahn 
zusammerifallen. Nun hat die Pulkurve bei den Eontingenzwinkel 
da + de, bezeichnen wir also mit x,, y, die Koordinaten von TTn in 
Bezug auf das frühere Koordinatensystem und setzen 

so erhalten wir aus Gleichung 1) durch Vertauschung von k,,, da, d z  
bez. niit z,, - d,9., da.+ d t  für z, die Rekursionsformel: 

und die Glcichungen 2) bis 5) verwandeln sich in: 
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4. Zwischen  den  K o o r d i n a t e n  d e r  R ü c k k e h r -  u n d  d e r  
Weridepole b e s t e h t  d i e  eirifache Beziehurig:  

Der Beweis ergiebt sich mittels des SchIusses von auf n + 1 
unter Benutzung der Gleichungen 1) und 6). 

5. Wird die Systembewegung durch Angabe von P o l b a h n  und 
P o l k u r v e  bestimmt und sind 

as  
- 

ds 
und p = - 

d 9 . t  dt 

bez. die Krümmungsradien dieser Kurven im Punkte p, so gehen die 
Formeln fiir die Punkte Y, und IV, über in 

dyn - i  
( P -  +,=pzn-1+ p z s  

d ~ n - i  
( p -  z ) y n =  ~ y , - ~  -pz - - -  - p z .  

d s  

Bezeichnen wir mit z1, r2 .  . . p l ,  p, . . . die zugehorigen Krürnmungs- 
radien der aufcinander folgenden Evoluten beider Rollkurven, so ist 

d~ d ~ n  und analoge Gleichungen gelten fiir ds> -. Dann werden mit Hilfe 
d s  

der Gleichungen 9) und 10) die Eoordinaten von Y, und TV, aus- 
gedrückt durch die Krümmungsradien 

*r % Y  7% . . .P, Pi, Pz . . . 
6. S p e z i e l l e  Fiille.* 1. L i e g e n  v o n  d e n n  e r s t e n  W e n d e p o l e n  

1%, CtG... Il/, a l l e  P u n k t e  m i t  g e r a d e m  I n d e x  a u f  eixier d u r ç h  
den P o l  !@ g e h e n d e n  G e r a d e n  u n d  a l l e  P i i n k t e  m i t  u n g e r a d e m  
Index  a u f  e i n e r  z u  d i e s e r  s e n k r e c h t e n  Geraden ,  s o  b e s c h r e i b t  
der S c h n i t t p u n k t  K b e i d e r  G e r a d e n  - d e r  R a l l s c h e  P u n k t  - 
momentan  e i n e  B a h n s t e l l e  m i t  f i  + 2 p u n k t i g  b e r ü h r e n d e r  
Tangente ,  u n d  u m  g e k e h r t .  nenn  in K schneiden sich gegenwiirtig 
alle Wendekreise von w, bis w,; der Punkt K kaun also als eine aus- 
geartete Systemkurve betrachtet werden, welche in -n + 2 aufeinander 
folgenden Lagen eine feste Gerade berührt. 

* Vergl. M e h m k e ,  über die Bewegung eines starren ebenen Systems in 
seiner Ebene, diese Zeitschrift Bd. 3 5 ,  S. 1 und 65. 

17* 
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TI. Aus dem letzten Satze fol@ unmittelbar: W e n n  i n  d e r  Ket te  
d e r  W c n d c p o l e  v o n  W, b i s  W, a l le  P u n k t e  v o n  geradern 
I n d e x  m i t  u n d  a l l e  P u n k t e  v o n  u n g e r a d e m  I n d e x  m i t  Wl 
e u s a m m e n f a l l e n ,  s o  d u r c h s c h r e i t e n  a l l e  P u n k t e  v o n  w, Bahn-  
s t e l l e n  m i t  vz+2 p u n k t i g  b e r ü h r e n d e r  T a n g e n t e ,  m i t  Aus-  
n a h m e  des  P o l s  u n d  d e s j e n i g e n  P u n k t e s  K, d e r  zugleich 
a u f  dem e r s t e n  von wl v e r s c h i e d e n e n  W e n d e k r e i s e  w,+i l i e g t ;  
d i e  R n h n k u r v e  d ieses  P u n k t e s  h a t  m i t  d e r  G e r a d e n  J',K 
n+ 3 ur iend l ich  b e n a c h b a r t e  I ' unk te  g e ~ r i e i n .  I n  diesem Falle ist: 

LII. 1 s t  d ie  P o l b a h n  e ine  g e r a d e  L i n i e ,  so  s i n d  d i e  W e n d e -  
p o l e  d i e  dem P u n k t e  y e n t s p r e c h e n d e n  K r ü m n i u i i g s m i t t e l -  
p u n k t e  d e r  P o l k u r v e  u n d  i h r e r  E v o l u t e n  (Art. 5). 1 s t  ander -  
s e i t s  i n  i r g e n d  e i n e r  S y s t e m l a g e  

so h a t  d i e  P o l b a h n  irn P u n k t e  q3 e ine  ~ + l  p u n k t i g  b e r ü h r e n d e  
T a n g e n t e .  

IV. S i n d  d ie  b e i d e n  R o l l k u r v e n  K r e i s e  mit den Radien z 
und p, so folgt aus den Gleichungen 9): 

und analoge Formeln gelten für die Koordinaten von W, W, . . . 
Daraiis ergieht sich eine einfache Konstruktion der Punkte IVi und lx. 

V. S i n d  b e i d e  R o l l k u r v e n  s y m m c t r i s c h  i n  B e z u g  auf  die 
P o l b a h n n o r m a l e  n, s o  l i e g e n  d i e  s i i m t l i c h e n  W e n d e -  und  
R ü c l i k e h r p o l e  a u f  d i e s e r  Geradari .  D e m  koristruieren wir zu 
zwei Systemgeraden a und b, die in Bezug auf n syinmetrisch liegen, die 
Krümrriungsriiittelpuiikle A, A,. . . B, B, . . . der zugehorigen Hüllbahn- 
kurven und ihrer Rvoluten, so sind die entstehenden Punktketten 
symmetrisch in Bezug auf tt und es schneiden sich AnAiAn und 
Bn-1 6,  in  IVn 
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7. D i e  K r ü m m u n g r a d i e n  d e r  E v o l u t c n  c i n e r  H ü l l b a h n -  
kurve. Wir betrachten in der Systemlage f3 eine beliebige Systein- 
kurvc c  mit den Evoluten cl, c , .  . . und bezeichncn mit y, y,, y, . . . die 
zugehorige IIiillbahnkurve und deren Evoluten, mit C und r die 
Kriimmungsmittelpunktc von c und y auf der durch $!i gehenden Nor- 
male beider Kurven, mit Cl, C, . . . r,, r, . . . die e~its~rechenden 
Krümmungsmittelpunkte von cl, c2 . . . y,, y, . . . (Fig. 2). In der unend- 
lich benachbarten Systemlage S' komrnen die Kurven c ,  cl, c, . . . nach 
cf, cl,, cl, . . .; dnnn bestimmt die Tangente aus dern Pole .S. an c f ,  den 
Berührungspunkt von mg. 2. 

c' und y und diesem 

, . 
so bildet $3 D r  mit der 

,!,' ; 
Tangente t1  der Pol- , t ' 
bahn in D deri Wirikel 

t 
p +'drp, und es ist CL 

A A , -  p l +  d p , .  . . 

Dabei verstehen wir unter rp denjenigen zwischen O 0  und 180° 
liegenden Winkel, um welchen !J3 C im Sinne der Drehung des Systems 
gedreht werden muss, um mit der positiven Polbahntangcntc t zu- 
saminenzufallen, und wir rechnen r, r , .  . . Q ,  pl . . . positiv, menn nach dieser 
Drehung bez. die Strcckcn C, CC, . . . Fr, TT, . . . zur positiven 
Polbahntangente oder zur negativen Polbahnnormale parallel sind. 

Bezeichnen wir die Winkel Gr? und QC'P bez. mit d p  und du, 
sa folgt aus dem Dreieck PCC': 

às riv = s incp ,  

und da LCYCr=  rl8 ist, so wird 
d s s i n m - r d 9  

d p = d v - d a =  1' 
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Dann ergiebt sich unmittelbar aus der Figur: 

11) 
d s  . r d s  sin QI 

Q = -sinq, = 
d  P d s s i n g , - r d 8  ' 

und es gilt allgemein für n = 2, 3 . .  . zur Berechnurig von Q, die I1e- 
kursionsforniel: 

13) 
den-1 rdpn-1  - (- 1)"- --- (3, = (- 1)"- - 

d  P dss inrp  - r d a  

Die Ausdrücke für dg, dg,. . . enthalten noch die Differeiitiale 
von Y und rp. Nun fol@ aus dem Dreieck PDC':  

d u  + SP - d a  = cp + dq, + d z  + d22,  
a h  d .s 

d q  = d u  - ( d a  + dz)  = - sin rp - ( d a  + dz),  

und es kt ferner 
yldv = C' Dr== - d~ - d~ COSCJI, 

r,dv -Cfl Dr,= dr, 
. . . . . . . 

folglich 
d r  = - d s  cos cp - d s  sin cp 

und allgemein für n = 1, 2 . . . 
dr, = (-1)'t1 F d s  sin 

Für den Fall, dass die Systcmbewegiing durch den Pol und 
die Kette der Rückkehrpole 't','Y, . . . hestirnmt ist, firiden wir aus deri 
Gleichungen des Art. 2: 

a 71 41 "lz .- 71 d a = - ,  d s = - - d v l ,  d 8 + d ~ = - - -  
62 L VI E2 

drll, 

und d a m  gehen die Gleiçhungen 11) bis 13) über in 
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Die Gleichungen 11') bis 13') dienen umgekehrt auch zur Be- 
stimmung der Rückkehrpole, wenn von zwei beliebigen Systemkurven 
die IIüllbahnkurven bekannt sind. 

8. Die  P u n k t e  s t a t i o n a r e r  K r ü m m u n g .  Tritt an die Stelle 
der Kurve c ein einziger Systempunkt C,  so bestimmen die Gleich- 
ungen 11') bis 13') die Krümmungsradien der zugehBrigen Bahnkurve y 
i d  ihrer Evoluten, wenn Y, = r, = . . . = O gesetzt wird. Beschreibt niin 
der Punkt C momentan eine Bahnstelle mit vierpunktig berührendem 
Krümmungskreise, so hat der Krümmungsradius r -  p in den System- 
lagen S und Sr denselben Wert ,  d. h. es ist 

~ W - Q )  = O ,  
dlli d Sctzen wir hier für q den Wert  aus Gleichung 11') und für 3 

d l .  d 71 
und die vorhin gefundenen Ausdrücke, so erhalten wir 

14) ~ ( 7 ~  COS cp - & sin y) + 3q2, COS cp sin y - O 
als Gleichung der K r e i s p u n k t k u r v e  der Systemlage S ,  d. h. des 
Ortrs aller Systrmpiinkte, die momentan Rnhnstellen mi t  stationarem 
Krürriniungskreise durchlaufen. 

Die Kiirve y hat mit ihrem Krümmungskreise in C nicht nur 
vier, soriderri fürif unendlich benachbarte Purikte gemein, wenn auch 
der Differentialqiiotient der linken Seite von Gleichungl4) verschwindet; 
dies fülirt zu der Bedingurig: 

r2L& COS SP + (rls - 71) sin rpl 
15) / + ~ ~ l [ 3 ~ l ~ o s 2 c p + 4 ~ 2 c o s ~ s i n y + ~ 4 q 2 - 3 ~ l ) s i ~ 2 y ~  

+ 3qL3s inq  = 0. 
Die Gleichungen 14) und 15) bestimmen im allgemeinen vier 

Punkte (r, y), die wir als die B u r m e s t e r s c h e n  P u n k t e  der System- 
lage S bezeichnet haben.* 

8011 endlich der Punkt C in s e c h s  unendlich benachbarten Lagen 
auf einem Kreise bleiben, so erhaltcn wir aus 15) durch Differentiation 
nach 7 ,  die neue Redingung: 

* b e r  die Bewegung eincs starren ebenen Systems durch fiinf unendlich 
benachbarte Lagen, diesc Zeitschrift Bd.37, S. 145; sowie Konstrnktion der H u r -  
mes t e r  schen I'unkte fiir ein ebenes Golenkviereck, daselbst erste Mitteilung Bd. 37, 
S. 213, zweite Mitteilung U d .  38, S. 129. 
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Die Gleichungen I l ' ) ,  14),  l5), 16) dienen zur Bostinirrluiig von 
Y,. . .Y4, wenn wir vorschreiben, dass zwei Systempunkte C und il 
sich in  sechs unendliçh. benaçhbarten Lagen auf zwei gegebenen Kreisen 
bewegen sollen. - Die entsprechenden Gleichungen für die Wendepole 
ergeben sich aus den vorigen durch Vertauschimg von r, q i ,  ki bez 
mi t  p, yi, xi. 

9. D e r  1'01 a l s  S y s t e m p u n k t .  Die in Art. 7 abgeleiteten 
Formeln gcltcn nicht für die Bahnkurve p desjenigcn Systempunkts, 

Fig. 9. der in der Systemlage S 

- 4 ?J"" mit dcm Pole !$ zu- 
C \ sammenf~l l t .  Dieser 

\ 
I bleibt bcim Übergang 
I von S in S' fest und ge- 
\ 

/ \ langt in den folgenden 
7%. \ \ Sy stemlagen durch 
/ \ - - .  . \ \  Drchungcn um die Pole 

, , - -A 'CL, ! J 3 I f ,  8, !J3"', G . pl"'. . . bez. . .; nach der 
1 , '  . \ 

' \  

dem Punkte ent- vl+. - - -  _ - - :-. / sprechendo Kriimm- 
' - _  - -.--/+l- . , \ \ 

3 ungsmittelpunkt von p 
Q - - -  . \ . 

\ - -  . ist also der Schnitt- 
- -  , -, 

---x \ punkt Dl der Halbie- 
m.. 

x \ rungslinien der Winkel 
v 5 2 y r r  und ! J 3 " % ~ " '  

'J1 
(Fig. 3). 

Nun ist der Koritigenzwinkel der Polbahn bei gleich d z  + d2z und 

LFF36Pv=d8+  d%, L ~ " 8 i p i f r =  d 8  + 2 d 2 8  + d 3 8 ,  

mithin ergiebt sich aus dem Dreieck 6 8 E l 2 :  
d 8 t 2 d z + d W 9 . $ 2 d e t  

' m = d s  d ; f - - d r + 2 d 2 S . - d Y z  

Hieraus folgt: D e r  m i t  d e m  P o l e  y z u s a r n m e n f a l l e n d e  
S y s t e m p u n k t  b e s c h r e i b t  im a l l g e m e i n e n  e i n e  S p i t z e  vom 
K r ü m m u n g s r a d i u s  Nul l .  1 s t  j c d o c h  d a -  dz ,  s o  h a t  die 
E u r v e  p i n  e i n e  S c h n a b e l s p i t z e  m i t  d e m  e n d l i c h e n  
K r ü m m u n g s r a d i u s :  

3 d s d 4  
t - 2d"-dZer 

I n  diesem Falle wird zufolge den Gleichungen 8): 
d 7 

y,-O, IL. 3 -  --(d2z-2d24); d a 8  

die vorige Gleichung geht demnach über in: 
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D e r  P u n k t  b e s c h r e i b t  a190 i m  a l l g e m e i n e n  e i n e  
Schnabe lsp i tze  v o n  e n d l i c h e r  K r ü m m u n g ,  w e n n  d e r  zwei te  
Wendepol  auf  d e r  P o l b a h n t a n g e n t e  l i e g t .  B e f i n d e t  s i c h  
gle ichzei t ig  der  d r i t t e  W e n d e p o l  auf  d e r  P o l b a h n n o r m a l e ,  s o  
wird d e r  K r ü m m u n g s r a d i u s  r u n e n d l i c h  g ross .  

Bezeichrien wir noch mit 8 den Schnittpunkt von %YJt und der 
Halbierungslinie des Winkels ~ " ' G ~ $ 3 " " ,  so erhalten wir für den zu- 
gehiirigen Krümmungsradius r, der Evolute p, von p :  

%RE 4 d s d 8  
18) Tl=-= - - 4 "'-;. i n w f i  (da-d~)"~ 

B e s c h r e i b t  d e m n a c h  d e r  P u n k t  e i n e  S p i t z e  v o m  
K r ü m m u n g s r a d i u s  N u l l ,  s o  h a t  d i e  K u r v e  pl i n  e i n e n  g e -  
wohnl ichen P u n k t  vom K r ü m m u n g s r a d i u s  r,. B e s i t z t  d a g e g e n  
d i e K u r v e p  i n p  e i n e  S c h n a b e l s p i t z e  m i t  e n d l i c h e m K r ü r n m u n g s -  
rad ius  FilTl, so i s t  93 e i n  W e n d e p u n k t  d e r  E v o l u t e P , u n d  r, ='m. 

II. Anwendungen auf das Gelenkviereck. 

10. D i e  W e n d e p o l e  W,, W', u n d  d e r  R a l l s c h e  P u n k t  K fiir 
eine b e l i e b i g e  K u p p e l l a g e .  In  Figur 4 ist ABBA ein Gelerik- 

Fig. 4 

n 

vier eck mit dem festen Gliede AB und der Koppel AB. Bekanntlich 
eiltspricht j eder Koppellage, fur welche der Pol nicht unendlich fern 
ist, ein e n d l i c h e r  Wendekreis w,; jede solche Systemlage S genügt 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



238 Beitriige zur Theorie des ebenen Gelenkvierecks. 

d s also der früher gemachten Voraussetzung, dass der Quotient d3 end- 

lich und von Nul1 verscliieden sei. Bestimmen wir darln die zugehorigen 
Wendepole TTl, W, . . ., so k6nnen wir leicht die Bedingungen an- 
geben, denen die betrachtetc Systemlage genügen muss, wenn bezüg- 
lich der Momentanbewegung der Koppelebene einer der in Art. 6 be- 
handelten Sonderfille eintreten soll. Die erhaltenen Ilesultate k h n e n  
schliesslich durch einen einfachen Grenzübergang auch auf den Pal1 
ausgedehrit werden, wo der Pol unendliçh fern liegt. 

Die Geraden AA und B B  schneidrn sich im Pole IJ3 der gezeich- 
neten Koppellage. Um den e r s t e n  W e n d e p o l  TVl zu ermitteln, 
bestirnmen wir den Schnittpunkt @ von 14 Z l  und AB, ziehen y @ parallel 
zu AB bis AU und durch 8 zu $@ eine Parnllele, die AA und BB 
bez. in A,, ilw schneidet. Die in A,, 3, bez. zii AA, B B  errichteten 
Lote treffen sich in 1.17i. 

Setzen wir: 

so folgt aus der Figur: 

19) 
sin y siu 6 

? J 3 W i = y i = h .  
sin a! sin sin(8 - y) 

Nach den in Art. 2 getroffenen li'estsetzungen geht durch W, die 
positive Polbahnnormale n. Nehmen wir an, die Koppelebene drehe 
sich momentan um im Sinne des Uhrzeigers, 30 haben wir untcr 
positiver Polbahntangente denjenigen durch IJ3 gchenden Strahl t zu 
verstehen, für welchcn L n y t ,  iin angegebenen Sinnc gelesen, gleich 
90° kt. Dann ist fiir den Punkt A der frühcr mit q bezeichnete 
Winkel A y t  = a, für R LByt = /3; setzen wir daher: 

iind vertauschen in Gleichiing 14) die Bezeiohnungen q,, &,, q, bez. 
mit y,, x2, y,, sowie r und y einerseits mit Q und a, anderseits mit g' 
und p, so erhaltcn wir für die Koordinaten dm zwei ten  Wendepols  
W, die Gleichungen: 

q (x2 sin a - y, cos a) = 3yI2sin ci cos a, 
20) g (ni,sinp - -  y2 cos f i )  = 3y12sinp cos p. 

Hieraus ergiebt sich: 

setzen wir also zur Abkürzung: 
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h sin d  
sin(a! + d)   in ( p  + 8) m j  

so wird: 
Q g' = nzh sin 6, 

Q cos /3 - Q'COS a = 712 siri(a - p) cos 6, 

q sin p - plsin a! = - m sin (a: - -  p) sin 6, 

und die Gleichungen für y, und x2 gehen über in: 

3  y, sin y cos 6 1 = - .in<a- 
3 y , c o s r r c o s ~ s i n y s i n d  

%=--.  sin a sin p sin(b - y )  

Der B a l l s c h e  P u n k t  K der betrachteten Systeinlage ist der 
Scliriittpunkt des Wendekreises wl mit der Geraderi y ~ W 2 ;  bezeiclinen 
a i r  daher mit x den Winkel Kpt ,  so ist: 

Dies führt zu folgcnder Konstruktion des Punktes K: Wir cr- 
richten in '$3 zu p@ ein Lot ,  welches die Gerade A B  in D, die Parallele 
durch @ zu P B  in Sb' schneidct, legen diirch T? und 2)' in beliebigclr 
Richtung xwei Parallelen und bestimmen deren Schnittpunkte O: und 
E' mit n (in Fig. 4 fillt De zusammen mit AB). Ziehcn wir dann 
E 3  1 '  t bis y B, Ss' n und G 1 g '  t, BO i isL K der Fusspunkt des 
Lotes von Wl aiif PSI. 

11. D e r  P u n k t  X b e s c h r e i b t  m o m e n t a n  e i n e  B a h n s t e l l e  
mit f ü n f p u n k t i g  b e r ü h r e n d e r  T a n g e n t e ,  wenn die Gerade Wl W, 
auf W, senkrecht steht, d. Li. wenn 

2 3) 1 / 2 ( ~ 3 - ~ 1 )  +'Zx3=0 

kt. Setzen wir nun zur Abkürzung: 

ylg[3y,(cosaa - s in2a)+4x2cosas ina!+  4y2sin20r] 4- 3?j13sina: =- 5 
und verstehen unter 2' den Ausdruck, in welchen 2 sich verwandelt, 
wenn wir g und a bez. mit Q '  und /3 vertauschen, so erhalten wir aus 
15) für die IZoordinaten des Punktes m/', die Gleichungen: 

[ X ~ C O S ~ :  + ( y 3 -  ~/,)sincc] = S, 
24) gr2[z3cos/3 + (y,-1/1)sinP] = '3.'; 

hieraus folgt: 
Q2p'%ssin(a - /3) = - Xgf2s inp  + S r e 2 ~ i n a ,  

24') { g\ '"y-  yl)si~i(a-P) = S p f 2 c c o s ~  - 2'e2cosa. 

Demnach geht Gleichung 23) über in: 
X Q ' ~ ( ~ ~ C O S ~  - x2 sin P) - S ' ~ ~ ( y , c o s a  - x2sin w j  - 0 :  

oder nach 20): 
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S e r s i n B  cos0 - X'gsinacosa:  = 0, 
oder ausfülirlicli gesçhrieben : 

g,orsin(a:-/3)[3y1co~(a:-~)-4y,sinasin/3] 

+ 3yI2 sin a sin /3 (g cos a: - picos S )  = 0. 
IIierbei ist: 

g cos a - cos /3 = m sin (a - B)  cos (a + + 6). 

Setzen wir üherdies für g gr, y,, y, die friiher gefundenen TVerte, 
so ergicbt sich: 

25) cos (a: - -  P )  sin (Y + 8 )  - sin y cos (a + /3 - S )  = 0 ,  
oder 

25 2 c o t 6 = c o t a ! +  cot f i -  c o t y ( l +  c o t a c o t p )  

a l s  B e d i n g u n g  d a f ü r ,  d a s s  i n  d e r  b e t r a c h t e t e n  L a g e  der 
K o p p e l e b e n e  e i n  g e w i s s e r  Punkt  K e i n e  B a h n s t e l l e  m i t  fürif- 
p u n k t i g  b e r ü h r e n d e r  T a n g e n t e  d u r c h l i i u f t .  - Die Gerade W,K 
hat  für die Hahnkurvo x des Punktes K den Charakter einer Inflexiona- 
tangente, die sich so innig an die Kurve anschmiegt, dass auch inner- 
halb e n d l i c h e r  Grenzen der Punkt  K sich auf dieser Geraden zu be- 
wegen scheint; wir sagm deshalb, d a s  G e l e n k v i e r e c k  ABBA 
b e w i r k t  e i n e  f i i n f p u n k t i g e  G e r a d f i i h r i i n g  d e s  P u n k t c s  K auf 
d e r  G e r a d e n  TVl K. Jn der unmittelbaren Umgebung von ii befinden 
sich unendlich viele Sy~t~empunkte ,  deren Bahrikurven drei diclit auf- 
einander folgende Wendepunkte haben und deruin gleichfalls eine auf- 
f i l l ig gestreckte Gestalt besitzen.* 

Fügen wir der Gleichung 25) noch die Bedingung Liinzu, dass die 
vier Seiten des Vierecks ABBA von gegebener Lange sein sollen, so 
erhalteri wir fünf Gleichuligen zur ~ e s t i k r r i u n ~  der fünf Uribekamten 
h, a, /3, y, à'. Bei j edem Gelenkviereck giebt es daher Koppellagen, 
in denen dasselbe eine fünfpunktige Geradführung bewirkt. 

12. S e c h s p u n k t i g e  G e r a d f ü h r u n g .  Nach Art. 6 1 hat die 
Kurve ?c mit der Geraden W,K s e c h s  unendlich benachbarte I'unkte 
gemein, wenn WL Ws auf senkrecht steht, und wenn überdies 
der Puilkt W4 auf W2 liegt, d. h. wenn neben der Gleichung 26) noch 
der Redingung gcnügt wird: 

s2 y4 - x4y2 = O. 

Bestimmen wir x,, und y, mit  IIilfe der Gleichung l G ) ,  so geht 
nach einfacher T<,ec,hnung, dic der im vorigrn Artikcl aiisgefiihrteii 
ganz analog ist, die letzte Gleichung über in: 

* Konitruktion der Burmesterschen Punkte u. S. W . ,  xweite Mitteilung. 
Vergl. auch L. Al l i ev i ,  ciriematica della biella piana, Napoli 1895. Daselbat 
wird die Aufgabe der fiinfpunktigen Gerndfiihrung unter Beschr%iikiirrg auf solchr: 
Koppellagen behandelt, für welche die Kreispunktkurve in irgend einer Weise 
ausartet. 
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(12cot cc cot -- 5) [2  CO^ S - (coi u + cet /?) + cet y (1 3- cet a cot P ) ]  
+ 5[(1 cot a cot jji)(cot y + cot 8)  - (COL u + cot p )  

(1 - çot y cot d)] = O. 
Hier verschwindet iiach 25') das erste Glied, und wir erhalten 

sin(y + 6 -  a -  f i ) =  O ,  
d. h.: 

26) y + a = a + p .  

Dann verwandelt sich 25) in 

27) sin 2 y = sin 2 a: + sin 28. 

Die G l e i c h u n g e n  26) u n d  27) bilderi  die  n o t w e n d i g e  u n d  
hinreichende B e d i n g u n g  dafür ,  d a s s  i n  d e r  b e t r a c h t e t e n  
Sys temlage  d e r  B a l l s c h e  P u n k t  e i n e  B a h n s t e l l e  m i t  sechs-  
p u n k t i g  b e r ü h r e n d e r  T a n g e n t e  b e s ç h r e i b t .  Es g i e b t  dem-  
nach m3 Gelenkvie recke ,  d ie  e i n e  s e c h s p u n k t i g e  G e r a d f ü h r u n g  
bewirken. - Da jeder Punkt der Koppelebene eine Kurve sechster 
Ordnung crzeugt, so ist die soeben ermittclte Geradführung von rein 
theoretischem Standpunkte aus die vollkommenste, die überhaupt mit 
Hilfe cines Gelenkvierecks erreicht werden k a m .  

13. D e r  g e r a d g e f ü h r t e  P u n k t  K l i e g t  a u f  d e r  K o p p e l -  
gersden. Aus der in Art. 10 abgeleiteten Konstruktion des B a l l -  
schen I'unktes K errgiebt sich leicht, dass der Punkt K auf die Gerade 
AU Fillt, sobald die Winkel ci, p ,  y, S der Gleichung geniigen: 

28) cot 6 = cota: cot P cot y, 

und dann gcht Gleichung 22) übcr in 

as) x = 90' + y .  

Fordern wir ausserdem, dass der Piinkt K momentan eine Bahn- 
stelle mit sechspunktig berührender Tangente beschreibt, so gelten 
fiir die Koppellage A B  gleichzeitig die Bedingungen 261, 27) und 28); 
aus diesen folgt: 

30) ~ = G O O + u ,  y=60° -o r ,  6 ‘=3a .  

E s  g i e b t  d a h e r  me G e l e n k v i e r e c k e ,  we lche  d i e  s e c h s -  
punkt ige  G e r a d f ü h r u r i g  e i n e s  auf  d e r  K o p p e l g e r a d e n  l i e g e n -  
den P u n k t e s  bewirken .  

In Figur 5 ist ein Gelenkviereck dargestellt, bei welchern die 
Strerke p@ nnd der Winkel ol beliebig gewahlt sind und die Winkel 
f l ,  y, d den letzten Gleichungen geriügen. Für  den zugehorigen Punkt K 
ist nach 29): 

LE'$@ = 90°+ y - (a: + P )  = 90'- 6'; 

fallen wir also von y auf AB ein Lot y3 und ziehen durch einc 
Gerade, die mit !)3@ den Winkel @y$ einschliesst, so schneidet die- 
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selbe A B  in K. Die Bahnkiirve r. ist sgmmetrisch in Bezug auf A B  
und nur zur Hiilfte gezeichriet ; die sechspunktig berühreide Tangente g 
steht senkrecht auf pK. 

Im Dreieck .AB'$ ist jeder Winkel gleich 60°, d. h. in  jeder 
S y s t e m l a g e ,  i n  w e l c h e r  e i n  P u n k t  d e r  K o p p e l g e r a d e n  eine 
B a h n s t c l l e  m i t  s e c h s p u n k t i g  b e r ü h r e n d e r  T a n g e n t e  durch-  

l i iuf t ,  b i l d e n  d i e  d r e i  be- 
w e g l i c h e n  G l i e d e r  des 

J!'ig 5 V i e r e c k s  - o d e r  deren 

O 
Y e r l i i n g e r u n g e n  - ein - 

I g l e i c h s e i t i g e s  Dreieck.  
I Für  a: = 30° wird 

1 
I AB==BBn = BK,  

A A - A B  - w 
* und wir erhalten die bc- 

kannte g e n a u e  Geradführ -  
u n g  d u r c h  d a s  gleicli- 
s c h e n k l i g e  S c h u b k u r b e l -  
ge  t r i e b  e, bei welrher siçh 
der Punkt A auf der Ge- 
raden BA und der Punkt K 
auf einer zu dieser senk- 

l rechten Geraden bewegt. Wir 
I 
, sçhliesseri hieraus, d a  s s  
I a u c h  i m  a l l g e m e i n e n  Fa11 

d i e  A n n a h e r u n g  der 
K u r v e  x an  die  Gerade g 
u m s o  v o l l k o m m e n e r  sein 
w i r d ,  je  g r o s s e r  dieDiffe-  
r e n z  d e r  beiden A r m e  
des  Ce lenkvie rec l i s  is t ,  
w e n n  g l e i c h z e i t i g  die 
K o p p e l  u n d  der  kleinere 
A r m  e i n a n d e r  nahezu 
g l e i c h  sind. 

Ziehen mir in Pigur 5 
A durch y die Gerade 22'1 @A, 

so ist: 
LB!#2'=18Oo- S -  a =  2(90°- 2a)  = 2.LE!#B, 

und ebenso 

Diese Remcrkung dient zur L6sung der bufgabe: Auf  einer 
Geraden  s i n d  d r e i  P u n k t e  A, B, K gegeben .  An die Strecke 
A B  a l s  K o p p e l  sol1 e i n  G e l e n k v i e r e c k  a n g e s c h l o s s e n  werden, 
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welches d ie  s e e h s p u n k t i g e  G e r a d f ü h r u n g  des  P u n k t e s  2l b e -  
wi rk t  (Pig. 6). C m  ein solches Viereelc zu bestimmen, zeichnen wir 
über A B  das gleichseitigc Dreieck AB?, maehen 

errichten in P zu das Lot und bestimmen den Schnitt- 
p k t  @ der Geraden A B  mit der ,Halbicrungslinie des Winkels K$$.  
Durch $ ziehen wir zu y13 eine Parallele; diese trifft P A  und B 

bez. in A und B. Dann ist ABIIA das gesuchtc Viereck, und zwar 
isL es gerade in derjenigen Systemlage gezeichnet, in welcher K eine 
Kahnstelle mit  seehspunktig berührender Tangente dilrchliiuft. - 
Halhieren wir statt des Winkels K y 3  dessen Nebenwinkel durch die 
Gerade VQ* und ziehen durch ihren Sehnittpunkt @* mit A K eine 
Parallele zu P Z ,  so entsteht das Viereck AIE* BA; die gestellte Auf- 
gabe hat also zwei Losmgen. 

14. F o r  t s e  t z u n g .  I n  E'igur 6 folgt aus dem Dreieck AT B nach 
dem Satze des Menelaus:  

AA ';OB R@ 
P A ' ~ ' A %  = 1. 

Dabei ist . 
11 .$ s ~ n  rr 
-- = ---- 
A,$ s in ( s00 to l ) i  

setzen wir daher AA = a, BB = b ,  A B  = c, so wird 

sin cr b(c - a)  ----P. - 

sin(60°+rr) u ( c - b )  
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Iin Dreieck B V Q  ist ferner 
sin 60 O sin 3 cx ~ B = c - b = c - -  .- 

sin(60°-a) sin4cx 

Aus den beiden letzten Gleichungen ergiebt sich durch Xlimination 
von a: für die drei beweglichen Glieder a ,  b ,  c die Beziehung: 

32) { a3b3+ b3cS+ ~ ~ a ~ -  3nbc[n2(b + c) + b2(c + a) + c2ja + b)] 

+ l 6a2b2c2  = O. 
Bezeichnen wir noch die Lange des festen Gliedes A B  mit d,  so 

haben wir: 
sin (60° f a'i sin cu 

c l = A . D B @ = ( c - a ) - - . - + - ( c - b ) -  sin 3 ci 
s i n 3 u  ' 

und hieraus folgt nach 31): 

33) 
a ' b e + b e c P + c e a e - a b c ( a  1 b t c) a= - - 

3 a b e  

Analoge Beziehungen bestehen zwischen den Gliedern des Vierecks 
A*B*UA, nur  lit dem Unteruchiede, dass an Stelle vuri a und O die 
negativen Langen der Glieder AfA, B*B treten, weil diese Strecken 
entgegengesetzte Eichtung haben wie AA, BU Es gilt demnaçh über- 
haupt der Satz: B a t  e i n  G e l e n k v i e r e c k  d i e  E i g e n s c h a f t ,  dass 
e i n  auf  d e r  K o p p e l  l i e g e n d e r  P u n k t  e i n e  B a h n k u r v e  mit  
s e c h s p u n k t i g  b e r ü h r e n d e r  T a n g e n t e  b e s c h r e i b t ,  s o  genügen 
d i e  Li ingen s e i n e r  G l i e d e r ,  m i t  g e e i g n e t e n  V o r z e i c h e n  ver-  
s e h e n ,  d e n  G l e i c h u n g e n  32) u n d  33) - u n d  u m g e k e h r t .  

In Figur 6 ist L LI K = 30° + 2 a: und folglich das Teilungs- 
verhiiltnis des Punktes K in Bezug auf die Strecke AB: 

A K  s i n ( 3 O 0 t 2 u )  

~ = u K =  C ~ S Z U  ' 

Aus dem Dreieck A P B  folgt aber: 
ein(3Oof 2 u )  

AB + Ap - Bp = (c - a)-'ços2a 
also wird: 

34) d - a  f b 
- c - u  ' .  

und diese Gleichung lasut sich auch uurriformen in: 

34') c - b  
'" = a m '  

15. P o l g e r u n g e n  a u s  d e n  v o r i g e n  G l e i c h u n g e n  1. Da die 
Gleichungcn 32) und 33) symmetrisch sind in Bezug auf a, b ,  c, so 
folgt ohne weiteres der Satx: B e w i r k t  d a s  Gelenk.viereck ABBA 
d i e  s e c h s p u n k t i g e  G e r a d f ü h r u n g  e i n e s  a u f  d e r  Koppe lgeraden  
l i e g e n d e n  P u n k t e s  K, s o  behi i l t  e s  d i e s e  E i g e n s c h a f t ,  wenn 
d i e  d r e i  b e w e g l i c h e n  G l i e d e r  AA, AB, B B  u n t e r e i n a n d e r  
b e l i e b i g  v e r t a u s c h t  werden.  Bilden wir aus dem Viereck ABBA 
zwei neue Vierecke A'B'B'A' und A ~ ~ B ~ B " A " ,  indem wir 
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machen, so enthalt jedes dieser Vierecke auf seiner Koppel einen 
Purikt El bez. Kr', der eine Hahrikurve x' bez. x" mit sechspunktig be- 
rührender Tangente beschreibt. Dabei ist : 

und 

Die Kurven x' und xfl sind ahnlich zur Rahnkurve x des Punktes K. 
Dies alles ergiebt sich übrigens auch unmittclbar aus dcm Satee, dass, 
wenn man bei einem Gelenkviereck die Koppel mit einem der Arme 
vertauscht, die von den Punkten der neuen und der ursprünglichen 
Koppel beschriebenen Bahnkurven einander paarweise iihnlich sind." 

TI. E'ür a - b geht die Gleichung 32) ilber in 

Die Amiahme a = c führt nach 33) zu der unbrauchbaren Liisung 
d - O. 1st dagegen a - 4c, so wird d - 3c und ,LI - -1, und wii. 
gelangen zu der bekannten G e r a d f ü h r u n g  v o n  T s c h e b i s c h e f f ,  bei 
welcher der Punkt K in der Mitte der Xoppel A B  liegt. Wegen der 
Gleichheit der Arme AA und BB ist naçh der ~ e m e r k u n ~  in ~ r t .  13 
die hier erreichte hnniiherung der Kurve î1 an die Gerade g verhaltnis- 
missig gering. 

III. Der Annalime ,LI - 2 entspricht einerseits die in Art. 13 er- 
wilinte geriaue Geradführung mit a = d - a, 6 = - e, anderseits 
folgt aus den Gleichungen des vorigen Artikels noch die Losung 
b y c - 4 a ,  d y 3 a .  Diese geht aus der Tscheb ischef f schen  Gerad- 
führung hervor, wenn wir bei dieser die Koppel mit einem Arme des 
Vierecks vertauschen. 

16. A l l e  P u n k t e  d e s  W e n d e k r e i s e s  w, - mit Ausnahme des 
1'01s und des Ballsehen Punktes - b e f i n d e n  s i c h  m o m e n t a n  i n  
U n d u l a t i o n s p u n k t e n  i h r e r  B a h n k u r v e n ,  wenn für die betrachtete 
Systemlage der zweite FVendepol W, mit dem Punkte y identisch ist 
(Art. 6 II). Hieraus ergeben sich folgende Falle: 

1. Zufolge den Gleichungen 21) wird der Bedirigung x, = y, = O 
einerseits genügt durch die Annahme a = cî = 90°. Dann liegt in 
Figur 4 der Punkt B unendlich fern und &as Gelenkviereck artet in 
einen Schubkurbelmechanismus aus, bei welchem der Arm A A  momentan 
mit der Polbahnnormale zusammenfiillt.** 
- 

* Vergl. z .  B. K o e n i g s ,  lqons  de cinématique, Paria 1897, p. 266. 
** A l l i e v i  a. a. O. S. 142. 

Znitactirift f Mathcrnatik II.  Pliysik. 4P Ja .hrg .  1897. 5 .  Heft. 18 
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II. Die Koordinaten von W, verschwiiidcn ferner für ri = y =- O, 
j - 90°, und danil erhalten wir das in E'igur 7 dargestellte Viereck, 
dessen Koppel sich momentan in einer Totlage bcfindet und dabei ai:f 
dein Àrm AA senkrecht steht. Dabei sirid !JI und die positive Polbahu- 
tangente t bez. identisch mit A und AA; ziehen m-ir also diirch A zu 

AB eine Parallelu, welche 
n g .  7. AR in G schneidet, und 

durch E ein Lot auf AB, 
-7 Ai:-;/;; / 

in so trifft W,. dieses Da auch die Gerade W, mit AB A 

/ zusammenfillt, sn ist der 
, 13allsçhe Purikt K dur Fuss- . , 

Kà:' punkt des Lotes  on A auf 

A '" dL' 0 5  Wl W, , folgliçh L Tt; A K 

Il gleich demwinkel, den M< 1.i: 
mit der negativen Polbahri- 

tangente eirischliesst, oder tari L W, AR = - m. 
xs 

Bezeichnen wir nun die Glieder unseres Vierecks wie früher mit 
a, b ,  c ,  d und seteen in der ersten der Glpichungen 24) p - a, a - O  
in der zweiteri b + c, f l  = SOU, so folgt: 

Ziehen wir durch daher den Schnittpuukt S von A B  und G 1.I; eiue 
l'arallele zu AB,  tlurch B cinc Parallele zu AA und vcrbinden den 
Schnittpunkt U beider Geraden mit A ,  so ist K der Fusspunkt des 
Lotes von W, auf AU. 

In Figur 8 ist E ein Leliebiger Punkt auf deni Kreise tc, 

der vorigcn Figur, also AE lTVIE:. Der Punkt E beschreibt eine 
Bahnkurve E ,  die in E einen Un- 

Iijg. 8. dulationspunkt hat mit der Tan- 
A 12 gente W,E. Machen wir 

L E 1 B A  - LRAB 

und verstehen uiiter El den Schnitt- 
punkt der Geraden B E l  mit BM<, 
so ergiebt sich leicht, dass 

B LAE,B  - 180'-LBEA 

kt .  Der Punkt liegt also auf 
deni Kreise, der über der SelineA B 

den I'eripheriewinliel B E A  fasst und der bekanntliçh durch die drei 
Doppelpunkte dcr Kurve E geht. Konstruieren wir noch übcr Ali, 
und B E ,  bez. die Dreiecke AEll4', B E l  Ur mit den Seiten A A' = a, 
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E1Af=EA, B B r = b ,  X , B r - B U ,  so l k s t  sich bcweisrri, d:ass 
L Il'x, AI = L i1  EA ist. Die Dreiecke A13R und A'B1Zl sind also kori- 
gruent; folglich ist El ein Uoppelpurikt von E.  - In Figur ôa  ist die 
Kurve E gezeichnet. Bringen wir die Koppel AB in die Lage AtB*, 
die zu A B  sgmmetrisch ist in Rezug auf A B ,  so gelangen die Punktc 
l? und IVl nach E* und W:,  und daim ist W: der erste Wendepol 
und E* ein Punkt des ersten Wendekreises für die neue Systemlagc, 
also ofyenbar mieder ein Undulationspunkt von 6 niit der Tangente &!*El. 
IVir erhnlten somit dvn Satz: W e n n  h e i  dem G e l e n k v i c r c c k  A B U d  
d i e  K o p p e l  A B  iii eirier T o t l a g e  m i t  d e m  h r m  AA e i n e n  
rechten W i n k e l  b i l d r t ,  so  b e s c h r t , i h t  j eder  P u n k t  E des  z u  
pehorigeri W e n d e k r e i s e s  w, rriorrieritan e i n e n  U n d u l a t i o i i s -  
punkt .  D i e  R a h n k u r v e  E des  
P u n k t e s  E h a t  e i n e n  z w e i t e n  F i y  8 a. I 

U i i d u l a t i o n s p u n k t  X*, u n d  d ie  I 

T a n g e n t e n  in  b e i d e n  P u n k t e n  I 

schneiden s i c h  i n  e ine in  D o p -  
p e l p u n k t e  E, v o n  E .  - Ersetzcn 
wir den Punkt 11 durch den B a l l -  
schen P u n k  t K der Figur 7, so 
hat die Gerade Wl K f ü n f  unend- 
lich benachbartc Punkte mit der 
eugehorigen Bahnkurve x gemein; 
K i s t  a l s o  g l c i c h z e i t i g  e in  
D o p p e l p u n k t  d e r  K u r v e  x, 
weil die Tangente in K nooh 
durch den Doppelpunkt KI geht, 
der folglich mit K identisch ist. 

At 
17 .  F o r t s e t z u n g .  III. In 

Figur 9 ist ABBA ein d u r c h -  
schlagendes Gelcnkviereok und A, B, cine Totlage der Koppel A B. 
Zu dieser gehüren bekanntlich zwei Pole $r pu, die Doppelpunkte 
der Involution mit, den Paaren A, 12, und B, A,, und beiden entspricht 
die Gerade A B  als Polhahnnormale. Jeder Systempunkt E befindet 
sich in der Totlage in einem ,,Sonderdoppelpuiikte" Bo seiner Bahn- 
kurre t ;  diese hat ausscrdem noch drei ,,gemtihnliche" Doppelpunkte 
4, E2, E3 auf dern Kreise, der über der Sehne AB don Peripherie- 
mirikel BRA fasst. Liegt aber E auf dem Kreise 1; über dem Durch- 
messcr yIqiI, so vereinigen sich zwci gewohnliche Doppelpunkte mit 
dem Sonderdoppelpunkte Bo zu einem dreifachen Punkte der Kurve 6." 

Iin vorliegenden Falle sind die beiden Rollkurvcn symmctrisch in Bczug 
auf die Gerade A 6, die dern Pol F I  entsprechenden Wendepole 1% W.. . . . 

* aber die Doppelpuukte der Koppelcurve, diese Zeitschrift, Hd. 36, S. 68. 

I B *  
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liegen also samtlich auf dieser Geraden (Art. 6, V). Bezeichnen a i r  
die Entfernungen der Punkte A ,  B, A,, Ilo, CT',, W, . . . von bez. 
mit 9 ,  @', r, r ' ,  y,, y2 . . ., so ist: 

Vertausch~n wir ferner in Gleichung 15) r, k i ,  v i  bez. niit g, x i ,  yL 
und setzen 2, y O ,  rp = 90°, so ergieht sich: 

und eine anüloge Gleicliung gilt f ü r  ?'; wir erlialteii deniuieh: 

Sol1 daher der Punkt mit Y I  zusamnienfallen, so nmss 

- - - 
Yi e + i1 

sein, oder nach 35): 2 1 . 1  
- - + 7 .  

Yi Q 

Nun sind aber YI, pu, A, Bo vier harmonische Punkte, also ist aucli 

d. h. y, - Fr pu, oder TVl identisch mit YI[ und der Wendekreis ZI,:, 

identisch mit dem Kreise k. F a l l t  a l s o  i n  e i n c r  S o t l a g e  cines 
d u r c h s c h l a p e n d e n  G e l e n k v i e r e c k s  d e r  d e m  P u n k t e  V I  e n t -  
s p r e c h e n d e  W e n d c p o l  W, zusarnmen m i t  PII, s o  beschre iben  
a l l e  P u n k t e  des  K r e i s e s  W ,  U n d ~ l a t i o n s ~ u n k t e ,  u n d  jeder  
s o l c h e  P u n k t  b e f i n d e t  s i c h  g l e i c h z e i t i g  i n  e i n e m  drcifachei i  
P u n k t e  s e i n e r  B a h n k u r v e .  

Dieser Fa11 ist in Figur 9 dargestellt. Dabci sind die Punkte !JII, 
A, A, belicbig angenommen, yu ist als der zugehorige Wendepol iii 
bekannter \vcisc konstïuiert worden; B und 73, sind die vierten har- 
monischen Punlite bez. zu F r ,  !@Ir, A, und PT, yJ1, A. Ein beliebiger 
Punkt E des Kreiscs über ~ l ~ I L  beschreibt die Bahnkiirve E ,  die in 
Eu einen dreifaclien Punkt hat mit den Tangenten PIEo und pirEo; 
die letzte hat mit e vier unendlich benachbarte Punkte g~mein.  Tker- 
dies beriihrt der durch A, B, Eo geliende Kreisbogen die Kurve E in 
3, und schneidet sie noch in einem Dnppelpunkte, der hier ein iso- 
lierter Punkt ist. 

In  der Systemlage, die PI m m  Pole hat, ist dieser zugleich der 
Bal lsche Punkt;  seine Bahrikurve pi hat also mit der Geraden AB in 
YI fiinf iinendlich benarhbarte Punkte gemein und schneidet sie zum 
sechsten Male aieder in Pr. 

IV. Hierher geh6rt endlich der früher behandelte Fa11 eiiies Ge- 
leiikvierecks, dessin Koppel in einer bestimmten Lage auf den beiden 
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A m e n  senkrecht steht." Daim beschreibt jeder Punkt der Polbahn- 
tangente, in welche hier der Kreis VI, ausartet, einen Undulationspurikt 
mit Ausnühme des Ballschen Punktes R, der wiederum zugleich ein 
Doppelpunkt seiner Bahiikurvc ist. Sind überdies die beiden Arme 
einander gleich, so ist K der Nittelpunkt der Hoppelstrecke. (Fünf- 
punktige Geradführung von W a t t . )  

Aus den letzten Darlepiigen folgt weiter, dass für  keine Koppel- 
lage eines eigentlichcli Gelenkvicrecks gleichzeitig der Punkt TT', mit 

und W.,'>ilit Ni, zusammenfallcri kann; es k61incn also riicht a l l e  

E'ig Y 

Punkte von tu, zugleich Bahnstellen mi t  fiinfpunktig bcrührendcr 
Tangente durchschreiten. 

18. D c r  P o l  a l s  S y s t e m p u n k t .  P o l k u r r e  u n d  ~ l i e r g a n ~ s -  
kurve. Nach Art. 9 beschreibt der Punkt '!$l im allgemeinen eine 
Schnabelspitze mit endlicherri Krümmungsradius T, wenn für die be- 
tiachtete Sgstemlage y2== 0 k t  Nun verschwindet y, entweder, wenn 
y = O, odcr wenn d = '30' ist. Im ersten Falle muss auch a: (oder 0 )  
gleich Nul1 sein, und dann ist identisch niit dem Punkte A, der 
einen Kreis um A durchliiuft und siüh augenhliçklich in einem Umkehr- 
punkte seiner Bahil befindet. E s  bleibt sonlit nur die Bedingung 13 = 90°, 
d. h. d e r  S y s t e m p u n k t  y b c s c h r e i b t  e i n e  S c h n a b e l s p i t z e ,  w e n n  

" Koristriiktion der B u r i n e s t  erschen Punkte u.s W., zwcite Mitteilung S. 143, 
rergl. auch g l l i e v i  S. 148. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



270 Beitriige zur Theorie des ebeneri Gclenkvierecks 

d i e  GerndepFZg auf  dein f e s t e n  Gl iede  A B  s e n k r e c h t  s t e h t  (Fig.10). 
D a m  ist nach Gleichiing 19): 

sin y 
yi= h-- 

sin u sin p cos y ? 

und aus 24') ergiebt sich: 
sin y 

x 3 =  - 3yL - [cos (a - 0) cos y - sin (a + p) sin Y], 
sin ir sin p c o s P r  

a190 wird naçh 17): -- h 
t = - ?'Y = COS n COS (j 

x, l t t a n c r t a n p - ( t a n u  f tanp)tanr  ' 

U r i ~  daher den Ki-üiiimuilgsmittelpu~~kt '93 zu konstruieren, zielieii 
wir die Gcraden A m  1 !$A, B D  1 Bi  dnnn ist !$ 2 die positive Pol- 

Fig 10. 

(n 

l~ahntangente t. Bestirn- 
men wir ferner die Schnitt- 
punkte 6, 6, 8 von p@ 
bez. mit den Geratien 
A G  -1 P B ,  sowie A @  und 
B s  1 AB, machen auf 
PQ die Strecke 

und zielien durch @ zu  
a b  eine Parallele, so 
trifft diese t in m. Der 
zugehorige Kriimmungs- 
kreis hat in y mit der 
Kurve p fiinf zusammen- 
fdlende Punkte geniein; 
er sçhneidet sic folglich 
noch in einerii reellen 
Punkte. 

D e r  K r ü m m u n g s r a d i u s  r w i r d  u n e n d l i c h  g r o s s ,  wenn 
If t a n a t a n p  

tan y = - - va.- 
t a r i n t t a n r  . Q A + $ B  

ist. Der Punkt hat dann wieder das dussehen einor gewiilinlichcn 
Spitze der Kurve p ,  aber mit f ü n f p u n k t i g  beriihrender Tangente n.  

Berechnen mir in Figur 10 den Wiiikel rw aus den Seiten a, b ,  c, d 
des Gelenkvierecks, so  finden wir eine Gleichung sechsten Grades für 
sin a. Diese bestimmt zwdf L n p n  des Arrues BU, die paarweise in 
Bezug auf A B  symmetrisch sind, und jeder von ihnen entspricht eine 
Koppellage, f ü r  welche p@ senkrecht; steht aiif AB. Rei  jcdem G - c -  
l e n k v i e r e c k  g i e b t  es a l s o  i m  a l l g e m e i n e n  z w 6 l f  Koppe l l age i i ,  
f ü r  w e l c h e  d e r  P o l  e i n c  Schr iahc l sp i tze  b e s c h r e i b t .  

Das soeben erhaltene Ilesultat steht in Zusammenhang mit der 
friiher hehandcltcn E'rage nach dcr Gestaltiing aller Rahnkurven, die 
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von den samtlichen Punkten der Koppelebene beschrieben werden." 
Wir haben als i i ' b e r g a n g s k u r v e  q der bewegten Ebene den Ort der- 
jenigeri Systempurikte be/,eichnet, welche Bahnkurven mit zwei zu- 
sammenfnllenden Doppelpunkten beschreiben; die Kurve q ist von der 
zehriteii Ordnung und hat Doppelpunkte iii il und H und vierfache Punkte 
in den inlagingren Kreispunkten. Andrerseits befinden sich alle die- 
jenigeri Systcrnpunkte, deren Bahnen eine Spitee enthalten, auf der 
Po lkurve  p ,  einer bizirkularen Kurve achter Ordnung mit vierfachen 
l'unkten in A und B. Die Kurveri p und p zersçhneidun die Koppel- 
eiseue in eine Anzahl von Feldern in der Weise, dass alle Punkte 
desselben Feldes Bahnkurven beschreiben, die iri Hezug auf ihre 
Doppelpunkte denselben Charakter besitzen. Nun ent'steht eine Schnabel- 
spitze aus der Vereinigung eines Knotenpunktes mit einer gewohn- 
lichen Spitze; denmach liegt jeder Punkt X der Koppelebene, der eine 
Bahnkurve mit Sehnabelspitze erzeugt, zugleich auf den beiden 
Kurven 21 und q. Den Systempunkten auf q zu b e i d e n  Seiten von 
X cntsprechen Bahnkurven mit drei Doppelpunkten, von denen zwei 
zu einem Selbstberührungspunkte vereinigt sind. Jeder von diescn 
letzten zwei Punktcn hat also für sich den Charakter eines Knoten- 
punktes, und nur für die Stelle X wird einer von ihnen zur Spitze. 
Wir schliessen daraus, dass wir beirn h rch laufen  der cbergangskurve 
in X die Polkurve nicht iiberschreit'en, denn andernfalls würde siçh 
hierbei ein Knotenpunkt in  eincn isolierten Punkt vcrwandeln. Die 
Kurven p und ry b e r ü h r e n  sich demiiach in X. Da nun beide Kurven 
von den Punkten A. und R und den ima,giniiren Kreispunkten ab- 
gesehen noch 8 ml0 - 4-8  = 48 Punkte gemein haben, so ergiebt sich der 
Satz: D i e  Ü b e r g a n g s k u r v e  u n d  d ie  P o l k u r v e  b e r ü h r e n  s ich  in  
den zw6lf  P u n k t e n ,  w e l c h e  B a h n k u r v e n  m i t  S c h n a b e l s p i t z e  
beschre iben ,  u n d  s i e  s c h n e i d e n  s i c h  i ibe rd ies  noch  i n  v i e r -  
undzwanz ig  P u n k t e n .  Ein solcher Scliiiittpunkt beschreibt eine 
Rahnkurve mit eineiil Selhstheriihrungspiirikt und einer Spitze. 
- -- - -- - 

* ijber die I)oppelpurikte der Koppelkurre, diese Zeitsçhrift BRd. 31 S. 303 
und 372. 
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Anwendung der Integralkurve zur Volumteilung. 

Von 

Die zeichnerischo Beschiftigung mit der Integralkurve neben dem. 
Studium der Differential- und Integralrechnung ist sehr geeignet, die 
Schwieriglieiten übcrwindcn zu helfen, welche dern Anfiinger die Grund- 
begriffe dieser Wissenschaft bereiten. 

Als Ühungsbeispiel hicrzu eigiict sich u. a. die Aufgabe, für ein 
durch Zeichnung gegebenes Gefiss von der Form eines Iiotations- 
borpers den Bauminhalt zu bestimmen und durch Horizontalebenen in 
eine gewisse hnzahl, z. 13. zehn, gleiche Teile zu teilen. 

Sind z und y dic in der Figur eingesrhriehenen Koordinatcn eirics 
beliebigen Punktes il der Meridianlinie, V das den Koordinaten ent- 
sprechende Teilvolum, so ist: 

Ersctzt man x2 durch das Rechteck azc, dessen Seite a fiir alle 
z konstant, dessen 1t aber mit x wranderlich i d ,  so kann u nach drr 
Gleichung : 

2) 

mittels shnliclier Dreiecke koiistruiert werden, und inail erliiilt in der 

das TTolum dargestellt als Prisma von der H6he n a  und einer Grund- 
fliiche, welche dern Integral eritspricht. 

Wird nun auch diese Fliiehe in ein Hechteck von dr,r konstanteii 
Basis b und der mit y ver%nderlicheri Seite v verwaridelt, d. h.: 

Y /. 
O 

gesetzt, wonach aucli 
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5) 
d u  zc 
- 

d l  - b' 
so folgt aus 3) und 4): 

6) y== znbl;. 

Das Teilvolum V ist hiernach, da nab koilstant, mit v direkt 
proportional, und, wenn zu jedem y der Wcrt von v bekannt k t ,  so 
kann auch für die gleichm%sig abgestuften V oder v die entsprechende 
Hohe y gefunden werden. 

Dic Konstruktion zerfXlt in die punktweise Verzeichnung der 
abgeleiteten I h r v e  mit den Koordinaten y und u und in die %usamirien- 

setzunç der Kurve (!y, v) als Intepralkurve zu (y, u) sus tangentiden 
Elementen. 

Für  die erste Aufgabe dient als Grundlage Gleichung 2). Pro- 
jiziert man dcn belicbigen Punkt A der gegebenen Kurve (x, y) auf 
die X-Axe nach 23, tri@ auf der Y-Axe die beliebig gewiihlte Strecke 
a als CD aiif, zieht ferner durch A unter 45O die Linie AI3 und 
durch 3 die Parallele zu BD, B O  schneidct diese auf der Horizontalen 
durch A den Punkt F an als Punkt der (y,  24)-Kurve; denn es folgt 
aus der Qhnlichkeit der Dreiecke F'GZ und BCD:  
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was mit Gleichung 2) identisch ist. 
Die Konstante h ,  deren man für die Konstriiktion tler Iiitegral- 

kurve betlarf, ist millkiirlich. Sic kann sonach gleicli u gesetzt werden, 
rvas in unserer Zeielinurig grscliehen ist. Projiziert man li' auf die 
Horizontale durch D nach H und verbinclet 11 mit C, so ist: 

sonach muss dns in der Horizontaleri durch A liegende Elemcrit der 
Integralkurve niit Rücksicht auf Gleichung 5) die Richtung Ton H C  
haben. In  derselben Weise bestimmt man die Tarigenteririçhtuiig der 
Integi-alkurrc fiir eine hiiirciçhend grosse Zahl von Punkten der yu-Kurve 
und setzt durch Ziehen von geradlinigen Elemcntcn parallel zu den 
entsprcchenderi C J I  die vollstiindige Rurve zusammen. Als beliebiger 
Anfangspunkt liierbei ist C gemiihlt worden. Die Strecke J K  ist der 
Wert v für den gaiizen GeE%ssinhalt. Dieser ist sonach: 

Teilt man J K  in eehn gleiche Teile, zielit durcli die Teilpunkte 
seiikrechte Linien bis xur Tiitegralkiirve und durch die Sclinittpunlrte 
horizontale Liriien, su s i d  diese die liiiearen Projcktioiien &r ge- 
suchten Teilebenen. 

Naoh Gleichung 6) kann man natürlich auch für einen bcliebigeri 
Wert von V die Strecke 

V 
1) = -- 

n n t  

bcirchiicii und daeu rilit; IIilfc der lnt,egrdkurve das entsprecheiid(: y 
suchen, d. h. angeben, wie hoçh die Flüssigkeit steht, wenn ihr Voluiu 
gegeben ist. 

Die ilufgabe liisst sich diirch die Form der gegcbenen Profilkurve 
selir variieren, rnehr noch durch Keigung der Axe oder àurch Auf- 
geben der Rotationsform. In diesem Falle wird die Aufsuc,hung der 
(y 11) - Kurve, deren zc den horizontalen Querschnitten proportional sein 
müsscn, eine vie1 verwickeltcre Aiifgahe, die am besten mit dem Hani- 
meter g e l k t  TI-ird. 

Technische Anwendiing findct die bellandelte Aufgabe, abgesehcn 
von der Calibrierung vori Messgef5sscn, 13iiretten u. S. m. im grosseii, 
wenn es sich daruin liandelt, Wasserh~hiilter von nielir oder wenigcr 
uriregelni>issiger Forrii zu fülleii oder zu eiitleeren. Bei gleichin~ssigem 
%LI- oder Abfluss cntsprechen die Horizontalebenen gleicher Vol~im- 
:~bscliiiitte auch gleichen Zcitabschnitten. 

Für schvininiende Gefrisse finclet sich in gleicher PVeise dit. 
Tauchtiefe für gegebene Wasserverdriingurig, d. h. für bestimmte Be- 
lastu11g. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von Esssr Bxnuer. 275 

Auch i n  der  Turbinentheorie  h a t  die Aufgabe prakt ische An- 
wendung, sofern m a n  die L a g e n ,  i n  welche eine materielle E b e n e  i n  
einein Turbinenkanal  nach  gleichen Zeiten ge langt ,  angeiialiert durch  
Einteiluug der ganeen Kanalfiùlle i n  Abschnit te  gleichen Volums be- 
stimmen kann.  A u s  diesen Lagen  lassen sich niiherungsweise die 
l\rassergeschwindi&iten, ferncr  die Beschleunigungen u n d  danach di? 
Verschiedenheiten des Druckes i n  den e i n z e l n ~ n  P u n k t e n ,  z. B .  auch  die 
Flichen gleichrn Driickes sowie die fiir die Tr i rbkraf t  massgcbrnticn 
Unterschiede des Druckes  auf  Rücken-  und Brustfliiche der  Schaufeln 
~ r u l i  tteln 

Tber Sachbargebiete im Raiinle. 
Von Paul S tacke l  in Kiel. 

Wenn man ein Systern von Gebieten auf einer O b e r f l a c h e ,  deren 
jedes an jedes andere grenzt, und zwar immer liings einer Linie, nicht 
bloss in Punkten, N a c h b a r g e b i e t e  nennt, so entstelit die Frage, welches 
die Maximalzahl der Na.chba.rgebietc auf einer Flache von gegebenem Ge- 
sclilechte isl." 

Ganz entsprechcnd wird man im R a n m e  ein Systern von dreifach 
ausgedehnten Gebieten, deren jedes a n  jedes andere grenzt, und zwar 
iinmer liings einer Plache, nicht bloss in  Punkten oder Linien, N a c h b a r -  
g e b i e t e  nennen, und es wird abermals die Frage qach der Maxirnalzahl 
der Nachbargehiete entstehen. Wihrend jedoch bei zweifach aiisgedehnten 
Yannigfaltigkeiten diese Maximalzahl eine bestimmte, endliche Zahl ist, 
liisst sich zeigen, d a s s  m a n  i m  R a u m e  b e l i e b i g  v i e l e  N a c h b a r -  
g e b i e t e  k o n s t r u i e r e n  k a n n .  

ü m  dies nachzi~weisen, denke ich mir eine Ebene beliebig i n  11 ge-  
trennte Gebiete geteilt und senkrecht über diesen Gebieten Cylinder kon- 
struiert, die durch eine zweite parallele Ebene begrenzt werden. Diese so 
begrenzten Cylinder m6gen dor Reiho nach mit 1, 2 ,  3 , .  . ., 92 bczcichnet 
werden. Jhre oberen EndBachen teile man in je îz - 1 getrennte Gebiete, 
die beim vtcn Cylindcr die Kummern: 

1 , 2 , . .  ., u - 1 ,  a J + l , . . . ,  n 

tragen sollen. Jetzt verbinde man diese Qebieto auf der oberen Endfliiche des 
v'" Cylinders durch schlauchartige Gebilde mit denjenigen Gebietcn der g z - 1  

übrigen Cylinder, welche die Nummer v tragen. Indem man dieses Ver- 

* Blaii verg.leiche die hbhandlung: C b e r  clas Prolilern d e r  N a c h b a r -  
gel l ie te  v a n  L. H e f f t e r  (blathem,xtische Annalen, Hd. 38 ,  1891, S. 4 7 7 5 0 8 ) ,  wo 
auch die weitere Litt,cratur über den Gegenstand angegebcn ist. 
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276 Kleinerc Mitteilungcn. 

fahren für alle Werte v - 1, 2 ,  . . . , n durchführt und darauf achtet, dass 
die Schlëuche getrcnnt roneinander verlaufen, erhalt man 

Verbindungsr5umc1 in deren Nitte man immer eine Scheidewand anbringen 
kann. Jeder der f i  Cylinder bekommt sornit n. - 1 Auswüchse, die zu ihm 
gerechnet aerdon sollcn, und es ergeben sich so ?a Gebiete im Raunie, 
von denen jedes mit jedem eine Grenifache, niimlich eine jener 

1 
- n ( n - 1 )  
2 

Scheidewande, gemeinsam hat. Xithin 
is t  die Anzahl der Nachbargebietc im 
Raume beliebig gross. 

Will man zu einer endlichen An- 
zahl von Gebieten gelangen, so muss 
man eine weitere Ueschriinkung hin- 
zufügen. Eine solche Beschriinkung 
konnte etwa darin bestehen, dass die 
Piachbargebiete lauter k o n v e x e  P o l y -  
e d e r  sein sollen. Einer Mit,teiliirig von 

Herrn H e f f t e r ,  dein ich diese Aufgabe vorlegle, entnehme ich, dass in 
der Ebene v i e r  konvexe Polygone Nachbargebiete sein konnen. Die ent- 
sprecheride Konstrukt,ion im llaume ergiebt f ü n f  Xachbargebiete der ver- 
l a n g t m  Art.  E s  scheint, als oh es nicht mehr giebt; jedoch ist mir ein 
strenger Beweis hierfür noch nicht gelungen. 

Über eineii Mechaiiisiniis, durch deri riii beliebiger Wiukel 
in eiiie beliebige nngerade h i z a h l  gleicher Teile geteilt 

wrrden kanu. 
Von A. Xorselt in Meerarie i. S. 

N a n  nennt die Buflosung eincr geometrischen Aufgabe nur dann ele- 
mentargeometrisch, wenn sie mit Zirkel und Lineal geschehen kann. Die 
Gründe dafür sind rein praktische. Diese Werkzeuge sind die denkbar ein- 
fachsten und daher genauesten und sind für den 3Ii t , te lschulunterr icht  
mehr als ausreichend. An sich aber kann jede dufl&xing geometrisch ge- 
nannt  werden, die durch Modelle auf Grund geometrischer Eiitze in der 
T h e o r i e  absolut, in der Praxis hinlanglich genau ausgeführt werden kann. 
Der  I3egriff ,,geometrische L6sungLL hiingt also von den Bortschritten der 
praktischen Mechanik ab ,  und Problcme, die zur Zeit nicht elementar las- 
bar sirid, konnen es  durch Konstruktion geeigneter lnstrurnerite werden. 

Ein Beispicl is t  die Vielt,eilung cines beliebigen Winkels, wovon die 
Ureiteilung besonders berühmt geworden ist. Xur für diesen Fa11 waren 
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bis Tor kurzem Losungen bekannt. Sie erfordern die Konstruktion e i n e r  
nicht elementaren Kurve, sei es eines Kegelschnitts oder einer hoheren 
Linio. Das is t  umstiindlich und . ungonau, also ohne praktische Bc- 
deutung. Nur die in  dieser Zeitsclirift Bd. 38, litterarische Abteilung S. 37 
bcschriebene Vorrichtung von P e g r a  s s i  macht eine Ausnahme. 

. Neuerdings ha t  aber der Stadtrat Herr  Dr. jur. C l a u s s  i n  Meerane 
einon Mechanismus zur beliebigcn Ungeradtoilung eincs beliebigen Winkels 
koristruiert und für die Urei- und Fünfteilung wirklich herstellen lassen, 
der nach meiner Erfahrung in diesen beiden F d l e n  hinlinglich genau 
arbeitet. Der Erfinder ha t  ihn als Gebrauchsmuster unter der Uezeichnung 
,,der C laus  ssche W i n k  e l iL  beim kaiserlichen Patentamte angemeldet. 

Das Instrument besteht aus einem i n  seinem Scheitel beweglicheu 
Winkel, zwischen dessen Schenkeln verschiebbare Verbandstücke so ail- 
gebracht sind, dass je zwei der- 
selben stets Winkel bilden, die der 
Rcihe nach das Drei -, Fünf -, Sieben- 
u. S. W.-fache des ersten Win- 
kels sind. 

Wenn man,  wie in  neben- 
stehender Zeichnung, auf den 
beiden Schenkeln eines Winkels 
A = cc gleichc Strecken AB, und 
AB, je a abtriigt und mit der- 
sclben Lkinge von den Endpunkten 
aus je deil anderen Sehenkel des 
Winkels ct in  C2 und Cl durch- 
schneidet, so ist  der Winkel al 
der lctztcrcn Geraden gleich 3a. 
Slacht man dicselbe Konstruktion 
von Cl und C, aus, so is t  

c): <Y2 = 5 'Y u. S. W. 

Der Beweis ist durch Aussen- 
winkel zu fuhren. 

In der Vorrichtung sind nun 
die l'unkte 3, und B2 festgelegt, 
die LBngen il, C, , B2 Cl , Cl Bz, 
C,B, u. S.W. dagegen verschieben 
ihre Endpunkte bei einer Ver- 
anderung des Winkels a von selbst 
au€ den Schenkeln. 

Wird der Schenkel ,4B1 festgehalten, der andere bewegt, so be- 
schreiben die Punkte JI1 JI2,  . . . algebraische und zwar uniknrsale Kurven 

oL 
mit t g  ais Paramctor. Die Kurve von JIl bestimmt sich 2.B. aus den 

2 

Gleiehungen (A Ursprirng , AR, positive z- Axe dee Koordinatensysterns): 
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Schafft man hieraus, vermittelst der bekannten Beziehung: 

den Winkel a! heraus und 1Msst die triviale L6sung y = O ausser Betracht, 
so erhiilt man als Gleichung des gesuchten Ortes: 

Durch das beschriebene Instrument sind alle Dreieckskonstruktionen 
aus Seitcn, Hohen, Nittellinicn, Radien dcs Umkrcises, der I n -  und An- 
kreise, ans inneren und ausseren Winkelhalbierenden losbar. Nur die 
inneren Winkellialbierendcn für sich machen eine Ausnahme (eine Mittcilung 
des Verfassers hierüber wird im niiclisteu llefte dieser Zeitschrift erscheineni. 
Der praktische Zeichner (2 .  B. Musterzeichner oder Ornamentenzeichner) wird 
damit beliebige Kreisbogeu teileu und so leichter Ver~ierurigeu eiitwerfen 
konnen. 

Zur Tlirnrie der Gleicliung :z = a2Au> auf Giwiid 

der Kii~clihoffsclieii C+leicli~iiig fur (las hj-gliciissclie 

Yriiizip. 

Von J. Jung in Prag. 

Nsch dieser Gleicliung giebt alle, gewisse Stetigkeitsbedingungen er- 
füllende Losungen von 

1) 
?lp 
- = a2A (, 

Et2 

i n  einem Ilaumteil T mit der  Regronzurig s clas Int,egral: 

wo Y, Q ~ ~ O S S  alle diejenigen Paare von mit t veriinderlichen Wert- 
verteilungen über s zu sein brauchen, bei denen 

2) ' p u =  0 

für alle Punkte O ausserhalb 1'. 
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Trifft 2) nicht zu, dann giebt P, Q durch rp, zwar auch stets eine 
Losung von 1) im ganzen Raume, aber in  T nichts Xeues gegenüber den 
Paaren gemiiss 2). - Die Werte qo ausscrhalb 1' sind die stetige Fort- 
setzung der inneren, falls nicht I' = 0. 

Dies und die weiteren Betrachtungen sind Naçhbildungen der l 'o in-  
ca r  éschen über die Gleichung : 

(,,Mathematische Theorie des LichtesGL, übersetzt von G u m l i c h  und 
J a e g e r ,  1894,  S. 73  flg.) 

Denn sind = const., 7 = const. zwei rechtwinklige Xurvenscharen 
auf s, und ist <r ein Punkt  unendlich nahe dem s-Punkte y auf deren 
Normale ausserhalb 2' und ein solcher in 2: so gilt beim Überschreiten 
von s: 

Dabei ist  ÔOP - 1'. 3) ergiebt sich, wenn nach Herleitung von 

- unter Q = 0 in 3) enthalten - die Unabhiingigkeit des A vom 
Koordinatensystem und der Bestand von 1) für  q, beiderseits von s be- 

a 
achtet wird. - z. B. links in 3) bedeutet die Dift'erentiation in der Kich- 

3 E 
tung parallel der Tangente an 7 = const. durch y. 

4) zpigt, dass 2) nicht bloss notwendig, sondern anch hinreichend ist 
zu stetiger Fortsetzbarkeit eines gegebenen P gem&as 1) i n  1' hinein derart, 
dass der nifferentialquotient der Fortsetzung nach n langs s zur gegebenen 
Wertverteilung Q wird. Denn beim Bestand von 2) verschwinden die 
Subtrahenden links in den Gleichungen 4). 
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Kleinere Mit,teilungen. 

Aufgabe 2." 
Von C. B. 

Der gewolbte, einen Umdrehungskorper bildende Boden - vergl. Ab- 
bildung - schliesst einen Hohlcylinder von der Lichtweite 2 (a + s), mit 
dern er durch Nietung verbunden is t ,  ab. Die Mendianlinie der Innenflache 
des Bodens setzt sich zusammen: aus den zwei Kreisbogen von den Halb- 
messern l l  bezw. r und aus einer Geraden, welche im Abstande a von der 
Umdrehungsaxe liegt und den Kreisbogen vom Halbmesser r berührt. Die 

\ I 1 / 

Wa~idstiirhe des Bodens ist S .  I n  dem Hohlcylinder befindet sich eine 
Fliissigkeit von der Pressurig p, kg/qcln, ausserhalb desselbon eine solche 
vori der Pressung p, ,  sodass der Boden einem inneren Überdruck pi - p a  
ausgesetzt ist. 

Es  wird verlangt: 
1. Bestimmung der elastisrhen Flache, in welche die ursprüngliche 

LIittelfliicho unter Einwirkung von pi und p,  übergeht, 
. 2. Die Ermitteliing der Anstrengung des Rodens an einer beliebigen 

Stelle, 
3. Restimmung des Ortes und der Grosse der stiirksten Tnanspruch- 

nahme, welche in .dem Boden auftritt. 

" Vergl. Anmèrkung 3 ,  Heft 1, S. 63 die~es Raiideii. 
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An die IIerren Mitarbeiter und Leserl 

Bei Heendigung des vorliegenden Randes der ,,Zeitschrift für 
Yathematik und Phxsik" empfinde ich es als eine angenehme Pflicht, 
den verehrten Mitarbeitern für ihre mir so wertvolle Unterstüteung 
nieinen aufrichtige~i Dank zu sagen. MGelite mir dieselbe auch künftig 
in gleichem MaBe zu teil werden! 

,41s ich nach dem bedauerlichen Rücktritte des hochverdienten 
Regründers dieser Zeitschrift: des fIerrn Geheimrat S ch1 6 m i l  c h ,  die 
Leitung des ersten Teiles derselben übernahm, geschah es mit der 
Absicht, der Zeitschrift allmiihlich eine entschiedene Richtung nach 
der Seite der angewandten Mathematik zu geben. Es hatte ja bis 
dahin an einem Organ für die mathematische Exekutive (um einen 
Aiisdruck des Herrn K l e i n  eu gebrauchen), wie für die Anwendiingen 
der Mathematik im allgemeinen und auf Probleme der Technik im 
besonderen gefehlt, und wcnn die in den letzten Jahren mehrfach zu 
Tage getretenen Bemühungen, ein solches ins Leben zu rufen, trotz 
des von allen Seiten anerkannten Bedürfnisses ohne Erfolg geblieben 
waren, so durfte daraus wohl die Lehre gezogen werden, dass es 
besser sei, an eine bestehende Zeitschrift anzuknüpfen, als den in so 
übergrosser Zahl vorhandenen mathernatischen Zeitschriften eine neue 
hinzuzufügen. E s  erschien aber auch ,,Schl6milchs Zeitschrift" hierzu 
besonders geeignet, weil darin das numerische ILechnen, die darstellende 
Geometrie mit Schattenkonstruktion und Perspektive, die Kinematik etc. 
von jeher gepflegt worden sind, mithin zwar das bisherige Gehiet durch 
Einheziehung der tec'rinischen Mechanik (im weitesteri Sinne) erweitert 
wcrden musstc, sonst aber in der Hauptsache nur schon Bestehendes 
auszubnuen und eu vertiefen war. Hierauf besonders hineuweisen, 
wurde aus versohiedenen üründen bis jetzt unterlassen, erscheint aber 
nunmehr gcboten, nachdem niehrere namhafte 'l'echniker sowohl als 
auf den hezeichneten Gebieten thatige Mathematiker als Mitarbeiter 
gewonnen Sind und so die Durchführung jener Absicht als gesichert 
anzusehen, auch in dem jetzt abgeschlossenen Bande bereits dieser und 
jener Schritt in der angestrebten Richtung zu bemerken ist. 

Es erübrigt noch, einige darnit im Zusammenhang stel-iende he- 
sondere MaBnahmen zu emiihnen. Vom nzchsten Bande an sollcn 
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regelmassig Verzeichnisse der in technischen Zeitschriften erschiencnen 
Abhandlungen mit vorwiegend mathcmatischem oder physikalischem 
Inhalte gebracht werden, wozu die Verlagsbuchhandlung mit daiikcns 
werter Bereitwilligkeit den notigen Raum zur Verfügung gestellt hnt. 
Ferner beabsichtige ich, die Leser der Zeitschrift über die neuesten 
Fortuchritte auf dem Gebiete der Rechen- und Zeichen-Apparate auf 
dern Laufenden zu erhalten und zur Verbreitung der neueren Methoden 
des graphischen Rechnens, insbesondere der Herstellung graphischer 
Tafeln, nach Kraften beizutragen. Wie schon in diesem Bande 
versuchsweise geschehen ist, sollen auch künftig aus der Praxis 
stammende Aufgaben gestellt werden, nicht bloss um die Mathematiker 
überhaupt zur Beschiftigung mit solchen anzuregen, sondern um die- 
selben der L6sung entgegenxiifiihren, wenn letztere fiir die Technik ein 
wirkliches Bedürfnis ist, aber besondere mathematische ~ c n n t n i s s e  und 
Gewandtheit in der Handhabung mathematischer Werkzeuge erfordert, 
also die Mitwirkung der Mathematiker von Fach wünschenswert er- 
scheinen l a s ~ t .  

E s  versteht sich von selbst, dass bei alledem die reine Mathematik 
nicht ausgeschlossen eu werden braucht und den Bedürfnissen des 
Unterrichts eher in erhohtem MaBe Rechnung getragen werden kann. 

S t u t t g a r t ,  Ende 1897 
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Der kubische Kreis mit Boppelpunkt. 

Von 

Dr. CHR. B m s ~  
in Z U r i ~ h .  

Ein Kreis wird bekanntlich durch zwei projektivische Büschel 
hervorgebracht, für welche der Winkel von zwei Strahlen des einen 
Büschels der Grosse und dem Sinne nach gleich dem Winkel der ent- 
spreclîenden Strahlen ist. Eine Verallgemeinerung dieser Erzeugungs- 
weise führt zu Kurven Ordnung mit einein n - Ifachen Punkte. 
Wir untersuchen unter diesen Kurvon eine solche von der dritten Ord- 
nuiig, welche als eine der einfachsten Typen einer Kurve dritter Ord- 
nung betrachtet werden kann. Wir  stcllen dicse Kurve mit Hilfe von 
Zirkel und Lineal dar und leiten dabei eine Beihe von Eigenschaften 
ab. Um uns bei dieser Darstellung einfach ausdrücken zu konnen, 
wollen wir die Kurve mit Es bezeichnen und k u b i s c h e n  K r e i s  m i t  
D op p e lp  u n k t nennen. Der Gang unserer Überlegungen wird zeigen, 
dass dieser Naine durch manche Analogien der Kurve mit dem Kreise 
gerechtfertigt wird. 

Wir  schicken unserer Untersuchung einige Bezeichnungen voraus, 
welche oft wicderkehrende Gebilde durch ein Symbol auszudriicken 
gestatten. Wir bezeichnen mit: 

Xb, S d  Strahlenbüschel mit den Scheiteln B, D. 6 ,  d seien resp. 
Strahlen der Büschel. 

(D), (B) seien Kreise mit den Mittelpunkten D, B. 
(n) A sei ein Kreis durch A, dessen Mittelpunkt B ist. 
(D) u sei ein Kreis aus D, welcher die Linie a berührt. 
[A] ,  [AB], LABq seien Kreise durch A, AB, ABC. 
[Au] sei ein Kreis, der a in A berührt. 
[AEb] sei ein Kreis durch A und B, welcher b in U berülirt. 
J, sei eine Punkteinvolution auf der Geradeii g. 
Jd sei eine Strahleninvolution am Scheitel B 

Zeitschrift f Mrthematik u Physik. 4Z Jahrg 1897. 6 Heft 19 
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282 Der kuhisclie Kreis mit Doppelpiinkt 

1. MTir gehen von zwei Strahlenbüsçheln Sd und Sb a&. Wir ordnen 
die Strahlen der Büschel in dcr Weise cinander zu, dass je zwei 
Strahlen des Büschels Sb einen Winkel einschliessen, der gleichgerichtet 
uiid doppelt so gross ist wie der MTinkel der critspxhcnden Strahlcn 
des Hüschels Sd. Diese Zuordnung wird durcli ein entspreçhendes 
Paar d,  h bestimmt. Wir  heweisen, dass sich entsprechendc Stmhleii 
beider Büschel in Punkten einer Kurre dritler Ordnung scliiieiden und 
diese Kiirve ist K 3  (Fig. 1). 

Uiu den Beweis zu fiihreri, iegen wir  durch den Schriittpuiikt 2' 
von d und 71 einen Kreis [IIYh], welcher durch Il geht und 71 iii  P 

beriihrt. Wir  benutxen diesen Kreis ziir Konstruktion wei te r~r  Stralileii- 
p a r e  der Büschel. Sol1 etwa zu 1Z, der entsprechrnde Strahl b, gr- 
funden werden, so zeichnen wir im zweiten Schnittpunkte von dl mit 
[DPb] die Tangente t .  Wir ziehen durch U eine Parallele zu t. Diese 
ist b, weil 1 1 <): da, = > <): Ot = - <): bb,. 

2 

Suchen wir zu 7), den Strahl d l ,  so ziehen wir an [Dl%] die 
Tangenten, welche,parallel 0, sind uiid zeichnen ilire Herii11ruiigs~)uiikte. 
Durch jeden dieser Punkte und D geht ein Strahl, welcher b, ent- 
spricht. 
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Von Dr. CUR. BEYXI.. 283 

Bus dieser Konstruktion schliessen wir, dass jedem Strahle d e in  
Strahl b entspricht. Jedem Strahlc O korrespondieren aber zwei Strahlen 
von Sd. Die zwei ~ ü s c h e l  stehen also in einer einzweideutigen Be- 
ziehiing. Folglich ist der Ort der Schnittpunkte entsprechender Strahlcn 
ehe Hurve dritter Ordriung. D ist ein Doppelpunkt; B ist ein ein- 
facher Punkt von K3. 

2. Wir zieheri aus der Darstelluiig von K3 mit HilIe von [DPO] 
einige Schlüsse. Jeder Durchmesser m von [ D P b ]  schneidet diesen 
Kreis in zwei Punkten, deren Tangenten zu einander yarallel sind. Der 
Parallelstrahl b* durch B zu diesen Tangenten entspricht also den 
zwei Strahlen d 4 ,  dl+, welche durch die Berührungspunkte der Tan- 
genten gehen. Dreht sich m um den Mittelpunkt LW von [DPO], so 
bilden die Strahlenpaare d*dl* eine Rechtwinkelinvolution ?Td. lhrc 
Paare sind durch K3  den Strahlen des 13üschels Sb eindeutig zugeordnet. 
Wir charakterisieren diese Zuordnung niilzer, indem wir sie f ü r  die 
Doppelstrahlen von Ji  untersuchen. Iin allgemeinen entsprechen ihnen 
Strahlen durch 3, welche in den resp. Schnittpunkten niit den Doppel- 
strahlen die Kurve K 3  berühren. I n  unserem Falle schneiden diese Doppel- 
strahlen den Kreis [DPO] in den imaginiiren Kreispunkten. Ziehen 
wir durch B zu den Tangenten in diesen Punkten die Parallelen fi*, 
so gehen sie ebenfalls durch die imaginiiren Kreispunkte und treffttn 
also in diesen die entsprechenden Strahlen c i* .  Folglich berühren die 
Geraden b* die Kurve E S  in den imaginaren Kreispunkten. Wir  
schliesseii daher : 

O r d n e n  w i r  d ie  P a a r e  e i n e r  R e c h t w i n k e l i n v o l u t i o n  d e n  
S t r a h l e n  .eines B ü s c h e l s  i n  d e r  W e i s e  e i n d e u t i g  zu, d a s s  
die D o p p e l s t r a h l e n  d e r  I n v o l u t i o n  a u s  den  e n t s p r e c h e n d e n  
S t r a h l e n  des  B ü s c h e l s  d i e  i m a g i n i i r e n  K r e i s p u n k t e  s c h n e i d e n ,  
s o  e n t s t e h t  d e r  k u b i s c h e  K r e i s  m i t  Doppe lpu i ik t .  E r  i s t  
z i rku la r  u n d  d i e  T a n g e n t e n  a n  K 3  i n  den  i m a g i n a r e n  K r e i s -  
p u n k t e n  s c h n e i d e n  s i c h  i n  e i n e m  P u n k t e  B d e r  K u r v e .  

Wir nennen diesen ausgezeichncten Punkt B der Kurve B r e n n p  u n  k t .  
Wir bernerken noch, dass die Zuordnung zwischen Jd und Sb durch 

ein Paar dcr Rechtwinkclinvolution und den cntsprechendcn Strahl 
des 13üschels bestimmt wird. 

3. Dic bewiesencn Darstellungen von K 3  führen zu weiteren Eigen- 
scl-iaften der Kurve. 

Bczeichncn wir die Strecke zwischen zwci Punkten von K5,  welche 
- ausser B - auf einer Geraden durch B liegen, als Brennpunkt- 
sehne, so folgt: 

J e d e  B r e n n p u n k t s e h n e  e r s c h e i n t  vom D o p p e l p u n k t e  a u s  
un te r  r e c h t e m  W i n k e l .  

Zwei Brennpunktsehnen, welche aufeinander senkrecht stehen, 
scicn zu eiaander konjugiert. Dann ergiebt sich aus den Winkel- 
eigenschafteii, melelie die Erzeugung von K 3  definierten (1): 

19 * 
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284 Der kubisclie Kreifi mi t  D~ppe l~ ï i i i i k t .  

W i r d  e i n e  B r e n n p u n k t s e h n e  v o m  D o p p e l p u n k t e  B aus  
d u r c h  d a s  R e c h t w i n k e l p a a r  dd, p r o j i z i e r t ,  s o  m u s s  d ie  kon-  
j u g i e r t e  S e h r ~ e  von  D a u s  d u r c h  d i e  H a l b i e r u n g s l i n i e n  von 
dd,  p r o j i z i e r t  werden .  

h u s  dieseni Satze schliessen wir, dass B im allgemeinen Falle 
keine Brennpunktsehne halbiert; d ~ n n  lage B in der Mitte einer Brenn- 
punktsehne, su rnüssten naçh bekarinteri Kreiseigenschaften die End- 
punkte dieser und der konjugierten Sehne mit D auf einem Kreise 
liegen, der 11 zum Mittelpunkte hat. Dann ist dieser Kreis eiri Teil 
der Kurve K3, d. h. diese Kurve degeneriert. 

In  der Projektivitiit von Jd und Sb korrespondieren im allgemeinen 
den1 Verbindungsstrahle der Scheitel die resp. Tangenteil in cliesen 
Scheiteln. Daraus folgt für K3: 

D i e  T a n g e n t e n  pr i m  D o p p e l p u n k t e  v o n  lir3 s t e h e n  zu 
e i n a n d c r  s e n k r e c h t  u n d  g e h e n  d u r c h  die  zwei  P u n k t e ,  welche 
d e r  zu DH s e n k r e c h t e  D u r c h m e s s e r  v o n  LDPb] a u s  diesem 
K r e i s e  s c h n e i d e t .  

Pür die Tangente s in U folgt: 
I )B s c h n e i d e t  [DYb] zum z w e i t e n  M a l e  i n  e i n e m  P u n k t e ,  

dessen  T a n g e n t e  p a r a l l e l  s is t .  
Nun hildet die Tarigmte a in Il an [BPhJ mit DB denselben 

Winkel wie die Tangente irn zweiten Schnittpunkte von DB mit den1 
K r e i s e  [DPh]. Also folgt: 

D i e  T a n g e n t e  a i n  D a n  [ D P b J  u n d  d i e  T a n g e n t e  s i n  B 
an  K 3  s i n d  S e i t e n  e i n e s  g l e i c l i s c h e n k l i g e n  I l re iecks ,  dessril 
B a s i s  D B  i s t .  

Der Tangente s entspricht in der Projektivitgt von Jd und Sb almer 
B U  noch die Gerade rh, welche in D zu Dl3 senkrecht steht. E'olg- 
lich s c h n e i d e t  n a u s  s e i n e n  P u n k t  G v o n  E3.  

Der Tarigerite n in D an [DPb]  eritspricht eiue Parallele durch B. 
Daraus folgt: 

D e r  r e e l l e  uner idl ich f e r n e  P u n k t  v o n  K3 l i e g t  auf  a. 
Spezialisieren wir das Gesetz über konjugierte Brennpunktsehne~ 

für gr und BD, so folgt: 
D i e  N o r m a l e  p i n  B zu BD w i r d  v o n  d e n  D a l b i e r u n g s -  

l i n i e n  des  Wir ike l s  qr i n  z a e i  P i i n k t e n  d e r  I i u r v e  R3 ge-  
t ro f fen .  

Der Geraden m des Büschels Sd, welche durch den Mittelpunkt 171 
des Kreises jDPbl geht, entspricht eine Linie f ,  welche zu m senk- 
recht steht. Daraus schliessen wir : 

Pii l len w i r  a u s  Il die  S e n k r e c h t e  auf  m, s o  l i e g t  i h r G u s s -  
p u n k t  F a u f  K3. 

Durch B geht - ausser O - eine zweite Tangente b *  ail [DPb].  
Der Strahl des Büschels Sd, welcher dieser Tangente entspricht, inuss 
durch ihren Berührungspunkt P v  gehen. Folglich liegt P t  auf K3.  
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4. Indem mir K 3  aus dem Kreise [ D P b ]  konstruierten, haben wir 
angenommen, dass dieser Kreis durch einen beliebigen Punkt 1' von 
K 3  p h t .  E s  gielit also unendlich viele Kreise, aus denen K 3  in 
gleiclier Weise koristruiert werden kann. ,411e diese Kreise haben in 
D dieselbe Tangente a, m i l  a parallel zu der reellen Asymptote von 
K 3  ist. Sie bilden ein Büschel von Kreisen [Da] und wir uiiter- 
suchen nun die Beziehungen dieses Rüschels zu K3. 

Wir haben gesehen, dasv die Tangenten durch B an [DPb]  diesen 
Kreis in Punkten P, P* von K S  berühren. Verallgemeinern wir dies 
Iur die Kreise [Du], so folgt: 

K o n s t r u i e r e n  w i r  a u s  e i n e m  P u n k t e  B d ie  T a n g e n t e n  a n  
die K r e i s e  e i n e s  B ü s c h e l s  [Da], so i s t  R3 d e r  O r t  d e r  B e -  
r ü h r u n g s p u n k t e .  

Wir erhalten die Berührungspunkte, indem wir über B und den 
resp. Rlittelpunkten 171 der Kreise [Da]  die Kreise [ M B l  beschreiben. 
Die Mittelpunkte aller Kreise [Da] liegen auf m. illso liegen die 
Mittelpunkte der Kreise [ N U ]  auf einer Linie mt parallel m,  welche 
die Entfernung B?n halbiert. Folglich bilden die Kreise [ X R ]  ein 
Büschel, welches B und F zu Grundpunkten hat. Wir  k6nnen daher 
Xhuuch durch zwei Kreisbüschel wie folgt ableiten: 

Gegeben  s e i  e in  K r e i s b ü s e h e l  [ D a ]  u n d  e i n  zwei tes  [BF]. 
Die C e n t r a l e  d e s  e r s t e n  B ü s c h e l s  s t e h e  in  3' zu d e r j e n i g e n  
des zwei ten  B ü s ç h e l s  s e n k r e c h t .  K o n s t r u i e r e n  w i r  e i n e n  
Kreis  [BF] d u r c h  d e n  M i t t e l p u n k t  e i n e s  K r e i s e s  [Da], s o  
l iegen die  g e m e i n s a m e n  P u n k t e  b e i d e r  H r e i s e  auf  Es. 

Die Berührungspunkte PI" der Tangenten, welche aus B an 
einen Kreis [Du] gehen, liegen auf einem Kreise (B). Dieser steht 
zum Kreise [Da]  senkrecht. Wir  finden daher K 3  auch nach folgendcm 
Gesetze: 

K o n s t r u i e r e n  w i r  z u  jedeni  K r c i s e  (B) e i n e s  k o n z e n t r i s c h e n  
Biischels d e n  o r t h o g o n a l e n  K r e i s ,  w e l c h e r  e i n e  gegebene  
Gerade n i n  e i n e m  g e g e b e n e n  P u n k t e  Il h e r ü h r t ,  so  l i cgen  
die S c h n ' i t t p u n k t e  d i e s e r  K r e i s p a a r e  auf  e i n e r  I i u r v e  K3. 

Für besondcre Icreise der erwahnten Büschel ergiebt sich noch: 
D e r  K r e i s  [Da] d u r c h  B b e r ü h r t  i n  B d ie  I i u r v e  K 3 .  D e r  

P u n k t  B e r s c h c i n t  a l s  N u l l k r e i s  d e r  K r e i s e  ( B )  u n d  b e r ü h r t  
a l s  so lcher  Es d r e i f a c h  u. z. in R u n d  i n  den  in lag ingren  K r e i s -  
punkten.  

5. Wir wenden uns nochmals zuiii Büschel der Kreise [Da.]. 
Ziehen wir durch B  die Tangenten an eincn Kreis dcs Biischels, so 
liegen ihre Beriihrungspunkte Pi'* (Fig. 1) auf der Polare von B in 
Bezug auf den Kreis. Nach einem bckanntcil 8atze gehen aber die 
Polaren eines Punktes in Rezug auf die Breise ejnes Biischels durch 
einen Punkt. Dieser liegt auf s ;  denn s ist die Polare von B in Bezug 
auf den Kreis [ D a B ]  des Büschels. Ferner liegt dieser Punkt auf 
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der Pvlare v o n  B in Bezug auf den Nullkreis D des Büscliels. Uiese 
Polare steht in D zu B D  senkrecht, d. h.  sie fiillt mit f z  zusamnlen. 
Polglich ist der Schnittpunkt G von 9% und s derjeilige Punkt, durch 
welchen die Polaren von B gehen. Sie bilden ein Strahlenbiischel S,. 
Zu jedem Kreise [Da] geh6rt ein Strahl g des Büschels. Derselbe 
steht zu der Linie senkrecht, welche B  mit dem Mittelpunkte N von 
[Da] verbindet. Dreht sich jetzt g um G, so geh6rt eu jeder Lage 
von g eine Normale durch B. Der Ort der Schnittpunkte dieser ent- 
sprechenden Geraden ist ein Kreis. G und B sind die Endpunkte 
eines Durchmessers. D  lie@ auf dem Kreise, weil 

<): G D B  = 90'. 

Sein Mittelpunkt ist der Schnitt von s mit a ,  m i l  cliescr Punkt 
die Spitze des gleichschenkligen Dreiecks ist, welches BD zur B:isis 
hat. rn berührt den Kreis, weil m 1 a. Renutzen wir [BUG] 11111 

die Zuordnung der Linien g zu den Kreiseri [Da]  zu vermittelii, so 
gelangen wir zii Çolgender allgemeinen Konstriiktion von K3. 

13, G se ien  die  E n d p u n k t e  e i n e s  K r e i s d u r c h m e s s e r s .  D sei 
e i n  b e l i e b i g e r  P u n k t  d e r  P e r i p h e r i e  und  nt s e i  die  T a n g e n t e  
i n  D. V e r b i n d e n  w i r  i r g e n d  e i n e n  P u n k t  X des Kre i ses  m i t  
B u n d  G u n d  k o n s t r u i e r e n  w i r  a u s  dern S c h n i t t p u n k t e  31 von 
BX m i t  nz e i n e n  K r e i s  d u r c h  D, so  s c h n e i d e t  e r  GX i n  z a e i  
P u n k t e n  von  K3. 

Dem Kreise [GDn]  korrespondiert in der abgeleiteten Zuordnung 
die Tangente in G an K3.  Daraus folgt: V e r b i n d e n  a i r  den 
M i t t e l p u n k t  Mg des  K r c i s e s  [ G B a ]  m i t  B,  so  s c h n e i d e t  diesr  
L i n i e  a u s  dem K r e i s e  [ D B G ]  e i n e n  P u n k t  d e r  G e r a d e n ,  welche 
K 3  i n  Cr b e r ü h r t .  D i c s e  T a n g e n t e  t r i f f t  d e n  K r e i s  [ G D a ]  
z u m  z w e i t e n  Male  i n  e i n e m  P u n k t e  von  K 3  (Fig. 1). 

II. 
6. Wir  stellen der in 1. entwickelten Konstruktion von ent- 

sprechenden Paaren der Büschel Sd, Sb eine neue an die Seitc. 
Es sei aieder d h  ein entsprechendes I'aar, welches sich im Punkte 

P von KQchneidot (Fig. 2). Wir suchen b, zu d l .  Wir zeichnen zii 

diesern Zwecke den symmetrischen Strahl ci2 zu dl in Rezug auf (7. 
D a m  ziehen wir ciuich P eine Parallele (2,' zu ci2, welche dl i n  II 
treffe. Wir  konstruieren den Kreis [ P I I B ] .  E r  schneide d, zurn zweiteri 
Male in &. Nun ist 

c): PHQ E ' 2 . c ) :  dcl, = P B &  
oder 

2<):dd1 - c): bb,. 

Folglich ist B & die gesuchte Jiinie b, und & liegt auf K3. 
EIalten wir jetzt die Linie (7 fest, wtihrend 17, sich um D dreht, 

so bestimmt jede Lage von H mit DY als Basis ein gleichschenkliges 
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Dreieck. Die Kreise durch HPB bilden ein Büschel mit den Grund- 
punkten PB. K3 entsteht also in folgender Weise: 

D P  se i  d i e  g e m e i n s c h a f t l i c h e  B a s i s  v o n  g l e i c h s c h e n k -  
l igen Dre iecken .  B s e i  e i n  b e l i e b i g e r  P u n k t ,  d e r  n i c h t  auf  
B P  l i eg t .  D a n n  s c h n e i d e t  j e d e r  K r e i s  des  Bi ischels  [BPI, 
welcher d u r c h  d ie  S p i t z e  H e i n e s  D r e i e c k s  g e h t ,  a u s  d e r  S e i t e  
D H  d ieses  D r e i e c k s  e i n e n  P u n k t  von  K 3 .  

Dic Spitzen aller Dreiecke D P H  liegen auf einer Geraden 11, 
welche iii der Mitte von D P zu dieser Linie senkreeht steht. IL schneidet 

jeden I h i s  des Uiischels [BPI in zwei Piinkten. Daraus ergieht sich 
folgenrle Darstellung von K 3 :  

Sei  IL e i n e  b e l i e b i g e  G e r a d e ,  au  w e l c h e r  d i e  I ' unk te  Y, D 
or thogoi ia l  s y n i m e t r i s c h  l i e g e n ,  so m a c h e n  w i r  P u n d  e i n e n  
be l ieh igen  P u n k t  B,  d e r  n i c h t  auf  PB l i e g t ,  eu G r u n d p u n k t e i l  
e ines  K r e i s b i i s c h e l s  [B I ' ] .  P r o j i z i e r e n  w i r  d i e  S c h n i t t p u n k t e  
e ines  K r e i s e s  [BPI m i t  7~ a u s  D a u f  d e n  K r e i s ,  so  e r h a l t e n  
wir  zwei P u n k t e  v o n  K3. 

Unter den Kreisen des Hüschels [RY] giebt es im allgemeinen 
zwei, welche h beriihren. Projizieren wir den Beriihrungspunkt eines 
solchen Kreises aus L) auf den Kreis zuriick, so gelangen wir zu einem 
Punkte von K 3 ,  in welchern diese Kurve von dem Kreise berührt wird. 
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7. Der Kreis des Büschels [BPI,  welcher clurch deil Schnitt- 
piinkt NI von h und D P  geht, fülirt zur Konstruktion von Tangrnt~n 
und Normalen in Punkten von K3. Bei diesem Kreise falleii niimlicll 
in 1' zwei brnachbarte Punkte zilsammen. Der Kreis bcrührt K3 in 
P und es folgt: 

D e r  Kre i s ,  w e l c h e r  d u r c h  B u n d  e i n e n  b e l i e b i g e n  P u n k t  
P von  K 3  s o w i e  d u r c h  d i e  X i t t e  d e r  S t r e c k e  DP g e h t ,  be-  
r ü h r t  Kg i n  P. 

Errichten wir in den Mitten Y und Z von PB und PI[, clic 
Seiikrechten (Fig. 2)) so schneiden diese sich im Mittelpunkte O des 
Beriihrungskreises Seien P,  d clie Winkel, welche die Tangente iii 1' 
resp. mit O ,  cl einschliesst, so ist: 

1 
sino' P Z  4 -- -- - PD PD - 
s inp - P Y  -Ï- 

- P B  
2PH 

2 
das heisst: 

D e r  S i n u s  des  W i n k e l s ,  den  d i e  T a n g e n t e  i n  P m i t  d 
b i l d e t ,  v e r h i l t  s i c h  z u m  S i n u s  des  W i n k e l s  z w i s c h e n  Taii- 
g e n t e  u n d  b wie  d e r  A b s t a n d  .Dl' zunl  d o p p e l t e n  A b s t a n d e  BI'. 

Daraus ergiebt sich folgeiide T a i i g e n t e n k o n s t r u k t i o n :  \Vir 
tragen PD von P aus in der Richtung PB auf b ab und 2PB von 
P aus in der ftichtung PD auf cl. Wir verbinden die Endpuiikte. 
Dann ist die Tangente in P zu dieser Verbindungslinie parallel. 

Errichten wir in B eine Senkrechte zu PU, so iuuss diese IL in 
eiiîem Punkte iTl' der Kurvennormalen PO schneiden; denn 

YN,=ZPi i  und P B = B P Y .  . 
Also folgt: 
D a s  S t ü c k  P N  d e r  $ u r v e n n o r m a l e n  in  P, welches  zwi-  

s c h e n  P u n d  dem S c h n i t t p u n k t e  N m i t  16 l i e g t ,  w i r d  von B 
ails u n t e r  r e c h t e m  W i n k e l  gesehen .  

8. Ein Kreis des Biischels [PB] zerfzllt in die unendlich ferne 
Gerade und die Liiiie PB. Pmjizieren wir den Schnittpunkt A von 
7~ und Yu' aus U auf die urieiitilich ferne Gerade, so erhalten wir 
also den reellen unendlich fernen Punkt von K3.  DA giebt folglich 
die Richtung dieses Punktes an und f d l t  init der oben (4) gefuridenen 
Linie a zusammen. Dreht sich jetzt ZI um B, so bleibt a fest und 
A durchlkf t  a. Uabei ist stets AD = AP. Mithin kann K g  wie 
folgt hervorgebracht werden : 

G e g e b e n  s e i  e i n  P u n k t  D, e i n e  G e r a d e  n durc l i  D und 
e i n  b e l i e b i g e r  P u i l k t  B, d e r  n i c h t  a u f  a l i cg t .  K o n s t r u i e r e n  
w i r  a u s  i r g e n d  e i n e m  P u r i k t e  A von  n e i n e n  I i r e i s  d u r c h  D, 
so s c h n e i d e t  e r  d ie  L i n i e  A B  in zwei P u n k t e n  v o n  Ka.  
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Daraus schliessen wir weiter: 
Die M i t t e n  a l l e r  B r e n n p u n k t s e h n e n  von K9 l iegen  auf  

der Geraden,  w e l c h e  den  D o p p e l p u n k t  m i t  dem r e e l l e n  u n -  
endlich f e r n e n  P u n k t e  von  K 3  v e r b i n d e t .  

Einer der Kreise [PB] geht durch D. E r  schileidet IL in zwei 
Punkten. Projizieren wir diese aus D auf den Kreis zurück, so fallen 
die Projektionen mit D zusammen. Folglich berühren die Projektions- 
strahlen qr die Kurve K 3  in D. Wie wir auch P wiihlen, stets er- 
lialten wir dieselben Linien pr. Daraus schliessen wir umgekehrt, 
tlass jeder Kreis [PBD] aus den Geraden qr zwei Punkte schneidet, 
deren Verbindungslinie die zu Y geh6rende Gerade 1z ist, welche in der 
Mitte zwischen P und U liegt. Benutzen wir diese Eigensehaft zur 
Konstruktion von P, so folgt: 

S i n d  D B  d i e  G r u n d p u n k t e  e ines  K r e i s b ü s c h e l s  u n d  qr 
die S c h e n k e l  e i n e s  r e c h t e n  W i n k e l s ,  dessen  S p i t z e  i n  D l i e g t ,  
so schne ide t  j e d e r  K r e i s  d e s  B ü s c h e l s  a u s  q, r zwei  w e i t e r e  
P u n k t e .  Z e i c h n e n  w i r  zu D den  o r t h o g o n a l  s y m m e t r i s c h e n  
P u n k t  P i n R e z u g  auf  d i e  V e r b i n d u n g s l i n i e  h diese r  zwei  P u n k t e ,  
so i s t  KY d e r  O r t  d e r  P u n k t e  P. 

9. Jedem Piinkte P von K S  ist eine Linie IA zugeordilet. Diese 
Liiiien k sind Durchrnesser der resp. Kreise [PBD] und erscheiiien 
also von B aus iinter rechtem Winkel. Sie iimhiillen rlaher eine 
l'arabe1 Ph, welche B zum Brenripunkte und g r  zu Taiigeriten hat. 

Weil q zu r senkrecht steht, liegt D auf der Direktrix von Ph. 
Sol1 K3 aus Ph abgeleitet werden, so geschieht dies also in folgeiicler 
Weise : - 

W i r  z e i c h n e n  zu e i n e m  P u n k t e I l ,  w e l c h e r  auf  d e r  D i r e k t r i x  
der P a r a b e l  l i e g t ,  d ie  o r t h o g o n a l  s y m m e t r i s c h e n  I 'unkte i n  
Bezug auf  d i e  T a n g e n t e n  d e r  P a r a b e l .  K3 i s t  O r t  d i e s e r  P u n k t e .  

Aus dieser Darstellung von EJ ergiebt sich eine andere, bei 
welcher K h l s  eine bcsondere Fusspunktkurve einer Parabel erscheint. 
Ziehen wir niindich durch jeden Punkt P von E3 eine Parallele h* 
zu dem h, welches P e&spricht, so urnhüllen diesc Linicn k* cine 
neue Parabel Phf, welche q und berührt. D liegt auch auf der 
Direktrix von Pt,*. Also folgt: 

K3 i s t  d i e  F u s s p u n k t k u r v e  e i n e r  P a r a b e l  Ph* fi ir  eiiieii 
P u n k t  D d e r  D i r e k t r i x  d i e s e r  P a r a b e l .  

Wir ziehen aus dieser Darstellung noch eiiiige Schliisse. Durch 
e,inen beliebigen Punkt X der Ebene gehen zwei Tangentmen an P,,*. 
Falleu. wir auf diese Linie aus B die Senkrechten, so liegen ihre EUES- 
punkte auf K3. Diese Fusspunkte liegen also auch auf einem Kreise, 
welcher DX zu einem Durchmesser hat. Nehmen wir nun an, dass 
X* ein Punkt der Parabel sei, so fallen die zwei Tangenten an Ph* 
zusanimen. Der Kreis über DX'  muss Es berühren. Allgemein 
heisst dies: 
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K o n s t r u i e r e n  w i r  ü b e r  D u n d  e i n e m  P u n k t e  X* der 
P a r a b e l  Ph* e i n e n  K r e i s ,  so b e r ü h r t  d i e s e r  $2-11 seinein 
z w e i t e n  S c h n i t t p i i n k t e  m i t  de r  Geraden ,  w e l c h e  i n  X* die 
P a r a b o l  t a n g i e r t .  

Die Mittelpunkte N der Kreise [ D X * ]  halbieren die Streckeii 
BS* und liegen alsn auf der urspriinglichen l'arabe1 Ph. Ilaraus folgt: 

A l l e  K r e i s e ,  we lche  d u r c h  einei l  f e s t e n  P u i i k t  D a u f  der 
D i r e k t r i x  e i n e r  P a r a b e l  Ph g e h e n  u n d  d e r e n  M i t t e l p u n k t e  
auf  l iegeri ,  ur i ihül len K3. D e r  ~ e r ü h r u n g s ~ ~ - u n l r t - - j e  eines 

k-reises  l i e g t  o r t h o g o n a l  s g n i i n e t r i s c h  zu L) i n  13ezug a u f  die 
Tai igei i te  d e r  I 'arabel ,  we lche  i m  M i t t e l p u i i k t e  des  Kre i ses  
b e r ü h r t .  

III. 
10. Wir  entwickelri in Ariknüpfurig an die ursprüiigliclie (1) De- 

finition von K3 c+e weitere Konstruktion (Fia. 3). Seien wieder dli, 
d,b, eritspreçherde Paare vori Sd,  Sb ,  welühu siüh iii den resp. l'iiilkteil 

1 
P, Q von E%sclineicien, so ist <)I (74 = <K bO1. Wir  ziehen durcli 

Tj einc Gei-ade 1, welche den Wiiikel b b ,  halhiert. 
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1 Es <): ùl ,  = -- <K bi>, = 3 d 4 .  
2 

l* sei die Parallele durch P zu 1. Sie schneide O, in L. Dann ist 

<):l*?),=- < ) I d d l  oder 4 : P D Q  -<):PL&,  

d. h. die vier Punkte PDQL liegen auf einem Kreise. Ferner ist 

<I: m =CI: z44. 
Damus folgt R P = RL. 
Halten wir iiun den Punkt P fest, wahrend sich b, urn B dreht 

so durchlii.uft der Punkt L einen Kreis (B) mit dem Radius BI, = BI'. 
Mit Hilfc dieses Kreises finden wir auf irgend einer Geraden b, durch 
B zwei Punkte von K3, indem wir die Schnittpiinkte LTjC von Zi, mit 
(B) bestimrnen. Legen wir einen Kreis durch D P L  und einen zweiten 
diirch D P L * ,  so schneidet jcder dieser Kreise aus O, einen zweiten 
Punkt, der auf K3 liegt. Alle Kreise [DY] bilden ein Büscliel. 
K 3  entsteht aus dieseni Riischel und deni Kreise (23) in folgender Weise: 

Gegeberi s e i  e i n  K r e i s  (Il) u n d  e i n  K r e i s b ü s c h e l  [OP], 
rlessen G r u n d p i i n k t  P auf (B) l i e g t .  D u r c h  jeden P u n k t  TA 
von (B) g e h t  e i n  K r e i s  des  B ü s c h e l s .  E r  w i r d  vorn D u r c h -  
messer BL d e s  K r e i s e s  (B) z u m  z w e i t e n  Male  i n  e i n e m  P u n k t e  
von K 3  g e s c h n i t t e n .  

Wir heben einige Kreise des Büschels [DP] hervor. 
Ein Kreis [OP] stetit irn Punkte P zum Kreise (B) normal uild 

schneidet (B) zum zweiten Male in einem Punkte P", dessen Tangente 
durch B geht. Folglich lie@ P *  auf K 3  und wir schliesseri: 

Zwei  P u n k t e  v o n  E ;  w e l c h e  auf  e inem K r e i s e  a u s  U 
l iegen,  s i n d  a u c h  a u f  e i n e m  K r e i s e  d u r c h  U g e l e g e n ,  w e l c h e r  
zuni Kre i se  (B) s e n k r e c h t  s t e h t  (4). 

Eonstruieren wir die zwei Kreise [DY], welche durçh die zwei 
Schnittpunkte der Geraden DB mit (B) gehen, so schneidet jeder 
dieser Kreise aus KQwei in D zusammenfallende Purikte. Folglich 
berühren diese Kreise die Kurve .E3 in D. lhre Tangenten sind die 
Linien Q, r. Weil diese Geraden zu einander senkrecht steheri, müssen 
auch die zwei erwiihnten Kreise zu einander rechtwinklig sein und ihre 
Mittelpuukte liegen resp. auf q und r. Sie liegen ferner auf der Ge- 
raden Ji, welche in der Mitte von P D  zu PD senkrecht steht und 
sind also die Schnittpunkte von h mit q und r. 1)urçhl~uft jetzt P 
die Kurve K3, so umhüllen die Linien IL die l'arabe1 l>n und es folgt: 

K o n s t r u i e r e n  w i r a u s  den  i 'unkten,  i n  w e l c h e n  d ie  z w e i  zu 
e inander  s e n k r e c h t e n  P a r a b e l t a n g e n t e n  q ,  r von  e i n e r  d r i t t e n  
T a n g e n t e  g e s c h n i t t e n  w e r d e n ,  d i e  K r e i s e  d u r ç h  d e n  S ç h n i t t  
der s e n k r e c h t e n  T a n g e n t e n ,  s o  t r e f f e n  s ich  d iese  K r e i s e  z u m  
zwei ten Male  i n  eineru P u r i k t e  v o n  KS. 

il. Ein Kreis des Büschels CD Pl zerfallt in DY und die unend- 
Lich ferne Gerade. Schneiden wir D P  zum zweiten Male mit dem 
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292 Der lriibische Kreis mit Dolq)clpiinkt. 

Kroise ( B ) ,  so geht durch diesen Schiiittpunkt A* und B eine Linie n t ,  
auf welcher der reelle unendlich ferne Punkt von K 3  liegt. Die 
Liiiie a* bleibt für alle Kreise (H) dieselbe. Wir  kijnnen sie iiahcr 
zur Konstruktion von K 3  beniitzen und haben folgendes Gesctz: 

Gegeben  s i n d  z w e i  P u n k t e  B R  u n d  e i n e  Geracle n* durch 
B. V e r b i n d e n  w i r  i r g e n d  e i n e n  P u n k t  ,4* von a* m i t  D,  so  
schne i r l e t  d e r  K r e i s  a u s  B d u r c h  A* d ie  V e r b i n d i i n g s l i n i e  
zuni z w e i t e n  M a l e  i n  e i n e m  P u n k t e  v o n  K3.  

Führen wir die Konstrukt'ion für je zwei Punkte A *  aus, welche 
auf einem Kreise (B) liegen, so folgt: 

P r o j i z i e r e n  w i r  d ie  z w e i  P u n k t e ,  i n  welcl ien e i n  K r e i s  (B) 
d i e  L i n i e  a* s c h n e i d e t ,  a u f  d iesen  K r e i s  z u r ü c k ,  s o  e r h a l t e n  
w i r  z w e i  P u n k t e  von  K3. 

Unter den Kreisen des Büschels [DP] geht einer durch B. Er 
schneide den Kreis (B) m m  zweiten Male in S. Dann fallen auf dein 
Durchmesser BS des Kreises (B) in B zwei benachbarte Punkte von 
K 3  zusaminen, d. h .  dieser Durchmesser s berührt in B die Kurve K3. 
Halten wir s fest, wiihrend S die Gerade s und P die Kurve K 3  durcli- 
lauft, so entsteht diese in folgender Weise: 

G e g e b e n  s i n d  z w e i  P u n k t e  DB u n d  e i n e  G e r a d e  s d u r c h  
B. L e g e n  m i r  d u r c h  D, B u n d  e i n e n  P u n k t  S von  s einen 
K r e i s ,  so  s c h n e i d e t  e r  den  K r e i s  ( B ) S  z u m  z w e i t e n  Male  i n  K g .  

Sei LI der zweite Schnittpunkt von B P  mit (B), so geht durch 
LI ein Kreis des Büschels [D Pl. E r  trifft den Durchmesser LI P in 
einem Punkte von K3, welcher mit P zusammenfillt. Also berülirt 
dieser Kreis die Kurve K3 in P. Allgeniein folgt daraus: 

Z e i c h n e n  w i r  zu i r g e n d  e i n e m  P u n k t e  P v o n  IC9 i n  Be- 
z u g  a u f  l? d e n  z e n t r i s c h  s y m m e t r i s c h e n  P u n k t  LI, so geh t  
d u r c h  i hn ,  D u n d  P, e i n  K r e i s ,  w e l c h e r  K 3  in P b e r ü h r t .  

Auch aus diesen1 Satze liisst sich indirekt (wie bei 3j zeigen, dass 
irri allgerneiiien keine Breriripunktsehne durch B halbiert wird. 

12. Der Durchmesser B P  des Kreises (B) niiiss K 3  in einenî 
dritten Punkte sühneiden. Wir  finden ihn, indem wir den Kreis des 
Büschels [DP] konstruieren, für welchen in P zwei zusammenfallende 
Punkte liegen. Dieser Kreis berührt also (B) in P. Sein Mittelpurikt 
ist der Schnitt von BP mit der zu P gehorenden Linie li,, d. 11. der 
auf la liegeride Punkt A (8). Wir  halien somit wieder bewieseri, dass 
ein Kreis (A) rliirch D die Linie B A  in  zwei Punkten von R3 trifft. 

Konstruieren wir zu B je den vierteri harmouiuchen in Bezug auf 
ein solches Puriktepaar, so konnen wir zeigen, dass der Ort der vierten 
harnionischen i'unkte ein Kreis ist. Diese f'unkte liegrn nimlich auf 
den resp. Polaren des Punktes R in Bezug auf die Kreise (A)D.  Weil 
diese Kreise ein Büschel bilden, sind auch die J'olaren Strahleii 
eines Büschels. Jeder Geraden b entspriçht ein Strahl des letzteren 
Büschels. ' b ist Durchmcsser eines Kreises, in Bezug auf welchen der 
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korrespondierende Strahl Polare ist. Folglich stehen die entsprechen- 
den Strahlenpaare zueinander senkrecht und erzcugen einen Kreis. 
Derselbe muss - als Ort der erwahnten vierten harmonischen Punkte - 
die Kurve K V n  B berühren und durch D gchen. E r  wird daher in 
B von s und also in D von a beriihrt. Es  folgt daraus: 

Die  e r s t e  P o l a r e  von R i n  B e z u g  a u f  K3 i s t  d e r  K r e i s  
[DBa] .  

1st dieser Kreis bekannt, so lisst sich aus ihm K 3  finden. Wir 
suchen auf jeder Geraden b, ein Punktepaar, welches von D aus unter 
rechtem Winkel erscheint und durch B ,  somie den zweitm Sclinitt- 
punkt X von 6, mit [ U B  a] harmonisch getrennt wird. Ziehen wir 
durch den Mittelpunkt des Kreises [D Ba]  eine Senkrechte zu b,, so 
schneidet diese bekariritlich aus dem Kreise zwei Punkte, welche 
durch X und B harmonisch getrennt werden. Polglich finden wir X 3  
auch so: 

W i r  g e h e n  v o n  e i n e m  K r e i s e  aus .  D, R s e i e n  zwei  s e i n e r  
Punkte .  W i r  z i e h e n  d u r ç h  B e i n e  b e l i e b i g e  G e r a d e  b u n d  
fa l len auf  s i e  d i e  S e n k r e c h t e  a u s  d e m  M i t t e l p u n k t e  des  
Kreises.  P r o j i x i e r e n  w i r  i h r e  S ç h n i t t p u n k t e  m i t  dem K r e i s e  
aus D auf O ,  so e r h a l t e n  w i r  zwei  P u n k t e  von  K3.  

13. Aus der Beziehung zwischen K 3  und dem Kreise [RDa]  er- 
gebeii sich noch einige Eigenschaften für die Sehnen und Tangeliten 
von R3. 

Schneiden zwei Gerade ir, b, (E'ig. 4)" den Kreis [L 'Ba]  zuni zweiten 
Nale in X X ,  und die Kurve K 3  resp. in Y Z ,  Y,Z,, so ist 

( B X Y Z ) - - 1  und (BX,Y,Z,)=-1. 

Also müssen sich die Geraden YY, und ZXl in eineni Punkte U 
von X XI sçhrieiden. Ferner treflen sicli die Geraden Yii, und Y,% 
in einem Punkte V von XX,. Lassen wir b mit b,  ~iisammenfallen~ 
so gehen die Sehnen in Tangenten über urid es folgt: 

D i e  T a n g e n t e n  a n  K 3  i n  d e n  E n d p i i n k t e n  e i n e r  R r e n n -  
p u n k t s e h n e  b s c h n e i d e n  s i c h  i n  eiriem P u n k t e  a, d u r c h  
welchen a u c h  d i e  T a n g e n t e  i m  ewei ten  S c h n i t t p u n k t e  von O 
mi t  dem K r e i s e  [ B D a ]  g e h t .  

Die Linien YY,, Z;S, und YZ,, Y,% bestimmen ein Vierseit, 
für welches Y,Zi, Y Z  und U V  gegenüberliegende Ecken sind. Pro- 
jizieren wir diese aus einem Punkte - etwa aus LI -, so erhalten 
wir Paare einer Involution. Nuli erscheirien die Punkte Y% von D 
aus unter rechtem Winkel und ebenso die Punkte Y,%,. Folglich 
sind zwei Paare der erwihnten Involution rechtwinklig. Diese ist 
eine Rechtwinkelinvolution und die Punkte 6; V werden ebenfalls von 
D aus unter rechtem Winkel gesehen. Fallt jetzt wiedei b mit b, 
- -- 

* Siehe S. 295. 
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zusamrnen, so wird aus T/ der Schnittpu~ikt Ut der Tangenten in T' und 
X an Ii3. V liegt in X und wir schliessen: 

D e r  S c l i n i t t p u n k t  Ut der  T a n g e n t e n  a n  i n  den E n d -  
~ u n k t e n  e i n e r  B r e n n p u n k t s e h n e  b u n d  d e r  e w c i t e  S c h n i t t -  
p u n k t  S v o n  b m i t  deni K r e i s e  [ B D a ]  e r s c h e i n e n  vom 
P u n k t e  D a u s  u n t e r  r e c h t e m  TVinkel.* 

Wir finden nach dieseul Satze die reelle Asymptote a, von K3, 
iridein wir den Kreis [ B D a ]  mit a* schneiclen und im Srhnitt- 
punkte X,  die Tangente koiistruieren. Errichten wir sodarin in U die 
Senkrechte zu DX,, so trifft diese die eimiihnte Tangente in eineni 
t'unkte von a, (Pig. 4). 

IV. 
14. Wir  seriden uns zu Darstellungen von K 3 ,  bei denen diese 

Kurve entaeder als Schnitt einer besonderen Regelflaehe oder als Pro- 
jektion einer speziellen Raunikurve erscheint. 

TJm die Regelflache hervorzubringen kniipfen wir an die Kon- 
struktion von K 3  sus den Kreisen (A) U an (8 und 12). Wir be- 
zeichnen die Ebene, in welcher K 3  liegt, mit E. Dann ziehen wir in 
einer Normalebene durch n zu E eine Linie 1, welche mit a eiuen 
Winkel von 45O bildet. In  B errichten wir eine Normale p zu II:. 
Wir konstruieren nun durch einen beliebigen Punkt A, von I ,  dessen 
Orthogonalprojektion iii A liege, diejenigen Transversalen r,r, zu y, 
welche mit E Winkel von 45O bilden. Die Orthogonalprojektionen 
dieser Linien fallen mit A B  zusammen. r,r,l liegen auf einem geraden 
Kreiskegel, mit der Spitze Al und der Axe A, A. Seine Mantelliiiiea 
schliessen mit E Winkel von 45O eiii (45' Kegel). Folglich ist seine 
Basis ein Kreis aus A durch D. Die Mantellinien r,r, des Kegels 
schneiden diesen Kreis (A) D in zwei Punkten Y,  Z von E3. Konstruieren 
wir jetzt sus d e n  Punkten Al von i die resp. Transversalen r,r , ,  so 
liegen diese auf einer RegelKiche dritten Grades R3. Denn sie schneiden 
1, p und den Kreis, welchen die cio fcrnc Ebene mit allcn 45O Kegeln 
gemein hat. Dieser Kreis, 1 und p sind somit die Leitlinien der Regel- 
flache. 1 schneidet den urlendlich fernen Kreis in einem Punkte. dlso 
ist 2 - 2 . 1  - 1 - 1 = 3 der Crad der Regelflache. 

Ti3 ist unter den Regclfliichcn dritten Grades dadurch ausgezeichilet, 
dass die Doppelgerade Z die Leitgerade p unter 45O kreuzt. Ferner 
bilden alle Geradcn der Begelfliiche mit p Winkcl von 45O. Wir be 
zeichnen daher R 3  als 45' Begel f l i i ehe  d r i t t e n  Grades .  p sei ihre 
Axe. Dann folgt: J e d e  E b e n e ,  w e l c h e  z u r  A x e  e i n e r  45O Regel-  
f l a c h e  d r i t t e n  G r a d e s  s e n k r e c h t  s t e h t ,  s c h n e i d e t  diese  Regel-  
f i a c h e  iii e i n e m  k u b i s c h e n  K r e i s e  K 3 .  

* Zu jedein Punkte X des Kreises 1 I l D a ]  gehürt ein Piinkt, Ut. Der Ort 
dieser Piinkte ist eine zirkulare Kurve dritter Ordnung. welche in D eiiie Spitze 
hat. Vergl. meiiie Abhaildlung über Kurven vierter Ordnung mit  drei doppelten 
Iiiflexionski-ioten. Zeitschrift fiir Matlieniatik und Physik, Band XXX j18@5) 3.74 
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15. Wir benützen die Regelfliche R3, urn fiir Punkte von K 3  die 
Tangenten zu konstruieren (Fig. 4). Zeichnen wir in sinem Punkte Y 
von K3 die Tangentialebene an R: so berührt ihre Schnittlinie mit 
E die Kurw K 3  in 7' Zur Konstruktion dieser Tangentialebene 
wenden wir einen bekaniiten Satz an, riach welchem die Tangential- 
ebenen durch eine Emeugende r, einer Regelfliiche eur Reihe der He- 
rührurigspunkte projektiviscli liegen. Die Projektivitit wird dureh drei 
Punkte von r, und ihre Tangentialebenen bestiniint. Wi r  kijnncn 
leicht drei solche Punkte niit ihren Tangentialebenen angeben. Der 
eine ist der Schnitt von r, mit p. Seine Tangentialebene schiieitlet E 
in der Geraden BA. Ein zweiter Punkt ist der Scltnitt von r, niit 7. 

ist der unendlich ferne Punkt von r,. Seine Tangentialebene berülirt 
in Y den Kr& (A) D und schneidet also E in einer Normalen n durch 
Y zu BA. Projizieren wir die drei in r, liegenden Berührungspunkte 
der erwiilinten Tangentialeberien auf BA, so erhalten wir 3, A und 
den unendlich fernen Punkt von BA. Ihnen entsprechen die drei 
Linien YB, YD und rc. Konstruieren wir in dieser projektivischen 
Zuorclnung zu Y die entsprechende Gerade, so berührt sie in Y die 
Kurve ILS. Wir  konnen die Konstruktion so ausführen, dass wir die 
drei Liiiien YU, YU und rb mit BB schneiden. Ilann entstehen auf 
A B  und D B  perspektivische fieihen, in welchen B sich selbst ent- 
spricht. A, L) ist ein korrespondiere~ides Paar. Dem Schuittpurikte 
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von qz mit R D  entspricht der unendlich ferne Punkt. Die Ter- 
bindungslinie dieser zwei Punkte schneidet also aus A D  das I'er- 
spektivzentrum C. Durch dieses und Y geht die gesuchte Tangente. 
Daraus ergiebt sich folgende allgemeine Konstruktion: 

W i r  z i e h e n  i m  P u n k t e  Y v o n  K 3  die  N o r m a l e  .îz zu 5'1: 
s c h n e i d e n  ni i t  d e r s e l b e n  BD u n d  p r o j i z i e r e n  d e n  Scl ini t t -  
p u n k t  i n  d e r  R i c h t u n g  von  B Y  a u f  a. D u r e h  die  P r o j e k t i o n  C 
g e h t  d i e  T a n g e n t e  i n  Y. 

16. Un1 K 3  als Projektion einer Raumkurve zu zcichnen, gehen 
wir von folgender Konstruktion aus (Fig. 5): Wir  beschreiben aus der 

' 

Mitte Jf yon U D  eineii Kreis (nl) durch B und D. Perner legen wir 
einen beliebigen Kreis [MU] durcli M und B. Daim ziehen wir 
durch D zwei beliebige Gerade dd, und verbinden die Punkte, in 
welchen diese Geraden den Kreis ($1) min zweiten Male schneiden, 
mit 31. Diese Verbindungslinicn n ~ ,  nzl trcffen den Kreis [NB] je 
in  einem zweiten Punkte. Durch diese Schnittpunkte und B gehen 
zwei Gerade bb, ,  für welche <): bb,=<(: mm,. Aber 4: mm, = 2 <)rd4. 
Also ist 4: b b, = 2 -4: dd,. Bolglich sind d,  b ;  dl bl enlsprechende Paare 
der Rüschel &Sb und sehneiden siçh in Punkten von K? wir nehmen 
jetzt an, dass die Kreise (114 und [ X B ]  Leitkurven von zwei Kegelri 
K,K, seien. Wir fassen D und B als Projektionen der Spit,zen Ili', .Il, 
der Kegel aus einern beliebigen Punkte C des Raunies auf. Die Ver- 
bindungslinie der Spitzen treffe die Ebene der Leitkurven in M. Daini 
sind die Geraden m Spuren von Ebenen, welche durch Ml, M2 gehen. 
Die Geraden d, b sind Projektionen von Mantellinien der Kegel und 
K 3  ist das Bild der Durchdringungskurve beider Kegel. Diese ist 
von der vierten Ordnung. Sie erscheint als Kurve dritter Ordnung, 
weil das Projektionszentrum C als Schnitt der Mantellinien Al,D und 
M, B auf der Durchdringungskurre liegt. W i r  schliessen daher: 

Zwei  K e g e l  K,K2, deren  L e i t k u r v e n  K r e i s e  e i n e r  E b e n e  
s ind ,  s o l l e n  so  a n g e o r d n e t  se in ,  d a s s  d i e  B i l d e r  D, B der 
resp .  S p i t z e n  dlI1Cf2 i n  den  E n d p u n k t e n  e i n e s  Durchmessers  
voin L e j t k r e i s e  L, d e s  e i n e n  K e g e l s  KI l i e g e n .  D i e  Ver- 
b i n d u n g s l i n i e  d e r  K e g e l s p i t z e n  g e h e  d u r c h  d e n  M i t t e l p u n k t  J l  
dieses  K r e i s e s .  D e r  a n d e r e  K r e i s  L, g e h e  d u r c h  171 u n d  B. 
D a n n  d u r c h d r i n g e n  s i c h  be ide  K e g e l  i n  e i n e r  Kurve ,  deren 
B i l d  auf  d i e  E b e n e  3 die  K u r v e  K 3  i s t .  

17. Konstruieren wir K in bekannter Weise als Bild der Durch- 
dringungskurve von K,K2, sn ergehcn sir.h dabei noch einige Schlüssc. 

Der Punkt E, welchen der Kreis (34 mit dem Kreise [ M B ]  
ausser B noch gemeirisam hat, liegt auf K3.  Schneide die Gerade N E  
den Kreis ( M )  zunl zweiten Male in E*, so ist  Uh' U X * .  Uiese 
Geraden treffen sich aber in einem Punkte von K3. Folglich giebt 
B E  die reelle Asymptotenrichtung von K 3  an. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Eirie Gerade ml durch JI scliiieide die Kreise (M) uiid jNB] rcsp. 
in X, Y. Die Geraden B Y und B X  treffen sich in eiiieiri l'unbte Z 
von K3. Dann muss die Tangente in Y an [JIU] aus der Geracicn, 
velche in X' den Kreis (31) hrrührt ,  eineii Punkt  schneiden, durçli 
mlrhen die Tangente in Z an K 3  gelit. Spezialisieren wir cliese 
Tangenteakonstruktion, indeni a i r  an  Stelle r o n  ln, die Gerade DI1 
trcten lasscn, so folgt, dass die Tangente s in  6) ail [,!!Bl clie 
Kurve K 3  berührt. Ferner ergiebt sich, dass die Tangente n in I) an 
(Ai') aus s den Punkt  G ( 3 )  r o n  KQchneidet. S r i t t  au Stelle von 
)ri, die Linie XE, so folgt, dass die Tangente in E an [1TIB] nus 

.la 

dcr Tangente in .E* an  (M) einen F'iinkt Sa schneitlet, durch n-elclieil 
clie reelle Asgiiiptote a s  von K3 geht. Nun ist: 

AZIGI) cw ES&;*. 
Also ist: B G = RS,. 
Daraiis fol@ I? B S, G-. Durch 8, geht aber die reelle Asymptote 

von K \ n d  ist parallel ]:'B. Bolglich ist S,G die Asymptote und 
wir  chl lies sen: 

D i e  r e e l l e  A s y m p t o t e  v o n  Khgelit d u r c h  d e n  P u n k t  G, 
i n  w e l c h e i n  d i e  R r c n i i p u n k t t a n g e n t e  s in 11 d i e  K u r v e  K 3  

zuin d r i t t e n  M a l e  s c h n e i d e t .  
Zeitaclirift  f Mutlir innti 'k 11 1'ligs:k -42 .li~lii.:: 1 Y 9 i  li kl<.ft  20 
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Oben (8.) haben wir bewieseri, dass auf einer Brennpunktsehne 
zwei i'unkte von IP l iegen ,  deren Entfernung durch a halbiert wird. Auf 
der Brennpunktsehne s s i id  B und G ein solches Punktepaar. Durch 
B geht a*, durch G geht cas. Also folgt: 

n l i e g t  i n  d e r  M i t t e  z w i s c h e n  a* u n d  as. 
Die Linie t ,  welche in Jlf den Kreis [ N B ]  berührt, trifft den Kreis (JI) 

in zwei Punkten, durch welche die Taugenten q ,  r im Doppelpunkt,e Il 
gehen. Nun schliesst t mit J l l r  denselben Winkel ein wie S. Folg- 
lich muss t 1 a. Die Punkte, welche t ails den1 Kreise (ilif) schneitiet, 
werden durch den Mittelpuilkt 31 und den unendlich fernen Punkt 
harmonisch getrennt. Projizieren wir diese harmonische Griippe ails 
JI, so erhalten wir die Strahleri y ,  Y, i l I l  und a. Daraus folgt: 

D i e  T a n g e n t e n  q, r in1 D o p p e l p u n k t e  D werden  durch  B B  
u n d  a h a r m o n i s c h  g e t r e n n t .  

18. Wir entwickeln aus den abgeleiteten Darstellungen und Eigen- 
schaften von Il3 eine Reihe von Konstruktionen, bei denen die Kurve 
durch gegebeiie Elemente bestimmt wird. 

E i n e  K u r v e  IL-ird i n  e i n d e u t i g e r  W e i s e  g e g e b e n  durch:  
a) D, B u n d  e i n e n  b e l i e b i g e n  P u n k t .  Wir konstruieren 

nach 1, 6 ,  10 oder 16. 
b) D, B u n d  d i e  R i e h t u n g  d e r  r e e l l e n  A s y m p t o t e .  Wir 

ziehen durch LI die Parallele a* zur Asymptotenrichtung und 
benützen Kreise ( A ) D  (8.). 

c) D u n d  d r e i  b e l i e b i g e  P u n k t e  PQR. Wir suclleri B. Wir er- 
richten zu diesem Zwecke in der Mitte von BQ eine Normale 
und bestimmen ihre Schnittpurikte Pl, R, mit DP, UR. D a m  
legen wir einen Kreis durch P& IJ; und einen zweiten Kreis 
durch h!(jR,. Beide Kreise schneiden sich in  Q und dem ge- 
suchten Punkte Bi denn 

<):PP,& = 2<):PDQ = <): P R Q  
und 

< ) : R K I & = 2 < ) : R D Q = d ) I R B Q .  

d) D u n d  z w e i  b e l i e b i g e  P u n k t e P Q ,  s o w i e  d i e  A s y m p t o t e n -  
r i c h t u n g .  Wir  ziehen a und zeichnen zwei Kreise, die a in 
D berühren und resp. durch P, Q gehen. Die Tangente in P 
an den einen Kreis schneidet aus der Geraden, welche in  Q 
den anderen Kreis berührt, den Punkt B (1.). 

e) 1) u n d  zwei  b e l i e b i g e  P u n k t e  PQ, s o w i e  d i e  T a n g e n t e  
p i n  P. Wir konstruieren wie bei c) den Kreis [I'QP,]. 
Ein zweiter Kreis, der p in P berührt und durch die Mittc 
FOU PD geht (7.) schneidet den Kreis [PQP,] in P und B. 

f) Il, e i n e n  b e l i e b i g e n  P u n k t  P u n d  d i e  A s y m p t o t e  as. 
14% ziehen a und die Linie u* ,  welche zu as in Bezug auf U 
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symrnetrisch liegt. Dann legen wir durch P einen Kreis, der a in 
D bcrührt. Die Tangente in Y an diesen Kreis trifft a* in B. 

g) D, G u n d  d i e  -4sympto te  as d u r c h  G. Wir  ziehen a'. 
B liegt auf a* und auf der Geraderi, welche in D zu DG 
senkrecht steht. 

h) B u n d  d ie  T a n g e n t e n  y, r in1 D o p p e l p u n k t e  B. Wir 
zeichnen den Kreis, welcher D B  zu einem Durchmesser hat. 
Die Linien q, r treffen diesen Kreis iri zwei Punkteri, deren 
Verbindungslinie die Asymptotenrichtuilg angiebt. Dann kon- 
struieren wir wie bei b). 

i) q ,  r u n d  G. Wir  ziehen DB 1 1)G und konstruieren zu Il B 
den vierten harmonischcn Strahl a in Bezug auf p, r (17.). 
Wir zeichnen as nnd verfahren wie hei g). 

k) y, r u n d  z w e i  b e l i e b i g e  P u n k t e  Q, R. Wir  zeichnen die 
Normalen in den Mitten von QD und RU. Sie bestimmcn 
mit q, r die I'arabel Ph (9.). 

1) q ,  r u n d  e i n e n  b e l i e b i g e n  P u i i k t  Y m i t  s e i n e r  S a n -  
g e n t e  y. Wir  zeichnen einen Kreis, der p in P herührt und 
durch die Mitte von D P  geht D a m  eïrichten wir in dieser 
Mitte die Senkrechte 7~ zu D P  und bestimmen ihre Schnitt- 
punkte mit p, r. Durch diese, U und Y, geht ein zweiter 
Kreis (8.). Beide Kreise schneiden sich in P und B. 

ni) q ,  r u n d  e i n e u  b e l i e b i g e n P u n k t  Y u n d  d i e  A s y m p t o t e n -  
r i c h t u n g .  Wir ziehen a, zeichnen den vierten harnionisclien 
Strahl B D  zu a in Bezug auf y,  r .  Dann lie@ B auf eirier 
Geraden, welche in P den Kreis [Pi la]  berührt, und auf d ~ n i  
erwahnten vierteri harnioriischen Strahle. 

n) g, r u n d  d i e  A s y m p t o t e  as. Wir ziehen a, konstruierm 
wieder D B  als vierten harmonischen Strahl zu a in Bezug 
auf qr. Dieser schneidet aus der Geraden a*, welche zu u s  
in Bezug auf a syrrirnetrisch liegt, den Punkt B. 

19. V i e r  resp.  zwei  K u r v e n  K 3  w e r d e n  b e s t i m m t ,  w e n n  
gegeben s i n d :  

O) B u n d  d r e i  b e l i e b i g e  P u n k t e  PQR. Wir  suchen die mog- 
lichen Lagen von D un& gehen dabei von der Winkelbeziehung 
aus, durch welche die Kurve definiert wurde. Dann ergiebt 
sich folgende Konstruktion: Ein Kreis aus B, welcher durch 
Q geht, schneide die Geraden BE', BR resp. in l'*Pl* und 
H*Iil*. Wir  konstruieren die Kreise [QYP*] und [&YI->,*], 
sowie die Kreise [&BR*] und [QRR,f 1. Jeder der zwei erste11 
Kreise schneidet jeden der zwei anderen Kreise - ausser in 
Q - noch in einem Punkte. Diese vier Schnittpunkte sind 
rier mogliche Lagen von B. 

20' 
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p )  B u n d  z v e i  h e l i e b i g e  I ' unk te  PQ, s o w i e  dit .  S a n g e n t e p  
i n  P. MTir konstruieren wie hei O) die zwei Kreise 1 PQP*] und 
1 l '&Pl*]. Dann zeichnen wir zu P in Bmug a u f u  deil sÿmmet,ri- 
schei~ Piinkt iind Iegen diirc.11 ihii einen Kreis, der p in P berülirt. 
Uieser Kreis schneidet die Kreisc: [P&P*] und I~PQPIt] ausser 
in P ~iocll  je in einem Punkte. Diese zwei Sclinittpunlite 
konnen Jhppelpunkte von zwei Rurven K%eiri. 

y) B u n d  zwei  b e l i e h i g e  P u n k t e  PI;! u n d  d i e  R i c h t u n g  
d e r  r e e l l e n  A s y m p t o t e .  Wir  zeiclineri wieder die Kreise 
[PQP'] iiiid (PQP, ' )  Ilanil ziehen wir a* und hestimmeii 
die zwei Schiiittpurikte dieser (ieraden mit dem Kreise aus il 
durch Q. Diirch jedrn dieser Piinkte und Q geht eine Gerade. 
Diese zwei Geraden schneideil aus den zwei Kreisen [l'QY*] 
und [PQ Pl* 1 die vier moglichen Lagen der Doppelpunkte. 

r) 3, e in  b e l i e b i g e r  P u r i k t  1' u n d  d ie  A s g n i p t o t e  as. R i r  
ziehen a* iind zeichnen a in der Mitte von a* und as. Dann 
konstruieren wir die zwei ICreise, welche fil' in Y beïühren 
und a zur genieinsanien Tangente haheii. Ihre Rerührungs- 
punkte mit a sind zwei Lagen von B. 

Y) 11, G u n d  e i n  h e l i e b i g e r  P u n k t  P. Wir  heginneii die 
Konstruktion wie bei O ) .  Der Kreis aus B clurch P sclineide 
die Gerade B G  in G*, Cl*. Dann legen wir einen Kreis 
durch GYG* und einen Kreis durch GPG,'. Auf jedeiii 
dieser Kreise kann U liegen. n liegt aber auch auf dein 
Kreise, welüher B G  zum Durchmesser bat. Polglich schiieidet 
dieser Kreis aus [GPG*] und [GPG,'] ausser G noch zviei 
Punktc, wclche Doppelpunkte einer Kurve KQeiii k6nncn. 

t) I>', G u n d  d i e  A s y m p t o t e n r i c h t u n g .  Wir  ziehen a in der 
Mitte zwischen B und G. Ein Kreis mit dem Durclimésser HG 
schneidet a in zae i  riloglichen Lagen von D. 

Die Konstruktionen O), p), q) versagen, wenn die zwei beliebigen 
Punkte Pl Q auf einern Kreise (B) liegen. E'ür diesen Fa11 bemerken 
wir, dass durch P, Q und 1) ein Kreis geht, der in P und & zum 
ICreise (B) orthogonal steht. Der Mit'telpunkt dieses Orthogonalkreises 
liegt im Schnittpunkte der Beraden, welche in P und Q den Kreis (Il) 
berühren. Zeichnen wir nun bei O) die Schnittpunkte des Orthogonal- 
kreises mit den Kreisen [QRR*] und &BR,*], so ist Q der cine 
dieser Piinkte. Die zwei anderen sind Lagen von B. Tm Falle p) 
schneidet der Beriilirungskreis in P an K3 au8 dem Orthogonal- 
kreise LPQ] zu (3) einen Punkt B aus. Im Palle q) verbirideu wir Y 
und Q mit den Punkten, in welchen a* den Kreis (73) trifft. Diese 
vier Verbinclungsliriieu schneiden sich paarweise auf a*; ferner in 1' 
uiîrl (4 und überdies in zwei Punkten, velche mtigliclie Lageil von II 
vorstellen. 
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TI. 
20. Wir untersuclien schliesslich eirie s p i e l l e  E'orm KS3 des 

Iiuhischeii Kreises (IIig. 6). 
Wir nelinien an, dass die Ver\)iiidungsliiiie c der Punkte D H den 

Wirikel der Sarigenten y r lialbiere. Duin ist a - d. h. die vierte harinonisçlie 
Liiiie zu c in Rezug auf qr - seiikrecht zu c. Also ist auch die 
Tangente s in B aii K,%enkredit zu c. Nuii sind c und s ent- 
sprechende Strahlen der Biischel X,,, Sb. Sei cl, b ein weiteres Paar, 

Der  W i n k e l  rp, d e n  e i n  S t r a h l  d m i t  c e i n s c h l i e s s t ,  i s t  
l ia lb  so g r o s s  wie  d e r  W i n k e l ,  den  d e r  e n t s p r e c h e n d e  S t r a h l  b 
mit  s b i l d e t  

Aus diesem Satze ergeben sich eiiiige I(oiistruktionen von Ks3. 
Wir zeicliiieii über D 13 als Durchmesser eiiien Kreis [ B D a ] .  

b sçhiieide dicsen Kreis in Pl. Daiin ist <):sb = c): UDP,. Halbieren 

Fig. 6. 

/ 

n-ir den letztereii JVinkel, so ist diese Halbieruiigslinie die zu b ge- 
lioreiide Linie d u n d  triW b in eincm Punktc Y von KJ3. Allgemein 
folgt daraua : 

Verb i l lden  w i r  d i e  E n d p u n k t e  U ,  B e i n e s  K r e j s d u r c h -  
messers  m i t  einerii be l i eb ige i l  P u n k t e  Pl d e s  K r e i s e s ,  s o  
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s c h n e i d e n  d i e  H a l b i e r u n g s l i n i e n  des  W i n k e l s  P,DB aus  P,B 
zwei  P u n k t e  von  Ka3. 

Treffe d den Kreis [ B D a ]  in I', und die Liilie s in 8, so ist: 

.): P. RS = <): I', D B. 
Aber 1 <): P, D B  = - 4: 7'RS. 

2 

Also ist 1 P2BS - - B <): PBS, d. h.: 

Verhir ider i  w i r  D u n d  B m i t  e i n e m  be l ieb iger i  Pur ikte  I', 
d e s  K r e i s e s  [ R D a ]  u n d  z e i c h n e n  w i r  z u  s die  symn-ietrisclie 
L i n i e  i n  B e z u g  auf  P2B, so t r i f f t  s i e  P,U a u f  KS3. 

Weil Pz B zu D P, senkrecht steht, ist PP, = P2S,  d. h.: 
H a l b i e r e n  m i r  a u f  den G e r a d e n  d u r c h  D die  Streclre, 

w e l c h e  z w i s c h e n  dem S c h n i t t p u n k t e  m i t  s u n d  dem d r i t t e n  
S c l i n i t t p u n k t e  m i t  K,3 l i e g t ,  s o  i s t  d e r  O r t  d i e s e r  Mi t te l -  
p u n k t e  e i n  K r e i s  ü b e r  BD. 

21. Fiillen wir aus P die Xormale auf c und sei F der Fuss- 
punkt, so ist PF= PP,, weil P auf der Halbierungslinie des Wiiikcls 
Pl D F  liegt. Folglich muss ein IZreis aus P durch FI die Linie c 
beriihren. Daraus ergiebt sich folgende Darstcllung von K:: 

S i n d  D, B die  D u r c h m e s s e r e n d p u n k t e  e i n e s  Kre i ses ,  s o  
g c h e n  d u r c h  jeden  P u n k t  Pl d i e s e s  K r e i s e s  zwei  Kreise ,  
w e l c h e  DP, i n  Pl b e r ü h r e n  u n d  d ie  G e r a d e  DB z u r  T a n g e n t e  
haben .  D i e  M i t t e l p u n k t e  d i e s e r  K r e i s e  l i e g e n  auf  Et. 

Die Punkte Pl und F liegen auf einem Kreise (D), für welchrn 
die Gcradcn Pl P und PF Tangcnten sind. Daraus folgt allgemeiu: 

D i e  T a n g e n t e n  d u r c h  B an  e i n e n  K r e i s  (D) s c h n e i d e n  aus  
d e n  G e r a d e n ,  w e l c h e  i n  den S c h n i t t p u n k t e u  von BU mit  (D) 
d i e s e n  K r e i s  b e r ü h r e n ,  v i e r  P u n k t e  v o n  KJ3. 

Nach diesem Satze erhalten wir die Purikte von K,3 paarweise in 
orthogonal symnietrischer TAage zu c und in Gruppen von vier Punkten, 
welche eiri doppelt zentrisches Kreisviereck bilderi. Spezialisieren a i r  
diese Konstruktion fiir den Kreis (D)B ,  so folgt, dass er in B die 
Kurve R,3 berührt. Die Tangente in seinem xweiten Schnittpunkte 
mit BD ist die reelle Asymptote as  Eine bequeme Darstellung vol1 
KS3 ergiebt sieh auch, wenn wir diese Kurve als Bild der Durch- 
dringung von zwei Kegeln zweiten Grades auffassm (16.) Die Leit- 
kurven dieser Kegel sind zwei Kreise und zwar der Kreis, welcher .BD 
zu einem Durchmesser hat und der Kreis, für welchen B und die Mitte 
171 der Strecke BD Endpunkte pines I)urclirnessers sind. Eine Gerade 
durch M schneidet beide Kreise. Indem wir diese Schnittpunkte resp 
mit D und B verbinden, erhalten wir Punkte von X,3. Wir benicrken 
noch, dass B P  auf MT, senkr~cht  stelit. Folglich lnsst sich K,3 auch 
durch einen Kreis (32) so erecugen: 
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W i r  z i e h e n  e i n e n  D u r c l i m e s s e r  m des  K r e i s e s  u n d  v e r -  
b inaen  s e i n e  S c h n i t t p u n k t e  m i t  deni E n d p u n k t e  D e i n e s  
zweiten D n r c h m e s s e r s .  F a l l e n  w i r  a u s  d e m  a n d e r e n  E n d -  
pui ikte  IZ d i e s e s  D u r c h r n e s s e r s  d ie  S e n k r e c h t e  auf  m, s o  
t r i f f t  s ie  die  e r w i h n t e n  V e r b i n d u n g s l i n i e n  i n  zwei  P u n k t e n  
von KaY. 

Um die Tangente in einem Punkte P von KS3 zu zeichnen, ver- 
fahren wir - nach 15 - wie folgt: 

W i r  z i e h e n  i n  P die  S e n k r e c h t e  z u  BP, s c h n e i d e n  m i t  
dieser DH u n d  p r o j i z i e r e n  d e n  S c h n i t t  i n  d e r  R i c h t u n g  v o n  
BP  auf a. D u r c h  d i e  P r o j e k t i o n  C g e h t  d ie  T a n g e n t e  i n  P. 

Wir haben uns in der vorstehenderi Monographie einer besonderen 
Kurve dritter Ordnung vollstiindig auf die graphische Darstellung dieser 
Kurve besührZnkt und sind alleri Verallgeineirierungen, sowie alleri aiia- 
lytischen Retrachtungen aus dem Wege gegangen. Was die Ver- 
allgemeinerungen betriflt, so 
lassen sich aus den ent- h g .  7. 

wickelten Erzeugungen und 
Eigenschaften von K3 dureh 
Transformation leicht Ent- 
stehungen und Eigenschaften " 
von allgemeinen Kurren drit- 
ter Ordnung mit einem Dop- 
pelpunkte herleiten. Ferner 
liegt es nahe, die zirkulare 
Iiiirvc dritter Ordnung ohne 
Doppelpunkt zu untersuchen, 
deren Tangenten in den 
irnaginaren Kreispunkten sich 
111 einem Punkte der Kurve 

zu bezeichnen. 
sclineiden. Diese Kurve miire als kiibisclier Kreis (ohne Dopp~lliunkt) 

Die analytische Betrachtung knüpft bequem an die Kurve K,3 an, 
welche eine iihnliche Form hat \vie das Folium von L) e s  c a r t e  S. Maclien 
wir D zum Nullpurikte, a zur y-Axe und sei DB = c; <):PD3 = rp 
(P'ig. 7), so ist: y = z t g  rp die Gleichung von U P und 

y = (x - C) tg (90° + 2 die Gleicliung von B P. 
Eliminieren wir rp, so ergiebt siçh: 

als Gleichung von K,'. Tra~isforrnieren wir diese Gleiçliuiig, iiidem 
wir die Tangenten q ,  r in D zu Axen machen, so folgt die Gleicliurig: 
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Ton 

A. Koris~.:~,.i, 
Rcallelirer i n  Meeraoe i S 

Die bis jetzt behanclelten elementar gcometrisclien Aufgaben siiid: 
a) solche, welche sich durch TTlinral iiiid Zirkel, also durclî Qiia- 

dratwurzelri loseri lasseri; 
b) solche, deren Losung nur durch Ausziehen hoherer Wurzelii 

irioglich ist, z. B. das Delische Problem, die Dreiteilung eiiies 
hrliebigeii W i n k ~ l s ;  

c) solche, die überliaupt nicht auf algebraiscl-ie Gleichuiigr~ii 
führen, z. B. die Quatlratur des Kreises. 

Die Aufgabe nun, d i e  S e i t e n  eii ies D r e i e c k s  a u s  den  i n n e r ~ i i  
\ V i i ~ k e l h a l b i e r e n d e n  zu bes t in imen ,  ist voil eirier iieuen Art, deiiii 

s i e  l a s s t  s ich i m  a l lgemeiner i  w e d e r  m i t  Liiieal uiid 
Z i r k e l ,  n o c h  m i t  H i l f e  b e l i e b i g e r  Wurzelgr6ssei i  
1 osen. 

Das will icli jetzt zeigen. Der erste Teil dieser Rehaupturig, der 
nur ein besonderer Fd l  des zweiten Teilcs ist, wurde schoii im erstr:ii 
Hefte der Zeitschrift für matliem. und naturw. Unterriclit von H o f f -  
m a n n  1897 bewiesen. Dabei muss ich zuweilen das neuc Werk: 
W e b e r ,  Lehrbuch der Mgebra, 2 Bde (W.) aiifüliren. 

Sind oT1 a, a, die Seiten, zo, w, u;, die eiitsprechenden iniîcrn Wiiiltel- 
halbierendeii eines Dreiecks, so ist bekaiintlich: 

also 

2) 

setzt inan ilun: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von A. Koxssr.~.  

5), 7) siiicl Gleichuilgen fiir die Unbeliarinten x 2 ~ : ,  uiid liaheri clic 
Form: n x Z 3 +  b z g 2  f ex2 1 rl = 0 ,  

c - e22z33  -C ( E ? ~  - 1 ) ~ ~ ~  - ( e z2  + 2 ) x 3  - eZ2, 

cr= (e , "2~ f , ) . r , " (~ ,~+ 2 ) x 3  - c ~ ~ ,  

( 1  = - 2,3 - x3 

cl1= (eJ2- 1 ) ~ ~ ~ .  
Verstrht man iiun uiitrr (mm') den Ausdruck ,iz)zl- m'n, so ist, 

i~acli Sn l i i ion -F i  e d l e r :  , ,Vorlesungrii  über die Algebra der liiieareii 
Sraiisformationen" S. 93 die Resu l t an t~  II der Gleichiiiigrn 5), 7): 

R (ad')' - 2 ( a d 1 ) ( a l ' ) ( c d ' )  - ( a d ' ) ( a c r ) ( h d l )  + ( a ~ ' ) ~ ( c d ' )  
+ ( b d f ) ' ( a  b ' )  - ( a  6')  (b  c ' ) (cd1)  - 0. 

Ilierbei i s t :  
( a b r )  = eS2xSB - 1, 

( a d )  = e,%33+ (e2"+e,2)x,2- ( epe+ 2)J, - pz2 ,  

( a d )  = (e3! - 1 ) ~ ~ ~ ~  

(bc ' )  = (eg4-  e22e,2)a," ( 3 % 4  + ~ ; ~ e ~ ?  + e3' + 
i- (2ez4 + 5%'eS2- %4 + 4e32)x33 
+ (- 2eg4+ 3%2e32-  5 e Z 2 -  2 e S 2 -  3 ) ~ ~  

3- (- 3eP4 - 3e27)z ,  - ez4, 
( b d r )  - c , ' x ~ ~ +  (eZ2ez3 - eZ2 + e 3 2 ) ~ 3 4  + (Se22e32-2ez'+e3'-2) .c ,S 

+ ( P ~ ~ c ~ "  e: - es9 x3: 

( c d ' )  - e,'xs6+ (e," +es" eZ2e,')ic," ((e,2e,"e:+ e,2-l)2,4 

-+ (- ez2e3% ez2- 2e," zS3 + (- ez2e,2)x32. 
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I 
RI (e.  - e - 
- 2--';-4) =4e4x9+ (4e6+ lRe4)x*+ (10&++6e4- 26e2)z7 

- e 4  + (-31e4-51e"xF+ (-19e6-33e4+12ee"+3G)a5 

+ (- 16 e6 + 35 e4+ 63 e2)z4 

10) 
f (42e" 18e2- >4)x3+ (4e" +e4-  29e2)x2 

+(e6-5e,'-4e2+4)x-e4+eE 
- (2e223-t-.3e"2- 4 ~ ç  - e2)[2e"G+ (2&+ Ce5)~5 

(2,e4-e2-9)z4+ (- 3e4- 9e7x3 
\ f (- 4e4+4e2+ 6)x2+ (- e4+5e?)x+e"-11, 

oder abgekiirzt, 
= '?'19%1 

Setzt man diese Werte in 8) ein, multipliziert aus uiid bezeichiiet 
R alkürzend :+mit RI, x, mit 2, aeZrne," mit a .  nin, so erhiilt man 

nacli einer allerdings miihsamen Rechnung: 

uiid cp, = O ist  auch geiade diejenige Gleichung, melclie man aus 1) 
uiiter der Ariiiabnie 114 = zc,, also im E'alle eiiies gleichscheiikligen 
Dreiecks findet. Ir1 etwas vereirifachter Gestalt ist dies Gleichung 7) 

9) 

\ 

/RI ~ ( 1 . 4 4 -  1 .62)~"  

f(l .46-1.64-4.62-2-44+2.26+1.60+1 .06-1.42-1.24)~~ 

+(- 4.64 - 3.62 - 15.44 + 4.60 + 6.42 - 1 0 . 2 4 ) ~ ~  

+(- 6.46-4.64+ 8.62-12.44-12.26+2.24+4.60 

+26.42- 6.06 f 8.22-4-40-4 .04)~ '  
+ ( - 4 . 4 6 + 4 . 6 4 + 1 7 . 4 4 + 1 4 . 6 2 + 4 . 0 6 + 2 1 . 4 2  

+ 3 0 - 2 4  4.60 + 12.04 - 1 2 . 4 0 ) ~ ~  

+(9 .46+10 .64+  l8 .26+ l 3 . 4 4 + 2 . 6 2 +  11.06-4.24-13.42 
-10.60-9.04-18.22-9.40)x5 

f ( l2 .46  + 4.64 - 21.44 - 14.62 - 12.06 - 30.24 

- 17.42 - 4.60 + 4 . 4 0 - 4 . 0 4 ) ~ ; ~  
4 (-4.64+4.46:-826 -26.44- ê . i i ~ +  l8.42-8.&4+4.08 

+4.6O+ 6.043- 12.22+ 6 . 4 0 ) ~ '  
+(- 4.64- 6.44+3.62+10.24+ 15.42 $ 4 . 6 0 ) ~ ~  

+ ( - 1 ~ 6 4 ~ 1 ~ 4 4 + 4 ~ 6 2 $ 1 ~ 2 4 - J - 2 ~ 4 2 - ~ - 1 ~ 6 0 - 2 - 2 2 - 1 ~ 4 0 - 1 ~ 0 4 ) ~  

+(l.2O-l.OO)l.42 = 0. 
Im folgenden werden in einer Bunktion f der Variabelri z ,  y . : . 

zuweilen fiir lctzt'ere niideic Ausdrücke a ,  b . . . zu setzen seiii; wir 
wollen dies mit  f(x = a, y = b,  . . .) bezeichnen. 

Die Gleichung 9) habe ich durch vielfache Probeii bestiitigt ge- 
fuiiden. Mail findet z. B.: 
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in rneiiier Bemerkiing S. 82 der H o f f m a n n  schen Zeitschrift, Jahr- 
gang 1897. 

Wir haben nun zu bemeisen, dass die Gleichung RI O, aus 
welcher sich das Verhiiltnis zweier Seiten durch die Wirikelhalbiereriden 
bestimmt, nicht aufliisbar ist und zeilegen den Beweis in zwei Teile. 

a) RI i s t  e i n e  u n z e r l e g b a r e  F u n k t i o i i  v o n  x 

Jeder Faktor R, müsste niimlieh e, und e, eiithalten. Denn ware 
eiii solcher Faktor z.B. von e, unabhiingig, so rnüsste er in allen 
Koeffizienten desjenigen Ausdrucks aufgehen, der aus RI durch Ordnen 
nach Potenzen von e, hervorgeht. Diese Koeffizieiiten haben aber riur 
1 als gemeinsames MaB. ~ l ln l i ches  findet man fiir e,. Also ware 
RI auch eine zerlegbare Furiktio~i von e, und e, für beliebige Werte 
von x, welche nur die Dimension von R, in Bezug auf e, und e, nicht 
erniedrigen, z. B. für x = 1. Dann ist aber: 

R , ( x = 1 ) = 2 R 2  

i(, rniisste also zerlegbar sein. Nuri beweist man wie vorhin, dass 
jeder Faktor von R, sowohl e, als e, enthalten muss. Also muss R2 
eine zerlegbare Punktion von e, bleiben für jeden Wert von e,, der 
den Grad von R, in Bezug' auf e, nicht erniedrigt, z. B. für e, - i .  

Dann ist  aber: 

R, - O hat nur komplexe Wurzeln, jeder reelle Faktor von R, 
riiuss geraden Grades sein. Wie mari Ieicht sieht, hat K ,  = O lieiiie 
ratioiiden Wurzeln, R, müsste daher, weil es sechsten Grades ist, eiiieri 
quatlratischeu Faktor e,2 + ae, + b haben, der in zwei komplexe lineare 
Falitoren zerfüllt. b ist = + 1, infolge des eben angegcbenen rmstaiides 
ist es = 1. R, enthiilt nur gerade Poteilzen von e,, dasselbe muss für 
e; + ae, + b gelten, also ist a = O. R, müsste also durch eza+ 1 teil- 
b:ir sein, was nicht geschielit. Also ist R, unzerlegbar im Bereiclie der 
rationalen. Zahleii und damit auch RI. 

h) RI = O i s t  d u r c h  N r u r z e l g r 6 s s e n  n i c h t  a u f l o s b a r .  

Waro R, = O algebraisch aufliisbar, so wiire es unisomehr 

H, (c, = e, = i) = 2 R, 

oder abgekiirzt: 2R,= 2f,fS=0. 

Da t; = O als Gleichung dritten Grades aufltisbar ist, so miisste 
es aiich f, = O sein. Wir beweisen iiun, dass das Letztere nicht statt- 
findet. 
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b,) f i s t  u n z e r l e g b a r .  

f, = O hat  namlich keiue rationalen und nui- koiliplexe Wiirzeln, 
müsste also, wenn es zerleglmr aiire,  einen unzer1egh;ireii quadra- 
tischen Falitor x' + an; + b haberi, der iii komplexe lineüre Faktorrn 
zcrf idc  Tlaher und da b eiiie ganze in 1 aiifphende %al11 sein soll, 
kann b mir = 1 sein, also a riur erltweder = O otler - t 1. Iieiner 
der so eiitstehenden Ausdrücke geht ahcr in  fi auf. Also ist, f i  un- 
zerlegbar. 

b,) f i -  O i s t  n i ç h t  a u f l B s b a r .  

W i r  hatten iinter b) die Gleichung -RI - O als aufloshar an- 
genoui~neri und in a) und b,) die k'unktionen RI und f i  als urizerlegbar 
nac,hgewieseii. Wir benutzen nun den Satz (W. II, S. 296): 

W e n n  e i n e  u r i z e r l e g b a r e  Gle ich ixng ,  i n  d e r e n  G r a d e r s  m e h r  
n l s  e i n e  P r i n i z a h l  a u f g e h t ,  d i i r ch  f o l g e w e i s e  A d j u n k t i o n  von 
W u r z e l g r 6 s s e n  i n  F a k t o r e n  z e r f l l l t ,  s o  w i r d  e i n e  Zerf i i l lu i ig  
i n  s F a k t o r e n  rten G r a d e s  h e r b e i g e f ü h r t  d u r c h  A d j u n k t i o n  
d e r  W u r z e l n  e i n e r  a u f l o s b a r e n  Q l e i c h u n g  rtgn G r a d e s .  

Darnach müsste RI entweder ein Produkt f l ,  , f',, 5 von zwei Fak- 
toren fünften Gradeg werden durch Adjunktion der  Wurzeln einer 
qiiadratischen Glcichung g, = O, odcr ein Produkt fi, . . . f 5 , a  üus fiinf 
Faktoren zweiten Grades durch Adjunktion der Wurzeln einer Glcichung 
fiinften Grades g, = O. Iliese Faktoren kann nian immer so cinrichteii, 
clam diirch die Subst,itutiori e, =e, - i kein Koeffizient uriendlich oder 
iiiibestimmt wird und nicht alle Knt:ffizienteii eines F'aktors verschwinden. 
Durch diese Substitution wird daiin in beiden Fiillen der hochste 
Koeffizjerit iiur eines Faktors vt:rschwinden, da R, dadurch eirie Funktion 
rieunteri Grades a i r d .  l;, jl, 5(e, = e, - i )  ist also ein Produkt aus 
einenl Faktor vierten und eint:m fiinften Grades, f i ,  . . . f 5 , ,  (e, = e, = i) 
besteht aus eiiiem Faktor ersten und vier Faktoren zweiten Grades. 
Das Produkt 2R,, i n  welches nach 13) R, durch diese Substitution 
iibergeht, ha t  aber keine von diesen Forrneri, und da 

i n  j e d e m  b e s t i m m t e n  R a t i o n a l i t i i t s b e r e i c h  e i n e  ganze  
F u n k t i o n  n u r  a u f  e i n e  A r t  i n  u n z e r l e g b a r e  P a k t o r e n  
z e r l e g t  w e r d e n  k a n n  ( K r o n e c k e r ,  Grundziige einer arith- 
nietischen Theorie der algebraischen Grossen, S. 13)) 

so iriuss jeder Faktor f', und fS von R, durch jede der obigen Ad- 
junktionen zerfallen. Nun ist fl = O unzerlegbar und dritten Grades, 
die Adjunktion g, = O kann also dieso Glcichung nicht zcrlegen, und 
es bleibt nur  die Acljunktion der Wurzeln einer Gleichung g5 = O zu 
betrachten übrig. 

Durch g5(e, - e, = i )  = O muss also fl i n  lineare uiid fi, in Faktoren 
von nicht hoherem als zweiten Grade zerfallen. f, ist sechsten Gradrs, 
und es besteht der Satz (MT. II, S. 2'36): 
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LTm o l l e  a u f l o s b a r e n  Gle ic l zuugen  s e c h s t e n  G r a d e s  i n  
einern K 6 r p e r  R z u  e r h a l t e n ,  a d j u n g i e r e  m a n  deni  K o r p e r  fi 
eine Q u a d r a t w u r z e l  u n d  b i l d e  i n  d e m  e r w e i t e r t e n  K o r p e r  
al le k u b i s c h e n  G l e i c h u n g e n ,  o d e r  m a n  a d j u n g i e r e  d i e  W u r z e l  
e iner  k u b i s c h e n  G l e i c h u n g  u n d  h i l d e  i n  deni e r w e i t e r t e n  
I<iirper a l l e  q u a d r a t i s c h e n  G l e i c h u n g e n .  

Daher niuss p,(r, =- e, = i )  - O eiiien solclien unzerlegbaren l h k t o r  
dritten Grades c, entlialteii, dass die Adjuriktion der Wiirzeln von 
p, = O die Ausdriicke f, und f, zerfallt. Die Gleichiingen f, - O und 
f !  = O müssen also Lquivalent sein, d. h. eine Wurzel der einen Gleichung 
ist eine rationale IJunktion einer Wurzel der anderen Gleichung. Wir  
dürfen daher geradezu fi - O oder eine ihr $quivalente Gleichung als 
g, - O annehmen. 

Nehmen wir z. H. die Gleichung, tlie aus fl = 0 hervorgeht, diircli 
tlie Substitution: 

Mrir benutzen nun die Begïiffe der Dedek indschen  Theoriu der 
algebraischen Zahlen, die sich in dem letzten Supplemente von 
Di  r i  ch l e t s  ,,Vorlesuiigcn iiber die Zahlentheorie" (Rraunscliweig 1894) 
findet. Darnach sind die Wurzelii von 15) ganze algebraische Zahlen, 
und wcnn y, eine derselben, so ist der K6rper (y,) dritteii Grades, 
und jede %ah1 desselben hat die Forrn: 

wo a, h,  c ,  k ganze teilerfrende Zahlen sind, deren letzte positiv ge- 
iioninien werden kann. E s  sol1 nun bewiesen werden, dass 

112 n u r  d a n n  i n  (y,) e i n e  g a n z e  a l g e b r a i s c h e  Z a h l  i s t ,  
a e n n  Ic = 1 i s t .  

Deiiil die Diskriminante von 15) ist: 

und k kann nach der benutzten Theorie nur solche Faktoren enthalten, 
deren Quadrate in B aufgehen. Also kann 1; nur eine der Zahlen 
1, 2, 6 sein. 

1st aber z,, (p = 1, 2, 3) eine jede Wurzel der Gleichung: 

15') z 3 - 1 ~ i ~ 2 + p 2 ~  -p9 = O, 

so ist nllgeiiiein : 
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l n  unserem Palle k t :  

Kach der Definition der ganzen algebraischen Zahlen niüssen die 
Koeffizienten der Potenzen von u in 16) ganze rationale Zahlen sein, 
also : 

3a, + b - 3 c  O (modk), 

3aZ+ ( 2 b  -6c)a  + 2b" 8 8 c +  8 c 3 =  O(modk4, 

a3+ ( b  - 3c)a2+ ( 2 ' b21 -8bc+8c"aa21Vb2c - -4hc"  4c3z O 

(mod kg). 

S u s  dcr ersten Kongruenz folgt: 

17') 
odcr 

h = 3 c  - Sa(modk), 

b  = 3 c  - 3 a  + k b , ,  

und dies in die zweite eingesetxt ergieht: 

15u2--10kub,+ 50c2+ 20kcD,- t iOac~O(rnodk") ,  

oder da k nur 1 , 2 ,  5 sein kann: 

18) 15a2 + 50ça- 60ac  = 15(a - 2c)" 10c2= O(k7). 

1st also k = 2, so folgt: 

a = O ,  b=c(mod2) ,  
daher aus 17,): 

b = O ~ c = O ( m o d 2 ) ,  

gegen die Voraussetzung, dass a ,  b, c, Tc teilerfremd sind. 
1st aber Ic = 5 ,  so folgt aus 18): 

a (a + c) 0 (5), 
a'so a = O, oder a  + c : O (mod 5). 

Reides giebt auf 17,) angewaridt: 

c r a G b = 0 ( 5 ) ,  

wie'clerurn gcgen Voraussetzung. Also ist in dein Ausdrucke nb der 
Nenrier k = 1. 
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Es ist also (1, y,, y,,') eine , ,Minimalb as is"  des Korpers (yp). 
Würdc nun f, durch Adjunktion der mTurzeli~ von 15) zcrlcgbar, so 
k6nnte man setzen: 

i n )  J 1 -fi,(xz+a2x)+,+,~+bl),+,x+,,L~, 

\ P 

worin die Grossen a b  rationale Zahlen sind. Wir  beweisen noch, dass 
sie ganz sein müssen. 

In der Tliat sind alle Wurzelri der Gleichung f, = O ganze Zahlen, 
also muss auch jeder Faktor der rechten Seite von 19) nur ganxe 
algebraische Zahleri als Wurzeln liaben. Xun besteht der Satz: 

S ind  d i e  Hoef f iz ien te i î  e i n e r  a l g e b r a i s c h e n  G l e i c h u n g  
a lgebra i sche  Z a h l e n  u n d  i n s b e s o n d e r e  d e r  h o c h s t e  = 1, u n d  
hat die G l e i c h u n g  n u r  g a n z e  a l g e b r a i s c h e  Z a h l e n  a l ~ ~ ~ u r z e l n ,  
so s ind  a l l e  K o e f f i z i e n t e n  g a n z e  Znhlen .  

Der Beweis fol& daraus, dass Suriliiie, Differenz und Produkt 
ganzer algebraischer Zahlen wieder algebraische Zahlen sind (W. II. S. 49 l), 
und dass jede garize Fuiiktion nton Grades in n lineare Faktoren zer- 
lrgt werden kann. 

Llarnach, und weil (1, y,, yP" eine Minimalbasis des Korpers (y,) 
ist, müssen die Grossen a und b  in 19) sogar ganze rationale 
Zahlen sein. 

Das Ausmultiplizieren der rechten Seite v o n  ICI) geschieht nach 
der Formel 16), wenn mari dariri setzt : 

pi= 1 , P z - 2 ,  P9= - 2, 
also : 

f i = x S ( x +  a,)3+ [3bZ+ a l $ +  b l -  3 ( a o x +  b , ) ]x2 (x+  a2)' 

-1 (3baz t 2 r l ) ( x  + a,) + b3,+ [a lx  + hl- 3 ( a o z  + bo)lb2, 

+ 2r2b2+ 2r,, 
oder : 

f 2 = 5 9  (3a,$ a,-  3a0)x5+ [3aZe+  3(b , -  b,)]z4 

+ [a" + ((a, - 3 a , ) a , ~ x s +  [3  (b, - bo)a2,+ 3 bZ2] ~c" 

+ [3b"+ (a , -  3~, )b", lx  +h3 ,  + ( 4  - 3b0)b" + Zrr,, 

wo r,r,r,r,  gnnze ganzzahlige Funktionen der Grossen a, b, z sind. 
Vergleicht man aber die beiderseitigcn Kocffizicnten con x5 und s3, so 
findet man: 

2 r 3 a 2 + a , - 3 a o  

- 3  a3, + (a, - 3 a , ) a ~ ( m o d  2), 
oder da: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



O = a 2  + a, - a,, 

Letztcre Kongruenz ist eiii Widcrsprucli, die Gleichuiig 20) k;mn 
alho nicllt bestehen, f, ist nicht durch -4d.junktion der FViir/eln voil 
15) zerlegbar, a h  R, = O auch nicht algebraiscli auflijsbar. 

Dies Frgebnis k h n e n  wir auch su aussprechen: 

Die  A u f g a b e ,  d ie  S e i t e n  eine.s D r e i e c k s  a u s  den  inneren  
W i n k e l h a l b i e r e n d e i i  zu bes t in in ien ,  l a s s t  s i c h  in1 al lgemeii ien 
werler m i t  L i n e a l  u n d  Z i r k e l  noch du rçh  A u s z i e h e n  be l ieb iger  
W u r z e l n  o d e r  d u r c h  b e l i e b i g e  W i n k e l t e i l u n g e n  losen .  

Damit ist die Prage des Herrn Dr. Hey mani l  auf S. 567 dei. 
Hoffn~arinscheii Zeitschrift, Jaln-gang 1896, ob das Gleichungensysteni 
des Problems der M'inkelhalbierenden aufloshar sei, verneinend mit- 
schieden. 
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Eine Determinantenformel. 

Von 

I'ïof. 111'. 1:. SCHUIXE 
in Friedsnau boi Berlin. 

E = 1 2 + k T .  ak i ( I C , P , V = ~ , ~ , ~ , . .  12) 

k 

bezeichnet hat; falls sie gleich Nul1 ist, wird die Division zweier aus 
n Eiuheiten gebildeten komplexen Zahlen unmoglich, und ein Produkt 
kann verschwinden, ohne dass einer seiner Falrtoren verschwindet. 

Zunkhst  soll der Wert der L)eterininailte E ,  den W e i e r  s t r  aB nur 
in obiger kurzer Form angiebt, aber nicht ableitet, geilauer entwickelt 
rrerderi. Machen wir betreffs der Multiplikation zweicr ko~nplexeii Zalileri- 

Die doppelt orthosymnictrisclie Deterrriiiiarite ist sowohl in dieser 
Zeitxhrift (Zehfuss ,  7. Rd.; W e i h r a u c h ,  26. Btl.) als aiich in anderen 
(Crelle, 73. Bd., Abhandlung von S t e r n )  wiederldt Gegenstand der 
Uritersuchung gewesen. Als ihre wichtigste, auf rerscliiedenen Wegen 
abgeleitete Formel ist gefunden worden: 

. .  a,, a,-l a,,-2. a, a, a, 

al a, a,-l . . . . . .  a3 a2 

1) ay a a , . . . . . . . . . . . .  uJ 
. . . . . . . . . . . .  

. . . . . . . . . . . .  .a, a, a, 

= u 1 . a Z . a 3 .  ..un, 

a,, a,, . . .  un sind die WTerte der n-wertigen Grosse 

a = a,e + a,e2 + a,eS+...a,en, 
wo e eine der nten Wurzeln der Einheit k t .  

Ili dieser Abhandlung soll gezeigt werden, dass nicht nur die doppelt 
orthosymmctrische Determinante sich in ohiger Weise als Produkt von 
n E'akt'oren schreiben liisst, sondern eine Determinante von vie1 allge- 
meinerer Forrn, von welcher jene nur eincn ganz besonderen Fa11 dar- 
stellt. E s  ist die Determinante, welche Weiers t ra I3  in seinem an 
Schwar tz  gerichtetm Briefe (Oottingcr Nachrichten 1884) mit 
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die Annahiue, dass die Produkte der Einheiten lineare Buiiktionen 
von ihnen sind, dass also 

Setzen wir u. /3  - y - clel + c , e , + . . . +  cne,, so ist 

und dnher 

z a k h ~ i ~ ~ ~  = el, Zah.~.~. - 4;- . F p b , r n k ,  = c,,. 
- 

Passen wir f l  =: als unbekamite Zahl auf, so haben wir zur  Bestiiii- 

. . .  miing der Koeffizienten b,, b,, bn die Gleichurigen: 

Die Determinante dieses Gleichungensystems ist: 

Bus Gleichuiig 4) folgt, dass fiir e = O die Division unmoglich aird. 
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Wir wollen jetzt nach D e  de  k i  n d scher Auffassung (Gottinger Nach- 
. . .  richten 1885) die Griissen e,, e,, en nicht mehr als IGnfieiten, sonclern 

als n-wertige Zahlen ansehen. Die n Werte von el seien e(i), e(,2), . . .  el;), 
von e. e$), e(i), . . .  $1 u. S.  f.; d?', e(@ . . .  en) sollcn zusammengehoren. D a m  
ist auch a eine 12-wertige Grossè; ihre n Werte sind: 

6) E = A. .u1 .u2 .a3 . .  :ELn. 
E s  kommt nun darauf an, den Wert von A zu ermitteln. Führen 

wir die Multiplikation des Produkts al .a, .  . .  a, aus, so erhalten wir 
als ein Glied der Summe a 2  . e k ) .  e f )  . . .  et) .  

. a l -  a,ey)+ a,ef)+ . . .  + anen) 

Auch die Determinante E liisst sich, da ihre Elemente Sumnlen sind, 
in eine Summe von Determinanten gleichen Grades zeïlegen; dasjenige 

c, . . .  a, keiiien andern :LIS ak 

5) 

n a,, c 

= fik'' . 

. . .  uz = al ei2) + me d2) + + aneL) 
. . . . . . . . . . .  

Hiernwh gcht Glcichung 6) in die fol 
E l i l  .111. . .  

. un= u,ej")+ a,e%)+ . . .  + aneF). 

Rringen mir Gleichung 4) in die Forru E = ir .  JI, so k6nnen a i r  
sie in die t z  Gleichungeii 

E = u1rpl7 E = a,rpz7 E - a , ~ ,  . . .  E = ancpn 

. . .  auflosen, d. h. E enthiilt rr,, a, a,  als llivisorcn, und dahcr ist: 

E n k l  E n k 2 .  . .  
gende über: 

. . .  
Zur Bestimmiing der n-wertigen Grosse ek betrncliten wir die 

91 Niriheitspradukte: 
. .  e h .  e, = C I ~ I  el + E Z ~ I  eg +.  + E n k l  en 

ek.e, = &11c2e, + E Z L ~ ~ , +  . . .+ Enkze,, . . . . . . . . . . . . .  

ek.e,= Eilcnel-k & 2 k n ~ , - k . . ' $  E n k n E n  

und schreiben die Gleichungen in der Form: 
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316 Eine Detc.rmiiiaiitenforme1 

Die Glcichurig ist in Bezug auf ek vom ?@. Grade; sie heisse: 

e t +  g1e;-'+...q ,,= 0. 

Rnkanntlich gilt für das Produkt der n Wurzeln dieser Gleichung 
die Bezieliurig: ef) . eh) . ef) . . .  - (-1). 4,. 

Anderseits findcn wir, wenn wir die von el. freien Glicder der 
Determinantengleichuiig 8) sammelil, 

. . . . . .  E n i n  1 
Vergleichen wir diese Resultate mit Gleichurig 7), so ergiebt sicli 

il - 1, und daher hat die Determinante E den Wert:  

wo E und a.,, a,, . . .  an die in 3) und 5) angegeberien Werte haben. 
Hierrliit ist der Nachweis geführt, dass nicht nur die doppelt ortho- 

symmetrische hterminante ,  sondern eirie Determinante von vie1 allge- 
meinerer Forin, eben die Determinante E, sich als Produkt von n Fak- 
toren darstellen liisst. Dass letztere die doppelt orthosymmetrische 
Determinante als hesonderen Fa11 in sich schliesst, erkennen air, wenn 
wir fiir das Gleichungssgstem 2) die Forrn wlihlen: 

1) el. el - e2, 2) el e2 = eS, 3) el. c3 = c4, . . .  n) elen = el. 
Diese rz Gleichungen sind hinreichend zur Bestimmung der t z  Grossen 

c l , ? , ,  . . .  en; es ist: 
e n  = 1 und eb = elk. 

Man erkennt leicht, dass in cliesein Falle E ! ' ~ , .  entweder gleich 1 
oder gleich O ist, je nachdem p bezw. n + p gleich oder ungleich 7c + r 
ist, und dass denigeniiss die Ileterruiriante E doppelt orthosymmetrisch 
wird und für sie die in der Eiilleitung hingeschriebene Gleichung 1) gilt. 

Diè Determinante E ist in ihrer allgemeinen Form 3) von ziemlich 
kompliziertem Bau, und die Formel 9) liefert infolgedessen nur bei be- 
sonders einfachen Annahmen brauchbare Resultate. Ausser der doppelt 
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Von Prof Dr. E. Scm:r.z~. Y17 

orthosymmetrischen Determinante, die wohl den einfachsten und inter- 
essantesten Fa11 darstellt, 1n6gen noch einige andere Determinanten, die 
verldtnismiissig leicht zu behandeln sind, als Beispiele für die Deter- 
minarite E geboteri und die Porm, welche die Gleichung 9) für sie an- 
nimmt, in Kürze angegeben werden. 

Eine etwas allgemeinere iinnahme als die, welche auf die doppelt 
oitliosymmetrische Determinante führt, ist die folgende: 

1) e l . ~ , - P l e , ,  2) el%-P,e31 3) e , e , - p , e , , . . . n )  elen-Pnell 
v o  pi1p2i . pn bcliebigc reclle oder koniplexe Zahlcn seien. Ilier ist: 

1 
e L f l = p , . p 2 . p  3 . . . p ,  und ek= - qk. 

p i p e . .  . p h - ]  

Urisere Determinnntenformel 9) nimrrit hier, v i e  ohne Schwierig- 
lieit zu erkennen ist, die Form an: 

. . .  e ( ~ )  + 3 (et))- (c(e(r>)3 + - an (el.))" und ...... 
.. .  " Pi Pi Pe ' Pi Pe Pn-1 

Bnir -- 
$1 = i/PipB pn e  ist. . . .  

Vorliegende Determinante ist nur eiiifach orthosymmetrisch; sie 
wi id  mir doppolt orthosynin~etrischen, wenn pl =- p, = . . .  = pn = 1 ge- 
setzt wird. 

Ein anderes -Brispiel sei : 

1) elel = c,, 

2) el e2 = C,) 

3) ele,=e,, .  . .  n - l ) c , e , _ ~ = e , ,  

Zur Bcstinunuiig von cl, e,, . . en ergeben sich. die Gleicliungeii: 

e,n-tl-1 
-- = O und ek = clk, 

el - 1 

e, bedeutet diesnial eine der n+lten WTurzeln der Einheit, die Eins 
nicht mitgerechnet. Man erhalt nach riniger- Umforinung: 
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318 Eiiie IIeteriiiinaritei1fori11el. 

- a n  a , - ~ , - ~  an- l -a , -Z . .  . % - a ,  a , a l  

a, - a, a n - a n p l . .  . a x a 3  a , a ,  
a , - a ,  . . . . . . . . . .  U I  - a ,   CL^-u, 

%-a2  a,-a, ai - a n . .  . .  as-a4 
. . . . . . . . . . . . . . . .  , . , 

lan-~-cb,z-2 .  . . . . . . . . . . . . .  a,-a, a,-a, a,,-an 
wo a,- = al el.) + a, + . . .  a,(eY)>" 

2ni7 - 
urid ej') = en+' ist, z. B.: 

1 - uY a3 - a,2 a, - aL 1 
"1 - a 3  a 3 - a 2  =(-al-a,-ct,).(a,i-(1,-ci,i) 1 rn2 -il ai - a3 1 . ( a l i  a, + a,i). 

In einern weiteren Beispiele nehmen wir ?a = 2nz als gerade ail; 
die Gleichungen, aus denen el,  c,, . . en zu bestimrnen sind, m6gcn lauten: 

l ) e l e l = e , ,  2)e ,e2! , -e , ,  . . .  2,-1)e, .e2m--l=eZ,,  

21n) e,e2, = -- e, + 2e,+,. 
Aus i h e n  fol@ : (  2 = 1 und fi - ,$. 
Die Determinantengleichung 9) erhiilt für diesen Fa11 die Gestalt: 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
, l 

a,, . . . . . . . . . . . . . .  aB,  a l ,  - a z m .  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  --- a,+, 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  (2a1 + a,+~), a,. . . . . .  %J) Q I ,  - a z m . .  - m,!~ 
2a2+a,+~) , (2a l+am+~) ,a  ,... a,, a l ,  -a2,, . . . . . . . . . . . . . . . . .  - G , + ~ I  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
I 

(2a ,+1+a~, -~) ,  . . .    SU,+^,+^), a,. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  a2 1 a,, - azm 

Perner werde n = 2 P  a h  Potenz von 2 angenommen, und dm 
Gleichungssystem heisse: 

1 )  elZ = en 2)  eZ2- en 3) e, .e,-e4.ez 4)  e 4 2 5 ~ n  

5)  e, . cl e, . e4 6) % . el =- P, . c, 7)e ,e ,=c, .e ,  8 ) e , 2 = c ,  

9)  e, .e,=e,, .~,  10) e,,cl=e,,~c, . . .  15)  e,,cl==e,,.e, 1G) e,,'=e, 
. . n - z ) e , - ~ . e , - e , - e ,  H - ~ )  en-lel=e,,c, n) en2= en. 

. Hicraus falgt: en = 1 el" te, = e(i, = ee," - . . = 1. 
Durch el, g, c,, c,, . . .  lassen sich die übrigen Grossen e, ausdriicken: 

e 3 = q c , ~ , ,  e,=e,e,e,, e,=e,e,c,, c7=ee,c,e,, . . .  c,-S=e,e,, 
eAp2- "C4, ee,-l=- c1c2. 
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Von Prof. Dr. E. Sc~irnzs.  

Die Determinantenglcichung 9) lautet in diesem Falle: 

a, a l  a , -S . .  . a ,  a, ay a, 

an-1 an an-3 Un-z..  . a3 a, 1 a, 

an-2 a , - _ ~  a, a a  a, a, a, 

a 1 ,  a ,  . .  . a ,  a, a, a, 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

u4 ag a,z al . . .  a, a , - l a n - 2 a , - ~  

Clg a, CLr U z  . . .  U n - i  an ""-3 "a-2 

a, a, a, a, . . .  an-2 a,-3 a, a,-1 
a, a, a, a, . . .  anP3 a anp l  a ,  

Als letztes Beispiel wahlen wir das Gleichungssystem: 

1) el e, = e, 2) r ,  e, = e, 3) e, e, = e, 

. . . .  4) e,le5=e pz-,) e,-le,=e, n) e,,e,=e,. 

Die Gleichungen sind dadurch charaktmisicrt, dass sie durch 
cyklisclie Vertauschung von el, e,,e,, . . .  ineinander übergehen. 

Yür n = 6 ergiebt e.  B. die Rechnung: 

~,ta,ta~,+a5-(n3-a5)i -n,- a4+a,,+a,-(a,-a,,) i . . .  a,+a,-a,-a,+(cr,+a,-2n,)i 

%+ a,-a,-a,+ (a,,+([,- 2 a,) i a,+a,+ a,+ a,-(a,+-a,) I; ... - ng+a,+a,- n,+(a,-ta4- Za,)i 
-%+a,+cc4-a,+(a3+~~r5- Zn,)i ic,+u,-a,-a, + ( I C , + I ~ ~ -  2 al) i. . .  u,-a,+a,-a,+(n,-a,)i 
4-a,+a,-a,+(a,-a,)i -n,+n,,+~c,-a,+(u,+a,-2a,)i... a,-a,-a,+a,+(ay-a,)i 
f l , ' . i - ~ ~ , - ~ ~ ~ + t - ~ ~ ) + ( u ~ - a ~ )  i (.i2-at4+~i5-aG-t(n,-c;c,)i. . , . -ci6-a2+as+a4-(a2- 11,) i 

-5-f13+a,+a5-(@,-a,) i a,-a,-a,+u,+(a,-a,)i . . .  a,+a,+n,+a,-(cc,-n,) i 
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Diese Beispiele niogeil geniigen, un1 die Anwendbarkeit dm E'nim~el 9) 
zii zeigeii. Von den Koeffizieriten gk,, welche durch das Gleichungs- 
syst,ein 2) eingefiilirt sind, sind nur 92' unabhzngig, dciiri zur Tiestini- 
ruurig der 9% Grossen el, P,, . . . en genügen 9% Gleicliurigen, z .  B.: 

elen = Elin cl + Fl ln  e2 + . . ' + E n l n  en 
illit den 1t9 Koeffizienten E ~ ~ ~ , E ~ ~ ~ , .  , .  ~ ~ 1 ~ .  Die übrigeii Gleichuiigeii 
des Systems 2) müssen iclentisch erfiillt sein. Weil aber die Berech- 
iiung der abhiiiigigen Koeffizientcn durch die n%nnbliiirigigen nur 
hci l~esonders einfachen hnnahnien leicht zu bewerkstelligen ist uricl 
ausserdem zur Auffiiidung der Wurzeln ef), cr), . . . e t )  eiiie Gleichung 
nt"" Grades (8) g e l k t  wcrden muss, ist die Au~riüt~zung der Formel 9) 
eine besehrznkte. 

Jrn Prinzip freilich lasst sich nicht nur die Determiliante E,  sonderil 

jedc beliebige Determinante f a,, a,, a,, . . . a.,,, als Produkt von n B 
E'aktoren darstellen, man muss zu diesem Zweclie die ~rzhnabhiingigeii 
Koeffizienten durch die n2 Elernente a,,, a,,, . . . a,, der Determinante 

a,, 4,. . . a,, mit Hilfe der n2 Gleichuiigen: 

al, = aI + a, E,,, + . . . + a, E,, ., 
~ 2 i = ~ , ~ , , , + ~ 2 ~ , , ,  $ . . . + a , €  ,,,,, . . .  a p ~ = = a l ~ p t l +  n 2 E p k Z  +.. .+ an&,,,, 
berechneii und die erhaltenen werte in die Gleichung 8) einsetzen, wo- 
durch die Wurzeln CF), ef), . . . ei.1 gefunden wcrden k6iirieii. 

Weil in den obigen n2 Gleichungen aiisser den Kocffizienten F , , ~ , .  

noch die Grossen a,, a,, . . . a, vorkoriimen, la& sich sogar ausspreclieri, 
dass jede Deterininante auf uiiendlich viele Weisen als Prodiikt von 
n Faktoreri dargestellt werden kaiin, da wir über cliese Grossen d e r  
statt ihrer über ebensoviele von den Koeffizienten E,~,. beliebi; ver- 
fügen konnen. 

Für  n = 3 wollen wir dies durcli ein Beispiel erlautern. Da a, 
unbeschadet der Allgemeinheit gleich eins angenommen werden kailil, 
sind zwei willkürliche Annahineil erlaulit. Es sei z. B. E,,, = E,,, = 0. 

Daim ist: 
e , . e , = ~ , ~ , e , +  ~,,,e,+ f , , ,e ,  

e, . e, - ~,,,e, + E~~~ c2 - i  E312 

el . e, = ~,,,e,. 

Aus der drittcn Gleichung folgt: C, = E , , ,  und daher ist: 

e 2 . e 3 =  ~~~~e~~ e 3 . e 3 =  &l13e3 c ? . P ~ = E I z ~ I + E , E ~ , +  ~ 3 2 2 c 3 .  

w g h l t  nian E ~ ? , ,  F~~~ als die abllirlgigen Koeffizienten, so 

findet man: 
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Von Prof. Dr. E. Sr : i ru~üü.  

ergcben sich für  die 9 Unbekannten a,, a,, E2117  Eg117 &112) F2127 €3127 6113 

die Werte: 

@),el),cjY) sind die Wui-zeln deï kubischen Gleichung: 

El11 - " =%il 1 E112 " ~ 2  - " &312 Y O7 

1 & I l l  O 
i311 i 

- Cl 

ci1), cf), c f )  fiidet man aus einer der Gleichungen: 

5 i. e, = E,,, el + E~~~ . + a ais oder el . e, = &,,,el + E ~ ~ ~ c ~  4- Es12 ais. 

13eispielsweise ist : 
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322 Eine Detcmiinantciifonnrl. Von Prof. Dr, E. Scac r .~~ :  

Falls 
aI1 = a3$ = aa2 = a ,  

a,, = a2, = a,, = O ,  

a,, = a,, = a,, = c 

ist, wird die Deteriuinaiite doppelt orthosynimetrisch, und die Rechiiung 
ergiebt für diesen Fall: 

Die Form, in welclier die doppelt orthosymmetrische Dcterniiiiante 
hier als Produkt auftritt, weiçht von der bekannten Forui, wie sie 
Gleieliiing 1) liefert, namlich: 

erlieblich ab. 
Erstere Form wird für den'Fn11, dnss b = c ist, besoilders einfacli; 

es ist: 
a b b  

a b a 

Ih a b 

- ( n + 2 b ) ( n O ) ( - a $ b ) .  
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Über eine von Abel untersuchte Funktionalgleichung. 

Von 

In  einer ini ersten Bande von Crelles Journal veroffentlichten Ab- 
handlung* hat A b e l  die Aufgabe behandelt, zu untersuchen, bei 
welchen Funktionen f(z, y) der Ausdruck: 

f rs, f (z ,  zr,l 
eine symmetrische Funktion der drei unabhgngigen Veranderlichen 
x, y ,  z a i rd ,  und ist zu deru eleganten Resultate gelangt, dass zu 
jeder Funktion f ( z ,  y) der verlangten Beschaffenheit eiiie Funktion 
zp(u) gehort, für die id~nt isch:  

1) +lf(x, Y)] = @(XI + +(Y) 
ist. Nimmt man aber umgekehrt die Funktion +(u) willkürlich an 
und bezeichnet die inverse Funktion mit @,(u), sodass 

2) + [&(u)l = u 
kt ,  so wird durch die Gleichung: 

3) f(x, Y) = $1 [$ ($1 + + (391 
die allgemeinste L6sung der Aufgabe gegcben, denn es ist: 

eine symmetrische F u n k t i ~ n  von z, y ,  B.  

Gegeri die Herleiturig dieser L k u n g  lasst sich indesuen mehr als 
pin Einaand machen und t3a in den Anmerkiiiigen, die S y l o w  und 
Lle  den gesammelteii Werken A b e l s  hinzugefügt haben, über die 
bptreffende Abhandliing nichts b ~ m r r k t  wird, so sri es gestattet hierauf 
genauer einzugelien. 

* Wieder abgedrucbt in den , O e u v r e s  c o m p l è t e s ,  1. Ausgabe S. 1- 4, 
2. Ausgabe S. 61-65. 
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324 pbcr cine von Abel untersuchte Furiktionalgleiçhiinp 

A b e l  bemerkt zuerst, dass infolge der Sÿmmetrie 

scin muss. Weim cr aber daraus den Schluss zieht, dass iiotweiidig 

f (z, Y) = f (Y 7 $1 
seiii niiisse, so ist zu bernerken, dass durch diese Aimalime allerdirigs 
die Gleichung 7) erfüllt wird, dass es jedoch sehr giit rioch ariclere 
Losuiigen von 4) geberi li6niite. WZre z .  B.: 

f ( x ,  y) = Jz"+ 2/2, 
und tliesei. Aiisd~iick g~ni ig t  der Gleichung 4)) so wird 4) aiicli durch 

f (x,  ?JI = - f (Y, x) 
befriedigt. 

Glückliclierweise lassen sich jedoch die folgeliden Entwickelungeii 
A b e l s  ohne Mülie so umgestalten, dass man die Gleichung:, 

f (x, Y) - f(J-, Y) 
gar nicht zu beniitzen braucht. Wenn niimlich A b  e l  behauptct, in- 
folge dieser Gleichung reduzierten sich die füiif  Bedingungsgleichuiigen 
fiir die Symmetrie von f r Z ,  f(x, y)] auf die be iden :  

5) 
f rr, f'(.r, ?/Il = f 15, f (y/, ~ 1 1 ,  
f'lx, f ( z ,  7/11 = f [Y, f ' ( ~ >  XII, 

so braucht man dafür nur zu sagen: Sol1 

f lt, f CJJ,  2j)l 
synirnetrirl-i in z, y, z sein, so ist s i c h e r  n o t w e n d i g ,  dass die beideii 
Gleichungcri: f Ia, f (z, Y)] - f r'~:, f (Y, 211, 

6) 
f [ z ,  f ($7 ?/)l = f hl, f ( :x :  .Il 

bestehen. Die erste der Gleicliuiigen 6) ist mit der erstcn der Gleich- 
ungen 5) identisch, die zweitc der Glcicliungen 6) entlillt rechts 

f'(:r, x )  statt f ( s ,  x), 

und dadurch mird bewirkt, dass man die Gleichungeii 6) genau ebeiiso 
behandeln kailil, wie die Qleicliungen 5) von A b  e l  behandelt aerdcn, 
aber ohne die Symmetrie von f (z ,  y) in z und y beiiutzen zu niüssen. 

In der Thnt, setzt man zur Abküreung 

7 1 f (z, Y) = z, f (Y, 4 = P ,  î(2, k")  = '7 

so ergiebt sich durch Differcntiation nach T ,  y, a: 
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Von PAUL STAÇKEL. 

9) 
û e  a r  a z  O Q  a~ a~ 
a?/ ' 7& - ?& = 7& ' Fx ' ay' 

Legt nian der T'eriinderlichcn x einen festen 

325 

Wert x, bei, so wird: 

- X(Y, 4 = ipf(?i), 

10) 
r,,: ,, = x(., "o = d ( x ) ,  

und aus 9) folgt: 
- f ( x , ~ ) - Q [ ( P ( x ) +  dd1, 

wo R eine willkiirliche Punktion bedeutet. Das ist aber - von der 
13ezeichnung abgesehen* - genau das Ergebnis, zu dem A b e l  iii 
seiner Gleichung 7) gelangt. 

Die gesaclite Funktion f @ ,  y) hat also r io twendig  die Gestalt: 

11) f (4 Y> = Q TF (XI + (P (Y)]. 

Bildet man jetzt f ( x ,  z), so kommt: 

und dieser Ausdruck muss symmetrisch in x,  y, z  sein. Wenn aber 
Ab e l  hieraus folgert, dass das Argunient: 

selbst in x,  y, z  symmetrisch sein muss, so geht er wieder zu weit. 

- und dieser Ausdruck genügt der Gleichung 11) -, so k6nnte jenes 
Argunient bei den Vertauschuiigeu vori x ,  y, 2 sehr wohl seiri Vorzeiclieri 
aiidern, ohne dass die Bunktion sich anderte. 

Aber auch wenn man hiervon absielit, k s s t  die Untersuchung 
der Gleichung 12) zu wünsçhen übrig. A b e l  sagt niinilich, der Ver- 
iinderlichen fi m5ge ein solcher Wert beigelegt werden, dass 

(P (z) = 0 
kt. Setzt man aber z. B.: 

d4 = es, 

so 18sst sich diese Forcierung nicht erfüllen, und es bleiht daher frag- 
lich, ob man auf diesem Wege a l l e  LGsungen der Aufgabe erlialt. 

Am einfachsten dürfte folgendcs Verfahren zum %ide fiihren. 
Setzt man zur Abkürzung: 

13) ( ~ ( 4  - E ,  V(Y) - YI, 4 4  = 5' 
so muss die TderititLit bcstehen: 

14) Q [t -t (P W(E + d l  = Q [E -t (P Q (rl i- 5)l. 
- 

* A b e l  schreibt sttttt '2, da er jcdoch das Zeichen nachher in cinrui 
aiideri1 Hiiine verweridet, scliien es zweçkmissig, hier die Uezeiçlinuiig zu aiitlerii. 
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Differentiiert nian nach x und y, so kommt: 

mithin, wenn 7 + [ = p gesetzt wird: 

15) r p Q ( p )  =P + c 

sein, wo c eine Koiistante bedeutet. Das ist aber genuu die Gleichuiig, 
zu der aach A b e l  gelangt. 

Führ t  man jetzt, nach dern Vorgange von A b e l ,  statt cp(lc) eiiie 
lieue Ihnk t ion  ~ ( x )  durch die Gleichung: 

16) (x) y 4, (x) - c 
eiii, so wird vermoge 15): 

17) * Q  (PI = P, 
und es ist  daher: 

1) dJf ' (x ,  Y) = @x t *Y. 

Damit ist aber nachgewiesen, dass die von A b e l  gegelme 
L6sung der Aufgabe auch die allgemeinste Losung kt ,  wofcrn inan 
die Differentiierbarkeit von f ( r ,  y) nacli x und y voraussetzt. 
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Zum Gesetz der elastischen Dehnungen. 

T o n  

lt. MEH~IKE 
i n  Stuttgart 

Die Grundlage der Elastizitiits- und Pestigkeitslehre bildet auch in 
den neuesten Darstellungen, die ihr zu Teil geworden sind, noch immer 
der 1660 von Robert Ho O k e gefundene, 18 Jahre spaler von ihm veroffent- 
lichte Satz, dass die Kraft, mit der ein elastischer Korper die natürliche 
Lage seiner Teile wieder herzustellen sucht, de111 Betrage proportional 
sei, um den jene Teile, einerlei ob durch Lug oder durch Druck, 
daraus entfernt worden waren. Auf einen in seiner Liingsrichtung ge- 
zogenen oder gedrückten Stab angewendet und durch eine Gleichung aus- 
gedrückt heisst dies: Oder = n G ,  

no G die in dern Stab herrorgerufene (positive bezw. negative) S p n n -  
ung, E die zugehbrige (positive bezw. negative) Uehnung, E eine fiir 
jedes Material konstant vorausgesetzte Grosse, den sogenannten Elastizi- 
tatsmodul, a = 1 : E den ,,Dehnungskoef6zienten"* bezeichnet. Das 
, ,Ho0 kesche Gesetz" oder, wie es auch genannt wird, das Gesetz der 
Proportionalitat zwischen Spannung und Dehnung, oder das l i n e a r e  
Spannungs-Dehnungs-Gesetz, hat zwar zu keiner Zeit unbedingte An- 
erkennung gefunden; führten doch die, namentlich von seiten der 
Ingenieure in überaus grosser Zahl angestellten Zug-, Druck- und 
Biegungsrersuche immer wieder - namentlich bei einzelnen für die 
Technik wichtigen Stoffen, wie Gusseisen, Stein, Holz - inehr oder 
minder bedeutende, auf keinen Fa11 zu übcrsehende Abweichungen ror 
Augen. Nachdem aber durcli die Experimeiite mehrerer Physiker 
( W c r t h e i m  1848, M o r i n  1862, E d l u n d  1861, 1865, M i l l e r  1882) 
das IIookesche Gesetz scheinbar bestatigt worden war, drohte es zum 
Dogma zu werden; hat man es doch sogar schon als selbstverstiindlich 
oder aus Gründen allgemeiner Art folgend hingestellt.** Und wiihrend 
die Techniker dasselbe langst einer erneutcn Kritik untcrzogen hatten, 
ist dies seitens der Physiker erst 1891 gescliehen. In diesem Jahre 
ist niimlich von J. O. T h o m p  s on durch Zugversuclie mit 23 m langcn 
Kupfer-, Stahl-, Messing- und Silberdriihten, die er unter P. K o h l -  
rausch im physikalischen Institut der 1Tniversit;t Strassburg aus- 
geführt hat, nachgewiesen worden, dass auch bei geringen Belastungen 
das Proportionalitatsgesetz nur eine Anniiherung an das wirkliche 
-- 

* C. B a c h ,  Elastizitat und Festigkeit, 5 2, 1. Auflage. Stuttgart 1889. 
** Siehe z. B.: F. A u e r b a c h  iu W i n k e l m a n n s  Handbuch derphysik, Bd. 1, 

S 218, 1891. 
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328 Zuni Gesete ~ l e r  elastisclieii 1)eliuuiigeri. 

Elastixitiitsgesetz darstelk* T h o  inp s o n  zeigt unter antlereni, dass die 
([lem spannungslosen Zustand entsprechenden) wahren Elastizitlitsmodiiln 
bis 10 Proxent grosser sein kiiririen a18 die auf deni früller übliclien Wege 
ermittelten, weshalb e r  es für  notwendig hait, physikalische Kon- 
stanten, die von dern Xlastiaitiits~nodul abhangen, rieu zu berechileii. 
Wenn,  wie oben erwahnt wurde, die Ergebriisse einiger früheren 
Ueobachter mit  den1 H o o k e  schen Gesetze sich scheiribar irri Eiriklang 
befinden, so erklart dies T h o m p s  oii auf sehr glaubhafte Weise da- 
durch, d a s ~  jene Ueobachter gewisse Fehlerquellen (Krümmungeri und 
I h i c k e  in den Driihten, elastischc Kachwirkung) nicht zu beseitigen 
vcrstandcn haben. Wi r  sehcii hier den eigentüi-ulichen Fall, dass die 
I'hysiker eine Zeit lang den Portschritt in der Erkcniltnis der Wirk- 
lichkeit gohemmt und indirekt die Entwickelung eincs wichtigen 
Zweiges der Ingenieurwissenscha-ften aufgelialteil haben. Nach einem 
Ausspruchc, den Ci. B a c h  neuerdings gcthan bat,** ,, gestatten die 
Anforderungen, welche die Teclinik an  den Ingellieur stellt, heute 
nicht mehr - wenigstens in versclliedenen E'dlen der Aiiwendung - 
die Bezieliung E = K G ,  welclie iiur für eirie Niiiderheit von Stoffen 
innerhalb gewisser Grenzen als zutreffend erscheint, als allgemeines 
Gesetz anzuselien und zur Grundlage der gesaniteii Elastizitits - und 
Pestigkei tsleh re zu machen." 

E s  fehlt iiicht an  Versuclien, ail Slelle obiger Gleiühuug eiue deni 
thatsachliehen Verhalten elastischer K6rper besser entsprecheiide zu 
setzen und für die Festigkeitslehre nutzbar zu niacheri, aber keiner 
scheint in weiteren Kreisen Rcachtung gefuilden zu habeii. Nun hat 
iru Anfange dieses Jahres C. B a c h  ein allgemeines Gesetz der elasti- 
schen Dehnungen veriiffentlicht,*** das von einem seiner Schüler, 
Herrn W. Sc l iü l e ,  aus den Ergebnissen uuifangreicher, sich über 
inehr als ein Jahrzehnt er~t~reckender Versuche B a c h s  abgeleitet 
worden ist. E s  lautet: E =  uam; 

w. und m bezeichnen Konstanten, die vom Material abhingen uiid h i  
einem und demselben Material fiir Druck andere Wcrte  haben, als fijr 
Zug. Als eine die F o m  andeutende Benennung dafür schlage ich 
,,)>otenzg~,setz'~ vor.4- Der Rxponent ?n l i ~ g t  in der Hegel - bei Guss- 
eisen, Kupfer, Korpern aus Cenient u. 3. W. - xwisclien 1 und 2, seltener, 
-- --- - 

* Joseph Osgoo,l T h  o ni p s o n ,  i lber das C:eset,z der elastischen Dehniiiig, 
Wiecicmanns Aniialen der Phyeik und Chernie, Xeue Folgc Bd. 44, S 556 bis 
576, 1891. 

** C. B a c h ,  Abhandliiiijieii ~ i i i c l  Rerichte, S. 291,  Stuttgart  1897. 
*** Zeitsclirift des T'ereiiis deutscher Irigeriieure, Bd. 41, S. 248 bis 252, 1897. 

Cbrigeriç i s t ,  wie ich üllerdirigs erst riaclitriiglicli bemerkt habe, dam glciclie 
Gesetz schon friiher in  T70rschla,g gebracht worden, 1729  voii U i i  l f f i  n g  e r und 
1822 vori H o  d gkinm O n (siche die spater folgeiide Ziiaauimeristelluiig). 

I- Vergl. A. B t e i n h  a u s  c r ,  Ilic Lelire von der Aiifstelluiig eml~iriçclier 
Forinclii, 9 173.  1889. 
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nie bei Leder, zwischen 0 und 1. Nur  hei eirier niassigen Zahl der 
in der Teclinik vermendeteri Sloffe - Schmietleiseii und Stslil ge- 
h6reii zii ihnen - niihert sich la  iii betriiclitliohein Grade d e n i  Crrenz- 
vert  1, fiir den ~1:~s  i'otenzgesetz in das H o o k e s c l ~ e  übergeht. 

Das Potenzgesetz h e ~ t i c h t  tlurcli s ~ i i i e  Eleganz und gieht, wie 
sich zeigen mird, iri deil wiçhtigen F d l e n  cles Gusseiseris und der 
Kiirper aus Cernent und Cementintirtel die Versuchsergebnisse besser 
wietler, als andere enipirisclie Fornieln mit niir zvei  Konstanten. E s  
Iiat zugleich eine fiir clic logaritlimische Rechriung bequeme Gestalt 
und mird sich deshdh f'iir nmnche hnwenduiigen vermutlich sehr gut 
eignen. Wenn inan jrdoch versuclit, auch nur  die Lelire von der 
Hieguiig gerader .Hnlkeri diesein Qesetz gemliss uinzugest:dten, stiisst 
nlan auf niathenintische Gcli~ierigkeiten. Nicht allein treten an Stelle 
des statisclien und (les '~ r~ghe i t s i î~orue i i t e s~  mit deneu man in der alten 
Biegungslehre auskam, Integrale, die schon bei ganz e infxhen (Suer- 
schnittformen sich nicht mittels bekannter Furilitioneii auswertcii lasscn, 
es versageil auch bei diesen '1ntegi-den, die eine Art  I-ir>herer Momente 
bildcn, die nieistcn 'Methodeil zur graphischen und niechanischen Be- 
stiiiimung von Momenten hiilicrer Ordnuiig~ weil sic nur  hei Monlenten 
mit ganzzahligcr Ordnung anwendhar sind. Die Aufgnbe llisst sic11 
zwar durch Benütmng grapliischer Hilfsmittel lijsen, es schien mir 
jedoch von MTert, xi1 uritersuc:hen, ob riicht innerhalb c1ersell)en Grenzen, 
zwischen clenen das Potenzgesetz in guter C h e r e i n ~ t i m m u n ~  mit den 
R~o1)achtungen gefunclen worden ist, letztere mit  hinreichender Genauig- 
keit durch eines der anderen friiher vorgeschlagenen , dern fraglichen 
Zweck sich leichter kpassenden Gesetze, inshesondere dns parabolische, 
tlnrgestellt ~ e r d e r i  koniiten. Indem icli mir vorbehalte, auf die Folger- 
ungen für die Riegungslehre spzter einzugehen, heschriinke ich niich 
hrute darauf, siinilliche mir bekannt gewordenen Formeln, durch die 
nian die Ahhlingigkeit der elastischen Deliniing vori der Spannung 
teils dlgemein, teils bei einzelneu bestiminten Stoffen ha t  ausdrücken 
mollen, zusammenzuste1l~:ii und die Ergehiiisse meiner, zur Priifuiig des 
Potenzgesetzes unteïnommeneri Iiechnungen, die ich zu gelegenerer Zeit 
fortzusetzen gerlenlre, iiiitzuteilen. 

1. Zusammenstellung d e r  bis jetzt vorgeschlagenen empirischen 
Formeln zu r  Darstei lung d e r  Abhangigkeit  d e r  elastischen 

Dehnung v o n  d e r  Spannung. 
(ICrgantuiigen vorbelialten.) 

Des leichteren Vergleiches wegen sind die Bezeichnuiigen der vcr- 
schiedenen T7crfasscr nicht inimc,r beibehalten und ilire Ci1eic:hungcn 
zuin Teil uirigeforriit worden. W o  keine Materialien gcnannt sind, i b t  

(las betreffende Gesctz voii seinein Urheber als fü r  eine Vielzahl von 
solchen oder allgemein giltig gedacht, und zwar, wenn die Angal>e der 
Art der Beanspruchuiig fehlt, für Zug sowolil als fiir Druck. 

Zeitaclirift f .  Mathsmatik u Yliyeik 42. Jahrg 1697 G Hef t  22 
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E = elastisclle Ilehnung odw Zusmniriendriickung (S tn i i c l iu~ i~~~ ,  
bezogen auf die Liingeileinheit; G = Spannung bezm. l'ressung, hezogcn 
a u f  die Fliicheiieiiiheit des Querschnittes; a ,  @, y, a ,  b ,  c, rl, wz voiii 
Material (und in der Regel auch von der Art der Rearispruchuiig) al,- 
hliiigige Koristanteii. 

1. L i n e a r e s  Gese tz :  E - a6. H o o k e  1678. 

2. P o t e i i z g e s e t z :  E = a~". B ü l f f i n g e r  1729 (Zi~g). Hodg- 
k i n s o n  1822. R a c h - S c l i ü l e  l S W .  

3. P a r a b o l i s c l ~ e s  Gese tz :  O = a& -- bh2. I I o d g k i n s o n  1849 
(Gusseisen). H a r t  ig 1893  (Gusseiscn, Cemriit 11. Cementmnitel). 

4. H y p e r b o l i s c l i c  G e s e t z e :  
6 

a) . 
( 1 - b o  

C ox  1850 (Gusseisen). L a n g  1896 (Giissei~cil, S t ~ i n e ,  Miirtel). 

2= aao" b bo. 

W e r t h e i i u  1847 (organische Gewebe). 

5. Kubisc l i -  u n d  b i q u a d r a t i s c l i - p a r a b o l i s c h e s  G e s e t z :  

a - aE + b~~ + c t 9 .  COX 1850 (Gusueisen). 

E = C Y G  + PB'+ y ( j3 .  

J. O. T h o m p s o n  1891 (Metalle, Zug). 

G = ns + b é 2  + CE" t~c! H o d g k i n s o r i  1849 (Guswiseiij. 

G .  E x p o n e n t i a l g e s e t z e :  
1 -- 

0 = c e  E n  H i c c a t i  1731. 
6 - e71z CJ - 1. I m b e r t  1880 (Kautschuh) 

G = c ( c m E -  1). 

H a r t i g  1893 (Lecler, Zug; gebrannter roter Thon, Druck). 

E = ~ ( a  t h e m o ) .  P o n c e l e t  1839 (Messing, Zug). 

(j E - 
1-€ 

' . e m E .  I l a r t i g  1893 (Kork, Druck). 

1. -1 R o b e r t  110 o k e ,  De poteiitia rrstitutiva, Loiidoii 167s. Die Arbeiteu, 
dercn Titcl $- vorgesetzt ist ,  siiid mir bis Jetet nicht zugiinglich genresen; irli 
fiihre diesellmi gr6sstciiteils nacli folgeiideni iiiigeniein reiclihaltigcn Werke ait: 
I s a a c  ' I ' o d h u i i t e r - K a r l  P e a r s o n ,  A history of t he  t,heory of elast,icity aiid 
of the  strength of inateri:il~ from Ci a l i l c i  to the prescirt time, vol. 1. IHXti,  
vol. II. 1593.  

2. De solidoruin resisteiitia speciiiicn G .  B. U i ~ l f ' f i u g c r i ,  Comuientarii Acn- 
deiiiiae Petropolitanae, t .  4 ,  ad  nniiiim 1 7 2 9 ,  p. 1 6 4 - 1 8 1 .  Petropoli 1736. --  

E a t o n  H o d g k i u s o i i ,  On trile transverw straiii, and  strengtll of materialb, 
Memoirs of the  Literwy aiid I ' l~ i loso~hical  Society of Maiicliester, Second ~ e i i ~ h ,  
vol. 4 ,  S. 225-2ti9. Londoii 3821 (geleseu 1822). - C. B a c h ,  Allg-emeiiies (kseta 
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tler elastisclieri Deliriurigeii, Zeitsclirift des Vereiiis deutscher Iiigeriie~ire, Htl. 41, 
5. 248-258, 1597. 

3. -i. E. H o d g k i u s o n ,  Report of tlie Coiiiiliii;sioners appointed to iiiquire iiito 
the apl)lioalioii of imii to railway s t rur t~i res .  Al)peiiilix A ,  p. 4 7  67. Lon- 
don  1849. - E. H a r t i g ,  Dei- I~~la~t iü i t ; i t s i i~odi~l  d ~ s  geracleii Stabes ais Fiiiiktion 
der spczifischeii Beanspriichiirig, Civiliiigcrueiir Ud.  39, S. 113 - 138,1893. Dersclbe, 
1)as elaatische Verlialteii der Mortel iind ~Iiirtell~iiiclei~iaterinlit~n, ISbencla S. 4-25 liis 
i Z .  - lin Gegensatz zii Tloi lgkina  ni1 giebt H a r  t i g  clen Koefhzieriten a .  b bei 
Ilrnck dieselben Wer t e ,  \rie bei Ziig. 

4. a) I l o rne r  s l ia in  C o x ,  The deflectioii of iiiiperfectly clastic 'oeams itiiti 

the hyperbolic law of elasticity , 'i'ransactions of' the Cainbritlge Pliilosophical 
Society, vol. 9, part .  2, p. 177---190, 1351 (gelesen l850]. - C.  I A a m n g ,  n c r  Schorii- 
steiiiban, Heft 2, S. 127,1896. L a n g  bcriicksiclitigt aiicli (lie Temperatiir; e r  iieiiiit 
E -  G: E ilas lClastizit3,tsiiiali niid setzt:  

h'=R - c . t - d .  =, 
M O  E,, das Elastizit:tsiiisi3 fiir clen spaiin~ingr;loseu Ziisti~iiil hei 0" 0 be~eiclinet, 
c iiud d Erfahriingszalilei~ sirid. Die Spaiiiiuiige -Dcliiiiings -Forinel wird dann 

G 
f = - .. --- --, 

l & - c . t - c l . &  
I" 6 11 p l  giebt in seineï soeberi erscliieliericii l2estigkeits1ehre (3. Bil. oeiucr 

\~oi.lcsiitigcii iiber t,ecliiiische Mechmikj aiif S. 51 (iiriter Hiiiw-eis aiif eiiir: Ah- 
1i;iiidliiiig roi1 L a  iig in der deutwlien LIairzeituiig , JcrLirgang 1897, S. 54) nls 
, ,Lai igx"l i  Formel'. die Gleichiirig fi= &,-cc. Er  sagt ,  tler El:~stieitiitsiuoclul 
h,' sei voir T, ; ing arisc:lieiiiend iin Siniie von 1.; = c l r i / c l ~  verstanden morcleii, iiiid 
leitet clenieiitsprccliciid diircli I i i t cg r~ t io~ i  die G l ~ i ~ h i i t l g  

:ib; ckineben stellt er  auch iiii Auschliiss ail die zweite ui6glicIie Definition des 
I ~ ~ l a s t i r i t ~ t ~ ~ u o ~ l u l s ,  h': o : E ,  die G l e i c l i ~ i u ~  

iiiif (a. a. O. Y. 55, Gleichiiugeii 26) uni1 27;. Die erste ilicser Gleicliungeii stiiuint 
inhaltlich niit deni von H a r t i p  bei Leder unil rotein Thon gcbrauchteri Ex- 
lionentialgesetz (7 c dcr oliigeu Zusnmrneiist~lliiiig) iiberein. Dass aber L a n g  
iiicht dieses Gesetz, sonderil (las hyprpol ische  iiil Ange gehabt h a t ,  geht d:traiis 
liervor. dass er in tler roi1 Yi? p p l  zitierteii Abliariillung iri eirieui Beispiel als 
IMd der Spani i i ingsre~te i l~~i ig  eiiie ails zwci Hyperldbiigen ziisammengesetzte 
Kiirve aiigiebt und zcichiiet, und es ist  mir dies aiich aiif meine briefliche An- 
f ' q e  von IIerrn L a n g  besti t igt  worderi. 

4. b) + G. W e r t h e i m ,  N6iuoire 8iir l'Clasticit6 et  I;t coli6sion (les priiiei- 
peaux tissiis du corps hiimaiii. Annales de Chilaie, t .  21, p. 355 - 4 1 4 .  I'aris 1517. 
. I .M' . \ 'o lkmann (-i- Cher die E:lastizit%t der org:~riisclieu Gewebe, Archiv fiir 
L\naton~ie,  l'liysiologie u s. w , Ud. l! R.  294 -313, Leipzig 1859) h a t  gefiinilcii, 
dass bei Seidenfideii, meiischliçheni Haar .  Aiterien, Xerveii tler Koefficieiit cc 
1~osiitiv i d ,  bei Muskelii dagegeu riegativ, iii ~ e l c h e i i i  Izalle also die Spanniirigs- 
Dehrinrigs-Karve eiiie 14llipse wire .  

5. a)  Cox  a .a .O.  (ijithe unter 4a). - J o s e p h  O s g o o d  T h o i ü p s o n .  Cber 
ilas Ctesctz der elastischeii Uehiiung, Li'iedemarins Sniialen der Pliysik iind Cliemie, 
Seite Polge Bd. 44, S. 555- 676, 1591. b) Hoclgl r insoi i ,  sielie tinter 3. 

6. a) J a c o b  i H i c  c a t i ,  Verae et germaiiae viriuiu elasticaruin leges ex phaeno- 
meriis demonstratae, L k  Uononiensi Academia Commeiitarii. t .  1, p. 623 -- 564, 
Hononiae 1731. - b) -i- A I i u b e r t ' ,  Necherches tliéoriqiies et. exp6rimentales sur 
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332 Zum Gcsetx der elastiacheu Dcliuungen 

l'dlastiçit6 du caoutchouc, Lyon 1880 (nach Hartig arigefülirt). -- - a) R a r t i g  in 
tlcr uuter 3 arigefiihrten Abliaiiillii~ig ,,Der Ji1;istizitatsrnodiil des gerarlen Ptabm . . .". 
- d )  J. V. P o n c e l e t ,  Iiltroductiou 5. l:~. in6canicliie industrielle, pl~ysir~iic ct 
expérimeiitale, a+r i i r  dclition, 11. 318. Metz 1839. 

Zii deil i n  obigcr %iisaii~i~iençt,elliiiig gebraiic,hteii Ileneiinuiigcn sei folgciirlea 
Ijemcrkt. 1Vacli einer ails deiii Jalirc 1850 stammeiiden Angnbe vol1 Cox (siclie 
linter 4a) t rug  daiiials sclion ~ i i e  Toraiissetznng, dnss I'roportionalitat zwisçlieii 
Spanniiiig iiiid elastischer 1)eliiiuiig bestehe, iii Iliigland den Yaineii ,,Ur I looke 's  
lnw ". C o  x hü t  (a. a .  O.) die Kamen , ,paral~olic l:~w .' imcl ,,liyperbolic hW" eiii- 
gefiilirt , 1' e s r s  O il, der IIerausgeber der iiiirer 1 erw2liriteii History of the tlieory 
u l  elasticit y deil iiliiilicli gctbildeteii 7 :  liiienr law " fiir d u  H o  o li e s c h o  Ge~etz  
Iiiiizngefiigt. Satiirlicli siiiil dl(: diese , ,C~~se tze . '  nnr  Aiiiili1ic:ruiigcil aii clas iioch 
~iiibelianiite (in der i'bersclirift dicscr Mitteiluiig gerueiiitej wilire TI:lutizitats- 
gesetz und es wiire deslinlb gegc7ii die Ersetzuiig obiger Sauieii  iliircli weiiiger 
Irochti5nende peuriss iiiclits eiiizliweiideii, nitr iniisste d a m  gleic11ï.eitig mit cleii 
iibrigen auch die Bezi:icliniing ,,Ho o k c  sc l i e~  Geset,z " fallcii, u-cil letzteres j s  dei1 
eiigsten Giltigkeitjbereicli hat. 

Es i s t  nicht meiiie Absicl i t ,  hier sclion iii weitere Frürt,eruiigeii iiber die 
»bige11 crupirisclieri Foriiielii eiiiziitreteri, (lieselhen a. B. beaiiglich ihrer I3raucli- 
Imrkeit iiiid (ler Greiizcn ilirer (+illigkeit zii rergleichen, vielmchr betraclite icli 
diese Mittciluiig mi+ als \'oi.liuferii~ eiiier Keilie u-citerer, die uaclifolgeri solleri. 
Cm Iiigeiiieurcn ~ i n d  Matlieinstiltern die JViecterholiing l a r ig~ t  aiisgefülirter 1:iiter- 
such~iiigen zu ersparen, scheirit es iiiir z. B. angezeigt ü i i  sein, die ganz iii Ter- 
gessenhcit geratciieii Lltcsren lIe.;trebuiipeii, Aiif'gabeii der F e ~ t i ~ l i e i t d e l i r e  oliiic 
die Hookescho  Aiiiinliiiie zii Idsen, wit:tirr ails I ic l i t  zii ait:lieii. 

II. Beitrage zur Prüfung des Potenzgesetzes. 

E'iir die siimtlichen Beispielr, die C. B a c h  in der wieclrrholt an- 
geführten Arbeit (Zeitschrift dcsvereins deutscher Ingenieure Jalirg. 1897) 
zur Stützung des Potenzgesetzcs Iieranzieht, habe ich aus den gegebenen 
TVerten von 6 und den zugth6rigen beobachteten J5-erten von E die-KOII- 
stanten des in der Form , + i j B z  

angenommenen parabolischen Gesetzes nach der Methode dcr kleiiietèn 
Quadratsummen bestimnit, fiir ein Beispiel aucli die Konstanten des 
1iyperl)olischen und des kubiscli-parabolisrhen Gesetzes. Dic hicrnach 
berechneten Werte von E sind im folgenden mit den beo1)acliteten und - 
denjenigcn, die (las Potmzgesetz liefwt, zusamiiiengestellt, und z m r  
habe ich die lctzteren (von W. S c h ü l e  hereclineten) M'erte einfach der 
Hachschcn Arbeit entiioinnieri. I n  cleu mi t  f iibei.sc:hrieh~iien Spalteri 
steheri die Fehler (Diflererizeri aus den beol~achteten und bercchneteri 
Werten) und am Fuss dieser Spalteri die als Mala fiii. die Ri-auchhar- 
keit der einzelnen E'ormeln dienenderi inittleren E'ehler. Die Spanii- 
ungen sind in kg/qcm ausgedriickt. 

Die Kot~endigl<eit  derartiger Vel-gleiche, die leider selir aeit- 
raubende Rechnungen erfordern, leuchtet e h .  Cox  hnt schon 1850 
solche angestellt ( k n d i c h  zwi~chen dern parabolischen und dem ron 
i h  vorgeschlagenen hyperbolischen Gesetz an den Ergcbiiissen der %un- 
und Druckversuche mit Gusseisen von li o dgk i i i son)  und Y 6 p p l  Lat 
sie iieuerdiiigs (a. a. O.) für  die ,,Scbülese1ieu und ,,Langsche" Formel 
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Von R. MEHIIRE. 333 

(also das Potenzgesetz und clas hyperbolische Gesetz nach der hier ge- 
lirauchten Benennung) gefordert. 

1. Gusse i sen ,  D r u c k .  

Die E sind in 1,1600 cm ausgedriiçkt und lieziehen sich auf 75 cm Lffngc: 

il:~~abolische Formel: E = 0,04661.6 $ 0,000004969 - c i P ;  

0,046S3. G . liyperbolische Formel : .E - --- - - 
1 - 0,0000918 . O'  

Die Genauigkeit der Potenzfornîel ist hier auf'fdlend gross 
uncl ungef'&r gleich derjenigen der drei Konstaiiten enthaltenden 
hibisch-parabolischen Formel. Weil in diesein Beispiel die parabolische 
und die hyperbolische Foriiiel ailniihernd gleich genau s i id ,  habe icli 
letztere in den folgenden Beispielen nicht niehr berücksichtigt. Erst  
caeh Beendigung nieiner Rechnungen lernte ich die Vergleiche von Cox 
lienneri, der die hyperbolische Formel 3 bis 4mal genauer als die para 
liolisclie findet. Es bedarf dieser Punkt noch der Aufkl5ruiig. 

2. G u s s e i s e n ,  Zug.  
J iess l~nge 15 cm, E in 1/1000 cni. 

T I R S  par abolis cl^<: und das Poterizgesetz stc,hen sich hier ziein- 
lich gleich. 
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,734 Zum Gesetz der elastischen Uehnungeli. 

3. IC6rper a u s  r e ine ru  Cernen t ,  D r u c k .  

Es  ist, E ausgedrückt in 1,1600 ciil auf die Lange 75 ciil 

Korper Ia. 

Kiirper Va und Vb.  

T)ic Potenzformel giebt hier diirchschnittlich die l~esscre Annalieiungr. 

4. I<oipcr  a u s  C e i t i e i i t n i i i r t ~ l ,  1)ruc.k. 

E'ederuiig e in l/G00 cri1 auf 75 cm Liinge. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



K6rper Ira, b ,  c (1 Ceiiieiit, Il/:, Rand). 
- . -- 

1 1 E b e r e c h n e t  

Mittlere Feliler: 0,011 1 1 0.044 

KOrper IIIa, b,  c (1 Cement, 3 Sand). 

1,550 1,550 ' + 0.000 1,616 -0,096 
3.457 3,4:18 0,022 3,40!1 0 , 0 0 2  
5,483 5.470 0,013 5,418 0,065 

I 
7;687 
n?ïas 
- - -- .- - 

Mittlere Fehler: 1 0.034 1 
K6iper IVa, b, c (1 Cernent, 4'/8 Sand). 

t b e r e c h n e t  
E beob. 

5. Korpe r  a u s  Beton ,  D r u c k .  

X . l  

l ( i , l  

24.2 
32.2 
0 

kkierung E aiisgedriiclzt in 1/600cni auf 75 cm LIinge. 

H i t t l e ~ e  Feliler. 1 0.063 / 1 0.071 

Auch hier giebt die Potenzforniel die bessere Anniiherung; aiif- 
fdlend ist die nbsoliite uilrl relative Abnahine ihrcr Genauigkeit niit 
c h -  Mriige des S:indzusntzes. 

1,623 
5,605 
5.725 
7,873 

10.24-5 

1,G2 1 0,001 ' 7 7  - 0  092 
3,573 0 ,ûI I  1 3,600 0.005 
5,813 - 0,088 3,647 0.075 
7 938 I - 0,063 

10;24R -0,003 O 010 
-- 
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336 211111 Geset,z der  elastischen Deliiiiingen. 

- - . -- - -- - - - - - - - - --- - 

E I ~ e r e c l i i i e t  
r 1 I e o j  1 - I,.I_- 

gesctz , f 1 parab, f 

6. G r a n i t ,  D r u c k  u n d  Z u g .  
a) Druck: 

E h e r e c l i n c t  
€ bc:ol,. 

1,7218 0.0011 . 50"i00 6 ; . ~ ~ ' g  . 6 + -?-=- G ? ,  ,, 11 : s in l/600 ciii auf 50 cm ; E = 339150 ' 14,9 1 1,9' 

7%:) 
15.9 
23,s 
31.7 
19,6 

Nit t lere Fehler : 'A1 

klittlere Feliler: 0.097 1 1 0.057 

Korper XVIJa, b ,  c. 

2.287 

5.017 
8 .O 1 11 

11.193 

14.680 

2.263 0,Ozl  

5,045 -0.028 
8.066 - 0,051: 

11.250 - 0.037 
14,.58G 0.144 

~- - . 

1,497 - 0,010 1,571 - 0;OS. i  

3,414 - 0.014 , 3,400 +0,000 

5,670 5,489 0.034 
7,881 1 :;O:'; 7,836 0,031 

10,317 0.093 10.111 - 0.031 
- - - - -A- ~- . 

7:9 
15:8 
23>7 
31,ü 

19.5 

2,567 1 - 0,080 
5.021 , - 0.00-4 

7,961 0,052 

11.188 0,005 
( 14.702 -0,022 
- - ~ -- - 

Mittlere Felilcr: ) 0.062 i l  ' 0 . 0 5 ~  

Hier ist die Poteiizformel im Nachteil. 

1,487 
3,-1-00 

5)523 
'7,967 

10$10 
- - 
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Von R. MEHMKE. 

b, KOrper III: r in l / l B O O  cm auf 50 cm; 

7. K u p f e r ,  Zug.  
Federride Ausdehnung E in 1/1000 cm auf 10 cm. 

E b e r e c h n e t  
Spannlinçsstufe 

3,88 - 11,66 - 0,l 

3,88 - 19,4 

3,88 - 27.2 
- - -- - p- - - - - -  

- - -  -- 

r l ~ e r e c h n e t ,  
üpaiinungsstufe 1 r beob 1  PO^^^,. 1 

yesotx f ' parali  ' f 

Mittlcre Fehler: ( 0,17 11 1 
0,14 1- 

160,75 - 321,5 
l(i0,75 - 4R2,25 

160,75 - 643,O 

160,TS - 803,75 

160,75 - 964,ti 

111 den letzten Beispielen halten einander die parabolisehe und die 
Potenzformel beinahe die Wage. 

Das Ergebnis dieser Untersuchungen ist, dass bei den betrachteten 
Materialien und innerhalb der angenommenen Spannungsgrenzen clas 
Potenzgesetz die Beziehung zwisehen Spannung und elastischer Dehnung 
im ganzen genauer zum Ausdruck bringt, als das parabolische. Jedoch 
genügt, wie mir scheint, auch beim letzteren die Genauigkeit für etwaige 

5,95 6,94 0,01 

Mittlere Fchler: 0,013 1 1 0.014 
8- 

S. L e d e r ,  Zug.  

Fedeïnde Ausdehnung E in Millimetern auf 780,7 nim Lange. 
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Anwencluageii in dm Festigkeitsle,lire. %wei Relnwkungen siiiti noch zu 
machen. lh s t ens  konimeii die Versuclisergebnisse von B a c h  durch die 
obigen N~herungsgleiclii~ngeii n k h t  vol1 zum Busdruck, weil jedesmal 
der Vergleich iiur bis zu einer Spariiiurig fortgefiihrt ist, die uugeiahr 
mi t  der hochsten, in der Technik hei  dem ,betreffeiid(:n Material fiir 
zul%sig gehaltenen übe~einstimmt.  Es k6nnen z. B., worauf Bach selbst 
bereits hingewirsen liat (in den scbon ermiihnten gesaininelten Abhand- 
lungen und Berichten, S. 294) die bei rriaiicheri von B a c h  gezcichneten 
Spannungs-Dehriurigs-Kurven auftreteriden M7eildepiinkte durch das 
I'otenzgesetz ihrc Erkliirung nicht finden; allerdirigs, wie wir hin- 
zufügen müssen, durch das parabolische, hyperbolische und manches 
andere Gcçetz ebenso wenig. Xweitens ftihlt noch die P r ü f ~ m g  in der 
Kahe des Kullpunkts, vozu iii den Ergebiiissen der  mit  sehr ldeinen 
Belastungen vorgenommenen Xugversuche J. O. Tl îornp s o  n s ein vor- 
ziigliches Material vorhandeli kt, das durch neuere Versuche B achs,  
deren Ver6ffentlichung berorsteht , eiiie willkominene Ergiiiizuiig er- 
lialten wird. Die angedeuteten Lückeii auszufiillen, soll in eiiiern spateien 
Aufsatze versuclit werden. 

Koiistrnktioii der Triglieitsaxeii eiiies Ui~ iecks .  
Vol] Dr. Otto Richter in Leipzig. 

In  der graphischen Statik wird die Haupttrigheitsclllipse (,,Zentral- 
ellipse") eines Dreiecks mit Hilfe konjugierter Durchmesser urid Tangenten 
ermittelt, worauf sich die Haupttragheitsaxen als Hauptaxen der Ellipse 
ergeben. Im folgenden ist die Aufgabe gelost, die Haupttraglieitsaxen 
eines Dreieckes d i r e k t  zu konstruieren. Mit Hilfe der Ell ips~: 

worin 6 ,  9 die Haupttriigheitsaxen, und pl, y?, p3 die Projektionen der 
Verbindungslinien des Schwerpunktes mit den Seitenmitten auf die 5-Axe, 
qii q 2 ,  q3 auf die 7-Axe bedeuten, kann inan auf (:runi des Satzes von 
C. N eumann  u. C l  ebsch die TrMgheit,saxen für einen beliebigen Punkt finden.* 

Bezeichnungen für das f'olgende: Gegebenes Dreieck A,, A z r  A,; 
Schwerpunkt S ;  S A i =  s,(i = 1, 2 ,  3);  das in X auf SAi errichtete Lot Z i ;  
x, y zwei rechtwinklige Axen durch S ,  und zwa,r soll e mit 4 ,  y mit, s, 

zusammenfallen; xi, yi Xoordinaten von Ai. Dann ist a, = O. Ferner sei 

y, = u,  r ,  -= o, ?j2 - ZC. Hieraus folgt (Zxi = Zyi - O) 

* A Clebs  e h ,  Fur Theorie der Tri~gheitumoinante etc., Crclles Journal Bd. 57, 
und Il. Me hmke, Cher die Bestiminung von Triigheitsuiomentcri etc., Math. 
Annal. XXLi1. 
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Die Bediugung dafür: dass g ,  7 die Haupttrsgheitsaxen sind, i s t 2  ti q,=O,* 
oder wenn der Winkel der &-Axe mit der 2-Axe g~ genannt wird: 

I 
werde mit Il bezeichnet. D a m  sind t ,  d i e  H a l b i e r u n g s l i n i e n  d e r  
von  7, u n d  tl g e b i l d e t e n  Winkel .  Wie tl der Ecke A,, so entspricht 

* 8. Hopp e , Düs nreicck bezogcn aof (lie Baiipt~trkgl~citsoxcn, Hoppev 
Archiv Ser. 2 Bd. XII. Hieraus folgt iibiipens . tlaps die Hau1)ttriigheitsaxen einea 
Dreieckes diejenigen 1-echtwinkligen Aren (liircli den S ~ h ~ e r p i i n k t  sind,  fiir die 
n b ~ . I E g . ~ i - Z ~ ~ i j  ein Maxiinnin id. 
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340 Kleinerc Mittcilungen 

eine Gerade 4 der Ecke A,, und t, A , ,  sodass &, 4 auch dio Halbierungs- 
linien der von 1, und t2, sowie der von I ,  und t, gebildeten Winkel sind. 
Stellt man nun (durch Koordinatentransfomation) i n  demsclben Axensysteme 
1 ,  y die Gleichungen von t2 und t3 auf, so findet man: 

3) 
- a ( Z u ? c  +,ü4+w3) 

- . 
1?: U ~ - ~ - S Z L ~ W +  Z U Z L ~ ~  t w ( v e  1 u2)  

Falit man von Ai auf ti das Tiot mi, so findet man,  dass sich diese 
drei Lote mi in e inern  Punkte treffen. Dieser Pnnkt  sei O. E r  hat  also 
mit Beziehung auf S und irgend zwei Ecken; z. B. A, und A,, folgende 
Eigenschaft: Verbindet man ihn mit Al ,  Az cml, ,mn2), fallt von S auf diese 
Linien die Lote (t,, f,), und errichtet auf s,; s, in  S die Lote (4, l ,) ,  so 
fallen die Halbierungslinien der von 2, und tl gebildeten Winkel mit denen 
der Geraden Z2, t2 zusammen. Welches ist  der geometrische Ort eines 
Punktes 0, der bei gegebenen S, Al ,  A, dieso Eigensehaft h a t ?  

Durch ganz elementare Betrachtungen (mit Hilfe des Sehnenriereckes 
na,t,r)z,t,) findot man als geometrischen Ort d e n  K r e i s ,  d e r  s i c h  d u r c h  
S p i e g e l u n g  d e s  d e m  D r e i e c k  SA,A, u m b e s c h r i e b e n e n  K r e i s e s  
a n  A , 4  e r g i e b t .  Spiegelt man also die Umkreise von S A L A , ,  SA2A3, 
SA3 A, an A , 4 ,  4 A,, A, A,, so gehen die drei neuen Kreise durch 
e i n e n  Punkt  O (dies gilt selbstverstandlich, auch wenn S nicht der 
Gçhwerpunkt ist). 

Man gelangt also zur folgenden Konstruktion der Haupttragheitsaxen: 
Spiegele die Umkreise der Dreiecke SAiAk a n  den zugehorigen Seiten 

AiAk (es genügen zwei solche Kreise; in  der Figur sind alle drei ge- 
zeichnet). Der Schnittpunkt dieser Kreise sei 0. Verbinde O mit einer 
Ecke Ai; f t l lc  von S das Lot  ti auf OAi, errichte auf SA,  in  S das Lot I,, 
halbiere die Winkel (li, ti); -die ITalbierungslinien sind die gesuchten Axen. 

I n  der Figur sind Bi die drei Umkreismittelpunkte, Ci die Mitt,el- 
punkte der Ortskreise, Bi die Seitenmitten. Da sich nun z. B. die Kreise 
Ci, C, in A, und O treffen, so ist  C, C3 das Mittellot von A, O u .  s.m. 
Hieraus folgt als einfachste Konstruktion aiese: 

Z e i c h n e  v o n  z w e i  S e i t e n ,  2.B. A,A, und AlA3,  d i e  M i t t e l l o t e .  
V e r b i n d e  d i e  S e i t e n m i t t e n  D3, Il, m i t  As, 4, S e h n i t t p u n k t  S. 
E r r i c h t e  d a s  M i t t e l l o t  a u f  AIS ,  d a s  d i e  b e i d e n  e r s t e n  M i t t e l l o t e  
i n  B3, B, t r e f f e .  T r a g e  a u f  B,D, 

D,C, = B,D,, a u f  B,n, 
D, C, = B, Da 

ab.  Z i e h e  d u r c h  S z u  C,Cs, B,B, d i e  P a r a l l e l e n  ( t l ,  1,). Die  
H a l b i e r u n g s l i n i e n  d e r  W i n k e l  d i e s e r  L i n i e n  s i n d  d i e  H a u p t -  
t r a g h e i t s a x e n .  

Auf viele sich hier anschliessende rein geometrische Beziehungen kann 
der Kürze wegen nicht eingegangen werden; die Spezialfille sind lcicht zu 
erledigen. 
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Historisch-littlerarisclle Abt eiluiig, 

Wilhelm Schrentzel. 

Von 

Prof. Ur. L. S(~nr,r~~srsc~ir. 
in Herliii 

Ani 26. Januar 1896 ist Dr. W i l h e l m  S c h r e n t z e l ,  ordentlicher 
Lehrer an der stkltischeil Viktoria - (Miidchen -) Schule zu Berlin, in Davos- 
Platz einem chronische~i Brustübel erlegen. Mit ihm ist in jungeii 
Jnhren ein Mathematiker hingeschieden, dessen Iilaugiiraldissertatioii 
,,cher die Integration der Differentialgleichung zweiter Ordnung der 
Fu  ch s scheii Klasse mit drei im Endlichen gelegenen singuliiren 
Puilkten", mit der er irn Jahre 1893 bei der philosophischen Fakultiit 
der Berliner Universitiit promovierte, von dem ernsten Streben und 
der nicht geringen Begabung des Verfassers für niathematisclic 
Forschuiig Zeugnis ablegt, und tief beklageu liisst, dass es nun 
Anderen überlasseii bleiben muss, die schonen und originellen Cizter- 
wchungen, die S c h r  en  t z e 1 in dieser Arbeit in Angriff genommeil 
hnt, weiter zu führen. 

Wir wollen kurz die Gesichtspunkte hervorheben, die S c h r e n t z e l  
in seiner Arbeit geleitet haben, und die Resultate angeben, zu deneii 
er gelangt ist. 

Um die Bedeutung des Problems, mit welchem sich die Arbeit 
Lefasst, deutlich hervortreten zu lassen, schicken a i r  folgendes voraus. 

Wenn man eine homogene lineare IXfferentialgleichung zweiter 
Ordnung der Fuchsschen Klasse mit den G im Endlichen gelegeiien 
singuliiren I'unkten 

Y", Tl> . . . T G - 1  

von dein Gliede mit der ersten Ableitung der abhailgigen Variabelil 
l~efreit, so hat dieselbe bekanntlich die Form: 

wo die A , ,  A,, . . . An Koustantcn becleuten. Denkt man sich die 
Differenzen: 
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2 Historisch -1itterarische Abteilung. 

der Wurzelii der zu den siiiguliiren Puiikten 

grliiirigen dete~minierenden Fuiid:~meiitalgleic,huiigen gegcben, so be- 
stirnrneri diese ti + l Gleicliuiigen zwischeu deil A,, A,, . . . A2rr-2 ,  so 
dass also nhgesehcn von den singii1;iren Stellen selbst iin allgemeiiien 
noch a - 2 l'arameter in den Koeffizieiiten der I)ifferentiaIgleichuiig 
unbestimnit Ldeiberi. Niir wenn 6 =- 2 ist, mird die Differential- 
gleichurig durcl1 Angabe der A.,, A,, A. vollkommeri bestimmt, uiid zwar 
kennt man danii unmittelbar nicht nur die Koeffizieiiten d w  Differential- 
glcichiing, sondern nuch die Koeffizienten der Substitutioiien, die eiii 
Fuudanientalsystem erEihrt, weiiii die uiiab1i;ingige Variable z 1JnilLufe 
um die siriguliireii Punkte vollzieht. Es eiitspricht dieser Fa11 be- 
kanntliçli der Differentialgleicliung, clrr die G a u s s  sche Reihe F(a, @, y, z) 
Genüge leistet. - Schoii der niichste Fa11 G - 3, eben der, niit den1 
sich S c h r e n t z e l s  Arbeit bescliiiftigt, bietet dadurch, dass bei ihiu 
durch Aizgabe der A,, A,, A,, A. weder die Koeffizienten der Uif-térential- 
gleichung noch die Umlaufsubstitutioi~eri vollkoninzen l-~estinnnt sind, 
Verniilassung zu einer lteihe tiefer und schwieriger I'roblenie, die zunl 
grossten Telle von einer L6sung noch weit entfernt sind. 

In einer im Jnhre 1875 auf Aiiregurig von Ilerrn F u c h s  in 
Gottingen verfassten Dissertation, hat Herr S e i f e r t  eiiien interessnnten 
Beitrag zur Behaiidlung des Falles G = 3 geliefert, in welchem er, 
Analogieen niit der Differeiiti:tlgleichuiig der G s u s  sscheii Iteihe ver- 
folgeiid, sein Augenmerk hauptsliclilic~ auf die Bestimniung jener Uni- 
laufssubstitutioneii riclitet, aber zu keinen abscliliessendrn Ergebnissrii 
kommt. 

S c h r e n t z e l  geht in sriner Arbeit von ei~ier Form der Differential- 
gleichung aus, die der von Herrn S e i f e r t  beniitzten iihrilich, aber 
allgemeiner ist als diese, von der Form niimlich: 

wo Y,= O angenominen wurde und p,, pl, p2 Koiistaiiten bedeuten, die 
mit den wurzeldifferenzen A,, A.,, A-,, A der determiniererideri Fun~lanieiitnl- 
gleichungen diii.ch die Bezieliung 

1) po2 + + pz2= ao2 $ + + a2 - 1 
verkniipft sind. Macht man daim in a) die Substitution: 

wo die Konstanten u,, a,, CI, durch die Fornieln: 
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Wilhelm Schrentzel. 

in  meideutige+ Weise bcstimrnt werden, so genügt y einer Differential- 
gleichung, die S c h r e n t z e l  in die Form setzt: 

D) saD,, (y) - yi x Dg (y) - rz x D, (y) + ,ri rg U(y)  0, 
worin 

d y  1 2  
~,,(y) = 5 z d >  + 2 (a, + a, + 4 x d X  +  a. + al + a2 - P) - :]y, 

zu nehmen ist. Diese vier Differentialausdrücke sind von der Lage 
der singuliiren Punkte Y,, r,, r, unatilliiiigig. 

Statt nun wie gewohnlich die Lbsung der DiEerentialgleichung D j  
in Form eincr einfachen nach Potenzen von z fortschreitenden Reihe 
dnrzustellen, versucht S c h r  en t z e 1 die Differentialgleichung durch 
eine Reihe von der Form: 

au befriedigen, wo y,,, von r,, r, unabhSngige Funktionen von z be- 
deuten mogen. Dank der durch die Gleichungen 3) gekennzeichneten Wahl 
dtlr Grossen a,, &,, a, ergiebt sich, dass die y,;, so eingerichtet werden 
koiiiien, dass die obige Entwickelung die Differentiidgleichung befriedigt 
und die Forni annimmt: 

rra die C,,, , Konstanten bedeuten, die sieh durch eine Rekursionsformel 
hestininien Iasscn, und 

geset,zt wurde. Die Rekursionsforniel fiir die Cm,, versagt niemals, 
n-enn die Eritwickelungen der Integrale der Differentialgleichung D) in 
dcr Umgebung von z = 0 keine Logarithmen enthalten; diese Be- 
schrSnkung wird iin folgenden festgehalten. 

Nun konvergiert die Reihe 4) für u n b  e s t i nl m t e MTe r t e d c r  u ,  V ,  

wenn 

ist; also, wenn fiir 16, 'U ihi-e Werte 5) genoninien werden, für 
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Die erste diescr Ungleichungen reprascntiert das Tnnere eines Kreises, 
die letztere das Aussere einer Kurve vierter Ordnung in der Ebene der 
komplexen Variabeln x. 

Die aweideutige Bestimniung der Grossen u,, a,, cr, durch die 
Gleichungen 3) bewirkt, dass sich acht verschiedene Entwickelungen 4) 
ergeben. Je  vier derselben, die den verschiedenen \Verten 

S 1 = + l ,  d z = + l  

entsprechen, unterscheiden sich nur durch einen konstanten Faktor; 
dagegen entsprechen bei fixierten S,, d,, den beiden Wahlen 

S , = + 1  und d o = - 1  

zwei linear unabhingige Entwickelungen, die also ein Fundainental- 
systeni von D) bestiminen. 

Der grosste Teil der Arbeit ist dein Konvergenzbeweise für die 
Reihe 4) gewidmet, einzelne Iletails des Beweises sind, wie der Ver- 
fasser bemerkt, aus d e n ~  der Fakultiit vorgelegten Manuskripte bei der 
Drueklegung weggelassen wordcn. Der Konvergenzbeweis bedient sich in1 
wesentlichen der Methoden von G a u s s  (Disquisitiones circa serieni 
etc.). Zuni Schlusse bemerkt der Verfasser, dass die Reihe 4) für 
u n  b es  t i m m  t e u, v, der p a r t  i e l l e n  Differentialgleichung 

( ' U V - Z C - ~ ! +  1) 

+[2(a,+ a,+ ~ , ) u v - ( u , + r < , )  I I - ( c i , , +  a,) v +  a,] (u:-i+ u g )  

Genüge leistet, die durch die Substitution: 

15 = u91 V~*<V - I ) ~ '  (V - I ) ~ S  y, 81 + Pz = .O, 

aus einer der Gleichung a) analog gebildeten partiellen Differential- 
gleichung für q hervorgeht. Man erhdt  cliese lctztere partielle Differential- 
gleichung direkt aus a), wenn man a) zunschst so uinfornit, dass der 
Koeffizient von 7 nur von den Verbinciungen 

a b h b g t ,  und dann berücksichtigt, dass 
ô P q  a =  r, 

$2 de! = ?4,9 + 2 .ld a - 
G~~ 

a za O tb9 i t c a v t  " Ô U P  

ist. E s  ergiebt sich, dass für diese partielle Differentialgleichung den 
Grossen 

1 0 , 4 , A 2 , 4  Po, Pl, P2 

eine iihnliche Bedeutung beigelegt werden kann, mie sie den Â,, A,, A,, A. 
für die Differentialgleichung a) zukommt. 
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Wilhelm Schrentzel. ,,Eppnr si muove." 5 

Dem der Dissertation angefügten Curriculum vitae zufolge ist 
Schrentzel im Jahre 1861 in Stettin geboren, studierte seit 1880 in 
Herlin und bestand 1886 das Examen pro facultato docendi. Seine 
Prüfungsarbeit lost in trefflicher Weise die Aufgabe, die Fiille, in 
welchen die Gausssche Reihe F(a,  p ,  y, x) eine algcbraische Funktion 
vori z definiert, mit Hilfe der Methoden aufzuziihlen, die Herr F u c h s  
für die Entscheidung der allgemeineren Frage, wann das allgemeine 
I~itegral einer linearen homogenen Differentialgleichung zweiter Ordnung 
mit rationalen Koeffizienten eine algebraische Funktion k t ,  gegeben 
hat. Wahrscheinlich ist S c h r  en  t z  e l  durch Beschiiftigung mit dieser 
(von Herrn F u c h s  gestellten) Aufgabe auf die Studien hingelenkt 
worden, dereri Ergebnisse seine Dissertation enthalt. 

In nahen Beziehungen hat S c h r e n  t z e l  zu K r o n e c k e r  gestanden, 
deni er wahrend acht Jahren bei der Itedaktion und Lhçklegung seiner 
mathematischen Arbeiten behilflich war. Dern Andenken K r o n e c k e r  s 
liat S c h r e n t z e l  auch seine Ilissertation gemidmet. 

Berlin. 30. Jaiiuar 1896. 

Von 

Dr. nied. G. BEKTHOLD 
in Kousdorf 

In einerii beachteuswerten, übrigeris iri sehr gereiztem Tone ge- 
whriehenen Artikel* hat bekanntlich seinerzeit E. H e i s  in Münster das 
Crihistorische des o'uigeri Ausspruches, welche11 G a l i l e i  bei Gelegen- 
lieit seiner Ah~chwiiriing gethan haben soll, nachzuweisen versucht. 
Auf Grurid seiner Nachforschungen,** bei welchen H e i s  von derii 
Jesuiten Dr. K. B r a u n  unterstiitzt wurde, war er eu dem Resultate 
gelangt, ,,dass der Crsprurig jerier historischen Lüge irn verflossenen 
Jahrhunderte bei unserem Nachharvolke, den Franzosen, zn suchen 
sei." Indem er ausführt, dass es ihm nicht gelurigen sei, den Aus- 
spruch friiher ausfindig zu machen, schreibt er: ,,Zum e r s t e n  Male  

* Katiir iiiid Offcnbarung. Miinster 1868. I3aiid XLV, Heft 8, S. 371--3 iü.  
** Zu den von II e i s ~it~ierten hist'orischen Worterbiichern , welche die 1,rgeiide 

noch riicht bringen, von Zedler (1735), Noréri (20 Aufla~eii von 1673 - 17591 ,  
H a r r a l  (I'ijB), ist C h  a ufepié's Nouveau 1)ictioniiaire historique et critique (17.50) 
hinznziifiig~n~ riif Worterbiicher von R a  y1 e iind von Marchand enthnlten kcinen 
Bdikel G a l i l e i .  
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treffen wir in deni ,,Dictionaire historique ou histoire abrcgbe . . . par  
une societé. 7. édition Caen Leroy" im vierten Bande von 1759, bei 
Gelegenheit dpr Ahschwiirimg, die folgendo Stelle: 811 moment qu'il se 
releva, agité par le remord d'avoir fait un faux serment, les yeux 
baissés vers la terre, o n  p r c t e n d ,  qu'il d i t  en la frappant du pied, 
E pur  si ruuove." Sçhliessliçli zeigte H e i s ,  dass der Ex- Jesuit s e l l e r  
in der zweiten Auflage seines Dictionnaire historique (Rand TV von1 
,lalire 1794)" das ,,on prétend" einfaçh fortgelassen hatte. 

Spiiter wurde von P. 13. G r i s n r  nachgewiesen,"* dass sic11 die 
Legende bereits 1774 bei !3r.N. S t e i n a ç h e r  findet, indem es Liei letztererii 
Iieisst: *** ,,Die Abbitte des G a l i l e i  wnr neder  erustlich nocli stand- 
liaft genug; denn in  dem dugonblicke, da er u-ieder aufstand und sein 
Clewissen ibm sagte, dass er  falsch geschmoren habe, schlug er die 
Augen nieder, stampfte mit dem Fusse und sagte: E pur si  muove, 
sie bewegt sich docli." Gestiitzt auf dieses von P. G r i s a r  beigebrachte 
Zitat aus S t e i n a c h e r  ist in neuester Zeit die Veïmutung ausgesprocheu:+ 
,,Ansclleinend eignet dieser Sage ein deutscher Urspruiig." IIierhei 
ist iibersehen, dass l le r r  Y. H. I i  e u s c h  in scharfsinniger Weise be- 
reits darauf aufmerksa,m gemacht hatte,tt dass der Schlusssatz bei 
S t e i  n a  c h e r  ,,mie eine Übersetzung des oben fmnz6sisch nngcfiilirteil 
Satzes klingt, vielleicht nach einer iilteren Auflage des Dictioimaire." 

Es handelt sich hier um das von deni Abbé C h a u d o n  lieraus- 
gegcbene Dictionnaire historique, dessen erste duflage in1 Jahre 17Gt i  
erschielieil ist, und dessen siebenter Auflage von 1789 H e i s  seiii 
Zitat entnomnien hatte. Rereits die erste Auflage bringt denn auch 
in der That die Legende (ohne ,,on prc'tend"): : ,G:~li lée à 1';îge de 
70 ans demanda pardon d'aroir soutenu une vérité, & l'abjura les 
genoux à terre & les mains sur 17Evangile conirric une A h s u r d i t é ,  
une E r r e u r  9r une I I é r é s i e .  Au inonient quYl se releva, agite par 
le remords d'avoir fait un faux scrrnent, les yeux baisse's vers la 
terre, il dit en la frappant du pied: C e p e n d a n t  e l l e  r e m u e ,  e p u r  
s i  m ~ v e . ~ t t +  

E'erner wurde inzwisçhen auf eiue l~undstelle hingewiesen, welclie 
m i t e r  als das Jah r  17M3 zuriickreiclit, iiidern &ri. G r e  t s cl iel  er- 

--  

" Die zweiti! Auflnpe erschien Augsbourg et Liège 1789 1704.  
** Zeitschrift fiir katholisçhe Tlieolugie. Zweiter J:thrgang. Tri~islmick 1878. 

S.  1.21. 
*"* Lehrbiich der philosopliisclicn C~escliiclite. Wiirzl~iirg 1771. S. 336. - .kiicli 

hier f eh l t  das ..on prétendL&. 
i S. G i i n t h t i ,  K e p l e r  G n l i l e i .  Berlin 1896.  8 .  144,  S. 217 Ag., Aii- 

merkiing 191. 
t i  Der Prozess G a l i l e i ' s  nntl dic Jesiiiteii. I3oriii 1879. S. 334,  Ariiiicrkiirig 2.  

f t t  [ l )o iu  C h a u d  o n ~ j  Souveao 1)ictionriaire liistorir~iie- orta ta tif, ou IIisfoirc 
nl)régPe rlr tous les hommes qiii se i;r)iit fait i i r i  nom . . . T'sr iinr SnriiVé dr 
Gens d e  Lettres. A Ainrter(l:ini, Chez hlnrc-XIicliel Hcy, 1ibr:iire. 1766. t .  II. 
p 207. - Eiri Exeiuplnr rlieser seltericri Ausaal>e befiiiilct sicli in riieiiierii Uesitz. 
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wiihiit," dass die Legende ,,sich anscheinend zuerst im dritten Bande 
der ,,Querelles littéraires" von I r  a i l h  (Paris 1761) filidet.'( 

An der betreffenden Stelle," in einem Essay, betitelt: Le S y s t h e  
(lu Monde, schreibt der Canonicus I r a i l h :  

[p. 481 ,,Il [SC,. G a l i l é e ]  ne clut sa délivrance qu'à la foiblesse qu'il 
eut d'abjurer ses opinions & de blasphêmer contre la vérité. 
I l  jura sur les saints évangiles de ne plus croire au niouve- 
ment de la terre: les inquisiteurs reçurent eux-mêmes se  s 

aernlens . (x)  
( x )  Aux pieds bénits de la doetme asseinbl@e, 

\'oyez - vous pas Ic pauvre Galilée 
Qui,  tout contrit, lein- demande pardon, 
Hien condamné pour avoir eu raison. 

[p. 491 i i u  m o m e n t ,  a s s u r e - t - o n ,  q u ' i l  f u t  m i s  e n  l i b e r t é ,  
l e  r e m o r d s  l e  p r i t .  11 b a i s s a  l e s  yyux  v e r s  l a  t e r r e ,  
6r d i t ,  e n  l a  f r a p p a n t  d u  p i e d :  Cependant elle remue.jX) 

( x )  E pur si move.'( 
AUS deril Wortlaut  ergiebt sich ohne weiteres, dass CLiaudoi-1 

auf I r a i l h  fusst;*** aber e i n  Punkt  ist wohl zu beachteii. Wiilirend 
der Kanonikus I r a i l h  eiiifach berichtet, G a l i l e i  liübe, wie man ver- 
sichere, den A u s s p r u c h  getlian: ,,ail m o m e n t ,  q u ' i l  f u t  m i s  e n  
liberté': bririgt der Abbé Cl iaudoi i  die L o g  eiide in poiritiertester 
Fnrin, G a l i l e i  habe nacli der Absehw6ïiing, wekhe er kiiieend geleistet, 
beirn A u f s t , e h e n  d i e  \.ÇTorte g e s p r o c h e n .  W i r  selieri, wie sic11 hier 
iror iinseren Augen die Tlegeiide bildet, iiidem der Abhé Chaur ion  
den angeblichen Ausspruclî Qa l i l e i ' s  mit  dem l e g e n  d e n h a f t e n  Z u -  
sat  z e ausschniückt, der vor allem in neuerer Zeit den Zwclifel geweckt 
liat, da s5nitliche Bericlite über den Prozess G a l i l e i ' s  nichts voii der 
Saclie melden; und zum antleren, hs t te  G a l i l  e i  den Ausspruch getlian 
iiiitcr den Umstiinden, wie os die L e g e n d e  hericlitet, ,,so hatte er 
lcicht das werden konnen, was er n i c h t  geworden ist, ein l a r t ÿ r e r  
seiner wissenschaftliçhen Überzeugungenf', wie ISerr R e u  s c h  sehr 
richtig bemerkt. 

Soveit es sich uni d i e s e  L e g e n d e  haiidelt, bleibt deninach die 
J3eliaupt,ung von H e i s  in voller Kraft, dass die L e g e n d e  franz6sisclieil 
Crsprunges, und der Abbé C h a u d o n  der Urheber derselben ist, wie 
deiin auch in erster Linie der Abbé C h a u d o n ,  und spzter der Ex-  

- -  - ~- -- 

* Lexikon der Astronomie. Tieilizig 1882. S. 165 .  -- Wohcr die Fotiz erit- 
noiilincn, ist  nicht angegebeu. Eine Auskunft war nicht zii erlangen. 

"* \ I r a i l  h ,  A u x u s  Lin-Siiiion-1 Querelles littéraires, ou MIéinoires Polir 
servir à l'Histoire d(:s Révolutiotis de la Répiibliqiie des Lettres, depuis Honiere 
jnsqu'à, nos jours. A Par is ,  Chcz Diirarici, Libraire, rue dii Foin. 1761. 1-2'. 
t. 111. p. 48 S. 

*,"-' In einein dein vicrten Baiidr: von Cl1 a i i t lons  Dict,ioiinaire histoiiqiie ati- 
pfiigten Vcreciçhriijsc der \ieiliiteteii Werke werticn aiisdriicklich die Qiierelles 
litt6raires des Abbé I r a i l l i  aiifgefiilirt. Vexgl. t. IV, Catalogue etc 11. 11. 
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8 Historisch -1itterarische Ahteilung. ,. E ~ I ~ J U ~  ~i niiiove." 

Jesuit P e l l e  r durch ihre historischen Worterbücher der Legende die 
allgemeinste Verbreitung verschafft haben.* 

1st nun der so berühmt geworderie A u s  s p  r u c h  gleiçhfalls in das 
Reich der Legende zu verweisen, oder lasst er sich auf Galilei  
zurückführen? Da ergiebt sich denn, dass es t8rotz sorgfaltigster 
Nachforschungen nicht gelungen ist, den Ausspruch weiter als bis 
zum Jahre 1761 zurücli zu verfolgen. E s  liegt kein Grund vor an- 
zunehmen, dass der Knnonikus I r  a i  1 h,  aelcher den Ausspruch zuerst 
clurch den Druck ver6ffentlicht hat, die Sache erhnden habe; es lie@ 
vielmehr die Vermutuiig nahe, dass er durch mündliçhe Tradition 
davon Kenntnis erlangt hat. Da bekannt ist, mit melch' üiigstlicher 
Scheu sowohl G a l i l e i  selbst als auch clesseil nschsten k'reunde und 
ergebensten Schüler es vermieden, selbst in vertrauten Briefen, clic 
heikle Frage der Rewegung der Erde zu berühren, so konnte es niclit 
auffallend erscheiiien, dass von dieser Seite eine so kompromittiercnrle 
Ausserung, falls sie wirklich gefnllen wiire, nicht in die offent,lich- 
keit gelangte, sondern dass sie nur in den vertrautesten Kreiseii 
miindich zirkulierte. Jedoch das spiite Auftauchen des angeldichen 
Ausspruches, und gerade der Umstand, dass durch den Satz für (lie 
innerste Überzeupng  Gal i le i ' s ,  die zu. verschweigen die Vorsicht ge- 

bot, eine so priigiiante Formel gegcben wird, lassen an dem legenden- 
haften Ursprunge kaum einen Zweifel aufkomnlen. M7ir sind denmach 
nicht berechtigt, den Satz nls einen Ausspruch B a l i  lei 's  eii zitieren. 
Nichts steht aber im Wege, das , , E p p u r  si muove"  als einen der 
innersten 'iJberzeugung Gal i le i ' s  adiiquaten Satz aiich ferner zu ver- 
wenden, wenn es gilt, im Namen der Wissenschaft Protest zu erheben 
gegen jegliche klerikale Anmassung, komme diese nun von katholischer 
oder von protestantischer Seite. 

* Die neunte und lctzte Ausgabe vou Chai i  cl o n s  Dictionnaire historique 
erschien Paris 1810. - F e l l e r ~  Dictionnaire historique vmrde viermnl aiifgelegt, 
1781, 1789, 1797 und 1818. - Gegeniiher der Diatribe ron  E. H e i s  verdieiit 
hervorgehoben zu werden, d a s s  nicht etxm von Seiten der Frcidenker, sondern 
durch katholische Priester der Ausspruch ziierst verhreitct, und die legendcnliaftc 
Ausschmückung erfunden ist. 
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Rezensionen, 

Taschenl)iic*h fiir Mathrmatik, Geoilfisir iiiid Xsti~oiioiiiic~ von Dr. R WOLF, 
Professor. Sechste, durch dessen Nachfolger, Professor A. R O I ~ ~ E R ,  
Direktor der eidgenossischen Sternwarte in Zürich, vollendete Auf- 
lage. Zürich 1895.  Druck und Verlag von Friedrich Schulthess. 
XXIV, 388 S 

Wir haben i m  22. Rande dieser Zeitschrift, Historisch-litterarische 
Aht~ilnng S. 185-186 die fünftr Auflage von 1877  unseren Lesern an- 
~eigen, be/iehurigsweise empfelilen dürfen. Die nach Verlauf von achtrehri 
Jahren n6tig gewordene neue Auflage ha t  H r r r  W o l f e r  besorgt, der ja 
auch in anderen Ver3Yeutlichungen das Erbe seines verstorbenen A~rits- 
vorgingers angetreten hat. R .  W O l f hatte übrigens schon umfassende Vor- 
bereitungeu zu dem h'eudrucke getrofTen, so dass es nur galt,  in seinem Sirine 
fortzuarbeiten und zusammen zu drangen, denn dahin lasçt W o l f s  Programm 
für die neue Auflage sich aussprechen. Die leisen Bemerkungeu uuseres 
Berichtes im 22. Bande sind nicht herücksichtigt worden CANTOK. 

Vas Diialititsgesetz von Timoiion Scnmn. Sonderabdnlck aus dem Jahrcs- 
berichte der kaiserl. konigl. Staats- Oberrealschule in  Steyr fur das 
Schuljahr 1894-1895.  25 S. 

Wenn Ge r g o n n  e bei Gelegenheit seines bekannten S h i t e s  mit 
Ponce l e t  über die Erfindung des Dualitiitsgesetzes ein besonderes Gewicht 
darauf legte, er habe gezeigt, dasfi jenes Gesetz schon bei den ersten 
Schritten des Studiums der Geometrie hervorgehoben werden kijnne, so ha t  
er damit den Lehrwert dualistischer Auffassung deutlicher als sein Gegner, 
dem es auf Erfindung von Sitzen i n  erster Linie ankam, erkannt. Herr 
S ch mi  d ha t  nun in einer eigeueu Progranimabhandlung duale Siitze aus 
Gebieten der Elementargeometrie zusarnmengestellt, welche zu verschiedenen 
Zeiten aufgetreten sind, und hat  gezeigt, wie sie im Unterrichte verwertet 
werden konnen. D a  überall die Quellen angegeben sind, so hat die Ab- 
handlung auch Wert in  geschichtlicher Beziehung. Am verh~ltnismiissig 
ausführlichsten sind die dualen Siitze der spharischen Trigonometrie be- 
handelt. CANTOR. 
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Die Giwiidgrhilde der ebeneii Geometrie. Von V. EBERHARD. Erster 
Rand. N i t  fünf Figurentafeln. Leipzig 1895. B. G. Teubner. XLVIII 
und 302 S. 14 Mark  

Dieses Werk,  dessen erster Teil uns vorliegt, giebt die Grundlage einer 
rein a m  der Anschauung entwickelten Geometrie und in dieser Hiusicht 
beschlift,igt, sich auch der erste Teil der ausführlichen Vorrede (III-XXIX): 
,,Uber die Grundlagen und Ziele der RaumlehreLL, der auch als Separat- 
ahdruck erschienen is t  und von jedem Lehrer der Mathematik gelesen zu 
werden verdient, mit der Frage, inwieweit die Anschauung im stande ist, 
die Natur der R'aumgebilde zu erkennen. 

Es  wird zunachst dargelegt, wie die Grundgebilde: Flache, Linie, Punkt 
aus der Erfahrung sich ergehen, wie sie durch Abstra.ktionsvorgiinge ent- 
stehen, die sich auf die Kritik der Sinne griinden, und in dieser Bedeutung 
ist auch der erste Fatz der Vorrede zu verstehen, in dem es heisst: ,,TSnsere 
Erkenntnis unterscheidet vier Anschauungsformen: Den Raum, die Fliiche, 
die Linie, den PunktLL, ein Satz, der sonst wohl Widersprueh finden dürfte, 
da ja  Flikhen, Linien und Punkte uns nicht durch die Anschauung gegeben 
sind, vielmehr erst aus ihr abstrahiert merden müssen. Eingehend wird 
behandelt, wie die Abstraktionen der Ebene und der Geraden aus den Er- 
scheinungen der h'atur in  uns entst,ehen und welche Bedeutung ihnen zu- 
kommt. Sehr beachtenswert sind die Ausführungen über die Beschreibung 
der Gestaltsverh%ltnisse einer ganz beliebigen (endlichen) Flache. Wiihrend 
die Anschauung im stande ist,  die unmittelbar oder mittelbar hervor- 
tretenden DiskontinuitBten eines Gebildes zu erkennen, zeigen die durchweg 
stetigen Elementarteile eines solchen keinen naher angebbaren Charakter. - 
Kachdem kurz der Anteil festgestellt worden ist,  welchen einerseits die An- 
schauung, anderseits die Rechnung a n  der Entwickelung der Raumlehre 
in  unserem Jahrhunderte genommen hat  und die Wechselwirliung beider 
festgestcllt is t ,  wird die Frage, ob die Anschauung allgcmeinc Kriterien 
besitzt, um einen einf5rmigen Flachen- oder Kurventeil als einen gesetz- 
massigen zu erkennen, dahin beantwortet: Eine Flache oder eine Linie ist 
allemal d a m  und nur  dann als ein einziges gesetzrn5ssiges Punktkontinuum 
aufzufassen, wenn zwischen irgend einem festen Systemc ciner endlichen, 
wenn auch noch so grossen Zahl diskreter Elemente der Ilannigfaltigkeit 
und einem frei in letzterer beweglichen Punkte eine konstante anschauungs- 
gemiisse Abhiingigkeit ~ t a t ~ t h a t .  1~'reilich sind dadureh nur algehraische 
Gebilde bestimmt und der Referent muss gestehen, durch die dahin gchenden 
Erorterungen (S. XXIX) nicht überzeugt zu sein, dass bei Aufrechterhaltung 
des vorhcr gcnanntcn Satzes unsere Raurnanschauung durch die Vorstellungen 
der transzendenten Ii'liichen und Kurven bereichert werden kann. 

Da an Stellc der Fliichen und Linien (vorliiufig wenigstens der 
alpbraischen) das System der bestimrnenderl Punkte gesetzt  verd den karin, 
so stellt sieh die urpriingliche Frage in der I"a,ssung dar: Cnter welchen 
Bedingungen erkerint die Arischauurig ein beliebiges irn Raume gegelieries 
llunktsystem als ein unahhiingigcs oder als ein abhiingiges a n ?  Xine En- 
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Bezensionen. 11 

mittelbare Antwort liisst sich für das einfachste ritumiiche I'unktsystem, 
vier Punkte in tetraedraler Lage,  geben. Es  besteht das durchgangig unter- 
scheidende Charakteristikum für  die allgemeine und die besonderu Lage von 
Gmndelementen darin, dass die erstere bei ganz beliebigen, die letztere 
aber nur bei ganz bestimmten stetigen Bewegungen jedes einoelnen Elenentes 
erhalten bleiht. - Von dem Tetraedralsysteme werden dann noch einige Eigen- 
schaften und zugleiçh der Begriff von abgeleiteten Punktsystemen entwiekelt. 

Der zweite Teil der Vorrede enthalt eine genetische Gchilderung des 
Gedankenganges und eine übersichtliche Zusammenstellung der hauptsiich- 
lichsten Resultate des Bandes, so dass es natürlich is t ,  wenn sich der 
Referent in seiner Darstellung des Inhaltes mit dieser mannigfach begegnet. 

Nach den vorigen Ausführungen lassen sich ,,alle gesetzrnassigen Raum- 
gcbilde auf sie bestirnmende elementar abhangige Punktsysteme zurückführen, 
und es muss sich daher die Natur jener aus der Eigeuart dieser entwickeln 
lasscn. Die Fragc nach dem Zusammenhange und den Singularitaten ciner, 
nach dem nurchschnittssysteme respektive der Berührung zweier und mehrerer 
gcgebenen Flachen odcï Kurven wird an letztcr Stelle durch den differenzierten 
Charakter der das einzelne oder das zusammengesetzte Gebilde ersetzenden 
Punktgruppc cntschieden. ES wird daher die Theorie der raumliehen Punkt- 
und Ebenensysteme und ihrer planaren Netze für die Lehre der doppelt 
gekrümmten Flachen und Kurven, die Theorie der ebenen Punkt-  und 
Geradensysteme und ihrer linealen N e t ~ e  für die Lehre von den ebenen 
Kurven die natürliche Grundlage bilden.LL Und der Herr Verfasser sagt an 
ariderer Stelle mit Recht: Falls eine Theorie der algebraischen Fliichen 
rein auf dem Roden der Anschaunng moglich ist,  wird sie ihren Ausgang 
von den riunilichen Punktsystemen nehmen. 

Das uns vorliegende Werk beschaftigt sich mit, der Natur der ebenen 
Punktsysteme. 

Um den Charakter eines ehenen Punktsystemes festzustellen, werden 
aungchst die Eigenschaften eines Punktetripels zusarnmengestellt und zwar 
sowohl die inneren oder absoluten, die, welche lediglich a,uf der gcgen- 
seitigen La,ge der Punkte des Tripels benihen, wie auch die Busseren oder 
relativen, namlich die, welche die raumliche Stellung des Tripels zu dem 
Beobachter kennzeichnen. Die ersteren erstrecken sich auf die Teilung der 
Ebene in Punkt-  beziehentlich Strahlenkontinua und deren Beziehungen zil 

einander, die zweiten auf die positive und negative Richtung in einer Ge- 
raden und den positiven und negativen (links- und rech t~se i t i~en)  Drehungs- 
sinn eines Strahles in einem Büschel. Umschrcitet man das Dreicck P , P 2 p ,  
in der Reihenfolge seiner Ecken und liegt dabei die Dreiecksfliiche links, 
so bezeichnet man dieses durch die symbolische Glcichung 

c ( P I  Pi P d  = + 1, 
iiu entgegengcsetzten Falle durch 

~ ( P ~ P I P ~ )  - - 1 ,  

wiihrend man fiir den Fal l ,  dass die drei Punkte in gerader Linie liegen: 
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~ ( P I P Z P ~ )  = 0 
setzt und nennt diese Zahl + 1, - 1 oder O die Charakteristik des Punkte- 
tripels. Haben zmei Punktetripel gleiche Charakteristiken, so merden sie 
isothetische Syçteme genannt. Fiir dieselben gilt der Satz: Zmei isothetische 
allgemeine Piinktetripel konnen unter Erhaltuug ihrcs beiderseitigen Charakters 
stets stetig ineinander iihergeführt werden. Der Herr  Verfasser fasst nun 
:,in Bezug auf irgend ein vorgelegtes ebenes Punktsystem 

9" = P l ,  Pz, P3, P* . . . 
die Gesamtheit der Charakteristiken 

( P ) +  - 1 1  0 
aller seiner l'unktetripel 

Pi, P k r  Pl 

als das Fundament oder die erste Stufe in dem Charakt,er des Punkt- 
systemes auf." E s  ergeben sich d a  die fundamentalen Aufgaben: 

1. alle diejenigen Systeme von Punktetripeln zu ermittcln, welche die 
für  die Gesamtheit der Tnpe l  notwendigen und hinreichenden Be- 
stimmungen enthalten, 

2. aus einem solchen Fundamentalsysteme von Punktetripeln die 
Charakteristiken der übrigen abzuleiten. 

Vorher a i r d  jedoeh i n  5 2 erortert, wie vielen einfachen Singularitaten 
die in  einem gegebenen Punktsysteme vorhandenen Singularitaten gleich- 
w h i g  sind, wenn eine einfache Singularitiit oder einfache Bedingung die- 
jenige is t ,  bei welcher drei Punkte Pi, I ) k ,  I ) ,  in gernder Linie liegen, also 
c ( ~ i ,  P k i  91) = O ist. 

Da bei einer grosseren Zahl von Punkten die Charakterisierung eines 

ebcnen Punktsystemes durch die Charakteristiken seiner Tripe1 wegen (3 . . 
der grossen Zahl der Bedingungen sehr wenig iibersichtlich wird und da- 
durch dcm Studium grosse Schwierigkeiten in  den Weg gelegt werden, so 

wird das Tndexsystem oder Ortszeichensystem eingefiibrt. Denken wir lins 
einen Punkt  pi des Systeruea als Illittelpurikt eines Strahlenbüschels, gehen 
von einem St,rahle ails, auf dem etwa der Punkt  Pl(') liegt, und lassen von 
hier aus einen Strahl das Strahlenbüschel links ( d e r  reclits) henm durch- 
laiifen, so merden die einzelnen Punkte des Systemes in einer gewissen 
Reihenfolge getroffeu, die nur f i  diejenigen Punkte unbestiinnit is t ,  nrelche 
auf einem und demselben Strahle liegen. Diese Punktefolge wird der 
Index des pi genannt und bei linksseitigem oder positivem Drehungssinn 
gesetzt: ' $ ( p i )  = py)pc,':. . . (p!). . . ~ p )  . . . pl> i, 
bei rechtsseitigein oder negativem Drehungssinne: 

J 1 ( p ; ) =  p y ) p n l , .  . . ( p y  . . . PL)) . . . p$), 
wo jede cingeklainmcrte Ileihe eine Punktreihe bezeichnet, die auf einer 
durch P i  gehenden Geradcn liegen. 1st der Drehungssin~i ein uiibesiimmter, 
so wird der Index J(pi) geschrieben. Einem gegebenen Punktsysterne ent- 
spricht ein un~weideut~ig bestinirrites Indexsystern: 
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Itezensionen. 13 

'J(cl1)l 'J(P,> . . . ' J ( b )  
und dieses mird als die erste Charakteristik des gegebenen Punktsystemes 
bezeichnet'. ES stehen nun i n  einem ebenen Punktsysteme 

@n pi, Pr ,  . . . Pn 

das Charakteristikensystem der Punktetripel (3 
P i ,  P 2 ,  P3i Pli  P s ,  P 4 ; .  . . P n - 2 ,  q n - 1 ,  4Jn 

und das System der n Indices 

'J(P11, 'cJ(P2) . - - ' C J ( b )  
in eindeutig umkehrbarer Abhingigkeit. i l i t telst des Begritfes der Indices 
wird dann die Aufgabe gelost: ,,Die durch ein beliebig gegebenes Punkt- 
spstem bedingte Einteilung des ebenen Strahlenfeldes in ein System ein- 
ander ausschliessender Strahlenbereiche vollstandig zu beschreiben." Der 
Begriff des primiiren Strahlenbereiches ist  dadureh definiert, dass ,, zwei 
ausserhalb der 97 -Punkte des Systems beliebig in der Ebene gewahlte Gerade 
den niimlichen oder verschiedenen Strahlenbereichen angehoren, je nachdern 
sie entweder ohne oder nur mittelst eines Durchganges durch einen Punkt 9; 
stetig ineinander überführbar sirid." Die Punktgruppe , die einen solchen 
Strahlenbereich abgrenzt, heisst primRre Punktgruppe. Dabei findet sich 
mm Bchluss des $ 4 ,  dass in allen ebenen Punktsystemen mit  der gleichen 
Singularitkit A (Zahl der entsprechenden einfachen Singula&aten) der Aus- 
druck: x,- 2,- 2 2 , -  32,-. . ., 
wo $:, die Zahl der primaren m-Ecke bezeielinet, einen von der Anzahl 
und der gegenseitigen Lage der Punkte des Systemes vollig unabhangigen 
invarianten Wert  4 + 2 A hat. 

Die Xethode zur Bestimmung aller Primiirvielecke einer gegebenen 
I'unktgruppe 9, ergiebt die wichtige Eigenschaft, dass siimtliche Primir-  
polygone von p, bereits aus n - 1  beliebigen Indices abgeleitet werden 
konnen. ES wird dieses a n  einem bestirnmten Beispiele erlautert, das zu- 
gleich Anlass zu einer anderen allgemeinen Untersuchung giebt, deren Er-  
gebnis ist, dass in einem allgemeinen Punktsysteme $3, hochstens n-Primar- 
fliclien in  ihren Indices übereinstimmen konnen. Zugleich werdcn weitcre 
Abhangigkeiten zwischen den Indices der Elemente eines Punktsystemes ab- 
geleitet und im $ 6 die Grundgesetzc des Indexsystemes entwickelt, aus- 
gehend von der durch die Anschauung gegebenen Beziehung 

/ PL, ~k + P k  Pi) PI  ' = P L I  pi, ~k i + 2A(ptr p k l  PL) ,  

wo p, 1 par Pu 1 die Flache is t ,  welche von einem von p, ausgehenden Strahle 
bei positiver Drehung von p ,  nach Pa beschrieben wird. Als allgemeines 
wichtiges Beispiel dient die Ableitung des nten aus gegebenen n - 1 Indices 
eines Punktsystemes p,. 

Unter allen primiiren Punktgmppen sind die Fundamentaltripel für 
das Punktsystem von grundlegender Redeutung und sie werderi daher im 
5 7 besonders eingehend behandelt. Ihre Zahl betragt irn Punktsysteme F, 
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14 IIistorisçh - litterarische Abteilung 

mindestens ?z. Besonders wiühtig ist  der Satz, dass ein ebenes Punkt- 
system !@, bei einer stetigen Bewegung seiner Elemente so lange einen 
invarianten Charakter bewahrt, wie das Sgstem seiner primiiren Punktetripel 
bestehen bleibt. ,,Die ausgezeichnete Stellung der primiiren Punktetripel 
legt es nahe, i n  ihnen die notwendigen und hinreichenden Bestirnmuiigs- 
stücke für die Charakterisierung aller Punktetripel zu vermuten und unter 
Angabe ihrer Cbarakterist,iken und Hauptpunkte die vollst%ndige Beschreibung 
des Puuktsystemes zu versuchen." Diese Cntersuchungen werden zunaclist 
an den verschiedenen Punktsystemen PA, v5 und p6 ausgeführt, und dam 
x i r d  in  den $5 11 - 1 3  allgemein bewiesen, dass ein Indexsystem durch 
die Gruppe seiner vollstiindig definierten Fundamentaltripel unzwcideut'ig 
bestimmt ist,  wobei sich eine grosse Zahl von Siitzen über Indexsysteme 
ergiebt, in bet,reff deren wir jedoch bei der Eigenartigkeit und Neuheit 
der Cntersuchungen auf das Buch selbst verweisen müssen. 

Iin 5 14 wird als Beispiel aus der Gesamtheit der Fundamentaltripel 
eines Systems 9, das Indexsystem desselben bestimrnt. 

I m  Anhange behandelt der Herr Verfasser zunachst das endliche ebene 
Geradensystem: Gn= g1, g2 . . . LL,  

das sich dem endlichen Punktsysteme 

'$n:k PI! p2,. . . P n  

koordiniert gegenüberstellt. E s  tritt  dabei freilich die Schwierigkeit ein, 
dass sich die Fortschreitungsrichtung in cinem Strahle bei einer Drehung 
urn 180' umkehrt, und es fehlt darnach zunachst ein Nittel,  die Fort- 
schreitungsrichtungen auf der einzelnen Geraden iinterscheiden zu konnen. 
D a  diese Schwierigkeit auch niçht dadurch gehoben wird, die linksseitige 
Rotmation ein für ailemal als Ühergangsweise z i ~  wiihlen, so fülirt der Herr 
Verfasser eirien Punkt P o ,  der ausserhalb der n Geraden des Systems ge- 
legen ist,  als Grenzpol ein. Ein in positivem Sinne um Po sich drehender 
Strahl bestimmt auf einer Geraden g eine Folge von Punkten und diese 
Bortsehreitungsrichtung heisst die positive. Dadurch is t  der Index einer 
Geraden g als Aufeinanderfolge der Geraden bestimmt, welchen ein die 
Gerade r/ in positiver Richtung durchlaufender Punkt  begegnet und auch 
die Definition der Charakteristik eines Geradentripels is t  damit genau ge- 
geben. Es lassen sich darnach die Gesetze eines endlichen Punktsystemes 
ohne weiteres auf ein endliches Geradensyst'em übertragen. - Der letzte 
l'aragraph ist einer Besprechurig der geiuischten Grundgebilde, der aus 
Punkten und Geraden zusammengesetzten gewidmet. 

Hoffen wir, dass wir reçht bald eirie Bortsetzurig des trefflichen und 
klar geschriebenen Werkes begrüssen konnen, das uns i n  ganz neue IJnter- 
suchungen einführt, die unsere Anschauungen wesentlich bereichern, und m6ge 
u s  der IIerr Verfasser spnter a.uch mit einer Anweridung auf die Theorie 
der ebenen Kurven erfreuen, die dadurch von einem ganz neuen Gesichts- 
punkte aus würden dargestellt werden. H. WILL~ROD. 
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lia @ollletrie la~g.lk? et ses Applicatioiis. Von G. KOENIG. Paris 1895. 
Gauthier-Villars e t  Fils. 4O. 148 p. 

Dieses Buch is t  eine teilweise Reproduktion einer Vorlesung, welche 
der Herr Verfasser 1887/88 im Collège de France gehalten ha t  und be- 
absichtigt, den Leser in die analytische Geometrie der geraden Linie und 
ihrer Systeme einzuführen. E s  werden zwar auch, wo sich die Gelegen- 
heit bietet, Sdtze auf synthetischem Wege abgeleitet, doch werden dieselben 
dann allemal noch analytisch bewiesen. Infolge seiner klaren und lcicht 
verstiridlichen Uarstellung. dem durchichtigen -4ufbau der Lehre von den 
linear~n Komplexen is t  das Ruch recht geeignpt, in die analytische Geo- 
metrie der geraden Linien einzuführen und eine Vorstufe für das Studiurn 
der neueren Arbeiten auf d i ~ s e m  Gebiete, besonders der Berren K l e i n  
und L i e ,  zu bilden. 

Um ein Bild von der Methode des Buches zu geben, muss sich der 
Referent erlauben, auch auf die einleitenden allgemein bekannten Kapitel 
etwas genauer einzugehen. 

1. D i e  K o o r d i n a t e n  d e r  g e r a d e n  L i n i e .  A l l g e m e i n e s .  S. 3-15. 
Nach einer kurzen Einleitung über die Bedeutung der Geraden in der 
Geometrie werden die Koordinaten der Geraden abgeleitet, indem dieselbe 
sowohl als O r t  von Punkten wie auch als Durchschnitt zweier Ebenen be- 
trachtet wird. Beide Formen erweisen sich als identisch. Da die quadra- 
tische Fundamentalform: 

u(x)  = 2 ( q x g  + x3x4+ ~ 5 2 ~ )  

bei einer linearen Traosformation erhalten bleiben, so kann man jetzt vom 
Punktraurrie ganz absehen und als Grunderklarung, aus welcher sich alles 
Weitere ergiebt, den Satz aufstellen: Jedcm Systeme von sechs Variabeln 
z,, x2 . . . x,, die durch eine quadratische Helation W ( X )  = 0 verbuuden 
sind, deren Diskriminante nicht Nul1 ist, kann man eine bestimmte Gerade 
des Raumes entsprechen lassen, wobei die Gleichung ~ ( x ,  2') = 0 aus- 
drückt, dass sich die Geraden x , x l  schneiden Daraus ergiebt sich dann 
sogleich, dass x, = A a, + p b; die Gleichung eiries Büschels ist ,  wenn 
w (a, O) = O und dass, wenn a ,  h und c sich schneiden, X, = I ,  a, + p b, + vc, 
die Gleichung eines Strahlenbündels oder eines Strahlenfeldes ist. Für  
beide x~ahlt  der Herr Verfasser, da  sie analytisch durch dieselbe Gleichung 
dargestcllt werden, den glückliehen Ramen ,,hyperfaisceauLL, dem wir nach 
dem Wissen des Referenten einen deutschen nicht gcgenüberzustellen haben. 
Allgemein hangt  eine Gerade von vier Parametern ab und je nach der 
Zahl der Bedingungsgleichungen erhalten wir einen Komplex, eine Kon- 
gruenz, eine Regelschar und eine endliche Zahl von Geraden. 81s Grad 
eines Komplexes wird die Zahl der Geraden bezeichnet, welche ein be- 
liebiges Strahlenbüschel mit demselben gemein hat. 
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JI. D i e  l i n e a r e n  K o m p l e x e  v o n  G e r a d e n .  S. 16-24. Die 
linearen Komplexe (Strahlengewiuâe)* sind diejenigen, die mit einem be- 
liebigen Büschel nur e i n e  Gerade gcmein habeu, Eiei denen infolgedessen 
die Bedingungsgleichung linear ist,. Die Geraden, die von einem Punkte 
eines solchen Koinplexes ausgehen, bilden eirien Uüschel und die Eberie 
dieses Biischels nenni man die Polare des Punkt,es (Nullpunkt, Nullebene). 
Die Polaren der Punkte einer Geraden schneiden sioh iu  einer Geraden, 
wobei das Doppelverhaltnis der Punkte gleich dem der entsprechenden 
Ebenen k t ,  und die beiden Geraden heissen konjugierl (Polare). Die 
synthetkch gefundenen Siitze werden auch analytisch abgeleitet und dabei 
der aus der Hleinschen Invariante sich ergebende Begriff des spezielleri 
linearen Komplexes (Strahlengebüscb) entwickelt, bei welchem alle Gemde 
eine bestimmte, die Leitgerade, schneiden. 

III. D i e  S y s t e m e  v o n  l i n e a r e n  K o m p l e x e n .  S. 25-56. Nach 
einleitenden allgemeinen Bernerkungen iiber Beziehungen zwischen den 
Punkten einer Geradeu und den durch dieselbe hindurchgelegten Ebenen, 
das C h a s  1 e s  sche Korrespondenzprinzip, die anharmonischen und involu- 
torischeri Ueziehungen , werderi zwei lineare Komplexe (il, B) betrachtet. 
Die beiden konjiigiert,en Gemdcn, welche dieselben gemeinsam haben, ge- 
horeri zugleich allen Komplexen des Systernes LA + ph '  an. Dieselben 
gehen in rien heiden Spezialkomplexen des Sgstemes i n  die Leitgeraden 
über. Die Geraden, welche dies8 beiden konjugierteii Geraden schneiden, 
bilden die gemeinsame lineare Kongruenz des Systernes, deren Invariante 
aufgestellt wird. 1st dieselbe gleich N d ,  so ist die Kongruenz singular. 
Ausser diesen gerneinsamen Eigenschaften des ganzen Systemes werden noch 
iliejenigen abgeleitet, welche den einzelnen Kompleaeu zukomrnen. Die 
Pole einer durch eine Gerade der gemeinsamen Rongruenz des Systemes 
A + -3 = O gehenden Ebene iri den Komplexen, welche den Werten 
1; = a, p ,  y ,  d entsprechen, bildcn ein Doppelvcrhiiltnis, gleich dem Doppttl- 
verhiiltnisse der Grossen a ,  p l  y, 8 .  Nimmt man nun a h  zmei der Komplexe 
die beiden Spezialkomplexc dcs Systemes, so ist  der Wcr t  des Doppel- 
verliiltnisses f i  awei gegebene Systeme koristant, und es ergiebt sich aus 
ihm der Winkel der beiden Komplexe, wobei allerdings der Begriff Axe 
riicht definiert wird. 1st der Wiukel ein rechter, so sind die beiden Komplexe 
i n  Involution. - Nach Untersuchung der Systeme LA + pi3 = O werden 
die drei-, vier- und fünfgliedrigen Gruppen von Komplexen behandelt und 
ihre Eigenschaften hergeloitet. 

IV. G r u n d l e h r e n  d e r  G e o r n e t r i e  d e s  U n c n d l i c h - K l e i n e n  in  
G e r a d e n k o o r d i n a t e n .  S. 57-91. E s  wird von der linearen singilliren 
Kongruenz der Tangenten einer nindschiefen Flache langs einer Erzcugenden 
ausgegangen. Zwei benachbarte dieser Kongruenzen haben die sine Regel- 

* Die Ueseichii~iiigcn iri Klaiilrnerti sirid die Lei uns gebr~uchliçhen nach 
R. St i i rm: ,.Die Gebilde ersten und zweiten Grades der LiniengeometDe in 
synthctischer Nrhai~dlung " 
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Rezensionen. 1 7  

schar des oskulierenden Hyperboloids der Fliiche gcmcinsam. Die andere 
Schar desselben gehort den Komplexen an,  welche eine Berührung zweiter 
Ordnung mit der Fl'iche haben, und zwar bildcn diesclben ein drcigliedriges 
System. Auch die Systeme von linearen Komplexen, welche eine drei- 
und vierfache Berührung mit der Fl'iche haben, werden untersucht, sowie 
dàs oskulierende Ebenenbüschel. Eine oskulierende Ebene und der Be- 
rührungspunkt bilden ein L i e  sches Berührungselement. Nach einer kurzen 
Besprechung von Ebenenbüscheln, die von mehreren Parametern abhingen, 
werden die einen linearen Komplex berührenden linearen Komplexe be- 
handelt. 1st die dabei auftretende Kleinsche Invariante gleich R'ull, so 
ist die betreffende Gerade eine singulare Gerade und die Ebenenbüschel, 
die zu allen singularen Geraden gehoren, umhülien die Singularititenffache, 
von welcher jede Regelilache des Komplexes in  einer gewissen Anzahl von 
Punkten berührt wird. E s  werden dann die schon langer bekannten 
differentiellen Eigenschaften der linearen Rongruenzen abgeleitet, auf die 
nir der mannigfachcn Einzelheiten wegen hier nicht eingchcn. 

V. K l e i n s c h e  K o o r d i n a t e n .  A n a l l a g m a t i s c h e  C e o m e t r i e .  
S. 92 - 146. Die Gleichungen CU (z) - O, x, = O ( i  eine der Zahlen 1 bis 6) 
stellen bei P l ü c k e r s c h e n  Koordinaten singulare Komplexe dar, deren Leit- 
gerade die Eanten eines Tetraeders sind. Aus diesen P lückerschen  Koordi- 
naten ergeben sich die Kleinschen durch Umformung. Setzt man: 

su erhiilt man aus diesen Grossen xi  durch allgemeine orthogonale Sub- 
stitution die K l e i n  schen Koordinaten yi. Von diesem eigentiimlichen sechs- 
fach orthogonalen oder involutorischen Koordinatensysteme, welches fünfzehn 
Parameter enthalt, werden die Raupteigenschaften abgeleitet, die zehn 
Fundamentalfkichen zweiten Grades, sowie die fünfzehn Fundamentaltetraeder, 
die sich dabei ergeben, genauer untersucht. Der bei der Transformation 
dieser Koordinaten zuletzt abgeleitete Satx: ,,Wenn die Gleichungen der 
linearen Transformation: 

o(e) = w(xl)  ergeben, so stellen sie zwischen den Geraden x und X' eine 
homographische oder eine dualistische Beziehung herL', ist  für Herrn K l e i n  
der Ausgangspunkt gewesen für' eine sonderbare Beziehung zwischen der 
Geomctrie dor Gcraden im Raume und derjenigen der metrischen Eigcn- 
schaften in einem Raume von vier Dimensionen. E s  giebt derselbe auch dem 
Herrn Verfasser Gelegenhcit auf Raume von gz Dimensionen einzugehen 
und dabei besonders die anallagmatischen Transformationen zu berück- 
sichtigen. II. WILLGKOU. 

Hist.-lit. Abt. d.  Zeitrclir. f .  Matli. u. Pliys. 48 Jaùrg. 1897 1 i i e f t .  2 
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Sriy In gFii4ratioii des coiirb~s p;iia ~oiilt~iiiriit.  Von R ~ s 6  DE SALSSIJRE. 
Genève 1895. Aubert Schuchardt. gr. 8'. 94 p. 2 Tafeln Fipuren. 

Eine jede ebene Kurve kann man sich durch die Bewegung eines 
Punktes in  der Weise erzcugt denken, dass eine mit ihm fest verburidene 
Gerade auf einer Kurve rollt oder umgekehrt eine fest mit ihm verbundeiie 
Kurve auf einer Geraden. Beide Erzeugungsarten sind auf einfach unendlicli 
verschiedene Weisen nioglich. Die erste Ar t  wird eine bestiinnite, wenn 
die Gerade gezwungen is t ,  zur entstehenden Xurve stets senkrecht zu sein, 
es muss da1111 der P u ~ i k t  auf der Geraden liegen und die erseugte Kurve 
ist eine Evolvente der festen Kurve, letztere die Evolute der ersteren. 
Bei der zweiten -4rt ist die E r ~ e u g u n g  n u r  in begrenzter Zahl moglich, 
wenn die Gerade eine Basis der erzeugten Kurve sein, das heisst sie in 
sii~ntlichen Schnittpunkten senkrecht treffen soli. Die erzeugte Kurve heisst 
Rollkurve, und wahrend m a n  gewohnlich die Gleichung der Rollkurve sucht, 
ist hier ausserdern das inverse Problem gelost, aus der Gleichung der Roll- 
kurve die der Erzengenden zu bestimmen. Diese Aufgabe wird E r  die 
Kegelschnitte eingehend behandelt, nachdem dem Rollen zweier Kurven 
aufeinander und insbesondere den cykloidischen Linien die notige Aiif- 
merksamkeit gewidmet k t .  E s  stellt sich dabei heraus, dass beim Rollen 
eines Kreises vom Radius r auf einem solchen vom Radius I2 auch fiir 

imaginlire Werte von 9- eine reelle Kurve entsteheri kaun,  nlimlich wenn 
R .  

r = + p z ,  wo Q einen beliebigen Wert  hat. Die in  diesem Balle ent- 

stehendrn Kurven nennt der Herr  Veifasser Paracykloiden. 
Im zweiten Teile geht der Herr Verfasser auf den Raum über, wobei 

definiert wird, dass eine Raurnkurve auf einer Ebene rollt, wenn ihre 
Tangentenfiache auf der Ebene rollt, sodass a n  Stelle der Kurve die ab- 
wickelbare Flache treten kann, deren Rückkehrkante die Kurve ist. Zur 
Vorbereitung des allgemeinen Falles 1asst Herr S a u s s u r e  eine ebece 
Kurve auf einer festen ebenen Xurve so rollen, dass ihre beiden Ebenen 
einen Winkel einsohliessen, der sich nach einem bestimmten Gesetze gndert. 
Es  werden dann nacheinander behandelt das Rollen eines Cylinders auf 
einer Ebene, das eines Kegels auf oiner Ebene und umgekehrt und einer 
allgemeinen abwickelbaren Friche auf einer Ebene und umgekehrt Beiin 
Rollen zweier abwickelbaren Fliichen aufeinander kommen je  zwei gerad- 
linige Erzeugende nur d a m  zur Deckung, wenn die Rückkehrkanten beider 
i n  entsprechenden Punkten gleiche erste Krümmung haben, sanst findet die 
Berührung nur in einem Punkte statt. I n  I3ezug auf den letzteren Fa11 
wird auf das Rollen eines Kegels auf cinem Cylinder eingegangen. 

-- H. WILLGROD. 

Lryons siir la résolution algébrique (les éqiiatioiis. P a r  H. VOGT. Avec 
une préface de Jules Tannery. Paris  1895 .201 p. 

IIerr H. V o g t ,  welcher bereits i n  seinen fiüheren selbstiindigen Arbeiten 
mehr den analytischen, als den geometrischen Untervuchungen zuneigte, 
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ist mit seineni hier vorliegenden Buche offenbar auf das richtige Feld 
seiner Beanlagung gelangt. Der Herr Verfasser bietet zwar in  seinen ,,Vor- 
leeuugen über die algebraische Auflosung der Gleichungen" nichts Neues; 
aber die wirklich in die Tiefen des behandelten Gegenstandes eindiingende 
Darstellung, die reife Disposilion ini grossen wie in1 einzelnen, sowie Tor 
allem eine fast überall klare und priiiise Ausdrucksweise machen die Lektüre 
des Bucheu zu einer wahrhaft genussreichen. Dass auch einmal Ausuahmen 
vorkommen, zeige etwa der vorletzte, mit  den Worten ,,Toute équation 
dont les coefficients . . ." beginneride Absatz S. 62. Der Siun des ersten 
Satzes in  diesem Ahsatze ist  iiherhaupt unverstiindlich: Die Koeffizienten 
einer Gleichung bilden denselberi Rationalit%tsbereich, n i e  die symmetrischen 
Funktionen der Wurzeln; dieserhalb is t  die im gedachten Satze gegebene 
Defiriition der ,,équations particulières" riicht verstindlich. Die weiterhin 
a.n die Gleichungen mit rationalen Koeffizienten gekniipften Retrachtungen 
sind gleichfalls nicht recht glücklich gewahlt. Weit lieber mochte man hier 
deil gegenteiligen Sat'z finden, dass wenigstens für jeden Primzahlgrad 
unendlich viele ,,affektloseLL Gleichungeri mit rationaleu Koeffizienten existieren ; 
auch im weiteren Verlaufe des Buches habe ich diesen Satz nicht gefunden. 
Uoch dürften derartige Stelleu, in  denen eine Priizisierung des Gedankenganges 
wiinschenswert erscheint, i m  vorliegenden Buche sehr selten sein; und sie kommen 
gegtaüber den schon genannten Vorzügeu des letzteren kaum iu Betracht. 

Der vom Verfasser behandelte Stoff deckt sich fast vollstandig mit 
dem Inhalte des bekannten und geschatzten Werkes von Herrn N e t t o  über 
Substitutionentheorie; letzteres Werk ist sogar mehrfach direkt vorbildlich 
geweseu. Daneberi mactit sich eine etwas grossere Eiuwirkung K r  o n  e c  k e r  s 
geltend, als sie bei N e t t  O vorliegt, so z. H. in  der Theorie der Reduzibilitiit 
der Gleichungen. Dieser Umstand ist natürlich durch die verschiedene 
Entstehungszeit beider Werke begründet. 

BetreEs der Anordnung des Stoffes m6chte Unterzeichneter auf einen 
Puiikt hinweisen. Einer der Hauptsiitze der Ga  l o i s  schen Theorie, namlich 
derjenige über Auflosung der Gleichung durch L6sung einer Kette von 
Resolventen (den Faktoren der Zusammensetzung der zugehorigen Gruppe 
en t~~rechend) ,  ist  Tom Verfasser erst auf der vorletzten Seite des Buches 
aufgestellt. Die allgemeine Theorie der algebraisch auflosbaren Gleichungen 
auf Grundlage Abelscher  Satze wird weit früher behandelt. Die letzteren 
Entwickelungen müssen natürlich i n  dieser Form durchaus bestehen bleiben 
und sind überdies oom Verfasser vorzüglich dargestellt. Dagegen ist wohl 
kein Zweifel, dass ein Leser, der sich bereits im Besitze des vorgenannteu 
Satzes der Galoisschen Theorie befindet, weit leichter den Überblick über 
die vielfiltigen algebraischen Deduktionen des A b e  1 schen Beweises gewinnt. 
Diese nemerkung ist um so schwererwiegend, als der fragliche Satz der 
Galoisschen Theorie ein fast uumittelbares Ergebnis aus den vorentwickelten 
Begriffen von Gruppe und Rationalititsbereich einer Gleichung ist. 

Folgende kurze Inhaltsangabe mage die Besprechung abschliessen. Die 
iunf ersten Kapitel sind den substitutionentheoretischen Grundlagen gewidmet. 

2 * 
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Der Begriff dcr Pcrmutationsgnippcn wird vorangcstcllt, die Untergruppen 
und ihre Artunterscheidungen werden eingeführt, die Zerlegung einer Gmppe 
in eine Kette jeweils ausgezcichneter Untcrgruppen wird besprochen, und 
endlich die Einfachheit der alterilierenden Gruppe fur n > 4 bewiesen. 
Weiter werden die zn den einzelnen C n i p p ~ n  gehbrendrn rationalen und 
ganzen Funktionen betrachtet. Für diese is t  dann das Theorem von 
L a g r a n g e  über Darstelliing aller Funktionen einer Cruppe durch eine unter 
ihnen fundamental ; speziell kommt der Fa11 einer G a l  o i s  schen Punktion 
zur Behandlung. Das fünfte Kapitel ist  den cyklischen und metacyklischen 
Gruppen und Funktionen genidmet. Nun wird weiter von den Begriffen 
des Rationalitiitsbereiches und der Reduzibilitiit g-ehandelt. 

I m  folgendën Teil des Wcrkcs, wclcher aus den Kapitcln VI1 bis XIU 
besteht, is t  die Anwendung der vorhergehenden Jhtwickelungen auf die 
Theorie der Gleichungen gegcben. Zuvordcrst wird der Bcgriff der Re- 
solventen und der Gruppe einer Gleichung behandelt. I m  -4nschlusse an 
die Besprechung der Gleichungen zweiten bis vierten Gradcs finden die 
Untersuchungen von L a g r a n g e  ihren Platz. Es folgt sodann das Kapitel 
über die algebraisch losbaren Gleichungen, welches wir bereits oben er 
wiihntea; und ihrn schliesseri sieh drei Kapitel mit speziellen Uritersuchungeu, 
niirnlich über A b  e l  sche Gleichungen , über Kreisteilungsgleichungen und 
über Ualo i ssche  Gleichungen an. Das letzte Kapitel ist wieder all- 
geineineren Auffassungen der G a l o i s  schen Theorie gewidmet. 

ROBERT FRICKE. 

Tlicorie dw doppelt~ieriadisclien Furiktiorieii eiiier verGriderlicheii Grüssr. 
Von Dr. XARTIS KRAUSE, Professor an der technischen Llochschule in 
Drcsden. Leipzig, B. G. Tcubncr 1895. Erster Band, VI11 und 328 S. 

Die Besprechung des vorliegenden neuesten Buches über doppelt- 
pcriodischc Funktioncn ist dcshalb ein wcnig erschwert, wcil nur erst die 
erste Halfte des zlveibandig geplanten Werkes erschienen ist,  das doch als 
Ganzcs beurteilt sein will. Freilich giebt der Vcrfasscr im Vorworte zum 
vorliegenden ersten Bande die im zweiten zu behandelnclen Gegenstiinde 
kurz an ;  derselbe sol1 niimlich die Anfange der Transformationstheorie auf 
neuer Grundlage, sowie trigonometrische Reiheu und Differeritialgleicliurigen 
fur  die Funktionen zweiter und dritter Art behandeln. Vielleicht darf man 
hoffen, dass die Grundlagen der Transformationstheorie, welche Herr K r a u s e  
solcherweise verspricht, neue und interessante Gesichtspunkte in  diese Theorie 
hirieuitrageri. Uas vorliegende Werk konnle dann vielleicht, als Gan~es 
betrachtet, originel1 erscheinen und würde sich der selir entwickelten Litteratur 
über elliplisclie Funktionen als neues wertvolles Glied anreihen. Uiese 
Hoffnung darf jedoch nicht hindern, den allein erst zuganglichen ersten 
Band für  sich zu acceptieren und die Behandlung der in  ihrn zur Sprache 
kommenden Gegenstiinde gegen den sonstigen hierfhr iri Betïacht kommenden 
Entwickelungsstand der Theorie au orientieren 
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Rezensionen. 2 1 

Auf den ersten Abschnitt (Einleitung i n  die Fuflktionenttieorie nach 
W e i e r s t ~ r a s s )  braucht nicht eingegangen zu werden, -da es sich hier nur 
um bekannte und langst festliegende Uinge handelt. 

Im zweiten Abschnitte wird die Theorie der doppelbperiodischen Funk- 
tionen ,auf Grundlage der gewijhnlichen 3-k'unktionen behandelt. Herr K r  a u s e  
nahlt hier dcn Eingang zu seinen cigentlichen Betrachtungen in eleganter Weise 
von der Theorie der ,,linear-periodischen FunktionenLL aus. Uabei muss aller- 
dings der S. 39 aufgestellte-Lehrsatz, die Theorie dieser Funktionen lasse sieh 
auf die Theorie der multiplikativ und die der additiv periodischen Bnnktionen 
zurückführen, beanstandet werden. Die linear -periodischen oder automorphen 
Funktionen umfasseri eineri vie1 weiteren Bereich und besitxen eine urigleich 
reichhalt,igere Sheorie. Der fragliche Satz bezieht sich vielmehr einzig aiif die- 
jenigen elementaren Furiktiorien, welche n u r  gegeniiber einer einoigen Sub- 
stitution und ihren Potenzen invariant sind. Irn Verfolge des Überpnges  2u den 
4-Funktionen macht sich wiederholt der Marigel geornetrischer Vorstellungen 
fühlbar. Insbesonciera würe es Gtinschenswert gewesen, dass der Ühergang von 
den rnultiplikativ periodischen Funktionen zu den doppeltperiodischen in 'seiner 
geoinetiischen Redeut,nng als Abbildung eines von zwei Kreisen begrenzten 
Ringes auf ein Parallelogramm erfasst wkire. Ich :hl1 bei den niichsten 
Angaben das ganzliche Fehlen geometrischer Anschaumgen nicht immer 
wieder erwahnen (ist doch vor allem die Vorstellung des Periodenparallelo- 
grammes nirgends explicit entwickelt); dagegen ist ausdrücklich zu betonen, 
dass es sich hierbei nicht etwa ausschliesslich um eine Frage des Ge- 
schmackes handelt. Den geometrischen Vorstellungen wohnt zum mindesten 
einc weitgehende didaktische Bedeutung inne; und es hiitten zumal bei 
Beranziehung R i e m a n n s c h e r  Anschauungsweisen gewisse spaterhin noch zu 
nennende Grundskitze der Transfomationstheorie weit ' klarer und weit 
meniger unbestimmt ausgesprochen werden konnen. 

Die Entwiekelung des Buches nimmt nun zunachst den Fortgang, 
dass die multiplikativ periodischen , ,Pr irnfunkti~nen'~ i n  anendliche Produkte 
entwickelt werden, für welche . dann nach J a c o b  i die Umsetzung in un- 
endliche lleihen dargeboten wird. Letztere werden spiiterhin unmittelbar 
zum Ausgangc für  die Aufstellung der 9.-Reihen. Demnkichst werden die 
Eigenschaften der doppe l t -~er i~d ischen  Funktionen aus denen der multipli- 
kat i r  periodischen abgeleitct ; die Unm8glichkeit dreifach pcriodischer ein- 
deutiger Funktionen (dies ist die passendere Wendung a n  Stelle der von1 
Verfasser Soito 53 flg. gcwiihlten Ausûrucksweise) wird nach J a c o b i  be- 
rviesen; die vier gewohnlichen 8-Funktionen werden durch ihre Produkt- 
entwickelungen und ihtc Pcriodeneigenschaften dcfiniert, und mit Hilfe dieser 
Funktionen werden die doppelt periodischen Funktionen zweiter und dritter 
Art eingeführt und naher untersucht. 

Von besonderer Wichtigkeit sind die nun f'olgenden Entwickelungen über 
8-Funktionen nt"' Ordnung und über den zugehorigen Satz H e r m i t e s  von den 
ri linear-unabhangigen ô-Funktionen n t e r  Ordnung der einzelnen CharaMeristik. 
Von diesem Satzc macht Herr K r a u s e  in der Transformationstheorie den aus- 
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gedehntesten Gebrauch und benennt denselben dieserhalb schon hier als das 
, , H e r m i  tesche Transformation~prinzip'~. Es  handelt sich hierbei um einen Satz, 
der als Spezialfall in dern allgemeinen R i e m a n n  -R o c hschen Satze enthalten ist. 
Der vom Verfasser gewiihlte Beweis stützt sich auf die Reihenentmickelungen 
der 8-Fnnktionen;  es ist  dies der ursprüngliche H e  r m i t  esche Gedankengang. 

Es folgen nun ausgedehnte Entwickelnngen iiber die 8-Funktionen 
erster Ordnung , über die zwischen ihnen bestehenden quadratischen Relationen 
und ihre Additionstheoreme auf Grundlage des H e r m i t e  schen Satzes. Auf 
der gleichen Grundlage erwachsen auch die Darstellurigen der 8-Funlitionen 
,rter Ordnung in denen der ersten Ordnung. Der Rest des zweiten Ab- 
schnittes is t  im wesentlichen der Einführung der Moduln k ,  k', der W e i e r -  
s t r a s s  sclien Funktionen A l  (u) und der J a  C O  b i  schen Funktionen sin u,wi i r ,  

cos a n l  u ,  d n )n u gewidmet, fiir welche eine Reihe von Fundamental- 
eigenschaften entwickelt wird. 

Der dritte Abschnitt ,,Die Transformation der elliptischen Funktionen 
nebst Anwendungen" gliedert sich in  folgender Weise: 

1. Einführung des Transformationsproblemes und Transformation ersten 
und mei ten  Grades (S. 1 0 2  bis 122). Das Problcm der rationalen Trans- 
formation wird in allgemeiner, wenn auch nicht allgcmeinster Form ent- 
wickelt. Die nachsten Anwendungen beziehen sich auf die lineare und die 
L a n d e n s c h c  Transformation. uberall  liegt der H e r m i t e s c h e  Satz der 
funktionentheoretischen Schlussweise zu Grunde. 

2. Anwendungen zur Ausgestaltung der analytischen Sheorie der ellip- 
tischen Funktionen (S. 1 2 2  bis 1.56). Es  werden hier die Ableitungen-der 
doppeltperiodischen Funktionen nach dem Argumente t r  rational in sin u w  ~r 
etc. dargestellt. Die I'otenzreihen fur sin nmz zb etc. werden nun explicite 
behandelt, und nebenher wird auch der W e i e r s t r a s s  schen p -Funktion ge- 
dacht. E s  folgen weiter Differentialrelationen f'iir die 8-Punktionen, die 
Funktionen Al (u) , den Nodu1 1; etc., sowie Formeln fïir die Berechnung 
des Moduls und des I'eiiodenverhiltnisses. 

3. Multiplikation der elliptischen Funktionen (S. 156 bis 173). Fiir die 
Losung des Multiplikationsproblemes, die Funktionen sin n 4 ~  11 2 4 ,  cos'a r)b n ~ i ,  . . . 
rational i n  den ursprünglichen darzustellen, werden insgesamt Wnf Nethoden 
angegeben. Die erste Methode gründet sich auf den I I e r  m i teschen Satz, 
wiihrend bei der zmeiten eine interessante Diffcrentialgleichung von J a c o b i  
zur rekurrenten Berechnung der Koeffizienten in  den gewünscliten Pormeln 
herangezogen wird. Weit,erliin kommen die Seilwert,e von sin riwz 74 etc. zur 
Verwendung ; auch die bekannte K i  e p e r tsche Determinante findet Erwahnung. 

4. Transformation hoheren Grades mit Ausfïihrungen fïh 12 = 3 und 
H, = 5 (S. 1 7 4  bis 191) .  Vergleiche die Ansführungen unter Kr. 6. 

5. Modulfunktionen , Modular - und Muitiplikatorgleichungen (S. 1 9  1 bis 
246). Um die Theorie der H e r m i t e  schen <p -Funktion, somie diejenige 
der Modular- und Nultiplikatorgleichungen durchfiihren zu konnen, sendet 
der IIerr Verfasser eine drei Seiten füllende Besprechung des Begriffes der 
Modulfunktiouen voraus. Hierbci hatte doch gcsagt wcrderi salien, dass die- 
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jenigen Untergruppen G, zu welche11 im Sinne des Verfassers Funktionen (z) 
gehoren, einen verschwindend kleinen Rruchteil aller Untergruppen CI bilden., 
Deni Satze, dass geradezu nur eine e n d l i  c h e  Zahl solcher l'unktionen Q ( T )  

und Gruppen G i n  der Transformationstheorie existiert, galten nachhaltige 
Bernühungen G i e r s  t e r s ,  der diesen Satz fïir Primzahltransformation wirklich 
nachwies. Die allerdings nicht recht deutlich ausgesprochene Meinung des 
Verfassers , es exist,iere eine unendliche Fülle solcher Funktionen 9 (7) (cf. S. 194, 
zweiter sowie letzter Absatz) dürfte demnach dem Thatbestande nicht ent- 
sprechen und is t  jedenfalls nicht bewiesen. Die spaterhin zur Geltung 
kommenden Funktionen, a n  welche der Verfa.sser zu denken scheint, sind 
nur in Ausnahmefallen von der Art  dei. Funktionen ~ ( 7 ) .  

6.  hllgemeine h n s i i t ~ e  zur Transformationstheorie (S. 247 bis 262). 
Hier interessieren var allem die Darlegungen S. 254: Der Herr Verfasser 
entwickelt dort ,  was er für  den eigentlichen Inhalt der Transfonnations- 
theorie ansieht. Zuvorderst liegt das Problem vor, die transf'ormierteu 
doppeltperiodischen Punktionen oder auch 9.-Funktionen in den ursprüng- 
lichen darzustellen. Die Koeffizieriteu in den gewünschten rationalen Aus- 
drücken sind zwar von zl unabhangig, stellen aber Funktionen des Perioden- 
quotienten z vor,  riiimlich allgemein zu reden Kullmerte transformierter 
3-Funktionen. Rei der Aiifstellung der zuerst emahnten allgerneinen Trans- 
formationsgleichurigen (verrnoge eiuer Methode der Heihenent~ icke luu~en)  
stellen sich nim unendlich viele Relationen zwischen den fraglichen 3-Null-  
werten eiri, und in der Aufstellung dieser Relationen in mogliclist grosser 
Zahl sieht Herr  K r a n s e  die zweite Hauptaufgabe der Transformations- 
theoric. In diesem Sinne is t  die Transformationstheorie bëreits bei den- 
jenigen Entwickelungen gehandhabt, welche vorhin unter Nr. 4 rubriziert 
~ ~ u r d e n .  Die Neinung des Herni Verfassers ist  jedoch, dass die an letzter 
Stelle benutzten Regeln nicht ausreichen, um fïir allgerneine Transformations- 
grade n die forrnulierten Aufgaben zu losen, dass indes eine etwas weitere 
Fassung des Problemes die L6sung anbahnen mochte. Die Enveiterung 
soll darin bestehen, dass Transformationsgleichungen beliebiger Gestalt und 
awar nicht nur  für einen, sondern für mehrere neben einander vorkommende 
Reprasentanten aufgestellt werden sollen. Ihnen gehen dann auch wieder 
entsprechende Relationen zwischen den 9.-Nullwerten parallel. Dieser An- 
satz findet für lz = 3 und gz - 5 niihere Ausführung. 

Weitere Beitriige zur L6sung des Transformationsproblemes im an- 
gedeuteten Sinne soll der vierte Abschnitt ,,Die Theorie der doppeltperiodischen 
Funktionen au€ Grund der 9.-Funktionen mit gebrochener Charakteristik" 
liefern. Bis auf Exponentialfaktoren handelt es sich hierbei um die 

Fouktioncn 9.(a 4 -;h)l und damit tretcn im weiteren nun auch die 

Teilwerte der 3-Funktionen explicit in  die Untersuchung ein. Die Be- 
aiehung dieser 8-Funktionen mit gebrochener Charakteristik zu den friiher 
bereits betrachteten elliptischen Funktionen rater Ordnung wird lietrachtet 
und an den Beispielen - 3 und 91 = 5 illustriert. Es  werden auf Grund 
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24 Historisch-litteraiische Abteiliing. 

des H e r m i t ~ s c h e n  Satzes g e d s e  lineare Relationen zwischen den ntRn Po- 
tenzen jener 4-Funktionen mit gebrochener Charakteristik entwickelt, zu- 
gehorige Additionstheoreme werden aufgestellt etc. Letzten Endes werden 
Anwendungen auf die Theorie der doppelt periodischen Funktionen zweiter 
und dritter Art  vollzogen. - 

Um nun,  wie schon oben in Aussicht genommen, die Darstellung des 
Heriu Verfassers gegeri sonst verbreitete Auffassungen der Theorie der 
elliptischen Funktionen zu orientieren und mit denselben zu vergleichen, so 
dürften zuniichst die grosse Mengè und Eleganz der analytischen Ent- 
wickelungen die Starke des vorliegenden Bnches ausrnachen. Natürlich sind 
diese Entwickelungen gr6ssteuteils nicht rieu, doch stellen namentlich die 
der Transformationstheorie in  oben skizzierter Weise entspringenden 6- 
Relationen das eigene Gebiet des Herrn Verfassers dar ,  auf welches sich 
zahlreiche Piiblikationen, desselben und seiner Schiiler beziehen. 

Gegenüber analytischen Rechnungen treten funktiunentheuretische Über- 
legungen der Entwickelung überall stark in  den Hintergrund. So ist denn 
auch die funktionentheoretische Bedeutung der Reihendarstellungen vielfach 
nur  zu kurz angedeutet. Man vergl~iche i n  dieser Hinsicht al3 ein 
charakteristisches Beispiel die Art ,  wie S. 99 die Reihenentwickelungen fur 
sin a nc u eingefulirt werden. Es  bleibt hier dem Leser überlassen, die 
Berechtigung der gemachten Ansitze, die Konvergenzbezirke der ent- 
springenden Reihen und dergleichen aus eigener Kraft zu erganzen. 

I m  übrigen i s t  der funktionentheoretische Standpunkt des Herrn Ver- 
fassers i n  Ansehung der engeren Theorie der elliptischen Funktionen der- 
selbe, wie er-s ich zum Beispiel in dem seinerzeit so ausgezeichneten Werke 
von K o n i g  s b e r  g e r  ausspricht. Nur liegt der allerdings sehr weittragende 
Unterschied Tor, dass Herr K o n i g s  b e r g  e r  seinen Entwickelungen in aus- 
gedehnter Weise die Vorstellungen R i e m a n n  s zu Grunde legt,  wihrend 
dicse dem K r a u  s eschcn Buche fremd bleiben. Bei dieser Sachlage bleiben 
denn auch diejenigen drei Momente, welche fur die neuere Fortentwickelung 
der Theorie der elliptischen Funktionen besondcrs folgcnrcich m r d e n  (ich 
meine die W e i e r s t r a s s  sche Theorie, die Gewinnung der Gruppentheorie 
für die gesamte Lehre von den elliptischen Funktionen und speziell der 
Theorie der algebraischen Funktionen für die Transformation), ohne wesent- 
lichen Einfluss auf das Krausesche  Buch. 

Die Vorzüge der W e i e r s t r a s s  schen Sheorie namentlich bei der Trans- 
formation ersten und hoheren Grades brauchen heutzutage nicht mehr ver- 
teidigt zu merden. Auf der anderen Seite kami der Herr Versasser freilich 
mit Recht hervorheben, dass die Transformationsgleichungen in der J a c o b i - 
schen Sheorie formel1 eirifacher ausfaiien. In einem Buclie, in dem mehr 
nur auf die f o r m a l e  Seitp der Endresultate i n  der Transformat,ionstheorie 
Gewicht gelegt wird, werden demnach die Fortsçhritte der Wei  e r s  t r a s s  - 
schen Theorie wirkungsl os bl eiben. 

Etwas weniger zur allgemeinen Kenntnisnahme ist bislang der zweite 
Gesichtspunkt gelangt, in  welcher Weise die Begriffe der Gruppentheorie 
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sowie der R i e m a n n  schen Theorie der algebraischen Funktionen innerhalb 
der Kleinschen Theorie der Modulfunktionen von fortbildender Wirkung 
fUr die elliptischen Funktionen geworden sind. Uie Gmppentheorie ha t  
ihre klircnde Wirkung i n  der That auch innerhalb der Theorie der ellip- 
tischen Funktionen irn vollen UniSange bezeugt; und es ist nicht zweifelhaft, 
dass jemand, der den wunderbaren Organismus des gruppentheoretischen 
Aufbaues dieser ganzen Theorie deutlich ertasst hat ,  hiern~it  den besteu 
ijberblick gewonnen hat ,  sownhl über den Gesamtumfang der Theorie, sowie 
auch über das gegensritige Verhiiltnis der einzelnen Teile, z. B. dasjenige 
der Weiers t rassschen  zu den Jacobischen  Schopfungen. Den Einwand, die 
Gruppeiitheorie betreffe stets nur Formalien und kfinne nie die Sache selbst 
erschopfen, will ich hier gleich nennen; den Vergleich mit der durch die weiter 
folgenden Bemerkungen berührten Sachlage wird der Leser selber vollziehen. 

In  der That bleibt nun noch ein, und xwar besonders wichtiger Ge- 
siçhtspunkt zu besprechen. Es handelt sich um die Krausesühe  Auffassung 
der Transformationstheoric; und ich gehe dabei gleich zu dem Hauptgegen- 
stande, niimlich zu den oben aiederholt genannten Relationen zwischen den 
Nullwerten der 8-Funktionen, welche bei Transformation und Teilung 
hoheren Grades pz auftreten. Der Hem Verfasser stellt für die Anfangs- 
werte pz Relationen dieser Art von eleganten formalen Gesetzen in prosser 
Zahl auf und betont oft wiederholt, es gabe bei jedein einzelnen Grade eine 
unendliche Menge weiterer iihnlicher Relationen. Zugleich kennzeichnet er 
als sein eigentliches Ziel, für beliebig grosse qz allgemein Transformations- 
gleichungen und lin besonderen 8-Relationen dieser Art zu erkennen. 

Es hat nun unter anderen auch diese 4-Relation betreffend die K l e i n -  
sche Theorie der Modulfunktionen ausserordentlich aufu i rend  gewirkt. S a c h  
derselben stellen alle die unendlich vielen 6 -Relationen des gleichen Grades n 
und des gleichen Systems der Theta immer nur wieder in  wechselnder Ge- 
stalt ein und dasselbe algehraischc Gebilde beziehentlich ein und dieselbe 
algebraische Karrespondenz auf einem solchen Gebilde dar. Die auf die 
prinzipielle huffassung ausgehende Untcrsuchung muss demnach nicht nach 
den ,,mGglichst allgerneinen" lklationen des einzelnen Palles suchen (für 
welche überhaupt eine korrekte Definition schwerlich gegeben werden mochtc), 
sondern vielmehr nach der ,,einfachstenLL und sieht dann i n  den übrigen Sela-  
tionen immer kompliziertere Ausdrucksformen desselben zu Grunde liegenden 
Gebildes. 

Man ist es scit lange gewohnt, einen Hauptcharakter der modernen 
Mathematik darin zu sehen, dass sie bestrebt is t ,  wo es augeht, den Ge- 
danken an die Stclle der Rechnung zu setzen; man meint, die Mathematik 
sei nicht daim da,  uni niGglichst v i e l ,  soudern um moglichst w e n i g  zu 
rechnen. Darf ich dies als eine berechtigte und ancrkannte Tendenz an- 
sehen, so ist  weiter nicht fraglich, dass die rein rechnerischen Entwicke- 
lungen zahlrcicher, dasselbe Gebildc oder dieselbe Korrespondenz darstcllender 
Relationen in der algebraischen Theorie dieses Gebildes beziehentlich dieser 
Korrespondenz ihren eigentlichen Gcdankcninhalt gewinnen. Es  ist freilich 
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ein Anderes mit der Absicht des Verfassers, bei a l l g e m e i n e n  Geraden n 
zur Kenntnis von Transformationsgleichungen und $-Relationen zu gelangen. 
Die explicite Kenntnis dieser Relationcn ist bishcr auf die niedcrsten Grade 
eingeschrinkt, und es ist  dieserhalb nur zu wünschen, dass die Bemühungen 
des Verfassers in  dieser Richtung von Erfolg gekront sein mochten. Aber 
das alleinige Betonen der f o r m a l e n  Seite des Gegenstandes, sei es i m  all- 
gemeinen Falle, sei es bei niederen Transformationsgraden, ohne Darlegung 
der inneren funktionentheoretische11 Bedeutung kann nur ein Zurückbleiben 
hinter der heutigen Ausbildung der Theorie genannt werden. Man kanu 
bei dieser Sachlage nicht, wie es wohl gelegentlieh gehort wurde, von zwei 
einander parallel gehenden Met,hoden der Herren K l e i n  und Krause  
sprechen; sondern man kann es eben nur bedauern, dass die ausgezeichnete 
analytische Kraft, welche der Herr Verfasser in seinem Ruche dokurnentiert,, 
das weite und wichtige Terrain, welches für die fundamentale Auffassiing 
der behandelten Gegenstiinde von anderer Seit,e gewonnen murde, sich niclii 
zu eigen rnachte. - 

Wie ich hoffe, wird der Kundige mein Bemühen, hei den voi.st,ehcnden 
Erorterungen nur  s a c h l  i c h  e Rücksichten walten zu lassen, nicht verkennen. 
Aber ich sehe mich leider genotigt, hier am Schluss<: noch eine p e r s o n -  
l i c h e  Bemerkung anzufügen, die meinen hntei l  an der Fortbildung der 
Theorie der Modulfunktionen betrifft. Das im B. G .  Teubnerschen Verlap 
erschienene zweibandige Werk über die Modulfunktionen ist zum guten Teile 
auf Grund meiner eigenen mchr als fiinfj2,hrigen Arbeit entst,anden, und 

was in dieser Beziehung namentlich in der Vorrede zum ersten Bande des 
genannten Werkes gesagt ist,, erfreute sich damals wie noch heute des 
vollen Einverstiindnisses ineines hochverehrten Lehrers und Freundev 11'. Klein.  
Herr X r a u s e  zitiert das fragliche Werk an verschiedenen Stellen und über- 
geht meinen Namen dabei vollstindig. Zu meinern Eedaucrn sehe ich mich 
genotigt, dieses Verfahren als eine durch nichts begründete Missacht~nng 
meiner Itccht'e zu charakterisieren. ROREIW F I ~ K E .  

H;iiidbii(:li dibr Tc~~r~ic~ss~irigskiiii~lr. Von W. JORDAN. Erster Band: ALIS- 
gleichurigs-12echnuug nach der Methode der kleinsten Quadrate, 
4. Auflage. Stutt,gart 1895. 

Ich habe mich in letxter Zeit wiederholt und nachdrücklich dafiir aus- 
psprochen, dass die Matheuiatiker alle Ursache haben, sich urn die Au- 
wendungen ihrer Wissenschaft i n  hohesem Masse ~.u kümmern, als in den 
letzteu Jahrzehriteri durchschnittlich der Pal1 gewesen is t ;  insbesondere haLe 
ich betont, dass beim akadernischen Unterricht eine Xtberücksichtigung 
der haupt,sichliohen Anwendungsgebiete, wie namentlich auch der Nethode11 
der ruathematischen Exekutive - des Zalilenre~hnens und  des Zeichnens - 
eine unabweisbare Forderung der Zeit i s t . V o n  diesern Standpunkte a u  
- - -- 

* Vergl. verschiedeile AufsLtzc und TTortrage, die rnaii am beqiictiilsten in cltw 
.Jahr@i~ipm 1895 1 8 9 6  der H o  f fn i  anri scheri Zeitrchrift fiir i~iatliematischeii etc. 
~ i i t c r i i ch t  beisaminen findct. 
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mochte ich nicht ablehnen, als ich aufgefordert wurde, dem in neuer 
iluflage erscheinenden ersten Bande des Jordanschen  Werkes einige Zeilen 
der Besprechung zu widmen. Selbstverstiindlich kann es sich dabei in 
keiner Weise d a r m  handeln, dass ich die Bedeutung des J o r d a n s c h e n  
Handbiiches für die eigentlichen geodatischen Kreise darlege: Ich würde 
dazu durchaus inkompetent sein; es ware dies aber auch vollkomrrien über- 
fliissig, insofern das J o r d a n s c h e  Werk i n n ~ r h a l b  der Fachlitteratur l'dngst 
seine anerkannte Stellung besitzt. Mein Ziel kann eirizig dieses sein, dass 
ich meine engeren mathematischen Kollegen auf den Inhalt und die all- 
gemeine methodologische Bedeutung der Jordansct ier i  Darlegungen auf- 
merksam mache. 

Es handelt sich bei den1 vorliegenden Bande um ein in sich ab- 
geschlossenes Tiehrbuch der Ausgleichungsrechnung, bei welchem die Interessen 
der Geodasie in e r ~ t e r  Linie berücksichtigt sind. Aber mit dieser unseren 
Inhaltsa,ngabe ist die Rigenart des W ~ r k e s  und seine besondere Bedeutung noch 
in keiner Weise bezeichnet. Dieselbo liegt darin, d a s s  d i e  T h e o r i e  v o n  
i \nfa ,ng a n  i m  g e n a i i e n  A n s c h l u s s e  a n  d i e  P r a x i s  e n t w i c k e l t  w i r d ,  
deren genaue Details der Verfasser als ein Meister beherrscht. E s  ist 
durchweg der Grundsatz bestktigt: exempla plus prosunt, quam praecepta. 
Beispielsweise wird zu Anfang, wo es sich um die Ausgleichung über- 
zahliger Reobachtungen linearer Funktionen irgend welcher Unbekannten 
handelt, der Fa11 zweier Unbekannter vorweg genommen und an ihm sofort 
die Rechnung mit allen numerischen Einzelheiten durchgeführt, und zwar 
in der Art ,  dass die herangezogenen Beispiele nicht willkürlich gebildet, 
sondern wirklichen Beobachtungsreihen entnommen sind. Die prinzipiellen 
Auseinandorsetzungen über die Berechtigung der Methode der kleinsten 
Qnadrate tretcn im ersten Kapitel überhaupt ziirtick, es handelt sich durch- 
aus darum, den Leser zunachst zur vollen Beherrschung der in Praxi vor- 
kommenden Zahlenaufgaben zu befnhigen. Die so irn allgemeinen gegebene 
Anleitung wird dann im zweiten und dritten Kapitel noch erst nach 
geodatischer Seite spezialisiert, indem jetxt unter Heranziehung voller Be- 
obachtungsserien die Abgleichung der Dreiecksnetze in  ausführlichster Weise 
eur Darstellung kommt. Nun erst, im vierten Kapitel, nimmt die Be- 
trachtung mit einer ziemlich kurz gehaltenen Theorie der Fehlerwahrschein- 
lichkeit eine abstraktere Wendiing. Aber dieselbe wird nicht lange fest- 
gehalten, vielmehr folgt im fünften (Schluss-) Kapitel noch ein historischer 
Bericht über wichtigere, insbesondere in Deutschland ausgefiihrte geodiitische 
Vermessungen und die bei ihnen erreiclite Genauigkeit. 

Es braucht kaum gesagt xi1 werden, dass eine solche Dardtellmg 
neben der sonst übliclien abstrakten auch dem reinen Mathematiker eine 
Fiille der Anregungen biet,et. Ich mil1 dabei nicht einmal so sehr betonen, 
dass der Leser nebenbei in das wichtige Gebiet der Geodiisie einen Einblick 
erhalt , als vielmehr , dass kein e Disziplin geeigneter sein dürfte , in  dia 
eigentliche Bedeutung der Ausgleichungsrechnung direkter und tiefer ein- 
zuführen, als eben die Geodiisie. Denn in ihr hat  dieso Rechnung ihre 
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feinste und w-eitestgehende Ausbildung erfahren. Wenn d a m  -weiter der 
Herr  Vei.fa,sser davon redet,  wie sehr im Cebiete der Geodasie durch die 
systematische Ausgleichungsrechnung d i e  w i s s e n s c h a f t l i c h e  M o r a l  ge- 
wonnen ha t ,  die Ehrlichkeit den eigenen 12eobachtungen gegenüber, die 
Treue in  der Darstellung des Erlangten und des Grades seiner Zu- 
verliissigkeit, so muss dies jedem Leser einen bleibenden Eindruck hinter- 
lassen. Ein Woiteres aber ist ,  dass dor Studierende in nachdrücklichster 
Weise angeleitet wird, neben dem Wissen das K 6 n n e n  nicht zu vernach- 
liissigen. In  dicsor Hinsicht lasat der a n  den Hochschulen übliche mathe- 
matische Unterricht ja vielfach einen bedauernswerten Mange1 erkennen. 

Indom ich in solchcr mTcise dio Vorzüge der J o r d a n s c h e n  Darstellung 
anerkenne, darf ich nicht verschweigen, dass ich allerdings eine freiere 
und tiefer eindringende Behandlung der allgemeinen mathematischen Prin- 
zipien gewünscht haben würde. Beispielsweise dürften sich manche Ent- 
rvickelungen klarer und priiziser - geben lassen, als b e i  J o r  d a n  gcschieht, 
wenn man i n  allgemeiner Forni über die Lehre von den Detelminanteu 
und ihrer Bedeutung für  die Aiiflosung linearer Gleichungen verfügt. Der 
Herr Verfasser wolle dies ni iht  als einen persthlichen Vorwurf empfindeu, 
.Tedes einzelne Gebiet der Mathematik hat  heutzutage einen solchen Umfmg 
angenommen, dass eine allseitige Beherrschung dessalben wohl nur durch 
die Kooperation Mehrerer gelingt. Herr J o r d a n  be7ieht sich in seiner 
Darstellung mil Recht immer wieder auf das Vorbild der Gaussschen 
Arbeiten. Wir Theoretiker mnchten bei iinseren Bemühungen das Gleicho 
thun. Das eben ist die grosse histurisclie Stellung von G a u s s ,  ' dass in 
ihm noch verbunden wa,r, was sich jetzt auf verschiedene Forscliungs- 
iichtungen verteilt. 

U m  aus den vielen neiien Entwickelungen, die Herr J o r d a n  giebt, 
doch eine Einzelheit anzuführen, sei auf die im vierten Kapitel enthaltene 
Theorie des Maximalfehlers verwiesen (welche im Anhange noch meiter 
ausgeführt wird). Die Gausssche Funktion: 

die die Wahrscheinlichkeit der Fehlerverteilung ergiebt, mird hier durçh 
die andere ersetzt : i 3.5 . . . (2 n + 3) 

2  2 4 . . . ( 2 > 2 + 2 )  M 
für E = - di bis + JI, und Null ausserbalb dieses Intervalles. F ü r  grosse 

h 1 2  

Werte von 11 stimmt diese Funktion beliebig genau mit -. e-" über- 
1% 

ein. Pür eine gegebeue Yehlerverteilung werdcn die beiden Konstanten 
JP und 11 aus dem mittleren Fohler und aus dem STittalwerte der vierten 
l'otenaen des Fehlers bestimnit. 

Die vierte Auflage des vorliegenden Randes ist ziemlich vie1 iimfang- 
reicher geworden als die dritte. Sie enthiilt 38 Bogen gegen 24 Bogen 
der dritten. Es ist  dies namentlich durch die eingehenden Reispiele ver 
anlasst, die der Herr Verfasser der von ihm vor einigen Jahren ausgeführten 
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Hannoverschen Stadttriangulation entnimmt. Leider is t  infolge der hier- 
durch gegebenen Vermehrung des Umfanges ein Kapitel weggeblieben, 
welches in  der drittcn Auflage den Band schliesst und unter geomotrischen 
Gesichtspunkten besonders interessant scheint; ich meine die ,,Theorie der 
Genauigkeit der geodatischen P~nktbes t immung. '~  Gerade weil das Kapitel 
in der neuen AuSlage fehlt, sei hier ausdrücklich auf die hübschen in ibin 
enthaltenen Figuren hingewiesen, durch welche beispielsweise entschieden 
wird, ob es vorteilhaf'ter ist ,  einen vierten Punkt  relativ zu drei gegebenen 
Punkten durch P o t h e n o t s c h e  Bestirnmung oder durch VorwBrtseinschneiden 
mit drei Strahlen festzulegen. KLEIS. 

Ldiiabucli der elrnieutareri Plaililrietrie. Von B. FEaux. Achte Auflage, 
besorgt durch FR. BUSCH. Paderborn 1894. Schoningh; V I  und 
216 S. 2,50 Mk. 

Das vorliegeride Lehrbuch, welches vielhch an Gymnasien Eingang 
gefunden hat ,  rerlegt den Schwerpunkt des geometrischen [Jnterrichtes in  
das Beweisen von Lehrsatzen; die Konstruktionsaufgaben treten in  den 
Hintergrund. So fehlen auch die in  anderen Lehrbüchern den einzelnen 
Pardgraphen beigefügten Konstruktionsaufgaben ais Anwendung der vorher- 
gehenden 'Lehrsiitze. 

Im Gegensatz zu der ersten Auflage zeigt die achte eine scharfere 
Fassung der Lehrsiitze, eine klarere Darstellung der Reweise und auch 
sonst eine grossere Korrektheit im Ausdruck. Zu dem Anhange der ersten 
Auflage, welcher auf zehn Seiten einiges aus der neueren Geometrie bringt, 
ist ein zweiter dnhang  getreten, behufs Einführung in den Koordinaten- 
begriff und in die Grundlehren von den Kegelschnittm. Hier fiel dem 
Referenten die folgende Fsssung auf: ,,Wie bekannt, nennt man eine un- 
bestimmte Gleichung auch F ~ n k t i o n . ' ~  E. JAXNKE. 

Nethodisclies Lehrbucli der Elenieritar - Mathematik. Von G. HOLZM~LLEII. 
Erstcr Teil, nach Jahrgwigen geordnet und bis zur Abschluss- 
prüfung derVollanstalten reichend. Zweite Doppelauflage. Leipzig 1895.  
B. G. Teubner. VIII und 229 S. 8,40 Nk. 

In der zweiten Auflage is t  die Ausdrucksweise verbessert, Druckfehler 
sind beseitigt und einige Einschaltungen gemacht worden, doch so, dass 
die laufenden Nuuirnern der Abschnitte und Figuren ungeandert geblietien 
sind. E. JAHNKE. 

Leitfndcn der elemeiitareii Mathematik. Von A .  SICKENUERGER Dritter 
Teil: Stereometrie. - Trigonometrie. München 1895. Zweite Auf- 
lage. Th. Ackermann. 103 S. 1,20 Mk. 

Es ist eine knappe und geschickte Dar~te l lung  des trigonometrischen 
und stereometrischen Pensums für Gymnasien und Realschulen. Auch die 
Htiuptsiitzc des sphkischen Dreieoks sind hergeleitet (S. 97  - 103). Leider 
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fehlon die Hauptsiitze der Perspektive. Auch lassen die Figuren, deren 
übrigens recht wenige vorhanden sind, an Anschaulichkeit zu wiinschen 
übrig. Die auf S. 70 befindliehe Formulierung: ,,Die trigonometrischen 
Funktionen lassen sich als Strecken darstellenL' dürf'te dem TTerstündnis 
des Sthulers nicht gerade Grderlich sein. - I las  Buch i s t  besonders des 
stereometrischen Teiles wegen der Beachtung zu empfehleu. Die zweite 
Aiiflage ist mit einer geniigend~n Anzahl von l~bimgsheispielen ausgestattet. 

E. JAHNKE. 

l1eitfailcii der Brithinetik nehst ~buiigsbeispielen. Von A.  S ~ c ~ ~ s ~ n r i a e i i .  
Seehste unveriinderte Auflage. München 1895.  Th. Ackermann. 1 9 6  9. 

Was den Rechenunterricht in der Sexta, Quinta, Quarta angeht, so 
dürfte es sich kaum empfehlen, den Schulern einen Leitfaden in die Hand 
zu geben; eiue Aufgabensanimlung wird vielrnehr dureliaus genügen,.und 
als solche wird auch der vorliegende Leitfaden ein biaucbbares Hilfsmittel 
abgeben. E. JAHKKE. 

h~ uiibrstiiuiute Glricliuiigeii. Von G. SI~EOKYANN. Leipz. 1895 A.Koch. 11 S. 

Der Verfasaer will ,, einige einfache L6surigsformeln für  die P e l  1 sche 
Cleichung und für die allgerneinere Gleichung T2 - D U 2  = ma ableiten 
und bekannt geben." E. JAHNKE. 

keitfailen der elemeiita~~eii Natlicmatik. Von A .  SICKENBE~GEE. Erster Teil: 
Algebra. Dribte Aufiage. München 1894.  Th. Ackerrriann. 75 S. 1,203Ik. 

Fbni~~sbucli  ~ i i r  Algebra. Von A. S I C K ~ ~ B E R G E I L  Erçte Abteilung. Zweitr 
Autlage. München 1894. Th Ackermann. 106 S. 1,20 Mk. 

Die neuen Auflagen von Leitfaden und Übungsbuch, über welche 
schon bei Gelegenheit des ersten Erscheinens referiert worden ist, unter- 
seheiden sich nioht wesentliçh von der ersten Auflage. E. J ~ I I N K E .  

Trigonoinetrie. Von W. WLUTER. Lehrbuch und Aufgabensamrnlung für Schulen. 
Zweite Auflage. München 1895. Th. Ackermann. 78 S. 1 111;. 

Das vorliegeilde Lehrbuch briugt das Wichtigste aus der ebenen und 
sphiirischen Trigonometrie. Das Additionstheorem wird allein aus der 
Definition der trigonometrischen Funktionen heraus bewiesen. Den einzelnen 
Paragraphen eind eine Menge geschickt ausgewahlter Aufgaben, unter anderen 
auch solche aus dern Gebiete der mathematischen Geographie und Astronomie 
beigefügt. Vornehrnlich der letzteren wegen sei das Buch der Beachtung 
empfohlen. - Die zweite Auflage ist unveriindert. E. JAHNKE. 

Stereometrie. Von W. WINTELL Lehrbuch und Aufgabensamrnlung für Schuleu. 
Zweite Auflage. München 1895. Th. Ackermaun. 115 F. 1,60 Mk. 

Die Bearbeitung des stereometrischen Pensums fur  Sehulen ist auch 
heute noch eine lohnende Aufgabe; und jeder Versuch, die stereometrischen 
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Entwickelungen weiter zu vereinfachen, darf sicher sein, dankbarer An- 
erkennung zu begegnen. 

An der vorliegenden Uarihellung, welche die neuesten Lehrbücher auf 
dom genannten Gebiete berücksichtigt, is t  der Beweis des Cava le r i schen  
Pririxips f ~ r  das Bautenprisma (der Herr Verlasser bedient sich noch des Aus- 
drucks: Parallelepipedon), das allgemeine Prisma und die Pyramide hervor- 
zuheben, sowie die Pülle von passe~iden, den einzelnen Kapiteln beigefigten 
Übungsaufgaben. Dagegen vermisst Referent ungern die Hauptregeln der 
Perspektive. Vielleicht entschliesst sich der Herr Verfasser, ihnen in einer 
nkhsten Auflage eine Stelle einzuriiumen. Auch die Figuren lassen, was 
hnschaulichkeit anbetrifft, noch zu wünscheu übrig. 

E. JAIINKE. 

Saiiiiiiliiiig plaiiimetriscliei* dnfgaben iiebst Aiileitiiiig zu deren Auf- 
Iosung. Von A.HOFFMAXN. Bünfteverbesserte Auflage von J.PLASSMANN. 
Mit sechs lithographierten Figurentafeln. Paderborn 1895. F. Schoningh. 
X und 2 1 1  S. 

Verschiedentlich ist,  meist innerhalb des Rahmens eines Lehrbuches 
dm Planimetrie, eine Anleitung m r  Anflosung gsometrischer A u f g a b ~ n  
versucht worden. Die vorliegende Sammlung ist ein schatzenswerter Beitrag 
eu-  iherwindung der Schwierigkeiten, welche der Unterricht in der Losung 
geometrischer Aufgaben auf geometrischem Wege darbietet. Die Anleitungen 
sind znm grossten Teile allgemeiner Natur ,  so dass die Hilfe des Lehrers 
durchaus niclit überflüssig erscheint. Die Anzahl der Aufgaberi is t  eirie 
recht betriichtliche, darunter eine grosse Zahl vollig neuer. Zu manchen 
bereils bekannten Aufgaben finden sich neue Losungen vor. Uesorideres 
Gewicht ha t  der Verfasser auf die Determination gelegt und eine reiche 
Nenge von Aufgaber~ beigebracht, deren Deterruiuation Gelegenheit bietet, 
Satze der Algebra und Trigonometrie auf die Geometrie anzuwenden. Was 
die Weite des planimetrischen Pensums anlangt, das der Sammlung zu 
Grunde gelegt wird, so setzt der Verfasser die Kenntnis der Eigenschaften 
von Pol und Polare nicht voraus. 

Die Sammlung zerfiillt in drei Teile. Der erste Teil umfasst alle Auf- 
gaben, welche die Elemente zur Auflosung samtlicher Aufgaben überhaupt 
liefern, der zweito solche Aufgaben, welche die Anwendung der Proportionen- 
lehre erfordern; und im dritten sind die Vierecksaufgaben zusammengestellt~ 

E. JAHNKE. 

Saiiiinliiiig von dufgabeii und Beispielen aus der Trigoiioiiietrie iiiid 
Slereoiuetrie. Von F. REIDT. Erster Teil: Trigonometrie. Vierte 
Auflage. Herausgegeben von A.  MUCH. Leipzig 1894. B. G. Teubner. 
250 S. 4 Mk. 

Noch vor etwa einem Jahrzehnt bot das vorliegende Buch die erste 
und einzige einigermassen imfassende grossere Sammlung tngonometrischer 
Aufgaben; und auch jetzt noch nirnmt es, was Reichhaltigkeit und Voll- 
standigkeit anbetrifft, die erste Stelle ein. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Die Aufgaben sind verschiedenen Gebieten , der Geornetrie und Feld- 
messkunst, der Ast'ronomie und Geographie, der Physik und im besonderen 
der Mechanik entnouimen u n d  so geordnet, dass sie den Cnterricht von 
Anfang an gleichsam von Stunde zu Stunde begleiten. Der Lehrer ist, 
daher nicht genotigt, den zur dnwendung und Einübung der eirizelnen Satze 
passenden ijbungsstnff erst xusammenzusuchen. Ro sind die trigono- 
metrischen Gleichungen nicht als solche i n  einem einzigen Abschnitt zu- 
sammengestellt, sondern nach den einzelnen trigonometrischen Lehrsit'zeu, 
die bei ihnen zur Anwendung kornrnen, geordnet. Der unmittelbare Gebrauch 
der Sammlung im Enterrichte mird noch durch die Beigabe der vollstitndig 
ausgeführten numerischen Beispiele zu den Fundamentalaufgaben erhoht. 

Das Buch sol1 auch ein Hilfsmittel zur Finführung i n  die rechnerische 
Praxis bieten, daher wird der Gebrauch der Tafeln eingehender als in an- 
deren Sammlungen erortert. Weiter liefert es durch die R n  einzelnen St,ellen 
vorausgeschickten Anleitungen und Erliiuterungen eine Ergiinzung und Er- 
weiterung der gebrauchlichen Lehrbücher. So fiel dein Referenten besonders 
die geschickte Anleitung zur Aufl6sung trigonornetrischer Gleichungen auf 
S. 13 auf. Den verschiedenen Abschnitten sind noch unter der Rubrik 
,, Vermischte Aufgaben '' Anhange beigefügt , wo die zur L6sung führenden 
Wege nicht schon durch den Paragraphen, in  welçhem sich die Aufgaben 
befinden, angedeutet sind. 

Die Sammlung zerfiillt in drei Abschnitte: A) Goniometrie; B) Ebene 
Trigonometrie; C) Spharische Trigonometrie. E in  Anhang zu A) behandelt 
ausführlich den Gebrauch der Iiilfsminkel für logarithmisçhe Rechnungen, 
ein solcher zu B) giebt Aufgaben über Maxima und Minima. In  Sbschnitt B) 
sind noch Aufgaben und Lehrsatze aus der Tetragonometrie und Polygono- 
metrie zusammengestellt. Abschnitt C) stellt die Verbindung mit der als 
mveiter Band des Gesa~ntwerkes erschienenen Sauirnlung stereometrisclier 
Aufgaben her. - Die vierte Auflage ist fast unverandert. Die Resultate zu 
siimtlichen Aufgaben sind wieder in einem besonderen Hefte zusarnmengestellt. 

B. JAHNKE. 

Essai siir la tlii:oidit: des iionibres. Von J. STIELTJES. Premiers éléments. 
Paris 1 8 9  5. Gauthier -Villars. 1 O3 p. 

Die vorliegende dbhandlung, ein Auszug aus den Annalen der Tou- 
louser Akademie, ist eine der letzten Arbeiten des für die Wissenschaft zu 
früh dahingcschieduncn franziisischen IIathematikers. Bchandelt sie auch 
nur  die ersten Elemente der Zahlentheone, so lksst sie doch überall eine 
eigenartige Auffassung des genialen Verfasscrs klar hervortreten. 

l'olgendes i s t  kurz der Inhalt. 
Auf cin einleitendes Kapitel über dio Seilbarkeit der Zahlen folgt eiri 

Kapitel über die Theoiie der Kongruenzen. Mit dieser i s t  die Theorie der 
unbestimmten Gleichungen eng verknüpft. So giebt der Verfasser am 
Schlusse des zweiten Kapitels eine Uiskussion der unbestimmten Gleichung: 
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WO a,, a,, . . . %+i , gegebene Zahlen und XI, x,, . . . x n i l  Unbekannte 
bezeichnen, welche ganzzahlige Werte ann~hmen sollen: Es wird ein Ver- 
fahren hergeleitet, urri alle Losungen dieser Gleichurig und jede Losung 
nur einmal zu erhalten. Hieraus ergeben sich wichtige D e r  m i t  esche S i t ~ e  
in ausserordentlich einfacher Weise. Tm besonderen wird obige Gleichung 
noçh für den Fa11 u = O betrachtet, und nach dem Vorgange von S. S m i t h  
der B e g d  einos F u n d a m e n t a l s y s t e m s  von Ltisungen eingeftihrt. Das 
einfachste Verfahren, um ein F u n  d a m  en t a l s  y s t e m von Losmgen zu ge- 
winnen, findet sich in einer nachgelassenen Schrift E u l e r s  vor, worauf 
Jacobi in einer ebenfalls nachgelassenen Arbeit aufrnerksam gemacht hat. 

Das dritte Kapitel liefert eine Darstellung der Theorie der Systcme 
unbestimmter linearer Gleichungen und der Systeme liuearer Kongruenzen, 
wie sie zuerst von S. S m i t h  gegeben worden ist. Diese Thaorie bezieht 
sich suf den Fall, wo die Analogie zwischen der Theorie der Kongruenzen 
und der Theorie der Gleichungen aufhort, auf den Fall namlich, dass die 
Determinante des syste&s: 

aL1xl+ a , z x 2 + . . . +  a , , , + . ~ ~ + ~ ~ u , ( m o d I l i l ) ,  i = 1 ,  2 , . .  .nz . 
zu N nicht mehr prim ist. Hierbei spielt der von S y l v e s t e r  eingeführte 
Begriff der Matrize eine grundlegende Roile. 

Zunachst werden die linearen unbestimmten Gleichungen und zwar der Fa11 
u, = O (i = 1 ,  . . . m) betrachtet. Es werden Theorerne entwickelt, verrnittelst 
dcren sich alle Losungen und jede LGsung nur einmal ergeben. Ein System 
solcher Losmgen wird auch hier F u n  d a m e n t  a l s  y s t  em genannt. 

Hiernach bestimmt der Verfasser die notwendige und hinreichende 
Bedingung für die Existenz von Losungen des obigen Gleichungssystems, 
in dern Falle ui + 0. Eine Anwendung dieser Betrachtungen auf den Fall, 
dass a LI 

aik = --- (il k = 1 , 2 ,  . .  . m ) ,  
a a i k  

wird benutzt, um anzudeuten, wie S. S m i t h  aus dieseu Entwickelungen 
einen arithmetischen Beweis der Transformationsformel für die vielfachen 
Integrale herleiten konnte. 

Nachdem die Operation der Multiplikation zweier Matrizen definiert 
worden ist, werden noch einige Probleme über Matrizen geloat, uuter auderen 
das Problem, alle Matrizen von bestimmtem T y p u s  zu finden, deren Deter- 
minanteii gegebene Werte haben. 

Einer analogen Untersuchung werden die Systeme linearer Kongruenzen 
unterworfen. Dem gegebenen Kongmenzensystem entspricht hier die bilineare 
Form : 

Der Verfasser beschrankt sich darauf, für den Fa11 ui= O das 
folgende, von S. S m i t h  herriihreiide Theorem über die ~ ~ u i v a 1 e n z b e d i n ~ -  
ungen zweier Formen herzuleiten: 

Hist.- litt. Abt d Zeitrchr. f .  Math. u. Phys. 42. Jiùirg. 1897. 1 Hefb. a 
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Damit eine bilineare Form G in der Form F enthalten sei, ist not- 
wendig und hinreichend, dass der R a n g  von G den von F nicht übersteige 
und dass die I n v a r i a n t e n  von G teilbar seien durch die entsprechenden 
I n v a r i a n t e n  von 3'. 

Im Falle zci #O wird auch hier die notwendige und hinreichende Be- 
dingung für die Existenz von Losungen entwickelt. 

Auf die xahlreichen interessanten Anwendungen, welche F roben ius  
auf die algebraische Theorie der bilinearen Pormen gemacht hat, geht der 
Verfasser nicht ein. 

Der Verfasser giebt noch auf S. 47, 48, 103 eine Zusammenstellung 
der einschlagigen Litteratur. E. JAWNKE. 

Rlrthodisches Lelirbu(:h der Elenirnlar-Jlathematik. Von G. HOLZMCLLEII. 
Dritter Teil, Lehr- und Übungsstoff zur freien Auswahl f ü r  die 
Prima realistischor Vollanstalten und hoherer Fachschulen, neb~t  
Vorbereitungen auf die Hochschul-Mathematik. Leipzig 1895. 
B. G. Teubner. XLII und 224 S. Mark 2,80. 

Der vorliegende dritte Teil biIdet den Abschlus~ des methodischen 
Tlehrbuches des Verfassers. Es  soll ein Erganzungsband sein, der ,,ohne 
jede Systernatik eine freie Auswahl methodisch bearbeiteter Gegenstiinde 
aus den verschiedenen Gebieten bringt, die auf der Prima der Realgymnasien, 
Ober-Realschulen und hoheren Fachschulen zur Sprache kommen lionneil." 
Cnter den drei Banden, aus welchen des Verfassers Lehrbuch besteht, ist es 
zweifellos der bedeutendste, weshalb eine langere Lnhaltsübersicht folgen soll. 

Die erste Abteilung handelt von der Geometrie. Die aus den Satzen 
von P a s c a l  und B r i a n c h o  n fiiessenden Konstruktionen, welche nur dns 
Lineal erfordern, werden ausführlich besprochen und auf Zentralperspektive 
uud Schliessungsprobleme für Tangenten-Sehneuvierecke angewandt. Hieran 
roiht sich das Schliessungsproblem der Tangenten-Sehnendreiecke, wo der 
für die reine Geometrie der Lage grundlegende Satz über perspektivische 
Drciecke zur Anwendung kornmt. Der Beweis des Verfassers zeichnet 
sich durch Einfachheit und Eleganz aus und wird durch Auffassen der 
Figur a13 Zeichnung einer dreiseitigen Pyramido geführt. Die Konstruktioncn 
nach P asca l  und B r i a n c h o n  werden im weiteren als projektivische 
Operationen gedeutet, welche zu der rein projektivischen Dofinition der 
Kegelschnitte hinleiteu. Dass auch umgekehrt jede nach P a s c a l  und 
B r i a n  chon konstruierte Kurve ein Kegelschnitt ist, wird im Anschluss an 
eine Beweismethode von Eerrn S c h u r  (im Anhange des Duches) bewiesen. 
Um das Kapitel über die Goometrie der Lage zu einem befriedigenden 
Abschluss zu bringen, zeigt der Verfasser noch, dass die kinetische 
Parabeldefinition in Verbindung mit dein Satze von dcn gleichen Peripherie- 
winkeln im Kreise durch einfache Projektion die ganze Sheorie in einfacher 
und schulgemisser Weise liefert. Ein weiteres Kapitel behandelt das 
Doppelverh%ltnis. Den Beschluss der ersten Abteilung bilden Übungen 
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aus der analytischen Geometrie, welche nur den Zweck haben, auf den 
Begriff des Krümmungskreises und Krümmungsradius vorzubereiten. I m  
übrigen tritt die analytische Geometrie in  den Hintergrund. 

Die zweite Abteilung ist stcreometrischen Inhalts und beginnt mit  
einer Beihe schwierigerer Aufgaben, die mit  dem Begriffe des Tragheits- 
momentes ebener Flbchen zusammenhangen. So werden Schwcrpunkts- 
bestimmuugen für  abgeschragte Prismen und Cylinder und für Drehungs- 
k6rper ausgefuhrt. Darauf werden die Kegelschnittsfliichen und die zu- 
gehorigen K6rper behandelt. Die Bestimmung der Segmente, welcher die 
Methode der konstanten Verkürzung bezw. Verliingerung zu Grunde gelegt 
wird, gestaltet sich besonders einfach. Hieran schliessen sich einige An- 
wendungcn des C a v a l e r  ischen Prinzips und,  im Interesse der Fachschulen, 
die wichtigsten Gew6lbeformen. Weiter wird der von G a u s s  herrührende 
Fundamentalsatz der orthographischen Axonometrie auf einigen Zeilen in 
elementarer Weise bewiesen und hierdurch die Einführung namentlich in 
die Krystallographie und in die spharische Trigonometrie erleichtert. End- 
lich folgt noch eine einfache, zeutralperspektivische Darstellung der Kugel 
(vergl. des Verfassers ,,Einführung i n  das stereometrische Zeichnen"). 

Die dn t te  Abteilung ha t  die spheiische Trigonometrie zum Gegen- 
stand. Die hier gegebene Darstellung weicht hinsichtlich der Berechnungen 
von der üblichen nicht ab,  wohl aber, wie der Verfasser betont, in der 
geometrischen Darstellung, iasofern auf die Zeichnung der Figuren be- 
sondere Sorgfalt verwendet wird. In  einem besonderen Kapitel werden noch 
die M6glichkeit der Konstruktions- und Berechnungsaufgaben und die a d -  
tretenden Mehrdeutigkeiten rein geometrisch untersucht. Ein weiteres 
Kapitel giebt interessante Andeutungen über die sphirische Reziprozitiit. Am 
Sehluss sind noch die wesentlichen Formeln zusammengestellt. 

- In  der vierten Abteilung behandelt der Verfasser die algebraische 
Bnalysis Auf ein einlcitendes Kapitel über die ganzen rationalen Funk- 
tionen, wo u. a. eine einfache Herleitung der Interpolationsformel von 
L a g r a n g e  sowie Anwendnngen auf Geometrie und Mechanik gegeben 
merden, folgt die Quadratur der gleichseitigen Hyperbel und im Anschluss 
hioran die Berechnung der Expansions- und Kompressionsarbeit von Gasen 
unter Zugrundelegung des M a r i o t t e  schen Gesetzes. Ein besonderes Kapitel 
bringt allgcrncines über die unendlichen Reihen. An dem Beispiel bedingt 
konvergenter Reihen wird erliiutert, dass man von den für endliche Glieder- 
anzahl gültigen Gesetzen nicht ohne weitercs auf unendliche Rcihon 
dnwendung machen darf. Die Ausdehnung des binomisehen Lehrsatzes 
wird sodann für  negative und gebrochenc Exponenten gegeben. 81s Bei- 

72 
spiele werden u. a. brauchbare Reihen für arc sin y und - hergeleitet. Jetzt 

4 
folgt die FlLichenermittelung für die Kurven y = zp bei beliebigem reelien 
p mit Anwendung auf die Diagranunberechnung für das Gravitationsgesetz 
(p = - 2) und für die adiabatische Arbeit bei Druckluft-, Dampf- und 
Kompressionsmaschinen (' = 1,41 bezw. 1,125). Endlich kommen auch die 
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wichtigsten Reihenentwickelungen für transcendente Funktionen, so für den 
Logarithmus, für n: und cyklometrische Funktionen zur Behandlung. Auch 
hier bildct eine Zusammonstellung der wichtigsten Resultate den Schluss 
des Abschnittes. 

Die letzte Abteilung bringt dio Gleichungen dritten und vierten Grades 
nebst dndeutungen über Gleichungen ntsn Grades. Bezüglich der Übunp- 
aufgaben sei auf die Aufgabensammlung von H e m  L a m p e  (Müller ,  Berlin) 
hingewiesen. 

Ein Anhang enthilt eine Einführung in das Gebiet der Involution, 
den schon oben erwiihnten Nachtrag zurn Pascalsa tz  und eine sehr hübsche 
elomentare Rektiikation der Parabel, wclche Yom Verfasser herrührt. 

Diese übersicht wird den Reichtum an Material sowohl als auch dessen 
geschickte Verarbeitung erkennen lassen, wodurch es dem Verfasser in hohem 
Masse gelingt , seine Absicht zu erreicheil , einmal hinreichenden Stoff zur 
freien Auswahl für die Prima darzubioten und zweitens auf das Studium dcr 
Hochschule in elementarer Weise vorzubereiteu, den Schüler überall auf 
die Unzuliinglichkeit der Elementarmathematik hinzuweisen und ihn zu 
überzeugen, dass er nicht am Abschluss der Wissenschaft, sondern am 
Eingange zu einer neuen Welt steht. E. JAHNKE. 

Zwei Abhandlungen über sphiirische Trigonometrie. Von LEONHARD 
EULEH. (1753 und 1779.) Aus dem Franzosischen und Lateinischen 
übersetzt von E. HAMMER. Mit sechs Piguren im Texte. Leipzig 1896. 
Wilhelm Engelmann. 65  S. [Ostwalds Klassiker der exakten Wissen- 
schaften Nr. 73.1 

Unter den fast zahllosen Abhandlungen E u l e r s  zwei als besondcrs 
lesenswert zu bezeichnen, wiire ein kühnes Unterfangen, und wir sind über- 
zen& dass, wie der grossere Teil von E n l e r s  Abhandlung über Variations- 
rechnung in Kr. 46 von O s t w a l d s  Klassiker exakter Wissenschaften über- 
setzt is t ,  auch noch andere Abhandlungcn aus seiner Feder Aufnahme finden 
werden und müssen. Die heute uns vorliegenden von H e m  Hammer  be- 
arbeiteten Abhandlungcn über sphiirische Trigonometrie sind diejenigen, auf 
welche die ganze spitere spharische Trigonometrie sich aufgebaut hat, uud 
deren Bezeichnungsweise sich so allgemein eingebürgert hat, dass die wenigsten 
mehr wissen, dass man früher anders schrieb, anders schreiben konnte. 
Wir erachten es deshalb als einen p d s a t z l i c h e n  Fehler, dass im Drucke 
das Eulersche sin A' durch sin2 A ersetxt wurde, wenn auch der Heraus- 
geber in seinem Nachworte die h d e r u n g  hervorhebt und zu entschuldigen 
sucht. Auch die anderen weniger wichtigen Bezeichnungswechsel hatten 
unserer Meinung nach unterbleiben sollen. Der Aufsatz von 1753 ist da- 
durch merkwürdig, das in ihm, um uns eines vielleicht etwas derben Aus- 
druckas zn bedienen, mit Kanonen nach Spatzen geschossen ist. Eu le r  
leitet namlich die ganze sphàrische Trigonometrie aus dem Gedanken ab, 
dass drei auf der Kugelflache gegebene Punkte untereinander durch kürzeste 
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Linien verbunden werden, oder anders ausgesprochen, die Trigonometrie ist 
ihm ein Beispiel xur Anwendung der Variationsrechnung. Der zweite Auf- 
satz von 1779 dagegen gründet die spharische Trigonometrie auf durchaus 
einfache stereometrische Betrachtungen, wie sie in unseren 7vfittelschulen 
heimisch geworden sind. CANTOR. 

nz na (nz - 1) , Liitersnchnngen über die Reihe 1 + x + ,,- x $ . . - (1826). 

Von N. H. ABEL. Herausgegeben von A. WANGERIN. Leipzig 1895. 
Wilhelm Engelmann. 46 S. [Ostwalds Xlassiker der exakten Wissen- 
schaften Kr. 71.1 

Die grosse Bedeutung des im ersten Bande von Cre l l e s  Journal er- 
schienenen Aufsatzes besteht bekanntlich darin, dass A b e l  in ihm ein un- 
übertroffenes erstes Muster der strengen analytischen Bchandlung von Reihen 
aufstellte, deren Variable wie deren in allgemeine Buchstaben gekleidete 
Konstanten komplex sind. A b e l s  Abhandlung Iasst sich in dieser Be- 
ziehung den Gauss  schen Dispuisitiones circa seriem etc. an die Seite stellen, 
welche gleich bahnbrechend auf dem Gebiete reeller Zahlen war. Eine 
fernere ~hnlichkeit  beider Arbeiten besteht darin, dass Gauss  wie nach 
ihm Abe l  von der Reihe ausging, nicht nach vorher allgemeiner Übung 
von einer in Beihengestalt zu verwandelnden geschlossenen Funktion. Trotz- 
dem Abels  Werhe in zwei Auflagen vorhanden sind, ist deren Verbreitung 
vermoge des hohen Preises eine verhiiltnismiissig geringe. Der Binominalaufsatz 
we~igstens sollte in der Bibliothek eines jeden Nathematikers sich befinden, 
und deshalb begriissen mir seine Aufhahme in Os t w a l d s  Sammlung. 

CANTOR. 

Eine Theorie der Kanvergenz unendlicher Reihen. Von Dr. ERNST SCHIMPF. 
Beilage zum Jahresberichte für 1894 - 1895 des stadtischen Gym- 
nasiums zu Bochum. 56 S. [1895. Programm Nr. 353.1 

Anknüpfend an die Arbeiten von Kummer ,  von D u  B o i s -Beymond ,  
von Dini ,  von P r i n g s h e i m ,  in denen die Konvergenz von Reihen mit 
anschliesslich positiven Gliedern dadurch geprüft wurde, dass man eine 
Vergleichsreihe von wesentlich einfacher Summe herzustellen sich angelegen 
sein liess, hat Herr S e h i m p f  den gleichen Gedsnken auch bei Reihen mit 
komplexen Gliedern zur Anwendung zu bringen gesucht. Er hat ,  wenn 
a h  das allgemeine Glied seiner Reihe bezeichnet, die etwas einschrankende 
Bedingung eintreten lassen, dass ein endlicher oder unendlicher Grenzmert 

a, des Gliederquotienten - vorhanden sei. Dann ist 
a k - 1  

die Vergleichsreihe, und deren einzolno Gliedor bilden sich mittels 

A, = q(1c) - q ( k  - 1). 
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Die Funktion q ( n )  wird so gewablt, dass sie mit wachsendem n, der 
Nul1 zustrebt, sofern sie überhaupt einen endlichen Grenzwert hesitzt; als 

Mittel der Vergleichung dient 5.  Der Herr Verfasser ha t  bei seiner 
A k  

Untersuchung einige noue Begriffe und Bezeichnungon eingeführt, welche, 
wie uns scheint, zur allgemeinen Annahme empfohlen zu werden verdienen. 
Unter (G), versteht e r  irgend oine Funktion von a, welche G zum Grenz- 
wert hat ,  wenn n =. wird, man k6nnte vielleicht sagen irgend einen 
Anfa~~gsazcsdruck ziolz G. 1st C eine von O verschiedene Konstante, ist  ferner 
a die P~ink t ion ,  welcher 2ak,  sofern die Reihe konvergiert, als Grenze sich 

nzhert,  und is t  C . F ( n )  ein Anfangsausdruck der Differenz 
heisst : O 

die G m ~ z y l c i c l ~ z q  der Reihe der ak. Endlich is t  der (Sicofie~zt einer Reilre be- 
nutzt, das heisst der Ausdruck: 

Wir konnen, ohne allzu ausführlich xu werden, nicht berichten, wie 
der Herr  Verfasser sich seines Reihenquotienten bedient. Das moge der 
sehr lesenswerten Abhandlung selbst entnommen werden. CANTOR. 

Das 2000jiilii4ge Problem der Triselition des \Viiikels. Von Ingenieur 
SIGISXUND WELLISCII (Sonderabdruck aus der Zeitschrift des Osterr. 
Ingenieur - und Architektenvereins, Nr. 3 ,  1896). Wien 1896. Spiel- 
hagen und Schurich. 1 9  S. 

Wir fürchten, der H e i ~  Verfasser ha t  sich bei Mathematikern durch ' 
den Tite1 seiner Abhandlung geschadet. Wir  beeilen uns deshalb zu be- 
richten , dass Herr W e l l i s  c h  von der Unausführbarkeit der Winkeldrciteilung 
mittels des Zirkels und des Lineals vollkommen Kenntnis hat ,  und dass er 
nur einige Mothoden mitteilt, wclcho unter Anwcndung anderer Hilfsmittel 
als der genannten, richtige Ergebnisse liefern. Unter den benutzten Kurven 
ist namentlich die Kardioide zu nennen, für deren Erzeugung eine Vorrichtung 
beschneben ist. CANTOH. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Bibliographie 
vorn 31. Oktober bis 26. Novemhcr 189G. 

Periodische Schriften. 
Jahrbuch d. Erfindungen u. Fortschritte auf d. Gebieten d. Physik, Chemie und 

chem. Technol., d. Astronomie u.Meteoro1. Leipzig, Quandt & Hindel. 6 Mk. 
Veroffentlichungen des kh ig l .  preuss. meteorolog. Institutes. Ergebnisse an den 

Stationen II. und III. Ordnung im Jahre 1896,  zugleich deutsches meteoro- 
logisches Jahrbuch für 1896. Beobachtungssystom des Konigreicha 
Preussen und benachbarter Staaten. 1.Heft. Derlin, Asher & Co. 3 Mk. 

Berichtc, math. u. naturw., aus Ungarn. 1 3  Band (Januar 1895 bis Dez. 1895). 
1. Halfte. Budapest, Verlagsbur. d. ungar. Akad. d. Wissenschaften. 4 Mk. 

Geschichte d e r  Mathemat ik  u n d  Physik. 
HAGEN, JOA. G., Index operum Leonardi Euleri. Berlin, Dames. 2 Mk. 
MACH, E., Die Prinzipien der Warmelehre. Historisch-kritisüh entwickelt. 

Iieipzig, Barth. 1 0  Mk. 
Landesvermessung, die schweizerische, 1832-1864 (Geschichte der Dufour- 

karte). Herausgegeben vom eidgenossischen topographischen Bureau. 
Bern, Sçhmid, Francke & Co. 3 Mk. 35 Pf. 

EKVST, A m . ,  James Watt  und die Grundlagen d. modernen Dampfmaschinen- 
baues. Berlin, Springer. 2 Mk. 

B E R N E - U ~ T ,  Philipp Melanchthon als Mathematiker und Physiker. Keue 
Ausgabe. Wittenberg (1 8 6 5), Wünschrnann. 1 Mk. 

Reine Mathematik.  
UESIIT, ~ ' R z . ,  Katechismus der Differential- und Integralrechnung. Leipzig, 

Weber. geb. 3 Mk. 
KÜPPER, C., Nachtrag zu den ,,k -gonal-Kurven ". Prag, Rivu& 20 Pf. 
ROGEL, Fm.,  Theorie der Eulerschen Funktionen. Prag. Ehendas. 7 2  Pf. 
STUDNICHA, F. J., Über Potenzdeterminanten und deren wichtigste Eigen- 

schaften. Prag. Ebendaselbst. 16  Pf. 
~ C ~ U B E I ~ T ,  HEKM., Beispielsammlung zur Arithmetik und Algebra (Samm- 

lung Goschen). Leipzig, Goschen. 80 Pf. 
SPORER, BENEU.? Niedere h a l y s i s  (Samml. Goscheri). Leipzig, Goschen. 80 Pf. 
W~LSCH,  E., Über die Laméschen Polynome zweiter Ordnung einer Form 

fünfter Ordnung. MTien, Gerolds Sohn. 20 Pf. 
BOLTE, F.? Leitfaden für den Unterricht in der Planimetrie zum Gebrauche 

an Navigationsschulen. Harnburg, Penser. 1 Mk. 20 Pf. 

Angewandte Mathematik.  
WEI~BACH, JuL., Lehrbflêh der Ingenieur - nnd Maschinen - Mechanik. F'iinfte 

Auflage von HEKIIMANN, GUST. 1. Teil: Lehrbuch der theoretischen 
Mechanik 2. Abdr. Braunschweig, Vieweg & Sohn. 26 &fi. 

B ~ e ~ ~ , 8 . F . , U n s . w e l t s y ~ t .  E.Beitr z. Theor.d.We1tgeschehens. Leipz.,Fock 1 Mk. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



40 IIistorisch-lit,terarische Abteilung. Uibliographie. 

IIAIITWN, Jolis. , Die Beobachtung der Mondfinsternisse. Leipzig, Hirzel. 5Mk. 
blac~r,  1,. , Weitere Versuche über Projektile. Wien, Gerolds Sohn. 1 Nk. 90Pf. 
UNTERWEGER, JOHS., Über zwei trigonometrische Reihen für Sonnenflecken, 

Kometen und Klimaschwankungen. Wien, Gerolds Sohn. 90 Pf. 
Vermessungswesen, Das, der konigl. Haupt- und Residenzstadt Dresden. Die 

Triangulationen erster, zweiter, dritter Ordnung. Im Auftrage des Rats 
zu Dresden bearb. v. Stadtvermessungsamt. 1.Bd. Dresden, Baensch. 8 Mk. 

Handworterbuch der Astronomie, herausgegeben von W.VAI,ENTINER. 1. Band. 
Breslau, Trewendt. 24 Mk. 

Bestimmungen, grunds%tzliche, für die Durchfühnmg hydrometrischer Er- 
hebungen; herausgeg. vom kaiserl. konigl. hydrogr. Zentralbureau. Wien, 
Braumtiller. 1 Mk. 60 Pi: 

Regulativ für die hydrometrische Prüfungsanstalt des kaiserl. konigl. hydro- 
metrischen Zentralbureau in \Vien. M'ien, Braumüller. 20 Pf. 

Vorschrift über die Verfassung, Sammlung und Evidenzhaltung von Situations-, 
Tlangenprofils - und Querprofilspliinen der Binnengewasser; herausgeg. vom 
kaiserl. k6nigl. hydmgraphischen Zentralbureau. Wien, Braumüller. 2 Mk 

KILELL sen., O. ,  Hydrostatische Messinstrumente. Berlin, Springer. 3 lk. 
KROHNKE, G. H. A., Handbuch zum Abstecken von Kurven auf Eisenbahn- 

und Wegelinien. 13.Auflage. Leipzig, B. G .  Teubner. geb. 1 Mk. 80 Pf. 
FREIBERGER, H., Perspektive nebst einem Anhange über Sühattenkonstruktiw 

und Parallelperspektive (Sammlung Goschen). Leipzig, Goschen. 80 Pf. 
~ ~ E C K E R ,  H., Geometr. Zeichnen (Samml. Goschen). Leipzig, Goschen. 80 I'f. 
SINRAM, A., Kritik der Formel der Newtonschen Gravitationstheorie. Ham- 

burg, Grafe & Sillem. p 1 Mk. 
SPITALER, R., Bahnbest. d. Korneten 1890VII. Wien, Gerolds Sohn. 1Nk. 40Pf. 

Phyaik und Meteorologie. 
WIEDEMANN, E., Das neue phys. Inst. d.Univers.Erlangen. Leipzig, Barth. 6 Mk. 
BEVYDORF, H., Weiterführung der Ann%herungsrechnung in der Maxwellschen 

Gastheorie. Wien, Gerolds Sohn. 50 Pf. 
BOLTZMANN, L., t b e r  die R~rechung der Abweichringen der Gase vom Rogle- 

Charlesschen Gesetz u. d. Dissociation derselb. Wien, Gerolds Sohn. 30 Pf. 
DEETZ, ALFR , Die hochste u niedrig.Temperatur. Berlin, Friedrichshagen. 10Pf. 
KLEMENCIC~IGN., Üb. perm.Magnete a.steir.Wolframstah1. Wien, Ger~lds  S. 30Pf. 
~o~~~~~,~~~.,~b.~erechn.d.~nduktionskoeffia.lan~. 8pulen Prag,lLivn& 72  Pf. 
MCTZBL, K., Über Rontgen-Strahlen. Breslau, Preuss & Jünger. 60Pf. 
W u r , ~ ,  THDR., Über Rfickstandsbildung und Oscillationen bei verschiedenen 

Kondensatoren. Wien, Gerolds Sohn. 80 Pf. 
Buwn , FR, , 100 einfache Versuche zur Ableitung elektrischer Grundgesetze. 

Xünster, Aschendorff. 7 5. Pf. 
TRAUERT, W., Meteorologie (Samrnlung Goschen). ?Leipzig, Goschen. 80 Pf. 
HAUKE , ALFB., Über d. Refractionsiiquiv. d. Elemente. Wien, Gerolds S. 80 l'f. 
SC~WEIGER-LERCHENFELD, A. v., Das Buch der Experimenti . Physikalische 

Apparate und Versuche. Wien, Hartleben. - geb. 6 Mk. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Rezensionen, 

Ein altbabylonischer Felderplan nach Mitteilmgen von F. V. SCHXIL 
herausgegeben und bearbeitet von Dr. AUGUST ETBENLOHR, Professor 
an der Universitat Heidelberg. Leipzig 1896. J. C. Rinrichssche 
Buchhandlung. 1 6  S. 

Wir orfüllon eine angenehme Pficht, indem wir unsere Leser auf 
einen hochbedeutsamen B m d  aufmerksani machen,' der für die Geschichte 
der babylonischen Feldmessung p n d l e g e n d  zu werden verspricht. Es handelt 
sich um einen Felderplan mit beigeschriebenen MaBzahlen, der upatestens 
um 2400 v. Chr. angefertigt wurde. Herr A u g u s t  E i s e n l o h r ,  der 
seiner Zeit durch die vortreffliche Übersetzung des Rechenbuches des Ahmes 
den Zngang zur alti,gptischen Mathematik eroffnete, hat  jetzt mit Erfolg 
sich beruüht, einen entsprechenden Einblick in die babylonischen Methoden 
zn gewinnen, welche mindestens 700 Jahre vor Ahmes in Übung waren. 
Das letzte Wort scheint uns, scheint auch unserem gelehrten Freunde 
Herrn Eisenlohr noch nicht gesprochen zu sein, aber folgende drei That- 
sachen dürften heute schon als gewiss betrachtet werden konnen: 

1. Die Babylonier waren bessere Rechner als Zeichner, denn der Plan 
stimmt nur nach wesentlichenVer~ndenuigen mit den beigeschriebenen, 
unmittelbarer Messung entnommenen Zahlen. 

2. Mit der Aufnahme waren zwei Feldmesser betraut, deren Nsmen 
genannt sind; der eine begann die Messung oben und ma0 nach 
unten, der andere begann unten und mal3 nach obon, sodass den 
EinzeEguren, in welche der Plan zerfàllt, zweierlei voneinander 
abweichende Fliichonangaben entsprechen, zwischen denen ein dritter 
Beamter, eine Art  von Oberbehorde, einen Mittelwert nach Art des 
arithmetischen Mittels als endgiltige Flichenangabe bestimmte. 

3. Wie die beiden Yeldmesser im engeren Sinne zu ihren Zahlen kamen, 
steht noch nicht ganz fest. Hochst wahrscheinlich betrachteten sie 
die Vierecke als Ilechtecke, deren Hohe nach verglichenen MaBen 
der rochts und links von Feldmesser teils unmittelbar, teils mittelbar 
gewonnenen Lingen augenommen wurde. 

CANTOR. 
1Iist.-lirt. Abt. ù. Zsitschr. f. Math. u. Phyh. 42 Jahrg. 1897. 2. Heft. 4 
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42 Historiech -1itterarische Abteilmg. 

T)~Is  yolk der Skhener-Zlihler. Rückschluss aus der Form der ,,arabischen 
ZiEernLL auf ihre Herkunft von HEREMAN TON JACOBS. Berlin 1896. 
Verlag der v. Jacobsschen Buchhandlilng. 45 S. 

Die Vermntung, welche dcr Verfasscr i n  don Titclworton andeutet, 
besteht darin, es hatten die Sumero-Accad, jenes turanische Volk, das mit 
cincm besicgtcn semitischen Stammo sich mischend dio Euphratlznder bo- 
wohnte, ein Zahleusystem besessen, dessen Grundzahl die Sieben gewesen 
sci. Gcstützt wird diese Vermutung darauf, dass die heilige Zahl 7 in den 
mamigfachsten Redewendungen vorkommt, welche nach Babylon zurück- 
zudeuten schcinen, ferner auf das Vorkommen der Zahl 7 in  der indischon 
Sage, mo Bhodisatva im Zahlenwettkampfe je ein grosseres LiingenmaB 
aus 7 kleineren bestehen liisst, auf die Thatsache, dass ein Bündel von 
7 ruuden Stiiben sich tadellos zusammeubinden lzsst, wenn 6 aussere Stibe 
einen ihnen gleichen umgeben, auf die Noglichkeit Zeichen, welche den 
sechs ersten Gobarzifferri ahnelu, aus 1 bis 6 Strichen zusarnmenzusetzeu. 
Dass die Suniero- Accad i m  Soss die hohere Einheit eines Sexagesimalsystems 
besassen, stort H e r m  v. Jacobs nicht. Uiese Zusammenfassung habe man neben 
dem Siebenersystem erfunden, weil 6 0  vielfach teilbar, 7 dagegen teilerlos 
war. Von seiuer grundlegeuden Vermutung aus sucht alsdann der Verfasser 
sowohl die Kamen als die Zeichen der Zahlen über 7 als Zusammen- 
setzungen zu erklaren u ~ i d  noeh mancherlei auf MaBe und Gewichte be- 
ziigliehe Dinge xu erortern. Rerr  v. .Jar,obs ist  weit entfernt, davon, seine 
Meiuung fur  bewiesen eu halten. Er b ide t  sie wesentlich den Altertaus- 
forschern zur Priifung mittels schon bekannter und künftig noch bekannt 
werdecder Fundergebnisse an,  und insoweit darf man  die kleine Schif t  
interessant nennen. Ob freilich die Priifung der hier vertretenen Meinung 
günstig ausfallen wird? Referent kann nicht recht daran glauben. Vor 
allem ist ihm ein Sexagesimalsystem , welches nehen einem Siebenersystem 
aus Gründen zweckm%ssiger Teilung urplotzlich auftaucht, ganz undenkbar. 

CANTOIL 

Das Quadriviuin aus Severus Bar Sakkû's Bnch der 1)ialog.e. lnaugural- 
Dissertation zur Erlangung der Doktorwürde der philosophischen 
Fakultiit der Universitiit Heidelberg, vorgelegt von JULIUS RUSKA 
aus Buhl. Leipzig 1896. Druck von W. Drugulin. 79 S. 

Severus B a r  ~ a k k û ,  ein iin Jahre 1 2 4 1  rerstorbener Syrer, rerfasste 
ein encyklopadisches Werk unter dem Tite1 des Biiches der Dialoge, welcher 
über die gewiihlte Gesprichsform Auskunft giebt. Herr  Ruska hat  vorlaufig 
einen Teil dieses Werkes in syrischer Sprache m m  dbdruck gebracht und 
ha t  eine von zahlreichen Anmerkungen begleitete deutsche Übersetzung bei- 
gefügt. E r  tritt damit in die Reihe der sehr wenig zahlreichen Gelehrten, 
welche mathematisches Wissen mit der Kenntnis morgenlandischer Sprachen 
vereinigen, und welche dadurch das Recht, wenn nicht die Pflicht erworben 
haben, orientalische Handschriften zu durchstobern und einem weiteren 
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Iieserkreise bekannt zu geben, was dort an wertvollem Stoffe sich vorfindet. 
Nicht als ob wir durch diese Ausserung den Severus als einen besonders 
schatzbaren Schriftsteller bezeichnen wollten. E r  war gewiss ein sehr 
fleissiger Mann, er hat den Kikomachus und iihnliche Neupythagoraer, 
menn auch wahrscheinlich nicht in griechischer Sprache, doch in syrischen 
oder arabischcn Auszügen genau gelesen und aus dcm Auszuge cinen ncuen 
Auszug gefertigt, der von besserem Verstandnisse zeugt, als was etwa 
300 Jahre früher die lauteren Brüdcr aus khnlichen Quellen zusammen- 
schrieben; aber eigene Gedanken von irgend welcher Tragweite muss man 
hei Severus nicht suchen. Dagegen ist gerade die Art seiner Schriftstellerei 
ein kennzeichnendes Beispiel für eine ganze Schule, und von diesem Ge- 
sichtspunkte aus wird Herrn R'uskas Arbeit gewiss als eine des Dankes 
werte erachtet werden rnüssen, welche auch verdient fortgesetzt zu werden. 

Apollonius of Perga Treatise on coiiic sections edited in mo'dern notation 
with introductions including an cssay on the earlicr history of the 
subject by T. L. HEATH, M. A. sometime fellow of Trinity College, 
Cambridge. Cambridge: at the university press 1896. CLXX, 254 p. 

Derselbe Verfasser hat 1885 ein Werk über Diophant herausgegeben, 
welches wir damals in der Berliner Philologischen Wochenschrift vom 
26. September 1885 (V. Jahrgang Nr. 39 S. 1223 -1225) einer Besprech- 
ung unterzogen. Bei allem Lobe, welches wir der griindlichen, mehrfach 
neue Gesichtspunkte eroffnenden Arbeit zu spenden hatten, mussten wir in 
Bezug auf die erorterten Methoden die Frage stellen: Liest Herr Heath diese 
Metboden wirklich heraus oder hinein? Wir mussten hinzufügen: Wir fürchten, 
man wird das letztere in mancher Beziehung behaupten müssen. Herr Heath 
hat bei Bearbeitung des Apollonius eine Anfordermg selbst ausgesprochen, 
welche, wenn erfüllt, einen ahnlichen Vorwurf wie 1885 unmoglich macht. 
Die Bearbeitung, sagt er, soll Apollonius und nur Apollonius zum Gegen- 
stand haben; nichts soll verandert werden, weder Inhalt noch Reihenfolge 
der Gedanken; nichts von irgend welcher Bedeutung soll weggelassen 
werden; Überschriften zu einzelnen Gruppen von Satzen sollen den schrift- 
stellerischen Plan des Apollonius deutlich hervortreten lassen. Im allgemeinen 
k t  Herr Heath seinem Vorhaben treu geblieben. Allerdings kommen auch 
Stellen vor, z. B. S. 122 -125, von welchen keine Silbe bei Apollonius 
oder bei seinem alten Kommentatoren zu finden ist. Herr Heath durfte 
streng genommen diese Seiten nicht zum Abdrucke bringen lassen, wenn 
er die Leser nicht irreführen wollte. An eine absichtliche Tauschung ist 
natiirlich nicht zu denken, aber ein Widerspruch gegen die in der Vorrede 
gegebene Zusage ist trotz der Elammern, welche die lange Einschaltung 
einschliessen, vorhanden. Der Bearbeitung der Regelschnitte des Apollonius 
geht eine lingere geschichtliche Einleitung vorher, in welcher Herr Heath 
sich als überzeugten Schüler des bekannten Zeuthenschen Werkes über 

4 *  
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44 Historisch-lit,terarische Abteilung 

Kegelschnitte e rk lk t .  Wir haben allzuoft unsere entgegenge~etzt~e Über- 
zeugung a ~ s g & ~ r o c h e n ,  als dass wir notig hiitten, es abeimals zu thun. Die 
Heathsche Darstellung scheint uns einigermassen durchsichtiger als dessen 
Musterwerk, und uns wenigstens traten hier deutlicher als je zuvor die fast 
zahllosen unbewiesenen Behauptungen entgegen, auf welche der ganze ,4uf- 
bau sich stützt. In diesem Sinne konnen wir Leser, welche noch keine 
feste Meinung sich gebildet haben, a d  die Heathsche Einleitung hinweisen. 

Sereni Antinoensis Oynscula edidit e t  latine interpretatus est J. L. HEIBERG, 
Dr. phil., Prof. Haunicnsis. Leipzig 1896. B. G. Teubner. XIX, 303 p. 

LÈe{vov 'Av~rvrr t 'w~ rprlo~drpov m v i  xvlivdgov zoy f ç .  Uiese Bezeichnung 
geh6rt der altesten und besten Handschrift des Serenus, einem Vatikan- 
kodex aus dom XII.-XIn. Jahrhundert an. Uer Heimatriame is t  offmbar 
unrichtig überliefert. Halley verbesserte ihn in  ' A U S L G G ~ O ~ ,  und seitdem 
kennt die Geschichte der Natheuiatik einen Sererius von Antissa. Aber 
Herr  Heiberg hat  (Biblioth. math. 1894 p. 97) darauf aufmerksam gemacht, 
dass das Ethnicon \on Antissa gar nicht ' A V ~ L G G E ~ ~ ,  sondera ' A U ~ L G G C Y ~ O ~  
lautete, dass also Halleys Vermutung keinen Nutaen gemahrt. E r  s~ lhs t  
schlug daher 'AvzcvoÉwS vor, Serenus von Antinoeia, &as heisst aus jener 
agyptischen St,adt, welche Kaiser Hadrian im Jahre 122 zu Ehren des jung- 
verstorbenen Antinous gründete. Herr Heiberg ha t  i n  der neuen Ausgabe 
des Serenus, welche uns heute vorliegt, jene Namensform beibehalten, an 
welche man sich hinfort wird gewohnen müssen. Fiir das Zeitalter des 
Serenns ist damit so vie1 gewonnen, dass e r  frühestens Zeitgenosse des 
Klaudius Ptolemaeus gewesen sein kann. Seine Sprache scheint aber noch 
etwa zwei Jahrhunderte tiefer herabzuw~isen, und deshalb nimmt Herr Heiberg 
keinen Anstand der schon von Chasles gehegten Meinung sich anzuschliessen, 
Serenus habe im IV. Jahrhundert zwischen Pappus und Theon von Alexandria 
geblüht. Die neue Ausgabe gehort der Bibliotheca Teubneriana an und ist 
von Herrn Heiberg besorgt. Jeder Fachmann weiss, was er diesen beiden 
Angaben zu entnehmen hat: Einen sorgsamen Druck bei kritisch her- 
gestelltem Texte. -- -- CANTOR. 

Snr I'origiiie du monde. Théories cosmogoniques des anciens et des 
Lodernes, par  H. PAYE, de l'Institut. Paris 189 6.  Gauthier-Villars 
e t  fils. 313 p. 

Das Werk ,,über dio Entstohung der Weltl '  besitzt einen doppolton 
Charakter,  einen geschichtlichen und eiiien dogmatischen. IIerr Faye er- 
zkihlt, wio man zu den verschiedensten Zcitcn dio Entstohung der Welt sich 
dachte. E r  kront diese Erzahlung durch die Darstellung seiner eigenen 
Lehre von diescm Entstehon. Wir fühlen uns nicht berufeii, über don 
zweiten Teil des Buches ein Urteil abzugeben. Uazu bedürfte es der viel- 
seitigsten Kenntnisse i n  Astroriomio, kosmischer Physik, Thermochernis etc., 
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über welche wir nicht verftigen, und selbst mit diesen Kenntnissen ist und 
bleibt vermutlich irnmer Hypothose, was man aussort. Erwoitertos Wisson 
hat bisher haufig genug iiltere Vermutungen als unmoglich beseitigt, ohne 
beweisen zu konnon, welche Vorgjlnge vor Millionen von Jahren vielleicht 
vi+klich stattfanden. Der geschichtlichen Darstellung des Verfassers folgteu 
wir mit dem grossten Interesse. Herr Faye hat  dabei den Weg eingeschlagen, 
der vuverliissig der allein richtige ist. E r  lasst die Schriftsteller selbst zu 
Wort kommen. In franzosischen Übersetzungen führt er die Schopfungs- 
geschichte der Geriesis vor, die wichtigsten Stellen aus l'latos Timaeus, aus 
dem Himmel des Aristoteles, ails dem Traume Scipios von Cicero, aus 
Lucretius, aus Vergil, aus Ovid. E r  springt dann über zu Descartes, zu 
Newton, zii Kant, zii Laplace, mit wdchem seine Ausfiihrungen a,bschliessen. 
Herr Faye knüpft an alle ~ u s s e r u n ~ e n  seine kritischen Bemerkungen, wie 
es das Recht des Geschichtsschreiberù is t ,  aber nirgend liisst er verkennen, 
was Bericht, was bestibigende oder widerlegende eigene Meinung ist. Ein 
Gedanke wird schon bei Gelegenheit der biblischen Erzihlung ausgesprochen, 
der uns lebhaft fesselte: Der Gedanke, dass die Schopfungsgeschichte jedes 
Religionsbuches stets als Spiegelbild der physikalischen und astronomischen 
Glaubensbekenntnisse der Zeit, i n  welcher das Buch entstand, aufzufassen 
ist. Der Religionslehrer knüpfte nur seine Glaubensvorschriften a n  schon 
bestehende Volksmeinungen. Herr  Faye geht in seinen kritischen Zusjltzen 
uns mehrfach zu weit. Wenn er an der Ü b e r l i e f e r ~ n ~ ,  dass nach Meinung 
der Pythagorier in der Mitte das Feuer sei, u m  welches Erde und Gegen- 
erde sich bewegen, die ~ n d e r u n ~  vornimrnt, das Feuer konne nur die 
Sonne, die Gegenerde nur der Mond sein, so scheint uns das Bcstreben, 
den Pythagoriiern ausschliesslich vernünftige Meinringen zuschreiben zu 
wollen, mehr freundlich als richtig. Wenn Newtons Kichte mitteilt, ihr 
Orikel habe Descartes Schriften misswertig bei Seite geworfen, um nicht 
auf jedes Blat t  die R,andbemerkung ,,unrichtig '' schreiben zu müssen , so 
dürften Herrn Fayes Zweifel u~igerechtfertigt seiu, selbst zugegeben, dass 
Xewton zu Anfang mehr Cartesianer war, als er spiiter Wor t  haben wollte, 
als er seiner schonen Nichte erzahlte, was sie nur von ihm haben konnte. 
Auch an dern Laplacesehen ,,Ich habe die Gotteshypothese nicht notig ge- 
habtLL übt Herr  Baye seine Kritik, in  diesem Falle auf den Bericht Aragos 
über eine ~ u s s e r u n ~  van Laplace selbst sich stützend. Laplace habe nur 
gegen Newton polemisiert, welcher ein Eingreifen Gottes für notwendig er- 
achtete, so oft a n  der grossen Weltmaschine, wenn wir so sagen dürfen, 
Etwas haperte, wiihrend Laplaces weiter vorgeschrittene Analyse ein solches 
Eingreifen nicht mehr brauchte, nachdem die Anfangsbewegung vorhanden 
war, welche er gleichfalls voraussetzte. Besonders rühmend dürfen wir die 
an manchen Stellen dichterisch sch6ne Sprache des Verfassers hervorheben. 
Mochten doch die Schriftsteller der sogenannten schonen Litteratur inner- 
halb und ausserhalb seiner Heimat an seinem Muster sich bildeii. 
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~ % e r  einige altere Bearbeitnngen des Rnchhaltniigs - Traktates von 
Lnca facioli. Ein Beitrag zur Geschichte der Buchhaltung von 
CARL PETBR KHEIL. Prag 1896.  Doursik & Kohout, VI ,  128 S. 

Wir  haben in unseren Vorlesungen der Geschichte der Mathernatik II, 300 
bis 301, Luca Paciuolo als denjenigen Schriftsteller bezeichnet, welcher 
zwar ohne allen Zweifel die doppelte Buchhaltung nicht erfand, aber zuorst 
ihre Lehre und Verbreitung .sich angelegen sein Liess. Wir freuen uns, 
dass Herr Kheil, ein Spezialist in der Buchhaltung, von der wir nur sehr 
nebensiichliche Kenntnis besitzen, ebenfalls in  Pacioli (über die Becht- 
schreibung wollen wir nicht streiten) den ersten Schriftsteller des Faches 
anerkennt und in überaus eingehender, durch seine an Selteriheiten reiclie 
Ribliothelr unterstützter Nachforschung zu ermitteln gewusst ha t ,  wie dic 
weitere Verbreitung stattfarid. J a n  Ympyn und Wolffgang Schmeicker sen. 
sind vielleicht a m  lebhaftesten dabei beteiligt gewesen. Der ersterc gab 
in Antwerpen 1543 eine vlümische und eine franzosische Anleitung zur 
Buchfübrung heraus, welche weiter ins Englische übersetzt wurde. Die 
Quelle war italienisch, und wenn auch nicht Paciuolos Werk,  jedenfalls eine 
eng an dieses sich anlehnende Schrift eines unbekannten Verfassers, der 
vielleicht Juan  Paulo di Bianchi aus Perugia hiess. Schweickers ,,Zwi- 
fach Buchhalten" ist  1549  in Nürnberg gedruckt und ist unter nachweis- 
licher Benutzung des ,,Quaderno doppioLL von 1534 bearbeitet, welches selbst 
von Domenico Manzoni, einem Nachahmer Paciuolos, herrührt. Unter den 
vielen beilàufigen Beruerkungen , durch welche Herr Kheil sein unifang- 
reiches Wissen bewiihrt ha t ,  nennen wir den Nachweis, dass der Kaufmann 
in Venedig, i n  dessen Hause Paciuolo langere Zeit lebte, nicht Eopiansi 
hiess, wie man seither druckte, sondern Rompiasi. CANTOIL 

Henricns Grammatens und sein Algorismus de iiitegris von Oberlehrer 
CHRISTUN FKIEDRICH MÜLLEK. Beilage zum Jahresberichte des Gym- 
nasiums xi1 Zwickau. Ostern 1896. 33 S. [1896. Programm Nr. 5581. 

Nachdem die Geschichte der Mathematik seit wenigen Jahrzehnten 
angefangen hat ,  Namen und Leistungen des Heinrich Schreiber aus Erfurt 
unverdienter Vergessenheit zu entreissen, ha t  Herr Müller noch weiteres 
Material über den tüchtigen Gelehrten beizuschaffen gewusst. Wir  kennen 
durch H e m  Müllers Bemühungen jetzt das Todes jah  1525 des Grammateus; 
wir wissen nun von einer lateinischen Schrift ATp.ifl~nzus propo~twmn~ 
(Krakau 1514);  wir erfahren, dass das deutsche Rechenbuch schon 1521 
und zwar in  Nürnberg gedruckt i d ;  mir lernen einen lateinischen 1 5 2 3  in 
Erfurt gesehriebenen Alyorisrnus de integris in  neuem Abdruck vollstandig 
kennen. Herr Müller hat  eine dankenswerte und erfolgreiche Arbeit an- 
gewandt, deren g e s i c  h e r t  e Ergebnisse der Geschichte angehoren. Der 
Algorismus de integns lehrt ungemein klar das Rechnen mit Einschluss der 
Regeldetri a n  ganzen Zahlen. Man findot in ihm auch (S. 33) unter deni 
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Namen Reguia generalis pro solutwne puorundam cxenzplorum die indische 
Umkehrungsrechnung, welche Leonardo von Pisa Regula versa [Cantor, 
Vorlesungen der Geschichte der Mathematik, II, 211 genannt hat. 

CANTOR 

Jakob Ziegler, ein bayerischer Geograph und Mathcmatiker. Von SIEG- 
NUND GÜNTHER [Sonderabdruck aus den , ,Forschmgen zur Kultur- 
und Litteraturgesehichte Bayerns." Horausgegoben von Karl von Rein- 
hardstottner. Buch IV (1896)l.  Ansbach und Leipzig 1896. Max 
Eichinger. 63  S. 

Jakob Ziegler starb 1548 in Passau nahezu 80 Jahre alt. So berichtet 
eine handschriftliche Randbemerkung in dem der Münchner Bibliothek an-  
gehorenden Exemplare von Zieglers Beschreibung des Heiligen Landes. 
Zieglcr war . ein für seine Zeit sehr tüchtiger Kartenzeichner und wusste 
besonders im Norden Europas, . auf der skandinavischen Halbinsel gu t  
Beschoid. Soweit dabei astronomischcs und mathematisches Wissen erforder- 
lich war, mag man ihn auch einen Mathematiker nennen, eigene mathe- 
matische Leistungen sind nicht auf ihn zurückzuführen. CANTOR. 

Bibliogralia Galileiaiin (1 5 6 8  - 189 5) raccolta ed illustrata da  A. CARLI 
ed A.FAVARO. Roma 1896. Pubblicazione del Ministero della Pubblica 
Istruzione. VIII, 402 p. 

Der von d e n  Freunden der Geschichte der rnathematischen Wissen- 
schaften stets betrauerte Fürst Boucompagni hat te  Herrn Carli veranlasst, ver- 
schiedene Untersuchungen und Nachforschungen in der Florentiner National- 
bibliothek anznstellen. Dort  entstand bei Herrn Carli der Gedanke, 
einen Katalog der auf Galilei bezüjlichen Handschrifte~i, einen anderen ïür  
die auf Galilei beziiglichen Druckschriften anzufertigen. Inxwischen be- 
gann unter Herrn Pavaros Leitung der Dmck der neuen Galilei-Ausgabe. 
Was der Gedanke eines Einzelnen gewesen war, wurde zn einem 13estand- 
teile des auf Staatskoslen ins Leben tretenden Unternehmens. Heute liegt 
die Bibliographie. vollendet vor uns, der Handschriftenkatalog sol1 folgen. 
Der erste Eindruck, welchen der Band auf uns machte, war der des 
Schreckens, des Schreckens darüber, dass die Galileilitteratur bereits auf 
über 2100 Nummern angewachsen kt, des Schreckens über den Fleiss, den 
beide Herausgeber a.nwenden milssten, um eine solche VollstZndigkeit zu 
erzielen! Niemand wird es künftig wagen dürfen, a n  Galilei-Forschungen 
heranzut,reten, ohne vorher die Bibliographie 2u Rate gezogen zu haben, 
wer etwa schon im gleichem Sinne gearbeitet habe. Es schadet nicht, 
wenn dadurch einer oder der andere zurückgeschreckt, das, was noch zu 
thun übrig ist ,  den benifenen Hiinden überliisst, welche gegenwartig das 
fast erschopfte Feld bebauen. CANTOR. 
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Über die Begründung der Inflnitesimalrechnniig durch Kewton niid 
Leibniz von Dr. ERNST TISCIIER, Oberlehrer a m  Nicolaigymnasium 
zu Leipzig. Wissenschaftliche Beilage zum Jahresbericht des Nicolai- 
gymnasiums zu Leipzig. 46 S. [1896. Programm Kr. 551.1 

Wie kommt es ,  fragt Herr Tischer, dass hundert Jahre nach der Ab- 
handiung von 1 6 8 4 ,  in welcher Leibniz die Differentialherechnung bekannt, 
gemacht hat ,  eine Preisfrage der Berliner Akademie eine einwandfreie Be- 
griindiing der lnhi tesimalrechnung verlangte , dass L'Huilier mit einer 
Grenzmethode, welche dem Gedanken der Newtonschen ersten und letzten 
Verha,ltnisse nahe knmmt, den Preis davontriig, dass wieder 13 Jahre spiiter 
Lagrange das Unendlichkleine, die Grenzwerte und die Fluxionen ausdrück- 
lich verwarf, und dass iinsere heutige Wissenschaft wieder ba.ld mit dem 
Unendlichkleinen, bald mit Grenzwerten operiert, wie es vor 200 Jahren 
der Pal1 war? Eine eigentliche Antwort anf die interessante Frage finden 
wir auch bei H e m  Tischer nicht, und wir personlich wundern uns darüber 
nicht. So lange der Mensch das Gras nicht w a c h s e n  s i e h t ,  sondern das 
G e  w a c h s  e n s e i n  allein erkennt, werden die erwahnten Skrupel stets von 
Zeit zu Zeit auftauchen, ohne eine Widerlegung finden ni konnen. Es ist 
eben, wie wir a n  einem anderen Orte einmal gesagt haben, die Begründung 
der Infinitesimalrechnung die alte zahe Speise, an der der Mensch .ciel 
tausend Jahre kaut ,  und noch kauen wird! Die Unerweislichkeit tritt  und 
t ra t  von jeher dadurch hervor, dass a n  irgend einer Stelle ein Axiom ein- 
geführt wurde. Herr  Tischer ha t  die Aufgabe seiner hochinteressanten Pro- 
gramrnabhandlung dahin gestellt, dass er zunachst den infinitesimalen Charakter 
des antiken Exhaustionsverfahrens, wie es bei Euklid und reicher entwickelt 
bei Archimed sich benutzt findet, enthüllte, eine geistvolle nachtragliche 
Zusammenstellung, sofcrn man sie nur als solchc b~t~rachtet .  Daran, dass 
Euklid, dass Archimed von der modernisierten Auffassung eine Ahnung ge- 
habt hkitten, ist  natürlich nicht zu denken, und Hcrr Tischer mutet 
seinen Lesern eine solche Kraftprobe ihres Glaubens auch nicht zu. Daun 
überspringt er zwei Jahrtausende und gclangt zu Newtons Fluxionsrechnung, 
welche er darauf prüft,  ob denn wirklich der strittige Gedanke des Unend- 
lichkleinen in ihr vermieden sei, und eine eingehende Unterçuchung der 
verschiedenen Schriften Newtons Ess t  erkennen, dass deni keineswegs so ist. 
E s  wrtr nur  selbstverst~ndlich, dass Herr Tischer seine Durchmustemg von 
Newtons Abhandlungen mit derjeuigen verglich, welche Refereni, in dem 
erst'en Abschnitte des IIT. Randes seiner Vorlesungen iiber Geschichte der 
Mathematik angestellt hatte. E r  erkannte dabei einige Unrichtigkeiten, die 
wir uns zu Schulden kooimen liessen, und fand nachtriiglich, dass Herr 
Zeuthen in einem der Ropenhagener Akademie am 3. Mai 1 8 9 5  eingereichten 
Aufsatze Sur pueTpues critiqztes faites dc nos jours à A-cwfon dieselben Vor- 
würfe gegen uns gerichtet hatte. Wir  waren durch Herrn Zeuthens Dar- 
stellung bereits überzeugt, dass ein Vertrauen, welches wir sonst nie üben, 
Herr Weissenborn werde von ihm als unrichtig gerügte Beispiele buch- 
stablich aus Sewton entnommen haben, uns irre geführt hat. Wir wollen 
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diese einmal begangene Flüchtigkeit keineswegs entschuldigen und wiiren 
in der Vorrede, von welcher der dritte und letzte Abschnitt des Bandes 
begleitet sein wird, darauf, sowie auf andere IEnge l ,  auf die wir in- 
xwischen teils von selbst, teils durch freundlichen Hinweis von Fachgenossen 
aufmerksam wurden, jedenfalls zurückgekomme~i. Da indessen jener dritte 
Abschnitt, wenn auch fortmahrend in Arheit, noch bei weitem nicht druck- 
fertig ist, so benutzen wir gern die Gelegenheit, welche das Referat über 
das Tischersche Programm uns liefert, heute schon den Irr tum einziigestehen. 
Wir lieben es nicht, irgend jemand Unrecht zu thun,  und am allemenigsten 
einem Kewton. Wir  tauschten uns, als Mr S. 1 7 9  unseres III. Bandes an- 
gaben, Newton sei im Besitze e i n e s  Falles gewesen, in welchem das so- 
genannte binornische Integral i n  geschlossener Form gefunden werden 
konne. E r  kannte, wie aus binem anderen Beispiele in  demselben Bricfe 
Tom 24. Oktober 1676,  dem wir unsere Behauptung entnahmen, hervorgeht, 
auch den zweiten Hauptfall. Wir  tiuschten uns auch, als wir S. 1 6 5  an- 
nahmen (wir haben erklart, auf welche Veranlassung hin), Kewton habe 
den Fehler begangen, von x% - 3 x 2 y i  + x y 2 i  - y3y = O auf 

zu schliessen; jenes Beispiel gehort Newton gar  nicht an. Die Substitution 
von b - x stat t  x betreffend, welche Newton Opusc. 1, 70 für gestattet 
erkliirt, so geben wir zu, dass an eine Koordinatenverlegung gedacht 
werden kann, beziehungsweise a n  Benutzung einer lntegrationskonstante. 
R e d o n  sagt aber nicht, dass alsdann auch j: in  - f verwandelt werden 
müsse, und dadurch erscheint die Stelle 1, 70 willkürlicher als die 1, 68, 
von welcher Herr Tischer spricht. Rndlich die Gleichungen mit  mehr als 
zwei Veranderlichen (Newton Opusc. 1, 83) müssen wohl als totale, nicht 
als partielle Differentialgleichung aufgefasst werden. Alsdann i s t  das Ver- 
fahren, eine hypothetische Gleichung zwischen x und y anzusetzen, geeignet, 
zur Integration zu führen; berechtigt aber ist  es damit noch keineswegs. 
Das sind, wie gesagt, Zusatze zu unserem III. Bande, zu deren Veroffent- 
lichung Herin Tischers Abhandlung uns die Gelegenheit hot. Dass seine 
Abhandlung selbst eine hochinteressante is t ,  haben wir oben bereits hervor- 
gehoben, und wir wiederholen es am Schlusse, um dem Programme zahl- 
reiche Leser zu verschaffcn. CANTOR. 

Le mathhmaticien Franc - Comtois François Jaseyli Servois ancien conser- 
vateur du musée d'artillerie d'après des documents inédits 1767-1847.  
P a r  JACQUES BOYER, professeur de sciences mathématiques et phy- 
siques à Paris. Besançon 1895. Imprimerie e t  lithographie Dodivers. 
26 p. [Extrait des Xèmoires de la  Société d'Ernulation du Doubs.] 

In kurzen Zügen ist das Leben von Servois geschildert, das Leben 
eines Offiziers, der an den Feldzügen der R,epublik teilnahm, das Tleben 
eines Lehrerg , dem der mathematische Unterricht a n  verschiedenen niiliti- 
rischen Anstalten anvertraut war. Hwr Boyer hat  das Material zu seiner 
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Darstellung vielfach den Akten des franzoaischen Kriegsministeriums ent 
nommen. Unter den Angaben über die wissenschaftlichen Vertiffentlichungen 
von Servois vermissen wir einen Aufsatz im 1. Bande (p. 337) der von 
Gcrgonne herausgcgebenen Annales dc mathhmatiques. Dort hat  Servois 
das Wort  Pol in  die Geometrie der Kegelschnitte eingeführt, wahrend 
G e r g o n n e  im III. Bande (p. 297) derselben Zeitschrift diesem Worte da6 
andere Polare nachbildete. CANTOR. 

Kepler und Galilei von SIEGMUKD G~NTHEII ,  Professor an der technischen 
Hochschule i n  München. Berlin 1896.  Ernst  Hofmann & Co. 233 S. 
[22. Band der Geisteshelden herausgegeben von Anton Bettelheim.] 

Die ,,Geisteshslden" gehoren zu den Werken, welche die Wissenschaft 
in das Volk liinzustrageri sollen. Sie sollen deshalb nicht zu schwer ge- 
schrieben sein; sie sollen so vie1 als moglich den Leser fesseln; sie sollen 
den in der Wissenschaft heimischen Kenner m m  Mindesten nicht durch 
fehlerhafte Angaben entrüsten. Es war für den Herausgeber keineswegs 
leicht, Schriftsteller zu finden, welche zu solchen Darstellungen das notige 
Konnen mit dem notigeren Wissen vereinigten. Dass er mit der Wahl 
S. Günthers einen glücklichen Griff gethan haben werde, davon waren wir 
übeneugt  noch bevor wir das Bandchen aufschnitten, und das Lesen hat 
u s e r  günstiges Vorurteil bestiitigt. Sein umfassendes geschichtliches Wissen, 
seine insbesondere reiche Quellenkenntnis zum Nachschlagen von Dingen, 
die allenfalls seiaem kaum j o  ungetrcuen Gediichtnisse entschlüpft sein 
sollten, seine Leichtigkeit in  Auffindung des richtigen Wortes zur Ausserung 
seiner Gedanken eignen ihn vorzugsweise zu solchen Darstellungen wie die 
der Leberisschicksale von Kepler uud von Galilei. Eine wesentliche Klippe, 
welche vermieden wcrden miisste, war die einer ctwas behahigen Breite, 
welcher man leicht zu nahe kommt, wenn der Gegenstand einen fortreisst. 
Die vom Herausgeber geforderte, von Herrn Günther eingehaltene Raum- 
grenze, innerhalb deren wir doch nichts Vesentliches vermissen, zeugt d a f i ,  
wie sehr er sich zu beschranken wusste. Wir zweifeln nicht, dass das Rand- 
chen bald zu den beliebteren der Sammlung gehoren wird. ' Caa~roii. 

Praiiz Xeiiiiiaiin (11. September 1798  bis 23. Mai 1895). Ein Beitrag zur 
Geschichte deutscher Wissenschaft. Dem Andenken an den Altmeister 
dor mathematischen Physik gewidmcte Blattcr,  unter Rcnutzung eincr 
Reihe von authentischen Quellen gesammelt und herausgegeben von 
P.VOLKMAKN, ordentlicher Professor an der Universitit Konigsberg i .  Pr. 
Mit eiuem Bilduis Branz Neurnanns. Leipzig 1896.  B. G. Teubiier. 
VII ,  68 S. 

Herr Volkmann ha t  zweimal Veranlassung gehabt, Gedtichtnisreden 
auf Franz Neumann zu halten. Er sprach irn Sterbehaus bei der am 27. Mai 
stattfindenden Beerdigung, er sprach bei der e i n ~ n  Monat nach dem Tode 
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am 23. Juni  ausnahmsweise veranstalteten Gediichtnisfeier in der akade- 
mischen Aula. Die erste Rede war ,  . wenn wir so unterscheiden dürfen, 
personlichen, die zweite sachlichen Inhaltes, die erste für Zuhorer aus dem 
Laienstaude, die zweit'e für  solche Gelehrte, welche in  Neumanns wissen- 
schaftlichen Arbeiten so heimisch sind, dass eine blosse Nennung der 
Stichworter geuügte, den Inhalt ins Gedzchtnis zurückzurufen. Deide Reden 
erganzen einander, und Herr Volkmann hat  gewiss Recht daran gethan, 
der zweiten, welche Fachgenossen hauptsiichlich zu fesseln im stande kt, 
die erste als Einleitung vorauszuschicken. Zwischen beiden Reden sind 
personliche E r i n n e m g e n  eingeschaltet, welche von dern altesten Sohne 
und von der Tochter des Verstorhenen herriihren. Der zweiten Rede folgen 
wissenschaftliche Anrnerkungen, welçhen wir eiue elwar grossere Ausdehnung 
gewünscht hiitten. Wenn z. R. in  der Rede von Prinzipien gesprochen 
wird, welche von Franz Neumann herrühren, so durfte dor t  der Wortlaut 
jener Satze fehlen, i n  den Anmerkiingen verrnisst man aber ungern die 
mathematische Formulierung. Das Verzeichnis der von Neumann gehaltenen 
\'orlesungen mit der jedesmaligen Zuhorerzahl, Angaben über solche Schüler 
Neumanns, welche durch ihre wissenschaftlichen Leistungen bekannt ge- 
worden sind, Bemerkungen über das mathematisch-physikalische Seminar 
in Konigsberg sind ebensoviele dankonswerte Beigaben. CANTOR. 

1,udwig Schliifli (1 814-1895). Zum Andenkm an die Rrrichtung des 
Grabmonumentes Schlaflis und a n  die Beisetzung der sterblichen 
Reste Jacob. Steiners, anliisalich der 100jahrigen Feier des Geburts- 
tages des letzteren am 18. Jlarz 1896.  Von Dr. phil. J. H. GRAF, 
ordentlicher Professor der Mathematik a n  der Hochschule Bern. Mit 
dem Portrat  und dem Faksimile Schlafiis. Bern 1896. K. J. Wyss. 
86 S. [Separatabdruck aus den Mitteilungen der naturforschenden 
Gesellschaft in Bern.] 

I m  Herbst 1843 begaben sich Dirichlet, Jacobi und Steiner nach Rom. 
Keiner war des Italienischen machtig. Da schlug Steiner vor, einen Dol- 
metscher mitzunehmen und enipfahl d a m  einen Bekannten in Bern, für 
die Welt ein Esel, aber Sprachen lerne er wie ein Kinderspiel. Er meinte 
Ludwig Sclilafli, und seine Ausdrucksweise, wie sie kennzeichnend für Steiner 
ist, zeigt uns anch das Rild des damals 29jahrigen, etwas linkischen, unter 
dem Drucke ausserer Verhiiltnisse zurückhaltenden, nach verschiedenen 
R,ichtungen hochbegabten Schla.fli, dasselhe Bild, welches Herr Graf mi t  
dem Pinsel des Freundes hinzumalen verstandon hat.  Der hervorragende 
Gelehrt,e, der anregende Lehrer tr&gt auch hier die Züge der Unheholfen- 
heit oder mindestens allzugrosser Schüchternheit. l h r  is t  e j  wohl zu- 
ziischreiben, dass, wahrend 70 mathematische Veroffentlichungen namhaft 
gemacht werden konnten, überdies noch 303 fertige Manuskripte in  Schliiflis 
Kachlasse aufgefunden wurden, von welchen nur etwa 20 schon gedruckt 
worden zu sein scheinen. Unsere Zeit liebt es, Gesarntausgaben von 
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Werken hervonagender Mathematiker zu veranstalten. Der Umfang des 
noch ungedruckten Kachlasses mahnt die Erben seiner Manuskripte doppelt 
daran, auch Schliiflis Schriften zu einem Sammelbande zu vereinigen. 

CASTOU. 

Kotice sur les tra.vaux mathCmatiqnes de Engkne-Charles Catalan par 
1'. XANSION, Professeur à l'Université de Gand, Membre de l'Académie 
royale de Belgique. Bruxelles 1896. F. Hayez. 6 2  p. 

E s  war irn Sommer 1856. Referent befand sich in Paris. Einen Ab- 
m g  der im 1. Bande dieser Zeitschrift abgedruckten Abhandlung über die 
Einführung unserer gegenwartigen Ziffern in Europa hatte er dern Alt- 
meist,er geschicht,licher Forschung, dem trefflichen Michel Chasles iiberreicht, 
und wax von dern durch Herzensgüte nicht minder als durch Gelehrsamkeit 
sich auszeichnenden Manne aufs wohlwollendste empfangen worden. Chasles 
war am sichersten i n  den Sitzungen der Akademie zu treffen, und das 
gab uns die Veranlassung, jene Sitzungen regelmiissig zu besuçhen. Einmal 
war auf den besonders dünn besetzten Banken des Zuhtirerranms ein Hem 
unser Nachbar, mit  welchem wir in  ein Gesprach kamen, und mit welchem 
zusammen wir die Akademie verliessen, noch lange Strassen hindurch plau- 
dernd und Eindrücke austauschend. Jener Herr  war  Eugène Catalan. Im 
Jahre 1880 gereichte es uns zur grossen Freudc, dass Catalan, mit dem 
wir damals einige Briefe wechselten, sich der 24 Jahre  früher stattgehabten 
Begegnung mit einem zu jener Zeit vollstandig unbekannten jungen Manne 
freundlich erinnerte. Das sind die personlichen Beziehuugen, deren Erwihnurig 
man uns zu g u t  halten mag, weil sie zur Kennzeichnung von Catalans 
wuuderbar treuern Gedirhtnisse dieuen, welche uns die NoLiz, über die wir 
berichten, noch besonders interessant machten. Aber auch ohne solche 
Nebengründe wird der Leser sicherliçh mit Vergnügen von H e m  Mansio~is 
Ausführungen Renntnis nehmen, welche dazu dienen sollen, Catalan den ihm 
gebührenden Platz  i n  der Geschichte der Mathematik anzuweisen. Die 
Lehre von den halbregelmiissigen Vielfliichnern, die Lehre von den Reihen, 
von den vielfachen Integralen, von den Kugelfunktionen sind es vorzüglich, 
welche e r  mit neuen Thatsachen bereichert ha t ,  wahrend zahlreiche nana- 
bücher von ihm vermutlich noch geraume Zeit in den Handen franzosischer 
und belgischer Kandidaten des mathomatischen Lehramtes sich nützlich er- 
wciscn werdcn. CANTOII. 

diinuaii~e du Burrnii ùrs Loiigitudes avec des Notices scientifiques. 
Paris  1896. Gauthier Villars e t  fils. 

Die sechs Abhandlungcn des Randes von 1896 führen folgende Titrl: 
Fernkrafte und  Wellenbewegung von A. C o r n u .  Fresnels optische Arbeiten 
von A. C o r n u .  Die Anfkrtigung neuer magnetischer Karten von D e  Ber -  
n a r  d i è r e s .  Das Mont Blanc-Observatoiiurn von J. J a n s s e n .  Leben und 
Arbeiten des Contre -Admiral Fleuriais von LI e Il e r n a r d i è r  e S. Reden beim 
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Leichenbegiingnisse von Emil B m n e r  von J. J a n s s e n  und F. T i s s e r a n d .  
Von allgemehstem Interesse sind die beiden ersten Abhandlungen, welche 
innerlich zusammengehoren, wie sie auch von dem gleichen Verfasser her- 
rühren. Steht doch Fresnels Name i n  gliinzenden Buühstaben unter den 
Gelehrten, welche dem Begriffe der Fernwirkung ein Ende zu machen sich 
bestrebten, und ha t  doch erst seine Sicherung transversaler Liçhtschwing- 
mgen die Grundlage einer mathematischen Optik wirklich geschaffen.. Ob 
deswegen die lon$tudinalen Lichtschwingungen, a n  welche Huygens, an 
welche Euler dachte, ganz aus der Wissenschaft verschwunden sind? Ob 
die Kathodenstrahlen sie wieder aufleben lassen? Diese Frage ist allzu neu, 
als dass Herr  Cornu sie auch nur aufgeworfen hiitte. CANTOR. 

A. NEPPI MODOKA e T. VANNINI, Questioni e foi~mole di geometria analitica 
(ad una e due dimensioni). Palermo 1896. dlberto Reber. 11, 319 p. 

Die Aufgaben, welche die beiden Herren Verfasser gesammelt haben, 
entstammen verschiedenen meistens franzosischen, auch einigen italienischen 
und englischen Quellenschriften. Die deutsche Litteratur des Faches ist  
unbenutzt geblieben. Jedem Kapitel sind die wichtigsten Pormeln der ana- 
lytischen Geometrie der Geraden und der ebenen Kurven zweiten Grades, 
welche in  ihm zur Anwendung kommen, vorausgeschickt. Ihre Beweise 
sollen nach dem Plane der Verfasser aus dcn Vorlesungon des ersten Uni- 
versitatsjahres bekannt sein. Die eigentlichen Aufgaben sind aber alsdann 
bald ausführlicher bald i n  gedrüngter Kürze zur Auflosung gebracht. Man 
kann keinenfalls sagen, dass die Verfasser es ihren Lesern allzuleicht ge- 
macht und ihnen eigenes Nachdenken erspart hatten. Ein deutscher Studont 
im dritten Semester dürfte wenigstens nicht o h m  einige Anstrengung das 
Buch durchzuarbeiten unternehmen, trotzdcm Differcntialrechnung nirgend 
vorausgesetzt ist .  W i r  meinen damit keinen Tadel gegen das Buch aus- 
zusprechon, sondern wollon nur feststellen, worauf der Leser sich gefasst 
zu machen hat. Fortwiihrend sind in gemischter Anwendung die ver- 
schiedonsten Koordinatensysteme in Gebrauch, bald Punktkoordinaten, bald 
Linienkoordinaten, bald projektive Koordinaten , bald Dreieckskoordinaten etc. 
Anwendung von Determinanten ist gleichfalls von den ersten Seiten an 
als selbstverstindlich betrachtet. Wer das Buch mit der Feder in der I land 
durchzuarbeiten die Zeit hat ,  wird sicherlich grossen Nutzen daraus ziehen. 

Cours de goometrie analytique & l'usage des élüves de la  classe de Mathé- 
matiques spéciales et des candidats aux écoles du Gouvernement par  
B. NIEVEXGLOWSKI. Tome III. Gdométrie dans l'espace avec une 
note sur les transformations en géométrie par  ÉSIILE BOREL, maître 
de confkrences la faculté des sciences de Lille. Paris 1896. Gauthier- 
Villars et a s .  572 p. 

Die beiden ersten von H e m  N i e w  e n g l o w  s k i  selbst verfassten B b d e ,  
die analytische Geometrie der Ebene enthaltend, Sind unseren Lesern bereits 
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Band 4 1, Hist.-Litt. Abtlg. S. 26-28, bestens empfohlen. Der der analytischen 
Geometrie des Raumes gewidmete III. Band ist von Herrn B o r e l  bearbeitet, 
und wir k6nnen nur erklàren, dass die Fortsetzung sich den früheren Banden 
würdig anschliesst, dass sie auch deren Schreibweise sich mm Muster ge- 

nommen und so glücklich nachgeahmt ha t ,  dass ohne die Namensangaben 
auf dem Titelblatte niemand auf den Gedanken kame, Schriften verschie- 
dener Verfasser vor sich zu haben. Etwas schnieriger @s die beiden ersten 
Dande ist der dritte Band immerhin, das liegt in dem Wesen seines all- 
gemeinsten Gegenstandes, aber dem Standpunkte der Lesor, als welche 
junge Leute gedaeht sind, die zur Eintrittsprüfung in die hoheren Unter- 
richtsanstalten wie &colé poyltecl&iqz~e und & d e  normale sich vorbereiten, 
ist doch Reçhnung getragen, und man darf weder hoffen noch fürchten, 
einer Vollstindigkcit raumgeometrischer Thatsachen oder Methoden zu be- 
gegnen, wie sie beispielsmeise von Salmon oder von Darboux angestrebt 
wurde. Herr Borel hiilt sich, ohne die Hilfe der Infinitesimairechnung zu 
verschmiihen, in  elementareren Schranken, die ihn auch von Joachimsthal- 
Natani unterscheiden, den er in einfacheren Dingcn bedeutend a n  Material- 
fülle übertrifft. Die Ebene und die Oberflichen zweiter Ordnung, letztere 
sowohl allgemcin als i n  ihren einzelnen Abarten, sind mit besonderer Aus- 
führlichkeit behandelt. Ein Anhang (S. 4 8 1  - 568) fïihrt den Leser in die 
Lehre von den Transformationsgruppen ein. Herr Borel steht hier, wic er 
selbst erklart, ~ e s e n t l i e h  unter dem Eiriflusse Lieschers Arbeiten, zu deren 
Studium er nur vorbereiten und anleiten wolle. CANTOR. 

Grso Loma,  Il passato ed il preseiite delle principali teorie geo- 
metriche. Seconda edizione accresciuta ed interamente rifatta. 
Toririo 1896.  Car10 Clausen. XX, 346 p. 

Im Jahre 1 8 8 7  erschien die erste Auflage eines anspruchslos auf- 
tretenden, aber viele Ansprüche befriedigenden Werkchens, welches wir im 
33. Bande dieser Zeitschrift, Es t . - l i t t .  Abtlg. S. 194-195,  unseren Lesern 
warm empfehlen durften. Eine mit Zus!itzen des Verfassers selbst be- 
reicherte deutsche Übersetzung folgte 1 8 8 8  (vergl. Band. 34, Hi&-litt. Abtlg. 
S. 105). Heute haben wir das Vergnugen, einc zweite durchaus ncue Ee- 
arbeitung i n  italienischer Sprache anzuzeigen , welche vie1 eher ein neues 
Werk,  als eine neue Auflage darstellt. Der Zweck des Buches ist freilich 
derselbe geblieben. IIerr Gino Loria will seine Leser in den Stand setzen, 
nicht bloss die Fragen kennen zu lernen, welche sich den Geometern im 
Laufe der Jahrhunderte darboten, welche insbesondere seit etwa einem Jahr- 
hunderte sich i n  ungeahnter Weise vermehrten, sondern anch die zahlreichen 
Versuche, jene Fragen zu beantworten. Keiu Reisehandbuch nach Art der 
Führer will das Werk sein (p. 41, Note), eher ein Fahrplan! Aber, wenn 
mir bei dom Bilde des Verfassers bleiben sollen, wie viele Zwischenstationen 
sind seit 1887  neu hinzugekommen, teils wirklich neu entstandene, teils 
solche, auf welche die Aufmerksamkeit i n  h6herem Grade als früher ge- 
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lenkt wird! Die Brauchbarkeib eines solühen Werkes ist  eine doppelte. Der  
Leser kann einen Überblick über das Fntstehen und Wachsen der geo- 
metrischen Methoden gewinnen wollen, er kann wünschen für  eine einzelne 
Frage, welche ihm wichtig is t ,  Litteratumachweise zu erhalten. Letzterer 
Zweck erfordert ein genaues Inhaltsverzeichnis, und ein solches vermissen wir 
noch. EinNamensverzeichnis, welches wir für vollstindig zu halten allen Grund 
haben, ist vorhanden, auch eine nach Kapiteln und deren Abschnitton gc- 
ordnete Angabe der allgemeinsten i n  ihnen behandelten Gegenstiinde, aber 
kein alphabetisches Wortverzeichnis. Wir wissen gang genau, wie schwierig 
die Herstellung eines solchen is t ,  aber wir wissen auch, dass Herr Loria 
nicht der Mann is t ,  der vor einer s&wierigkeit zurückschreckt oder zurück- 
zuschrecken braucht. Es  ha t  allen Anschein, dass auch die neue Auflage 
sich nicht als die letzte erweisen werde; mtige Herr Loria schon heute 
Hand anlegen, unseren Wunsch i n  der niichsten Auflage befriedigen zu 
konnen. CANTOR. 

'\'orlrsnngen über die Algebra der Logik (exakte Logik). Von E. SCHRODER. 
Dritter Band: Algebra und Logik d e r .  Relative. Erste Abteilung. 
Leipzig 1895 .  VI11 und 649." 

Wenn man eine Rcihe von natürlichen Zahlen paarweise zusammen- 
stellt und uutersucht, ob in  einem IJaare zj die Zahl i ein Teiler von j 
ist, so kann man sich von diesem Verhalten eine übersicht verschaffen, 
iridcui man iu einem Quadrat die Zeilen und Beihen mit den Bahlen be- 
zeichnet und in den Schnittpunkt der Zeile i mit der Roihc j eine Eins 
oder eine Null setzt, je nachdem ,l durch i teilbar ist  oder nicht. So ent- 
steht eine , , M a t r i x L L ,  von der ein Teil so aussieht: 

1 1 2  3 14 15 6 

Diese Matrix nennt C h a r l e s  S. P e i r c e ,  der Schtipfer der in Schroders 
Buch dargestellten Sheorie, ein R e l a t i v .  Allgemein kann man sagen: Wenn 
ein Denkbereich aus einer endlichen Zahl von Elementen besteht, i und j 

* Eine Anzeige des ersten Bandes siehe diese Zeitschrift Band 36 Seite 161. 
Yom zweiten Uande des vorliegenden Werkes ist bis jetzt nur die erste Abteilurig 
erschienen. Wir verschieben dsher dessen Anzeige bis er ganz vorliegt. 
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irgend zwei sind, so vergleicht man sie hinsichtlich einer bestimmten Eigen- 
schaft und bildet dann, nach Analogie des Obigen, eine Natrix, indem man 
in die Zelle, deren Reihe dem hdividuum j und deren Zeile dem i ent- 
spricht, Eins oder Nul1 eintriigt, je nachdem das Paar ij die betreffende 
Eigenschaft hat oder nicht. Die so entstehende Matrix ist das zur frag- 
lichen Eigenschaft gehorende Relativ. 

Aus einem Relativ a lassen sich andere ableiten. Verfasser bezeichnet 
mit Z und nennt das N e g a t  von a das Relativ, welches aus a entsteht, 
indem man in der Matrix alle Einer durch Nullen und umgekehrt ersetzt; 
mit Ü, dem K o n v e r s e n  von a ,  wird das Relativ bezeichnet, welches aus 
der Matrix von a durch Transposition,'das heisst durch Umstürzen wn die 
Hauptdiagonale hervorgeht. 

Bwei Relative a und b werden nach Rechengesetzen kombiniert, von 
denen zwei a + b und a b vom Vcrfasser als i den  t i s  c he Addition und 
Multiplikation bezeichnet werden. Die entsprechenden Elemente beider Matrices 
werdcn bei jener addiert, bei dieser multipliziert, aber nach don Gesctzen, 
die ftir die logische Addition und Multiplikation in dem sogenannten iden- 
tischen Kalkiii geltcn, wic er von Sc  h r o d e r  im ersten Bande seines Werkes 
gelehrt m~osden ist. Bezeichnet man die Elemente der Matrix so, wie es 
bei Determinanten üblich ist,  so ist aa j  + b,, bezw. ai, b,, das Elemcnt von 
a + b und ab. 

Keben diesen Operationen stehen die r el a t i v e n  Operationen, n id i ch  
die relative Addition a b, ausgesprochen ,,a piu ùi i ,  und die relative 
Multiplikation a ;  h, gelesen , ,a  von biL. Diese Knüpfungcn werden gebildct, 
i d e m  man, ahdich mie bei der Multiplikation der L)eterminanten, die 
Zeilen des einen Relativs mit den Reihen des andern kombiniert. Bei 
a j b ist das Element gegeben durch 

1 /(ain + hi) und bei a ;  b durch z a i h b j ,  
1' i~ 

wo diese Produkte und Summen nach den Regeln des identischen Kalküls 
auszuwerten sind. 

Vier besondere Relative werden durch einfache Zeichen ausgezeichnet. 
Hat ein Relativ alle Elemente Kull, so Tmrd es mit 0, hat es alle Ele- 
mente Eins, mit 1 bezeichnet. Mit O' sol1 es bezeichnet werden, wenn 
nur die Diagonale Nullen tragt, aile anderen Elemente aber Eins sind; 
und 1' ist das Zeichen des Relativs, in dem die Diagonalelemente die 
einzigen sind, die Einer tragen. Diese vier Relative heissen Moduln. 

Einige dieser Rechnungsregeln haben grosse ~hnl ichkei t  mit den 
Regeln, die Cay ley  und F r o b e n i u s  bei ihren Rechnungen mit Matrices 
anwenden. Das Schrodersche 1' ist das Frobeniussche  El Schroders - 
a ist dort a', a + b hat bei beiden dieselbe Bedeutung, a ;  b wird von 
F r o b e n i u s  mit a b  bezeichnet. Dio anderen Operationen kommen bei 
F r o b e n i u s  nicht vor, bei dem die Matrices natürlich auch andere Zahlen 
als O und 1 tragen, deren Kombinationen auch nicht nach den Regeln des 
identischen Kalküls erfolgen. 
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Auch von der Subsumtion a b wird gesprochen, die durch die 
Subsumtionen a,, b i j  dehier t  ist. 

Die logische Bedeutung von a ;  b ist die Zusammensetzung. Bezeichnet 
z. B. a die Relation ,,i Teiler von j", b die Relation ,,i % j mod 5" ,  so giebt 
cc; O daniber Auskunft, ob i Teiler einer Zahl ist, die j mod 5 ist. 

Die Bildung eines Relatives braucht nicht auf einen Denkbereich mit einer 
endlichen Zahl von Individuen beschrankt zu werden. Man kann unendlich 
~ie le  Individuen zulassen, einerlei ob sie abzihlbar sind oder nicht, wenn 
man nur Mittel hat zu entscheiden, ob ein Paar ij von Individuen die 
Bedingung erfüllt, welche die Bildung des Relatives beherrscht. Freilich 
hat man es dann mit Relativen zu thun, die sich nur durch ein Quadrat 
von unendlich vielen Zeilen oder gar nicht graphisch darstellen lassen. 
Aber auch mit solchen kann man die angegebenen Rechnungen ausführen. 
DiesList von Wichtigkeit, weil , wie S c h r  6 d e r  zeigt , der Anzahlbegriff sich 
auf Operationen mit Relativcn gründen lisst, ohne dass man einen Zirkel 
begeht. 

Der aus!?ihrlichcn Untersuchung der Rcchenopcrationen ist 'nun das 
vorliegende Buch S c h r  5 d e r  s gewidmet , wiihrend die Verwendung in der 
Logik für die zweite Abteilung vorbehalten ist. Die identische Addition 
und Multiplikation gehorchen dem Kommutations-, dem Assoziations - und 
dem Distributionsgesetz, wie die Symbole beim identischen (Klassen-)Kalkül. 
Dle relative Addition und Nultiplikation sind zwar assoziativ, aber nicht 
kommutativ, und folgen den Regeln: 

a ; ( b + c ) = a ; b + a ; c ,  a j b c = ( a j b ) ( a j c ) ,  

a i (b  t C) + a $  8 C, a b , c + a ;  b.6: c. 
Was die Klammern hierbei angeht, so bringt Schrode r  die Operationen 

in die Ordnung + j . ; das heisst identische Addition, relative Addition, 
identische Multiplikation, relative Multiplikation, und stellt die Regel auf 
- wie für die gewohnlichen Rechnungen in seinem Lehrbuche der Arith- 
metik und Algebra -, dass bei Deutung eines Ausdruckea immer die hohere 
Operation zuerst auszuführen ist; nur die identische Multiplikation ohne 
Mulalzeichen sol1 der relativen vorausgehen. 

Es gelten auch die Beziehungen: 
- - . . -  - - -  - 
a =  a ,  a = a ,  a = a ,  - I c. - - w u  - u - 

a b = a b ,  a + b = a + b ,  a ; b = b ; a ,  a j b = b f a ,  
- - - - - - - - 
a b = i + b ,  a + b = a b ,  a ; b = Z j b ,  u j b = à ; b ;  - - 

und wenn a %  b, ist u=f$ b, b +a. 
Ersetzt man in einer Gleichung oder einer Subsumtion zwischen Re- 

lativen alle unbestimmten Relative durch ihre konrerse und konvertiert 
dann beide Seiten, so entsteht eine neue Formel, die m r  ersten k o n j u g i e r t  
heisst. Indem man ferner, in richtiger Weise, von beiden Formeln die 
h'egationen nimmt, entstehen aus ihnen neue, sodass jede Formel im au- 
gemeinen drei anaere liefert. 

Hi&-litt. Abt. d.  Zeitachr. f. Math. n. Phys. 42. Jahrg. 1897. 2 Heft. 6 
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Speziellerer Formeln giebt es natürlich sehr viele. So ist z. U. :  

f f  a = a - l = u + O = a ; l r = - l ' ; a =  a j O = O  j u  

und andere mehr. 
Manche Sütze, wie z. B. 0 ' ;  Or= 1 ,  gelten nur fü r  Denkbereiche von 

mehr als zwei Individuen. 
Unter den vielen von P e i r c e  und dem Verfasser eingeführten Ue- 

zeichnungen wollen wir nur den Namen a u s  g e  z e i c  h ne  t e R e l  a t i r e  er- 
wahnen, die S c h r o d e r  solchen Relativen wie 1 ;  a ;  1  oder O j a  j O gc- 
geben ha t ,  von denen das erste 1  ist für a  =Ji O und O für a  = 0 ,  wahrend 
das zweite O  ist für a ='= 1  und 1  für a = 1. Diese Relative, die schon von 
P e i r  c e entdeckt wurden , konnen in manchen Problemen wie die dis- 
kontinuierlichen Faktoren der Mathematik verwendet werden. 

Wie im identischen Kalkul lasst sich jede Subsumtion a  b  in die 
Form der Gleichung a b =  O bringen und jedes System von gleichzeitigen 
Gleichungen a  = O ,  b  = O, . . . durch eine Gleichung 

a + b + c + . . . = O  
ersetzen. Der relative Kalkül gestattet aber nicht nur das System der 
gleichzeitigen Ungleichungen a =I= 0 ,  O = l =  O  . . . i n  der Gleichung: 

l ; a ; l ; b . . - = l  

zu vereinigen, sondern auch die Bedingung, dass eine o d e r  die andere der 
Gleichungen a  = O, b = O . . . odcr der Ungleichungen a  ci- O, b = ~ =  0 . . . 
gelte, durch die Gleichung: 

1 ; n ;  i ; b ; . . - = O  
beziehungsweise die 

l ; ( a + b + c + - - . ) ; 1 = 1  

auszudrücken. Es  lasssn sich somit alle Daten einer Aussage durch eine 
einzige Gleichung repriisentieren. Enthalt eine solche Gleichung F(z)  = O 
das irnbestimmte Relativ n: und gilt sie nicht fiir jedes z, so bietet sich das 
Problem, sie nach x aufzul6sen. Dies gelingt in manchen Fallen ohne 
weiteres, in anderen ist die Moglichkeit der L6sung an eine R e s u l t a n t ~  
R - O  geknüpft, ohne deren Erfülltsein die Losung nicht m6glich ist. Es 
geht sa neben jedem Aufl6sungsproblem eine Eliminationsaufgabe einher, 
die sich ganz allgemein losen liisst, wenigstens in Formeln, deren Aus- 
arbeitung freilich meistens nicht leicht ist. Jedenfalls kann man, wenn 
eine Wurzel a  bekannt ist ,  jede Wurzel, mit Hilfe der Unbestimmten u, durch 

a { l ; F u ;  l} + u { 0  j & f O }  
darstellen, wobei für jedes z(. = z, welches der Gleichung genügt, der Aus- 
druck = x wird. Die Auffindung einer Wureel ist aber in d m  meisten 
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Fillen nicht leicht. Bei einer Subsumtion x + <p(x), die sich auch als 
Gleichung y = XÇG (x) schreiben lasst, findet S c h r o d e r  die Auflosung mit  
Hilfe von unendlichen Operationen. Setzt man niiuilich xcp(x) = f ( x )  und 
iteriert, diese Funktion, so i s t  der Grenzwert fm(u)  eine Losung der ge- 
gebenen Gleichung. Xindestens gilt dies für einen Denkbereich von endlich 
vielen Individuen, wiihrend bei einem unbegrenzten Denkbereich eigentiim- 
liche, nicht ganz überwundene, Schwierigkeiten auftreten, die a n  iihnliche 
in der Mathematik erinnern. 

Es  bietet sieh oft die Aufgabe dar ,  ein Relativ mit den Moduln zu 
verknüpfen. Um diese Rechnungen zu erleichtern, teilt der Verfasser die 
Zeilen in fünf Kategorien ein, je nach der Zahl der Einer oder Nullen, die 
sie tragen. Man kann aus einem Relativ dann andere ableiten, indem man 
die Zeilen einer oder mehrerer Kategorien mit lauter Einern oder mit  
!auter Ndlen  besetzt, oder die Nullen und Einer in ihnen vertauscht. Durch 
diese ,,ZeilenahwandlungLL entstehen aus einem Relativ a 255 andere, die 
der Verfasser durch a ,  Ü und Ü ausdriickt. Durch eine zweckrnassige Sym- 
bolik lassen sich diese Operationen, die man auch auf Reihen übertragen 
kann, leicht darstellen. 

lin weiteren Verlaufe seines Buches behandelt der Verfasser Gleichungen. 
Zuerst die Umkehrung der elementaren Operationen; dann Gleichungen, in - - 
denen nur  zwei Symbole vorkommen, wie z. B. x = x,  oder x = x (die 
nicht loshar ist); endlich Gleichungen mit drei Symholen, unter welchen - 
die ax-  = x besonders schwierig ist. Alle in diesem Rahmen m6glichen 
Aufgaben werden vollstandig erledigt. 

Eine interessante Anwendung der Theorie macht S c h r o  d e r  au€ die 
Dedekindsche Lehre von den Ketten, i d e m  er die SStze 22-24 und 
36-63 der Schrift D e d e k i n d s :  ,,Was sind und was sollen die ZahlenL', 
etwas verallgemeinert, durch Relativoperationen darstellt und beweist. E in  
Relativ b heisst , , K e t t e  in  Bezug auf alL wenn a ;  b b ist. 

Mit den Erklarungen: 

a, = il+ a,, 

die a,, als ,,a-BildkettelL und a,  als , ,a-KetteLL definieren, aber den Schluss 
von VL auf YZ f 1 schon voraussetzen, werden zuerst die genannten Satxe 
durch Rechnung mit Relativen bewiesen. Um aber den Schluss von n 
auf n + 1 zu umgehen, wird dann die a -Ket te  von b, a, ; b ,  mit D e d e -  
k i n d  definiert als dasjenige umfassendste Relativ, welches allen Wurzeln 
der Subsumtion a ; u  + b +$ u gemeinsam i s t ;  und von dieser Erkliirung 
aus werden nun jene Theoreme bewiesen, die i n  dem Satze gipfeln, dass 
aus b c und a ; (a, ; b) c =i$ c die Subsumtion a,; b % c folgt, von welchem 
Satze die vollstiindige Induktion ein besonderer Fa11 ist. S c h r 6  d e r  ver- 
einfacht dann die Kettentheorie, i d e m  e r  a, d e h i e r t  als das grosste Re- 
lativ, welches allen Wurzeln der Gleichung 1' + a ;  u + u gemeinsam ist. 

rl* 
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Die Theorie muss hierbei durch den Eatz erganzt werden, dass aus a ;  O j b 
die Subsumtion 

a ; ( b  t Z ) + b  t7  
folge. Die als das Produkt a,,; b zu definierende a -Ket te  von b genügt 
dann den D e d e  k i n  dschen Festsetzungen. 

Ein Relativ, dessen Matrix d i e  Zeile mit Einern besetzt hat,  welche 
dem Individuum i entspricht, sonst aber nur  Nullen t ragt ,  wird man mit 
i bezeichnen konnen. Das Rechnen mit diesen , , E i n z e i l e r n L L  und den - - - -  - 
verwandten Relativen i ,  i ,  i ist  weiter Gegenstand von S e  h r  o d e  r s  
Porschnngen. Neben dieses spezielle Relativ t r i t t  das , , E i n a u g  eLL, i : j, 
das einen einzigen Einer t,r&gt, in der Schnittstelle der Zeile i mit der 
Reihe j. Als Einzeiler is t  z durch die Gleichung: 

l f + i E ;  1 = x ,  
als Einauge durch 1' 1'= x i  1 + 1 ; x  

vollstindig charakterisiert. Die Regcln für die Rechnung mit solchen Re- 
lativen werden ausführlich erortert. Dabei zeigt sich, dass, wenn die 
Individuen i und j in der Beziehung stehen, die durch ein Relativ a ge- 
geben ist,  zwischen den Einzeilern i, j, dem Einauge i : j und dem a die 
Subsumtionen gelten: - 

i + a ; j ,  i z t j = i j + a .  

Ein ,,S y s t e m L L  ist ein Relativ, in dem stets alle Elemente der nam- 
lichen Zeile gleich sind; für  ein solches Relativ is t  die Gleichung a ;  1 = a 
bezeichnend. Auch Z is t  dann ein System und die identische Summe, wie 
das identische Produkt von zwei Systemen ist wieder ein System. Bin 
System erscheint als die identische Summe von Einzeilern, von denen jeder 
ein Element des Denkbereichs darstellt. Durch ein solches Relativ wird 
also aus dem Denkbereich ein ,,SystemiL von Individuen herausgehoben. 

Diesen Untersuchungen folgen Studien über Eliminationsprobleme, 
worin S c h r o d e r  teils Arbciten von P e i r c e  naher erortert und in seiner 
Zeichensprache reproduziert, teils auch eigene Methoden angiebt, um die 
bei Eliminationen notigen Summen - und Produktbildungen zu erleichtern. 

Das letzte, zwolfte, Kapitel des Buches is t  der Theorie der Abbildung 
gewidmet. Wenn man aus einem System O mit Hilfe eines Relativs a ein 
neues System a; O bildet, so kann dies als a -Bi ld  von 7, bezeichnet werden. 
Man kann einer Abbildung vier Bedingungen, einzeln oder zusammen, auf- 
legen, namlich: Dass sie stets einen Sinn habe, nie mehrdeutig sei, dass 
die durch ii' vermittelte Abbildung nie undeutig oder nie mehrdeutig sei. 
Diese Bedingungen d-iickcn sich beziehungsweise durch dio Subsumtionen: 

l '+%;a ,  a ; ,  l ' + a ; % ,  Ü ; a + i f  

aus. Durch Kombination dieser vier Bedingungen ergeben sich 15 Typen 
von Abbildungen, die in neun Iiaupttypen zerfallen. Zwei Relative a' und 
a" vom niimlichen Typus liefern in a ' ;  a"; O eine Abbildung von dcmselben 
Typus. 
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Rezensionen. 6 1 

Erfüllt ein Relativ x die erste und zweite Bedingung, so heisst es 
,,Funktion von - l L  oder ,,Bila von -" (im engsten Sinne des Wortes) 
und wird durch die Gleichung l f f E -  x definiert. rias Relativ x,  das 
der dritten und vierten Bedingung genügt, heisst ,,Argument" oder ,,Ob- 
jekt von -&'. Eines, das die Gleichungen - - a. x = 1'- a. 3 

J .  

erfullt, genügt aber vier Bedingungen und heisst ,,Substitution". Man kann, 
wie Verfasser zeigt, Relative, die die eine oder andere dieser Bedingungen 
erfüllen, als Funktionen eines unbestimmten Relativs finden. Die Über- 
einstimmung des hier aufgestellten Begriffs einer Substitution mit dem ge- 
wohnlichen wird eingehend dargelegt. 

Zwei Systeme a und b heissen nach C a n t o r  und Dedek ind  , , g l e i ch -  
rn ac h t igl l  odcr ,,a h n l i c  hl' (a rn b) , wenn sie sich gegenseitig eindeutig 
aufeinander abbilden lassen. S c h r  6 d e r  stellt diese Aussage in mehreren 
Formen dar, deren einfachste ist, dass ein Relativ z existiert, für das 

E i = z ; a ,  a = Z ; b ,  z+üb ,  s ; 8 + Y ; z + i 1  

ist. Diese Definition gestattet eine Anzahl D edekindscher Satze zu be- 
weisen, ohne dass man notig hat, auf die Individuen zurückzugehen, die 
die Gjsteme konstituieren. Die Aufgabe, die sich hieran schliesst, die Be- 
dingung a rn b durch Gleichungen auszudrücken, die n u r  die Symbole a 
und b enthalten, lasst sich bis jetzt bloss in den einfachsten Fiillen losen, wo 
die Denkbereiche wenige Individuen enthalten. Sieht man davon ab, dass die 
Abbildung gegenseitig eindeutig sein soll, so giebt die Untersuchung des 
Verfassers die Subsumtion a + 1; b als Bedingung, und wenn diese erfüllt 
ist, ist die Abhildung-stets moglich. Auch die Siitze Dedek inds  über 
diese Abbildungsart werden vom Verfasscr durch Rechnung bewicsen. 

Der unermüdliche Fleiss und der grosse Scharhinn, mit dem S c  h r 6 d e r  
es verstandcn hat, dic an sich schwierigen und durch hiiufigen Wechscl der 
Bezeichnungen fast unverstandlichen Ideen von Pe i r ce  aus dessen Abhand- 
lungen herauszuziehen und in einem lesbaren Buche darzustellen, verdient 
hohe Anerkennung. E r  hat auch an sehr vielen SteUen Eigenes zu der 
Theorie beigetragen, um sie auszugestalten und abzurunden. Wenn man 
sich die wenigen Rechnungsregeln zu eigen gemacht hat, ist es auch nicht 
schwierig, die Rechnungen in dem Buche zu verfolpen, da sie meistens sehr 
ausführlich gegeben sind, so dass auch der wenig Geübte siüh von der 
Richtigkeit überzeugen kann. 

Referent ist der Ansicht, dass die Auffindung von Problemen, die 
nicht ad hoc gemacht sind, sondern sich sozusagen in der Natur vorfinden, 
und durch logische Rechnung, sei es mit dem identischen oder dem Relativ- 
kalkul, leichter gelost werden konnen, als auf gewohnlichem Wege, 
eine Lcbensfragc für diese ganze Disziplin ist. Wenn dies gelinge, so 
wurde ein solcher Erfolg die Theorie nicht nur den Mathematikern und 
Logikcrn vie1 annehmbarer erscheinen lassen, sondern auch wesentlich zu 
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ilircr Ausgestaltung beitragen. Denn die Behandlang der Aufgaben würde 
lehren, was i n  der Theorie als unwesentlieh auszuscheiden und was weiter 
zu entwickeln ware. Vielleicht bringt die zweite Abteilung des dritten 
Bandes des S c  ti roderschen  Werkes, die lioffentlich bald erscheint, solche 
Probleme. J. L ~ R O T H .  

Jnlins Plückers gesammelte wissenschaftliche Abhandlnngen. Im Auf- 
trage der konigl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen heraus- 
gegeben von 8. SCEOENFLIES und FR. POCKELS. 1. Mathematische 
Abhandlungen. Herausgegeben von A. SCHOENFLTES. Leipzig 1895. 
B. G. Teubner. XXXV und 620 S. 

Die Geometer werden es mit Freude begrüssen, dass sich den Klassiker- 
ausgaben von P o n c e l e t ,  M o b i u s ,  S t e i n e r  und G r a s s m a n n  nun auch 
die r o n  P l ü c k e r  zugesellt. 

Denn die Leistungen P l ü c k e r s  beherrschen nicht nur die moderne 
Geometrie, sondern auch auf mancho Gebiete der Analysis haben seine 
grundlegenden Ideen fruchtbar eingewirkt, es sei etwa nui- a n  die Theorie 
der partiellcn Difforontialglcichungon erinncrt und  a n  dia Rolle, welche der 
,,Wechsel des RaumelementesLL daselbst spielt. 

Dor Inhalt des vorliegendcn Bandes umfasst die rnathomatischen Ab- 
handlungen P l ü c k e r s ;  voraus geht die bekannte Gedachtnisrede von 
C l e b s c h ,  wiihrend den Schluss (zirka 30 Seiton) Anmerkungen dcs Horaus- 
gebers bilden. Die Aufgabe des letzteren war  keine leichte, da  die Original- 
drucke an mannigfachen Druekfehlern und Ungenauigkeiten leiden. Herr 
S c h o  e n f l i e s  ha t  eine Art Mittelweg eirigeschlagen ; bei geringfügigen und 
~ussei'lichen Fehlern ha t  e r  den Text ohne weitere Bngabe korrigiert, die 
bederiklicheren Stellen sind je riachdem unveriindert abgedruckt oder ver- 
bessert, i n  beiden FaIlen aber in  den Anmerkungen einer Er6rterung unter- 
zogen worden. 

n i e  Anmerkungen enthalten aber noch mehr, sie bieten eine Fülle er- 
giinzender und aufklirender historischer Hinweise, für die der Leser nicht 
dankbar genug sein kann. So ha t  der beriihmte S t r ~ i t  zwischen Poncelet ,  
und G e r g o n n e  über das Prinzip der Dualitiit eine eingehende Würdigung 
erfahren, unter Wiedergabe der wichtigsten Originalbelege; vielfach wird 
darauf hingewiesen, in  welchem TTerhiltnis eine Abhandlung zu den selbst- 
~ t i n d i g  erschienenen Schriften P l ü c k e r s  steht; ferner wird gezeigt, mie sich 
der Gedanke der Dreieckskoordinaten fast gleiühzeitig bei B o b i l l i e r ,  
M o b i u s  und P l i i c k e r  entwickelt ha t  il. S. f. 

P l ü c k e r  war einer der Schriftsteller, denen eine zu grosse Gedanken- 
fülle nicht immer MuBe liisst zu einer priizisen und einwandfreien Dar- 
stellung, von einzelnen Irrtümern ganz abgesehen. So ha t  es sich denn 
der Herausgeber ganz besondere Mühe kosten lassen, alle irgendwie 
zweifelhaften Stellen zu kommentiercn. I n  einigen Punktcn wird vielleicht 
der Leser, wie nicht anders zu erwarten ist,  anderer Meinung sein. 
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Referent will sich hier auf eine eineige Stelle beschraoken, die ihm 
besonderes Interesse darzubieten scheint. 

Es bandelt sich um den hoheren Kontakt zweier algebraischen Plachen. 
P l ü c k e r  betrachtet unter anderen eine vorgelegte Flache dritter Ordnung FS, 
und fragt nach den Bedingungen, unter denen eine unbekannte Plliche 
zwciter Ordnung F2 i n  e i n e m  g e g e b e n e n  P u n k t e  P der 6 einen 
Kontakt dritter Ordnung mit der F3 hat. Das (rechtwinklige) Koordinaten- 
system wird so gelegt, das P der Anfangspunkt und die xy-Ebene ge- 
meinsame Tangentialebene ist. Dann ergeben sich schliesslich zwei Be- 
dingnngsgleichungen für  die Koeffizienten der F3, die nach P l ü c k e r  aus- 
sagen, dass - bei ihrem Erfülltsein - ewei Gerade durch P hindurch- 
gchon, die ganz auf der F3 licgen. Wenn nun der Herausgeber gegen 
P lücker  einwendet: ,,Diese beiden Gleichungen sind nicht Bedinpngs-  
gleichungen für  die Fliche dritter Ordnung,.  sondern vielmehr Bedingungs- 
gleichungen die Lage des Koordinatensystemes . . .lL, so scheint er damit 
doch P l ü c k e r  Gewalt anzuthun. Denn P is t  ja  eben ein festgcgeben ge- 
dachter Punkt  der F s ,  wie stets in der ganzen Abhandlung bei ahnlichen 
Aufgaben. Rat te  P l ü c k e r  den weiteren Schritt gethan, und P als ge- 
suchten Punkt  der P3 auf'gefasst, so würde er,  20 Jahre vor S a l m o n  und 
Cayley,  zur Existenz der 27 Geraden der F, gelangt sein. 

- -- W. FR. MEYER. 

Grundxüge der Geometrie von mehrrren Dimensionen und mehreren 
Brten geradlinigrr Eiriheiten in elemeiitarer Form entwirkelt. 
Von G. VEROSME. Mit Genehmigung des Verfassers und nach einer 
noucn Bearbeitung des Originals übersetzt von A. SCHEPP. Leipzig 1894. 
B. G. Teubner. XLVI und 710 S. 

Das vorliegende Werk ist eines der eingehendsten und zugleich merk- 
mürdigsten von den bisher über die Grundlagen der Geometrie erschienenen. 
Die Vorrede, in der der Verfasser, wie er sagt,  einen Rechenschaftsbericht 
iher seine Auffassungsmethode und Ergebnisse erstattet,  umfasst 34 Seiten; 
der Einleitung ,,über die abstrakten mathematischen BorrneniL ist ein gutes 
Drittel des Buches gewidmet. Der Rauptstoff nimmt fast 400 Seiten ein; 
ci- zerlegt sich in  zwei Teile, von denen der ~ r s t e  der Reihe nach die 
Gerade, die Ebene und den Raum von drei Dimen~ionen, der zweite den 
Raum von vier und mehr Dimensionen behandelt. Ein Anhang enthalt eine 
wertvolle historisch-kritische Studie über die Prinzipien der Geometrie nebst 
einigen wpiteren Noten. Wichtiger als diese ~usserlichkeiten ist die That- 
sache, dass der Verfasser sich bemüht ha t ,  die siimtlichen Uegriffe, deren 
Pr fiir d m  Aufbau seines Systemes benotigt, bis auf die ersten logischen 
Quellen zurück zu verfolgen. 

Der Verfasser tritt  von vornherein der weit verbreiteten Anschauung 
entgegen, als ob die abstrakten oder numerischen Maunigfaltigkeiten von 
 dimensionen en mit den eigentlich sogenannten ge~rnet~rischen Haumen ver- 
tauscht wcrden dürften, uud 81s oh man diese Riiume nur mittels der 
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Analysis sicher behandeln k6nne. Das Buch verfolgt gerade das Ziel, die 
Geometrie der Raume von mehr als drei Dimensionen als reine Wissenschaft 
vollkommen ana!og derjenigen der Ebene und des gewohnlichen Raumes au 
entwickeln, so zwar, dass die Geometrie von mehr als drei Dimensionen 
von ihren A n ~ e n d u n g e n  auf den gewohnlichen Raum unabhingig erscheint. 

Urn dies deutlicher zu machen, sei gleich betont, wie der Verfasser 
auf konstruktivem Wege der Reihe nach die Riiume von 2,  3 , .  . . Dimen- 
sionen aus Punkt  und Gerade, die ihm die einzigeu unabhangigen Raum- 
olomente sind, aufbaut. Nachdem einmal die Begriffe von Punkt und Ge- 
rade festgelegt sind, a i r d  ein weiterer Punkt P ausserhalb der Geraden 
als existierend angenommen, und nun entsteht die Ebene, kurz gesagt, als 
das Büschel von Strahlen, die P mit den Punkten der Geraden verbinden, 
entsprechend der gewohnliche Raum als Strahlbündel u. S. f. 

duf ahnliche Weise hat  man in der S h a t  in  neuerer Zeit eine rein 
geometrische Theorie der Kurvcn und Flachen nter Ordnung und ihrcr Polar- 
gebilde geschaffen. 

Sehen wir zunachst von den Einwiinden ab, die fragen, ob die auf 
diese Art konstruierten Riiume wirklich die Gesamtheit aller Euklidischen 
und Nicht-Euklidischen Baume erschopfen, so lag jedenfalls für den Ver- 
fasser die Hauptschwierigkeit darin, geeignete Uefinitionen für den Punkt 
und für die Gerade, als einen gewissen lnbegriff von Punkten, aufzustellen. 

Beiden Begriffen Liegt der der ,,abstrakten mathematischen FormLL 
als allgemeines Denkschema zu Grunde: Man ha t  darunter die geistigen 
Gegenstinde au verstehen, deren Merkmale das Ganze, die Teile, die Ord- 
nung und die Ar t  der Position sind (S. 18); der eingehendsten Diskussion 
dieser Formen und ihrer Verknüpfungen ist eben die umfassende Einleitung 
gewidmet. 

Mehrere Uinge der ,,OrdnungLL nachdenken, heisst das eine nach dem 
anderen denken (S. a), die Dinge heissen dann das erstc, zweite, dritte u. S. f. 
Von der Position wird nur  gesagt: ,,Wenn zwei Dinge verschiederi sind, 
so konnen wir,  auch wenn sie identisch sind, von ihnen sagen, sie hiitten 
eine v e r s c h i e d e n e  , , P o s i t i o n L L  (S. 5). 

Wegen der Unbcstimmtheit, die hierin für manchen noch liegen mochte, 
führen wir ein Beispiel mit  den Worten des Verfassers an :  ,,Nachdem die 
Vorstellung A gesetzt i s t ,  wiederhole ich die Vorstellung A und dann wieder 
die Vorstellung A. Wenn man die wahrend jeder Wiederholung verflossene 
Zeit i n  Betracht zieht, so erhiilt man ein in  dem Be,@ff einfacher Reihen- 
folge und Ordnung nicht enthaltenes Positionsverhaltnis, da die wiihrend 
der ersten Wiederholung verflossene Zeit von der wiihrend der zweiten ver- 
flossenen verschieden sein kannLL (S. 18). 

Cnter  ,,Grundelementl' wird allgemein eine beliebige gegebene erste 
Form, unter ,,Qrundelementen'L alle mit jener identischen Formen ver- 
standen; ihre Verschiedenheit ist  dann eben durch die Position gegehen (S. 58). 
FW die Geornetrie i s t  nun das Gmdele.ment der , ,PunktLL. Der BegrifT 
des Punktes wird uns durch in Wirklichkeit ausser uns i n  der ausseren 
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Umgebung existierende Gegenstilnde geliefert, z. B. durch das Ende eines 
Fadens. Abstrahiert man von seinen physischen Eigenschaften, sa erweckt 
das Ende des Padens i n  uns die Vorstellung von demjenigen, was wir als 
Grundelement ansehen, oder von dem Punkt. Alle Punkte sind identisch. 

Aus den Grundelementen werden nun ,,Systeme einer Nmension" auf- 
gebaut, denen man noch die Beschriinkung auferlegen kann,  ,,homogenLL 
zu sein, das ist  im wesentlichen, sich in gleichartige Teile (,,SegmenteLL) 
zerlegen zu lassen (S. 71, 72). 

Hierbei ist  unter System einer Dimension die durch eine beliebige 
Reihe von Elementen und die umgekehrte Reihe gegebene Form, deren 
Ordnung von einem beliebigen ihrer Elemente an gegebenes Merkmal der 
Form ist;  jeder Teil des Systemes, der wenigstens zwei verschiedene Ele- 
mente enthilt ,  heisst Segment des Systemes. 

1st überdies ein solches homogenes System einer Dimension, von einem 
gegebenen Element desselben aus, nach beiderlei Richtung identisch, so 
wird es ein ,,in der Lage seiner Teile identisches SystemLL genannt. Für 
ein derartiges System wird schliesslich auch der Stetigkeitsbegriff eingeführt, 
der ziemlich verwickelter Natur ist. E s  genüge die Andeutung, dass sich 
der Verfasser hierin gedanklich der bekannten D e d e k i n  d schen Schnitt- 
definition anschliesst, nur dass ihm eben nicht die Gesamtheit der rationalen 
Punkte zu Gebote steht und er genotigt ist, durch abstrakte Umschmelzung 
von Anschauungsmornenten dafür logische Merkmale allgemeiner Art zu 
substituieren. 

Nach diesen Erklarungen sind wir zur Not  im stande, &as zu erkliiren, 
was der Verfasser unter ,,GeradeU versteht: ,,Es giebt ein in der Position 
seiner Teile identisches Punktesystem einer Dimension, welches durch zwei 
seiner Punkte, die verschieden sind, Xestimmt is t  und stetig idiLL ,,Dieses 
System heisst gerade Linie.lL 

Nunmehr wir bis zu diesem Fundament der Theorie vorgedmgen 
sind, sei es gestattet, über die bisher aufgeführten Festsetzungen einiges 
zu bemerken. 

Man erkennt bald, dass der wichtigste der angeführten Begriffe der 
der Position ist. Gehoren Ganzes und Teile der reinen Logik an,  is t  die 
,,OrdnungCL die Grundlage der Arithmctik, so sol1 die ,,Positionfi das 
spezifisch-geometrische Element abgeben, j a  man konnte geradezu im Sinne 
des Verfassers die Geometrie (im unendlichen Gebiete) als Lehre von der 
Position auffassen. Da sollte man erwarten, dass ein so bedeutungsvoller 
Begriff scharf festgelegt wird, dass sein Umfang genau abgegrenzt wird, 
dass gezeigt wird, wie die Geometrie je nach der stufenweisen Ent- 
wickelung dieses Begriffes verschiedene Stadien durchlauft u S. f. Der  Ver- 
fasser begnügt sich aber mit einer rein negativen Definition, wonach die 
Position als ein gemischtes Etwas erscheint, das bei einem geometrischen 
Gebilde ausser ,,Ganzes, Teile und OrdnungCL noch existiert, führt zur 
Erlauterung nur einige wenige Beispiele a n ,  und gebraucht je nach seinen 
Znecken den Begriff i n  grosserer oder geringerer Ausdehnung. Hlitte der Ver- 
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Sasser ausser der Geraden (und dem Kreise) noeh andere Kurven betrachtet, 
so ware er genotigt gewesen, positive Lageningsgesetze für die Punkte be- 
stimmter Kurven anzugeben; fïir die Gerade reiclit sein Positionsbegriff 
eben hin, da auch diese in negativer Weise festgelegt wird, als ein Gebilde, 
dem der grosste Teil der Eigenschaften irgend einer h m m e n  Linie nicht 
zukommt. 

So ha t  denn freilioh der Verfasser den bekannten Standpunkt Euklids 
überwunden (wonach die Gerade durch die überhaupt nicht definierte Gleich- 
formigkeit beziehentlich ihrer Punkte erklkrt wird), aber der Leser erhalt 
nicht die fiberzeugung der Existenz seiner ,,Geraden.LL Hier greift auch 
ein Einwand ein, den W. K i l l i n g  in  einer (unten zitierten) Arbeit macht: 
der Verfasser betrachte immer nur die Gerade (und entsprechend meiterhin die 
Ebene u. S. f.) als solche, unabhangig von ihrcr Lage im Raume; Reispiele, 
die v. H e l m h o l t z  und er (Killing) gefunden hiitten, zeigten aber, n i e  eine 
Gerade oder eine Ebene für sich definierbar sei, die doch niemals Grenc- 
gebilde einer niichst hoheren Mannigfaltigkeit sein k6nne. 

D a  irn Unendlichen der Positionsbegriff überhaupt versagt, so sctzt 
der Verfasser hier mit arithrnetischen Hilfsmitteln ein. Diese Hilfsmittel 
sind sozusagen zweischneidiger Natur; neben dem Unbegrenzten, das im 
wesentlichen von denselben Gesetzen beherrscht wird, wie das Endliehe 
selbst, führt er als toto genere aliud das absolut oder aktual Unendliche 
ein: urngekehrt, indem er von einer unbegrerizten respektive absolut -unend- 
lichen Einheit ausgeht, gelangt er entsprechend zu zmei Arten von Stetigkeit, 
der relativen und der absoluten. 

Der  Erfolg ist freilich zunachst ein weittragender: indem die gemeinten 
DegrifTe dem Parallelismus xu Grunde gelegt werden, wird nicht nur der 
Inhalt der Geometrie ein reicherer, sondern der Verfasser is t  unter anderem 
nicht genotigt, mit Euklid die Lehre run  den parallelen Geraden i n  der 
(vorher festplegten) Ebene zu studieren, vielmehr kann er den umgekehrten 
Weg eirischlagen und so Satze logisch beweisen, die sonst auf die An- 
schauung zurückgeführt werden. Noch mehr, der Verfasser ist  z. R. im 
stande, zwei Gebiete verschiedener Dimension punktweise eindeutig und 
stetig aufeinander zil beziehen, mzhrend bisher die Stetigkeit hierbei preis- 
gegeben werden musste. 

E s  wird aber wohl nur wenige Leser geben, die davon iiberzeugt 
wiiren, warum die Cantorschen transfiniten Zahlen - die doch gerade auf 
seinem Wege lagen - für den Verfasser una,nnehmbar gewesen seien, und 
dass seine aktual unendlichen Zahlen E x i s t ~ n z b e r e c h t i ~ n g  haben. Herr 
C a n t o r  hat  sieh denn auch neuerdings (Math. Ann. 46) scharf gegen den 
Verfasser gewandt und ihm vorgeworfen, dass seine grundlegende Definition 
der Gleichheit zrreier Zahlen (S. 31) einen Zirkel enthalte, insofern sic 
eben diesen Bcgriff bereits involvicre. 

Der  Referent begnügt sich, da er sonst Gefahr laufen würde, selbst 
ein Buch zu schreiben, mit diesen wenigen Hindeutungen, und verweist 
deri Leser auf das Werk selbst, auf die erwahnten Arbeiten vori K i l l i n g ,  
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6 8 Historisçh-litterarische Abteilung. 

Wenig gründlich sind auch die Erorterungen über Stetigkeit in 
Kapitel 1 0 ,  in dem sich der Verfasser mit Allgemeinheiten behilft, die bei 
einer strengen Beweisführung nicht verwendbar sind. So sagt er: , ,A  varying 
magnitude generally, but not invariably, changes sign from positive to 
negative, o r  negative to  positive, when it passes through a zero value; 
and the same happens when it passes through an i n h i t e  valne" und be- 
merkt hierzu: ,,It is in  fact evident, indepedently of any illustration of the 
law, that  a varying magnitude must in general change sign, when it 
passes through a zero value, viz. from positive to  negative if decreasing, 
and from negative to  positive if inrr~asing." Der Inhalt des Buches ist 
sehr reichhaltig; um nicht zu meitliiufig zu werden, so sei nur die ziem- 
lich ausführliche Behandlung konfokaler Kegelschnitte erwiihnt. Das letzte 
Kapitel enthiilt die projektivischen Punktreihen und Stralilenbüschel , sowie 
die Darstellung der Kegelschnitte mit Hilfe derselben. Eine grosse Anzahl 
von Aufgaben bietet reichen Stoff zu Übungen dar. MAX MEYER. 

Ebene Geometrie von G. XAIILER, Professor der Mathematik am Gym- 
nasium in Ulm. Mit 1 1 5  zweifarbigen Figuren. Stuttgart 1895. 
G. J. Goschensche Verlagshandlung. 

Uas vorliegende Werk enthiilt die ~l lcht igsten Siitze des behandelten 
Gebietes. Von den meisten anderen Lehrbüchern unterscheidet es sich 
durch die zuui Ueweise verwaridten Elilfsmittel, Urehung eines Seiles der 
Figur um eine Axe oder einen Punkt  und die damit zusammenhlingenden 
Begriffe der axialen und zentralen Syrumetrie. Ob  der Schüler sich leicht 
mit diesen vertraut machen wird, liisst sich nur durch liingere Versuche 
entscheiden. Schon ein Blick auf die Figuren bei den Korigruenzs%tzen 
zeigt, dass hier Schwierigkeiten au überwinden sind. Ailerdings werdeii 
dieselben durch die praktische Ausführurig der Figuren verriugert, da die 
Hilfslinien rot eingeaeichnet sind und sich hierdurch deutlich von den an- 
deren abheben. Auch eirie hirireichende A n ~ a h l  von Übungsbeispielen ist 
vorhanden; vielleicbt wiire es wünschenswerter, dass manches a m  d m  
Übungsstoff in den eigentlichen Lehrteil herübergenomrnen wird, wo man 
es bei den meisten anderen Lehrbüchern zu finden gewohnt ist. 

Der logische Algorithmus in seiiiem Wesen, iii seiner Aii~vendung uiid 
in sciner philasaphisclieii Rrdeiitniig. Von JOSEPII HONTHEIM, S. J. 
Berlin 1895. Verlag von Pelix L. Dames. 

Der Zweck dieser kleinen Schrift is t ,  die Grund7üge desjenigen Ge- 
bietes auseinander zu setzen, welches sonst unter dem Namen ,,Algebra 
der LogikiL oder ,,Logischer Kalkül" bekannt ist. Dieser Zweig der Wissen- 
schaft macht es sich zur Aufgabe, die logischen Operationen auf ein rech- 
nerisches Schema zurückzuführen. Der Verfasser giebt nun keine erschopfende 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Rezensionen. 6 9 

Darstellung des ganzen Gebietes, bereichert dasselbe aber durch mancherlei 
beachtenswerte Vereinfachungen. Die Darstellung is t  im allgemeinen über- 
sichtlich, wenn auch manche Beweise etwas kurz ausgcfallen sind. Wohl- 
thuend wirkt besonders die Miissigung, mit welcher der Verfasser die Be- 
deiitung des Gegmstandes beurteilt. Mit R'echt heht er hervor, dass der 
,,Logische Algorithmus" nicht die gewohnliche Logik verdriingen, sondern 
sich derselben, nur als Hilfsmittel nutzbar machen soll. D a  die deutsche 
Litteratur über dieses Gebiet nicht allzu reichlich und es nicht jedermanns 
Sache ist,  ein so umfangreiches Werk wie das von Schrode i*  durchzuarbeiten, 
so kann man das Erscheinen dieser Abhandlung nur  willkommen heissen. 

MAX MEYER. 

Die Grnndlelireii der ebenen Trigonoinetrie. Ein Leitfaden für den 
Unterricht mit Übungsaufgaben von Jos.  LENGAUEX, Professor am 
konigl. alten Gymnasium zu Würzburg. Kempten 1895. Verlag der 
Jos. Koselschen Buchhandlung. 

Dieses Lehrbuch der Trigonometrie is t  mit Rücksicht auf die Lehr- 
plane der bayerisrhen Gymnasien entstanden. Infolgedessen ha t  sich der 
Verfasser nur auf das für diesen Zweck Notwendige beschriinkt, wohin- 
gegen die Ü b ~ n ~ s a u f g a b e n  eine reichliche Auswahl darbieten. Die Dar- 
stellung ist klar und dem Verstiindnis des Schülers angemessen. Was die 
dnordnung des Lehrstoffes betrifft, so werden im ersten Abschuitt die 
trigonometrischen Funktionen spitzer Winkel erliiutert, dem sich im 
meiten die Trigoriometrie des rechtwirikligen Dreiecks anschliesst. Der 
dritte Absrhnitt behandelt die Goniometrie, der vierte die Trigonometrie des 
schiefwinkligen Dreiecks. MAX MEYEK 

Zur Ranstrnktion des Schwerpnnktes eirier ebenen Vielecksfliche. 
Beilage zum Jahresberichte des Gymnasiums Schaffhausen für 1894/95. 
Von Dr. J u ~ r u s  GYSEL, Direktor des Gymnasiums. Schaffhausen; 
Buchdruckcrei von Bolli & Bocherer. 

Bieht man in einem Dreieck durch die Ecken Parallele zu den gegen- 
überliegenden Seiten, so entsteht ein dem ursprünglichen ahnliches Dreieck, 
und die Verbindungslinien der Ecken desselben mit eutsprechenden Dreiecks- 
ecken schneiden sich im Schwerpunkt. Diese Konstruktion lasst sich ohne 
Anmendung des Zirkels mit Hilfe des Lineals und Winkeldreieckes aus- 
führen. Herr E d m o n d  H e n r y  ha t  eine mit denselben Hilfsmitteln aus- 
füùrbare Konstruktion für das Viereck geliefert, und ~ e r f a i s e r  vorliegender 
Abhandlung stellt sich die Aufgabe, eine derartige Konstruktion für ein 
beliebiges Vieleck eu Gnden. E r  giebt f i i r  dieselbe drei Losringen, von 
denen die dritte eine Kombination der ersten und zweiten ist. 

MAX MEYER. 
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Levons sur l'intégratioii des Bqnations diff6rentielles de la Mécaiiiqne 
et applicatioiis par  P. PAINLEV~, Maitre de conférences é la faculté 
des sciences de Paris. Paris 1895 .  Librairie scientifique A. Hermann. 

Der  Verfasser ha t  sich zur Aufgabe gernacht, die Integrationsmethoden 
von L a g r a n g e ,  P o i s s o n ,  H a m i l t o n ,  J a c o b i  etc. in  Rezug auf die in 
der Mechanik gebrkichlichen Gleichungen auseiuander zu setzen. Den 
Mittelpunkt der Entwickelungen bilden die Gleichungen von L a  g r a n g e  in 

und besonders werden die Integrationsmethoden von J a  c O b i  behandelt. 
Gelegentlich werden auch die Untersuchungen neuerer Forscher, a i e  z. B. 
eine Arbeit des H e m  S t a e c k e l  berüüksichtigt und auch auf die Unter- 
suchungen des H e m  L i e  wird die Aufmerksamkeit gelenkt. Wie schon 
aus dieser Inhaltsangabe hervorgeht, is t  das Werk kein eigentliches Lehr- 
buch der Mechanik, sondern es setzt im Gegenteil bei dem Leser eine 
sichere Kenntnis der mechanischen Grundlagen voraus, denn die kurze 
Behandlung einiger Siitze der Mechanik in  den ersten Lektionen kann nur 
als Repetition dienen. Wenn der Studierende über die notwendigen Vor- 
kenntnisse verfügt, so wird ihm die Durcharbeitung dieses Werkes gemiss 
von grossem Nutzen sein, besondcrs da zu den cinzelncn Siitzen zahlreichc 
und interessante Beispiele gegeben werden. Storend machen sich nur die vielen 
Druckfebler bemerkbar. Max MEYER. 
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Internationaler Mathematiker -Kongress 

in Zürich 1897. 

Wie bekannt sein wird, ist die Frage eines internationalen Nathe- 
matiker-Kongresses seit liingerer Zeit Gegenstand lebhafter Verhatid- 
luiigcn seitens der Fachgrenossen. Im Hinblick auf die Erfolge, welche 
durch internationale Verstgndigung auf andern Wissensgebieten erzielt 
worden sind, wurde die Wünschbarkeit einer internationalen Vereinigung 
auch der Mathematiker von allen, die sich mit der Frage beschiiftigeii, 
eiilinütig bctont. Nachdem auf Grund mannigfacher rnündlicher und 
schriftlicher Korrespondenzen das Projekt eine festere Gestalt an- 
zuiîchmen hegonnen hatte und auch die Ortsfrage wiederholt in Er-  
wagung gezogen worden war, wnrde es allgemein als zweckmassig 
bezeichnet, dass der erste Tersuch von eiiîem Lande ausgehen mochte, 
das durch seine Lage, seine Verliiltriisse und durch seine Tradition 
ziir Anbahnung internationaler Reziehiingen hesonders geeignet sei. 
So ricllteten sicli denii bald die Blicke nach der Schaeiz und ins- 
besontlere nach Zürich. 

Obwohl sich die Ziiricher Mathernatiker keineswegs die Schwierig- 
keit des Unternehmens verhehlten, glaubten sie doch, im Interesse der 
Sache die Anregungen, die ihnen von den verschiedensten Seiten her 
zugegangen waren, nicht von der Hand weisen zu dürfen. Sie erkliirten 
sich daller gerne bereit, die erforderlichen Vorbereitungen zur Ein- 
berufung eincs internationalen Mathematiker-Kongresses zu übernehinen 
und, soweit es an ihnen liege, das Unternehmen nach Kriften zu 
fhrdern. Mathernatiker anderer Nationen schlossen siçh ihnen an, und 
so trat das unterzeichnete internationale Koniitee zusainmen, mit dcr 
Aufgabe, f ü r  d a s  J a h r  1897 i n  Z ü r i c h  e ine  Z u s a m m e n k u n f t  
der M a t h e m a t i k e r  a l l e r  L a n d e r  d e r  E r d e  z u  v e r a n s t a l t e n .  

Der Eongress, an welchem teilzunehnlen alle Mathematiker von 
dem Komitee ergcbenst eingeladen werden, soll in Zürich am 9., 10. 
und 11. August 1897 in den Riumen des eidgenossischen Polytechnikums 

1Iist.-litt. Abt. il. Zcitaulir.  f .  Nath. u. Pl ip .  42. Johrg. 1897. 3. H e f t .  G 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



74 Historisch-litterarische Abteilung. 

stattfinden. Das Homitee wird niçht verfehlen, rechtzeitig das genauere 
Arbeitsprogramin vorzulegen und sich alsdann die Zusage zur Beteilig- 
ung an dem Bongresse zu erbitten. Inimerhin darf sçhon jetzt darauf 
hingewiesen werden, dass naturgemiiss die wissenschaftlichen und die 
geschiiftlichen Verhandlungcn sich vorzugsweise um solche Fragen 
gruppieren merden, die ein allgemeineres Interesse besitzen und denen 
eine prinzipielle Bedcutung innewohnt. 

Die Bedcutung wissenschaftlicher Kongresse beruht aber nicht 
niilder auch auf der Pflege personlicher Bcziehungen. Dns Lokal- 
komitee wird es sich arigelegcn sein lassen, auch dieser Seite des zu 
veranstaltenden Kongresses seine Aiifmerksanikeit ziizuwenden und 
dwch  Entwerfung eines bescheideneri Fesbprogranlnies Rechnung zu 
tragen. 

Xogen die Erw-artungen, welche sich a n  diese erste internationale 
3Tathematikervereinigung kniipfen, in  Erfüllung gehen! M6ge eiiie 
zahlreiche Beteiligung die wissenschaftlichen und pers6nliçlien Bezieli- 
ungen der Bachgenossen fordern im Interesse gerneinsamer Arbeit und 
des Bortschrittes der mathendischen Mrissenschaft! 

H. Bleuler, Priisident des schweiz. Schulrates, Zürich. 
H. Burkhardt ,  Prof. an der Universitiit Xünch. L.  Cremona, Prof. in 
Rom. G. Dumas, Assistent am eidg.Polytechnikum Zürich. J. Franel, 
Prof. am eidg. Poly technikum Zürich. C.F. Geiser, Prof. am eidg.Poly- 
technikum Zürich. A. Co. Greenhiïi, Prof. inwoolwich A. Herzog, 
Direktor des eidg. Polytechnikums Züriçh. G.W. Hill, prof: in West- 
Nyack (L. S. A.). A. Hurwitz, Prof. am eidg. Polytechnikum Zürich. 
F.Kiein, Prof.in Gottingen. A.Markoff, Prof.inPetersburg. F.Mertens, 
Prof. in Wien. H. Minkowski, Prof. am eidg. Polyteühnikum Zürich. 
G. Mittag -Leff le r  , Prof. in Stockholm. G. Oltramere  , Prof. in Genf. 
H. Poincaré,  Prof. in Paris. J. Rebstein,  Assistent am eidg. Poly- 
technikum Zürich. F. Rudio,  Prof. am eidg. Polytechnikum Zürich. 
K. Vondermühll ,  prof. i n  Dasel. F. H.Weber ,  Prof. am eidg. Poly- 

technikum Zürich. 

(Korrespoudeuzen in  Aiigelegeiilieiten des Kongresses sind an Prof. Geiscr, 
Küsnacht-Zürich z u  richten.) 
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Rezensionen, 

Ahriss des geometris~heil Kalküls. Nach don Werkcn Grassmanns bo- 
arbeitet von PERD. KILAFT, Privatdozent an der Universitat Zürich. 
Leipzig 1893. B. G. Teubner. XLI und 255 S. 

Die Einleitung (1 6 S.) entwiçkelt im Anschluss an G r a s s m a n n s  A, 
hauptsiichlich die wichtigsten S&tm aus der ,,allgemeinen Formenlehre", 
die sich damit befasst, die Gesetze aufzustellen, die alleu mathematischen 
Operationen oder gewissen Klassen derselben gemeinsam sind. 

Das erste Kapitel (46 S.) behandelt die geometrische Addition der 
Tektoren und die Summation der Punktgr6ssen. Die Auffassung der Zu- 
rammensetzung von Vektoren als Addition derselben wird hierbei in  bekanntor 
Weise motiviert; nicht sa bei den Punktgrossen. Denn ein Satz wie ,,Weil 
Gleiches zu Gleichem addiert Gleichas gicbt, so wird dio Summo der Punkt- 
grossen eines l'unktvereins cine gewisse Punktgr5sse sein" (S. 36) kann 
doch hochstcns als argumentum ad hominom golton, is t  übrigens nicht 
richtig, wenn die Summe der Gewichte der Punktgrossen Nul1 ist (der Ver- 
farser unterscheidet sonst zwischen Punktgri%sen und Strecken). E s  hatte 
sich auch hier bei dieser fundgnentalen Angelegenheit des 5 8 empfohlen, 
auf die leitenden Gedanken G r  a s  s m  a n n s  (A, 5 94 - 9 6) zurückzugehen, damit 
dem Leser Einführungen wie A =  A +  H - R niçht bloss als formale Kunst- 
griffe ersçheinen. Es  folgen einige einfache Anwendungen, z. B. die Be- 
stimmung eines Polygons ungerader Sei tenan~ahl  aus don Mittelpunkten der 
Seiten, der Satz von D e s a r g u e s  über perspektive Dreiecke , harmonische 
Teilung der Diagonalen eines vollstiindigen Vierseits. 

Das zweite Kapitel (7  S.) behandelt in  engem Anschluss a n  die ein- 
fachsten Seile des betreffenden Abschnitts in S ch1 e g e l  s ,, System der 
Raumlehre, 1." die Anwendung der imaginiiren Einheit als Drehungsfaktor 
in der Ebene. 

Das dritte Kapitel (30 S.) entwickelt die Theorie der ausseren Pro- 
dukte, sowohl von Strccken als von Punkten ncbst cinigon Anwendungen 
(z. B. Gleichungen der Gcraden und der Ebene in der einfachsten Form, 
Beweis des Sataes, dass die Mittelpunkte der drei Diagonalon eincs voll- 
stindigen Vierseits in einer Geraden liegen). 

Im vierten KaGitel (129 S.) wird der Begriff der Erganzung eingefuhrt 
und der des inneren Yroduktes als des (ausseren) Produktes eines Faktors 

6 *  
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i n  die Erganzung des zweiten. Alle damit zusairimenh~rigenden Rechnungen 
werden gesondert für Strecken und Punktgrossen und für die Systeme der 
verschiedenen Stufen durchgeführt und Anwendungen eingeflochten (Kreis- 
gleichung, Beweis des Satzes von E u l e r  über drei merkwürdige Punkte 
des Dreiecks i n  gerader Linio, dio Grundformeln der sphiirischen Trigono- 
metrie). Die Theorie der gemischten Produkte wird soweit entwickelt, um 
damit die projektive Erzeugung dor Kurven zweiter Ordnung und zweiter 
Xlasse, der Regelfiachen zweiter Ordnung und den Satz von P a s c a l  be- 
handeln zu konnen. Die Reduktion von Linimteilen (Kraften) auf vpr- 
schiedene einfachste Poruieri wird durchgefuhrt. Schliesslich werden die 
eirifachsten Determinantensbt7~ aus de r  Theorie der Multiplikation der aus 
n Einheiten gebildeten Zahlen abgeleitet. 

Das letzte Kapitel (27 S.) behandelt anhangsweise die Elemente der 
Quaternionenlehre, anf~ngl ich  den Ideen G r  a s  s m a n n s  folgend (,,Der Ort 
der H a m i l  t O n schen Quaternionen in der Ausdehnungslehre li, Math. Ann. XII), 
spiiter auch mit Benützung der Werke H a m i l t o n s .  

Manche Stellen lassen auf flüchtige Stilisierung schliessen, so auf S. 74 
der Satz: ,,Besteht zwischen ihnen (zwei Spatheckfl%chen) die Gleichung 
rzp = m 8, dann fragt es sich, unter welchen Verhiiltnissen diese Gleich- 
ung richtig ktLL; ferner der gesperrt godruckte Satz auf S. 46. Im 5 7, 
letzter Absatz, wird der Ausdruck ,,Abweichung eines Punktes B von einein 
Punktc AL' gebraucht, ohne vorhor definiert wordcn zu sein. 

Es  komuien aber auch mehrere wirkliche Fehler vor, von denen mir 
einige Proben zur Charaktensicrung des Buches mittoilen niüssen: Auf S. 42 
oben wird irrtümlich behauptet, dass von drei Grossen ersten Grades, zwischen 
denen eine Zahlbeziehung besteht, zwei Strecken sein konnen, die dritte 
geltendes Gewicht haben kann. Eiri ahnlicher Fehler findet sich am Schluss 
des folgenden 5 10. - Die Ableitung der Gleichung 3) auf S. 129 ist 
ganz unbefriedigend; der Verfasser hiitte nach seiner Nethode ebensogut 
die Gleichung 1) links mit q stat t  mit E~ multiplizieren konnen und daim 
die Forderung E ~ E  = O bekommen. F ü r  die gemischten Produkte, die hier 
auftreten, gilt eben nicht mehr das associative Gesetz. - Aiif S. 140  wird 
aus den Gleichungen: 

( a -  B) (Y  - 4 = O ,  
(pl - u') 1 ( y  - 8 )  = O 

geschlossen, dass die Strecken ar - p  und P '  - u' pai-allel sind, was auf die 
Heliauptung hinauskoruint, dass zwei Strecken im l t a ~ i m  parallel sind, wenn 
sie auf derselben dritten senkrecht stehn(!). In der That  ist  der folgende 
Satz: ,,Die Kanten der Pyramide über den E'usspunkten der Hohenstreckeii 
sind parallel zii den gegenüherliegenden Kanten des TetraedersiL sogar für 
die in Rede stehenden speziellen Tetraeder falsch, deren Hohen sich in 
einem Punkte schneiden. 

Der Verfasser ha t  also keinen Grund gehabt, durch den selbstgefilligen 
Ton der Vorrede, in der manche benützten Quellen zwar nebenher genannt 
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aber nicht als solche bezeichnet sind, die Erwartungen der Leser hoher zu 
spannen und ihre Kritik herauszufordern. Z. B. sagt er: , ,An diesen Grund- 
riss sollen sich i n  Balde kleinere Lehrbücher für  die hohere Geometrie und 
die theorotischc Mechanik fügen, . . . dcnn erst dann lrann die Tragweite 
der Schtipfung G r a s s m a n n s  in weiteren Kreisen in richtiger Weise erfasst 
werden." Auch wenn der Verfasser billigen Anforderungen a n  Korrektheit 
genügt hatte (um von Borderungen positiver Vorzüge nicht zu reden), so 
kiime er doch als alleiniger Apostel G r a s s m a n n s  zu spit.  Dies zcigt 
nicht nur das lange Litteratur -Verzeichnis, das S c  h l  e g e 1 vor kurzern i n  
dieser Beitschrift veroffentlicht ha t  (,,Die O r a s s m a n n s c h e  Ansdehnungs- 
lehreLL), sondern auüh der Umstand, dass die Ausdehnungslehre und ver- 
wandte Cebiete nicht; nur von den berufsmiissigen Vertretern der Mathematik, 
sondern auch von Physikern gekannt und gewürdigt werden (siehe F t i p p l s  
Einführung in die Maxwel l sche  Theorie der Elektrizitiit) und zwar in  
weiterem Umfange, als sie durch K r a f t s  Buch gebotcn werdcn, das ja die 
Infinitesimalgeometrie der Ausdehnungslehre nicht mehr behandelt. 

Didaktik und Methodik des Rechnen-, Matheiiiatik- und Phj-sik-li'nter- 
richts* von Dr. MAX SIMON, Professor a m  Lyceum in Strassburg und 
Dr. J. K~ESSLING, Professor a n  der Gelehrtenschule des Johanneunis 
i n  Hamburg. Sonderausgabe aus Dr. A. BAUMEISTERS ,,Handbuch der 
Erziehungs- und Unterrichtslehre für hühere S c h ~ l e n . ~ '  München 1895. 
C. H. Becksche Verlagsbuchhandlung (Oskar Beck). 

Das Werk besteht aus zwei voneinander vollig unabhangigcn Teilen: 
der erste u~iifangreichere Teil (128 S ), bearbeitet von dem zuerst genannten, 
durch seine Elemente der Brithmetik und Geometrie wohlbekannten Ver- 
fasser: handelt vom Unterricht in Bechnen und Natliematik, der zweite 
Teil (73 S.) ist  dem Unterricht i n  Physik gewidmet. Es liegt in der Xatur 
der behandelten Gegenstande, dass der Leser in  manchen Punkten eine von 
den entwickelten Ansichten bald mehr, bald weniger abweichende, in  Einzel- 
heiten auch wohl die gerade entgegengesetzte Ansicht , ha t ,  doch wird 
man im allgemeinen den beiden Herren Verfassern beistimmen. ,,Die Dar- 
steilung beansprucht keineswegs Vorschriften aufzustellen, wie es gemacht 
merden s o l l ,  sondem sucht nur zu zeigen, wie es gemacht werden k a n n ,  
und in einzelnen F d l e n ,  wie es trotz langjiihriger Tradition nicht gemacht 
werden darf" (II. Teil S. 3). Das ganze aus reicher Erfahrung und gründ- 
lichem Studium hcrvorgcgangene Werk bietet in  didaktischer und methodi- 
scher Hinsicht viele Anregunç und Belehrung, d a m  eirie reiche Yülle von 
Litteraturangaben, so dass jeder Anfiinger in  unserem Lehrfdche das Buch 
grüridlich studieren sollte, vielleicht würde die Lektüre desselben auch 

* So der Sitei; die sprachlich richtige Foini: ,,Didaktik und Methodik des 
Cnterricht~ in Reühnen, Mathematik und Physik" findet sich auf der letzten 
Seite des Duches. 
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manchem ilteren Lehrer von Nutzeri sein, und eiriige Kapitel mehr all- 
gemeineren Inhaltes dürften auch für den Eichtmathematiker Interesse 
haben. Als ich das Buch gelesen hat te ,  kam mir folgende Stelle aus 
A. W. H o f m a n n s  trefflicher ,,Einleitung in die moderne Chernie" in den 
Sinn: ,,Es führen der Wege viele in  ein unbekanntes Land, und die lang- 
gestreckte Grenze kann an zahllosen Punkten überschritten werden. Allein 
nicht alle Strassen sind gloichgebahnt, nicht alle Über@nge mit derselben 
Leichtigkeit zu bewerkstelligen. Von dem Führer, der uns begleitet, er- 
warten wir,  dass er uns kurzc und sichore Wege zeige, auf denen wir 
nebenbei des Anziehenden sehen, des Nützlichen lemen." J a ,  als ein solcher 
weges- und landeskundiger Führer wird sich das vortrcffliche, inhaltsreiche 
Buch gewiss erweisen, das wohl verdiente, Kapitel f ü r  Kapitel besprochen 
zu wcrden! wic es ursprünglich beabsichtigt war, doch dazu w&re cin T'iel- 
faches des hier zur Verfügung stehendeu Raumes n6tig gewesen. E s  muss 
sich daher diese Besprechung darauf beschranken, nur ganz wenige Punkte 
herauszugreifen, um daran einige Beuierkungeri auzuschliessen. 

Im dritten Kapit,el, ,,der Rechenunterricht'', sagt der Verfasser (S.44), 
dass die Bezeichnurig entgegengesetzte Grossen richtiger ist als negative. 
Die dafür gebrachte Regriindung wird nicht jeder Leser anerkennen. Die 
negativen Zahlen bilden den Gegensatz zu den positiven, aber auch uni- 
gekehrt; jede der heiden Klassen von Zahlen ist der andern entgegen- 
gesetzt. Daher ist  die bis jetzt gebrauchliche Bezeichnung mindestens so 
zutreffend wie die vom Verfasser bevorzugte. 

Im sechsten Kapitel heisst es (S. 72): ,,Übrigens ist die geometrische 
Anschauung keineswegs rein riiumliche, die Zeit spielt mit hinein, schon um 

die Figur aufzufassen (zu durchlaufen) brauchen wir Zeit." Wenn wir auch 
Zeit brauchen, urn eine Figur aufzufassen, so ha t  doch die Zeit mit der 
fertigen geometrischen dnschauung nichts zu thun. Hiermit sei verglichen, 
was Herr S i m o n  S. 39 sagt: ,,Was die Zeit betrifft, so braucheri wir zum 
E h l e n  allerdings Zeit, aber sehr richtig sagt M i c h  a e  l i s :  (über Kants  
Zahlbegriff, Charlottenschule, Berlin 1884)" ,,,,Sowenig die Nadel, die das 
Kleid gonaht ha t ,  ein Teil des fertigen Gewandes ist,  ebensowenig ist die 
Zeit, die zum Ziihlen gehort, ein Element des fertigcn Zahlbegiiffe~.~"~ 

So wichtig auch der Grenzbegriff ist, so wird derselbe doch an manchen 
Stellcri zu stark betont, z .  B. irn Abschnitt über dcn Winkel, dem wohl 
nur wenige Leser zustimmen werden. Mag auch der Weg,  auf welchern 
Herr S i m o n  die Schüler in den Winkel einfülîren will, a n  sich recht s c h h  
erscheinen, so werden doch wohl nur wenige die angegebene Deiiiition 
aufnehmen: ,,Der Wirikel wird demzufolge definiert als die Grenze des 
Ifieissektors bei fortwlihrend und über jedes Ma0 wachsendem RadiusLL 
(S. 83). Der Verfasser schreibt selbst seiner Auffassung den Vorzug zu, 
dass sie die beiden Hauptanschanungen: die B e r t r a n d s c h e  (Fla~hen~rosse) 
und die T r i b a n i s c h e  (Drehungsgr6sse) vereinige (- natürlich -, meil dies 
schon vorher in  den Kreis hineingelegt wurde). Der Kreissektor ist nun 
aber eine riugsum geschlosserie Figur; zu ihrn gehort der Iireisbogen genau 
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so gut wie die beiden Radien, es muss der Bogen ebenso scharf angeschaut 
und klar aufgefasst werden wie die Radien. Daher lasst sich der Winkel 
auch nicht durch den Kreissektor definieren. 

Rezüglich der Differentialrmhniing heisst es S. 108: ,,Will der Lehrer 
Differentialrechnung treiben, so hindere man ihn nicht, vorausgesetzt, dass 
er das Notwendige absolriert hat.lL Wenn mit ,,dern Notwendigen" alles 
das bezeichnet wird, was der Verfasser angegeben ha t ,  und wenn unter 
,,absolvierenLL verstanden wird, dass das Angegebene gründlich durch- 
gcarbeitet, also nicht bloss einmal bcsprochen wird, ço wird es wohl zur 
Differentialrechnung wenig kommen, und das is t  auch nicht zu bedauern. 
Um von der Differentialrechnung ein Stück in solchcm Umfang und solchor 
Tiefe durchzunehmen, dass wirklich die Bezeichnung Differentialrechnung 
berechtigt ist ,  bedarf es so v ider  Stunden, als wohl nie dafür zur Ver- 
fïigung stehen. Schon an sich scheint mir das Pensum, wie es Herr S i m o n  
skizziert, reichlich bemessen zu sein, und wohl nur bei einem sogenannten 
guten Jahrgang wird man alles i n  gehoriger Tiefe verarbeiten konnen, vor- 
ausgesetzt, dass sich der Lehrer mit der ganzen Xlasse bp.schaftigt und nicht 
bloss mit einigen wenigen, die sich besonders für mathematische Dinge 
interessieren. 

Von den trefflichen Ausführungen des zweiten der Physik gewidmeten 
Teiles sei besonders herrorgehoben, was der Verfasser über Lehrapparat 
(Ausarbeitung eines E~~erimcntierbuchcs) ,  dogmatischc Behandlungswcise, 
Stellung der Hypothese im Unterricht und das Verhiiltnis des physikalischen 
zum mathematischen Unterricht sagt. Dagegcn dürfte die S. 1 6  rnitgeteilte, 
auf drei Semester berechnete Stoffauswahl für  die Unterstufe nach dem 
Vorschlage von B G r n  e r  wohl zum Widerspruch reizen. Dieselbe enthalt 
viel zu viel und steht mehrfach den von1 Verfasser selbst aufgestellten 
oder gebilligten Grundsiitzen entgegen. I n  elf Stunden sol1 z. B. aus der 
Wiirmelehre durchgenommen werden: ,,Ansdehnung, Thermometer, nnregel- 
miissige Ausdehnung des Wassers, Schmelzen und Erstarren, Auflosen 
(Krystallbildung) , Verdunsten, Verdarnpfen , Verdichten, Abhiingigkeit des 
Siedepunktes vom Druck. Dampfstrahlpumpe, Darnpfmaschine (Gaskraft- 
maschine). - Wirmeleitung, Wiirmestrahlung (Nachweis, dass dunkle Warme- 
strahlen dieselben Gesetze befolgen mie die Lichtstralilen, Abhangigkeit der 
Absorption von der Oberfkche). - Quellen der Warme (Reibung, Zusammen- 
drücken von Gasen)." Selbst, wenn der Lehrer alles genau vorbercitet und 
jede Minute ausnützt, dürftc es sehr schwer fallen, wenn nicht unmoglich 
sein, das alles in  elf Stunden ,;in ausreichender Weise zu erledigenL', wie dies 
S. 17 bingestellt wird. 

Das letzte Kapitel edhiilt  ,,Rernerkuugen zu den einzelnen Erscheinungs- 
gebieten." Dieselben beziehen sich nach deiu Ausspruch des Verfassers auf 
solche Punkte, dereu Erledigung beirn Unterricht dem Verstiridnis Schwierig- 
keiten mannigfaltigster Art  bereitet, oder deren landlaufîge Behandlunpveise 
sich als unzweckmissig erwiesen hat. Gerade durch diese Remerkungen 
hat sich der Verfasser, der teils eigene, teils fremde, in  Zeitschriften zer- 
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streute Ansichten bringt, ein grosses Verdienst erworben, woran auch dann 
nichts geandert wird, wenn sich dieser oder jener Leser in  wenigen Einzel- 
heiten zum Widerspruch veranlasst sieht. MÜLLER. 

- 

An. MEYER, Laerc?hog i iilgebra. Kjobenhavn 1895 .  Lehmann & Stages 
Forlag. 

Das rorliegende Buch ha t  als ein in dknischer Sprache geschriebenes 
elementares Lehrbuch der Algebre für  den deutschen Studierenden kein 
direktes Interesse; es erscheint demnach hier nur  eine kurze Angabe der 
Stellung und des Umfangs des Buches angezeigt. 

Der Herr  Verfasser ha t  sein Buch für den vorbereitenden mathemati- 
schen Unterricht a n  den polytechnischen Lehranstaltcn bestimmt. Dem- 
entsprechend wird ein tieferes Eingehen auf Stetigkeit und Grenzbegriff' ge- 
mieden, in  der Gleichungstheorie bleiben die modemen gruppentheoreti- 
schen Entwickelungen natürlich ganz ausserhalb, und auch der arithmetische 
Absohnitk hringt nur die ersten Elemente. Solche Stellen, an denen der  
Verfasser dem Bestreben nach tierer gehender Begrüridung nachgegeben 
h a t ,  sind durch kleineren Dnick kenntlich gemacht. I n  letzterer Rinsicht 
finden wir eine a n  die Cantorschen  Xethoden sich anlehnende Theorie der 
irrationalen Zahlen, eine genanere Theorie der Potenzen mit irrationalen 
Exponenten; auch zahlreiche Entwickelungen des algebraischen Teils, so 
die Theoreme von R n d  a n  und S t u r m ,  Ent,wickelungen über Interpolations- 
reçhnung, über Eliminationstheorie u .  S. W. sind i n  der genannten Art als 
fü r  das erste Studium nicht in  Betracht kommend gekennzeichnet. 

Der ganze Stoff is t  i n  drei Abschnitte angeordnet. Beim ersten passt 
indessen die Überschrift (Lehre von den irrationalen Grossen) nicht recht; 
denn hier werden auch ein .paar  Grundbegriffe, die Funktionen betreffend, 
entwickelt, die ersten Grundsiitze über Logarithmen werden gegeben, und 
ein kurzcr Abriss über Rentenrechnung wird dargeboten. Die Überschrift 
des zweiten Abschnitts (Lehre von den Gleichungen) trifft besser. Cbrigens 
i s t  befremdend, dass gegenüber den reichlichen Ausführungen übor binomische 
Gleichungen, soaio Gleichungen hoheren Grades mit mehreren Unbekannten 
nirgends der direkten Aufltkmgsmethoden der Gleichungen dritten und 
vierten Grades gedacht wird. Der dritte Abschnité ha t  überhaupt keirie 
gemeinsame Oberschrift. Derselbe ist den Elernenten der Zahlentheorie 
gewidniet; vorausgeschickt werden einige Bemerkungen über arithmetische 
und geometrische Reihen. 

Die Darstellung erscheint im einzelnen klar angeordnet, und das Buch 
i s t  für das einfiihrende Studium wohl geeignet. FRICKE. 

E. PASCAL, Teoria delle furizioiii ellitt'iche. Milano 1896. U. Hoepli. 
Preis 1,50 Lire. 

Dieses Buch ist aus Vorlesungen hervorgegangen, welche der Herr 
Verfasser an der Universitüt zu Pavia im Laufe der beideu verfiossenen 
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Jahre gehalten hat. E s  handelt sich im wesentlichen urn eine Theorie der 
doppeltperiodischen Funktionen, wobei als Eingang der Weg gewahlt wird, 
welchen J a c O b i  in seiner ,, Theorie der elliptischen Funktionen , aus den 
Eigenschaften der 4-Reihen abgeleitet" eroffnet hat. Dementsprechend steht 
die Behandlung der 9 -Funktionen und der J a c  O bischen Funktionen sn, 
cn,  dn voran. Doch wcrden im Anschluss hieran die W e i e r s t r a s s s c h e n  
Funktionen <i (zl) , p (u) , ( m . )  mit gleicher Ausführlichkeit behandelt. Herr 
P a s c a l  ist  als Kcnner der modernen Funktionentheorie und namentlich 
ihrer invariantentheoretischen Seite bestens bekannt. Diese Kichtung 
kommt aiich im vorliegenden Ruche mehrfach zum Ausdmck, narnentljch in 
den l e t ~ t e n  Kapiteln, welche von den elliptischen Integralen uud von der 
invariantentheoretisahen Darstelliing der Funktionen G ,  p, etc. unter Zugrunde- 
legung einer allgemeinen biniren biquadratischen Form handeln. Übrigens 
nehmen sich diese beiden Kapitel im Vergleich zu den vier ersten (über 
die Funktionen 8,  SB,. . . G. p ,  . . .) mehr nur als ein Anhang aus. Das 
algebraische Fundament der Theorie t r i t t  überall zurück, R i e m a n n s c h e  
Vorstellungen werden nicht entwickelt, was natürlich einen weit grosseren 
Raum beansprucht haben wüi-de. Sachlich liegen die Entwickelungen lange 
fest, nur dass vielleicht hier und da infolge der gewahlten Disposition eine 
gennge Abweichung von dem sonst Herk6mmlichen geboten schien. So 
macht der Herr Verfasser beim Übergang von der Funktion 8, zu G Ge- 
brauch von den Kullwerten auch der zweiten und dritten Ableitungen der 
8-Funktionen, der durch D symbolisch bezeichnete invariante Prozess wird 
transcendent definiert (gegenüber der algebraischen Definition H a l p  h ens) 
und dergleichen mehr. Tnnerhalb der gesteckten Grenzen bringt der Ver- 
fasser in  knapper priiziser Darstellung stets das Weuentlichste des Gegen- 
standes. Die aussere Form des Buches ist  rühmenswert; es is t  i n  Taschen- 
format klar und übersichtlich gedruckt und ha t  einen Umfang von 27 Seiten. 

C G. J. JACORI, Über die vierfach periodischen Fnnktionen zweier 
Variabeln (1834). 

A. GOPEL, Entwnrf einer Tlieorie der Abelschen Transcendeuten erster 
Ordnnng (1847). 

G. ROSENHAIN, Abhandlung über die Funlitionen zweier Variablen mit 
vier Periodeii (1851). IIerausgegeben unter Nr. 64, 67, 65 in der 
Ostwaldschen Sammlung der Klassiker der exakteu Wisscnschaften 
von H. WEBER, übersetzt aus dem Lateinischen bez. Franzosischen 
durch A. WITTING. Leipzig 1895. Engelmann. 

Den bisher in  die Ostwaldsühe Sammlung aufgenommenen mathe- 
matischen Untersuchungen reihen sich nun auch die drei berühmten i n  der 
Überschrift genannten Abhandlungen an, welche dem klassischen Schatze 
der Funktionentheorie angehoren. Randelt es sich doch hier um drei 
epochemachende Arbeiten in  der Begründung der vor - B i e  m a n  nschen Theorie 
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der Abelschen Funktionen. Die Herren W e b e r  und W i t t i n g  haben in 
dankenswerter Umsicht die Neuausgaben der fraglichen drei Abhandlungen 
besorgt, und zumal ha t  ersterer durch eine Reihe wertvoller Anmerkungen 
den Text ergiinzt und erlautert. So ist der Jacobischen  Abhandlurig eine 
langere Note über die neuere Geschichte der Frage nach den mehr- als - 
doppeltperiodischen Funktionen einer Variabeln angefügt. R i e m a n n  hat 
in dieser Prage besonders aufilarend gewirkt; neben ihm ist es namentJich 
C a s  o r  a t  i ,  welcher dem G egenstande mehrere Untersuchungen widmete. 
Der zweiten Abhandlung sind auch die biographischen Nitteilungen J a c o b i s  
und C r  e 11 es  über die interessante Persihlichkeit G 6 p e l  s angefügt. 

Die Fortführung des Ostwaldschen Unternehmens auch für  die Mathe- 
matik wird man  gewiss allerseits lebhaft begrüssen. F n i c ~ s .  

W. WIRTINGER, ~~ntersli~hntlgell übrr Thetafiiiiktiniieii. Leipzig 1895. 
B. G. Teubner. 

Die vorliegende Arbeit des D e m i  W i r t i n g e r ,  welche von der philo- 
sophischen Fakulttit der Universifit in Gottingen durch Erteilung des B en o c  k e - 
Preises ausgezeichnet wurde, bedeutet einen wesentlichen Fortschritt in der 
Theorie dcr allgemeinen 4 - Funktionen von p Variabelen. Es handelt ' sich 
um zwei getrennte Untersuchungen, von denen die erste dem allgemeinen 
Falle gilt ,  wahrend die zweite einer bcsonderen Klasse von Thetafunktionen 
gewidmet ist. I m  ersten Teile (die allgemeiue U n t e r s u ~ h u n ~ )  steht eine 
p- dimensionale algehraische Mannigfalt,igkeit Ilfp der Ordnung 2 P - ' .  p! im 
Kaume von ( 2 P -  1) Dimensionen im Centrum der Untersuchung. Dieses 
Gebilde 3fP gewinnt man dadurch, dass man 2 P  1inea.r-unabhangige Theta- 

O l 
funktionen zweiter Ordnung der Charakteristik l o ~  als homogene Punkt- 

koordinaten eines Raumes von (21'- 1) Dimensionen ansetzt. Das einzelne 
Wertsystem der p Variabeln v,, v,, . . . ap der Thetafiuiktionen liefert dann 
einen bestirnmten Punkt  des Raumes, und letzterer Punkt  beschreibt bei 
beliebig varia.he1 gedachten vl, . . ., op die Mannigfaltigkeit JIp. Dem ein- 
zelnen Punkte des Gebildes Mp korrespondieren unendlich viele Wertsysteme 
v,, . . ., vp; denn wir konnen, ohne die Verhiiltnisse der Theta zu andern, 
das Systcm u,, . . ., u, um ein beliebiges System simult'aner Perioden andeni, 
sowie andererseits beliebige Zeichenwechsel der Argumente vornehrnen, da 
es sich um gerade Thetafunktionen handelt. Fiir p = 2 is t  N2 die Kum - 
mersche Fliiche im Raume R3, und wir korrirnen auf die bekarinte B o r -  
c h a r d t s c h e  Darstellung der Kummerschen  Flache durch Thetafunktionen 
zweier Variabeln zurück; man kann somit sagen, dass es sich hier um 
eine Verallgemeinerung des B o r  c h a r  d t  schen Ansatzes auf beliebige p 
handelt. Auf den Fa11 p = 2 ist nenestens H u m b e r t  mit  grosser Aus- 
führlichkeit eingegangen; es werden insbesondere die auf der Kummerschen 
Flacho gelegencn Kurven und xugehorigen besonderen 9.-Funktionm naher 
untersucht. Der von W i r t i n g e r  behandelte allgemeine Fa11 bot natürliçh 
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weit grossere Schwierigkeiten und konnte demnach nicht so weit i n  die 
Einzelheiten verfolgt werden. Schon bci dor Bestimmung der ordnung dor 
Nannigfaltigkeit Jll, und des Geschlechts der Schnittkurven, welche durch 
(p - i) Gleichungen gcgebcner Grade dargcstellt werden, sind H i l b e r t s c h c  
Prinzipien über Moduln und deren charakteristische Fuuktionen heranzuziehen. 
Auch bei der algebraischen Darstellung der Mannigfaltigkeit J I P  werden 
jene Prinzipien fundamental. Es zeigt sich, dass keirie ùlannigfaltigkeiten 
zweiten Grades bei allgemeinen Yoduln z , k  durch Jl, gelegt werden konnen. 
Mannigfaltigkeiten dritten Grades kommen zwar für  p > 2 vor. Dagegen 
sind die Relationen vierten Grades zweckm%ssiger; durch diase wird das 
Gebilde JIp i n  der That  rein dargestellt. Durch Uutersuchungen dieser 
Art fsrdert Her r  W i r t i n g e r  die Theorie des Gebildes niC, soweit, dass 
diese Mannigfaltigkeit ,,in Zukunft als a lg~braisch bekannt anzusehen und 
ein Problem als theoretisch g e l k t  zu betrachten is t ,  falls es gelingt, das- 
selbe algebraisch auf der LV, zu formulieren." Als eine erste Anwendung 
folgt nunmehr eine schone Theorie der auf der Mannigfaltigkeit JIP ge- 
legenen algebraischen Kurven, welche durch (p - l) Gleichungen der Grade 
fil, . . . , n,-1 ausgeschnitten werden. Hierdurch entspringt im Einzelfalle 
ein algebraisehes Gebilde mit einer unabhiingigen Variabeln, für welches 
doch ~ e n i g s t e n s  das Geschlecht p' hier angegeben werden soll: 

Hipr bietet sich nun weiter die Aufgabe dar, die Thata der MP mit 
den Riemannschen  Theta sowie überhaupt der R i e  rn annschen Theoiie 
der fraglichen algebraischen Gebilde ausführlich i n  Beziehung zu setzen; 
dieser Aufgabe ist der Schluss des ersten Teiles gewidmet. Die Ergebnisse, 
betreffend den Uberganp von den Riemannschen  Theta zu den allgemeinen 
vermoge Ausübung einer bestimmten Transformation und Abspaltung ge- 
rvisser Faktoren dürften dabei als die wichtigsten anzusehen sein. 

Die Spezialentwickelungen des zweiten Teils haben insbesondere den Zwcck, 
die allgemeinen Ergebnisse über die Deziehung der Riemannschen  Theta 
zn den allgemeinen a n  aussichtsreichen Einzelfallen weiter zu verfolgen. 

Es werden hier Flacheu herangezogen, welche durch cbereinander- 
lagerunp und zweckentsprechende Vcrzweigung aus n. kongruenten R i e -  
mannschen Flichen aufgebaut sind. 1st p' das Geschlecht der einzelnen 
dieser Flachen, ?c dasjcnige der entspringcnden Gesamtfliiche und 2 k  die 
Anzahl der Verzweipngspunkte , so ist : 

27c - 2 = 2 k  + n(2p1- 2). 

Hier führt nun (in Ü b e r e i n ~ t i m m u n ~  mit den allgemeinen Ergebnissen 
fies ersten Teils) eine Transformation %ten Grades die lli e m a n n  schen Sheta  
der grossen Flache i n  Gestalten über, bei welchen sie i n  die R i e m a n n -  
schen Theta von p' Variabelen der kleinen Fliiche, sowie i n  weitere Theta 
von (n: - Variabelcn zerfallen. Letztere k6nnen für 9z = 2 ,  k < 3 all- 
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gemeinere als R i e m a n n  sche Theta sein. Die Fortführung der Entwickelung 
bozicht sich auf den Fa11 n = 2 ,  k = O, fiir welchen der genannte Ansatz 
eine allseitige Untersuchung findet. FRICKE. 

Manuali Hoepli. Ottica del professore EUGENIO GELCICH. Con 2 17 incisioni. 
ULRICO HOEPLI, editore-libraio della real casa Milano 1895. - 
576 Seiten. Preis 6 Lire. 

I m  grossen und ganzen weicht die Behandlung des Stoffes von der 
iiblichen nicht ab. Von den fünf Abschnitten, in welche das Buch zerfdlt, 
sind die drei ersten und überwiegend grossten der eigentlichen Lehre des 
Lichts gewidmet, niimlich der erste der Dioptrik, Katoptrik und Dispersion, 
der zweite den optischen Instrumenten und der dritte der Interferenz und 
Polarisation. Wahrend der vierte die optischen Phiinornene der Atmosphare 
zum Gegenstand hat, so sind in dem fünften verschiedene wichtige Notizen 
über die Optik enthalten, wie z. B. über die Geschwindigkeit des Lichts 
und dergleichen mehr. Zum VerstBndnis des Buches werden keine grosseren 
Anforderungen an Mathemat,ik gestellt, es genügen die Kenntnisse unserer 
Gymnasien. - Wahrend sich über den Druck nur Gutes sagen ltisst', so 
kann dies bezüglich der Figuren leider nicht geschehen. Die schematischen 
Figuren sind nicht einheitlich durchgeführt, die meisten bestehen aus 
schwarzen Strichen auf weissem Grund, wahrend einige wieder weisse 
Striche auf schwarzem Grund aufweisen, z. B. Fig. 32 ,  168,  169,  170; die 
einen umrahmt, die anderen nicht (Fig. 179 und 180); auch die Strichdicke 
variiert sehr stark, verglciche Fig. 168 und 204. Dabei sind die Striche 
vielfach nicht rein. Die perspektivischen Abbildungen sind in den meisten 
Fiillen nicht mustergiltig, vielfach undeutlich und hiiufig auch zu klein. 
Diese Miingel dürflen bei einer Neuauflage wohl zu berücksiçhtigen sein. - 
Am Schluss des Werkes ist ein Verzeichnis von Werken iiber Optik an- 
geführt, worin Deutschland gut vertreten ist. B. NEREL. 

Die Projektions-Einrichtniig und besondere Versuchsanordnungen für physi- 
kalische, chernische, mikroskopische und physiologische Dcmonstrationen 
am Grazer physiologischen Institute; als Leitfaden bei Anlagen und 
Versuchen beschrieben von OSKAR Z O T ~ .  Mit 26 Abbildungen im Texte 
und 6 Tafeln. Wien. Pest. Leipzig. A. Hartlebens Verlag. - 88 Seilen. 

Das Werkchen giebt in Bild und Wort eingehenden Aufschluss über 
die Projcktionseinrichtungen an dem Grazer physiologischen Institute, so 
dass sich jeder, der nicht, wie der Elektrotechniker und Physiker, mit 
derlei Dingen vertraut ist, ergiebigen Rat holen kann, was aus den Spezial- 
werken für  Elektrotechriik und Physik für den h'iehtfachmann nur mit 
grossen Sehwierigkeiten verbunden ist. Die Nitteilung der Kostenüberschlage 
bewahrt jeden vor emphdlichen' S~uscliungen. B. NEBEL. 
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Nathematische Theorie des Lichtes. Voriesungen gehalten von H. POIN- 
CAR& Redigiert von J. BLONDIN. Autorisierte deutsche Ausgabe von 
E. GUMLICH und W. J ~ G E K .  Mit 35 i n  den Text gedruckten Figuren. 
Berlin 1894. Verlag von Julius Springer. - 295 Seiten. Preis 
10 Mark. 

Wir danken es den Herren Übersetzern, dass sie dieses verdienstvolle 
Werk von P O i n c a  r é dem deutschen Publikum zugünglicher gemacht haben. 
Lange hat  der Kampf zwischen den Erfindern und deren Anhiinger über 
die Richtigkoit der von ihnen aufgestellten Theorien des Lichtes gedauert, 
der indirekt von grossem Nutzen für  die Optik selbst war. Noch i s t  nicht 
endgiltig die Entscheidung zwischen der Theorie von F r e s n e l  und N e u -  
m a n n  gefallen, da  die experimeritellen Untersuchungen neue Schwierig- 
keitcn und infolgedessm neue Einwiinde heraufbeschworen. E s  ist  daher 
fiir alle, welche sich für  die Fragen interessieren, von grossem Wert ,  s ta t t  
die Theorien mühsam aus den Originalwerken erst heraussuchen zu müssen, 
dieselben i n  Kürze gegenübergestellt zu besitzen. P o i n c a r é  versteht es 
vorzüglich, sich von dem Bann der optischen Theorien vollig frei zu machen, 
und dieselbon als das zu kennzcichnen, mas sie in  Wirklichkeit sind. Da- 
durch beherrseht er dieselben und steht über ihnen. Ein solches Beherrschen 
der verschicdenen Theorien wirkt sehr anrcgcnd, weshalb das Buch den 
jungen Physikern aufs warmste zum Studium empfohlen wird, sobald sie 
niit den Gesetzen der Optik hinreichend vertraut sind. 

Das Ergebnis, welches die Prüfung mehrerer Theorien nebeneinander 
hinsichtlich einer guten Erklarung der Beobaehtungen ergiebt, besteht i n  der 
Einordnung aller dieser Theorien in  zwei Gmppen,  von denen die eine die 
Elastizitiit des Mediums als konstant vorausgesetzt wird, wie dies bei 
F r e s n e l  der Fa11 ist, wahrend bei der anderen die Dichte des Athers un- 
versnderlich ist. Der Vedreter der letzteren ist N e u m a n n .  Moge das 
Huch die Anreguug zu neuen experimentellen Beweisen für  die eine oder 
die andere Theorie geben; denn nur  auf diesem Wege kommen wir dern 
Ziele niiher! B. KEBEL. 

Reiche des Lichtes. Sonnen, Zodiakalliühte, Kometen, Dammerungs- 
l icht-Py~amiden nach den altesten Zgyptischen Quellen. Von HER- 
I ~ A N N  GRI:SON. Zweite ganzlich umgearbeitete Auflage. X i t  57 Figuren 
und 8 Tafeln, zum Teil i n  farbiger Ausführung. Braunschweig 1895. 
Verlag von George Westcrmann. - 263 Seiten. Preis 8 Mark. 

Die meisten der bisherigen Theorien über die Natur der Sonne und 
der auf ihr beobachteten Verindermgen lassen den Zusammenhang mit Vor- 
giingen auf unserer Erde vermissen, tragen daher den Stempel der Unwahr- 
scheinlichkeit an sich und müssen in Ermangelung eines Besseren eben 
hingenommen werden als Produkte der Studierstube. Die vorliegende Theone ' 
ist dem Gebietc der Praxis entsprungen, indem dor Verfasser, als Besitzer 
der grossten Eisengiesserei der Welt,  dureh sorgfiltiges Beobachten und ziel- 
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bewusste Versuche eine Basis geschaffen h a t ,  auf die e r  aufbauen kanri, 
so dass seine Anschaumgen nicht als leere Phantasiegebilde in der Luft 
schweben. Den Pundamentalversueh stellte er mit einer eisernen Flasche 
an ,  die der Schwcisstemperatur von circa 1500 Grad ausgesetzt wurdc. 
Durch die Waruie wurde die Luft verdünnt, sodass nach Eiritritt des Gleich- 
gewichtszustandes eine hlischung von Luft und Warme der ausseren Atmosphüre 
das Gleichgewicht hielt. l m  vorliegenden Versuch ergaben die Jlessungeii, 
dass der Flascheninhalt aus ',/* Luft und % Warme bestand. Daraiis folgt, 
je holier die Teinperatur ist ,  urn so weniger wird Luft vorhariden sein. 
Infolge der ungeheueren Temperatur auf der Sonne wird das Luft- bezw. 
G a s y u a n t m  su verschwindend klein sein, dass die die Sonne umgebende, 
ziinachst gelegene Schiclit als Vacuum aufgefasst werden kann, an welche sich 
eine a n  Diehte zunehmende Gasschiüht anschliesst, die naüh dem ~ t h e r  
relativ steil abfallt. Das granulierte Aussehen der Sonnenobertiache, sowie 
das Auftreten der Sonnenflecke werden auf Erscheinungen zurückfübrt, die 
sich im Kleinen auch beim geschmolzenen Eisen beobachten lassen. Infolge 
der die Sonne umgebenden Lichtbrechungsspliare müssen die Flecken dunkel 
erscheinen. Da die Sonnenrnaterie fortwahrend in B e w e p n g  begriffen ist, 
indem die Teile a n  der Oberflache von dem Aquator naeh den Polen hin 
abfliessen und von da  naeh dim Sonnencentrum zurückkehren, so folgt, 
dass die Entstehung der SonnenwMrme nicht auf Verbrennungsprozcssen, 
sondern nur  auf Reibung und Stoss infolge der verschiedenen Geschwindig- 
kcit der Teile auf ihrer Bahn beruhcn kann. I n  enger Bezichung damit 
steht auch die Erkliirung der Sonnenfackeln und Protuberanzen. Kach 
Aufstcllung dcr Theorie über die Sonncnstrahlung erkliirt sich lcicht das 
Flimmern der llixsterne, sowie die Sonnenkorona. E in  besonderes Kapitel 
wird den Kometen gewidmet, dcsscn Schwcif auf ungezwungene Wcise mit 
Hilfe der Theone über die Strahlung erkl i r t  wird; auch das ratselhafte Auf- 
leuchten und Verschwinden der Sterne wird als eine natürliche Folgo 
dieser Theorie hingestellt. Die letete Abteilung i s t  dem Tierkreislicht vor- 
behalten, welches der Verfasser in  seinen sch6nsten Erscheinungen am Xi1 
selbst beobachtet hat. Seine Entstehung wird auf die Reflexion der Souuen- 
strahlen an der Atmosphiire ziirikkgeführt; es i s t  demnach eine Dammerungs- 
ersçheinung, deren Zustandekummen gewissen Bedingungen unterliegt, auf 
welche der Verfasser naher aufmerksam macht. Mit grosser Refriedigung 
und Spannung folgt man den einfachen Auseinandersetzungen. Jedem Natur- 
fi-eund wird daher das treffliche Buch bestens empfohlen. B. SEBEL. 

Ilandbuch der Photagrapliie. Von Prof. Dr. H. W. VOGEL. Vier TeiIe, ent- 
haltend die photographische Chemie, Optik, Praxis und Kunstlehre. 
II. Teil: Das Licht irn Dienste der Photographie und die neue~ten 
Portschritte der photographisehen Optik. Vierte, giinzlich um- 
gearbeitete, verbesserte und vermehrte Auflage. Berlin 1894. Ver- 
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lag von Robert Op~enheirn (Gustav Schmidt). 367 Seiten. Preis 
9 Mark. 

Von den beiden Teilen, in  welche die photograpbische Optik getrennt 
vurde, ist der zweite Teil, die Linsenkunde, durch Dr. H u g o  S c h r o d e r  
var dem jetzt vorliegenden ersttn Teil, die allgemeinen Eigenschaften des 
Lichtes , herausgegeben worden Verfasser geht aus von dem L a m b e r t  - 
schen Gesetzcn über dic Lichtstirke und dercn Messung mittels der opti- 
schen Photometer und erlautert die dabei verwendeten optischen Licht- 
einheitcn. Die dadurch ereielten Resultate sind aber nur für das Augo 
richtig und geben in photographischer Hinsicht zu den grossten Siiuschungen 
Anlass, weshalb besondcre photographische Photometer und Lichtoinhciten 
hergestellt werden Giussten. Nach der Untersuchung über die chemische 
Helligkeit des Tages- und Sonnenlichtes werden die ki&stlichen Liühtquellen 
fur die Zwecke der Photographie geprüft, womit irn erigen Zusauirnenhang 
das Studium der Reflexion steht. Bei der Betrachtung über die Zusammen- 
sotzung des Liçhtes und der chemischen Wirkungen der verschiedenen 
Farben wiirde daniit die Geschichte der farbenempfindlichen Verfahren ein- 
geleitet. Die Photographie in natürlichen Farben erschien lange als ein 
unerreichtes Ziel; nach den ersten glucklichen Ergabnissen wurde von alleu 
Seiten tüçhtiç an dem weiteren Ausbau gearbeitet, so dass man mit den 
hcutigen Resultaten schon sehr zufiieden sein kann. Dieser wichtigen Er -  
rungenschaft ist natürlich ein grosserer Teil dieses Buches gewidmet. Den 
Anhang bildet eine gemeinverstiindliche Darstellung der Grundzüge der 
photographischen Optik, damit auch der Laie auf dem Gebiete der Optik 
in popularer Weise über die wichtigsten Grundsatxe der photographischen 
Linsenkonstruktion aufgeklart wird. Dieser Teil ist  in  betreff seines In-  
haltes nicht wesentlich verschieden von den entsprechenden Kapiteln in der 
frühcren Buflage. - I n  dem Schlusskapitel werden mehrere neue Objektiv- 
konstruktionen beschneben , die nach Herausgabe des S c h r  6 d e  r schen Teiles 
aufgekornmen sind; denn die Entwickelung dor Photographio is t  zur Zeit 
ganz enorm. Erinnert sei nur  a n  die seit dem Druck dieses Bandes auf- 
gekommene Photographie in  Lebensgr6sso mittels Blitzlichts durch Dr. F e  t z e r  
in Niinchen und die Entdeckung der R 6  n t g enschen Lichtstrahlen, welche 
einen ungcheueren Einfluss auf die Photographie ausüben werden. 

Das Verstiindnis des Buches wird auch dem Michtfachmann durch die 
zahlreichen Fipuren wesentlich erlcichtert, so dass diescs Werk f ü r  jeden 
ein trefflicher Ratgeber sein wird. B. KEBEL. 

Elemente der throrc~tisclien Physik. Von C. CHRISTIASSEN. Deutsch 
herausgegeben von JOH. M ~ L L E K .  Mit einem Vorm-ort von E. WIEDE- 
MANN. &fit 1 4 3  Byguren im Text. Leipzig 1894 .  Verlag von Johaiin 
Ambrosius Barth (Arthur Xeiner). - 458 Seiten. Preis 10 Mark. 

Das vorliegende Werk is t  dazu bestimmt, den angehenden Physiker in 
die mathematische Physik einzufuhron. Ausgehend von der allgemeinen 
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Bewegungslehre, dem freien Fa11 , der Wurfbewegung etc. wird übergeganpn 
zur Elastizititstheorie. An die Abschnitte über das Gleichgewicht und die 
Bewegung flüssiger Korper reihen sich notwendig diejenigen über innere 
Reibung und über Xapillaritzt an. Die Behandlung des Lichts und der 
Wiirrne folgt erst nach den Kapiteln über Xlektrizltlit und Magnetisrnus. 
Am besten eignet sich das Buch zum gleichzeit,igen Studium neben den 
Vorlesungen über Experimentalphysik, damit der junge Physiker mGgliclist 
bald mit dem mathematischen Gewand der Physik vertraut wird, was bisher 
nicht immer der Fa11 war. E s  sei daller dieses Werk bestens empfohlen. 

-- B. NEREL. 

Lehrbucli der Expe~imciitalpliysik. Von E. VON LOMMEL. Mit 430  Figuren 
& Text. Zweite Auflage. Leipzig 1895. Verlag von Johann Am- 
brosius Barth (Arthur Meiner). - 5 5 0  Seiten. I'reis 6,40 Mark ge- 
heftet und 7,20 Mark gebunden. 

Wie rasch sieh dieses Lehrbuch der Experimentalphysik eingebürgert 
liat, dafür spricht die Thatsache, dass schon nach Jahresfrist eine Neu- 
auflage erforderlich war. Im grossen und ganzen sind nur  geringe Ander- 
ungen gegenüher der ersten Auflage vorgenommen worden, die sich teils 
au€  ausgesprochene Wünsche, teils auf notwendige Ergrinzungen beziehen. 
IVie wir vermuten, konnten unsere früher geiiusserten Wünsche bei der 
inzwischen rasch erfolgten zweiten Herausgabe nicht mchr berücksirhtigt 
werden. Um Pühlung mit der Praxis zu haben, ist  die geschichtliche Ent- 
wickelung bis auf die heute a m  hnufigstcn gebrauchten Apparate und Xess- 
instrumente auszudehnen, wodurch die Brauchbarkeit des Buches nach derii 
Verlassen der Hochschule a n  Wer t  nicht einbüsst. B. KEBEL. 

Katecliismns der Physik. Von JVLIUS KOLLERT. Fünfte verbesserte und 
vermehrte Auflage. Mit 273 in den Text gednickten Abbildungen. 
Leipzig 1895. Verlag von J. J. Weber. - 485 Seiten. Preis 4,50 Nark. 

Verfasser war bei der Bearbeitung dieser Auilage bestreht, friiher ge- 
rügte Mingel zu beseitigen und den Inhalt,  den Fortschritten der Wissen- 
schaft entsprechend, zu erganzen. Die Anordnnng des Stoffes ist übersicht- 
lich. Jedem, mit  einer Nummer versehenen Abschnitt ist das Stichmort in 
fettem Dnick vorangestellt, so dass man sich i n  k ü r z ~ s t e r  Beit onentiereu 
kann. Das Buch eignet sieh vorzüglich zur Vorbereitung für  Examina, da 
es in knapper Weise einen 5usserst reichhaltigen Stoff bietet, dem auch 
d u  Wesentliche der Elektrotechnik einverleibt ist. Der  Vervollkommnung 
der Figuren dürfte der Verfasser immer noch seine Aufinerksamkeit schenken, 
vergl. z. B. die Tangentenbussole, Fig. 242. B. XEBEL. 

Lrlirbiich der Experiiiientalphysik. Von ADOLPH WÜLLNER. Erster Band. 
Allgemeine Physik und Akustik. Fünfte vielfach umgearheitete und 
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verbesserte Auflage. Mit 321 in  den Text gedruckten Abbildungen 
und Figuren. Leipzig 1895. Verlag von B. G. Teubner. 1000 Seiten. 

Wenn auch infolge der weiteren überraschenden Entwickelung der Physik 
bezüglich der Einteilung des Stoffes Andermgen angezeigt waren, wie z.B. die 
Foranstellung der Elektrizitiit vor die Optik, so ha t  doch i m  Charakter des 
Buches ein Wechsel nicht stattgefunden. Von grosseni Wert  sind die ein- 
gehenden Zusammenstellungen der Errungenschaften dureh die Experimental- 
physik, wodurch dieses Werk zu einem wichtigen Ratgeber für  den Forscher 
aird,  zumal die Kinweise auf die Litteratur bis in die neueste Zeit vor- 
handen sind. Neben den neueren Theorien sind auch die früher entwickelten 
angeführt, sobald die letzteren durch neuere Versuche ihre Bestiitigung er- 
fahren haben. Dies gab Veranlassung z. B. zur Besprechung der B o l t z -  
mannschen Theorie der inneren Reibung der festen Korper, auch wurde 
an Stclle der Meyerschen Theorie der Gasdiffusion die S t e f a n s c h e  ge- 
setzt. Erwahnt seien auch die Arbeiten von v a n ' t  H o f f ,  welche den Aus- 
gangspunkt für zahllose Arbeiten auf dem Gebiet der physikalischen Chemie 
gebildet haben. Dem Plan nach sol1 der vierte und letzte Band dieses Lehr- 
lmches am Ende des Jahres 1 8 9 5  erscheinen. Nogen der i n  Aussicht ge- 
nommenen raschen Herausgabe der weiteren Bande keine Kndernisse ent- 
gegenstehen, da  die grossen Erfolge der Physik in  den letzten Jahren i n  
zusamrnenhangender und übersiühtlicher Form besser geeignet sind, den 
heranwachsenden Physiker zu neuen Arbeiten anzuregen. B. NEBEL. 

Lehrbuoh der Physik für Studierenile. Von H. KAYSER. Zweite verbcsserte 
Auflage. Mit 334 in  den Text gedruckten Abbildungen. Stutt- 
gar t  1894. Yerlag von Ferdinand Enke. - 564 Seiten. 

Die zweite Auflage ist volumin&er geworden, was auf das neue Ge- 
nand zurückzuführen ist,  indem ein besserer Druck die iiussere Ausstattung 
vcsontlich gehoben hat. Der Inhalt solbst hat  dagegen ncnnenswerte 
Andenmgen nicht erfahren. - Schon die Thatsache, dass in  relativ kurzer 
Zeit eine Neuauflage erforderlich war,  spricht dafür, dass die Behandlung 
des Stoffes im grossen und ganzen Anklang gefunden hat. Auch wir 
konnen demselben unsere Anerkennung nicht versagen. - Indessen würden 
wir den Wert  des Buches noch dadurch zu erhohen suchen, dass wir das 
Einzelne noeh mehr ausfeilten, eine Arbeit, die von dem jahrlieh den Stoff 
liehandelnden Lehrer spielend geleistet a i rd .  1st zwischen zwei Beispielen 
au wiihlen, so ist doch daçjenige vorzuziehen, welches noch einen anderen 
Zweck mit verbindet. Dieser weitere Zweek sollte die Brücke zum prakti- 
schen Tleben sein. Der Physiker von Fach besit,zt in  kurzer Zeit mehrere 
Werke der Physik, dies trifft aber bei dem Mediziner, Naturwissenschaftler, 
Ingenieur, Maschinenbauer, Architekten nicht zu. Diese werden nur ein 
Physikbuch sich anschsffen und dasselbe nach der Examenszeit nicht mehr 
hervorholen, wenn es über die nunmehr herantretenden Pragen des Lebens 
keinen Aufschluss zu geben vermag. Als Beispiel mochten wir die Tabelle (S. 4 11) 

Hist.. litt. Abt. d Zeilachr. f. Math. u. Phys 42. Jahry. 1897. 3 Heft. 7 
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anführen, welche eine Idee von den übliühen Helligkeiten zu gehen hat. 
Talglichter sind in Stadten kaum mehr zu finden. Die Wachslichter be- 
schriinken sich auf die fürstlichen Kronleuchter, dagegen fehlt der praktische 
Zusammenhang zwischen der deutschen Paraffinnormalkerze mit der Spermaceti- 
kerzo, der Amylacetatlainpc etc. W i r  wiirden folgende Tabelle z.B. vorschlagen: 

Bei dem B u n s e n s c h e n  Fhotometer ware die Notiz von Wert ,  dass 
das Fettfleckpapier wegen seiner Veriinderlichkeit neuerdings durch den 
L u m m e r  - B r o d h u n s c h e n  Glsswürfel mi t  Vorteil ersetzt wird. 

Vermisst wird z .  B. auch die Einteilung der Dynamomaschinen; denn 
selbst ein junger Physiker muss wissen, dass die im Laboratorium befind- 
lichen Accumulatoren nur  mit  RTebenschlussmaschinen zu laden sind. Wo 
findet sich die Erklarung des Vorganges bei dem Gas- resp. Spiritusglüli- 
X~cht? D i e  alte Dobereiner Lampe würde sic geben. 

Solche Dioge gleichen Goldk6rneru, indern sie auch nach der Studien- 
z&t belehrend wirben und das Ruch For der das Nutzlose einhüllenden 
Staubdecke bewahren. 

Enttauschungen werden dann beim Eintritt  in das praktische Leben 
vermieden, die sonst unausbleiblich sind, da der junge Mann sieht, dass 
die Physik in der Praxis mit ganx anderen Apparaten arbeitet, wiihrend 
er in seinem Buch nur veraltete Methoden beschrieben findet ohne Hinweis 
auf das Neue. 

Unser Standpunkt ist : Nicht erweitern , sondern ausfeilen. JI. NEBEL, 

Spermacetikerze = 1. 

Lehrbiich der Physik fùr Gymnnsien, Redgymiiasien, Oberrralscliulrii 
und aiidere h6hei.e Rilduiigsaiistalteii. Von JACOB HEUSSI. Sechste 
Auflage, neu bearbeitet von A. LETRER. Mit 422  in den Text ge- 
druckten Abbildungen. Braunschweig 1894. Verlag von Otto Salle. 
- 503 Seiten. Preis 5 Mark. 

Deutsobc Norm.-Paraffinkerze 
S tear in l ich t .  . . . . .  
Spemacetikerze . . . .  
Amylacetatlampe . . . .  
Carcellampe. . . . . .  
Platineinheit . . . . . .  

Die Neuauflage verdankt ihre Entstehung teils den neuen preussischen 
Lehrplinen, teils den wichtigen Portschritten auf dem Gebiete der Physik. 
Die Mechanik der festen Korper hat teilweisc cine Uminderung des Stoffes 
erfahren, das Prinzip von der Erhaltung der Energie wurde seiuer Wichtig- 
keit wegen schirfer hervorgehoben, weshalb auch die Einfiihrung des ab- 
soluten MaBsystems erforderlich war. Die bisher an verschiedenen Stellen 
zerstreute Wellenlehre wurde, wie dies auch bei anderen Physikbüchern 
üblich ist, mit Rücksicht auf ihre Wichtigkeit in der Akustik, Wiirme, 
Optik und neuerdings auch Elektrizitatslehre in  einem besonderen Ab- 

1 . .  . .  .. : 1 Gasflamme Schnittbrenner . . .  
Eundbrenner . . .  

. . .  . .  . 
. . . . . .  

. 
. . . . . . . .  Glühlampe 

Bogenlampe . . . .  
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sclinitte einheitlich behandelt. Die schwierigeren Teile der Optik, Polari- 
sation und Doppelbrechung haberi eine Umarbeitung erfahren. Die mechani- 
sche Wcirmetheorie ist  ihrer fundamentalen Bedeutung wegen mehr be- 
rücksichtigt  ord den. Passellie gilt bezüglich der Einführung des Potentials 
in die Elektrizitatslehre, welch letztere infolge der ungeheueren Fortschritte 
eine vollige Neubearbeitung erfahren hat. Als neu hirizugekommen sind die 
A\t)schnitte iiber Meteorologie und über die mathematische Geographie zu 
bezeichnen. 

Was den Inhalt des Ruches betrifft, so dürfte sich eine weitere Sich- 
tung des Stoffes empfehlen, z. B. konnte auf Seite 4 2 5  der in grossem Druck 
vorhandene Abschnitt ,,Hare wickelte . . ohne Schaden gestrichen und 
dafür die Meidinger - und Leclanché - Elemente wegen ihrer grossen Ver- 
breitung von dem unterordnenden kleinen Druck befreit werden. Ein 
Physikbuch für Mittelschulcn sol1 die Schüler zunachst über die Vorgiinge 
im tiglichen Leben, z.B. Gasglühlicht etc. aufkliiren, dagegen allen unnotigen 
Ballast vermeiden. Das tiefere Eingehen sei den rclativ wenigen Schùlern 
vorbehalten, welche die Physik auf der Hochschule noch einmal h6ren. 

Das heutige Leben erfordert praktische Miinner und keine Dilettanten. 

p. 
B. NEBEL. 

Bibliographie 
vom 28. Januar bis 13. Mai 1897. 

Periodische Schriften. 
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V e r d e y e n ,  c o l a r t .  Mathesis. Sér. 2, VI, 106.' 
1.2. Licu de certains points de départ de trois tangentes a une parabolc senii- 

cubique. J. G i l l e t .  Mathesis, Sér 2,  VT, 183. 
Vergl. Ellipse. Kegelsctinitte. Kreiu. Parabel. 

Ana ly t i sche  Geomet r ik  d e s  R a u m e s .  
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M P e t r o i i t c h .  L ~ o m p t ,  Rend. ~ 2 x 1 1 ,  27 

31.  Sur l 'intégration des e'quatioris lin6aires à l'aille (les iut6grales iléfiriies. 
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C o m b i n a t o r i k .  
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Conipt. Hentl. CXX, 408,  580 (Vergl. I lr .  415.) 

Vergl. Differentialgleichi~ngen 62. 

Differentialgleichungen 
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Compt. Rend. C X X ~ ,  834. 
ZurTheorie der a leebra i~chen Different ia l~le ic l i~~n~en erster Ordnuni.  G .Wal l en -  

h e r g .  ~rt i ' i le CXVI, 1. 
" L 

Sur les éuuations diffhentielles ordinaires du uremier ordre. A. K o r k i n e .  
Comî,t. Rend. CXXII, 1183. - P. ~ a i n l ê v é  ibid 1319. 

Sur l'équation diR6rentielle binome di1 premier ordre M P e t r o v i t c h .  Compt 
Benci. XXI, 632. 

Sur une équation diff6rentielle du premier ordre. M. P e t r  O I i t c h. Compt. 
Rend. CXXII, 1261. 

Sur l'équation de Lam6. G. F l o q u e t .  Compt. Rend. CXXI, 805. 
2 2  T T  u - u  

On the ~olut ion  of Lamé's equation --U[lz(n f l ) p u + B ]  in finite terins 
d u 2  - -. .. 

when 212 is an odd number. L. C r a w f o r d .  Quart'. Jonrn. math. XXVII, 93. 
Sur les invariants ponctuels de  l'équation diffe'rentielle ordinaire du  second 

ordre. T r e s s e .  Compt. Kend. CXX, 429. 
Sur une équation différent,ielle du  second ordre non linéaire e t  à coefficients 

doublement, périodique. R. G g 1 d é  n. Compt. Kenil. CXXTT, 160, 585. 
Sur les systèmes r n  involution d'éuuatioria du second ordre. E. 

CO&. Rend. CMII, 1255. ' 

c b e r  lineare DiEereiitmialpleichunmn mit, mchmert icr~n alrrebraischen Koeffi- 
cienten. L. W. ~ h O ~ é .  Gel le  CXV, 33, 119.- 

- 
Sur les équat,ions linéaires et l a  méthode de Laplace. E G o u r s a t .  Compt. 

Rend. CXXLI, 169. 
b e r  gemcinsame Vielfaclie linearer Differentialaiisdiiicke und lineare Dith- 

rentialgleichungeri derselben Klasse. L. H e  Sft e r. Crelle CXVI. 157. 
Cber den Ziisammenhang awischen den Fundamentaldeteminantcn einer linearen 

1)iRerent~ialgleickiiing +!,ter Ordniing und ihrer n, Adjungierten. E. G r i i n -  
f e l d .  Crelle CXV, 328. 

Zur Thcorie der linearen homogenen DifYerentialgleichnngen. A. G u t  z m e r .  
Crelle CXV. 79. 

64. t b e r  die bei <lin liriearrn homogenen Differentialgleichiingen auftretentle 
F~iudau~entalgle ich~~ng.  M. H a m b u r g e r .  Crelle CXV, 343. 
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65. Ùlier die Integration linearer homogener Differentialgleichungen darch Qua- 
dratiiren. L. S c h l e s i n g e r .  Crelle CXVI, 97. 

66. Sur les Cqi~a~tions (iiff6rentielles linéaires homogènes dout l'intégrale génkrale 
est unifonne. G. F l o q u e t .  Compt. Rend. CXXI, 676. 

67. Sur l a  théorie du système des Bquations différentielles. A. J. ~ t o d o l k i e v i t z .  
Compt. Rend. CXX, 36, 595, 825. 

68. Sur l'intégration du s;pst,ème des équations différentielles. A. J. S t o  d o l k i  evitz. 
Compt. Rend. CXX, 1037. 

69. Application des invariant's intégraux à l a  reduction a u  type canonique d'lin 
système quelconque d'équations diff'érentielles. G .  K o e n i g s .  Compt. 
Rend. CXXI, 875. 

70. Zur Integrat,ion derjenigen Systeme von Diffcrcntialgleichungen erster Ordnung, 
deren Koefficienten iina,hh%,ngige, iinhestimmte Fiinktionm der unabhiin- 
gigeri Ver%riclerlicheu sirid. G. Bohlxnann .  Crelle CXV, 89. [Vergl. Bd. 
XLI, Nr. 33.1 

71. Sui sistemi simmetrici di  equazioni a derivate parziali C. S o m i g l i a  n a .  Annali 
mat.  Serie 2, XXII, 143. 

72. Sur certains systèmes d'équations aiix dérivées partielles. J. B e u  don .  Compt. 
Rend. CXX , 304. 

73 Siir l'extension de la méthode de Cauchy aux systèmes d'équations aux dérivées 
partielles d'ordre quelconque. J. B e u  d o n .  Compt. Kend. CXXI, 808. 

74. Extension du théorèmo de Cauchy aux systhmes les plus généraux d'équatioris 
aiix dlrivées partielles. N. D e l  a s  s u s .  Conipt Hend. CXXTT, 772. 

75. h e r  die Keiheneiitwickelurig der lutegrale eiries Systerns von DiKcrential- 
gleichungen in der Umgcbung gewis~e r  singularer Stellen. J. Horn. 
Crelle CXVI, 263. 

76. Sur les équations aux dérjve'es partielles à coefficients constants et  les fonctions 
non analptiques. Em. B o r  e l .  Compt. Rend. CXXI, 933. 

77. Sur u n  problème relatif à l a  détermination des intégrales ti'iine équation aux 
dérivées uartielles. E. G o u r s a t .  Comi~t. Rend CXXT. 671. 

78. Sur l a  théorie des  équations aux dérivées padielles. W l  a d.  d e  T a  n n e n b e r ~ .  
Compt. Rend. CXX. 674. 

79. S ~ i r  les éaiiat,ions linéaires aiix dérivées nadielles. l? m. I3 o r e l .  Comnt. Rend. 
C X ~ ,  677. 

80. Sur une classe Qtendue d'équations linéaires aux dérivées partielles dont toutes 
les intégrales sont analyti(~iies. 9,. P i c  a r  cl. Compt. ltend. CXXI, 12. 

81. Sur les érruations linéaires aux d6rivées ~a r t i e l l e s .  Nt. 1) e l  a s  siis. Coinnt. 
 end. CXXI, 46. 

82. Sur une classe d'éouations linéaires aux dérivées partielles H. v. Koch .  Comnt. 
l iend. CXXI ,-517. 

83. Sull' equazioni lirieari alle derivat,e parxiali del 2' ordirie (tipo ellittico) e 
soma una clas~ificazione dei çtistemi di lince o r to~ona l i  che si aossono 
tracciare sopra ilna superficie. 1'. U u r g a t t i .  Snnal i  mat,. Serie 2, 
XXLII. 225. 

84. Siir l a  méthbde de M. Darboiix pour l'intégration des eqnations aiix dérivées 
uartielles d u  second ordre. E. G o u r s a t .  Conmt. Hcnil. CXX. 542. 

85. Sur laihéorie des éqiiations aiix dérivées partielles di1 s&ond ordre. E.'G o n r s  a t. 
Compt. Rond  CXX, 712. 

86. Sur l'intégration des équations aux dérivées partielles linéaires et  dii sccond 
ordre à cnractlristiques imaginaims. Tie R o y  Compt. Rend. CXXTI, 367. 

87. Sur les équations aqx dériveeu partielles d u  seco~id orclre à caractéristiques 
imaginaires. F m .  P i c  3 r d .  Compt. Rend. CXXII, 417. 

Vergl. Astronomie 19.  Restimmte JntegraJe 31. 1:lasticitat 102. Mt:ch;tnik. 

Differenzenrechnung. 
88. Cu  contributo alla teoria delle forme lineari alle diffwenze. E t t o .  Uor to-  

l o t t i .  Annali mat,. Serie 2. XXIII, 309. 

Dreiecksgeometrie. 
89. La bibliographie de la géomctrie du triangle. E. V i g a r i é .  Mathesis, Sér. 2,VI, 

Supplément. 
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90. Le ],oint de  Lemoine et  une lettre c h  Gerorio à Quetelet piibliée dans la 
Correspondance mathématique e t  physique. Mathesis, Sér. 2, VT, 255. 

91. Siir les points milieux des hanteiirs d'un triangle. 1)ro z -k' a r n  y. Matkiesis, 
Sér. 2, V I ,  177. 

92. ThéorBrne sur l'orthocentre. P o o r t ,  D e l a h a g o ,  F a i r o n ,  J. J o n e s c o ,  
Mathesis, Ser.Y,VI:123.- C o l a r t ,  B a r i s i e n ,  C r i ~ t e s c i i ,  I I e N o b e l e ,  
D e p r e z  ibid. 124. 

93. Centre de transversales angulaires égales. G. B r o c a r d .  Mathesis, Sér. 2 ,  VI, 
217. - J .  N e u b e r g  ibid. 221. 

94. Sur trois droites menees à l'aide d'lin triangle et  qui concourent en nn même 
point. S o o n s ,  J. N e u b e r g .  Mathesis, Sér. 2, VI,  57. 

95. Sur los triangles à l a  fois semblables ct  homologiques. V. J e i a b e k .  Mathesis, 
Mr .  2, VI,  81. 

96. Sur certains Lriarigles. E. ru'. B a r i s i e n .  Mathesis. Sér. 2, VI ,  33 60. 
97 .  Propriétés d'un triangle sur deux dos côtés duquel on constriiit extérieurement 

des losanges. D é p r e z  etc. Mathesis, Bér. 2, VI, ?37. \ 
93. Propilétés di1 cercle circonscrit à lin t,rianple en combinaison avec le cercle 

inscrit dans le triangle dont les sommets sont les milieux des côtés 1111 
premier. D r o z - F a r n y ,  D e p r e z ,  B. J o n e s c o ,  K l o m p c r s .  Mathesis, 
Sér. 2, VI, 260- - C r i t e s c i i  ibid. 261. 

E. 
Elastizitiit. 

99. On Chree's problcm of the  rotating elastic ellipsoid. Il. E c t W a r d e s .  Qiiart. 
Joiirn. math. XXV11, 81. 

100. The euuilibrium of Lin isotroaic elastic solid ellinsoiri iinder the  action of normal 
sirface forces of t he  iecond degrec, a& bodily forces derivcd from a 
potential of the second degrce. C. C h r  e e. Qiiart. Journ. math. XHVII, 338. 

101. 1)eformazione di  ilna sfcra isotropa. R o b .  M a r c o l o n g o .  Annali mat .  Serie 2, 
XXUI, 111. 

102. Sull' inteprazione delle enuazioni dell' eouilihrio elastico. Cr i u s .  L a u  r i  c e l1  a. 
~ n n &  mat.  Serie 2 ,  ~ X T I I ,  287. 

103. Sur l'équilibre d'un corps élastique. H. P o i n ç a r t i .  Compt. Rend. CXXLI, 151. 

Elektrizitat. 
104. Le système du monde électrodynamiqiie. Ch.V. Z e n g  e r. Compt. Rend. CXXI, 386. 
105. Sur l a  méthode de Xeumariu e t  l e  problème de Dirichlet. H. P o i n c a r é .  

Compt. Rend. CXX, 317. 
106. Sur l a  loi de transmission de  l'énergie entrr: la Boiirce et  l e  ronrliicteiir, dans 

l e  cas d'un courant permanent. V as  c h y. Co~upt.  R e n d  CXX , 80. 
107. Sin l a  nature du courant de dép lacem~nt  de  Maxwell. V a s c h  y. Compt,. 

Bend. CXX. 265. 
108. Sollition générale des 6quations de Maxwell pour lin milieu absorbant homogknc 

et  isotrope. B i r k e l a n d .  Compt. Rend. C X X ,  1046. 
109. Sur l e  potentiel d'une surface électrisée. J .  A n d r a d e .  Compt. Rend. CXX, 605. 

Ellipse. 
110. Sur les cordes qui joignent dans une ellipse les extremités de deux diamètres 

conjiigiiés. J .  J on e a c o. Mathesis, Sér. 2, VI, 139. 
111. Lieil de la projection d'un foyer d'une ellipse sur les normales à l'ellipse. 

Cl. S e r v a i s .  Mathesis, Sér. 2 ,VI ,  136. 
112. Propriétés de  l'ellipse circonscrite à lin triangle donné e t  ayant pour centre 

son centre degravite. .T. J o n e s c o .  Makhesis, S k .  2,VI, 23.  - C l .  S e r v a i s  
ibitl. 25. 

113. Sur l a  podaire de l'ellipse. J e  f a  b e  k. Mathesis, Sér. 2, VI, 15. 
114. Sur lcs points tcls que deux normales abaissées sur une ellipse donn6e soient 

rect:~ngiilaires entre elles. C 1. S e r v a i  S. Malthesis, S6r. 2, VI,  135. 
115. Sur deux ellipses concentriques e t  homothétiques. Cl.  S e r v a i s .  Mathesis, 

S6r. 2, VI,  137. 
116. GCnération d'une e l l i p ~ e  e t  d'une h y p c r h l e  confocalles une ellipse donnée. 

L i u n a r d ,  D e p r e z .  Mathesis, Sér. 2, VI, 262. 
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117. Sur les circonférences ayant le centre sur une ellipse e t  pour rayon le rayon du 
cercle osculateur de l'ellipse. K u l h o f f .  Mathesis, SEr. 2 ,  VI ,  73. 

Vergl. Gleichungen 200. 

E l l i p t i s e h e  T r a n s e e n d e n t e n .  
118. La  trasformazione, d'ordine par i ,  delle fiinzioni ellit,t,iche. F r .  !ri oschi .  

Ariuali mat.  Serie 2 ,  XXII, 313. 
119. xuove formole nelia moltiplicazione e nella trasformazione d e h  fiinzioni 

ellittiche. F r .  B r i o s  c hi .  Annali mat. Serie 2 ,  XXTII, 73. 
120. Siir l'equivalence des six fbrmes difiérentes d'expression des quadratures de 

différentielles algébriques réductibles aux intégrales elliptiqiies. F .  d e  
S a lve r t ' .  Compt. Rend. CXX, 1034. 

121. Siir deux formi i l~s  connexes concernant les fonctions comp16tes de t,roisième 
espèce, relativefi i des modules complémentaires. F .  d e S a l v e r  t. Compt. 
Rcnd. CXX. 1208. 

122. Siir l'addition dés argiiments dans les fractions piriodiques dn second ordre. 
G. F o u t e r i é .  Conipt. Rend. CXXII, 172. 

123. Sulle funzioni G ellittiche aari .  E. P a s  c a l .  Annali mat. Scrie 2 .  LYIIT. 181. 
Vergl. ~ifferentialgleich~~ngen 57. 

F. 
F o r m e n .  

124. Fundameritalsysteme und bilineare Foimen. G. L a n d  ç b  c rg .  Crellc 
CXVI, 331. 

125 nimostrazione algebrica del teorema d i  Weierstrass siille forme bilineari. 
Ben .  C a l b .  Annali mat. Serie 2 ,  XXIII, 159. 

126. On t,he a,rithmetical theory of conjiigate binary qiiadratic fornis. CT. R M a t h e m s  
Quart. Journ. mat,h. XXVII, 230. 

127. r b c r  indefinite ternare nuatiratische Foi-men, A. M e v e r .  Crelle CXV. 150. 
CXyI,  307. [Vergl.   id. XLI, Kr.  73.1 

128. Siir le nombre cles classes de  fbrmes qiiadratiqiies de détcrminnnt ncgatif. 
M. L e r c  h .  Compt. Rend. CXXI, 878. 

Vergl. Differcnaenrechnung. 

F u n k t i o n e n .  
129. c b c r  einen neuen Fundamcntalsatz in der Theorie der algebraischcn Funk- 

tionen einer Variabeln. K. TTensel. Crelle CXV, 254. 
130. Zur Theorie der algehraischeu Funktioneri. L. Rai i r .  Crelle CXVI, 167. 
131. Abgckürete algebraische Division bei quadratischern und hohcrem Divisor. 

C. R e u s c h l e .  Zeitschr. Math. Phys. XLJ, 9:3. [Vergl. S r .  153.1 
132. Sur les fonctions entiéres. D e s a i n t .  Compt. Ilend. CXX, 548. 
133. Démonstration élèmentaire d'un théorErne de  Mr. Picard ,sur les fonctions 

cntièrcs. Km. B o r e l .  Compt. Rend. CXXII, 1046. - Em.  P i c a r d  ihid. 
1048. - H a d a m a r d  ihid. 1257. 

134. Sur les polyri01nes de Berrioulli. So1li11. Crelle CXVI, 133, 147. - Ch. Her rn i t  c 
ibid. 139. 

135. 6iir les fonctions nniformes d6finies pa.r l'inversion dc rlifi6rentielles totxles. 
P. P a i n l e v é .  Compt. Rend. CXXII, 660. 

136. Sur l'inversion des systèmes de diflerentielles totales. P .  P a i n l e v S .  Compt. 
Rend. CXXII, 769. 

137. Sin- une propriété des fonctions méromorphes. l? m. ~ o r e i  Compt.ltrnd.CXX,JO3. 
138. Sur les zéros de l a  fonction U s )  de Riemann. H a d a m a r d .  Comt~t. Rend. 

- \  < 

CXxII,  1470. 
139. Sur les fonctions de  ~ F I I X  variables  réelle^ et  sur 1% notion de fonction arhi- 

traire. f ini .  Uore l .  Coriipt. Iiend. CXXI, 811. 
140. Sur les gronpm d'opérations. L e v a v a s  s e n r .  Compt. Rend. CXXII, 180, 516, 711. 
141. Fiinktionalgleichiing~n m i t  drei von einantler iinahliingigen Veriinderlichcn. 

M. C a n t o r .  Zeitschr. Math. I'hys. XLI, 161. 
1112. Sur les éqiiations fonctionclles. L e a u .  Compt. I l end  CXX, 427. 

Vergl. Abellsche Transcendent,en. Bestimmt,e Int,egra,le. Coinbinatorik. Det,er- 
minariten. I)ifferential~leich~~ngeu. Uifferenzerireclinung. ElliptischeSra~is- 
cendenten. Formen. Gammafnnktionen. Geometrie (hohere). Gleichungen. 
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Hyperelliptische Funktionen. interpolation. Invariantenthorie. Ket,ten- 
brüche. Mannigfaltigkeiten. Maxima und Minima. Quateniionen. Reihen. 
Substitutionen. Symmetrische Funktionen. Thetafuiiktionen. Transforma- 
tionsgruppen. Variationsrechnung. 

G. 
Gammafunktionen. 

143. Sur l a  fonction log r ( a ) .  Ch. H e r m i t e .  Crelle CXV, 201. 

Geometrie (hohere). 
l i i .  Introduaione alla geometria sopra u n  ente algebrico semplicemente infinito. 

Cor.  S e g r e .  Annali mat.  Serie 2, XXII! 42. 
145. ber die endlichen Gruppen von Korrelationen. S. K a n t o r .  Crelle CXVI, 17 1. 
146. La geometria ilelle serie lineari sopra m a  ciirva piana secondo il inetodo 

geoetrico. E. B e r t i n i .  Aniiali mat .  Serie 2, XXLI, 1. 
147. Sur les faisceaux réguliers e t  les équilatères d'ordre 11.. P. S e r r e  t .  Coiiipt. 

H.end. CXXT, 372. 
143. Propriété de deux faisceaux homographiques de  quatre rayoris. C 1. S e r v a i s .  

Mathesis, Sér. 2, VI ,  25. 
149. Circonférence passant par  deux faisceaux homographiques de  maniere que 

deux rayons homologiies qiielconques l a  reiicontrent en des points en 
involution. Cl. S e r v a i  S. Mathesis, Sér. 2, VI, 134. 

150. Zur MaObest'immung in den einformigen Gruridgebilden. K. U o e h l e m a  nn.  
Zeitschr. Math. Phyv. XLI, 265. 

151. Sur les hypertioles Equilatkres d'ordre quelcoiique. P. S e r r e t .  Conipt. Re id .  
CXXI, 340. 

152. Sur les Eqiiilatkres comprisos d a m  les équations 
2n-2 Zn- 1 

1 1 
P. S e r r e t .  Compt. Rend. CXXI, 438. 

153. Geomet,rische Bedeutunp der Partialhruchzerlepung. C. R e u s  ch1  e. Zeitsclir. - L. 

Math. Phys. XLI, ï03. [Vergl. Kr. 131.1 
15i. Théorèmes sur l a  spirale d'Archimède publiés par Chasles dans l a  Correspon- 

dance mathématique e t  physique. Nathesis, Sér. 2, VI, 112. 
155. 1::tiide de  l a  courbe aux trois foyers faite pa r  Irachette dans la, Correspon- 

dance mathdinatique et  physique. Mathesis, Sér. 2, VI,  112. 
16G. Sur un quadrilatbre connexe sur les côtds duquel on a construit des triangles 

isosckles. D r o z - F a r n y .  Mat,hesis, Sir .  2,  VI, 181. 
157. Engeudrenient d'une conchoide. K lo rup  e r s .  Mathesis, SGr. 2, VI, 257. - 

Lla r i s i en  ibid. 259. 
108. Die geometrischen Konstruktionen 3. und 4. Grades, ausgefiihrt mittels der  

geraden Linie und einer festen Kurve dritter Orduung. Fr. L o n d  O n. 
Zeitschr. Math. Phys. XLI, 129. 

169. Sur les courbes de  quatrième classe. G. H u m  b c r t .  Compt. Rend. CXX, 863. 
Vergl. Ahsnliite Geometrie. Abziihlende Geomet,rie. Mehrdiinensionale Geo- 

rnetrie. Schliessungsaufpaben. Singularitaten. 

Geschichte der Mathematik. 
160. Extraction des racines carrées dans l a  Grkce antique. V. V. B o b y n i n .  

Zeitschr. Math. Phys. XLI, Hist. litter. Abtlg. 193  
161. Esquisue de  l'histoire du  calcul fractionnaire. V. V. B o  b y n i  n. Biblioth. 

math. 1836, 97. 
162. Sur l'inscription astrononlique deKeskinto. P. T a n n e r  y. Compt. Rend. CXX. 36.7. 
163. Geonietrie mit  konstanter Zirkeloffnung im Altertum. M. K u t  t a. Bibliotli. 

math. 1896, 16. 
IGI. Kochinals der Jakobsstab. H. S u t e r .  Biblioth. math.  1896, 13. [Vergl. 

Rd. XLT, Fr. 106.1 
165.  h e r  die iin Mittelalter eur Feldmessurig benuteten Iiistruuieute. M. C u r t z e .  

Biblioth. math. 1896, 65. 
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166. Johannes Anglieus und sein Qnadrat. A. S t e i n s  ch  n e i d r .  Biblioth. math. 
1896, 102. 

167. c b e r  die sogenannt,e Regel S a  Yen in Europa. M. C u r t z e .  Zcitschr. Mntli. 
Phys. XTJ, Hist, littcr. Abtlg. 81. 

168.  ZIIT Gcschichto der übersetziingc:n der IClemerita ini hlittelalter. M. C u r t  zci. 
Biblioth math.  1896, 1.  

169. Vber Johaiin von Gemiinden. M. C n r t z e .  Hiblioth. inath. 1896, 4. 
170. Die Mathemat,ik bei den Juden. M. S t , e in schne ic l e r .  I3ibliotl-i. math. lb9G, 

33, 77, 109. [Vergl. ljd. XL1, hTr. 108.l 
171. Le cornmeritaire de  Jakob Ziegler siir la ,,Saphea," de Zakali. G. E n  e s t  rom. 

Uiblioth. math.  1896, 63. 
172. Ueitrag m r  Geschichte der prostliaph%retischen Methode in  der 'L'iigonoiiietrie. 

A.  v. U r a u n m ü h l .  Biblioth. math. 1896, 105. 
173. Das Problem der kiirzest,en Lbmmerung.' K. Z e l b r .  Zcitschr. Ni~tli. l'hys. 

XLI, Hist. M e r .  Abtlg. 121, i 53. 
174. Eiu Reitrag zur Oeucliichte der I'hysik iin 14. Jalirhiindert. M. Cur tze .  

Biblioth. math. 1896, 43. 
175. Sur l a  plus ancienne série française d'observations thermométriques e t  nictéoro- 

logiquea. Maze .  Compt. Rend. C!XX. 731. 
176. Sur le premier thermomètre à mercure. Maze .  Compt. Rend. CXX, W .  
177.  Sur le premier thermomètre & alcool iitilis6 à Paris. M a z e .  Compt. Rend. 

CXXI, 230. 
178. Das Geburtsjahr von Johannes IIuclde. J. K o r t e w e g .  Zeitschr. Natli. 1'Iij~. 

XLI, Hist. litter. Abtlg. 22. 
179. Vandeimonde's Vornamen. H. S i m o n .  Zeitschr. Xath .  Phgs. XLI, IIist,. litter. 

Abtlg. 83. 
180. Paolo Buffiui e i primordii della teoria dei gruppi. H. B u r k h a r d t .  (E. l ' a scü l )  

Anriali mat,. Serie 2 ,  XXII, 175. [Vergl. Ud. XXXVIII, Kr.  107.1 
181. La tradi~ct~ion française de 1803 des 1)isrliiisitiones arithnietiqiie de Ciaùss. 

D e  J o n y n i è r e s .  Cornpt. Rend. CXXII, 829, 837. 
182. Kote bibliographique sur les femmes dans les sciences exactes. G. E n  es  troni. 

Biblioth. math. 1896, 73. [Vergl. Bd. XLI, Kr. 101.1 
183. Sur les dtcoiivertes mathe'n~atiques de Wronski. S. U i c k s t e i u .  Uililioth 

math. 1896, 5. [Vergl. Ud. XL. Kr.  125.1 
184. Biemann e l a  sua importanza nello sviluppo della rnatematica moderna. 

IC K l e i n  (E. P a s c a l ) .  Annali mat. Serie 2 ,  XXIII. 209. 
185. Die Grassmaun'sche Ausdeliriungslehre. V. S ç h l e g e l .  Zeitsçhr. Math. Phys. 

, XLI, Hist. litter. Abtlg. 1 ,  41. 
186. Rachruf aiif A. Cayley (16. VIII. 1 8 2 1 2 6 .  L 1895), L. Schiifli (15. 1. 1814- 

20. 1U. 1895), J .  Llienger ( 5 .  XI. 1818-27. XI. 1894). L. F u c h s .  Crelle 
CXV, 349. 

187. Kotice sur A. Cayley. Ch.  H e r m i t e .  Compt. Rend. CXX, 235. 
188. Sur les travaux de Franz R'euma,nn. f 23. V. 1895. J. B e r t r a n d .  Comiii. 

7 1 

Rend. CXX, 1189. 
189 Sot ice  sur les travaux de  John Riisscll Hind. f 23 XII. 1895 F. S i s s e r a u i  , , 

Compt. Rend. CXXII, 17. 
190. Ne'croloeue de  Jose i~h Graiucloree 19. VIII. 1843 - 23. 1. 1896). Matliesis. 

L, , 
Sér. 2 ,  VI, 48. 

191. Zum Andenken a n  Ludwig Ofterdinmr f18. V. 1810-10. IV. 1896'. H. Küuss-  
b e r g .  Uiblioth. mach. 1896. 55. ' 

Vergl. Absoliite Geometrie 5. Uestimmte Integrale 28. Dreiecksgeometne 90. 
Geometrie (hohcre) 154, 155. Kegelsçhnitte 217. Singnlaritiiten 337. 
ï'etraeder. 

Gleichungen. 
192. t b e r  den Xisenstein'schen Satz von der Irrediiktibilitiit algebraisçlier Oleicb- 

ungen. L. K o n i g s b e r g e r .  Crelle CXV, 53. 
193, Sur les racines multiples des équations. E'. Il r i o s  ch i .  Cornpt. Itend. CSXI, 68.2. 
194. 'ïraiisformations de l 'tqnation x 4 ~ ~  - 1 = 0 e t  conséquences géométriques qu'on 

peut en tirer. S t u y  v a e r t .  Mathesis, Sér. 2 ,  VI, 229. 
195. x 4 - 6 p s z  t 3  @ = O  n'a pas de racine entière, p étant un nombre pair et y 

un nombre difftrent dezéro. B. F a i i q u e m b  e r g u e .  Mathesis, SGr. 2,VI, 30. 
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196. Uidaktische Bemerkiirigen zur knbischeri C~leichung. W. Heynia i i r i .  Zritsclir. 
Nath.  Phgs. XLI? 58, 326. 

197. Problème d'algèbre tir6 de la Correspondance mathéniatique et physique. 
Mathesis. S6r. 2, VI. 201. 

198. Siir les racines communes à plusieurs équatioiis. W. D y c k .  Compt. Rend. 
CXX, 3-1. [Vergl. Hd. XL, Nr. 473. 

199. Zur Theorie der  Kesnltanten. E. K e t t o .  Crelle CXVI, 33. 
200. filiiiiiriation de  deux incoririues entre trois équations tloiit clwx du troisième 

et  une du second degré. E. F a u q i i e m b e r g  Lie. IVIathesis, SEr. 2 ?  VI, 278. 
201. Deux Iqiiations dont iine ciihique a au moins iine racine reelle iucomnlen- 

surable q ~ i a n d  l 'autre a une racine eritikre. E. E'au q i i e~ r i  b e r g u  e. 
Mathesis, SEr. 2, VI, 54. 

202. Sur les racines de  certaines équations d6pendarites eiitrc elles. E. F a u q u  e m- 
b e r g u e .  Mathesis, Sér. 2. V I ,  140. 

303. Sur les machines algébriques. L 6 o n .  T o r r e s .  Conipt. Rend. CXXI, 243. 
'104. Abaque de  l'équation des marées diurnes e t  senii-diurnes. M. d '  0 c a g n e .  

Compt. Xend. CXXII. 298 
Vergl. Geschichte der 'ilathematik 180. Sgmmetriuclie Fnnklioiien. 

H. 
Hydrodynamik. 

205. liecherches sur l a  houlle de mer. J .  B o u s s i n e s q .  Coinpt. I knd .  C X S .  1240, 
1310, 1581. CXXI, 15, 85. 

206. Sur l a  pression int,érieure et  le viriel des forces intérieures dans les fluides. 
E. H. A i n a g a t .  Compt. Rend. CXX, 489. 

207. Théorie de  l'écoulerrient tourbillona~it e t  tuniultiieiix. J. R O LI s s i ri e su .  Coiilih. 
Itend. CXXII, 1289, 13G9, 1445, 1517. 

208. On e1lir)tic cvlindrical vortices. A. E. H. Love .  Quart. Journ. iiiat8hi XXVII. 89. 
209. 011 t h e  s ind l  oscillations of the first order of K i rc l ihoF~  elliptic vo;tex 

cylinder. P. H. C o w e l l .  Quart. Journ. math. XXVII, 227. 
210. Calcul des trajectoires fluides. P. E. T o u c h e .  Compt. Rend. CXXI, 167. 
211. Die Wassemellen.  X n r z .  Zeitsclir. Math. Phys. XTjI, 111. 
212. Ouelnnes considérations sur la co~xstruction des eraiids barraces. M. L é v v .  - " - 

Cornpt. Rend. CIXXI, 288. 
213. Exiression de  l a  cliarac siimortée iiar l'arbre d'une turbine hvdrauliqiie en 

A marche. ~ h é o r è &  rcfaiif à l'&'et dynamique de )'eau su i  les a n b q e s .  
B. d e  F o n t v i o l a n t .  Compt. Rend. CXXI, 637. 

Vergl. Nautik. 
H y p e r e l l i p t i s c h e  F u n k t i o n e n .  

212. Relations diff6rentiellr.s entre les périodes des fonctions hypere11iptiqiir.s p=2 .  
F. B r i o s c h i .  Crelle CXVI, 326. 

1. 

I n t e r p o l a t i o n .  
216. Eiii Analogon zu deil Euler'sclien Iiiteiyolationsfornieln. E. N c t t o .  Zeitsclir. 

)lath. I'hgs. YLI, 107. 

I n v a r i a n t e n t h e o r i e .  
216. Siir certains invariaiits relatifs au  groupe de  Hesse. B o u l a n g e r .  Compt. 

Rend. CXXII. 178. 
Vergl. DiEereutialgleichii~~gen 48, 49, 5 6 ,  69. Oberflichen 282. 

K. 
Kege l schn i t t e .  

217. Discussion de l'équation générale du secoud degré publiée par  Aiilpère dans 
la Correspondence math6matique et  physique. Mat,hesis , S6r. 2 ,  VI,  253. 

218. Sur une propriét6 focale cles coniqries à centre. S t u y  v a e r t .  Mathesis, 
Sér. 2 ,  VI,  129. 

219. Sur les coniques qui se touchent en deux points donnés. V. J e i a b e k .  
Mathesis, Yér. 2, VI,  37. 
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280. Eber  Kreise, welche einen Kegelschnitt doppelt benihren. B. S p  o r e r .  Zcitschr. 
Math. I'hys. Y l J ,  200. 

221. Sur les triangles équilatéraux inscrits & une coniqne. E. N. Bar is ie i i .  
Mathesis, Sér. 2, VI, 14. - D r o z - F  a r n y  ibid. 107. 

222. Quadrilatère circonscrit à une coniqiie e t  dont deux côtés sont pa.rallèles. 
B. B u y  senu .  Mathesis, Sér. 2, VI, 260. 

223. Droites menées par quatre points d'une conique à centre, tels que les iiornlales 
à l a  coiirbe en ceR points soient c:oncoiirarites. R n i  s s e r e t , .  Mathesis, 
Sér. 2 ,  VI, 207. - B a r i s i e n ,  D é p r e z ,  D r o a - F a r n y  ibid. 208. 

224. Coniq~ie sur laquelle se trouvent les 6 points de rencontre des côtés iioii 
homoloeiies de deux tr imeles.  D r  oz -F  arr iy .  Mathesis. Sér. 2. VI,  95. - . , 
J .  ~ e u ' b e r ~  ibicl. 96. - i l a s t i n ,  1 ) é p r e ~ ' i l i i d .  97. 

' 

Sur un système de coniques. J. N e u b e r g .  Mathesis, Sér. 2, VI,  164. 
Vergl. Ausdehiiungslehre. Ellipse. Kreis. Parabel. 

K e t t e n b r ü c h e .  

Über Saherungswerte und Kettenbrüche. K. Th.  V a h l  e n. Crelle CXV. 221. 
Relations entre l a  fonction Bessélienne de  110 espèce et  uiie rraction cuntinue. 

J. H. G r a f .  Aiiuali mat. Série 2, XXIII, 45. 
Vergl. Detenninanten 38. 

K i n e m a t i k .  

Beitrag zur kinematischen Theorie der Gelenkmechanismeu. J O  h. Kl  e i b e r. 
Zeitschr. Math. Phys. XLI, 177, 233, 281. 

Sur lin mode de description de  l a  ligne droite au  moyen de  tiges articule'es. 
R. B r i c a r d .  Compt. Rend. CXX, 69. 

Toute siirface alg8biiqne peut Etxe dkcrit,c par Ir: moyen [l'un sgstèiiie arti- 
eulé. O. K o e n i g s .  Compt. Rerid. Cm, 861. 

Toute condition algébrique imposée au mouvement d 'un corps est réalisable 
par  l e  moyen d'un systbme articulé. G .  K o e n i g s .  Compt Rentl. CXX, 981. 

Sur le mouvement d'une figure plane dans soli plan. A. P e l l e t .  Coiupt. 
Rend. CXX, 1204 

Sur  le déplacement d'nn t,riédre trirectangle autour de  son sommet, l a  positioii 
de  ce trièdre dépendant de  deux paramètres. M. F o u c h é .  Compt. 
Rend. XXLI, 763. 

Le cercles de Chasles. D r o z - F a r n y .  Nathesis,  Sér. 2, VI, 193. -- E.N.  R a r i -  
s i e n  ibid. 266. [Vergl. Hd. XLI, Xr. 147.) 

Sur les cercles radicaux. J. J. D u r  a n  L o r i g a .  Mi~athesis. Sér. 2,  VI, 105, 
Enveloppe de l'axe radicale d'un cercle fixe avec un cercle mobile dont le 

centre parcourt une circoriférence donnSe; extension dans l'espace. 
T z i t z é i c a .  Mathesis, Sér. 2 ,  VI, 70. 

Génération de  deux circonférences ayant polir centre de  similit,ude un point 
donnS. J. N e u b  e r g .  Mathesis, Sér. 2, VI, 83. 

Vcrgl. Dreiecksgcometrie 98. Ellipse 117. 

Magne t i smus .  

Kraftwirkiing eines Magnets aiif einen anderen. . Kiirz .  Zeitschr. Math 
I'hys. XIAI, 167.  

Potentielle Eiiergie eines Magnets. K u r z .  Zeitschr. Math. Phys. XLI ,  169 
I'otential einer magnetisrhen Kiigel. K L I ~ E .  Zei t~chr .  Mat,h. Phys. XLI, 172 .  
Die riiagiietische Indiiktiori. K u r a .  Zeitschr. Math. l'liys. XLI, 175. 
Solanoid, Bing- und Kugelspirale. K u  r z. Zeitschr. Math. Phgs. XLI, 226. 

M a n n i g f a l t i g k e i t e n .  

Kin Beitrag ziir Mannigfaltigkeitslehre. J. T h o m  a e. Zeitschr. MatIl. Pliys. 
XLI, 231 .  
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Maxima und Minima. 
212, On donne deux points A ,  13 et une droite d non situés dans un même plan. 

Trouver sur la droite un point X dont l a  somme des distances X A +  XI3 
aux points donnés soit un minimum. S O O n s ctc. Mathesis, Sér. 2, VI, 28. 

Mechanik. 
245. On a theorem of Jacobi in dyuamics. A. C. 1) ixou.  Quart. Journ. math.  

XxvLI, 362. 
246 Sur l'intégration de l'équation clifi6rentiellc de Hamilton. 1'. S t a c k e l .  Compt: 

Hend CXXI, 489.  [Vergl. Hd. XL, Nr. 5'28.1 
2,17. Une propriété des mouvements sur uue surface. H a d a m a r d .  Cornpt. Rend. 

CXxE, 983. 
218 Condition ci'immobilité d'un disciue sous l'action de trois forces tanrrentielles. 

.J. J o n e s c o ,  S t r y m e e r s c 6 ,  K l o m p e r s ,  M a n d a r t .  ~ a t h e s & ,  Sér. 2, 
VT 9 7 A  . - , - . A. 

2-19. S i r  les forces d e  l'espace ct  Ics conditions d"qiiilibre d'une classe de systtmcs 
déformable. 13. M a y  or .  Compt. Rend. CXXTI, 1183. 

Zao. Sur une classe de  solutions pariodiques daris u n  cas particulier clu problème 
des trois corps. J .  P e r c h a  t ot J.  M a s c a r t .  Compt Rend. CXX. 906. 

251. Sur 1'6quilihre d'une enveloppe ellipsoidale. L. L e c o r n i i .  Compt. Rend. 
CXXU, 218. 

252. Studien über die Bewegungsvorg;inge in der Umgebung instabiler Gleich- 
eewichtslarcn. A. K n  e s  c r .  Crcllc CXV. 308 .  

233. Snr  entretien dn mouvement rln pendule sans 'pertnrbations. G.  L i p p m  a n n .  
Comut. Rend. CXXII. 104. 

234. Sur les sôlutions périodi&les du probleme d u  mouvement d'un corps pesant 
quelconque, suspendu par un  de ses points. G. K o e n i g s .  Compt. 
ELend. CXXL1 . .1048.  

2 3 5 .  Sopra due moti d i  Poinsot concordanti. R o b .  M a r c o l o n g o .  Annali ma t i  
Serie 2, X X n ,  157.  

256. Sur la rotation des solides. R. L i o u v i l l e  Compt. R m d .  CXX, 903.  
257. A propos d'une conmunication de  Mr. K.. Liouville sur l a  rotation des solides. 

N. J o u r k o r s k y .  Compt. Rend. CXXII, 915.  
2o8, Sur l a  rotation des solides et  le principe de Maxwell. R. L i o u v i l l e .  Compt. 

Rend. CXXTI. 1050. 
259. Sur l a  rotation d ' i n  corps variable. L. P i c a r t .  Compt. Rend. CXXII, 1264. 
260. Sullc rotazioni pcrmanenti stabili di un sistema in cui sussistono moti interni 

stazionarii. V. V o l t e r r a .  Annali mat.  Scrie 2, XXLII, 269. 
261. Sur la pénétration d h q  projectile dans les semi-fluides et  les solides. H. R e s a l .  

Compt. Rend. CXX, 397. 
262. Sur le mouvement des projectiles dans l'air. C h a p e l .  Compt. Rend. CXX, 677. 
263 Sur l a  définition générale du frottement. P. P a i n l  ev 6. Compt. R e n d  CXX, 596. 
264. Sur les lois du  frottement de gliusemeut. P. P a i n l e v é .  Compt. Rend. CXXI. 112.  
265. Sur u n  mode nouveau de  régulation des moteurs. L. L e c o r n u .  Compt. 

Rend. CXXII, 1188, 1322. - H. L é a u t é  ibid. 1191. 
266. Sur la forme de l'intrados des voûtes en  anse d e  panier. II. R e s a l .  Compt. 

Rend. CXX, 352. 
167. Axoïdes de  deux lignes planes. H. R e s a l .  Compt. Rend. CXX, 483. 
268. Une propriétk génkrale des axoïdes. A. M a n n h e i m .  Compt. Rend. CXX? 671. 
269. Sur les variations de  l'écrouissage des métaux. h' a u  r i e .  Compt. Bend. CXX, 1407. 
270. Sur les déformations permanentes et l a  rupture des corps solides. Compt. 

Rend. CXXI. 343. 
271. Sur les poutres aroites continnes solidaires avec leurs piliers. Ei ig .  L a y e .  

Compt. Rend. CXX, 253. 
272. Résistance des poutres droites à travées soliclaires sur appuis élastiques. 

P .  T o u l o n .  Compt. Rend. CXXI, 878. CXXLI, 304. 
273. Siir des abaques des eEorta tranchants et  des moments de  flexion développés 

dans les poutres à une travée pa r  les surcharges du Règlement du  
29.  V m .  1891 sur les ponts métalliques. M a r e .  D u p l a i x .  Compt. Rend. 
CXXI1, 128. 

274. Marclie e t  course en flexion. C o m t e  & R e g n a u l t .  Conipt. Hend. CXXII, 401.  

Hi3t:litt Abt. d. Zeitschr. f .  Math.  u. Phya. 42. Jahrg. 1897. 3. Heft. 8 
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275. Du rôle des membres postérieurs dans l a  locomotion du cheval. L e  Hello.  
Compt. Rend. CXXII, 1357. 

2 7 6  Mesure du travail dépensé dans l'emploi de  l a  bicyclette. B o u n y .  Compt. 
Itend. CXMI, 1391, 1528. - M a r e y  ibid. 1396. 

Vergl. Ast,ronomie. Xlastizitkt. Elektrizitst. Hydrodynamik. Kinenntik. 
Magrietismus. Opt,ik. Wirmelehre. 

Mehrdimensionale Geometrie. 
277. Sur l'emploi d'une quatrihirie dimension. D e l a  R i v e .  Compt. Rend CXX, 988. 
278 Sur iine g6n6ralisation de  la formule de l 'aire du  triangle sphérique. II. S t o u f f  

Cornpt. Rerid. CXXII, 303. 

N. 
Nautik. 

279. Théorie du tangage siir une nier houleuse. A. K r i l o  f'f. Coml)t. 1Lend. CXXLI, 183. 
280. Étude de  la stabilité des navires par l a  mdthode- des petits modèles. 

J .  L e f l a i v e .  Compt. Rend. CXXII, 704. 

O. 
Oberfliichen. 

281. Sur l a  théorie des surfaces et  des groupes algébriques. km.  P i c a r d .  Coiiipt. 
Berid. CXX. 658. 

282. Sur deux invariants nouveaux dans l a  thcorif: g6ndrale des surfaces algé- 
briques. g i n .  P i c a r d .  Compt. Rerid. CXXIÏ ,  101. 

283. Eine neue Formel für die mittlere Krümrnung und das Kriimmungsmnll eiiier 
E'liiche. V. K o m m e r e l l .  Zeitschr. Math. Phys. XLI. 123. 

284. Sur les lignes de courbure. Th. C r a i g .  Compt Hend. CXX, 672. 
285. Sur les surfaces dont les lignes de  courbure forment un réssau à, iuvariauts 

tangentiels égaux. A. 'ï h y b a u  t. Compt. Rend. CXXI, 619. 
, 286. Sur lrs  siirfaces à lignes de courbure sph6riqiies. E. B l u t e l .  Compt,. H,end. 

Cxxn. 301. 
287. Sur les courbes tracées sur une surface et  dont l e  sphhre osculatrice est 

tangente en chaque point à l a  surface. E. Cous e r a  t. Coiript. Hend. 
C U I ,  43. 

288. Sur les lignes asymptotiques. E.  G o u r s a t .  Compt. Rend. CXXII, 593. 
289. On the continuous deformation of surfaces. D. B. M a i r .  Quart. Journ. inatli. 

XXVLI, 1 .  
290. Sur la déforniatioii des surfaceii. P .  A d a m .  Compt. Re id .  CXXI, 551. 
291. Zur simultanen Transformation quadratischer Differoritialformen. J. Knob- 

l a u c h .  Crelle CXY, 185. 
292. Sur les transfomations binniformes des surfaces algébriques. P. P a i n l e v é .  

Compt. Rend. CXXII, 874. 
293. Di alcune superficie che arnmcttono un sistema d i  linee eguali e un secondo 

sistema d i  linee eguali, O simili. G e m .  P i r o n d i n i .  Annali inat. 
Serie 2, XXILI, 93. 

294. Sur le roulement de deux surfaces l 'une sur l'autre. E. Cos  s e r a t .  Coinpt. 
Rend. Cm, 935. 

295. Sur u n  système triple ortogonal. P. A d a m .  Compt'. l iend CXXI, 812. -- 
E. G o u r s a t  ibid. 883. - J. B e r t r a n d  ibid. 921. 

296. Konstruktion der Schmiegiiugsebenen der Schnittkurve zweier Kegel. A. Beck. 
Xeitschr. Math. l'hys. XTjT, 221. 

297. On geodesic torsion. G B. M a t h c w s .  Quart. Journ. math.  XXVII, 145. 
298. Simmetria ortogonalc rispetto a una superficie di  revoluxioile. Gem.  P i r o n -  

d i n i .  Anuali mat.  Serie 2, XXII, 213. 
299. Sulla costruziorie della superficie del 3O ordine iridividuata da 19 punti. 

M . P a n n e l l i .  Annali mat,. Serie 2, =II, 237. 
300. g b e r  Isogodaifliehen. L. H e f f t e r .  Crelle CXV. 1. 
30 1. bber Modellierung von Isogonalfi%chen. L. H e  f f t  e r. Zeitschr. Math. l ' h ~ s .  

XLI, 163. 
302. Propriété nouvelle de  l a  surface de l'onde. A. M a n n h e i m .  Compt. Rend. 

CXXII, 708. 
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303 Siir les surfaces aspidales. A. M a n n h e i m .  Compt. Rend. CXXII, 1396. 
Vergl. Abel'sche Transcendenten 2. nifferentialgleichungcn 83. Kinenmtik 230 

Mechanik. Singularititen. Trarisfomatiousgrqperi  

Oberfliichen zweiter Ordnnng. 
304. b e r  die Konstrnktion der Pliiche zmeiten Grades aus 9 gegc,hcnen Punkten. 

H. L i e b m a n n .  Zeitschr. Math. Phys.XLI,lZO. - J o h .  K l e i b  e r  ibid. 228. 
Vergl. Ausdehnungslehre. 

Optik. 
305,  Examples of the characteristic fiinct,ion. A .  Tt. H e r m a n n .  Quart. Journ. math.  

XXVII, 191. 
306. Principe d'Huygens dans les corps isotropes. E. C a r v a l l o .  cornPt. R e n d  

CXX, 88. LVergl. Rd. XL, Kr. 603.1 
307. Sur le  spectre cannelé. H. P o i n c a r é  Compt. Rend. CXX, 757. - A. S c h u  s t e r  

ibid. 987. 
308. Les rayons cathodiques et les vibrations longitudinales de  l'éther. H. P o i n -  

c a r é .  Compt. Ilend. CXXI, 792. CXX11, 76, 520, 900. - G. J a u m a n n  
ibid. CXXIJ, 74, 517, 988. 

309. Sur l a  caustique d'un arc de courbe r6flL:chissant leu rayons émis par un point 
liimineux. A. Cornu .  Compt. Rend. C m ,  1455. 

510. Siir l'entraînement, des ondes lumineuses par l a  matière en mouvement. 
G. F o u s s e r e a u .  Compt. llend. CXX, 86. 

311. Sur le passage de la  lumière à t,ravers une lame mince dans le cas de  l a  
réflexion totale. Ch. F a b r y .  Compt. Rend. CXX, 314. 

312. Absorntion de la  lumikre dans les cristaux uriiaxes. O .  3 f o r e a u .  Conii~t. 
gend. CXX, 602. 

313. Siir l'absorption de la  lumière par les milieux doués du pouvoir rotatoire. 
E. C a r v a l l o .  Compt. Rend. CXXIi ,  985. . 

311. Sur la dispersion rotatoire anoinale des milieux absorbants cristallisCs. 
G. M o r e  a u .  Compf Rend. CXX, 258. 

315. Recherches spectrales sur l a  rotation et  les mouvements des planètes. 
H. D e s l a n d r e s .  Compt. Iiend. CXX, 417. - H. P o i n c a r é  ibid. 420. 

P. 
Parabel. 

316. Le problème de l a  duplication du cnrbe au moyen d'une parabole. G. d e  
L o n g c h a m p s .  Mathesis, S6r. 3 ,  VI, 245. 

317. fini. les paraboles a y m t  un diamètre comninn e t  touchant une droite donnee 
au  bout de ce diamètre. S t u y  v a e r t .  Mathesis, Se'r. 2, VI, 92. 

315. Paraboles touchant une droite donnée en un point donn6, leur directrices 
passant, pa r  un point donné. D r o z - F a r n y ,  D e p r e z ,  B u i s s e r e t ,  
Gob .  Mathesis, Sér.2, V I ,  60. - U é p r e z ,  J .  J o n e s c o  ibid. 51. 

319. Parabole lieu des points tels que, si  l'on mbne les trois normales .d une 
parabole donnée, le cercle passant par les seconds points de rencontre 
des normales avec la  parabole ait  son cent,re sur l'axe de la parabole. 
B a s t i n ,  C , r i s t e s c u ,  J. J o n e s c o .  Mathesis, Sér. 2, VI,  26. 

320. Sur les normales de deux points à une parabole donnée. C r i s t  e s c u ,  B a r i -  
s i e n ,  J. J o n e s c o .  Mathesis, Sér. 2, T I ,  180. 

321. PropriétB du triangle dont les sommets sont les pieds dcs noirnales abaissees 
d'un point sur uue parabole e t  du second triangle formé par  les tan- 
gentes e n  ces trois points. C r i s t e s ü o .  Mathesis, Sér. 2,  V I ,  332. - 
D r o z  F a r n y ,  H. B r o c a r d  ibid. 231. - D é p r e z  ibid. 236. 

322. Parabole lieu de la projection du centre d'osculation d'une parabole sur la 
droite qni joint le foyer au point d'osculat~ion. DBprez .  Mathesis, 
Sér. 8 .  VI, 188. 

313. Parabole lieu du centre du cercle circonscrit à un triangle dont les sommets 
se trouvent sur une autre parabole. G i l l e t  etc. Mathesis, Sér. 2. VJ. 
98. - C r i s t e s c u  etc. ibid. 99. 

324. Théorèmes sur une parabole e t  un cercle. S c h o u t e ,  B a s t i n ,  D e p r e z ,  
D r o x - F a r n y ,  V e r d e y e n ,  J. J o n e s c o ,  V. C r i s t e s c u .  Mathesis, 
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SBr. 2. VI, 116. - Cl. S e r v a i ~  ibid. 120. - K l o m p e r s ,  Uu i s se rc t ,  
B u y s e n s ,  C o l a r t ,  P o l a k ,  B. J o n e s c o ,  R a t a l i  ibid. 1-23. 

395. Cordes d'une parabole qui en enveloppent une autre. C r i s  t e s  c o. Matheeis, 
SEr. 2 ,  F I ,  275. 

Vergl. Qoadratur 339. 
Planimetrie. 

3%. Zur tber t ragung der Rechnungsarten auf die Geometrie, insbesonclerc iil~er 
die Mtiglichkeit der Multiplikation von Strec,ken mit  Strecken. H. Voll- 
p r e c h t .  Zeitschr. Math. Phys. XLI, 276. 

327. Snr une nouvelle démonstration di1 post,ulatum d'Euclide. P. Mans ion .  
Mathesis, Sér. 2 ,  VI,  109. - M. F r o l o v  ihid' 225. 

328. A rigorousli- euclidean deruoristration of the theory of parallel straiglit lincs 
to  be introdiiced immetiiately after Eucl. 1. 26. T h o s .  Cul lovin .  
Quart. Journ. math. X X V I I ,  158 ,  225. - A. E. 1%. L o v e  ibid. 353. 

329. Sur  le problème de mener par  un point O situé dans l'angle CB1' iinc 
transversale MN formant un  triangle NAN d'aire donnée, problè~ne 
traité dans l a  Correspondance mat~li6matiquc et  physique. Mathesis, 
SEr. 2 ,  V I ,  200. 

330. Un triangle est isoscèle s'il a deux bissectrices intérieures égales. G. T a r r y .  
~ a t h e s i s ,  Sér. 2 ,  VI, 41. 

331. La base R C d'un triangle A B C est divisée harmoniquement aux points D. E;  
quelles valeurs p & d  A D y  +Ah"? K l o n i p e r  S.- Mathcsis, S i r .  2, VI ,  159 

332. Propriétés d'un triangle sur les côtés duquel on a constriiit exterieurexnent 
des carrés. D r o z - F a r n v  etc. Mathesis. Sér 2.  VI. 49. 

333. Constriiire un psmdocarré, c o k i s s a n t  les longueurs de tiois côtés. Klnm- 
p e r s ,  C o l a r t .  Mathesis, Sér. 2,  VI, 52. - D r o z - F a r r i y ,  J. J o ~ i e e c o  
ibid. 53. - D é p r e z  ibid. 75. 

334. Pseudocarre construit au moyen d'un autre. D r  O x -5' a r  ny .  Mathesis, Sér. 2, 
V I ,  94. - D 6 p r e z ,  J. J o n e s c o  ibid. 95.  

33.5. Siir une transversale d 'un parallélogramme donné qu'on fait toiirner aiitour 
d'un point fixe. H a c k e n ,  K l o m p e r s ,  P o o r t .  Mathesis, SBr. a ,  VI ,  69. 

336. Sur les projections d'un point sur les côtés d'un qnadrilatkre. Co la r t ,  
D é p r e z ,  K l o n i p e r s .  3Iathesis. S6r. 'L? VI, 209. 

337. Sur lin système de quadrilatères. K l o m p e r s ,  D r o z  - F a r n y .  Mathmis, 
S i r .  2 ,  VI,  190. 

Vergl. Drciccksgeometrie. Kreis. 

Q. 
Quadratur. 

338. Aire des paraboles d'ordre siipérieur. H. Sc  h o u  t e. Compt,. R8entl. CXYII, 
1113. - 1). J. K o r t e w e g  ibid. 139!1. U. M a n n o u r y  ibid 1399. 

339. Snr l'aire d'une partie de  la parabole. M e n d e l e e f .  Compt. Hend. XXI, 421. 
340. Aires e t  volumes relatifs à l a  chainettc. C. I < . W a s t e e l s .  Mathesis, S6r. 2.VI,841. 
341. Périmêtrc et  aire de la, podaire d'une cardioïde e t  le sa développée. F a i r o n  

Mathesis, Sér. 2, VI, 185. 
Vergl. Nehrdimensionale Geometrie 278. 

Quaternionen. 
342. Zur Theorie der Vektoren iiiid Qnaterriiorieri. U e e e. Zeitschr. Math. Phys 

XLI, 36, 6 5 .  
H. 

Rechnen. 
343. Sur l a  définition de l a  multiplication. L a i s  a n  t et  L e m o i  ne .  Nathesis, 

Sér. 2 ,  VI, 86 .  
Vergl. Geschichte der Mathematik 161. Plenimetrie 3?6. Wiirzelansziehung 

Zinseszins. 
Reihen. 

344.  Sur l a  divergence des séries de la mécanique céleste. H. P o i n c a r é .  Conipt 
Rend. CXXII, 497, 567. 

3345. Siir la sommation des séries divergentes. &m. B o r e l .  Compt Rend CXXI, 11% 
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346. Sur l a  géneralisation de  la notion de limite e t  uiir l'ext,ension aux séries 
aivergentes sommables du tlie'orèuie (l'Abel sur los séries entières. 
Em.  B o r e l .  Compt. Rend. CXXLi, 7 3 .  

347. Applications de l a  théorie cles séries devergentes sommables. $:m. B o r e l .  
C o m ~ t .  ILend. CXYlI. 805. 

348,  Sur le tkhorème de  ~ a j l o r  transformé. K. V. B o u g a i e f .  Cornpt. Rend. 
XCCI. i i w .  

349. Sur le théorème de Ta.ylor ajvec l'approximation di1 t,roisii:me degré. N .Bou-  
g a i e f .  Compt. Rend. CXXII, 369. 

350. Sut le développement des fonctions cn série ordonnée snivant les puissxnces 
du siniis et  d u  cosinus de l a  variable. F. G o m e s  T e i x e i r a .  Crelle CXVI, 14.  

351. Sur une suite récurrente. J. K e u b e r g .  Mathesis. Sér. 2 ,  Y I ,  88. 
352, Sur une extension d u  théorème de Laurent. Ch. H e r m i t e .  Crelle CXVI, 85. 
:i,33. Uber einige uncndliche Produkte und Reihen. O. S c h l o m i l c h .  Zeitschr. 

Math. Phys. XLI, 127. 
35.i. Pro~iucts and series involving prime numbers only. J. W. L. G l a i s h e r .  

Quart. Jonrn. math. XXVII, 270. 
355.  On Hamilton's n~imbers. G. B. M a  t h  e w S. Quart. Jourri. math. XXVII, 184. - 

J. C. G l a s h a n  ibiti. 242. 
Vergl. Astronomie 20, 21, 22, 23. Uestimmte Integrale 29. Difkrcntial- 

gleiehnngen 75. Fnnktionen 134. Symmctrische E'uriktionen. Wurzel- 
ausziehung 408. 

S. 
Schliessungsaufgabe. 

356. Cbcr Steiner'sche Kugelketten. K. T h .  Vah len .  Zeitschr. Math. Phys. XLI, 153. 

Singuleritiiten. 

367 .  MCmoire d e  Michel Reiss daté de  1832 e t  niihlié dans la Corresnondance mathe- 
niatique et  p h y ~ i q ~ i e  sur  des propriétés des coiirbefi algébriq~ies. Math:sis, 
Sér. 2 ,  VI,  42 

358. c b e r  Singularitiiten ebencr a,lgebraisclier Kurven. W. K o s  t l i n .  Zeitschr. 
Math. Phys. XLI, 1. 

359. h t t r  die d o ~ u e l ~ u n k t i ~ e  Foçalkurve. R. M ü l l e r .  zeitsclir. Math. I'hvs. XLI. 62. 
360. Über die nil&fpnnkt; der algebraischen Curvcn. H. o p  e n h  e i m e  i. ~e i t sbh r .  

Mat,h. Phvs. XLI. 305. 
361. fiber die ebenen ~ i i r v e n  vierter Ordnung von1 Geschlechte eins. H. L i e L -  

m a n u .  Zeitschr. Math. Phys. XLI, 85. 
362. Sur une question concernant les points singuliers des courbes grtiiches al@ 

briqiies. G. R. G u c c  in. Compt. Eend. CXX, 816. 
363. ber einicre Arten sineulirer Punkte von Raumkurven. A. M e  d e r .  Crellc 

cxvi', 50, 247. " 

364. Sur les variétés unicursales à deux dimensions. L. A u t o n n e .  Compt. Rend. 
CXXT, 673. 

365. Sur les variétés uriicursales à trois dimensio~is. L. A u  t o n n e .  Compt. Rericl. 
CXxI,  881, 1129. 

366. Sur les points doubles d 'un faisceau de surfaces algébriqnes. G .  13. G i i cc i  a. 
Compt. Rend. CXX, 896. 

367. Einc neue Ableitung der hannonifichen Eigensehaften des Vierecks. A. W. 
V e l t e n .  Zeitschr. Math I'hys XJd,  332. 

368. On the riiiie-uoints circle of a sulierical triarizle. -4. C a v l e v .  Quart. Journ. 
. , " W  

math. XXVII, 3 5 .  
369. Dans deux trianeles srihérioues avant, leurs côtés aroaortionnels les anples du 

A A 

plus petit ' i r ianile sont moindres que ceux de l'autre. P ~ a ' n s i o n .  
Mathesis, Sér. 2, VI, 114. 

370. On a littlc-circle spherical triangle. E. C. I I u d s o n .  Quart. Journ. math. 
XXVII. 378. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



110 historisch-litterarische Abteilung. 

Bubatitutionen. 
371. Complemento alle cicerche siille forme qiiaternarie qiiadratiche e sui gruppi 

poliedrici. L. U i a n ü h i .  Annali mat. Sene  2, XXILI, 1. [Vergl. Bd. XL, 
Nr. 247.1 

372. Sur les s~ibst~itut~ions. Z o c h i o  S.  Compt. Rend. LXX, 766. 
373. Sur la théorie des substitut,ions échangeables. l l e m e c z k y .  Compt.Rend.CXX,39. 
374. Sur un mode de formation de  certains groupes primitifs. E d m .  Mai l l e t .  

Quart. Journ. math.  X X W ,  119. 
375. Application de  l a  théorie des siihstitiitions i, celle des carrés magiques. 

E dm.  M a i l l e t .  Quart. Journ:math. XXVII, 132. 
376. Sur les types de  groupes de subetitutions dont l'ordre @ale le degré. 

R. L e v a v a s s e u r .  Compt. Rend. CXX, 822, 899, 1W6. C n I ,  238. 
377. Siir une catégorie de groupes de  substitutions associés aux groupes dont 

l'ordre égale le degré. R. L e v a v a s s e u r .  Compt,. Rend. CXX, 1206. 
378. Sur les groupes cl'op6ratione. R. L e v a v a  s s e u  r. Colnpt. Ecnci. C n I I ,  

180, 016, 711. 
379. Sur les substitutions rdguli&res non liriéaires. A LI t o n 11 e. Conipl. Reud. 

C m I ,  1043. 
380. Intransitive substitution eroiins of 10 lett8ers. Geo.  A. M i l l e r .  Quart. Joiirn. " L 

math. XXVII, 99. 
381. Sur les grouDes de  substitutions. A. M i l l e r .  Comnt. Rend. CXXII. 370 
352. List of t he  transitive substitution groups of 10 and Ôf I l  lctters. F. K. Cole. 

Qiiai-t,. Journ. math.  XXVIT, 3 9 .  
383. On the 60 icosahedral substitutions. A. C a y l e y .  Quart. Journ. math. XXVII, 296. 

Symmetrische Funktionen. 
384. Die elenientaren symmetrischen E'unktionen und die Potcn7siimmen cker 

oder mehrerer Reihen von Veranderlichen. Fr. . Junke r .  Zeitschr. Math. 

Tetraeder. 
385. Hislorique des Problkmea d'Estève et  de Bruno sur le tétrakdre extrait de la, 

Correspondance mathématique e t  physique. Mathesis, Sér. 2, VI, 18. 
Vergl. Zahlentheorie 424. 

Thetafunktionen. 
886. Gber eine Darstellung der Richtiingsoosinns zweier orthogonden Koortlinaten- 

systeme rlurch Shetafunktionen zweier Argumente, welche dii: L6siing 
mehrerer Probleme der Mechanik als üpezialfille iimfasst. Fr. Ko  t t er. 
Crelle CXVI, 213. 

Transformationsgruppen. 
387. Sur la determination des équations des groupes continus finis. E V e s s i o t .  

Compt. Rend. CXX, 77. 
388. Sur cei-tairis gronpes algébriqiies. E. C a r t a n .  Compt. Rend. Cm, 544. 
389. 1 gruppi continui proiettivi sempliçement(: infiniti nello spazio ordinarici. 

O. P i t t a r e l l i .  Annali mat .  Serie 2, XXII, 61. 
390. Sur les siirfaces algébriques admettant un groiipe continu de transformations 

birationelles eri elles même. G. C a s  Le lnuovo  et F. B r i r i q u e s .  C'o~npt. 
Rend. CXXI, 242. - P. P a i n l e v é  ibid. 318. 

391. Siir les groupes paramètres dans l a  théorie des substitutions. E d .  N a i l l e t .  
dnna l i  mat. Serie 2, XXUI, 199. 

39.2. Sur un groupe continu de  transformations avec 28 parami!tres qu'on rencontre 
dans la t,hL'orie de la rléformation dcs surhces.  P. S t i i ckc l .  Compt. 
Rend. CXXT, 396. 

Vergl. Gesehichte der Mathematik 180. 

Trigonometrie. 
. 14 + cosx 303. Siir l a  formalc approximative s = s ~ n  x. -- . P. M a n s i o n .  3Intliesis, 

9 + 6 e o s x  
S6r. 2, VI, 84. 
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394. cher algebraiuche Beziehungen an eineni syrnmetrischen Kreissechseck. 
M. S t e r n .  Zeitschr. Math. Phys. XLI, 272.  

395. Trois droites se rencontxant en un point. U a s  t i n ,  Il é p r e z .  Mathesis, 
Sér. 2 ,  VI ,  125. 

:l96. Résoudre un système de deux équations trigononiétriques. Hacke r i ,  U. J o n e s  co. 
DBprez ,  Manda . r t .  Mathesifi, 86r. 2, VI: 277. 

387. Der Ilesiiltarit,eribecrrilY i n  der srihiirisclieri Trigonometrie. F r  a lin Me  y e r .  
Crelle CXV, 209. 

V ~ r g l .  Ceschichte der Mathematik 172. Zahlentheorie 437.  

V. 
Variationsrechnung. 

398. Sur les problcmes de variations qui correspondent aux droites de  l'espace. 
G. K o e n i g s .  Compt. liend. C U I ,  1122. 

399. Sur los problèmes de variations relatifs aux intégrales doubles. G. K o e n i g s .  
Cornpt. Eend. CXXII, 126. 

W. 
Wiirmelehre. 

400. Sur le  problème de Ponrier. E. L e  Roy .  Coinpt,. Rend. CXX, 179, 699. 
401. Sur la  théorie des gaz. .T. B e r t r a n d .  Compt. Jiend. CXXII, 963, 1083, 1174, 

1314. - B o l x i n a n n  ibid. 1173, 1314. 
402. Die Elastixitii.tskoefficienten und die Wellenbewegiingserschein1i1ige1l als Fi~rik- 

tioneu der Molekularrrewiclite und suezifischen Wirrne. O. F o r s t e r .  
Zeitschr. Math. Phys. XLI, 258. 

4119. Erwiirmunp flüssiger und fester Korper durch Druck. K u r z .  Zeitschr. Math. 
k'hys.''XL1, 1;s. 

404. Adiabatische Ausdehnung realer Gase. Kurz .  Zeitschr. Math. Phys. XLI, 117. 

Wahrscheinlichkeitsrechnung. 
406. Sur urie application de la  théorie de l a  probabilit6 des erreurs aux nivelle- 

ments de haute précision. M. d ' ( ) cagne .  Compt. Rend. CXX. 717. 
406. Sur l a  nlCthode des moindres carrés. J. A n d r a d e .  Coiiipt. Krnd. CXXII, 1400 

Wurzelaueziehung. 
407. Sur les valeurs arinciualcs des raciicaux. D e  T i l l y .  Mathcsis. Sér. 2. VI.  6. 

r ,  

[Vergl Rd %III, L~i.. 240 1 
408 Xouvt:llo ni6thocle pour extraire leu racines cles rionibreu. M. V. P r a d a .  

Conlpt Rend. CXXI, 635. 
Vergl. Geschichte der Mathematik 160. 

Z. 
Zahlentheorie. 

409 Elementarer Reweis dm Satzes, dass in jeder unbegrenzten arithmetisçhen 
l'rogression nay t 1 unendlich viele Prirnzahleri vorkommen. E. TVendt. 
Crelle CXV. 85 .  

410. Kouveaux theorémeu d7arithin6tique. P. P e p i n .  Compt. Rend. CXX, 1254. 
IVerpl. lld. XL. Kr.  667.1 

411. Du &eill&r systè&e de ri&riération e t  de puids e t  mesures. E. G e l i n .  
Mathesis, S6r. 2,VI, 161. 

412. cbc r  den prossten ~emeinsamen Teiler aller Zahlen. welche diirch eine 
ganze -~unkt ion-  von n Veranderlichen darstellbir sirid. K. H e  11 s e  1. 
Crelle CXVI, 350. 

413. Sur le  cas général de  l a  division des nombres entiers. M. S t u y v a e r t .  
Mathesis, Sér. 2, VI, 21. 

414. Sur le moindre multiple. S t u y v a e r t .  Mathesis, Sér 2, VI, 198, 229. 
416. Démonstration d'un théorème sur les nombres entiers. 1) e JO  n q u i è r e  s. 

Compt. Rend. CXX, 534. [Vergl. Kr. 39.1 
416. Sur une question d'algèbre qui a des liens avpc le  dernier théorème de 

Fermat. D e  J u n q u i è r e s .  Compt. Rend. CXX, 1139, 1236. 
4 17. Quelques propriétés des racines  rim mit ives des nombres premiers. D e  Juu  - 

q u i h r e s .  Cornpt. Rend. CXXTI, 1461. 
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418. Qiielques propri6tés des racines secondaires des nombres premiers. De ,Ton- 
q u i è r e s .  Compt. Hend. CXXLI, 1313. 

419. 011 the  reduction of Kroneckers modular systems. H. IFaiic ock.  Quart. 
Journ. math. XXVII, 147. 

420.  Démonstration d'un théorème de  Tchébychef. A. M a r k o f f  Coinpt. Kentl. 
cm, 1032. 

421. Cyclic numbers. L. E. D i c k s o n .  Quart. Journ. math. XXVII, 366. 
422 .  Siir quelqiies th6orèmt:s de I'arit,hmologie. Y. B o i i g a i e f  Compt.Rend. CXX,432. 
423. Sur les fractions de'cimales mixtes. N. S o  c o l  of. Matliesis, 

Sér. 2, VI,  132. 
424.  Rationale Tetraetler. K. S c h w e r i t i g .  Crelle CXV, 301. 
425.  Un nombre parfait impair (s'il en existe) est le somme de  deux carrés. 

S t u  y v a e r t .  Mathesis, Sér. 2, VI, 132. 
42G. Pour quelles valeurs de n l a  somme des carrés des n premiers triaiigulaircs 
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parfait? E. F a u q u e m b e r g u e .  Mathesis, Sér. 2, VI, 101. 
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Mathesis, Sdr. z? VI, 27. - E. F a u q u e m b e r g u e  ibid. 274. 
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E. F a u q u e m b e r g u e .  Mathesis, SBr. 2, VI ,  28. 
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B o u q u e t  d e  l a  G r y e  ibid. 976. 
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en diminuée de l'unité, est  divisible par x f 2. l7,. F a u q u e m b e r g u e .  
Mathesis, Sér. 2, VI, 127. 
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485 .  Sur la congruence p,(nzodp). Il. M i r i m a n o f f .  Crelle CXV, 295. 
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Historisch-litterarische Abteilung, 

Quadrat - und Kubikwurzeln bei den Griechen 
nach Heron's neu aufgefundenen M ~ z ~ ~ x o i .  

Von 

MAXIMIIJAK CGRTZE 
in Thorn. 

Es  sind wohl h u m  über irgend eine strittigc Frage des griechi- 
schen Altertums eine grossere Zahl Vermutungen aufgestellt worden 
als über die Art, wie die Griechen Wurzcln aus Nichtquadratzahlen 
ausgewertet haben. Da, wo man die Erliiuterung des Verfahrens zu 
finden crwarten durfte, im Kommentare dcs E u t o k i o s  zu der xv'xAou 
p i z p q ~ ~ ç  des A r c h i m e d e s ,  steht nur der Hinweis, dass man das 
Verfahren bci T h e o n  und H e r o n  nachlescn konne.* Da bis jetzt 
die M E ~ ~ L X ~  des H e r o n ,  in welchen die Anleitung stehen sollte, für 
verloren galten, so blieb nur der Kommentar Thenn ' s  zum Almagest 
ülirig, in welchem js unser heutiges Verfahren, auf 60teilige Brüche 
angewendet, beschrieben kt. Wie dasselbe naeh dem griechischen 
Nuster auf die Rechnung mit Stammbrücheri z u  übertragen ist, hat 
neuerdings R O b yn i  n ge2eigt.W Damit ist aber inimerhin noch nicht 
das Verfahreii Heron ' s  aufgedeckt,. Nun sirid aber durch H e m  wirk- 
lichen Geheimen Ober-Regierungsrat Dr. R. S ch i j  n e xu Berlin im 
Kodex Nr. 1 der Serailbibliothek zu Konstantinopel die drei Bücher 
. M ~ z p x d  H e r o n ' s  wieder aufgefunden worden, und wird der Text 
derselben, herausgegeberi von dem Sohne des Entdeckers, Herrn 
Dr. B e r  m a n n  S eh6n  e, nebst einer deutschen ~ b e r s e t z u n ~  erscheinen. 
Als mir vor einigeri Wochen Einbliük in die vortreBlich erhaltene 
und vorzüglich geschriebene Pergamenthandschrift, die dem Schrift- 

* Avciuimedis opera omnia ed. H e i b e r g ,  vol. III, p 270: 8nwç SÈ 6 f i  u î j v ~ ~ ~ v ç  
ztv S ~ v a p i u q v  nlie?~~OLv Z Ù V  d 0 8 i v t a  i p ü p i > u  ~ ; ~ e i u ,  F ~ ' Q ~ Z U L  ~ ~ V ~ ~ Q W Y L  E)Y T O ~ Ç  

p ~ t ~ ~ x o i s ,  ~ l ~ q z a i ~  dé G x n Y  itcri  O ~ W V L  mai ~ ~ B Q O L S  ~ E L ' O G L Y  E E ~ ~ o v ~ E I Y o L ~  zjlv p ~ y d 2 . q ~  
G ~ v Z C Y ~ L V  Z O ~  Kluvd~'ov ~ ~ Z O ~ € ~ L Y ~ O V .  $ 6 5 ~  06dÈv 416s X Q ~  Z E Q ~  ~ 0 6 5 0 ~  tqrl~fiii d g i ) ~  
rois T~Aopu8iorv f'5 EXELVWV & U A ~ ~ E ~ & Y L .  

** V. \'. U o b y n i n ,  Zxt~.nctio>i des racines carrées dans la Grèce Antique 
(Zeitschrift für Mathematik und Phgsik, Hist. -1itt. Abt. 1896, 6. ITeft, S. 193 - 211). 

Hiat.-litt Abt. d. Zoitsohr f. Math. u Phys. 4% Jahrg. 1897. 4. Heft .  9 
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charakter nach im 10. Jahrhundert entstanden sein wird, gestattet 
wurde, war mir die Stelle des E u  t o k i o s  nicht gegenwiirtig; durch 
den Aufsatz B ob  y n in ' s  darauf wieder aufmerksam geworden, aendete 
ich mich sofort an Herrn Geheimenrat Dr. S c h 6 n e  mit der Ritte, den 
Text der M ~ z g ~ x o i  daraufhin nachsehen lassen zu wollen, ob die durch 
E u t  O k i o  s versprochene Stelle sich wirklich in demselben finde, und, 
wenn dies in der That der Pal1 sei, durch Veroffentlichung des loe- 
treffendcn Abschnittes noch vor IIerausgabe des Garizen fiir eine so 
wichtige historisch-mathematische Streitfrage einen hoffentlich end- 
giltigen Abschluss herbeizuführen. Die daraufhin vorgenommene Textes- 
durchsicht ergab nun wirklich den gcwünschten Nachweis, sic ergab 
aber noch mehr: d i e  Anu~eiszrrzg, methotlisch den aqeniihertevt Wert 
von Kzcbikwwzeln aus hTicl~tX.t~bikzukZcn zlc findcn, also, wenn nian von 
der bekannten Pappustelle absieht,* ein vollstandiges Novum IIerr 
Dr. H e r m a n n  SchGne hatte die grosse Güte, mir die betreffenden 
Abschnitte aus dem 1.-und dem 3. Buche jenes Werkes im Origiiial- 
wortlaute mit seinen kritischen Bernerkungen verschen niitzuteilen; es 
wurde mir dabei aber gleichzeitig auch die Erlaubnis erteilt, dieselben 
noch vor der Hcrausgabe dcs vollstiindigen Textes der Mç-tpxd rer- 
offentlichen zu dürfen, und so ist in hochherziger Weise, in einer Art, 
die zu erhoffen ich ja nie Grund hatte, meinem oben erwahnten Wunsehe 
Rechnung getragen worden. Auch an dieser Stelle meinern tief- 
gefiihltesten Danke für diese grosse Güte Ausdruck zu geben, ist mir 
zugleich Bedürfnis und angenehme Pflicht. 

Zunachst lasse ich hier den Text der Anweisung, Quarlratwurzeln 
n%herungsweise zu finden, Mgen,  und werde dann daran einige weitere 
erliiiiternde Remerkungen kniipfen. Il'ochmals wiederhole ich, dass 
sowohl die Textrezeusion als die kritischen Bernerkungen von IIerrri 
Dr. H e r m a n n  Schi ine in Berlin stammen. Die Schreibweise der 
HandschriR ist sowohl bei den gaiizen Zahlen als auch bei den Urüchen 
beibehalten, und nur die offenbaren Irrtürner sind berichtigt. 

Codex Constn~ztinopolita+zus Das heisst zu deutsc,h: 
- 

palatii veteris 1, fol. 7OQ: Da nun 720 eine rationale 
-- 

i i d  O& cd @ X  &rjv nAsvgÙv Wurzel nicht besitzt, so finden wir 
die Wurzel mit kleinster Differenz 

hou"', pnà d L a F ' k ~ v  in folgenùor Weise, Da das 710 am 
l A ~ ~ p ' 6 t o v  t $ u  n d ~ v p h  o k w s .  & E L  niichsten kommende Quadrat 729 

I, civvEyyitwv z+ zetp+,wvaç mit der Seite 27 kt ,  so teile 720 
2 iutLY 8 z ~ E î i Q ù v  g X E L  durch 27;  es entsteht 2G8 Dazu 

- - '2 g, pipLaov +< sis x g .  addiere 27, es ergiebt sich 53, ; 
- 1 1  

y v ~ z c r ~  x 5  xal z e i z a  J'Go. davon die IIiilfte giebt also 

* P a  p p i A 1 ex a n  d r i  n i collcctzoniv quae supemunt ed. Fr. H u  1 t s ch.  Vol. 1, 
Berolini 1876, p. 33. 
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zàç x &  y iyv~zar  v y zgiza! 660. z o 6  

zwv t.6 ; ~ L G U  yiyvszar G L  y'. g ~ z a c  

gga coù G I j  Z A E U ~ ;  C Y ~ L ~ Z O L  

zà Z L y'. zh  yùg ZLy' ip' Law& 

yiyvézac A's. WGTE Z; d'~&pogov 

p ~ v d G ~ ç  i ~ t l  p;g~ov  A's. 2Ùv 6; 

p o v ~ o ' p ~ i k  i v  E A ~ G G O V L  p ~ g i y  

zoü A's zljv G ~ u ~ o g & v  y i y v ~ a 4 ~ 1 ,  

avzi ZOG $79 z ; ~ o y s v   or V.UU 

~+ai'vza FX xai A'S. xai zaüra 
a o i ~ u u v z ~ ~  E Ù & G O ~ E V  ZOLA+ 

Baizzov A'S zqv d'~orcpog&~ y ~ y v o -  

ist die nachste Wurxel aus 720 
1 1  1 1  

gleich 2G2 3. Denn 26 mit 

sich selbst multipliziert giebt 
1 

720Gi so dass der Unterschied 

1 
nur 36 der Einheit betragt. Wollen 

wir aber, dass der Unterschied in 
1 

noch kleineren Teilen als sich 

crgabe, so sctzen wir an Stelle 
1 

von 729 die jetzt gefundenen 720%> 

und indem wir dieses thun, finden 
wir, dass der Unterschied uni vides 

1 
geringer wird als 

36 

1. .?1 z4v die Hs. - 3. zto die Hs. - 11 zu Anfang r i  wohl als Dittagraphie - 
zii tilgen. - 12 ,  13, 15, 17 15, dagegen 19 1'5 die Hs. 

Im Obigen liegt offenbar die Formel ver'uorgen (dabei bedeutet 
rv nahezu gleich): 

Schreibt man dieselbe entwickelt so: 

so sieht man, dass in der Heron'schen Formel die von allen Forschern 
als den Grieçhen bekannt vorausgesetzte Anneherung 

eiithalten ist. Obwohl diese Porm des Resultates von H e r o n  niçht 
ausdrücklich erwahnt wird, so ergiebt sich doeh aus den bis jetzt 
veroffentlichten Texten ohne Zweifel, dass sie ihm bekarint ge- 

1 
ncsen kt. Denn, wenn er 1/G3 = 8 - ic; setzt (Aomh zo&wv rE- 

- 

z p y m v i x $  z À ~ v @  y iyv~zar  7 n a e ~  CS" ,  ed. H u l t s c h ,  p. 163, 9-10), 

80 muss er sicherlich diesen Wert  durch die zweite E'orm gefundeii 
15 

haben, da die Anwendung der ersten Porm sie als 7z ergiebt. Das 

doppclte Vorzeichen entspricht dem G v v ~ y y i ~ o v  des Textes, da bald das 
grossere bald das kleinere Quaclrat die grossere Annaherung ergiebt. 
Speziell das Beispiel Heron7s Vrn ergiebt nach der zweiten Form des 
Ausdruckes: 

9* 
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aber gerade aus diesem Beispiele ist klar, dass selbst bei so nahe 
liegender Anwendung der zweiten Form der ohigen Regel doch die 
erste gewatilt wurde. Sie ergiebt hier die Tlrurzel sofort in der ge- 

1 1  
wüilschten Form von Stammbrüchen zu 26%%- Dass das als nikhstes 

eu w&lende Quadrat niçht jedesmal das einer ganzen Zahl zu sein 
braiichte, liegt in der ~eme ' rkung  am Ende der Anweisung, man solle, 

- 2  

I l  
um grossere Anniiherung zu finden, mit dem gefundenen Werte 

so weiter verfahren, wie vorher mit 27. So ist es z B. klar, dass 
1/3 niiher an 2 als an 1 liegen muss, und eine kurze Überlegung 

5 zeigt, dass 1/3ru , eine gar nicht schlechte Annaherung ist; aus ihr 
3 

folgt aber: 

der Wert Heron 's ;  und weiter: 

der eine Wert  des Arch imedes .  
Dieselbe Methode, wie die des H e r o n ,  finden wir in den beiden 

Briefen des N i  eo lau  s R h a b  d a s  auseinandergesetzt, welche Paul 
T ani ier  y 1886 herausgab," mit dem einzigen Unterschiede, dass 
R h a b d a s  die erste Anniiherung nach der zweiten Form der aus der 
H e r  on 'schen Anleitung folgentlen Formel sucht. E r  hat also nicht 
gesehen, dass seine zweite Ann&erurig sich genau so finden lassen 
würde wie seine erste. Dass, sobald Brüche in Frage kommen, das 
Herori'sche Verfahren bequemer ist als die abgeleitete Form, ist offen- 
bar. Dieselbe Methode finden wir spiiter in der Summa des L u c a  
P a c i u o l o ,  wir finden sie bei Ca ta ld i ,  wir finden sie bei Cardan  und 
T a r t a g l i a  und, wissenschaftlich begründet, als die von Günther  so- 
genannte zweite Methode B u z  e n g e i g e r  'S.** Diese Methode, welche 
von Gün t h e r  a. a. O. als versteckter Kettenbruchalgorithmus aufgedeckt 
ist, ist also sicher den alten Griechen bekannt gewesen, und es lassen 
sich mit demselbcn alle von Tannery*"" als echt Heronisch be- 
zeichneten Wurzeln mit Leichtigkeit ableiten. So ist z. B.: 

* Xotice sur les deux lettres a r i t h ~ é t i y u e s  de h'icolas Khabdas (Iéd yrec el 
tl-ndtcction) par M. P a u l  T a n n e r y .  Paris 1886. p. 40-41 iind 68-75. 

"* Man sehe daniber: Dr. 6. Cl ü n t h e r ,  B i e  quadratischetz Irrationnlltiiien 
der Alten. u,zd deren E;ntzcicke7u~zgs?~~ethoden (Abhandlungen zur Gcschichte der 
Mathematik, Heft 4 ,  S. 1-134) 11 ,  S. 76-79 und § 13 ,  S. 83-87 .  

*** P. T a n n e r y ,  l'arithmétique des Grecs dans H i r o n  d 'A lexawhie  (Mémoires 
de la Société des sciences phys. et. nat. de Bordeaux. 29 Sér. T. IV). 
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Dass die Archimedischen Quadratwurzeln nicht nacli dieser Methode 
eiitwickelt sein kiinnen, ist schon Iiingst erkannt. Oh folgende Er- 
vigung nicht beachtenswert sein dürfte, rnochte ich anheimstcllen. 
liiclitet man z. B. in 

1/1373943 6: 
einfach die gemischte Zahl ein, und zieht dann, nur die Ganzen der 
Wurzel beriicksichtigend, aus Zkhler und Nenner die Wurzel, so entsteht 
9377 
-. = 1 1 

9 
ii'72s; ebensolches Verfahren mit v 5 4 7 2 1 3 2  16 giebt ohue 

9357 1 
weiteres - = 2339%- Multipliziert man in v349450 den liadikand 

4 4 

mit 64, sa ist die gnnzc Wursel 4729, wûs durch 8 ùividicrt 501 

liefert, den ausser von Bob y n in  s o n ~ t  nie gefundenen Archimedischen 
Wert. Ein gleiches Verfahren auf i.3380929 angemendet giebt, nach 

20227 Emeiterung mit  lie, - - 9 
11 

183BE, wobei man, da A r c h i m e d e s  

eine zu grosse Wurzel verlangt, freilich das niichst grossere Quadrat 
benutzen muss. I m  ganzen Mittelalter findet man für die niiherungs- 
weise Quadratwurzelberechnung stets die Anwendung der Formel: 
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1 - 2 - i/&? resp. Vn - l /a  hx 
v i - b c  

angeordnet, wobei ausdrücklich gesagt wird, es sollen nur aus (lem 
neuen Radikanden die Ganzen ausgezogen werden und der Kest weg 
gelassen. Auch solle man sich nicht scheuen, wenn das riiichste 
Quadrat nur um weniges grosser sei, dieses zu nehmen. Ob eben 
diese Anweisung nicht gleichfalls aus dem Altertume stammt, mochte 
ich der Erwagung anheimgeben. Sie giebt auch alle sonstigen Archi- 
medischen Wurzelwerte direkt ohne jede Zaischenrechnung, sie liefert 
aber auch die beiden von T a n n e r y *  als nicht direkt ausgewertet be - -- 

zeichneten Heran'schen Wurzeln 1/2460gS und 

10120 3 1 10120 41 
204 

= 495i und zu -- 
408 

- 245-I. 

Ich komme zum zweiten Abschnitte der M~zgcxd Heron 's ,  der 
Kubikwurzelausziehung. Zunachst der Text desselben. 

Codex Constantinopoiitalzus paiatii eeteris 1 ,  fol. 1 0 8  

Wie aber die Kubikwurzel aus 
100 Einheiten zu finden ist, aollen 
wir jetzt sagen. 

Nimm die beiden 100 am 
niichsten kommenden Kubi, den 
grosseren und kleineren; es sind 
dies 125 und 64; iind auch, um mie- 
vie1 der erste grtisser ist, d. i. 25, 
und um wieviel der anderc kleiner, 
d. i. 36. Dann multipliziere 36 
mit 5; es entsteht 180. Dazu die 
100 addiert, giebt 280, (und divi- 
diere 180 durch 280,> so entsteht 
9 -. Piige dies zu der Wurzel des 

1 4  
[xaz&] zoü & & ~ o v o ç  x$ov zA~vp$, kleineren Kubus hinzu, das ist zu 

9 z o v r i ~ r r  +i F. yiyveza~ (LOVL~LYEÇ 6 4, s0 entsteht 410. s0 groas ist 
- 

xcd 8 La. z o d o ~ z w v  &îza~ 4 z& g die ~ ~ b i k ~ ~ ~ ~ ~ l  l ~ ( j ~ i ~ h ~ i t ~ ~  
15 povdcYwv xvfi~xjl nA~vp& dç iCyy~6t.a. so genau als moglich. 

1. cbv die Hs. .- 8. xtvi beginnt fol. 1088. - 10-11. ( n o r i . .  . <in,> ist er- 
ganzt. - 12. xazB ist von spaterer Hand getilgt. - 13. ch von erster Iland, 
y ha,t eine spiitere ITand iibergeschrieben. - ZeilelO hat eine jiingere TJand nach <rn 
das Zeichen ./. beigeachrieben; dieses Zeichen ist am Bande wicdcrholt und dazu 
geçchrieben: ./. xrvi nolgtv~splrjo+?o ~tvisn nae& TB en. Diese offenbar auf Konjektur 

* T annery, a. a. O . ,  S. 22 des Separatabzuges. 
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beruheiide Erginzung der im Texte bemerkharen Liicke trifft jedoch irn Ausdruck 
nicht, rlas Richtige. H e r o n  gebraiirht niimlich ~ ~ M P & A A F L V  z a e 2  fiir ,,dividieren 
tliirch"; so sagt cr z. B. wenige Zeilen vor dem ausgehobencn - Abschnitt: ta  - - - - 
Q x E ëx l  zOv 8 .  y i y v e t a ~  <p. ncrQ&prrLe nae& tOv E .  y i y v ~ t n ~  und Lhnlich ofter 

iu cleri M ~ z ~ r x o i .  Mithin ist  nach cill auf ZeilelO einzusçhieben: ( x d  norp6~aAe z& 

naQ& Tx.) .  Xiinmehr erkliirt sich auch die Entstchung der Lücke aufs 

cinfachste: offenbar ist das Auge des Schreibers von dem ersten & der Vorlage 
aiif (las zw-eite abgeirrt, und auf diese Weise siud die dazwischen stehenden 
Worte verloren gegangen. 

Wenn in dem obigen Abschnitte 5 die Kubikwurzel aus 125 sein 
sollte, so wiirde die Bestimmung der Differenz 25 vollstkdig über- 
fliissig sein; es kann dahcr 5 nur die Quadratwurzel aus 25 bedeuten 
sollen. l n  der obigen Anweisung liegt dann folgcnde Rcgel verborgeii: 

3 - ~  9 .  Die gcfundene Wurzel VI00 = 4z 1st merkwürdig genau. Ihre 
dritte Poteiiz ist gleich 225 1 

ni 1OOE.  
2744 

In Stammbrüche nach Heron's sonstiger Art umgesetzt ist 
9 1 1  

4, = 4-- = 4,6428571, 
2 7 

3 -- 1 1  . . 1 1  
~i ih rend  VI00 = 4,6415888.. . ist. 4--w%e =4,66 und4-- =4,625, 

2 6 2 8 
1 1  sodass 421 wirklich dem wahren Werte niiher komrnt als irgend ein 

in Stammbriiclien ausgedrückter Naehbarwert." 
Wie H e r o n  auf dieses Verführen gekomrnen kt, dürfte kaum zu 

ergründen. sein. Bei anderen Zahlen gicbt es meist einen bei weitein 
3 - -  

uiigenaueren Wert. Von Interesse war es, für v300 dasselbe zu prüfen, 
da bekanntlich das Verhaltnis: E - V Z  

B - 
dasjcnige der babylonischen zur hcllenischen Elle darstellt, welches 

1 O dic Gricchen zu - amahmen.** Nun ist: 
9 

300 = 7'-  43 = 6 ' +  84, 
also a = 43, b = 84. Es ist aber: 

also : 

* Llicrauf machte mich mein verehrter Freund, l lerr  lof ' rat  Cantor, auhe rksam.  
** Man sehe : S. G ii n t h e r ,  Antike ,VEheru>i,qs~~lelhode?~ ~ I I L  Lichte moderner 

JFathematik (Abhündliingen der Hohmischen Gesellschaft der Wissenschaften. Neue 
Folge, 9. Band) S. 40 des Sontlerabzuges. 
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es folgt also: 

Das Verhiiltnis 6,65 : 6 ist aber so nahe gleich 10 : 9, dass diese 
Verwechselung unbedenklich angenommen werden darf. Unmoglich 

3- 
a i r e  also diese Berechnung der v300 auf dem Herori'schen Wege nicht. 

Wiihrend so das Problem der Heron'schen Rerechnung der Qiiadrat- 
wurzeln aus Kichtquadratzahlen praktisch und theoretisch langst be- 
kannt und vielfach geübt ist, und jedenfalls vie1 schneller als das gew6lin- 
liche Verfahre~i ohne Hilfe der Logarithmeri zu sehr genaueri Werten 
führt, auch bei weitem schneller als das Verfahren durch die gewohnlichen 
Kettenbrüche, giebt die Anweisung unsereü Verfassers zur Bestirrirnurig 
der Kubikwurzeln ein mues Problem auf: Wie ist H e r o n  auf rliesell 

eip~tiimZiclzen W e g  gela@? Dass derselbe nicht nur für 9100 einen 
annehrnbaren Wert  liefert, habe içh oben dargethan. Wo ist der 
Oedipus,  der dies Ratsel l k t ?  

Tho rn ,  22. Januar 1897. 
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Die Schlussaufgabe in Diophants Schrift 

über Polygonalzahlen. 

Von 

G. WERSIIEIM. 

In  der Einleitung zu seiner Schrift über Polygonalzahlen giebt 
D i o p h a n t  in ganz bestimmter Weise an, was er in der Schrift zu 
behandeln gcdenkt. E r  will nach Hcrleitung der erfordcrlichen Hilfs- 
siitze beweisen, dass man immer eine Quadratzahl erhilt, wenn man 
das 8fache einer Polygonalzahl mit der um 2 vermindertcn Anzahl 
der Ecken multipliziert und zum Produkt das Quadrat der um 4 ver- 
minderten Anzahl der Ecken addiert. Vermittelst dieses Satzes will 
er dann zeigen, wie man aus der Seite und der Zahl der Ecken die 
zug~h6rige Polygonalzahl, und a i e  man umgekehrt, wenn die Polygonal- 
zahl und die Zahl der Ecken gegeben sind, die zugehorige Seite 
findet. 

Nachderri er alles dieses in vollig zufriedcnstellender VTTeise ge- 
leistet hat, beginnt er eine Aufgabe, die zwar nicht ausdrücklich in 
der Einleitung angekündigt worden ist, aber doch so nahe liegt, dass 
ein Mathematiker bei Behandlung des Gegenstandes wohl kaum umhin 
konnte, sie in Angriff zu nehrneri. Er will bestimmen: ,,auf wie  
viele A r t e n  e i n e  g e g e b e n e  Z a h l  P o l y g o n a l z a h l  s e i n  konne". 
WLre die Losung diesel- Aufgabe beendet, so würde sie sicherlich von 
niemand für einen fremden Zusatz zum D i o p h a n t  erklirt worden 
sein; denn in der Darstellung unterscheidet sie sich in nichts von dem 
Vorhergehenden. Aber die L6sung bricht in der Mitte ab, eine Er-  
glnzung schien schwierig, und da war es ein nahclicgendes Mittel, die 
Aufgabe abzuthun, dass man sie überhaupt für unecht erkliirte. So 
radikal sind freilich nicht alle Schriftsteller verfahren, die sich mit 
der Sache beschaftigt haben. 

B a c h o t  (S. 26) sagt in seinem Zusatz zu dem Bruchstück bloss, 
:,dass vieles fehle, was er nicht erraten konne, und dass ihm das Ziel 
D i o p h a n t s  nicht hinliinglich lilar sci." E r  giebt dann den Gang der 
Losung, soweit sie vorliegt, kurz und klar wieder und behandelt 
(S. 38) die Aufgabe selbstandig in einer Weise, die mit dem Bruch- 
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stück in keinem Zusammenhang steht und hier um so eher über- 
gangen werden kann, als sie von Nesse lmanr i  in seiner ,,Algebra 
der Griecheri" (S. 469) allgemein dargestellt worden kt. 

F e r  rn a t  Lussert sich über die Aufgabe folgendermaflen: ,,Die 
Frage, die mich beschlifiigt Lat, ohne dass ich bis jetzt eine L6sung 
habe finden konnen, ist die letzte in D i o p h a n t s  Schrift über Poly- 
gonalzahlen: Zu liestimmen, auf wie viele Arten eine gegebene Zahl 
Polygonalzahl sein konne. 

Da der Text D i o p h a n t s  korrunipiert ist, so k6nrien wir seine 
Methode nicht erraten. B a c h e t s  Methode gefillt mir nicht und ist 
für grosse Zahlen zu schwierig. Ich habe freiliçh eine bessere ge- 
funden, aber sie befriedigt mich noch nicht." 

l m  Anschluss hieran, fahrt er fort, müsse man die LGsung der 
Aufgabe suchen: 

,,Eine Zahl zu finden, welche auf so vide und nicht auf mehr 
Arten, als verlangt wird, Polygonalzahl sei, und von den Zahlen, die 
dieses leisten, die kleinste anzugeben." - Oeuvres de Fermat ,  Il, 
S. 435. 

Über das Bruchstück selbst sagt R-esselmann:  ,,Wie Diophant  
die Aufgabe gelost habe, liisst sich aus dern Bruchstück nicht ent- 
nehmen; wenigstens ist es mir nicht gelungen, in deni Vorhandenen 
einen sicheren Fingerzeig auf das verloren gegangene Ziel des Weges 
zu entdecken." 

Ihm schliesst sich C a n t o r  an (Vorlesungen über Geschichte der 
Mathcmatik, Bd. 1, S. 455). Kachdem er den Wortlaut der Aufgabe 
gegeben und den Sinn derselben erliiutert hat, bemerkt er: ,,Leider 
ist die Antwort auf diese Frage nicht so verst8ndlich wie die Frage 
selbst. Sie bricht in der Mitte ab, ohne dass es bisher gelungen 
wiire, das Bruckstück dem Sinne entsprechend zu erganzcn." 

Dagegen sagt O t t o  S c h u l z  auf S. 619 seiner ~ i o ~ h a n t - Ü b e r -  
setzung: ,,Das.Rruchstück hat ganz das Ansehen eines fremdartigen 
Zusatzes, der ohne Beeintrachtigung des Ganzen weggelassen werden 
konnte", und Herr P a u l  T a n n e r y  nennt es S. 477  des ersten Bandes 
seiner D i  op  h a n  t - Ausgabe ,,einen misslungenen Versuch eines Kommeii- 
tators." 

Ich werde jetzt irri folgerideri zu zeigeri versuclieri, dass nian 
ohne Kiinstelei und nur mit Anweildung von Satzen und Operationen, 
die D i  o p  h a n  t zweifellos greliufig waren, die in deru Bruchstück be- 
gonnene Losung der Aufgahe zu Ende führen kann. Damit glaube 
ich dann den Beweis erbracht zu haben, dass die Aufgabe wirklich 
zu der Schrift über Polygonalzahlen, wie sie D i op h a n  t abgefasst 
hat,  gehort, und dass vielleicht nur die Liinge und die Schwierigkeit 
der Losung dem Abschreiber die IIoffnung geraubt haben, sich durch- 
zuarbeiten, sodasu er mittcn in, der Arbcit cntniutigt den Griffcl 
niederkgte. 
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D i op  h an  t wendet in seiner Schrift über Polygonalzahlen die 
lineare Methode E u k l i d s  an, nach welcher Zahlen durcli Linien dar- 
p t e l l t  und die gefordcrten Operationen an diesen Linicn ausgeführt 
werden. Die Vorsicht erheisclit es, diese Methode auch hier bei- 
~iibehalten; dcnn dadurch werden unzulissige Schlüsse am leichtesten 
vermieden. Doch soll zur Erleichterung des Verstandnisses die moderne 
Bezeichnung ncbcn die alte gestellt werden. 

E s  soll also bestimmt werden, auf wie viele Arten die gegebene 
%alil a p  Polygonalzahl sein konne. Es wird a 8  = 1,  p y  = %ah1 der 
Ecken, das ist a ,  613 = 6 y  = 2 angenommen. Dann ist nach dem der 
Lfisung zu Grunde gelegten Satze: 

und 
+ ? ( a s  + /39.)Bs 

4 a 8 . p d  - 2 B 6 . 6 ~  

kt ,  so crhiilt man, wcnn man 

4(ap + Bi?) = S x  
setzt, 

2 )  ~ . ~ S . S E + S X . / ~ ~ ' + / ? E ~  

= fu" 
E s  ist aber 

2 B S .  6~ + B E ' =  P d 2 +  8t2, 
also 

3) pz+ a t 2 +  a ~ . p a  = g u 2 .  

Nun sei /1 die Mitte von dx, also 

SA = L x  

/?A = /38 + cTA. 

= 2(21'-1) 
= Q - 2 + 2(2P-1). 
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Uann giebt die Anwendung der Formel 
2 

x (x  + y) = (. + ;)' (t) : 
p S .  P X  = pk2- SAZ ( a - 2 ) [ 4 ( 2 P - l ) + a - 2 ]  

= [ a  2 + 2 ( 2 P - 1 ) ] 2  

Es ist also - p ( 2 P - l ) ] ?  

5 )  22+[a-2+2(21'-1)]P 

= S r l Z r  - [ 2 ( 2 P 1 ) I 2  ~ 
oder 1 = [2+ (2%-1)(a-2)]2 

6) PA2-trla 1 [ ~ - ~ + z ( B P - I ) I ~  
= 6422- a b 2 .  i - [2+ (2n-1)(a-2)12 

= [ 2 ( 2 P - 1 ) l a  a2. 
Nun ist nach der Formel xz = ( x  + 2)(x - 2) + 

5~ = PA. l = a - 2 + 2 ( 2 Y - 1 ) .  
Da sich nun leicht 

SA2= E L -  y i l  + yd2, / [2 (2P-1) ]2=4P(41) -4 )+22  

und da y 8  = 6~ ist, so erhalten wir  

und 
y~ = d'a - 2~x19 = 4 p a  l ~n = 4 ( ~ -  1) 

ergiebt, so folgt 

7) PL" [ q 2  
= E A . Y A .  

l = 16 P ( P -  1). 
Nun ist S P  = tri + riP, 

folglich 
Spa-Sv2== 2 . f ~ - 7 7 ~  t 7pZ,  

wir erhalten somit 

[ a 2 + 2 ( 2 P - 1 ) 1 2  

-12+(2n- l ) (a  - 2jlP 

1 
2[2+(212 l ) (a  - 2)][2(2P--2) 

9 )  2 . [ q . q p + ~ p 2 = 1 6 . a / 3 . j 3 8  2 ( a - 2 ) ( n 1 ) ]  4 [2 (2P-2)  

- 2(a-2)(n-1)12r 16~(P-1). 
Diese Bleichung lehrt, dass ~p eine gerade Zahl, also r ip2  durch 

4 teilbar ist. 

= 4 P ( 4 P - 4 ) .  
Wir  machen jetzt 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Die Schlussaiifgabe in Diophants Schrift über P~ ly~ona lzah len .  125 

T i r  nehmen an, v  sei die Mitte von TF,  a l ~ o  

T V  - vu.  1 - 2 ( P - 1 ) - ( a - 2 ) ( n - 1 ) .  

So weit reicht das Bruchstück. Um die Losung zu beenden, 
dividiere ich die Gleichung 9) clurch 4 und erhalte 

1 = 4 P ( P - l ) ,  
odcr 

Wird jetzt f g  = Zao und Q a = T U ,  also 7 G = g v  angenommen, 
so ergiebt sich 

oder 
15) 2uj3(2a8+ pu-  {G) 

=p.. CG 

sein. Nun ist aber 

56- [Q - QG - 2 d p  - 9 6 )  

5v = Ce + = 2ap  + 
und die Gleichung 11) geht über in 

= 2 $ (a  - 2)(n - l), 

= 2P+rz(a -2 ) ,  

12) (2nB + gv)(2ap - EG) 
= 4 u @ - f i i )  

T V  = P B =  2up  - C G ,  = 2(P-1)  - (a - 2 ) ( n  -1), 

[ 2 P + n ( a 2 ) ]  x 
[ Z P - 2 - ( u - 2 ) ( n - l ) ]  

= 4 P(P - 1). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



1 1 1 =, - a 3  + g S q  = ,(O6 + 87- 2 ~ 6 ) .  

Nach dem Satze IX (S. 310 meiner Ü b e r s ~ t z u n ~ )  ist aber 
f.i = ps (2n -1 )  + 2, 

also 
gr l+ /3a=gfY.292+2 

und g~ + p6' - 2 ~ x 6  = f l 6 . 2 n ,  
also 

pu - 8 6 - n .  

Die Gleichung 15) geht somit über in 
2 P ( a - 2 ) = ( a  2 ) n x  

2P= %[(a-2)(n-1)+21 

Es muss also das Doppelte einer Polygonalzahl dureh die Seite 
teilbar sein, und der Quotient ist das um 2 vermehrte Produkt aus 
der um 1 vermindcrten Seite in die uin 2 verminderte Zahl der Ecken. 

Dieser Quotient ga ist bei den Dreieckzahlen gleich der um 1 ver- 
grosserten Seite (n + l), also grtisser als die Scite. Da derselbe nun uru 
n -  1 wichst, wenn die Zahl der Ecken um 1 zunimmt, so ist er immer 
grosser als die Seite; wir w e r d ~ n  daher mit Hilfe von 1 7 )  auf folgende 
Weise finden, wie oft eine gegebene Zahl a p  Polygonalzahl sein lianu: 

Wir  zerlegen das Doppelte der gegebencn %hl, also 2~x8 ,  auf 
alle moglichen Arten in je zwei ungleiche Faktoren, wobei die Zer- 
legung 1 . 2 ~ 0  ausgeschlossen bleibt. Den kleineren Paktor nehmen 
wir als Seite (H)  an, den grosseren als CG. Darauf vermindern wir 
den grosseren Faktor urn 2 und dividieren den Rest durch die um 1 
verringerte Seite (+a - 1). Wenn diese Division aufgeht, so ist die be- 
trachtete Zerlegung brauchbar, und der Quotient, vermehrt uni 2, 
ist gleich der Zahl der Ecken (a). Geht aber die Division nicht auf, 
so ist die betrachtete Zerlegung unbrauchbar. Eine Zahl c c j  ist also 
so oft E'olygonalzahl, als es brauclibare Zerlegungen der Zahl 2 .  u p  
in je zwei ungleiche Faktoren giebt. 

E i n o  brauchbare Zerlegung ist immer vorhanden, niimlich die in 
2 und orp; diese liefert das sclbstverstiindliche liesultat, dass ap  die 
zweite (ab)  -Kckzahl ist. 

l ' r a n k f u r t  a. M , Februar 1897. 
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Entgegnung. 
In diesem Bande dieser Zeitschrift befindct sich eine Bcsprechung des 

ersten Bandes meines Werkes über doppeltperiodische Funktionen seitens 
des Herrn F r i c k e .  I n  derselben werden mir Absichten untergelegt, die ich, 
wie aus der Einleitung zn dem Werke hervorgeht, gar  nicht gchabt habe 
und auf Giund derselben werden eine Reihe von Einwendungen gegen 
meine Darstellung gemacht. Içh greife die folgenden heraus: 

1. Fehlen der Weierstrassschen Funktionen, 
2. Zurücktreteu der funktionentlieoretischen Überlegungen 

gegenüber analytischen Rechnungen, 
3. Yehlen geometrischer Betrachtungen. 

Daneben benutzt Herr F r i c k e  die Gelegenheit, um die Redeutung der 
Theorie der Moduifuuktionen für die Transformationstheorie klarzulegen. 
Da ein jeder Butor beanspruchen darf ,  nach seinen Absichten beurteilt zu 
werderi, so bin ich in  dem Vorworte zurn zweiteu Bande ausführlicher 
auf die genannten Dinge eingegangen. Ich würde mich hiermit begnügt 
haben, weriri uicht einerseits der Leserkreis dieser Zeitschrift eiu ariderer wie 
der meines Werkes wiire und, wenn es sich nicht u m  Fragen handelte, die von 
al1gerneinerUedeuturig sind - insbesondere um die Frage, ob i n  der Mathematik 
in grossen Fragen nur  ein überlegener Standponkt vorhanden ist,  von dem 
aus alle andereu zu verwerfen sind. 

Unter solchen Umstindcn erlaube ich mir mit liebenswurdiger Er -  
laubriis der Redaktion einen Teil der Einleitung zum zweiten Uande hier 
nochmals abdnicken 211 lassen. 

,,Der zweite Band rneines Werkes über doppeltperiodische Funktionen, 
wclcher hiermit der Offentliehkeit übergeben wird, zerfallt in drei Teile, 
von deneri der erste die Anfnnge der Transformationstheorie auf der Gruud- 
lage von Additionstheorerneu zwischcn Thetafunktionen mit verschiedenen 
h.roduln, der zweite die Entwickelubg der doppeltperiodischeu !Yunktiorien, 
insbesondere zwciter und dritter Art in trigonometiische Reihen, der dritte 
endlieh die mannigfaltigen Differentialgleichungen behandelt, deneu die 
Funktionen zweiter Art Genüge leisten. Diese Theorien sind wohl bisher 
in keinem Werk  vereinigt worden. Ursprünglich war es meine Absicht, 
dieselben allein mit denjenigen zu verXeutl;chcn, die sich im vierten Ab- 
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128 Historisch-litterarische Abteilung. 

schnitt und einigen Paragraphen der vorangehenden Abschnitte des ersten 
Bandes befinden. Durch die Natur des behandelten Gegeustandes sah ich 
mich aber veranlasst, von meinem urspriinglichen Plane abzugehen und die 
schon vielfach behandelten elliptischen Funktionen mit in  den Kreis der 
Betrachtungen hineinzuziehen. Der Zusammenhang zwischen den gewohn- 
lichen elliptiüchen Funktionen und den Funktionen zweiter und dritter Art 
ist namlich ein so enger, dass die gesonderte Betrachtung der letrteren 
eines natürlichen Rahmens, sowie eines einheitlichen Gesichtspunktes ent- 
behren würde und zu rnannigfachen Übelstanden geführt hatte. Wie ich 
aber schon in der Vorrede zum ersten Bande bemerkt habe und nochmals 
ausdrücklich hervorheben mochte, ist es keineswegs meine Absicht gewesen, 
cine alles umfasscnde Theorie der elliptischen Funktionen zu gebcn. Es 
sind im wesentlichen nur diejenigen allgemeinen und bekannten Unter- 
suchungen hincingezogcn wordcn, welche die Grundlage und dic Gcsichts- 
punkte fur das ganze Werk abgeben und zum Verstindnis der Theorie 
der Funktionen zweiter und dritter Art notwendig sind - diese letzteren 
bilden den eigentlichen Schwerpunkt m e i ~ e s  Werkes. 

Ich habe nun, nachdem im ersten Bande auf funktionentheoretisch~ 
Gruudlage hin die Shetafunktionen sich als Elementarfunktionen ergeben 
hatten, die weiteren Betrachtungen im Wesentlichen auf dem H e r m i t e -  
schen Transformationsprinip aufgebaut. Zu dieser Darstellung bin ich 
nach genauer Vergleichung der verschiedenen in der Theorie der periodischm 
Funktionen üblichen Methoden als der einfachsten und durchsichtigsten ge- 
langt. Zwar ist es nicht zu verkennen, dass mit ihr  gewisse Übelstlinde ver- 
bunden sind. Die Darstellung hat  mehrfach etwas scheinbar Zufilliges, es ist 
nicht imrner ersichtlich, warum gerade der oder jener Ansatz gemacht 
wird, daneben entspricht sie nicht der historischen Entwickelung. In der 
That  ist  in der Mehrzahl der Falle das Prinzip erst angewandt worden, 
nachdem die betreifenden Formeln auf anderem Wege schon gefunden waren. 
Diese Übelstinde aber - wenn die letztere Thatsache überhaupt als ein 
solcher bezeichnet werdcn darf - werdcn auf der andern Seite durch ge- 
wisse Vorteile bedeutend überwogen, die der von mir eingeschlagene TVeg 
darbietet. 

In dem Hermi teschen  Sransformationsprinzip konzentriert sich that- 
sachlich der uberwiegende Teil der Theorie der doppeltperiodischen Funktionrn, 
und findet in  ihm seinen klarsten, einfachsten und allgemeinsten Ausdnick. 
1)urch eine Modifîkation der Pragestellung ergeben sich aus ihm der Reihe 
nach die einzelnen Satze der Theorie in systematischer und folgeiichtiger 
Weise. 

In dieser meiner Auffassungsweise liegt es u. a. begründet, dass ich 
von der Einführung der W e i e r s  t rassschen  Funktionen ahgesehen habe. 
Die G-Funktionen folgen nicht gleich den 4-Funktionen dem Transformations- 
prinzip - ihre ausführliche gesonderte Betrachtung würde mich auch nach 
anderer Richtung hin von dem vorgcsetzten Ziele abgelenkt haben. ES 
moge bei dieser Gelegenheit auf eine Bemerkung von Herrn S c  hei  bner  
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(Sitzungsbericht der Leipziger Gesellschaft der Wissenschaften 1888 S. 276) 
über das Verhaltnis der ri-Funktionen zu den a-Funktionen hingewiesen 
wcrden, die den richtigen Gesichtspunkt für die Vergleichung derselben 
geben dürfte: 

,,Es ist ja an sich leicht erklarlich, dass das Studium der Sigma- 
funktionen, deren Einführung in die Analysis durch W e i e r s t r a s s  in so 
rielen Beziehungen sich als wichtig und fruchtbar erwiesen, seit dasselbe 
den Mathematikern in griisseren Kreisen zuganglich geworden und ihr 
Interesse in Anspruch genommen hat, eine Zeit lang auf Kosten der liinger 
bekannten J a c o  b i -  bbelschen Thetafunktionen in den Vordergrund getreten 
ist. Im umgekehrten Falle würde es sich vermutlich gerade umgekehrt 
verhalten haben, wahrend wir doch froh sein dürfen, dass für die Er- 
fordernisse der Theorie wie der Praxis dem Mathematiker nach doppelter 
R'ichtung so interessante Funktionen zu Gebote stehenSLL 

Um zur Hauptsache zurückzukommen: Der eigentümliche und im ganzen 
einheitliche Gang meines Werkes bringt es mit sich, dass in demselben nur 
die 8-Funktionen, nicht aber die fi-Funktioncn berücksichtigt sind. Ebenso 
erkliirt sich aus dem einheitlichen Gange meiner DarsteLlung das Fehlen 
mancherlei weitergehender funktionentheorctischer Siitze. An Stelle jcner 
Siitze tritt eben das genannte Transformationsprinzip als das eigentlich 
Primare, und jene Siitze kommen im wesentlichen nur so weit und nur in 
solcher Ausdehnung in Betracht, als sie sich aus diesem Prinzip als 
Folgerungon crgeben. Allerdings konnen dabei R e  c h n u n  g e n  nicht ver- 
mieden werden. Wenn man heutzutage hin und wieder die Rechnung als 
,,unmodern'' bezeichnet und womoglich allen Arbeiton einen und denselben 
,,modernen" Zuschnitt aufdriingen mochte, so scheint mir das doch einiger- 
maBen unbillig. 

Dass man im allgemeinen, wo es angeht, beschwerliche Rechnungen 
gern vermeiden wird, versteht sich wohl von selber und bedarf also kaum 
noch der Erwahnung. Oder hkitten vielleicht die Mathematiker früherer 
Jahrhunderte oder Jahrtausende hierüber anders gcdacht? 

Aber haufig, namentlich beim Hineingehen in neue, noch merforschte 
Gebiete oder auch bei der Eroffnung neuer Wege in schon bekannten Ge- 
bieten werden Fiille eintreten, in denen man die Rechnung nicht entbehren 
kann. Auch ist zu bcachten, dass nicht zu wcit gct'ricbcne Rechnungen 
manches anziehende Moment und eine gewisse piidagogische Kraft besitzen, 
die durch blosses Angeben von Ideen nicht erreicht wird, und dass über- 
haupt die Rechnung stets mit einer gewissen Notwendigkeit in Punktion 
treten wird, sobald es sich darum handelt, die Grosse und Mannigfaltigkeit 
eines Gedankens oder eines Prinzips nach allen Seiten hin klar zu legen. 

Endlich erklart sich aus dem einheitlichen Gange meines Werkes z. B. 
auch das Pehlen geometrischer Betrachtungen. Wenn ich auch, als Dozent 
einer tochnischen Hochschule, ausserordentlich geneigt bin, den geo- 
metrischen Betrachtungen die allergrosste Bedeutung beizulegen und meine 
hiesigon Vorlesungen über h6here Analysis auf durchaus geometrischer 

Iliat.-litt. Abt. d. Zeitschr. 1. Math. u. Phyn. 42. Jahrg. 1897. 4. Heft. 10 
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Grundlage aufbaue, so folgt hieraus doch noch keineswegs die Notwendig- 
keit, in allen Teilen der so weit verzweigten Mathematik und unter allen 
Umstiinden stets das Geometrische zu bevorzugen. Vielmehr wird nach 
~neiner Ansicht die Analysis auch in ihrer reinen Form neberi der Geometrie 
stets ihre volle Berechtigung behalten. Die Vermischung geometrischer 
und analytischer Methoden, wie sie z. B. in den Arbeiten des Herrri I'. Klein 
anzutreffen ist, wird vielfach zweckmassig sein. Sie als allgemeine und 
obligatorische N o m  hinstellen zu wollen - daran wird doch wohl niemand 
denken. 

Nach diesen allgemeinen Bemerkungen sei es mir gestattet, auf den 
e r s  t ~n Ab s c h n i t  t des zweiten hier vorliegenden Bandes etwas naher ein- 
zugehen. Der Zweck desselben ist es, die Anfinge einer Sransformations- 
theorie auf der Grundlage von Additionstheoremen zwischen Thetafunktionen 
mit verschiedenen Noduln i n  elernentarer Weise zu eutwickeh. Ich lege 
hierbei das Hauptgewicht auf das Prinzip selber, nicht aber aiif seine hier 
vorliegende Durchfühng ,  die uoch sehr der Erglnziuig tmd Erweiterung 
bedarf. Der Ausgangspunkt fïir meine Anschauungsweise ist in meinen 
Arbeiten über die hyperelliptischen Bunktionen gelegen. Ich versuçhte 
dort die Methoden, wie sie für die elliptischen Funktionen maBgebend 
waren, auf die hyperelliptischen erster Ordnung zu übertragen, u m  eine 
Transformationstheorie derselben zu erhalten. Es gelang mir, die ver- 
schiedenen Arten von Transformationsgleichungen zu definieren und ihre 
Haupteigenschaften zu entwickeln - meine Versuche dagegen nach jenen 
früheren Methoden, Transformationsgleichungen wirklich zu bilden, stiessen 
auf die grassten Schwierigkeiten und fiihrten mich zii keinem bemerkens- 
werten Resultate. So sah ich mich denn veranlasst, für die elliptischen 
Funktionen nach neum Methoden zu suchen, nach solchen, die sich leicht 
übertragen liessen. Ein Teil der hierbei gefundenen Resultate findot sich 
im ersten Bande dieses Werkes angegeben, insbesondere in den $5 59, 
60,  61,  75 etc. Die Übertragung derselben auf die hyperelliptischen 
Funktionen ermoglichte die Darstellung von Transformationsgleichungen in 
besonders einfachen Faiien. Ich musste mich aber bald davon überzeugen, 
dass auch diese Methoden keine weitreichenden und befriedigenden seien - 
so interessant die einzelnen gewonnenen Resultate auch an sich waren -, 
und kam auf diesem Wege im Anschluss an die bekannten S c h r 6  terschen 
Arboiten zu dor Aufstellung meiner Additionstheoreme und zu der An- 
schauungsweise, die in dem vorliegenden zweiten Bande dargelegt wird. 
Bei derselben ist das eigentliche Ziel: die wirkliche Aufstellung von Trans- 
formatiorisgleichungen und damit diejenige Aufgabe, welche als das eigent- 
liche Transformationsproblem zu bezeichnen ist und seit lbgerer  Zeit die 
E i k e  einer Reihe von Mathematikern in Anspruch genommen hat. 

Als charakteiisch sind bei dem von mir eingeschlagenen Wege folgende 
Punkte hervorzuheben. 

E r s  t en  s k6nnen die Transformationsgleichungen, die sich für die 
elliptischen Funktionen ergeben, ohne Schwierigkeit auf die hyperellipti- 
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schen überlragen werdon. Man kommt dabei zu einer Fülle von Trans- 
formationsgleichungen, die auf anderem Wege nur schwer dürften herzu- 
stellen sein. 

Z wei  t e n s  wird die allgemeine Transforrnationstheorie i n  enge Ver- 
bindung gebracht mit der speziellen Transformationstheorie, namlich mit 
der Entwickelung der Konstantenrelationen. Ich habe es stets als unnatür- 
lich empfunden, dass die Modiilar- und Multiplikatorbeziehungen in fremd- 
artiger Weise, unter Heranziehung vollig neuer Piinzipien, und auf ganz 
anderem Wege als die gewohnlichen Thetarelationen abgeleitet werden, ob- 
gleich sie doch im Grunde genommen nichts anderes als Thetarelationen 
sind, nur bezogen auf spezielle Werte der Argumente. E s  erschien mir 
daher hochst wünschcnswort, diese Konstantonrelationen durch Spezialisierung 
der Argumente aus allgemeinen Shetarelationen abzuleiten, Sie also dem 
Hermiteschen Prinzip unterzuordnen und zu zeigen, dass auch für die 
spezielle Theorie das letztere von grosstem Nutzen ist. 

Mit den soeben entwickelten Anschauungen befinde ich mich im Wider- 
spmch mit den Anscliauungen, wie sie in einer neuerdings erschienenen 
Respr~chung des ersten Bandes dieses Werkes von Herrn F r i c k e  enthalten 
sind. Legt dieselbe einerseits von einer i n  der Mathematik ungewohnlichen 
Wertschiitzung der eigenen Anschauungen des H e m  F r i c k e  Zeugnis ah, 
BO ist es anderseits doch zweifellos, dass die in  derselben vertretenen An- 
sichten von einer grosseren Anzahl von Mathematikern geteilt werden, als 
deren Wortführer Herr F r i  c k e anzusehen ist. u'nter solchen Umstanden 
habe ich geglaubt, mich hier in der Einleitung über meine Anschau- 
ungen etwas ausführlicher aussprechen zu müssen, als es sonst wohl ge- 
schehen ware.'' MARTIN KKAUSE. 

Leilfadeil der Phgsik mit Einscliluss der eiiifachsten Lehren der mathe- 
matischeii Geographie nach der Lehr-  und Prüfungsordnung von 
1 8 9 3  für Gymnasien. Von WILLIAM AEEXDROTH. 1. Band. Kursus 
der Unter- und Obersekunda. Zweite Auflage. Mit 155 Holzschnitten. 
Verlag 1895.  Veriag von S. Hirzel. - 222 Seiten. Preis 3,60 Mark. 

Die neu aufgestellten Lehrpliine waren, wie i n  vielen anderen Fiillen, 
so auch hier die Veranlassung zur Umarbeitung der vor zehn Jahren er- 
schienenen ersten Auflage. Nach der sichsischen Studienordnung sind die 
Grundbegriffe der Chemie mit denen der Mineralogie zu verhinden und ic 
Obertertia zu behandeln. Aus diesem Brunde konnte der früher erforder- 
liche Abschnitt über Chemie zum Fortfall kommen. I n  betreff der Meteoro- 
logie wnrden nur die physikalischen Grundgesetze zahlreicher atmosphirischer 
Vorgange an den betreffenden Stellen hervorgehoben, sodass die Folgerungen 
hieraus, sowie das durch die Statistik bearbeitete Material der physischen 
Geographie zugewiesen werden mussten. - Neben der rein iusserlichen 
Ursache zur Herausgabe einer Neuauflage t r i t t  noch der innere, wesent- 

10 
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lichere Grund hinzu, dass die Physik infolge der bedeutenden F'ortschritte 
in den letzten Jahren in einem ganz anderen Zuaammenhang vorgetragen 
werden muss. Dies macht sich schon in dem ersten Unterricht geltend, 
i d e m  die enorme Wichtigkeit des Prinzips von der Erhaltung der Energie 
schiirfer hervorzuheben ist. Eine Folge davon ist die Einführung des 
absoluten MaBsystems, das nicht früh genug dem Schüler beigebracht 
werden kann. 

Ferner ist der Versuch gemacht worden, den Begriff des Potentials 
verstündlich zu machen, damit die Elektrizitdxlehre in pr:&iserer Fassung 
durcligenommen werden kann. - Da der Verfasser nach seinem Vorwort 
bestrebt kt, dem Schüler über dasjenige, was im tiiglichen Leben auf Schritt 
und Tritt ihm begegnet, Aufschluss zu geben, wie Bogenlicht, Glühlicht, 
Dynamomaschinen, Telephon, Mikrophoii etc., so wird es auch angezeigt 
sein, die in alten Physikbüchern vorhandene, allrntihlich aber wieder aus- 
gemerzte Dobereiner Lampe aufzunehmen, welche das Fundament fur das 
heute wichtige Gas- bezw. Spiritusglühlicht bildet. 

In Figur 83 Seite 1 2 9  ist die Verbindung der Drahtenden mit der Zink- 
und Xupferplatte uicht derart, dass der Apparat in der gezeichneten Lage 
schwimmt, vielmehr wird ein Neigen zur Seite stattfinden. 

Die Ausstattung des Buches ist,  reçht gut, insbesondere tragen die 
fettgedruckten Stichworter wesentlich zur Übersicht bei. B. NEDEL. 

Die Fortschritte der Physik im Jahre 1893. Dargesteilt von der Pliysi- 
kalischen Gcsollschaft zu Berlin. 49. Jahrgang. Erste Abteilung. 
Enthaltend: Physik der Materie. Redigiert von RICIIARD BOI~NSTEIN. 
Braunschweig 1895. Verlag von FriedrichVieweg & Sohn. - 562 Scitcn. 
Preis 20 Mark. 

Mit Freuden begrüssen wir diesen neuen Band der Fortschritte der 
Physik, welche Sür den praktisch arbeitenderi Physiker und Cherniker von 
ungeheuerem Werte ist. Der energischen Thatkraft der neuen Redaktion 
ist es gelungen, dieses Sammelwerk derart zu fdrdern, dass es gleiclien 
Schritt mit dem laufenden Jahrgang halt.. Die Lücke infolge einer friiheren 
Stockung vermindert sich zusehends dank der Umsiçht von Redaktion und 
Verleger, so dass in kurzem ein zusammenhangendes Werk vorliegt, welches 
der Physik auch ausserhalb Dentschlands zum grossten Vorteil gereicht. 

B. NEBEL. 

Physikalische Aufgaben fur die oberen Klassen hoherer Leliranstiilteii. 
Aus den bei Entlassungsprüfungen gestellten Aufgaben aus- 
gewahlt und mit Rinzufügung der Losungen zu einem Übunpbuche 
vereinigt von WILHELY BUDDE. Zweite, untor Bcrücksichtigung 
der neuen Prüfungsordnungen abgeiinderte und vermehrte Auflage. 
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Braunschweig 1894. Verlag von Friedrich Vieweg & Sohn. 149 Seiten. 
Preis Mark 2. 50. 

Bei der Herausgabe dieser zweiten Auflage wurden die neuen Prüfungs- 
ordnungeri für die Reallehranstalten vom Jahre 1892 berücksichtigt. Infolge 
der Einführung des absoluten MaBsystems wurden die früheren MaBe in 
der Elektrizitlitslehre überflüssig, es musste daher auf diesem Gtibiete eine 
gründliche Umarbeitung stattfinden. Wenige Aufgaben wurden durch andere 
ersetzt, dagegen kamen viele neue hinzu, sodass deren Zahl von solchen 
mit Losmgen und von solchen, die Abhandlungen, Beschreibungen etc. be- 
treffen, von 1 7 0  auf 563 gestiegen ist. Schon bei der Besprochung der 
ersten Auflage haben wir auf den ausserordentlichen Nutzen eines solchen 
Buches hingcwiesen, das dem Schüler als Prüfstein dient, ob er das 
Abiturientenexamen in der Physik mit Erfolg bestehen kann oder nicht. 
Das Buch sei dahcr allen zur Einführung empfohlen, die das Studium der 
Physik ernst und nicht als Unterhaltungsgegenstand betreiben wollen. 

B. NEBEL. 

Gesammelte Werke von HEINRICH HERTZ. Band 3. Die Prinzipien der 
Xechanik in neuem Zusammenhango dargcstellt. Herausgegeben von 
PH. LENARD. Mit einem Vorworte von H. VON HELMHOLTZ. Leipzig 1894. 
Verlag von Johann Ambrosius Barth (Arthur Meiner). 312 Seiten. 
Preis geheftet 9 Mark - gebunden Mark 10.15. 

Auch dieses letzte Werk von H e r t z ,  welches als dritter Band der ge- 
sarnmelten Werke erschcint und die Prinzipien dcr Mechanik in neuem 
Zusammenhange darstellt, giebt ein beredtes Zeugnis, welch' ungeheurer 
Verlust der Wissenschaft durch das allzu frühe Hinscheiden dieses genialen 
Mannes zu teil geworden ist. Kein geringerer als He lmho l t z ,  der frühere 
Lehrer des noch jungen Gelehrten, fühlte sich veranlasst, das Vorwort zu 
diesom gleichsam nachgeborenen Buche zu schreiben, ein Vorwort, wie es 
aohl einzig in seiner Art  dastehen dürfte. Es enthalt ein Stück Geschichte 
der Physik, indem der Stand derselben bis zum Beginn der Hertzsehen 
Thatigkeit klar gekennzeichnet wird. Dann folgt die Schilderung, an welchen 
Punkten H e r t z  die Arbeit aufgenommen, und in welch' grossartiger 
und scharfsinniger Weise er durch das Experiment die Entscheidung zwischen 
den herrschenden Theorien gegeben hat. Dieses Vorwort ist ein herrliches 
Denkrnal, welches der Meister seinem bedeutendsten Schüler gesetzt hat. 
Ergreifend ist dabei auch der Schmerz des Meisters, dessen Hoffnung und 
Freude , den Erben seiner wissenschaftlichen Thiitigkeit in dem so talent- 
vollen Manne gefunden xu haben, entgegen dem natürlichen Lauf der Dinge 
durch das Schicksal grausam zerstort worden sind. - H e r t z  giebt in seiner 
ausgedehnten Einleitung mit grossem Scharfsinn die Gründe an, welche ihn 
veranlasst haben, die Prinzipien der Mechanik von e inem Gesichtspunkt 
aus zu behandeln; er gestattet uns dabei einen Einblick in seine geistige 
Werkstatte, wie er das vorgesteckte Ziel auf dreifache Weise für erreichbar 
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hielt. Wir erfahren dabei, welche Gründe für und wider ihn bestimmt 
haben, die beiden ersten Geistesbilder aufzugeben und seine ganee Kraft 
der Durchführung des dritten Bildes zu widmen. Bei diesem wird von nur 
drei unabhsngigen Grundvorstellungen, der Zeit, des Raumes und der Masse 
ausgegangen. Ein vierter Begriff, wie derjenige der Kraft oder der Energie, 
der den beiden orsten Bildern noch eigen war, kommt als selbstiindige 
Grundvorstellung nicht mehr in Betracht. Indessen erfordert die Mannig- 
faltigkeit der uns umgebenden Erscheinungen, dass noch cine Hypothcse 
aufgestellt wird, damit sich alle Bewegungen der Korper auf einfache und 
durchsichtige Regeln zurückführen lassen. Dies Iiisst sich dadurch errcichen, 
dass die sichtbare Welt durch den unsichtbaren Teil erganzt wird, u m  

ein abgerundet'es , i n  sich geschlossenes , geset'zmassiges Weltbild zu erhalten. 
Dieses verborgene Etwas, was sich als Kraft und Energie zu erkennen 
giebt, kann wiederum als Bewegung und Masse aufgefasst werden, und 
zwar als solche, welche sich von der sichtbaren an sich niclit unterscheidet, 
sondern nur  in  Rezug auf uns und auf unsere gewohnlichen Mittel der 
Wahrnehrnung. In diesem Hinzudenken eirler unsichtbaren Bewegung und 
Masse liegt die H e  rtzsche Hypothese, welche ihn hefihigt,  dem ganzen 
Weltall den Charakter des einheitlich Gesetzmiissigen zu verleihen. Die Be- 
griffe Kraft und Energie sind dann nichts weiter als eine W i r h n g  von 
Masse und Bewegung, welche beide aber nicht immer als grobsinnlich auf- 
zufassen sind. - Der Inhalt selhst, welcher den Aufbau der Nechanik nach 
diesem neuen Gesichtspunkt behandelt, zerfallt in  zwei Bücher, deren erstes 
die Geometrie und Kinematik der materiellen Systeine behandelt, wobei die 
Überlegungen sich nicht auf die Erfahrung stützen. Das zweite Buch, die 
Mechanik der materiellen Systeme, betrachtet unter Zeiten, Riiumen, Massen, 
Zeichen für  Gegenstande der ausseren Erfahrung, die aber mit den Grossen 
des ersten Buches hinsichtlich ihrer Eigenschaf'ten nicht im Widerspruch 
stehen. - Besonders hervorzuheben is t ,  dass dieses Werk zur Zeit nicht 
als Einführung in die Mechanik für  die studierende Jugend benützt werden 
kann, sondern dass es fïir denjenigen bestimmt ist,  welcher die bisherigen 
Anschauungen der Mechanik vollstiindig beherrscht; ihn sol1 es anregen, die 
gcstelltcn Problcme auf Grund dieser neuen Basis zu losen, und dadurch 
dieser zur Entscheidung ihrer Berecht'igung oder Nichtberechtigung zu ver- 
helfen. Leidcr ist  dcm Erbauer diescs Fundaments die Errichtung des 
darauf ruhenden Gebiiudes nicht vergonnt gewesen, er, der der berufendste 
gewesen ware, i n  kürzester Zeit die Entscheidung selbst hcrbeizuführen. 
H e r t z ,  der vermoge seiues scharfen Geistes, verstand, den Schleier 
der Natur zu liiften, durfte nicht weiter vorriicken; denn das Schicksal 
t ra t  ihn entgegen mit der unabiinderlichen Losung: Alles bleibt Stückwerk 
hienieden. -- B. NEBEL. 

Die Gesetze der f%erkaltnng und GefrierpiinktseriiiedriF;nng. Zwei 
Abhandlungen von SIR CHARLES BCAGDEN (1 7 8 8). Herausgegeben 
von A. J. VON OTTINGEN. (Ostwald's Klassiker der exakten Prissen- 
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schaften, Nr. 56.) Leipzig 1894.  Verlag von Wilhelm Engelmann. 
49  Seiten Preis 80 Pfg. 

Abliaiidluiigen über Thermometrie von Fahrenheit , REaninur , Celsiiis 
(17 24, 1730-1733, 1742). Herausgegeben von A. J. VON OWINGEN. 
(Ostwald's Klassiker der exakten Wissenschaften, Nr. 57.) IApzig 1894. 
Verlag von Wilhelm Engelmann. 1 4 0  Seiten. Preis Mark 2. 40. 

Otto von Guericke's n'eue ,,RIagdeburigischeLL Versnche über den leeren 
Raum (1672). Mit 15  Textfiguren. Bus dem Lateinischen und mit 
Anmerkungen herausgegeben von FRIEDRICH DANNEMANN. (Ostwald's 
Klassiker der exakten Wissenschaften , Nr. 59.) Leipzig 1894. Verlag 
von Wilhelm Engelmann. 1 1 6  Seiten. Preis Mark 2. -. 

Auch bei diesen drei meiteren Dandchen sind a m  Schluss h m e r k u n g e n  
hinzugefügt worden, welche über Stellcn im Text, bczw. über angcführte 
lJCrsonennamen naheren Aufschluss geben. l m  Übrigen k6nnen wir auf 
frühere Besprechungen verweisen. - Hinsichtlich Nr. 56 sei beionders darauf 
aufmerksam gemacht, dass das landlüuiig genaunte Celsiusthermonieter nicht 
n i t  der von Celsius getroffenen Einteilung übereinstimmt,; denn sein Null- 
punkt bezw. Siedepunkt stimrnt mit unserem Siedepunkt bezw. h'ullpunkt 
iiherein. B. NEBEL. 

C;rniidzüge der mathematischeii Cliemie. Energetik der ehemischen Er- 
scheinungen. Von GEORG HELM. Mit 1 7  Figuren irn Text. Leipzig 1894. 
Verlag von Wilhelm Engelmann 1 3 8  Seiten. Preis Mark 3. -. 

Wiederholt wurde bei der Betraehtung der Physik und Chernie in  
thcoretischer Hinsicht der grosse Xutzcn horvorgchoben, welcher der ersteren 
durch die Anwendung der Mathematik zu teil wurde. Durch die zahl- 
reichen, Gusserst wichtigcn Arbeiten der letzten Jahre auf dom Grenzgcbiet 
der beiden Wissenschaften, nkmlich der physikalischen Chemie, ist  auch die 
Mathematik endlich zu ihrem Recht gelangt. Zunachst konncn wir deren 
Erfolge in der Chemie selbst als erst im Anfangsstadium stehend bezeichnen, 
zumal die Mehrzahl aller Chemiker einen horror vor allem Rechnen, ge- 
schweige denn Tor der hoheren Mathematik hat. Wie  aber das Energie- 
prinzip das Fundament der heutigen Physik bildet, so muss es auch das- 
jenige der Chemie sein. E s  ist  daher ein verdieustvolles Unternehmen des 
Verfassers, dieses Prinzip auch auf die chemischen Vorgange zur Anwendung 
zu bringen. Im ersten Teil wird das Weseu des Energieprinzipes auseinander- 
gesetzt und auf die verschiedenen Formen der Energie hingen~iesen. Einige 
Beispiele dienen xur weiteren Erlauterung. Der zweite Teil, die Entropie 
betitelt, enthalt im wesentlichen einen Ailszug der mechanischen Warme- 
theorie, dem die Beziehungen zwischen Wlirme urid elektrischer Energie als 
Anhang beigefügt sind. Die chemische Tntensitat, wie der Tite1 des dritten 
Teiles lautet, umfasst auch die Errurigeuschaften der physikalischeu Chemie, 
die wesentlich durch v a n ' t  H o f f ,  A r r h e n i u s ,  N e r n s t ,  O s t w a l d  und 
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andere gefordert worden ist. Der vierte, letzte und kürzeste Teil des 
Buches hat die Stufe der Mannigfaltigkeit oder Freiheit der chemischen 
Erscheinungen zum Gegenstand; es ist dies eigentlich der erste Schritt in 
die Chemie selbst. Ausgehend von der Phasenregel und dcm Gleichgewicht 
der Phasen gelangte man noch zu einer kurzen Betrachtung der chemischen 
Reaktionen , die von mehrercn Parametern abhiingen. Das kleine Buch 
eignet sich sehr gut, den jungen Chemiker auch zur mathematisehen Be- 
handlung seiner Wissenschaft anzuregen. 

Das international festgesetzte und auch angenommene elektrische Strom- 
maB lautet A m p é r e  und nicht Amper .  Man mus3 Ciiese nachtriiglich von 
einem dcutschen Physiker eingeführte Kür~urig schon deshalb zurückweisen, 
weil die beiden Worte im deutschen ganz verschieden ausgesprochen werden. 
Mit demselben Recht kGnnte man auch Om statt Ohm und Wat statt Watt 
schreiben. Auch hier zeigt sich der von den fremden Nationen so oft 
schon gerügte Fehler der Deutschen, dass jeder etwas besonderes will und 
sich dadurch gegen das allgemeine Interesse auflehnt,. Eine Kation kann 
nicht gross auftreten, wenn sie den Fehler der Kleinlichkeit nicht ablegt. 

B. KEBEL. 

 ber die Nethode der kleinstm Qnadrate. Von RICHARD HEKRE. Zweite 
unverinderte Auflage. Nebst ZusLtzen. Leipzig 1894. Verlag von 
B. G. Teubner. 77 Seiten. 

Diese zaeite Auflage ist ein ung~anderter Abdruck der im Jahre 1868 
als Doktordissertation erschienenen Schrift. Verfasser hat absichtlich Bn- 
dernngen unterlassen, damit der ursprüngliche Charakter nicht gestort wird. 
Der erste Teil umfasst eine Darstellung und Kritik der verschiedenen Be- 
gründungsweisen der Methode der kleinsten Quadrate, wihrend in den beiden 
anderen eine allgemeine Auffassung der Methode der kleinsten Quadrate 
gegeben und begründet wird. 

Als neu hat der Verfasser zwei Zusatze beigefügt, nLmlich die Methode 
der kleinsten Quadrate und das Gausssche Fehlergesetz, soIvie weitere 
litterarische Bemcrkungen über Begriindung und Bedeutung der Methode 
der kleinsten Quadrate. Die vorliegende Schrift triigt wesentlich dazu bei, 
die theoretischen Fundamcnte dcr in der Praxis allgemoin verbreiteten 
Methode der kleinsten Quadrate auf ihre Festigkeit zu prüfen und durch 
eine allgemeinere Auffassung zu stützen. Der letzte Zusatz zeigt, wie 
emsig auch auf dieseni Gebiet seit dem Erscheinen der ersten Auflage, die 
nicht in den Buchhandel gekommen war, gearbeitet worden ist. 

B. NEREL. 

An elementiiry t r d i s ~  on theoretioal mwhaiiics by ALEXANDER ZIWET. 
Part  II: Introduction to dynamics; statics. 1893. 1 8 3  Seiten. Preis 816. 
Park IIi: Kinetics. 1894. 236 Seiten Preis 8/6. New-York und 
London. Verlag von Macmillan and Co. 

Der zweite Band wurde gleichzeitig mit dem ersten besprochen, wes- 
halb hier nur daraiif cemiesen wird. Der dritte Band führt den Tikel: 
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Kinetics. Die erste Halfte desselben beschrinkt sich auf die Kinetik 
eines Teilchens, wihrend der Rest diejenige eines starren Rorpers umfasst 
und die wichtigsten Pnnzipien der Kinetik eines Systems einer ein- 
gehenden Diskussion unterzieht. Zwischen dem Text eingestreut finden sich 
Aufgaben, deren Losungen am Schluss des Buches zusammengestellt sind. 
Der Charakter des vorliegcnden Bandes ist mit demjenigen der beiden 
früheren übereinstimmend. In  dieser Beziehung sei auf die frühere Be- 
sprechung verwiesen. Die aussere Ausstattung i s t  sehr sorgfàltig und, 
k6nnte manchem Verleger in Deutschland zum Vorbild dienen. B. NEBEL. 

Eine nenc Rrrechniing der mittleren Siefrn der Ocranc: nebst einer ver- 
gleichenden Kritik der verschiedenen Berechnungsmethoden. Von 
der philosophischen Fakultiit der Christian-Albrecht-Universitit i n  
Kiel mit dem neuschassischen Preise gekronte Schrift. Von KARL 
KARSTENS. Kiel und Leipzig 1894.  Verlag von Lipsius und Tischer. 
3 2  Seiten und 27 Tabellen. Preis 2 Mark. 

I n  dern ersten Abschnitt findet sich eine Zusammenstellung der bisher 
rorgenommenen Ermittelungen der mittleren Meerestiofen, die hinsichtlich 
der benützten Methoden für  die Berechnung in dem zweiten Abschnitt einer 
niihercn Kritik untcrzogen werden. Ton  den drei in  'Frage kommenden 
Methoden: 1. Der planimetrischen, d. h. derjenigen, welche von der Areal- 
vermessung der Tiefenstufen ausgehen. 2. Der Profilmethode. 3. Der Felder- 
methode wird die letztere der neuen Berechnung zu Grunde gelegt, weil 
sie nicht nur  das sicherste Resultat für alle gu t  ausgeloteten Meere liefert, 
sondern auch den liusserst wichtigen Vorteil besitzt, jederzeit Nachtrage und 
Andenmgen zu gestatten, ohne eine Wiederhnlung der ganzen Arbeit eu 
veranlassen. I n  dem dritten Abschnitt und den d a m  gehorigen Tabellen 
sind die Berechnungen, die sich auf die einzelnen Meere beziehen, zusammen- 
gestellt. Als Resultat aus samtlichen Berechnungen ergiebt sich als 
mittlere Meerestiefe nach K a r s  t e n s  3,496 km, eine Zahl, welche mit den 
besten der früheren Arbeiten hinreichend übereinstimmt. Für Geographen 
und Seeleute is t  das Büchlein von grossem Wert.  B. NEBEL. 

H~drodynarnics. By HORACE LAMR. Cambridge 1895. A t  the University 
press. 604 Seiten. Preis 201. 

Jm Grunde genommen ist dieses Buch als die zweite Auflage des im 
Jahre 1 8 7 9  unter dem Titel: Treatise on the mathematical theory of the 
motion of fluids erschienenrn Werkes, welches auch ins Deutsche übersetzt 
aorden war,  anzusehen. Indessen wurde dasselbe in solcher Weise durch 
Anderungen und Erweiterungen umgestaltet, dass sich der Verfasser auch 
veranlasst sah, den Titel zu Pndern. 
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Trotz der Vermehrung des Inhalts ha t  der Verfasser solche lange ana- 
lyt'ische Untersuchungen ausgeschlossen, deren Resnltate sich nicht inter- 
pretieren lassen und war bei der Auswahl bemiiht, dem physikalischen 
Interesse moglichst Rechnung zu tragen, wobei auch die eigenen, diese 
Wissenschaft fordernaen Arbeiten des Verfassers erwiihnt seien. I n  historischer 
Hinsicht war  der Verfasser bestrebt, den einzelnen Arbeiteu den wahren 
Automamen beizufügen. Rs würde zu weit führen, wenn noch auf den 
reichhaltigen Inhalt niiher eingegangen werden sollte; aufmerksam sei nur 
darauf gemacht, dass z. B. das Kapitel über Ziihlflüssigkeit eine ausgedehnte 
Bearbeitung erfahren hat. Dem inneren Gehalt entspricht auch volikommen 
die Eussere Ausstattung, sodass dieses Werk überall willkommen sein wird. 

B. NEBEL. 

Die I"ortpflnnzniigsgesch~~i1idigkeit des Schallrs iii einem theoretischen 
Gase. Bearbeitet auf Grund der dynamischen Gastheorie. Verlag 
von H. Dominicus (Th. GNSS). P r a g  1894. 12 Seiten. Preis 50 Pfg. 

Ausgehend von der Definition eines theoretischen Gases und der Recht- 
fcrtigung über die Einführung eines solchen, in Wirklichkeit nicht vor- 
handenen Gases in die Physik stellt der Verfasser die Vorwürfe zusammen, 
welche man auf Grund wirklicher Beobachtungen der dynamischen Gas- 
theorie von K r 6 n i g  und C l a u s i u s  machen muss. Ua  sich aber iii den Schluss- 
folgerungen Fehler nicht nachmeisen lassen, so muss in  der grundlegenden 
Auriahme der Irr tum zu suclien sein. Der  Verfasser setzt daher an Stelle 
der K r n n i g -  Cla i i s iu  s schen Annahme, wonach ein Drittel aller Moleküle 
siçh in  je  einer der drei Hauptaxen des einschliessenden Würfels bewege 
und zwar senkrecht gegen die Begrenzungsebene mit der vollen Molekular- 
geschwindigkeit die folgende: ,,In derselben Zeit, in welcher ein Sechstel 
der M o l l d e  gegen e i n e  Grenzwand wirkt,  wird auch gegen jede andere 
Grenzwand jc  e i n  Sechstel derselben wirken, jedoch nicht mit der vollcn 
Molekulargeschwindigkeit senkrecht zur Grenzwand, sondern unter der noch 
nicht angetasteten Bedingung, dass alle Auftreffrichtungen moglich sind." 
D a m  kommt: ,,Xwei Korper sind nur  dann gleich warm, wenn die Arbeit 
der i n  der Zeiteinheit beiderseits a n  die Flacheneinheit der Grenzwand ge- 
langenden Moleküle gleich gross ist." Auf Grund dieser Annahmen führt 
der Verfasser die Rctrachtungen iiher die Fortpflanzung des Scha,lles in 
theoretischen Gasen durch und gelangt zu dem Resultat, dass dieselben 
mit den Erscheinungen bei permanenten Gasen sowohl i m  Wesen als auch 
den Zahlwerten nach so vollkommen als moglich übereinstimmen. 

B. NEBEL. 

Essai de tliermodjnarniqne graphique par  R E N ~  DE SAUSSUIIE. Extrait des 
Archives des Sciences physiques et  naturelles. 3. Folge. Band 31. 
Mai 1894. Genf 1894. Verlag von Aubert- Schuchardt. 42 Seiten. 

Sctzt man voraus, dass ein Korper stet,s das gleiche Gewicht behalt, 
so liisst sich der Zustand desselben i n  jedem Augenblick durch zwei Ele- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Rezensionen. 139 

mente, namlich die lebendige Kraft und die Dauer der Periode der Be- 
wegung, bestimmen. Auf diese Weisc h a t  C l a u s i u s  gezeigt, wie man die 
Pundamentalprobleme der Thermodynamik auf die reine Mechanik zurück- 
führcn kann. E in  ahnlicher Vorgang spielt sich auch in der Vibrations- 
theorie ab, bei welcher es sich um die Feststellung des inneren Zustandes 
eines Korpers handelt, wonn seine Teile dem Einfluss der Warme ausgcsetzt 
sind. E s  muss dabei die Natur der periodischen Bewegung der einzelnen 
Teile genau priizisiert werden, und dies ist ebenfalls durch zwei gegebene 
Grossen rnoglich, nii~nlich durch die Amplitude und durch die Dauer der 
Periode der Vibrations-Bewegung. Verfasser geht von diesen zwei Grossen 
als Koordinaten aus und stellt die Beziehung derselben mit der charakteristi- 
schen Oberflachengleichung: F(P, Vl T) = O her, worin P gleich der Druck, 
P dem Yolumen, T der absoluten Temperatur des Korpers entsprechen. 
Die weiteren mathematischen Untersuchungen fiihren zu dem interessanten 
Resultat, dass sich die gleichen F(P, P, Y') = O durch drei Gleiühungen 
zwischen den Grossen P, T und zwei Bilfskoordinaten @ und S ans- 
driicken k s t ,  welche direkt von der Amplitude und der Dauer der Periode 
der Vibrations-Bewegung abhiingen. Auf diese Weise erhalt man eine vie1 
vollstiindigere charakteristische Funktion, weil sie den Wert jeder der zwei 
spezifischen Wiirmen getrennt liefert und somit in  jedem Augenblick den 
Zustand der Vibrations-Bewegung als Funktion der gegebenen experimentellen 
Grossen ermitteln lüsst. - E s  ist dies ein sehr interessanter Beitrag zur 
Behandlung der Thermodynamik auf graphischern Weg. B. KEBEL. 

cher eine r2nnilicl~e Uarstellung der Toiireille und deren Ausiiützuiig 
in einem Apparatcl als Lehrmittel im mnsiktheoretischeii Enter- 
richte. v o n  ANTON MICHALITSCRKE. Separatabdruck der ,,Oster- 
reichischen MittelschuleL'. 5. Jahrgang. 2. Heft. 1891. 15 Seiten. 

Eiiic riinmlichc Dn;rst~lluiig der Toiireihe und die Ansniitzuiig dersdhcn 
iii eiiiem Apparat als Lehrmittel im 3Iusikunterricht. Von ANTOX 
MICHALITSCHKE. Sonderabdruck aus ,,Lotosi'. 1892. Neue Folge. 
12. Band. 14 Seiten. 

Ein Nonochord niit spiralfürmigeni Stege zur Darstellung der pytha- 
gorfiisclien, der plipsikalischen und der gleichschwebend tein- 
perierteii Tanintervalle. Von ANTON MICUALITSCIIKE. Sonderabdruck 
aus , , lotosL' .  1894. Neue Folge. 14. Band. 56 Seiten und eine 
Figurentafel. 

Der Inhalt der beiden ersten Schriftchen is t  im wesentlichen derselhe, 
i d c m  darin gezeigt wird, auf welche Weise sich die Tonreihen als eine 
logarithmische Spirallinie darstellen lassen. Die dritte Abhandlung beniitiit 
die beiden ersten als die theoretische Grundlage und wiederholt kurz den 
wesentlichen Teil derselben. Dicse Darstellung der Tonreihen als logarith- 
mische Spirallinie giebt die Veranlassung zum Dau eines Monochords mit 
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spiralftirmigem Stege, welcher durch ein auf einer Holzscheibe befestigtes, 
in Spiralform aufgewickeltes Messingband dargestelit wird. Die gespannte, 
unverknderliche Saite selbst bildet den Radiusvektor, dessen Lange durch 
die Drehung der den Steg tragenden Scheibe bestimrnt wird. Im weiteren 
werden die Untersuchungen mitgeteilt, die an diesem neuen Monochord mit 
dem Quint-Tonsystem und den verschiedenen Tonleitern angestellt worden 
sind. Die beigefügte Figurentafel dient zur Erliiuterung der erlangten Er- 
gebnisse. B. XEBEL. 

Streiflichter anf eine nene Weltanschannng in Bezng anf die Belench- 
tnng, Erwarmnng nnd Rewohiibarkeit der Himmelskorper. Eine 
astrophysisch-metaphysische Hypobhese über das innere Walten der 
Natur und die sich daraus ergebenden Konsequenzen auf die Ethik 
und Religion nebst einer Plauderei über die Mogliühkeit eines ,,Welt- 
unterganges" von WILHELM ZENKEX. Siebente (1000) erweiterte 
Auflage mit einer Reihe offiziell wissenschaftlicher Zustimmungen. 
Braunschweig 1895. C.A. Schwetschke und Sohn. 8 8  Seiten. Preis 1 Nark. 

Der grossartige vielverdprechende Tite1 dieses Büchleins ist wohl die 
Ursache, dass es schon die 7. Auflage erleben durfte, denn der Inhalt 
bleibt hinter allen Erwartungen zurück. 43 Seiten hiudurch werden die 
bestehenden Arisichten in abfdliger Weise besprochen, die auf Grund strerig 
logischer Schlüsse mit Hilfe der Spektralanalyse zu Stande gekommen und 
zur Zeit allgemein anerkannte Anschauungen werden knr .  abgefertigt durçh 
Bezweifelung der Resultate, weil der greifbare Beweis fehle; - ein hilliges 
Bergnügen. Die Spannung auf die Ansiüht des Verfaasers wird jiih zer- 
st6rt durch die ganz willkiirliche, in den Folgerungen logisch zusammen- 
hanglose Annahme, dass die Sonne als grosserer und gewaltigerer Korper 
positiv auf die Heine, sich ihr negativ steliende Erde wirkt, wodurch der 
entstehende elektrische Strom in der Erdatmosphare sich in Wiirme umsetzt, 
wahrend derselbe Strom sich in der Sonnenatmosphare in Licht verwandelt. 
Grund, weil wir Menschen uns, wenn auch auf andere Weise elektrisch 
unser Dasein erhellen und behaglich rnachen konnen. A l s  Motto bei der 
Ansicht über den Weltuntergang diente wohl der Spmch: , ,~asCh '  mir den 
Pelz, mach' ihn aber nicht nass." Das Ganze kennzeichnet sich als ein 
nutzloses , leeres Geschwiitz. B. NEBEL. 

Das System der Übergewalt oder das aiialytisch-synll~etisclie Prinzip 
der Natnr. Ein 13eitrag zur Weltather-, Stoff- und Kraftlehre und 
zur L6sung naturphilosophisch-kosmischer Problemc in elf Haupt- 
thesen von KONRAD BEYRICH. Mit sieben Figuren. Berlin 1895. 
Verlag von Robert Oppenheim (Gust. Schmidt). 1 6 0  S. Preis Mk. 3. 60. 

Das Buch bat einen ausschliesslich philosophischen Charakter, wes- 
halb seine Besprechung eigentlich den philosophischen Fachzeitschriften vor- 
behalten sein sollte. Sein naturwissenschaftlicher Inhalt hat aber auch 
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für alle Preunde der Naturwissenschaft Interesse. Der von der Physik 
hypothetisch eingeführte Ather wird verallgemeinert und hat demnach als 
Weltither eine iiusserst wichtige Rolle nicht nur in der gesarnten 
Physik, sondern auch in der Chemie, Mineralogie, Astronomie, Medizin, 
Meteorologie, Mechanik, Physiologie etc. Auf Grund dieser Anschauung 
wird nachzuweisen g~sucht ,  dass es kein absolutes Nichts giebt, also auch 
kein leerer Raum existieren kann. B. NEBEL. 
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Wis torisch-litterarisohe Abt eilung, 

Die Quadratwurzelformel des Heron bei den Arabern 

und bei Regiomontan und damit Zusammenhangendes. 

Von 

NAXIMILIAN CURTZE 
in Thorn. 

Der Codex Vi~zdobownsis Palut inus iVo. 5203 (Pbil. 387) diirfte eine 
li6chst interessante Handsçhrift darstellen. Sie ist niimliçh, wie miçh 
eine Vergleichung mit den eigenhiindigen Briefen des R e g  i O m O n t a n  
in der Stadtbibliothek zu Nürnberg unzweifelhaft gelehrt hat,  von 
dieseni Meister des XV. Jahrhunderts geschrieben worden. Randglossen, 
welche S c h o n e r s  Handschrift zeigen, beweisen, dass sie einst von 
ihm, wenn nicht besessen, doch eingehend durchgearbeitet ist; und 
wenn nun in dieser Handschrift sowohl die ,, ïïwricue ylandurum " 
P e u r b  a c h  s enthalten sind: ,, anno domitLi 1454 'O Wienne in ColZegio 
Ciohm finite pe~zultima mensis Aqusti" genau mit der Xegiomontan- 
schen Ausgabe* bis auf die Figuren stimmend; wenn dann weiter 
darin die von S ch  oner** herausgegcbenen Abhandlungen R e g i  orno n- 
t ans  beziehungsweise P e u r b  a c h  s ,, De tabztla sinus et ckordurum" und 
,,Tractatus sinuuwt et chordarum", letztere, wie in der Ausgabe ohne 
die Tafel selbst, enthalten sind, ebenfalls bis auf die Figuren genau 

* Die Ausgabe R e g i o m o n t a n s  ist ohne jede Seitenzahl und ohnc jede 
andere Xotiz. Sie umfasst 20 Blatt, welche in zwei Quinionen gedruckt sind. 
Arifang (Lllatt Ir, Z. 1-4): SHEORICAE KOVAE I 'LANETARVM G E O R G I I  
P V R B A C H I I  ASTRONONI CFJLEBRATISSINI 1 DE SOLE ( Sol habct trel 
orbes a re inuicem omniquaql diuiros 1 u. S. W. - Schluss (Blatt 20v, 2. 36 - 39) : 
llunc motum Cequü 1 tur omnes rphere inferiores in motiliius Cuis i ta  ut rerpectu 
huig ecliptice mo 1 bilis lint auges deferentium & declinat6nes earum semp 
inuariabiles: 1 FINIS.  - Die Seitc hat 45 Zeilen. 

** Tractatus G. P e u r b a  c h i i  super propositiones Ptolemaei de sinibus et 
chordiEs. I tem comnpositio tabularum sinuum per J o a n n e m d e  B e  gi o m o n t  e 
Adieetae sulzt et Tabulue sinuum duplices per eundem B e g i  O mo n t  a num. Omnia 
nunc primum in utilitictem Ast~onomie slzdiosorum iinpressa. Norimbergae apcd 
Joh. P e t r e j  um 1541. Fol. -- Wiederholt in der Xantbechschen Ausgabe der 
Trigonometrie R e g i o m o n t  a n s ,  Basileae S. a. (1561) S. 131- 146. 

Hist.-litt. Abt. d. ZsiLschr f. Math u Phys 42. Jahrg. 1897. 5.Rsft. 11 
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übereinstimmend, wenn endlich der ,,Algorithmus dernonstrat~s'~ des 
JO r d a n u s darin sich findet, welchen S c  h O n e r gleichfalls, wie er 
selbst sagt, aus einer Wiener Handschrift, welche von R e  gi omo n t a n  
gesülirieben war, edierte*, so dürfen wir wohl in dem vorliegenden 
Manuskripte dieses Schonersche erblicken. Leider war es mir der Eng- 
herzigkeit der Verwaltung der Bibliothek des Konigl. Bymnasiums zu 
Thorn halber unmoglich, die mir aus Wien und Krakau gesendeten 
Handschriften vollstiindig ausnutzen zu konnen. E s  wurde mir nur 
gestattet, der ich diese Bibliothek 18 Jahre selbst vermaltet hatte, 
w6chcntlich darin vier, sage vier Stundcn zu arbeiten. Erst  im letzten 
Augenblicke hat ein Machtwort des Herrn Kultusministers, an welchen 
ich rnich beschwcrdeführend gewcndct hatte, darin Wandel geschaffen, 
und habe ich wenigstens die wichtigste Handschrift, den Kommentar 
des A n - N a i r î z î  zu den zehn ersten Büchern des E u k l e i d e s  in derüber- 
setzung G e r h  a r d  s v on C r  em O n a ,  vollstiindig abschreiben konnen.** 
Folgende mit sehr flüchtiger Schrift gemachte Notizen unserer Hand- 
schrift aber haben Beziehung zu der in der Überschrift genannten 
Formel und den von mir gegehenen Erlauterungen, und mochte icli 
sie deshalb hier als eine nicht uninteressarite Ergiinzung ebenfalls be- 
kannt geben. 

1. (Blatt 168'): Radicem de 10 in integris non habes nisi 3. Si 
viciniorem velis, 3 in se duc, fiunt 9, deficit 1, quod divide per duplum 

1 radicis in integris, scilicet 6. Est erg0 prima radix vicina 3 Si se- 
1 

6 
cundam viciniorem velis, duc hanc priniam in se, fiunt 10%. Id  super- 

1 1 
habundat in - -  Nunc dupla primam radicem vicinani, scilicet 367 fiunt 
1 

36 

6-a Hoc multiplica per 36, fit 228, divisor. Hune iterum multiplica 
1 per 6 ,  exeunt 38; auffer 1, manent 37, numerator. Est  ergo secunda, 

37 1 
vicina radix 3,. Quam si in se ducis, exeunt IOm4. Si iterum 

228 
viciniorem cupis, mdtiplica 51984 per duplum radicis secunde 

74 
vicine, scilicet per 6 - 7  fiunt 328776. %lad iterunl multiplica 

228 3 7 
per fractionern aput radicem, scilicet ~7 fimt 53354. Ab hoc 

53353 
1 niinue, et fit tercia radix vicina 3 et 328776. Hec si in se ducis, 

1 
provenient 10- 

108093658176 ' 

* Seite 4 der Vorrpde sn.gt S c h o n e r :  Tncidi nzbyer in libdhfn . . . e z f f m t w  
nmx. et doctiss. v i r i  R e  gio mo n t  a n  i di,vitza maqzzc, p e ? n  in Vienensi quapia~tc 
bibliothecu audio assernu~i hoc titzdo: Algrni thmus demonstratus incel'ti autoris, tirde 
s u s p i c o ~  hoc exemplum fuisse descriptztm. 

** Das arabische Or ig ina l  der sechs ersten Büçher ~ c b e n  J3csth o r n  iind Hei- 
b e r g  arabisch u n d  lateinisch heraus. 
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1 1 
10 10 IO,, 1 0 -  10 -- -- / 1 1 61984 1 108093658176 1 q'ladrata 

radices 

Sic de 12 integris radix vicinior est 3; 
1 1 

cinior est 3%. Hec in se fit EZ- Secunda 

1 2521 
se fit 12-. Tercia vicina est 3--. 

784 5432 

in fractionibiis prima vi- 
13 

vicinior est 3%; hec in 

radices 

Dass wir es hier mit der Heronschen Formel zu thun habon, 
ergiebt sich aus folgenden Betrachtungen. R e  g i  om o n  t a n  findet zunachst : 

b  
f a 2 + 7 , v a + - ;  2 a 

das Quadrat davon ist: b 
a"++$-. 

I n  allen von ihm benutzten 13eispielen ist b = 1. Nun lasst er 
b 

folgendes ausführen: E r  multipliziert 2a + a mit 4a2 und erhalt 

dadurch als Nenner seines neuen Bruches 8u3 $ 4a,b. Dies rnultipliziert 
b er wieder mit und subtrahiert von dem Produkto b2, bei ihm 1, 

und erhalt so als Ziihler seines neuen Bruches 4 a Z b  $ be. Der neue 
Wurzelwert ist also: 

4 a e b  + b P  vaTb  a + 8 a S + 4 a b m  

H e  r O n IZsst dagegen folgerides ausführeri.* Mit seinem ersten 
b  

Naherungswerte a + dividiert er in die gegebene Zahl; so erhZlt er: 

Dazu addiert er den gefundenen Naherungswert und nimmt von 
der Summe die Hülfte als zweiten Naherungswert, und erhiilt so: 

Das ist aber die Formel R e g i o m o n t a n s .  Letzterer hat seine 
Kenntnis dieser Formel jedenfaus aus arahischer Quclle erhalten. 
Denn A l k a s â d î  giebt genau seine Anweisung.** E s  ist daher gar nicht 

* Vergleiche meinen Aufsatz in Heft 4 dieses Jahrgangs, S. 113 -120. 

** Giint  h e r  , Die Quadratzschen Irralionalikïten dm Allen u?zd ihj e 8 t i f -  

zczckelungsnaethoden. (Abharidl. zur Gesch. der Mathem. IV) S 45 

11 * 
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notig, wie G ü n t h e r  annimmt,* dass A l k a s â d î  seine Formel durch 
Aufwickelung des Kettenbruchs : 

gefundm hat. Auch der Zweifel, welchen derselbe Gelehrte aiisspi.icht,** 
es hatien die Griechen gefundene Niherungswerte nicht wieder bei 
Wiederholung derselben Niherungsrechnung benutzt, ist hinfjllig; 
H e r o n  hat so gethan und, seinern Vorbilde folgend, R e g i o m o n  t an. 
Von Interes~ie dürfte wohl die schulgemiisse Anordnung der gefundenen 

1 1 
Resultate sein, sowie bei v8 die beiden Formen 2i und a ï  statt 3 

und 9, welche es ermoglichen, auch in diesem Falle die befolgte 
Methodc zur Anwendung zu bringen. An derselben Stelle hat aber 
R e g i o m o n  t a n  auch die E'orrriel aufgestellt und bewiesen, von welcher 
ich annahm, dass A r c h i m  e des  bei seinen Quadratwurzeln Gebrauch 
gemacht liabe.*** Ich meirie die Formeln: 

3 - 3 -  
L e  i / b  l e  abc und v f = & v a b 2 c 3 .  

a u c h  diese beiden Abschnitte erlaube ich mir mitzuteilen. Ohne 
den Beweis der Richtigkeit findet man sie in fast a l lm mittelalter- 
lichen Anweisungen zum Rechnen. 

2. (Blatt 167'): Radix minutie vulgaris quadrnta propinqua, si 
ipsa minutia non sit quadrata, sic precipitur inreniri. Prepone numeri 
alium quemcumque, qui quanto maior erit, tanto preeisiorem habebis 
radicem. Quem multiplica per denominatorem minutie date, et  pro- 
ductum constitue denominatorem radicis invenicnde. Postea numerum 
prepositum multiplica in se yuadrate, et producturn in denomiriatorem 
minutie proposite, et quod exit, duc in numeratorem eiusdem minutie 
Tocius radicem quadratam viciniorem pone pro nurneratore radiois. 

Racio. Sit minutia proposita a .  b ,  numerus prepositus c. E x  c 
in b fiat e, quem ponemiis denominatorem radicis. Ex e in se fiat g. 
Ex c  in se et producto post hoc in b fiat 1; ex a  in  1 fiat f :  dico 
primo minutiam f - g  esse eandem cum minutia a .b  data. Igitur, cum 
radix y fit e, extrahatur etiarn radis de f, que sit d :  habebitur radix 
d . e  minor minutie a .  b date. 

a d 
I 12 e  1 1- I 

10 1 I b 300 e 
1 I 3 1 130 

f 
-- 

9 
1600 I 1900 

* A. a. O., S. 58. 
** A. a O., S. 83 am Schlusse der Anmerkiirig. 

"** Vergleiche meinen oben erwahnten Aiifsatz in Heft 4 1897. 
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Quod autem minutia f - g  sit eadenl CUIU minutia a.6, sic dcclaratur. 
Ex a in 1 fit f ex ypothesi, sed ex b in  1 fit g,  ut probabo: igitur 
f.g minutia est eadern cum minutia a.b. Sed quod ex b in Z fiat g, 
sic ostenditur.t) Nam ex c numero in  b alium fit e, in quam e ducitur 
tercius, scilicet e, et fit y: igitur g est equale ci, quod producitur 
alter0 duomm c et i~ multiplicato in tociens multiplicem reliqui, qiiot 
sunt unitates in tcrcio, scilicet e ,  1 autam est tocicns multiplex ad c, 
quot sunt unitates in e, quia ex c in c et  post in b fit 1, .quod tantuni 
est, sicut c in b e t  productum iterum in c multiplicatum: habes igitur 
proposiium. 

Eadem racio foret, si numerum prepositum diviserimus in numera- 
torem, et producturn constituerimus numeratorern radicis. Deinde 
numerum prepositum in se et postea in numeratorem numeri dati et 
ùeinde in denominatorem, et  producti radicern constituemus denomi- 
natorem radicis. Sic extrahere radices vicinas ttrtificialiter 
quntcumque unitates in numeratore aut denorninatore ad placiturn con- 
stituendo. 

t) Vd. sic. Ex c in  se et postea in b tantiim est, s icut  ex c in b e t  postea 
in c. Igitur, ex c in b quia  fit e ,  ex c in e fiet 1. Igitiir 1 ad e siciit e ad b, 
ergo e in se tantuin facit, silit, b in 1: igitur b in 1 producit g. 

3. Radix minutie vulgaris cubica propinqua, si ipsa non sit cubica, 
sic precipitur invcniri. Prepone quodvis numerurn, qui, quanto maior 
erit, tanto precisiorem habebis radicem. Quam multiplica per denomi- 
natarem date minutie, productum constituens denominatorem radicis. 
Deinde nurnerum prepositum duc in se cubice, et qiiod provenit, in  
denominatorem minutie, et quod provenit, iterum in denominatorem 
minutie, e t  ultimurn productum in numeratorem, et  tocius radix cubica 
propinqua constituatur numerator radicis. 

Bacio. Sit minutia proposita a.b, numerus prepositiis c. Ex c in  
b fiat e; ex e i n  se cubice fiat y ;  c autem in se cubice e t  post in b, 
et productuni in b faciet 1, in quod a ductum faciet f: dico, quod 
minutia f - g  sit equalis vel eadem cum minutia a. b. Ideo radix cubica 
de g sit c, sit et d radix cubica de f i  erit d.e minutia radix cubica 
vicina minutie date Si probatin, 1 168r1 quod ex b in 1 fiat g, habe- 
bitur intentum. e in se faciat m; quia igitiir ex c in se cubice,et 
deinde in O et iternm in b tantum fit, sicut ex c in O et deinde in  c 
et postea in b et  ultimo in c, erg0 c in  se cubice e t  deinde productum 
in b et iterum productum in b tantum facit sicut c in  e et pro- 
ductum in b et ultimum productum in e. Sed c in e et productula in 
6 tanturn fa& ,sicut e in  id, quod fit ex c in 6, hoc est tanturn facit 
sicut e in se: erg0 quod fit ex cubo ipsius c in quadratum ipsius b, 
est equalt: ei, q u ~ d  fit ex c in quadratum ipsius e. Igitur ex c in PW 
fit 1; sed ex c in 7, fit e, erg0 1 ad rn sicut e ad b. Igitur, quod fit 
ex b in Z, est equale ei, cpod fit ex e in m. Sed ex e in m fit g: 

igitur ex b in 1 fit g, quod fui t  probandum. 
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Similis racio esset, si numerum prepositunz diviserimus in niimera- 
torerri et producturn constituemus numeratorem radicis. Deinde nume- 
rum prepositum in se cubice, et  cubum in quadratiim numeratoris 
fractionis date et productum in denominatorem, et provenientis radiccm 
cubicam viciniorem poneres denominatorem. Sic pot'eris igitur radices 
artificialiter extrahere, quidque placet pro numeratore vel denorninatore 
ponendo. 

Ausser den oben erwahnten Formeln kennt also Regiomon t a n  
auch noch folnende anderen: 

Die 1/10 spielt bekanntlich bei den Indern als Niiherungswert von 
TC eine wichtige Rolle. W i r  finden diesen Wert z. B. in der oben er- 
wiih~iten Arbeit P e u  r b  a c h s Tractalus sinuum et chwdarum angeführt. - 
Von anderen Beziehungen der Linien am Kreise wird sonst stets 
unter Angabe der indischen Quelle irn Mittelalter die Seite des regu- 
k e n  Siebenecks im Kreise als Halfte der Seite des regularen Dreiecks 

u 

bezeichnet. Auch zu dieser Bemerkurig firidet sich in unserer Hand- 
schrift eine Notiz des R e g i o  m o n  t a n ,  welche fast gleichlautend auch 
bei J o r d a n u s  sich erhalten hat. L)a sie zugleich eine Niheruiigy- 
rechnung für die Seiten aller regularer Vielecke darzustellen behauptet, 
so lasse ich sie ebenfalls hier folgen, und gebe in  Anmerkurig die 
Stelle des J o r  danus ,  welche ihr entspricht.* 

4. (Rlatt 128'): Philosophi Indorum artem communeru et subtilem 
t r a d i d e r d ,  qua i,otuerim& invenire, quantum sit cuiuslibet figure 

. ' * ,,Hec est  qiiestio 1ndorum dicens de  inscriptione cuiusvis figurarilm q u a -  
lium latmerum cadentis i n  circulo, e t  plurimum quidem positionis Indorum non 
est nisi çredulitas sola absque demonstratione e t  in eo propinquitas, inter quam et 
veritatem non est quantitas sensibilis, e t  hr:c est operatio, quam nunc dieam. 
Duc medietatein diametri in se semper, demum quod aggregatur duc in 18 semper 
e t  semper serva aggregatum. neinde  prohice ex numero laterum figure, cuius 
quautitatem vis extrahere, u n i m  laterum eius semel semper, e t  accipe medietatem 
eius, qiiod remanet, e t  duc eam in numerum lateriim figure e t  adiunge ad  illiid, 
quod aggregntum est ,  t r ia  semper, et  quod egredietnr est quadratum lateris 
Quando ergo sic operatus fueriu, super quod exigitur demonstwtio, exillit ad 
hunc numerum. E t  scias, quod ipsi ponunt latus eptagoni cadentis in circulo per 
equalitatem medietatis lateris trianguli cadentis in eo, et non est in manibus 
eorum super illud demonstratio plus qnam inventio: intelligite erg0 etc. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Die Qiiadratwurxelfnrmel des IIernn bei den Arabern etc. 151 

poligonie equilatere circulo inscripte latus, et inter artem illorum et 
P to lom e i  non est differentia nisi in latere decagoni. E t  est irigeriium 
istorum istud. Multiplica quadratum dyametri circuli per 4 et dimi- 
diurn, productum serva. Deindc auffer unum a numero laterum talis 
figure, e t  reliquum multiplica per medietatem numeri laterum quesitc 
figure et ndde 3, et pcr ipsum, quod provenit, divide servatum, et 
exeuntis radix erit latus talis figure poligonie eqi~ilatere. U t  posita 
dyametro 60 partium more Sarrazenorum erit quadratum eius 3600, 
quod multiplicatum per 4 cnm dimidio est 16200; serva. Deinde si 
volo reperire latus trigoni, auffero 1 a lateribus, manent duo; que 

3 
multiplico per Fr erunt 3; quibus addo 3, sunt 6;  pcr que divido ser- 

vatum, et provenit 2700, quorum radix quadrata est latus trigoni 
~ovi ta  dyametro 60 pedum. Item volo reperire latus eptagoni. A 7 

7 
demo 1, remanent 6; que multiplico per provenient 21; quibus 

addo 3, sunt 24; per que divido servatum, provenient 675, quorum 
latus est latus eptagoni, et  sic de aliis. 

Die sich hieraus ergebende Formel der Inder zur Auffindung einer 
beliebigen regularen Polygonseite ist also die folgende: 

Für  n = 3; 4; 6 ergeben sich daraus die genau richtigen Formeln: 

Für  s, aber erhilt  man :1/4 das heisst genau die Hiilfte der 

Dreieckseite, und damit ist die Entstehung dieses Niiherungswertes 
2700 ~ o h l  klargelegt. E s  ist ja auch 675 Wahrend sich zunachst 

1 die Frage nufdrkgt ,  woher haben die Inder den Faktor 4, her- 
- 

genommen, kommt die vie1 wiclitigere hinzu, auf welchelu Wege R e -  
g i o m o n t a n  zur Kenntnis der obigen Formel gelangt sein wird. Dass 
er J o r d a n u s  de trialzgdis gekannt hat, ist iuoglich, jedoch ist *die 
Darstellung bei diesen abweichend: es bleibt wohl die einfachste Ant- 
wort, er habe sie in Italien aus arabischer Überlieferurig kennen ge- 
lernt, vielleicht gleichzeitig mit der Formel H e r o n - A l k a s â d î  für die 
Quadratwurzelausziehung. e gi  O m o n t  a n  kannte aber auch die falschen 
Irihaltsformeln fiir die regularen Polygone, welche eigentlich die 
Polygonalzahlen gelen, die aber irri ganzen Nittelalter von den Gro- 
matikern an stets fiir die oder neben den wirklichen Werten gebraucht 
wurden. E r  ist sich aber ihrer Unrichtigkeit bewusst und beweist 
dieselbe in einem konkretcn Falle. Die betreffende Notiz lautet: 
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5. @latt 131'): Pentagoni equilateri aream reperire. Duc unum 
latus in se et productiim in ternarium, et a summa unum latus auffe- 
ratur; residui medietas est area quesita. 

Exagoni autem lateris unius quadratiim ducatur quater et a summa 
latus unum bis aufferatur, et residui rnedietas est ipsa area. Eptagoni 
vero quadratum lateris unius ducatur quinquies, et a siimma ipsum 
latus unum ter dematur, et remanentis medietas est, quod queritur; 
et sic in aliis secundum naturalem ordinem numerorum. 

Adverte, quod hec rationes debiles sunt in geometria. Vtiritatem 
enim certitudinis eius habent tantum in arismetricis, ut dicit B oe t ius 
de trigono hisopleuro, yuod unum latus per se multiplicatur, et pro 
ducto quantitas unius lateris adiungatur, et summe medietas erit arca 
talis trigoni, quod tantum certitudinem habet in arismetricis do numero 
triangulari, nisi velles etiam capere pedes non quadratos superficiales, 
sed partes pedum pro int~gris .  Patet, qiiod non sic, de exagono. 
Ponamus enim exagonum equilaterum circulo inscriptum. Hic resolu- 
bilis est ' in sex trigonos eqiiilateros ductis lineis a centro circiili 
ad omnes angulos exagoni. Inveniemus igitur quantitatem unius trigoni 
talis. Pono, quod latus unum sit 4 pedum, tunc medietas unius erit 
duorum. Erit  igitur kathetus talis trigoni radix de 12, que ducta 
per 2 erit radix de 48, et tanta est area unius sex trianguloriini. Et 
erit area exagoni talis 41  fere. Secundum autem moduru Boet i i  ex- 
agonus talis esset 28 pedum tantuin. 

Man sieht, Reg iomon  t a n  führt hier genau die niimlichen Gründe 
fiir die Unrichtigkeit an, wie sie in dem bekannten Briefe Gerberts  
an Ade lb  o ld  entlialten sird * 

Zum Schlusse noch die Bemerkung, dass die Behauptung Dr.Nag1 s,** 
dass erst mit dern Anfange des XVI. Jahrhunderts die Forru X für 
vier durch die jetzt gebrauchliche 4 verdriingt sei, nur für Deutsch- 
land, und auch für dieses nur teilweise, richtig k t .  Regioniontan  
schreibt z. B. nie anders als 4 ,  und habe ich in in Süddeutschland ge- 
schriebenen und auf italieuische Beziehungen hinweisenden Hand- 
schriften sehr hiiufig die letztere Form und fast nie die erstere gefunden. 
Das bleibt freilich richtig: Der Qebrauch der E'orm X hort mit dem 
XVI. Jahrhundert absolut auf. Handschriften mit dieser Form müssen 
ais; spiitestens im XV. Jahrhundert entstanden sein. Der umgekehrte 
Schluss aber ist unrichtig. 

Vergleiche die Ausgabe in den Oeuvres de G e r b e r t  ed. O l l e r i s  p. 477-478. 
** Dr. A. N a g 1, 8 b e ~  eim Alyorismusschrift des X I I .  Jahr i~u~~de l I s  (Zeit- 

schrift fiir Mathematik, 34., Hiat.-litt. Aht.) S. 134 - 136. 

Thorn ,  1. Juli 1897. 
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Xiignetisinns and Bypnotismus. (Elektrotechnische Bibliothek. Band 35. 
Zweite Auflage.) Bine Darstellung dieses Gebietes mit besonderer 
Berücksichtigung der Beziehungon zwischen dem mineralischen Magne- 
tismus, dern sogenannten tierischen Magnetismus und dem Hypnotismus. 
Von G. W. GESSXANN. Mit 53  Abbildungen und 1 9  Tafeln. Zweite 
revidierte und ergamte Auflage. Wien, Pest ,  Leipzig 1895. A. Hart- 
lebens Verlag. 205 Seiten. Preis Mk. 3. 

Dem in drei Hauptstücke eingeteilten Buche geht eine orientierende 
Einleitung voraus, in welcher die Wandlung des Hypnotismus hervorgehoben 
mird, welche dieser soit dem Auftretcn H a n s  e n s  durchgemacht hat. I n  
dern ersten Hauptstück wird der Einfluss des mineralischen Magnetismus 
auf d m  menschlichen K6rper besprochen, was den Anlass zu cinem ge- 
schichtlichen Cberblick giebt. In  dem zweiten IIauptstück wird zuniichst 
die Frage: ,,Wer ist hypnotisierbar?" gelost, und sodann orliintert, wes- 
halb die sogenannten Hypnoskope, d. h. diejenigen Instrumente, welche die 
leicht zu hypnotisierenden Individuen errnitteln lassen, nicht in  allen Fiillen 
mit Sicherheit zu gebrauchen sind. Nach Mitteilmg der verschiedenen 
Methoden, um Hypnotismus zu erzeugen, wird eine Einteilung der Hypnose 
hinsichtlich der verschiedenartigen Erscheinuugen aufgestellt. Das dritte 
Hauptstück kommt bei der Beobachtung der Bewegungserscheinungen zu 
dem Schluss, dass irn wesentlicheri drei verschiedene Zust'inde zu unter- 
scheiden sind. Sodann werden die Beobachtungen erwiihnt, die durch den 
hypnotischen Zustand an den fürif Sinnen wahrgenommen worden sind. 
Den Schluss bilden die ausserst ratselhaften Phanomene des Sorpnambulis- 
mus. - Das Buch ha t  das reiche Material der Beobaçhtungen auf diesem 
aunderbaren Gebiete des Hypnotismus systematisch geordnet, wobei nament- - 
lich die Wahrnshmungen solcher Personen eingehend angeführt sind, welche 
dem arztlichen Berufe angehoren. Auf diese Weise ist der Schein des 
Schwindelhaften ferngehalten. Das Buch mag jedem, der sich für  den 
Hypnotismus interessiert, bestens empfohlen sein, zumal durch die Angabe 
der Litteratur das Quellenstudium erleichtert wird. B. NEBEL. 

h'icola Teslas Uutersnchnngen über MehrphasenstriJme und über Weclisel- 
strtime hoher Spannnng nnd Freqnenz. Mit besonderer Berück- 
sichtigung seiner Arbeiten auf den Gebieten der Mehrphasenstrom- 
motoren und der Hochspannungsbeleuchtung, zusammengestellt von 
THOMAS COMMEKP'OBU MARTIN. Autorisierte deutsühe Ausgabe von 
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H. MASER. Mit 313 Abbildungen. Halle 1895. Verlag von Wilhelm 
Knapp. 508 Sciten. 

Seitdem die ganz eigenartigen Licht-  und sonstigen Erscheinungen 
Teslas, welche ihre Entstehung Wechselstromen von hoher Spannung und 
hoher Frequenz verdanken, i n  Deutschland bekannt und nachgemacht worden 
sind, is t  auch von deutscher Seite aus den Arbeiten dieses genialen Nannes 
ein reges Interesse entgegengebracht worden. Seine Ideen bilden das Funda- 
ment, auf welchem eine wesentliche Vereinfachung der praktischen Elektro- 
technik in Zukunft aufgebaut werden wird. Der Wechselstrom, welcher 
ursprünglich der  Bogenlichtbeleuchtung den Eingang verschafft hat ,  spiter 
aber ganzlich vernachlassigt worden i s t ,  is t  nun wieder zur Herrschaft ge- 
laugt. - Jeder  Elektrotechniker hat  daher ein grosses Interesse, die ge- 
samte Thatigkeit T e SI a s ,  wie sio in  dem vorlicgendcn Buche goschildcrt ist, 
eingehend studieren zu konnen; denn diese Arbeiten bilden die Basis für 
die künftige Entwickelung der Elektrotechnik. Durch die oigcntümliche 
Wahrnehmung, dass die Strome hoher Frequenz dem menschlichen KErper 
kcincswegs schiidlich sind, wiihrend diejenigen niederer Frequenz direkt das 
Leben gefihrden, wird auch das Interesse des Physikers, des Mediziners 
und insbesondere des Physiologen geweckt. Das Buch zcrfàllt in drci Ab- 
schnitte. Der erste behandelt i n  24 Kapiteln die Mehrphasenstrome und 
ihre Verwendung in der Elcktrotechnik, wobci die Eigentümlichkeitcn der 
einzelnen Motoren je  nach ihrer Koustruktion erlzutert werden. In dem 
zweiten Abschnitt werdcn die drci Vortrage mitgeteilt, welche T e s l a  über 
die von ihm entdeckten Erscheinungen bei Strornen von hoher Frequenz 
und hoher Spannung gehalten hat. Der  dritte Abschnitt umfasst ver- 
schiedene sonstige Erfindungen und Schriften Teslas. Als Anhang ist der 
vierte Abschnitt zu betrachten, welcher Teslas erste Phasenmotoren und 
seinen mechanischen und elektrischen Oscillator zum Gegenstand hat. Das 
Buch sei namentlich deujenigen bestens empfohlen, welche auf diesem Ge- 
biet forschend weiter zu arbeiten beabsichtigen. Dem Inhalt und Druck des 
Buches entsprechend mGge der Verleger bei einer Neuauflage der Her- 
stelluug sorgfiltigerer Figuren seine Aufmerksamkeit zuwenden; denn das 
jetzige Machwerk ist dieses Buches keineswega wurdig. B. KEBEL. 

A heatise on the measnreineiit of elcctrical resistance by WILLIAM A K T ~ U R  
PKICE. Oxford 1894. At  the Clarendon press. 1 9 9  Seiton. Preis 141. 

Wie die Gewichtsbestimmung i n  der Chemie, die Winkelbestimmung 
in der Gcodasie eino Hauptrollo spiclt, so ist  bei den elektrischen Messungcn 
die Wideratandsbestimmung die wichtigste. Langeres Arbeiten auf diesem 
Gebiete veranlasste don Verfasscr, eine systematische Zusammenstellung 
der gebriiuchlichen WiderstandsmeBmethoden herauszugeben, wobei jedesmal 
angegeben wird, unter welchen Umstanden der eine oder der andere Apparat 
vorzuziehen ist. Dabei ist  auch darauf hingewiesen, wie sehr sich die 
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elektrische Widerstandsbestimmung der reinsten Metalle zu thermometrischen 
Zwecken eignet, d a  die Angaben bis zu dem absoluten Xullpunkt der 
Temperatur reichen. Bei einem solchen Spezialwerk wiire es doch wünschens- 
wert gewesen, wenn der Verfasser die Litteratur vollst&ndiger benützt hiitte, 
insbesondere vermissen wir die Durchsicht der deutschen Litteratur, in 
wclcher sich die Arbeiten von F r o l i c  h ,  H e i n r i c h  W e b e r ,  der Physikalisch- 
technivchen Reichsanstalt u. S. W. befinden. Die wenigen deutschen Porscher- 
namon verdankt der Verfasser zum Tcil dem Umstand, dass die betreffenden 
Herren entweder in EnglandVortriige hielten, z.D. L i n d e c k  über Manganin, 
oder in  englischen Zeitschriften publiziertcn. Der  internationale Charakter 
der VCrissenschaft wird auf die oben angegebene Weise nicht gewahrt. I n  
Deutschland wird sehr darauf geschen, dass neben der einheimischen Litteratur 
auch die fremde gebührend berücksichtigt wird. B. NEREL. 

Magiietische Beobaclitungen an der dentschen Bncht der Nordsee, an- 
gestellt im Jahre 1 8 9 4  von A. S c ~ ü c e ,  Hamburg, und Elemeiite 
des Erdmagnetismns an festen Stationen Europas in den Jahren 
1 8 8 5 ,  1 8 9 0  und 1 8 9 3  von A. SCHÜCK. Hamburg 1895.  Selbst- 
verlag des Verfassers. 22 Seiten. 

Die Beobachtungen an der deutschen Bucht der Nardsee ha t  Verfasser mit 
Unterstützung zahlreicher Hamburger Firmen ausgeführt. Den zweiten Teil 
bildet eine Zusammenstellung der sogenannten Elemente des Erdmagnetis- 
mus nach neueren Beobachtungen a n  festen Stationen Europas. Der Zweck 
dieser Beobachtungen ha t  wesentlich nautischen Charakter. 

Die Lehre voii der Elektrizitat und deren praktisclie Verwendnng. 
Von Tn. SCIIWAI~TZE. Mit 153 in don Text gedruckten Abbildungcn. 
Leipzig 1895 .  Verlag von J. J. Weber. 548 Seiten. Preis Mk. 10. 

Durch die bahnbrechenden experjmentellen Arbeiten von H e r t z  ha t  
die elektro - magnetische Lichttheorie sich allenthalben Bahn gebroehen, 
weshalb ein jeder das Gefühl ha t ,  dass künftighin die Darstellungsweise in 
der Physik eine wesentliche Anderung gegenüber der bisherigen erfahren 
müsse. Der Verfasser ha t  in  dem vorliegenden Werk einen Versuch ge- 
macht, die bisherigen Anschauungen in eine neue umzugestalten. Dieses 
Übergangswerk geht zunachst von den dem absoluten MaBsystem zu Grunde 
liegenden Grossen, der Masse, der Lange und der Zeit aus und zeigt, in 
welcher Form die physikalischen Grossen auftreten, wenn man nur  eine 
Grosse, die Kraft,  als Ausgangspunkt der daraus abzuleitenden physikalischen 
MaBe aufstellt. Um über das Neue und Ungewohnte dieser Behandlungs- 
weise leichter hinwegzukommen, behandelt der Verfasser zuniichst die 
allgemeinen physikalischen Crundprinxipien und geht erst dann xu den 
elektrischen und magnetischen Vorgangen über. Die dritte Abteilung 
,,Elektrotechnisches LL umfaBt die elektrischen MeBrnethoden nebst den dazu 
gehorigen Instrumenten. - J e  mehr Mitarbeiter bei dieser Umwiilzung 
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gewonnen werden, urn so kürzer wird das immer unangenehme Ühergangs- 
stadium werden. Es  ist  daher der Verbreitung dieses Buches Vorschub zii 
leisten. - Namen sind nicht zu verdeutsühen, auçh kann man es nicht 
,,offiziellL' nennen, wenn jemand seine Liebhaberei, Arnper s tat t  AmpAre 
zu setzen, entgegen einer internationalen Verstàndigung bei seinen Unter- 
gebenen einführt. Was  würde denn der Verfasser sagen, wenn i n  englischen 
Werken ,,Om" statt  ,,Ohm", in  franz5sisehen ,,Wat l L  stat t  ,,Watt " stunde, 
d. h. wenn jeder sein Steckenpferd reiten wollte? Übrigens kame man mit 
der weiteren Verdeutschung auch auf recht zweideutige Ausdrücke, z. B. das 
verdeutschte, abgekürzte Coulomb. I m  Interesse der Allgemeinheit hat sich 
jeder der international angenommenen Bezeichnungen zu bedienen und auf 
seine Lokalwünsche Verzicht zu leisten. B. NEBEL. 

Rlektrizitlit nnd Licht. Einführung i n  die messende Elektrizititslehre und 
Photometrie. Von O. LERMA~N. Slit 220 Kol~st ichen und 3 TaSelu. 
Braunschweig 1895. Verlag von Friedrich Vieweg & Sohn. 
390 Seilen. Preis 7 M. 

Der physikalische Unterricht wird erst fruchtbringend, wenn auch die 
quantitative Behandlung des Stoffes zu ihrem Recht kommt. Dies ist der 
Grund, weshalb von vielen die Experimentalphysik i n  wesentlich anderer 
Art,  als dies früher der Fa11 war,  vorgetragen wird. I n  der Mechanik 
war auch früher die quantitative Seite hervorgetreten, sobald aber die Lehre 
vom Magnetismus und der Elektrizitit an die Reihe kam, t r a t  sie nur noch 
rudirneutar auf. Mit Einführurig des absoluten MaBsystems war der erste 
Schritt zur Besserung angebahnt. Der  Zweck dieses Buehes ist, den Schüler 
schon tiühzeitig mit den elektrischen und mag~ietisehen Blessungen vertraut 
zu machen, wobei alles Überflüssige hinweggelassen worden ist, und nur 
die praktische Nutzanmendung ausschlaggebend war. Das Buch verdankt 
seine Entstehung der Herausgabe der sechsten Auflage von F r i c k s  physi- 
kalischer Technik durch den Verfasser, i n  welcher es auch teilweise zum 
Abdnick kam. Da13 sich der Terfasser streng a n  die in der Praxis als 
bewkihrt gcfundenen Apparate hiilt, giebt sich speziell in  der Photometrie 
deutlich zu erkennen zum Unterschied gegenüber einigen neueren Lehr- 
büchcrn der Physik, i n  welchen die Verfasser sich von ihren Jugend- 
erinneningen nicht trennen konnen und dabei die heutige Photometrie, m e  
sie in der Praxis gehandhabt wird, ganz übergehen. Das Buch wird sich 
infolgedessen rasch einbürgern und kann nur  bestens empfohlen werden. 
- Bei einer Neuauflage mgchte die Verlagsbuchhandlung dureh eine andere 
Wahl  des Papieres das l)urchschlagen des Drucks von der Hückseite ver- 
meiden. B. NEBEL. 

Dr. J. Fricks Yhysikalische Technik speziell Anleitung zur Ausführung 
physikalischer Dcmonstrationen und zur Herstellung von physikali- 
schen Demonstrationsapparaten mit moglichst einfachen Mitteln. 
Sechste, umgearbeitete und vermehrte Auflage. Von OTTO LEHUNN. 
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In  zyei Banden. Zweiter Band. Mit 1016 eingedruckten Holz- 
stichen und 3 Tafeln. Braunschweig 1895. Verlag von Friedrich 
Vieweg & Sohn. 1054 Seiten. Preis 20  M. 

Mit diesem zweiten Band ist ein Werk m m  Abschluss gekommen, 
welches für Lehrer und Schüler an Hoch- und Mittelschulen von unge- 
heurem Werte ist. Die Physik ist kein Unterhaltungsmittel mehr, sondern 
eine Wissenschaft, deren jüngstes E n d ,  die Elektrotechnik, den Nutzen in 
Mark und Pfennig auszurechnen gestattet. Will man die Physik richtig 
erfassen, so genügt es nicht, sich Experimcnte vormachen zu lasçen, sondern 
selbsi Hand anzulegen; erst dann lernt man, mit welchen Schwierigkeiten 
das Gelingen eines Experimentes verbunden ist, und von welchen Xleinig- 
keiten sein Zustandekommen abhingt. Die praktische Shiitigkeit lehrt alle 
Einzelheiten, sclbst die unscheinbarsten, zu bcrücksichtigen, scharft somit 
die Geistesarbeit in angeregter Weise, da Einseitigkeit vollkommen aus- 
geschlossen ist. Diese Ncubearbcitxng von F r i c k s  Physikalischer Technik 
batte von niemand besser durchgeführt werden konnen, als von dem in 
alleu praktischen Arbeiten durchaus erfahrenen Verfasser. Es  ist eine wahre 
Freude, nach diesem Buche xu arbeiten, weil es in seiner beratenden 
Weise alle Umstiinde sorgfaltig berücksichtigt, damit der Experimentator 
Herr der Situation und unabhaugig von dem Zufall wird. Alles, was sich 
nicht bewahrt hat und was heute nicht mehr im Gebrauch ist, ist als über- 
fiüssiger Ballast ausgeschieden. - Der reiche Inhalt dieses zweiten Bandes 
umfasst die Elektrizitat, den Magnetismus, die Optik und die Akustik. Das 
Buch empfiehlt sich von selbst und wird dies durçh seine weite Verbreitung 
beweisen. Die Verlagsbuchhandiung m6ge bei einer Neuauflage berück- 
sichtigen, dass das Durchschlagen des Druckes von der Rückseite vermieden 
wird, und dass ein Teil der Figuren auf ihre R,einheit geprüft wird. 

B. NEBEL. 

Willielm Olbers, sein Leben und seine Werke. Im Auftrage der Nach- 
kommen herausgegeben von C. SCHILLING. Erster Band: Gesammelte 
Werke. Mit dem Bildnis Wilhelm Olbers'. Berlin 1894.  Verlag 
von Julius Springer. 704 Seiten. Preis 16 M. 

Es ist ein schoner Zug unserer auch in der Wissenschaft hastig dahin- 
eilenden Zeit, dass sie sich ihrer grossen Bahnbrecher mit Stolz erinnert 
und bestrebt ist, durch Herausgabe ihrer, zum Teil sehr zerstreuten Werke 
den heutigeil Forschern das Quellenstudium zu erleichtern. Nach dem Er- 
scheinen der Werke von F a r a d a y ,  Gauss ,  V i l h e l m  Weber ,  Ohm ist 
es mit Freuden zu begrüssen, dass die Nachkommen Olbe r s  auch dessen 
Werke gesammelt der Nachwelt überliefern. O 1 bers '  Verdienst auf dem 
Gebiete der Astronomie war namentlich für Besse l  von bahnbrechender 
Natur. Gleichzeitig wird jeder Leser den Eindruck erhalten, dass Olbe r s  
eine Ranz bedeutende Arbeitskraft besass, um sich neben seinem Erztlichen 
13eruf so erfolgreich dem gestirnten Himmel widmen zu konnen. - Der 
vorliegende erste Band des auf drei Bande berechneten Werkes enthalt 
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O l b e r s '  Thiitigkeit als Astronom. Der zweite Band soll den Briefwechsel 
zwischen G a u s  s und O l b  e r s  bringen , soweit er zur Entwickelung der 
Wissenschaft beitragt, wiihrend der dritte Band durch die Veroffentlichung 
zahlreicher Briefe zwischen O 1 b e r s  und seinen Zeitgenossen ein getreues 
Bild v o s  O l b e r s  und seinem wissenschaftlichen, sowie privaten Leben geben 
soll. Sowohl Astronomen als auch Freunde der Astronomie werden sicherlich 
mit grossem Interesse der Herausgabe dieses Werkes folgen, da es in tieler 
Hinsicht von grossem Nutzcn ist. B. NEBEL. 

Astronomische Chronologie. Ein Hilfsbuch für Historiker, ArchLiologen 
und Astronomen. Von WALTEI~ F. WISLICENUS. Leipzig 1 8 9 5 .  Verlag 
von B. G. Tcubner. 1 6 3  Seiten. 

I n  erster Linie ist  das vorliegende Buch für Historiker und Archiiologen 
bestinimt, sodann soll es aber auch dem Astronomen als ein weiteres Hilfs- 
mittel dienen. Um nun dem Kichtastronomen den Gebrauüh desselben zu 
erleichtern, werden in dem ersten Teil die astronomischen Grundbepriffe 
erliiutert, die zum Verstandnis der in dem zweiten Teil enthaltenen Be- 
rechnungsmethoden erforderlich sind. Diese letzteren sind in übersichtlicher 
Weise zusammengestellt und deren Handhabung a n  praktischen Beispielen 
durchgeführt, wodurch die Benützung ungemein erleichtert wird. Alls, 
welche auf dicscm Grenzgebiet dcr Astronomio, Geschichtsforschung und 
Altertumskunde arbeiten, werden dieses Hilfsbuch mit Freuden begrüssen, 
da CS die oft zeitraubende Thiitigkeit wesentlich abzukürzen vermag. Die 
Lussere Ausstattung des Buches lasst nichts zu würisclien übrig. 

B. NEBEL. 

Mathematische Vorschnle der Atronomie i n  Bezug auf die scheinbare 
Bewegung des Fixsternhimmels. Eine padagogische Skizze. Mit 
1 8  Figuren auf 3 Tafeln. TTon ADALBERT BREUER. Wien 1895. 
Im Selbstverlage des Verfassers. 24 Seiten. Préis 6 0  Kr. = 1 M. 

Porliegendes Büchelchen enthilt  eine Studie des Verfassers,' wie er 
glaubt,  dass die uiathematische Astronomie in  den Mittelschulen behandelt 
werden 6011. Zunachst sagt  er selbst, dass der Stoff dasjenige IJnterrichts- 
maB weit überschreite, welches daselbst innegehalten werden soll, indessen 
heabsichtige e r  zuniichst, den Lehrer mit seiner Idee der Behandlung vertraut 
zu machen. Die TTorteile der von dem Verfasser angegebenen Methode sollen 
darin beruhen, dass sie von der spharischen Trigonometrie vollst5ndig un- 
abhiingig ist und doch dieselben mathomatischon Formeln wie die letztere 
liefert. Ob diese Methode vorteilhaft is t ,  wird wohl vielfach bezweifelt 
werden, natürlich ist sie jedenfalls nicht. B. KEBEL. 

Astronomische Beobachtnngen und llesultate ails den Jahren 1893 
und 1894. Neue Beitrage zur Begründung einer modernen Seleno- 
grayhie und Solenologie, gesammelt auf sciner Privatstcrnwarte zu 
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Kaiserslautern von P n r ~ .  FAUTA. II. Mit einem Atlas, enthaltend 
25 topographische Spezialkarten des Mondes in  Lichtdruck. Leipzig 
1895. Verlag von Johann Ambrosius Barth (Arthur Meiner). 
66 Seiton 4 O. Preis 15 M. 

Die unter erschwerenden Umstiinden mit grossem Fleiss hergestellten 
Mondkarten sind in grosserem MaBstab durchgefiihrt, als dies zur Zeit der 
Fa11 ist. Verfasser war  bestrebt, alle Einzelheiten, die er beobachten konnte, 
aufzunehmen, u m  den Wer t  der Karten hinsichtlich der Reurt,eilung etwaiger 
Veiiinderungen auf dem Mond zu erhohen. Wenn auch zunachst ein scharfer 
G e p e r  die vermeintlichen Früchte einer emsigen Thiitigkeit als wertlos 
bezeichnet, so wirkt das nicht gerade erhebend, gleichwold w k d  der Erfolg 
nicht ausbleiben, sofern das Streben, das wirklich Beobachtete der Wahrheit 
gemBss festzuhalten, nicht orlahmt. Um das Untcrlaufon von Irrtümern 
auszuschliessen, würde sich die Anniiherung a n  vorurteilslose M'inner der 
Astronomie empfehlen. Die Polemik macht erbittert und stort die Gemüts- 
ruhe, welche bei scharfen Beobachtungen unerl%sslich ist. Schon die Ge- 
winnung cines anerkannt tüchtigen Verlegers muss doch ermunternd wirken. 

B. NEBEL. 

Die tiefeii Temperatureii, ihre künstliche Erzeugung, ihre Einwirkung auf 
Tiere, Pflanzen, Mikroorganismen, chemische Prozesse, physikalische 
Vorgiinge etc., sowie ihre Anwendung in der Industrie. Nach den 
neuesten Untersuchungen bearbeitet für Chemiker, Physiker, Medi- 
ziner, Baktcriologen, Lehrer dcr Natumissenschaften, sowie für 
siimtliche Interessenten der Kiilteindustrie. Von ADOLF WELTER. 
Crefeld 1895. Verlag von J. Greven. 84 Seiten. 

Die vorliegende, Professor P i c t e t  gewidmete Brochüre verdankt ihre 
E n t s t ~ h u n g  zwei Vortriigen des Verfassers. Ausgehend von den Methoden 
und den Instrumenten zur Messung tiefer Temperaturen werden die drei 
Arten der künstlichen Erzeugung tiefer Semperaturen ejngehend behandelt, 
niimlich durch Auflosen fester Korper, durch freiwillige Verdampfung von 
Flüssigkeiten und durch Expansion gasformiger Korper. IJngemein inter- 
essant sind die Versuche, welche grosstenteils von P i c t e t  und seinem 
Berliner Laboratorinm herrühren. Bei - 125' h6rt z. B. jede chemische 
Reaktion auf; auch in physikalischer Hinsicht ist der Einfluss tiefer Tem- 
peraturen sehr bemerkenswert, so zeigen die Metalle wider Erwarten eine 
\<el grossere Zahigkeit und Festigkeit. Den Schluss bilden dio Unter- 
suchungen bei Tieren und Pflanzen, die namentlich bei den kaltblütigen 
Tieren schon 5ussorlich sehr frappant sind, wBhrend bei den warmblütigen 
sogar Eeilversuche festgestellt wurden. - Wegen der knappen, inhaltsreichen 
Darstellung wird diese Brochüre für jeden Freund der naturwissenschaft- 
lichen Forschung, der die Litteratur nicht selbst verfolgen kann, ebenso 
wertvoll sein, wie für  den auf dicsem Gebiet arbeitendcn Gelehrten wegen 
der zahlreichen Litteraturhinweise. B. NEHEL. 
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M~aar .  Priiicipii della teoria matematica del movimeiito dei corpi. 
Corso di ni~ccanica razionale. Milano. Stoepli. 1896.  XI u. 503. 8O. 

Das vorliegende Lehrbuch der Mechanik is t  besonders ausgezeichnet 
durch eine originelle und sehr sorgfàltige Behandlung der Grundbegriffe der 
Mechanik, die Referent deshalb zunachst etwas ausführlicher darlegen mechte. 

Stat t  wie gewohnlich mit dem materiellen P u n k t  und den Kraften 
zwisehen materiellen Punkten zu beginnen, stellt M a g g i  an die Spitze 
Hypothesen über die matericllen Figuren. Materielle Figuren sind begrenzte, 
mit Materie erfüllte Teile des Raums, die hypothetisch mit denjenigen 
Eigcnschaften begabt sind, die wir den homogen mit Masse erfüllten Korpern 
zuschreiben. Um sie aufzuzihlen, wollen wir als m i t t l e r  e B e s c h l e u n i -  

g u n g  oiner matcriellcn Figur den Vector d z  definieren, wo z das Volum 

der Figur, dt ein Volumelement, e die Beschleunigung in einem Punkte 
dieses Elements ist ,  und das Integral sich über die ganze Figur erstreckt. 
E s  sollen dann folgende Gesetze gelten: 
1) Sind .FI und F3 zwei materielle F iOwen,  e l  und g 3  die mittleren Be- 

schleunigungen, wenn $le beiden Figuren mitoinander isoliert sind, so 
i s t  für jeae Zeit pl  - - q13 p 3 ,  wo qIS eine von der Zeit unabhkngige 
positive Xonstante soin soll, die nur von den beiden Figuren abhëngt. 

2) Hat  man drei rnaterielle Figuren, FI, F 2 ,  *13, liefern 3; und F3 isoliert 
die Konstante qI3,  R2 und F3 isoliert die Konstante qas, so liefcrn FI 
und F, isoliert die Konstante q13/q23. Diese Eigenschsft erlaubt jcder 
materiellen Figur eine bestimmte, mit der Zeit nicht veranderliche 
Masse beizulegen, und,  wenn m l ,  rn3 die Massen von 1.; und Y. sind, 
die Eigenschaft 1) zu schreiben ml = - m 3  p3. 

3) H a t  eine materielle Figur  3' mit andern F,, E; . . . der Reihe nach 
isoliert die mittleren Reçchleunigungen pl, pz,  . . . so ha t  sic die mittlere 
Beschleunigung 9 ,  + p, + . . ., wenri sie niit allen isoliert ist. 

4) Jeder Teil einer materiellen Figur ist  w i ~ d e r  eine matcriolle Figur. 
Bus diesen Annahmen folgt,  dass die Masse dem Volumcn einer 

materiellen Figur proportional ist ,  momit sich der Begriff der Dichte ergiebt. 
Die Begriffe der mittlercn Bcschleunigung und der masse sind leiçht aus- 
zudehnen auf Systeme von materiellen Figuren und dabei zeigt sich, dass 
die Eigenschaften 2) und 3) fur solche Systcme ebenfalls gelten, selbst wenn 
deren Glieder verschiedene Dichten haben. 

Nun wird die Annahme geniacht, dass die natürlichen K6rper sich 
verhalten entmeder wie ein System von materiellen Figuren, odcr nie die 
Grcnze, der sich ein solches Systeru nkihert, wenn die einzelnen Figuren 
nnendlich klein werden. Nach dem friiheren kann man dann von der 
mittleren Beschleunigung eines natürlichen Korpers sprechen, von seiner 
Masse, und von der Dichte i n  einem seiner Punkte. Das Parallelogramm- 
gesetz wird orginzt durch die Annahme, dass, wenn zwei miteinander 
isolierte natürliche K6rper sich in ihrem natürlichen Zustande befinden, 
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oder mit mehreren physikalischen Agentien beladen sind (Schwere, Elek- 
trizitat u. S. W.), die mittlere Beschlcunigung eines jcden Korpers sich bc- 
rechnet als die Summe der mittleren I3eschleunigungenl welche die natür- 
lichen Zustande oder dicse Agentien einzeln hervorbringen würdcn. 

1st nun i n  einem Punkte eines IGrpers g die Beschleunigung, k die 
Dichte, so heisst der Vektor Ti.@ in entgegengesetzter Richtung genommen, 
also - kp, die spezifische Triigheitskraft i m  betreffenden Punkte und 

[Qkdr die b e w e g a n d c  K r a f t  dos Korpers. P ü r  die boivcgcnden Kriifte 

von zwei isolierten Korpern ergiebt sich aus den Hypothesen und Theoremen 
das Gesetz, dass sie entgegengesetzt gleich sind; und bei einem Korper, 
der mit mehreren andern isoliert is t ,  folgt für die bewegende Kraft das 
Parallelogrmmgesetz. 

Sind zwei Korper, die sich im natürlichen oder einem hestimmten 
physikalischen Zustand befinden, isoliert, ist die bewegende Kraft des einen 
durch den Vektor r gegeben, und sind ml ln' die beiden Massen, so nahert 

sich, wie als Postulat angenommen wird, ' einer be~t~iinmten Grenze Q, 
1>bTn1 

wenn die beiden Korper sich auf ihre Schwerpunkte zusamrnenziehen. Lisst  
man diesen P u n k t ~ n  die beliebigen Massen y, p! entsprechen, so heisst 
die E l e  m e n t  a r k r a f t ,  welche dem gegebenen physikalischen Agens zu- 
kommt und an einem der gegebenen Punkte wirkt. Die bewegende Kraft 
eines Korpers, der mit einem oder mehreren andern isoliert ist ,  drückt sich 

dmn dureh ein Integral von der ~ o r m f i ~ d r  aua, das sich über den 

IGrper erstreckt. Der Vektor R, der die b e s c h l e u n i g e n d e  K r a f t  in 
einem Punkte heisst, erscheint selbst als die Summe von zwei Integralen 
von Elementarkriiften, von denen das eine sich auf den Korper selbst, das 
andere auf die übrigen Korper bezieht. Dio Bewegungsgleichungen für  
eirien einzelnen Punkt eines Iiorpers lassen sich dann aufstellen. 91s zweites 
Postulat fü r  die Elementarkraft wird angenommen, dass sie eine symmetrische 
Funktion der beiden Punkte i s t ,  zwischen denen sie wirkt,  und dass sie in 
die Richtung der Verbinduiigslinie fallt. Damit ergeben sich die sechs 
Bewegungsgleichungen, die aussagen, dass die Tragheitswiderstinde den 
iiisseren Kriiften das Gleichgewicht halten würden, wenn der Korper starr 
ware. Der Ausdruck m a t e r i e l l e r  P u n k t  kommt nur hier und da  als eine 
Ahkürzung Tor, die nirgend wesentlich ist. 

Wenn man um einen Punkt  eines Korpers herum ein unendlich kleines 
Stück herausschneidet, und dann die beschleunigende Kraft berechnet, die 
der tibrige K6rper auf jenen Punkt  ausübt, bei Annahme einer bestimmten 
Elementarkraft, so ist  die so berechnete Kraft die i r i n e r e  b e s c h l e u n i g e n d e  
G r e n x k r a f t ,  die jener Flementarkraft entspricht. Diese so definierte Kraft 
iiefert bei jeder starren Bewegung des Korpers die Arbeit N d .  Die im 
lnnern eines Korpers herrschenden Drucke werden dann, genau wie in  
K i r c h h o f f s  Mechanik, eingeführt durch die Bedingung, dass, fur jeden 

Hiat.-litt. Abt. d. Zoitsçhr. f. Math u Phys. ,12. Jahrg. 1897. B .  Heft. 12 
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Teil des Korpers, die auf seine Oberfliiche wirkenden Dmcke, die inneren 
Grenzkriifte und die Tragheitskriifte sich das Gleichgewicht halten sollen, 
wenn der betrachtete Teil als starr angesehen wird. 

Hiermit haben wir gezeigt, wie M a g  g i die Schwierigkeiten behandelt, 
die i n  den Grundbegriffen der Mechanik liegen. Die Strenge und Klarheit, 
die damit erreicht ist ,  ha t  freilich den padagogischen Nachteil, dass man 
eine Reihe von trockenen B u s f ü h m g e n  durchmachen muss, bevor man im 
stande ist,  cinfache Aufgaben der Natur zu behandeln. Drts Maggischc 
Buch dürfte sich hiernach mehr fü r  solche Studierende eignen, die einen 
weniger strengen Kursus der RIechanik schon absolviert haben. 

Die Ausführungen der Theorie in  Kinematik und Dynamik sind nicht 
wesentlich von denen anderer Lehrbücher, besonders von denen in K i r c h -  
h o f f ~  Mechanik, verschieden. Nach einer kurzen rnathernatischen Einleituug 
wird auf etwa 100 Seiten die Kinematik mit den Unterabteilungen: Ver- 
rückungen (ohne Be~iehung  auf die Zeit), Bewegung (mit Rücksicht auf die 
Zeit), Geschwindigkeit, Beschleunigung behandelt. Die übrigen 340 Seiten 
sirid der Dynamik gewidmet, deren erster Teil die Kapitel Masse und Kraft, 
allgemeine Eigenschaften der Bewegung, Gchwere enthiilt, wahrend der 
zweite die freien festen Korper, die Druckkrifte, die gefesselten festen 
Rorper und die veranderlichen Korper betrachtet. Wie man sieht, bezieht 
sich der Hauptteil des Buches auf die festen Korpcr; doch sind die Grund- 
gleichungen der Hydrodynainik und Elastizitiitstheorie aufgestellt und auf 
eine Reihe von Aufgaben angcwcndct. 

Die sehr sorgfkltige und prazise Darstellung ist naturgemass ziemlich 
ausführlich, und dementsprechend ist die Zahl der behandelten speziellen 
Aufgaben nicht so gross wie in anderen Lehrbüchern. Hemorzuheben 
ist noeh die Aufmerksamkeit auf die Dimensioncn der eingcführten Be- 
griff'e und dann vor ailem eine Strenge der mathematischen Behandlung, 
wie ich sie bis jetzt in keinem Lehrbuche gefunden habe. Die bus-  
stattung des Buches nach Uruck und Papier is t  sehr gut. 

J, LüROTK. 

Natiirphilasophie d s  exakte 'Nissenschaft. Mit besonderer Berücksich- 
tigung der mathernatischen Physik. Von O. SC~MITZ-DUMONT. Mit 
vier Figurentafeln. Verlag von Duncker & Hurnblot. Leipzig 1895. 
Preis Mk. 12 .  

Wio schon aus dcm Tite1 hervorgeht, behandelt dicses Werk nur zum 
Teil mathematische Gebiete. Seine Entstehung verdankt es allerdings 
geometrischen Betrachtiingen , niimlich einer erkenntnistheoretischen Prüfung 
der Axiome. Was  dasselbe von allen anderen Werken über diesen Gegen- 
stand unterscheiden soll, ist  die Behauptung, dass der Verfasser ohne jede 
Hypothesenbildung nicht nur  in der Mathematik, sondcrn auch auf allen 
anderen Gebieten auskommen will, sodass z. B. der gewohnlichen Mechanik 
eine logische Mechanik gegenübergestellt wird. 
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Der erste erkenntnistheoretische Abschnitt is t  Topik der Begriffe be- 
nannt. ,,Daruntcr wird eine solche eindeutige Bestimmung aller im weiteren 
vorkominenden Hegriffe verstauden, dass hinsichtlich der Bedeutung &es 
jeden einzelnen derselben ebensowenig eine Frage übrig bleibt, wie hin- 
sichtlich aller Verhiiltnisse zwischen ihueri. Es  wird hiermit für das all- 
gemeine Begriffsgebiet die dufgabe gestellt, welche beispielsweise für riium- 
liclie Gestaltungen durch die Grurldtiestinimungen der Geometrie als geliist 
betrachtet werden kann. Sowie durch diese aus wenigen Bausteinen ein 
geschlossenes System aufgeführt wird, i n  welchem ein jedes riiuuiliche Ge- 
bilde jedem anderen gegeniiber bestimmt dasteht, so soll die Topik das 
Gleiche für das allgemeine Wissensgebiet l e i ~ t e n . ~ ~  Als Ausgangspuukt soll 
ein miiglichst iinbezweifelbarer Satz an die Spitze des Systems gestellt 
werden. Derselbe lautet: ,,Aussagen werden gemachtL', oder , ,Es  wird ge- 
sprochen". Hieraus wird geschlossen, dass allgemein eine formale Gliederung 
nach Subjekt und Objekt stattfinden muss. Diese Gliederung wird in  den 
nachsten Abschnitten, in  welchen einige Grundbegriffe der Erkenntnistheorie 
erkliirt werden, durchzuführen rersucht,  so wird die Empfindung beispiels- 
weise subjektiv als Gefühl, objektiv als Sinneseindruck hezeichnet. Das 
Denken is t  die Thatigkeit, welche die Anordnung zwischen Subjekt und 
Objekt herstellt und die dem Empfinden eine Form giebt. 

Auf dem logischen Gebiet is t  das bestimmende Prinzip der Gegensatz. 
Das Setzen eines Begriffes erfordert gleichzeitig das Unterscheiden von 
allen übrigen. E s  werden nun zwci Artcn von Gegensatz unterschieden, 
der ausschliessende und der totale. Der  ausschliessende t r i t t  dann ein, 
m n n  ein Begriff nur in zwci Unterbcgriffe zerfillt: ,,Wenn die beiden 
Glieder des ausschliessenden Gegensatzes die weitere spezifische Be- 
stimmung erhalten, dass sic durch Verbindung ihren beiderseitigen Inhalt 
aufheben, so wird ihr  Verhaltnis zu einander der aufhebende, volle, totale 
Gegensatz genannt." Dicscr Begriff wird auch auf solche Fallc übertragen, 
in welcher der Gegensatz nicht ein rein logischer is t ,  sondern das gegen- 
seitige Aufieben nur  durch die Erfahrung gegeben wird. Nach aus- 
schliessenden und totalen Gegensiitzen soll die ganze Cfliederuug der Logik 
erfolgen. Das Mittel zur Erweiterung des Materials der Begriffe is t  die 
logische Synthese, d. h. die Vertiindung rnehrerer Begriffe zu einem neuen 
und zwar werden hier zwei Formen unterschieden, die forruale und die 
materiale Synthese. Die formale Synthese besteht in  einer einfachen An- 
einand~rfiigung der einzelnen Begriffe, wobei diese aber ihre Selbstandigkeit 
behalten. Ein Beispiel hierfür bietet die Beschreibung eines Korpers durch 
dufzahlung seiner Eigenschaften. Die materiale Synthese i s t  die Ver- 
bindung zmeier Begriffe zu einem vollstiindig neuen; auf welche Art  eine 
solche Verbindung zu stande kommt, und was fiir verschiedene Formen 
hierbei rnoglich sind, wird fiir ganz gleichgültig erkliirt, weshalb auch eine 
Untersuchimg über die rerschiedenen Urteilsformen für  überflüssig gehalten 
wird. Der Wer t  dieser Aufstcllungen wird bei Resprechung des mathe- 
matischen Teiles zur Erscheinung kommen. 

t 2  * 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Die materiale Synthese wird durch die Formel A = ( n 4 ) ,  die formale 
durch A =  (a + 21) bczeichnct, wobei die Klammern zum Zeicheii der Syn- 
these dienen. Uiese Zeichen sind deshalb gewahlt, weil der formalen Syn- 
these i n  der Mathematik dic Addition, der materialen die Multiplikation 
entsprechen soll. Aus diesen Pormeln sollen die elernentaren Begriffe des 
Denkens abgeleitet werden und zwar is t  das erste Paar,  welches hiemus 
erhalten wird ,,Versctiiedenheit - D i e ~ e l b i g k e i t . ~ ~  Der Synthosc wird die 
Analyse oder Beziehungssdzung gegenühergestellt, und diese entweder durch 
die Form: A 

a = A - b  oder a -  - 

b 

bezeiohnet. Die abgeleiteten Kategorien, von denen je  zwei unter einem 
Oberbegriff stehen, sind folgende: 

Oberbegrifie: I Cnterbegriff e : 
l 

1, Reiner Denkakt, I Setzung - Beziehung, 
2. Vergleichung , ( Gleiches - Ungleiehes , 
3. Bahl ,  l Einzelnes - Vieles, 
4. hIaB, 1 Tcil - Ganzes, 
5. Gegenstand. 1 Inhal t  - Porru. 

Auf diesen logischen Pnnzipien soll nunmehr die gesamte Mathematik 
gegründet werden. Zunachst wird die mathematische Analysis behandelt. 
Ihren Ausgangspunkt bildet der Grossenbegriff. Die Grosse wird d e h i e r t  als 
ein Ganzes von vielen gleichen Teilen. E s  stecken in dieseni Begriff die 
Kategorien: ,,Dieselbigkeit, Seilheit, G a n ~ h e i t ,  V i ~ l h c i t . ' ~  ,,Wird bei der 
Grosse von der qualitativen Restimmung ( D i e ~ e l b i ~ k e i t  der gleichen Teile) 
abstrahiert, so ist jeder 'I'eil ganz abstrakt als Einzelheit gesetzt (Einheit 
der Arithmetiker) und eine Vielheit solcher Einzelrien bildet die natürliche 
oder ganze ZahLLL Die Sicherheit der Rechnungsoperationen beruht darauf, 
dass in denselben die logische Thatigkeit - die Bildung formaler nud 
materialer Syuthese - mit dem Zahl- resp. Grossenb~griff verbunden wird. 
,,Die Vorzeichen sind Symbole fiir die Bildungsart der Synthese - Analyse, 
ob vorwiirts oder rückwirts +, - für die formale, X ,  : fu r  die materiale 
Synthese." Dementsprechend will der Verfasser aiich nichts von negativen 
und ka t iona len  Grossen wisscn. E s  handelt sich Dur urn Operations- 
zeichen, welche eine Anweisung geben, gewisse ThBtigkciten an den Grossen- 
dingen auszuüben. Überhaupt soll der Grossenbegriff nicht zur einzigen 
C+rundlage der Nathematik genommen werden, um den logischen Schwierig- 
keitcn, welche sich x.B bei der Betrachtung imaginiirer Poter i~en ergeben, 
zu entgehen. 

Neben der quantitativen auf Grüssenbegriffen beruhenden soll eine 
qualiiative Analyse eingeführt werden, welche auf d ~ r  materialen Synthese 
beruht. Die Wahl des Grossenbegriffes als Grundlage ergiebt sich, wie der 
Verfasser selbst zugicbt, aus der Bestimmtheit der dadurch erhaltenen De- 
finitionen; es Mrd also darauf anliommen, ob es gelingen -ïvird, fur die 
qualitative Betrachtungsweise dieselbe Bestimmtheit zu erlangen. Hierzu 
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soll der Verhiltnisbegriff dienen, und eine Zahl als Vcrhaltnis zu der Ein- 
heil defiiiiert merden. Um auf diese Weise die Multiplikation unabbingig 
von der Addition a,hzuleiten, sa,$ er :  ,,x - 3 . 5  heisst: eine x genannte Be- 
stimmung soll gefunden werden, welche in  sich die Eigenschaften der. 3 
und der 5 vereinigt." Eine solche Zahl zu finden ist aber in Wirklich- 
keit nicht moglich, denn was is t  mit dern unbestimmten Worte die Eigen- 
schaften der 3 gesagt. Es  giebt ausser 3 keine Zahl, welche alle Eigen- 
whaften der 3 i n  sich vereinigt'. Was  der Verfasser meint,  is t  ja leicht 
zn verstehen, die Zahl soll durch 3 u d  durch 5 und eben nur durch diése 
beiden teilbar sein. Diese Teilbarkeit sol1 durch den Verhaltnisbegriff definiert 
werden, wobci aber der allgemein -1ogische Begriff Verhiiltnis = Beziehung mit 
dem mathematisch~n Verhaltnis = Quotient, verwechselt wird. Die yieldeutig- 
keit eines Wortes ha t  also hier zu einem Irrtum Veranlassung gegeben. Es  
ist dies urn so wunderharer, ads der Verfasser selbst oft Tor solchen Fehlsrn 
warnt, die durch den Gebrauch von vieldeutigen Worten entstehen. Als 
Berechtigung für diese Retrachtungsweise wird auch darauf hingewiesen, 
dass oline dieselbe phpsilralischo Formeln, in denen verschiedenartige 
Grossen sich i n  einer Gleichung befinden, nicht verstiindlich waren; in  
Wirklichkeit handelt es sich auch hier nur  um Verglcichungen von Zahlen- 
grossen. Auf diese yudi tat ive Analyse und das derselben zu Grunde lie- 
gende Schema soll auch die Potenzierung und deren Umkehrung zurück- 
geführt werden. Die Allgemeinform A = (a .b )  geht in die Spezialform 
A =  ah über und liefert als solche die drei Bestimmungen A = ab als 

6 -  . 

Potenzausdruck, u - V A  als Wurzel, b - log A als Logarithmus. Weil i n  
dern logischen Schema nur zwei Operationen vorhanden sind, darum sol1 
die Potenxierung nur: eine eigentliche Urnkehrung die R,adiziening he- 
sitzen. Das  Logarithmieren ist keine Rechenoperation, sondern der Loga- 
rithmus ist nur  eine Stellziffer. Dieser I rr tum rührt  von der gewtihlten 
Symbolik her. E s  wird durch diese eine ?Terwechslung der logischen 
Analyse und der Umkehrung einer mathematischen Rechnungsart herbei- 
geführt. Die logische Analyse zerlegt ein Zusammengesetztes in seine cin- 
zeluen Bestandteile, die umgekehrte Rechnungsart kt dagegen eine neue 
S-mthesc; es soll cben zwischen den Ausdrücken A und Z, eine Verbindung 
hergestellt werden, die bestimmten Anforderungen entspricht, und es liegt 
gar kein Grund vor, die eine der beidcn moglichen Verbindungen su be- 
voizugen. 

F ü r  die imaginare Grosse will der Verfasser eine neue Ableitungs- - 
weise geben, weil, wie er sagt,  die Grtissenlehre den Auedruck i- 1 i n  
keiner Weise verstandlich machen kann. Die logische Berechtigung der 
Einfiihrung der imaginiiren Grosse kann hier imunt,ersucht bleiben, es 
kornmt nur darauf an ,  ob der Verfasser a n  Stelle des von ihm Verworfenen 
etwas Besseres zu bieten vermag. E r  geht von dem Begriff des Gegen- 
satzes aus und zrvsr soll dieser Begriff mit dem anderen Begriff Gradreihe 
verbunden werden. Es  soll eine Abstufung zwischen dem totalen Gegensatz: 
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(2)' und 

der Aufhebung jenes Gegensatzes gebildet werden und als Gesetz der Ab- 
stufung dieses Gegensatzes wird die natürliche Zahlenreihe gewshlt, sodass 
die eingeschobenen Glieder die Form: 

erhalten. Man kann unmoglich behaupten, dass auf diese Weise eine klare 
und brauchbare Definition der imaginaren Grosse gegeben ist'. Sehr be- 
quem macht sich der Verfasser das Problern der Gleichungen. E r  erkliirt 
es einfach für sinnlos, von Gleichungen ohne Wurzeln zu reden, und darin 
liegt der logische Beweis, dass jede Gleichung eine Wurzel hat. Selbst 
wenn man sich auf diesen Standpunkt stellt, bleibt es doch ein berech- 
tigtes Verlangen des Mathematikers, zu wissen, ob eine Gleichung, die in 
einem bestimmten I'roblem auftritt ,  zu den sogenannten sinnlosen oder 
vernünftigen gehort, und weil man dieses aus dem logischen Beweise nicht 
ersehen kann, so macht derselbe die mathematischen Wurzelbeweise keines- 
wegs iiberfliissig. Eingehender werden die Gleichungen von der Form 
zm- B behandelt. Zur Kennzeichnung des Verfahrens wollen wir den Be- 
weis, dass diese Gleichung m Wurzeln ha t ,  d w a s  ausfuhrlicher angehen. 
,,Das x muss eine Bedeutung der Form n + hi haben, wenn jenes eiiie 
Gleichung sein soll; also x = n + hi, kürzer 3: cr = 0 ,  is t  das elementare 
Glied, aus dem jcdwede andere x enthaltende Gleichung hcrvorgchen muss. 
Sodann muss das x" aus x durch irgend welche Operationen entstanden 
gedscht werden konncn, anderenfalls würde dcm xm jede mogliche Bedeut- 
samkeit abgesprochen werden müssen. 8 s  giebt nun keine andere JIog- 
lichkeit, das z'" aus z zu erzeugen, als durch nb-fache Multiplikation des 
z mit sich selbst. Deniriamch besteht jede Gleichung der Forrn z'" - B oder 
zm - Il = O aus In Faktoren der Form z t <y, in  welehen x überadl die- 
selbe Bedeutung hab, wahrend der Wer t  von a! in  jedem Faktor  ein an- 
derer sein kann; denn diese Verschiedenheit der Werte von cr verhindert 
ja nicht, dass schliesslich ein zWf zu stande kommt." 

Ebenso wird von diesem Standpunkte aus die Entwickelbarkeit jeder 
Funktion lcicht bcwiesen, denn andere Funktioncn wcrden einfach für 
sinnlos erklirt .  Bei der Ableitung der Differentialrechnung soll die Ein- 
führung von unendlich kleinen Grossen vermieden werden. Dieselbe soll 
vielinehr aus einem allgemeinen Prinzip hergeleitet werden. ,,Eine jede 
algebraische Form, sei sie nun entstanden diwch Verbindilng sogenannter 
Grossen mit Vorzeichen oder trete sie auf in weiteren Koinbinationen als 
Summe , Differenz, Produkt, Quotient, P o h z  oder sonstiges funktionales 
VerhBltnis, giebt ausser ihrem moglichen quantitativen Werte als %ah1 
oder benannte Grosse auch eine spezifische Eigenschaft dieser E'orin an. 
Die systematische Auffindung und Klassifizierung dieser qualitativen Ver- 
schiedenheiten is t  die eigentliche Auigabe der Rechnung mit verinderlichen 
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Grossen, die von der Infinitesimalmethode unbewusst verfolgt ~ i r d . ' ~  ,,ES 
handelt sich slso darum, die gegenseitig bedingte Veriinderung von 2/ 
und x i n  den gewohnten Symbolen der Analysis so darzustellen, dass ih r  
Vprhaltnis zu e i n a n d ~ r  als eine spezifische Eigenschaft, Charakter des Ge- 
bildes A, erscheine, und zwar in einer Forrn, die dem Algoriihmus an- 
gepasst werden kann,  sodass jene Eigenschaften zu benannten Grossen, 
Anzahlen von Einheiten bestirnrnter Qualitkt werdeu, als welche sie auch 
der quantitativen Vergleichung zugiinglich ~ i n d . ~ ~  Die Ableitung mird nun 
niçht allgemein gegeben, sondern die Form y = zn' zu Grunde gelegt und 
zur Verdeutlichung die entsprechende Kurve xu Hilfe genommen. Diese 
Gleichung soll nicht wie gewohnlich die Kurve darstellen, sondern das von 
der Kurve und den Koordinaten begrenzte Fl'ichenstück. 

Bei dem Versuche, den Differentialquotienten abzuleiten, kommt der 
Verfasser auf die schon besprochene qualitative Analyse zurück. Wie 
schon gesagt, is t  es ihm nicht gelungen, den Begriff des Quotienten un- 
abhiingig von dem Grossenbegriff zu definieren. Dasselbe trifft auch in 
Bezug auf den Differentialquotienten m. Zur E r k l a m g  dieser qualitativen 
Betrachtungsweise werden Eigenschaften der Kurve herangezogen, ohne dass 
aber eine strenge Ableitung derselben, unabhiingig von Gr%senbegriffen, 
gegeben wird. I n  der Integralrechnung soll die Auffassung des Integrals 
als eine Summe von uncndlich vielen Gliedcrn vermieden werden. E s  wird 
hervorgehoben, dass die Gleichung y = f ( x )  selbst ein Flkhenstück dar- 
stellt, daraus geht aber noch nicht hervor, weshalb if (x) d~ den Inhalt 
der Kurve y = f(a) darstellt. 

,,In der Geometrie soll gezeigt werden, dass der Raumbegriff und die 
Grundbegriffe für Konstruktionen im Raume nicht nominal, sondern sach- 
lich (den Inhal t  der Begriffe darlegend) definiert werden konnen, sodass 
die wesentlichen Bestimmungen der Geometrie ebensogut wie die der Ana- 
lysis aus dem einen allem Denken zu Grunde liegenden Satze ableitbar 
werden." Zunachst wird eine logische Definition des Begriffs Richtung ge- 
geben. Als Gegensatz zu dern Begriff , ,diskretLL wird der des ,,stetigenLL 
aufgestellt, welcher aus der Empfindung besonders aus dern zeitlichen Ver- 
lauf der Vorstellungen abgeleitet wird. ,,Eine beliebige Anzahl in  dis- 
kursiver Reihe zusammengestellter Setzungen (a, 6, c l  d . . .) heisst Punkt-  
reihe, wenn sie diskret, Linienreihe, wenn sie stetig gedacht werden 
~011, '~ wobei es fraglich ist,  wie man mit dem Vorhergehenden eine kon- 
tinuierliche Reihe verembaren kann. ,,Sind die Beziehungen zwischen allen 
aufeinander folgenden Elementen einander gleich, a : b = b : c = c : d . . ., 
dann Sind auch die Beziehungen a : b = a : c = a : d, denn die Grosse des 
Intervalls ha t  keinen Einfluss auf die Art  der Beziehung, weil Grossc und 

, Beziehung qualitativ verschiedene Begriffe sind. Diesen Fal l ,  dass ein 
und dieselbe Beziehungsart alie Elemente der Reihe verbindet, benennt man 
gerade Reihe resp. gerade Linie." Die anfangs aufgestellte Behauptung ist 
insofem unblar,  weil keine Definition der Beziehung gegeben wird, die 
unabhiingig von der Grosse des Intervalls sein soll, was doch nicht bei 
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jcder Bcziehung der Fa11 kt, und ausserdem ist dieselbe nicht im stande, 
eine \'orstellung der geraden Linie zu gebeu. Es  werden nunmehr dic 
von einem Punkt  ausgehcnden Iiichtungen untersucht, wclchc mit ciner 
gegebenen dén gleichen Kichtungsunterschied haben. E s  soll hierbei von 
der Raumanschauung ganz ahgeseh~n werden und die Eigenschaften rein 
logisch aus $em Begriff einer Vielheit von Reihen mit gemeinsamen Aus- 
gangspunkt entwickelt werden. Die Raumanschauung soll nur zur Ver- 
deutlichung zu Hilfe genommen werden; das ist  aber immerhin gefshrlich, 
wenn eben geometrische Satze unabhdngig von derselben abgeleitet werden 
sollen. Der ltichtungsunterschied, wclchen die vcrschiedcnen Linien zu 
der gegebenen haben, wird entsprechend der neuen Definition der imaginiiren 

1 

Grosse mit (-1); bezeichnet. Der Verfasser beweist nun,  dass der 
2 

Unterschied zweier solcher Richtiingen nicht grtisser als (-1); sein kann 
und xwar auf folgende Weise: , ,Au : AB kann nie grosser werden als 

(- 1)" :, denn dies Yerhiiltnis niuss der Bedingurig: 
1 

A ~ : A c ~ = A ~ : A P = ( - I ) ~  
2 

genügen, d. li. in  Bezug auf A n  die Summe ( - 1 ) ;  gelienL1, und hieraus 
wird geschlossen, ,,dass zu jedem Richtungsu~iterscliiede eine unbegrenzte 
Anzahl von verschiedenen Richtungen denkbar i s t ,  die geometrisch dar- 
gestellt Kegelfliichen bilden, deren gemeinsarne Spitze in  A liegt; d a s ~  
demnach alle denkmoglichen Richtungen von einem gemeinsamen Ausgangs- 
punkte bestimmt werden durch Linien, welche die Punkte einer Kugelflache 
mit deren Bentrum verhinden." Man sieht, welch' hervorragenden Anteil 
die Anschauung bei dieser Beweisführung hat.  Es  sollen nunmehr eine 
Reihe von geometrischen Axiomen aus den Definitionen abgeleitet werden. 

1. ,,Die gerade Linie, die Bezeichnung einer Vielheit von Setzungen, 
deren Reziehungsart konstant bleibt, weshalb es die kürzeste sein soll." - 
Welcher logische Zusammenhang besteht zwischen konstanter Beziehung und 
kürzester Strecke ? 

2. ,,Die Ebene, d. h. das Gebilde, bestimmt durch den unmittelbareu 
Übergang einer Richtung in die andere, sodass drei beliebige Richtungen 

ALI AB A u l ,  
A u ,  AB, A y  stets der Uedingung genügen - A ~ + B ~ = s ~ .  

3. ,,Die geschlossene Figur, d. h. vnllstiindige Begrenxung eines Be- 
reiches von Setzuiigen durch Linien. Eine solche Begrenzung ist  iiur 
intiglich, wenn die begrenzenden Linien alle in  der Ebene vorhaildenen 
Richtungsunterachiede durchlaufen; deshalb besteht eine Figur mindestem 
aus drei geraden Linien, mit einer inneren Winkelsumme gleich dein 
Richtungsunterschiede dcs Totalgegensatzes. Dies ist der Beweis von der 
Summe der Dreieckswinkel = 2 l 2 ,  der nicht einmal des Parallelenbegrifs 
bedarf." Selbst wenn man diesen Argumentationen Eeistimmen würde, so 
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würde doch hochstens daraus folgen, dass die Winkelsumme m i n  d e  s t e n  s 
2 E  ist; es wiire aber riicht ausgeschlossen, dass sie 4 B  oder ein auderes 
beliebiges Vielfaches von 2 R sei. 

4. ,,Der Raum, d. h. die allseitige unbeschriinkte Ausgedehntheit." 
Dieser Raum ist nicht eine beliebige ausgedehnte iiIannigfaltigkeit, sondein 
,,durch die Einführung des Totalgegonsatzes sind die Richtungsreihen als 
eine spezifisch gestaltete Ar t  solcher Mannigfaltigkeiten bestimmt. Diese 
spezifische Art  der Bezichungcn zwischcn den Einzclsetzungcn unserer 
Marinigfaltigkeit hat  zur Folge, dass in ihr nur drei Bichtungen zu einander 

1 

den Richtungsunterschied (- l)a haben k h n e n ,  der Raum also in einem 
Punkto nur drei zu einander senkrechte Linicn z ~ l a ~ ~ t . ~ ~  

Sehr charakteristisch für  die Ableitung geometrischer Siitze aus den 
logischen Grundprinzipien ist der Beweis von der Ausdrückbarkeit eines 
Flicheninhalts durch das Produkt zweier LBngen. ,,Da das Gebilde F ein 
einheitliches sein muss, nicht aus verschiedenartigen Seilen zusammengesetzt 
ist, - in  welchem Falle es der Bildungsweise (n.b)  widersprechend eine 
formale Synthese wiire - so muss an jeder Stelle von k' sowohl die Ue- 
st,immung u wie die von b anzutreffen sein; an jeder von einem Punkte 
des cc bestimmten 1;' muss das ganze b, und a n  jedem von einem Punkte 
des 1, bestimmten F das ganze a vorhanden sein. F is t  demnach ein 
Flàchenintegral." 

Die Absicht des Verfassers besteht darin, ,,den Raum, nicht wie bisher, 
als ein Gegebenes hinzunehmen, etwa wie ein Ding der Erfahrung, sondern 
als eindeutigen Begriff allseitiger Ausdehnung festzustellen," und hieraus 
seine Eigenschaften abzuleiten. Das Vorstehende wird wohl sur  Genüge 
die Vergeblichkeit dieses Versuches gezeigt haben. Übrigens versteht es 
sich bei dieser Anschauungsweise von selbst, dass fur metamathematische 
Spekulationen kein Raum ist. 

Dasselbe Prinzip wie in  der Geometrie wird auch in der Mechanik 
verfolgt, auch sie sol1 auf rein logischer Grundlage aufgebaut werden ohne 
Zuhilfcnahme von Hypothesen. Deshalb kann sich der Verfasser nicht mit 
der Annahme versehiedener aus der Erfahrung entstandener Kriifte einver- 
standen erklBren, noch wenigor damit, dass man Axiome über dieselben 
aufstellt, wie z. B. das Krafteparallelogramm. Satze wie das Trsgheitsgesetz 
und derjenigo von der Erhaltung der Kraft sollen nicht aus der Erfahrung 
stammen, sondern werden als Denknotwendigkeit hingestellt. Der Kraft- 
bcgriff selbst a i r d  aus der unmittelbar im Bewusstsein gegcbcnen Willens- 
kraft abgeleitet und zuniichst die Berechtigung bestritten, diesen 'BegriiY auf 
tote Korper zu übertragen. u'm die Mochanik zu eincr ebenso rein deduk- 
tiven Disziplin wie die Geometrie zu gestalten, dürfen keine Elemente 
eingeführt werden, die nicht ebenso eindeutig bestimmt werden k6nnen wie 
die der Geometrie. Nicht Store und Krafte, sondern Zeit und Masse sind 
dafür am geeignekten. Zur Erreichung einer vollstiindigen mathematischen 
Bestimmtheit ist  die Zugrundeleguug eines Systems von Punkten erforderlich. 
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Die Aufgabe der logischen Nechanik besteht darin, jeden Punkt  des System 
mit jedem anderen i n  funktionale Verbindung zu setzen. Wenn überhaupt 
ein Kausalzusammenhang stattfinden soll, so muss die Anzahl der Punkte 
konstant sein, aoraus  dann allerdings ohne hinreichenden Grund geschlossen 
wird, dass auch die Summe aller auftretenden Veriinderungen konstant 
sein m u s .  

,,Alles was im Yunktsystem gcschehen kann, sind Veranderungen der 
Bewegungszust5nde und der Lage seiner Punkte.lL Zur Ableitung der 
Geset'ze wird von einem System von zwei Punkten ausgegangon. Es  soll 
rein logisch eine Beziehung zwischen der Geschwindigkeit und der Ent- 
fernung abgeleitet werden. Dafür, dass man die Leistung der Geschwindig- 
keil = v setzt,  wird folgendes angegeben: ,,Die doppelte Geschwindigkeit 
durchmisst die doppelte Raumstrecke in der gleichen Zeit der einfachen 
Geschwindigkeit, leistet das Doppelte in Bezug auf Ortsveriinderung. Ge- 
schwintligkeiten sind aber nicht allein zu vergleichen nach dem, was sie 
thun, sondern wie sie es thun. Dasselbe Pensum in der halhen Zeit voil- 
endet ist  eine doppelte Leistung. Die doppelte Strecke rnit der doppelten 
Geschwindigkeit zurückgelegt ist  demnach die vierfxhe L e i ~ t u n g . ~ '  Die 
zweite Leistung der Geschwindigkeit folgt logisch aus der ersten; es ist 
deshalb kein Grund vorhanden, dieselbe bei der Aufstellung eines MaBes 

1 
besoliders zu berücksichtigen. Auch die Begrüridung dafür, dass - als 

Mai3 der Gestaltsveriinderung angenommen wird, is t  nicht unbedingt über- 
zeugend. ,,Bei der arithmctischcn Auswertung der Gestalt, Bestimmung 
der Bedeutung einer Gestalt im mechanischen System nach einer Raum- 
streckeneinhoit, ha t  man zu beachten, dasa eine solche fostc Streckeneinheit 
in jedem System eine andere Bedeutung ha t ,  wenn die Gestalt sich u n  
diese konstantc Grosse andert. I n  dem System (a, b ,  10) bewirkt die 
Verandermg 1 eine V e r a n d e m g  der Gestalt um ein Zehntel, irn Systern 
( a ,  b ,  5) die gleich grosse Streckeneinheit eine solche um ein FiinfteLLL 
Gemass der vorerwahnten Behauptung, dass die Summe aller Veriiuderuugen 
konstant ist ,  wird nun hieraus die Formel abgeleitet: 

1 
K - ; + v 2 ,  

die nach dem vorher Gesagten nicht als bewiesen betrachtet werden kann. 
Die Einfiihrung von Kraften kann der Verfasser nicht entbehren. Ails der 

1 
Formel li; = - + v-rd geschlossen, dass, wenn die G e ~ c h a i n d i ~ k e i t  

grosser wird, auch die Entfernung sich vergrossert, also die Kriifte ab- 
stossend wirken. Am schiirfsten kommt die Ansicht des Verfassers in 
folgendem Ausspruch zur Erscheinung. ,,Die Aufstellung der Bewegungs- 
gleichiingen ist eine Konstruktion des Denkens, und zwar die einzig mogliche 
zur Herstellung einer allgemeinen Norm, die tauglich is t ,  Bewegungs- 
erseheinungen zu vergleichen, zu messen, allgemein zu beurteilen. Wir 
haben keine Furcht ,  dass je einmal eine Erfahrung gemacht merde, welche 
nicht dieser logischen Norm sich anbequemt." 
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Auf der hier entwickelten Grundlage soll nun eine Theorie der ge- 
sainten Physik aufgebaut werden. Wenn diesclbe, wie aus dem Vorher- 
gehenden folgt, nicht den Anspruch der absoluten Gewissheit erheben darf, 
sondern sich mit dem Titel der von dem Verfasser so schr verabscheuten 
Hypothese begnügen muss, so würde sie ja darurn noch nichts von ihrem 
Werte verlieren. Naher auf dieselbe einzugehen unterlassen wir deshalb, 
weil es an einer genügend mathematischen Beweisführung fehlt. Wenn sich 
nach dcm Wunsche des Verfassers noch Generat,ionen von Nathematikern 
mit der Ausarbeitung der Einzelheiten bescliàftigen sollen, so müssen zu- 
nachst die Grundlagen unzweifelhaft festgelegt werden. 

Der übrige Teil des Buches ist  der Erorterung rein philosophischer 
Fragen gewidmet und f'àllt deshalb nicht i n  den Rahmen dieser Zeitschrift. 

MAX ~IEYEB. 

n'as ist Rauiu, Zeit, Heweguiig, Nasse? Was ist die Erscheinungs- 
welt? Von JULIU~ VON OLIVIER. Verlag von Louis Finsterlin. 
München 1895. 

Die Eiuleitung der Arbeit bildet eine Bemerkung über die richtige 
Aiislegung von Gleichungen, in welcher mit Recht hervorgehobcn wird, dass 
bei allen Gleichungen zwischen ungleichartigen Grossen es sich nur u m  die 
Vergleichung von Xahlengrossen handelt. Hierauf folgt eine Darstellung 
einiger Satze der Xechanik, welche die Wirkung der Anziehungskraft zur 
Grundlage nimmt. Den Ausgang bildet die Anziehung zweier Atome, welche 
als Anziehungseletnent bezeichnet wird. Wenn auch diese Abhandlung 
popular gehalten sein soll, und man daher a n  die Strenge der Beweise 
nicht zu grosse Anforderungen stellen darf, so hiitten doch fehlerhafte und 
direkt irreführende Ausdrucksweisen vermieden werden konnen. So bemerkt 
der Verfasser: ,,Die Gesehwindigkcit steht zur lebendigen Kraft i n  einem 
Zhnlichen TTerh%ltnisse wie eine Linie zu einem K6rper." ES folgen Be- 
trachtungcn über die Bewegung der Planeten, Weltentstehung und Welt- 
untergang, bei denen der I'hantasie grosser Spielraum gegeben ist. Nach 
einigen Bemerkungen über die Wirkung des a t h è r s  und über das Prinzip 
von der Erhaltung der Kraft wird nun versucht, von den im Titel ange- 
gebenen Begriffen Erklarungen zu geben. I n  erster Linie steht der Begriff 
der Bewegung, seine Erklarung lautet: ,,Jede Veriinderuug der Kraft,  in 
welcher Form sie auch auftreten mag, heisst Bewegung." Als eine wirk- 
liche Definition kann man das wohl kaum bezeichnen, denn eine solche is t  
ohne Zuhilfcnahme der Raumvorstellungen nicht zu geben. Hiermit hangt 
auch die von dem Verfasser gegebene Umïormung des Beharmgsgesetzes 
zusammen. ,,St,ehen die Krafte, welche auf einen Korper wirken, fnrt- 
lttufend im Gleichgewicht, so verharrt er in  dem Zustande, in  welchem er 
sich befindet; ist er i n  Ruhe, bleibt er in Ruhe, ist er in fortschreitender 
Bewegung, so i s t  diese geradlinig gleichf6rmig.'w ,,Das Wort  Zeit vertritt 
die Stelle des unhandlichen Ausdrucks ,,das Fortschreiten der Bewegungm." 
Die Raumvorstellung wird in  richtiger Weise in  ihre zwei Grundelemente 
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zerlegt, in Entfernung und Richtung. Von der Entfernung wird aber irn 
Grunde genommen weiter nichts gesagt, als dass sie eine Te i l~ors te l lnn~  
der Kraft ist. Ebenso wird der Richtungsunterschied als Forin der Wirkung 
mehrorer Kriifte definiert. Der Begriff der freien Kraft wird als Grund- 
begriff hingestellt. ,,Sie is t  ununterbrochen bestrebt, sich selbst zu ver- 
kleinern, dic Intcnsitiit dcr Kraft auf Kosten der Wegstrecke zu steigerii 
und die steigende lntensitàt dieser Veründerung auf die beiden Atome zu 
übertragen." Ebenso wird die Masse als Quantitat der Anziehungskraft 
e rkkr t .  Das Atorn ist ein Kraftzentruni, also jedenf'alls als Punkt auf- 
aufassen, trotzdern wird gelegentlich gesagt, dass das Korperatom grosser 
is t  als das ~ t h e r a t o r n .  Man sicht also, dass die Definitionen riicht zu streng 
a n f g e s t d t  sind. 

Nachdem bis hier versucht wurde, alle Erscheiiiungen auf die Kraft, 
aurückzuführen, wird sodann daranf hingewiesen, dass Xealitiit nur dem 
Weltganzen zukomme und dass die vorhin betrachteten Begriffe als Teil- 
vorstellungen keine selbstandige Existenz besitzen. Jrn letzten Abschnitt 
wird auseinandergesetzt, dass dio menschliche Erkenntnis nur auf die Er- 
scheinungswelt beschrankt ist. Der Verfasser verwirft jede Art  von Meta- 
physik und hebt hervor, welches Unheil derartige metaphysische Vor- 
stellungen i n  Form von reli&$sen Liogmen angestiftet haben. Mit einer 
~ u f f o r d e r u n g ,  die Moral einzig auf das Wohl d e r  Mençchheit zu begründen, 
schliesst die kleine Schrift. MAX NEPER. 

A Geoiuetrical Treatineiit of Crirves whieh are Isogoiial Coii,jiigate To 
A Straight Liiie With Respect Ta A Triangle. In  Two Parts. 
P a r t  First. B y  1. J. S c n w a ~ ~ ,  Ph. D. Cniversity of Pennsylvania. 
Leach, Shewell And Sauborn. Boston, Ir'ew-York, Chicago. 

Zieht man von dem Eckpunkt eines Dreieeks zwei Linien, welche mit 
der von demselben ausgehenden Winkelhalbieningslinie gleiche Wi~ike l  bilden, 
so werden diese als isogonal konjugiert bezeichnet. Terbindet man einen 
Punkt  mit den Eckpunkten des Dreiecks und construiert die zu diesen 
Linien konjugierten Strahlen, so schneiden dieselben sich in  dein zu ersterein 
konjugierten Punkte. Die zu einer geraden Linie konjugierten Punkte 
bilden, da sie die Durchschnitte zweier projektirischer Strahlenbüschel sind, 
einen Kegelschnitt. Die den umschriebenen Kreisen entsprechenden Punkt,e 
liegen im Unendlichen und daraus ergiebt sich, dass die der geraden Linie 
entsprechende Kurve eine Hyperbel, Parabel oder Ellipse sein muss, je 
nachdem die Linie den Kreis schneidet, ihn bei-iihrt oder mit ihm keinen 
Punkt  gemeinsam hat. ,411e diojcnigen Hyperbeln, dic einem Durchmesser 
konjugiert sind, sind gieichseitig. Unter den gleichseitigen Hyperbeln unter- 
wirft der Verfasser diejenige einer besonderen Betrachtung, deren konjugiert'e 
Linie durch den Purikt geht, dessen Abstiinde von den Seiten sich wie die 
Seiten s ~ l b s t  verhalten, und zwar geht diese Dntersuchung darauf aus, 
Punkte aufzufinden, die auf der Hyperbel liegen. Zunachst geht diese 
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Hyperbel, wie jede einer Geraden konjugierte Kurve, durch die Eckpunkte 
des Dreiecks; von den ferner auf derselben bestimmten Punkten mogen hier 
noch der Schwerpunkt und der Durchschnittspunkt der Hohen erwahnt 
~ e r d e n .  Der Mittelpunkt der Hyperbel liegt auf dem F e u e r b a c h  schen 
Kreise und die Asymptoten sind die Linien, welche die Fusspunkte der 
Lote von den Endpunkten des zugehorigen Durchmessers auf die Dreiecks- 
seiten verbinden. 

Uriter den Ellipsen betrachtet der Yerfasser diejenigen, die der Polare 
desjenigen Punktes in Bezug auf den umschriebenen Xreis konjugiert ist, 
dessen Abstiinde von den Seiten sich rvie diese selbst verhalteri. Wenn 
man die Schwerpunktstransversalen über die Mittelpunkte der Seiten ver- 
lingert und auf dieser Verliirigerurig die Stüçke bis zurn Schwerpunkte 
abtragt, so erhiilt man drei Punkte, die auf Ger Ellipse liegen. Hieraus 
folgt, dass der Schwerpunkt des Dreiecks der Mittelpunkt der Ellipse ist. 
Auch in Bezug auf den vierten Punkt ,  den die Ellipse mit dem Kreise 
gemeinschaftlich hat ,  werden einige Eigenschaften abgeleitet. Die Axen 
der Ellipse sind parallel den Asymptoten der im ersten Abschnitt behan- 
deiten Hyperbel. Den Ilest des Buches nehmen Betrachtungen über die 
Eigenschaften des Dreiecks ein, die im nachsten Hefte zur Ableitung weiterer 
Eigenschaften der Ellipse benutzt werdon sollcn. Dicses sol1 ausserdem 
die Parabel und einige Kurven hoherer Ordnung behandeln. 

MAX MEYER. 

Exercices btethodiques de Calcul Iiitégrnl. P a r  M. ED. BRAHY. Docteur 
en Sciences Physiques e t  Mathématiques, Conducteur nonoraire des 
Xines, Ancien Professeur d'Athénée. Paris. Gauthier-Villars e t  fils. 
1895. 

D w  Zweck dieses Ruches is t ,  dem Schiiler methodisch geordnete 
i;'bungen in der Integralrechnung darzubieten. Es schliesst sich an des- 
selben Verfassera Werk über die Differentialrechnung an In diesem Fall 
ist die Erreichung des Zweckes indessen schwieriger, weil die Integral- 
iechnung nicht vie1 allgemeine Methoden besitzt. I m  Anfang jedes Kapitels 
merden zunachst die für dasselbe notwendigen Lehrsatze kurz zusammen- 
gestellt, daran schliessen sich einige ausführlich durchgerechnete Exempel, 
auf welche sodann die eigentlichen Übungen folgen. Diesen sind übcwll 
die Resultate beigefügt und bei schwierigeren Aufgaben auch Andeutungen 
zu ihrer L6sung gegeben. I m  ersten Kapitel werden zuniichst die ein- 
lachsten Beispiele von Integrat,ionen durch Umkehrurig aus der DilYerential- 
rechnung bekannter Ausdrücke gegeben; darauf folgen Integrationen durch 
einfache Transformationen. Das dritte Kapitel bringt die partielle Inte- 
gration, Kapitel 4 die Integration rationaler Funktionen. Hierbei is t  
vorn methodischen Gesichtspunkt auffillig, dass der Verfasser die Zerleguug 
der Partialbrüche schon bei der Differentialrechnung behandelt ha t ,  wo sie 
doch eigentlich keine rechte Verwendung findet. Die riiichsten Kapitel 
bringen die bestimmten Integrale, die Tnhaltsberechnung von Kurven und 
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Pliichen. Auch aus dem Gebiet der Differentialgleichungen werden einzelne 
leicht verstiindliche Falie behandelt. Den Schluss des Ganzen bildet die 
Integration durch Beihen. 

-- - 
MAX MEYER. 

bleitiing der verscliiedenen Forme11 der Kurv~ i i  dritter Ordriiiiig 
' durch Projektion und Klassifikation derselben. II. (Die Kurven vom 

Geschlechte Null) von Professor Dr. FRIEDRICH KULMEL. Beilage 
zum Programm des Realprogymnasiums Mosbach für das Schul- 
jahr 1894/95. Druck von C. Wagner, Mosbach. 

Die dieser Abhandlung zu Grunde liegondc Nethode haben wir schon 
bei Besprechung des ersten Heftes auseinandergesetzt. In dem vorliegenàen 
Refte wird ganz in derselben Weise verfahren. Auch hier muss sich der 
Leser mit einer Aufziihlung von Resultaten begnügen, ohne eine Ableitung 
derselben zu finden. MAX NEYER. 

H. BORK, Natliematisclie Hanptsatzt: für Gjrniiasieii. Zrveiter Teil. 
Pensum des Obergyninasiums (bis zur Reifepnifung). Leipzig 1896. 
Dürr. 235 S. Mk. 2.40. 

Dem vor Jahresfrist erschienenen ersten Seile dieses Buches, welcher das 
mathematische Pensum des Unterggmnasiums umfasst, folgt diescr ab- 
schliessende zweite Teil mit dem Pensum des Obergymnasiums, welcher auch 
für Realgymnasien als geeigneter Leitfaden hingestellt wird. 

Das Buch behandelt i n  fünf Abschnitten Planimetrie, Arithmetik, 
die Trigonometrie, die Stereoinetrie und schliesst mit einer Einleitmg in 
die analytische Geometrie der Ebene. 

Die Planimetrie enthalt Hauptsiitze ans der sogenannten neueren Geo- 
metrie, wie, sie sich schon in den bekannteren Lehrbüchern vorfinden. 

I n  dem einleitenden Xapitel der hrithmetik scheint dem Referenten 
nicht genügend scharf hervorgehoben , was Definit'ion und was Gegenstand 
des Beweises ist. So spricht der Verfasser von einem L e h r s  a t z e  a"= 1. 
Der zweite Abschnitt bringt den Moivreschen Satz, den binomischen Lehr- 
satz für gebrocheue Exponenten und Gleichungen von hoherem als derri 
zweiten Grade. Dagegen vermisst Referent ein Kapitel über die - beim 
praktischen Eechnen doch vornehmlich zur Anwenduug kommende - numerische 
Buflosung von Gleichungen. 

Der  trigononometrische Abschnitt schliesst mit der P o  t h  e n o t  schcn 
Aufgabe. Was die Additionstheoreme angeht, so m-erden sie in bekannter 
Weise unter Benutzung des P t  01 e m  aischen Lehrsatzes hergeleitet. Referent 
ha t  schon riiehrfach Veranlassung genouimeu, diesen schwerfiilligen Weg, 
der den identischen Charakter jener Formeln verdeckt, als ungeeignet 
zu kennzeichnen. 

Der vierte Abschnitt muss als wohlgelungen bezeichnet werden. Das 
Prinzip des C a v a l e r i  wird d a ,  wo es benutzt wird, auch bewiesen. Hervor- 
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gehoben zu werden verdient: ferner die Betrachtung über Vielflache sowie 
die Korrektheit der stereometrischen Figuren. 

P a s  Buch soll als einziges Schulbuch für den mathematischen Unter- 
richt den Schülern in die Hande gegeben werden. Nach der Ansicht, des 
Verfassers is t  eine gedruckte Aufgabensammlung entbehrlich. Demgemass 
Sind nur die ,,Fundamental-Aufgaben" in das Lehrbuch aufgenommen. 

E. JAHKKE. 

H. HARTL, Ü b u ~ i ~ s b l ~ c h  für den Vnterriclit in der allgemeinen Arith- 
metik und Algebrna an Werkmeisterschulen, Baugewerkenschulen 
und verwandten Lehranstalten. Ausgabe für Deutschland. Leipzig 
und Wien 1896 .  F. Deuticke. 160 S. 

Diese Aufgabensammlung, welche dem lehrplanm~ssigen Cmfange des 
Algebraunterrichts an Werkmeist,er- und Baugewerkenschulen entsprechen 
soll, unterscheidet sich von den bekannten Sammlungen nur durch den 
geringeren ausseren Umfang. Von den praktischen Beispielen, auf welche 
besonderes Gowicht gclcgt wird, sind wenige neu. 

Ein Anhang enthiilt die Resultate zu den Aufgaben. E. JAHNKE. 

TII. SYIEKER, Lelirbnch der ebeiieii uiid sphiirischen Trigonometrie mit 
Übungsaufgaben und eincr kurzen Einleitung in die spharische 
Astronomie für hohere Lehranstalten. Dritte verbesserte Auflage. 
Pot'sdam 1895.  A. Stein. 156 S. 

Die dritte Auflage diesos vortref ichon Lehrbuches untorscheidet sich 
von der vorhergehenden eininal dadurch, dass das an sich schon reichliche 
'i;'bungsmaterial um einiges vermehrt worden ist,  zwoitons durch cinen An- 
hang, wo die wichtigsten Begriffe und Ausdrücke der spharischen Astronomie 
erklart werden. E. JAHNKE. 

R. SCHUIIIG, Katechisuus der Algebra. 4. Auflage. Leipzig 1895. J. Weber. 
236 S. Mk. 3. 

Der Herausgeber der neuen Auflage hat  die rein katechetische Form 
der früheren Auflagen fallen lassen und in der vorliegenden eine recht 
brauchbare Darstellung des algebraischen Pensums, das bis zur Gleichung 
dritten Grades bezw. bis zur Zinseszinsrechnung reicht, geliefert. Ganz be- 
sonders dürftc sich der Xatcchismus zum Selbststudium eignen. 

E. JAHNKE. 

H. FEUKNER, di~illi~uetische Aufgabeii. Unter besonderer Berücksichtigung 
von Anwendungen aus dem Gebiete der Geornetrie, Physik und 
Chemie. Pensum der Obersekunda der neunstufigen Anstalten. 
2. Auflage. Braunschweig 1895.  O. Salle. Mk. 1. 

Es ist ein auf Grund der preussischen Lehrpliine vom Januar  1 8 9 2  
etwas umgearbeiteter Auszug aus der 1. Auflage, welche a n  dieser Stelle 
schon ihre Besprechung gefunden hat. E. JAHNKE. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



A. G c n i : ~ ~ s ,  Vierstellige Logaritlimelltafelii nebst mathematischen, physi- 
kalischen und astronomischen Sabellcn. Leipzig 1895. 13. G. Teubner. 
18 Seiten. 

' 

Die ~orliegende Tafel sol1 hauptsiichlich den Bedürfnissen des Unter- 
richts Rechnung tragen. Demgemiiss ,,sind die Logarithmen auf 4 Stellen 
angegeben; der Gritd ist dezimal geteilt; die Proportioiialteile und Ilifferenzen 
sind iiberall fortmgelassen, wcil die Angabe dersclhen leicht zu mechaniechern 
Rechnen führl. Die trigouometrische~~ Funktionen sirid auf 3 bis 5 Stelleu 
angegeben.'' Den Anforderungen der Hygiene hat der Verfasser besondere 
Aufmerksarnkeit zugewendet. So sind die àrn meisten gebrauchten Werte 
- die Zinsfaktoren, die Logarithmen der Zablen und der trigonometnschen 
Funktionen - nacheinander auf s echs  Feiten streng systemetisch geordnet. 

- -- - - -- - E. J A I I N ~ .  

G. Ilor,zhrcr,r,~a, Hdliodisclicls Lclirbuch drr Eleiiieiitarniathematik. 
Gymnasialausgabe. Erster Seil, im Anschluss an die preussischen 
TJehrpliine von 1892 nach Jahrgiingen geordnet und bis xur Ab- 
schlussprufung der Cntersekunda reichend. Leipzig 189 6. B. G,Teubner. 
228  Seiten. 

Es ist eine besondere, für Gymnasien berechnete Ausgabe des metho- 
dischen Lehrbuches der Elementarrnathematik, worüber an dicser Stelle 
bereits referiert worden ist. 

-- E. JABNKE. 

Oeuvres de Fermat, publiées par les soins de MM. PAUL TANNERY et  
CHAIU.ES HENRY. Tomc III. Paris 18 9 6. Gauthier -Villars et fils. 

In1 dritten Handc, dem umfacgreichsten von allen, giebt uns P a u l  
T a n n e r  y zunGehst (S. 1- 2 74) eiue franzosische Übersetzung der lateinisch 
geschriebenen Abhandlungcn F e r  m a t  fi und dcr Observationcs in Diophantum. 
Daran schlicsst sich (S. 277-321) die Gbersetzung derjenigen Briefe und 
Bnichstücke von Briefen aus F e r m a t s  Briefwachsel (Bd. II der neuen 
Ausgabe), die in  einer anderen als der fraqz8sischen Sprache abgefasst sind. 

Diese lherseteung war mit erheblichen Schwierigkeiten verbunden, da 
es darauf ankam, sich dem Text ~riGgliühst genau anzuschliessen, ohne doch 
durch alleu sklavisches Festha,lten der alten Symbole und Ausdrücke das 
Verstiindnis zu erschweren und diejeuigen, welche wegen ungenügender 
Kenntnis des Lateinischen zur ~jhersetzung greifen, ahzuschrecken. Wie 
T a n n e r y  in  der Vorrede darlegt, würde er personlich es vorgezogen haben, 
die Übersetzung neben den Text zii stellen, aber die mit der Ausgabe 
betraute Kommission hat beschlossen, die h r s e t z u n g  gesondert zu geben, 
und dadurch ist das Studium der Korrespondenz F e r m a t s  den auf die 
Übersetzung Angewiesenen recht unbequem gemacht; sie müssen nicht selten, 
um einen Brief zu lesen, den zweiten und den dritten Band benutzen. 

Das grosste Verdienst hat sich T a n n e r y  jedenfalls dnrch die Über- 
setzuug der unter dern Sitel ,,Doctrinae analyticae inventum novumLL in 
der 1 6  7 0 von Samuel F e r ni a t besorgten Diophant -husgabe abgcdrucliten 

Hi& -1itt. Abt. d. Zeitsohr. f .  Math. u. Pliys. 42. Jalirp. 1897. 5. Ueft. 13 
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Arbeit des Jesuitenpaters J a  c O b u s  de B i l l  y erworben. III dieser Arbeit 
entwickelt B i l l y  die Theorie der sogenannten doppelten und dreifachen 
Gleichungen , und zwar auf Grund von brief lichen &Lit teilungen F e r  rn a t 6. 

Von diesen Briefen is t  leider nur ein einziger (Xo. CII,  Bd. II, S. 436) er- 
halten, den B i l l y  Bù III, S. 352 benutzt. D a  nur die Grundgedanken des 
Inventum novum von F e r m a t  gegeben sind, das Werk selbst aber in der 
Fassung, wie es vorliegt, von einem weit weniger bedeutenden Mathematiker 
herrührt,  so war eine durchaus freie, nur den Inhalt klar wiedergebeilde 
Übersetzung am Platze, die Arbeit des Cbersetzens also eine n e i t  leichtere. 
Dafür waren aber eine ganze Reihe dem B i l l y ,  nicht F e r m a t  zur Last 
fallende Fohler zu berichtigcn, resp. anzugcben, und diescr Mühe bat sich 
T a n n e r  y mit solchem Erfolge unterzogen, dass auch diejenigen, denen die 
Originalarbeit sprachlich keine Schwierigkeit bereiten würde, besser thun 
werden, sich an T a n n e r y  s Übersetzung (S. 323-398) zu halteri. 

Der Schluss des Bandes (S. 399-602) e n t h d t  die franzosische ijber-- 
setzung der englisch und der 1at.einisch gescliriebenen Briefe dos Commercium 
epistolicuin von John W a l l i s ;  in betreff der franzosisch abgefasst~n wird 
wieder au€ den zweiten Band verwiesen. Dieser Briefwechsel war durch 
die bekannten von F e r m a t  im Jahre 1657 an die fremdcn, besonders die 
englischen Mathematiker gerichteten wissenscbaftlichen Herausforderungen 
veranlasst. A; dem Streit, der auch einen nationalen Hintergrund hatte, 
waren ausser F e r m a t  und d e  F r e n i c l e  auf der einen, Lord B r o u n c k e r  
und John  W a l l i s  auf der anderen Seite auch Franziscus S c h o o  t e n  und 
Th. W h i t e  beteiligt. Die Parteien korrespondierten nicht dirékt miteia- 
ander, sondern sandten ihre Briefe zur Mitteilung an die Gegner dem in 
Paris wohnenden englischen Edelmann Konelin Digby. Es sind im ganzen 
47 Briefe von teilweise sehr grossem Umfang. Dieselben wurden 1658 
von W a l l i s  veroffentlicht; eincn zweiten Abdruck enthi l t  der zweite Band dor 
Werke von Wa. l l i s  (1693). I n  dem Briefe XLIV (an U i g b y )  hatte 
W a l l i s  gewissermaBen das Fazit der Korrespondenz gezogen und dabei 
vielleicht allzu selbstbewusst sich a h  Sieger hiugestellt. Wiihrend des 
Druckes erhielt er ein anerkennendes Schreiben F e r m a t  s ,  und nun riihrnt, 
er seinerseits die Bedeutung des Gegners. So scheint alles unter gegen- 
seitigen freundlichen Verbeugungen der Kampfer zu enderi; aber eine wahr- 
scheinlich von d e  F r  e n i c l  e verfasste, jedenfalls von demselben angeregte 
anonyme Entgegnung auf das Commercium, die sehr selten is t ,  und die 
T a n n e r y  im Original und in Überse tzuq  giebt,  lasst erkennen, dass doch 
noch ein Stachel zurückgeblieben is t ,  dass die hoflichen, anerkennenden 
Worte einfach Phrasen sind. In  dieser Entgegnung wird zunachst auf das 
Unstatthafte einer Ver6Bentlichung von Briefen ohne Erlaubnis, ja sogar 
ohne Wissen der Schreiber hingewiesen. Nur die Liebe zum Vatcrland und der 
Wunsch, den Ruhm desselben zu verbreiten, entschuldige ein solches Vor- 
gehen. &rigens sei, so wird dann im einzelnen dargelegt, dieser Zweck 
nur  unvollkommen erreicht und der Sieg der Englander recht zweifelhaft. 

G. WERTHEIM. 
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FROLOW, MICHAEL, D6nionstration (le I'axioine XI  dlEnclide. Paris 1896. 
Gauthier-Villars e t  fils. 22 S. u n d  1 Tafel. 

Da der Verfasser ausdrücklich erklirt ,  dass e r  nur fur Leser schreibt, 
,,die iiicht von den nicht -euklidischen Ideen angesteckt sind", so will ich 
inich einmal auf seinen Standpunkt stellen und fragen, ob denn wirklicli 
,,die Ordnung der TheoremeLL, die e r  vorschlàgt, ,,die Grundlagen, auf 
denen die elementare Geornetrie beruht, nnangreifbar macht.lL 

F r  o l  O w s Beweis liisst sich so darstellen. Man konstruiere über eirier 
Leliebigen Grundlinie A C  ein Dreieck ABC mit, den Winkeln: 

B A C  = rp < 90' und A C B  = 90'- rp 

und nach der andercn Seite von AC ein Dreieck AIIC mit den VITinkeln: 

ACIi = q und C A B  = 90'- rp. 

In  dem Viereck A B C D  sind daan die Gegenseiten gleich, und die 
Winkel bei A und C sind Rechte. Konnte man beweisen, dass auch einer 
der beiden einander gleichen Winkel bei B und D ein Rechter ist ,  so ware 
die Existenz eines Rechteckes und damit bekanntlich auch das elfte Eukli- 
dische Axiom dargethan. Diesen Nachweis versucht F r  o 10 w apagogisch 
ru führen, indem er  zeigt, dass die Annahmen, der Winkel bei B sei 
spitz d e r  stumpf, beide auf einen Widerspruch führen. E s  wird genügen, 
den Beweis Sur einen spitzen Wirikel bei 11 zu arialysieren. 

Man verlangerc, B C  beliebig bis S, A D  beliebig bis T und mache in 
der Figur S B d T  fulgende Konstruktion. Von A fille nian auf B S  das 
Lot A 7 4 ,  von H ,  aiif  A T  das Lot  R, A,, von A, auf BS das Lot A,B, 
u. s.w. Es ergeben sich so auf A ï '  der Ileihe nach die Punkte: 

I&t nun der Punkt D  zwischen den Punkten A, und A,+1, so l&t 
sich i n  aller Strenge beweisen, dass der Winkel A D C  notwendig stumpf 
ist, wiihrend doch die Winkel bei Il und D einander gleich sein müssen 
Die Arinahnie, der Winkel bei H sei spitz, fiihrt mitbin auf einen Wider- 
spruch. 

Es  ist leicht zu erkennen, welches ,,implicite PostulatLL in dieser 
Deduktion erithalten ist. Der Punkt  D soll notwendig zwischen den Punkten 
A,  und Ant i  liegen oder, mit anderen Worten, jene Konstruktion von 
Loten soll schliesslich über jeden Punkt D auf A T  hinausführen, der vor 
dem etwa vorhandenen Schnittpunkte von AI' und BX liegt. Dass diese 
Behauptung keineswegs selbstverstandlich ist und im Gegenteil eines Be- 
weises bedarf, zcigt folgende einfache Betrachtung. Man nehme zwei sich 
nicht schneidende Gerade im Itaume und führe bei ihnen die entsprechende 
Konstruktion aus, f d l e  also von einem Punkte A  der ersten Geraden das 
L o t  AH, auf die zweite Gerade, von B, das Lot  II, A, auf die erste u. s.w. 
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H, DEMAIITRES. COUI~S d7Aiialyse. Redigé par  M. E. LEHAIRE. Troisirme 
Partie. Equations différentielles e t  aux Dérivées Partielles. Paris, 
A. Hermann. 1 5 6  p. 

Gber die beiden vorangeçangenen IIefte des Lehrbuches von D e  m a r t r e s  
ist in diescr Zeitschrift Bd. 40 p. 93  borjchtet worden. Das vorliegende 
dritte und letzte Heft enthalt eine Einleitung i n  die Theorie der gewokiri- 
lichen und partiellen Differentialgleichungen, sowie der Variationsrechnung. 

Gemliss der praktischeri Seudenz des ganzeri Werkes legt der Verfasser 
die einzelnen Integrationstheorien daIr, wie sie die altere Schule entwickelt 
hat,  wenn er auch hier und da neuere Fortschritte [Transforinationsgruppen 
u. a.) streift. Die franaosischen Ailtoren treten stark in den Vordergmnd. 

Von allgemeinen Existenzbeweisen findet man wenig; umsomehr ist 
auf geometrische Anwendilngen und Illustrationen Bedacht genommen 
worden. Der Anhang über Variationsrechnung geht über die ersten Ele- 
mente nicht hinaus. Im ganzen erfiillt das Werk seinen Zweek, als Leit- 
faden für Vorlesungen zu dienen. W. FIL MEYEK. 
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vom 19. Augiist bis 14. Oktoher 18!37, 

Yeriodische Schriften. 

Fortschritte, die, der Physik lm Jahre 1891. Dargestellt von der physi- 
kalischen Gesellschaft zu Berlin. 47. Jahrgang. 2. Abteilung. Physik 
des AtIiers. Eedigiert von RICI~ARD B~RNSTEIN. B r a u n s c h ~ e i ~ ,  
Vieweg & Sohn. M. 30. 

-- Dasselbe im Jahre 1896. 52.  Jahrgang. 1. Abteilung Physik der 
Materie. Redigiert von RICIIARD B~RNSTEIN. Ebenda. M. 20. 

Jahrbuch, deutsches meteorologisches, fur 1896 .  Ergebnisse dcr meteoro- 
logischen Beobachtungen a n  der Station 1. Ordnung Aachen und 
deren Nebenstationen irn Jahre 1896. Herausgegeben von Dir. P. P o m .  
II. Jahrgaug. Karlsruhe, Braun. M. 5 .  

Publikationen des astrophysikalischen Observatoriums zu Potsdam. Nr. 36. 
XI. Bds. 3. Stück. W ~ L S I ~ G ,  J., Uritersuchurigen über die Parallelaxe 
und die Eigenbewegung von 61 Cygni nach photographischen Auf- 
nahmen. Leipzig, Engelmann. M. 4. 

Vierteljahrssehrift der astronomischen Gesellschaft. 32. Jahrgang 1. und 
2. Heft. Leipzig, Engelmann. à M. 2. 

Verüffentlichungen des koniglich preussischen meteorologischen Instituts 
Herausgegeben dureh Dir. W ~ L H .  %oh Bmor,u. Ergebnisse der Beobach- 
tungen an den St,ationen zweiter und dritter Ordnung im Jahrc 1893, 
Zugleich deutsches nieteorologisches Jahrbuch für 1893. Ueobachtungs- 
system des Konigreichs Preusseri und bmachbartrr  Staaten Berlin, 
Asher & Co. M. 9. 

-- Dasselbe. Ergebnisse der Gewitterbeobachtungen in den Jalireri 1892, 
1893, 1894.  Ebenda. 31. 3. 

Geschichte der Mathematik und Physik. 

POGGENDORFFS ~ a n d w o r t e r b u c h  zur Gesçhichte der exakten Wissenschaften. 
3. Band. 10. und 11 .  Lieferiing. Leipzig, Barth.  h M. 3. 

HAENTSCHEL, C., Über die verschiedenen Grundlegungen in der Trigono- 
metrie. Eine historisch -kritische Studie. Leipzig, 1)ürr. M. -. 40. 
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Opus palatinuni. Sinus- und Cosinus-Tafeln von 10" zu 10". Heraus- 
gegeben von Professor Dr. W. JORDAN. Hannover, Hahn. 11. 7 .  

JIOLKE, ROMAN, ü b e r  diejeriige~i Siitze Jacob Steiuers, welche sich auf die 
diirch einen Punkt  gehenden Transversalen einer Kurve plter Ordnung 
beziehen. Dissei-tation. Breslau, Schletter. 31.1. 

~ > y i t ~ o s c ~ ,  RHOLD., Über Ponceletsche Dreiecke, besonders solche , welche 
konfokalen Kogelschnitteii ein- und umgesçhrieben sind. Dissertation. 
Breslau, Schletter. M. -. 80. 

R ~ T I I E ,  RcD., Untersuchungen über die Tlieorie der isotherinen Fliichen. 
Dissertatioii. Berlin, Mayer & Müller. M. 2. 

KLEI'J , F., Ausgewiihlte Kapitel der Zahlentheorie. 1. und II. Vorlesung. 
1. Gehalten im Wintersemester 1 8  9 5/96.  Ausgearbeitet von A. SOMJIER- 
FI:LD. II. Gehalten im Sommersemester 1896.  Ausgearbeitet von 
A. S O M M E K ~ ~ L U  und TH.FUI~SWANGLWII. Gottingen. (Leipzig, B. G.Teubner.) 

M. 14.50 .  
DIRIULII~ETS, G. LEJEUNE, Werke. Herausgegeben auf Veranlassung der k6nig- 
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Rezensioiien, 

Heriii:iiin Grassmaiins Gesaminelte inatlieniatische u n d  pliysikalisclie 
\Verke. Aixf Veranlassung der mathematisch-physikalischen Klasse 
der ktinigl sachsischen Geaellschaft der Wissenschaften und unter Mit- 
wirkung der Herren: JACOB L ~ R ~ T H ,  Euuanu S ~ u u u ,  JUSTUS G i r ~ s s -  
M a m ,  H E R M A ~  GRASSMAXS der Jüngere , GEORG SCHEFFERS heraus- 
gegeben von FILIEDRICH ENGEL. 1. Band. II. Teil. Die Ausdehnungs- 
lehre von 1862.  Leipzig 1896 ,  B. G. Teubner. VI11 und 5 1 2  S. 8'. 
Mk. 16 .  

Der erste Halbband der Gesamtausgabe von G r  a s s m a n n s  mathe- 
matischen und physikalischen Werken is t  gel~gent l ich e i n ~ r  historisclion 
Studie über diese Werke im zweiten Hefte des 41.  Bandes dieser Zeitschrift 
besprochen worden. Der vorliegende zweite Ralbband, der programmmassig 
die ,,Ausdehnungslehre von 1 8 6 2 "  bringt, ist  ein J a h r  spBter erschienen, 
als in  der Vorrede zum ersten in Aussicht genommen war. Diese Ver- 
zogening wird jeder begreifen, der die Schwierigkeiten kennt, welche ge- 
rade dieses Werk G r  a s  s m  a n n  s schon dem Verstandnis bereitet, geschweige 
der kritischen Durcharbeitung, wic sic beim Neuerschcinen cines i n  der 
Originalausgabe nur in engen Kreisen bekannt gewordenen VCTerkes* a m  
Platze war. Man kann aber die TTerz6gerung auch nicht bedauern, wenn 
man sieht, welche Pülle gewissenhaftester und exaktester Arbeit a n  diesem 
Werke von den Herausgebern geleistct worden ist,  und wie diese Arbeit 
den Erfolg gehabt hat ,  dasselbe aueh Tom Standpunkte modernster Kritik 
aus inhaltlich als das bewundernswerte Kunstwcrk anzuerkennen, als welches 
es bisher den Wenigen galt,  denen die Originalausgabe naher bekannt 
war. - Beteiligt haben sich hierbei die Herren E n g e l  und H. G r a s s -  
m a n n  der Jüngere auriiiehst durch allseitige Revision des Textes und, wo 
es n6tig schien, durch kleine redaktionelle Andermgen, die, wie i m  ersten 
Halbbaride, überall als solche erkennbar gemacht und i n  einem besonderen 
Verzeichnis den ursprünglichen Leearten gegenübergestellt sind. Dasselbe 
gilt von einigen, die Umstellung von Paragraphen, Hinzufügung erkliirender 
Zusatze und Fortlassung einer nicht verstandlichen Anmerkung betreffenden 

* Dasselbe war nur in 900 Exemplaren, beilaufig auf G r a s  s m a n n  s e i p e  
Kosten, gedruckt worden. 

Hist -1itt. Abt. d. Zoitscbr. f.  Math. u Phye. 42. Jahrg. 1897. 6. Heft. 14 
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hnderungen. Zu dieser Arbeit lieferte eine R'eihe von Bemerkungcn des 
IIerrn S t u  d y einen wertvollen Beitrag. Wiihrend so durch Gestaltung des 
Textes für  das unmittelbare Verstündnis jcde zwcckmkssig scheincnde Hilfe 
geleistet. ist ,  haben die IIerren Herausgeber, i n  tieferer Erfassung ihrer 
Aufgabe, dem Werke einen nicht weniger als 100 Seiten unifassenden An- 
hang hinzugefügt, der in der Form von Anmerkungen kritischer und er- 
klirender Natur  sich mit der in  dem Werke niedergclegten Thoorie 
selbst beschaftigt, Dunkelheiten des Textes aufklirt ,  dndeuturigeri aus- 
führt ,  kleine T,ücken amiisfüllt, naheliegende wichtige Folgerungen zieht, 
kleine Versehen richtig stellt, Mangel in  Beweisen beseitigt, auch hier und 
da  den Zusammenhang oder die Identitat G r  a s  s m  a n n  scher Satze mit 
spüter andenveitig gefundenen Resultaten feststellt. Diese Anmerkungen 
liefem nicht nur einen überaus wertvollen und nillkommenen Beitrag zum 
Verstiindnis des ganzen Werkes und seiner Einzelheiten, sondern geben 
auch implizite Aufxhlüsse über die hervorragende Kraft und Bedeutung 
der spezifisch G r a s  s m a  nnschen Methoden, indem sie ~ i e l f a c h ,  wenn auch 
unabsichtlich, an dcm MaBstabe dieser Nethoden und der durch sie erzielten 
Resultate die herkommlichen Schulmethoden messen. - Verschiedcntlich er- 
fiihrt das Grass rnannsc l ie  System durch diese Anmerkungen eine inhalt- 
liche Bereicherung, an anderen Stellcn ergcbcn sich von selbst Anregungen 
zur  meiteren Ausgestaltung desselben. In dieser IIinsicht mogen einige 
wichtigere Ergebnisse im folgenden besonders hervorgehoben werden. 

Die Brage, unter welcher Bedingung in einem -Hauptgebiete nter Stufe 
eine C ~ ~ S S A  A von mteT Stufe (1 < wt < n - 1) einfach ist, ha t  G r a s s  - 
m a n n  in der A, nicht beantwortet. Hier nun wird das Xriterium ge- 
geben, dass A mit  jeder einfachen Grosse (n - nz $ 2)'er Stufe multipliziert 
eine einfache Grosse zweiter Stufe liefern muss. - Der BegrifF der Zurück- 
leitung, für  den die Deometrischen Anwendungen in der fehlen (und 
den infolgedessen H a g e n  i n  seiner ,, Synopsis der hoheren MathematikLL als 
dunkel bezeichnet), wird i n  geometrischem Cewande ausführlich diskutiert, 
wobei sich unter Beziehung der kombinatorischen Multiplikation auf den 
Raum als Gebjet vierter Stufe aeht Falle der Zurückleitung ergeben. - 
Auch den beiden C r  a s  s m a n n  schen Aufl6sungsmethoden von pz linearen 
Gleichungen werden für den Fa11 9z = 3 geometrische Deutungen gegeben. - 
Der Begriff ,,allseitig normal'' wird erliiutert und in seiner Bedeutung klar 
gestellt durch IIinzufügung einiger Si tze,  r o n  denen der wichtigste aus- 
sagt,  dass, wcnn zwei Gebiete allseitig zu einandcr normal sind, jede 
Grosse des eineu Gebiets zu jeder Grosse des andern normal ist. - Bei 
den Satzen, welche Grossen erster Stufe im Hauptgebiete nter Stufe betreffen, 
wird bemerkt, dass eine Heihe derselben noch richtig bleibt, wenn man sie 
durch Grossen (12 - l)tsr Stufe ersetzt. nies  kornrnt für  92 : 4 auf die 
Vertauschurig von Punkt -  mit Ebenen-Koordinaten hinaus. - Einen grosseren 
Raum beansprucht die Anwendnng und spezielle Durchführung der all- 
gemeinen Theorie der geometrischen Verwandtschaften auf die Kollineation 
des Raumes. E s  ergeben sich dabei je nach dem Auftreten einfacher oder 
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inehrfacher Hauptzahlen und der Stufenaahl der zugehorigen Hauptgebiete 
ausserst einfach dieselben 13 Falle, zii welchen v. S t , a u d t  von einem an- 
deren Prinzip aus in  seinen ,,Beitriigen zur Geometrie der LageLL gelangt 
ist. - Als ein Mange1 der A2 wird bezeichnet, dass G r a s s m a n n  Zahl- 
beziehungen zwischen den Einheitsprodukten und den ursprünglichen Ein-  
heiten von der Betrachtung ausschliesst, und dadurch auch gewisse Systeme 
hoherer komplexer Zahlen , deren zuerst von H a m  i l  t O n aufgestellte Theoiie 
neuerdings weiter entwickelt worden ist. Nach dieser Richtung würde also 
ein weiterer Ausbau des Systems angezeigt erscheinen, falls jenen komplexen 
Zahlen eine hinlingliche Wichtigkeit und Anwendungsfihigkeit beizulegen 
isl. Dcnn man sollte bei solchen Verallgemeinerungen immer bedenken, 
dass die Xoglichkeit von Anwendungen auf Geometrie und Mechanik für 
rein analytische Forschungen ein nicht zu unterschiitzendes Kriteriiim des 
Wertes bildet, dessen Beaçhtung die Forschung davor bewahren wird, sich 
mit ihren Theorien und Resultatrn ins Uferlose .und sçhliesslich Abstruse 
zu verlieren. So ware es denn ilnmerhin moglich, dass sich hier i n  der 
Beschrankung der Meister gezeigt hatte. Auch darf man nicht vergessen, 
dass G r a s s  m a n u  bei aller Allgemeinheit seiner Begriffe und Methoden 
doch in erster Linie ein Forschungswerkzeug für Geornetrie und Mechanik 
schaffen wollte. - Auf eino Erweiterung des Systems weist ferner der 
Umstand hin, dass G r a s s m a n n  nur  lineale Produktbildungen aus zwei, 
nicht solche aus drei Faktoren untersucht. Nach dieser Richtung sind 
(S. 400) interessante Andeutungen gegeben. Derartige Erweiterungen werden 
besonders wertvoll sein, wenn sie Anwendungen auf solche Gebiete zulassen, 
die sich etwa den Originalmethoden G r a s s m a n n s  als unzugiinglich er- 
meisen sollten. 

Hinsichtlich der Tragweite und Anwendungsfiihigkeit jedes einzelnen 
Begriffs der Ausdehnungslehre über das im Text gegebene hinaus finden 
sich in G r a s s  m a n  n s eignen Anmerkungen rnehrfache Andeutungen. Die 
genauere Prüfung derselben zeigt i n  ihren Resultaten recht deutlich, wie 
sehr es der Ausdehnungslehre zum Vorteil gereicht ha t ,  dass G r a s s m a n n  
bei der Durchbildung ihrer Methoden der natiirlichen F ü h m g  folgte, 
welche die geometrischen Gesichtspuukte ihm darboten, dass er aber keine 
seiner allgemeinen, a n  sich betrachtet analytischen Methoden aiif solche 
spezielle Gegenstande anwandte, die ihrer Natur nach dieser Methode fern 
lagen, und dass e r  es unterliess, im Interesse solcher Anwendungen sich 
mit seinen Nethoden durçh Anpassung derselben a n  ungeeignete Gegen- 
stande in Kiinsteleien zu verlieren, mie das in  besonders lehrreicher Weise 
auf S. 436 zu erkennen ist (Anmerkung zu Nr. 337). 

Unter denjenigen Bemerkungen, welche den Zusarnrnenhang der A2 
mit neueren Porschungen betreffen, sind die folgenden von besonderem 
Interesse. Die einfache lineale ~ n d e r u n g  is t  gleichbedeutend mit einer 
linearen homogenen Transformation von der Determinante 1, die x' homo- 
genen Transformationen dieser Form bilden eine eingliedrige Gruppe im 
Lieschen Sinne. Die zirkuliire ~ n d e r u n g  ist,  wie die lineale, mit einer 

14* 
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linearen homogenen Substitution von besonderer Form gleichbedeutend, die- 
selbe is t  orthogonal und ha t  die Determinante $- 1, je nachdem die zirku- 
lare A n d e m g  positiv oder negativ ist. Tm crsten Falle bildct der Inbegriff 
aller aol Transformationen eine eingliedrige Gruppe im Lieschen Sinne, 
iin zweiten Falle bildet er keine Gruppe, wohl aber bilden beide Trans- 
formationen zusammen eine nicht-kontinuierliche Gruppe. - Der Übergaug 
von den Grossen eines Hauptgebietes zu den Erganzungen gehort vom 
Standpunkte der projektiven Gtiornetrie zu den dualistischen Transformationen, 
und zwar zu den speziellen Reziprozitaten, die man als Polarsystem be- 
zeichnet. - Dass der Übergang von einem Kormalsystem zu einem anderen 
numerisch gleichen einer reellen orthogonalen Substitution entspricht, wurde 
schon in dos Refcrcnten ,,Raumlchre l L  II, Nr. 63 hervorgehoben, ebenso 
(1. c. S. 129-134), dass die Ausdehnungslehre fü r  verschiedene Beweise 
des Multiplikat~ionstheorems der Determinanten die kürzestc Form liefert. 
Auch ist a n  derselben Stelle (S. 5-12 und 250-256) bereits ausführlich 
dargelegt, wie sehr die Theorie der G a y  l e  yschen Mafibestimmung an 
Eirifachheit gewinnt, wenn man sie mit Hilfe der in der A2 Nr. 151-215 
eingeführten Begriffe entwickelt. - Dass dieser Abschnitt gleichzeitig die 
von R i e m a n n  entdeckte niçhteuklidische Geometrie in sich schliesst, hat 
Ili e gezeigt, wjihrend S t u d y ihn als Beitrag mir Invariantentheorie der 
Gruppe aller Drehungen u m  einen Punkt  auffasst. Dagegen scheint die 
ebenfalls in  den ,:AnmerkungenLL hervorgehobene Ü b e r e i n s t i r n m ~ n ~  des G r a s s -  
mannschen  (vom Referenten auf n. Dimensionen ausgedehnten) Eckensinus 
mit dem gleichnamigen von Y. S t a u d t  aufgestellten Begriffe bisher noch nicht 
beachtet worden zu sein. - Eine ausführliche Analyse knüpft sich an den 
Satz 391 der A P ,  betreffend das Verschwinden des Ausdnicks [Qc, c,] (durch 
Einsetzen von n Grossen erster Stufe cl. . . c,, wiihrend Q eine spezielle Form 
des Quotienten darstellt) , dessen weitere Bedeutung von G r a s s  m a n u  zwar 
erkannt, ab& nur in  einer Anmerkung durch einige Hinweise angedeutet 
wurde. I n  diesem Satze liegt die Losurig der Aufgaben, die quadratische 
Form ZCY,,X,X, dnrch eine reelle lineare homogene Substitution von der 
Determinante 1 auf einc Surnme von Quadraten zurückzuführen, ferner 
eine quadratische Form Z a , j x , ~ j  durch eine reelle Suhstitution, bei der 
die Form Zr,' invariant bleibt, auf eine Summe von Quadraten zurück- 
zuführen, sodann die IIauptaxen der oc1 Mannigfaltigkeiten zweiten Grades 
Zrr,,z,x, = const. des 3, zu bestimmen. E r  schliesst i n  sich das S y l v e s t e r -  
sche Tragheitsgesetz der quadratischen Formen und führt dadurch direkt 
zu deui S turmschcn  Satze über die Wurzeln algebraischer Gleichungen. 
Hier ,  wie in so vieleri anderen Fiillen, zeigt sich recht deutlich, wie die 
Ausdehnungslehre herufen i s t ,  das durch geflissentiiche Verschmahung geo- 
metrischer Hilfsrriittel seitens der modernen Analysis und analytischer Hilfs- 
mittel seitcns der synt,hetischen Geometrie zum Schaden beider Zweige der 
Mat'hematik gel6sto Band wieder zu knüpfen, und zwar nicht künstlich, 
wie durch die iiltere analytische Geometrie, sondern in einfachster, natur- 
gemksser Form. 
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Bis hierher bewegen sich die Studien der Herausgeber auf solchen Ge- 
bieten der A2, die schon früher vielfache Beachtung, Anwendung und 
Würdibmng gefunden hatten. Dagegen harrten die Schlusskapitel des 
Weikes iiber Different,ialrechnung,* unendliche Reihen und Integralrechnung 
noch der Durchforschung, und es war darüber im allgemeinen nur  be- 
kannt, was L i e  (irren wir nicht, noch i m  Anschluss an direkten Meinungs- 
austausch mit G r a s s m a n n )  in  dem von den Math. Annalen (Bd. 14) ge- 
gebenen Nekrologe G r a s s m a n n s  (imd anderweitig) iiber die Redeut'ung 
dieses Teiles der A, für das Pfa f f sche  Probleni ausgesprochen hatte. Die 
eingehende TJntersuchung, welche auch dieser Teil der A, samt seiner Be- 
deutung für das ebengenannte Problem jet'zt erfahren h a t ,  führt zu folgen- 
der Charakterisierung der letzteren: G r  a s  s m  a n n  s Verdietist besteht zu- 
nBchst da&, dass er die ~nvaritlnte&heorie einer beliebigen P f a f f schen 
Gleichung bis zu einem gewissen Grade vollstiindig entwickelt ha t  . . . E r  
hat die Kriterien angegeben, an dcnen man erlrennen kann, auf welche der 
beideu moglichen Normalformen eine vorgelegte P f a  f f  sche Gleichung ge- 
bracht werden kann. Auch die Frage, unter welcher Uedingung die Normal- 
form , auf die der P f a f f sche Ausdruck Z' IIp d x6, gebracht werden konnte, 
auf einen Ausdruck mit t z  Differentialen, aber nur 2 92 - 1 Veranderlichen 
zurückführbar is t ,  wird von G r a s s m a n n  beantwortet, und es fehlt nur 
noch die Ausführung cincr lctzten, erst von C l e b s c h  erkannten Verein- 
fachung. Aber auch ohne diese ,,bleibt das, was G r a s s m a n n  für die 
Invariantentheorie eines Pfaffschen Ausdrucks geleistet ha t ,  hochst be- 
achtenswert . . . . und gerade in Bezug aui' die Richtigkeit und Vollstiindigkeit 
der (oben erwihilten) Kriterien steht C l e b s c h  wesentlich hinter G r a s  s m a n n  
z ~ r ü c k . ' ~  Dagegen ha t  G r  a s  s m  a n n  hinsichtlich der Aufstellung der Norinalforrn 
einer vorgelegten P f a  f f  schen Gleichung nur gezeigt, dass sic durch Tntegration 
einer Reihe gewohnlicher Uifferentialgleichungen geleistet werden kanu,  nicht 
aber untersucht, ob sich die Ordnung der erforderlichen lntegrationen redu- 
zieren liisst, eine von C l e b s c h  urid N a t a n i  aufgenommene, aber erst 
spiter zum Abschluss gebrachte Frage. Nebenbei wird rühmend hervor- 
gehoben, was G r a s s m a n n  hierbei fü r  die Theorie gewisser mit dem 
Pfaf f schen  Problem zusammenhhgendor Gleichungssysteme geleistet hat. 
Endlich wird auch am Schlusse des ganzen Anhanges der ,,SymbolikLL 
G r a s s m a n n s  gedacht, die ihn ja auch z u  diesen ,,eine seiner schonsten 
Leistungen" bilderiden analytischen Besultaten geführt hat. Es wird an-  
erkannt, dass dieselbe ,,der J a c o b i -  C ay  le  y schen vollstindig ehenbürtig, 
ja sogar insofern überlegen ist,  als die G r  a s  s m  annschen Symbole immer 
unmittelbar an den P f a f f scben Ausdruck erinnern, aus dem sie gebildet 
sind, wiihrend das Synibol (1, 2, . . . 2 n )  als solches gar keine Beziehung 
zum Pfaf f schen  Problem erkennen lasst. Deshalb is t  auch die G r a s s -  
m a n  nsche Symbolik ohrie weiteres auf Systeme von P f a f  fschen Gleichungen 

* abgesehen von der Anwendung aiif Funkcional-, Il e s s e eche Detenninanten 
und veitere Uildungen der neueren Algebra in desRefereuten,,~anmlehre" Li, S. 146 flg. 
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anwendbar, was bei der J a c o b i -  C a y l  eyschen nicht der Fa11 ist." - 
Vorzüge dieser Art  sind es gerade, welche überhaupt die vorn Keferenten 
von Anfang a n  bctonte ~ ~ b e r l e ~ e n h e i t  der G r a s  s m  a n n  schen Operationen 
über jede andere korikurrierende Symbolik begründen. Dass auch in diesern 
Abschnit,t der ,42 einige Einschrankungen sowie Verbesserungen notig ge- 
worden sind, welche lebztere zum Teil die heute geforderte Strenge der Be- 
grundung betreffen, a i r d  in den ,,VorbemerkungenLL mit Recht als ein auf 
den allgemeinen Standpunkt der darrialigen mathemaiischen Forschung aurück- 
zuführender, den Wert  des Canzen aber nicht im mindesten verringemder 
Umstand bezeichnet. Bicht unerwiihnt darf bleiben, dass der ganze das 
P f a f f s c h e  Problem betrefende Abschnitt noch eine besondere Darstellung 
in der Sprache der gewohnlichen dnalysis erfahren ha t ,  wodurch die Be- 
deutung dieser Leistung G r  a s s m a n n  s auch solchen Mathematikern ver- 
stiindlich gemacht wird, die sich von seiner Symbolik fernhalten wollen. 

Mit dem vorliegenden Halbbande is t  das Gebiiude der Ausdehnmgs- 
lchre, wie G r a s s m a n n  es schuf, i m  ivesentlichen vollendet. I n  den folgen- 
den Banden wird es  sich nur  noch um Erweiterungen und Anwendungen 
dieses Systemes handeln. Was den Zusammenhang desselben mit der 
anderweitigen mathematischen Litteratur betrifft, so geben, wie schon oben 
bemerkt, die ,,AnmerkungenL' mehrfache Auskunft über Punkte,  in  denen 
die G r a s  s m a n n s c h e  Forschung sich mit neueren, u n a b h k g i g  von ihr eut- 
wickelten Theorien und Resultaten, namentlich der Transformationstheorie, 
berührt. Diese Bemerkungen kounen natürlich nur  als Proben des an 
dieser Stelle vom Referenten berei t ,~ dargelegten viel grosseren Reichtums 
derartiger Beziehungeu angesehen werden, dessen vollstàndige Berücksichtigung . 
allerdings den Rahmen der ganzen Publikation überschritten hatte. Ebenso 
ist, abgesehen von awei oder drei Zitaten, ~ i ich t s  erwiihnt, worans auf 
eine Beeinflussung der spiiteren rnathematischen Forschung durch die Aus- 
dehnungslehre geschlossen werden kann. Auch derartige Zusiitze in nur 
annahernder Vollstandigkeit zu verlangen, ware unbillig, und wir erwahnen 
diosen Umstand nur ,  weil bei dem bisher streng retrospektiven Charakter 
des historischen Ueiwerks dieser Publikation gerade jene vereinzelten Zitate, 
verbunden mit  der S. VI1 ausgesprochei~en Hoffnung, dass die A, in Zu- 
kunft mehr rvirken worde als bisher, bei dem nicht orientierten Leser vor- 
liiufig einc unrichtigc Meinung von der bishcrigen Wirkung des Werkes or- 
wecken konnen. - Auch mir schliessen uns der obigen HoEnung an, nach- 
dem in der vorliegenden Busgaise der A, alles Wünschenswerte geschehen 
is t ,  ihr S tud iun  zu orleichtern. E'reilich, wer die Nühe scheut, sich Obung 
i n  der Handhabung der G r a s s  m a n  nschen Rechnungsoperationen anzueignen, 
und gewissermassen rechnerisch ,, utnoulernen'; für  den wird es bequemer 
sein, in  den gewohnten Geleisen mit Umwegen weiter zu arbeiten. Dass 
aber derartige Schwierigkeiten bei gutein Willen überrunden werden 
konnen, beweisen die Erfolge der viel unbequamer zu handhabenden Quater- 
nionen im Auslande, bewcist die auch i n  Deutschland bcstandig wachsende 
Zahl jüngerer Nat,hematiker, die mit G r a s s m  annschen Methoden arbeiten. 
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Das Gesamturteil, welches der Herausgeber Herr  E n g e l  i n  den ,,Vor- 
bemerkungen" über die & auf Grund seines eingehenden Studiums derselben 
unter den Gesichtspunkten der neuesten mathematischen Borschung fillt ,  
lautet: ,,Gegenüber der ersten Ausdehnungslehre (von 1844) bezeichnet die 
zweite einen sehr weseritlichen Fortschritt ,  der sich nicht nur i n  der 
grtisseren Mannigfaltigkeit des Inhalts bemerklich macht, sondern nament- 
lich auch in dem ganzen Aufbau. Die Ausdehnungslehre von 1844, so 
geistreich sie auch i s t ,  steht doch auf keiner ganz sicheren Grundlage; die 
Grundbegriffe, von denen B r  a s  s m a n  n darin auegeht, sind so allgemein 
und daher so inhaltlos, dass sie zum Aufbau eines wirklichen Systems nicht 
genügen, und G r a s s m a n n  muss, urn zu einem solchen zu gelangen, spiiter 
stillschweigend i n  seine Grundbegriffe vie1 mehr hineinlegen, als die ur- 
sprünglich von ihm aufgestellten Erkliiiungen besagen. Ganz anders in 
der zweiten Ausdehnungslehre. Hier verzichtet G r  a s  s m a n  n von vornherein 
darauf, sein System unabhiingig von der Analysis zu entwickeln. Indem er aus 
der Elementarmathematik das Rechnen mit  unbenannten und benannten Zahlen 
voraussetzt, stellt e r  den Begriff dor extensiven Grosse auf und entwickelt 
sein ganzes System aus diesem Begriffe auf Grund eiuer Eeihe von Defi- 
nitionen über die Verknüpfung dor cxtensiven Grossen mit den Zahlgrossen 
und untereinander. Auf diese Weise begründet er die Satxe der  ersten 
Ausdehnungslehre ganz von neuem und vollig einwandfrei und erweitert zu- 
gleich das Gebiet für die Ariwendbarkeit seines Kalküls gauz ausserordent- 
lich. - Man kann über die Zweckmassigkeit und über die TTorteile des 
Rechnenv mit  extensiven Grossen verschiedener Meinurig sein; niemand aber 
wird leugnen konnen, dass die Wissenschaft der extensiven Grosse, wie sie 
G r a s s m a n n  in seiner zweiten Ausdehnungslehre entwickelt ha t ,  ein 
kunstvoll und folgerichtig aufgeführtes Gebaude bildet, das keine Lücken 
zeigt . . . Unrichtigkeiten und Versehen finden sich eine ganze Reihc, 
aber sie sind alle von untergeordneter Bedeutung und betreffen niemals den 
Kern des Ganzen: sie alle sind zur Genüge dadurch erkliirt, dass G r a s s -  
m a n u  bei der anstrengenden Thatigkeit seines Berufes nicht die Zeit fand, 
jede kleine Einzelheit, jede Verweisung auf frühere Sat,ze und dergleichen 
noch einmal genau nachzuprüfen. In  Kleinigkeiten konnte er iri-en, das 
Ganze übersah und beliei-rschte er vollstindig. Man kann i n  dieser Hinsicht 
auch auf G r a s s m a n n  die Worte anwenden, die L e s s i n g  i n  seinem Laokoon 
über W i n k e l m a n n  sagt: E s  ist kein geringes Lob, nur solche Fehler be- 
gangen zu haben, die ein jeder hatte vermeiden konnen." - Dieses Urteil 
ehrt i n  gleichem MaBel wic den Sehopfer des Werkes, auch den Heraus- 
geber, der die bei seinem heterogenen Studienkreise doppelt anzuerkennende 
Nühe nicht scheute, durch alle Schwierigkeiten bis zu derjenigen geistigen Bc- 
walti,mng des Werkes durchzudringen, als deren Prucht wir obiges Urteil anzu- 
sehen haben. 

N a c h t r a g e  z u r  U e s p r e c h u n g  d e s  e r s t e n  T e i l s .  
1. Nach einer gefiilligen Mittcilung des Herrn K i l l i n g  sind in den 

W e i e r s  t raBschen Vorlesungen (nach 186 7) die Hinweisungen auf die 
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Ausdehnungslehre, speziell auf den Gebrauch des ausseren und des inneren 
Produktes in  der Theorie der Bewegung eines starren Korpers und in der 
Kreislehre, umfangreicher gewesen, als die Darstellung des Textes ver- 
muten la&. Auch hatten die Bemerkungen des Rer rn  W e i e r s t r a  B hin- 
sichtlich des TTerh%ltnisses der algebraischen Analysis zur Theorie der 
ruehrfachen Einheiten nicht sowohl den Zweck, die Berechtigung der letzteren 
anzufechten, als die Moglichkeit eines von diesen Einheiten v6llig unab- 
hingigen Aufbaues der ersteren darzuthun, wiihrend im übrigen die Vor- 
teile der letzteren gelegentlich ausdrücklich hervorgehoben wurden. 

2. Die Herren X o l  e n b r  o e k  (Haag) und K i m u r  a (New-Haven) 
haben im Jahre 1 8 9 5  die Gründung einer internationalen Gesellschaft xur 
Forderimg der Vekt,orentheorie (Quaternionen und Ausdehnungslchre) angeregt. 
lm Auslande is t  dieser Plan beifallig begrüsst worden, z. B. von P e a n o  
in der , ,Riv. Mat .LL V, 1 6 9  (1895) und von M a c f a r l a n e  in der ,,ScienceLL 
III, 99  (1896). Die i n  Lübeck abgehaltene Jahresversammlung der.,,Deut- 
schen Mathematiker -VereinigungU sprach demgegenüber ihre Bedenken 
gegen die Stiftung eincs dcrartigen Vercins aus, ,,der lediglich den 
Zweck habe, einen s e h r  e n g  b e g r e n z t e n  T e i l  des mathematischen 
Wissens zu f6rdern.lL 

3. Eine Sammlung von Vorlesungen, welche iu  erster Linie bestimmt 
sind, Studierende an technischen Hochschulen in wcniger zugangliche 
wichtige Kapitel der hoheren Mathernatik einzufïihren , und neben der 
Theorie auch Anwendungen auf Physik und Technik bieten, ist unter dom 
Titel ,,Higher Pilathcmatics, A text - book for classical and engineering 
Colleges, ed. by Nerriman (1,ehigh University) and Woodward (Columbia 
College)" 1 8 9 6  bei J o h n  W i l e y  6i S o n s ,  New-York und C h a p m a n  6: H a l l ,  
London erschienen. In dieser Sammlung is t  ,,G r a s s m a n n s  Space Analysis" 
durch eirie Arbeit von E. W. H y d e ,  ,,Vector Analysis and  quaternion^'^ 
durch eine solche von A. M a c f a r l a n e  vertreten. 

4. Vorlesungen über die Ausdehnungslehre hielt Dr. K. Z i n d l  e r  im 
Sommer 1893 an der Universitat in Graz, Winter 1894/95 desgleichen 
i n  Wien. V. SCHLEGEL. 

G o t a s c ~ ~ r n m ,  FEANZ, tbrr  die Gansssche Osterformel. Programm. 
Berlin 1896 .  

Der Verfasser, der sich bereits durch eine Programmabhandlung über 
das R,eziprozitiitsgesetz der achten Potenzreste (Berlin, 1889) 1-orteilhaft be- 
kannt gemacht hat ,  giebt in  der vorliegenden hrbei t  mehr als der Titel 
verspricht. ES beginnt mit einer sehr klar geschriebenen Übersicht über 
die geschichtliche Entwiçkelung der Bestimmnngen über das Osterfest, wie 
sie i n  solcher Vollstiindigkeit rioch nicht gegeben worderi ist. Diese Ue- 
stimmungen waren anfangs sehr umstandlich und in den verschiedenen 
Llindern sehr verschieden, bis zur Zeit Karls des Grossen die alexandrinische 
Osterberechnung durchdrang, die noch gcgenwiirt,ig in der griechischen Kirche 
in  unveranderter Geltung ist. Ih r  liegen die Eieiden nur angeniihert 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Rezensionen. 193 

richtigen Annahmen zu Grundo, dass das J a h r  365'/, Tage ha t  und dass 
235 Mondmonate gleich 1 9  Sonnenjahren sind. Im Laufe der Zeit zeigte 
sich, dass das so berechnetc Osterfest somohl vom wirklichen Frühlings- 
anfange als vom Vollmonde sich entfernte, und das war ein ITauptgrund 
Mr die Kalenderverbesserung, die Papst Gregor XII1 im Jahre 1 5 8 2  zu stande 
brachte. In  kunstvoller Weise versuchte eine Kommission von Gelehrten, 
unter denen in erster Linie der bekannte Mathematiker C l a v i u s  S. J. zu 
nennen ist, diesem Ü belstande abzuhelfen , ohne jedoch einen vollkommenen 
Aiisgleich zu finden. Die Einführung des neuen Kalenders stiess bekannt- 
lich auf grosse Schwierigkeiten, und zwar war es gerade die neue Be- 
rechnung des Osterfestes, die vielfach Anstoss erregte. Die evangelischen 
Staaten Deutschlands nahmen zwar, wesentlich auf Veranlassung von 
Leibniz, im Jahre 1 7 0 0  den neuen Kalender an,  machten jedoch den Vor- 
behalt, dass die Berechnung des Osterfestes nicht nach der zyklischen 
Rechnung, sondern astronomisch erfolgen sollte, wobei sie sich sonderbarer 
Weise auf die Bestimmungen des Concils von Nicaea bcriefen. Erst  
Friedrich dem Grossen gelang es im Jahre 1775 ,  die volle Annahme des 
Gregorianischen Kalenders für das ganze Deutschland durchzusetzen. 

Die Berechnung des Osterfestes war eine sehr umstiindliche Operation, 
sic erforderte die Kenntnisse oincr Reihe von Tabollen, wclche die Sonntags- 
buchstaben, den Sonnenzirkel, die goldenen Zahlen, die Epakten u. S. W. 

enthielten. E s  war deshalb ein wesentlicher Fortschritt, als G a u s s  im 
Jahre 1 8 0 0  eine einfache Formel angab, die es gestattete, direkt aus der 
Jahreszahl fur die Z ~ i t  von 1 7 0 0  bis 1 8 9 9  das Datum des Ostersonntages 
zu berechnen. G a u s s  gab l'erner eine allgemein gültige Formel, in  der 
zwei Hilfszahlen, M und N auftreten, die für jedes Jahrhundert besonders 
zu berechnen sind, ebenfalls nach einer einfaehen Bormel. Alle diese 
Formeln werden von Go1 d s  c h e  i d e r  sorgfaltig bewiesen. 

Jene Hilfsformel hatte G a u s s ,  durch ein fehlerhaftcs chronologisches 
Rucb ~ e r a ~ n l a s s t ,  nicht richtig angesetzt, in ihr is t  die Zahl p nicht als 
[k : 31, sondern als [(8 k + 13) : 251 zu definieren, mas freilich bis zum 
Jahre 4 2 0 0  keinen Unterschied macht. Eine Berichtigung seiner Formel 
liat G a u s s  selbst 1 8 1 6  veroffentlicht (Zeitschrift für  Astronomie und 
verwandte Wissenschaften, herausgegeben von B. v. L i n d e n a u  und J. G. 
F. B o h n e n b e r g e r .  Bd. 1. S. 158). , , D i e s e  B e r i c h t i g u n g  i s t  d e m  
H e r a u s g e b e r  v o n  G a u s s 7  W e r k e n  e n t g a n g e n ;  man liest daher im 
Bd. VI  im Text die Zahl p definiert als [k  : 31, dazu aber die Anmerkung, 
dass bei G a u s s  sich die handschriftliche Bemerkung findet: p wird be- 
stimmt als Quotient bei der Division von 8 B + 13 durch 25, ohne dass 
in den B e m e r k u n g e n  des Herren S c h e r i n g  irgend eine Andeutung über 
den hiernach recht unklaren Sachverhalt zu finden ist," Auffallend is t  
auch, dass Bd.VI S. 79 bei der Ausnahme 1 die Jahre 1609 ,  1989,  5.85 
d a g e p n  die Jahre 1609,  1981 angegeben sind; G a u s s  ist  a n  diesem Irr tum 
unschuldig. 
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Dem vorliegenden interessanten Programm soll noch ein zweites folgen, 
i n  dem der Verfasser eine Reihe von Fragen als Anwendung der G a u s s -  
schen Formel behandelt. ,,Die verwickelte Gestalt unseres Kalenders", 
sagt er ,  ,,giebt i n  der That  Veranlassung zu einer fast unübersehbaren 
Menge von Aufgaben; das ist  freilich auch der einzige Lichtpunkt dann.LL 
Ferner soll über das Schicksal der Gaussschen  Formel berichtet werden, 
die anfangs keineswegs die gebührende Beachtung fand; mussten doch irn 
Jahre 1805 die in Borlin gedruckten Kalonder wieder eingezogen werden, 
weil die Verfertiger, darunter der Astronom B o d e ,  das Osterfest falsch 
angesetzt hatten. Wir  sehen diesem zweiten Teile mit Spannung entgegen. 

Enclidis Ditta cum commentario Marini e t  scholiis antiyuis edidit HESRICUS 
MENGE. Leipzig 1896. B. C. Teubner. LXII, 336 p. [Euclidis Opera 
omnia Vol. VI.] 

Gestützt auf Handschriften, deren alteste im zehnten Jalirhundert entstand, 
und auf mehrfache Ausgaben und Übersetzungen ha t  nunmehr Herr Menge 
die Daten Euklids dessen von IIerrn IIeiberg veroffentlichten Elementen und 
optischen Schriften nachfolgen lassen. Wie die Elcment'e in zwei Lesarton 
vorhanden sind, einer von Theon von Alexandria herrührenden und einer 
vortheonischen, so ist es auch den Daten ergangen, und es gehorte zu 
der Aufgabe des Herausgebers, den euklidischen Text von den theonischen 
Veriinderungen, die bereits in einer bologneser Handschrift des elften Jahr- 
hunderts sich kenntlich machen, zu unterscheiden. V i e  weit dieser tex- 
krit'ischen Aufgabe geniigt ist ,  miissen Philologen entscheiden, matheinatische 
Gründe H. Menges Auswahl anzuzweifeln haben wir nicht. Theon hat,  wie 
Herr Menge zeigt, hei seiner Aiisgabe ganz andere Zwecke verfolgt, als sie 
gegenwiirtig als selbstverstiindlich gelten. Es  war ihm vie1 weniger daran 
gelegen, mit Hiife der besten Handschriften, die zu beschaifen waren, den 
echten Wortlaut Euklids herzustellen, als alexandrinischeii Zeitgenossen, 
welche für Mathematik sich interessierten, den Inhalt der Daten wie vorher 
der Elemente zu übermitteln, bci den Elemcnten crlautcrnd und erweiternd, 
bei den Daten eusserste Kürze anstrebend. Pappns hatte sich ein Jahr- 
hundert vor Theon eingehend mit den Daten beschiiftigt. Von einer Be- 
schaftigung mit den Llaten nach 'ïheon wissen wir durch Proklus, durch 
dessen Schüler Marinus, der eine gleichfalls von Herrn Nenge herausgegebeiie 
Einleitung i u  die Uaten (deun das is t  seine Abhandlung weit eher als ein 
Kommentar zu den Daten) verfauste, dnrch Rutokius, durch Olympiodor. 
m i r  wissen auuh, dass die Daten im zehnten Jahrhunderte zu den Arabern ge- 
langten und einen Abschnitt ihrer rnittleren Biiehcr bildeten. Herr Menge 
erzBhlt dann i n  seiner Einleitung weit'er von den Ausgaben und Über- 
setzungen der Daten seit Georg Valla. Alle diese T70rarbeiten wurden zur 
Herstellung der nenen Ausgabe dienstbar geniacht, wie wir schon oben 
gesagt haben. cax.roi<. 
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h l i s d l ~  Problem von Prof. B m ~ o s  STURM ( F o r t s e t z ~ n ~ ) .  Linz 1896.  
Verlag des k. k. Gymnasiums Seitenstetten. S. 57- 97.  

Wir haben Bd. 41 Histor. litter. Abtlg. S. 76 - 7 7  über die erste Ab- 
teilung dieser Arbeit herichtet. E s  ist  uns eine angenehme Pflicht, unsere 
Leser heute mit der zweiten Abteilung bekannt zu machen, welche das 
Ilelische Problem in der Alexandrischen l'eriode behandelt. \Kr werden 
allerdings so wenig wie bei der ersten Abteilung des ganzen im allgemeinen 
bekannteu Inhaltes gedenken, sondern wie damals uns anf Einzelheiten be- 
schrgnken. Herr Sturm bespricht die Frage nach der sprachlichen Echtheit 
des Briefes und des Epigramms des Eratosthenes und bejaht sie. E r  be- 
tont dabei,  dass schon in jenem Briofe von der Notwendigkeit bei Her- 
stellung von Briegsmaschinen die Würfelverdoppelung leisten zu k6nnen 
die Rede sei, sodass das praktische Bedurfnis und nicht die theoretische 
Schonheit der Aufgabe in den Vordergrund tritt. Koch wichtiger ist die 
Bemerkung, dass diejenigen Losungen des Delischen Problems, welche man 
Heron und Philo zuzuschreibeu pflegt, ursprünglich von Apollonius her- 
rühren, der durch einen Kreis und eine Hyperbel das Gleiche erzielt haben 
dürfte, was spiitere durch Bewegungsgeometrie sich verschairteri. Die gleiche 
Ansicht ha t  Mo n t u c l a  ausgesprochen , R e i m  e r  1 7 9 8  (De ciibi duplicatione 
pag. 128-129)  nicht ganz verworfen. Wir geben eu, dass Eutokios und 
Philoponos gewichtige Cxewahrsminner dafiir sind, dass man die heweguiigs- 
geometrische Losung llerons bis auf Apollonius hinauf datiere; wahr ist  
auch, dass Pappus von eincr Annlyse c7rr Aufgabe durch Apollonizis 
miltels K ~ y e l s c h i t t e  gesproühen hat. Die Restitution dieser Analyse unter 
Anwendung einer Hyperbel, wie Montucla und Rerr  Sturm sie ftir wahr- 
scheinlich halten, beruht dagegen auf keinerlei alten Angabtt und hat  nur 
den Wer t  einer Vermutung. Beilaufig bemerken wir, dass sich hier bei 
Bcrrn Sturm S. 73, Zeile 1 ein Druckfehler eingeschlichen hat. Die dortige 
Proportion muss heissen: a : g = z : b. Herr Sturm widmet einen ganzen 
Paragraphen der von Pappus uberlicferten und am Anfange soines dritten Buches 
getadelten n%herungsmeisen W-ürfelverdoppelung. Mit Herrn S. G ü n t h e r  
nimmt er an,  jencs an sich unrichtige Verfahren habe i n  wiederholter An- 
wendung zu brauchbaren Werten gefülirt. Ohne solches in Abrede zu 
stellen, bemerken wir nur ,  dass von einer Wicderholung dcs Verfahrens 
nirgend die Rede ist. Dass wir aber mit dem Verfasser des diesjiihrigen 
Programmes nicht immer übereinstimmen, thut  dem Werte der Abhandlung 
als solcher keinen Abbruüh, und wir koririen sie gleich der vorhergehenden 
unseren Fachgenossen nilr dringend empfehlen. CANTOII 

N e  dritliiuetik (les Elia Nisiwbi. Ein Ueitrag zur Geschichte der 
Xathematik von GUSTAV WERTHEIY, Professor an der Realschule 
der israelitischen Gemeinde zu Frankfurt a .  M. Zmeite verbesserte Aus- 
gabe. Braunschweig 1806. Friedrich Vieweg und Sohn. 68 S. 

S u s  der Programmabhandlung von 1893 ,  welche wir Bd. 39 Histor. 
litter. Abtlg. 8. 16 - 17 unsereri Lesern enipfchlen durken, ist ein Biindche~i 
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geworden, welches mit gutem Rechte sich als verbessert'e Ausgabe be- 
zeichnet. Herr Wertheim ha t  noch mehr, als es in jenem Programme statt- 
fand, die 1534 erstmalig gedruckte Schrift mit zu Lebzeiten ibres Ver- 
fassers Vorhandenem verglichen. E r  ha t  Paciuolo , Chuquet, Widmann van 
Eger, Christoff Rudolff durchstobert, u m  ~hnl ichke i ten  mit Nisrachi zu 
entdecken, und er ha t  so sichcr zu stellen gewusst, dass um 1500 ge- 
wisse Kenntnisse, gewisse Aufgaben in ganz Europa Tom tiussersten Osten 
zum aussersten Westen bekannt gewesen sind, die überall vorkornrnen und 
in dieser Allgemeiriheit der Verbreitung nicht als Reweis dienen konnen, 
dass ein spiiter lebender A einen Vorganger H gekannt haben miiss, weil 
er sein Wissen ebensogut einem C, D u. S. W. entlehnt haben kann. Herr 
Wertheim ha t  ferner die Induktionen, deren Misrachi sich bediente, um ge- 
wisse Reihen zu summieren, auf ihre Richtigkeit geprüft und dadurch eine 
Anzahl von int,eressanten Siit,zen gewannen, welche künftig der hlittelschule 
als willkommene Beispiele dienen konnen. PUeu sind endlich manche An- 
merkungeo, unter denen wir die auf S. 1 6  hervorheben, dass im Talmud 
(Aboda Sara 9b) die Teilbarkeitsregel für 7 sich findc, nach welcher der 
R'est einer Zahl Wr den Divisor 7 ermittelt werde, wenn man vor der 
Division jcdes Hundert durch 2 ersetze. 

CANTOR. 

Intoriio alla vita ed ai lavori di Tito Lirio Riiratiiii, fisico Agordino 
del secolo XVII. Btudi e ricerche di be.rowro Ft~vino.  Venetia 189 6 .  
Estratto dalle Mernorie del R. Instituto Veneto di scienze, lettere 
ed arti. Volume XXV, Xr. 8, 1 4 0  p. 

Die Frage, wcr T i t o  L i v i o  B u r a t i n i  von Agorda sei, und wodurch 
e r  sich einer ihm gewidmeten Sonderuntersuchung wurdig gemacht habe, 
is t  eine vollberechtigte. H a t  dorh erst Herr F a v a r o  diesen Gclehrten 
wieder entdeckt, dessen Verdienste durchaus i n  Vergessenheit geraten 
waren. Buratini is t  zwischen 1 6 1 0  und 1 6 2 0  geboren, 1 6 8 2  gcstorben. 
E r  ha t  1 6 3 9  einen mehrjahrigen Aufenthalt i n  Egypten genomrnen, lebte 
spiiter in Polen, wo er eine Stellung einnahm, welche man etwa die eines 
Münzdirektors nennen kann, und der er das polnische Bürgerrecht, den 
Adelstand, den Reiehtum verdankte, die ihm aber auch Anklagen und 
Feindschsften zuzog. Buratini ha t  wahficheinlieh unabhangig von ahnlichen 
Gedanken, welche by Huyghens und in England zu Tag t raten,  seit 1643  
und bcsonders in scincr Misurrc ufziuc~sule von 1 6 7 5  die Liinge des 
Sekundenpendels als allgemeine NaBeiuheit, als m c i ~ o  crilolico, empfohlen. 
E r  hat eine Flugmaschine erfunden. E r  ha t  var dem 4. Juli 1 6 6 5  die 
Venusiiecken beobachtet, deren Britdeckung ihm angehort. E r  hat  mit 
hydraulischen wie mit mikrometrischrn Arbeiten sich erfolgreich beschiftigt. 
Man darf daher durchaus damit einverstanden sein, dass Buratini der ihm 
gebührende Platz in  der Geschichte der Wissenschaften wieder eingeraumt 
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werde, kein Platz unter den Grossen ersten Ranges, aber immerhin unter 
den Miinnern, die sich nach mehr als nur einer Richtung hin verdient 
gernacht haben. CANTOR. 

Hoeiie Wrohski. Jego Sycie i prace napisal S. DICKSTEIN. Z portretem 
wrohskiego i podobniza jegn pisma. W Krakowie nakladem Akadcmii 
umiejetnosci. 1896.  

Herr  Dickstein ha t  seit 1892 zahlreiche sich aneinander anschliessende 
Aufsatze veroffentlicht, in  welchen er die Leser mit den Leistungen Wroiskis 
bekannt machte. Der erste dieser in  franzosischer Sprache i n  Enestroms 
Bibliotheca mathematica erschienenen Aufsatze begann mit  der Erkliirung, 
Herr Dickstein wolle keine Biographie Wroiskis  schreiben. Der Verfasser 
scheint inzwischen anderer Meinung geworden zu sein, denn der 3 6 8  Seiten 
starke Band, welcher uns vorlicgt, diirfte einc Lcbcnsgeschichte und 
Würdigung Wrohskis enthalten. Wir  drücken uns so vorsichtig aus, weil 
uns die polnische Sprache, i n  welcher der Band abgefasst ist ,  durchaus 
fremd ist. D a  uns indessen kein Mitarbeiter unserer Zeitschrift bekannt 
ist,, der jene Sprache heherrschte, so sahen wir uns lieber zu einer einfachen 
Anzeige, dass 'ein solches Werk vorhanden sei, vera~ilasst,  als dass wir 
ganz darübcr geschwiegen hattcn. CANTOR. 

Festsclirift der Naturforschenden Gesellschaft in  Zünch 1746 -1896. Den 
Teilnehmern der in  Zürich Yom 2 .  bis 5 .  August 1 8 9 6  kgenden 
79. Jahresversammlung der Schweizerischen Naturforschenden Ge- 
sellschaft gewidmet. I n  zwei Teilen. 1. mit 6 Tafeln, 274 S. 
II. mit 14 Tafeln, 598  S. . Zürich 1896. Druck von Zürcher und 
Furrer. 

Die i n  Zürich wohnenden Mathcmatiker und Naturforscher hattcn in  
kurzern Zwischenraurne zwei Gederiktage zu begehen, welcheri sie je eine 
Festschrift widmeten. Tm Jahre 1894 [vergl. diese Zeitschrift Rd. 40, Histor. 
litter. Abtlg. S. 139 - 1401 feierte die Gesellschaft ehamaliger Studierender 
der Eidgenossischen polytechnischen Echnle ihr  25jiihriges Restehen, i m  
Jahre 1 8 9 6  durïte die naturforschende Gesellschaft i n  Zürich auf eiri 
150jahriges Restehen znrückblicken. Zwei R h d e  stattlichen Umïangs haben 
dieser Feier ihr Dasein zu verdanken, ein erster geschichtlicher Band,  ein 
zweiter mit Abhandlungen des verschiedensten lnhaltes aus der Feder 
gegenwiirtiger und ehemaliger Mitglieder. Wir  nennen die Überschriften der in 
dem zweiten Bande ent,haltenen acht mathematischen Beitriige: El  w i n  B r u n o  
C h r i s t o f f  e l ,  Die Kunvergenz der Jacobischen 6-Reihe mit den Moduln 
Riemanns. J é r ô m e  F r a n e l ,  Sur l a  fonction ij (t) de Riemann e t  son 
application à l'arithmétique. G e o r  g F r o b e n i u s ,  Zur Theorie der Schaaren 
bilinearer Formen. C a r 1  F r i e d r i c h  G e i s e r ,  Das riiumliche. Sechseck 
und die Kurnmersche Flaühe. A d o l f  H u r w i t  z ,  Über die Kettenbrüche, 
deren Teilnenner arithmetische Reihen bilden. T h e  O d o r  R e  y e ,  Beweis 
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einiger Sàtze von Chasles über konfokale Kegelschnitte. F ~ r d i n a n d  R u d i o ,  
Zur Theorie der Strahlensysteme, deren Brennfliiçhen siçh aus Fliiçhen 
zweiten Grades zusammensetzen. H e i n r i c  h W c b e r ,  Darstellung der 
Fresnelschen Wellenflache durch elliptische Funktionen. Als Terfasser des 
ersten Bandes, der die Geschichte der naturforschenden Gesellschaft erzrihlt, 
nennt sich eine dreikopfige Druckschriftenkommission, gebildet aus den 
IIerren A l b e r t  H e i m ,  A r n o l d  L a n g ,  F e r d i n a n d  R u d i o ;  wir glauben 
kaum irre zu gehen, wenn wir dem zul~tzt~gcnannten den Lowenanteil an 
der schonen Arbeit zuschreiben, welche i n  dem engen Rahmen der Ge- 
schichte einer einzelnen Gesellschaft Wissenswürdiges über Unterrichts- 
verhiiltnisse und über die Entwickelung der Wissenschaften in  und auch 
ausserhalb der Schweiz seit anderthalb Jahrhundcrten mitteilt. Die -411s- 
stattung beider Bande ist eine vorzügliche Man merkt ihr deutlich an, 
dass ausserordentliche Nittel zur Herstellung der Festschrift in rcicher Weise 
zur Verfügung standen. - CANTOR. 

Lrlirbuch der Elementargeornetrie von J. HENRICI, Yrofessor am Gymna- 
sium zu Heidelberg, und P. TIIEUTLEIN, Direktor des Renlgymna- 
siums zu Karlsruhe. II. T e i l .  Abbildung i n  verandertem MaBe. 
Berechnung der Grossen der ebenen Geometrie. 2.Auflage mit 1 8 8  Pi- 
guren in Holzschnitt und einem Kartchen. Leipzig1897. B. G. Teubaer. 
lx, 248  S. 

Der 1882 erschienenen, Bd. 28 dieser Zeitschrift Histor. litter. Abtlg. 
S. 68-69 angezeigtcn ersten Ausgabe is t  nun dic zweito gefolgt, nachdem 
schon 1 8 9 1  eine zweite Auflage des ersten Bandes ntitig geworden. Der 
Gang ha t  sich nicht geindert,  wio es bei einem Schulbuche mehr als bei 
irgend einem anderen Werke sich als unerl%slich erweist. Im einzelnen 
mogcn da  und dort kleine Feilstriche dern Benutzer des Buchcs benierkbar 
werden. Xeu und solchen Lehrern, welche das UandcEen ihrem Unter- 
richte zu Grunde legen wollcn, gewiss willkommen ist eine i n  dem Vor- 
wort gegeberie Gebrauchsanweisung, welche der Meinung entgegentritt, als 
diichten sich die Verfasser, man müsse das Buch genau in der beim Druck ein- 
gehaltenen Reihenfolge durchnehrnen , und welche entsprecliende Vorschlige 
inacht, wie man es in  dieser Reziehung beim erstrnaligrn und hrim wiedw- 
holten Durchnehmen zu halten habe. CANTOR. 

Aritlimrtik uiitl Algcbra von Dr. HERMANN SCHLBERT, Professor an der 
Gelehrtenschule des Johanneums in Hamburg. B e i s  p i e l  s a m  m l  ring 
z u r  A r i t h m e t i k  u n d  A l g e b r a .  Leipzig 1896 .  G. J. Goschen. 
1 7 1  S. und 1 3 4  S. 

Das bekannte und in dieser Zeitschrift erstrnalig im 28. und 29. 
Bande besprochene Elementarwerk Schuberts is t  nunmehr in neu stilisierter 
Fassung in die Sanimlung Goschen übergegangen. Alles, was wir früher 
m m  Lobe des Buches sagten, bleibt noch heute bestehen. 

CaNTo11. 
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J)ie Gimdlage dey modernrn Wertlehre: DANIEL BERNOULLI, Ver- 
such einer neuen Theorie der Wertbestirnmung von Glücksf5llen 
(Specinzen Dzilorie novae de i7lemura Sarh) aus dem Lateinischen 
übersetzt und mit Erlhuterungen versehen von Prof. Dr. ALFRED 
PRISGSHEIM , mit einer Einleitung von Dr. LUDWIG FICK. Leipzig 1 8 9  6 
bei Duncker &- Humblot. 60 Seiten. [Brentano und Leser, Samni- 
lung iilterer und neuerer staatswissenschaftlicher Schriften des In-  
und Auslandes Nr. 9.1 

Ilas sogenannte P e  t e r s b u r g e r  P r o b l  em,  welches seinen Namen daher 
entnahm, dass die massgebende Arbeit D a n i e l  B e r n o u l l i s  i n  den Ver- 
offentlichungen der Petersburger Akademie erschien, ist  jedem Mathematiker, 
der nur einiges Interesse für Wahrscheinlichkeitsrechnung besitzt, zur Genüge 
bekannt. MTeniger bekannt dürfte Bernoullis Abhandlung selbst sein, und 
eine mit Anmerkungen versehene ifbersetzung von Herrn P r i n g  s h  e i m  füllt 
hier eine Lücke in glücklicher Weise aus. Keiner unserer Leser würde 
sich wundern, wenn der Abdruck in Ostwalds Klassikern der exakten 
Wissenschaften erfolgt wiire. Zufillig, mochten wir sagen, ist das nicht 
geschehen. Die Herausgeber einer staatswissenschaftlichen Sammlung haben 
sich der Abhandlung früher erinnert, in welcher die ~~r l c i c l -  nzorctle die 
crste Berücksichtigung fand, und diesem Umstande is t  es zuzuschreiben, 
dass Herr  F i c k  eine nationaltikonornischti Einleitung \orausschickte, welche 
dern Mathematiker erst recht erwünscht ist ,  da sie ihm die Moglichkeit 
gewiihrt, sich rasch und leicht einen Einhlick in die moderne Wertlehre 
zu verschaffen. CAPITOR. 

C G. J. J a c o n ~ ,  Über die Bildutig und die Eigenschaften der Deter- 
minanten (De formatione e t  proprietatibus Determinantium) uiid 
über die Funktionaldeterminanten ( ~ e  determinantibus functio- 
nalibus). 1841. Herausgegeben von P. STACKEL. 73 und 72 S. Leipzig 
1896.  Wilhelm Engelmann. [Ostwalds Klassiker der exakten Wissen- 
schafteii Nr. 77  und 78.1 

Ausser den beiden i n  der Überschrift genannten Abhandlungen ha t  
Jacobi noch eine di-itte: De firnctionib?rs rt i trrnnnthcs ecc~zc~nrjue d i ~ i s i m e  
per prot l z tc~un~ r clifjrrrtifiis r l c ~ z e n t o ~ î ~ m  conflrclicw~ verfasst. Alle drei 
f'anden ihren Abdruck 1841 im 22. Bande von Crelles Journal,  alle drei 
sind von Herrn S t a c k e l  jetzt übersetzt. Wir  sagen alle drei, denn auch 
die Abhandlung van den alternierenden Funktionen ist neben der über die 
Bildung und die Eigenschaften der Determinanten in Heft 77  des Sammel- 
werkes aufgenommen. Man kann diese Aufsiitze als die der Zeit nach 
alteste zusamrnenhiingende Darstellung der Determiriantenlehre bezeichnen, 
wenn auch einzelnen Satzen derselben ein weit hoheres Alter zukomrnt. 
Man kaun im Xinverstiindnisse mit dem Herausgeber auch heuute neben und 
vielleicht vor zahlreichen Lehrbüchern der Determinantenlehre Jacobis licht- 
volle Darstellung besonders solchen Nathematikern zurn Lesen anempfehlen, 
die mit dem Gebrauche der Determinanteu schon vertrauter sind. CAIITOE, 
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Grundzüge der Differeiitial- u n d  Iiit~gralrecl~iiung von Dr. OTTO STOLZ, 
ord. Professor a n  der Universitiit a u  Tnnsbruck. Zweiter Teil: 
Complexe Veranderliche und Funktionen. Mit 33 Figi~ren im Text. 
Druck und Verlag von 13. '6. Teubner, Leipzig 1896.  

Das vorliegende Buch wird durch dieselben Vorziige charakterisiert, 
die wir schon bei der Besprechung des ersten Teiles hervorgehoben haben, 
weshalb wir uns au€ rine Inhaltsangabe beschriinken konnen. Die beiden 
ersten Abschnitte behandeln die Differentialrechnung und z a a r  nach den 
Methoden von L a g r a n g e  und C a u c h y .  Im dritten Abschnitt folgt die 
Integration der einfachsten analytischen Funktionen. Besonders eingehend 
is t  die Behandlung der rationalen Funktionen von x und der Quadratwurzel 
einer Funktion zweiten Grades von x mit Hilfe der Methode von W e i e r -  
s t r a B .  Der vierte abschnit t  bringt die Theorie der bestimmten Integrale, 
der  letzte den C a u c h y  sehen Integralsatz und einigo Anwendungen desselben. 
Ein Anhang erortert die Bektifikation der ebenen Kurven. 

-- MAX MEYER. 

Die geometrische Teilung des Winkels von MAX KOENIG, Regierungs- 
baumeister. Zweites Heft. Mit 11 Abbildungen auf einer litho- 
graphischen Safel. Verlag von Georg Siemens, Berlin 1896. 

Im Anfang bemerkt der Verfasser, dass die im ersten IIefte aus- 
einandergesetzte Methode nur ein Niiherungsverfahrcn sein soll. Es ware 
jedenfdls praktischer gewesen, wenn er dies von vornherein betont hatte; 
nach sciner Darstellung musste man aber annehmen, dass er einen strengen 
Deweis liefern wollte. Im vorliegenden Hefte soll nun die mathematisch 
genaue Tcilung eines Winkels in drei Teile mit Hilfe von Kreisen und 
geraden Linien gegeben werden; in  Wirklichkeit handelt es sich auch hier nui- 
um eine Anniiherungsmethodc. Der Verfasser bringt zwar cinen sehr um- 
standlichen Beweis, der nur  den einen Fehler hat ,  dass der letzte ent- 
scheidende Punkt  nicht bewiesen wird. Bis der Verf'asser dieses nachgeholt 
hat,  kihnen wir wohl auf eirie Darstellung des Verfahrens verzichten. 

Iriilex operuin Leoiiaidi Euleri coiifectus a JOEIANNE G. HAGEN S. J., 
Direetor speculae astronomicae Collegii Georgiopolitarii Washington 
D. C. Uerolini 1896 .  Felix Dames. VI11 und 80 S. gr. 8'. 
m. 2. - 

Vor fast fünfzig Jahren dachte die Petcrsburger dkademie ernstlieh 
daran, eine Gesamtausgabe der Werke E u l e r s  zu veranstalteri; leider 
schreckte sie aber schliesslich doch vor den Kosten zurück und begnügte sich 
daher mit der Herausgabe der ,,Commentationes arithmeticae collectae" 
und der ,,Opera p o s t ~ r n a ' ~  in je zwei Biinden (1849 und 1862). Das 
Scheitern des urspriinglichen Planes kann man nur aufrichtig beklagen, 
denn eine solche Gesamtausgabe würde geradezu ein vollstandiges Archiv 
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der Mathematik vom Anfange des achtzehnten Jahrhunderts bis zu E u l e r s  
Tode sein; was die Nathematiker dieser acht Jahrzehnte wussten und 
konnten, das findet sich j a  nahezu alles bei E u l e r ,  und noch heutzutage 
lassen sich die Spuren der modernsten mathematischen Sheorien meistens 
bis auf Eul-er zurückverfolgen, was in  vielen Fiillen nicht einmal bekannt 
ist. Mit Freuden muss man daher das Erscheinen eines Schriftchen~ be- 
grüssen, das den ausgesprochenen Zweck ha t ,  einer zukünftigen Gcsamtaus- 
gabe vorzuarbeiten, und wenn man auch als Ueutscher wünschen muss, 
dass das etwaige Zustandekommen einer solchen Ausgabe eincm deutschcn 
Miceri zu dariken sein m6ge und nicht einern anierikaiiischen, wie der Ver- 
fasser hofft, so wird man ihm doch für die Anregung dankbar sein, die er 
durch sein Schriftchen gegeben ha t ,  und wird schliesslich froh sein, wenn sie 
Erfolg ha t ,  wo es auch sei. 

Wenn im Einzelnen an dem H a g e n s c h e n  Index Manches auszusetzen 
ist, so darf man sich darüber nicht wundern, denn eine Gesamtausgabe 
der Werke E u l e r s  ist ein so riesenhaftes Unternehmen, dass selbst der 
Plan dazu - und ein solcher Plan sol1 der Index sein - nicht gleich 
au€ den ersten Anlauf vollkommen ausfallen kann. Die Ausstellungen, die 
ich im Folgenden machen werde, entspringen nur meinem Wunsche, im 
Sinne der Anregung zu wirken, die H a g e n  gegeben hat.  

Bei der überaus grossen Zahl der Eule rschen  Schriften und bei dem 
gewaltigen Umfange, den eine Gesamtausgabe haben wird - F u 6  ha t  
seinerzeit schatzungsweise 25 Quartbande von je 6 4 0  Seiten angenommen - 
ist eine geschickte und übersichtliche Anordnung geradezu eine Lebens- 
frage. An den so s c h h  ausgestatteten Sammlungen der Werke C a y l e y s  
und namentlich C a u c h y  s sieht man nur zu deutlich, wie ungemein die 
Anordnung nach der Zeitfolge der einzelnen Schriften die Benutzbarkeit 
einer solchen Ausgabe beeintrachtigt und den Wert  der Sammlung verringert. 
H a g e n  ha t  die Eule rschen  Schriften sachlich geordnet - die einzige brauch- 
bare Anordnung, die auch von F u B  in seiner bclrannten ,,Correspondance de 
quelques célèbres géomètres du XVIII ""le siècle '' (Petersburg 1843) gewalilt 
worden war. Er unterscheidet vier Serien: Opera mathematica, Opera phgsica, 
Opera astronomica und Opera varii argumenti, von denen jede i n  eine ganze 
Anzahl von Abteilungen zerfallt, innerhalb deren die Abhandlungen chrono- 
logisch geordnet sind. 

Die Abteilungen jeder Serie hatten fiir sich numeriert werden sollen. 
Ferner enthalten einzelne dieser Abteilungen je 34, 37, 40, 41, 42,  

44, ja sogar 52 Abhandlungen, die Abteilungen hütten also kleiner ge- 
macht werden sollen. cberhaupt  scheint mir auch die Einteilung, die 
F u 0  i n  der Correspondance befolgt, in  mancher Beziehung vor der von 
H a g e n  angenommenen den Vorzug zu verdienen und es wiire vielleicht 
besser gewesen, wenn H a g e n  die F u B  sche Einteilung im Wesentlichen 
beibehalten und nur  die Einteilung noch weiter getrieben hatte. Die Über- 
schriften der einzelnen Abteilungen sind bei H a g e n  6fters nicht bezeichnend 
genug. W a s  sind das für farblose Überschriften: Series in  genere, Series 

IIist -1itt Abt. d Zeitsclir f. Nath u. I'hye. 42. Julirg 1897. 6 .  Heft 1 6 
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202 Historisch-litterarische Abteilmg. 

in  specie, Series particulares, Calculus integralis in genere und in specie u. S. W.! 
Waruin sind die Abhandlungen über Wahrscheinlichkeit unter die Opera 
varii argumcnti venviesen? Der Verfasser legt sclbst ein Hauptgcwicht 
auf die leichte Auffindbarkeit jeder Abhandlung und doch habe ich 
mehrere schneller in dem FuBschen Verzeichnisse gefunden, als in dem 
Hagenscl ien Index. Eine, die Nr. 789 ,,Solutio probleruatis ad  geornetriam 
situs pertinentis", habe ich überhaupt erst gefunden, als ich die von 
H a g e n  mitgeteilte Vergleichung seirier Numerierurig mit der der ,,Carre- 
spondsnee" zu Hilfe nahm; unter d m  S r a ~ t a t u s  philosophici iiiitte icli sie 
niminer gesueht. 

E s  hatte die Brauchbarkeit des Index sehr erhoht, wenn bei jedem 
se1l)stSndigen Werke die Anzahl der Seiten angegeben worden wiire, die es 
enthiilt, und bei jeder Abhandlung nicht bloss die erste, sondern auch die 
letzte Soite des Bandes, in dem sic steht. Auch die Auzahl der zugehorigen 
Piguren hiitte angegeben werden sollen. Bei mehrbRndigen Werken ver- 
misst inan eine Angabe über die Jahre des Erscheinens der einzelnen Baiide. 
Rei den drei Biinden der ersten Ausgabe des ,,Calculus integralis" (Nr. 7 
bei H a g e n )  steht 1768-70 und sie sind allerdings 1768,  1769,  1770 er- 
schienen; die drei Bande der ,,Lettres à une princesseL' (Nr. 773) starnirieri 
ans den Jahren 1768,  1 7 6 8  und 1772 ,  es erweckt daher eine ganz falsche 
Vorstellung, wenn da steht: 1768-72.  

Zweckm2ssig wHre es auch gewesen, wenn die ,,Opuseula varii argu- 
mentiLL und die ,,Opuscula analyticaLL unter den ,,Opera separata' ' mit auf- 
geführt worden waren, unter Angabe der Nummern der darin enthaltenen 
Abhandlungen. Ich habe mir diese Nummern aufgeschrieben; bei den Op. 
var. arg. sind es folgende: 

Bd. 1 enthalt: Kr. 472,  711, 628,  731, 790, 791;  
Bd. 11 ,, : Nr. 616,  24, 193, 324;  
B .  I I  , : Nr.  679, 250, 503;  

bei den Op. anal. dagegen: 
Bd. 1: Nr. 1 6 &  127 ,  37, 181,  38, 105, 69, 39, 16 ,  70, 40, 

128,  1 2 9  und 
Bd.11: N r . 1 7 ,  377, 378, 379, 9 5 ,  71, 183,  184,  341, 185,  

13G1 131,  41, 783, 784. 
Übrigens wiire ich mehr dafür, die ,,Opera separataLi i n  die einzelnen 

Abteilungen einzuordnen, s ta t t  sic, wie H a g e n  gethan ha t ,  an die Spitze 
jeder Serie zu stellen. 

Erwünscht ware auch eine Zusammenstellu~ig der Nummerri des 
Hagenschen Index, die in  den ,,Commentationes arithmeticae collectaeLL und 
i n  den ,,Opera postuma" erithalten sind. 

Schade ist es,  dass bei den einselrien Randen der Akademieschriften 
stets nur der laufeiide Jahrgang angegeben i s t ,  nicht aber das Er- 
scheinungsjahr. Das giebt haufig zu Xissrerst~ndnissen Anlass. Zum Bei- 
spiel sind die beiden Abhandlungen, in denen E u l e r  seinen berübmten Satz 
über die Polyeder aufstellt und beweist, i n  den Novi Comrnentarii Petro- 
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politani tomus I V ,  ad annum 1732 e t  1753 enthalten, dieser Band ist 
aber erst 1758 erschienen. 

Von den 796 Titeln, die der Index enthiilt, habe ich 1 5 0  mit den 
Originalen verglichen und dabei Polgendes zu bemerken gefunden: 

Der Titel von Kr. 1 lautet:  ,,. . . bey der Kayserlichen Academie der 
Wiss~nschaf f ten~~.  Nr. 2 ist nicht 1771 erschienen, sondern 1770. Bei 
Nr. 5 sollte es heissen: ,,Impensis Academiae Imperialis Scientiarum Petro- 
politanae 17551L, denn Berlin ist  bloss der Druckort und steht nicht auf 
dern Titelblatt. ~ h n l i c h e s  gilt von Nr. 684. 13ei Nr. 155 steht im 
Originale ,,quarumdamLL nicht ,,quarundamU und bei Nr. 15 6 ,,des puissancesLL 
nicht ,,de1'. Bei Nr. 209 und 210 muss es heisseri: ,,des plus grands et  
plus petits1' und bei Nr. 210 überdies: ,,Elémens de la  trigonométrie 
sphéroïdique '' ; bei Nr. 247 ,,constituant 'l riicht ., co~istituunbl~. Nr. 29 7 
steht nicht in den ,,N. C. Petr.ll, sondern i n  den ,,C. Petr.". Der Titel von 
Nr. 399 lautet:  ,,Nova methodus innurnerabiles . . . reducendi ad  aequationes 
differentiales primi gradus1'. Bei Sr. 421 hatte unterm Text bemerkt 
werden sollen, dass die ,,Editio nova1' von 1790 durch Hinmfügung der 
Abhandlungen Nr. 447, 448, 523, 524, 526, 527 vermehrt ist. Bei 
Nr. 472 und 711 hatte bemerkt aerden sollen, dass diese Abhandlungen 
auf dem Titelblatte des ersten Bandes der Opuscula varii argumenti unter 
etwas anderem Titel erscheinen: ,,Solutio Problematis Mechanici de Motu 
Corporum Tubis Mobilibus J n c l u ~ o r u m ' ~  und ,,Rova(e) Tabulae Astronomicae 
Xotuum Solis ac Lunaecl. Der Titel von Nr. 540 lautet:  ,,Inyuisitio 
physica in causam fluxus ac refluxus maris". Bei Nr.  591  fehlt ,,utcunquel' 
vor ,,elasticaC1 und das Komma gehort vor ,,quarnL1. Die Bemerkung zu 
Nr. 686 unterm Texte gehort i n  den Text. Nr. 748 scheint auch separat 
erschienen zu sein, wenigstens besitze ich davon ein Exemplar, das noch 
einen besonderen Titel hat: ,,Recherches sur  les inégalités de Jupiter et de 
Saturne. P a r  M. Leonard Euler etc. A Paris,  Chez Pancoucke 1769". 
Der Titel von Nr. 769 lautet: ,,. . . iiber den Unterscheid des Wieder- 
standes der Luft in schnellen und langsamen BewegungenL1. n e i  Kr. 771  
muss es ,,complettecL heissen. Bei Xr .  7 8 4  ist die Seitenzahl 330 falsch, 
die Abhandlung steht in den Opusc. anal. Bd. I l ,  S. 331-346; die falsche 
Jahreszahl stammt wahrscheinlich von einem Druckfehler in dem Inhalts- 
verzeichnisse der Opuscula arialyiica, denn da steht 230 s ta t t  331. 

FRTEDRICH ENGEI.. 

J. PLUCKER. Gesammelte Wissenscliaftliclie dbliandliingen. l m  Auftrag 
der konigl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen heraus- 
gegeben von A ,  SCHOENPLIES und FR. POCKELG. Zweiter Band. 
I'hysikalische Abhandlungen. IIerausgegeben von Fa. POCI~ELN. 
Leipzig, B .  G. Teubner. 834 Seiten. 

Dem ersten Bande der P l ü c k e r s c h e n  Abhandlungen (vergl. diese 
Zeitschrift Bd. 42) is t  rasch der zweite (und letzte) gefolgt, der siimtliche 
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Schriften physikalischen Irihalts (mit Ausnahme weriiger, die jetzt keiii 
Interesse mehr darbieten) enthiilt. Der Herausgeber ha t  diese Arbeiten in 
drei Gruppen zusammengefasst; die erste bezieht sich auf das magnetische 
Verhalten der Krystalle, der Flüssigkeit'en und Crase, die zweite auf die 
Lichterscheinungen in den G e i s  s 1 e r schen Rb'bren, wiihrend die Abhand- 
lungen der letzten (und kleinsten) Gruppe sehr verschiedenen :Gegenstiinden 
angehb'ren. Die vielfachen Ungenauigkeiten des Originaldrucks sind mit 
g r o s t e r  Sorgfalt verbessert. worden. Wo dagegen sachliche Bedenken 
vorlagen, ha t  der Herausgcber aufklarende Anmerkungen in Form oincs 
Anhanges hinzugefügt, der ca. 20 Seiteri einuimmt. Da die physikalischen 
Leistungen P l ü c k e r s  in  der Biographie von C l e  b s c h  nur kurz berührt 
worden sind, ha t  sich Herr R i e  c k e der Mühe unterzogen, eine eingehendere 
Würdigung P l ü c k  e r s  i n  dieser Richtung zu geben, die als Einleitung den 
vorliegenden Band eroffnet. 

Erst 1847 - nach langerer mathematischer Thiitigkeit - erschieii 
die erste physikalisehe Arbeit P l ü c  k e r s ,  die letzte 1865. Seine Leistungen 
werden treffend charakterisiert mit  den Worten : ,, Sobald aber P l  ii ck e r  dem 
neuen Gebiete sich zuwendet, erweist er sich auf ihm nicht minder frucht- 
bar ,  als auf dem der Mathematik; er is t  unermüdlich neue Versuche zu 
ersinnen, neue Stoffe dem Versuche zu unterwerfen, er entdeckt eine Reihe 
inerkwürdiger und wichtiger Thatsachen und eroffnet der physikalischen 
Forschung neue Wege." Indessen wird zugleich betont,  dass seine MaB- 
bestimmungen der erforderlichen Genauigkeit und daher oft der Vergleich- 
barkeit und allgemeinen Giltigkeit entbehren. 

Von besonderem Interesse ist  es zu sehen, wie P l ü c k e r  verschiedent- 
lich über seine Versuche hinaus zu weiten Spekulationen vcranlasst wird, 
wie er aber stets, wenn er sich von deren Unhaltbarkeit überzeugt hat', 
dies offen anerkennt. 

Wiihrend P l ü c k e r  bei seinen Arbeiten über den Nagnetismus mit 
anderen Physikern ( F a r a d a y ,  M. T h o m s o n ,  W. W e b e r )  vielfach zu- 
sammentrifft, ha t  er, ohne von anderen beeinflusst und gestort zu werden, 
das Gebiet der elcktrischen Entladungen in verdünnten Gascn neuerschlossen. 
,,Die hierher gehorenden Arbeiten P l ü c k e r  s dürfeu urnsomehr hervorgehoben 
werden, als sie nicht immcr die ihnen gebiihrende Anerkennung gefunden 
haben". E r  liat die ,,G eisslerschen Rohren" zuerst eingeführt und mit 
grossern Erfolge (Einwirkung eines Magnetes, Spektralanalyse) verwendot; 
er is t  sogar bis zu der durch Kathodenstrahlen erregten Fluorescenz vor- 
gedrungen, und ha t  dadurch die spiiteren Entdeckungen von H i t  t O r f ,  
C r o  O k e  s u. a. vorbereitet, wiihrend ihm die Existenz der Kathodenstrahlen 
selbst verborgen blieb. 

Die Fachgenossen sind der konigl. Gesellschaft dcr Wissenschaftcn zu 
GGttingen für diese sch6ne und korrekte Ausgabe der P l ü  ckerschen Ab- 
handlungen zu besonderem Danke verpfichtet. W. FR. MEYER. 
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13. B. ELLIOTT. An Iiitroduction to the Algebra of Qnaiities. Oxford. 
Clarendon Press. 1895. XIII. 423 Seiten. 

Die vierte Auflage des bekannten S a l m o n  schen Werkes ,,Modern 
Higher Algebra'' erschien 1885; der wesentlichste Bestandtcil davon, die 
projective Invariantentheorie, ha t  seitdem solche eingreifende Umanderungen 
und Bereicheiungen erfahren, dass Herr  E l l i o  t t sichcr einem allgemeinen 
Bedürfniss englischer Studenten der Mathematik entgegengekommen ist, wenn 
er über den fraglichen Gegenstand ein selbstündiges Werk herausgegeben 
hat. Mehrjiihrige Vorlesungen über Formenilieone veradassten ihn vor 
allem der padagogischen Seite der Sache niiher zu treten, und so will denn 
das Buch i n  erster Linie ein praktischer Wegweiser sein; eu will in  an- 
gemessener Ausführlichkeit und unter Darlrgung vollstindiger Reweise die 
Grundlagen der Theorie zu einem abgerundeten Ganzen gestalten. 

So ha t  sich der Verfasser, vielleicht Gfters gegen seinen Willen, zu 
einer wesentlichen Beschriinkung des StofYes verstanden, und da ist es nicht 
zu verwundern, wenn er sich von englischen Rücksichten leiten liess, und 
die Leistungen englischer Mathematiker - B o o l e ,  C a y l e y ,  S y l v e s t e r ,  
H a m m  o n d ,  M a c - M a h o n  - fast ausschliesslich berücksichtigte. E s  er- 
scheint fast als seltsame Ausnahmo, wenn der H i l b e r t s c h e  Bewcis für dic 
Endlichkeit eines (binaien) li'ormensystems vorgetragen wird. 

Dagegen ist die durch A r o n h o l d ,  C l e b s c h ,  G o r d a n  zu so hoher 
Ulüte gelangte deutselie Symbolik pri~izipiell ausgeschlossen worderi - der 
Verfasser behauptet, eine kürzere Darstellung ihrer Prinzipien in  etwa zwei 
bis drei Kapiteln würde doch ihren Zweck verfehlt haben -; die funda- 
mentale Auffassung der Invarianten und Seminvarianten als Invarianten 
projektiver Gruppen, sowie der invarianten Differentiationsprozesse als zu- 
gehoriger Differentialinvarianten ist nicht einmal erwahnt (der Name Lie's 
kommt überhaupt nicht vor); die wichtige Theorie der Combinanten ist nur  
stiefmütterlich behandelt worden. 

Aber auch in solchen Gebieten, die mit einer gewissen Vorliebe ge- 
pflegt werden, wie z. B. i n  denen der Seminvarianten und Perpeteranten, wird 
man manches zu den Grundlagen gehorige vermissen. 

Au€ der anderen Seite ha t  das Buch unleugbar grosse Vorzüge Es 
wird immer von den einfachsten Fallen ausgegangen und diese werden 
durch eine ansehnliche Reihe sorgfiiltig ausgewiihlter Beispiele illustriert, 
sodass dem Leser die Elemente der Theorie in  Fleisch und Blut übergehen, 
ehe er sich a n  Verallgemeinerungen wagt; au€ eine klare und korrekte Be- 
weisführung ist grosser Fleiss vermendet worden. Trotzdem die Namen 
der Autoren bei alleu wichtigen Siitzen erwiihnt werden, erhebt der Ver- 
fasser hierin durchaus nicht den Anspruch auf Unfehlbarkeit, und weiter- 
strebende Leser, die die historische Entwickelung des Gegenstandes nament- 
lich in den letzten Jahrzehnten eingehender kennen zu lernen wünschen, 
werden mit Recht auf den Rericht des Referenten hingewiesen. 

Urn nunmehr in  Kürze auf den Jnhalt des Werkes zu kommen, der sich 
au€ 1 6  Kapitel verteilt, so merden sogleich in  den ersten drei Kapiteln die 
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wesentlichsten Grundeigenschaften der binaren I n -  und Kovariant'en cnt- 
wickelt. Sodann werden, irn Auschluss an B o o l e ,  die Begriffe der Kogre- 
dienz und Kontragredienz und die C a y 1 e y sche Hypedeterminanten-Symbolik 
eingeführt. Als Gegenstück dient die reale Darstellung der biuiir-irivaria~iten 
Bildungen als Funktionen der Wurzeln, und von hier aus werden die 
üharakteristischen partiellen linearen Differentialgleichungen (,,Annihilatorenl') 
gebildet, von denen ein l'eil genügt, urn die Seminvarianten festzulegen. 
Die Seminvarianten werden nach S y l v e s t e r  einer genaueren Unter- 
suchung unterzogen, iiisbesondere die zugehorigeu charakteristischen An- 
zahlen (a. B. der linear unabhangigen unter ihnen von vorgegebenen 
Gradzahlen u. S. W.). Die tiefergreifenden Porschungen von C a p  e l l i  und 
D e r u y t ' s  hatten hier wohl Erwahnung verdient. Die Darstellung der 
Eigenschaften der ,,Erzeugenden Funktionen I L  (für Seminvarianten, In- 
varianten u. S. m.) ist  dankenswert. 

Der  ,,Endlichkeitsbeweis1' ist schon oben erwiihnt. 
Die M a c  -M a h o n - C  a y 1 e y sche Behandlung der Seminvarianten, welche 

sie den symmetrischen b'unktionen (unter Voraussetzung einer Bioiirform von 
unbegrenzt hoher Ordnung) unterordnet, wird ausführlich genug verarbeitet. 

Wesentlich nach iilterern Muster wird die Sheorie der kanonischen 
Formen beschrieben, sie leistet gute Dienste bei der Aufstellung der vollen 
Systeme einer binaren Porm fünfter (und, kürzer, auch sechster) Ordnung, 
sowie einiger Simultansystenie. Für die Berücksichtigung der hierbei herr- 
schenden identischen Relationen (Syzygien) sind neuere Beitriige von 
H a m m o n d  benutzt worden. 

Den Schluss bildet eine Einleitung in die Theorie der ternaren Formen, 
die vermoge Entwickelung nach Potenzen je einer Variabeln biniiren Nitteln 
zugiinglich gemacht werden, wie es neuerdings von verschiedenen Seiten 
her geschehen ist. 

Die geometrischen Anmendungen sind nur  i n  ihrcn Grundzügen be- 
rücksichtigt. 

Alles i n  allem bietet das Wcrk auch fur einen nicht-englischen Leser 
eine Fülle des Anregenden, und ist als willkommene Ergiinzung zu den 
sonstigen Lehrbücher anzuschen. W. FF. MEYER. 

J. R. GRAF. Iler Briofwechsel zwisahen J:wob Stoiuer niid Ludwig 
SchlRfli.' Festgabe der Bernischen Katurforschenden Gesellschaft an 
die Zürchciische Naturforschende Gesellschaft anliisslich der Feier 
des 150-jiihrigen Bestehens der Letzteren. Rern 1896. J. Wyss. 
264  S. 

Diejenigen, welche sich für  die Entwickelung der neueren Geometrie 
interessieren, werden Herrn G r a f  Dank wissen, dass er den i m  Nachlasse 
S t e i n e r  s vorgefundenen ,,BriefwcchselU herausgegeben hat. Treten auch 
bei der Lektüre dieser merkwürdigen Briefe manche Charaktereigentümlich- 
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keiten der beiden grossen Forscher zu Tage, die einen personlichen An- 
hanger derselben enttauschen mogen - die Geschichte der Wissenschaft 
kann dabei doch nur gewinnen. Wenn sich beispielsweise nunmehr heraus- 
stellt, dass S t e i n e r ,  a h  er die berühmte Abhandlung über Flichen dritter 
Ordnung vertiffentlichte, die vorgangig-en Entdeckungen der Englander (über 
das ,,Pentaederl' u S. W.) im wesentlichen sehr wohl gekannt ha t  - ohne 
doch ihrer irgendwie Erwahnung zu thun -, so kann das nur zu gerechterer 
Abwagung der gegenseitigen Prioritütsansprüche dicnen, ohne dass den 
Leistungen S t e i n e r s  dadurch nennenswerter Abbruch gesehieht. 

Der Briefwechsel zwischcn S t e i n e r  und S c h l  i f 1  i e r s t~eck t  sich trotz 
seines ungernein reichen Inhalts riur über etwa sieben Jahre (1 850 - 1856) ; 
er wird veranlasst (abgesehen von der weiter ziirückreichenden pers6nliehen 
Bekanntschaft) durch einen Brief S t e i n e r ' s  a n  den gemeinsçhaftlichen 
Freund R i s  in Bern im J a h r r  1848. S t e i n e r  lasst hierin S c h l a f l i ,  der 
damals noch in bedrangten Umstiinden in Thun lebte, einige schwierige 
Aufgaben über die Configuration der Doppeltangenten der Kurven vierten 
Grades, sowie über Polaren von (algebraischen) Kurven vorlegen. 

Die Antwort S c h l a f l i s ,  mit  der der nihere Verkehr zwischen beiden 
Geometcrn erst beginnt, crfolgt erst über zwei Jahre spüter (Dez. 1850). 
S c  h l  a f l i  lost die ihm gostellten Aufgaben nicht, wie denn überhaupt iin 
Anfange die Briefe einen einseitigen Cbarakter tragen, vielmehr berichtet 
er über seine eigenen uinfasseiiden Untersuchungeri (irisbesondere über 
Elimination und iiber die Thearie der Riiume von gz Diinensionen) und will 
hierüber das Urteil S t e i n e r s  einholen, der seinerseits wiederum eine direkte 
Antwort mit dem Hinweise umgeht, er verstande von den fi-aglichen Dingen 
zu wenig. 

AllmLhlich aber, und dies hiingt eng damit zusammen, dass die Stellung 
8ch l j ; f l i s  in Bern sieh hebt - wozu S t e i n e r  sein redliches Teil bei- 
t r i g t  - erwarmt sich S c h l a f l i  für die S t e inerschen Gedankengange und 
es wahrt nicht lange, so wird er geradezu ein unentbehrlicher Mitarbeiter 
des alternden Meisters, indem er mit seinen überlegenen, systematischen, 
algebraischon Yethoden immer da eingreift, wo die geometrische Anschauung 
und Divination des anderen den Problemen nicht mehr gewachsen ist. 
Rcfcrent kann sich nicht vcrsagen, cine diesbezügliche Stelle anzuführen, 
die zugleich von dem urwüchsigen Humor S t e i n e r s  Zeugnis able@. Als 
S t e i n e r  bei der Untersuchung einer gewissen Raumkurve zwijlfter Ordnung 
nicht recht vorwirts kommen kann,  schreibt er a n  den Freund (Seite 61) 
,,Tiege ich auch wie ein Halbtodter im Schneegestober - so fasse ich 
meinen treuen, starken Bernhardiner beiin Schwarz und er wird mich aus 
der dustern Kluft, herausreissen". 

Die Fragen, die zwischen beiden Forscheril disliutiert werden, stellen 
einen wesentlichen Teil der allgemeinen Theorie der algebraischen Kurven 
und Flachen dar;  sie greifen so tief ein, dass sie auch heute noch nicht 
samtlich gelost sind. Wenn trotzdem diese Theorie ~ e i t h e r  einen solchen Auf- 
schwung genommen bat,  so liegt der Grund darin, dass sich die Gcomctiic 
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Begriffe und Satze aus der algebraischen Funktionentheorie (z. B. den so- 
genannten ~ e s t s a t z )  zu eigen gemacht ha t ,  die es ihr  ermoglichen, grosse 
Klassen von Erscheinungen unter einem Geçichtspunkt ~usammenzufasse~,  
die damals a n  jeder Kurve und Flache einzeln studiert werden mussten. 
Insofern is t  S t e i n e r  eigentlich eine tragische Figur;  er ist  der letzte grosse 
Trager einer Epoche, i n  der individuelle geometrische Beanlagung noch 
souveran fremde Methoden verachten konnte. 

Der  Verkehr zwischen S t e i n e r  und S c h l i i f l i  geriet, wie fast vorauç- 
zusehen war,  ins Stocken aus Anlass einer Priorititsfrage bezüglich der 
Eigenschaften einer speziellen Hypocycloide. W. FR. MEYER. 
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Magnetismus. Deutsch auf Grund der neuesten Auflage des Originals 
von A. HIMSTEDT. 2. Aiiflage. Tübingen, Laupp. M. 7. 

GiLi~e ,  L., Kurzer Abriss der Elektrizitit. Stut tgar t ,  Engelhoru. geb. M. 3. 
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Mathematisches Abhandlungsregister. 

1896. 

Zmeite Halfte: 1. Juli bis 31. Dezember. 

A. 
Abbildung. 

440. Konforme Abbildung der inneren Flache eines Kreises in  die innere F'lache 
eines regularen Vielecks. G l r .  B i g l e r .  Grun. Archiv 2. R. XIV, 360. 

441. Sur l a  représentation de l a  surface cubique générale sur un plan. F. Du* 
m o n t .  ru'. anil. mat,h. Sér. 3, XV, 318. 

442. Uber diejenige punktweise eindeutige Reziehung zweier Fliichenstücke auf- 
einander. bei welcher jeder gcoriiitischen Linic des einen einc Linic 
konstanter geodiitischer Kriimmung des anderen entspriclit. F. 13 us s e. 
Berl. Akad. Ber. 1896', 651. 

443. Sur la  construction des cartes géographiques. D. A. Gravé .  Joiirn. Math. 
Sér. 5, 11, 317. 

Abelsche Transcendenten. 
444. Remarques diverses sur les fonctions abéliennes, H. P o  i i ic  a r e .  Journ. 

Math. SBr. 5, 1, 219. 
445. Sur une surface LIU sixikme ordre liéc aux fonctions abc'lienncs de genre 3. 

. G.  H u m b e r t .  Journ. Math. Sér. 5, Il, 263. 

Absolute Geometrie. 
446. Zwei Siitze der niçht -euklidischen Geometrie M a x  S in1 o n. Math. Annal. 

XLVLII, 607. 

Analytische Geometrie der Ebene. 
447. &tude analytique sur l a  symétrie. S. Mar igeo t .  N. ann. math. Sér. 3, 

Xv. 403. 
448. ~ h é o r è d e s  sur les podaires. D u p o r  cq .  K. ann. math. Sér. 3, XV, 341. 
449. Sur les développées successives. G .  T z i t z é i c a .  3. ann. math. Sér. 3, XV, 247. 
450. Sur les courbes de direction. P. A p p e l l .  W. ann. math. Sér. 3, XV, 491. 
401. Propriété de deux caustiques réciproques par ra1)port à une courbe donnée. 

D u p o r c q .  N. a,nn. mat,h. SBr. 3, XV, 339. 
452. Über das eigentliche Oval. Arm. W i t t s t e i n .  Grun. -4rchiv 2.R. XlV, 109,441. 
453. Cartesian ovals. A. C. D i x o n .  Quart. Journ. math. XXVIII, 376 .  
454. PropriétE de l a  lemniscate. E r n .  F o u c a r t .  S. ann. math.  Sér. 3, XV, 98. 
455. Cercle tangent à nile lemniscate e t  ayant son cent,re sur une hyperl~ole 

équilatbrc. E r n .  F o u  c a r t .  h'. anri. math. S6r. 3. XV, 148. 
456. Lieu des points milieux des cordes d'un limaçon de Pascal qui sont rues 

du noint double réel sous un a n ~ l e  droit. E. N. 13arisieii .  ri'. ann math 
~ 6 1 1 3 ,  XV, 294. 

u 

457. Propriétés des cardioïdes. l<ru .  F o u c a r t .  K. anri math.  Sér. 3, XV, 145. 
458. Cber die Kurren, deren Hogen der Tangente des Lr:itst,rahlwirikels pro- 

~ o r t i o n a l  ist .  und die damit verwaridteri Kurvenscliaren. A u e .  V e l d e .  
Grun. Archiv '2. J i .  XIV, 200. 

Vergl. Ellipse. Geometrie (hohere). Ilypcrbel. Kegelschilitte. Kreis. Parabel. 

Analytische Geometrie des Raumes. 
459. Sur les courbes algébriques à torsion constante. E ug. F a b r y .  Compt. Hend. 

CXXIII. 865. 
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480. A geometrical locus. G. B. M a t h e w a .  Quart. Journ.  math. XXVLII, 190. 
461. Quelques propriétés des biquartiques gauches. E. 1 ) u p o r c q .  N. ariri. math.  

Sér. 3,  XV, 266. 
462. Sur un cas remarquable de la projection gauche. G. F o n t  e n é .  K, ann. math.  

Sér. 3 ,  XV, 369. 
Vergl. Geometrie (hühere). Hyperbel. Oberfliichen. Oberfichen zweiler 

Ordnung. 
Astronomie. 

463. Sur les expression approch6es des termes d'ordre ClevC dans le développement 
'de la  fonction perturbatrice. N. Co  c u l e s  ço.  Journ. Math. Sér. 5,I,  359. 

464. Siir le développement approché de l a  fonction pertiirbat,ncc dans le cas des 
inCgalit6s d'ordre élevé. N. Hamy.  Journ. Math. SBr. 5, I I ,  381. 

465. Sur l a  désagrégatiori des comètes. 0. C a l l a u d r e a u .  Compt. Rend. CXXIII, 663. 
466. Sur l'extension que l'on peut donner au  théorème de Poisson, relatif B 

l'invariabilité des grands axes. II. A n d o  y e r .  Compt. Rend. CXXII1, 790. 

Ausdehnungslehre. 
4ti7. Gber das gemisclite Produkt.  Km.  M i i l l c r .  Math. Annal. XLVlII, 589. 

U. 
Bestimmte Integrale. 

468. Sur l a  ,définition de l'intégrale dcfinie. 11 F o u  clic.  N. ann. math. Ser. 3, 
XV, 207. - C. B u r a l i - F o r t i  ibid. 495. 

469. 1Jne leqon sur la méthode de quadrature de G a u  as. L. R a f f y .  X. ann. m a t h  
sér .  3 ,  XV, 249. 

470. Sur un  théorème de Kronecker. G. K o e n i g s .  Journ. Math. Se'r. 5,  II, 41. 
471.  Cber cine Art von simultaner Dar~te l l i ing  bestimniter Integrale. G. K O w n - 

l e w s k i .  Crelle,CXVII, 267. 
472. b e r  ein discontiriuierlicheu Iutegral. E. G a b 1  e r. Nath .  Annal. XLVIII, 37. 
473. Sur les intégrales de  Fresnel. V. J a ine t , .  N. aiin. m a t h  3, XV, 372. 

E n g .  F a b r y  ibid. 504. 

474. Sur l'égalité zin [f (z) - f(o); = [ff (z)logz d z ,  f(z)  désignant un  polynôme 

ent,ier en z et, l5int6grale Btant prise dans le sens positif l e  long d'un 
contour fermé siniple entourant l'origine. A u  d i b  e r t .  N .  ann. math SGr. 3, 
XV, 343. 

Vergl. Quadratur. 
C. 

Combinatorik. 
475. Sur  les permutations quasi-alternées. U és .  A n d r 6 .  Journ. Math. Sér. 5 ,1 ,  315. 

D. 
Differentialgleichungen, 

476. Snr les éqiiations diff'kentielles ordinaires di1 premier ordre. A. K o r k i n e .  
Coinpl. Rend. CXXIII, 38, 139. - P. P a i n l e v é  ibid. 88  (vergl. Nr. 51). 

477. Sur les équations différentielles ordinaires du  premier ordre. A. K o r k i i i  e. 
Math. Annal. XLVLII, 317. 

478. Sur l'extension des idées de  Galois à l a  théorie des 6qiiatjions différentielles. 
Xm. P i c  a r d. Math. Annal. XLVII, 155. [Vergl. Bd. XLI, Nr. 305.1 

479. Sur une application de l a  théorie des groupes continus à l'étude des points 
singuliers des 6quatious difftirent,ielles 1inéa.ires. F. M a r o t t e .  Compt. 
lteud. CXXlII. 867. 933. 

480. Zur Theorie der adjungierten Differentialgleichung. P. G i i n t h e r .  Crelle, 
L x v I I ,  168. 

481. jiher die Reschaffenheit der Diferentia, lgleich~~ngen der 9% Adjnngierten, die 
zu einer li~ieartin DitTerentialgleichiirig l ~ t e r  Orduung gehoren. K .  G r  ii n -  
f e l d .  Crelle, CXVII, 273. 

482. Neue Reweise fiir die Konvergena der Reihen, welche bei der integration 
linearer L)ifierentialgleichi~ngeri i n  der 1imgebuiig der einfarhstcn singu- 
l i r en  Stellen auftreten. Ad .  K n e s e r .  Math. Annal. XLVII, 408. 
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483. Entersuchmg uncl asyuiptotische 1)arstellunp gewisser liiiearer LMfererilial- 
gleichu<gen bei g;osien rcellrii Werten des~&+ment,s. Ad.Kn e r. Crelle, 
CXVII, 72 (vergl. Kr. 46). 

484. b ber eine Klasse lineaier honiomner 1)iffereriti~rl~leirliiin~en. L. Fil c h  S .  u c 

Uerl. Akad. Ber. 1896', 753. 
486. Zur Theorie der Eulerschen Transforniierten eiucr homogenen linearen 

Differeutialglcich1111g der Fuchsschen Kla~se .  L. S c h l e  s i n g  e r. Crellr, 
CXVII, 148 (vergl. Nr.  65). 

486. I 'ber die Beihenentwickelung der Integrale eines Systems von Differential- 
gleichungen i n  der Umgeburig gewisser sirigiiliirer Stellen. J. H9rn .  
Crelle CXViI, 104, 254 (vergl. h'r. 76). 

4Yï. Sur iine série relative à l a  théorie des dquatioris différentielles linéaires à 
coefficienfs périodiques. A. L i  a p  o u n o  f f. Compt. Rend. CXXIII, 1248. 

488. Sur les résidns des fonctions drXnies par les éqiiat,ions diifr.reritielles. 
31. P e t r o v i t  ch .  Math. Aririal. XLVIII, 7.5. 

489. c h e r  eine Anwendnrig d. Sheorie d. linearen I)iiferentialgleichungen auf lineare 
1)ifferentialgleichungen zweiter Ordnurig. L.W. T homS.  Crelle,CXVII, 185. 

490. Sur l 'équation de Lainé. A n d r .  M a r k o f f .  Math.Annal.XLV11, 598. 
d 2  y 

491. In tépat inn  de ze  - s ~ ~ ~ + m % ~ ~ =  0. M a i l l a r d .  X. ann. math. S6r. :3, 
Xv. 141 'lx d s  

492. On singi'llar soliitions of different#ial equations of the  first orrler. M i s s  X a d -  
d i s  on.  Quart. Journ. math. XXVIlI, 311. 

493. Sur l a  théorie des équations aux dérivées partielles du  second ordre. 3::. G o u r -  
s a t .  Compt. Rend. CXXIiI, UBU. 

491. Sur les équations linéaires aux dérivées partielles du  second ordre à deiix 
variables. E. Co t t a n .  Compt. Rend. CXXIII, 936. 

495. Sur une équation linïlaire aux dérinées partielles du secoiid ordre. ,T, L e  Roux .  
Compt. Kend. CXXIII, 1052. 

496. Sulle equaziorii a derivate partiali del second' ordirie a tre variabili iriili- 
pendenti. G. V i v  a n  t,i. Math. Annal. XLVIII, 474. 

497. Die Charakteristiken der partiellen Diff'erentialgleichungen in  drei Variabeln 
E. v . W e b e r  Math ilnnal. XLVII, 269. 

498. Sur l'intégration des équations aux dérivges partielles sinidtanées. E.v.TVeber. 
Compt. Rend. CXXIII, 292. a e f  a e f  

499. Integratinn der DifFerentialgleichiing - + , - k" fiir elliptische und para- 
oz2 o u  

600. Sur 

501. Sur 

502. Snr 

503. Snr 

504. Sur 

bolische Koordimteu. J. H. ~ a r  t e i i s  tGin .  Gruu. Archiv 2. R. XLV, 170. 
les systèmes algébriques e t  leurs relations avec certains systkme!: 
d'6quations aux dérivPe3 partielles. E t .  Del  a s  fins. Compt. Rend. CXXIII, 
546 (vergl. Nr. 74). 
les transformations des systèmes ~liffrrentiels. E t .  D e l a s  s u s .  Cornlit. 
Rend. CXXIII, 1246. 
l a  déteriuinat,ion des intégralefi d'une ériuat'ion aux dérivées nartielles 
11arses  valenrs sur un CO~TOUI.  fenné. EI;. l l i c a rc l .  Journ. ~ a e h .  Sér. 5 :  
Il3 2!15. 
une suite d'équations linéaires aux dé r ivks  partmielles provenant de le 
théorie des surfaces. S. C r a i g .  Compt. Rend. CXXIII, 634. 
les surfaces à l imes  de cowbure isorndtriciues. T. C r a i ~ .  Coiriat. Rend. " 
CXXIII, 791. 

Vergl. Geschicht,e der Yathematik 578. Mechanik. 0berfl;ichen. 

Differentialquotient. 

506. Sur une diffti'rentielle exacte. L. A u  t o n n e .  N. a m .  math. Sti'r. 3, XV, 232. 
506.  Snr l a  dérivée des fonctions i11t~erpolée.3. E. M. L é m e r a y .  X. a m .  math. 

Sér. 3, XV, 325. 
E. 

Elastizitiit. 

507. Sur l'équilibre d'élasticité d'un corys tournant. L. L e  c o r II u. Conipt. Rend. 
CXXIII, 96. 

608. Sur le problème des membranes vibrantes. L c K o y .  Compt, Renct. CXXIII, 1253. 
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Elek t r i z i t i i t .  
500 Reiuarqiier sur une expc'rience de M. Uirkelantl. H. P o i n c  a r  6 .  Compt. 

Rend. CXXIII. 530. 
510. Sur l a  t,ension longitudinale des rayons cathodiques. Co l a r d .  Coiiipt. Itencl. 

CXxIn .  1057. 
511. Sur q i i e lq~ ie~  erreurs admises comme ve'rités en électromagnétisme. V a s c h y .  

Compt. Rend. CXXIII, 1059. 
512. 316thodes de  calcul en électrornagnétisrne. V a s  c h y.  Coinpt. Rend. CXXIII, 1261. 

E l l i p se .  
513. Sur les ellipses conceiitriques. E. D u p  u r cq .  N. a m .  rriatli. Sér. 3, XV, 5 6 6 .  
514. Ellipse lien du centré du cercle des neuf points d 'un triangle variable. 

II. B r o c a r d .  N.ann.math.Sér.3,XV,390. 
515. Ellipse lieu des positions successives des centres de  courbure d'une épicy- 

cloide roulaut sur une droite. A. M a n n h e i m .  X. ann.math.Sér.3, XV, 245. 
516. IIgpocycloide n, quatre rcbroussements enveloppe dcs cordes d'une ellipse sous 

l 'angle d'anoimalie ercentriqne +elatmif ;L leurs points cle départ .  A u d i  - 
b e r  t .  X. ann. math. Sér. 5, XV, 5713. 

E l l i p t i s c h e  T r a n s c e n d e n t e n .  
517 .  Vier Bricfe von A r t h u r  C a y l e y  über elliptische Modulfunktiouen, 3Iatli. 

Aniial. XLVII , 1. 
518. Benierkuiigtm zii Cayleys Briefen. H. W e b e r .  Math Annal. XLVII, 6. 
519. Sur une formale fondarneritale de Kronecker. J. F r a n e l .  Math.Annal. 

XLVIII, 595. 
520. Exurcsxion des comi>osantcs dc  l'attraction d'un cllinsoïde liomopèiie snr 

A u n  point e n t é r i k r  au moyen des fonrtions (4 e t  2. F. ~ a t h i .  Jonrn. 
Math.  Sér. 5, II, 305. 

521 .  Qas Additionstheorem der Fnnktionp(ic). P. S t 5 c  k e l .  Math. Aiiiial.XLVII,401. 
5'22. Cher die Transformation der ellipt,isrhen Funkt'ionen. F r .  B e e r .  Grun.Archiv 

2. K. XIV. 113. 
522. Sur une appli&tion des fonctions elliptiquea. X. S t o u f f .  N. aiiii. math.  Sur. 3, 

XV. 262.  
Vergl. hunktionen 533. Shetafunktionen. 

F. 
Formen. 

524. ber die copredienteii Transformationen der bilinearen Formen. G. F r o  b e - 
n i u s .  Berl. Akail. Ber. 189ti1, 7. 

.525. Cber vertanschbare Matrizen. G. F r o b e n i u s .  Berl. Akad. Ber. 1896'. 601. 
6%. Zur Sheorie der adjungierten Substitutionen. G u s  t .  R a d o  S.  ~ a t h . ' ~ n n a l .  

XLVIII, 417. 
627. Sur l a  division algébrique appliquée :LUX polynomes homogènes. H. A n  d o  y c r. 

Journ. Math. Sér. 6 , I ,  61. 
6 2 8 .  Sur les fonnes qiiadratiqiies définies à indéterminées conjuguées de M. Hermite. 

A l f r .  L o e w y .  Coiript. Rend. CXXILI, 168. - L. F u c h s  ibid. 289. 
529. Zur Theorie der linearen Substitutionen. A l f r .  L o e w y .  Math. Annal. 

XLVIII, 97.  
630. li&duction eimultanée rie deux formes quadratiques rie trois variables à deç ' fornies canoniques. Application à l'éturle d '~ii i  systkrne de deux çoniq~ies. 

H. V o g t .  K, ann. math.  S6r. 3 ,  XV, 141. 
Verg-1. Suhstitutioneii. 

F u n k t i o n e n .  
631. Sur l'extension aux fonctions entiixes d'une propriét6 inlljortante des ploy- 

nomes. E m .  B o r e l .  Compt. Ren~l.  CXXIII, 556. 
622. ï-ber Itic.ma,nnsche Fliicheii mit beschriinkt veriiiiderlichen Verzweigungs- 

1~unkkr i .  1'. H oy e r .  b k t h .  Annal. XLVlr, 47 .  
.533. !!ber die Parameterbestiinmui~g von P ~ n k t e i i  aiif Krirven zweiter uud dritter 

Ordnurig. Eine geouictrirchc Einleitung iii die Thcorieii der logarith- 
niischen uiirl el l ipti~chen Punktionen. C. Ji1 e l .  Mat,h. Anna,l. XTiYII, 72. 

5.14. [:ber Itiemanrische Formenscharen auf einem beliebigen algebraischeu Ue- 
bilde. E .  R i t t  er .  Matin. Annal. XLVII, 157. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



216 Historisch-litteruische Abteilung. 

536. Beitrag zur Theoiie der rat,ion:tlen Funktionen. E m a n .  B e  ke .  Math. Annal. 
XIiVII, 441. 

536. r b e r  die Mitklwerte der Fuiiktionen einer reellen Varinbeln. L. M a u r e r .  
Math. Annal. XLVII, 263. 

537. Über eine besonrlcre Klssse ron Funkt,ionen einer reellen Vcïiinderlicheu. 
E. S t u d y .  Math. Annal. XLVIT, 298. 

538. r b e r  die Reduction algebraischer Systeme auf die karionischeForm. K .Hens  el. 
Crelle. CYVII, 129. 

539. Gber die E'unrlamentalteiler alg-ebraischer Uattungsbei.ciche. K. H c n  Y el. 
Crelle. CXVII, 333. 

510. f b c r  die Elemeiitnrteiler zwcier G a t t i i n ~ e n .  von cienen die einen unter der 
anderen enthalten ist. K. H e n  i. el .  " ~ r i l l e ,  CX\'II, 346. 

641. ifber die Darstelliing der Integrale erster Gattiing durch ein Piiiidamental- 
system. K. B e n s e l .  Crelle CXVII, 29 (vergl. Nr. 129). 

542. r b e r  kanonischc Systeme algebraischer Funktionen einer Ver%nderlichen, 
die einem Ga,tt,iingsbereich dritt,er oder vierter Ordnung angelioren. 
K. E'is che r .  Crelle, CXVII, 1 (vergl. Kr. 129). 

513. Sur une classe de fonctions transcciiclentes. Em. P i c a r d .  Comi~t.  Rend. 
CXXILI, 1035. 

644 Concerilino trsnscendentallv tranîcendeiital functions. E 1. H a s  t .  Moore .  
Math.'Annal. XLVJII, 4i. 

545. Iritorno ad alcuiic osservazioni sui  segnïeiiti iiifiniti e infinitesimi attiiuli. 
G. V e r o n e s e .  Math Annal. XLVI1. 423 (vergl. R d .  XTJ Nr.  479). 

546 Liber transfinite Zahlen. W. K i l l i  ri Milath. Aniial. XLVIII. 4 %  
517. Sur quelques propriétés des enseniblcs d'eiisembles e t  leurs applications à l a  

limite d'un ensemble variable. C. B u r  a l i - F  o r t  i .  &th. Anilal. XLVII, 20. 
548. Ï'ber die hypergeometiische Funktion mit  eiiiem Nebeilpunkt. E. l l i t t e r  

Math. Annal. XLVIII, 1 .  
549. Sur l a  fonction c(s).  H a : d a m a r d .  Compt. Ilend. CXXIII, 93 (vergl. Kr. 158). 
550. 1Tbei. die Isotimen und Isophasen der Funktion f(x) - (x + 1) (2 - 1) (x -2). 

C l r .  B i g l e r .  Griiil. Archiv 2. 11. XIV, 337.  
551. Sur l e  nombre des périodes d'une fonction iiiiiforme. A. A s t o r .  X. aiin. math. 

Ser. 3, XV, 227. 
552. 6iir l a  convergence des substitutions uniformes. E. M. L é m  e r  a y. Compt. 

Rerid. CXXIiI, 793. 
555. c b e r  Funktiorien zweier reeller Variabeln. O. B i e  r m  a n n .  Math. Annal. 

XLVLII, 393. 
554. Über 3'uchssche Funktionen zweiervariabeln. S. K e m p i n s k i .  Math. Aiinal. 

XLVII, 573. 
555. h r  die Wertschwanknngen der hanrionisehen Fnnktionen zweier reelleu 

Ver%ntierlichen und der Funktionen cines komplcxen Argumentes. 
F. S c h o t t k y .  Crelle, CXVII, 225. 

356. I)artialbrachzerlegung rationaler Funktioiien eincs algcbraischen Gebildes 
xweier Veriinderlichcn. P. H o  y e r .  Math. Annal. XLVII, 113. 

Vergl. Abelsche Transcendciiteii. Aiisdehniingslehre. Restinimte Integrale. 
Conibiriatorik. L)iffeereritialgleichuiige~i. Diikreiitial~~iiotie~iten. Ellip- 
tische Transcenderiten. Formeri. Gleichlingen. Kettenbrüche. Maxinia, 
11nd Miuima. Potential. Iieihen. Substitutionen. Shetafuiiktiouen. 
Zahleiitheorieii. 

G. 
Geodasie. 

667. Sur une noiivelle méthode de M. Jiiderin pour les mesures de base. U a s s o  t. 
Couil~t. Rerid. CXXIII, 155. 

558. Sur l'erreur de  réfraction dans le nivellemciit géométrique. Ch. L s l l  ema 11 d.  
Compt. Rend. CXXIII, 2.22, 297. 

559. Sur la stabilité des piquets employés comme repères provisoires daiis les 
nivellements de précision, Ch. L a l1  e m  a nd .  Compt. Rend. CXXIII, 457. 

Geometrie (descriptive). 

580. h e r  den Polkeschen Satz. F r .  S c h u r .  Crelle, CXTII, 24. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Geometrie (hohere). 
561. Sur une géométrie de l'espace r6glE. It d e  S a u s s u r e .  Compt. Rend. CXXIII 

734 (vergl. Nr. 634). 
56.2 Zur nroiektiven Geometrie. M. P a s  c h .  Math. Annal. XLVIii. 111. 
563. Sur >ne double sério récurrente d e  poiiits t,ou,jours h ~ r n o ~ ~ c l i ~ u e s  et  de 

cercles toujours en colliriéat,ion attachés aiix polygones d'ordre 3,4,  5 . .  . 
résultarit de v droites indépendantes, employées saccessivernent dans un 
ordre donni.  P. S e r r  et,. Cornpt. lleiiti. CXXIII. 396. 

564. Sur une ciasse de  propositions analogiies au  théorkmc Miqiiel -Clifforcl, et 
sur les propriétés qui en r6sulteiit pour les j~o ly~o i i e s  de  5, 6, 7,11, 12 

1 
côtés. circonscrits à l'hruocvcloïiie de  module . P. S e r r e t .  Comut. 

" L  " 3 Rend: CXXIII, 415. 
565. Sur l'emuloi d'uu cercle fixe. ci6riv6 d'un proiii~e uuelconuue de 7 tan- 

gantes d'une coniqne, polir définir, a pri&i, ie c e h e  d&v& de 7 droites 
quelconques. P. S e r r e  t. Compt. Rend. CXXIII, 442. 

666. L)Cterminatioii des points d'inflexion dans l e  cléveloppenicnt de  l a  sectiori 
plane d'nu cone. Y. B a l i t r  a n d .  N. ann. math. Sér. 3, XV, 65 [vergl. 
Hd,  XL, Xr. 4591. 

567. ï:ber eine inerkwiirdige Kreisfigiir. W. C o d t .  Mat,li. Aniial. XLVII, 5(i4 
568. Sur  la traiisfoimation I i o ~ i o ~ r ~ ~ ~ ~ t i i q u e  ilcs propri6tt:s mEtriqiies des figures 

planes. G. B r  o c  a r  il. N. ann. m:~tl i .  S6r. 3, XV, 426. 
569. Note ou adioint curves. Miss C. A. Scot t , .  Quart. Jonrn. niat,h. XXVIII. 377. 
570. l'rojektive Erzeiigung iler Kurveri mter Ordiiiing C m .  C. K ü  1111 e r  Math. 

Annal. XLVIII. 401. 
571. Die Konfiguration (i~,, 16,) und (lie zugeh6rigcn Griippen von 2304 Kollinca- 

tionen und Corre1;tt~ionen. J u  1. F e  d o r .  Math. Annal. XLVIT, 375.  
572. Über eiric einfache Gruiiue von 360 eberieii Kollineat~iorieu. A. M T i m a ~ i .  

Math. Annal. XLVII, %1. 
573. b e r  die Uiskontinuitat gewisser Kolliueat~ionsgriil)l,en. R o b .  F r i c k e .  hlath. 

Annal. XLVII, 557. 
574. Sur le théorème de  Salmon. E. G o i i r s a t .  N anii. math. SGr. 3, XP,  20. 
575. Siir une quartique iiniciirsale. A. Droz -E ' a rny .  Y .ann .  math.  Sér. 3, XV, 485. 

Vergl. Kegelsçhnitte. Kineiiiatik. 

Geschichte der Mathematik. 
576. Altbabylonisrhe MaBe iind Cewichte. G .  R e i s n e r .  Berl. Akad. Ber. 18Yti1, 117. 
577. Die geometrische Koristruktion als Existeriebeweis i n  der antiken Geometrie. 

H. G. Z e i i t h e n .  Math. Annal. XLVII, 222. 
578. L'oeuvre gcométriqiie de Sophus Lie. F e l .  K l e i n .  N. a m .  math. Sér. 3, XV, 1. 
579. Gustav Fertiirinntl Mehler (13 XII. 183.5-13.VIT. 1896). M a r t .  K r a i l  s e .  Math. 

Annal. XLVIII, 603. 
680. Henry Besnl (27.I.1828-2.2.TIIJ. 1896). C. J o r d a n .  Journ. Natli. Ser. 5, II, 

45:3. -- M.  LAY^ ibid. 455. Comy~t. Elelid. CXYIII. 436. 
581. H. L. Fizeau (24.IX. l819-l8.IX. 1896). A. C o r n u .  Compt. Kend. CXXIII, 471. 
582. Felix Tisserand (1845-20.X. 1396). A. C o r n u .  Cou~pt.  Ilenri. CXXIII, 623.  
583. Hugo Gy1di:n (29.V. 1841 - 9. XI. 1896). O. C a l l e n d r e a u .  Compt. Hend 

C ~ X 1 1 1 ,  771. 
584. Karl WeierstraB (31.X. 1815-19.U. 1897). L. F u c h s .  Crelle CXVII, 357. 

- 

585. Cber die Irred~iktibil i tat  gaiizzahliger ganzer Funkt,iorien. E. Pl e t  t o. 4l;~tii. 
Annal. XLVIII, 81. 

586. Sur les fonctions eiitikres. H. L a i i r e n t .  N. a m .  math. Sér. 3, XV, 23.  
587. Sur  les conditions sou3 les qnclles une Pquation n'admet que des racines 

à uartie rkelle négative. A. H u r  w i t e .  N. a m .  math. Sir .  3. XV. 108 , , 

[vergl. Hd. XLI, ~ r . ' 430 ] .  
588. Ziir Theorie der Resullanteil. E. N e t  t o. Crelle CXVII, 57 (vergl. Kr. 199). 
589. Hezirke der drei Wiirzelformen der Gleichnng vierten Qrarles. K. H o  1) 1) e. 

Grori. Archiv 2.11. XIV, 398. 
590. Sur l'tiquation Jacobienrie du  sixikme clegr6. U r i  o a c h i .  Quart,. Journ. math. 

XXVJIT, 982. 

Hint.-litt. Abt. d. Zeitscùr. f .  Math. u. Pliye. 42. Jaùrg 1897. 6.LIeft. 16 
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691. Sur les racines dc l'gquation x = a ~ .  E. M. L é m e r a y .  X. ann.math. Sér. 3, 
XV, 548 

592. Sur les équations représcntables par  trois syitkmes line'aires de poirits cotés. 
'II. d ' o c a g n e .  Compt. Rend CXXIII, 988. 

393. Sur l'emploi des systkmes réguliers de points c o t h  dans l a  reprasentation 
des 6qmtions M d '  0 c a g n e .  Compt. Rend. CXXIII, 1264. 

Vergl Difierentialgleichungcn 500. 

H. 
Hydrodynamik. 

594. Loi5 g6nAralr.s du  régime unifoi-me dans les lit,s à grande section. J. Bous -  
s i n e s q .  Compt. Rend. CXXIII, 7 (vergl. Nr. 207) 

596. Du réeime uniforme dans les canaux rectanpulaires larees et  dans les tuvaiix 
O; canaux section circulaire on demi-circul2re. J. B O U  ssin"c sq. 
Compt. Rend. CXXLTI, 77. 

Lois de deuxikme approximation dii rcgime ituiforme, dans les tuyaux 
circulaires e t  dans les canaux démi-circulaires. J. R O u s s i n  e s  q. Compt. 
Hend. CXXIII, 14 1. 

Sur l'éqiiilibrc e t  les inouvemerits des mers. 11. P o i n c a r é .  Joiirn. Math. 
Sér. 5. II. 57. 217. 

Sur le  mohement 'd 'un solide dans un liquide indéfini. IL. L io i iv i l l e .  Conipt. 
Rend CXXIII, 874. 

S L I ~  le  rriouvement d'un solide dans uii liuiiide indéfini. W. S t e k l o f f .  Comnt. 
Rend CXXIII, 1252. 

On the stability of a frictionless liquid. Tlieory of critical planes. A.  B. B a s  se t .  
Math. A n n d  XLVIII, 89. 

Note on the form of the encrgy integral i n  the motion of an  incompressible 
fluid. J. B r i l l .  Qnart. Journ. mk~th. XXVLTI, 185. 

Vergl. Kautik. 
Hyperbel. 

Elementare Bestimmung der Lage der gleichseitigen Hyperbel im Kegel. 
G. 1). E. W e y er .  Grun. Archiv 2. R. XIV, 139. 

Ileux triangles orthncenti.iqiies insrrits à une hyperbole éqiiilat,8re. E. N.I3 a r i -  
s i e n .  Y. ann. math.  Sér. 3, XV, 295. 

Proprieté d'un triangle quelconque inscrit dans une hyperbole équilatère. 
H. B r o c a r d .  N. anri. math .  Sér. 3, XV, 388. 

Points dans lesquels une hyperbole équilatére est coupée par un cercle 
ayant pour centre un point de l'hyperbole. E r n .  F o u c a r t .  N. ann. 
math.  Sér. 3, XV, 146. 

I'ropriété de 3 points dans lesqiiels iine hyperbole est coupée par une cir- 
conférence ayant pour centre un point de l'hyperbole et passaut par le 
symctriqne de ce point. A. M a n n h e i m .  N. ann. math. Sér. 3, XV, 
090.- Cl. S e r v a i s  ibid. 379. 

Vergl. Analytische Geouietrie der ]<bene 456. 

a. 
Kegelschnitte. 

Zur Theorie des Kegelschnittbiischels. A. W i m  a n n .  Grun. Archiv 2. 1t. 
XIV, 149. 

PropriCté d'un faisceau de coniques. A. D r o  z - F a r n y .  K. ann. math. Sér. 3, 
X v ,  486. 

Propriété des conirlucs passaut par deux points fixes et tangentes à m e  
droite donnée en un point ilonné. A. D r  o z - F  a r i i  y. N. ann. math. Sér, 3, 
XV, 139. 

Zum Pythagori~ischen Lehrsatz. 1Z. Z a r a d n i k .  Grun. Archiv 2. R. XIV, 105. 
Sur la perspecti1.e des arcades. A. B o u l a n g e r .  X. ann. niath. Sér 3, XV, 376. 
Sur lcs segments de coniques limités à une normale. M. d l O c a g n e .  N. ann. 

math.  Sbr. 3, XV, 215, 281. 
Pr0~~riét.6 d u  triangle formd par  les tangentes menées d'un point à une conique 

et  par la polaire de ce point. A. D r o e  -F  a r n  y. K. ann.uiath. Sér. 3,XV, 150. 
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614. On considère tons les cercles tangents en un même point B une conique 
donnée. Lieu d u  pôle de l a  seconde corde d'intersection du cercle e t  
de  l a  conique par  rapport à l a  conique. A .  hl a n n h e i i n .  E. N. B a r i  - 
s i  e ri. N. a m .  math. Ser. 3, XV, 292. 

Vergl. Ellipse. Formen 530. Hyperbcl. Kreis. Parabel. 

Kettenbriiche. 
615. Koiivelles applicatioiis des fract,ions continues. A n d r .  M a r  ko f  f M:ith. 

Annal. X L W ,  5 7 9 .  
616. Sur iine représent:it,ion géométrique du développe~ncnt~ en fraction continne 

ordinaire. F cl .  K l e i n .  K. ann. math. Sér. 3, XV, 327. 

Kinematik. 
617. Sur un  cléplacement remarqiiable. R. B r i c  a r d .  Compt. Llend. CXXIII, 939. 
618. T n  plan se d6place en  restant tangent à une silrface; pour une quelconque 

de  ses positions s a  caracthist ique passe pa r  le point où il touclic cette 
surface. R a y m .  Sée .  K. ann. niat,li. Pér. 3, XV, 173. 

Xreis. 
619. Dreizehn Auflosungen des Malfattischen Problems. C. D a v i d s .  Grun. Archiv 

2. H. XlV,  276 [vergl. Ud. XLI, Nr. 176 1. 
620. Si 3 ccrcles sont inscrits à un triangle,  les quatrièmes tangentes conimunes 

qu'ils admettcrit: pris deux à, deux, forment nn triangle homologiqne 
d u  premier. A.  T l r o z - F a r n y .  N. ann.ma,th. Sir. 3,XV,160.  

621. Droite erigentlrée au  moyen d'une circonférence fixe et d'une circonf6rence 
variable. A. D r o z - F a r n y .  N. ann. math.  Se'r. 3, XV, 431. 

622. Enveloppe de l'axe radical d'un cercle fixe e t  d'nn cercle varialde tangent 
à deux cercles donnés. E. X .  U a r i s  i en .  K aiin. math.  Sér. 3, XV, 577 -- 
X. A n t o m a r i  ibid. 582. 

Vcrgl. Abbildung 440. Ellipse 514. 

Krümmung. 
62.3. Sur des centres de courbure successifs. L a  G é o c i n e .  W. a m .  math.  Sér. 3. 

XV, 536. 
624. Sur l e  rayon du cercle osculatun d'nne cniirlie qnelconqne coirinie limite 

d'un certain quotient. G. T z i t  e é i c a .  N. anri. math. Sér. 3, XV, 198. 
626. Le th6oriime rie Gauss sur l a  courbure. A. C o l i n  ou .  N. a m .  iuatli. Sér. 3, 

XV, 63. 
626. Die Amslerschen E'l%chensLtze im Gebiete affin veranderlicher Systenie iind 

anf den Plichen konstanter Gaussscher K r ü m m u n ~ .  JO h. K l  e i b  e r .  
Grun. Archiv2. R. XTV, 406. 

6'27. Hiegiing mit, E rha lhng  der Hauptkrümmnngsradien. J .  H a z  z i d a k i  S. Crelle 
CXVlI, 42. 

Tergl. Analytische Geometrie des Raumes 459. Ellipse 515. Parabel 681. 

M. 
M a x i m a  und Minima. 

628. Si x ,  y, z sont trois nombres positifs et  z t y $ z = 1 il s'en suit 
( 1 - x ) ( 1 - y ) ( l - z ) < 8 x y z .  

G a l l u e c i .  N. ann. math. Sér. 3, XV, 96. 

Mechan ik .  
629. Cber die Prinzipien der Mechariik. L. K 6  n i g s  b e r g e r .  Berl. Akad. Ber. 189Ge, 

899,1173. 
630. Cber das l'iinxip der  kleinsten Aktion iind das Hainiltoiische T'riiizip. 

Mor .  Ré Lhv. BIath. Annal. XLVIII. 514. 
631. Sur les soliitions périodiques et  le p inc i& de moindre act8ion. H. P o i n c a r e .  

Compt. Rend. CXXIII, 9 1 5 .  
632. l j e i t r i i~e  zu !Aiemanns Iute~rationsmetbode fiir hvi,erbolische Uiffereiitial- 

d L 

gïeichungen und deren Anwendung aiif Schwiiiguiigsljrobleuie. W. W i r -  
t i n g e r .  Math. Annal. XLVIlI. 365. 
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633. Sur les intégrales quadratiques des équalious de  l a  dynamique. 
Compt. Rend. CXXIII, 1054. - - A p p  el1 ibid. 1057. 

634. Sur une mécanique réglée. R,. d e  S a n s s i i r e .  Compt. Rend 
[vergl. Nr. 5611. 

636. Sur les transformations des éciuations de la dvnamiaue. P. P a i n  

G. d e  P i r r o .  

. CXXITT, 796 

l e v é .  Compt. 
Rend. CXXIII, 392. 

636. Sur les singiilantti's des équations de  ln dynamique. P. P a i n l e v P .  Cornlit,. 
Hend. CXXIII, 636. 

637. Sur les singularités des équations de l a  dynamique e t  sur le problknie des 
trois corps. P. P a i n l e v 6 .  Coinpt. R e n d  C=III, 871. 

638. SLU une for~uc: nouvelle des éqiiations du ~ rob lc rne  des trois corps. II. I ' o in -  
c a r  6. Compt. Rend. CXXILT, 1031. 

639. Sur l a  méthode de  Bruns (problème des trois corps). H. P o i n c a r  é. Coinlit. 
Hend. CXXIII, 1224. 

640. Sur l e  problème des trois corps, D. G r a v é .  N. ann. niath. Sti'r. 3, XV. 537. 
641. Remarque sur les problèmes de forces centrales. Ern. B o r e l .  X. anri. marh. 

S6r. 3 ,  XV, 236. 
642. Recherches analytiques sur un  cas de rotation d'un solide pesant aiitoni 

d'un point fixe. P.  -4. X e  k r a s s o f f .  Math. Annal. XLVII, 445. 
643. Sur le déplacement de l'axc dc rotation d'un corps solide dont une partie 

est  rentine monientanCment mobile pa,r rapport an rest,e de  la, masse. 
E dm.  $ N. F o u c h é .  Coml~t. Rend. CXXIII. 93. 

644. Sur l'emploi des équatioiis de Lagrange daiis l a  théorie d u  choc et des per- 
cussions. P. A p p e l l .  Journ. Nat,h. Sér. 5, II: 5. 

643. Siir m e  proposition de mécanique. F. S i  a cc i .  Coinpt. Rend. CXXlII, 395. 
646. Siir une question de mécanique. A s t o r .  N. ann. math. Sér. 3, XV, 33, 377. 
6+7. Sur l e  mouvement cl'iin corps grave de  rCvolution suspendu par un point, de 

son axe (der Kreisel) F e 1  K l e i n .  Y. anri. inath. Sér. 3, XV, 218. 
618. 0 1 1  a dynamical top. G. P. W a l k e r .  Quart. Jourri. niath. XXVIII, 175. 
619. Eqnations du mouvement d'un point matériel sur une surface quand on tient 

compte du frottement. W. d e  T a n n e n b e r g .  N. ann. math.  Sér. 3, 
XV, 201. 

650. pber ebene eirifache Fachwerke. F r i e d r .  Scl iur .  Math. Anrial. XLVIII, 142. 
651. Sur la résistance des ponts sous le passage de convois périodiques, notam- 

ment de  ceux qui ont été prtkus par le règlement du  29 Aôut 1891. 
M a r c .  L )up la ix .  Compt. &end. CXXIII, 740. 

652. Sur l a  photographie des bruits du coeur. A. d e  H o l o w i n s k i .  Compt. Rend. 
CXxIII. 162. 

Vergl. Astronomie. Elastizitiit. Elektrizitat, Elliptische Tran~cendenten  620. 
Hydrodyriarnik. Molekularphysik. Optik. Potential. Wkmelehre .  

Molekularphysik. 

653. Sur quelques l)articiilarit6s cles courbes de solubilité. H. L e  C h a t e l i e r .  
Compt,. Rend. CXXIII, 593. 

654. Sur llent,ropie inolticiilaire. Q .  1) a r z  e n s .  Coinpt. Itend. CXXIII, 910. 
655. Siir le rél~arti t iou des déformations clans les iu6tanx soumis ;L des eEo10rts. 

G C a r  Compt. Rend. CXXIII, 225, 488, 876. - L. H a r t m a n n  ibid. 
444, 689. 

T'ergl. JVSrmelehre. 

N. 
Nautik. 

656. Sur 1s stabilité de l'bqiiilibre des corps flottants. P. D u h e m .  Journ. Matli. 
S t k  5 ,  1 ,  91. 

637. Sur la stabilité d'un navire qui porte du  lest liquide. 1'. Déliem.  Journ. 
Math. Sér. 5, II, 23. 

6%. Siir la stabilité de l'équilibre des corps flott,ants. E. G u y  on,  Joiirii. Xatli. 
Sér. 5,11, 21. 

659. Étude théorique sur l a  plonge'e des sous -marins. L e f l  a i n e .  Compt. Rend. 
C u I L I ,  860. 
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Abhandlungsregister. 

O. 
Oberf lachen.  

660. Sur l a  cléformation des surfaces. G u i c  h a r  ci. Journ. Math. Se'r. 5, II, 123. 
661. Sur l a  déformation des surfaces. P. S t  Bckel .  Compt. liencl. CXXIU, 677 
662. Sur quelques récents r6sult,ats clans l a  th6orie des surfaces algébriques. 

C;. C a s t e l n u o v o  et  F. E n r i q u e s .  Math. Annal.XLVIii, 241. 
663. Cbcr quadratische Transformationen und rationale Fl8chen n i t  Kegelschnitt- 

scharen. S h. K e y  e. Nath.  Annal. XLVIII, 113. 
664. Sur une classe d e  surfaces isotfiermiques dépendant de  deux fonctions arbi- 

traires. A. S h y b a u t .  Compt. Rend. CXXIII, 295 (vergl. Nr. 49). 
665. h e r  Ditferentialgleichuiigen von Rotations - und Regclfl8chen. E d. Il 01 e o a l .  

Grun. Archiv 2.  EL. XIV, 1 .  
666. Abwickelbare 8cfiraiibcrifliiclie. 12. l o p p  e. Grun. Archiv 2. K. XIV, 332. 
667. Zur Theorie der SpiralflSchen. Eb  n er .  Grun. Archiv. 2.  R. XIV, 211. 
G68. Sur le paraboloïde des 8 droites e t  les nappes d e  rl6velnpp6es (le surfaces. 

-4. M a n n h e i m .  Compt. Rend. CXXIU, 983. 
669. Détermination d'une snrface d u  troisii:me ordre générale par sa hessienrie. 

5'. D u m o n t .  N .ann . ina th .  Sér.3,XIi ,  312. 
670. Sur lin cône circulaire et  u n  conoïde du quatrième ordre. F i e r .  I l e l i x .  

N. a m .  math .  Sér. 3, xv, 566. 
Vergl. Abbildung. Abelxhe  Srariscendenten. Differeiitialgleichungen 505. 504. 

Fiinktionen. Kriiinmiing 625. G2G 627. 

Eiii 

Sur 

Ober f l achen  z w e i t e r  Ordnung .  
Beitrag ziir Sheorie der Fliichen zweiten Grades. S t. G l a s e r .  Grun. 
Arcliiv 2. K XlV, 166 Lvergl. Ud.XLI, h r .  155] 
l a  de'terminatioii. en  un point d'une surface du secoiitl ordre. des axes 
de l'indicatrice c t  des ce&t,res de courbure principaux. A. ~ a n n l i e i n i .  
Journ. Math. SBr. 5, I I ,  51. 

Gleiçliseitig hyperbolischer Schiiitt der Plache aweiten Grades. IL H o  pl> e. 
G n n .  Archiv 2 R. XIV, 436. 

Snr l'intersection de deux quadriques. H. An  d o  y e r .  Pu'. aiin. math. Sér. 3 ,  
XV, 163. 

Optik. 
Matliematische Theorie der Diffraction. A. S o m m e r f e l d .  Mathern. Annal. 

XLVII, 317.  
Thcorie der Heflexion und Hrechung transversaler Eugelwellen mit Anweiidung 

aiif die Reflexion und Brechung des Liçhtes. P. J a e r i s  ch .  Crelle, 
CXVII, 291. 

P. 
P a r a b e l .  

Relation entre lcs angles sous lesquels ilne normale à une parabole coiipe 
l'axe de cette parabole et  l a  parabole même dans son second poiiit de  
rencontre avec celle- ci. E r  n. F o u  c a r t .  N. ann. math.  Sér. 3, XV, 147. 

Cercle passant par  le sommet d ' m e  parabole et, par  les deux points dans 
lesquels elle est coupée par une corcle focale. A. D r o z - E ' a r n y .  Y. ann. 
math.  Sér. 3, YV, 19G. 

P r o p r i M  du cercle ilécrit sur une corde focale comme dian~èt~re.  A. D r  oz -  
F a r n y .  N. ann. math. Sér. 3, XV, 197, 438. 

Sur les cordes normalcs de l a  parabole. M. c i '  O c a g n e .  N. ariri.matli. Sér. 3, 
X V , 2 7 4 . C l . S e r v a i s i b i d . 3 7 8 .  M. ih id .432.  

Proprieté di1 cercle osciilateur de l a  parabole. M. d'O c a g n e .  N. ann. matli. 
Sér. 3, XV, 330. 

P l a n i m e t r i e .  
Construction du polygone régulier de  17 côtés a n  moyen du seul compas. 

L. GBra rd .  Xath.  Annal. XLTrIII, 390. 

P o t e n t i a l .  
Siir le probliime de  Dirichlet et les fonctions hamoiiiques fondamentales 

attachées à une surface fermée. L e  Ho y. Compt. Rend. CXXIII , 986. 
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