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Sopra una delle esperienze del Plateau.

(Di BE. Avvarst, @ Genova.)

1. Il PraTeav, in una delle sue celebri esperienze, esamina le configu-
razioni d’equilibrio di una goccia d’olio, immersa in un liquido di ugual
densithd (acqua ed alcool, in proporzioni convenienti) e appoggiata a dei so-
stegni rigidi fissi.

Sia W il potenziale delle. forze agenti sull'intero sistema (forze di gra-
vita e forze capillari). Condizione necessaria e sufficiente per ’equilibrio sara
che per ogni deformazione infinitesima della massa liquida, il differenziale
di W sia nullo o positivo.

Se per una data configurazione d’equilibrio W & minimo, Pequilibrio &
stabile. )

Limitando il nostro studio alle configurazioni d’equilibrio della goccia
d'olio, possiamo supporre di mantenere inalterata la superficie libera dell’in-
tera massa liquida. Allora quella parte di W che & dovuta alle forze di gra-
vitd si mantiene costante: potremo quindi considerare W coma il potenziale
delle sole forze capillari. Esso & dato dalla formula:

W—mo—mn-< (1)

ove @ e t denotano, rispettivamente, le superficie di separazione della goccia
d'olio col liquido circostante, e coi sostegni: m ed n sono delle costanti. La
costante m & positiva.

In particolare il Prateav esamina il caso che 1 sostegni siano costituiti
da due dischi circolari, di ugual raggio, orizzontali, e con i loro centri sitaati
sopra una retta verticale.

Diciamo H la distanza fra i due dischi, E il loro raggio.

Una configurazione d’equilibrio si presenta quando la goccia d'olio abbia
la forma di un cilindro di raggio R, colle basi a contatto coi dischi.
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2 Almansi: Sopra una delle esperienze

In tal caso il Prateav ha osservato che lequilibrio é siabile o instabile
secondoche H & minore o maggiore di 2 n R.

Questo fatto, constatato sperimentalmente, & in relazione col seguente
Teorema :

« L’area di una superficie cilindrica o, limitata da due circonferenze di
raggio R, situate in piani normali alla retta che congiunge i loro centri, &
minima rispetto all’area di tutte le superficie o', infinitamente vicine, che
passano per le stesse circonferenze, e racchiudono, insieme ai cerchi di base,
lo stesso volume, purché la distanza H fra ¢ due cerchi sia minore di 2 = R.
Se H & maggiore di 2= R, esistono delle superficie o aventi un’area mi-
nore di a. »

In questa Nota io do una dimostrazione del teorema enunciato. Dimo-
stro poi un altro teorema, pitt generale. Valendomi di questo secondo teo-
rema, faceio vedere che quando H & minore di 27 B la variazione del po-
tenziale W & positiva per qualunque deformazione infinitesima data alla goceia
d’olio: mentre se H & minore di 2= R, pud esser negativa.

La questione di cui mi occupo era gia stata esaminata dallo stesso
Prareav, dal Marniev e dal PoiNcart, ma non, a mio parere, in modo esau-
riente. Il Powvcare (Capillarité, p. 102) si limita a considerare quelle defor-
mazioni infinitesime per le quali varia la superficie di separazione o della
colonna d’olio col liquido circostante, ma non la superficie di contatto = della
colonna d’olio coi sostegni. Con questa limitazione il potenziale W assume la
forma m ¢ -+ cost., e la sua variazione, a meno del fattore positivo #, & uguale
alla variazione di o. Posta cosi la questione, & sufficiente a risolverla il teorema
sopra enunciato. Di questo teorema il Poixcarg da infatti una dimostrazione
(affatto diversa da quella che io do in questa Nota). Ma col supporre inva-
riabile la superficie © si viene, in sostanza, ad introdurre un nuovo vincolo,
cid che non apparisce giustificato.

Tenendo conto anche di quelle deformazioni per le quali varia la su-
perficie 7, si & condotti ad imporre dei limiti al valore della costante n che
figura nell’espressione di W: essa deve esser compresa fra 0 ed m. Questa
condizione porta come conseguenza che, in generale, se & possibile I'equilibrio
di una colonna cilindrica, costituita di un certo liquido L, immersa in un li-
quido I, non & possibile, inversamente, l'equilibrio di una colonna costituita
del liquido L', immersa nel liquido L.
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del Plateau. 3

2. Diamo una dimostrazione del Teorema enunciato nel paragrafo pre-
cedente.

Sieno 4 B, C D (Fig. I) le due circonferenze di raggio R che limitano
la superficie cilindrica o. Consideriamo poi una superficie o', infinit.t* vicina
a o, limitata dalle stesse circonferenze, e che racchiuda,
come o, un volume uguale a = R? H. ¢ D

Possiamo supporre che ¢ sia una superficie di ri-

voluzione, giacche 'area di una tal superficie & minore, e s
come osserva il Poivcarg, dell’area di qualunque altra H
superficie le cul sezioni parallele alle basi siano uguali

alle sezioni corrispondenti della superficie di rivolu-

zione. N

Una superficie ¢’ di rivoluzione possiamo indivi-
duarla in questo modo: detto r il raggio della sezione
di ¢’ che dista di # dal cerchio 4 B, poniamo A

rt =B (1 4 u), @) g1

ove u & una funzione della variabile x, definita fra x =0 ed z = H. Ad
ogni funzione u corrisponde una superficie o'

La superficie ¢’ deve passare per i due circoli 4 B, C D; dunque per
r=0 ed x=H deve essere r — R, quindi «=—=0.

Inoltre la superficie ¢' deve racchiudere insieme ai due cerchi un volume
uguale a quello racchiuso dalla superficie o, vale a dire deve essere:

h24
fnrzdx:ﬂRzH,
0

e sostituendo ad #* il suo valore

H

judx:o. (3)
0

Noi supporremo che la u, oltre che della 2, sia funzione di un para-
metro ¢, e che col tendere di ¢ a zero, u tende uniformemente a zero.
Per la natura stessa del problema la # deve essere una funzione con-

. : . du . .
tinua della 2. Ammetteremo che anche la sua derivata i Siauna funzione

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



4 Almansi: Sopra una delle esperienze

continua della x, e col tendere di ¢ a zero tenda uniformemente a zero.
Questa limitazione & pienamente giustificata dal fatto che, a rigore, basterebbe
(come fa il Poixcar#) confrontare la superficie ¢ colle superficie di rivolu-
zione a curvatura costante: classe ben nota di superficie per le quali si rico-

nosce facilmente che la condizione relativa a Zz ¢ soddisfatta. Perd, la con-

siderazione di questa sola classe di superficie ¢’ non apporterebbe nessuna
semplificazione nei nostri caleoli.

Si tratta di dimostrare che quando H & minore di 2= R, qualunque sia
la funzione u(x, t), purché soddisfi le condizioni poste, si pud trovare un
numero #, tale che per ogni valore di ¢ compreso fra 0 e 7, (0 escluso) sia
¢’ >o; mentre se H & maggiore di 2= B, ¢’ pud conservarsi sempre mi-
nore di o.

3. Cerchiamo un’espressione della superficie o'
Detto d ! un elemento della linea A C che rtando genera la superficie o',
avremo
1

quindi :

H " 27
o =J2nrdl:2njril+(%) } dx—
0 0

1

2
IS .2 _l_drzz .
:Zﬂ-{l7 "{“(2 dx)} dx,
0
e per la formula (2):

, 3 Re olu’ZT
o —=2x[ Rl + )4—(2-5)} iz,
OVVero 0
1
, H, R du z
gzznﬁfj1+u+(_—)f iz (4)

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



del Plateau. )

Introduco la variabile:
2%
§f—= —Ex'
Potrd allora, per ogni valore del parametro ¢, considerare la % come una
funzione di ¢ definita fra 6—0 e 6—=2x. Per 6=0 ¢ §=2 = sarh u=0.
Sard poi dm:QErd&; onde la formula (3) diventera

27
fud&:O,
e la (4):

Pit semplicemente, ponéndo

=% o) )
scriveremo :
2 1
a':RH[;1+u+q;2de. (6)
0
Col tendere di ¢ a zero, gi;, che & uguale ad 211:—_ le—z, tende uniforme-
mente a zero, come —Z—:: lo stesso avverrd di ¢, ed anche di u 4 gq.

Ora osserviamo che
L
2 1 1 ,
(14 ¢) =1—|—§e——§52(1 + ¢),
ove ¢ tende a zero con e. Percid potremo scrivere:

RS
Tfudgl’ =145 @+o—¢@utgrd+e)

ove ¢ sard una funzione di 6 e ¢t che col tendere di ¢ a zero tende unifor-
memente a zero,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



6 Almansi: Sopra una delle esperienze

Sviluppando (» + ¢)%, e ponendo, per semplicitd,

" 1 1 - ,
: :———(Zq—l——?—u)(l—l—z),
avremo.
1 Q%_ 1 1, N y
{14+ u+q| _1—|—§u—§u (14 ¢)4+—q +&").
Anche ¢’ tende uniformemente a zero con ¢.

Sostituisco nella formula (6):

o =RH[[1+4 g u—F w(+¢)+ a0 +)]de

2r

2r
Ma ARHIdQZQﬁRH:c, [ud@zO. Dunque:
0 0

27T 2

o':-.a+1%1§4f(1+s“)gde—f(1+s')u2de§-

0 0

Osservando che ¢ ed u® sono quantitd sempre positive o nulle, potremo
serivere:
2 27_:
a/:a+58ﬂi4(1+e')Jq 46— (1 + e”)Ju’d&E,
0 0

7

ove ¢ ed ¢ rappresenteranno dei valori medii di ¢’ ed ¢ fra 0 e 2x: sa-
ranno percid funzioni del solo parametro £, che tendono a zero con ¢
Ora torniamo a sostituire a ¢ il suo valore dato dalla formula (5). Avremo:

o' —a RTHZ( (1+¢) (ﬂ;’i)zjn(%)zd 6 (1+ e”)f;?deg Cm
0

0

B questa espressione di o' che volevamo stabilire.

4. Prima di andar pill olire esaminiamo un caso particolare. Sia
w=1tsend. Si riconosce immediatamente che questa funzione u (5, ¢) sod-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



del Plateau. 7

2
disfa a tutte le condizioni volute: infatti « (0) =0, u (2 =)==0, Jud 6=0,

0

. du . .
inoltre u e g sono continue, e tendono uniformemente a zero con f.

La formula (7), osservando che i due integrali del secondo membro sono,
in questo caso, uguali a = #, diventera:

o ——a+iﬂﬂig<1+e)(2“3)—(1+ g

Poiche ¢ ed ¢’ tendono a zero con ¢, la quantith entro le grandi parentesi
27

2
tendera al valore ( HR) — 1: dunque, per ¢ abbastanza piccolo, sard ¢’ Z o

<
secondoch® H & minore o maggiore di 2= R.
Cosl intanto vediamo che quando H & maggiore di 2= R, o’ pud tendere

verso ¢ conservando, per valori abbastanza piccoli di ¢, un’area minore del-
I'area di o.

5. Dopo cid ritorniamo al caso generale.
La funzione u (6, ¢), per un determinato valore del parametro #, sard una
certa funzione U (6), definita tra 0 e 2 =, che soddisfa a queste condizioni:

1) & finita e continua insieme alla sua derivata :ZZ—F[)]’

2) s1 annulla per §—=0 e 6 =2r,
2n

3) verifica I'equazione J Udo=0.

Supponiamo di saper dimostrare che per qualunque funzione di tal na-
tura si ha:

T 2

(ZU)de-“Uzda. (8)

ct—\m

Sara, per tutti i valori di ¢:

2 2¢

du\ 1o =|urdoe. 9
J(ﬂ\)‘” Juc (9)
0

Se dunque H & minore di 2« B, esisterd un numero £, cosi piccolo, che

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



8 Almansi: Sopra una delle esperienze

per qualunque valore di ¢ compreso fra 0 e #, la quantitd racchiusa dalle
grandi parentesi, nella formula (7), sia positiva. Sara allora ¢’ > g,
La questione, come si vede, & ridotta a dimostrare la formula (8).

6. Supponiamo da prima che la funzione U sia rappresentata da una
serie finita di Fourier: sia ciod:

U:i{j[ansen(ne)—l—bncos(né)!
1

ove N & un numero intero e positivo, a, e b, (n=1, 2,..., N) sono delle

2r

costanti. Ho tralasciato il termine costante, dovendo essereJ Udo=0. Af-
0

N
finche per 6=0 ed §=2r sia U=0, basta supporre }6;6,.:0: ma di
questa condizione non occorrerd tener conto.

Dalla formula precedente si ha: .

N
Ur=Y]a2sen* (n6)+ b2cos® (n6)| + 2T
1

ove 3 T rappresenta una somma di termini, ciascuno dei quali, per proprieta
ben note, verifica I’equazione :

2r
fras—o.
Essendo poi ’
2T 2
J sen® (n6)d6 =fcos2 (n6)dé6=r=,
0 0

sard
2

Jvras ==+ 0.
1
0

Calcolando g—g si trovera analogamente

2

J‘(gg)sd f—=rn gn’ (a2 + b2),

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



del Plateau. 9

Dal confronto di questa formula colla precedente, la (8), per la classe
speciale, ma pur vastissima, di funzioni U che consideriamo, resulta senz’altro
verificata.

7. Sia ora U una funzione @alunque che soddisfi alle condizioni 1),

2), 3). Inoltre supponiamo che la sua derivata v

77 assuma gli stessi valori

per §=0¢e 6 =2~
Allora, per un Teorema di Analisi dovuto al Picarp (*), potremo rappre-

sentare la funzione gje] con U 42, ove U' & una serie finita del FouriEr,

e X una funzione di 6, la quale, prendendo abbastanza grande il numero di
termini di U’, pud rendersl, in tutto I'intervallo fra 0 e 2=, minore, in va-
lore assoluto, di un numero assegnato, piccolo ad arbitrio.
. . adU . .
Evidentemente potremo porre U = d_F; + ¢, ¢ essendo il termine co-
stante di U, ed U, un’altra serie finita del Fourier, il cui termine costante

si pud supporre nullo. Avremo percid

dU aU, \
46 48 TR

Moltiplico per d § e integro fra 0 ¢ 2 . Poiche U(27)="U (0), U,(2z)="U,(0),
otterrd, risolvendo rispetto a c¢:

27
c;—%f/.dc?.
U

Questa formula mostra che la costante ¢ pud rendersi, in valore assoluto, pic-
cola ad arbitrio. Pongasi allora ¢ 42 =p: avremo:

al av .
a8 = ay T (1v)

ove u & una funzione che potremo rendere, in valore assoluto, piccola ad ar-
bitrio, in tutto I'intervallo fra 0 e 2

(*y Traité d Analyse, Tome 1, p. 257.

Annali di Matematica, Serie I, tomo XIL
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10 Almansi: Sopra una delle esperienze

Integrando fra O e 6 si ottiene:
U=U, + w + c,
0 _
ove p, _—:deé e ¢, & una nuova costante.
g .

2¢ 2t 2w
C e i . 1
Poicheé [U do :J U,dg—=0, dovra essere ¢,— — e J uy d 5. Ponendo
27
V) 0 0
g1 4 €4 ==v, avremo:

U=TU, +> (11)

ove v & una funzione che al pari di ux e p, si pud rendere, in valore asso-

luto, piccola ad arbitrio, in tutto l'intervallo fra O e 2r.
2.r

Dalle formole (10) e (11) si riconosce che i due jntegralifod&,
0

2¢

' (ddlg‘ )2de si possono far differire di tanto poco quanto si vuole dagl'inte-

grali analoghi formati colla funzione U. Ma per la funzione U,, che & una
serie finita del Fourier senza termine costante, vale una formula analoga
alla (8): dunque per la funzione U varra la formula (8).

8. Ora, finalmente, sia U una funzione che soddisfi alle sole condi-
zioni 1), 2), 3): la sua derivata Z_[HJ non assumera, in generale, valori uguali, .

per 6 =0 e §=2m=.
B facile vedere che si pud sempre costruire una funzione U’ che sod-

’

disfi, come la U, alle condizioni 1), 2), 3), la cui derivata d—d% assuma va-

2T

lori uguali per 6=0 e 6—=2=, e sia tale che i due integralifU/gdﬁ,
0
2z

J (il—[g)gdé differiscano di tanto poco quanto si vuole dagl’integrali analoghi

formati colla funzione U. Ma per la funzione U’ vale una formula analoga

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



del Plateai. 11

alla (8) (§ 7): questa formula dovrd dunque essere verificata anche dalla
funzione U.
Il Teorema pertanto & dimostrato.

9. Si noti che nei paragrafi precedenti non abbiamo tenuto conto della
condizione U(0)=0, U (2=)=—=0, ma solo della condizione meno restrittiva
U0)=U(2n), la quale potrd percid esser sostituita alla 2).

Cosl la formola (9) varrd quand’anche % (0) e u(2x) non siano uguali
a zero, purche, per qnalunque valore di ¢, siano uguali tra loro.

Cid porta come conseguenza che il teorema dimostrato (¢’ <<s, se
H <2 = R) sussiste anche se, col variare di £, le sezioni estreme di ¢’ va-
riano, purche I'area dell’'una sia sempre uguale all’area dell’altra.

Se perd le due aree non sono uguali tra loro, potra accadere che, pur
essendo 11 <2 = R, la superficie ¢’, col tendere di ¢ a zero, si conservi sempre
minore di o.

Consideriamo infatti una speciale superficie o', di rivoluzione, definita
dalla formula 72 = R? (1 4+ ) (§ 2), ove

u=t|—mecosf+46—m|.
21
La condizione f ud§ & soddisfatta: dunque il volume racchiuso da questa
0

superficie & sempre uguale a = R* H. Ma le due sezioni estreme non sono
uguali: infatti per 6 =0 abbiamo ¥ =—2n ¢, quindi =r*=n B*(1 — 2 n {);
per 6=2m, u=—"0 e wr*—=nx B2 Le due aree differiscono di 2 z* R*{.

La formula (7) sussiste indipendentemente dai valori che assume u per
§—0 e 6 =2r. Calcolando i due integrali che vi figurano, troveremo:

2T 2u
Ju*d@:(n—-}— in?‘)t'z, ‘(ZZ)zdﬁ._—_f‘}nt?;
0 0
quindi:
, = RHp (2R R 2 N\,
o —at T }3<1+e)(_H_)—(1+3r)(1Te)g. (12)

.

La quantith entro le grandi parentesi, col tendere di £, e per conse-
guenza di ¢ ed €’, a zero, tende al valore

2% R 2 2
3(TJ—(1+3“2)’

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



12 Almansi: Sopra una delle esperienze -

che pud esser negativo se H & minore di 2= R, giacche 1 + e & mag-

giore di 3.
In tal caso, per ¢ abbastanza piccolo, ¢’ & minore di o.

Qualunque sia il valore del rapporto

Ty la formula (12), indicando

con a la differenza 2n® R*¢ fra le sezioni estreme di o', si potra scrivere:

d —o=0a

ove () & una quantitd che si conserva sempre finita.
Pitt avanti ci sard utile questo resultato.

10. Noi vogliamo ora dimostrare un teorema piu generale di quello
di cui abbiamo dato la dimostrazione nei §§ 2-8: un teorema. ciog, relativo

ad una superficie qualunque o', limitata da due

c v T piani parallell X, Y, (Fig. 2), la quale, col

tendere a zero di un parametro ¢, tenda verso

) la superficie cilindrica o di raggio R, limitata
S\ ls ’

dagli stessi piani, togliendo le condizioni che le
sue sezioni estreme siano uguali tra loro, e che
essa racchiuda un volume uguale a = R2
La distanza H fra i due piani X, Y sia
minore di 2= R.
Il nostro scopo & quello di stabilire un
X limite inferiore di o', tenendo conto del volume
A B che essa racchiude, e della differenza fra Parea
Fig 2 delle sezioni estreme. Percid potremo supporre
che ¢ sia una superficie di rivoluzione (§ 2).
Sia w R* H il volume racchiuso da o', R’ denotando una quantita che
col tendere di ¢ a zero tende verso L.
Invece della formula (2) si potrd scrivere:

rt=R*(1 +v) (13)

v essendo una funzione di § e di ¢ che tende uniformemente a zero con ¢,

2

insieme alla sua derivata %2, ¢ soddisfa alla equazione rde:O, ma pud

A
Y]
non assumere valori uguali per 6 =0 e 6 =2n.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



del Plateau. 13

Invece della formula (7), ove ¢ vale 2 R H, avremo:

o —=2xR H+ 2

+ 22 +e)(2”R)L[(%)2d6~(1+e")vf;2clez-3 (14

Siano S, ed 8, le sezioni estreme della superficie ¢, vale a dire, per la

formula (13):
Si=r R4 0(0), S—=rR*{1+0@n)}

Poniamo
a — Sg — S;,
0VYVero

a=rR"?|{v(2=n)—v(0).
La quantitd @ tende a zero con #.
Consideriamo la nuova funzione di ¢ e ¢:

%—v— § —=).

a
272 R? (
27

Essa soddisfa la condizione fud&:O, ed assume valori uguali per § =0 e
0
§=2 .
Sostituendo, nella formula (14), » + ﬂ% (6—m) av, e — + 2R 57
7, ott :
a —, ofterremo:

271

s=2r R H+ 114 )(“R')'f(%)?de_(l+e")fmd5§+ga,

ove g & la somma di pilt termini che contengono come fattori quantitd infi-
nitesime, e quindi tende a zero con f.

Se H & minore di 2 R, per ¢ abbastanza piccolo sard anche minore
di 2z R, giacché R tende verso E. Inoltre il primo dei due integrali che
figurano nella formula precedente & maggiore del secondo od uguale (for-
mula (9)). Sard dunque, per ¢ abbastanza piccolo:

o >2xR H+ ga,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



14 Almansi: Sopra una delle esperienze

ovvero:

o/ —a>2nsHR —R)+ga (e=2n R H).

Ma 27 H(R —R) = inB*H —=R*H|{ = — G w, w rappresen-

2
R+ PR
tando la differenza = R* H —= R* H fra il volume racchiuso dalla super-
ficie o, e quello racchiuso dalla superficie o/, e G una quantita sempre

finita. Avremo percid
d—a>—Gw+ga. (15)

Questa formula esprime il teorema che volevamo dimostrare.

11. Torniamo ora a considerare la goccia d’olio in equilibrio sotto la
forma di una colonna cilindrica d’altezza H, li-

& - mitata dai bordi 4 B, C D dei due dischi di
[ T o2y raggio R (Fig. 3).

(/e

Diamole una deformazione infinitesima, in
modo che essa lasci scoperta complessivamente
una certa porzione a (BB’ -+ D D) dei cerchi
' A B, CD, e venga a coprire una porzione y
(A A” 4+ CC”) della superficie laterale dei dischi.

Indichiamo con ¢ 4 A la nuova superficie
di separazione fra l'olio e il liquido circostante,
intendendo che o’ rappresenti quella parte della
superficie che & compresa fra i due piani X, ¥
A in cui si trovano i cerchi 4 B, C D.

' Si suppone che «, y e 1 tendano a zero, e
f{'ﬁ'ﬁ ¢ tenda verso s, col tendere a zero di un pa-
rametro £.
Consideriamo la variazione AW —=mAs—nAr (§ 1) del potenziale W.
Sara evidentemente : ‘

Ao—=d +hr—0o, Ar=—0o 4y,
quindi
CAW=m{e +)—0)—n(—a-+y),
ovvero.
AW=m({ —o)+mi+no—ny. (16)
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del Plateau, 15

In particolare possiamo supporre che la goccia d’olio deformata non esca
fuori dei piani X, Y. Sara allora y—=24=0, e

AW=m@ —a)+ no.

Se H & maggiore di 2= R, supponendo « =0, ¢’ <<a (§ 4), sard
AW < 0. La varlazione di W pud dunque esser negativa.

Sia invece H < 2n R. Esaminiamo da prima una deformazione speciale:
la superficie ¢’ sia quella considerata nel § 9. Si & trovato

¢ —o=0Qa?

ove ¢ & una quantitd finita, ed o rappresenta la differenza fra = R* ed una
delle sezioni estreme di o': I'altra era uguale a = R% Dunque a non & altro
che «; e potremo scrivere (poiché in questo caso y—=i=0):

AW=mQa*+na=(n-4m@a)a.

Affinche possa aversi 'equilibrio, stabile o instabile, & necessario che sia
AW =0, quindi n 4 m @ « = 0, ovvero, « essendo una quantitd infinitesima,

n=0.

Consideriamo ancora una deformazione particolare: «, s'—g e 21—y
siano infinitesime d’ordine superiore rispetto a y. Cid & possibile, giacché per
un dato valore di y, possiamo rendere « e o —< piccole ad arbitrio, e
vicino a y quanto si vuole.

Avremo allora, per la formula (16):
AW=(m—n)y +¢
ove ¢ & una quantitd infinitesima d’ordine superiore rispetto a .
Per 'equilibrio dovra essere m —mn = 0.

Noi escluderemo il caso che sla esattamente n —=0 od % — m. Dovremo

supporre pertanto
0<n<<m.

12. Riprendiamo la formula generale (16). Pongasi m—=n-+42p (p>0).
Sara mr=mn 1+ 2 p, quindi

AW=m( —s)+n(d—N-+2pr+na;

e poiché 2=y (y essendo la proiezione sul cilindro di raggio R della super-
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16 Almansi: Sopra una delle esperienze

ficie esterna 2):
AWw=m( —o)+2pi+ na

Diciamo B la proiezione (A A" 4 CC’) di % sui piani X, Y. Sari
A=pB, 2pri=pt+ pp, onde

AWSm (s —o)+pl+pB+na
e chiamando ¢ la minore delle due quantith p ed n»:
AWSm( —a)+ph+g(z+B).

Ora teniamo conto della formula (15). In essa w rappresenterd il volume
di quella parte della goccia d’olio che si trova fuori dei piani X, ¥Y: a & la
differenza fra le sezioni estreme di s’. Avremo:

AW>—mGw+mga+pi+ q(«+ P,

ovvero :
AWSIph—mGw|+{q=+p)+mgal.

Il volume w & racchiuso dalla superficie 8+ y 4+ 2=32 Il massimo
3

N - . L, 2w
volume che pud racchiudere una superficie uguale a 3% & —Y=1° (caso
3

\
della sfera). Dunque w & infinitesimo d’ordine superiore rispetto a . D’altra

parte p, m e G sono quantitd finite, e p & positiva. Quindi sara, per ¢ ab-
bastanza piccolo, pA —m G w=0.

Ora consideriamo le sezioni estreme della superficie ¢’ (4" B' 4 C' D’).
Ciascuna di esse e uguale a = K* una parte di « -+ una parte di §: &
dunque compresa fra = R® — « e = B* 4+ 3. La loro differenza a, in valore
assoluto, sard minore di « 4 3. Poiché¢ ¢ ed m sono quantitd finite mentre ¢
& infinitesima (§ 10), per ¢ abbastanza piccolo sara

gla+5)+mga=0.
AW >0,

E per conseguenza:

cid che appunto volevamo dimostrare.

13. 11 potenziale W —=m o —n < si riferisce ad un sistema costituito
dei sostegni rigidi e dei due liquidi.
- Supponiamo di scambiare tra loro i due liquidi, e cerchiamo il nuovo
potenziale W’, analogo a W.
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del Platequ. 17

Indicando con = + ' la superficie totale dei sostegni rigidi, bastera so-
stituire = con ¢’; avremo dunque:

W =mes—nr,
ovvero, a meno di una costante:
W =mec+mnr; (r + ' =cost.)

vale a dire: passando da un sistema all’altro il coefficiente di & non varia,
quello di = cambia di segno.

Ma per l'equilibrio del primo sistema si & veduto che deve essere
n = 0. Per l'equilibrio del secondo si dovrd dunque avere »<0.

Tali condizioni non sono compatibili tra loro se non quando sia n=20.
Fatta dunque eccezione da questo caso speciale, possiamo dire che se & pos-
sibile I'equilibrio di una colonna cilindrica costituita di un certo liquido I,
immersa in un altro liquido L', non & possibile I'equilibrio del sistema otte-
nuto invertendo i due liquidi.

L’annullarsi di #» ha un significato fisico assai semplice. Supponiamo che
la superficie dei sostegni, lungo la linea d’incontro colla superficie o che se-
para i due liquidi, ammetta un piano tangente unico (condizione che non @&
verificata nel caso dei dischi): se » & uguale a zero, le due superficie s'in-
contrano normalmente, giacche, detto ¢ 'angolo di raccordo, si ha dalla Teoria
di Gauss

. n
COS?————;;'

Amnali di Matematica, Serie IIl, tomo XII. 3
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Complementi alle ricerche
sulle superficie isoterme.

(Di Luier Biaxcmr, a Pisa )

Nel presente lavoro, continuazione della Memoria pubblicata nel tomo XI,
serie 3.%, di questi Annali (1905), mi propongo di esporre alcune ricerche
complementari sulle trasformazioni delle superficie isoterme, in particolare di
studiare le proprietd di una nuova classe di trasformazioni di queste super-
ficie che si collegano alle trasformazioni di Darsoux. Il punto di partenza
delle nuove ricerche si trova nelle osservazioni seguenti. Consideriamo una
coppia (S, S,) di superficie isoterme che siano le due falde di un inviluppo
conforme di sfere, tali cioe che, secondo le notazioni della Memoria, si passi
dall’'una superficie S all’altra S, mediante una trasformazione D,, di Darsoux.
Dimostreremo che questa coppia (S, S,) determina éntrinsecamente un’altra
coppia (2, ¥) di superficie isoterme che si corrispondono per parallelismo delle
normali in una rappresentazione conforme e sono quindi trasformate 1’una
dell’altra per la trasformazione C di Cnmristorrer. Il passaggio dalle super-
ficie S, S, della prima coppia alle corrispondenti 2, = della seconda si dird
la trasformazione T, associata alla D,, di DirBoux. Queste trasformazioni T,
cangiano adunque le due falde isoterme di un inviluppo conforme di sfere
in due superficie isoterme trasformate di Curisrorren e viceversa, trasformano
cioé una trasformazione di DirBoux in una di Caristorren, e viceversa, cid
che si pud esprimere simbolicamente cosi:

C=T;'Dy Tn, Dp=T,.CT;.

Suppongasi in particolare cbe la coppia (S, S,) sia costituita da due su-
perficie isoterme speciali complementar: (M) § 14) (*); allora anche le su-

(*) Le citazioni come questa si riferiscono alla Memoria nel tomo XI,
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20 Bianchi: Complementi alle ricerche

perficie (2, ), dedotte da (S, S,) mediante la trasformazione 7T, associata
alla corrispondente D,,, sono isoterme speciali, ma di classe diversa dalla
primitiva. Secondo 1 teoremi di Dsrsoux, ad ogni coppia di superficie Iso-
terme speciali complementari & coordinata una superficie applicabile sopra
una quadrica ((M) § 15); le trasformazioni T, danno pertanto il passaggio
da una classe di superficie applicabili sopra una quadrica a quelle applicabili
sopra una seconda quadrica. Queste due quadriche sono coniugate in defor-
mazione nel senso stabilito nella mia Nota inserita nei Rendiconti dei Lincei
(aprile 1903) cioé si corrispondono in una projettivitd che conserva le linee
geodetiche. Un caso particolare notevole si ha quando la coppia (S, S)) &
formata da due superficie parallele a curvatura media costante; la T, cor-
rispondente non & altro allora che la trasformazione di Hazzivaxis (Vedi le
mie Lezioni, Vol. 1I, § 393) e le due quadriche coniugate sono un ellissoide
allungato ed un iperboloide a due falde di rotazione. Cosi la trasformazione T,
delle coppie di superficie isoterme speciali complementarl pud riguardarsi come
una generalizzazione della trasformazione di Hazzipaxis.

Data una coppia (S, S,) di superficie isoterme trasformate per una D,,

di Darsoux, per costruire le superficie X, 2 trasformate per mezzo della T’
associata occorre in generale integrare un’equazione di Riccari. Ma vi ha un
caso molto notevole in cui bastano quadrature per trovare in termini finiti
le superficic trasformate. Questo caso si presenta quando S, S, sono due su-
perficie a curvatura media costante o nulla, che formano le due falde di un
inviluppo conforme di sfere coi centri distribuiti sopra una deformata di una
quadrica di rotazione. In tal caso le superficie trasformate per mezzo della
corrispondente T, sono esse stesse isoterme speciali, e precisamente danno le
immagini nello spazio euclideo delle superficie a curvatura media costante
dello spazio iperbolico. Ma la conseguenza pit importante che si pud trarre
dal legame cosi stabilito fra i teoremi di Guicmarp relativi alle superficie di
curvatura media costante dello spazio euclideo e le superficie analoghe nello
spazio iperbolico consiste in cid che basta conoscere una delle trasformate S,
a curvatura media costante di una superficie iniziale S per trovare tutte le
altre oc® con sole quadrature. Ne segue che: Nofa wuna deformafa di una
quadrica di rotazione se ne otlengono con sole quadrature oc* nuove e cosi
di sequito llimitatamente.

1l seguito del presente lavoro conduce ad una generalizzazione delle tra-
sformazioni 7', fondata sulle censiderazioni seguenti. Una trasformazione D
di Darsoux di una superficie isoterma S & definita (M) § 1) da cinque fun-
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sulle superficie tsoterme. 21

zioni trasformatrici 1, u, w, ¢, ¢ assoggettate a soddisfare al sistema di equa-
zioni differenziali (I) di Darsoux, che qui trascriviamo:

67\__ P 9 f’e de 81__66
ﬁ_mea—i—me 9———}0——5—0“, Po —duth
du. 00 op 6 e 06
Bu_é—vl’ Gp_meao—me q;—;w—«é—uk, "
2% _ e, 09 oo, do_d
ow 7 oo Y 0w 7 Ge M) '
do 06
pu ¢ A, P e’ p,
ed inoltre all’equazione (II) in termini finiti
2ttt ut=2mgs. ’ (II)

Ora basta conoscere cinque funzioni 7, u, u, ¢, o che soddisfino al si-
stema differenziale (1) senza wverificare Uequazione (1I), perché ne risulti de-
terminata intrinsecamente una superficie isoterma la quale perd, in luogo che
nell’euclideo, esiste in uno spazio di curvatura costante. Esjongo un breve
studio di queste trasformazioni T, generalizzate, estendendo agli spazi di
curvatura costante la teoria delle trasformazioni delle superficie isoterme
svolta nella Memoria per il caso euclideo.

§ 1.

La TrasrormazioNE T, AssociaTa arna D,, pr Darsoux.

Abbiasi una superficie isoterma S (per la quale manteniamo tutte le no-
tazioni della Memoria) e si conosca una superficie trasformata S,, derivata
da 8 per mezzo di una D, di Darsouvx. Siano

by gy, W, 9, ©

le corrispondenti funzioni trasformatrici, che soddisferanno dunque al sistema
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22 Bianchi: Complementi alle ricerche

differenziale (I) ed all’equazione (II). Dimostreremo la proposizione fonda-
mentale seguente :

Esiste una superficie isoterma 2, il cui elemento lineare d s, riferito alle
linee di curvatura u, v, ha la forma

8
dst=", (du +dw) ()
menire le curvature principals Pii’ PL di Z sono date dalle formole
£
1 e, 1_, ¢ (2)
4 1 P2 r2

Per cid basterd provare che coi valori (2) delle curvature principali ven-
gono ad essere soddisfatte le equazioni di Copazzi e l'equazione di Gauss,
relative all’elemento lineare (1).

Se poniamo

4
1_njte o (1) a
o p)ov dol\pe )
e Pequazione di Gauss diventa
1 o0fe | 0o
Pl [W+W] (%)

Ora se deriviamo la (3%, tenendo conto delle equazioni differenziali (I),
abbiamo le:

0w oh p A
Fu du  ° o
o0 09 g
70 ﬂ—e?,

) (6)
|
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onde il primo membro della prima.delle (4) diventa

1 1y0e , 2 (1\__ (1 1)(30 %
(;r_a)a‘ﬁﬂ(p—.)*?(z“n)(au e 9)+

dw d (1 l@rp
+9‘—?a‘u( )

u " e ou’

. ow
sostituendo per T

1 oo 1 1 11096 0 (1
Gr—alaet o)==l —a)n i
espressione che ¢ identicamente nulla a causa della prima equazione di Co-
pazzi per la S. Del tutto analogamente si prova che anche la seconda delle (4)

¢ soddisfatta.

Procedendo ora alla verifica della equazione (5) di Gauss, derivando
e (6) ed avendo riguarde alle (I), deduciamo dapprima:

’ Z—Z i loro valori dati dalle (I), troviamo

0t 0z 0 ww 1 1 e Mt pi—2msze -
Bu?+31;2 9u2+av’+ ( _-{_7-'2—)—!—9? - ()

re q)g

Py

E qui, per una futura generalizzazione, & imporiante osservare che fino
a questo punto le nostre deduzioni si appoggiano soltanto sulle equazioni dif-
ferenziali (I) e nulla affatto sulla equazione in termini finiti (II)

B+t wr=2mgo.

Tenendo ora conto di quest’ultima, la (7) diventa:

—6_2“[?2—w+82w]—w’—@w(1 +__1_)_?ee—:o~é}i6_+a_2_?}.

0 ut 0 v* 71 re du ' 0v*

D’altra parte, per I'equazione di Gauss relativa alla superficie S, si ha

— [32 0 0? 9] 1

i

0 ut + 0 v? 1‘1 re
onde la precedente diviene

o020 | 2o 1 1 ¢ 1
el Bl ) e

72 rire 21 Pe

Ne concludiamo che anche I'equazione (5) di Gauss & soddisfatta e la
nostra proposizione & stabilita.
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La superficie isoterma = di cui abbiamo dimostrata I'esistenza & definita
solo ¢ntrinsecamente dalle formole (1), (2). Per trovare la superficie stessa in
termini finiti rimarrd da integrare la corrispondente equazione di Riccatt ed
in questa integrazione non sembra che possano introdursi in generale sempli-
ficazioni.

Il passaggio dalla superficie isoterma S, o meglio dalla coppia (S5, S,)
di trasformate di Dagrsoux, alla nuova superficie isoterma 3 si dira la trasfor-
mazione T, associata alla D, che fa passare da S ad S,.

§ 2.

. ErrErro DELLA TRASFORMAZIONE T, surLna copeia (S, S,).

Consideriamo ora la superficie isoterma S, trasformata della S mediante
la D,, di Darsoux. Sappiamo ((M) § 4) che i valori delle funzioni trasfor-
matrici nel passaggio inverso dalla S, alla S sono dati dalle formole

y oy ==

w 1
Ay —=——> Py = y W, — —» (PIZ?

(8)

Q|-

Possiamo quindi applicare alla S, la medesima trasformazione T'm, € in-
dicando con X la superficie trasformata, con w,, pi, p. gli elementi della = cor-
rispondenti rispettivamente a 4, »,, 7, della S, avremo in primo luogo dalla (1):

- e2% o2
e ‘:([)—228_26:—z -02:(728’29’
. i1
0ssia
gL —e *, (9)
In secondo luogo le formole (2) ci danno
1 1
—_ = wi —_— —i?i—l)- ) R —— '[’ _ —q:T1
a r
PL 1 P2 2
che per le (8) si serivono
1 w 1 T w 1
= T oe erv . T T o6 oyp’
Pr $o L pe ? LS
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e sostituendo per - -

,}T i loro valori dati dalle (11) (M) § 2, troviamo

,'.(il )

20 20
_1:—6—2(20—})7 _l:—e—z(w—?—],
Pt P t p2 ? T2
o in fine per le (2)
s 1 & (10)
Pt pt p2 Pz

Queste e la (9), confrontate colle formole del § 3 (M), dimostrano che

la nuova superficie isoterma = non & altro che la trasformata di CaristorrEeL
della prima 2. Abbiamo dunque il teorema:

La trasformazione T,,, associata alla D, di Dirsoux, che fa passare
dalla superficie S alla S,, cangia questa coppia (S, S,) in una nuova coppia
(3, 3) di superficie isoterme trasformate di Curistorrer Uuna dell’alira.

EFFETTO DELLA TRASFORMAZIONE D, suLna coppia (S, S).

Delle due superficie isoterme S, S, prendiamo ora le rispettive trasfor-
mate di CrrisrorreL S, S,; queste sono, alla loro volta, legate da una tra-

sformazione D,, di Darsoux ((M) § 3) e i valori 1, p, w, ¢, o delle funzioni
trasformatrici nel passaggio da S ad S, sono dati dalle formole

=2 p=-—p, W=-—w, ¢=—o0, ;:?. (11)

N .

Per quanto si & visto al paragrafo precedente, la trasformazione T,
applicata alla coppia (S, S,), la cangierd in una nuova coppia di superficie
trasformate di Crristorrer, che indicheremo rispettivamente con =,, . Gli
elementi relativi alla superficie S sono dati dalle formole

- 20 20
et — =20 :l—ze—-, i':'——-e—’
> n "1 ¥2 72
Annali di Matematica, Serie III, tomo XII. 4
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e quindi se indichiamo con

N .
W — 2
o= (12)
1 - 9 G 2
gﬁ:w—r_—:——w—-—;
! 1
" (13)
1 — o 5 ¢
=W —= —w e
P2 2

Dimostriamo ora che si passa dalla superficie isoterma = del § 1 alla 3,
attuale mediante una trasformazione D_,, di DarBoux a costante — m, dopo
di che lo stesso varrd naturalmente per la coppia (2, 2,). Per cid osserviamo
che se con

A, M, W, ®, =
si indicano 1 valori delle funzioni trasformatrici per una trasformazione D_,,
della =, le equazioni differenziali (I), avendo riguardo alle (1), (2), (6) ed al
cangiamento di m in — m, assumono la forma seguente:

%Z——m‘%}‘.—-me—"q).@—g(w—%)-W——(g—:——e"%\)‘M;
il et
%—]‘: (g:——e"%) A, 831‘04:__m_92_’_me_9? o —
e
(CER e B G B
7o =5 (v—i)
g—izqaee A, %%_——q)e“aM
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L’equazione (II) in termini finiti si scrive poi:
ANMWE=—2md 2 (15)

Ed ora osserviamo che si soddisfano tanto le equazioni differenziali (14),
comé la (15) in termini finiti, ponendo

A

A———~, M:—y—, W:i[), b —= .S:-—O‘, (16)
? 's ?

1

CP )
onde queste formole ci danno le effettive funzioni trasformatrici per una D_,,
applicata alla superficie isoterma 3. Calcolando poi, colle formole (9), (11)
del § 2 (M), gli elementi relativi alla superficie trasformata troviamo precisa-
mente che essi coincidono con quelli della =, individuati dalle (12), (13) del
paragrafo precedente. Abbiamo dunque il risultato: La trasformazione T'm

cangia la coppia (S, S) di trasformate di Crrisrorrer mella coppia (2, i)
di superficie trasformate per una D_,, di Darsoux, e similmente la coppia
(Siy B.) nella (3, 3,).

Segue ancora di qui che la trasformazione T_,, associata alla D_,, che
da il passaggio da X a Z,, trasforma inversamente la coppia (I, Z,) nella

primitiva (S, S); percid la T_., & da riguardarsi come la inversa della T'm.

E da notarsi poi che, mentre per trovare la prima superficie trasformata =
occorre in generale integrare un’equazione di Riccari, nota che sia la = si
avrd senz'altro la Z, in termini finiti, poiché dalle (16) sono note le relative

funzioni trasformatrici; e in fine per trovare le due nuove superficie i-, >, ba-
steranno quadrature.

La proprieth ora dimostrata delle trasformazioni I, prova quanto é
asserito nella prefazione, che cioé esse trasformano una trasformazione di Cari-
sToFFEL In una di DarBoux, e viceversa.

Colle considerazioni seguenti dimostriamo poi che 1’attuale trasforma-
zione T, pud riguardarsi altresi come una generalizzazione della trasforma-
zione di Hazzipakis per le superficie di curvatura media costante. Prendasi
infatti una superficie S di curvatura media costante II definita dalle formole

dst=¢e®(duw + dv?)
1 _Hte® 1 H—e

ry 2 e 2

e si consideri la superficie parallela S, colla stessa curvatura media costante,
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la quale & ad un tempo trasformata di CnrisrorreL e trasformata di DarBoux
della S per una D,, corrispondente ai valori

l:o, P_:O’ u):H’ q):_l, O‘:—H

delle funzioni trasformatrici ed al valore m :——% della costante m. La su-

perficie X trasformata di S per la corrispondente 7', risultera definita, secondo
le (1), (2) § 1, dalle formole

e — 20
l_pg 1 _ 1 1 _p 1 1
p1 o L T2 ’ P2 o re 1

Cosi S, = sono applicabili con conservazione delle linee di curvatura ed
hanno in punti corrispondenti le medesime curvature principali, ma permu-
tate; esse sono dunque trasformate di Hazzibakis 'una dell’altra (Lezioni,

Vol. II, pag. 438).

§ 4.

LE TRASFORMAZIONI Tm PER LE COPPIE DI SUPERFICIE ISOTERME
SPECIALI COMPLEMENTARI.

Consideriamo una superficie isoterma speciale S della classe (4, B, C, D)
ed una sua complementare S,, ottenuta da S mediante una trasformazione D,,
di DarBoux, la costante m essendo una delle radici dell’equazione cubica

2m—A4¥.m—Dm-+ 2B C=0, (17)
e colle funzioni trasformatrici date dalle formole

Z’H, p—et 01, w=ae—M, ¢=b—L, o=H+e¢ (A8

.0
r=e ou : oo

le costanti a, b, ¢ avendo i valori

a=2m—A, b==—=, c=_. (19)
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La trasformazione T, associata a questa D,, cangia la S in una super-
ficie isoterma 3 definita dalle (1), (2) § 1; noi vogliamo ora provare che
la 2 & alla sua volta una superficie isoterma speciale. Indicando con H,,
L., M, i valori di H, L, M per la 3, dalle citate formole (1), (2) abbiamo
subito

H—2w—oH, Loz——%, My=—L%+ M (20)
e sostituendo per w, ¢ 1 loro valori (18):
L L—btM
Hy=2a—bH, Ly—=3==, MOZ“L%_[;. (20%)

Dal paragrafo precedente sappiamo che le funzioni trasformatrici pel pas-
saggio dalla 2 alla trasformata ¥, mediante la D_,, di Darsoux sono date
dalle (16), onde risulta in particolare

; 1 _a—M
2:——0:——-(H+C), ’D———b'—:—_—lly W_b—L’
queste per le (20*) possono scriversi
s thm@ati gy 1ol p_asdh g

Siccome la funzione trasformatrice X ¢ una funzione lineare intera della

curvatura media H,, dal teorema al § 13 (M) deduciamo che la superficie =
& alla sua volta una superficie isoterma speciale, cioé le sue curvature prin-
cipali soddisfano una relazione della forma

20 2
G Cfe) |+ a5+ 2 4 M- 2 By B+ 2.6, L+ D=0,

con 4,, By, C,, D, costanti che si tratta di determinare. Per ¢id osserviamo
che se con a,, b,, ¢, indichiamo i valori delle costanti che per la trasforma-
zione D_p, della 3 sono le analoghe delle a, &, ¢, dalle (21) abbiamo

g=a, b,=1, coc=—(2a-+be),
onde, mutando unelle (19) m in — m, abbiamo

B C.
0, 60:-— 0,

a0::—2m—A0, boz——
m m
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ciod
Ay=—2m-—a, By=m, C,=(Za-+ bc)m.
In fine Vequazione cubica (17), mutandovi m in —m e A, B, C, D in
4y, By, Cy, Dy, ci da
2B, C,
e

Do:(2 m + Ao —

b

Esprimendo le nuove costanti per 4, B, C, D. m, abbiamo cosi:
Ay=A —4m, B,— m, 00:41n2—2Am—]'i£, 2

m

(22)
Dy=D—4m(2m— A).

-

Ne concludiamo:

La trasformazione Tp associate alla D,, di Darsoux, che fa passare
da una superficie isoterma speciale S della classe (4, B, C, D} ad una sua
complementare S,, cangia la S in una nuova superficie isoterma 3 della
classe (A,, B,, C,, D,) individuata dalle formole (22).

Si osservera che la nuova classe (4,, B,, Cy, D,) & in generale distinta
da quella della S o delle superficie omotetiche ad 8. Cosi le attuali trasfor-
mazioni 7', conducono da una classe di superficie isoterme speciali ad una
classe diversa, ovvero, pei teoremi di DarBoux, dalle deformate di una qua-
drica alle deformate di un’altra quadrica.

§ 5.
LE QUADRICHE D1 DARBOUX CONIUGATE IN DEFORMAZIONE.

Ricerchiamo ora in quale relazione geometrica stanno le due classi di
superficie applicabili sopra quadriche. Ricordiamo per cid che i circoli nor-
mali in punti corrispondenti alle coppie di superficie complementari (S, S,)
generano un sistema ciclico ed i Joro piani inviluppano una superficie che
indicheremo con S, il cui elemento lineare dipende esclusivamente dalle co-
stanti A, B, C, D della classe di S, S, ed appartiene ad una quadrica (im-
maginaria) di Darsouvx ((M) § 15). Similmente i piani del sistema ciclico
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normale alle due superficie complementari 2, X, inviluppano un’altra super-
ficie X, applicabile sopra una seconda quadrica. Riguardando come punti cor-
rispondenti sopra S,, 2, quelli che corrispondono ai medesimi valori dei pa-
rametri isometrici », v di S, %, dimostreremo la proprietd seguente: Sopra
le due superficie S,, 3, si corrispondono ad un tempo ¢ sistemi coniugati e
le linee geodetiche. Secondo le denominazioni introdotte in due mie Note nei
Rendiconti dei Lince: (*), le due superficie S,, 3, sono coniugate in defor-
mazione e i due problemi di trovare tutte le deformate dell’'una o dell’altra
superficie si equivalgono perfettamente.

La corrispondenza dei sistemi coniugati sopra SO, 5, & un corollario del
teorema gia segnalato dal DarBoux (**): Ad ogni sistema ortogonale di S
(o ) corrisponde un sistema contugato di S, (o ¥,). Nol qui ne omettiamo
la dimostrazione che si potrebbe trarre facilmente dalle formole del § 15 (M).
Della corrispondenza delle linee geodetiche sopra S,, X, ci accertiamo poi
nel modo seguente. Prendasi un’altra superficie isoterma speciale qualunque S’
della classe (4, B, C, D) e corrispondentemente si avrad una seconda super-
ficie isoterma speciale X' della classe (4,, B,, Cy, D) di 3. Indicando con
Sy, &y le superficie dedotte da S’, 3’ come §,, ¥, lo sono da S, =, sard S,
applicabile sopra S, e 3, sopra Z,; inoltre, prendendo opportunamente S’ si
potra far coincidere S’; con una deformata qualunque di S,. Pei risultati
della mia nota a) nei Rendiconti dei Lincei, sard provata la corrispondenza
delle geodetiche sopra §,, =, quando si dimostri che al sistema coniugato
comune di S,, Sy corrisponde il sistema coniugato comune di 3,, 3. Per
questo indichiamo con (', v’) i parametri isometrici delle linee di curvatura
sopra S’, ¥’ e con

H (u, o), L', v); H,@W,v), L,@u,)

le quantita che per ', 3’ sono le analoghe delle H, L; H,, L, per S, 3.
Dal § 15 (M) segue che le formole dell’applicabilita di S, sopra S, sono date
dalle seguenti:

H (', v'y=H(u, v), L' (u,v)= L (u, v), («)

(*) a) Sopra un prodlema relativo alla teoria della deformazione delle superficie
(6 aprile 1902). — b Sulle quadriche contugate in deformasione (aprile 1903).

(**) Vedila fine della nota: Sur les surfaces isothermiques (Comptes Rendus 20 Mai1899),
ove il teorema é enunciato sotto la forma equivalente: Alle linee assintotiche di Sy cor-
rispondono le linee di lunghezza nulla sopra S.
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e similmente quelle per Papplicabilitd di =,, %', si scrivono

T, (w, v)y=H, (u, v), I, (W, v)== L, (uy v). (8)
Ma, secondo le (20%) § 4, si ha
H=2a—bH, Li=Z-; H,=2a—bH, Li= ",

onde le (), (5) coincidono. Ne segue che la corrispondenza stabilita fra i
punti di S,, %, conservante i sistemi coniugati, si trasforma per la defor-
mazione simultanea di S, in S’; e di 3, in 3, nella corrispondenza ana-
loga per Sy, X'y; dunque al sistema coniugato comune di S,, S’, corrisponde
il sistema coniugato comune di Z,, X', ¢. d. d.

Si osservi che nella dimostrazione superiore & sottinteso escluso il caso
delle superficie a curvatura media costante; ma allora le due superficie S, %,
sono rispettivamente applicabili 'una sull’ellissoide (allungato) Ialtra sull’iper-
boloide (a due falde) di rotazione, che gid sappiamo essere quadriche coniu-
gate in deformazione.

§ 6.

LE TRASFORMAZIONI Tm DELLE SUPERFICIE A CURVATURA MEDIA COSTANTE.

Si & gia deito (§ 1) che per trovare la trasformata X di una superficie
isoterma S mediante una T, occorre in generale integrare un’equazione di
Riccari. Veniamo ora a considerare un caso particolare ben interessante in
cui I'integrazione si compie con sole quadrature. E questo il caso quando
S, S, sono due superficie di curvatura media costante non parallele costi-
tuenti le due falde di un inviluppo conforme di sfere, coi centri distribuiti
sopra la deformata di una quadrica di rotazione (teoremi di Guicnarp).

Sia dunque S una superficie di curvatura media costante H, il cui ele-
mento lineare, riferito alle linee di curvatura u, v, avrd la forma

ds*=¢e?(du -+ dv), (23)
le carvature principali avendo i valori
1  H4e? 1  H—e

— -

ry 2 re 2
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e la funzione 6 essendo una soluzione dell’equazione a derivate parziali:

O F Oy (et — e =0, (25)

Se 1, v, w, ¢, o sono le funzioni trasformatrici della D,, nel passaggio
dalla S alla S,, il sistema differenziale (I) di DarBoux possiede 1'integrale
primo

o — H¢ 4 2 w—=cost,,

e qui, avendo .S, la medesima curvatura media di S, la costante del secondo
membro & nulla, cioé
6=Ho¢— 2.

Introducendo questo valore di ¢ nelle equazioni differenziali (I) di Dar-
BOUX, queste diventano:

RS (He6

0 ( =
a—uzm(ﬂe°+,e“°)go— Te—{—‘hne“)w—aj oh__08

PR ul
_——8_9 (] —6 (H96+9—9 c 6
T, e (He ) — ———g—-——}—Zme)w————l (26)

09y 00 Dw_HA—e G R e
ou ? v # ou 9 ' o D) P
Inoltre 'equazione (II) in termini finiti si traduce qui nell’altra

¥t =2mHg— dmyw—w (26*]

Osserviamo che, restando nel campo reale, la forma quadratica del se-
condo membro della (26*)

2mHg' —4dmow —w=2m 2m + H)¢*—(w + 2 mg)

deve avere un valore positivo e per cid la costante m deve verificare la di-
suguaglianza

2m(2m + H)>0. (27)

' T 3 , . ’ .
m
Consideriamo ora la trasformazione T, associata all’attuale D, ; per la

superficie 2 trasformata dalla S abbiamo dalle (1), (2) § 1:
v (28)
1y Hiet 1, Hoet )
P1 2 Tope 2
Annali di Matematica, Serie I, tomo XIL 5
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Ora diciamo che: Se si colloca convenientemente la superficie = nello
spazio, Uordinata z di¢ un suo punfo mobile (u, v) ed il coseno Z dell’angolo
che la sua normale fa coll’asse delle z sono dati dalle formole

z:%wA&:4%+2my (29)

dove k ha il valore costante

1

k:———_:’
Va2m (2m + H)

(29%)

reale a causa della (27).
Secondo i principii fondamentali della teoria delle superficie, bastera di-
mostrare che coi valori precedenti di 2, Z sono soddisfatte le equazioni

Z11:DZ, Z,g—_—Dl Z, 222:D”Z
A,z:l—Z’,

dove 2., 2i;, 2, significano le derivate seconde covarianti e A,z il para-

metro differenziale primo di z mentre D, D', D" sono i coefficienti della se-

conda forma quadratica fondamentale di S, ciog
e  Hed —1 ey

D:——?z——— 2(9 (92 ’ D:O, D —_

e He® L1 ¢
o 29 g

Cosl le formole da dimostrarsi diventano le seguenti:

(30)

He® —1 o2y Hed 4+ 1 ¢
211:( 29 - ‘-P?)Z’ 2’42:01 222:(T#§’;)Z

Az—1—2Z" (30%)
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§ 1.

DETERMINAZIONE DELLA SUPERFICIE 2 CON QUADRATURE.

Per verificare che sussistono le formole superiori cominciamo dal for-
mare dalle (29) le derivate della 2z, osservando le (26). Abbiamo in primo
luogo

au: PO A, av:_FH (31)
indi

az=g e (F2 4+ (5] | =5 or + 0

Per la (26*) possiamo scrivere
Aiz:k![Qm @m -+ H)—(% + 2 mY]:l—Zz,

e la (30%) & cosi verificata. Derivando ora nuovamente le (31), osservando
le (26), troviamo:

0%z kb Heb — -8

i i—f;z(He°+e-e)cp+('—2—+ ‘Zmee)w—l—a p.t—-

ke 06 2 k 29

Tt et
Bz ke dh Leddh 2lce26
_ - =) A
Y TR P PR :
(i}
pe ke —7n(He°—e-")q,_|_(He+ 2w w2

ke oh 2k e
?2 av(J‘ (P3

2

D’altra parte i valori dei simboli di CnristorreL per ’elemento lineare
della 2

dst=e* (dw + dv?)
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sono 1 seguenti:

{11 1]2 __i22 _ 0o __ ao_e A
1§72 i_ 1) 0u du )
gggt_ __1111 0o _00 g p
e {71117 2 {00 a0 g’

e costruendo ora le derivate seconde covarianti 2,,, 2,,, 2, troviamo verificate
le (30). Della superficie incognita conosciamo dunque, in termini finiti, I’ or-
dinata 2z e il coseno Z dell’angolo della normale coll’asse delle 2. In queste
condizioni & ben noto come bastino quadrature per determinare completamente
la superficie; ¢ noi vogliamo qui ulteriormente specificare le quadrature a cid
necessarie.

1l quadrato ds?—=d X* 4 d Y* + d Z* dell’elemento lineare sferico di =
& dato da

ds”‘-—dX‘-‘—}—dYL{—dZ’——( du2+ )

avendo (—)1—, Pi 1 valori (28). La funzione Z essendo gid nota, per determi-
1 2

nare X, Y introduciamo un angolo ausiliario ¢, ponendo
X=~Rcosy, Y=Rseny, B=\1—27
e la precedente diverra

AR+ Rdgt+dZ — cP( d2+0 )

dz?

Ma si ha: RAR=—Zd Z, dR*+d Z*— I

> & per ¢io
e 1 1 18z 1 a2 )2

2 2 ——_ - 2 il 2 o

Erdy _?2(§du+9;dv) Rl(pzau u+pl dvdv’

ciog per le (31)

20 1 L2 20 )\
dew:???{gg—dn?—{—fdv?) e‘?( u~i— )

Ora, a causa di

R’:l—Z’:Aiz:g—z(l’ + ),
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la precedente pud scriversi

’

. —kzeze
R ‘”’2~R2M

& du-—ldv)z

pr o

ed abbiamo dunque ¢ con una quadratura dalla formola

__ ke (p A
dq,_k_,_(p—z(Pz du Pl-d,v) (32)

Dopo c¢id, essendo noti X, Y, avremo con altre due quadrature z, y
dalle formole :

(( 00X X Y Y
o=flespdnteFyte), v=flngan e o)

§ 8.

INTERPRETAZIONE DELLA SUPERFICIE 2 NELLO SPAZIO IPERBOLICO.

Le superficie isoterme X, che abbiamo ora dedotto con tre quadrature
da una coppia nota di superficie a curvatura media costante (8, S,) derivate
I'una dall’altra per una trasformazione D,, di DarBoux, possono essere ri-
guardate sotto un secondo aspetto. Prendiamo il piano 2=0 come piano li-
mite di una metrica iperbolica, definita dall'elemento lineare

ds"z:'dx’—}—dgﬁ—}—dzz’

22

e quindi di curvatura K,==—1. La nostra superficie 3 sard I'immagine di
una superficie dello spazio iperbolico, che indicheremo con 2 ; I'elemento li-

neare d s e le curvature principali (ridotte) ; > Pl' di 3’ saranno dati dalle
o1 2

formule (Lezioni, Vol. I, pag. 514):

ds’:d‘”z+d~’/2+d22:£(d:v:2+dyz—l—dz’)

22 k2
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le quali per le (28), (29) si mutano nelle altre

, o3l
ds2:—k7(du2—|—dv?) (33)
1 Hyed] 1 IT— o2
o k [2 m+ —— ], 7= k [2 m -+ —E—J (34)

Per la curvatura media H' = P]_ + 1 della =’ segue di qui
1 pe

4m+ H

T=—kim+ ) = — s

onde vediamo che: La superficie 3' dello spazio iperbolico ha la curvatura

4m+ H .
\2m(2m + H)
per H==0ed | H'|=2 per H==0. Il legame cosi ritrovato fra le super-
ficie a curvatura media costante-| /1’| =2 dello spazio iperbolico colle su-
perficie a curvatura media costanie o nulla dell’ordinario spazio euclideo era
gid noto per la parte che riguarda la determinazione intrinseca di queste
superficie. Ma ora vediamo di pil che la conoscenza di una coppia (S, S,)
di superficie ordinarie a curvatura media costante, trasformate di Darsoux,
¢l procura con sole quadrature la conoscenza di una corrispondente super-
ficie 2 a curvatura media costante dello spazio iperbolico (e della sua pa-
rallela). Importa poi osservare che inversamente, note le superficie S, X' a
curvatura media costante 'una nello spazio euclideo !'altra mnell’iperbolico,
definite intrinsecamente la prima dalle (23), (24), la seconda dalle (33), (34),
se ne dedurranno 1 valori A p, w, ¢ dell® funzioni trasformatrici per una
trasformazione D,, di Darsoux della S e si avrd quindi, in termini finiti, la
superficie derivata S, colla medesima curvatura media di S. E infatti, noti i
valori dell'ordinata 2 e del coseno Z per la superficie £ immagine di 3, e (29)

media costante H — —

Si osserverd che si ha |H'|>2

. 00 0o .
faranno conoscere ¢, w e le formole » —e¢ ® P H:e*"a—i‘) daranno 1 va-
lori di %, p. Questi valori di 7, 2, u, ¢ verranno appunto a soddisfare le
equazioni differenziali (26) e 'equazione (26*), come si prova senza difficolta
applicando al caso attuale le formole generali del § 165 delle Lezioni (Vol. 1
pag. 3b9). Ma la conseguenza pil interessante che si trae da queste consi-
derazioni risulta dall’osservare che nelle formole (23), (34, che definiscono
intrinsecamente X', figurano solo la costante m e gli elementi della superficie
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primitiva S, non quelli della trasformata &,. Ne risulta che se, tenendo
fissa S e la costante m della trasformazione D,,, si fa variare S’, entro la
doppia infinita di trasformate della S: la superficie 3 subira soltanto uno
spostamento rigido nello spazio. Basta dunque conoscere la 3 in una parti-
colare posizione e, colle formole di Poixcaré pei movimenti rigidi dello spazio
iperbolico (Lezioni, Vol. I, § 189), conosceremo 3" in tutte le sue posizioni.
Ritroviamo cosl la seguente notevole proprietad del sistema differenziale (26)
per la trasformazione delle superficie di curvatura media costante: Nota una
particolare quaderna (%, p, w, %) di soluzioni del sistema (26), (26%), si trova
U'integrale generale con tre quadrature.

Se ricordiamo poi le relazioni stabilite dai teoremi di GuicHarp fra le
superficie a curvatura media costante e le deformate delle quadriche di ro-
tazione, possiamo dare a questo risultato la forma geometrica:

Nota una superficie applicabile sopra una quadrica di rotazione se ne
deducono, con sole quadrature, oo nuove superficie applicabili sulla quadrica
stessa e cosy di seguito ¢llimitatamente.

§ 9.
Lt TrasForMAzIONI T, GENERALIZZATE.

Le trasformazioni T, delle superficie isoterme studiate fin qui, come as-
sociate alle D,, di Darsoux, si fondavano sulla conoscenza di un sistema di
funzioni trasformatrici

Ay W, 9, 9

che soddisfacessero dunque le equazioni differenziali (I) di DarBoux ed insieme
Uequazione (II) in termini finiti. Supponendo ora soltanto di conoscere 5 fun-
zioni %, u, ¢, w, o che verifichino il sistema differenziale (1) ma non Uequa-
zione (II), dimostreremo che se ne pud trarre ancora la conoscenza (intrin-
seca) di una nuova superficie isoterma. Per dimostrarlo basterd riprendere i
calcoli del § 1, ricordando che il sistema differenziale (I) possiede I’integrale
quadratico
A4 p? o+ wt—2m¢o-— cost.;
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indicando con — K, il valore della costante del secondo membro, avremo
dunque

R4t wr==2mgs—K,. (35)

Le deduzioni sviluppate al principio del § 1 fino all’equazione (7) sus-
sistonn ancora attualmente, come ivi fu osservato. Ma, a causa della (35),
la (7) diventa ora:

0o 0 » 029 w

1 1 w? —I—K
0 1 20
3152+802 auﬁ 3v+ ¢ g(n-*- ) ¢

¥y o

e quindi

@ o 0% 2 ,-2 1 1
o~ (@u“’Jr&—v?):_? ¢ 9(5u2+8 )“”" —‘Pi"( +Z) - K,

1 1 1
. 20 S _ i _ —
¢ (E)u? ) 9112+wz C‘Dw(m +1‘2) *_K—\olpz
Il primo membro & la curvatura K dell’elemento lineare

dst=e*(du 4 dv?)

e si ha percid =K —K,. Ora questa & I’equazione di Gauvss per lo

Priz
spazio di curvatura costante K ; e poiche, come gid si & verificato al § 1,
coi valori
1 1 g
—=w—2, S =p—F
oL ™ pe 72
sono inoltre soddisfatte le equazioni di Copazzi, abbiamo il teorema:

Se le funzioni }, p, w, ¢, o soddisfano le equazioni differenziali (I) d¢
Darsoux e danno all’ espressione costante: 12+ p* 4 w* — 2m ¢a il valore
— K, ne risulta individuata nello spazio di curvatura costante K,, una su-
perficie isoterma X, che riferita alle linee di curvatura w, v ha l'elemento
lineare

et R
dszzz; (duw + do?) (36)
e le curvature principali
1 1
—w—2, —=p—. (36%)
1 71 Pe 72

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



sulle superficie isoterme. 41

Rappresentando nel noto modo conforme lo spazio a curvatura costante K,
sull’euclideo, nella superficie = immagine di I si ha una nuova superficie iso-
terma. Cosl per la ricerca di nuove superficie isoterme da una iniziale data S
possono utilizzarsi anche quelle funzioni %, u, u, ¢, o che soddisfano soltanto le
equazioni differenziali (I) senza verificare la (II). Le trasformazioni cosi otte-
nate diciamo {rasformazioni T, generalizzate, o anche trasformazioni T ,,

Se applichiamo la T',, anziché alla superficie isoterma S alla sua tra-

sformata S di CuristorsEL, otterrenio nello spazio di eurvatara K una scconda
superficie isoterma X, coll’elemento lineare:

e—-20
ds‘fzﬁ(du9+dvz) (37)
e colle curvature principali
1 e?? 1 5 et!
‘;Tlﬁ:—‘w_qu, ‘02” :_w+ - . (37*)

Fra breve vedremo (§ 13) che le due superficie =, X, sono trasformate
di Darsoux l'una dell’altra.

Notiamo in fine che mentre nel caso delle trasformazioni di Darsoux
doveva escludersi il caso m — 0, qui con X,==0 & ammissibile anche il va-
lore m = 0. Allora la costante K, nella (35) & necessariamente negativa, e
se poniamo I,=—=—1, il sistema differenziale (I) coincide colle formole (2
§ 1 (M), ove si sostituisca a (X, p, w, <) rispettivamente (Z,, Z,, Z;, 2). In
particolare la funzione ¢ diventa lU'ordinata z della superficie primitiva S e
la superficie isoterma = dello spazio iperbolico & precisamente quella che ha N
per immagine.

§ 10.
LE TRASFORMAZIONI DI DARBOUX IN GROMETRIA ELLITTICA ED IPFRBOIICA.

Le ricerche precedenti ei hanno condotto ad introdurre in considera-
zione le superficie isoterme degli spazi di curvatura costanie ed & ora op-
portuno far conoscere il sistema di formole relativo alle trasformazioni di
Darnoux delle superficie isoterme in questi spazi. Osserviamo subito che per
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42 Bianchi: Complementi alle ricerche

tal modo non si viene a cangiare il contenuto del metodo di Darroux, poiché
le consuete rappresentazioni conformi cangiano ogni inviluppo conforme di
sfere dello spazio a curvatura costante in un inviluppo conforme di sfere dello
spazio euclideo, ¢ viceversa. Perd la forma mutata sotto cui si presentano le
formole conduce a trovare nuove applicazioni del metodo di trasformazione,
Ci limiteremo qui a dar le nuove formole ed a compiere sopra di esse le op-
portune verifiche, senza esporne la deduzione facile a ristabilirsi.

Consideriamo uno spazio di curvatura costante K,, e poniamo per sem-
plicita K, — £ 1 secondo che lo spazio & ellittico ovvero iperbolico. Abbiasi
in questo spazio una superficie isoterma S, riferita alle sue linee di curva-
tura u, v, e mantenendo le nostre solite notazioni (Cf. Lezioni, Vol. I, pa-
gina 497 e segg.) indichiamo con

dst=—e?(dut 4 dv?)

'elemento lineare di S, con oo rl le sue curvature principali (ridotte). Il
i 2

sistema delle equazioni differenziali (I) di DarBoux prenderd qui la forma
seguente :

o, b X N O L
,016_7;zeo+me ® s w ——a—v‘ﬁ-—]\oe %, 8_1)—7‘11
Pu. 90, o , , 90.
. / VCo—me's — - —w——"7—K 0,

bu 20 o et T Y T B Lo O ¥ T+
09 gy 09 __pp,. 00 __d 5 0w __e . )
R A B IR i ok B BYE L B P o

06 __ g5 06 __ -6

gu_ ¢ .l’ po ¢

Come si vede, esso non differisce dall’analogo per lo spazio euclideo
(Ko —0) che per il termine — I\, ¢/ ¢, dovuto alla curvatura dello spazio,
. . ... 0N Ou . . ..
aggiunto alle espressioni di 5 Z)L - Il sistema (I*), in forza delle equazioni

(12 v
di Copazzi che hanno ancora la solita forma e di quella di Gavss che attual-
mente si serive

1

Ly

:—-—e"w(g—é‘[‘ 2—112)‘_‘1\07

u
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¢ un sistema illimitatamente integrabile e possiede I'integrale quadratico
W 4wt e K¢t — 2 m g o = cost.

Per trovare le trasformate di Darsoux della superficie isoterma S con-
viene scegliere i valori iniziall di %, g, w, ¢, 5 in guisa che si annulli la co-
stante del secondo membro e si abbia quindi

2wt K gog =2 m ¢ a. (H*)

Supponiamo ora inversamente di conoscere cinque funzioni 2, p, w, ¢, 7
che soddisfino il sistema differenziale (I¥) e l’equazmne in termini finiti (IT¥).

Deduciamo dalla S una seconda superficie isoterma S colle formole seguenti :

Pt a4 i (=0, 1,2, 3),  (38)

ma

X == (Ko nja — 1) x; -

significando w«,, z,, ., x5 le coordinate di Weierstrass del punto P di S che
corrisponde al punto P=(x,, 2,, ®., r;) della 5.

Derivando le (38) rapporto ad #, v coll’osservare le (1*) e le formole
alla pag. 498 delle Lezioni (Vol. I), troviamo:

Zﬁf:e‘:z [~ Krg.wi+ (mya—a)ni—hpg—rwk) }
“m . (39)
Gai oy S

dv ~ mns?

Ku).gox,;—[L Ao —mea) g+ pw iy

Per Pelemento lineare d s della superficie S deduciamo quindi

~20
de=dai+dzi+ do;+ Kda=""1@w + dv),

il che prova intanto che le due superficie S, S sono rapprescutate conforme-
menie 'una sull’altra. Dalle (39), indicando con », ¢, £ le quantita che per
la 8 sono le analoghe delle », &, £ per la N, troviamo:

~ % \ . Lw .
i = — K, i — ;— i
ﬁl" ﬂbq)G ?n’IJG

- . mww . ’ *

R ﬂx 1 ¢ y 39
G omt_ +1n"' T(m@(‘ )C; {hm'?f:“ \ ( )
= rw vow
5 = — 1)&.

B m(_ a‘f“ 77; +1noc ¢ + 1n<?,. S
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Infine derivando rapporto ad wu, v le £;, si constata che sulla S le lince
u, v sono ancora le linee di curvatura cd i valori delle curvature principali

1 1 . . . .
— 5 - sono dati dalle formole stesse che sussistevano nel caso euclideo
1’y ]

(M) § 2):

)5 Pyl w \
= = —(fa—e )
" »1 w6
— 0
¢ == (40)
H ]
C o Y Pt

.. 0o o y
2 ¥z ?o

Si verifica inoltre facilmente, colle formole precedenti, che le due nor-
mali alle superficic S, S in punti corrispondenti P, P si incontrano in un
punto M, ad eguale distanza ¢ da I, P e si ha

tang ¢ — f y per Ko=—=-1; tangh&:%, per K,—= —1.

w

La sfera che ha il centro in M, e raggio =— 9 tocca quindi S, S nei
punti P, P, onde segue che S, S sono le due falde di un inviluppo conforme
di sfere. Si osserverd poi che nello spazio iperbolico quando sia ¢ > w, sara ¢
puramente immaginario e quindi le sfere inviluppate avranno il centro ideale.

§ 11.

SUPERFICIE ISOTERME SPECIALI NEGLI $PAZ1 DI CURVATURA COSTANTE.

Estendiamo ora agli spazi di curvatura costante le ricerche relative alle
superficie isoterme speciali (M) § 12 e segg.). I caleoli da eseguirsi sono
solo leggiermente differenti da quelli particolari al caso euclideo e basterd
quindi rapidamente indicarli.
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Ricorriamo per cid alle equazioni (32) (M) § 12:

5L WO0H 9L L8l
—4—6'0 ) — == e
ou ou 0v ov
(41)
ou_1on  om_1oL |
du_ r: ou dv  r 0o

le quali, dipendendo unicamente dalle formole di Covazzi, sussisiono ancora
nello spazio curvo.

Ricerchiamo ora se esiste un sistema (%, p, w, ¢, 7) di soluzioni delle
equazioni fondamentali (I*), (I1*) in cui la quinta funzione trasformatrice s
eguagli una funzione lineare intera della curvatura media //. Prescindendo
da un fattore costante, ed escludendo il caso ovvio di coppic di superficie a
curvatura media costante parallele (M) § 13, nota), potremo supporre :

g =H + ¢ (c costante)

e osservando le (41) e le (I*), ne dedurremo, come nel caso euclidco:

0 I oll
___ 0 _ ]
— P p=-—-2e 70’

w—a—M, ¢=b—L, w=1IH+4 ¢, (42)

essendo @, b due nuove costanti. Sostituendo questi valori di %, u, w, ¢, o
nella (II*) troviamo

e"[(%—fﬂ{-(%{]—]”—}— K, L'+ M2 L 2AM +2BI--2CL+ D=0, (A%

dove 4, B, C, D hanno i valori costanti seguenti
A=2m—a, B=-—bm, C=cm— Kb, ,

4
D=Kb+a—2mbec. \ (43)

Se una superficie isoterma S dello spazio di curvatura costante X, sod-
disfa ad una relazione della forma (A*), con 4, B, C, D costanti, diremo
come nel caso euclideo che essa & isoterma speciale della classe (4, B, C, D).
Cosi adunque: condizione necessaria affincheé esista una soluzione delle equa-
zioni fondamentali (I*), (II*) con ¢ = H + ¢ & che la superficie S sia is0-
terma speciale. Inversamente, supposto che cid avvenga, prendiamo secondo
le (43)

a=2m—.l, b:—ﬁ, c:C - K B, (44)

[
m m m?
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46 Bianchi: Complementi alle ricerche

dove m & una radice (non nulla) della equazione di quarto grado
2m—A2m* ~-Dwm*+ 2 BCm— K, B*=—0. (45)

Allora le formole (42) daranno un sistema di soluzioni della (I*), (II*),
come si dimostra in modo del tutto analogo a quello tenuto per lo spazio
euclideo ((M) § 13). Ed anche nel medesimo modo si dimostra che la su-
perficie trasformata S & isoterma speciale della stessa classe (4, B, C, D),
poiché le formole della precedente Memoria (15) § 4 e (37) § 14, sulle quali
era fondata la deduzione valgono inalterate nel caso attuale. Se chiamiamo
complementari due tali superficie isoterme speciali S, S, abbiamo dunque il
risultato :

Ogni superficie isoterma speciale dello spazio di curvatura costante K,
possiede quattro superficie complementari, corrispondenti alle quattro radici
dell’equazione di 4.° grado (45).

Nel caso euclideo K, =0 la (45) possiede sempre una radice nulla, che
non ha significato pel nostro problema, e le superficie complementari si ri-
ducono a tre.

§ 12.
TRASFORMAZIONI DELLE SUPERFICIE ISOTERME SPECIALI,

Estendiamo ora al caso attuale i risultati dei §§ 17, 18 (M) relativi al
caso euclideo. Per ogni superficie isoterma S la curvatura media soddisfa al-
Pequazione

0?08 oll 060l
a¢¢00+30 ou +5u co =0

che si pud scrivere sotto le due forme equivalenti:
8(,,31[) 00 50H 8(,,8[1) 00 ,0H
T8

0\% Tu w307 du\® 00)T 55 ¢ Tu (=)

Supponiamo ora di pi che la S sia una superficie isolerma speciale e
sia quindi soddisfatta una relazione della forma (A*). Se escludiamo il caso
che la S abbia costante la curvatura media o che sia una superficie di ro-
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tazione, derivando le (A*) rapporto ad u, v ed osservando le (a), otteniamo
le altre

0 ( pg0dl p 00011 e , , ,
01:( ;)“) ¢ Ty (A+M)h b O —Betq KL ?

(B)

olr g0 0011 b , P .

av('av) Eﬂa"‘—(/‘*‘i—ﬂl)r[—'oe—ﬁf’ —]\oc Tl.
Ora se consideriamo una qualunque trasformazione 1), della S, corri-

spondente alle funzioni trasformatriei 4, g, 2, ¢, 5 ¢ poniamo

g=1c¢ —871— "%Hy—(mH—{— KoL+ C)y +

—l—(2m—A——M)uv—§—(mL+}})a,

formando le derivate di ¢ rapporto ad u, v, coll’osservare le (1*) e le (o),
(B), troviamo :

oy 0 e

" u L 0( ) )
onde deduciamo il teorema:

Per ogni superficie isoterma speciale S della classe (A, B, C, D) 1l si-

stema differenzinle (I*) delle equazioni di frasformazione possiede I inteqrale
Primo:

$—¢ agf?.—e”daﬂ p—mH+K,LL-C)e+ | B
v )
+2m—A4—M)w—+ (m L+ B)s — cost. }

Ora fra le oo® trasformazioni D, della superficie isoterma S conside-
riamo quella doppia infinitd che si ottiene vincolando i valori iniziali delle
funzioni trasformatrici in guisa che la costante del secondo membro nell’in-
tegrale primo (B) risulti nulla, e dimostriamo che ogni volta la superficie

trasformata S sard essa stessa isoterma speciale della classe (4, B, C, D) di S.

(*) Questa verifica, come le altre che seguono nel testo, si compie rapidamente ri-
ferendosi al calcolo gia eseguito nel caso euclideo ed osservando che i nuovi termini dovuti
alla curvatura dello spazio si elidono fra loro,
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Dobbiamo per cid dimostrare che dalla (A*) e dalla ¢ =0 segue I'altra

eﬁ[(g%’)Jr(%)] + NI+ M +2AM+2BIT+2CL +D=0;
tale verifica si compie precisamente come nel caso euclideo ((M) § 18). Ab-
biamo dunque il teorema:

I'ra le oo® superficie isoterme dedotte da wuna superficie isoterma spe-
ciale S con una trasformazione D,, di Darsoux a costante fissa m ne esi-
stono oo® isoterme speciali della classe stessa di S. Queste si ottengono vin-
colando © valori iniziali delle funzioni trasformatrici in guisa che la costante
del secondo membro nell’ integrale primo (B) risulii nulla.

13.

/8

SIGNIFICATO DELLE TRASFCRMAZIONI 1',,.

Dopo queste ricerche sulle trasformazioni di Dirsovx delle superficie
isoterme negli spazl di curvatura costante, ritorniamo ai risultati del § 8.

Quivi abbiamo visto che da una soluzione qualsiasi (4, ¢, w, ¢, o) delle
equazioni differenziali (I) di Darsoux, indicando con — K, il valore costante
della espressione 72 4 #2 + w? — 2 mi ¢ g, restano individuate due corrispondenti
superficie isoterme I, 3 dello spazio a curvatura costante K,, coi rispettivi
elementi lineari

20 —_ -20
ds’:i—z(du?qtdvz) dsi’_—:eF(du’ﬁ—dv2

e colle rispettive curvature prineipali

1 D 1 4 N

—_— W — = —_— = — - per la =

St " 22 72 / o
¢ (46)

1 6 e2! 1 5 % =

-5 w— > g=—uw - per la 3.

£ 2 2 2

Ora siamo in grado di dimostrare che: Le due superficie =, X sono tra-
sformate Uuna dell’altra per una D_, di DarBoux.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



sulle superficie isoterme. 49

Si prendano infatti le formole stesse (16) § 2

A:—)\7 M:—Jj" W:wa (D:—Lv S—=—0 (47}

? ? 7 0 |
e si osservi che esse danno una soluzione delle equazioni (I*) per la trasfor-
mazione D_, della 2. Queste formole sono invero le stesse (14) § 2, -ove

. . .q.04 O0M . . . , e
soltanto alle espressioni di 7% 3g O sottragga il termine A"E - ® dovuto

alla curvatura dello spazio. Basta allora tener conto che attualmente la re-
lazione in termini finiti fra 2, v, w, ¢, ¢ & la

2wt wt=2mges —K, ¢ (48)
per dedurne la verifica richiesta. D’altronde, in forza della (48), si ha
ML MWL K= —2m0s,

che & precisamente la (II*) in termini finiti per la trasformazione D_,. Ne
concludiamo che le funzioni A, 3, W, &, X definite dalle (47), danno un si-
stema di funzioni trasformatrici per una D_,, di 3. Ed ora se colle formole
del § 9 caleoliamo I'elemento lineare e le curvature principali della superficie
trasformata, troviamo che questa coincide con X.

Concludiamo che le nostre trasformazioni 7", cangiano una coppia di
superficie isoterme delo spazio euclideo trasformate di CrrisTorrEn in una coppia
di trasformate di Dareoux dello spazio di curvatura costante.

§ 14,
INVERSIONE DEI RISULTATI PRECEDENTI.

Qui si presenta naturale la domanda se la relazione ultimamente osser-
vata sia invertibile ed a tale domanda risponde affermativamente la proposi-
zione seguente:

Abbiasi nello spazio di curvatura costante K, una superficie isoternia I
che, riferila alle linee di curvatura u, v, abbia Uelemento lineare

dst=¢e? (du + dv)
Annali di Malematica, Serie III, tomo XII. 7
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o1 1 o .
e le curvature principals — 0y S consideri una sua trasformata 3, di
1 2

Darsoux per una trasformazione Dy, colle funzioni trasformatrici iy u, 1, 9, o.
Esiste allora nello spazio euclideo una superficie isoterma S d’elemento lineare

0
d st = % (dwr 4 d v?) =e* (du* + d v?)
e colle curvature principali

@ 1
—=w— =5 — ¢
1 Q2 V2

'Qll'—‘
-

La verifica procede qui precisamente come al § 1 per le equazioni di
Conazzr.

Per dimostrare poi che anche 'equazione di Gavss & soddisfatta, par-
tiamo ancora dalle formole (6) § 1:

5(» 89
du_ du

A 5{» 006 "
—_ — ¢
D

vy

e s

. . 0t | 0o
e formiamo espressione o + 5 osservando le (I*) § 10; troviamo cosi:

%) 0w 00 020 . e20

dw T T ;5?'(;'2 tot—=2me o)+

3

1,1 20 0*h el
-yl 6, it —\ Y7 A O AP . T 59
+ 2K, e e 770(9’1 + m)*auﬂ 4 e (Ryo? 4+ w?) + 2 K, e
—|—e*”',«w(¢l + 7_1),
. 1 ?
e quindi
0w | ' {020 . 0% (1 1
o 20 2 p-00 T . o o 52
¢ (E) 2 81;9) LA P 2T ) T K CPW(M +4’e)+"'
Ma si ha
1 0? 0?
e (811? +3v’) R,
e per cid
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questa & appunto I’equazione di Gauss per lo spazio euclideo (*). Le formole
stesse (47) danno poi nel caso attuale le funzioni trasformatrici per una D_,,
della superficie S.

Supponiamo in particolare che le due superficie (2, X,) siano isoterme
speciali complementari. I calcoli stessi del § 4 dimostrano allora che la su-
perficie isoterma S delio spazio euclideo derivata da 3 mediante la T',, sari
.alla sua volta una superficie isoterma speciale. Cosl le trasformazioni T
danno il passaggio dalle superficie isoterme speciali dello spazio di curvatura
costante a quelle dello spazio euclideo, e viceversa. Spingendo pilt olire la
ricerca si vedrebbe risultarne il legame fra le deformate di una superficie dello
spazio euclideo e le deformate di una superficie corrispondente dello spazio
ellittico od iperbolico. La corrispondenza fra le due superficie ¢ tale da con-
servare 1 sistemi coniugati e le linee geodetiche. Per tal modo la nozione di
superficie coniugate in deformazione viene a ricevere un pilt ampio significato
che merita di essere approfondito.

§ 15.
A.PPLICAZIONE ALLE SUPERFICIE DI CURVATURA MEDIA COSTANTE,

Termineremo col generalizzare le proposizioni dei §§ 6-8 applicando i
risultati conseguiti alle superficie = di curvatura media costante [/ immerse
nello spazio di curvatura costante K.

(¥) Si puod notare che se le funzioni v, , w, ¢, ¢ soddisfacessero sempre il sistema
differenziale (I*) ma non la (II¥) e rendessero

Ml p K et =2myo — K, (K cost)

ne seguirebbe

2w 2w

1
AT

P1 P2

=—6"'2“’( )—1{1

e la superficie S esisterebbe nello spazio di curvatura costante K.
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Riferendo la superficie = alle sue linee di curvatura w, ¢, avremo
dst=¢e?(du + dv?)
1 M14e? 1 H—e
pmm— -9 =

—_ —_—

Fi 2 72 2

dove ¢ & una soluzione dell’equazione a derivate parziali

20 020 (o 1% .
Fatmt (Bt ) —F="0

Consideriamo uuna scconda superficie X, colla stessa curvatura media co-
staute f{ che si ottenga dalla X per una trasformazione D,, di Darsoux. Se
% 1%, w, ¢, ¢ sono le funzioni trasformatrici, la costante del secondo membro
nell'integrale primo del sistema (I*)

7 — 117 + 2 w— cost.,
dovra essere -nulla e sard pereid
=171 ¢ — 2 w.

Dopo cio il sistema differenziale (I*), climinandone o, diventa:

g‘z;:m(lle@—f-eﬂ)\?—— w—f-?me”)%-.__
—Z—gp_[;oga% %%:%{J.
%:g‘g;‘» g%:m(ue(,__e_o)?__(ﬂ)—;—e_?_|_2meo)w_ (49)
”2—27~—1(0qu
50 gy, Doy Do Hld—et, tw HOtet,

e T'equazione (II*) in termini finiti prende la forma:
M4 dw K 2=2me (Il -2w). (499
Di qui, avendosi

2w =02m@m+ H)— K] ¢* — (w + 2 m g},
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segue che, per restare nel campo reale, dobbiamo afttribuire alla costante m
un tale valore da soddisfare la disuguaglianza

2m(2m 4 HY> K,. (50)

Il teorema del paragrafo precedente c¢i assicura che esiste allora nello
spazio euclideo una superficie isoterma S che riferita alle linee di curva-
tura u, v ha 'elemento lineare

20
3 e 3 =
ds~__o—2(du2+dvz) (d1)
e le curvature principali
1 9 1 “ -
— =, ——w— . (51%)
ot rt g2 72

La superficie S & cosi definita dapprima solo intrinsecamente da queste
formole. Ma, generalizzando i riultati dei §§ 6-7, possiamo dimostrare che
bastano nel ecaso attuale fre quadrature per trovare S. 8i vede infatti che
Pordinata 2 di S e il corrispondente coseno Z della normale possono assu-
mersi dati dalle formole

k

o
T

Z —=

) Z:]i(%%—‘zm), (52)

la costante £ avendo 1l valore

1
\2m@m] H)— K,

k=

(92%)

che & reale per la (50).
Ora riguardiamo, come al § 8, la superficie S come immagine di una
superficie S” dello spazio iperbolico definito dall’elemento lineare

dsézdx“’—{—dy’-}—dz?.

2°

Troviamo allora: La superficie S dello spazio iperholico a curvatura
Ky—— 1 ha Velemento lineare
e20

ds’_—_ﬁ(duw—dv’)
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e le curvature principali
1 1 1 1
—_— . ~ == k 2 . .
7 I (2 m - ) s ( m - . 4”

‘02
quindi lu curvatura wmedia I ¢ costante e data dalla formolu

4m -+ 11
\2m(2m+ H) — Ko

H = —

Le considerazioni superiori stabiliscono legami notevoli fra le superficie
di curvatura media costante negli spazi di curvatura costante. Come nel caso
euclideo (§ 8) la conseguenza pilt importante si trac dal fatto che gli cle-
menti della superficie S* restano invariati se si tiene fissa la superficie X ¢
costante m e si fa variare =, entro la doppia infinitd di trasformate della ¥;
la superficie S si sposta allora rigidamente nello spazio.

Ne segue come al § 8 pel caso K, =0, che: nota una soluzione parti-
colare (A, u, w, ¢) delle equazioni di trasformazione (49), (49%) bastano qua-
drature per dedurne la soluzione generale.

Ricorrendo poi all’estensione dei-teoremi di Guicmarp agli spazi di cur-
vatura costante (*), ne deduciamo che il teorema finale del § 8 vale non sol-

tanto nello spazio euclideo ma in qualunque spazio di curvatura costante.

(*) Vedila mia Memoria: Sulla deformasione delle quadriche di rotuzione neyli spasi
di curvatura costante, Quosti Annali, tomo V, {Serie III, 1901).

Pisa, Gennaio 1900,
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I1 teorema d’Abel sulle superficie algebriche

(Di Fraxcesco Sverl, « Parma.)

N

]41 noto che il concetto d'integrale abeliano, che ha un ufficio cosl im-
portante nella teoria delle funzioni algebriche di una variabile, & stato tra-
sportato in due modi nel campo delle funzioni algebriche di due variabili:
da un lato, con Cresscn e NoTner, si sono considerati gl'integrali doppi di
prima specie, e con Picarp (molto pilt recentemente; gl'integrali doppi di se-
conda specie; da un altro lato, si sono considerati, collo stesso sig. Prcarp,
gl'integrali di differenziali totali o integrali semplici (delle tre specie), che
ormai, giustamente, a ricordo delle belle ricerche dell’eminente geometra fran-
cese, si chiamano integrali di Prearp.

Ma mentre pochi sono per ora i legami tra gl'integrali doppi e la geo-
metria sulla supeificie algebrica, immagine della funzione (**), numerosi si
sono fatti, specialmente in questi ultimi mesi, 1 legami tra le proprieta tra-
seendenti degl'integrali di Prcarp, e le proprieta geometriche dei sistemi li-
peari di curve, tracciati sopra la superficie.

Questi risultati, di eui discorrerd diffusamente pilt tardi, hanno posto in
luce che, prendendo come analoghi degl’integrali abeliani, gl'integrali di Picarp,
il genere dell’ente algebrico oct viene ad avere per analogo I'irregolaritd
Pg — pa (ciot la differenza tra il genere geometrico ed i1 genere aritmetico)
dell’ ente oo Cosiccht, da questo punto di vista, le superficie regolari

(*) Un riassunto dei principali risultati di yuesta Memoria, é gia apparso nei Comptes
reaudus, sotto lo stesso titolo: Le théoréme d' Abel sur les surfaces alyébiriques (3 avril 1905).

(* I noto che il numero degli integrali doppi di 1.2 specie, tra loro indipéndenti,
uguaglia il genere geometrico della superficie. Soltanto da poco il sig, Picarp ha trovato
un legame tra il numero degl’ integrali doppi distinti di 2.* specie e i caratteri geometrici
della superficie: questo numero si esprime mediante Uinvariante di ZrUuTHEN-SEGRE, Iir-
regolarita py — pq della superficie, ¢ il numero dei sistemi continui che costituiscono la base,
Questo risultato dovra condurre ad altre importanti proprieta delle superficie algebriche!
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(py = pa) vengono ad essere analoghe alle curve razionali; e come queste.
ultime son caratterizzate dal fatto di non contenere sistemi continui com-
pleti, non lineari, di gruppi di punti; cosl le prime son caratierizzate dalla
mancanza di sistemi continui completi, non lineari, di curve algebriche.

Si presenta allora naturale I'estensione del teorema d’AsEr, che esprime
la pilt importante proprietd degl’integrali abeliani.

Sopra una curva di genere p >0, il teorema d’Aser da la condizione
necessaria e sufficiente, affinche un sistema continuo di gruppi di punti ap-
partenga ad una serie lineare (cioé sia costituito da gruppi di livello costante
di una data funzione razionale dell’ente). Dunque, dal punto di vista da cui
ci poniamo, la questione analoga sulle superficie pud presentarsi cosi: « As-
« segnare una condizione necessaria e sufficiente affinché un sistema continuo
« di curve algebriche, sopra una superficie d’irregolarita p, — p, > 0, sia con-
« tenuto totalmente in un sistema lineare (*). »

Orbene, in questo Javoro io dimostro che la condizione richiesta é che
rimangano coslanti, per una variazione continua di due curve del sistema, le
somme degl'integrali di Picarp della 1.% specie, apparienenti alla superficie,
nei punti comuni alle due curve variabili. ‘

E questa proposizione ch’io chiamo ¢/ primo teorema d’Aner sulle su-
perficie (**).

Successivamente trasformo il teorema, rendendolo pill espressivo e pil
utile nelle applicazioni.

Nel n.° 8 di questo lavoro deduco, dal 1.° teorema d’AsEr, che una su-
perficie algebrica di generi, geometrico e aritmetico, pg, Pa, PoSsiede Py — Pq
infegrali semplici di 1.% specie, e 2 (p, — pa) integrali di 2.% specie.

Questo teorema, che trovasi enunciato con un’esposizione sommaria della
dimostrazione (diversa da quella che si legge al n.° 8 della presente Me-
moria), in una Nota del sig. Castenyvovo (Comples rendus, 23 janvier 1905),

#) Veramente il teorema ’ABEL da di pit la condizione perché due gruppi di un ugual
numero di punti (cioé appartencnti ad un medesimo sistema continuo), sieno tra loro equi-
valenti. Sicehé, sulle superficie, converrebhe proporsi di ricercare la condizione affinche¢ sieno
equivalenti due curve di un medesimo sistema continuo; ma di questa maggiore deter-
minazione della questione, mi occupero in un altro lavoro.

(¥**) Non mancano estensioni del teorema d’ABEL in altre direzioni; cosi in HuMperT
(Sur le théoréme d’Abel et quelques unes de ses applications a la Géométrie, Journal de
Math. 1889), trovasi un’estensione del teorema agl’integrali doppi, ed anche agl’integrali
di differenziali totali (ma in una direzione diversa dalla nostra).
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& il risultato complessivo di varie ricerche, che si sono succedute rapidamente
in questi ultimi tempi.

In una Nota inserita nel settembre del 1904 tra i Rendiconti dei Lincei, io
ho dimostrato che « ogni superficie la quale possegga integrali (trascendenti)
« della 2.* specie (in particolare di 1.%), cioé che abbia I'ordine di connes-
« sione lineare p,>1, & irregolare (p, > pa) » (*).

Questo teorema la stabilito un primo legame qualitativo tra esistenza
d’'integrali di Picarp della 2.* specie e I'irregolarita della superficie.

Ma nella stessa Nota 10 ho dato la disuguaglianza

”—Qq =Pg-—Pay (1)

ove 7, ¢ denotano i numeri deglintegrali indipendenti della 2." e della
1." specie appartenenti alla superficie di generi py, pq.
Questa disuguaglianza, combinata coll'altra

7_>_2q, (2)

che si ottiene con facilita (**), e che del resto & stata da tempn rilevata
esplicitamente, p. es. dal sig. Prcarp (***), da gia:

Q=py—>Ppa (3), r=2(p;—pa (4).

Il sig. Exriques, dimostrando poco dopo (Rend. della R. Acc. di Bo-
logna, decembre 1904) I'importante teorema che « sopra una superficie ogni
« sistema algebrico completo di curve (algebriche), ha la serie caratteri-
« stica (**¥*¥*) completa », ne deduceva la caratterizzazione geometrica delle
superficie irregolari; stabiliva cioé che ogni tal superficie & caratterizzata dalla
presenza di sistemi continui non lineari.

Da cid, in base al teorema che « sopra una superficie priva d’integrali
« finiti di Prcarp, ogni sistema algebrico completo & lineare », tcorema dimo-

(*) Un lavoro pil ampio attorno a questo teorema, ha gia preso da varl mesi il suo
turno di stampa pei Mathematische Annalen. — Il caso di una superficie dotata di p in-
tegrali semplici a 2 p periodi, era stato trattato dal sig. ENrIQUEs (Annales de Toulouse, 1901).
— Vedi pure la mia Nota, Osservazioni sui sistemi continui,.. (Atti della R. Ace. di To-
rino, 1901).

(**) Vedi ad es. il n.° 3 della mia Nota, Sulla differenza tra i numeri degl'integrali
di Prcarp... (Atti della R. Acc. di Torino, 22 gennaio 190%).
(***¥) Journal de Math., 1885, pag. 335.
(*#¥*) Per la definizione di serie caratteristica vedi il n.° 5 della presente Memoria.

Annali di Matematica, Serie III, tomo XIL 8
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strato dal sig. Humserr in una bella Memoria del 1894 (Journal de Math.)
(nella quale trovansi considerazioni che ricorrono frequentemente in lavori pit
recenti), il sig. Exriques poteva dedurre-l'inversione del tcorema da me dato
in settembre. Restava cosi stabilito che ogni superficie irregolare possiede.in-"
tegrali di Prcarp della 1.% e della 2.* specie, e quindi la disuguaglianza (1),
e le (3), (4), che ne derivano, venivano ad acquistare validitd per futfe le
superficie irregolari.

Nel gennaio decorso il sig. Prcarp ed io siamo giunti, per vie diverse,
all’uguaglianza

" —q=pg—7pa (%); (5)

ma per ottenere il risultato definitivo mancava una disuguaglianza in senso
contrario, la quale permettesse di trasformare in uguaglianze le (3), (4). Il
sig. Casreryvovo pote fare quest’ultimo passo importante, e tutt’altro che age-
vole, merceé l'introduzione e I'uso ingegnoso del gruppo permutabile di tra-
sformazioni birazionali, che mutano tra loro i sistemi lineari di un sistema
continuo completo, di curve algebriche (*¥*).

Nel n.° 8 di questa Memoria il lettore vedra come la disuguaglianza del
sig. CasterNvovo, possa stabilirsi pure coll’atuto del primo teorema d’ApEL.

Ho citato poc’anzi il sig. Picarp, a proposito della relazione (5): debbo
aggiungere che in una Nota inserita nello stesso numero dei Comptes rendus,
in cui trovasi un riassunto del presente lavoro (3 aprile 1905), egli, conti-
nuando nello stesso ordine di idee svolto nella Nota citata del 16 gennaio,
accenna ad un’altra via per arrivarc alle uguaglianze

q=7pg—7Pay *=2(pg— Pa).

Il metodo del sig. Picarp ha un indirizzo completamente diverso da
quello del sig. CasteLyvovo e dal mio: assunta come immagine proiettiva
dell’ente oo?, una superficie I' d’ordine m, le cui sezioni piane appartengano
ad un sistema lineare regolare, I'irregolarita della F' entra negli sviluppi del
sig. Picarp, mediante la deficienza della serie staccata sopra una sezione piana
generica, dalle superficie aggiunte d’ordine m — 3; dopo cid tutto procede

(*) Vedile Note dei sigg. Prcarp ed ENrIQUES inserite nei Comptes rendus del 16 gen-~
naio; nonché la mia Nota citata di Torino, Sulla differenza tra i numeri deglintegrali . ..

(*¥) |Il sig. CastELNUOVO ha sviluppato diffusamente la sua dimostrazione nella Nota,
Sugli inlegrali semplici appartenenti ad una superficie irregolare (Rendiconti dei Lincei,
maggio-giugno 1905)] (9 agosto 1903).
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coll’'uso sistematico dell’equazione differenziale lineare E, di cui il sig. Prcarp
profittd costantemente e in un modo cosi mirabile, nella sua teoria delle fun-
zioni algebriche di due variabili, fin da quando stabill il teorema fondamen-
tale che « il numero degli integrali distinti di 2.
« dei loro periodi. »

Sinora ho parlato del primo teorema d’Aser sulle superficie. Cid perche,
considerando il teorema d’Aser sulle curve di genere >0 come csprimente
una condizione affinche un’envoluzione di gruppi di punti, sia lineare, si pre-
scnta, sopra le superficie irregolari, la questione di « ricercare quand’e che
« una data involuzione di gruppi di punti, & regolare. »

Il secondo teorema d’ABeL, di cui tratto nella 2." parte di questo lavoro,
afferma appunto che la condizione necessaria e sufficiente perche un’involu-
zione di gruppi di punti, date sopra una superficie, siu regolare, ¢ che le
somme degl'integrali finiti di Picarp, appartenenti alla superficie, nei punti
di un gruppo dell'involuzione, rimangano costanti al variare continuo di
questo gruppo.

Si deduce, dal 2.° teorema d’Asern, che sopra una superficie, priva di
fasci irrazionuli, ogni involuzione di una serie continua é regolare.

Ma tuttavia la portata del 2.° teorcma d’AseL ¢ inferiore alla portata
del 1.°: basta a provarlo il fatto che, sopra una superficie irregolare, & ce-
cezionale 'esistenza di involuzioni irregolari; mentre vi esistono sempre si-
stemi completi non lineari, di curve algebriche.

specie, uguaglia il numecro

§ 1. I PRIMO TEOREMA D’ABEL E ALCUNE SUE APPLICAZIONI

1. Un lemma sopra le serie oot di gruppi di punti appartenenti ud
una curva algebrica. Per ragioni di chiarezza giova staccare dalla dimostra-
zione del 1.° teorema d’AseL alcune questioni accessorie, che, del resto, sono
gid interessanti di per sé. Di tali questioni intendiamo appunto occuparei in
questo numero e nel successivo.

Trorens I. Sopra una curva algebrica (irriducibile) T, si abbia una seric
algebrica oot (irriducibile) X di gruppi di v punti, tale che Uinsieme degli n
gruppt di I che passano per un punto x variabile su T (inclusovi il punto x
contato n wolte), si muova entro una serie lineare (d’ordine nv): allora tutts
¢ gruppt di X appartengono ad una medesima serie lineare (d’ordine v).
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Fissiamo infatti l'attenzione sopra un gruppo G = (7, 2;...2,) del si-
stema 2, ¢, detto » un integrale abeliano di 1." spccie, appartenente a I
formiamo la somma u (z,) + w (z,) -+ - - - + u (2,).

Se entro alla superficie di Riemaxy T, il punto z, di G descrive il ciclo
lincare o, partendo dalla posizione iniziale fissata e ritornandovi, tra gli »
aruppi di 2 che passano per @, si produrrd una certa permutazione, s che,
m generale, a circolazione avvenuta, i1 gruppo G si sard mutato in un altro
di tali gruppi. Ma & certo che se x, deserive n! volte il cielo ¢, dopo un
certo numero m di circolazioni ¢ (1 essendo un divisore di n!) s'incontra
la sostituzione identica, sicche anche la circolazione n!e non produrra al-
cuna permutazione tra 1 gruppi suddetti.

Ne deriva che, dopo tale circolazione, la somma u(x,) 4 - -4 w(x,)
sard aumentata di una combinazione lineare a coefficienti ‘nters dei periodi,
perche si & prodotta — al pit — una permutazione tra 1 punti @, a,...x,.
Se ora il ciclo ¢ si deforma con continuitd, assumendo una qualunque delle
forme ad esso equivalenti, 'incremento della somma w (x,) + - - - + u (x,) per
la circolazione n! o, dovra variare con continuitd; e poiche i coefficienti dei
periodi, che sono le sole quantitd variabili durante questa deformazione, deb-
bono mantenersi interi, si conclude che I'incremento stesso dovra rimanere
costante.

In tal modo ad ogni ciclo s, che abbia l'origine e il termine in un
punto x; del gruppo G, viene associato un incremento della somma
w(x,) -+ -+ u(r,), il quale pud bensi dipendere dalla posizione del punto x;
entro a , ma non muta se s sostituisce a ¢ un ciclo equivalente.

Si pud ora far variare con continuitd il gruppo G, a partire dalla po-
sizione iniziale fissata e ritornandovi, di guisa che il punto x,, p. es.,
vada mnel posto di uno qualunque dei punti rimanenti ,...x,. Conside-
rando sopra la superficie di Riemaxx I' una famiglia di cicli equivalenti o,
definiti in modo ben determinato, p. es. rispetto ai tagli normali, se ne
rileva che l'incremento della somma w () |-+ u(x,), associato ad un
ciclo ¢ che passi per x,, ¢ uguale all’incremento associato ad un ciclo o
che passi per x; (¢ =2,..., »), perché, nella variazione continua di G, quel-
incremento non pud variare, sempre a causa del suo particolar legame coi
periodi.

Dunque, allorquando un punto del gruppo (&, x5 ... ,) traversa n! volte,
col medesimo cammino, un determinato taglio normale, ritornando alla posi-
zione di partenza, la svmma u (r)) - -+ 4 w«(x,) subisce un incremento in-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



sulle superficie algebriche. 61

dipendente dalla posizione iniziale del gruppo e dalla scelta entro al gruppo
stesso, del punto che si fa circolare.

Vediamo ora a quale conclusione pilt precisa conduca l'ipotesi che I'in-
sieme dei gruppi di X uscenti dal punto variabile su I, si muova entro una
serie lineare d'ordine nv.

Rappresentando 1 gruppi di ¥ coi punti di un’altra curva algebrica C,
verremo ad avere tra I' e C una corrispondenza (v, n). Quando i1 punto y
che rappresenta il gruppo (2, z,...x,), descrive v! volte un ciclo r, i punti z
uon si permutano tra loro, cosi che il punto x,, ad es., descrive un ciclo g,
ritornando alla posizione di partenza. Se, dunque, « & !'incremento di
u () - -+ - 4w @) quando z, descrive il ciclo n! o, per la stessa circola-
sione n! g la somma U dei valori di » nei punti di tutti i gruppi di 3, che
escono da x,, aumenterd di na.

Non pud quindi essere a='=0, perché altrimenti la somma U non re-
sterebbe costante per la circolazione n!o: contrariamente al tcorema di
ABsrr.

Si conclude pertanto che la somma u(x,) - .-+ 4 u (x,) & funzione uni-
forme, dovunque finita, del punto y; e quindi che, al variare continuo di ¥,
essa rimane costante. In forza della sufficienza della condizione data dal teo-
rema d'ABer, cid significa che il gruppo (x,....r, varia in una serie li-
neare, c¢. d. d.

2. Lemma sulle corrispondenze a valenza zero tra una curva ed una
superficie. Tra i punti di una curva algebrica I' ed i punti di una superficie
algebrica F, s’'immagini una corrispondenza algebrica, che associ ad ogni
punto £ di I, tutti i punti di una curva algebrica C di I, in guisa che, al
variare del punto £, la C descriva un sistema algebrico oot (irriducibile) S,
di grado » e indice v.

Ogni curva C proverrd da k(= 1) punti di I'; cosi che, al variare di C
entro ad S, questi & punti deseriveranno su I' un’involuzione di grado I, ¢
le v curve di S uscenti da un punto di I, saranno rappresentatc su I' da un
gruppo di n':=kv punti. Il sistema X di questi oo® gruppi di »° punti, sard
birazionalmente identico ad F' o ad un’involuzione ivi esistente, secondo che
le v curve di § passanti pel punto generico 2 di I7, non passano o passano
di conseguenza per altri punti della superficie, variabili con x. Se il sistema S
& composto con un’involuzione di grado I (= 1), per due punti generici di T’

n PR R . R I: N '
passeranno v’=—l— gruppi di X; cioé il sistema I avra l'indice v
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Come naturale estensione dclle corrispondenze a valenza zero tra due
curve (*), possiamo definire le corrispondenze a valenza zero tra una curva
ed una superficie.

Data una corrispondenza, che faccia passare dai punti di T' ai punti
di F, diremo che essa & a valenza zero, quando le curve C omologhe dei
punti di T, appartengono ad un medesimo sistema lineare; e diremo che @
a valenza zero la corrispondenza (inversa della precedente), che fa passare
dai punti di I' a quelli di T, allorquando appartengono ad una medesima
serie lineare, i gruppi di X, omologhi dei punti di F.

Premesse queste definizioni, passiamo a dimostrare il

Trorema II. Tra una curva T ed una superficie ¥ una corrispondenza
cle sia a valenza zero in un senso, lo & pure nel senso opposto.

Supposto infatti che le C, di cui sopra, appartengano ad un medesimo
sistema lineare | C'|, prendiamo come immagine di F' una superficie I' (sem-
plice o multipla), le cui sezioni iperpiane sieno immagini del sistema | C|;
e diciamo S’ il sistema degli oo! iperpiani corrispondenti proiettivamente
alle C del sistema S.

Per un punto di F passano v iperpiani di S : e poicheé la F' non fa
parte dell’inviluppo del sistema S (ché altrimenti ogni iperpiano di S’ toe-
cherebbe la F'" in infiniti punti), si conclude che per ogni punto dello spazio
passano v iperpiani di S (**), cioé che gli oo® gruppi di » iperpiani uscenti
dai punti di F'', appartengono alla serie lineare, d’ordine », staccata entro
all’ente S’ dai punti dello spazio. K siccome il sistema S & birazionalmente
identico alla curva T' (o ad un’involuzione ivi esistente, se &£ >>1), 1 gruppi
del sistema ¥ dovranno appartenere ad una medesima serie lineare.

Suppongasi, viceversa, che i gruppi di 2 appartengano ad una medesima
serie lineare ¢,, e si prenda come immagine della curva I, una curva I'
(semplice o multipla), le cui sezioni iperpiane sieno immagini dei gruppi
di g, . Ai gruppi di 2 verranno a corrispondere proicttivamente oo® iperpiani
costituenti un sistema ', tale che per due punti generici di T'' passeranno v
iperpiani del sistema.

(*) Vediad es. la mia Memoria, Sulle corvispondensze tra i pundi di una curca algebricu
e sopra certe classi di suprficic (Memovie della R. Ace. di Torino, (2) t. 53, 1903); n.° 14,

(*¥) Questa considerazione che torna utile spesso (sotto forme piit o meno ditlerenti),
¢ dovuta al sig. Sweru. Vedi la sua Lulroduzione alla geomelrin sopra un enle algebrico
semplicemente infinito (Annali di Matematica, 1891), n.* 23,
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Si vede, in primo luogo, che il sistema degli oot iperpiani di 3 uscenti
da un punto generico di I'’, & di classe »' (per la solita considerazione di
SrerE); e, in secondo luogo, che & di classe »' il sistema degli infiniti iper-
piani di £° che escono da un punto generico dello spazio. Onde, entro al-
I'ente 3, il sistema delle varieta oo! sfaccafe dai singoli punti di I'') appar-
tiene totalmente al sistema lineare di tutte le varietda oc!, di wugual classe,
staccate dai singoli punti dello spazio. Tenendo conto del fatto che 3 & bi-
razionalmente identico alla superficie /' (o ad un’involuzione ivi esistente,
se I >>1), si conclude che le curve C appartengono ad un medesimo sistema
lineare.

Osservaziose. Il concetto di valenza nulla e il relativo teorema II, si
estendono subito alle corrispondenze tra wna curva ed una varietts algebrica
di dimensione qualunque.

Da tale estensione discende p. e. il

Cororrario. Sopra una varietd algebrica a L dimensioni V, una varietd
razionale o' di My_, ¢ sempre contenuta totalmente in un sistema lineare (*).

Basta perecid rappresentare le Mz, coi punti di una curva razionale 1’}
osservare che sopra I' tutti 1 gruppi di un ugual numero di punti, apparten-
gono ad una medesima serie lineare; ed applicare il teorema II esteso.

3. Il primo teorema d’Alel sulle superficie. Passiamo ora a dimo-
strare quello che 1o ho chiamato il primo teorema d’Aser sulle superficie.
Eccone Venunciato :

Trorema III. Sieno I,1,...1, glintegrale semplici di 1.® specie (tra
loro indipendenti), che appartengono ad una superficie algebrica I'; e sieno
XXy .. 0 ¢ punti comuni a due curve algebriche, tracciate sulla superficie,
e variabili con continuild entro una medesima serie algebrica S: allora, la
condizione necessaria e sufficiente affinché questa serie sia contenuta totalmente
i un sistema lineare, é che le somine

In()+ -+ In(ea)y, (h=1,.., q),
restino costants.
La necessitd della condizione & un’ovvia conseguenza dell’ordinario teo-
rema d’Aert. Invero, se il dato sistema S appartiene totalmente ad un si-
stema lineare, gl'infiniti grappi segati sopra una curva C di S, dalle altre C

(*) Cfr. Exrwvues, Uilosservasione relativa alla rappresenlazione paramelrica delle
curve algebriche (Rendiconti di Palermo, 1896).
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del sistema, appartengono ad una medesima serie lineare; e quindi la somma
dei valori di un integrale abeliano di 1.* specie disteso sulla C, nei punti di
uno di questi gruppi, resta costante al variare continuo di tal gruppo. Cid
accade in particolare della somma dei valori di un integrale I, perchd que-
st’integrale da luogo sulla C fissata, ad un integrale abeliano (riducibile).

Passiamo a stabilire la sufficienza della condizione. )

Senza alcuna restrizione possiamo supporre che il sistema S sia oo! (e
irriducibile). Ne indicheremo con » I'indice; e, per evitare complicazioni di
forma, supporremo dapprima che il sistema S sia semplice, ciod che le v
curve C di S uscenti da un punto generico # di F, non passino in conse-
guenza per altri punti di F, variabili con z.

Rappresentati birazionalmente gli elementi (curve) di S coi punti di una
curva algebrica piana

su I' verremo ad avere al solito oc® gruppi di » punti (immagini dei gruppi
di curve C uscenti dai punti di I") costituenti un sistema 2, d’indice n. Tale
sistema sard birazionalmente identico ad I”; onde, detto u un integrale abe-
liano di 1.* specie, appartenente a 1'; la somma wu (§,) 4 - - - |- u (£,), relativa
al v punti & ...%, che corrispondono al punto x di I, si trasformeri in un
integrale finito di Picarp, J, appartenente ad I’ (¥).

Sicche, se x assume successivamente le posizioni x,, %,,..., ¥y, in modo
che 1l gruppo (£,&,...£,) assuma successivamente le posizioni:

(E0 & BV, (EME e 80,00y, (B185...8)),

ove sarh ad es, &\ =&\ =.--==4], (=t ,=.. - =5 (¢, £, denotando
i punti immagini di due C che s’intersechino secondo il gruppo x,...x,), la
somma

Slue+u@+ ),

r=l1

risulterd uguale ad
J(xl)‘i_J(’rz)‘ll"{‘J(Tn),

e quindi (per P'ipotesi da cui partiamo) rimarrd costante, al variare continuo
dei punti &'y, &',

(*) Questa feconda considerazione é dovuta al sig. HuMBERT: Sur quelques points de
la théorie des courbes et des surfaces algébriques (Journal de Math.,, (4), t. X, 1894).
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In virtd dell’ordinario teorema d’Aser, se ne deduce che I'insieme dei
gruppi di = uscenti da due punti variabili su I', varia entro una serie li-
neare (d’ordine = v).

Applicando il teorema I, si trae. da cid che gli oot gruppi di X uscenti
da un punto fissato di T, appartengono ad una medesima serie lineare; e
poiché le serie lineari complete che si ottengono a partire da due punti di-
versi di T, contengono entrambe gli # gruppi di = che escono da questi punti,
esse dovranno coincidere: ciod futti ¢ gruppi di = apparterranno ad wuna
medesima serie lineare.

La corrispondenza tra F' e I' & percid a valenza zero, e quindi (teo-
rema II) le curve C apparterranno ad un medesimo sistema lineare.

Si & supposto fin qui che il sistema S sia semplice. Se, al contrario, S
& composto con un’involuzione di grado /, rappresentando i gruppi di questa
col punti di una nuova superficie ', avremo tra F, F'' una corrispondenza
({, 1), che fara passare dal sistema S ad un sistema semplice S’ di curve C'.

Dicasi J' un integrale finito di Picarp appartenente ad F’': mediante la
sostituzione razionale che lega le coordinate del punto z di Z', alle coordi-
nate del punto x di F, I'integrale J' () si muta in un integrale di 1.* specie
J (x), che appartiene ad F' ed assume lo stesso valore, J (), in tutti gli /
punti z corrispondenti ad . Sicehe l'ipotesi che sieno costanti le somme
In(z,) + - -+ + In (xa), si traduce in eid: che, dicendo

’ ' ’ Nn
Tty X |m=

i punti comuni a due curve C', ed J' un integrale qualunque di 1." specie
appartenente ad I'', la somma [ U, ove si & posto

U=J @)+ +J (&),

rimane costante, al variare continuo delle due C'.

Se ora si fanno variare con continuitd le due €, ritornando in fine alle
posizioni iniziali, e s'indica con @ 1'incremento di U dopo questa circola-
zione, sard la l'incremento corrispondente di /U; e poiche¢ le 0, donid
essere @ —0: cioé la somma U sard funzione wuniforme, ovunque finita, del
gruppo (' 'z ... T'm).

Si conclude pertanto che U=rcost., e quindi, pel ragionamento prece-
dente, che le curve C' appartengono ad un medesimo sistema lincare C |.

Ne deriva che le C appartengono al sistema lineare trasformato di | C |

Annali di Matematica, Serie III, tomo XII. 9
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Osservaziose. In particolare, quando la I’ sia priva di integrali finiti di
Prcarp, la condizione richiesta dal teorema IIL & senz'altro soddisfatta, e si
ha il teorema di Huuserr (*,:

Sopra una superficie priva di inlegrali finiti di Picaro, ogni sisfena
algebrico (irriducibile) di curve algebriche, é contenulo totalmente in un si-
stema lineare.

4. Un legame trascendente fra tre curve di un medesimo sistema con-
tinuo. Al teorema d’Asrn ora dimostrato, si posson dare altre forme, che lo
rendono pilt espressivo e pill utile. Una di queste forme si ottiene mediante
Papplicazione del seguente

Troreva IV. Sieno C, C,, C,, tre curve algebriche di un medesimo si-
stema continuo S, appartenente ad una superficie F. Allora, se le C,, C,
restano fisse e la C varia con continuita eniro al sistema, la differenza tra
le somme dei valori di un integrale di 1.% specie nei punti det gruppi (C C,),
(C C,) (**), si mantiene costante.

Supposto, com’ lecito, che il sistema S sia oco' (irriducibile), di grado »
e indice », ricorriamo alla solita rappresentazione delle curve di S coi punti
della curva piana I'. Detti (x, ... ) i punti del gruppo (C C,), (¥ %s . .. 2,)
1 punti del gruppo (C C,), ed I un integrale qualunque di 1.* specie, appar-
tenente ad F, formiamo espressione

I(x)) + I(z,) —{—---%—I(:rn)—l(xi)—I(Zv?)——---—1(;,1).

Al variare della sola curva C, questa differenza risulta evidentemente
uguale al valore di un certo integrale abeliano (di 1.* specie) della curva I,
nel punto £ che corrisponde a C; onde avremo:

Ta)+T(w) 4+ -+ T(rp)—I(x)— - - —I(ay)= "
= G) A+ o (B) 40, ‘

ove 1y, Us,..., Ux sono i = integrali normali di 1.* specie appartenenti a T,
e le 2 son costanti. '

Facendo circolare & in modo che traversi il taglio che corrisponde al pe-
riodo 1 di u,, il primo membro aumenta di una combinazione lineare a coef-
ficienti interi dei periodi di I; mentre il 2. membro aumenta di 2,. Sicche 7,

(1)

#) Loc. citato.

#) Con (C C)) si vappresenta il gruppo dei punti comuni alle curve C, C.

(
(*
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risulta uguale ad una combinazione lineare a coefficienti interi dei periodi di T;
e analoghe espressioni si hanno per 2,... 2.
Se ora facciamo variare con continuitd una delle C,, C,, o entrambe,
le 1 variano con continuitd; e siccome nelle espressioni delle 7., 75,..., iz
le sole quantitd che a pnon risultino dipendenti dalla posizione delle C,, C,,
sono 1 coefficienti interi delle combinazioni lineari, si conclude che le 7,
day..., 'z si mantengono costanti (mentre % pud effettivamente variare).

Sieche I'integrale
(O =hw(§) + -+ atin (2)

risulta indipendente dalla posizione delle C,, C, entro al sistema S.
Facendo tendere con continuitd la curva C, alla C,, e tenendo fissa la
C, il gruppo (r,....x,) tenderd ad (z,x,... x,); sicche, per un’opportuna
scelta del cammino che porta C, in C,, il 1.° membro della relazione (1) ten-
derd a zero, mentre nel 2.° membro variera soltanto 2, tendendo ad un certo
limite 2.
Al limite avremo dunque:

Ly Uy (5) + -l g (‘E) + 2o =0.

E poiche tale relazione vale per qualunque posizione della curva C entro
ad S, ciot per qualunque posizione del punto £ sulla T, e d’altra parte gli
integrali #, u,...uz sono linearmente indipendenti, si conclude che le 2 son
tutte nulle. La (1) riducesi percid alla

I+ 4 Taw) —I@) — - = T{wa) =1,

la quale dimostra il teorema.

5. Una seconda forma del teorema d’Abel. Avendosi sopra una su-
perficie F' un sistema continuo di curve C, per serie caratteristica di una
curva generica del sistema, s'intende la serie lineare di gruppi di punti se-
gati sulla curva fissata, dalle C che sono infinitamente prossime ad essa *).

Chiameremo, per brevitd, somme caratteristiche relative ad una C del
sistema §; le somme dei valori assunti dagli integrali di 1.* specie 7, 1,... I,
appartenenti ad F, nei punti di un gruppo caratteristico di C. Tali somme
risultano definite a meno di maultipli dei periodi.

(¥) Vedi la mia Nota, Osservazioni sui sistemi continui di curve appartenenti ad una
superficie algebrica (Atti della R, Ace. di Torino, 1001).

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



68 Severt: Il teorema d’ Abel

Orbene, mediante la proposizione del numero precedente, il teorema di
ABen (n.° §) si trasforma nel modo seguente :

Teorema V. La condizione necessaria e sufficiente affinché le curve di un
sistema continuo tracciato sopra una superficie algebrica, sieno tra loro equi-
valenti (cioé appartengano ad un medesimo sistema lincure), € che sieno uguali,
a meno di multipli dei periodi, le corrispondenti somme caratteristiche di due
curve qualunque del sistema.

La necessita della condizione essendo evidente, occupiamoci di stabilirne
la sufficienza.

Se C,, C, son due curve del sistema, ¢ G,, G, due loro gruppi carat-
teristici, segando le C,, C,, una volta con una curva infinitamente prossima
a C,, e un’altra volta con una curva infinitamente prossima a C,, avremo
(teor. IV):

G, —3(C Co=Fk x(C C)—2G=Fk (modd. periodi),

ove X Gy, s(C, C,),... indicano le somme dei valori assunti da un inte-
grale I di 1.* specie, nei punti dei gruppi G,, (C, (,),... Sommando membro
a membro, e ricordando l'ipotesi * G, =2 (,, si ottiene 2 k=0.

Ora, quando C, tende con continuith a ', la k, essendo esprimibile me-
diante una combinazione lineare a coefficienti interi det semiperiodi di I, non
pud variare; e poicheé quando (', coincide con C, si ha k=0, dovra risultare:

Y@ =3(0,C)=xG,.

Dunque al variare continuo delle curve (', C,, rimane costante la x ((; (}).

Cid prova che il sistema S appartiene totalmente ad un sistema lineare (teor. III).

6. Un criterio di equivalenza per due curve tracciate sopra una Ssu-
perficie. Prima di passare ad esporre una terza forma sotto cui pud presen-
tarsi il primo teorema d'ABeL, dimostreremo upa proposizione che pud rie-
scire utile anche in altre circostanze.

Ecco di cosa si tratta:

Trorems VI. Se due curve C,, C, tracciate sopra una superficie F, se-
gano gruppi equivalenti sopra le curve A di un fascio irriducibile (razio-
nale o irrazionale), esse sono equivalenti o differiscono per curve del fascio.

Invero i gruppi equivalenti (4 C,), (. C,) individuano sopra la curva A4
una serie lineare g¢), che li congiunge. Al variare della A otteniamo una
semplice infinitd di queste ¢}, . I loro gruppi si possono percid rappresentare

ol punti di una nuova superﬁcie ¢, la quale verra a contenere un fascio 2’
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di curve razionali A’, immagini delle singole g, . I gruppi segnati sulle
C,, C, dalle curve A de] fascio dato X, verranno rappresentate dai punti di
due curve C',, C',, unisecanti le A'.

Si pud ora costruire in infiniti modi (p. e. aggiungendo ad una delle
unisecanti note, un gruppo conveniente di curve A’) una terza unisecante D,
che non contenga come parte neé C'y né (.

Mediante la corrispondenza (1, m) che si ha tra ® ed F, alla D’ cor-
risponde su I” una curva D, secante ciascuna A (fuori degli eventuali punti
base) in un gruppo della relativa g¢,, ; siccheé mediante le terne di gruppi
segati dalle tre curve (',, (y, D sopra due qualunque A4, resta individuata
una proiettivitd tra le relative g¢),.

Fissato un gruppo di una g¢;,, gl'infiniti gruppi delle altre, omologhi al
gruppo fissato nelle suddette proiettivitd, riempiono una curva L, che, al va-
riare del gruppo entro la propria g}, , deserive un fascio lineare | L |, le cui
curve segnano sulle A (fuori dei punti base) i gruppi delle g¢i, . Al fa-
scio | L | appartengono come curve parziali o totali le "y, (,, D; ed & chiaro
che la differenza tra | L | ed una di queste curve non pud che equivalere ad
un insieme di curve A.

Si conclude che le (;, C, sono equivalenti o differiscono per curve del fascio.

Osservazioxe. Se il fuscio dato ¢ lineare e le curve C,, C, son dello
stesso ordine, la seconda alternativa dell’enunciato é evidentemente impossibile.

1. La terza forma del teorema d’Abel. Premesso il teor. VI, consi-
deriamo ancora su F' un sistema algebrico oco' S (non composto con un’in-
voluzione) di curve C, e (come al n.° 3) rappresentiamo le C coi punti di
una curva piana I', conservando le stesse notazioni del n.° 3.

I gruppi di v curve C uscenti dal punto x variabile sopra una curva ir-
riducibile 4 della F', son rappresentati su I' da una oo! irriducibile, 7, di
gruppi (51 & ... &)-

Diciamo (z, ;. ..Zx) il gruppo dei punti segati sulla 4 dalla curva C va-
riabile entro ad S.

Poiché la somma dei valori di un integrale abeliano di 1.* specie u
della ', nei punti del grappo (%,...&,), corrispondente al punto » di 4, &
uguale (come abbiamo osservato al n.® 3) al valore assunto in a da un certo
integrale J, di 1.* specie, appartenente ad I'; se si ammette che la somma
dei valori assunti da un integrale finito della I nei punti @i, 2, ,..., ®m, st
mantenga costante al variare continuo del gruppo (C A) (ciog al variare con-
tinuo della C), riprendendo il ragionamento del n.° 3, si perviene alla con-
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clusione che la somma dei valori assunti da « nei punti dei gruppi di T, che
passano per un punto di I', resta costante al variare continuo di questo punto.

Cid significa (in virti dell’ordinario teorema d’ABer), che l'insieme dei
gruppi di T uscenti da un punto £ variabile su T’ (compresovi il punto £
contato m volte), varia entro una serie lineare (d’ordine mv).

Applicando 1l teor. I si conclude che 1 gruppi di T appartengono ad
una medesima serie lineare, ciod che la corrispondenza (m, v) tra i punti
di A ed i punti di T, & a valenza zero in un senso, e quindi (teor. II) anche
nell’altro. Dunque i gruppi segnati su 4 dalle curve (', appartengono ad una
medesima serie lineare.

La stessa conclusione vale quando il sistema S sia composto con un’in-
voluzione di grado I. Rappresentando i gruppi dell’involuzione coi punti di
una nuova superficie F'; se la 4 non appartiene, neanche parzialmente, al-
involuzione, se cioé gli !—1 coniugati di un punto generico di A, sono
tutti esterni alla curva stessa, la curva A di F' corrispondente ad A, sara
segata precisamente in # punti dalle curve ¢’ immagini delle C; e la somma
dei valori di un integrale di 1.* specie J', relativo ad F”, nei punti di un
gruppo (C” 4"), risultando uguale alla somma dei valori dell’integrale trasfor-
mato J, nei punti del gruppo omologo (C A), restera costante al variare con-
tinno di C’. Poiche il sistema delle C’ & semplice, si conclude che i gruppi
(C" A'), e quindi i gruppi (C A4), appartengono ad una medesima serie lineare.

Se poi A appartiene all’ involuzione (parzialmente o totalmente), si appli-
cheranno a questo caso le considerazioni colle quali si chiude il n.° 3, e si
concludera ancora come sopra.

Supponendo ora che la curva A sia variabile entro un fascio lineare | 4|,
s vede in primo luogo, che i gruppi segati da due diverse A sopra una C
sono equivalenti, e quindi che un integrale qualunque di 1.* specie apparte-
nente ad F, da in quei gruppi le stesse somme (a meno di multipli dei
periodi).

Se dunque le somme cui danno luogo gl'integrali di 1.* specie della F'
in un gruppo (C A), rimangono costanti al variare continuo della C, quando
la A ha una posizione fissata entro al fascio, lo stesso accadra per ogni altra
posizione della 4; e quindi le C segheranno gruppi equivalenti sulle curve
di | 4|: donde segue (numero precedente, Oss.) che il sistema S & contenuto
totalmente in un sistema lineare.

Viceversa, partendo da quest’ultima ipotesi, si vede subito che le somme
degl’integrali di 1.* specie nei punti di un gruppo (C 4), rimangono costanti
al variare continuo delle curve C, 4. Arriviamo cosl al
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Teorema VII. La condizione necessaria e sufficiente affinché un sistema
continuo di curve algebriche C, upparienente ad una superficie I, sia conte-
nulo totalmente entro un sistema lineare, é che la somma dei valori di ogni
integrale semplice di 1.2 specie della F', nei punti comuni ad una Ce adnna
curva irriducibile A, fissata entro ad un fascio lineare, resti costante al va-
riare continuo della C.

8. Determinazione del numero degli integrali di Picard della 1.4 (e
della 2.%) specie appartenenti ad una superficie algebrica. Come applicazione
notevolissima del primo teorema d’ABEL, possiamo determinare 1 numeri degli
integrali di Picarp delle prime due specie, che appartengono ad una super-
ficie I, di generi py, pa.

A tal uopo prendiamo su F' un sistema algebrico completo €], di dimen-
sione py — pa, la cui curva generica sia isolata. In base al teorema di Ex-
riQues, che afferma la completezza della serie caratteristica di un sistema al-
gebrico completo (*), possiamo ottenere un sistema soddisfacente alle condi-
zioni richieste, imponendo d punti base generici ad un sistema algebrico re-
golare oco?+ps—P« cioé ad un sistema la cui curva generica individui un sistema
lineare regolare oof,

Fissiamo su F' un fascio lineare irriducibile | 4 | e consideriamo le somme
€1y Coyen.y Cq (definite a meno di multipli dei periodi), eui danno luogo gl’in-
tegrali di 1.* speeie I, I;,..., Iy appartenenti ad ¥, nel gruppo (C 4), co-
mune ad una A fissata e ad una C variabile entro al dato sistema.

Vogliamo provare anzitutto che non possono esservi infinite C che dieno
le stesse somme di una C, generica. Consideriamo percid entro a | C!, un si-
stema algebrico (irriducibile) oo!; S, che contenga C;; e rappresentiamo al
solito le curve di S coi punti di una curva piana I'; cosi che il gruppo delle v
curve di S che escono dal punto x variabile su 4, venga rappresentato da un
gruppo di » punti (§,&,...4,) di I', variabile entro un sistema oo! 7T

Tenendo sempre conto del fatto che la somma dei valori assunti da un
integrale qualunque di 1.* specie della T, nei punti del gruppo (§,¢,...%,), &
uguale al valore assunto nel punto x, da un integrale di 1." specie della su-
perficie F, si vede che, se le curve C,, C, del sistema S, danno luogo agli

(*) Exriques, Sulla proprietd caratteristica delle superficie algebriche irregolari (Rend.
della R. Acc. di Bologna, decembre 1904). — Per un’altra dimostrazione del teorema di
Enriques, ved. la mia Nota, Inforno alla costruzione dei sistemi completi non lneari...
(Rendiconti di Palermo, 1905.)
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stessi valori per le somme ¢, ¢,...¢q, V'insieme G, dei gruppi di T' che escono
dal punto & di ' omologo di C,, dovrd essere equivalente all'insieme G, dei
gruppi di 7' che escono dal punto &', omologo di €.

Ora: o tutti i gruppi G (eciascuno dei quali & costituito dall’insieme dei
gruppi di 7" uscenti da un punto di I') sono equivalenti tra loro; oppure vi
¢ soltanto un numero finito di gruppi G equivalenti a (,. Nel 1.° caso tutti
i gruppi di T sono equivalenti (teor. I), e quindi lo sono pure tutti i ‘gruppi
segati su A dalle curve di S (teor. II), cioe S & contenuto totalmente entro
un sistema lineare (teor. VII). Ma cid deve escludersi, per lipotesi che la
curva generica C, sia isolata.

Resta dunque possibile soltanto il 2.° caso: e quindi entro ad S non
potra aversi che un numero finito di curve C, che dieno per le somme ¢,
., ¢q valori rispettivamente uguali a quelli dati da C,.

Ne deriva che la varietd ¥ di tutte le curve di | C'! che danno le stesse
somme di G, ha comune un numero finito di curve con ogni sistema alge-
brico o' contenente C,: dunque V & algebrica.

Ogni parte infinita della ¥, pel teor. VII, dovrebbe esser costituita da
curve tra loro equivalenti. Ma ¢id & inconciliabile coll’ipotesi che la curva
generica di | C! sia isolata. Sicché la V" non potra contenere infiniti elementi.

Si conclude pertanto che, al variare della C entro al sistema }C), le
SOMME Cyy Cqy.rny Cq ASSUMORO OCPe-P+ gruppe distinti di valori. Cid porta di
necessita la disuguaglianza

Caye.

9=py—Pa. (1)

a

Indicando con 7 il numero degli integrali distinti di 2.
tenenti ad ¥, avremo :

specie appar-

r—q=pg—pa(*, (2)

e inoltre :

r=2, (3)

come si vede osservando che i 2 ¢ integrali di 2. specie aventi per periodi
le parti reali e le parti immaginarie dei periodi di I,, I,,..., I, sono tra
loro distinti (**). Le disuguaglianze (1), (2, (3) non possono coesistere, se

(*) Cfr, la mia Nota citata, Sulle superficie algebriche che posseggono integrali di Pr-
CARD ..., n.° 3 (Rendiconti dei Lincei, 1901),

(**) Vedi ad es. la mia Nota, Sulla differenza tra i nwmeri degli inteyrali di Pi-
CARD,.., n.° 3.
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non essendo
§ =1Dpg—DPa) ¥ =2(Py— Pa)

Si perviene cosl al

TeoreMa VI Una superficie algebrica di generi py, pq possiede pg— pa
integrali di Picarp della 1.4 specie, e 2 (pp— pa) integrali di Picarp della
2.2 specie (*).

9. Alcuni corollari geometrici dei teoremi precedenti.

a) Una conseguenza immediata del teor. VII, che per quanto con-
tenga assai meno di questo teorema, giova tuttavia rilevare per la sua forma
geometrica, & la seguente:

Se sopra una superficie F' le curve di un sistema continuo S segano grupps
equivalenti sopra vNa curva irriducibile, la quale individui un sistema lineare
almeno oo, il sistema S sard contenulo totalmente in un sistema lineare.

Questa proposizione ha una certa analogia col teor. VI; ma mentre nel
caso attuale, trattandosi di curve C di un sistema coutinuo, basta soltanto
verificare I'equivalenza dei gruppi segati dalle C sopra wna curva irriducibile
di un sistema lineare infinito; nel caso trattato al n.” 6 occorreva verificare
Vequivalenza dei gruppi segati dalle due date curve C,, C,, sulle curve di
tutto un fascio.

b) 1l teor. II pud pure enunciarsi sotto la forma seguente :

La condizione necessaria e sufficiente affinché un sistema algebrico oo!, S,
di curve C tracciate sopra una superficie F, sia contenuto totalmente in un
sistemn lineare, & che entro all’ente S, appartengano ad wuna medesima serie
lineare ¢ gruppt di curve C uscenti dai punti di F.

¢) Dato sulla superficie ' un sistema algebrico ov!) 8 di curve ¢, di-
cansi C,, Cy,..., C, le v curve di ~ uscenti dal punto x# di F, e suppongasi
che, variande a, la curva composta C, 4 C, 4 --- 4 C, varii entro un si-
stema lineare.

Presa su F' una curva irriducibile 4, si consideri il sistema oct, U, di
gruppi di punti, segato su 4 dalle C. Quando z si muove sulla 4, I’insieme
dei v gruppi di U che passano pel punto z, si muove nella serie lineare se-
gata su 4 dal sistema |C, 4+ C, 4 --- 4 C,|; onde (teor. I) i gruppi di U
apparterranno ad una medesima serie lineare.

{(¥) Per le citazioni relative a questo teorema, veggasi lintroduzione al presente
lavoro.
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T4 Severi: Il teorema d'Abel

Sapponendo che A4 sia una curva di un sistema lineare infinito, mediante
I'applicazione del Corollario a), si giunge al teorema :

Se sopra una superficie I' si ha un sistema algebrico oo, S, di curve C,
tale che la curva composta dalle v C che escono da un punto variabile su F,
st muova entro un Ssistema lineare, allora il sistema S stesso é contenuto
totalmente in un sistema lineare (*).

§ 2. It secoNnpo TEOREMA D’ ABEL
E LA SUA APPLICAZIONE ALLE SERIE CONTINUE DI INVOLUZIONI.

1. Involuziont sopra una superficie algebrica. — Il secondo teorema
d’ Abel sulla superficie. Sopra una superficie algebrica I, una serie algebrica oc?r
di gruppi di n punti, tale che » punti generici di I’ appartengano ad un sol
gruppo, si dira un’involuzione di grado n e specie 2. Una tale involuzione
si riguarderd come regolare, quando la varietd V,,. i cui punti rappresentano
i gruppi dell’involuzione, & regolare, cioé priva di integrali finiti di differen-
ziali totali.

Un particolare interesse offre lo studio delle involuzioni doppiamente infinite,
le quali si chiamano semplicemente ¢nwvoluzioni, sottintendendo « di specie 2 ».
Una tale involuzione si rappresenta coi punti di una superficie, ed & noto (**)
che la regolaritd della superficie immagine si pud pure esprimere geometri-
camente coll’'uguaglianza dei generi, aritmetico e geometrico, od anche col
fatto che la superficie & priva di sistemi completi di curve, non lineari.

In opposizione alle involuzioni regolari delle varie specie, si parlerd di
wmwoluziont irregolari.

Cid premesso, il secondo teorema d’Abel si enuncia come appresso:

Teorema 1X. Se I, 1,...1, son gl integrali semplici di 1.2 specie, tra
loro indipendenti, che appartengono ad una superficie I, la condizione ne-
cessariu e sufficiente affinche un’ involuzione di grado n (e specie qualsiasi)
data sulla I', sia regolare, é che la somma dei valori assunti da ciascuno

(*) [Di questo teorema ha profittato il sig. CasTELNUOVO a pag. 656 della sua Nota
lincea citata] (9 agosto 1905).
(¥*) Cfr. coll’introduzione al presente lavoro,
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dei suddetli integrali, nei punti di un gruppo dell’ involuzione, resti costante
al variare continuo di questo gruppo.

La necessita della condizione si stabilisce in modo immediato. Infatti
rappresentando 1 gruppi dellinvoluzione coi punti della varietd V) le somme
suddette risultano integrali di differenziali totali della V7, e poiche, per ipo-
tesi, questa varieta & priva di tali integrali finiti (trascendenti), ne deriva che
le somme stesse riduconsi a costanti (¥*).

Supposto, viceversa, che si abbia:

)2

l%:l]k(xz):('k k=1, 2,..., q), (1)
ove le ¢x non mutano variando con continuitd il gruppo (x,,...2,) entro
alla data involuzione y, si rappresentino ancora i gruppi della y col punti di
una varieta V,, .

Le oor-Y involuzioni di 2.* specie, eciascuna delle quali si ottiene con-
siderando i gruppi della y dei quali fanno parte » — 1 punti fissati su F,
hanno per immagini su V le superficie ¢ di un sistema algebrico X, di di-
mensione 2 (» —1).

Un integrale di differenziale totale J, che resti finito in ogni punto di V,
considerato come funzione di un punto £ scorrente sopra una ¢, da luogo ivi
ad un integrale semplice di 1." specie; e poiché il punto & & funzione ra-
zionale del punto x variabile su F', mediante la corrispondenza (1, n —» + 1),
che passa tra © ed I’ I'integrale J si muta in un integrale I di 1.? specie,
che appartiene ad I e che assume il valore J (£) in ciaseuno degli n-— + 1
punti di F' corrispondenti a &.

Ma dall’ipotesi (1) segue che la somma dei valori di I in questi
n—r -+ 1 punti, si conserva costante al variare continuo del punto di &,
dunque Vintegrale (n —» -+ 1)J (£) si conserva costante al variare continuo
di ¢. Ne segue che dovrd esser nullo il valore di J lungo un ciclo lineare
qualsiasi di ®, e quindi integrale J di V' dovrd esser costante sopra ogni
superficie di =,

Da cid si trae facilmente che J & costante su tutta la V. Invero, se @,

(*) Pel caso di un’involuzione razionale, costituita dai gruppi comuni alle coppie di
curve di un sistema lineare, la necessita della condizione enunciata trovasi in PoINCARE
(Sur les intégrales de différentielles totales, Comptes rendus, déc. 1881). Vedi pure 1’altra
Nota, Sur une généralisation du théoréme d’Abel (Comptes rendus, janvier 1883).
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®, son due superficie di = passanti pei punti &,, & di V, e se inoltre £ & un
punto comune alle due superficie, sara:

JE)=J () =J (%)

Se le due superficie non s’incontrann, come accadrad per posizioni gene-
riche dei punti £,, &, diciamo («',2'...2-), (' 2"s...2",~,) 1 punti fissi
rigpettivi degli oc® gruppi di y rappresentati dalle ®,, ®,, e prendiamo a
considerare le superficie ¢, ¢’ ..., ¢7-2 immagini dei gruppi di y che pas-
sano rispettivamente pei punti fissi:

(B e o)y (8 1% 2350 @pry)yeeny, (B2 0. ey )

Le superficie ®,, ¢, » ,..., ®" % @, son evidentemente tali che ciascuna
incontra la successiva, onde troveremo ancora J (£,)=J (£,).

Si conclude pertanto che ogni integrale finito di differenziale totale, ap-
partenente a V, riducesi ad una costante; cioé che la ¥V & regolare, c. d. d.

Osservazione. In particolare si ha che ¢ regolare ogni involuzione esi-
stenfe sopra una superficie reqolare, 11 che del resto si stabilisce anche con
un noto ragionamento geometrico (*).

2. Sulle serie continue di involuzioni appartenenti ad wuna superficie
algebrica. Giovandosi del teorema stabilito nel numero precedente, si pud di-
mostrare la proposizione che segue:

Teorema X. Se sopra una superficie algebrica esiste un'infinita continua
di involuzioni irregolari (doppiamente infinite), esse risultano composte con
un medesino fascio irrazionale di curve.

Prima di esporre la dimostrazione, precisiamo che cosa deve intendersi
per involuzione composta con un fascio.

Avendosi sopra una superficie un’involuzione 2y, di grado n, ed un
fascio T di curve algebriche C, privo di parti fisse, si dird che la y & composta
col fascio, quando ogni curva C appartiene totalmente all’ involuzione; ciod
quando ogni C che passi per un punto » della superficie, passa in conseguenza
per tutto il gruppo di y, individuato da z.

Se le curve C sono irriducibili, & ben chiaro che la y si genera come
luogo di un’involuzione oo! staccata razionalmente sulla C variabile; se la C

(*) Cfr. CasteLNvOVO, Sulla rasionalita delle incoluzioni piane (Mathematische An-
nalen, Bd. 4, 1894); n.° 10.
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. .

generica & riducibile, dicendo D, D;... D; le sue parti irriducibili — neces-
sariamente variabili in un fascio di curve D — sopra le D, D,...D; la y

. . . . . n . . . .
subordinerd altrettante involuzioni oot di grado - riferite biunivocamente

tra loro: onde anche in tal caso risulta chiara la genesi della y.

Tornando ora alla nostra superficie F, contenente un’infinita continua di
involuzioni irregolari y, osserviamo anzitutto che, senza alcuna restrizione es-
senziale, si pud supporre che quest'infinith sia semplice e algebrica, in guisa
da poterne riferire gli elementi (involuzioni) ai punti di una curva algebrica
irriducibile .

Detti I,1,...1, i q integrali indipendenti di 1.* specie, appartenenti
ad F, si consideri la somma I (2,) 4 --- + Ip(2), (k=1,..., q), estesa ai
punti del gruppo (x,x,...x,) variabile entro ad una delle involuzioni y.
Questa somma risulta uguale al valore assunto nel punto x, da un certo in-
tegrale J, di 1.* specie, appartenente ad F'; e poiché, quando x, si porta
in x,, la somma non s'altera che di multipli dei periodi, si conclude che
J (x) assume lo stesso valore in ciascun punto del gruppo (x,2,...xy,).

Cid posto, si esprima J come combinazione lineare degl’integrali I, me-
diante la formola:

J=0T 4+ g I+

ove le 12,...2 son ¢ 4 1 costanti relative all’involuzione; e si osservi che,
al variare continuo dell’involuzione, le 7, },...%, (ma non gid 2) risultano
funzioni razionali del punto £ scorrente sulla ¢, perché il gruppo (2,2, ...x,)
dipende razionalmente da z, e da £, e quindi i coefficienti dei differenziali
delle variabili indipendenti nell'integrale J, risultano funzioni razionali di x,
e di &,

Ma per ['indipendenza lineare di I,...JIy, le %, ...2, non pusson mai
divenire infinite (*): dunque esse rimarranno costanti al variare dell’involu-
zione y. L'integrale '

K=»I-+.---+ quq,

(*) Se infatti nell’intorno del punto & di ¢, lo sviluppo in serie di Laurent della
funzione }; contenesse il termine (:—a—%?(sal), affinché restasse finita la somma
s T 50
M1y .-+ 2g I, dovrebbe risultare a, I, + ...+ ag Iy ==0; contro I'ipotesi che gl'in-
tegrali I, ... I, sieno indipendenti,
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risulta cosl indipendente dal’involuzione considerata, e, in virtu della rela-
zione che lo lega a J, assume Jo stesso valore nei punti di un gruppo ap-
partenente ad una y qualsiasi.

Fissiamo ora l'attenzione sugl’infiniti gruppi delle y che passano per un
punto generico z di F, e diciamo C, la curva (algebrica) luogo di tali gruppi.
Se, al variare di x, le curve C, che si ottengono, si segano a due a due in
un punto almeno, poiche I"integrale K & evidentemente costante sopra ogni Cy,
avremo, su tutta la F, K==cost. Onde I’ integrale J, relativo ad una y fis-
sata, si ridurrd pnre ad una costante, cioé la y sard regolare (teor. IX): contro
il supposto.

Bisognerd dunque che due €, qualunque non si taglino. Ora, se la Cy
generica & irriducibile, il sistema di tutte le C, sard un fascio I' (senza punti
base) e ognuna delle y risulterd composta con questo fascio. Di piti I'invo-
luzione di grado = subordinata da una y sopra una Cy, appartenendo ad una
infinitd continua, per un noto teorema (¥), sara lineare; onde la superficie rap-
presentativa della y conterra un fascio di curve razionali, e sard percid ri-
feribile ad una rigata (**), avente i moduli indipendenti dall’involuzione con-
siderata. Inoltre il fascio I" sard irrazionale, perché altrimenti ogni y risulte-
rebbe razionale e quindi regolare.

In conclusione le y vengono generate intersecando le curve di un fascio
irrazionale, colle curve di un fascio lineare, variabile in un sistema continuo.

Senza difficoltd, si presenta pure la discussione del caso in cui la curva G,
generica si spezza in ¢ curve Dy, D,, ..., Dy, variabili certamente in un fascio A,
senza punti base, perché due Cp non si tagliano.

La curva D di A, uscente da un punto z di F, conterra ;i punti di

ciascuno di quei gruppi delle y, di cui fa parte i1 punto z; cosicche le C,
risulteranno composte mediante 1 gruppi di un’involuzione di grado ¢ del fa-
scio A.

Ora, se n > {, le infinite involuzioni subordinate dalle y sopra una D,
dovranno essere lineari, e quindi le y si potranno generare intersecando le

(*) Cfr. CastELNUOVO, Sulla Lnearita delle involuzioni pits volle infinite appartenenti
ad wna cvrva algebrica (Asti della R. Acc. di Torino, 1893); Humperr (Comptes ren-
dus, 1893) e Sur quelyues propriétés des courbes ... (Journal de Math, 1804),

(**) Enriques, Sopra le superficic algebiriche che contengono un fascio di curve razionali
(Math, Annalen, Bd. 52).
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curve composte dai gruppi di un’involuzione (irrazionale) fissata entro al fa-
scio A, colle curve di un fascio lineare variabile.

Se invece n=t, tra due curve D costituenti una parte di una C,, si
vengono ad avere infinite corrispondenze birazionali, onde ciascuna D sara
razionale o ellittica. Sicche in tal caso le y risulteranno eomposte con un fa-
scio irrazionale, la cul curva generica si spezza in » curve razionali o el-
litiche.

Il teorema & cosl completamente dimosirato.

Osservazione. 11 teor. X si pud pure enunciare sotto la forma seguente:

Sopra una superficie algebrica, priva di fasci irrazionali, ogni tnvolu-
zione d'una serie continua & regolare.

Si noti l'analogia tra questa proposizione e quella dei sigg. Humserr €
Casrerzvovo, che afferma 1" impossibilita dell’ esistenza di una serie continua
di involuzioni (oo!) irrazionali, sopra una curva algebrica qualunque.

Parma, 30 aprile 1905,
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Sugl’integrali primi
dell’equazioni del moto d'un corpo pesante
intorno a un punto fisso.

(Di Pierro Burearti, a Roma.)

La ricerca degli integrali primi
f(p’ 4 7 & b) 6‘):cost.

(p, q, r componenti della rotazione rispetto agli assi fissi; a, b, ¢ coseni degli
angoli di questi assi con la verticale) per il problema che ci oceupa, dipende
da una equazione differenziale lineare del primo ordine con sei variabili in-
dipendenti, la cui integrazione presenta difficolta insuperabili; onde ¢ neces-
savio, per avanzare di qualche poco, introdurre delle ipotesi atte a semplifi-
care la questione, e riguardanti la forma di f.

Il sig. R. LiouvitLe, in una Memoria pubblicata nel tomo XX di Acfa
Mathematica, espose alcune ricerche riguardanti la determinazione dei casi in
cui esiste un quarto integrale primo algebrico. Supponendo, per un teorema di
Poincars, che Vellissoide d’inerzia sia di rotazione, egli ha trovato che esiste
'integrale in parola quando il centro di gravitd & nel piano equatoriale, e

A=B= gng (n intero);

e in questi casi soltanto. Perd tale integrale, per n diverso da 1 e¢ da 2, non
e stato trovato ancora.

lo mi sono proposto una ricerca non molto diversa negli scopi da quella
di LiovvitLe: da un lato perd assai piu particolare, in quanto considera so-
lamente integrali che non contengono tutti e sei gli argomenti p, ¢, 7, @, b, c;
dall’altra pilt generale, perche non si limita agli integrali algebrici, ma con-
sidera integrali qualunque, e lascia arbitraria la posizione del centro di gra-
vita e le costanti 4, B, C dell’ellissoide d’inerzia. Benché questa ricerca non
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m’abbia condotto alla scoperta di nuovi casi d’integrazione, ho creduto tut-
tavia utile di renderla nota al pubblico matematico: prima, perché compendia
in un’analisi unica, sistematica e non priva d’eleganza i casi di completa in-
tegrazione finora conoseiuti; poi perche, fra tutli gli integrali primi, quelli
che dipendono da cinque al pilt degli argomenti p, ¢, », a, b, ¢ sono i solj,
dopo gli algebrici, che offrono mezzo di sfuggire le difficolth gravissime che
la ricerca generale presenta.

CAPITOLO L

1. Le equazioni differenziali del moto del corpo pesante intorno al punto
fisso, supponendo per ora il centro di gravitd nel piano (wx,, y,) (*), sono

d B da ‘
df q7 + e (ﬁ=rb—gc
dg C—4 ab

@ p§ "PTEe g —pe—rea
ir A—B B 4 de

77— ¢ Pl1tgib—gua a—1e—rh

ove £ e 5 sono proporzionali alle coordinate del centro di gravita, e le altre
lettere hanno il significato ben noto.
Proponiamoci la ricerca degli integrali primi della forma

f(p, g, 7y @ b) = cost.,

che non contengono ciot il ¢. E chiaro che quella funzione f dei cinque ar-
gomenti p, ¢, r, @, b deve soddisfare alle due equazioni:

B—c_ C— 4 fAB B,, A \df, !
A —1“ 5 7 + pq UE’) cne 8—7‘+
A
—I—rba—-—uza = (1)
0f _cof _,0f  ,0F
"5 tag 157at P50

*® . N N . . .
(*) Questa restrizione sara poi dimostrata necessaria nellultimo paragrafo.
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Operiamo il cambiamento di variabili definito dalle formole :
p=Ep+nq, ¢=¢q, ri=r, a=¢—2&¢ b =p' —2nb,

nelle quali si dovra supporre & e » diverse da zero, affinché il determinante
funzionale non sia nullo.
Allora la seconda delle (1) si riduce a

of
891—-0

e la prima, dopo aver annullato in essa la g—t, diventa lineare del 2.° grado
]

rispetto a ¢,. Perche sia soddisfatta dovranno quindi annullarsi le espressioni
che moltiplicano Je varie potenze di ¢,. Per tal modo si giunge ad ottenere,
dopo alcune semplificazioni, le equazioni seguenti :

ﬁ%B 65;‘;_}_2(0 BA){—B@@(Z+2(B—AC)+A;_6};:O
T

+ 220U o b (9
g oSl

_i(pi__b of _n , Of —0
2718 Yom 2EM06
ove p,=p; e r,==r;. Affinché I'integrale f esista & necessario e basta che
questo sistema sia completo. Ma esso & tale certamente, perché esiste l'inte-
grale delle forze vive che non dipende da c¢; per conseguenza altri integrali

primi della forma cercata non esistono.
Se si osserva che al sistema (2) si pud sostituire il seguente :

o o BOL_0F_o AP U _
8102— ' C o dar 7 C ore 06t

si vede subito che l'integrale &
f:Ba1+Ab1+ Or;;

ciog quello delle forze vive espresso colle nuove variabili,
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Per completare il caso che ¢i occupa, bisogna ora supporre ¢ o » uguale
a zero Sia ad esempio y=0. Operiamo allora sul sistema (1) il cambia-
mento di variabili seguente :

po=p, @=q rn=r a=¢—2f¢ b=pg+ib
La seconda della (1) diventa ancora

of
0 g o
La prima invece diventa una espressione del secondo grado rispetto a q,;

onde, uguagliando a zero le espressioni che moltiplicano le diverse potenze
di g,, si trovano, dopo facile riduzione, le tre equazioni seguenti:

2B—C)—Adf
24 06 )
, Cof  A—2Bof C—Adf
Eif) = A_a_+ C aaﬁL*B va =0 (3)
B, 8f , 0f _ju  C—A_\Of _
Gy =g bgt—b L%+ pz)a—bl_o

avendo posto per brevitda p, —pi, r, =17. Qui due casi son da distinguere:
2(B—C)—A4==0,0 2(B— C)— A=0. Nel 1.° caso sara g—{:o,

i
il sistema (3) si riduce facilmente al seguente:

Bor Mo BC(00_ir)g
C 0re dar C Asz 6r2 !

che di soltanto Uintegrale delle forze vive, se B— C'==0; ma anche !'inte-
grale p, = cost., se B=C. Quest’ultimo caso & quello ben noto di LaerancE.

Supponiamo ora 2 (B-—C)— A4 =0; il sistema (3) si riduce allora alle
due ultime equazioni. Affinche esista I'integrale cercato, oltre quello delle forze
vive, bisognerd che tale sistema sia completo. Per vedere c¢id, formiamoci
I'equazione E [G (f)] — G [E (f)] =05 si trova subito

((B—C)(C—A)+B+C——A)8f —0;

A 2 Ja

la quale, non potendo essere una combinazione lineare delle altre, dovra an-
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nullarsi identicamente ; dunque deve essere

(B—C)(C-—4) , B+C—4
A + 2 =0

Questa condizione unita all’altra 2(B— C) — A4 =:0 da
A=B=2C,

che & il caso della Kowarevskr. Il sistema (3) diventa

1 of of 1 of
2ap. in T 2da
o8 _0f (a _m\Of _, .
519 8a1+(2 )56— » (b =100); /

—

=0

(4)

il quale dunque, essendo completo, ammette due soluzioni distinte, di cui una
uguagliata a costante da l'integrale delle forze vive. Per trovare subito I'altra,

basta osservare che facendo in (4) ;i—O, il sistema

af _f
op,  Oa
1
f + ( pz) 0,

che ne risulta, & ancora completo. La sua soluzione evidente &
(ax “—‘pzv + 4 bz 4

che uguagliata a costante da il ben noto integrale della KowaLevski,
Coll'ipotesi £ =0 (*) saremmo giunti agli stessi risultati.

2. Cerchiamo adesso gl'integrali della forma

f(p7 q, 7 b; c):COSt.

ciod quelli che non contengono a. Tale f dovra essere una soluzione del si-

(*) Lascieremo da parte il caso d’EULERO, eioé non supporremo mai che sia contem-

poraneamente 7 =1n = 0.
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stema

0
5o o (et }
A— 0
A Era gl et —pp =0 | )
Andf  OF_ 0o
Tar vt 15,=" j

Supponendo »=[=0 e ponendo = :%, operiamo il cambiamento di
variabili definito dalle formule
p=p @1=q r=r, h=1r"—2bh c==lgqr+ec

La seconda equazione diventa F =20, e la prima, dopo aver annullato
"t

or risulta lineare del terzo grado in 7,; onde uguagliando a zero le espres-

ST
"t
sioni che moltiplicano le varie potenze di r,, si ottiene il sistema:

Eaf—o (Lpi‘}‘EM%)af—-O
B—C C A Ct‘: of orf
(0 S0+ Fytn s e tie

A4 — Bz of
+22 P%—55“+%%bzzo

A—B 2 . B b py ﬂ__
7704‘8 —"51 +()\—C—“'piqi—')~32*05191+ 2)@61

—2p,c‘g€ 0,

ove L & proporzionale a 2(C—A4)— B, e M a 2C + B.

Se £=l=0, deve essere necessariamente

o0f g * Of _
ﬂI_O, dc; 0
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Allora il sistema si riduce a

B—2¢C 0of C—4 Ccé of
T gi'{};—f—(———B pi—f‘mfla)a-q—l—o

0f _,0f _
n@pl 391 0

il quale non ha soluzioni comuni, a meno che non sia 4 —B=Cj; caso
questo ben conosciuto.

Supponiamo ora £ =0. La 1.* equazione & una identitd, e la seconda

si riduce a Laf:0 Se & L==0, dovrad essere %:0; e in tal caso i
sistema dlventa
B—20, ¢ — 4, 3f | o, A—B+C of
—a 1 +* Pga T2t =g Py =0
of Jf
5_]71_21)13_6—1 0,

il quale & comp]eto ma conduce soltanto all'integrale dclle forze vive. Se
fosse poi A= C, si otterrebbe anche I'integrale ¢, = cost. E il caso di La-
GRANGE,

Resta dunque a supporre L =0, ciot 2 (C-— A) — B==0. Allora il si-
stema si riduce alle due equazioni

B—200f C—Abf _ A—B+COf _
4 5p2+ B agﬁ” C 55 Y
0f  0F (A~ of
s abﬂL( g: + )a@ 0,

avendo posto p,=1pi, ¢.=¢qi, c,=c;. Come al paragrafo primo, questo
sistema & completo se insieme alla relazione 2(C-—A)— B=—0 sussiste
Paltra 2(4 — B) + C=0; e si ricade nel caso della KowaLevski.

La ricerca di integrali della forma f(p, q, », a, ¢)==cost. si svolge in
modo analogo, e conduce agli stessi risultati.

3. Restano da considerare gl'integrali indipendenti da una delle com-
ponenti di rotazione. Cerchiamo gl'integrali della forma

f(97 r, &, b; c):COSt.
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Questa f deve soddisfare alle due equazioni
of , (B 4 of 0f
_gcéﬁq-{-(azbw—ﬁ aya) = —I—(rb—vqc)b_a_

ra?—f%«qaaf 0 (1)

—4, af A—B of f 0f .
+ c 9(‘+ 5*_‘0’

B
le quali sono piti complicate di quella considerate finora,

Per poter procedere speditamente & necessario valersi deﬂ’ossewazmne
che segue.

Abbiasi 1l sistema

Elfy+aL(Hh=6()=0 )

(0

F(f)=0, 3 Y

in cui E(f), F(f), L(f) sono espressioni lineari e omogenee del 1.° ordine
con coefficienti indipendenti da e dippit F (f), L (f) non contengono la de-

rivata rispette ad a. Affinche que]le equazioni abbiano soluzioni comuni @
necessario anzitatto che abbiano soluzioni comuni F' (f)=0 e L(f)=0. In-
fatti,

@ () =(6, Fl= G(F(f)) — F(G () =E F]+ a{L, F]=0

non pud essere una combinazione lineare delle altre due, se non & (L, F)
una combinazione lineare di L (f) e F (f). Dunque, affinche il sistema dato
sia completo, deve essere anzitutto completo il sistema L (f) =0, I (f) = 0. Se

GF()=E(f)+al (f)=0 |

& distinta dalle altre due, si vede, con ragionamento analogo, che il sistema
E(f)=0, F(f)=0, G'(f)=0 non pud essere completo, se non & tale il
sistema L (f)==0, F (f) =0, L' (fy=03 e cosl via. L’asserto & dimostrato.

Cid posto, osserviamo che il sistema (1) & della forma (0); onde quelle
equazioni non potranno avere soluzioni comuni, se non ne hanno le equazioni

4 Bf of \

¢’ + 9() q@c 0 J @)
C— 4 af A—B B_[ of Lof _ o\
B + o g, tegp by, =0 5
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Esaminiamo dunque questo sistema, supponendo per ora 4 ==C. Ope-
rando il cambiamento di variabili

24 A
91:q, 7',:7" b1:7'2——0—7]b, 01:1'q+67)c, n_—_l:()
la prima equazione diventa »
of _
=0

Tenendo conto di questa, la seconda equazione diventa lineare del se-
condo grado in 7,3 onde uguagliando a zero le espressioni che moltiplicano
i coefficienti delle diverse potenze di r,, si ottiene il sistema

2(C—4)— B} =0

C—d 6f A—BLC of

B g T ¢ a4 0
of (A — B b\of
a6\~ ¢ I ﬂaa*@
in eui ¢,=gq}, c,—=c¢i. Se 2(C— A) — B=[=0, esso non ammette soluzioni

non costanti. Sia dunque 2 (C — 4)— B=0; per modo che la prima equa-
zione & una identitd, e il sistema si riduce a linsieme delle altre due. Il
quale & completo, come si vede facilmente, quando risulti

(C—A)(4—B)  A—B—C __
B + 2 —

0.

Questa condizione unita alla preccdente dda B—=C=2 4.

Per 'osservazione fatta in principio di questo paragrafo, possiamo dunque
concludere che 'equazioni del sistema (1) (supposto »=j=0, 4 =|=C) non pos-
sono avere delle soluzioni comuni, se non & B = C==2 A. Siamo nuovamente
nel caso della KowaLevskr.

Sia ora n =0, ¢ A diversa da C o anche uguale. In tal caso il si-
stema (2) ha evidentemente delle soluzioni comunij percid bisogna esaminare
il sistema (1). Notiamo intanto che esso ha la soluzione a®* 4 * ¢, che &
del tipo di quelle che noi consideriamo; ma a noi importa di vedere se ne
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ha delle altre distinte da quella. A tale scopo scriviamo il sistema

G(N=E(f)+al(fl=—tegl+Zxogly

0 9 0
bt —g0 2 —alr 3 —a¥l)=0
C—4 A—B d of
TR YR IELH LA T T

e formiamoci I'equazione G (F')— F (G)=—0. Valendoci di una osservazione
gia fatta, si vede subito che essa & della forma

L(f)=E.(f) +aH(f) E(f)+
C+A—B of —C+ 4 8 of)
T Y +75 e}
e che non pud essere una combinazione lineare delle altre due. Dobbiamo
dunque sostituire al sistema dato il seguente:

G(f)=0, I'(f)=0, L(f)=0;

il quale dovra essere completo, affinché esista una seconda soluzione diversa
dall’altra gia nota f=a? + 6* + ¢®. Ne segue che l'equazione

L(F)—F(L)=E(f)+a B (f)=E:(f) + a| NrSL —2g | =0,

ove N e M dipendono da 4, B, C, dovrebbe essere una combinazione li-
neare delle altre; ossia, per la sua forma speciale, di G (f)=0 e L (f)=0.

Ma II,(f) si pud dedurre da II, (f) e II(f) per combinazionc lineare;
quindi anche FE, (f) dovrebbe essere una combinazione di E, (f) e E (f). Cid
non &, se C==DB(*). Infatti, si ricava

hl 4 ‘4 3
Bify=—ibg L—tef taretpanf!
A A . .
Eg(f):Eaacg—g—Eﬁﬁ bg—é—i—(a Tb—}—@ qc)%a

(¥) Avendo supposto 1 =0, s’intenle che £ & diversa da zero; perché il caso d’Ev-
LErRO & stato escluso fin da principio dalle nostre considerazioni.
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ove
__B—-C+44 ,_4—BHC ., _B(C—A)—2B
a—————B y —»——————O y o == B ’
6,__oc(A—B)—}-BC'_
i — C 1

e formando i1 determinante dei coefficienti di L (f), E.(f) e E,(f), si vede
facilmente che esso & zero identicamente nel solo caso di B— C. Si ritrova
dunque il caso di LacraNGE.

Resta infine a supporre y==0 .4 = C. In questo caso il sistema

G(H=B(f)+at(f)=—tcil + 5502+ rb—q0 )l —

\ r b ¢
— 0 0
Fi="2"2q2 2 3% g
G(F)—F(6)=F.(f) + e M (=50 2L —se 4 —
94—B ,\of 9A—B df | _df
_(“'JF—A‘Q”)%*'“( i Y55 T ac) 0,

deve essere completo. Ripetendo qui il ragionamento precedente, si vede che
cid avviene soltanto nel caso di £ =0, cioé nel caso di Laeravce.
La ricerca degli integrali primi della forma

f(p, ry a, b, c)=0), f(p, ¢ d; by ¢)=0
si svolge come la precedente, e conduce agli stessi risultati.
4. Abbiamo supposto finora che il centro di gravita fosse sopra un

piano principale dell’ellissoide d’inerzia. Dimostreremo adesso che questa re-
strizione & necessaria per l'esistenza degli integrali in parola.

Sia
f(p, q, ry a, b)==cost.

un integrale primo che non contiene ¢. Questa f deve soddisfare al sis
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stema
B—C Z \Nof  (C— ¢ \of
e e L e ST |
A—B z . 0 0 i
T )
ig_iﬁf 3f+ f \
Adp Big 0

ove £, y, ¢ sono proporzionali alle coordinate del centro di gravitd e diverse
da zero, Col cambiamento di variabili

z N 2&a 20 b
Pn:B*P—FZ‘q, Qh=q, "=7r =0 — B’ bi=p*— A] ’
la seconda equazione diventa —g—g—: ; ¢ la prima si trasforma in un’altra

i
che contiene un termine in ¢}, il quale uguagliato a zero, da
0f __
0 a =0.

Ma se f & indipendente da a,, essa & anche, in particolare, indipendente
da a. Per conseguenza al sistema (1) possiamo sostituire il seguente :

FZfer—2oa+ T g+ (5t =0

A
Cof nof ,of

()
PNIPAN

il quale dovrd essere completo, affinché esista V'integrale in parola. Operiamo
il cambiamento di variabili definito dalle formule

Pp=p ¢G=AEp+Bng+Clry, ri=r, by=Ap*+ Cr*--2»b.
Le due ultime equazioni si riducono a

0f o, OF _
87‘1_ ! apl ,

e la prima, tenuto conto di quest’ultime, si scinde in molte altre equazioni
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che contengono soltanto le derivate rispetto a b, e a ¢q,. Basta considerare
due di quelle equazioni per veder subito che risulta necessariamente

o 3
0 q1 0 b '
Dunque I’integrale cercato non esiste. La simmetria rispetto ad «a, b, e ¢
delle equazioni del moto permette senz’altro di concludere che non esistono
neppure integrali indipendenti da a e da b.

Supponiamo adesso che f non contenga una delle componenti di rota-
zione, per esempio la p. Dovra essere

O e

—rall 4 gall=o 3)

c—4 Baf af of
5 —{— — + ba—c_O.

Ma, per una osservazione fatta al terzo paragrafo, queste equazioni non
possono avere soluzioni comuni se non hanno soluzioni comuni le seguenti:

Zaf 0 0f _0f of
Bog Caor b—|_q_ 0
c—4 f A— B af of

Analizziamo dunque questo sistema. Col cambiamento di variabili espresse
dalle formule

go—=Bnqg+Ctr, r,=r, by=Cr*—249b, ¢,=Bq*—2¢c,
. L df o .
la prima equazione si riduce a 87:0’ e la seconda, in virtu di questa, si
L

scinde nelle seguenti:

(B—2(C— 4L —[c+2a—B)2L=o0

BnW—A>f+w H a4 —Br o) L=0 =g

(Egi_i ) f+ 1220 0:
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le quali evidentemente non possono avere soluzioni comuni non costanti, pur
supponendo B—2(C— A4)=0 e C+ 2 (4 — B)=0. Dunque anche le (3)
non hanno soluzioni comuni.

Lo stesso dicasi per gl'integrali indipendenti da ¢ o da r.

Dalle cose dette si conclude che, all’infuori dei casi gia conosciuti, non esi-
stono degli integrali primi algebrici o trascendenti dipendenti al pilt da cinque
argomenti. In particolare gl’ integrali algebrici, che secondo R. LiouviLLE esi-

20, |

stono quando 4-= BZT (n==1,2), devono dunque contenere tutti e ser gli

argomenti p, g, », @, b, ¢. Cid da ragione della difficoltd della loro ricerca (¥).

CAPITOLO II.

Sia
H(p, q, 7, @, b, )=0
una soluzione invariante per il moto d’un corpo pesante intorno a un punto

fisso; tale, cioe, che sia soddisfatta sempre quando sussiste nell’istante ini-
ziale. Se la funzione f di p, q, 7, a, b, ¢ soddisfa 'equazione

ar —
Lt pH=0, (1)

ove p & un moltiplicatore che resta in generale finito, & chiaro che
f(p, q, 7y @, b, ¢)=cost.

¢ un integrale primo delle equazioni del moto per tutti quei moti che sod-
disfano la relazione invariante /=20, e per questi soltanto. Si dird che
[ ==cost. & un infegrale primo associato alla relazione invariante H — 0. La
determinazione di questi integrali dipende dall’integrazione dell’equazione (1),
che ¢ alle derivate parziali del 1.° ordine rispetto alle sei variabili p, ¢, »

(*) 1l sig. AppELROTH, in una Memoria scritta in lingua russa (Mosca, 1893), si pro-
pose di determinare tuttii casi in cui gl’integrali delle equazioni del moto sono uniformi,
e ritrovd i casi noti di EuLEro, LacgraneE, della KowaLEvskl, e questi soltanto, (Vedi
la Stereodinamica del Prof. Mager o la Meccanica razionale del prof., MarcoLonGo, Vo-
lume II, pag. 193.)
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a, b, ¢, lineare e non omogenea; integrazione che non si sa effettuare in ge-
nerale. Per ottenere qualche risultato bisogna dunque fare delle ipotesi re-
strittive sull’ellissoide d’inerzia, sulla posizione del centro di gravita, o sulla
forma della funzione f.

I sigg. Goriarcrorr e TcuapuiauiNe (*) hanno aperta la via a questo
genere di ricerche colla scoperta di un integrale associato alla relazione in-

variante
Apa+ Bgb+ Cre=0. (2)

Essi, infatti, hanno dimostrato che se A —=B=—4C e il centro di gra-
vitd & nel piano equatoriale, sussiste I'integral primo

r(p*+ q°) + 2 p c = cost. (a == costante)

per tutti quei moti pei quali & nulla la costante delle aree.

La conoscenza di quell'integrale permette di ricondurre alle quadrature
la determinazione di tali movimenti.

L'interesse che presenta questo caso particolare d’integrazione mi ha
indotto a sviluppare l'idea generale che ho esposto pill sopra.

Per ridurre alquanto la generalita della ricerca supporremo che il eentro
di gravitd sia sopra un piano principale dell’ellissoide d’inerzia, per es.: il
piano (x,y,), e che la f sia indipendente da uno degli argomenti p, ¢, 7,
a, b, ¢, per esempio da c. Allora, ritenendo anche ¢ indipendente da ¢ e as-

i

sumendo per relazione invariante la (2, la f deve soddisfare alle due equazioni

B—c, af C—4 8;‘ ANof,
ol St (A5 g Jo—n La) 3 4
—f1b2£~7agg—p(Apa+qu) (0)
0 0f
STV T T |

che si ottengono sviluppando la (1) per mezzo delle equazioni del moto ri-
cordate nel primo capitolo. Si potrebbe fare uno studio di questo sistema at-
tribuendo a p espressioni particolari; ma questo modo di procedere conduce
a tentativi lunghi e laboriosi, che io non ho ancora completamente esaminati.

(*) R. MarcoronGo, Osservazioni intorno alla Nota del sig. KoLossorr, erc. Rendi-
conti Cireolo Matematico di Palermo, 1902,
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Lasciando invece il p indeterminato, e eliminandolo tra quelle due equa-
zioni, si & condotti a considerare la sola equazione

§0 gr—n(dpat+Beb)| L+
el pr 4t (dpa+ Bgb) 9f+
+2o“( L ratibo—nta L ®)
+1Cbr tq(dpatBeb)|ol —

-—SCar,—{—p(Apa-{—qu)!g’Z:O,

ove 1, =172, Qui, per poter procedere pil oltre, bisogna diminuire ancora la
generalith di f. Supporremo che sia indipendente da un altro argomento, per
esempio da a. Per tal modo la ricerca in quistione & ridotta alla determina-
zione degli integrali primi associati alla relazione invariante (2) e dipendenti
da quattro argomenti al pil.

Nell'ipotesi enunciata, 1'equazione precedente si decompone nelle due
seguenti:

\

( B— anb)fif CC’ Apr,—{—?;’ngaf+

B ,
+207\ o+l Bpgrll=o0 (3)

_ 0f | ¢ 4,00 s _f . af _
nlpa + & Apag ZnAna“ (C’h+Ap’)“—O.
Operiamo il cambiamento di variabili espresso dalle formule

2 _
p=p g =iptag =t V=0rntAp—2ndl,

supponendo 5 =/=0. La seconda equazione diventa

of __
op 03

e la prima, ordinata rispetto a p’, risulta del quinto grado in p'. Poiche la f
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q pop p

non deve contenere p’, tutte le espressioni che moltiplicano le diverse potenze
di p’ dovranno essere nulle. 1l termine indipendente da p &

B . .0f
ﬂqb" a—’l"

per conseguenza %:O. Il cocfficiente di p si riduce a

e+ B+ B0,

quindi %:0, oppure £ —0. Nel primo caso la f dovrebbe essere funzione
soltanto di ¢'; ossia, £p + 5 ¢ dovrebbe essere soluzione del sistema (3 ). Cid
avviene, come si vede subito, quando 4= B = C; caso questo ben noto.
Supponendo invece £ =0, la f potrd essere funzione soltanto di ¢ e di b ;
quindi non ne pud esistere pilt d’'una. Una solazione esiste infatti: & il primo
membro dell’integrale delle forze vive, il quale dipende soltanto da ¢" e da b,
ed & associato a qualunque relazione invariante (*).

Esaurito cost il caso degli integrali indipendenti da ¢ e da g, passiamo
a considerare quelli della forma

f(p, 9, , a) =cost.

Essendo la f indipendente da b, 'equazione (3) si decompone nelle se-
guenti:

(C——qr,—qua) ! ( C; p?,—l—éApa’
—{—201( pq—nA )gfl%—flpqa f =0

—nBesl 4 iBg Sl v 2eBn il (0r 4 By ) 0

(*) Se 1 =0, basta effettuare il cambiamento di variabili
p=p ¢=¢ =r, B=(Cr4+Apq-54pl,

per vedere facilmente che si ha soltanto la soluzione =13’ quando B— C. K il caso di
LAGRANGE.
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Se £='=0, tutto procede come nel caso precedente: & quindi inutile in-
sistere. Sia dunque = 0. Effettuando il cambiamento di variabili espresso
dalle formule

p=p, ¢=9q, =1y, a=3Bga+p(Cr + Bg?,
of

la seconda equazione si riduce a =20 e la prima, uguagliando a zero

oy
i coefficienti delle diverse potenze di p’, si scinde nelle seguenti:
B—C , , n0f 2d4d0f
C a df C—Aof |
E(C—ALA)q—,aa,—]— C—B——a—g,—r
., 4 , e 10
+2{(4—B)g + 5 (Cr' + Ban{ gl =0
200~ Bg+ ¢t —C 1 or 4 Ben| L —o.
q a
Se il coefliciente di % nell’ultima equazione & diverso da zero, ne ri-
sulta ?—f,:O ed anche 6_7‘_:0 Il sistema si riduce a
0a ! ar
of .
(C—4) iq =05
che ammette la soluzione ¢’ quando A= C. B il solito easo di Lacraxak.
Supponiamo dunque nullo il coefficiente di g—Z: nell’ultima equazione. Deve
essere B—=C e (=4 A. Allora il sistema si riduce a
of of
ar =0  577=0

che ammette la soluzione f=a'. B il caso di Goriatcuorr e ToAPLIGUINE
ricordato pilt sopra.

Bisognerebbe ora considerare gl'integrali indipendenti da a e da b; ma
si ripeterebbe gran parte di cid che & stato detto, e si ritroverebbe il caso di
Goriatcuorr, quando y =10, Passiamo dunque a considerare gl'integrali in-
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dipendenti da uno dei coseni a, b, ¢ e da una delle componenti di rotazione
p, ¢, r. Supponiamo anzitutto che in f manchi la ¢: essa allora soddisfera
alla (3).

Se & anche indipendente da p, i coefficienti delle diverse potenze di p
nella (3) devono annullarsi. Ma il coefliciente di p* & 2{, per conseguenza f

non deve dipendere da b. Ricadiamo cosi in un caso gid contemplato. La
stessa conclusione vale quando si suppone che f non contenga q.

Se poi f & indipendente anche da r, oltre che da ¢, si vede subito che
nelle (0) il p deve essere nullo; e torniamo allora ai casi studiati nel primo
capitolo. Si ottengono conclusioni analoghe supponendo successivamente la f
indipendente da una delle coppie d’argomenti (a, p), (a, q), (a, ) (b, p),
(&, 9), (b, 7).

Restano infine da considerare gl'integrali indipendenti da due compo-
nenti di rotazione. Supponendo anzituito f e ¢ indipendenti da p, si trova,
svilappando le (1), che la f deve soddisfare alle equazioni

f B of 0ot of
—&e (Eb ge)gl+ b —gogl —ragls

+qa%:p(3qb+0rc>

C—4 of | A— B of orf aof
B ’ag+ q3_+08— bg_c

=pda;
dalle quali, eliminando p, si ottiene una sola equazione a cui devono soddi-

sfare tutte le f che non contengono I'argomento p. Se ora si suppone che f
sia anche indipendente da », quell’cquazione si scinde nelle tre seguenti:

(C— A)af

Q(C—A)q,aaf Aabaf—i—(002 {—Aae)af chg—f:O

2£Aacaf taae 1By Y Byt aa <o,

ove q. == ¢ Qui due casi son da distinguere: C=j=4 0o C=4. Nel 1.° caso
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il sistema si riduce alle due equazioni

——Aabaf—l—(Cr?—i—Aa)af chaf——o
Aac +Bbc (Bb*—i—Aa’Of—O

che ammettono una sola soluzione comune (ben nota) f=—a% - + c.
Nel 2.° caso il sistema diventa

]i'(f)~abaf (@ + ¢?) f—l—cbaf
F(f)=2tdac) f+Aac"f L Bbe f (Bbe+Aae>Z_7::0,

il quale ammctte ancora la soluzione f=a* 4 §* + ¢ Perché ne abbia un’altra
distinta da questa & necessario e basta che sia completo. Se £=0, esso &
completo; e la seconda soluzione & f—:q,. Ritroviamo cosl il solito caso di
Laerange. Se invece supponiamo £==0, & facile vedere che 'equazione

B(F (M) —F (Bif)= B+ b+ o) 52014

(4— B)ab(aa—f——cgf)—zié dabe %—f—o

non & una combinazione lineare delle altre due; quindi il sistema precedente
non & completo.

Si ottengono le stesse conclusioni supponendo che la f sia indipendente
da g, oltre che da p; oppure da ¢ e da r.

Dalle cose dichiarate in questo capitolo emerge che, nelle ipotesi fatte,
il caso di Goriarcuorr e TcmapLiguing & il solo (a parte quello di Lacrance)
in cui esiste, oltre gl’integrali noti, un integrale primo associato alla relazione
invariante Apa+ Bgb 4 Crc=0 e dipendente al pia da quattro ar-
gomenti.

Roma, 26 “ennaio 1905.
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Sur les séries de fonctions de Stirling.

(Par Nievs Niersen, a Copenhague.)

§ 1. REMARQUES GENERALES CONCERNANT LES POLYNOMES n (Z).

Dans mon Mémoire: Recherches sur les nombres et les polynomes de
StiruiNg (*) j'ai défini la fonetion ¢, (#) du rang » de Stiruing comme le po-
lynome entier de z qui satisfait & cette équation aux différences finies par-
tielles

(@ 4 2) gu (2 + 1) = (2 —n) . dn (2) + (€ + 1) . Y1 (2) (1)

avec la condition initiale (¥*)
o 2) = 3 - (1 bis)

J’ai introduit les polynomes , (i) pour pouvorr calculer directement les
nombres de Stiruive de premidre et de seconde espeéce, savoir les nombres
positifs entiers C'},4, et €}, définis comme suit:

wg1 est la somme des (n) produits possibles qui contiennent r facteurs
r
différents pris parmi les nombres 1, 2, 3,..., n, tandis que

1 s=n—1

(") s

@T 1 p—
t+ n! s=0

En effet, supposons connus les polynomes ¢, (x), nous aurons ces deux

(*) Annali di Matematica, t. 9, p. 287=318; 1904,
(**¥) Les conditions relatives aux valeurs de ¢»(0) indiquées dans le Mémoire susdit,
p. 309, sont superflues.

1
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formules
g = E"Jr g1 by > (2)
bt = (— 1) JUREL Apey (—n—1), r>1. (2 bis)

(n— 1!

Dans mon autre Mémoire sur cette matiere: Note sur quelques applica-
tions analytiques de polynomes de Stirling (*) j'al introduit la série de puis-
sances

%

(Lve_a)’x =1+ (+1)- 4’8( ) ety |a|<<2nm (3)

qui joue un role assez fondamental dans plusieurs questions de I’Analyse.

En effet, dans mon troisitme Mémoire sur ce sujet: Ueber die Stirling-
schen Polynome und die Gammafunktion (**) j'ai exprimé sous forme trés
simple, & 'aide des polynomes ¢, (), les coefficients des séries de factorielles
de Bixer concernant Ja fonction gamma.

Posons particulierement dans (3' « —=n — 1, ol » désigne un positif en-
tier plus grand que l'unité, la formule (2) nous conduira immédiatement 2
un résultat indiqué par SyLvEsTER (¥*¥).

Dans le second des trois Mémoires susdits j’ai considéré aussi la série
de puissances

sin «
|~

| Tt e+ 0 Y @, fel<n @)

ou les coefficients y, (x) sont trées analogues aux polynomes de StirLINe.
En affet, posons

<
= 2
o= 3 (—1F(1)m—2g

nous aurons

on-1 9 ! ,
O = (— Lp T2 (), pz1 0B)

(*) Annali di Matematica, t. 9, p. 319-325; 190 &
(¥¥) Monatshefte fiir Mathematik und Physik, t. 16, p. 133-140; 1905,
KRR Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik, t. 15, p. 105; 1883,
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Dans le Mémoire que voici je détermine les valeurs de (%) et y. ()
pour n extrémement grand, ce qui nous conduira & des résultats singuliers re-
latifs aux séries de fonctions ¢, (x) ou de y, (), séries parmi lesquelles (3)
et (4) sont des exemples,

Or, tous les résultats que nous venons d’indiquer rendent trés désirable
une connaissance approfondie des propriétés des deux groupes de polynomes
Yn () €t xn (x); c’est pourquoi je me suis proposé de donner dans les deux
paragraphes suivants un nombre de relations élémentaires entre ¢, (%), 7 (2)
et les polynomes ¢, (x) de Bervourni, formules qui nous seront utiles dans
nos recherches suivantes.

§ 2. Les poLYNOMES DE STIRLING ET DE BERNOULLL

Etudions d’abord la formule (3), appliquons I'identité évidente

. (% —— 1\ % 1 ) 1 — g-%\-2-1
e(w+y11).(—) :g?/.( ) ,

o o

puis introduisons au lieu des quatre fonetions qui y figurent les séries de
puissances correspondantes, les multiplications s’effectueront d’aprées la régle
de Cavcmy, et nous aurons, en comparant les termes des deux membres
de la formule ainsi obtenue qui contiennent la puissance a*t!, cette premiére
formule

(@+y+1) (1)@t y 4 1) _
'"—(,Z—Jrl)—l @+1). ¥ (n_s)! ‘s (@) = 6
le—S
R RIS = R
de laquelle nous avons & étudier les trois cas particuliers suivants:
1. y=20, ou bien y=—2—1, ce qui donnera ces deux formules
oy @R (=1 (e 1)
Mo =TT & et PO @
(x - 1)2p_1 . s=2p—-2 (_ l)s (w -+ l)zp_.s.-i ' 4]8 (x). (7 b]s)

ep)t &S @p—s—1!
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2.° y=—1, ou bien y = — =, nous aurons
1 YT )y (3

RS- @p—31

o s=2p—2 (__ 1)» (xzp—s—l - ]_)
- 2p —s—1)! F¢e (@),

xp+t -1
24 () = =575
z?r — 1

1
z+1 (2p)! s=0
; supposons impair l'indice n, la formule ainsi ob-

0y __ T+l
P v=—
tenue se réduit & une identité formelle, tandis que I’hypothése n—=2p

9)

(8 bis)

s=2p‘—1 — 1)5 9s+1 +1 2p—s
5 )(2pfcs)! e (o)

donnera
_— _ (z+1)pp .
2P+ . (w)_(————2p+1)! P

formule qui est trés remarquable en comparaison avec (7).
Prenons ensuite comme point de départ I'autre identité évidente
(1 — e—“)"“‘-’ (e“ — 1)—y 4
. b

er .« —x-y-1
o « «

e —1
o

1 — e

puis appliquons cette série de puissances
(10)

o | << 2m,

% | o §—0
- 9s () &,

1—e2 - $s=0
ol les ¢, (%) sont les fonctions de Berwourur avec la définition que j'ai pro-
posée dans le premier de mes Mémoires susdits (*); le méme procédé donnera

cette autre formule générale:
purs @) — @ + 9+ 1) 3 (— D (£ £ ) g (2)
@+ 1) g (@) — (= 1)*(y + 1) - §u (y) — 5 (11)

=7

— (@ 1)y 1) 2= 1 g () « frmes (@),

s=0

de laquelle nous avons & étudier ces trois cas particuliers:
1.° y =—1; nous aurons, en mettant # 4 1 au lieu de z,

s=l

ours (@ 4 1) — (@4 1)) X (— 1) 5 (2) - gns (2 + 1) = @ + 2) . g (2);

(*) Loc. cit., p. 291.
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or, la formnle (10) donnera

?"(x“)—?r(x):%%ll);—l,

appliquons ensuite les deux formules (7) puis la définition (1), nous trouverons
entre les polynomes de Stirniva et ceux de BervouLni cette relation élégante:

o (@) — (@ =) @ =+ 1. (D () g (2). (12)

s=

2.° y=-—a— 1, ce qui donnera

i (@) =(2 + 1) g (@) + (= 1)* 2 (—2—1) + /
i (13)

s=n—I1

to@+D. Y (L g (e 1) e (2.

3.° y =0 nous aurons, en vertu de (12), la formule récursive pour le
caleul successif des polynomes () que je viens de démontrer dans mon se-
cond Mémoire (*) en applicant I'identité

(1 —e—a -1 [l —e-2\-y=1 (] — g~ \-2-y-2
% ’ o - « '

§ 3. LiEs TROIS POLYNOMES @, (), Y (X) BT ¥, ().

Quant & la formule (4), appliquons 'identité

s —p : [ ] e p—20i\-2—1
(Sln d) . gitrty ) — givy .( 1 e : L) ,
% Qa1

il résulte la formule générale

»

<z
(z + y—Fl) 2(—1) ($+J—¥ 1)n=-2¢ B B
n' +(x+l s%‘:] n——Qs)' -Ks—-i(x)_ / (14)
_yn , s=n 9s ’l/” —s g
.._—n—’“"j[“(.')/+ 2‘ (7’& 5‘)' 4)3 ‘(_
(*) Loe. cit., p. 321.
Annali di Matematica, Serie III, tomo XII. 14
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ce qui donnera pour y =0 et en mettant n + 1 au lien de n:

L-l

<
2) = &+ — 1) (& 4 1)p—2e-
2 o) = N Y (TT“)‘T a0 (15)
tandis que hypothise y == — (2 + 1) donnera ces deux autres formules plus

particulicres (¥)

(x 4+ 1) s—zu ( I)Q 92n—8+1 | (x + 1)@

@n Tl & st s () (16)
) 1)2n41 s=2n 41 (__ 18) Q2n—s42, s .
/."_‘ 1)n+an(x):% "}“ sé) ( ! )22 8? (x+1) -4‘2% sh(x). (IGblS)

Appliquons ensunite cette autre identité

y—x—1 o /S‘n X ~w;2
. ye m{—
e ® (1 — e»m)—w 5 2
. s e .

1l — e-*

nous aurons de méme

y—x—1 = . (.I/—x——] - .
(Pnu( P ’ + . s‘_jol[/s(-’l’ 1). ¢u-s ————-—.)_

2 ) ,
<n-l ' (]7)
Ti+4 - 1)s yn—2s—
et 3 S ] e

Posons dans (17) y =0, il résulte

— — s=2n
fP-mH( xg )“l‘a" 22 Gon— s( a; ) N (’l““'l) 0 (18)
{— +1 —x~1
)gé“‘“‘) /(,nﬂ(m):%n(”ﬁg )+ 3
=2n—y , (18 bis)
N - —z—1 ‘
4. s:f) b (T 1)-?2n—s—4( 3 )
L’hypothtse y =2 4 1 nous conduira & (15); posons enfin z = —1,

(¥) Loc. eit., p. 323,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



de fonctions de Stirling. 107

puis remarquons que la formule (3) nous donne immédiatement la valcur de
¢ ( 2), nous aurons, en mettant 2 & au lien de y, ce développement tres
connu

2 S (=

Ty P s (), (19)

=YL

§ 4. Lis roLyNoMms ¢, () et x. () POUR % TRES GRAND.

Pour déterminer maintenant la valeur des deux polynomes ¢, () ct
/o (x) pour n trés grand, considérons d’abord ¢y, (z).

A cet cllet, supposons M (x) <<— 1, puis désignons par ¢ la circonfé-
rence du cercle |2 | — 2, prise dans le sens direet, le théoréeme fondamental
de Caucny donnera (¥*)

’

1 — e-7\-2—1 1. " (1 —_ e_:)-m-t
—_— _ | —— . d2z: .
( o ) 2%¢ ) (g —a)g-or-t o (20
¢
car I'hypothese M () << — 1 nous permet de faire usage du chemin ¢’inté-
gration ¢, quoiqu’il contient les deux points singuliers z= % 2= 1.
Or, la formule (3) donnera, en vertu de (20),

1 (=)t
(x+l)’¢"(x):2WZ. [ Zit—LA 2’,
C
posons ensuite
z2=2=.¢%
olt ¢ ddsigne un angle réel, il résulte
2 4o
N @t .
(@ + 1) gu(2) <2m”*”:f (1 e ) de W d g, (21)

olt » désigne un angle réel convenable; car I'intégrale qui figure au second
membre de (21) est une fonction multiforme, dont la valeur dépend de o.

(*) On voil que la formule (20) est applicable si nous supposons M (») < O »eulement,
mais cette hiypothése ne sullise pas pour déwontrer Pindgalité (22).
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Ces réductions faites, une intégration par parties'donnera, en vertu
de (21), cette proposition, essentielle dans ce qui suit:
Supposons R (x) << — 1, il est possible de choisir le positif entier n si
grand que
(2Rt g (2] <o, (22)

ol o désigne une quanlité positive, donnée auparavant et étant aussi petife
qw’on le veut, tandis que p<<1.
Dans ce qui suit nous désignons toujours par le symbole

[f(n)i<a

qu’il est possible de choisir le positif entier » si grand que la valeur ab-
solue | f(n)| ne dépasse pas a une certaine quantité positive, donnée aupar-
avant et étant aussi petite qu’on le veut.

Cela posé prenons comme point de départ ces deux valeurs limites (*)
(— 1P @2 g (Z) =208 (27 %) + I, |0l <o, (23
(— 1)t (2 rpntt gy (2) = 2sin (27 %) + en, len <o, )

puis appliquons la formule suivante (*¥):

—n—1

Bty (CL‘} -+ ) 21 (_ l)s Qpsiy ((I)), Yo (“’) + (— 1)” oWy, (x) = 0, (24)

§==

oll nous avons posé pour abréger

DOy () =17 Prti () — ¢rea (O))

Vo () =+ 1) . z(x—1)...(x—r + 1) . ¢y (2);

mettons ensuite

’

@) (50 @) — 5 (0)) = /e @)

1.2.3...(r—1).9
x(@+1).. . @wtr—1)

de sorte que nous aurous, pourvu que z soit ni nulle ni negatif entier, cette

Iy (x) =

(*) Loe. cit., p. 296,
(**) Loc, cit., 305.
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valeur limite

I'y () =T (x) + Ra, R, <s;

la formule (24) s’écrira, aprés un simple calcul, sous cette autre forme plus
commode pour les recherches qui nous occupent ici:

fari (@) + & L gt e g (1) =
N (—a) / 25)
e )R D @) @ e @ =)
o = I's (— ) nmn—1)(n—2)...(n—s +1)

Supposons maintenant — 1> M (x) >— 3, la formule (22) montre qu’il est
possible de choisir n si grand que la valeur absolue de second membre de (25)
deviendra plus petits que o. En effet, les valeurs absolues de tous les termes
possédent la propriété susdite et c’est Ja méme chose avec les termes multi-
pliés par n, le premier et le dernier exclus.

Cela posé, appliquons la formule eulérienne

I'(r)T (l_x’—sTnT

nous aurons, en vertu de {23), ces deux formules analogues

(274! g () 2sinma ,
(—1)* . (2n)* —F(x—{—2)+a"’ I | <ay ) 26

(2 7)2+2 bouty (X))  2COST < \ )
—Iy.@rt 1)¢ T(z+2) fn =0

Revenons maintenant & la définition (1), nous aurons

(x4 2)du(® 4+ 1) (2rt n w—':x; Yo@amit i @y (1) +

2=z (xz+1
+ 2L D @ rp s g (o)
ce qui donncra, en vertu de (22), cette valeur limite
r+ 2). lim ((‘2 aptton @t g, (0 + 1)) = lim ((21r)’”‘.n T dn (:r)),

valable, pourvu que W (z)<<-—1, c'est-a-dire que les formules (24) sont
vraies aussi dans ce cas. De plus, nous verrons que les formules (26) sont
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vraies encore pour 3 (x) <0 et ainsi de suite, c'est-A-dire que nous avons
démontré ce théoréme général:
Les valeurs limites (26) sont vraies pour une valeur finie quelconque de .
Quant au polynome yx. (x), appliquons la formule (16 bis), un simple
calcul donnera, en vertu de (26), ce théoreme analogue au préeddent:
Supposons % fini, nous awrons la valewr limite:

it () 2

(2%-{—1):7’ T b (e 2) + d‘”n, 138", < a. (27)

§ 5. Sur LES SERIES DE FONCTIONS ¢, (%) ET ¥, (o).

Les valeurs limites que nous venons de développer nous permettent de
déduire guclques propriétés des séries infinies des formes suivantes, olt les
coefficients @, et b, sont indépendants de z:

§=0

F(v)= X tsys(x) (28)
s=0
S (1) = f‘_gj by s (@), (28 bis)

séiies de polynomes qui présentent des analogies avee les séries de facto-
rielles, ce qui est irés singulier, ce me semble.

En effet, il est évident que les formules (26) et (27) nous donnent cette
premiére proposition :

Supposons finis tous les termes de F(x) ou de O (x), les séries & (i)
ou O (y) seront certainement absolument convergentes, pourvu que

Ny —)<<— 1L

De plus, supposons convergentes les deux sérics

§=20 s=o0
Eolas‘!/s(x)(, %lbsx‘s’(:r)‘y (29)
&= s=

puis désignons par 7 une quantité réelle et mégalive, il est évident que ces
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deux autres séries

Slade+n, SlhoE il (30)

seront convergentes aussi. Inversement, supposons que les séries (24) soient
divergentes, tandis que 2 soit une quantité réelle et positive, les deux séries (30)
seront divergentes aussi, d'ou la proposition suivante :

Le domaine de convergence absolue d’une série & (x) ou O (x) est un
demi-plan situé & gauche d'une certaine ligne droite, perpendiculaire & Uare
des nombres réels.

Cela posé, les formules (26) (27) nous donnent immédiatement ces deux
conditions suffisantes et nécessaires pour la convergence de séries qui nous
occupent :

1.° Supposons que les séries de puissances

S=$0 8_0‘0
Y asx, N b (31)
s 0 $=0

ayont ses rayons de convergence plus grands que 2 m, respectivement =%, les
deux séries & (r) et O (x) seront convergentes pour wune wvalewr finie quel-
congue de x, de sorte que &(x) et O (x), sont des fonctions iranscendantes
enticres.

2." Nupposons que les rayons de convergence des séries de puissances (31)
soient 2 &, vespertivement =%, la convergence de la série & (x), respectivement
© (x), exige que les coefficients a, et bs satisfont aux conditions

fa, < K. (2mmn®, b, |< Krn.on® (32)

oiw K désigne un nombre positif fini, tandis que Uexposani w est une quan-
tité réelle finie; dans ce cas nos deux séries § (x) et © (r) sont certainement
absolument convergentes, pouron que N (r) << —o — 1.

Il est évident que les deux formules (3) (4) nous fournissent I'exemple
le plus simple d’une série 7§ (x), respectivement ® (x), savoir

(1;1@)44:1 +(x 1)_32: be(@). ot @ <2m 3)
(sir;u )“’”—1 =14 (r+ 1) -SSZ xs (2) . a2+, a| < m (4)
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Etudions maintenant ces deux séries pour o' — 2=, respectivement
la|—m, il résulte de (26) (27):

Supposons N x) < — 1, les deux séries (3) (4) sont absolument conver-
gentes dans tous les points des circonférences de leurs cercles de convergence.

Supposons, aw contraire 0 > N (x) > -— 1, les séries (3) et 4 seront con-
vergentes mais non absolument, dans les points susdits & U'exception des points
singuliers a = =+ 2 w1, respectivement a — * r

Posons dans (3) # = % 2 = ¢, nous aurons ces deux autres developpements

1 3:00 N
= S (12 () (33)
0= v Y (— 1 (@m. o (@), (34)

séries qui sont convergentes, et cela absolument, pourvu que N (r) < — 1.
La formule (34) montre évidemment que ]es séries 5 (x) admettent, en
tous cas, un développement de ze’ro

POSOHS encore dans 4) xr == “, ll 1esu]t9 une f'm‘mul anﬂlogue él (33),
SElVO]l'
i _— S~~\ (2 (35
—_ \ 2n 28 2 D x 0
1-Fz ;.JO ) Xs ( )7 )

qui est applicable, pourvu que 9 (x) << — 1.
Tl est digne de remarque que plusieurs des formules élémentaires déve-

loppés dans le § 2, 3 nous donnent, comme des limites, les trois formules
particuliéres (33), (34) et (35).

Copenhague, le 30 janvier 1905.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Surfaces Analogous to the Surfaces of Bianchi.

(By Luraer Praurer Eisexmarr.)

§ 1. IxrropucTION.

Given a pseudospherical surface referred to its lines of curvature. The
parameters of these lines can be so chosen that the linear element of the
surface takes the form

ds*—costwdu®-sin’ed v (1)

and the linear element of the spherical representation is

da* —=sin’ o du 4 cos®wd v, (2)
where o satisfies the equation
2o 02w .
S g Sinwcosw. (3)

Moreover, every solution of this equation gives a pseudospherical sur-
face with the corresponding forms (1) and (2).

We consider now the trihedron with vertex at the origin and rotating
in such a way that its axes are always parallel to the tangents to the lines
of curvature and the normal of the above surface. Every solution of equa-
tion (3) gives ri e to such a trihedron which we shall call the fundamental
trihedron of the solution and we shall denote by the fundamental plane that
plane of this trihedron which is parallel to the tangent plane to the above
surface. The line in this plane which passes through the origin and is par-
allel to the tangent to the line of curvature v — const. we call the initial
line. In the fundamental plane we draw through the vertex O of the trihe-
dron the line O N which makes with the initial line the angle 6, where ¢

Annali di Malematica, Serie III, tomo XII. 15
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is the angle determining a Bickrusp transformation of the given pseudospher-
ical surface with the linear element (1). This function § must be a solution
of the equations

09  Jo . .
sin ¢ -l 5—)==sIn 6 08 w — €0S ¢ COS § 5In w,
du ' dv

(4)

. 06 . .
sma( +8u =—=— 08 08N w - cos w sIn & cos v,

where ¢ denotes the constant angle between the tangent planes to the pseu-
dospherical surface and its transform.

Let S be any surface whose lines of curvature are represented on the
sphere by the parameter lines in terms of which the linear element is given
by (2). Denote by M the point of contact of the tangent plane which is pa-
rallel to the fundamental plane under consideration. In the plane through M
normal to the line O N we draw the line which makes the angle ¢ with the
fundamental plane and denote by P its point of intersection wich the latter;
further we denote by R the point of intersection of the plane through M
and the line O N. We designate by p, p, » the respective lengths O R,
R P, P M. From the conditions of the problem it is found that these three
functions must satisfy a system of four linear partial differential equations of
the first order. In this paper we are concerned with the determination’ of
certain particular solutions of these equations and the study of the corre-
sponding A-surfaces (*). In § 2 we find the general equations of the
problem.

In § 3 we consider the case GZT; and p =0, and find that the cor-

&

responding surfaces form one of the classes of surfaces which Brawcur called
swfaces (2) of the parabolic type in his Memoir: Nuove ricerche sulle su-
perficie pseudosferiche (Annali di Matematica, 1296). When g is a constant
the surfaces satisfy the condition given by Biaxcmr for his so-called sur-
faces (2) of the hyperbolic type, but their coordinates have a form unlike
any found by Brancar. If a correspondence is established between points on
one surface of the first class and one of the latter class such that the tangent

(¥) Surfaces with the same spherical representation of their lines of curvature as pseu-
dospherical surfaces. Amer. Journ., vol. 27, p. 113. — We have called surfacés of this
kind A-surfrees, for the sake of hrevity,
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planes at these points are parallel, the locus of the point cutting the join in
constant ratio is a surface of the hyperbolie type.

In § 4 we find that we may take for p the function » for any A-sur-
face S;, with the spherical representation determined by a solution 4 of
equations (4) in which ¢ is a right angle, and then the other functions p and »
for the corresponding surface with the spherical representation (2) are de-
termingd by quadratures. When, in particular, one takes for S, a surface
analogous to a surface of Braxcur of the parabolic type discussed in § 3, one
finds that the corresponding A-surfaces are surfaces of Braxcmr of elliptie,
hyperbolic and parabolic types (*). Again, when the surface S, is of the hy-
perbolic type, as previonsly discussed, a class of new surfaces entirely distinct
from the former is found. Furthermore, it is shown that the surface for
which p =0 is a sphere of radius r.

When ¢ is any angle whatever and p==0, the determination of the
functions p and # requires the solution of a partial differential equation and
quadratures. His shown in § 5 that the surfaces corresponding to each set of
solutions have the following property. We draw through the point M of the
surface and in its tangent plane the line M S parallel to O N and in the

plane normal to M S at M we draw the line making the angle g—a with

the normal ; upon this line we projeet the segment of the normal to the
surface between the centres of curvature; the sphere erected upon this pro-
jected segment as diameter passes through O. We call these surfaces the
A-surfaces of the parabolic type, for they reduce to surfaces of Brancmi of
this type when o is a right angle. If one applies a generalized BickrLuwsp trans-
formation (**) to such a surface, the new surface is of the same kind.

In § 6 we prove by geometrical considerations that the function #» for
any A-surface, S;, with the spherical representation determined by a solu-
tion 6 of equations (4) may be taken for a solution p of the general equa-
tions of condition. In particular, we consider the case where S is a surface
of the parabolic type, as defined in the preceding section. The corresponding
surfaces are completely determined by quadratures and are of three kinds ac-
cording to the value of a certain constant of integration I. If spheres are de-
seribed in a manner somewhat similar to those in § 5, they cut the sphere,

(*) L. c., p. 367.
(**) For definition see § 5; also Amer. Journal, 1. c., p. 148,
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of radius \k and centre at O, in great circles, when % is positive; they cut
the sphere with the centre O and radius \— k, orthogonally, when % is ne-
gative ; and when k is zero, the spheres pass through O. As these surfaces
are a generalization of the surfaces of Brawcmi, we refer to them as A-sur-
faces of the elliptic, hyperbolic and parabolic types respectively. In § T we
have shown that these surfaces possess another property similar to one known
for the surfaces of Brancar

Bravcur has shown that the circles of the cyclic system for which the
eyelic congruence is composed of the normals to a surface of Biaxcnr of the
parabolic type pass through a fixed point. In § 8 we show that the normals
to such a surface are the only-ones whose circles pass through a fixed point.
The paper choses with a discussion in § 9 of a certain transformation by
means of which one can determine from an A-surface another A-surface
with the same spherical representation of its lines of curvature.

§ 2. Generar, FoRMULAE.

From the definition of the functions p, g, #, it follows that the coordi-
nates of M with respect to the axes of the fundamental trihedron are

peosf—(ptreosa)sing, psing4-(p - rcosc)cosd, rsina, (5)

From (2) it follows that the projections of a displacement of M upon
the axes (*) are

(¢ + rcosa)sing] + rsingsine du —

.__(%(iu+2_°;dv)[psin9+ (¢ -+ r cos a) cos 6],

d[peost

dipsing 4 (p + rcosa, cosi] 4

+(Z—(\Zdu—{—g—:dv\) [peost—(p+ rcosa)cos§] — 1 sinacoswdo,

sinogdr— cosw{pcosd — (p 4 rcosa)sinb] du -
+ sinw [psin 8 + (p + » cos o) cos 6] d v.

(6)

(*) DarBoux, Legons, vol. 2, p. 385,
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In consequence of equations (4) and since S is an A-surface (*) with
the given representation of its lines of curvature, it follows from (6) that the
functions p, p, » must satisfy the equations

op
0w
4 8in g cosw|[pcosd—(p + rcosa)sinf] =), /

. 2
+ smm7 cosfd '

+

sin o sin 9

Qe

123

sin g cosé%—sincsin@%—{—

7

+ cos/sinw [psind 4 (g + 7 cosq) cos 6] =0, \ @
sinag—;::sin w [pcosd —(p 4 r cosg) sin 6],
Sinfig—g:—ACOSw [psiné + (p + r cosa) cos 4.

It is found alse that the coefficients of the linear element of S are
given by
A:cos&d—p—sinea—&-—

ou ou
__psintbeose — (peose{r)sinw + (p + 7coss)sin b cos b cos w
sin ¢ ? ®
)
. 0p d¢
C~smé’a—v+coseav——
Mpcos“) sin o 4 (pcos ¢ + 7) cos w — (p + 7 cos 6) sin f cos O sin w

T ’
sin ¢

where
dst=A*dw* + C*d v
If we denote by X, Yy, Z,; X,, Y,, Z,; X, Y, Z the direction cosines
of the axes of the fundamental trihedron with respect to a fixed trihedron
with the same vertex, the rectangular coordinates of the point M with re-
spect to the fixed axes are of the form
%= [pcosfd — (p+ rcosa)sint] X, + )

. " (9)
+ [psin6 4 (p 4 7 cos o) cos 6] X, + rsine X, )

and similar expressions for y and z.

(*) A surface with the same sphirical representation of its lines of curvature as a
pseudospherical surface; see article in American Jow nal, 1. c.
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Morcover, from the character of the preceding discussion it is quite elear
that if we have any set of solutions whatever p, p, # of equations (7), then
the expressions (8) will define an A-surface whose linear element will have

the coefficients given by (8) and the spherical representation of its lines of
curvature will have the linear element (2).

7

§ 3.- SOLUTION FOR G = ? » p=const, SurFACEs oF Bianchr

When o is a right angle, equations (7) reduce to

—

. 0p 0 . .
smﬁg—u—}—coséaiu—}—sm&cosw(pcos@—psmé):o,

cosé ai9~—sin 03—9

. o .
3y av—l—cosesmw(psm)+pcos6)—0,

(10)
~ —sin w (p cos f — psin 6),

L m——

ou
or .
aT)::—(30Sm(psnl9—|—pcos€);

and by means of the above the coefficients 4 and C can be reduced to

1 9 :
:—m—a—z—_pCOSw+7‘smw, )
L (11)
— mg‘—u——psinm—rcosw. 3
We consider first the case where ¢ is zero and put
p=e* r=y. (12)
Then equations (10) reduce to
g—:::cos(ucosé, Zf:sinwsin&; J
0 0 (13)
a_};:e*“‘sinmcose, a_g:_e-“cos(»sinﬁ, s
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which are readily found to be consistent. We have then an A-surface with
the coordinates (9)

x=r¢%(cos0 X, +singd X;) +yX (14)
and similar values for ¥ and 2. From (11).we get

4d—=—(e*cosw—ysinw), C=—(e-*sinw -+ ycosa). (15)

If one denotes by 2 d the distance from the origin to the point M of
the above surface and by ¢ the distance to the tangent plane at M, it is
found from (14) that

2Qd=—¢" 49, d=1y.

From (2) and (15) it is seen that the principal radii of curvature have
the expressions

pr=—e"%cotw fy p=e*tanw | y.
Hence these functions satisfy the equation
2d—(pr+ p2)d + prp. =0, (16)

which is the condition that the sphere described on the normal to the sur-
face and with the segment between the centres of principal curvature as
diameter passes through the origin. Therefore, the surface defined by (14)
is one of the surfaces considered by Brancmr (*); in fact, the expressions for
the coordinates are the very onmes which he has given. Elsewhere (**) we
have called the surfaces satisfying conditions (16) surfaces of Bianen: of the
parabolic type.

‘We consider now the case where p is a constant different from zero,
say ¢, and introduce an auxiliary function 8 defined by

a@_‘_ a - 1 aﬁ_ - AP
T cos @ sin 6, i ¢ sin g cos 4, (17)

which are found to be consistent. By means of this function 8 and -, defined

(*) Nuove ricerche sulle superficie pseudosferiche. Annali di Mat.,, 1896, vol. 24,
pgs. 347-386.
(**) Awmerican Journal, 1. c., p 115.
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by (13), the first two of equations (10) can be integrated. The integral is
p=e*(Bc+ k)

where % is the constant of integration. Now we introduce the function =
defined by

o~

du

Qd
A

= (y €* 08 » -}- 8in ) 8in 4, PP (7 € sin » — €08 w) ¢os 6.

The integral of the last two of equations (10) is found to be
r—=y(B-+h)—cr.

The additive constant of integration has been neglected in this case for
it only tends to replace the surface, with the above value of r, by a parallel
swrface. From (9) we have for the coordinates of this new surface

x=—e¢ *(Bc+ h)(cosd X, + sind X,) +

[
> 18
+oe(—sind X, +cosd Xy) + [y(cf +h)—er] X, ) (1%)
and similarly for y and 2. The coefficients of the linear element are
A=—e"(5c+h)cosn + [y(Bec+ h)—cr]sinm, 19)

C=—c¢*(Bec+h)sinw—[y(Bc+h) —ct)cosn |

If one gives to the letters d and ¢ the same interpretation as in the
former case, one finds that for the above surface

2d—c*-—(pr + p2) & 4 pi p=0. (20)

This is the condition necessary and sufficient that the spheres described
on the normal with the segment between the centres of curvature as dia-

meter cut orthogonally the sphere
xt 4yt -+ 2t =t (21) A
Bianonr (*) has considered certain surfaces which have this property and

referred to them as of the hyperbolic type. We have given to all surfaces
with this property the name surfuces of Biaxcmr of the hyperbolic type.

(*) L. e, pg. 357.
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We denote for the moment by &, #, ¢ the coordinates (14) and write
xo=e"*[5(cos 6 X, +8in 0 X,) + (—sin g, +cos8 X,) - (y 5 —1) X (22)
and similarly for y, and z,. Now the expressions (18) may be written
t=hi4cry, y=hn +cy,, z2=ht+ce.

Hence we have the theorem:

The segments joining points on a surface of Biaxcur of the parabolic
type (14) and the corresponding points on the surface of Biaxcnt of the hy-
perbolic type (22) are cut in coustant ratio by a family of surfaces of the
hyperbolic type.

§ 4. GENERAL CASE OF ¢ — — - SURFACES OF Brancar Case p-—— 0.

w]cl

If we introduce the functions « and §3 into the first two of equations (10),
they can be given the form

0 . cos b 0p op )
du’ P=" g du—l_Pa_
(23)
0 o _ ,s8inf 9o op \
200 VT eost B T POy
The condition of integrability of these equations is reducible to
829‘_810gsine@_810g003989:0; (24)

ouodv 0o Ou 0 u 0v

moreover, every integral of this equation leads to a surface of the kind sought
and the further determination of the functions fixing the surface requires quad-
ratures only. We have seen elsewhere (*) that this equation admits as a par-
ticular integral the expression for the distance from the origin to the tan-
gent plane of any surface whose lines of curvature are represented on the

(*) Amer. Jowrn., 1. ¢, p. 118.
Annali di Malematica, Serie III, tomo XII. 16
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sphere by the-parametric lines for which the linear element is
do;=—sin*4du® -+ cos*ddur (25)

Hence every surface with this representation of its lines of curvature
leads by quadratures to a surface with the spherical representation (2). It is
clear that the surface with the representation (25) which gave rise to the
surface with the coordinate values (18) is the sphere of radius ¢ and centre
at the origin.

Consider now the A-surface S, with the spherical representation (25) and
analogous to the surface defined by (14). For the general surface of this
kind the functions «, and y, would be given by equations of the form (13)
and obtained from the latter by replacing w and ¢ by ¢ and ¢ respectively,
where ¢ is any solution of the equations

3u+ —sm ¢ €08 6, 3<P_|_8 — ¢os ¢ sin 4. (25)

A solution of these equatione is § —w + =; we take the surface S, cor-
responding to this value of ¢, then

oy = —a, '/( —_ ﬁ'
Hence the coordinates of the surface S, are of the form
r,— —¢* (cosw X'y + sinw X'y) — B8 X, (25")

where the primed functions are the analogues for S, of the same functions
without primes for S. The distance from the origin to the tangent plane to S,
is evidently — B, so that — B is a solution of equation (24). When this
value for p is substituted in equations (23) and they are integrated, one finds

=gl e (& + h)l,

where % denotes the constant of integration. Then # is given by the quad-
rature

d7—smw[—;-,e ——e“(”+k)}cos§—l—ﬁsiné]du (\j
(26)
—cos:.:[%2e°‘—e‘“(,62+k)}sin@——,@coseld'v. S
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From (9) it is seen that the coordinates of the new surface are

Xr —

o -

o —e=® (8" + k)] (c0s 7 Xu +sen 6 X)) + | (27)

4+ B(sind X, —cos 6 X,) + r X, |5

and similarly for y and 2. When the above values are substituted in (11),
it is found that

A::—é—!e“—l—e*“ (B + k)} cos » + 7 sin w,
(28)
C:%}e“{—e““(ﬁ?—{—k){sinm—rcosf».

One finds without difficulty that for the surface defined by (27) the fol-
lowing conditicn is satisfied

2d+k—(p+ p2) & + prp =0. (29)

When £k is zero, this equation reduces to (16), and when % is negative
it can be written in the form (20). When % is positive, the sphere described
as in the two former cases cuts the sphere, with radius | # and centre at the
origin, along a great circle. )

Hence equations (27) define surfaces of Brancur of the elliptie, parabolic
or hyperbolic type according as k is positive, zero or negative: to within
slight changes in notation they are the expressions given by Braxcm (*).

If we denote by x,, y,, 2; & », ¢ the coordinates of the surfaces S,
S’y of the parabolic type defined by (27) and (14) respectively, the coordi-
nates of the surfaces of the elliptic and hyperbolic types as given by (27)
may be written

k k
E, y———?/o—gﬂ, =2y — g.

T =2y — 9

2

Hence we have the theorem:

The locus of the point which divides internally in constant ratio the
segment joining the corresponding points on the surfaces S, and S’y is a
surface of Biaxcur of the hyperbolic type; when the division is external, the
locus is of the elliptic type.

(*) Loe. ecit., p. 308,
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We shall consider the surface, with the spherical representation whose
linear element is of the form (25, which is analogous to the surface defined
by (18) and corresponding to the solution w 4 = of the system (25"). If we
denote by the same letters but with subseript one the functions for this sur-
face similar to those appearing in (18), we find that

oy =—a, Bi——y, }’1:—3
and

dr,=—(fe*cosf —sinf)sinwdu— (Be"sin g+ cos §) coswd v.

The distance from the origin to the tangent plane to this surface is
Blesy + h)—eir,.
Substituting this value in (23) in place of p, we find

1 1
p=— ey +h)y+ e flecy+ 0B+ k—2efpri—20c1],
where t is given by the quadrature

dt:sinm[; (¢” —e 3! cos g ﬁsin&]du—

1 .
——COSw[2 e — e “[ﬁ}sm&~ﬁcos€]dv;

from (26) it is seen that ¢ is equal to the function » for a surface of Brancm
of the parabolic type. The function r for the present surface is given by the
quadrature (10) after p and p have been given the above values. The coeffi-
cients of the linear element of the new surface are readily found from (11) to be

1
A=—cosole (g + k) +e *[ley + D)6+ k—
— 2B, —2¢tl + (r—c)sinmw,
C::—%sinwle“ (coy +h)+e *[(eoy+ M) B+ k—

—2¢Bt,—20t]—(r—c)cosa.

It can be shown without difficulty that this surface satisfies equation (29)
only in case ¢ is zero. By continuing the foregoing process we can find by
quadratures alone a large member of A-surfaces with the given spherical
representation.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



to the Surfaces of Bianchi. 125

We consider now the case where p=0. Then the first two of equa-
tions (L0) are satisfied by p=0 and the last two give » = const; the cor-
responding surface is evidently a sphere with centre at 0 and radius ». Ex-
cluding the case where p is equal to zero, the first two of equations (10)

may be written

dlogp cos ®
108 § —
3 + cos b coswm=— :

0s 0’
0log o . . sin o
—7 SIn & sIn o =— . .
ov + sin b

From (13) it follows that these equations are consistent only in case

0 (sinel 0 (coso
du (W) T o (m) '

One finds readily that this condition is not a result of equations (4)
with o a right-angle; hence we have the theorem:

The sphere of radius r is the only surface determined by solulions of
equations (10) where p=0.

In a similar mauner it can be shown that for p to be zero in the gen-
eral equations (7) we must have p -+ »coss equal to zero. Then » is a
constant and so also is p. One remarks that this gives the same result as the
preceding case if we replace r in (10) by »sine. From this fact it follows
that the necessary and sufficient condition that two surfaces be determined
by ‘the same functions p is that the two surfaces be parallel.

§ 5. WHEN ¢ 18 ANY ANGLE AND p —0. Surraces oF THE Parasoric Tyee.

‘When o is any angle whatever and p is a constant, say ¢, equations (7)
reduce to

sinagi;—f—cosw[pcosé—(c—}—rcom)sin&]:O,
sinaZ—iﬁ—sinw[psin§—|—(c—l—rcos::)cos&]:O,
sinog—;—sinw[pcosé——(c—i—rcosG) sin 6] =0,

sinag—:—l—cosw[psinﬁ + (¢ 4 7 cos g) cos 6] = 0.
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These equations can be shown to be consistent without any difficulty.
The expressions for 4 and C may be reduced to

A— pcosw — (¢cosa + ) sinw
a— P b
s G (31)
O — psino + (ccose +r)cos
_4 Sinc ’ /

When ¢ is equal to zero, the coordinates of the surface are
z=={pcosd —rcosasing) X, + (psind + rcosscosb) X, 4 rsina X (32)

and similar expressions lor y and 2. From these expressions and (31) we
find that this surface satisfies the condition

2d—(py + p2) 0 +sin?ap, p =0. (33)

In order to give an interpretation to this equation we recall that from
the general definition of the A-surfaces, as given in § 1, it is clear that
for the surface under discussion the point M lies on the line which is per-
pendicular to the initial line in the fundamental plane and is inclined at the
angle o to the latter. The length of the projection upon this line of the seg-
ment of the normal to S between the centres of curvature is evidently

The coordinates of the middle point of this segment with reference to
the fixed axes are

2 R=sins|p,

2o—x —tcosasingd X, -} £cosacosd X, | tsinag X, (35)

and similar expressions for y, and 2, where we have put

t:Mg;Lﬁ. (36)

If we denote by A the distance of this point from the origin, we get
in consequence of (32)

A*=2d —(p; -+ p2) I 4 (91_—;93)2 sin‘a,

which reduces by means of (33) and (34) to
A*—= R
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Hence the spheres described on the projected segment as a diameter
passes through the origin. We shall refer to all surfaces satisfying the equa-
tion (33) as A-surfaces of the parabolic type for they are surfaces of Biaxcur
of this type when ¢ is a right angle.

‘We have shown (*) that if one draws in the tangent plane to an .4-sur-
face a line, which passes through the point of contact M and makes an
angle 6, with the direction of the line of curvature » = const., and through
this line passes a plane inclined at a constant angle o to the tangent plane,
the former plane well envelope a new surface (A,), provided 6, is any so-
lution whatever of equations (4). The parametric lines on the new surface
are the lines of curvature whose spherical representation is such that the
linear element of the latter is

dol=—sin?4, d u® + cos?§, d v*. (37)
The coordinates of the surface (A4,) are of the form

z, =% -+ (A cosd,—pcosasing,) X, + (Asiné, 4 pcosocosb,) X, + psinc X, (38)

where
A—=sino (4 cosw -+ Csinw
ol cose o (59)
p=sno(— 4sinw + Ccosw); )
and the coeflicients of the linear element have the expressions
¢ A 3 o) , hcos Gl—ycosasm()i
A‘*q'“(a d11)+ sin e \J (40)
. (ocC aw Asin B 4 p.cos 5 cos B
Ci“s”‘“(av' 3v)+ sinc s

We now apply this transformation to the surface defined by (32) and find
for the coordinates of the new surface S, the values

x, = [p(cos 6 —cos 5,) —rcosa (sin§ —sin6,)] X, +

41
+[p(siné —sin4,) 4 r cosa (cos # — cos 6,)] X; ; (41)

and similar expressions for y, and 2,. The coefficients of the linear element are

(*) Amer. Jowrn., 1. c., p. 148.
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reducible to

p (cos  — cos 6,) — r cos 6 (sin H — sin B;)
sin ¢ ?

A, =—

. . (42)
p (sin ) — sin 6,) 4 » cos ¢ (cos § — cos H,)
sin s

C‘:—:—

Denoting by d, and d, the quantities for this surface analogous to d and ¢
for S, we find

dy=[1—cos(6—")](p*+ 7 cos®q), y i3
9, =psin s sin(5—9%,) — 1 sinscoso [I —eos (6 —46,)], ) (43)

for it can be shown that the following relations obtain between the func-
tions X;, X,, X for S and the analogous functions X',, X';, X’ for S,

X'1=—cosw(X,co80 + X,sing) +
4+ sinw [sing X + coso (~——sin § X, + cos 7 X,)],

X';—=—sinw (X, c088 4 X,sint) — (44)
—cos w [sing X + cos o (— sin § X, 4 cos § X)),
X' = sino (—siné X, 4 cos 8 X;) — cos o X, )

and similar relations between the ¥ and Z.

One finds now that the functions d,, J,, p» and p’, satisfy an equation
of the form (33), hence the theorem which is a generalization of a result
we have found before (*),

The most general BickLunp transform of an A-surface of the parabolic
type is a surfuce of the same kind.

We have now to determine the lines on which to project the segment,
between the centres of prineipal curvature, upon which the spheres are to be

described as in the case of the surface S. We denote by ¢ + :-7 the angle

which the projection of this line upon the tangent plane to S, makes with
the direction ¢ — const. at the point. The coordinates of the middle point
of the projected segment are of the form

T =, — f,cosasing X'y + ¢ cosacos 2 X', 4 ¢, sins X/,

(*) Amer. Journ., 1. c., p. 164,
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where we have put

2

In consequence of the relations (44) the above expression can be written
T, ==, + ¢ cosa [(sin (; — ) cos 6 - cos g cos(y — w)sin 4) X, +
- (sin (¢ — w) sin§ —cosa cos (¢ —w)cos§) X,] + ¢, sine X .

If we denote by A, the distance from this middle point to the origin,
we find

Af:2d‘*(p'i+p’z)<).+(9‘j92)gsillea + 2t coss L,

where we have put
L=sin(g—w)[pl1l—-cos(6,— )]+ rcosasin (8, —6)] +
+ cos g [cos(p —w) +- 1] [psin (6, — &) —recosa |l —cos (6, —6)}].

If now we put
2R, =sing|py—p's|

and recall that an equation of the form (33) is satisfied by S, it follows that
when ¢ is so chosen that L vanishes we have

At =R;.

But L vanishes when ¢ = + m, so that we know exactly how to
describe for S, the spheres which pass through the origin.

§ 6. A-Surraces or tTHE Eruieric, HypErBoLic AND ParaBoric TypEs.

In considering the particular case where s is a right angle, it was found
that the expression for the distance from the origin to the tangent plane to
a surface S, with the spherical representation (25) affords a solution p of
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equations (10) and then the other functions are given by quadrature. This
property can be shown to exist for the cases arising for any value of ¢
and for the following reason. Given a surface S with the spherical repre-
sentation (2) and effect upon it a generalized Bickruxp transformation of
angle ¢ as previously explained. Denote by M T the line of intersection of
the tangent planes to the two surfaces. From our definition of such a trans-
formation it follows that the distance from the origin to the tangent plane
to S, is the projection of the length p for S upon the plane through the
line M T and perpendicular to tangent plane to S,. Since the angle between
these planes is constant, it follows that p is a solution of equation (24),
when ¢ in any solution of the system (4). Hence if we have a surface S,
in whose definition the same value of the angle o enters which we put in
equations (7), and if we denote by », the function for S, analogous to r
for S, a solution of (7) is given by

0o—=17,

and the complete determination of the other functions p and r requires at
most the solution of a partial differential of the first order and quadratures.
‘We have seen that when s is a right-angle this determination requires qua-
dratures only and we shall fund presently a case where o is not a right-
angle but for which the determination is of the latter kind. However, before
we proceed to this investigation we want to call attention to the fact that it
has just been shown that when one gives an A-surface S, and choses the
value of the angle ¢ there are an infinity of A-surfaces of which the former
is a transform by means of the generalized Bicgruxp transformation.

The equations similar to (4) when the spherical representation of the
surface S, is written in the form (25) are

. 0 090 . .
SIHG(B‘Z+8_@): 81N ¢ €08 § — €08 ¢ ¢OS ¢ SIn 0,

. do , 06\ . . ,
smo(-a—v —l—a—u—)_—cosfsmé—{—cososmcpcos..

A solution of this system is o 4 =. In terms of this solution the equa-
tions similar to (7) for the determination of the functions p,, p,, #, which

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



to the Surfaces of Bianchi. 131

determine a surface S, with the representation (25) are

sinosinw%+sinacOSma—P—'~— \
ou 0u ‘
—sin w cos 8 [p, cos w — (p, -+ 71 €08 7) sin w] =0,
SinoCOSm%——SincSinwaPl——
0v ov
: . (46)
—cos w 8in 6 [p, sin w + (p, + 7, cos6)cos w] =0,
sina%%:—sina [p1cos@— (p, -+ 7, cOs ) sin w],
sin o %r—;: cos & [pysin @ 4 (p, + 7, €08 g) cos »].

Suppose now that we have given a surface S, determined by functions
satisfying these equations. As we have seen the function », may be substituted
for p in equations (4). When this substitution has been made and p, has been
replaced by e® in the third of equations (46), by means of the latter the
first of (4) may be written

. . 1 . .
sino sin o a—i—(e“p —3 32“) 4+ p [sine cos m? ~+ (p:+ 71 cos a)sin®w cos 6] —
u
. 801 . .
— €% 8in g oS ® -— —- €% sin w cos wsin 5 (r, 4+ 7 cos ¢) = 0.

ou

By means of the third of equations (4) this can be reduced to

sinw%[e“p— %e”—f—g 4+ (pr + 74 cosa)r]—{—
a 3 alo"_
+ [cosw(p —e )—r51nw]a—u~0.

In a similar manner the second of equations (4) can be given the form

0 I . H
COSwﬂ[Z“p;— g ¢ —{—g—{—(p.—|—7',0057)7'|—

D

—_ ] ) —_ - 9 r Pl um—
[sin o (p — e?) - 1 cos o] 3o 0.

We remark that when p, is constant, the above equation can be re-
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placed by

p:% fes—e=a[ri 4 2(p, 4 rycosa)r 4 k)|, (47)
where & is the constant of integration. Now # is given by
sinag—z:sinw[pcos&—(7'1+rcoso)sin6], )
(48)
. or . . \
8ing -~ == —cos o [psing 4 (r, + #cosa) cos 6],

with p having the value (47); it is evident that » is given by two quadra-
tures. Thus by quadratures alone one finds a large group of A-surfaces. Of
particular interest are those for which p, is zero, that is the surface S, is of
the parabolic type. We shall consider these at greater length.

For the sake of brevity we put

b=+ 2r,rcosa + k. (49)

The rectangular coordinates of the surface are then of the form

r:[% je*—e2blcosd— (r, +r cos:;)sin&]Xi -
) (50)
—|—[2 }e“~-e-“b,’s_in5+ (r, 4+ r cos g) cos&]Xz + rsine X,

where » is given by (48). The coefficients of the linear element of this sur-

face are

. [%{ea_{_eab}cosw—{»rsian,

" sing

- (51)
C:Si—na[?{e“+e ab!sinm—rcOSa]-
From these expressions one finds that the following relation holds

2d+k—~(p, + p;)d 4 pip2sin®e = 0. (52)

In order to give an interpretation to this equation, we draw in the tan-
gent plane to the surface S defined by (50), and through the point of con-
tact M the line which makes the angle ¢ with the tangent to the line of
curvature v-const., where the angle ¢ has an interpretation to be given later.
At M we erect the normal plane to this line and in it take the line through M
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making the angle ¢ with the intersection of the normal and tangent planes.
Upon this line we project the segment of the normal to S between the
centres of curvature and with the projected segment as diameter we construct
a sphere whose radius will evidently be given by (34).

The coordinates of its centre ¢,, no, & are of the form

E,—=a —tcosasiny X, + tcosocosg X, + tsine X (563)

where ¢ is given by (36). Denoting by A the distance from the origin to the
centre of the sphere, we find that

Av=2d—(m+f)e)3JF(PIZW)Sin%— ;
__2 tcoso[% 1e* —e 2 blsin(p —6) — (54)

— (ry 4 rcos o)oos(qa—ﬁ)—{—rCOSf;]-

We choose ¢ so as to satisfy the equation
% {ed —e%bisin(p—0)—(r, 4 rcosa)cos (p — ) 4 reoss =—=0; (55)

then in consequence of equation (52) the equation (54) may be replaced by
A*=R*—k.

From this it is seen that when £ is zero in (50) the spheres associated
with the corresponding surface pass through the origin; when k is positive
they cut in great circles the sphere of radius yk and centre at the origin;
and when % is negative the fixed sphere of radius \— & is cut orthogonally
by all the spheres. These surfaces are seen to be a generalization of the sur-
faces of Biancm of the parabolic, elliptic and hyperbolic types; in fact they
reduce to the latter when o is a right angle. On this account we shall call
them the A-surfaces of the parabolic, elliptic and hyperbolic types.

We consider in particular the surfaces of the parabolic type S, given
by (50) whose coordinates may now be written

a‘o—_—[% [er— e @ (! + 2% 7, cosa)] cos 5 — (ry + £ cos a)sin&] X, - 4
(56)

+[% e*—e ¢ i +2¢r cosa)lsing+ (ri+tcos:)cos6JX2+tsincX, \
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where now £ is given by two quadratures from

‘Sina%-——- sin m[—;« led —e=a(r} 4 27, fcosa}cosd —

— (ry + tcosa)sin 0],
0t 1 (57)
sinoa—i;:—cos m[? le* —e-%(ri 4 27, tcosa)|sin g +

+ (ry + ¢ cosq) cos 6]-

One finds without difficulty that a solution of equations (30), in which ¢
is zero, is given by

p:—e‘“(r.scossﬁ—%), r=s. (08)
Hence a surface S’y of the parabolic type is defined by

7 ] 1
xo:[——e “(7‘180080—1— 2)cos0—scosasm6] X+

(59)
[~e~“(r,scos:: + -}E)sine —+ scosmcos&] X, -} ssing X,
and similarly for %o and 2/,, where s is given by
. 0s . 1 .
sxnaa—~u: sin w|—e 2|r scoso | E)cos&~scomsm€ 5
5 y g (60)
sin o asv:—cosQ[—e-“(r,scosa - 5) sin 4 -} s cos g cos 6]-

A comparison of the expressions (56) and (59) shows that equations (50)
may be replaced by

x=x,+kay, y=y,+ky,, z2=2+k2,,

provided » is equal to ¢+ ks, which condition is seen to be satisfied in con-
sequence of (57), (60) and (48). We have now the following theorew:

The locus of the point which divides internally in constant ratio the
segment joining corresponding points on the two surfaces of the parabolic
type S, and S’y is a surface of the elliptic type; and when the division s
external the locus is of the hyperbolic type.
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§ 7. Avxorser PropErTY OF SUrFACEs oF THE Eruipric,
Hyrersonic axp Parasonic Types.

Let us consider an A-surface of the parabolic type S, with the spherical
representation (25), where ¢ is any solution of equations (4), and such that p,
is zero. Such a surface may be defined by

v —=—(p1cosw —r,cos0sinw) X', — ) 61
~—(pisin w + 7, cos0 cos w) X'y 4 7, sino X', (61)
and similar expressions for y, and 2,, where p, and », are any solutions of
equations (46) after p, has been put equal to zero. By means of the rela-
tions (44) the expression (61) can be reduced to

o, = (p, cos § — 7, 8in 8) X, + (pi8in 6 4 r,cos 6) X,. (62)

From the form of this expression it is seen that the point M, lies in the
fundamental plane determined by .

In this fundamental plane we draw a circle of radius I and centre at
the point M, (o, 9o, 2,) Which passes through M, where the values of B and
the coordinates of M, will be determined by subsequent considerations. We
denote by I the projection of M, M, upon the line in the fundamental plane
which passes through the origin and makes the angle 6 with the direction
v —=const.; the ¢ used in this connection is the function determining the
spherical representation of S,. In consequence of (62) it follows that

2= [(pi 4 1) cos 6 —(r, -+ ) sin 6] X, + )
+ [(pr 4+ 1) sin 6 4= (ry + m) cos 6] X, )

and similarly .for y, and 2,. The necessary and sufficient condition that the
above circle cuts a fixed sphere, with centre at the origin, in diametrically
opposite points or orthogonally is

(63)

Sei=R —F (64)

where % is positive in the former case and negative in the latter; further-
more, where k is zero the circle passes through the origin. Replacing p,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



136 Eisenhart: Surfuces Analogous

in (63) by e* as formerly, we can put (64) in the form

e l= g [ —e s (it 2rm 1) | (65)

Now the coordinates of M, are of the form

70:[; te* —e a(r2+4 29, m 4 k)| cos 7 -—(ry + m)siné] X, )
1 (66)

+ lg lee —e @ (r + 27 m + k)| sin g+ (r,+4 m) cos &] X, S
We shall subject these circles to the further limitation that their axes
form a normal congruence, and denote by =, y, 2 the coordinates on one of

the orthogonal surfaces, which evidently are A-surfaces. The coordinates of
this surface are

r=x,+1+tX, y=y,+1tY, 2=z +1tZ, (67)
where ¢ is determined by the condition
NXdz=0.

When the above values for «,, y,, 2, are substituted in this equation,
it is found that

dt:sinm[é lee—e=e(ri+2rim—+k)|cosd—(r, 4 m) siné’Jdu—— ]

(68)
—COS @ [QL fea—e-a(ri 4+ 2r m—+4Fk)|siné 4 (r, + m)cos O]d v.
From our definition of £ and » it is evident that
t=sinar. (69)

If we substitute the values for x,, y,, 2, and this value for ¢ in (67)
and compare the reswdt with the general expression (9), we see that

¢+ reosa=r, | m
We introduce an auxiliary function n, defined by

p=1r.+mn, m=—rcoss + n. (70)
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For this surface we have
p:;—{ea—e“[7*2:[—21'1(1'cosc+72)+k]". (71)

If these values for p, p and » be substituted in the first two of equa-
tions (7), we are brought to the equations

. on . on
(6“COS€‘7‘181119)8—“:()7 <easln6'+7'lcose)av:0;

from this it follows that n is a constant. If we take n equal to zero, the
expressions (67) are the same as (50).

Suppose now that » is different from zero and consider the surface par-
allel and at the distance ntans from the surface, for which p, p and ¢ have
the values given by (69), (70) and (71) Denoting by #' the function » for
this new surface we have

and the coordinates can be got from (50) by replacing » by »'. Hence the
variation of the constant n gives only parallels of the surface (50), and as
these are evidently surfaces of the same type, we have shown that the A-sur-
face of all three types, as defined by (50), can be got from an A-surface
of the parabolic type in the same way that Biraxcar has found his surfaces
of all three types from a surface of the parabolic type.

If we introduce the angle « in such a way that the line O M, makes
the angle a -+ ¢ with the direction v = const. of the fundamental trihedron, it
is seen from (66) that

1
. " -+ 7 o8 5 o tet—ee(ri 4 2rircosc + k)
SIl &= ——0%—— 3 C0Sa = ’

N N

where
N_—\/ (ry + »cos o) Lie _pa P2 k)lz|-
L o) + g Lt —e (r} rircose + k)|

Now equation (55) becomes

sin(¢+e-—?):"°‘l’§°-
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Hence to construct the angle ¢ we draw through O and within the
angle « -+ 6 a line upon which we take a segment of such length that it
and a segment of length r cos s are the sides of a right-angled triangle whose
hypothenuse is O M,. Then ¢ is the angle which the former segment makes
with the initial line » = const.

§ 8. Normar Cycnic CoNGRUENCES WHOSE AssociaTep CiRCLES
Pass Taroveu o Fixep Poinr.

As we have pointed out before (*), it follows from the expressions (39)
for 2 and w that for all of the A-surfaces S,, obtained from a given A-sur-
face S by means of the generalized Backiuxp transformations of the same
angle o, the points of contact corresponding to a point M of S lie in a circle
whose axis is normal to S at M. Hence the circles cut the surfaces S, under
the constant angle o. When ¢ is a right angle these circles form a eyclic
system; and cyelic systems of this kind are the only ones for which the as-
sociated cyclic congruence is normal (**).

Biaxcmr has established the following theorem (***):

Among the cyclic congruences with a common spherical representation
of their developables there are an infinity whose ussociated circles pass through
a ficed point.

‘We shall determine the normal cyelic congruences whose circles have
this property and for convenience we take the origin for the fixid point. If »
determines the representation of these congruences, then all these congruences
are known when we have found all the surfaces with this representation of
their lines of curvature, that is, when we have solved completely equations (10).

Suppose that we have such a surface; from (11) it is seen that the
transformation functions 2 and » have the values

___cose gp  sinedp
TN PR YT P 2)
_ sine dp  coswdp

B S0 s T oost ae

(*) Awmer. Jouwrn., L. ¢., p. 152,
(¥**) Braxcuy, Lezioni, pag. 333.
(***) Th., p. 335.
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As all of the circles are to pass through the origin, it must be looked
upon as a degenerate transform and the circle must lie in the fundamental
plane; consequently ¢ must be equal to — », so that ; must be a solution
of the equation,

0¢

. . 0o
€08 6 SIN o —— sin § cos » — — Q.
8u+ ov

This equation is satisfied when ¢ is a constant, say ¢. From (72) we
have that % is equal to — p, so that if we denote by M, the point on the
transform corresponding to M on the given surface, the projection of O M,
on the axes of the fundamental trihedron are

p(cos§ —cos 6,) —esing, p(sind—sinb,) + ccosd, 0,

where ¢, denotes the angle of the transformation. In order that the circles
may pass through the origin there must be a value for 6, such that these
projections an always zero. If we put them equal to zero and elemente p,

we get
¢ [eos (6 — 6,) — 1] =0,

from which it follows that ¢ is zero. Hence the surface of Biancni of the par-
abolic type (14) is the only surface furnishing a solution when p is constant.
In consequence of (17) the above equation can be give the form

08 000808 _
ovdu oOudv

so that when p is not a constant it is a function of 8, say
== ¢ ().

We have seen that p must satisfy equation (24) and also that g is a
particular solution of this equation ; hence we must have

v () =0,
P:ciﬂ + Cz,

where ¢, and ¢, are constants. From the form of equations (23) it is seen
that by changing ¢, we get a homothetic system, and consequently these is no
lose of generality, if we take

so that

p= (Bt
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When this value is substituted in (23), we get

1
p=g fe*-—e* (B +2¢B + k).
From (72) it follows that
A= — ; le + e (52— 2cB 4 k).
As in the preceding case, we determine the condition that there may

exist a function 6, so that projections of O M, may be zero; this gives the
equations

%e“ (cos&—cosei)—%e*"‘(ﬁ2 +28c¢+ k)(cosd -+ cosd,) +
+ (B + ¢)sin 9 =0,
%e“(sine—sin 94)—-}76‘“((@2—|—2‘BC+ k) (sin § + sin§,) —

— (B 4 ¢)cosh =0,
which may be replaced by

Bte yle—er (@42l )]
sin (6 —4,), cos(6—¥6,)—= .

Sl tee(E 2o +B)

For the sum of the squares of these two functions to be equal to unity
it is necessary that k be equal to c*; then

p———%{e“—e-“(ﬁ—i—c)’}.

When ¢ is taken equal to zero, this gives the surface of Biawcur of the
parabolic type (27). From (25”) and (27) it is seen that for values of ¢ differ-
ent from zero, the surface determined by this value of p is the surface of
Biaxncar of the parabolic type derived from the surface parallel to the one
given by (25”) and at the distance ¢ from it. We have then the theorem:

Given the spherical representation of the developables of a normal cyclic
congruence; the infinity of cyclic congruences with this representation of their
developables and for which all of the associated circles pass through a fixed
point are composed of the normals fo surfaces of Biaxcmr of the parabolic
type whose lines of curvature have the given spherical representation.
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§ 9. Tue PararLeEL TrRANSFORMATION OF A-SURFACES.

The coordinates of an A-surface S, with the spherical representation of
its lines of curvature determined by a solution 6, of equations (4) are of the
form

, =[—p.cosw + (p, -} 7, c08g)sinw] X', —
— [pisine -+ (ps + 7, cos0)cosw] X o + rysing X,

where p,, p, and r, are solutions of equations (46) in which 4 has the par-
ticular value 6,. By means of relations of the form (44) the above expres-
sion can be reduced to the form

2, == [p, cos 6, — (p, cos s + 7,)sin 6,] X, + )

73)
+ [ pesin b, 4 (p, cos o 4 7,) cos 5,] X, + pisino X. ) (

From this it is seen that when p, is zero the points of the surface S,
lie in the fundamental plane of the corresponding position of the trihedron
determined by . But we found in considering equations (7) that when p is
zero, the corresponding surface is of the parabolic type. Hence we have the
theorem :

The A-surfaces with the spherical representation of their lines of curv-
ature determined by any solution of equations (4) and whose points lie in
the corresponding positions of the fundamental plane determined by o are
surfaces of the parabolic type.

We have seen that the A-surfaces of the parabolic type (32) are trans-
formed by means of the generalized Backuunp transformation into the sur-
faces defined by (41). The latter surfaces are of the class just considered and
consequently are of the parabolic type, as we showed before in considering
them in particular. From the result obtained at the end of § 5 and the fact
just noted, namely that p, is zero for these transforms, it follows that the line
drawn through M, and upon which the centre of the sphere lies is the line

- along which the distance 7, is measured, when the surface is considered as
obtained from the fundamental trihedron determined by ¢,. Hence the Backruxp
transform of an A4-surface of the parabolic type (32) is a surface of the par-
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abolic type and the associated spheres for the two surfaces are constructed
in the same manner.

A comparison of (41) and (78) in which p, is zero gives the following
values for the p, and ¢, determining the surface (41):

pi=p [cos (§ —6,) —1] —rcosasin (6§ —0,),

/
r,=psin (§ —6,) + r coso [cos (6 —4,) —1]. ! (14)

The results of § b suggest a transformation which changes any A-
surface S into an A-surface S’ with the same spherical representation of its
lines of carvature. Let #, y, # denote the coordinates of S; we denote by S’
the surface whose coordinates are of the form

¥ —=x 4 (peosf—rcosasing) X, 4

5

4+ (psing 4 rcosscosd) X, + rsinc X, (1)
where p and » are any solutions of equations (30) in which ¢ has the value
zero. The coefficients of the linear element of this surface are

P oS w —rsinw
sine

, C,___O_psinw—FrCOSm. (76)

sin s

A= 4

For convenience we shall refer to the above transformation as the pa-

rallel transformation.
Denote by 2" and u' the Bacrrunp transformation functions for the sur-
face S analogous to the functions 2, p for S. From (39) it follows that

l":l—-p, [u./ :p.——?‘, (77)

a relation which is evidently independent of the angle / determining the
Backrunp transformation. We effeet upon .S a Bickrusp transformation of
angle 4,, which is a solution of equations (4) other than the function 6 ap-
pearing in equation (75); the coordinates of the new smiface S’y may be re-
duced by means of (77) to the form
2, ==2 + t(cosd, X, + sinf, X,) —
— v.cosa (sin 6y X, —cos 0, Xo) + usine X + / 18
+ | p(cos6—cosf,)—rcosa (sinf-—sing)] X, + \ (78)
+ [p (sin 5 — sin6,) -+ » cos g (cos § — cos §,)] X..
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This expression reveals the fact that the surface S, can be obtained also
by effecting upon S the generalized Backrusp transformation of angle 6, and
then by applying to its transform S, the parallel transformation of angle » 4=
and the values (74) of p, and »,. Hence we have the theorem:

The successive application of a parallel transformation of angle 6 and
a BackLusp transformation of angle 6, is equivalent to a BackLuxp transfor-
mation of the same angle and a parallel transformation of angle w - .

When in particular 6, and 6 are equal, the expressions for the coordi-
nates of surfaces S’, are independent of p and 7, so that we have theorem:

All the parallel transforms of a surface for which the transformation is
determined by a certain angle § are transformed into the same surface by
the generalized BickLusp transformation of the same angle.

By geometrical considerations one sees that this result is an evident con-
sequence of the respective transformations.

In closing we state the following theorem which follows immediately from
the form of equations (7:

The riecessary and sufficient condition that two A-surfaces with the same
spherical representation of their lines of curvature are determined by the
same functions p and 0 is that the one is a parallel transform of the other
by means of this function 6.

Princeton University, May, 1905.
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Sur les équations indéterminées

a4yt —c2h
(Troisieéme Note) (¥,

(Par M. Epmoxp Maitrer, & Bourg-la-Reine.)

INTRODUCTION.

Je me propose ici: ,

I. de compléter un certain nombre de résultats obtenus par moi anté-
rieurement sur l'impossibilité en nombres entiers réels différents de 0O des
équations indéterminées x* -+ y* =r#2* (X premier non exceptionnel, r pre-
mier, 1 << <2, en indiquant des catégories étendnes de valeurs de % et v
pour lesquelles il y a une infinité de valeurs de » donnant lieu & cette im-
possibilité :

IT. de démontrer I'impossibilité en nombres entiers réels ==0 des équa-
tions indéterminées de la forme

2% + y*=1>b 2" (e)

pour une série de valeurs de @ et b qui ont toujours en commun un fac-
teur > 2. Parmi les résultats obtenus, je mentionnerai particulierement les
suivants :

(*) Clest la suite de deux Notes antérieures parues, 'une dans les Mém. de I'Assoc.
frang. pour Uavane. des sciences, Congrés de St Etienne, 1897, p. 156, 'autre dans les
Acta Math., 1900, p. 247. Sa lecture exige au minimum la connaissance, par exemple,
d’un Mémoire de Kumuzr (J. de Math., 1851), de la Zallentheorie de Dirichlet et Dedekind
(non compris la fin de la théorie des idéaux), de die Lehre von der Kreistheiluny de
Bacamany, et, bien entendu, de mes deux Notes précités.
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L’équation indéterminée
*+yt=azt (a>2), (E)

est impossible en nombres entiers réels différents de 0:

1.° quand a est divisible par 4;

2.° quand a est pair et divisible par un nombre 1°* 4k + 3;

3.° quand 2<a =100, a n’étant aucun des nombres 37, 59, 67
ou 74,

4.° quand @ n’a aucun diviseur premier > 17 (*). Les résultats 1.°
et 2.° subsistent pour (¢) quand b=10%"a, avec &' premier & a.

On peut done en conclure que, vraisemblablement, I’équation (E) ci-dessus

est impossible en nombres entiers réels ==0 quand a =2 (probablement aussi (e)
quand b=2a>6 ou b=3a>9). Clest une propriété analogue & celle
qu'exprime le dernier théoréme de Fermar (2% 4 y®='=2%), non encore com-
pletement démontré, malgré les efforts de nombreux géométres.

1.tre PARTIE.

J’ai établi antérieurement (**) le théoréme suivant:
Théoréme I. L’dquation indétermince

2ty =t 2

(™ On trouvera un résumé plus détaillé des cas d’impossibilité dans mes communi-
cations du 8 Mai 1905 3 ’Acad. des Sciences de Paris (Comptes rendus) et du 18 Mai 1905
a PAcadémie des Sciences, Inscription et Belles-Lettres de Toulouse (Mémoires, 1903).

Dans ce qui suit, jappelle, d’aprés Kumver (J, de Matt., 1851, t. 16) nombre premier
non exceptionnel (régulier dans la terminologie de M, HILBERT, Die Theorie der alge-
braischen Zahlkbrper, Jahresbericht der Deutsch. Math. Vereinigung, 4.8me yol., 1891-1895,
Berlin, G. Remver, 1897, p. 429) tout nombre 1°" A =35 qui ne divise le numérateur d’aucun
des )\—5_2—3 premiers nombres de BernourLrr, D’aprés Kummer, tout nombre prémier- =5
et =100 autre que 37, 59 ou 67 est non exceptionnel.

(**) Acta Math., 1900, p. 253, théoréme IIL
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(» 1°" non exceptionnel au sens de Kummer et >3, r, premier, p<1) est
impossible en nombres entiers réels:

10 quand r}=—1 4 ¢, % (mod 12), ¢, étant un au moins des nombres
1, 2,..., »—1, qui dépend de 7,

20 quand 1=05, T ou 17, et r* =4 (mod 12);

3.2 quand % =11 et r* =5 ou 47 (7}10Llﬂ-);

4.0 quand » =13 et r =11 (modﬁ?) .

Quand =1, on sait qu'il y a une infinité de valeurs de r, auxquelles
ce théoreme est applicable; mais peut-on affirmer la méme chose quand
u>1? De ce qui suit résultera que l'on peut trés-souvent répondre affirma-
tivement; il en est ainsi, par exemple, dans le cas du 1° alinéa du théo-
reme I quand p est impair, quel que soit 2 (non exceptionnel et > 3).

IL.

Je vais m’appuyer sur le lemme suivant:

Lemme 1. La condition nécessaire et suffisante pour que la progression
arithmétique a x + b (a, b premiers entre eux) renferme une infinité de puis-
sances p®mes (> 1) de nombres premiers est que b soit un résidu de puis-
sance pfme (mod a).

Ce lemme a-t-il été énoncé? Je pense que non. sans pouvoir le certifier.
Mais sa démonstration est assez facile, et j'en ai besoin pour ce qui suit.

On sait que la progression arithmétique a,z + b, (a,, b, premiers entre
eux) renferme une infinité de nombres premiers: cette proposition, que LE-
GENDRE a essayé en vain de démontrer, a été établie en général, quels que
solent a et b, par Lrsgune-Diricsrer (*). Soit done un nombre premier

101:@490""51;
on a

pr=(asx + b)* ==b{ + a, X.

(*) Diricurer-DEDEKIND, Vorlesungen tiber Zahlentheorie, 3.tme §dit., 2.te Abtheilung,
Braunschweig (Brunswick), F. Vieweg, 1881, p. 342, Voir encore DIRICHLET, Berlin, Ab-
handl., 1837, p. 45; Oeuvres, t. I, p. 313,
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Soit b, le plus petit résidu de b (moda,): p; est contenu dans la pro-
gression arithmétique b, 4 a, X, . Toutes les puissances px®mes des nombres 1ers
de Ja progression a, # 4 b sont contenues dans la méme progression b, a, X,.
Done la condition énoncée au lemme I est nécessaire.

Inversement, si b, est un résidu de puissance pf™ (mod a,), on peut
trouver b, tel que b¢ = b; (mod @,): tout nombre premier de la forme a, 2 + b,
a sa puissance pm de la forme a, X 4 by =a, X, + b5, et la progression
@y X, + bs contient une infinité de puissances w*™es de nombres 1.ew

Remarque I. Ce qui précéde donne méme un moyen d’avoir, d’apres les
résultats connus pour le nombre des nombres premiers inférieurs & N con-
tenus dans la progression arithmétiqne a’ & + &' (o', b’ premiers entre eux),
une limite inférieure ou une valeur asymptotique du nombre des nombres p#
(p premier) contenus dans une progression arithmétique a z - b.

Les puissances p®™es des nombres premiers, avec p* << N, de la progres-
sion @, X 4 bs sont tels que p, appartient & une des progressions a, x + b,

1

avee p; < N#; et réciproquement. Le nombre des progressions a, x - b, telles
que les puissances p®me de leurs nombres premiers soient de la forme
ay X+ b, est alors égal au nombre v des solutions de by =05, (mod a,),
nombre que l'on sait caleculer; par exemple (*), soit a,==7? et X premier
impair, ¢ le p. g. c. d. de p et (A—1) 22-1: on a » =7J. Chacune de ces
progressions a d’ailleurs asymptotiquement (**), ¢. & d. pour N suffisamment
grand,

1

§722
m N

1

log N“

(I +¢), (m constante convenable indépendante de &,)

1
nombres premiers inférieurs & N“. Done a; X + b, (@, 1% & b;) renferme
1

om N

T (1 + <)
log N

(*) SerreT, Algébre supérieure, t. 1l, 5.éme édition, Paris, 1885, p. 85.

(**) De Lo VaLnie-Poussiy, Anna. de la Soc. Scient. de Bruxelles, t. XX, 2.8me par-
tie, 1896, p. 82 du Mémoire; Hapaymarp, Bull. Soc, Math., 1896, p. 217-219; ¢, ¢; ont pour
limites 0 quand N eroit indéfiniment,
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puissances u®mes de nombres premiers inférieures & N, & la coudition néces-
saire et suffisante que d; soit résidu de puissances p*™° (mod a,).

Remarque II. — Quand @, =P (% premier), la condition nécessaire et
q )
suffisante pour que b, premier a X soit résidu de puissance uéme (mod a,) est

que by=0b; (mod2P), ct, si & est le p. g c. d. de g et 2 t(A—1),
Aet(d 1)

b, P =1 (mod 27) Lorsque p, et par suite J, sont premiers a 7,
Pyt
b, =1 (mod 77)
entraine
2-1

et inversement. Par conséquent :

La condition nécessaire et suffisante pour que la progression arithmétique
Wx—+ b (b 1e & ) ) premier impair, p=1) renferme une infinité de puis-
sances uf™S (u premier & 1) de nombres premiers est que b soit résidu de
puissance peme (mod 1).

Quand p est premier & 1 () —1), 0 =13 donc:

Toute progression arithmétique 12 x+b (b 1 & 2, & 1 impair,
p=1) conlient une infinité de puissances p*™** de nombres premiers, pourvu
que v soit premier & A (A — 1).

I11.

Je considere d'abord la progression arithmétique — 1 e % 222 (2
premier impair), ol ¢, est un quelconque des nombres 0, 1, 2,..., A —1,
et je cherche la condition nécessaire et suffisante pour qu'elle renferme une
infinité de puissances p*me* de nombres premiers, avec p premier & A Soit J
le p. g.c.d de w et A—1, et p==p, 4, il faut et il suffit
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ou
—1=23y;
. C : A —1
alors g, est impajr, puisqu’il est premier & —5— ==24. Donc:

La condition nécessaire et suffisante pour que la progression arithmétique
224 ek — 1, ot & est 1°° impair et ¢, un quelconque des nombres 0, 1,
2,..., A—1, renferme une infinité de puissances p®™* de nombres premiers
(u premier & 1) est que A soit de la forme 1 + 2dy, J étant le plus grand

commun diviseur de p et A —1; {;— est impair.

Ainsi, quand p=2, il faut et il suffit 2 =4y 4+ 1. Quand p =2y
{u' impair), il faut et il suffit d =279, 1 — 1 =2"+14"y; soit A un nombre
premier quelconque de la forme 14 27+t1z: on peut toujours, si ¢ est le
p- g ¢ d. de z et p/, le mettre sous la forme 1 4 27+19” 2/, ou 279" est
le p. g. c. d. de p et A ——1; la condition énoncée plus haut est alors tou-
jours remplie. Dés lors:

Lemme IL. Soit % un nombre premier impair, ¢, un quelconque des nom-
bres 0,1, 2,..., 2 —1 choisi arbitrairement, p == 2"y’ (' impair) un nombre
premier & ). La condition nécessaire et suffisante pour que la progression
arithmétique 3* x + ¢, X — 1 renferme une infinité de puissances ptmes de nom-
bres premiers est que X soit de la forme 1 - 271y, ce qui a toujours lieu
pour n=0, c. & d. p impair. X

D’apres cela, le 1 alinéa du théoréme I s’applique pour wune infinité
de valeurs de r:

1.0 quand p impair <i;

2.0 quand p =2y, (»" impair, p <), r=4h + 1;

3.0 quand y =42, (' dmpair, u <A), =8 h | 1; ele., ) étant un
nombre 1 non exceptionnel, en particulier si 2 =100 est ==37, 59 ou 67
et = 5.

IV.

Je passe au 2°m¢ alinéa du théoréme I.
Soit =5, T ou 17, r{=4 (mod:?), & le p. g. c. d. de p et 21 —1,
v==y'J: il faut et il suffit, d’aprés le lemme I et la remarque I, pour que
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Ja progression arithmétique 4 + 72z renferme une infinité de puissances pémes
de nombres premiers (p (" & %), que 4 soit résidu de puissance p®™° (mod A).
Il faut done
-1

47 =1 (mod 7).

et cette condition est suffisante.
4 4

Quand X =5, 4= E(—lié (mod 5), d =1 ou 2, p=p'J et p’ im-

pair, par suite . =p' on 2p'; pour pn<<H, pu=1, 2 ou 3.
16

Quand 1 =17, 4" =1 (mod17), ¥=4, =1, 2 ou 4, p=p'd et

impair; pour pw <17, n est un des nombres 1 & 15 sauf 8.
6

Quand » =17, 4’ =1 (mod7), d=1 ou 2, p—p 3, et ' 1% &

o] o

pour p <7, u=1, 2, 4 ou 5.
En résumé, le 2.7 alinéu du théoréme 1 s'applique & une infinité de
puissances péme d’un nombre premier :
1.0 quand > =05, pour p=1, 2 ou 3;
2.2 quand =1, pour p=1, 2, 4 ou 5;
3.0 quand ) =17, pour p=un des nombres 1 & 15 sauf 8.

V.

Je w’occupe maintenant du 3¢ alinéa du théoréme I.

2
Solent 2 =11, r=5 (mod 11 \), dle p. g oc od dep (I°a 11) et
A—1=:10, p=—=u'd. Pour que la progression arithmétique 5 4 7% a* ren-
ferme une infinité de puissances p®™® de nombres premiers, il faut et il suffit

que 5 soit résidu de puissance pf™® (mod. 2), ¢. a d.

10

5 =1 (mod 11),

0
«d=1ou 2, p=y'd, avee p' 1% ﬁ%—; quand p <ll et d=1, u=1, 3,
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—————

7, ou 9; quand p <1l et d=2, p=2, 4, 6 ou 8: p est un des nombres
149, sauf b.

10

Le cas de »¢=47 (mod. 112) conduit & 3°=1 (mod 11) et donne les
mémes valeurs de p.

Le 3°m¢ alinda du théoréme I s'applique & une infinité de puissances pdmes
de nombres 1% quand v est un des nombres 1 & 9 autre que 5.

VI.

Je passe enfin au 4°™¢ alinéa.

—2
Soient > =13, r: =117 (mod 13 ), dlep. g c ddepet h—1=12
w=—p 9: on est conduit a la condition nécessaire et suffisante

12 12

17" =4"=1 (mod 13),

pour que la progression arithmétique 17 4 22z contienne une infinité de puis-
sances ufme de nombres premiers. On a, pour x <2, d=1 ou 2, ». =1, 2, 5,
7, 10 ou 11.

Le 4% alinéa du théoréme I s'applique & une infinité de puissances
pomes de nombres premiers quand yu est un des nombres premiers 1, 2, 5, 1,
10 ou 11.

2.tme¢ PARTIE.
VIL

Lemme III. Soit ¢ une unité complexe formée avec une racine 2.7 ima-
ginaire » de Ununité (2. =23 ou ). non exceptionnel). Si e =k mod (1 — a)"(*- 1),

otv k et m sont des entiers réels, on aura e—_—e,,’}m, em Etant une unité com-
plexe ; réciproquement, sice=¢c/" onae=k mod (1— am?
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Eo effet, pour m =1, le résultat est vrai, d’aprées Kuvumer(*); j’admets
» P ) : y @ap ? )

qu'il le soit pour m =1¢— L =1, et je vais montrer qu’il est vrai pour m =71.

Done, si e=k mod (1 — &, =000,

E— ei—ﬂii_‘- (1)
Tout nombre complexe N non idéal est de la forme

. N_—_Ao—|—_4|u—!—...+AA_211_2;
je pose
- 7:1——a, 0(:1*—7,

N=B,+ Biy+ -+ B,y %

si B, est 1°" & 7, autrement dit si N =, 0 (mod y), je dis que I'on peut choi-
siv I’entier [ de fagon que

o' N= B, (mod 7%), (2)
autrement dit de fagon que B,=0 (mod %); quand cette congruence sera
satisfaite, je dirai, avee M. HiLBerT (**), que o N est semi-primaire. Un nombre
complexe semi-primaire est ainsi un nombre premier a y et congru (mod 3?)
4 un nombre non complexe.

En effet,
“ZN:(I_‘V)Z(B0+B17+"‘):Bo—|—y(84—-—lBo)—|—7902—|--..,

et je puis prendre I de fagcon que
B, —1 B,= 0 (mod }).

Je choisis alors I de fagon que ¢';, = al¢;, soit semi-primaire (¥*¥) ce
qui est possible puisqu’une unité complexe, dont la norme est 1, ne peut é&tre
divisible par y, dont la norme est 1.

D’aprés (1)

£ — 5,,- # ‘: (Bo + Cl 7 + LA + C)—g 7)‘_2))‘1' ! = ]ﬂ (mOd 71:(}‘7‘)), (3)

—1

puisqu’on suppose = k (mod y** 1),

(*) J. de Math., 1851, p, 487; & l'avant-derniére ligne de I’énoncé de Kumurr il faut
lire « nombre non complexe » au lieu de « nombre complexe ».
Quand X =3, s = & (mod 3) entraine ¢ = £ 1, comme on le vérifie de suite (voir Bacu-
MANN, Die Lehre von der Kreistheilung, p. 186).
(**) Loe. cit., p. 368.

(*¥**) Cette condition n’est pas indispensable,
Annali di Malematica, Serie III, t. XII 20
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Soit Cj le premier des coéfficients réels C,,..., € .; qui soit =0 (mod 2,
au cas ol il y en aurait un: on a j=1—2, et, puisque 2 est divisible

par -4,
BT 20 BN (Cy + o+ Ore )+ - =k (mod y10-9);
Or
M-t (A1 —1). .. (At — @)

w!

2

avec w et A*-!—w==0, est toujours divisible par xi-t et la plus petite puis-
sance de y qui divise

(Ciy+ - Cl2pnh ogt ihs

done:
BiT 4 M1 BT 1G9 — k=0 mod L ARRARL LIS (4)
J étant =21 — 2. D’abord
B — k=0 (mod 5+ n0-1),
B¥'__ [ est un nombre réel de la forme

T A . R e

avee o, Aiy. «y @n.... positifs et <1, ce qui exige @, ai,..., @n,... nuls
tant que n <Ci; par suite, Bf '—F est divisible par % ou par -1, La
congruence (4) montre alors que 2i-* CjJ est divisible par 39 +1+(=00-1) ¢, 2 d. C;
divisible par y; Cj, étant réel, serait divisible pay 7, contrairement & 1’hy-
pothese.

Il en résulte que, dans (3), C,,..., Oy, sont divisibles par 2, ¢';., = B,
(mod 7), et, d’aprés Kumuer, ¢'; , est la puissance Xéme exacte d’une unité com-
plexe ¢ (ce qui a encore lieu pour »=3). D’aprgg (1),

i
e=—=el.

Réciproquement, si ¢ est de cette forme, en mettant ¢; sous la forme N
on voit que ¢ est congru & un nombre entier nop complexe (mod 2f) ou
(mod y3-19), et méme (mod yt+i-1)),

c. q. f. d.

Lemme 1V. La forme ¥ + o* (>0, X premier wmpair), ol u et v sont
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des nombres rdels ou complexes véritables (¥) premiers entre eux et & ) formés

avec une racine \"° imaginaire o de 'unité, ne peut étre divisible par y=1-—a

que si elle Uest par »*+i0-0 ) pouvant étre exceptionnel ou non. Si méme u

et v sont reels, cette forme n'est divisible par y que si elle est par y&+00-1,
En effet, on a

O i i ¥ (T By e BN (VRN BPL S
Pun des facteurs du 2°me membre est divisible par y;

t—1 i—-1 i i—1
W et et Wt - ato?

ont leur p. g. e. d. qui divise (a” —a®) 02 ' et (a”—a®) 4¥ ", par suite | —a =7y
(r nul ou non);u* '+ ar ¥ " est done divisible par y quel quesoitr =0, 1,..., 2 —1,
puisqu’il 'est pour une valeur de r. D’ailleurs (af u)* =u? (2 v)* =1¢*; on

pourra donc encore supposer
u=a+y0Q, v=>b+ R,

ou a et b sont des entiers non complexes, @, R des entiers complexes, ¢. & d. u,
v semi-primaires. Alors

W T =0 (mod y).

Quand ¢ =1,
v+v=a+0b-+ @+ B)=0 (mod y),
4ol G"I—bEO (mOd 7) eta—l—bEO (mOd A);

il en résulte  + v=0 (mod »?),
w - *=0 (mod y*+);

le théoréme est vrai pour ¢—=1.
J’admets qu’il le soit pour m—=1, 2,..., 7—1. On a

w7 0¥ T =0 (mod yHE-D0-1))
et puisque w*”' 4 ar ¥ ' est divisible par 7,
W 0" =0 (mod H2+i-1),
La démonstration est presque la méme quand u et v sont réels; alors

4+ v=0 (mod. y*-). c. q. f. d.

(*) C. & d. non idéaux, au sens de KumMER.
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VIIL

Ces lemmes III et IV permettent de généraliser un résultat que j'ai ob-

tenu antérieurement (*):
Théoreme II. Soit X un nombre premier non exceptionnel: ’équation

W 0¥ =F(a)(l—2) P Aw (2>0, 11 —B>0, f=0,1,2,... ous) (5)

est impossible en nombres entiers =|= 0 rdels ou complexres u, v, w (u, v n’étant
pas idéaux) 17 entre eux 2 & 2 et a X, et formes avec une racine 3°"¢ {ma-
ginaire o de Vunité, E(a) étant une unité complexre, et A un nombre entier
complexe 1° & X ‘et égal & 1 ou de la forme q...q%, o q,,..., qp sont des
facteurs premiers différents, idéauxr ou non, avec p =7 —3.

Si en particulier i=)—1, () est impossible quel que snit u % — 3> 0.

Ce théoréme reste vrai pour 1—=3, A=1.

J’ai établi ailleurs ce résultat pour ¢{=1; grice aux deux lemmes pré-
cédents, le méme méthode réussit pour ¢>1. On peut toujours supposer w,
v semi-primaires.

D’aprés le lemme IV, pi—pg étant >0, il faut supposer

pA—B=2+i(—1), |
ou (6)
(@ —d) ) =f+2—1i.

On a ici pour 2 valeurs au moins r, s différentes de 0, puisque p=1—3 (*¥),

W a0 T = e (a)
+ @ 7 (0‘) ("‘)7 (7)

ul"‘—l— S = 7 es () tzi (),

(*) Acta Math., loc. cit., p. 248 (cas ol {=1).

(¥¥) Soit encore A=3, 4 = 27 les nombres complexes sont ici formés avec une ra-
cine cubique imaginaire de P'unité, et 2 reste premier (c. a d. est indécomposable en
facteurs complexes). Les mémes raisonnements sont encore applicables & moins que ’on
ait, au lien de (7) et (8),

s . )
w8 ar o8 ‘= v ep 2 t?l,

. . . .
W s o8 =y g 1Y (7 bis)

i-1 i1 u—-—g+1 5 £
T A S R
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ol e, ¢, sont des unités complexes, £*, #* des puissances Ai¥mes gxactes non
idéales, puisque les 2 premiers membres de (7) ont le p. g. . d. y; » n’étant

pas exceptionnel, ¢ ') #7° ..., ¢, ¢, existent (c. & d. ne sont pas idéaux);

»

de méme f; existe, car A n’est pas exceptionnel.

d’olt
1 o e 20 ¥
1 os eg t;o" "—:0,
1 1 % V78R _
(8 —ar) Y “ OB E Y (1 — ar)eg 8 (1 — 38) e, 2 13 =0,
ou encore

2 i i ‘w— -
o 1 — e = By w¥ N8

ol ¢ et K, sont des unités complexes.
OnaB=0;si p-}2—47>0,8=7ou ¢—1,i=3, (13) doit encore avoir lieu, et ¢ est
la puissance 3:*™® Qune unité complexe; 'on est raumené a Péquation
of u3 + = E w'¥% 3-8
au lieu de (15); ici
' 3p —p==3y —3—B=24
d’aprés (13). Je puis encore admetire, u; et v, étant premiers & v, que
w=c+ Q1% v =d,+ Ry

avec Q, R entiers complexes, ¢y, d, entiers non complexes égaux & 1 ou 2, c. & d. que
¥y et vy sont semi-primaires (p. 9). On en conclut:
2f ¢ 4 dS + S yite — E, w3 y8u-1-F,

(S entier complexe), ou
2r & 4+ d¥ =0 (mod 9),

dés que =0 ou dés que ¢=2, Or c%", dg’i sont (mod 9) d’une des formes 1 ou — 1;
quand f=38na+5>0, avec b =1 ou 2, a entier, 2f est (mod 9) d’une des formes % 2,
4+ 4; donc 2 ¢ -+ di est (mod 9) d’une des formes =1, =3, £ 5. Il y a alors impossibilité.

On en conclut, comme dans le cas général, 'impossibilité pour =1 quand B =0,
pour i==2 quand =0, 1 ou 2, et pour ¢>2. Done

- Théoréme I[bis. L'équation u®* -} v¥=E (a) y# =8 28a+b 43 (. >0,f=2,ul — B >0,
b=1 ou 2, 3a + b=0) est impossible en nombres entiers =|=0 réels ou complexes formés
avee une racine cubique imaginaire de lunilé premiers entre eux 2 & 2 el au nombre 3:
1.9 quand i=2; 2. quand i =1,  -=0).

Remarque, On sait que a3 4-y® = 9 2% a des solutions =|=0 et premiéres entre elles
2 4 2 et au nombre 3 (Nouv. Ann., 28me gérie, t, 17, 1878, p. 454). De méme 2% -y3=2,3423
a la solution 17, 37, 7 (id., pag. 425; P, Pirwv, J. de Math., t. 15 2.%me série, 1870, p. 217)
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En méme temps

w' oY =B MR (a) A, w0 (2) (8)
ou E’ est une unité complexe, 4, w’ (2)* un nombre complexe véritable (ou
existant) A, diviseur de A4, ¢,, s, w' premiers entre eux 2 4 2 et & % De (1)

et (8) on tire, éliminant u et v:
1 o e ¥
1 o« et =0, (9)

1 1 E 82 4,0%
et, en développant,

e t) (1 — oty —etl (L —a") + (a* — o) - FE A0 =0, (10)

ou encore ' .
tf:‘— Et?;‘:Ei Ai wlr 7(}‘_1)R‘P’ (ll)

e et [, étant des unités complexes. Les nombres {,, {, sont des nombres com-
plexes véritables, cn sorte que

#* —¢ (mod %), # —¢ (mod %), (12)
ol ¢, ¢, sont des entiers non complexes. D’ailleurs, on a

(—1)A—B=i(—1) (13)
dées que
bh—B=i(— 1)+ A=+ 1) —1i.

Je suppose (*) 5 4+ 2 —i>0, 2 étant =0: d’aprées (6),
p=t+4+1, pr—B=@F+D)r—B=C+1)r—1
dés que B=1; or B>1¢ — 2; donc (13) a lieu quand
| B—ioui—1 i=p+ L= (14)
(11) entraine alors, d’aprés (12)

¢c—ec,—0 (mod it 1);

() SiB+2—i=0eti—B—2<honap=i («—1)A—8=(F—1)2—p nest
=i(A —1l)que si i=h+ 8 Siz—f—2=) ¢>h Le cas od 7> ) est discuté plus loin,
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d’aprés le lemme III, ¢ est la puissance 2¥*™ d’une unité complexe ¢;. Posant

tb—u', gti=v, p=p—1
(11) donne » . .
w0 =E, A, w¥ 2P (15)

équation de tous points analogue & (5), mais ol 'exposant de y est diminué
de 7. L’exposant de (15) doit satisfaire & (6); le méme raisonnement conduit
4 une équation analogue & (15) ol p — 1 est remplacé par p—2; et ainsi
de suite. On finira par trouver une équation analogue & (11) ol 'exposant
ne peut plus satisfaire aux conditions (13), et 'on est conduit & une absur-
dité quand (14) a lieu.

Ceci posé, on remarque, si
W=, =V, v =W0<j<i=1—1 (16)

que (5) donne
UV VY= E ()P AWY, j<r—1. (17)

D’aprés ce qu'on vient de voir, cette équation est impossible pour 8=
ou j — 1. Donnant & j les valeurs 1, 2,..., ¢— 1, on en conclut que () est
impossible quand 3 a les valeurs 0, 1, 2,..., ¢(¢=1—1), et le théoréme
est établi pour 7 =2 —1.

En particulier

WL T = B (o) B AW (18)

est impossible quel que soit 8, (E <<u?).

Enfin, soit 2 =2: on fera encore dans (5) le changement de variables (16",
mais cn supposant j =i — 1; V’équation (17) obtenue est de la forme (18),
qui est impossible quel que soit §. c. q. f. d.

Corollaire. Tout étant posé comme dans U'énoncé du théoréme I1, U'équation

Wt P = E(a)ym A, (n quelconque > 0),

est impossible.

Voici, en nombres entiers réels, une conséquence du théoréme préeédent:
Théoreme III. Soit % wn nombre premier non exceptionnel: Véquation
indéterminée

o gV c= A WG (k- o=1 et =|=0 (mod i), 3=0,1,...,0ud), (19
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est impossible en nombres entiers réels x, y, 2==0 (premiers entre eur 2 & 2
ou non) quand A est réel et égal & 1 ou g0 ... p% piy..., pp étant des nom-
bres premiers réels différents, différents de A, et appartenant (mod 1) & des
exposants fi,..., fm tels que

2 1 A—3

N, =T 2

i | (20)

L’équation (19) est encore impossible sous les mémes conditions quand
A=3 et que Uon a 1° soit A =1, 2.2 soit A =27 qvec f—=3a + b>0,
b=1 ou 2, i=2.

En effet, on peut toujours supposer z, y, # premiers (*) & %; jadmets
A—1

m
teurs premiers (*¥), idéaux ou non; par suite les conditions supposées dans
I'énoncé du théoreme II (ou II bis) pour le facteur A sont ici remplies, d’a-
pres (20). D’autre part le second membre de (19) est divisible exactement
par la puissance y#*+90(-1) de - et

(k) -+ 2)y(A-—1) — —2 (mod 2);

d’abord qu’ils soient premiers entre eux deux & deux: p,, posstde fac-

si 'on prend ¢ =0, 1, 2,..., ou ¢, 'exposant de y remplit les conditions spé-
cifiées pour l'exposant pi— 8 dans I'énoncé du théoréme II (ou II bis). Le
théoreme II (ou IT bis) est donc applicable a (19), et cette équation est im-
possible quand #, y, 2 sont premiers entre eux deux a deux.

Je suppose maintenant que deux des nombres «, y, et z aient un facteur
premier (réel) commun, non diviseur de A; il divise le 3", et la suppres-
sion de la plus haute puissance de ce facteur qui divise & la fois z, y, 2
donne une équation analogue & (19) ol un au plus de ces nombres est divi-
sible par ce facteur; on peut done regarder x, y, 2 comme ne pouvent avoir 2
a 2 d'autres facteurs communs que ceux de A.

(*; Si @ est divisible par A, il en est de méme de y; on peut supposer z premier
a X car si 2 ==z, M, ol z, premier & A, on obtient une équation en =z, y, 2z, de méme
forme que (19), sur laquelle on peut raisonner. La plus haute puissance ¥ de X qui di-
vise & la fois & et y est << MWJ, puisque ZA 43 =|=0 (mod }); on pose x =.,N,
y =y, 9, d'ol
u 1 i
I P
@, par exemple, étant premier 4 A, il en est de méme de y,.
(**) Kumuer, J, de Math,, 1851, p. 431 et suiv.
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J’admets enfin que deux des trois nombres x, y, z aient un facteur 1%
commiun ps diviseur de A; si c'est x et 2, ce facteur divise y; il suffit par
suite de considérer le cas ol x et y sont divisibles par p;. Soient

T==p &y, Y==p' Y, Z==pP2i,

avee &y, Y1, 2, premiers & p,, ¢ >0, :, >0, ¢, = 0, et, par exemple, e=¢,. (19)
donne

.}_ P'c\ ﬂ' bs+ mtt A )k/—{-O ‘ , bs > O.

Deux des trois exposants e A%, ¢, 2%, bs +4- ¢, 1i doivent étre égaux, le troisitme
] )
ne leur étant pas inférieur.
Si ed=¢e, 2 =bhs+ ¢ /% aprés suppression du facteur p*, (19) donne
une équation analogue olt x et y sont premiers & p,. Si ¢, 21 == by + &, A* = ¢ /F,

aprés suppression du facteur ¢2%) on a 1’équation

Tg"-{— y;t e As )‘k/-'-é‘ z’;"

[

ou xz_ar.ps . Cette équation est analogue & (19), ear A, renferme un
facteur premier de moins, et y, et 2, sont premiers & py; (20) a lieu a for-
tiori (*) c. q. f. d.

Corollaire. Tout étant posé comme dans Uénoncd du théoréme II1, Uéqua-
tion indéterminde

A—1

oyt = A

est tmpossible quand n est quelconque =0 et = 0 (mod 7-1).

IX.

Je vais établir la propriété suivante en nombres entiers réels.
Théoreme IV. L’équation indéterminée

=k (21)

(*) On voit en méme temps que le théoréme ci-dessus pour i=1 est un peu plus
complet lorsque kAA 48 == 0 (mod ?), & =1, «(ue celui que j’avais ¢noncé antéricure-
ment (Acta Math., loc, cit,, p. 230). Le théoréme ci-dessus reste vral quand Ax+4-38=0
(mod ), & condition de supposer z, y, & premiers a A,

Annali di Matematica, Serie 1II, tomo XII. 21
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(kX4 90>0et -1 0 @mod)¥), d=0,1,..., ou i, v premier & 7, A=D), ciu X
est un nombre premier non exceptionnel, v U'unité ou un nombre de la forme
P oy (puy..., pp mombres premiers réels distincts différents de 1) est im-
possible en nombres entiers réels différents de O quand le produit r,...r, des
plus petits résidus en valeur absolue de p,,..., pp (mod?) est <), chacun
de ces résidus étant > 1 (*).

On en déduit ce corollaire immédiat:

Corollaire. Tout étant posé comme ci-dessus, Uéquation indéterminde

xt L yl*‘ =u gt

est impossible en nombres entiers réels quand p. est de la forme
uo== R v,

ol n est quelconque >0 et v="Tunité ou pb. .. pl est premier &2, p,,..., pp
satisfaisant aux conditions ci-dessus.

J'appliquerai le théoréme III: 'équation (21) est impossible Jorsque v =1
ou lorsque v =pl...pl7 pyy..., pp étant des nombres premiers réels différents
appartenant (mod 1) & des exposants f,,..., fp tels que

py 1 )\ — 3
21‘m —1;‘ f i__—']‘- ‘ (20>

Quand p =1, il y a toujours impossibilit¢ dés que p,—|=1 (mod ), car
alors f,= 2, % fl—'_——? dés que 2=05.

Je suppose maintenant que r,,..., p soient les valeurs absolues des plus
petits résidus positifs ou négatifs (mod %) de py,..., pp, supposés tous > 1,
R,,..., B, étant les plus petits résidus positifs (mod %) des mémes nombres;
de plus

Pty 1< (22)
On a
m=—=Rm ou Ry, 4+ rm=—0>»\ (23)
Dans le premier cas,
- pin=Rlr=s8,% + 1, sp=1; (24)

(* Jai déja établi cette propriété pour le cas ot v=1,i=1, kA+é=1 (dcla
Math., 1900, p. 256, théoréme V). On remarquera que 'équation a3 + 3% =62° admet,
d’aprés le P, PErIy (loc, cit.) et E, Luuas (Noww, Ann., 2.8me série, t. 17, 1878, p, 127),
la solution x -~ 17, y = 37, z =21.
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dans le second,
Riv = (A —1y)»=1 (mod 7),

=8t k1, sp=1: (24 bis)

le signe — n’est possible que si /i est impair.
Done, en général,
fmlog rm=Ilog (sm » £ 1),

i

2. ]_ py ]00 Pm
N — —_— OE
”fdfm % log (S;n PN 1) ’ (ZD)

et I'impossibilité de (21) sera établie si 'on montre que

n 10g m 7\—3
2‘log(sm7\+ )_7\—1 | (26)
1er cas.
Spm=2— Onna s,—1
que si
pln=) £ 1, 2in g 1=2
Si

,»fm — 1

m

o —1=2=(rm—1) E =1,

on voit, A étant premier, que 7, — 2.

Si rfn 4+ 1=12, d’aprés (24 bis), fm est impair, 7f" 4 1 est divisible
par 7, + 1 et n’est pas premier, par suite ne pent &tre égal & 2. Si donc 2
west pas de la forme 26— 1, on @ $» =2, et, quand A=2°—1, on a en-
core S, A =1 =%+ 1.

Ceci posé, j'admets d’abord que I'on ait, quel que soit m, s, =2; il
suffit pour I'impossibilité de (21), d’aprés (22) et (26)

. log rm po 1og rm. logA—1) r—3 2 .

g Gt T =2 iog (2gx— nZhgEio—h—1 | a—i’ 260

' 2 log(r—1) _
p)=1—357 10g(27\——1)?0'

Posant t=—x— 1, il suffit a fortiori

2 logt _ log2 —E>-O
-—"

1_7nlog2+logt—10g2+logt ¢

¢ (8) = (t—2)log 2 —2log ¢ = 0.
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) 2
¢ (t):—_logf}——t

est =0 dés que 2¢=¢, t=4, 1 =5. Quand x =5, ¢ (¢) croit avec ¢; mais
—2 .
¢ (10) = log 28 —log 10 > 0;

donc (21) est impossible quand s, = 2 p(‘)ur A= 11
Quand % =25, rl ) donne p=2, B,=2 ou 3, R,=2 ou 3,
1 A —

fi=4, =4, =< f =5 =7 1, (21) est impossible.

Quand 7.==7,#,...r, <7 donne p=2, B, et R, égaux & 2, 3, 4 ou b,
fi ou fzzéou -5 3 ——f—é% (21) est 1mp0831ble (méme st 8, = 1).

Finalement 'impossibilité de (21) est établie quand #, #, ..., <}, pour
p p )
le cas ou les s, sont tous =2, pour le cas ou #,7,...7, est 1mpair, pour
) p
le cas olt ~ + 1==29, enfin pour les cas ou 2=25 ou T.
2.e‘vme cas.

A+ 1 =29,

D’aprés ce qui précede, on peut supposer »,7,...7p pair et =31,
Soient

ry==2 ., e =2 1 >2 et s, >1 pour m>ay, )
j.1+"'+,ja"=al) ,-17'2...7'}):2(1/11'“.‘4_1.._')-P<>k, SmE2 { (27)
pour m=a’,+1, a=a,.

D’aprés (20) et (26) il suffit pour impossibilité de (21), pﬁisque

fiia iéﬁ’ a_]og()\—{—l)

WO AT a g2 (28)
3 1
a110g2 %‘_1 08 rm 4)\—3__ 2

log ( 1—{—1)+10g&2l—1)“7\—1—1'~1——1’

ou, puisque, d’apres (27),

» .
a%l log 7 =log (A -— 1) —a, log 2,
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il suffit

a: log 2 +log(1—])——mlbg2 2

—_]—_" .
log {» 1) log (2% — 1) - A—1

Posant =12 -—1, il suffit a fortiori

)? 2
— =) — )
log t - log 2 log ¢ (log ¢ 4 log 2) ¢

arlog2  logt—a,log?2 ar (log 2)2 -+ (log ¢
logt + - |

2 _logilog2 —ai(log 2,
t log ¢log (2 ¢) ?

Or a,log 2 <<log ¢; il suffit done

tlogQE log ¢log 2 ¢ ]
2 log t — ai log 2

(29)

a) Soit d’abord 2wttt —7 4 1, 24 = )\——;; alors tous les facteurs

ry...7p sont de la forlpe 2, d’aprés (27); d’aprés (28)

_ —}_—_lzlog()\ +1)
fm — jm I lOg 2

Il suffit, d’apreés (20), pour que (21) soit impossible,

. 1 7'/}2 o ay '_ - 1 4)\—3‘__ _-72
2= al+l_a1+1—l a1+1—1—1“'1 r—1’
2 1 log 2 '
p— o) A 2 Ao,
TS a1 lgogn’ GHLP=2Y (30)

ceci a lieu pour A= 31, comme on le voit directement et comme on va le
montrer tout-a-1"heure.
; @tz — i 20&1——)\_‘_1- . = Qa1 p P
B) Soit encore 2%+ =} -1, =g M =247y <0
dans le cas le plus défavorable, on a rp, =3, d’aprés (27); d’aprés (28)

a+2 . log(h41)
fm = ]m - jm lOg 2 ’

pour m < p,

] log (22 — 1),
/pE—W)
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il suffit
1 < Jm 10g3 o _ log 3 2
271;4 a —f—2+10g —1) {—2+log(27\——1)41 r—1~
2 2 ~ log3  2log2 log 3

o1 —at2 lg@Er—1) lg(G+1D) log@r—1) (31)

On remarque d’abord que

log2 log 3
log (A -+ 1) log(22 —1)

est <0 si
log (21) log 2 — log 3 log 4 = (log 2)* — log Z— log & <0,

ce qui a lieu pour 2=31. Si donc on établit que (31) a lieu pour i =31
on établit en méme temps que (30) a lieu.
(31) équivaut a
[ log(A + 1) log (2% — 1) .
2 T 2log2log (22— 1)~ log3log (A1)

Le dénominateur du 2¢me membre a pour dérivée

41052 __10g3 (23 42)log4— (22 —1)log 3
22 —1 Ar+1 O+1D@Er—1)

>0;

ce dénominateur croit avec 2 et a sa plus petite valeur M, quand } =3I,
pour A=31:
M — 2log 2 log 61 — log 3 log 32_210g210g6—13

Il suffit done, pour que (21) soit impossible,

A—1_ log(x + 1) log(2x—1)
AT P , ,
2 = M

ou a fortiori
X (%) :[5(1—1)] —log (21— 1)=0.

Or

1 /M 1 92
X y—=LyE 1
W=sVs =i
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est positif dés que

2% —1 \/'2'
= 4\/=
vA—1 M

\)\—IEQ‘/H, )—*12

ou, a fortiori, dés que
8
M J
ce qui a lieu pour %= 31, puisque, les logarithmes étant ici népériens, M
est >1; pour »=31, la plus petite valeur de X (1) est alors
X(81)=\ 15 M —log 61,
qui est =0 si

15 M —30 log 2 log% ~ (log 612,

ou (les logarithmes pouvant ici étre pris vulgaives) si
30.0,301.0,53=(1,79,
ce qui a évidemment lieu, et (21) est encore impossible.
7) Soit enfin 2042 =) |- 1 = 2%
(2, 4+ 3)log 2 =alog 2 =1log (7 + 1),
alog2=log ( +1)—3log2.
11 suffit, d’aprés (29), pour que (21) soit impossible,
tlog2 __ log tlog 2 ¢

2 + 3log 2

f
831
¢ 30 15

Deés que A= 31, m_@——m ’

15 15
3log 2 + log 5 i lélog(?-ﬁ;):logg =log1,b=M,;

il suffit alors

M, ¢ 10*‘;2 — log tlog (2 £) =0,

ou, a fortiori -

Llog 2 ¢
X, () =( 28 t) —log(24)=0.
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M, Tog 2 1 1

Or

est positif des que

\/ZETQ__%——E_) = L,
VM, log 2 M, log 2

ce qui a lien pour i=31,#=30, puisque, les logarithmes étant ici népé-
riens, M, > 1; pour % = 31, la plus petite valeur de X, (f) est

X, (30) =115 M, log 2 — log 60,
qui est positive si

15 M, log 2 =151log 2log 7,5 = (log 60)?
ou (les logarithmes pouvant iei &tre pris vulgaires) si

15.0,3.0,875==(1, 78,

ce qu1 a lieu, et (21) est encore impossible.
L’impossibilité de (21) est ainsi établie pom r+ 1 ~2“ c. q. f d.

Incidemment, je crois bon de formuler le lemme suivant qui a été établi
par moi ci-dessus indépendamment de la considération des nombres complexes,
et, évidemment, quel que soit le nombre 7 impair =5 (méme exceptionnel):

Lemme V. Soient p., gsy..., pp des nombres premiers distincts, différents
de L (% nombre premier quelconque > 3), appartenant (mod 1) & des exposants
fiy fayerny [y €8 ayant r, vy, ..., vy, pour plus petits résidus en valeur
absolue (mod 7)1 si vy, ¥oy..., 1rp étant > 1, le produtt v vy...vp est <)y 0n @

1 7\—3

Fm=h—1
Remarque 1. 11 y a d’autres nombres v ==pb p. .. pl» que ceux indiqués
dans 'énoncé du théoréme IV et auxquels un théoréme analogue est appli-
cable d’aprés le théoréme III, Déja j'ai signalé le cas ol v = ply py == ks 1 — 1,
1 1 ’—3 .
car alors7 =57 Plus généralement on pourra prendre
. —
v=rphpl...or, g=kli—1,
{;»1%‘:7\——3 1:7\—5'
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Je ne veux pas refaire pour ce cas une discussion analogue & la précé-
dente. On a encore (comp. (25))

i’,‘ 1 & log m
S m Flog(smr x 1)
Si 7\“{" 1=:= ﬂ, SmEQ,

P
% log rm

a1 A—5
= =
o fm " log(@r—1) —2)—2
dées que
Foueirp= 120 — 117772

ce qui a lieu quel que soit ) (exceptionnel ou non) par exemple dés que

1
- 3
Foov rp=(2A—1)

et
1 A—! 5 p -
TS5 21—2=8)—15, 1=13
Quand 7. est == 24 —1 et non exceptionnel, on en déduit d’aprés le théo-

véme III un théoréme analogue aw théoréme IV et que je me dispense
d’énoncer . '
Remarque 11. Je crois utile d’indiquer tout ce que peut donner le théo-
réeme IIT pour A=25 auv 7.
1.° Soit A=D5 et By=2, R, =3, B, =4, fi==4, f.=4, f,=2.
St pg, p'qy . .. sont des nombres premicers distinets ayant pour plus petit résidu
positif Ry (mod 2), il y a impossibilité de (19) quand A est d’'une des formes

pley prply plely el el e
2.° Soit »="1T, et R,—=2, R,=3, R,==4, R,=5, F;=6, fi=13,
fo="06, fs=238, fi="56, fy=2. 11 y a impossibilité de (19) quand A est

1

2
(*) Asymptotiquement (% trés-grand) la limite supérieure est (22 —1) (1 —¢), >0,
lim :=0; avec les hypothéses du théoréme IV (formule (26bis)), la limite supcrieure
analogue est (22— 1) (1 ~¢).
Anaali di Matematica, Serie Ul, tomo XIL
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d’une des formes

phi(g=1, 2, 3, 4, b), Fg“pg,‘l(q:l, 2, 3, 4), pliplipls

1

(g=2 ou 4), plppptep t"1(g=2 ou 4), pfph,

q

It by b ) b b b b b by b
PPl F ety PUPS PPy PUPLRLY PR P
by b by s by b by b by by Y by by b b, b
P*Pshy P P2tPsh P Pihy PR Py PRSPy PR PaY

by

Pa

1 I b b b b [ by 20 i by 105 LD 1/
PalPaty Py PSP P aY P2 Ps) S A VT 24 BN A A

b. b, Wy L ! by
PPt P 2%l 4 P5 e

On pourrait continuer de Ja sorte pour toutes les valeurs de » non excep-
tionnelles connues, en particulier pour toutes les valeurs des nombres pre-
miers < 10 autres que 37, 59 et 67, et faire la nomenclature des formes
de 4 correspondantes, en nombre trés-considérable, auxquelles le théoreme III
est applicable, chaque forme contenant d’ailleurs une infinité de nombres, d’une
part parce que la progression aritmétique R,, 4+ Az, R, <}, contient une
infinité de nombres premiers, d’autre part parce que les valeurs des expo-
gants by, b';m,... sont arbitraires.

Remarque II1. Je reprends (20) en supposant que p;, psy..., pp (énoncé
du théoréme III) soient des racines primitives (mod 7):

. 1 P
fm:/\—“—l’ ZE:)\_I’

et (19) sera impossible tant que p =21 —3.
Plus généralement, si pn (m =1, 2,..., p) appartient (mod %) & un expo-
sant km d multiple de d, d étant un diviseur de x —1, fn =knd,

_\_jj ———I‘ZL<£<)\—3,
fmo A& knTd TAr—1
des que
h—3 2d
p=d —0" —=d——_ "
P=%57 2 —1
Quand d =13 -1, p=7—3, résultat déja trouvé; quand de; 1,

2d=x1—1, il suflit p=d—1. On obtient ainsi cette propriéts:
Théoreme V. Tout étant posé comme au théoréme 111, Pédquation (19)
est tmpossible en nombres entiers réels:
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1.° quand pyy pay..., pp SOnt des racines primitives (mod 1), powrvu
que p =A-—3;

2.° quand py, psy ..., pp appartiennent tous (mod?) & decs erposants
multiples de d, d étant un diviseur quelconque >1 et <) —1 de »—1,
pourvu que p =d — 1. '

Corollaire. L’édquation inddterminee
J/'Au' —i—- yf}' - lu z‘"‘

est impossible en nombres entiers réels ==0: 1.° quand .~ P} P} ; 2.9 quand
p.=DPh P Pbs, P, P,, P, étant dans les deux cas des nombres premiers
distincts dont le plus grand =5 n’est pas exceptionnel; 8.° quand le plus
grand diviseur premier de p est >3 et = 17.

Si P;> P,> P, par exemple, P;=5 (ce qui a toujours licu dans le
second cas), on prend P, =1, et I'on applique le théoréme ci-dessus pour le
1°" cas; pour le second cas, on remarque que (2—1__0(mod 2) a pour ra-
cines * 1 (mod 2) et que P,, P, appartiennent & des exposants = 3; alors
L, 1_2_2=s
it e 3 T A—1

La méme méthode réussit encore fréquemment quand u contient plus de
3 facteurs premiers distinets, i1 en est ainsi par exemple quand p est un
nombre quelconque dont le plus grand diviseur premier est 7, 11, 13 ou 17,

1 5 5 _2—3_2 4 5

: . 2 5 .
car alors zf ne peut dépasser _ » > . ou ; - Rien
m

3

— 0 _ o
375768 a—1 375 6
ne sera plus facile que d’étendre ces résultats en tout ou en partie aux cas
ou p a son plus grand diviseur premier = 19, 23,... & I'aide des tables d’indices

de Jacosr (Canon arithmeticus) et de WertnEM (Acta Math., t. 17,20, 22) (¥).

X.

On peut se demander d’aprés les corollaires des théoremes IV et V| si
P'équation
a4yt = 2 (32

(*) On pourra tenir compte, pour simplifier, du corollaire du théoréme VI, du c -
rollaire I1 du théoréme VII, enfin du théoréme VIII établis plus loin,
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n’est pas impossible en nombres entiers réels ==0 dés que (*) »>2. Je ne
prétends pas résoudre ici completement cette question: la démonstration en-
tiere de cette propriété, & supposer qu’elle soit exacte, est peut-étre aussi
difficile, si non plus compliquée & certains égards que celle du dernier théo-
réme de Fermar, & cause de la présence du facteur . Mais I'on peut se
proposer de vérifier 'impossibilité de (32) en nombres entiers réels ==0 pour
la plupart des valeurs de ;= 100, par exemple, comme Kummer a vérifié
I'impossibilité de a* + y*=—=2* pour 2 < p = 100.

Je laisserai de coté les valeurs de p. divisibles par un nombre premier
exceptionnel, a savoir p =37, 59, 67 ou T4. L’application des corollaires
des théorémes IV et V montre que (32) est impossible quand x <~ 2 et =100
n’est pas un de ces nombres ou de la forme 27 39.

D’aprés le théoreme III et son corollaire,

x® 4 ?/3 — 38kt 53 ot 3" + ys" — 3n 3"
sont impossibles en nombres entiers réels différents de 0 quels que soient £ =0
et #>0. On n’a donc plus & examiner que les cas o f=1.
Quand ¢=2, f premier a 3, le théoreme 1II et son corollaire mon-
trent que
a¥' 4 y¥ = 2f  3n "

(n = 2) est impossible en nombres entiers réels == 0. On peut donc supposer f
divisible par 3 et >0, ou g < 2.

Avant d’élucider ces cas, je vais établir encore en nombres entiers réels,
et sans intervention des nombres complexes, les propriétés suivantes:

Théoréme VI. L’équation indéterminée
2y =2m B (n=2 m=—Fk.27 L1 1<1l<2) (33)

est tmpossible en nombres entiers réels ==0 quel que soit Uentier impair B.
Dans la démonstration on peut supposer z impair, car si 2 =2%%, (2, im-
pair),
: "o ¢ o P . o
2m B gt = 2mie” B2 = 2™ Bey,

(¥) J’ai déja établi ce théoréme quand w est un nombre premier non exceptionnel >3
(Aeta Math,, 1900, p. 250, théoréme V).
L’équation 22 +y? =222 posséde les solutions (x, ¥, 2} = (1, 1, 1), (1, 7,5), (7,17, 13),...
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ou m, —=k,. 27 -+ [,
Si « est pair, y I'est aussi, et inversement: soient

=2, y=21y, x,y, Iimpairs, e=¢ >0,

par exemple. Deux des termes de (33) sont divisibles par la méme puissance
de 23 donc
€2t =g 2" =m, ou ¢ 2" —=m=¢2%
Le second cas est impossible; le premier, aprés suppression du facteur 22",
donne une équation analogue & (33), avec ,, ¥, impairs.
Finalement on peut supposer z,, y,, 2, impairs. Alors, m =2 donne

%+ yi" =0 (mod 4)
ce qui est absurde, puisque le 1.°" membre est =2 (mod 4) (¥). e. q.f d.

Corollaire. L’équation
xa"+ yz": an B 2"

est impossible en nombres entiers réels ==0 quel que soit n =2

' : et B impair.
Il en est de méme pour Uéquation

xit L ytte=4 o, 2t (2, quelconque).

(*) Le méme raisonnement établit Pimpossibilité de

on 3
o ah d .. 4ot =2m B
n=2, m=FEk2041, j<<2!, 1<Cl<2, D impair.
En effet, on peut tonjours supposer z impair; si «;,..., ; sont tous pairs, le méme
raisonnement conduit & une équation analogue ot un, par suite deux des nombres .¢,.., o

sont impairs; alors le 1 membre est =7=j (mod 2!) et le sccond = 0; d’ott 'on con-
clut Pimpossibilité.

Ainsi, quand n =2, m=4%k+4-2 ou 4 k43, j =2 ou 3, on voit que les équations
at4-yt =2m B 24,
ad 4+ | ad =2m B 4,

sont impossibles en nombres entiers réels =|=0
Application & titre d’exemple: il y a une

infinité de nombres qui ne sont pas som-
mes de moins de 27 = 128 puissances 8.tmes=|=( (comp. question 27214 de Vnlermédinire
des Mathématiciens, 1904, p. 33).
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Pour la 1°re équation m =n =1 < 27; pour la 2°™, on peut mettre 4 y,
sous la forme 27 B,

Théoréme VII. L’équation indéterminée
2y =m B (34)

(m>0 et =|=0 (mod %2%)), o 2¢ est la plus haute puissance de 2 qui
divise \— 1, B un entier quelconque premier & ) est impossible en nombres
entiers réels ==0, % étant un nombre premier absolument quelconque = 3.
Quand
A=4k +3 <=1,

2% —+ yzl — Bz”,

(m >0 et non divisiole par 21) est impossible quel que soit B premier & L
On peut encore supposer dans (34) z premier & 2, puis « et y premiers
a 1 (mémes raisonnements que précédemment).
Soient ¢,, d, les plus petits résidus positifs de 2 et y (mod 2):

'+ d2" =0 (mod 7),
1 =cli- = — @i-0— 1 (mod 1),

puisque 12_?1 est impair, et ’on arrive & un résultat absurde. c. q. f. d.

Corollaire 1. L’équation indéterminée
xzrpl‘u, + yzm/“.#, :2(17 X 1 ze(ﬂl‘u,

est tmpossible en nombres entiers =|=0 quel que soit w,. In particulier pour
m=121=3, ¢=1

28 |yt — 6 2t
est impossible.

Car si A~ est la plus haute puissance de A qui divise py, 0 <1 <27
et le cas olt # ou y serait divisible par A conduit & une équation de méme
forme que (34), mais avec m quelconque et x et y premiers & 1, équation a la
quelle on peut appliquer le méme raisonnement que ci-dessus quel que soit m.

Corollaire II. L’équation indéterminée

2 4y =2 wa*™
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est impossible en nombres entiers réels ==0 quand o posséde un facteur pre-
mier * de la forme 4k, + 3.

Ce dernier corollaire et, au besoin, celui du théoreme VI suffisent &
montrer & eux seuls I'impossibilité de

z/‘+yi‘-:y o

quand p =239 (u>2) avec f=1, g=1.

On a vu qu'il y a encore impossibilité quand f= 0; enfin dans le cas
ot ¢ =0, I'impossibilité résulte du corollaire du théoreme VI. On obtient
ainsi ces résultats:

Théoreme VIIL. L’équation indéterminde
ok + y/’* = 2

est impossible en nombres entiers riels ==0 quand p =239 > 2,
Théoreme IX L’équation indétermince

x4+ Yyt = 2t

est impossible en nombres entiers réels <=0 quand p est un des nombres =2
et =100 non divisibles par un des nombres exceptionnels de Kuumer 37, 59
ou 67, c. @ d. quand u est > 2, ==37, b9, 67 ou T4, et = 100.

Il est intéressant de remarquer que, d’aprés ce qui précede, les seuls cas
ou I'impossibilité en nombres entiers réels == 0 de 22 + y% = a 2% pour a > 2
n’est pas complétement prouvée sont ceux ol a est impairetoa =2 (20 4 1),
26 - 1 n'ayant d’autres diviseurs premiers que des nombres 4 % 4 1 (corol-
laire du théoréme VI et corollaire II du théoréme VII). Encore dans ces deux
derniers cas connaissons-nous des formes trés-variées de a pour lesquelles il y a
impossibilité (corollaires des théorémes IV, V, théorémes VIII et IX).

1.6 NOTE ANNEXE,

1.° D’aprés le corollaire du théoréme VI

oyt =4, (20 + 1)2*, (u, » quelconques)

est impossible en nombres entiers réels == 0, car on peut mettre 44, (20 + 1)
sous la forme 2" B.
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2.° D’aprés le théoréme VI,
'+ y* =2+ B2, (n=2, B impair quelconque)
est impossible, car
m="k.2%" - l—=n-1
donne, puisque » 4 1 <27 1 <l=n -+ 127 Donc
oyt =8y (22 + 1) 2" (y,, o quelconques),
est impossible, puisqu’on peut mettre 8y, (2w -+~ 1) sous la forme 274! I3

3.° Soient
Al _+_ yzw — 2 w0 ﬁ zw

» étant divisible par un facteur premier A==4h + 3, et 27 la plus haute
puissance de X qui divise 2w} lequfmon s'éerit

x:‘/i 2)‘711«}176 22 ,
ol B, est premier & 2,

Si @, par exemple est divisible par 7, y, I'est aussi; si 'on n’a pas
m + p=10 (mod 3™, ce que je suppose, la suppression de la plus haute puis-
sance de 2 qui est en facteur commun conduit & une équation de méme forme
avec x,, ¥, premiers a 7.

Soient donc x,, y, premiers & Z: si ¢,, d, sont les plus petits résidus
positifs de z,, ¥, {mod 2),

P dF—0 (mod ),
e —d§1 (mod %),
ce qui est absurde. Or on n’a
m—+p -0 (mod ¥) quesi p=im—m=)1—1=2;
d'oll p=2 si 2=3, p‘:=~_6; si A=, ete. Par conséquent
Py =20 62,
w étant divisible par un facteur premier h==4 & - 8, est impossible en nom-

bres entiers réels ==0 quand B w’est pas divisible pour 3*-1.

On en conclut ainsi Uimpossibilité en nombres entiers réels =|=0 de

2% 4+ y*=baz*:
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1.° quand a est divisible par 4 sans que b le soit;
2.° quand a est de la forme 4k, 4 2 et divisible par un facteur pre-
mier A==4h + 3, b n’élant pas divisible par 1~

En particulier, quand b est premier & a, cette équation est impossible
si a est divisible par 4, ou 'si a est pair et divisible par un nombre pre-
mier 4k - 3.

En se servant de la théorie des nombres complexes et des nombres idéaux
de Kummer on peut obtenir d’autres cas d'impossibilité de la méme équation;
ainsi (Théorémes 1V et V), si @ =7% (2 nombre premier =5 non exceptionnel
au sens de Kumuer), cette équation est impossible en nombres entiers réels =|= 0
quand b est <<%; de méme (Théoréme III) si ¢ =3% b=2 ou 4, {= 2,
au contraire z° 4- 4> =06 2° a des solutions (Pgpiv, E. Luoas).

Ceci détermine en particulier des cas étendus d’impossibilité de

2%+ yr=202"

pour a> 3 (*), et l'on peut croire que, pour a>3, 'impossibilité de cette
équation a liew quel que soit a, de méme que, vraisemblablement, pour a > 2,
celle de z2 - y%==2¢ (dernier théoréme de FermaT) et a® 4 y*=a 2%

2.tme NOTE ANNEXE.

Je me reporte & la démonstration du théoreme II ol j’avais supposé
p=21—3, et je prends ¢ =2
Quand p=21—2, on aura encore de la méme manlere deux equatlons
analogues & (7), s'il n'y a pas A —2 des quantités «* '+ v* ' de la
forme ye, (a) A t* («), A' étant un facteur de A différent de 1, et I'on pourra
raisonner comme au théoréme II; sinon (8) sera remplacée par
I = e e S SN A RV (8 bis)

Soit ¢ —1 =14, =1, puisque 7=2; on peut appliquer & cette équation
(8 bis) le théordme II; posant 8 — 1 =/, on voit encore que cette équation

(*) De méme pour @® +y® =3 az¢, (a>3);, x3+ y3=92% au contraire a des so-
lutions (p. 13).
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est impossible pour 8 =0, 1, 2,..., ¢+ —1, 5=1, 2,..., %. On ne peut plus
rien dire pour A=0, & moins que ¢ ne soit = 1. Donec:

L’énoncé du théoréme I1 subsiste quand i1 =2, p=21—2,8=1, 2,...,
ou ©; mais on ne peut affirmer Uimpossibilité de (5) quel que soit p. 1 — >0
que St 1= 4, ‘ ’

On en conclut que le théoreme ILI subsiste alors quand A satisfait a la
condition

1 A—2 .
2;;_.}\_1, (20b]S)
et que d=1, 2,..., ou ¢, avec i = 2.

L’équation indéterminée a* 4 y*—p 2*, avec p=1"v, (v premier a 2).
comme dans ’énoncé du corollaire du théoréme IV, est de la forme

v + yl”'v —p A" zl”v;

si n est =2, elle est alors impossible quand les facteurs premiers réels de »
satisfont & la condition (20 bis); car cette équation est impossible pour n = 3,
et pour » <%, on applique la modification du théoreme III indiquée ci-dessus.

Bourg-la-Reine (Seine)} Mai 1905.
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Studii sulle equazioni differenziali lineari,
Loro integrali normali.

(D¢ Uwsse Dini, a Pisa.)

]Ja presente Memoria, che gia annunziai in principio dell’altra pubbli-
cata alla pag. 285 del volume precedente di questi Annali, pud considerarsi,
almeno in parte; come una continuazione di quella, e di altre due, collo stesso
titolo, pubblicate nei Vol. I[ e III (Serie III) di questi Annali.

In questa 1o considererd il caso in cui nella equazione lineare data
@y a, yn-9 -+ a, Y= 4o oy Yy Fany =X (1)

aleuni o tutll i coefficienti a,, a,, @,y..., an-;, @, ¢ X oltre alla solita va-
riabile x, che, salvo avvertenza in contrario, supporremo reale, contengono
una variabile 2z che pud prendere anche valori complessi, e ne studieremo
gli integrali valendoci ancora delle formole generali che trovansi ai §§ 1 ¢ 2
della stessa Memoria, ma che allora furono richiamate dalle altre due Me-
morie ricordate sopra.

1. Premetterd percid alcune osservazioni generali, del resto molto
ovvie, e certo gid applicate, se non gia fatte esplicitamente, da altri, sopra
le funzioni f(x, 2) che considerate pei valori di z in un campo C, e pei va-
lori reali di # in un intervallo (a, b), sono finite e continue come funzioni
di z e z; e come funzioni di 2 sono anche olomorfe nello stesso campo C.

E incomincierd col dimostrare che « tanto gli integrali semplici o mul-

x x x
« tipli della nostra funzionef f(z, 2)da, f dzx ‘ f(x, 2)dz,... pei valori

« R a
«di z, e, 3,... nell'intervallo (@, b), quanto le derivate rispetto ad z della
« funzione stessa pei valori di # in quelle porzioni dell'intervallo stesso nelle
« quali le derivate che si vogliono considerare esistono, e sono finite e continue
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« considerate come funzioni di z e z insieme, sono sempre funzioni olomorfe
« di 2z nello stesso campo C. »

Indichiamo infatti con 2" un valore qualsiasi di z preso nell’interno di C,
e immaginiamo un campo C, tutto interno a C (*) e di contorno ¢,, che
abbia nel suo dnferno il punto 2z'; per ogni valore speciale di x fra a e b
(gli estr. inel.) avremo la formola seguente

for 1= g [ 18,

[

quando con 2z, s'intendano indicati i valori di z sul contorno o,; e questa,
quando ¢'indichino, per semplicitd di serittura, con f z(x, 2), f = (7, 2),...

2 (x, 2),... le successive derivate di f(x, 2) rispetto ad ., per le ipotesi fatte
su f(x, z), oltre a dar luogo evidentemente alle altre

rz, o 1 Jf(x, ) de
f(y’z)(x_in(

v W

x ay

—d 2,
21— R

x

K | 1 ‘f(lﬁf‘f(x, 2)dw
fd‘”.’f@,z)dzfzmj,. :

”

; dziy...
2t — 2

o,

per tatti i valori di x, «, §,... fra @ a b (gli estr. incl.), d& luogo altres
alle seguenti

0/ (2, 2) _

1
0w 274 Ly

l. f'ac (.T, Zl) dz (?Qf(r, Z,): 1 ’.f”f (.E, Zi) dZ
) oz b G x? 2%} a—2

‘1 al

quando z & compreso in quelle porzioni dell'intervallo (a, b) nelle quali si
suppone che esistano e siano finite e continue, come funzioni di z e 2z in-

sieme, quelle derivate di f(x, 2) rispetto ad x che si considerano; ¢ queste for-

(*) Un campo C; di contorno o, si dice che & tutto interno a un campo C di contorno o,
quando C; é tutto contenuto in C, e g, & tutto dnferno a C, per modo cioé che le distanze
dei punti di 6, da quelli di s non scendano mai al disotto di una lunghezza data, ma co-
munque piceola ¢, E un punto i si dice inferno a un campo C quando col centro in e si
pno descrivere un cerchio di ragzio sia pur piccolo, ma finito, ¢ che sia tutto conte-
nuto in C.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Loro integrali normali. 181

mole dimostrano appunto che sotto le condizioni indicate gli integrali e le
derivate rispetto a x della nostra funzione f(x, 2) per gli indicati valori di &
sono funzioni olomorfe di 2z per qualsiasi punto 2z entro C.

Oltre a questo poi si pud aggiungere che se una funzione f(r, 2) di z
e z & finita e continua rispetto ad « in tutto un intervallo dato, e per ogni
punto z di questo intervallo, salvo tutt’al pit un punto «, & anche funzione
olomorfa di z fincht 2z & in un campo C, mentre col tendere di » ad « tende
uniformemente, qualunque sia 2 nel solito campo interno C,, verso una certa
funzione ¢ (2), allora « anche questa funzione ¢ (2) sara olomorfa in C ».

Avendosi infatti, per z diverso da «,

1 (f(=, 2)

. ',)(lzi, (2)
i 2L —R

0y

f(x) Z/):2

¢ al tendere di x ad « le f(x, 2') e f(x, 2,) tendendo respettivamente in modo
uniforme verso ¢ (2) ¢ verso ¢ (2,), ne risultera che

, 1 5 (21)
o ()= | 2% das
{,l

¢ questo mostra appunto che ¢ (2) sard una funzione olomorfa di 2, e la for-
mola precedente (2) varrd anche per 2 =a quando per valore di f(x, 2)
per € =0 si prenda ¢ (2).

Al modo stesso si provera che sono funzioni olomorfe di 2z anche per
= gl integrali relativi ad x di f(x, 2), e cosl pure quelle derivate ri-
spetto ad x di f(r, 2) che esistono e sono finite e continue nel punto a.

2. Ora se y ¢ un valore qualunque di 2 interno a C, la nostra fun-
zione f(r, 2) sard sviluppabile in serie di Cavcay della forma

A0+441(z—7>+f12(z—}')2+"'A1z(z_7)n+"' (3)

pei valori di 2 entro un cerchio o col centro in y e con un raggio dipen-
dente pure dal valore di y, e per tutti i valorl di # fra a e b; e se pren-
diamo un cerchio 7, interno a =7, col centro in y, e che abbia nel suo interno
il punto z che si considera, per modo quindi che il suo raggio », sia minore
di quello di ¢ e maggiore della distanza di 2 da y, i coefficienti 4, saranno
funzioni finite e continue di 2, perché per esse avremo

1 Sz, 21) . ) (4)

277 ) (e —y)yrt 77

0,

447;:
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e quindi, considerando una porzione qualsiasi = dell'intervallo (e, 4) nella quale
le derivate di f(x, 2) rispetto ad « almeno fino a quella di ordine ¢ sieno finite
e continue rispetto a @ e z finché 2 & nel cerchio s, o su questo cerchio, per
0 f (x, 2)
0¥
p =1, allora nella indicata porzione = dell’intervallo (a, ) le A4, amimette-
ranno anche le derivate rispetto ad x almeno fino a quelle dell’ordine 7, e
queste saranno date dalla formola

modo che si abbia sempre mod < d, essendo d un numero finito e

Pl (P )
dat — 2mi ) (20— ypet Y

Uy

d? An _ d .
T < DT P =1,

Segue di qui evidentemente che la serie formata colle derivate pe rispetto
ad z dei termini della serie precedente pei valori di « nella stessa porzione =
dell’intervallo (a, b) sara convergente in egual grado, e quindi rappresentera
Jla derivata p® rispetto ad z della somma della serie stessa; e questo mentre
conferma la osservazione precedente, dell’essere ciot le derivate di f(x, 2)
funzioni olomorfe di 2 nel campo C finche z & nella detta porzione z, porta
anche a dire che « queste derivate potranno anche ottenersi colla derivazione
« rispetto ad x termine a termine delle serie di Cauvcuy corrispondenti alla no-
« stra funzione f(x, z) per ogni punto y entro C dal quale si parta ».

Al modo stesso si vede che gli integrali relativi ad = di f(x, #) finche
le integrazioni si fanno nell’intervallo (a, b) possono ottenersi colla integra-
zione per serie delle indicate serie di Caveny.

L se mantenendo f(x, 2) le stesse particolaritd rispetto ad « e rispetio
a 2z, per una circostanza qualsiasi un suo sviluppo (3) per serie di Caveny
sia stato dimostrato valido ancora pei valori di z entro il cerchio o, ma sol-
tanto pei valori di x vicini quanto si vuole a un certo punto «, entro la por-
zione ¢ dell’ intervallo (a, &) che si considera, e non pel punto «, allora &
facile vedere che « esso varrd anche per questo punto, e avra ancora le stesse
« proprietd che aveva negli altri punti di = per cid che riguarda la derivazione
« per serie ».

Infatti, pei nostri dati intorno a f(x, 2), uno sviluppo di Caveny dovra
esistere anche pel punto #=ua, e lo potremo scrivere sotto la forma

Ao + A!,m(z 7) b Aea (2 — )t A Aua(z — )t s

¢ avremo sempre mod
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essendo in generale

1 f («9 Zi)

An,m — 277: (2. — Y),H_1 iy
0y

e questo mostra subito quanto abbiamo enunciato, perche, potendo certamente
i coefficienti A, della serie (3) per z diverso da « scriversi ancora sotto la
forma (4) qualunque sia il processo col quale lo sviluppo sara stato trovato,
e risultando queste espressioni (4) funzioni continue di # anche per x==¢ a
causa della continuitd che supponiamo ancora in f(z, 2) per x =« qualunque
sia 2 entro C, & certo che i valori di 4., vengono ad essere appunto quelli
di 4, per z =-¢,

3. I risultati ottenuti valgono se f(#, 2), considerata come funzione
di x, pei valori di a: nellintervallo dato (2, b) e mentre z & nel campo C,
e sempre finita.

Se poi essa diviene infinita in qualche punto fra @ e &, o ha qualche
altra singolarita, ma tolto questo punto con un piccolo intorno, per tutti gli
altri restano soddisfatte tutte le altre condizioni, allora per cid che riguarda
le sue derivate rispetto ad z nulla & da aggiungere, perché queste gia ab-
biamo detto di considerarle solo pei valori di « che cadono nelle porzioni
di (a, b) nelle quall esse esistono.e sono finite e continue insieme a 2, senza
cscludere che per altri valori di x possano essere infinite o anche non esi-
stere affatto.

Per quello poi che riguarda gli integrali relativi ad z di f(«c, 2) si pud
osservare che i risultati ottenuti nel § 1 continuano a sussistere, ciod gli in-

x

tegrali stessi (f(x, z)d « continuano ad essere funzioni olomorfe di z nel

73

campo C anche se nel punto « la funzione f(x, 2) diviene infinita o ha ‘altre
singolarita, purché nell'intorno di questo punto essa sia tale che il suo inte-

T
grale jf(w, 2)dx conservi un significato qualunque sia il valore di z che si
12

considera entro C, e gli integrali Jf(:v, z)d x col tendere di ¢ a zero con-
afe ’

x
vergano in ugual grado verso il loro valoreff(:c, 2)dzx qualunque sia z
o
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entro ogni campo determinato di contorno s, #nterno a C e sul suo con-
torno o¢,; e questo perche, avendosi ancora

@x x

‘ Jf(m, a)dx [f(x: a)dx
’ _ 1 w4s _ 1 ’ :1
ff(x’z)dx—‘h:ij 2 — 2 (]Z‘““‘z:i.‘ 21—z dz, —
o+ 0, (7]
u+s
f/’(:v, ) dx
1 ¥
——21—.1“- 2 —2 dz,

al limite per ¢ =0 si ha ancora la formola

x

. ff(.v, z21) dx
uff(x, z)dx:glm.j’f—z{_.z, dz,,

ot

x

~

la quale mostra appunto che l’integra]eJ flx, 2)dx ¢ una funzione di 2

sempre finita e olomorfa anche quando #=—=ua; e ora da questo si deduce su-
bito che lo stesso accade anche per gli integrali doppii, tripli; ece.

Considerando poi la serie (3), e osservando che per quanto dicemmo nel
paragrafo precedente si avra certamente

flae, 2Ydx —=|Adydax +( (z—y);|dedor + .-,
Jr [ |

a—}- ate u+ wte

si vede che l'integrazione per serie rispetto ad z & applicabile anche da «
p
x

ad z, quando gli integralifAndx hanno tufti un significato e al tempo

x
- :
stesso la serie Y (z—y,"JAn d x considerata come funzione di ¢ converge
0
a+-&
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in ugual grado nell’intorno di ¢-=0, o l'altra i (z ~ y)"JAnda; converge
u

in ugual grado nell’intorno di a.

E si pud anche notare, per quest’ultimo caso, che quando siano soddi-
X

sfatte le condizioni qui indicate per gli integrali jAndx, e per la serie

74
x

o :
%(2 — y9* | dpdx, la funzione f(r, 2) viene di suo integrabile da « ad z

pei valori di z entro il cerchio di convergenza che si ha per la serie (3) re-
lativa al punto di partenza y quando z & diverso da a.

4. K a proposito delle serie ordinate per le potenze di z
coefficientt contengono o no altre variabili, giova di fare anche un’altra os-
servazione che presenta in alcune occasioni la sua utilita.

Indichiamo con R il raggio del suo cerchio C di convergenza, supposto
z2—Y
e
1 moduli (o i valori assoluti) dei coefficienti) 4, che, se contengono altre va-

riabili, s’'intenderad di considerarli per valori determinati di esse.

Questa serie nell’interno del cerchio di convergenza C rappresentera una
funzione olomorfa w (2) di z; e sul cerchio la serie stessa potrd essere conver-
gente indipendentemente dall’ordine dei termini o no, cid che equivale a dire
che la serie X A", dei moduli dei coefficienti potra essere convergente o divergente.

Comunque sia questa serie X A4',, noi ammetteremo che per essa il

A n+1

A,

7 e 1 cul

n . . . .
finito; e scrivendo la serie sotto la forma = 4, ( ) s indichiamo con A’

rapporto di un termine al precedente possa porsi sotto la forma

U . . .
1+ 22 dove Pn non cresce indefinitamente con n almeno negativamente; e
12

« sotto questa ipotesi dimostreremo che derivando successivamente la serie data
« rispetto a 2, almeno da un certo ordine ¢ di derivazione in poi la serie delle
« derivate non solo cesserd di essere convergente indipendentemente dall’or-
» dine dei termini sul cerchio di convergenza se anche la serie primitiva lo era,
« ma i moduli dei suoi termini cresceranno indefinitamente con n; e i moduli
« delle derivate della fanzione w (2) coll’avvicinarsi indefinitamente di z al cer-
« chio di convergenza prenderanno anche valori grandi quanto si vuole (*) ».

(*) Naturalmente ¢ potra talvolta essere zero, ¢ allora le particolarita qui indicate
varranno anche per la funzione w« (z).
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Si osservi infatti che, per la derivata di ordine 7, entro il cerehio di
convergenza avremo

Wt (2) :RLO\O‘ nin—1)n—2)...(n—i-+1) An(i—_""‘" !

i
t
e la serie dei moduli sul cerchio di convergenza sara

1% En(n——l)(n—‘l)...(n——i+I)An

e in essa il rapporto di un termine al precedente sara

R s (R [ =

n

)~1+ prtiden L,

z+l

essendo e, una quantita che tende a zero al crescere indefinito di n; quindi
poiche, per la ipotesi che abhiamo fatta intorno a p,, quando 7 sara abba-

. . . 1 :
stanza grande il coefficiente p, 4 7 + &, di — non solo supererad sempre I'unita
n

negativa, ma sara anche sempre discosto da zero e positivo, per teoremi noti
si potrd intanto affermare non solo che allora la serie stessa sara divergente,
ma anche che, almeno da un certo valore di » in poi, isuoi termini cresce-
ranno indefinitamente con n, e anche continuamente.

Cid posto, si osservi che, preso un cerchio ¢ di raggio p minore di R
ma vicino ad B quanto si vuole e col centro in y, per la formola precedente
avremo

An 1 [ IU(E (Z)
. _9 3 . _wr)
n (n 1)(n )...(” 2_{_1)]{” oﬁl (Z— n._Hl(Zz7
¢ quindi anche

nin  1)(n—2).. (z——z+l}4{f:

9

_ modj wi(®) [ 2= 21_ | mod w i (2) a5,

)n 1+1 gle—i
i

H

essendo 2 -y=—=pe?; e da questa avremo l'altra

nin-——1)y(n—2).. (n—z—}—l) 1 ,m,,TVZP(O )n z,

nella quale abbiamo indicato con W;, il modulo massimo di w'@ (2) sul cerchio
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di raggio e COn 7;n, UN numero positivo non superiore ad uno: e per
5V P e )

\ R . M
questo, e perche - > 1, sara evidentemente
)

TN —1) (=) (i 1) Ay

R4
n R
- IV[./: 2} '4571,,7(
h 2

\

)” l—t'/] IVL‘.[,(H —h J[— l)(lf )n i;

)

essendo 2 un numero comunque grande inferiore ad %, ¢ 7 un altro numero
positivo non superiore ad uno.

D’altra parte, per quanto gia dicemmo; se 7 sard abbastanza grande ba-
sterd prendere % (e quindi n) al di Ja di un certo numero perche ogni ter-
mine nel primo membro di questa formola sia superiore a un numero % che

potrd pure prendersi grande quanto si vuole; e allora la somma del primo
. . | . . . R\n-t
membro sara superiore a (n-—/h - 1)}, e si avra quindi l<nIVl~p(?) ;

)

mentre per essere ¢ indipendente da n, per quanto grande sia m si potrd

.. Ron-i .,
sempre supporre p talmente vicino ad R che ?) sia vicino ad uno quanto
)

si vuole; dunque evidentemente W;, coll’avvicinarsi indefinito di p ad R dovra
crescere indefinitamente, e questo basta per poter concludere quanto abbiamo

enunciato.
Aln—!—(

Inversamente, sempre sotto la nostra ipotesi intorno al rapporto o
si potrebbe vedere al modo stesso che applicando nella serie data I'integra-
zione successiva da un punto interno del cerchio di convergenza, per es., dal
punto , fino ad un altro punto qualsiasi z interno al cerchio, « dopo un suf-
« ficiente numero d’integrazioni successive si giungera sempre ad una serie che
« sara convergente indipendentemente dall’ordine dei termini anche sul cerchio
« di convergenza, se anche la primitiva non lo era; e quindi la serie ottenuta
« sard convergente in ugual grado in tutto il cerchio di convergenza (il con-
« torno incluso), e ad essa si potranno applicare integrazioni successive finché
« 8i vorra, anche arrivando fino al contorno e sopra di questo ».

Nel caso particolare poi in cui 1 coeflicienti A4, della nostra serie

2= v\*

EAn(—R——) sono reali e finiscono per essere sempre dello stesso segno,

p. es., positivi, considerando ancora la serie delle derivate 7, con ¢ abba-
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stanza grande, st pud osservare che movendosi su quel raggio del cerchio di
convergenza che & parallelo all’asse reale nel senso positivo (per modo cioé -
che 2z-—y sia reale e positivo); la somma di un numero sufficientemente
grande (ma finito) di termini della stessa serie a incominciare dal primo, col-
I'avvicinarsi indefinitamente al cerchio, finira per essere positiva e grande
quanto si vuole; e per questo, e perchd i termini seguenti della serie saranno
tutti positivi, si pud affermare che avvicinandosi indefinitamente al cerchio di
convergenza nel modo indicato (ciot sul raggio parallelo all’asse reale e nel
senso positivo) le derivate ¢ di w (2) finiranno per crescere indefinitamente
essendo sempre positive, e sul contorno saranno 4 oo,

Se invece 1 coefficienti A4, saranno alternativamente positivi e negativi,
una particolarita simile si avrd per le derivate ¢¢ di w (2) movendosi ancora
sul raggio parallelo all’asse reale ma nel senso negativo; le derivate perd
allora, coll’avvicinarsi indefinitamente al contorno, essendo + oo 0 — oo se-
condoche i termini della serie per z-—y reale e negativo finiranno per es-
sere tutti positivi o tutti negativi.

5. Premesse queste considerazioni generali, prendiamo a considerare
Ja equazione (1) nella quale supporremo che alcuni o tutti i coefficienti dopo
il primo, cioé @y, ¢s,..., @y-,, @n, ¢ X contengano anche una variabile com-
plessa 2, e per ogni valore di « fra @ e b (¢ e b incl.) siano funzioni olo-
morfe di z in un campo C, e oltre a cid per ogni valore di 2z in questo campo
siano regolari rispetto ad a, cio¢ siano sempre finite e continue insieme a
quelle delle loro derivate relative ad a che occorrera di considerare nelle
nostre formole, e il coefliciente a, contenga la sola x, e sia anch’esso finito
e continuo insieme alle sue prime » — 1 derivate nell’intervallo (a, ), e'le
sue derivate n¢ abbiano la stessa particolarita, o almeno siano finite e atte
alla integrazione da @ a b (*). '

E per una tale equazione proponiamoci di studiarne gli integrali, par-
tendo per questo dalle loro espressioni per mezzo delle ricordate formole ge-
nerali, in serie d’integrali multipli; che si dettero per essi nelle Memorie ci-

(*) Cosi a,, a;, ag,... an -1 devono ammettere le derivate rispetto ad « fino agli
ordini n, n — 1, n —2,... 1 respettivamente, le ultime derivate perd e cosi a, e X bha-
stando anche che, senza essere necessariamente sempre continue, siano finite ¢ atte alla
integrazione pei valori di w fra a e &; e propriamente queste ultime derivate e an e X
potrebbero anché essere infinite, purché atte alla integrazione anche ridotte ai valori
assoluti,
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tate, e in particolare nei §§ 1 e 2 della Memoria del Volume precedente di
questi Annali; e supponendo che in quelle formole le costanti ¢,, ¢,,... ¢,
che vi figurano o non contengano z, o contenendola siano anch’esse funzioni
olomorfe di 2 nel campo C, e le funzioni ausiliarie 2,, #,,... 2, siano indi-
pendenti da z (*), e come funzioni di x fra a e b siano funzioni regolari, e
precisamente siano finite e continue esse e le loro derivate fino alla (n— 1,
e ammettano anche le derivate n¢ finite e integrabili,

Allora, conservando le notazioni delle Memorie suddette, e supponendo
sempre in cid che segue, quando non si avverta espressamente il contrario,
che in tutto 1’ intervallo da a a 4 (gli estr. incl.) @, e @ siano sempre di-
verse da zero; e osservando che in ogni termine delle serie che danmno le
espressioni degli integrali della (1) i coefficienti a;, asy... Gn—y, ¢, € X vi
compariscono sotto forma intera insieme alle loro derivate rispetto ad x, ¢
le derivazioni rispetto a questa variabile possono farsi fino all’n® inclusive
almeno, basta tener conto delle osservazioni generali che abbiamo fatto al
§ 1 per polere dire subito che essi e le loro derivate rispetto ad « fino alla n®
sono funzioni olomorfe di 2z nel campo C; e se d ¢ un numero positivo del
quale sono sempre inferiort i moduli (o i valori assoluti) delle quantita

x
[Xy._ Qurry d 21
Go 2, Ay b
@00 @ ° (@0
e per z contenuto in un campo C, tutto inferno a C, evidentemente i mo-
duli dei termini della nostra serie saranno inferiori ai valori assoluti dei ter-
. odntt (g — o)
mini ———
= (n)

stesse considerate come funzioni di 2 nel campo C saranno evidentemente
convergenti in ugual grado nel campo C, per ogni valore speciale di z fra
a e b che si consideri (gli estr. a e 4 incl).

Segue da questo intanto, a causa di un teorema noto sulle funzioni di
variabile complessa, che sotto le ipotesi fatte intorno alle costanti ¢,, ¢,

per x e x, compresi fra @ e b (a e b incl)

che sono quelli di una serie esponenziale, e quindi le serie

yoer Cny

(¥) Il supporre che le z,, zg,... s» non contengano z, almeno finché¢ il loro deter-
minante @ e a, sono diversi da zero per x compreso fra @ e b (@ ¢ & incl., non porta
alecuna limitazione nell’integrale, perché per quanto si disse al § 9 della prima delle Me-
morie citate, comunque siano prese le dette funzioni ausiliarie z;, 2,,... 2» purché soddi-
sfino alle condizioni sopra indicate, bastera prendere opportunamente le costanti ¢;, ¢g,... Cn
per ottenere che le nostre formole diano qualunque integrale della nostra equazione (1).
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la somma della nostra serie, e quindi I'integrale della nostra equazione, sard
una funzione olomorfa di 2z nel campo C,, e quindi anche in C (escl. tutt’al
piu il contorno), per ogni valore di « fra @ e b (a e b incl); e questo, semypre
per le osservazioni fatte nel § 1, basta anche per poter dire che le sue de-
rivate ¢, y”,... rispetto ad « fino a quell’ordine (non inferiore ad n) pel quale
potranno aversi, saranno esse pure funzioni olomorfe di # nel campo C fincheé z
si mantiene nell'intervallo da a a & (gli estr. incl.).

E siccome derivando termine a termine rispetto ad « le serie che rap-
presentano gli integrali della equazione data, si ottengono serie per le quali,
colle considerazioni stesse che abbiamo fatto sopra, si vede che oltre ad es-
sere convergenti in ugual grado rispetto a 2z nel campo C, sono convergenti
in ugual grado anche rispetto ad 2 nell’intervallo (a, b), cosl evidentemente,
oltre a ritrovare con questo le indicate particolarita rispetto alle derivate ¢/,
y"y... dell'integrale, si trova anche che queste derivate possono aversi colla
derivazione per serie rispetto ad » applicata alla serie che rappresenta 'in-
tegrale stesso.

In particolare dunque se pei valori di = fra a e b (gli estr. inclusi) oltre
ad essere, come gia supponemmo, a, sempre diverso da zero, i coefficienti a,,
0gy... @n ¢ X della nostra equazione (1) sono funzioni intere di z, e tali sono
pure le costanti ¢,, ¢,,... ¢, quando sono funzioni di 2, allora tanto gl in-
tegrali (*) della nostra equazione, quanto le loro derivate rispetto ad 2z sa-
ranno sempre funzioni intere di z; e le nostre serie ne daranno la espres-
sione analitica, valida in tutto il piano, per serie di funzioni intere di 2, ¢
a queste serie potranno essere applicate anche le derivazioni rispetto ad z
fino a quell’ordine (non inferiore ad n) pel quale esistono le derivate y', ¥, ..
dell'integrale, e per tutti i valori di z fra ¢ ¢ & (a e & inclus.).

E naturalmente, in questo caso, con processi convenienti I'integrale potra
anche svilupparsi in serie di Caveny per potenze di 2 —y partendo da un
punto y qualsiasi, e queste serie varranno in tutto i] piano z e per qualunque
valore di « fra a e D (@ e b incl.); e le derivate come gli integrali rispetto
ad  dell'integrale medesimo per quanto dicemmo al § 2 potranno ottenersi
colla derivazione o integrazione per serie rispetto ad x applicate alle serie
stesse di Cavcny.

(*) Questo teorema fu dato gia dal Picarp nel tomo Il del suo Trailé d’Analyse
(Paris 1896) a pag. 92, supponendo i coefficienti ;5 a3,... ay e X polinomii interi in z,
e ag=1,
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In ogni caso poi, se anche a, contenesse 2z, e se, come potrebbe sempre
farsi, anche per le funzioni ausiliarie 2,, 2,,... 2, fossero prese funzioni che
dipendano anche da z, i risultati ora ottenuti continuerebbero a sussistere per
quei campi C relativi a z pei quali a,, 2,, 2.,,.. 2, sono funzioni olomorfe
di 2, e a, e @ sono diverse da zero; ma, maigrado questo, noi, per sempli-
citd, ammetteremo sempre che a,, 2y, 2;,... 2, siano tutti indipendenti dal
parametro 2.

6. I risultati qui ottenuti valgono nel supposto che le z,, 2,,... 2,
siano regolari fino alle loro derivate n?, e a, e @ siano diverse da zero pei
valori di = che si considerano fra @ e b (a e b incl.). ’

Se poi ¢, 0 @ per alcuni valori di « fra a e b fossero zero, ¢ alcune o
pitt delle funzioni ausiliarie 2,, 2., .. 2, o delle loro derivate rispetto ad =
fossero infinite, allora quando, come potra sempre farsi, gli integrali multipli
che figurano nelle nostre formole generali si facciano partire da un punto «
fra a e U pel quale queste circostanze eccezionali non si presentino, le nostre
formole, e tutti i risultati qui indicati varranno per ogni valore di z da «
fino a punti vicini quanto si vuole ai primi valori «, o «, di # inferiormente
o superiormente ad « pei quali tutte o alcune delle indicate circostanze si
presenteranno.

E in particolare gli integrali della nostra equazione e le loro derivate
rispetto ad x fino all’ordine n° almeno, come i loro integrali si manterranno
funzioni olomorfe di 2 nel campo.C pei valori di x fino a punti vieini quanto
si vuole agli stessi punti a, e «,; e lo stesso avverra anche in questi punii a,
e «, per quegli integrali della nostra equazione e per quelle loro derivate
rispetto ad x che si mantengano finite e continue anche negli stessi punti
fissi @y € o (§ 1)

7. Indipendentemente poi da queste considerazioni si potrebbe anche
in altro modo vedere che in alcuni casi, anche se pei limiti inferiori dei no-
stri integrali, o pei valori di x che si considerano si presentano le indicate
circostanze eccezionali, 1 risultati ottenuti nel paragrafo precedente continuano
pure a sussistere, almeno in parte, anche agli stessi limiti o pei detti valori
eccezionali di « per alcuni degli integrali della equazione data (1), e talvolta
anche per tutti.

In particolare per le equazioni omogenee, e nei casi considerati nella
Memoria del Volume precedente pei quali, malgrado la presenza di un infi-
nitesimo di «, per un valore « di z fra @ e b, si ha ancora un integrale re-
golare 7 della nostra equazione, si pud affermare che l'integrale che allora
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trovammo sard una funzione olomorfa di z nel campo C nel quale sono olo-
morfi i coefficienti a,, a,,... @, quando z & nell'intervallo da @ a b (gli
estremi incl.), perché per le considerazioni che facemmo ai §§ 12 e 14 della
stessa Memoria si vede che la serie che rappresenta quell'integrale, olire ad
essere ancora la stessa, e avere 1 suoi termini funzioni olomorfe di 2z nel
campo C, & ancora convergente in ugual grado rispetto a 2z in ogni campo C,
interno a C; e questo basta al solito per potere concludere che la sua somma
sara una funziene olomorfa di z nel campo C; ma rispetto alle derivate 7/,
y",... dell'integrale non si potra affermare nulla senza fare prima gli studii
al quali accennammo in modo generale nel § 19 della stessa Memoria, e che
facemmo poi in particolare pel caso delle equazioni del second’ordine al § 22.
E cosl in particolare per quelle equazioni del second’ordine

ay +ay +a,y=0,

nelle quali a, e a, peil valori di 2 nel campo C sono funzioni olomorfe di z
finche « & compreso fra @ e b (a e b incl) e @, & una funzione di = che
diventa infinitesima in un punto « di questo intervallo (a, b); e al tempo
stesso 1 coefficienti a,, a,, @, per ogni valore di z entro ogni campo C, in-
terno a C, e pei valori di # in un certo intorno di « soddisfano alle condi-
zioni indicate nel § 21 della Memoria ridetta, per modo ciod che si possa
porre
ay=(x—a)P Gy (x), a,= (¢ —a)P 16, (2, 2),

essendo 6, e 4, funzioni regolari di « nello stesso intorno di o« fino alle deri-
vate seconda e prima rispettivamente, e 7, («) essendo finita e diversa da zero;
e inoltre per ogni valore di @ fra « e b diverso da «, il limite superiore Ly

del modulo del rapporto Z—: per z compreso nel campo C, & tale che i pro-

dotti Ly (x—a), 0 L, (2 —a)log (¥ — o) risultano atti all’integrazione nel-
Iintorno di «, allora, sempre pei risultati ottenuti nella stessa Memoria, si
pud affermare che la stessa equazione ammetterd sempre un integrale y che,
oltre ad essere regoulare come funzione di z quando z si mantiene in un in-
torno sufficientemente piccolo di o, sard anche una funzione olomorfa di 2 nel
campo C per gli stessi valori di z, e la sua derivata y' godrd sempre della

stessa proprietd pei valori di « diversi da «; e ne godrd anche per x—u

quando l'integrale fLm (t —ord x, o Valtro ‘ij(x—a.) log(x— a)dx diven-

teranno infinitesimi almeno del prim’ordine al tendere di z ad .
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8. Torniamo ora ad ammettere che a, e @ siano sempre diversi da
zero fra a e b (a e b incl.); e osserviamo che un caso pilt specialmente no-
tevole & quello nel quale nella equazione lineare generale (1) i coefficienti
@y Qoy.e. An—yy Uy © X sono polinomii razionali interi rispetto a 2, o anche
pit generalmente rispetto a una stessa funzione ¢(2) di 2, cioé sono ‘della
forma ’

A+ Bee)+C2(2) + -+ K¢l (2),
essendo .4, B, C,... K funzioni regolari della sola z.

In questo caso, indicando con ky il grado di ¢(2) in X, e con % il grado
massimo pure di ¢ (2) nei varii polinomii che corrispondono ai coefficienti
@1y Usy... tn, ¢ supponendo che le ¢,, ¢,,... ¢, siano indipendenti da z, si
vede subito che la serie che rappresenta il nostro integrale & una serie di
polinomii in ¢ (2) dei gradi rispettivamente &y, &y + &, ky + 2k, ko + 3 k,...5
e cosl in particolare se X non conterra z, e i coefficienti a,, @s,... @, che
contengono ¢ (2) la conterranno soltanto al 1.° grado, allora nella serie che
rappresenta l'integrale della nostra equazione di = fra @ e & (¢ e & incl.) e
per ogni valore reale o complesso del parametro z, ciod

Dot Lt Lotooot Dt oo (5)
dove in generale L,=¢,-, (a;—‘lé); e
1 x 2 wm 1
Lm Sy Oz, 24 d f q‘l’l z2 d f Az, q ”/l»‘i P d Zom
(‘70 Q)V‘ (“0 Q)-Ti o . ( (ao x,, v !

con A,== @, —}—f Xz, Qww, d ., 11 primo termine I, sard indipendente da z,

e gl altri Ly, L,,... Ly,... saranno polinomii in ¢ (2) dei gradi 1, 2,... m,...
successivamente, ciod 'integrale sara sviluppato in serie di polinomii in ¢ (2)
di questi gradi.

9. E se sard in generale a, =¢,¢(2) 4 I, essendo g, e /. funzioni
della sola z, mettendo in evidenza nelle nostre notazioni il parametro z, col-
Vindicare cioé con E (y, 2), Z,(2), € Upa (2) il primo membro della equazione
data e 1 soliti valori di Z, e uz», quando nei coefficienti il parametro 2 ha
il valore 2, e indicando inoltre con G (y) 'espressione

igry(n—r):giy(”‘i)+ng/(n_2)‘l‘ et g Y (®)
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¢ con Zy, il valore di Z, corrispondente a questa espressione G (y), ciod
Zg,r —¢n (g| zr)(” Y + en-y (gz Zr)(n_g) +te (gn 21‘)7 (7)

e con y un valore particolare finito (ma qualsiasi) di =, avremo evidentc-
mente

Ey, 2)=H(y, y) + [¢(2) —o(y)] G (y),
Z,(2)=Zr (y) + [9 () — ¢ ()] Zy,r,
Uz, 20, (2) = Uz, (7) Jl‘ [‘P <:) — ¢ (?’)] Ug,w,21 5

essendo Oy, ¢id0 che diviene 9y, quando al posto delle Z,, Z,,... Z, si
pongono le Z,,, Zy,,... Zy, nelle quali sia cambiato z in o, .

3i supponga ora che per le solite funzioni ausiliarie 2,, 2s,... 2, siano
prese quelle di un sistema d’integrali fondamentali della equazione aggiunta
della E (y, y) =0 corrispondente al valore y di z; queste funzioni, se @, non
si annullera mai nell'intervallo (a, ), avranno ancora la particolaritd voluta
di essere regolari almeno fino alle derivate n¢ in questo intervallo; e aven-
dosi allora Z, (y) =0 e quindi anche g4, (7)==0, & certo che, finché restino
le ¢y, ¢yy .. cn indipendenti da 2z, le nostre serie corrispondenti all’integrale
della equazione data E (y, 2) — X saranno serie ordinate per le potenze di
¢ (2) — ¢ (y), cioe saranno della forma

Aot Ailg (@) = ()} + Ao g (2) — 2 (NP4 afs () — ¢ () + -5 (8)

essendo

A

440—571_1((10—@);’ (9)
e Ay, As,... Aom,... funzioni della sola x determinate dalla formola generale

\‘:):1_4-1‘ xQ( Ay ‘Tl q] TR ‘I‘:‘ xll"‘/{ T q.(/"r,,,_’ K
A = —— L271 dﬂ”xJ 072 B B { T, 10
AR for sl B et e

con
2

Am:Qc +JXxg Qz x: (ZJ'A, (11)

«

essendo « un punto qualsiasi fra ¢ e b o uno di questi cstremi @ e b; ¢ in
particolare se ¢ (2)=12, esse saranno ordinate per le potenze di 2 —y, ciod

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Loro integrali normali, 195

corrisponderanno agli sviluppi di Caveny
Ao+ A4 (z—y)+ A (2 —9)? + 4: (2

pei nostri integrali.
E se si ricorda che la equazione aggiunta A4 (¢, y) == 0 della E(y, y) =0
& la seguente

(ao C)(n) + & (31 C,lm“H -+ & (az C)(n“?) + e (an—i C)‘ -+ enan = 07

dove a,, a,,... a, ,, a, indicano i valori di a, a,,... an 1, @, per z=y,
applicando una nota formola di LiovviLLe si vede subito che pei denomina-
. . - 7

tori a, @ si ha ¢, Q=Fka,e ' =kal "e" " , essendo L una co-
stante; per modo che ) sara finito e diverso da zero fra a e b, e se per la
equazione data sard a,—(n —1) a’ (come poird sempre ottenersi moltiph-
cando la equazione stessa per un fattore conveniente} avremo a, @ =*k; e i
valori di A4, e A, verranno pill semplici quando col moltiplicare le z,,
Zs,... 2y per castanti adattate sia ridotto a, @ = 1.

E si pud anche aggiungere che se ¢, 7:,... gn—, sono tutti zero, ciod
se ¢(z2) figura soltanto mnell’nltimo coefficiente «, della nostra equazione
E(y, )= X, allora qyus, si riduce a — g, q (2, x.).

Se poi, contrariamente a quanto ora supponevamo, le funzioni ausiliarie 2,,
2,,... zo non saranno gli integrali della equazione aggiunta della E (y, y) =0,
per modo che non sia Qg4 (y) =0, allora le serie (8) e (12) che qui ab-
biamo scriite saranno precisamente quelle formate dai termini di grado pil
alto in ¢ (2) ~— ¢ (y) o in 2—y dei singoli termini della serie generale (5), per
polinomii in ¢ (&) —¢(y) 0 in z——y, che si avrd allora per rappresentare
I'integrale y della equazione E (y, z) —= X.

10. Questi risultati poi che danno un processo generale per trovare
¢li sviluppi in serie di potenze intere e positive o di polinomii interi in
¢ (2)—¢(y) o in z—y per integrali della nostra equazione E (y, 2)=X
quando il primo coefficiente a, ¢ sempre diverso da zero nell’intervallo (a, b)
che si considera, varranno anche quando lo stesso coefficiente a, divienc in-
finitesimo in un punto x =— 2 nell’intervallo (a, b), per quegli integrali rego-
lari della stessa equazione che, come nei casi considerati nclla Meruoria del
Volume precedente, talvolta esistono, e possono -ancora rappresentarsi per
mezzo delle nostre serie generali, colla introduzione di funzioni ausiliarie par-

A R (i2)

ticolari z,, 2z,... 2 € per valori particolari delle ¢y, cs,... cn.
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Perd bisognera naturalmente che queste funzioni ausiliarie particolari z,,
Z2,+.. 2n siano integrali particolari della equazione aggiunta della E(y,y)=0,
se si vorra che le serie corrispondenti agli integrali della equazione data
E (y, 2) = X siano delle forme (8) o (12), senza di che rientreranno soltanto
nella forma generale (5) di serie di polinomii interi in ¢ (2) — ¢ (y) 0 in 2— 7y,
nei quali i termini di grado piu alto saranno appunto quelll corrispondenti
delle serie (8) o (12).

Indipendentemente poi da questo, per quanto si disse in generale in fine
del § 2 si pud affermare che gli sviluppi precedenti per potenze intere e po-
sitive di ¢ (2) —3(y) o di z—y trovati soltanto pei valori di x in qualunque
porzione ¢nferna a un intervallo (a, b) nel quale a, diviene infinitesimo a uno
o a tutti e due gli estremi a e b varranno anche in questi estremi, salvo a
prendere allora pei loro coefficienti i valori limiti (che certo devono esistere)
dei coefficienti che si avevano per z diverso dall’estremo corrispondente e
vicino quanto si vuole all’estremo stesso, purché si tratti d'integrali pei quali
st sappia in qualche modo che anche quando z & in questo estremo sono
funzioni olomorfe di ¢ (2) o di . .

11. Tutto questo perd quando le ¢, ¢,,... ¢,, oltre ad essere costanti
rispetto alla variabile z, siano indipendenti da z.

Quando poi anche queste quantita ¢, ¢,,... ¢, dipendano da 2z, allora
se a, sara sempre diverso da zero fra a e b (a e b incl.), comunque siano
scclte le funzioni ausiliaric z,, 2, .. 2», € quindi in particolare anche quando
siano prese per esse integrali fondamentali della solita equazione aggiunta
della I¥(y, y)==0, le nostre formule condurranno ancora a qualsiasi inte-
grale y della nostra equazione E (y, z) = X, ma questo non sard pill in serie
di potenze intere e positive di ¢ (2) —¢(y), o di 2—y, o in serie di poli-
nomii interi di queste quantita.

Perd siccome, sotto la nostra ipotesi che fra a e b (a e b incl.) il coef-
ficiente a, non divenga mai infinitesimo, le ¢,, ¢,... ¢, possono prendersi
comunque, indicando con w,, w,,... t, gli n integrali particolari della equa-
zione omogenea F (y, z) = 0 che vengono dalle formole precedenti facendovi
X =0 e prendendo le ¢,, ¢,,... ¢, tutte eguali a zero tranne respettivamente
la prima, la seconda,... la n® che si prenderanno invece uguali ad uno, ¢
indicando inoltre con Y Pintegrale particolare della nostra equazione com-
pleta I/ (y, 2)==X corrispondente ai valori della ¢,, ¢,,... ¢, tutti zero, che
gode della particolarita di cssere zero insieme alle sue prime n-—1 derivate
per  =a, ed ¢ unico e determinato, & noto che w,, ,,... w, costituiranno
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un sistema d’integrali fondamentali della equazione omogenea E'(y, 2) =0, e
le stesse w,, w,,... w, e Y verranno ancora dalle forme precedenti (5), (8)
e (12), e si otterranno da queste col sostituire ad A, respettivamente
[\Xaq Qxaq d Xy
O | Qu . Qui
(@ Qe (a0 (@@’ (a0Q)s
plementi algcbrici degli elementi dell’ultima colonna nel determinante @,
0 @; e per ogni integrale y della equazione data F (y, 2) = X avremo evi-
dentemente la formola seguente

» essendo @,y Qonyeer Qun 1 com-

y::C|W1 i"Cng—]'""—l—c"w”"]—Y’

per la quale lo stesso integrale, se non viene pit sotto le forme dei §§ 8 ¢ 9
quando le ¢,, ¢,... ¢, contengono 2z, dipende perd da queste forme (5, (8)
o (12) in modo molto semplice.

E se a, o  diverranno infinitesimi in qualche punto diverso dal punto «,
questo risultato varra per ogni valore di x a partire da « finché non si ar-
rivi ad un punto d’infinitesimo di a, o di ¢, o nel quale si abbiano singo-
larita per gli altri coefficienti e per le funzioni z,, 2,,... 2a.

. 12. In particolare dunque, quando le ¢, ¢s,... ¢, siano potenze o po-
linomii interi o funzioni intere in ¢ (2) o in ¢z, le formole precedenti daranno
sempre lintegrale ¢ in serie di potenze o polinomii o funzioni intere di
¢ (2)—¢(y) o di 2—y; ma evidentemente non si pud dire che si otterranno
con questi processi tutti gh integrali della nostra equazione F (y, 2) = X che
sono sviluppabili in serie di potenze intere di ¢(2) —g¢(y) o di 2 y pei
valori di = fra a e 0.

Per questo noi prenderemo ora a considerare in modo generale il caso
in cui, indipendentemente anche dalle considerazioni precedenti e dalle nostre
formole generali, e seguendo un processo qualsiasi, sia stato determinato, o
anche soltanto si sappia che esiste un integrale y della nostra equazione
E (y, 2) = X che, come funzione di x, in tutto 'intervallo da @ a b (questi
estremi incl.) & regolare fino alle derivate n¢ le quali sono ancora finite e
atte alla integrazione, senza escludere ora che «, fra @ e b, o in questi punti
stessi possa anche divenire infinitesimo; e inoltre 'integrale medesimo & svi-
luppabile in serie di potenze intere e positive di ¢ (2) — ¢ (y) in un campo C
relativo a z che potrd anche essere tutto il piano, per modo che in questo

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



198 Dini: Studic sulle equazioni differenziali lineari.

campo C e per x compreso fra ¢ e b (a e b inclus.) si abbia

i

Y= Bnle () —¢ (]
essendo le B, funzioni di z che potranno essere diverse dalle 4,, date dalle
formole (9) e (10).

Si osserverd per prima cosa che per quanto si disse in generale al § 2,
le funzioni B,, avranno le derivate rispetto ad = determinate e finite fra «
e b (a e b incl) almeno fino alle n¢, e all'integrale y sard applicabile la de-
rivazione per serie rispetto ad x nello stesso intervallo (gli estr. inclusi)
sempre fino alle derivate n¢ almeno. ‘

E oltre a cid se, tenendosi ora colla x in una porzione qualsiasi (a, &)
dell’intervallo (@, ), in ogni punto della quale (@’ e 6" incl.) il coefficiente a,
sia sempre diverso da zero, e che potrd quindi essere anche lo stesso intiero
intervallo (¢, 4) quando in esso @, non sia mai zero, intenderemo presi per
le 2,, 2;,... 2n 1 soliti integrali fondamentali della equazione aggiunta della
E (y, y =0, e introdurremo ancora gli integrali w,, w.,... w, e Y del pa-
ragrafo precedente, che saranno altrettante serie di potenze di ¢ (2)—7 (y),
allora per a compreso fra a’ e & (a’ e &' incl) potremo sempre scrivere la
equazione

EBm [? (Z) __?(7)]n__ Y:('l w, + 0y iy + Tt + Cn Wy
U

per valori convenienti delle costanti ¢,, ¢,,... ¢, (che saranno indipendenti
da z, ma potranno contenere 2) perché nell'intervallo (¢, ') le w,, 1y,... 1wy
saranno integrali fondamentali della equazione omogenca I (y, 2)=0.

E queste ¢, ¢,,... ¢, si potranno determinare facilmente, perche la stessa
equazione, insieme alle altre »-—1 che se ne deducono colla derivazione
successiva rispetto ad .r, di luogo ad un sistema di » equazioni lineari ri-
spetto alle stesse ¢, ¢;,... ¢, € queste equazioni, col dare ad « il valore «,
che ora si intendera preso nell’intervallo (a'; b), o un altro valore speciale
qualsiasi p in questo intervallo, determineranno subito i valori delle ¢, cy,...
rn mediante 1 quali il nostro integrale y fra a' e &' si esprime per gli inte-
grali w, w,,... w, della E(y, 2)=0 e per ¥; e questi valori ¢, c,,...
Cryey. Cn Tisulteranno espressi per quozienti di serie ordinate per le potenze
di ¢ (2) — ¢ (y) nei quali il denominatore comune D sara il determinante fon-
damentale degli integrali w,, 10,,... w, della E(y, 2)=0 per x=p, e il
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numeratore per una qualunque di esse ¢, sara il determinante che viene da D
sostituendo agli elementi ., w'y, "y, ... WV ivaloridiy—Y, vy —Y,
y' — Y. yn-) — Y= per x —p che sono naturalmente anch’essi espressi
per serie di potenze di ¢ (2) —¢(y), e potranno anche talvolta ridursi a po-
linomii, o anche pitt semplicemente a quantithd costanti.

Questo denominatore D, quando pel valore speciale p di = sia preso il
valore o che figura come limite inferiore negli integrali delle formole (9)
e (10), vedremo fra breve che si riduce a un polinomio in § (2)~— ¢ (y) che
n(n—1)

2 .
le g/, 92y... 9n-. son0 tutte zero, ciod quando ¢ (2) figurerd soltanto nell’ul-
timo coefficiente a, della nostra equazione, e allora le stesse ¢, ¢;,... ¢4 sa-
ranno funzioni intere di ¢ (2) — ¢ (y) nel campo C, e precisamente si avra
per una qualunque di esse ¢

sard tutt’al piee del grado s e si riduce sempre a una costante quando
1

Cr=pirYot yer Yot I vapya

essendo le vy, ¥ory--., ynr quantita costanti rispetto ad x e rispetto a =.

In ogni caso poi, noi possiamo ora affermare che coi valori trovati per
€1y C2y... Cn 1l nostro integrale dato y, qualuoque sia stato il processo che
avrd servito o che servird poi a determinarlo, potrd scriversi sotto la forma
Cw, 4 cwy + -+ - e+ ¥, e si esprimerd quindi ancora sotto la
forma (8) sempre pei valori di # fra o' e &' (a' e ' incl.); ma in questa
_espressione, per le ¢,, ¢, ... ¢, che figurano in A, nelle formole (9) e (10)
che danno i coefficienti attuvali 4,, A4,, 4,,... An,... delle (8) stesse, do-
vranno plenderm le funzioni di 2 determinate testd come quozienti di fun-
zioni intere in w(z) ~—3(y) finche 2z & nel campo C; e quindi la serie
stessa (8) dard ancora una espressione dell’integrale dato y, ma questa non
sard pit in serie ordinata per le potenze di ¢ (2) — 9 (7), a meno che i valori
trovati per ci, ¢y,... ¢, non risultino indipendenti da 2, o sotto altre forme
specialissime,

13. Fermandoci ancora su quegli integrali y della nostra cquazione

E(y, 2)==X che in tutto il piano z o in una porzione C' di esso e per =
compreso fra a e b (a e b incl) sono funzioni regolari di  almeno fino alle
derivate n¢ in questo intervallo (gli estr. incl), e sono sviluppabili in serie
di potenze intere e positive di ¢ (2) — ¢ (y), per modo che si ha

y==3Buls () —9 (NI,
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qualunque sia del resto 1l processo col quale vengona determinati, ¢ quando
anche in ¢ e & o in alecuni punti posti fra questi a, sia zero, troviamo al-
cune particolaritd dei coefficienti B, che sono funzioni delle sole z.

Poniamo pereid, per abbreviare, K (y, y) = E; (y), ¢ ricordiamo i} signi-
ficato dato a G (y) nel § 9.

Siccome, per quanto dicemmo al § 2, per ogni valore dix fraa e b (a
e b incl.) le B, saranno derivabili fino all’ordine » almeno, e alla serie che
da Vintegrale y che si considera sono applicabili le derivazioni relative ad z
almeno fino allo stesso ordine n, si vede subito che per gli stessi valori di z
avremo

Ey, ) = S B (Ba) [3) — 3 (I,

G (1) = X6 (Ba) [3(c) — 3 ("
e quindi, per essere E(y, 2)=E(y, y) F G(y)[9(2) ¢ ()], sard
E(% z) ::Ei (BO) +

S CA

| By (Bm) + G (B 1)} [9(2) — 9 (7)]™;

ed essendo y un integrale della equazione data E (y, z) = X, per una nota
proprieta delle serie di potenze di funzioni di variabile complessa si vede
subito che le B,, B,, B,,... Bm,... dovranno soddisfare alle equazioni

E(B) =X, E (B)+ G(B)=0,

E,(By) + G(B)=0,... E, (B~ G(Bu )=0,...,

]
cioe le By, By, B;,... Bn,... dovranno essere integrali delle successive equa-
zlonl

E(B,, %) — X,
E<Bi1 l) =—0 (BO))
E(B,, ) — — G (B,

E (B, ¥ = — G (Bm ),

che risulteranno successivamente determinati quando sia stato fissato il primo
di essi B,, se come nel caso della serie (8) dove le 4, e A,, sono date
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dalle (9) e (10), i coefficienti B,, B,,... B,... dell'integrale dato conten-
gono in modo determinato le costanti che figurano nel coefliciente B,.
Del resto poi comunque si determinino successivamente i coefficienti I,

B, B;,... B,,... per mezzo delle equazioni precedenti, la serie

%} B [y (2) — ¢ (7)]™

ci dard sempre un integrale dclla nostra equazione E'(y, 2) = X, per tutti
quei valori di @ e z pei quali risulti convergenie e derivabile almeno fino
all’ordine n rispetto ad z; e allora in tutte le porzioni di (a, b) nelle quali a,
sard diverso da zero, per quanto dicemmo nel paragrafo precedente, essa si
esprimera anche per mezzo della serie (8), colle 4, e A,, determinate
dalle (9) e (10, ma nelle quali le ¢, ¢,... ¢, siano funzioni fratte di
«(2) — ¢ (2) che si determinano coi processi del paragrafo precedente.

14. Ora rispetto a queste quantita .4,,, che prenderemo sempre come
date dalle (9) e (10), sia che in esse le ¢,, ¢;,... ¢4 siano vere e proprie
costanti anche rispetfo a z, cioé che non dipendano affatto da 2z, come av-
viene nel caso degli integrali considerati al § 9, sia che esse contengano z
come avverra ordinariamente per gli integrali pitt generali sempre ordinati
per le potenze di ¢ (2) —¢ (y) che abbiamo considerato nei due ultimi para-
grafi, e che abbiamo visto potersi sempre porre essi pure sotto la forma (8)
in tutte le porzioni (@', b') di (a, b) nelle quali a, sard diverso da zero, os-
serviamo che dalle loro forme (9) e (10), per mezzo d’integrali definiti da o
ad x, si vede subito che per essere a, sempre diverso da zero fra a’ e ¥
(a" e b incl), con che lo sard anche @ (§ 9), le A,, A.... Ap,... per

Qc

r—uqa sono tutte zero, mentre la prima 4, & uguale a (——) , e dipen-
z-_a

a, Q
derd quindi ordinariamente da gz se le ¢, ¢;,... ¢, contengono questa va-
riabile.

Derivando poi successivamente le stesse espressioni di Ay, Ag,... An,...
rispetto ad x, colle regole note, fino a quell’ordine pel quale le derivazioni
sono ammissibili, si trova che, per x =—=a, 4, ha sempre uguale a zero
almeno la prima derivata, 4, ha sempre zero la prima e la seconda, A,
ha sempre zero la prima, la seconda e la terza, e in generale 4, ha sempre
zero le prime m — 1 derivate.

E poiche, avendo riguardo alla espressione per determinanti di 052, e
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a quelle delle sue derivate rispetto ad =z, si trova che col farvi r,—uz
. C . qum«. <.
7.7, { s
1l Og.2,2, diviene e, 1 g Q, T diviene 1 én 1(”’—‘ 1 [ + en-s s } Q,
or Qg ry
0ar

G2y« grer ¢ delle loro derivate, cosi avendo riguardo ancora alle formole
che si trovano per le successive derivate rispetto ad « di 4,, 44,... Apm-y,...
si vede subito che se ¢., g¢;,... gr-. saranno zero, cioé se ¢ (2) incominciera
a figurare nella equazione data soltanto al coefficiente «ay, allora per ciascuno
degli integrali 4,, 4,,... Ap,... vi saranno altre k¥ — 1 derivate per x =«
che si annulleranno oltre a quelle che gia dicemmo essere sempre nullej ¢
in particolare, se ¢ (2) figurera nella equazione data soltanto nell’ultimo cocf-
ficiente an, le 4,, 4,, As,... Ap,... per x=—a saranno zero insieme re-
spettivamente alle loro prime n -1, n, n 4 1,... m -+ n— 2 derivate.

E al seguito di questi risultati che costruendo il determinante D rela-
tivo agli integrali w,, w,,... w, del quale parlammo nel § 12 si trova che

(n—1)
2

e in generale diviene una espressione lineare delle quantitd g,

. . . . n .
il suo valore per x=« & un polinomio del grado - al piu in
9 (2)— % (y), e si riduce indipendente da 2z quando nella equazione data il
¢ (2) figura soltanto nell’ultimo coefficiente a,, perche allora gli stessi inte-
grali w, w,,... w, e le loro prime » — 1 derivate risultano tutti indipen-
denti da z per z —a.

I& per questo appunto, e perche l'integrale Y per # —a & sempre zero
esso pure insieme alle sue prime n— 1 derivate, resta ora dimostrato quanto
dicemmo al § 12, cioé che in questo caso le ¢, ¢;,... ¢, del paragrafo stesso
vengono tutte della forma y,, 9a + vor 9o - -+ 4 yur v~ essendo le y,,,
Y20y yny indipendenti da z.

I del resto poi, tenendo conto della osservazione fatta intorno alle de-
rivate di Ay, As,... Apm,... ¢ sempre pel caso in cui si suppone che ¢ (2)
figuri soltanto in a,, si vede subito per la (8) che per un integrale qual-
siasi i della nostra equazione i valori di esso e delle sue prime n—1 de-
. . ) Y. ¥ Az
rivate per z- « saranno respettivamente uguali a quelli di =2, ( Al

) o o Q]
.11?‘ ! “13‘ n 1 . . 9

yore | per £ =ua; e quindi quando l'integrale stesso y, e le
ao Q) a, Q

sue derivate y', y”,... y™ ¥ per x =« debbano avere valori dati ., ¥,
Xy'ayoo g2V le costanti ey, ¢,,... ¢, ad esso corrispondenti nella (8), an-
zicheé coi processi del § 12, potranno essere determinate col mezzo delle
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equazioni

() g (o) g = () (2
ya,— alea’yu* aoQa,'/a—Gon, ’./a —_(IOQeL ’

che sono lineari rispetto alle stesse ¢i, €oy.cn €.

E queste costanti risulteranno ancora naturalmente funzioni intere di
9(2), 0 di ¢(2) — ¢ (y), se tali saranno i valori dati di Yo, ¥'ay ¥ ay . Yy,
e risulteranno indipendenti da 2z se tali saranno gli stessi valori y,, ¥,
Y'aye.. y»=Vs e Uintegrale y poi sara quello che verra dalla serie (8) po-
nendovi per le ¢, ¢;,... ¢, 1 valori cosl trovati per esse, per modo che nel
caso in cui le ¥a, Y's,... =7 siano indipendenti da z, lo sviluppo dell’inte-
grale per potenze di ¢(2)—¢(y) almeno pei valori di = nelle porzioni del-
Pintervallo (a, b) nelle quali a, & sempre diverso da zero, combinera preci-
samente con quello dato al § 9, per valori delle ¢, c¢y,... ¢, indipen-
denti da =z,

15, Prima di procedere oltre in questi studii generali vogliamo fare
una applicazione dei risultati ottenuti al caso delle equazioni del secondo
ordine

a0y’ +auy +ay=X,

quando in esse ¢ (2) figura soltanto nel coefficiente a,, e si pud quindi scri-
vere @, =g o (2)+ !, 0 a,=g2z+ I, essendo g ed ! funzioni della sola z.
Prima perd osserviamo che in questo caso moltiplicandola per

ai
1 dr . .o
a—et(“" , laequazione data si riduce alla forma
0

a * ay a

a o

i ev % ﬁy/ + a_zeJ aod‘zyzge-fﬂod”

dx o ) !

senza che s’introducano singolarith nei coefficienti, a meno che non si passi

con x per punti nei quali gid si avesse la singolarith derivante dall’essere

a, =03 quindi, volendo, le equazioni da considerarsi potremo sempre inten-
derle trasformate nell’altra

dy

d(a -

‘dw

‘—‘—"iT ~|—a2y:X, (13)

sotto Ja quale del resto bene spesso si presentano da se nelle applicazioni; e
allora la equazione aggiunta di quella omogenea corrispondente ha la parti-
colarita di coincidere colla equazione stessa.
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Altre trasformazioni poi, e molto notevoli, potranno anche farsi come
mostrammo dettagliatamente nel § 21 della seconda fra le Memorie citate
pubblicata nel Vol. IIl di questa serie degli Annali; quali trasformazoni si
fanno coll’ applicare un cambiamento di variabili per mezzo della formola
de=/f(%)d%, dove %) pud essere scelta a piacere, e pol col fare anche un
canbiamento di funzione colla formola y =1#¢u.

Si giunge subito allora alla equazione

a,t .. {(aot)' (lot’i )
= u — 1+ —{u
7 + 7 + 7 +
nella quale le varie derivazioni si intendono fatte rispetto alla nuova varia-
bile £; e con questa, profittando della indeterminazione che si ha in f e in &,
si ottengono varie forme sotto le quali la equazione data pud porsi.

Cosl per fare sparire il secondo termine si vede che basta prendere

(‘-’Bf-t')ﬁr arft|u=XF (14)

= \/——, 0 y——\/—— u, con k costante, riducendosi allora la equazione alla

s V) V)=V

f ( f) @y u=7 kao)-(’
nella quale f resta ancora indeterminata, e pud prendersi in modo da fare
acquistare alla equazione certe altre particolaritd; come, ad esempio, quando
sia a,=¢¢(2) + [, e g non sia mai zero, si potra scegliere f in modo che il
coefficiente di ¢ (2) nella equazione trasformata precedente sia uno, poiché ba-

forma

w4+

t d ao indi y=,—— 3
sterd prendere f= € quindi g ““{/———9 per far si che la nostra equa-
a g '

zione si riduca alla fmma

w419 )+ hju=X

YT g g da\Vyg daw ! g )

essendo ora

E senza fare sparire il secondo termine nella (14), e ancora mnel sup-
posto che sia a, =g 9 (2) + I, basterd dividere la (14) stessa per ¢ ft, e poi
determinare ¢ in modo che il coefficiente di «” sia la derivata rispetto a £ di

. ’ LY N 4 :
quello di ", cioé basterd prendere t:\/f—g con ¢ costante, per ridurre la
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stessa equazione alla forma
Xl

5 fﬁLd“) _
di\f2gd Tty

talche, profittando di quella mdetelmmazmne che resta ancora in ¢ per la
presenza in ¢ di f (&), potremo fare in modo che il coefficiente di u sia sem-
plicemente ¢ (z), e la equazione si riduca alla forma

d(ay du X
di(f29d5)+?() A

bastando per questo prendere per # uun integrale particolare della equazione

¢ (2) + — +WM( ’“)

‘dx

omogenea ddx (ao i ) + 1t =0, che & quella che viene dalla equazione data (13)
riducendola omogenea e sopprimendovi il termine in ¢ (2); e allora determi-

. . . . ¢ gl o
nato questo valore speciale #, di #, si avra f‘gte’ dg =" °dx, cioe

y — t,u, essendo & = _10 (g t3d » la nuova variabile.

16. Cid premesso, prendiamo a considerare la equazione omogenea del
second’ordine a, 4" -+ a,y -+ a,y =0, nella quale supporremo a, e a, fun-
zioni della sola @, e a, funzione di x e 2 di primo grado in ¢ (2), per modo
che la equazione stessa possa sempre intendersi ridotta alla forma

(0 5)+ gs @+ ny=0, (15)

sotto la quale appunto la prenderemo sempre; e di questa cerchiamo gli in-
tegrali y che sono funzioni intere di ¢ (2) pei valori di # in un intervallo
(a, b) nel quale @, non & zero, salvo tutt’al pilt agli estremi.

Essendo « un punto di questo intervallo nel quale @, non & zero, avremo

per I'integrale cercato

y=— (%Q” — [ (2 )"5"@)]]9@1((5—‘@)%9(?, z)dw, —

g (r, x

- [(P (z)—iL (7)]2qux (a Q)x, dxi'gxz( ) 9(5’31; dxz

Z,

o q i q(‘T x‘) Q(xh .’L‘?) f
- _[30 25) ? fgxl (@ Q)ery dz fgxe Q)x) dx?

Lt

ng ((;(?Z?j)wmq (Tm-1y Tm) d Ty —

«

o
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essendo Qc=c,2,— ¢, 2, Q =2,2,—21 2", q (2, ,)=2,2, —2,2, dove z,
e 2, sono i valori di 2, e 2, quando in essi si cambia z in x,, e 2, e 2, sono
due integrali distinti della equazione aggiunta di quella data per 2 =y, che
non sard altro che la equazione stessa, cioé

@ +avt + g9 (y)+1t=0, (16)

a’y

N = d k . .
per modo che sard Q—ce Ju = _—» 00N k costante che potra prendersi
0

uguale ad uno scegliendo opportunamente le costanti che figureranno in z,
e 2,; e avremo quindi pilt semplicemente

y=—0e—[3C)— 9 g1 Qur, 4 (&, 2) d v —

—[p(2)— 9 (y ]gfgw- q (%, 2.) dzifng Qew, q (¥, T2) Aoy —

z x Ty

i (IO L AT ICAPNY EN PAPTE RPN EY B

x a
Lt~y /

©e .fg“‘m QC-%,. q (xm—ly xm) d-'rm — j

74

e con questa quando siano stati determinati gli integrali 2, e 2, della equa-
zione particolare (16) si determineranno gli integrali (17) della equazione ge-
nerale (15), perché 1 varii coefficienti risulteranno ognuno dal precedente con
una nuova integrazione rispetto ad x, dopo avervi cambiato x in x, e averlo
moltiplicato per g, q (7, x,). E questo integrale (17) sard funzione intera di
¢ (2) quando lo siano le ¢, e ¢;, e in particolare quando le ¢, e ¢, siano indi-
pendenti da z.

Cosl in particolare se sard [ =0, cioé se la equazione data sara la se-
guente

&y +aoy +99k)y=0,

alla quale del resto noi gia vedemmo che la (15) pud sempre ridursi, e se
sard ¢ (y) =0, cioé se y sard un infinitesimo di ¢ (2), allora la (16) si ri-
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durra all’altra semplicissima a,¢" 4+ a',¢' =0, e pohemo plendele 2 =1,

r @
zzzj@f,esar?a Qg:c,—cifd'v, q(z, x,) = — = e

(11} ao o Qo Joay

“ o “ a 7,
Vintegrale (17) verrd a presentarsi sotto una forma pilt semplice, che in
questo caso delle equazioni del second’ordine si ha subito anche da quella
che detti al § 20 della Memoria citata del Vol. IIT di questi Annals, perche
le 2, e 2, che vengono cosi a prendersi ora sono appunto quelle stesse che
furono prese allora.

E cosl, fermandosi in particolar modo sulla equazione

l—at)y”" —2xy 22+ 1)y=0 (18)

che si riduce a quella delle funzioni di Leeespre X, quando il parametro 2
ha i valori particolari n, 0 — (n - 1), essendo » un numero intero o positivo,
avremo

Cdo [dx Cdx

de 1 1+ 1+ 2 1
1—-oc2“510g » Jaw = 2 log ., — g 87—

=1, 2,—
! ’o 1—=
[+

quando si parta dal punto « =03 e I'integrale y sara

2 °1—2x 2 1 —

[ L I FEEESEE
0

CEUT [flog 122 _1og T (5 tog {2 — ) 10g 2 —log 17

0 0

e questo per qualunque valore reale o complesso di 2; talehe in particolare
per z=mn o 2= — (n -}- 1) questa formola ci dard una forma nuova ordi-

n(n 4+ 1)
2

nata per le potenze intere e positive di per lintegrale generale

della equazione delle funzioni di Lreesore X, .
Per 2z qualunque questo integrale della equazione (18), che corrispondera
cosi a nuove funzioni piu generali della X, (*), sard in serie ordinata per le

(*) In un’altra memoria, che spero di potere pubblicare fra breve, metters in evi-
denza anche I’importanza speciale che, specialmente in vista delle rappresentazioni ana-
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(z+1)
2

. 2 . . N .
potenze di quando le ¢,, ¢, siano costanti, e sard sempre funzione

intera di fi—(z—;:——) quando le stesse ¢, e ¢, siano funzioni intere di questa
quantita 2z ;——1—) .
In particolare, quando sia ¢, =0, ¢; =—1 I"integrale corrispondente

avrd la forma piu semplice

. - 1 -‘]‘-.’.L'l
y= 2 (bgl—xl—logl

14 z°
—

)dx1+

51 —a 1

S ) e e LY [ e e L

Quando poi per le 2, e 2, si prendano altre funzioni ausiliarie, allora,
come dicemmo al § 9, i varii termini della serie corrispondente agli integrali
della nostra equazione nel caso di ¢, e ¢, costanti saranno funzioni intere

di z(z—jl—) e successivamente dei gradi 0, 1, 2, 3...

17. Tornando ora a considerare le equazioni lineari di ordine qua-

u che oltre alla solita variabile z contengono un altro parametro varia-
lunque che olt lla solit bil te 1t t
ille reale o complesso 2z, passiamo ad estendere a queste equazioni generali le
bile real plesso z, p d estendere te eq li ]
considerazioni generali e i risultati relativi alle equazioni lineari del second’or-
imne ottenuti da SturwM, e completati pol negli ultimi anni, senza perd rag-
d ttenuti da S , € pletati p gli ult , 0 rag
giungere ancora tutta la generalith di cul sono suscettibili, dai signori Kxeser
e STEKLOFF.

Prendiamo percid, in modo anche piu gencrale, una equazione differen-

) )

ziale dell’ordine »n della forma

Ty + ayy ) 4 f=0, (19)
nella quale la [ sia una funzione qualsiasi che, oltre alla variabile x e alla
litiche delle funzioni di una variahile reale, presentano le funzioni pii generali della X,

che qui si introducono, come altre che vengono dalla integrazione di altre equazioni lineari
del second’ordine.
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funzione y, contenga tutte o alcune delle derivate ¢, y”,... y® di questa fun-
zione, e alcuni parametri reali o complessi &, &,... & indipendenti da =,
che per ora ammetteremo che possano trovarsi anche in q, e a,. .
Indichiamo con ¥,, %,,... ¥, un sistema di n» integrali particolari di
questa equazione corrispondenti a uno stesso sistema di valori dei parametri
&1y &o... &y 0 anche a sistemi differenti, purché in quest’ultimo caso questi
parametri non compariscano in a, e a,; e formiamo il solito determinante

Yo Yooyt B yny
Yo Yo o o oyt By

D=

Indicando con f,, £, .. f. i valori che prende la funzione f in corri-
spondenza dei valori scelti pei parametri &,, &o,... £ e di questi integrali,
avremo le formole seguenti

a, .’/g“) + @ ?/;n_l) “I‘ fi — O,
a, ?/§") + a, y(z"—l) + fz — 0, ’

a Y + @y + fa=0,

e moltiplicandole per gli elementi reciproci Dyn, D;n,... Dun di quelli del-
I'ultima colonna di D, e sommandole coll’osservare che la derivata D' di D
¢ 1l determinante che viene da D sostituendo agli elementi dell’ultima co-
lonna gli altri ¢, y9,. . y, avremo

aD 4+ a, D4 D=0,
quando s'indichi con D il determinante

Yo s YL,

4 .. (n—2) A
p— Yo Yo . 2 f (20)

Yn Yn o o YU fa

al quale si riduce D quando agli clementi dell'ultima colonna si sostituiscono

fir fereee fa-
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Ponendo per semplicitd di scrittura

Oc= —¢° (1)

dove ¢ & un valore qualsiasi di = fra @ e b pel quale a, e a, non hanno
singolaritd, e @, non & zero, e moltiplicando la equazione ottenuta per 0., si
ottiene l'altra

D)

e da questa integrandola fra a e b, quand’anche in questo intervallo g, e «,
presentino qualche singolarita, e ¢, divenga zero in uno o pil punti, purche
anche allora le formule continuino ad avere un significato, si otterra la for-
mola seguente :

(j:g;dx ) (mz;dx ) b
Bc D —'—‘ec Daz—-:_—j@cpdaﬂ; (22)

e quindi; coll’osservare che sviluppando il determinante D secondo gli ele-
menti della colonna p,, qualunque sia p, si ha

D= ,/(,p D Ds,p + !/;p_” -Dz.p + e "lr" yf,‘"” Dn,p,

¢ per s diverso da p—1, con s scelto pure fra i numeri 0, 1, 2,.. n—1,
si hanno altre n — 1 equazioni tutte della forma :

0 :y((s) Di.p + ygs) D?,p 4+ ?/Lm Dn.p;

troveremo subito la formola notevole
b

a
‘dx
Qo

n— #—1 n—
¢ [D‘sq A\jhs ?/ﬁs) + Dz,q E hs y?’ + e Dn,q Zl hs ,?/ff)]b—‘
1] 0 0

a
a

j "da
a

b
n—1 s n-t . n—1
—ef [D:,p %: ke + Dey }5 ks ¥+ -+ Dap 2‘;4 ks ?/fus)Ja:’—“f@chf’" '
a

(23)
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dove le I,y hyy .. Do, e cosl le &y, ky,... kx sono quantitd costanti, e sono tutte
qualsiasi meno la h,_, pel primo termine, e la ky_, pel secondo che devono
essere uguali ad uno, p e q del resto essendo due qualunque dei numeri 1,
2,... n differenti o anche uguali fra loro.

b
18. Di qui risulta subito che onde sia f@cD d x =— 0 bisognera che il

primo membro dell’'ultima formola sia zero; e per questo potranno presen-
tarsi varii casi, fra i quali, quando si continui ad ammettere, come sempre
d’ora innanzi faremo, che a, e a, nell'intervallo (a, 0) non abbiano singola-
ritd, sono da distinguersi piut specialmente i tre seguenti:

@
a,

dx x
. . o N 1]
1.° quello in cui il faitore ¢® & zero, cioé si hafa— dr——o0
0
c
tanto per # =a che per =120, nel qual caso per gli integrali y,, o). ¥n

resta soltanto la condizione che cssi siano finiti anche per r=a e x =15 in-
sieme alle loro derivate fino alle (n — 1, inclusive; ma siccome, quando, come
ora supporremo, a, nei punti inferni del nostro intervallo (a, 4) non sia mai

o
zero, perché l'esponenziale e ° possa essere zero, o l’integrale"al dzx
J o
possa essere — oo per £ ==a e x =2, bisognerd che a, divenga infinitesimo
in ambedue questi punti (@, 0}, cosl in questo caso onde essere sicuri che
gli integrali che si considerano yi, 7.,... . siano regolari anche per x —a
o x=1>, almeno fino alle derivate (n-—1,¢ bisognerd che i coefficienti della
nostra equazione per questi valori a e b di w, e pei valori di &, &,... &
corrispondenti ai rispettivi integrali y,, ., .. ¥, soddisfino a condizioni spe-
ciali, come in particolare per le equazioni lineari fu.detto diffusamente nella
Memoria del Volume precedente di questi Amnali; e quindi gli integrali
stessi non sempre vi saranno (*).

(*) E da notare che quando si sia nel caso delle equazioni lineari, e un sistema
Cintegrali yy, 4,... y¥» debbano appartenere tutti a una unica equazione con coeffi-
cienti determinati, per modo cioé che se questi contengono dei parametri variabili
&y Loyeer L quegli integeali debbano corrispondere tutti a uno stesso sistema di valori di
qu~sti parametri, o a sistemi di valori che conservino inalterati i coeflicienti della equa-
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z 1
ja dr a
ag a
2.° che essendo zero 1" esponenziale e° , 0 —0 l’mlegra]ej dx
a
o 0
soltanto per uno dei due valori @ e b di x, p. es.: per x —=a, sia zero la
quantitd fra parentesi del primo termine delle (23) per « =10, restando ora
gli integrali 7,, ¥,,... y» regolari anche per x =—a, almeno fino alle derivate
dell'ordine n —1; e questo, per essere allora @ un punto d’infinitesimo di «,,
portera ancora che debbano essere soddisfatte condizioni speciali pei coefli-
cienti della nostra equazione per =@, come si disse pel caso precedente,
talche anche in questo caso gli integrali non sempre ci saranno.

«
f%dx

3.° che essendo finita 'esponenziale ¢ ° per x=ua, ¢ x=»>0, pure
essendo o no diversa da zero (con ché non si esclude che ¢, possa auche
essere zero fra @ e b o per x=—=a e z==»>0), siano zero separatamente le
quantitd fra parentesi nei due termini per x =10 e z =— a respettivamente.

19. Fermandoci ora pilt specialmente sugli ultimi due casi, osserviamo
che la forma notevole sotto la quale si sono potute mettere le quantith fia
parentesi nella (23) mostra che le condizioni che si hanno nel 3.° caso sa-
ranno in particolare soddisfatte quando pei singoli integrali y,, ¥,... ¥, si
abbiano i due sistemi di equazioni

n-1

n—1 n—1
%}l-sy‘f) -0, %ksy,(j‘:(),... %ksySf’:O per x=—aq,

(24)

/

n—1 n—1 n—1
%:713';/(13’:0, %}hsy;ﬂ—_—o\... %}])syff)_—_o per x —10,

zione stessa, allora sc in un punto, p. es.: @ o 0, o, sari zero e al tempo stesso linte-
X

grale [ 'dxz sara — oo, uno o pitt degli integrali medesimi o delle loro prime n— 1
a

J

c

derivate dovranno divenire infiniti in quel punto, perch¢, come ¢ noto, pel loro determi-
x

gldx
. Qg
. c .
nante D si ha la formola D= D, ¢ con D, diverso da zero, e questa porta che D
debba essere infinita nello stesso punto,
Del resto pii questo caso di iy, #y,+.. y, tutti integreall di una stessa equazione li-
ngare con coeflicienti determinati non ha qui nessuna importanza, perché allora il deter-
minante D viene ilenticamente zero.
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essendo ancora le /s e kg costanti qualsiansi, delle quali basta ora che una al-
meno delle prime e una almeno delle seconde sia diversa da zero; e nel se-

x

S oy

x
. . . . ay
condo caso quando sia zero 'esponenziale e , 0 sla — 0o l’mtegra]ef~ dax
o
¢

per x==a, si avrd soltanto il secondo di questi due sistemi di equazioni, ¢id
che perd equivale a considerarli ancora tutti e due, ma supponendo in questo
caso tutte le &, uguali a zero; per modo che, con questa osservazione, vo-
lendo, 1 due casi potranno anche trattarsi insieme.

Tenendoli perd ancora separati, noi vediamo di qui che nel terzo caso i no-
strl integrali ¥y, ¥.,... ¥, sono sottoposti ciascuno a una stessa condizione mni-
ziale per x=a, e a una per x=>, né si richiedono per essi altre condizioniy e
si comprende quindi, come del resto troveremo effettivamente piu oltre trattando
delle equazioni linzari, che per gli integrali medesimi, almeno quando @, non ¢
mai zero nell'intervallo (a, ), resta sempre una grande indeterminazione, salvo
pel caso delle equazioni del second’ordine, nel qual caso le condizioni poste sopra
si riducono alle due che ordinariamente si danno sotto la forma Ky — 7' y=0
per x—=a, e Ky'— hy—0 per x=10, partendo dalla equazione

ai

dK%

—dx—+}F(x)” z)+ Fi(2)]y —0.

Nel secondo caso poi le condizioni precedenti (24) sottopongono gli in-
tegrali soltanto a una stessa condizione iniziale per x =10, ¢ parrebbe quindi
che dovesse restare per essi anche maggiore indeterminazione; perd le con-
dizioni che vengono dal doversi mantenere regolari sino alle derivate (n — 1,
nel punto a, che allora & necessariamente un infinitesimo di a,, potranno anche
fare mancare gli integrali medesimi; ¢ quindi converra limitarsi ai casi nel
quali integrali regolari in a esistono, e considerare allora soltanto quelli fra
questi integrali che possono soddisfare alle condizioni (24) relative al limite O
con valori determinati delle h,, h,,... Ji,; ma in ogni modo risulta di qui
che, per lo meno nel terzo caso, quando @, non sia mai zero nell'intervallo

(a, b), e sia n>2, almeno ordinariamente vi saranno sempre infiniti sistemi
b

d’'integrali pei quali si avra ‘Qchx:O, essendo D il determinante (20),

a
e O, la espressione (21); e questo da una proprieta generale e notevole degli
integrali delle equazioni differenziali di qualunque ordine,
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20. Se poi si osserva che, sviluppando il solito determinante D per gli
elementi della linea r%, si pud scrivere

D=y Dry+yvDipt+y"s Drg+ -+ +y* " Dya,y
e per s diverso da » si hanno » — 1 equazioni della forma
0 —Ys Dr,l + y/o Dr,? + Z/”s Dr,3 + o+ ]’/;n_” Dr,n,

si vede subito che la (22) da luogo anche all’altra

[ n ” n n
e’ [Dr,i % hs Ys + Dr,z ‘1:‘ hs _7//.9 + Dr,s :1\4‘ by ) s+ Dr,n T\‘ hs y{-”_”Jb”*

(]
a,

—de

o/ Ay

b
—ef [Dp,iglsksys‘f‘pp,e ;iﬁsy’s+D '—',}:]fs .Z/Us + v + ‘DP.";]{S.V-»“ l)Ja:—[@C Ddr)
@

e questa c¢i mostra che ai sistemi di condizioni (24) potranno anche sostituirsi

1 seguenti
. . ., . .

Nkyo=0, Shy'.=0, Jhy' =0, Skyr"=0 par z—a, )
H‘ H‘ , H‘ . 7I‘ S ( 23 )
‘\l_‘lzsys:O, %/csg/s:O, %hsy «=0,... “l‘lzsg/f."‘”_o per z=0,

nei quali il primo membro di ciascuna equazione & Ja derivata del primo
membro della precedente per x —a o & =14 respettivamente.

Perd mentre le equazioni di ciascuno dei due sistemi (24) danno cia-
scuna condizioni iniziali relative a ogni singolo integrale separatamente, le
precedenti legano fra loro contemporaneamente tutti gli integrali nel punto a
o nel punto 4; e del resto, almeno in generale, dalle une si pud passare fa-
cilmente alle altre; noi percid non ci fermeremo sulle equazioni precedenti (25),

e ci limiteremo a considerare il caso delle equazioni (24).

21. Con queste condizioni, quando, come il pill spesso avverra, saremo
nel 3.° dei casi del § 18, si comprende, come gia dicemmo, che se n & superiore
a 2, e se a, non & mai zero nellintervallo (a, b) 1 singoli integrali y,, s, .. ¥n
che possono considerarsi, e cosi 1 loro sistemi non risultano affatto determinati;
e quindi per ogni equazione di ordine superiore al secondo, se non si pon-
gono altre condizioni esisteranno infiniti sistemi di questi integrali; mentre
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a

se esscndo nel secondo dei casi del § 18 sard p. es.: JZ-; de = — & per
c

x — a, bisognera che per I'equazione data ¢ pei coefficienti hy, hy,... h, della

condizione al limite & si verifichino condizioni speciali perché gli integrali

regolari possano esistere; come dovranno verificarsi condizioni speciali fra i

coefficienti delia equazione perché possano esistere integrali regolari quando

saremo nel primo dei casi del § 18.

Limitiamoci sempre d’ora innanzi alla considerazione delle equazioni li-
neari; e estendendo una denominazione gid introdotta nell’Analisi pel caso
delle equazioni del second’ordine, chiamiamo infegrali normali delle nostre
equazioni quegli integrali y che soddisfano a date condizioni ai limiti « e b
che sono relazioni lineari e omogenee fra 1 valori dell’integrale e delle sue
prime n —— 1 derivate a questi limiti, ciod sono della forma

koyatkiyatbey'at -+ koo y™P=0 quelle per z.—aq, 2
(27)
hoye +Miy's + hay's + oo+ Iyl V=0 quelle per x="120; Qi

¢ queste relazioni saranno almeno le due qui scritte se saremo mnel 3.° dei
casi del § 18, e almeno una, p. es. la seconda se saremo nel secondo degli
stessi casi, e non potranno mai essere piu di n.
E fra gli integrali che chiamiamo normali comprenderemo (quando esi-
stano e vogliano considerarsi) anche quelli corrispondenti al primo dei casi
ol
del § 18 nel quale si ha a;=0, eJ M dz—=—oco tanto per x* —a quanto

Qo
(4

per £ =1>; ma allora potra non essere data nessuna condizione ai limiti a e b,
e anzi bene spesso se saranno datc alcune di queste condizioni, come anche
se non saranno date, gl integrali regolari non esisteranno.

In ogni caso poi delle condizioni ai limiti, volendo, potremo seriverne
sempre n introducendone, per arrivare a questo numero, alcune coi coeflicienti
tutti zero; ma quand’anche questo talvolta si faecia, noi naturalmente par-
lando di condizioni date ai limiti @ o b, salvo che non si avverta espressa-
mente 1l contrario, intenderemo sempre di riferirci a quelle per le quali uno
almeno dei coefficienti & e & & diverso da zero; e di queste negli studii che
ora faremo ammetteremo sempre che ve ne sia almeno una, riferendoci cosi
soltanto al 2.° e 3.° del casi del § 18,
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Cid premesso, consideriamo ora dapprima il caso delle equazioni omo-
genee

(101(")‘]‘(71 (nd)+...+an,7'—1—any:0. (28
y Y Y )

Si comprenderd subito intanto che qualunque sia il numero delle con-
dizioni date ai limiti (che, come abbiamo detto, intendiamo che abbiano
almeno un coefficiente diverso da zero, per ogni sistema determinato di va-
lori dei coefficienti aq, @y, @sy... @n (*) non polranno esistere sistemi fonda-
mentali completi d'integrali; pei quali ciascuno di questi integrali soddisfi alle
condizioni ai limiti che si saranno poste (cioé che siano tutti integrali nor-
mali), o anche soddisfino soltanto a una di queste condizioni che sia la stessa
per tutti, @ meno che <l loro determinante D, che dovrcbbe essere diverso da
zero mnegli altri punti, si annulli al limite a o b corrispondente; perche,
se tali sistemi di integrall esistessero, scrivendo per ciascuno di essi questa
equazione al limite @ o & che dovrebbe essere soddisfatta, si formerebbe un
sistema di n equazioni lineari e omogenee relative tutte alle Ao, Iy, hy,... hip,
o tutte alle k,, ki, k,y... ks, il determinante delle quali sarebbe appunto il
valore di D per x =10 o per x =—a, e dovrcbbe essere zero perche le cor-
rispondenti ks e & non fossero tutte nulle.

E questa condiztone che sia D=0 per =a o per x =20, quando gli
integrali sono fondamentali, porta che nel punto corrispondente sia zero il

x :
coefficiente a,, e al tempo stesso sia - oo I'integrale (Z—; d x, perché, appar-

[4
X

a,
- dx
< g
¢

tenendo quegli integrali a una stessa equazione, si ha D= 2D;e , con
D, costante diversa da zero, e perche sia ) — 0 per x = a o per x — b bi-

x
. a
sogna che sia f—‘ dx ==} oo.
. a
¢

22. Perd se, sotto le ipotesi ora indicate, non possono esistere per una
stessa equazione omogenea (28) sistemi completi d'integrali fondamentali che

(¥) Con questo si vienc a dire, come nella Nota al § 18, che se in alcuni o in tutti i
coeflicienti gy, a,, ay,... ay oltre alla variabile x fizureranno altri parametri ¢, §,... &;,
questi parametri per tutti gli integrali che ora si considerano dovranno avere gli stessi
valori, o almeno valori tali che anche passando dagli uni agli altri di essi restino inal-
terati i coefficienti 4y, @), da,... an della nostra equazione.
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siano al tempo stesso tutti integrali normali, ponendo ora senz’altro, per sem-
plicizzare, la condizione che @, non sia mai zero nell’intervallo (a, 0) (*),
con che verremo a porci necessariamente nel 3.° dei casi del § 18, che porta
almeno due condizioni ai limiti come le (27); e limitandoci dapprima al caso
in cui non si abbiano altro che queste due condizioni (27), sara facile ve-
dere che esistono sempre sistemi d’integrali fondamentali che contengono
n-—1 o0 n -2 integrali normali, secondoché saranno soddisfatte o no certe
condizioni, che poi indicheremo, fra i valori dei coeflicienti ¢, a,, a,,... a,
della equazione data per x=—=a, e x =10 e quelli k e h delle stesse condi-
zioni (27).

Indichiamo infatti con w,, w,,... w, gli integrali di un sistema fonda-
mentale della equazione data (28) che, sebbene potrebbe scegliersi comunque,
_quando, come ora supponiamo, @, non sia mai zero nell’intervallo (a, 0, po-
tremo intendere sempre che sia quello formato dagli » integrali particolari
che vengono dalle nostre formole gererali relative al caso delle equazioni
omogenee facendovi tutte le costanti successivamente uguali allo zero, fuorchd
una che sarad presa uguale ad uno.

Questi integrali saraniio finiti e continui insieme alle loro derivate fino
alle ne inclusive in tutto I'intervallo da ¢ a b (gli estremi inclusi), percheé «,
non & mai zero in questo intervallo; e per ogni integrale y, della (28) avremo

Yp = Cp W, | Cpot0y 4+ + ¢ Cp oy Wy, (29)

essendo 1e ¢py Cpoy... Cpn costanti qualsiansi; quindi se questo integrale dovra

(*) Per semplicizzare supponiamo ora che a, non sia mai zero nell’intervallo (a, b);
perd propriamente, colla dimostrazione che facciamo, basterebbe ancora limitarsi a sup-

x

Ve a . .
porre che l'integrale (4 dx non losse 4 oo né per & = a, né per & = b, quando, come
a

1ty

(4

. Lo . . [a
in certi casi avviene, Vessere a; =0 (senza perd che st ! do=—o00 per quanto os-
a
0
¢

gervammo in Nota al § 18) non esclude che esistano ancora n integrali fondamentali

@y ,... Wy regolari anche nei punti @ ¢ b fino alle derivate (n— 1)¢ incl. Solo bisogne-
rebbe porre altre condizioni, o fare studii speciali quando questi n integrali regolari fino
alle derivate (n — 1)¢ in @ e b non esistessero, o si fosse incerti sulla loro esistenza,
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essere un integrale normale pel quale siano soddisfatte le condizioni (27), si
dovranno avere le formole seguenti

Sl n—-1
(‘p,| ( Z ]{3 205' )) + Cp, ’( ]"s w’s)) —f_ cte *{— Cpn ( 2; I,-S N‘(‘f'\ e (), )
0 0 a
=l | 7 — —1 (30)
('p,i( Y hywd )b + r,,‘g( E hs w(;))b Lo ('p)n( N 7, w(s,\ _0;
9 0

e siccome ora né le &g né le &y possono essere tutte nulle, in queste equa-

n—1
VR L ) . e s . .
zioni né le n somme :; (ks 10{)q corvispondenti ai valori 1, 2,..., n— 1, ndi7,

ne le n altre (\ hy w ) potranno essere tutte zero, pexche gli integrali u,,

W03,y . .. Wy costituiscono un sistema fondamentale, e a, non é zero né per x —a,
neé per z ==10; e quindi nessuna delle due equazioni precedenti (30) potra es-
sere una identitd, e scrivendo la matrice

11—‘1 n_1 ,
(S rent), ()
0 a 0 a

n ‘1 n ‘I n—
(_\_‘hszcgﬂ) (; how®) - (\ h, u“
0 b i} b

/

n 1
(E ks uf;")
’ ¢ (31)

b |

questa avrd necessariamente la caratteristica uguale a 1 o a 2.
Supponiamo ora dapprima che questa caratteristica sia 1, nel qual caso
i coefficienti della (28) e quelli delle (27) dovranno essere tali che pei valori
che ne verranno per w,, w,,... w, e per le loro derivate per x=—=a e r=10
risultino soddisfatte le condizioni che vengono dall’eguagliare a zero 1 de-
terminanti di 2.° ordine ai quali da luogo la nostra matrice (31), e conse-
guentemente le condizioni (30) si ridurranno in questo caso ad una sola.

’

Allora, se p. es.: (L hs w‘f)) sard diverso da zero, dovendo essere
) b

n— 1 n—i
(L Is w“’) + Cp‘z( hs wy ) + - epn ( v hs w:f))b

1
( L hs w';‘)b

v

(‘p,i prmmm— (32)

si vede chiaro che prendendo per le (n —1,% costanti cpsy Cpgy... Cpn COTTI-
spondenti agli # — L valori 1, 2,..., n —1 di p valori qualsiansi pei quali
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il loro determinante

‘ Ci2 Ci Cin
Co2 Ca3 o Can
Cn—l -
Cn-12 Cn-13 » « + Cp—yn

sia diverso da zero, e contemporaneamente determinando le ¢,4, €ovyerr ooy
colla (32), e poi prendendo le ¢4, €nsy... Cnn in modo che non resti sod-
disfatta la condizione cui si ridurrebbe la (32) stessa per p=mn, & certo che
il determinante formato da questi valori delle rp; sara diverso da zero, percheé
si potra subito ridurre all’altro

0 ¢ Cig -+ Cin
0 ey C2p « o Oan
..... — 50, |,
0 en e Cn 13 -+« Cnom
7 Cng Caz  + + « Cnn

essendo y un numero diverso da zero (¥); quindi, ricordando quanto dicemmo
al § 3 della prima delle solite Memorie pilt volte citate, si conclude che gli n
integrali ¥, Ysy... Yu—1, Yn corrispondenti ai valori precedenti delle co-
stanti ¢p; costituiranno un sistema fondamentale, e di essi i primi n —1 sa-
ranno integrali normali perche soddisfaranno alle condizioni (27,

Se poi la matrice (31) avra la caratteristica 2, e p. es.: il determinante A
formato dalle due prime verticali sard diverso da zero, allora perché risul-
tino soddisfatte ambedue le condizioni (30) dovremo avere due formole della
forma

Cpa= "y 1 dalps Fhicpi4 - dacpa g, ;J
(33)

1
Cpe=— 3 1{*3%,3 “l‘(’ﬂ'p,q**‘“"}‘}*n('p,n}, 5

) I modo pit semplice di soddisfare a queste condizioni sari quello di prendere
le cpo, Cpg,-.. Cpm per p=1, 2, 3,... n—1 tntte eguali a zero fuorché le ci12, c2,3,-..
¢n—1,n che potranno prendersi uguali ad uno, e le cug, Cn,3,... Cnm €sse pure tutte eguali
a zero e la ¢y uguale ad uno,

Annali di Matematica, Serie III, tomo XII. 29
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nelle quali le %, 7,,... %, e le ps, pyy... pn all'infuori del segno sono i de-
terminanti del second’ordine ai quali da luogo la matrice (31) combinando
respettivamente la seconda e la prima verticale colle verticali 3%, 4%,... n%,
e precisamente si ha

n—:l . n—1 11—‘1 (n—1
(L ks w?s)) ( N ks wﬂs’) ( Nk w(.s)) ( N ksws )
| \ T a \ 9% a | \% Ja \ 9% la
L {n—1 n—1 ’ te— n—‘l n-1 ?
(30 ) ( N, w§s>) ( N i) ( S 1 wgs>)
0 b 0 b 0 Jb /b

quindi se la equazione data (28) sard di ordine superiore al secondo, pren-
dendo ora per le (n—2)® costanti ¢p;, Cp4y... Cpn corrispondenti agli n — 2
valori 1, 2,... n—2 di p altrettanti valori ad arbitrio, ma pei quali il de-
terminante

Cia Ciy - Cin
Co3 C24 . Com
Cn 23 Cn et « + . Cn-2m

sia diverso da zero, e determinando in corrispondenza per ognuno degli
stessi valori 1, 2,... n—2 di p 1 valori di ¢p, e di ¢y, colle formole (33),
si vede che prese comunque anche le ¢p_i5y Cocigy-er Cn 1 @ 16 Cagy Cpyyens
cnn bastera poi, come sara sempre evidentemente possibile, prendere le ¢y,
Cn-12y Cny € Cnp in modo che col valori cosl scelti per le ¢,_,, e ¢ns le dif-
ferenze . 14, yn-1ey ¥nsy yne fra i due membri delle formole (33) per
p=n—1 e p=mn non solo non vengano tutte zero, ma mneppure risultino
Yn—1t Tn-13
Ynt Tn2

determinante formato da tutti i valori cosl determinati delle ¢, ; venga diverso
da zero (*); e allora gli integrali v, %:,... Yn-2y Yn—1, Y» corrispondenti a
questi valori delle costanti costituiranno un sistema fondamentale, e di essi

tali che venga zero il determinante , per essere certi che il

(*) Anche qui il modo pitt semplice di soddisfare a queste condizioni sara quello di
prendere le ¢3, Cp4,... Cpn per p=1, 2,.,. n— 2 tutte eguali a zero fuorché le ci3,
C24,... Cy-2n che si prenderanno uguali ad uno, e 16 cu—1,1, C4=22,.+y Cu—t,n € Cn,1, Cn2y---
Cngn tutte eguali a zero esse pure all’infuori delle cu—1,1 € cu,2 che si prenderanno uguali
ad uno.
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i primi n—2 saranno integrali normali perché soddisfaranno alle condi-
zioni (27).

Si aggiunge che con questo stesso processo si trova che in questo caso
in cui la matrice (31) & di caratteristica 2, nei sistemi fondamentali non po-
tranno esservi mai pit di n—2 integrali normali che soddisfino alle condi-
zioni (27, e nel caso delle equazioni del second’ordine non ve ne saranno
affatto; e cosi si pud ora affermare che, per ogni equazione omogenea (28),
finche non mutino i suoi coefficienti (pel cambiamento dei parametri ¢,,
Csy... & che in essi figurino) esistono sempre infiniti sistemi d’integrali fonda-
mentali dei quali fanno parte » — 1 o n—2 integrali normali che soddi-
sfano alle condizioni (27) e non pil,, secondoche la caratteristica della ma-
trice (31) sard 1 o 2 respettivamente.

Questo evidentemente porta anche a dire che per ogni equazione omo-
genea (28), e corrispondentemente a uno stesso sistema di due sole condizioni
ai limiti (27), nel caso in cui ¢, sia diverso da zero in tutto Vintervallo (a, ),
e la matrice (31) sia di caratteristica 1, esisteranno sempre m — 1 integrali
normali, e non pil, linearmente distinti, cio® non legati fra loro da equazioni
- lineari » omogenee; e nel caso che Ja matrice (31) sia di caratteristica 2 ne
esisteranno soltanto n— 2; e cosl in particolare, nel caso delle equazioni del
second’ordine non si avranno integrali normali altro che quando il determi-
nante del second’ordine, cui allora si riduce la matrice (31), sia zero, e al-
lora se ne avra uno solo.

23. E si pud aggiungere infine che quando non si debba considerare
che una sola delle condizioni ai limiti (27, p. es.: la seconda relativa al

punto b, allora ammesso sempre che a, per z =10, non sia zero, o anche am-
x

\ . a .
mettendo ora che se @, & zero per z =10, l'integrale ‘ — dx non sia 4 oo
J Qo

[
per x==»0, e w,, w,,... w, si mantengano ancora regolari fino alle derivate

n—1
(n— 1)¢ per w ==>, & certo che le somme A\; (hsw'oy per ¢=1, 2,... n

w1
non potranuo essere tutte nulle; e se p. es.: la :0, (hs w®)p non sara uguale

a zero, col ragionamenti stessi che si fecero nel caso in cui la caratteristica
della matrice (31) si suppose essere 1, si vede che si avranno sempre n — 1
integrali linearmente distinti y,, ¥4,... ¥» che soddisfaranno alla indicata con-
dizione al limite 4, e che insieme con un altro integrale y, che non vi sod-
disfa costituira un sistema fondamentale della equazione data.
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E questi integrali y,, ¥,... ¥» non saranno linearmente distinti da quelli
che si hanno nel caso di due equazioni ai limiti (27) quando, qualunque sia
la condizione relativa al punto a, quella relativa al punto & & la stessa, e la
matrice (31) ad essa corrispondente & di caratteristica 1; perché in questo
caso per ciascuno degli stessi integrali y,, Ys,... ¥» sard soddisfatta anche
la prima delle (30) per essere questa conseguenza della seconda.

Osservando poi che ora non si tiene conto qui altro che della seconda delle
condizioni (27), si pud dire che i risultati qui ottenuti si applicheranno anche
al 2.° dei casi del § 18 quando pel punto a il coefficiente a, sia zero e sia

Z—Ldm::—oo, nel qual easo perd uno o piht degli integrali fondamentali
0

W,y Way... Wy, € bene spesso anche uno o piu degli integrali suindicati y,,
Ysy.-. Yn, cesseranno di essere regolari fino alle derivate (n — 1)¢ nel punto a
(v.nota al § 18); e si applicheranno anche al 3.° dei casi dello stesso § 18 quando
la prima condizione ai limiti (27) risulti identicamente soddisfatta per qualunque
integrale, cid che del resto portera ancora che per z =« sia a, — 0, ma con

a

‘m . . .
I a—dx:J.— 00 §e iy, w,,... w, devono mantenersi regolari fino alle deri-
. 0
[

vate (n — 1)¢ per x —=a.
. 24. Se perd la equazione data invece di essere omogenea sard com-
pleta, ciot se sard la seguente

aoy(n)+u‘y(n‘i)_l_,..+an 1!/,—|“an3/:X7 (34)

allora per ogni suo integrale y, avremo

Yp = Cpa s~ Cpaty 4+ |- Cpnwn + Y, (35)

essendo Y un suo integrale particolare, pel quale potremo fissare di prendere
quello che si annulla insieme alle sue prime n — 1 derivate per x =a, e che,
comunque si determini, quando @, & diverso da zero nel punto @ & unico e
determinato per quanto possa presentarsi sotto forme diverse (v. Mem. del
Vol. preced. al § 4); e quindi volendo che la espressione (35) di y, sia un
integrale normale della (34), sempre pel caso che si abbiano le due sole con-
dizioni al limiti (27), bisognera che le ¢, invece di soddisfare alle equa-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



I

n

Loro integrali normali. 223

zioni (30) soddisfino alle due

n—1

n—1
Z kswgs )a—{'— Cp,z( % kswzs )a ‘}— e + Cp’n( %; ks ll’ns))a: O,

-1
e
ul3

e
\
0

i primi membri delle quali daranno ancora luogo alla matrice (31); e se

questa matrice sard di caratteristica 1, queste due equazioni, dovendo ridursi
a una sola, porteranno di necessitd che la quantitd

Y -0 Y+ Y Lot by, YO (37)

per x =04 debba essere zero, cioé bisognerd che I'integrale particolare Y
della (34) che abbiamo scelto sia esso stesso un integrale normale; e in
questo caso, ripetendo 1 ragionamenti fatti precedentemente, o anche, piu
semplicemente, osservando che allora la parte ¢y, wy -+ ¢pg e, + -+« -+ Cpn Wn
delle (35) deve essere un integrale normale della equazione omogenea, si
trova che vi saranno sistemi di » integrali della (34) diversi da Y che col
togliervi Y si riducono a integrali fondamentali della equazione omogenea
corrispondente, e sono dotati della particolaritd che di essi »— 1, e non piu
di n—1, sono integrali normali della equazione stessa (34). E questi inte-
grali saranno linearmente distinti, perché se esistesse fra lcro una relazione
lineare e omogenea, in questa a causa della (34) la somma dei coefficienti
dovrebbe essere zero, e quindi con semplici sostituzioni essa condurrebbe alla
stessa relazione fra gli integrali della equazione omogenea.

Se poi la stessa matrice (31) sard di caratteristica 2, e ad es. il de-
terminante A formato dalle due prime verticali sard diverso da zero, allora
le (36) daranno luogo alle due

}

1 u—‘l
"P,zzji!*s"p,s T+ palpst+ o pn Cpn ‘d o\ (.\4 kswf)ayb, \u

0

i 1 (nd
P RUNE N NEY PR
’ 38
1 (38)

nelle qualile Ay 24y.e. 200y tsy fiay-«. pn 5aranno ancora i determinanti del secondo
ordine che figurano nelle formole (33); e degli ultimi termini dei secondi membri
uno almeno sard diverso da zero se Y, non sard zero; quindi se Y, sard zero,
cio se il nostro integrale particolare 1 della equazione data (34) sard un
suo integrale normale, avverra, come nel caso delle equazioni omogenee, che

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1

|

— n—1 1
cp,i(}(.):l oo )ﬁ cp_2(§ hsw(;’)\)bﬂ— ot cp,n( Y hswff)\'b:: oYY e b T Y0 9],

(36)



224 Dini: Studii sulle equazioni differenziali lineari.

vi saranno sempre sistemi di » integrali diversi da Y, che col togliervi ¥
si riducono a integrali fondamentali della equazione omogenea corrispondente,
tali che di essi #—2, e non pit di »— 2, sono sempre integrali normali
della equazione data; mentre se Y; non sard zero, cioé se ¥ che pure & un
integrale delle (34) non sard un suo integrale normale, allora si potranno
ripetere le considerazioni fatte per le equazioni omogenee, prendendo ad es.
le (n —2)* quantitd cps, Cpaye.. Cpn per p=1, 2,... n—2 in modo che
il loro determinante sia diverso da zero, e le ¢, 15, Ch_s4y... Can_in © cosl le
€n3y Cnay .. Cnn prendendole tutte uguali allo zero, e determinando poi le

Con © Cpe Per p=1, 2,... n—2, n—1 per mezzo delle formole (38); e

P

Cn—i1 Cn—12

per p=—=n determinandole in modo che il determinante non

Cni Cn i
fosse zero; e cosl facendo troveremo subito che in questo caso vi saranno
sistemi di »n integrali che col togliervi ¥ danno luogo al svlito ad un sistema
di integrali fondamentali della equazione omogenea, e sono tali che di essi
n —1, e non pilt di »—1, sono sempre integrali normali della equazione
data (34) (*); e cid a differenza di quanto abbiamo visto che accade quando
la matrice (31) & di caratteristica 1, nel qual caso non pud esistere nessun in-
tegrale normale quando non lo ¢ Y; e questi » — 1 integrali normali della
equazione (34), come gli » — 2 del caso precedente saranno ancora linear-
mente distinti.

E cosl, riassumendo, si pud dire che nel caso delle equazioni com-
plete (34), se l'integrale particolare Y, che & quello determinato dalla condi-

.

(¥) Cosi prendendo le cp3, Cp4,... Cpm per p=1, 2,... n—1 tutte eguali a zero,
all’infuori delle c¢p,p+a che saranno prese uguali ad uno, gli integrali normali corrispon-
denti ¥y, ¥s,+.. ¥n—1 saranno dati dalle formole

Py n
g/z_(T3 4 yl)w, +(73 —}—v2)ws+w3+ Y,
_ )\4 Py v, . Y
Yn ')\_‘f"’l wy + _)\_+ 2wy + 10y + T,
Yoo Pan . .
Yu-2= T Vl} w; + by + vo | ey + 0 I/,
Yn—1=Y, 01 +Vywy + ¥,

essendo v, e v, gli ultimi termini dei secondi membri delle (38) respettivamente,
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zione di essere nullo insieme alle sue prime n— 1 derivate per x = q, sara
un integrale normale, allora, oltre a questo integrale normale, ne avremo
altel n—1 o n— 2 linearmente distinti secondoche la matrice (31) sara di
caratteristica 1 o di caratteristica 2; e se Y non sarad un integrale normale,
allora non avremo affatto integrali normali quando la detta matrice avra la
caratteristica 1, e ne avremo soltanto n — 1 linearmente distinti quando la
stessa matrice avra la caratteristica 23 o, in altri termini, se la matrice (31)
sard di caratteristica 2 avremo sempre m — 1 integrali normali linearmente
distinti, e non pill, nno dei quali sard Y se anche Y sard un integrale nor-
male; e quando Ja stessa matrice sard di caratteristica 1 avremo ancora
n— 1 integrali normali linearmente distinti e diversi da Y, e non pill, se ¥
sara un integrale normale, e non ne avremo nessuno se Y non sard un inte-
grale normale. .

E cosi in particolare nel caso della equazione completa del second’or-
dine, se ¥ sard un integrale normale ne avremo sempre un altro e uno solo
quando il determinante di second’ordine al quale allora si riduce la ma-
trice {(31) sard zero, e non lo avremo quando questo determinante sia di-
verso da zero; mentre al contrario, se ¥ non sard un integrale normale al-
lora non ne avremo nessuno quando lindicato determinante sia zero, e ne
avremo uno quando sia diverso da zero; o in altri termini se 'indicato de-
terminante del second’ordine sard diverso da zero avremo sempre uno e un
solo integrale normale che sard lo stesso ¥ quando Y sia un integrale nor-
male; mentre se l'indicato determinante sara zero ne avremo ancora uno e
uno solo, diverso da Y, se questo integrale ¥ sard un integrale normale; e
non ne avremo nessuno se Y non sard un integrale normale.

25. E sempre mnel caso che ora consideriamo delle equazioni com-
plete (34), tenendo conto di quanto si disse per le equazioni omogenee al
§ 23 si pud osservare che, anche sotto le ipotesi pit generali del paragrafo
stesso intorno ad @, e agli integrali w,, us,... wy nellintorno di 5, per la
equazione omogenea corrispondente esisteranno sempre n — 1 integrali linear-
mente distinti y,, ys,... Y. che soddisfano alla seconda delle condizioni (27)
relativa al limite b, e che insieme ad un altro y, che non vi soddisfa costi-
tuiscono un sistema d’integrali fondamentali della equazione omogenea stessa;
e potremo prendere

x x i @
XDin "X Dyn "X Dsn "X Dnn
Y:y,f a D d-"?+sz aob'dx—kysv a0 D dx+~-+ynJ aopdor,
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essendo D il solito determinante del sistema d’integrali della equazione omo-
genea yi, Yo,.. Yn, € Dyny Dop,.oo Dyy gli elementi reciproei di quelli del-
'ultima colonna; e quindi avuto riguardo ai valori di Y7, Y",... Y9 che si
ottengono da Y colla derivazione si giunge subito ad una conclusione notevolis-
sima, quella cioé che la condizione necessaria e sufficiente perché Y risulti un
integrale normale della equazione completa daila (34) & che sia zero Uinfegrale

x

5 gz
do

b
dz, o Ualtro J@c XDindx, dove al solito ©,—= 1ge , perche

o
@
si ha D=2D,¢° dove D, & il valore di D nel punto ¢ che colle no-
stre ipotesi sard diverso da zero.

E, in questo integrale, D,, sard il determinante del sistema degli inte-
grali linearmente distinti y,, ys,... Y. della equazione omogenea che soddisfano
alla seconda delle condizioni (27) relativa al limite b, e pei quali potranno
anche sempre prendersi gli integrali normali della equazione omogenea stessa
relativi ad ambedue le condizioni ai limiti (27) quando la matrice (31) ad
esse corrispondente sia di caratteristica 1; e per semplicizzare d’ora innanzi
questo determinante D,, sard da noi indicato con A.

E ricordiamo esplicitamente che questo teorema vale anche quando a, nel

b
[ XDin

ao D

a

punto b divenga zero, purché I'integrale f—Z—' dz non sia -} oo, e gli inte
0
c

grali uwy, s,... w, si mantengano ancora regolari fino alle derivate (n—1)¢
nello stesso punto b.

26. B infine, in seguito a tutto questo, si pud anche aggiungere che
funzioni linearmente distinte, e fra le quali, nel caso delle equazioni lineari
complete (34) non figuri l'integrale ¥, non potranno mai essere tutte inte-
grali normali corrispondenti a uno stesso sistema delle due condizioni ai li-
miti (27) per una stessa equazione lineare omogenea o no, quando @, non
sia mai zero nell'intervallo (@, b), e, sotto certe condizioni che abbiamo in-
dicato nei singoli casi, neppure quando @, sia zero in uno o in tutti e due gli
estremi « e b; e quindi, sotto queste ipotesi, ammettendo che in alcuni o in
tutti 1 coefficienti della nostra equazione figurino uno o pitt parametri variabili
iy &ay... &, se vorremo considerare n integrali normali linearmente distinti,
e che, nel caso delle equazioni complete siano anche diversi da Y, hisognera
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prenderli in parte fra gli integrali normali di una equazione corrispondente
a certi valori dei coefficienti o dei parametri variabili ora indicati, e in parte
fra gli integrali normali di altre equazioni; ¢ tutt’al pill, a seconda dei casi,
n —1 di quelle funzioni potranno appartenere ad una stessa equazione o
corrispondere a uno stesso sistema di valori di quei parametri, e una ad
un’altra equazione o ad un altro sistema di valori degli stessi parametri.

27. Cid premesso, e restando sempre nel caso delle equazioni lineari
generali, supponiamo che le n funzioni y,, Yoy.o. ¥u, Yit1y Yirey..r Yn siano
tutte integrali normali pei quali si abbiano le stesse condizioni ai limiti (27),
ma le prime ¢ corrispondano a una equazione

aoy(n)_{__a‘y(n—i)_]_l..+ary(n-r)_}_...+asy(n'ﬂ)x+...:x, (39)

e le rimanenti corrispondano ad un’altra equazione

aoy(") + aiy(n—l)_i_ - ._]_ary(n—f) 4o + asy(n s) + . .:X’ (4!)

nella quale alcuni coefficienti dopo il secondo, p. es. a,, as,... differiscano
dai corrispondenti a,, a,,... della prima, e anche i secondi membri X e X
possano differire fra loro; e esaminiamo il determinante D corrispondente a

queste funzioni Y., ¥sy... ¥i Yir1y Yi+s,+-- Yn che figura nelle formole del
<z

jz'd:c
1 oC o

§ 17 e pel quale si haf@cl)dx~0 con @, =

o

Togliendo in questo determinante D dagli elementi de]l’u]tlma colonna
quelli corrispondenti delle colonne precedenti a incominciare dalla prima,
moltiplicati respettivamente per an, @n_,... a,, esso si trasformera nell’altro

yi )”1 e )’E”‘g’ (ar_“ar) y‘u——)') + (as as) ygn—-s) 'J]" s x [
Ys y,z . y(;z—?) (ar—ar) ygn~;-) + (33““613) yzn-—s) + R

- . . . . . . . . . . . . . . . . - .

D:\ Yo ¥ ..y (@, —a) ¥ O (35 —as) Y. —
Yird Yive-o . Yi7? —X

. - . . . .

Yn Yu oo y™d — X

¢ quindi sviluppandolo rispetto agli elementi dell’ultima colonna, e indicando
al solito in generale con D,n, Dyu,y... Diny, Divynyer. Dun g oh elementi re-
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ciproci di quelli della stessa colonna, sotto fe. fatte ipotesi avremo la formola
seguente

b
[@c (8, — ar) 3 y(:l—r) Di,n + y(zn_r) Dz,n +-+ ygn_") Di,n ; da +

]
+f®c (as — as) 3 )’S"'S’ D:,n ‘+‘ y(z"'s) Dz,n + T + yﬁ”_s’ Di,n I d Z ‘1L
‘ (41)

b B ,
—[0X{Dipt Dot -+ + Dinjdw — (00 X | Divip + -+ + Dun} dz =0,
che nei casi particolari da Iuogo a risultati molto notevoli.

28. Cosi, supponendo in particolare che le equazioni (39) e (40) siano
omogenee, se sard ¢ —1, ¢i0 che richiedera che la matrice (31) corrispon-
dente alle equazione (40) sia di caratteristica 1, avremo la formola

b
[Bet @ —a)yp= + (@ —a)yp=o 4. fade=0,  (42)

a

essendo A, colla notazione del § 25, il determinante D,, degli integrali nor-
mali y,, ¥s,... ya della (40), cioé essendo '

Ve y’2 o ygn——2)
Ys :‘/,3 P y;n—m

A= ; (43)°

Un y,n s y:‘n—2)

e se sara ¢=—2, nel qual caso n dovra supporsi superiore a 2, e la ma-
trice relativa alla stessa equazione (40) potra essere 1 o 2, avremo laltra

formola
b

i@c { (ar - ar) YE”"') “l‘ (as - as) y(‘n—s) + v E Ax,n dx e )
¢ L (44)

b
:f@c (@ —a) Y (8, —as) y " 4 - | Ay d
a
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quando si ponga

ye Yy y(z»z—z | ¥ y” ygll——?)
fn 2) (12—2)
Ys Ys v Ys Y s Y
m = ’ Byn = ’ ) (45)
Yn Ynooo 4270 | Yn Ynooo Y2

e se saremo nel caso delle equazioni dei §§ 9 e seg. per le quali si abbia
in generale per r>1 a, =¥,.9(2) + l,, con g, e /. funzioni della sola z,
e z essendo il parametro variabile che col cambiarsi da 2, in 2, fa pas-
sare dalla equazione (39) all’altra differente (40) (*), allora, dividendo per
¢ (21) — ¢ (2,), nel caso di ¢=1 avremo la formola

b
‘@czgry(l“ "’+9sy§"‘3)+"'lAd’”:()’ (46)

e nel caso di ¢=2 avremo !'altra

b b

(69 : gr )’(,"”) _I_ gs y(,“'s) + vt =A1n d x:‘ G‘)c !gr y({‘_"’ + gs y.(z"_s) + tt ‘ Az,n d . (47)

{3 a

E pitt particolarmente ancora se il parametro z comparira soltanto nel-
I'ultimo coefficiente a,, dell’equazione data, e si avrd a,==g¢ ¢ (¢) 4/, allora
per ¢ =1 avremo la formola

b

[@cgyiAdx:O, (48)

e per +=2 avremo laltra

b b
' OcgY:Ain d x:f@e 9Y28:p d Zz, (49)

(*) Si suppone naturalmente che i valori z, e z; di # che corrispondono alla (39) e
alla (10) non rendano g (z4) = o (), altrimenti le due equazioni sarebbero le stesse e non
potremmo dividere per ¢ (z;) — ¢ (5;).
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la prima delle quali & la generalizzazione di quella che si ha nel caso degli
integrali normali delle equazioni del second’ordine perché allora A =y., e
la seconda pel significato che in essa hanno y, e y, non pud aversi che per
le equazioni di ordine superiore al secondo.

29. E qui giova anche fare rilevare esplicitamente che tutte queste
formole oltre a valere nel caso in cui si abbiano effettivamente le condizioni
al limiti (27), corrispondentemente cio¢ al 3.° dei casi del § 18, per la os-
servazione che facemmo al § 23 varranno anche nel secondo dei casi dello
stesso § 18, quando gli integrali normali che in esse figurano siano scelti
fra quelli (supposto che esistano) che si mantengono regolari fino alle deri-
vate (n — 1) inclusive anche in quell’estremo @ o b, p. es. a, pel quale, in-

vece della solita condizione (27) corszpondente, si hal a]txaf de —=—ox;

e inoltre le formole stesse varranno anche pel primo dei casi del § 18 cioé
quando non si avranno le condizioni ai limiti (27), ma invece ]mteglale

<

J&—dm sard — oo ai due estremi a e b, purché perd gli integrali y, e y
0

delle equazioni (39) e (40) che figurano nelle formole stesse siano di quelli
che si mantengono regolari fino alle derivate (m — 1)¢ inclusive anche ai due
estremi @ e b, supposto che esistano (*).

E essendo nel 3.° dei casi del § 18, la formola (48), come le due (42)
e (46) non potranno aversi, come gia notammo, altro che pei valori di # pei
quali la matrice (31) sia di caratteristica 1 (**), per modo ciod che per
ognuno di questi valori di # la cquazione corrispondente (40) ridotta omo-
genea col farvi X—0 abbia # — 1 integrali normali y,, y,,... ¥ il cui

(*) Gli integrali corrispondenti ai casi 1.° e 2.° del § 18, regolari fino alle derivate
(n —1)¢ inclusive anche in @ e in &, per quanto dicemmo in Nota al § 18, non potrebbero
esistere in numero di n se dovessero corrispondere a una stessa equazioné; ma poiché ora
devono earrispondere parte alla equazione (39), e parte alla equazione (40), pud dorsi
benissimo che se ne possano avere n tutti regolari, scegliendone alcuni fra quelli re-
golari della prima equazione, e gli altri fra quelli pure regolari della seconda.

(**) Questi valori di z si troveranno tra quelli che rendono nulli i determinanti di-
stinti del second’ ordine ai guali da luogo la watrice (31), ma non sempre esisteranno
guando sia n>2,
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determinante sia A, e che insieme a un altro integrale y, (che non sard un
integrale normale) costituiscano un sistema fondamentale della equazione omo-
genea stessa (¥*).

(*) Se di una equazione lineare omogenea di ordine » si conoscono n — 1 integrali
che facciano parte di un sistema fondamentale (cioé che non siano legati fra loro da re-
lazioni omogenee e lineari), ¢ noto che pud aversi sempre I’'no integrale con sole qua-
drature. ’

Un modo semplice per trovarlo pud essere il seguente.

Essendo '

agy™ + a y=D 4 ...+ an-1y + any=0 ()

la equazione omogenea data, e ¥y, ¥s,... yu gli n —1 integrali di essa che si conoscono,
si indichi con P il determinante

7 n-1)

i

Yo Ve Yo .. Y

n

P=1ws 45 y's ... 57 |-

Yn .7/'71 ?/"n e }/2"1)
Questo uguagliato a zero dard la equazione
P=Diny® D + Dajn—y y"=2 |-, . . D1 ¥’ + D11y =0, (B)

che ha gli integrali noti yy, ¥5,..+ ¥n; e per mezzo di questa, avendo riguardo alla espres-
sione di Dy, si trovera subito intanto la formola notevole D'y = — Dy, _1.
D’altra parte avendosi

Y y' .. y(n~2» y(n)

y y'2 ... y(”—!) y(”)
P = 2 2 2 ,

r n—3
Yn Yu oo ypn oy

se si suppone che y sia un integrale qualsiasi della equazione data () si vede che avremo

x
_‘J‘ﬂ dx
@
¢

Pl=— a—] P, e quindi per questo valore diy sarda P==Fke , cloe sl avry
0
x

— (%
- jaodx

Dy y=1 4 Dig—1y®=2+4 ...+ D2y + Digy="ke ° )

essendo % una costante; e evidentemente questa equazione per k= 0 condurra agli inte-
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30. Rispetto poi al determinante A o D,, che figura nelle nostre for-

mole (46) e (48) si pud fare 'osservazione generale seguente.
Osserviamo cioé che data una equazione lineare e omogenea I =0, se
di essa si forma la sua aggiunta 4 =0, laggiunta di questa riproduce la
primitiva = 0; e quindi se consideriamo la detta equazione aggiunta 4 =0,
e le applichiamo le nostre solite formole generali per determinarne gli inte-
grali, prendendo, nelle stesse formole, per le funzioni ausiliarie z,, 2,,... 2,
un sistema d’integrali fondamentali %, 2,,... 1, della primitiva, e indicando
con A il determinante fondamentale corrispondente, si vede subito che gli
elementi reciproci Ain, Agny... Appn di quelli dell'ultima verticale moltipli-

jﬂdx

aﬂ . .

cati per 0=~ ¢ daranno un sistema fondamentale d'integrali della
o

equazione aggiunta 4 =0.

E osservando ora che quando siamo nel caso di equazioni omogenee (28)
e di condizioni ai limiti (27) per le quali la caratteristica della matrice (31)
¢ 1, o anche quando siamo nel caso del § 23, pel sistema testd indicato 7,,
Yey... M d'integrali fondamentali si pud prendere quello del quale parlavamo
sopra formato dagli n— 1 integrali ., ys,... yn della (28) che figurano
in A, o da quelli del § 23, e dall’altro integrale (non normale) y, al quale
pure accennammo sopra e al § 23, bastera tener conto della osservazione
generale che abhiamo fatta per poter dire che nelle nostre formole (46) o (48)
il prodotto O, A rappresenta uno degli integrali z della equazionc aggiunta
che risulteranno determinati nel modo testé indicato per mezzo degli integrali
normali ¥, ys,... v, € dell’altro v, .

grall noti ¥,, y5 ,... yn, e per k diverso da zero sara una equazione completa, della quale
il solito integrale particolare dard con sole quadrature I’n° integrale cercato y, della («).

La equazione omogenea corrispondente a questa equazione completa essendo la (B), per
integrali fondamentali della quale possono prendersi gli 1n—1 integrali noti y,, ¥5,cv. Yu,
si vede subito che per Iintegrale cercato y, avremo

X x x

| - (% (o
_jaodw{D] Mot 2 jao dm(]), 2 a faodx (Didtnot
¢ )l n— ¢ )2, 02 ¢ 2 )—1,m—
= e e da + ‘e T A ... (e SRR de
i ?/2{ -Df.n ySw D:," « + .7/71‘ -D%,n )
@ oo a
essendo (Dytu—1s (Din'2n—1,++. (Diw)e-1n-1 gli elementi reciproci di ¢uelli della co-

lonna (n — 1)2nel determinante Dyu.
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E la condizione che trovammo nel § 24 come condizione necessaria e
sufficiente percheé l'integrale particolare Y della solita equazione completa (34)
che si annulla per x = a insieme alle sue prime derivate sia un integrale

h
normale, si pud ora trasformare uvell’altra che Il'integrale szdx sia zero.

a

31. E tornando ora a considerare le formole (22) o (23) del § 17,

osserviamo che se saremo mnel primo dei casi del § 18, ciod se sard
b b

] “ dg=-—o0 ad ambedue gli estremi a e b, avremo sempre [@chx::O
. .

qualunque sia il sistema d’integrali v., ¢»,... y» che si considerano, purché
siano regolari fra @ e b e anche a questi estremi fino alle loro derivate ne
incl., il che, per quanto fu detto in nota al § 18, non potra avvenire altro
che quando gli integrali stessi appartengano a equazioni diverse, cioe corri-
spondano a valori diversi dei parametri che vi figurano, pei quali aleuni dei
coefficienti della equazione abbiano valori differenti.

)

@x

1y ‘a . . Co.
Se poi Pintegrale | == d 2 non sard — oo a nessuno dei due limiti @ o b
p g . ,
[

o lo sara soltanto ad uno di essi, che allora supporremo essere p. es. il li-
h

mite a, l'integrale f@c U d x non sara zero altro che quando per ciascuno degli
a

integrali 4, ¥, ¥s, ... Yn siano soddisfatte le condizioni dei casi corrispondenti 3.°
o 2.° del § 18 respettivamente, o altre condizioni speciali; e noi ora suppor-
remo appunto che per n—1 di questi integrali #,, ¥s,... y» siano soddisfatte
ai limiti @ e b le indicate condizioni del 3.° dei casi del § 18, quando non

x

. '(ll . . - . ..
sia ‘ (rdx:——oo per x =a, e siano soddisfatte le condizioni relative al
. 0
c
x
. . . . . . . . a
limite b, senza curarci di quella relativa al limite @ quando SlaJ —dr=—o00
@

per z = a; e per l'altro integrale y, ammetteremo che i parametri ¢, &,,...
¢; restino indeterminati, e per esso siano soddisfatte o no le condizioni ai li-
miti; e infine sia per questo che per gli altri integrali y,, y;,... ¥, ammet-
teremo che essi siano sempre regolari almeno fino alle derivate (n 1 ¢ incl.
anche agli estremi @ e J; e supporremo inoltre che y, e le sue derivate am-
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mettano anche almeno le derivate prime rispetto ai parametri variabili, e

queste pure siano finite e continue.
b

Allora non avremo sempre la formo]af(-)cD(l =0, ma avremo ancora
a

in ogni caso la formula (22), la quale ci dard la seguente

a b
y {z' dx (5:' dx
. ¢ n—1 ¢ n—1
¢ . e 3
0. Ddx — _—-(DW N kyp) — (DL,Q . ksy{s’),
. Ep 0 a iq 5 b

dove ai termini del secondo membro abbiamo posto i divisori k, e 7y
perche nella (22) i coeficienti di y® e %@ nelle condizioni ai limiti ¢ e b
respettivamente erano supposti uguali ad uno; e ora s’intende naturalmente
che k, e hy siano diversi da zero, ciot che nelle condizioni ai limiti a e )
figurino effettivamente i termini con y® e %9, E in questa formola, p. es.
il primo termine del secondo membro manchera se @, sard zero per x —=a,

&x

' . . (a . .
e se al tempo stesso si avraf—1 dx = — o0, 0 s V'integrale y, che abbiamo
y
[

introdotto soddisfard alla condizione (27) relativa al limite @ qualunque siano
i valori dei parametri &,, &s,... &;+

Questa formola, sotto le nostre ipotesi, potra derivarsi rispetto a uno
qualunque dei parametri &;, e le derivazioni potranno farsi sotto I'integrale;
e quindi essa dard luogo all’altra

a b
a @ .
L dx f "dre
b 2 o
c

N aD EC n—1 : 3?/(3 e 11—‘1 Zv!/-i))
Joegpar =" (Pus ¥ k%)~ (P 3 1)

dalla quale poi altre formole simili potranno ottenersi con nuove derivazioni,
se 7, avra finite e continue anche le derivate seconde rispetto ai parametri
variabili, ecc...; e tutte queste formole serviranno a determinare gli integrali
dei primi membri, e daranno luogo ad altre particolarmente notevoli quando
in esse si supponga che alcuni degli integrali y,, ¥s,... ¥, fra i quali y,,
appartengano alla (39), e gli altri appartengano alla (40) e si trasformi
il D col processi dei §§ 27 e 28, e segnatamente con quelli del § 28 relativi
al caso di 7 =1 per le equazioni omogenee.
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32. Cosi, supponendo che nella (40) i parametri £, &,... abbiano va-
lori determinati, in corrispondenza della formola (42) si trova la seguente

b
5_a'" (n—r) Q_a_s (n—s) | ... - aJm " — ay” ! ( —
[0} v+ gy b e —an) e @) T Ade

a b

jﬂdx j&dm
(42 @

e’ 0y e’ ‘ S QU .
=" (D S ) i (D SR G,
e ammesso ora che nella equazione data dei parametri &y, &s,... & non ve

ne sia che uno 2, e ¢ sia il valore di questo parametro che corrisponde alla
equazione (40) o agli integrali normali che figurano nel determinante A, se
faremo tendere 2z a ¢, con che a,, a,,... tenderanno a a,, a,..., bastera
supporre che allora y, tenda uniformemente fra @ e b a uno degli integrali
normali ¥,, ¥s,... ¥» della (40) che figurano in A, p. es. tenda a y., per
giungere alla formola

b j;;dz
0 ar 9 as e’ 0y
(n—7 (n—s) — . R
Joel G e+ Fguem e Jada=t (D0 S 1]
“ 5 = (b1)
J-Z'(lx

e n ‘1 a yl
= (PR
dalla quale nel caso che si abbia in generale a,=—=yg, ¢ (2) + I,, essendo g,

e 1, le solite funzioni della sola z, e ¢ (2) una funzione di z che non si an-
nulla per z={¢, avremo l'alira

,, foe
‘ n-# n—g . -— € " Ji
\’Gclgry(r )+gsy(r )_i_"'{Adx—T" (Dip &e AsT)m:a_
a . = (52)

VG n—1 PR
e \ [n
_ AD.YE __\
9 ( ( e ‘0‘ § 3 % jx=b !

e mnel caso, pid particolare ancora, che ¢(z) figuri soltanto in a, e sia
Annali di Matematica, Serie IlI, tomo XII, 31
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an =g 9 (2) + I, avremo laltra

a - b

fa'dx fa‘dx
b 2% o/ Qg

. e n-1 M e n=1_p Yo ‘ (53)
J@cgyTA dr—= k—p?' (-C)(Di,p % ks 22 )miq—-. m(l)i,q % hs Dz )“jib’

=y

(2

e queste formole servono di complemento alle (42), (46) e (48).
In particolare nel caso di » =2 questa formola (53) ei da il valore del-
b
I'integrale j@cg y2 d x per gli integrali normali delle equazioni omogenee del

a

second’ordine.

Dip Di’q

In queste formole poi, in luogo di e potremo sempre mettere
» q

A A . N :
o ¢ quando k, , e h,-, non siano zero, ciod quando nelle condi-
zioni date ai limiti a e & figurino i termini con y»-*).

Derivando ancora rispetto a 2 la (50), e poi facendo tendere 2z a ¢, si
otterranno altre formole pure notevoli che potranno servire specialmente nel
caso in cui ¢’ (2) si annulli per 2 =2¢.

E ricordiamo, come gia dicemmo, che in tutte queste formole uno dei ter-
mini del secondo membro manchera se saremo nel secondo dei casi del § 18, ciod
se a uno degli estremi a o & il coefficiente a, sard zero, e al tempo stesso sara

x

a .. . .
— dx = —o0; e mancherd pure se al limite @ o b corrispondente 1'inte-
J @

€

grale y, che & stato introdotto soddisfard anch’esso, e qualunque sia 2z, alla
condizione relativa al limite stesso. E cid, ben s'intende, nel supposto sempre
che siano verificate le condizioni poste per la regolarith dei varii integrali
Yiy Yzy..- Yn non solo fra @ e b, ma anche agli estremi, e quella relativa al
tendere uniformemente di 5, a y. quando z tende a ¢, ecc....

33. Se poi g,, oltre ad essere zero ad uno degli estremia o b, e
X

. ai o .
a darci allorafﬁdx:—oo, come gia abbiamo ammesso che possa es-
@
4

sere, presenterd questa particolarita anche all’altro estremo, venendo cosl ad
essere nel 1.° dei casi del § 18, allora, se potessero continuare ad essere ve-
rificate le condizioni ora ricordate rispetto agli integrali y,, #:,... ¥n ecc.,
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la formola (22) condurrebbe a quelle che vengono dalle precedenti col farvi

i secondi membri uguali a zero; ma poiché in particolare nel caso delle equa-
b

zioni del second’ ordine ci darebbe {@cgyidxzo, ¢id che ¢ inammissibile
a

quando a, sia continua fra @ e b e non si annulli che agli estremi, e g non
cambii mai segno fra @ e b e non sia d'integrale nullo in nessuna porzione
di (a, b); cosl, almeno in certi casi, e in particolare per questo delle equa-
zioni del second’ordine, le varie condizioni che abbiamo poste pei nostri in-
tegrali non potranno coesistere.

E per gli integrali normali di queste equazioni, come avviene ad es. pel

caso delle funzioni di Lreesxpre X, per potere calecolare i mnostri integrali,
b

come ad es. I'integrale f@cgy‘ﬁdx, bisognera spezzarli in due parti, 'una

da @ a a, e Paltra da a a b, essendo a un punto intermedio fra a e b, e

calcolare poi i due integrali separatamente colle formole precedenti per le quali

allora il pil spesso non si presenteranno piu le indicate difficoltd; o bisognera
b-¢

calcolare integrale f@cgyidx, e poi cercarne 1l limite al tendere a zero
ate

di e e die,.

34. Premessi questi studii generali sugli integrali normali delle equa-
zioni differenziali lineari, poniamoci sempre d’ora innanzi nel caso in cul
nella equazione completa che ora considereremo L (y, 2) =X, o

@Y™ +a Yy 4 tpy + any =X, (54)

aleuni o tutti i coefficienti dopo il primo e X sono funzioni ntere di un
solo parametro reale o complesso z; e limitandoci, per semplicizzare, al caso
in cui a, & sempre diverso da zero fra a e b e anche a questi estremi, cid
che ¢i pone nel 3.° dei casi del § 13 (*), prendiamo a studiare gli integrali

normali, considerati come funzioni di questo parametro z.

(¥) Molti dei risultati che ora otteniamo valgono, con leggiere modificazioni, anche
pel caso in cui g, si annulla a uno degli estremi a e b, e con maggziori limitazioni anche
quando a, si annulla a tutti e due questi estremi; ma noi c¢i riserviamo di trattare a parte
questi casi in altro lavoro, onde non complicare di troppo le nostre considerazioni attuali.
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Supponiamo ancora dapprima che si abbiano soltanto le due solite con-
dizioni ai limiti (27) nelle quali 1 coefficienti 2 e k siano costanti anche ri-
spetto a z; e ricordiamo le solite nostre espressioni generali in serie per gli
integrali fondamentali w,, w,,... w, della equazione omogenea corrispondente,
qualunque siano in queste espressioni i valori scelti per le funzioni ausiliarie
Zyy 224... Zn, purche indipendenti da z, e regolari rispetto ad x fra a e b fino
alle loro derivate n°.

Dall’esame di queste espressioni risulterd subito, come del resto gia di-
cemmo al § b, che gli stessi integrali w,, w,,... w, e le loro derivate fino
alla n2 inclusive saranno funzioni intere di z; e per le nostre formole gene-
rali lo stesso sara dell’integrale Y che si annulla insieme alle sue prime
n — 1 derivate per # = a. B cosl pure saranno funzioni intere di 2 anche tutti
i determinanti del second’ordine ai quali da luogo la matrice (31); e quindi
per quelli fra questi determinanti che non saranno identicamente nulli qua-
lunque sia 2, eome per I'integrale Y, gli infinitesimi dovranno essere tutti
di ordine intero.

Incomincieremo ora dal considerare il caso in cui fra questi determinanti
ve ne sono alecuni (se non tutti) che non sono identicamente nulli qualunque
sia 2, e supposto ad es. che uno di questi (non identicamente nulli) sia il
determinante % formato dalle due prime verticali della matrice (31), ammette-
remo senz’altro che i suoi infinitesimi a distanza finita a,, a5..., 7m,... (quando
vi siano) siano tutti del prim’ordine.

Allora pei valori di z diversi da questi infinitesimi &y, asy.e.y @m,... la
matrice (31) sard di caratteristica 2; e quindi, per quanto si disse al § 24,
per gli stessi valori di 2 si avranno sempre n — 1 integrali normali, uno dei
quali sard appunto l'integrale Y quando esso sia un integrale normale.

Questi integrali normali potranno {rovarsi coi processi generali del § 24,
prendendo ciod per le ¢ps, Cpuye.. Cpn, per p=1, 2,... n—2, quan-
tith costanti, o funzioni qualsiansi di 2z, che potremo supporre intere e tali
che, eccettuati tutt’al pitt aleuni valori particolari di z, il determinante da
esse formato sia sempre diverso da zero, e prendendo inoltre per semplicita
le €n-1sy Cnoray--. Ca-in tutte uguali allo zero, e determinando poi la ¢,, e

/n—1
cpe per p==1, 2,... n— 1 colle formole (38); ma se le somme k}o“ ks w,(s’)a

% 1
e (2} hs wﬁs))b, o i determinanti %, %5, Ayy... Zn, pay fay... pn € l'integrale ¥
0

non soddisfaranno a condizioni speciali, o se non saranno scelte opportuna-
mente le prime c¢p;, evidentemente le ¢, e ¢p. € quindi gli integrali normali
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corrispondenti, mentre saranno funzioni uniformi di z e col carattere di fun-
zioni intere in ogni punto 2 diverso dai suddetti punti d’infinitesimo a,, as,...,
Umye. -, Potranno presentare delle singolaritd coll’avvicinarsi di z a questi punti;
e solo per 'integrale Y, quando esso sia fra gli integrali normali pei valori
di z diversi da oy, @3y... ¢m,..., saremo sicuri che non avrd singolaritd
negli stessi punti as, as,... om,... € in essi sard ancora un integrale normale
perché, come gid notammo, esso & una funzione intera di 2.

~ Se perd, essendo n > 2, gli stessi infinitesimi «, aoy..ry otm,... del determi-
nante % apparterranno tutti anche a quegli altri fra 1 determinanti 25, 2,,... .,
sy [4y..- tn che mon sono identicamente nulli, per modo che uno qualunque
di essi si possa porre sotto la forma 1 ¢, essendo ¢ una funzione intera di z
che potrd variare da determinante a determinante; e in ogni modo, sia che
la circostanza ora indicata si presenti o no, prendendo le ¢,;, per p e ¢
uguali ai numeri 1, 2,... n— 2, tutte sotto la forma ¢, =2¢'p;, dove le
¢'p: abbiano le particolaritd che avevamo indicato sopra per le ¢, ciod di
formare un determinante diverso da zero, allora & certo che le ¢,, e ¢,, che
si otterranno dalle formole (38) per tutti i valori 1, 2,... n— 2 di p risul-
teranno tutte funzioni intere di 2, e tenderanno verso limiti determinati e
finiti al tendere di z verso quei punti d’infinitesimo «. di 2 che abbiano al
tempo stesso la particolarita di far sl che I'integrale Y sia un integrale nor-
male; e lo stesso avverrd evidentemente anche nel caso di n—=2, perch® al-
lora la matrice (31) si riduce al determinante A, e non si-hanno pilt i de-
terminanti Az, Ayeo. An, g, puy... oy mentre se fra gli stessi puntr d’infi-
nitesimo e, os,...y &my... V& N6 saranno alcuni oy pei quali I'integrale Y cor-
rispondente a questo valore a«, di 2 non sia un integrale normale, allora a

n—1 n—1
meno che le due somme ( 3 ks wﬁs) 3 (}_]lrs wM non siano ambedue zero
0 a 0 a

per quel valore a, di 2, le quantith stesse ¢p,, ¢, col tendere di 2 ad &,
non si manterranno finite altro che moltiplicandole per z — «,.

E s’intende anche che per quelle ¢,; che nelle (38) moltiplichino determi-
nanti 2; e p; per ambedue i quali si abbia A;,=2¢,(2), p;,=26;(2) con
¢i () e 6;(2) funzioni intere di 2, non importera prendere come dicevamo
poc’anzi ¢p; = 1 ¢'p;, ma basterd prendere per c,; una costante o una funzione

intera qualsiasi ¢/p; di 2; e anche pill generalmente se sard A;=1 ¢;(2),

pi=16;(2) essendo % un fattore intero di X, bagterd prendere Cpi:ic/pi.
) )\ ?

D’altra parte, per quanto si disse nel § 95, se considerando la equa-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



240 Ding: Studic sulle equazioni differenziali lineari.

zione omogenea K (y, o) =0 corrispondente alla equazione data pel valore
e di z sitrovano J suoi n— I integrali linearmente distinti Y,, ¥s,... ¥» che
per x = b soddisfano alla seconda delle condizioni ai limiti (27), e s'indica
con A il loro determinante, la condizione perehe il solito integale ¥ per 2 =ua.
sia un integrale normale & espressa dalla formola '

b
(@)CXAdx=O, per 2 =—ua:; (65)

a

dunque si pud ora evidentemente affermare che seguendo il processo indicato
per la determinazione delle ¢,; per p ¢ ¢ uguali ai numert 1, 2,... n--2,
n-—1, quando uno almeno dei determinanti di second’ordine X ai quali da
luogo la matrice (31) non & identicamente nullo qualunque sia 2z, e ha i suoi
infinitesimi a distanza finita a,, a,,..., am,... tutti di prim’ordine, gli n— 1
integrali normali che per 2z diverso dai detti punti d’infinitesimo «,, a,,...
Om, ... Tisulteranno cosi determinati, considerati in tutto il piano 2z saranno
funzioni uniformi di 2z che se la (5b) sard sempre soddisfatta per tutti gli
infinitesimi ¢, di 2 saranno anche funzioni intere di 2, mentre se per alcuni a,
di questi infinitesimi la stessa condizione (55) non sard soddisfatta, questi
punti «, saranno altrettanti poli di prim’ordine dei detti integrali normali, a
meno che «, non sia al tempo stesso un infinitesimo di ciascuna delle due

n—1
somme( }‘ /fsw;”) )

n—1
) (2 ksw_(ﬁ) » nel qual caso «, sard un punto ordinario.
a /G

0
Supposto poi che z. sia uno dei punti d’infinitesimo del determinante J pei

quali la condizione (55) ¢ soddisfatta, & certo che ciascuno y, degli integrali che
abbiamo trovati come integrali normali pei valori di z diversi dai detti infini-
tesimi e quindi anche da a., quando si consideri anche per 2 ==a; non & altro
in sostanza che il valore che, indipendentemente dalla considerazione degli
integrali normali, viene dato dalle nostre formole generali per quell’integrale
particolare della equazione data corrispondente a z=—oa. pel quale le ¢,,
Cy,... ¢x che figurano nelle formole stesse hanno i wvalori limiti (cp.)a,,
(Pp2)acye-- (Cpn)a, ai quali tenderanno le epy, €poy... €pn coll’approssimarsi
indefinito di 2z ad «,; mentre poi non vi ha dubbio che esso pure soddisfa
alle condizioni limiti (27), perche queste per y, erano soddisfatte per valori
di z prossimi quanto si vuele a ar, ¢ gli integrali che vengono dalle nostre
espressioni generali sono funzioni continue di z anche nel punto a. insieme
alle loro prime n — 1 derivate rispetto ad z; dunque evidentemente il nostro
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integrale y, rimarra un integrale normale anche quando si counsideri per
2=uap, & si pud quindi ora rigorosamente affermare che per ogni equazione
completa 54) esistono sempre n-— | integrali normali che sono funzioni uni-
formi di 2 in tutto il piano, e che non possono perdere il carattere di fun-
zioni intere altro che per quei punti d’infinitesimo del determinante X pei
quali non sia soddisfatta la condizione (55), e saranno quindi funzioni intere
di 2 senz’altro quando la stessa condizione sia soddisfatta per ciascuno degli
infinitesimi medesimi.

35. Questo nel caso che ora abbiamo considerato in cu1 fra 1 de-
terminanti di second’ordine ai quah da luogo la matrice (31) ve ne siano
alcuni, uno dei quali abbiamo supposto essere quello % formato dalle due prime
verticali, che non sono identicamente nulli qualunque sia 2.

Quando poi questi determinanti siano tutti identicamente nulli, allora la
matrice (311 sara necessariamente di caratteristica 1, e per questo e perche
nella prima delle (36), per I'ipotesi fatta che a, non sia zero neppure per z -— a,

n—1
le (2“ /('swES)’ non possono essere tutte nulle, il solito integrale ¥ dovra es-
0 a

sere necessariamente un integrale normale della equazione data qualunque
sia 2, c10 che porta che allora la condizione (55) dovra essere soddisfatta per
qualsiasi valore di z.

Riducendosi poi allora le equazioni (36) ad una sola, p. es. alla seconda,

(n—1
e neppure le somme (Zhs wﬁ’) per i =1, 2,... n potendo essere contem-
0 b
poraneamente zero per nessun valore di z perch® @, non contiene z e per
n—1
x==>0 & diverso da zero, ne viene che se ad es. la prima somma( N hswf)) ,
5 b

che ora indicheremo con \, non & identicamente nulla qualunque sia 2, e i suoi
infinitesimi a distanza finita sono 5,, B.,..., Bm,..., basterd prendere oppor-
tunamente le cps, Cpsy... Cpn per p=1, 2,... n-—1, come ad esempio
prenderle tutte della forma Ac¢'p,, \¢psy... Ac'pn, essendo le ¢p; quantita
costanti o funzioni intere di z tali che il loro determinante, eccettuati tutt’al
pilt alcuni valori particolari di 2, sia sempre diverso da zero, per giungere
a trovare » — 1 integrali normali diversi da ¥ che per 2 diverso dai punti
Biy Boyeery Bm,y.. siano linearmente distintl, e che considerati in tutto 1l
piano z siano come Y funzioni intere di z; e questi integrali anche pei punti
Biy Bzye-., Bm,... saranno integrali normali, ma allora potranno non essere
pitt linearmente indipendenti.

36. Cosi in particolare se la equazione data sara quella generale del
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second’ordine
17 ’
ay +ay +ay=2X,

per la quale ammetteremo che o, fra @ e b (gli estr. incl.) sia sempre di-
versa da zero, e tutte o almeno una delle a,, a,, X' contengano il para-
metro z essendo funzioni intere di questo parametro, si osserverd per prima
cosa che in questo caso la matrice (31) si riduce al determinante

(]fo wy + k, w' g (ho w, + h w,z)b - (]{0 Wy - I"z w‘z)a (ho wy + h, wi)” ) (56)

e se questo determinante (56) non sard identicamente nullo qualunque sia 2,
e avra i suoi infinitesimi «,, as,..., am,... tutti del prim’ordine, allora quando
avvenga che, indicando con y quell’integrale dell’equazione omogenea corri-
spondente a ciascuno «, di questi infinitesimi preso come valore di 2, che @
determinato dalla condizione al limite k,y + k£, y =— 0 per « —=¥b, e che non
pud differire dall’integrale normale corrispondente altro che per un fattore
costante, si trovi che la funzione X & tale che resta sempre soddisfatta la

condizione
b

f@,,Xy ds =0, (57)

a

si potrd senz'altro affermare che esistera sempre un integrale normale della
nostra equazione che sara una funzione intera di z.

E se questa condizione (57) sara soddisfatta soltanto per alecuni degli in-
finitesimi del determinante (56) e non per altri a4, ag,..., I'integrale normale
sard soltanto una funzione uniforme di 2 che in questi punti a,, ag,... avrd
dei poli di prim’ordine tutte le volte che in questi punti non siano infinite-
sime anche le due somme (k,w, -+ k, w'y)q, (kow, + ki w'y)g.

Se poi il determinante (56) sara identicamente nullo qualunque sia z,
esisterd ancora un integrale normale della nostra equazione che sara fun-
zione intera di 2, ma cid nel caso soltanto che il solito integrale Y sia

esso stesso un integrale normale per qualsiasi valore di z, cioé quando la
b

condizione J.G),,Xy dz =0 sia soddisfatta per ogni valore di z.

[
Questi risultati ci danno, come caso particolare di altre osservazioni molto

pit generali, un teorema dimostrato da Kneser nei Math. Annal., Vol. 58,
pag. 113, che in sostanza, come fa rilevare lo stesso KnEsEr, trovasi conte-
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nuto anche in un precedente lavoro di StegLoFr pubblicato negli Annales de
la Fac. des Sciences de Toulouse. ‘

37. In cid che precede abbiamo sempre supposto che le condizioni date
al limiti siano soltanto le due (27).

Quando poi queste condizioni siano piti di due, il che naturalmente esige
che I'equazione data sia di ordine n superiore al secondo, limitiamoci per
semplicitd al caso in cui esse siano precisamente in numero di n; e di queste,
"due siano ancora le (27) che indicheremo ora con 4,==0 e B,=0, e delle
rimanenti alcune, p. es. ¢ che indicheremo con B,=0, B,=0,... B;=0
siano come la seconda B, =0 delle (27) stesse e relative al limite b, e le altre
n — 2 —1¢ che indicheremo con 4,—0, 4,=—=0,... 4, . ;=0, siano come
la prima A4,=—=0 e relative al limite «.

Allora oltre alle due equazioni (36) corrispondenti alle (27), ne avremo
altre n —2 delle quali ¢ saranno perfettamente simili alla seconda delle (36)
medesime, e le altre saranno simili alla prima; e quindi considerando il de-
terminante P formato dai coefficienti delle ¢y, €ps,... €pn in queste equazioni,
che sard certo una funzione intera di 2, e limitandoei al caso in cui esso
non sard identicamente zero qualunque sia z, si riscontrera subito che, indi-
cando COn ey, dyy..ey &m,... 1 s001 punti d’infinitesimo a distanza finita quando
vi siano, le equazioni stesse pei valori di z diversi da questi infinitesimi «,,
Gay..ry omye.. A1 P determineranno perfettamente tutte le costanti ¢y, ¢40y...
pn sotto forma di altrettanti quozienti di funzioni intere che avranno tutti
per denominatore comune il determinante P; e cosi ora per questi valori di 2
diversi da a,, ¢s,..., an,... I'integrale normale sara unico e determinato.

Ne segue che al tendere di z a quei valori particolari ay, as, 3,... che
rendono P infinitesimo, onde le ¢, ¢pe,... ¢pn cosi determinate in funzione
di 2z si mantengano finite, bisognerad che anche le funzioni intere P,, P,,...
P, che figureranno nei loro denominatori divengano infinitesime dello stesso
ordine di P o di ordine superiore pei valori di ey, a,, as,... che sono infi-
nitesimi di P, potendo poi esse divenire infinitesime anche per altri valori
di z; e in questo caso l'integrale normale corrispondente ai valori trovati
per le cp1, Cpey... Cpn sard una funzione intera di z; mentre se per alcuni
degli infinitesimi o, «,,..., am,... di P le indicate funzioni intere di z P,,
P,,... Py non divengono tutte infinitesime, e dello stesso ordine almeno,
questi punti corrisponderanno ad altrettanti poli di alcune o di tutte le stesse
Cpy Cp2yerr Cpn © quindi anclie, almeno ordinariamente, dell’indicato integrale
normale.
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Ora avendo riguardo alla forma delle funzioni P,, P,,... P, per mezzo
di determinanti si vede subito che esse hanno tutte per fattore intero Y, e
‘quindi la circostanza ora indicata che un infinitesimo «; di P sia un infini-
tesimo, dello stesso ordine almeno, di queste funzioni, si presenterd in parti-
colare quando per P lo stesso infinitesimo sia del prim’ordine, e oltre a cid
il solito integrale Y della equazione completa E(y, 2.) = X corrispondente
a 2 =a, sia un integrale normale.

D’altra parte se presa una qualunque B;=0 delle ¢ 4 1 equazioni al
limite b, e per ogni infinitesimo «; applicato il processo dato al § 23, si tro-
veranno gli » —1 integrali ¥s7, Ysz,... ¥Yny linearmente distinti della equa-
zione omogenea corrispondente E (¥, o.) =0 pei quali la condizione al li-
mite b B;—0 & soddisfatta, allora, indicando con A; il loro determinante, per

quanto si disse al § 25, onde il nostro integrale ¥ soddisfi alla condizione
' b

B; =0 al limite b bisognera che si abbiaf@cXAldx:O; quindi eviden-
temente onde lo stesso integrale Y che soddisfa naturalmente alle n —¢—1
equazioni 4,=0, 4,=0,... 4, ,-i=0 relative al limite ¢ soddisfi anche
alle altre B,—=0, B,=0,... B;=0 relative al limite b, e sia quindi un
integrale normale, bisogrerd che si abbiano le ¢ + 1 condizioni

b 14 b
f@cXAodx —0, f@cXA,dx_—_—0,...,’f(~‘cXAid:c:0 (58)

corrispondenti a ciascuna delle condizioni al limite 4.

E cosi si pud ora affermare che in questo caso in cui si hanno le n
equazioni ai limiti 4,=0, 4,=0,... 4,_, ;=0, B,=0, B,=0,...
B;=0, e il determinante P non & identicamente nullo qualunque sia 2, sa-
remo certi della esistenza di un iniegrale normale funzione intera di z che
soddisfa alle condizioni indicate ai limiti, quando P sia tale che i suoi infi-
nitesimi o,, a,..., om,... & distanza finita, se vi saranno, siano tutti del
prim’ordine, e per ciascuno di questi infinitesimi ¢, il solito integrale ¥ che
si annulla insieme alle sue prime n—1 derivate per x —a sia un integrale
normale, o, il che & lo stesso, quardo per ogni infinitesimo «; siano soddi-
sfatte le ¢ 4 I condizioni (58).

38. Senza serie difficolth potremmo anche considerare il caso in cui
il determinante P & identicamente nullo qualunque sia 2z, e quello in cui le
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equazioni ai limiti, pure essendo in numero maggiore di due, sono in nu-
mero inferiore all'ordine n (> 2) della equazione data, pel qual caso dovreb-
bero farsi considerazioni simili a quelle fatte ai §§ 34 e 35 pel caso di due
sole equazioni ai limiti (27); ma poiche ci siamo gla dilungati d’assai, la-
sciamo di trattare dettagliatamente anche questi casi.

Anche i risultati qui esposti del resto sono gia assai interessanti, ed
estendono grandemente quelli che abbiamo ricordato sopra di Kneser-Stekrorr
relativi alle equazioni del second’ordine, in quanto che ci assicurano che,
sotto certe condizioni speeiali, anche per le equazioni generali lineari (54) di
ordine superiore al secondo, quando in tutti o alcuni dei coefficienti dopo il
primo a, (che si suppone sempre diverso da zero), o in X figura un para-
metro z sotto forma intera, possono aversi integrali normali che siano fun-
zionl intere di z.

E quando quelle condizioni speciali che per questo abbiamo date non
risultino soddisfatte, si avranno integrali normali che se non saranno funzioni
intere di 2 saranno perd funzioni uniformi di 2 con sole singolarita polari a
distanza finita in punti che saranno tutti o parte di quelli d’infinitesimo del
determinante A del § 34, o del determinante P del paragrafo precedente. F
cid nel supposto che i determinanti del second’ordine ai quali dia luogo la
matrice (31) non siano tutti identicamente nulli qualunque sia 2, e¢ cosl non
sia identicamente nullo il determinante P.

39. Le condizioni speciali che abbiamo trovato per assicurare lesi-
stenza di integrali normali che siano funzioni intere di 2z, oltre a quella che
1 determinanti 2 o P dei §§ 34 o 87 (che si suppone che non siano identi-
camente nulli qualunque sia 2) abbiano i loro infinitesimi a distanza finita
tutti del prim’ordine, o non li abbiano affatto, si riducono alla condizione (55)
o ai sistemi di condizioni (58) che devono essere soddisfatte per tutti i punti
d’infinitesimo di 2 o di P.

E anche nel caso del § 85 in cui, avendosi le due sole equazioni ai li-
miti (27), i determinanti del second’ordine ai quali da luogo la matrice (31)
siano tutti identicamente nulli qualunque sia 2, si ha ancora la condizione (55)
la quale perd allora deve essere soddisfatta per qualunque valore di z.

Perd quando ci si limiti a considerare le equazioni (54) nelle quali il
parametro 2z figura soltanto nel coefficiente a, di 4 e per modo che si abbia
a,=¢g 9 ()41, con g el funzioni della sola x continue o no ma finite e
alte alla integrazione fra « e b, e ¢ (2) funzione intera di #, allora, suppo-
nendo anche che g sia sempre dello stesso segno fra a e b e tutt'al pill
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possa prendere il valore zero senza perd essere mai d’integrale nullo in nes-
suna porzione di (a, b), & facile vedere che, come avviene sempre per le
equazioni del second’ordine, cosl in casi speciali assai estesi anche per quelle
di ordine superiore, il verificarsi delle condizioni stesse (55) o (55), o anche
pilt generalmente il fatto comunque accertato dell’esistenza di un integrale
normale della (54) che sia funzione intera di z, porta di necessita che debba
essere X =20 in tutto l'intervallo (a, 0).

La dimostrazione di questo teorema, che pud riguardarsi sia come rela-
tivo agli integrali delle equazioni differenziali lineari e complete, sia come
relativo agli integrali normali delle equazioni lineari omogenee e alle fun-
zioni X che soddisfano alle condizioni (55) o (58), fu data gid in quest'ul
timo senso, pel caso delle equazioni lineari del second’ordine, da Sturm
nel 1846 nel Vol. I del Journal de Math. de Liouville, ma con condizioni
molto restrittive per la funzione stessa X; e mnegli ultimi anni fu estesa rigo-
rosamente da Sternorr e Kneser nelle Memorie citate, sempre per le sole
equazioni del second’ordine, ma per casi molto pit generali di quello di Sturm
rispetto alla funzione X perocché invece delle condizioni che vengono dalla
dimostrazione di STturM essi posero soltanto quella che X dovesse essere finita
e continua insieme alle derivate prima e seconda fra a e b.

Qui perd, pure seguendo in sostanza il processo di Kweser opportuna-
mente esteso, dimostreremo il teorema, oltre che per le equazioni del secondo
ordine, anche per alcuni casi, molto estesi, di equazioni di ordine superiore,
e sempre non facendo su X altra ipotesi che quella di essere finita e atta
alla integrazione fra a e b, o che se diviene infinita resti atta alla integra-
zione anche quando si riduce ai suoi valori assoluti, o quando si moltiplica
per funzioni finite e continue.

40. Limitiamoei pereid, come gia abbiamo detto, a supporre che nella
nostra equazione completa (54) 1l parametro z figuri soltanto nel coefficiente
dn di y, e per modo che si abbia ay,=g¢(2)+ 1, 0 an=9g2z+ 1 cam-
biando senz’altro per semplicita ¢ (2) In 2; e intendendo che ¢ e I siano fun-
zionl della sola x, continue o no ma finite e atie alla integrazione fra a ¢ b,
la prima delle quali supporremo anche che non cambi mai segno, ¢ non sia
d’integrale nullo in nessuna porzione di (u, 0).

Siccome quando a, si mantenga diverso de zero fra @ e /) e anche a questi
estremi e siano soddisfatte le varie condizioni che abbiamo poste relative ai
determinanti 2 a P, e alle condizioni (55) o (38), la nostra equazione, che
d'ora innanzi seriveremo sempre sotto la forma [ (y, z) =X, ammette un
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integrale normale y che & una funzione intera di 2, cosl in questi casi, e anche
pitt generalmente nel caso in cui in qualsiasi modo sia assicurata la esistenza
di un tale integrale regolare y fino alle derivate n¢ per ogni valore di x fra «
e b (a e b incl), nel qual caso non ¢é pit neppure necessario di supporre
che a, sia sempre diverso da zero nell'intervallo (a, b), questo integrale y
potremo intenderlo sviluppato per le potenze intere e positive di 2 — y, dove ¥
¢ un numero reale o complesso qualsiasi; e quindi potremo scrivere

Yy=8 +8(—y) '@ —yP+ - +splzg-——yP+... (99)

essendo S, Sy, Szy..vy Sp,... funzioni della sola x dipendenti dal valore di y; e
queste funzioni, per quanto si disse in generale ai §§ 12, 13 e 14, quand’anche a,
non sia sempre diverso da zero fra a e b (« e b incl.), soddisfaranno successi-
vamente alle equazioni

7):X7 E (s4, 7)=—9 S, E('S?) 7) =0 S, E(SP7 ?’)z_gsp 1o (60)

e ticcome y @& integrale normale qualunque sia z, evidentemente queste fun-
zioni 8, 81, S3,..., Sp,... soddisfaranno alle stesse condizioni ai limiti per
r—a ¢ £ == alle quali soddisfa y quando siano date (*), cioé saranno tutte
integrali normali delle respettive equazioni alle quali soddisfano, e colle stesse
condizioni al limiti a e b.

Si prenda ora a considerare la equazione generica E (sp, y) =—¢ Sp :
nella quale, quando ¢ non sia mai zero fra a e b, potremo comprendere

anche la prima delle (60) col porre s 1:—:;—{; e moltiplicando in essa i due

membri per sg, si facciano poi in ogni termine integrazioni per parti suc-
cessive da a ad z, come al § 1 della prima delle mie Memorie piu volte

(*) Naturalmente, siccome partendo ora dalla ipotesi che sia assicurata in qualsiasi
modo la esistenza di un integrale normale (59) che ¢ funzione intera di z, si fa astra-
zione dagli studii dei paragrafi precedenti, e non si esclude quindi che a, possa essere
zero a uno o anche a tutti e due gli estremi a e b, cosi le condizioni ai limiti po-
tranno ora essere anche quelle che si hwnno nei casi 2,° o 1.° del § 18, cioé che sia

b
a . . .
—dx = — o0 a uno o a tutti e due quegli estremi,

ay
a
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citate; si otterrd la formola seguente :
Po(8q) 8"+ pu(8) 87 4 o+ Pa-1 (39) p = epg + J {89 Z (sg) — g sp-154} d

nella quale e, Z & il solito polinomio aggiunto del primo membro della
equazione E (y, y) = X, ¢pq & una costante che & uguale al valore del primo
membro per x=a, e per le p, 8i ha in generale

Pr (8q) == (ar 8¢) + &1 (@1 Sq) + & (A2 8g)" + - -+ + & (@ 8¢)17),

.

per modo cioé che p, all'infuori del fattore e, & il solito polinomio aggiunto
corrispondente al primo membro della equazione d’ordine #

ay" +ayr-V4 . fay=0,
e sviluppando si potra scrivere
Pr(Sq) = hro Sqg+ ey 8'g F e g oo e sl (62)
essendo

. ” o .
Pro==0Qr F &3y, + @'y s+ & s+ +  ga),

. ! ‘ e . L—
‘M’." pr— &y ai"l - 252(1,--3 —l— 5630 r-3 ‘i" e e _!“‘7157- ao‘ 1),

2)

ey -2 —‘}"353(1(,-,3 —*—-.._{_7-25’.(12,--_”

Ypo =

' _ (63)
s = &8y s + oo+ 1ieaf _3)7
Bry — Er dy.

Valendoci ora della formola (61) si potrebbero trovare varii casi nei
quali sussiste il teorema enunciato sopra, cioe che sotto le condizioni poste
si ha X =0 per tutti i valort di « fra a e b; noi perd ci limiteremo a
considerare il caso in cui la equazione data pel valore particolare y di 2,
ciot la E(y, y) =X, & di quelle per le quali la equazione aggiunta di quella
omogenea corrispondente F (y, y) =0 coincide colla primitiva, nel qual caso
per n=2 si comprendono anche le equazioni di Sturm e di Knuseg-
STEKLOFF,
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Allora, siccome sard Z (sq) ==en+1 B (sS4, 7)=¢n § 841, la formola pre-
cedente quando si esclude il caso di p—=¢ =0 dard subito luogo all'altra

[P0 (8) 8070 + pu (5g) 8,72 + =+« -+ P (Sg) $p]0 = )
! { (64)

:Jg (enSpSq + — Sp—18q) d 2,
p /

il eui primo membro col calcolo effettivo per mezzo delle (62) e (63), o anche
coll’osservare che mutando p in ¢ e g in p il secondo membro cambia segno
se n & pari, e resta inalterato se » & dispari, potrd anche porsi sotto le
forme

S [ (00— s 812, X [aa (s s 4 s s)) (65)

secondoché n & pari o dispari, le somme essendo estese alle combinazioni
(¢, 1) dei numeri 0, 1, 2,..., n—1 per le quali ¢+ / non supera n-—1, e
inclusa quella di ¢==17 nel caso della seconda somma; e le 6;; essendo fun-
zioni di z che dipendono dai primi n coefficienti «,, a,, @s,... ¢, , della
equazione data e dalle loro derivate, e quindi considerate per x —a e x =
dipendono soltanto dai loro valori per questi valori estremi di a; talche quando
avvenga che dipendentemente dalla equazione data e dalle condizioni ai li-
miti ¢ e b che fissano i nostri integrali normali, il primo membro della (64),
o la corrispondente della espressione (65) sia zero qualunque siano s, e sy,

avremo la formola
b

b
f98p_| SquzsnfgvSqu_‘ dx’

@

che, nel caso in cui g sia sempre diverso da zero da aa b (a e b inc.), varra an-

. . . . . X
che quando uno dei numeri p e ¢ sia zero, intendendo allora ches_, sia -—~

Giunti a questa formola il processo di K»seser viene del tutto applica-
bile, salvo le leggerissime varianti che provengono dalla presenza del fattore
En = i 1.

Per questa formola infatti si vede che, sotto le condizioni poste, Iinte-

b

grale fg Sp 8y d z nel quale ¢+ e » sono numeri interi, e di essi uno solo potra
a

essere negativo e uguale a — 1 quando ¢ sia sempre diverso da zero fra a
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e b(ae bincl), & una espressione che in valore assoluto si mantiene sempre
inalterata al mutare degli indici » e v quando resti la stessa la loro somma,
e pud quindi indicarsi col simbolo Q,;,, per modo che, quando ¢ e v siano
numeri positivi o nulli, o tutt’al pit uno di essi sia uguale a —1 e 'altro
allora sia zero o positivo, potremo scrivere in valore assoluto

b b b
Qv :fgs,‘s,dm:enfg Sp-1 Syr1 dm.——ef,Jgsyds”gdx =,
a a @
con ¢, =1 0 ¢, =-—1 secondoché n & pari o dispari.

Ricordiamo ora 'osservazione fatta da Scawarz, cioé che se o € 8 sono
quantitd reali indipendenti da z si ha in generale, qualunque siano le fun-
zioni » e v purché atte alla integrazione

b ’ b b

b
Jg(au {—Bv)?dx:angu?dx—l—‘Zocﬁfguvdxﬁ— GHlgerdr,

2 «@ a

e in conseguenza se, come appunto abbiamo supposto, ¢ non cambia mai
segno fra a e 0, la forma di 2.° grado in « o B del secondo membro di
questa formola deve essere sempre positiva o nulla, o sempre negativa o
nulla, e sard quindi

b 2 b b

fguvd:r <fgu’dx[gv’dx;

e di qui prendendo #=s,.,, € v =255, con p>1 (*) si trovera che le
nostre quantita Q,, in valore assoluto devono soddisfare alla relazione
Qip < Qup_p Qypie dalla quale apparisce che le quantitd stesse Q,, Q., Qi
Q;,... 0 saranno tatte zero o saranno tutte diverse da zero, e in quest’ultimo
caso avremo di necessitad in valore assoluto

0 _ 0 0 0

Qo — Qs Qg— Qg ?

Qo

2m—2

cioé i rapporti in valore assoluto non andranno mai decrescendo, e nes-

. . . . . 9
suno di essl sarad inferiore al valore assoluto di o
[

(*) Si esclude qui il caso di p = 0 perche, potendo g in (ualche punto essere zero, g 52,
pud essere infinito.
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Ma d’altra parte, moltiplicando la (59) per g s, e integrando fra a e b,
si trova la formola

b
fgsoydx—iﬂoiﬂi(z

a

NEQ@E—yFQ(z—yp)>+ -

nella quale la serie del secondo membro deve essere convergente per qua-

lunque valore di 2, mentre quando le Q,, fossero diverse da zero I risultati

precedenti porterebbero che la serie formata coi termini di posto pari fosse

divergente per valori di 2—y di modulo # sufficientemente grande, perche

in essa il rapporto di un termine al precedente avrebbe un modulo non infe-
b

. . O . . )
riore al valore assoluto di <-72, e allora evidentemente I'integrale Jg Soydx
=0
a

non sarebbe una funzione intera di z; dunque bisogna di necessita ammet-
tere che le Q,, Q,, Q,, Q... siano tutte zero, e allora venendo ad essere
b

zero !'integrale Ig sy d x, anche s, dovrd essere sempre zero perche s, & con-
[

tinua, e g non cambia mai segno fra a e b e non & d’integrale nullo in nes-
suna porzione di (@, b); e questo per la prima delle (60) porta subito a con-
cludere che anche X deve essere zero per ogni valore di « fra a e 0.

E cosl, quando si tratti di equazioni (b4), o E (y, 2) = X, nelle quali il
parametro 2z figuri soltanto nel coefficiente a, di y, e sia a,==g¢(2)+ [, 0
an==¢g2 -+ l, con g e ! funzioni di z finite e atte alla integrazione fra «
o ), la prima delle quali non cambii mai segno in questo intervallo, e non
sia d'integrale nullo in nessuna porzione dello stesso intervallo, e inoltre 1
primi membri di queste equazioni siano tali che almeno per un valore spe-
ciale y di 2z la equazione I (y, y) =0 si riproduca nella sua aggiunta, e per
le condizioni date ai limiti @ e b per gli integrali il primo membro della (64)
o la espressione corrispondente (65) si annulli indipendentemente dai valori
delle funzioni s, e s4 che vi figurano, allora si pud evidentemente affermare
che di necessity dovra essere X =0 per ogni valore di x nell'intervallo (a, b)
quando ¢l si trovi in uno dei due casi seguenti, cioé:

1.° che, essendo a, sempre diverso da zero fra a e b (a e b incl., la
condizione (55) nel caso del § 34, e i sistemi di condizioni (58) in quello
del § 37 risultino soddisfatti pei valori di 2z corrispondenti respettivamente
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agli infinitesimi a distanza finita che si abbiano pel determinante A nel primo
caso e pel determinante P nel secondo, supposto anche che questi infinitesimi
siano tutti del prim’ordine; e nel caso del § 35 la stessa condizione (55) ri-
sulti soddisfatta per qualsiasi valore di z;

2.° che in qualsiasi modo sia assicurata la esistenza di un integrale
normale della (54) che sia una funzione intera di z e sia regolare rispetto
ad 2 fino alle derivate n¢ in tutto I'intervallo da a a b (gli estr. incl.), quan-
d’anche in questo caso il coefliciente @, non sia sempre diverso da zero nello
stesso intervallo.

E avendo riguardo alle espressioni nelle quali X & venuto a figurare in
tutto 1l corso di questi studii, si vede che onde questi risultati valgano basta la
sola condizione che X fra a e b sia atta alla integrazione, e che se non ¢
sempre finita resti atta alla integrazione anche ridotta ai suoi valori assoluti.

41. Merita poi di essere notato che, per la forma generale sotto la
quale il teorema ora dimostrato ¢ stato enunciato, si pud anche dire che per
la solita nostra equazione completa F (y, z) =X per la quale siano soddi-
sfatte le condizioni poste nel paragrafo precedente rispetto alla equazione
aggiunta delle E (y, y) =0, e rispetto al primo membro della equazione (64) o
alla espressione corrispondente (65), sc X non sara sempre zero nell'intervallo
(a, b), non potrd mai esistere un integrale normale che sia regolare rispetto
ad x fino alle derivate n¢ nell’intervallo da a a b (gli estremi incl.), e sia
funzione intera di z.

E in questo caso quando fra a e b (questi estremi incl) a, sia sempre
diverso da zero, e le condizioni ai limiti siano soltanto le due (27) come nel
§ 34, o siano precisamente in numero di n uguale all’ordine della equazione
come nel § 37, e nel primo caso fra i determinanti della corrispondente ma-
trice (31) ve ne sia almeno uno A che non sia identicamente nullo qualunque
sia 2, e cosl pure nel secondu caso il solito nostro determinante P del § 87
non sia identicamente nullo, allora esisteranno sempre integrali normali fun-
zioni uniformi di 2 in tutto il piano che avranno necessariamente alcune sin-
golaritd a distanza finita; ma queste saranno soltanto singolarita polari e non
potranno essere altro che nei punti «, d'infinitesimo di % o di P che vi fos-
sero di ordine superiore al primo, o pei quali il solito nostro integrale ¥
della equazione E y, a;) = X che si annulla insieme alle sue prime n—1
derivate non fosse un integrale normale, o, il che & o stesso, la condizione (55)
nel primo caso, o i sistemi di condizioni (58 nel secondo non risultassero
soddisfatti.
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42. A proposito poi delle altre condizioni che si hanno pel teorema
dimostrato, aggiungeremo che, come avviene sempre per le cquazioni del
second’ordine, cosi anche per quelle di ordine superiore, la condizione che qui
abbiamo che la equazione E y, y)—=0 si riproduca nella sua aggiunta pud
rendersi soddisfatta in molti casi sostituendo alla equazione data 5H54) o
E(y, 2) = X quella che se ne deduce moltiplicandola per una funzione con-
veniente, e poi talvolta anche scegliendo opportunamente il 7; e con questo
le condizioni (55) o (3),
vengono evidentemente a cambiarsi, e solo vengono talvolta a cambiare il
primo membro della (64) o le espressioni (tD) per cambiamenti che si avranno
nei coefficienti 2, dati dalle (63 .

E in generale poiché ci sara sempre la possibilith di valersi della inde-
terminazione di 7, e di fare la indicata trasformazione della equazione data
col moltiplicarla per una funzione conveniente, cosl evidentemente la indicata
condizione per la F(y, y)=0, mentre non porta affatto restrizioni per le
equazioni del second’ordine, ne portera soltanto un numero piu limitato di
quello che a prima vista potrebbe apparire, nel caso delle equazioni di or-
dine superiore.

Altre trasformazioni poi del genere di quelle indicate al § 15 possono
servire a togliere anche altre restrizioni.

43. Passando ora a trattare di casi particolari, incominciamo da quello
delle equazioni del second’ordine che (come gia dicemmo potersi sempre fare
colla trasformazione precedente) le intenderemo ridotte alla forma

come Ja matrice (31) e 1 determinanti 2 o I’ non

dy\
(“"ﬁ)“ﬂy:“

che si riproduce nella sua aggiunta.

Si osservera che allora il primo membro della (64) o la espressione cor-
rispondente (65) si riduce alla espressione semplice [u, (s48'p — $p §'g)]% che,
per le condizioni ai limiti k,y 4k, y' =0 per x =—a e oy + h,y' =0 per
r=~> che ora si abbiano, o quando sia ¢, —=0 a uno o a tutti e due gli
estremi, viene zero senz’altro; e questo ora basta per potere subito conclu-
dere che per le equazioni generali del second’ordine

E(y, sy=eay +ay +@ge+ly=Y, (66)

nelle quali a,, @,, g e ! sono funzioni della sola z che soddisfano alle solite
condizioni pit volte indicate, si avrd sempre X —=—0 quando in qualche modo
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sia assicurata l'esistenza di un integrale normale deHa stessa equazione, re-
lativo alle condizioni ai limiti date

koy + by’ =0"per e =a, hyy+hy =0 per 2=9,

che sia una funzione intera di z, e rispetto ad x sia regolare in tutto lin-
tervallo da @ a b (¢ e b incl) fino alle derivate seconde, e cid quand’anche,
in questo intervallo, @, ncn sia sempre diverso da zero; e in particolare si
avra sempre X —0 fra ¢ e & quando fra @ e & (gli estremi inclusi) @, sia
sempre diverso da zero, e 1l determinante (56), cjoe

(ko w; + ki ZU/i)a (ko w2 + ]li 3012>b I (ko 102 + ]fh u),zl\b (ko W, ‘l“ h‘ wri\a, (67)

cui ora si riduce la matrice (31) corrispondente alle condizioni date ai limiti,
non sia identicamente zero, e 1 suoi infinitesimi a distanza finita, quando vi
siano, siano tutti del prim’ordine, e per ciascuno di essi «. sia soddisfatta la
condizione (55) che ora si riduce all’alira

b
O Xyda =0, (68)

[+

r

Yy

o oa

essendo al solito @c:aie” ﬂ , e essendo ¥ quell'integrale della equazione
0 .

omogenea corrispondente E (y, o) = 0 relativa al valore «. di #, che sod-
disfa alla condizione data al limite b; o, il che & lo stesso, essendo y Dinte-
grale normale della stessa equazione omogenea F (y, a;)=0; e ¢id quando
non si abblano per X altro che le solite condizioni d’integrabilitd indicate
sopra, il che estende assai il teorema di Kneser-Stekrorr anche per le equa-
zioni del second’ordine. _

In questo caso poi, di a, sempre diverso da zero fra @ e b (a e b incl.),
il teorema continua a sussistere anche quando 1l determinante (67) sia iden-
ticamente nullo, purche allora la condizione (68) si verifichi per qualunque
valore di .

I avendo riguardo pilt specialmente alla condizione 2.* dell’enunciato
del teorema del § 40, e alla circostanza che nel caso della equazione del
second’ordine la espressione (65) si riduce a [a, (Sp §'q — 8¢ 8'p)]5, si pud anche
dire che se a, sara zero in ambedue gli estremi a e b, basterd che in qualche
modo sia assicurata la esistenza di un integrale della equazione completa data
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che come funzione di # sia regolare da @ a & (gli estr. incl.) fino alle derivate
seconde, e sia funzione intera di 2, per potere affermare che si avra sempre
X =0, e cid senza bisogno di avere condizioni ai limiti @ e b; e se a, sara
zero soltanto in un estremo, p. es. in «, la condizione al limite basterd averla
per l'altro estremo b, e I'integrale indicato dovra esistere con questa condi-
zione al limite.

44. Quanto poi alle equazioni di ordine superiore al secondo, quando
gid siano date sotto quella forma che, almeno per un valore particolare y
di 2, si riproduce nella equazione aggiunta, o quando si possano ridurre a
una tale forma moltiplicandole per una funzione conveniente, come si disse
al § 42, bisognera sempre trovare i casi nei quali il primo membro della
espressione (64) o la corrispondente (65) siano zero in conseguenza delle
equazioni ai limiti @ e & che sarann® state date per gli integrali normali, e
dei valori pure per x =a ¢ x =254 dei primi n coefficienti a,, @,, @sy..., An-4
della equazione data e delle loro derivate.

Le quantitd cosl da studiarsi sono sempre le differenze di due espressioni
perfettamente simili, I'una relativa al punto b, e P'altra relativa al pnnto a,
e se circostanze speciali non daranno subito il valore di una di esse (*), o
se, come ordinariamente avverrd, non si avranno legami speciali fra quello
che accade per x ==a e quello che accade per x =10, converrd studiarle se-
paratamente, cercando i casi nei quali ciascuna di esse & zero di per s&; e
le ricerche che faremo per 'una di esse, p. es. per quella relativa al punto b,
serviranno naturalmente anche per l’altra mutando soltanto 4 in ¢, e mu-
tando 1 coeflicienti delle condizioni ai limiti; e queste considerazioni varranno
anche se saremo nei casi nei quali a, sia zero a uno o a tutti e due gli
estremi @ e b, pure mantenendosi senza singolaritd i nostri integrali.

Tali ricerche si fanno ognor piu laboriose al crescere dell’ordine della
equazione; perd in sostanza non presentano serie difficoltd; e qui, per dare
un cenno del metodo da seguirsi, tratteremo il caso delle equazioni del terzo
e del quarto ordine.

(*) Cosi ad es. se per qualche circostanza si sapesse che Iintegrale normale (59) del
quale si ammette Vesistenza é quello che si ottiene dalle solite nostre formole generali
del § 9 per valori indipendenti da z delle ¢,, ¢,,..., cu, allora per quanto si disse al
§ 14, tutte le sp per p >0 sarebbero zero per x = @ insieme alle loro prime n — 1 de-
rivate, e quindi le differenze da studiarsi (63) si ridurrebbero al solo termine relativo al
punto &,
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Incominciando da quelle del terz’ordine, osserveremo per prima cosa che
bisognera limitarsi a quelle che sono gia della forma

ay’ +5doy +ay +lgzt+y=2X%, (69)

o che vi si possono ridurre moltiplicandole per un fattore conveniente come
si disse al § 423 e bisognera inoltre che esista un valore speciale y di 2 pel

. . 1, 1 ., . \ .o

quale si abbia gy -+ l:—E @y— 0 ‘s, il che avverra quando le funzioni
. . . 2 a'z — a'”o — 41 . N

@, @, g € I siano tali che il rapporto iy sia costante; e cid

per potere essere nel caso delle equazioni che si riproducono nella loro ag-
giunta quando @=—=1y; ma questo, come si vede, lascia ancora molta arbi-
trarietd nella equazione da considerarsi.

Calcolato ora il primo membro della (64), e postolo sotto la seconda
forma (65), si vede che esso sard la differenza dei valori per x=0be v —=a
della espressione

’ ' ]. ’ ’ ’ ]. 7 ' ’
Ay (8p8 g+ 8¢5 p)+—2—ao(spsq+ S¢8'p) I (ag —5a ’o)spsq——aospsq; (70)

e questa differenza dovrd essere zero in conseguenza delle condizioni date
per l'integrale ai limiti @ e b, e dei valori, pure per x=—=a e x =10, dei
coeflicienti a, e a, della equazione e della derivata di a,.

Le condizioni a ciascuno dei limiti a e b per gli integrali della (69)
potranno essere una o due, e complessivamente non piu di tre; e cos), rife-
rendoci p. es. a quelle relative al limite b, dovremo considerare i casi nei
quali per questo limite le condizioni sono una o due, e sempre ciascuna della
forma hyy + b,y + hyy” =0 per z=10.

Supposto dapprima che di queste se ne abbia una sola, e che in essa 7,
non sia zero, potremo sempre scriverla per semplicita sotto Taltra forma
y="hyy -+ hyy” (supponendo cio¢ h,=-—1), per modo che avremo
Sp="h,8p+ hss"p e sg="hy5'q 4 hys"y sempre per x=10>, ¢ con h, e I,
costanti che potranno anche essere zero.

In questo caso dunque la espressione (70) si ridurrda all’altra

1 ’ ( 1 1 ’ 7 ’ 17
iaok, + 2~a0712 —{—(ag—?a o)kihg%(sps ¢+ 8¢8p) +

y Y o 1y ’ } 1 ' 2
+%2(’0k2+(02—%a o)hggsps q ~{—%ao7t,~}—(az—§ﬂ o)lh——ao SpSq;
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e quindi, perché sia zero per x=—=~5 quando restano indeterminate le s,
s'py 8'q € 8”¢, bisognerd che si abbiano le equazioni

ag by, + % @ ohy + (a.; — % a”o) b, =0, 2a,h,+ (ag — % a"o) bt =0,

' | .
aoki+(a2—§a’o)h;—ao:0,
nelle quali deve intendersi che i valori dei coefficienti a, e a, e delle deri-
vate di @, sono quelli che essi hanno per x =b.

Ora la seconda di queste equazioni porta che non possano aversi altro
2 42}

che 1 due casi di hy,=—=0, 0 J,—— » il secondo dei quali esclude

r
(2 — — @ o
2 b
. 1 . . -
che per x=1> sia az—ga’(,:() quando non sia anche #,—=0; e con

questa esclusione si vede che le altre due equazioni portano di necessitd che
’
ao
debba essere sempre a,=0 per x =b, ¢ h, =0, 0 h,—=— — |’ ¢
a— —a’
2" My

. . 1, .
quindi sempre h, ==0; mentre quando sia a, — 50 'e==0 per x =1, si vede

che dovra essere ¢, =0 per x =05, e I, =h, =0 se ¢, per  =1> non sara
zero, e potranno essere k, e h, qualsiansi se a, e a’, saranno ambedue zero
per r =b; quindi, quando non i ha che una condizione al limite b pei no-
stri integrali normali nella quale il coefficiente 7, di y debba essere diverso
da zero, questa non pud essere che una delle tre seguenti

y =0, (a2~%a"0)y+a'oy’:0, o y=hvy + Ly,

.. 1, . , . .
nelle quali in azuia’o e in a, s'intende che z debba avere il valore ), e

nel supposto che nei primi due casi a, sia zero per x ==1, e nel secondo a’,,

’

1, . . , 1
e ag——ga’o non siano zero, e nel terzo siano zero a,, ', € ty—— 5 @'

sempre per  — b, restando allora 7, e /1, qualsiansi; e ¢id quando in qualche
modo si sappia che l'essere a,==0 per ¥ =10 non portera singolaritd nell’in-
tegrale normale da considerare,

In modo simile si trattano i casi nei quali, essendovi ancora una sola
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condizione hyy + hyy + h, y” =0 al limite b, le &, e h, possono essere zero
senza che lo sia A, o le h, e h, possono essere zero senza che lo sia 7,.
E se invece di una sola condizione al limite &, se ne avranno due

by 4+ by + 1oy =0, hoy +hy + by’ =0, (71)
e in queste per es. il determinante %, %',—h, k', non sard zero, per modo
che a queste condizioni possano sostituirsi le altre y=1h,, 4", ¥ =l vy,
allora la (70) si trasforma nell’altra

. 1, P
2y hyy 4 'y Tin s -+ (a2 —+a ) B2, — a, b2, zs 08’y

la quale mostra che in questo caso fra i valori di 2 e & e quelli dei coef-
ficienti a, e a, e delle derivate di «, per x=2» deve sussistere la relazione

2aghyy + a'g hog oy 4 (az ; a 0) I a, ki, =0. (72)

Una relazione simile si trovercbbe quando nella matrice dei coefficienti
delle due condizioni ai limiti (71) il determinante diverso da zero, invece del
primo ko k', —h,k,, dovesse essere uno degli altri due % k'y — kb,
hik's—hy B’y e ora basta combinare questi risultati con quelli simili pel li-
mite @, per avere tutti i casi possibili per I'applicabilitd del teorema alle
equazioni del terz'ordine quando le s, per  —=a e 2 =—0> restano assoluta-
mente indeterminate.

Cosl ad es. quando si debbano avere due condizioni y=1l,, 4", ' =hs, y
per x =10, euna y =k, oy + k.o y” per x =a, si vede che dovremo avere la

. , 1 .
relazione 2 a,hyo + a@'o ey hay + (az — g ’0) W2, —a k2, =0 per x=b, e

uno dei tre casi seguenti per x =a
1. y=0, a,=0;

2.0 (ao—la )y—kaoy—o a,=0, con a’oeag——é—a"o diversi

da zero;

. . < , 1 .

3 y=kioy + kpy’', a,=0, a,=0, e a’'s=0;
e queste condizioni si invertiranno quando si debbano invece avere due con-
dizioni al limiti per # =a e una per z =A.

45. Infine trattandosi delle equazioni del quart’ordine, osservercmo
prima che per queste bisognera limitarsi a quelle che sono gia della forma

Gy 2y ay o (@e—a )y S lge+ Dy=X, (13)
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o che vi si possono ridurre moltiplicandole per un fattore conveniente, come
si disse al § 42, il che del resto lascia ancora molta arbitrarietd nelle equa-
zioni da considerarsi.

Calcolando ora il primo membro della (64), e ponendolo sotto la prima
forma (65) si trova che esso sard la differenza dei valori per z==0 ¢ z=—a
della espressione

1y

A (S8 'p—38p8"g) + @'y (8 8"p—8ps'q) + )

+ (a5 — ") (Sg8p—SpSg) —a, (8'gs'p—8ps"g); )
e noi dovremo trovare i casi nei quali questa espressione sara zero per x —=a,
e £ =2> in conseguenza delle condizioni date ai limiti @ e b per gli inte-
grali normali, e dei valori per x —a, e x =1 dei coefficienti della equazione
e delle loro derivate.
Le condizioni ai limiti a e b nel caso attuale potranno essere una, due
o tre per ciascun limite, e complessivamente non pilt di quattro, e noi stu-
dieremo ora i tre casi che possono aversi pel limite » pel quale le varie con-
dizioni saranno sempre della forma

hoy + by 4+ hey' 4 hyy”' —=0.

Supposto dapprima che ve ne sia una sola, e che ad es. A, sia diverso da zero,
potremo per semplicitd intenderla ridotta alla forma y = A, y" + ko y" 4+ Ay y"",
con che allora avremo s,="7,8"y + hs8"p+ hssp, sq=h,8q+ h.58"¢g + h38" 4
sempre per x=~0, e 'espressione precedente (74) ri ridurrd all’altra

(@ hi—(as—a"o) ha | (88" 'p—5p8"¢) (o ha— ' 15) (s"¢8""p—8"58""¢) +
+{aohi—(as—a" ) hy—a,| (8¢S p—8'ps"q),

che dard luogo alle tre equazioni

(74)

agh,—(@y—a"')hs=0, ah,—a' h;==0, a' h,—(@as—a")h,—a,—0,

nelle quali si deve intendere che nei coefficienti @, e a, e nelle derivate di a,
sia fatto x —1">; e ora studiando queste equazioni si vede subito che esse por-
tano per prima cosa che debba essere ¢, =0 per x =10; e sotto questa con-
dizione, quando possa essere soddisfatta senza che ne vengono singolarita nel-
I'integrale normale da considerarsi, i soli casi possibili per la condizione ai
limiti y =h,y' + hoy” + hyy'’ per x —=2> vengono ad essere i tre seguenti
a2 —a’ :
1.° by =|=—"—") hy, con h;=0 e h, qualunque, e a’, diverso da
ao b !
zero per x — b,
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2.° hy qualunque e h;="h; =0, con a',==0 per z =1,
3.° hyy hy, e hy qualunque con a',=0 e a,—a"’y=0 per x=1.
In modo simile si studierebbero i casi nei quali, essendovi ancora una
sola condizione limite A,y + ki y" + hyy” + ks y” =0 per x =10, si sapesse
solo che h,, o hs, o h; rispettivamente hanno un valore diverso da zero.
Nel caso poi che invece di una sola condizione ai limiti per =15 se
ne abbiano due

hoy + iy + by’ + by =0, Koy + Wiy + hoy” + hsy” =0, (75)
e si sappia ad es. che il determinante hy %', — h, &', non & zero, per modo da
potere scrivere per semplicitd le due condizioni sotto la forma

Y=luoy" + haoy”s Yy =l y" + oy’
allora la (74) si ridurrd all’altra

Vato (fog + hsy) — a'g hsg 4 (@e—a”o) (hog hsy — hoy hsg) | (87g 8" p — 8"p 8" ¢),

la quale, per potere essere zero per # =15 indipendentemente dai valori delle
derivate seconde e terze di s, e s,, richiederd che fra i coefficienti hy,, ks,
hoys e hsy delle condizioni ai limiti, e i valori dei coefficienti a, e a, e delle
derivate di a, per x =0 sussista la relazione

Ao (hog 4 hs ) — @'g by + (g —a”y) (hog sy — hyy 150) =0
e in modo simile si studierebbe il caso in cui si sapesse che dei varii deter-
minanti cui da luogo la matrice dei coeflicienti delle condizioni (75) quello
certamente diverso da zero non & il primo %, A', —h, &'y, ma uno degli altri
cinque.
Infine se le condizioni ai limiti saranno le tre
hoy + 1y 4+ hoy” + hsy” =0, Woy+H.y +1,y" +k,y"" =0, ) 76)
hoy+0"y +0"y" + "y =0, )
he hy  hy
supposto ad es. che il determinante | %', A, &', | sia diverso da zero,
Ky by b,
per modo che le condizioni stesse si possano ridurre alla forma y=1/h,y
y="nhzy’, y ="n'sy"”, si vede subito che la (75) viene soddisfatta sen-
z'altro, e cosl in questo caso non si hanno condizioni n¢ fra i coefficient
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delle condizioni al limite b, nd fra i valori dei coefficienti della equazione e
delle loro derivate per # =10. E lo stesso avverrebbe quando nella matrice
dei coefficienti delle condizioni al limite (76) fosse un altro il determinante
di terz’ordine diverso da zero.

Condizioni simili si avrebbero per x =—a, ¢ cosl ad es. nel caso che si
debbano avere per x=a le due condizioni

Yy=rkioy +kaoy 'y Y =hery' + keny”,
e per x=-0 le due
Yy=heoy A luoy”y Y —=lepy’ 4 hauy

bastera che fra i varii coefficienti di queste condizioni e i valori dei coeffi-
cienti a, e a, della equazione data e delle loro derivate si abbiano le due
relazioni

Qo (/1'2,0 + k:s,!) — 'y kyo A (ay —a’y) (kzo /~'3,1 — k?,l ka,o) =0 per r—aq,

Ao (N = lay) — €'y liay + (@ —a’5) (hog sy — Iy ) =0 per z=Hh.

46. Ammesso dunque che essendo a, sempre diverso da zero da a e b
(¢ e b inel) ci si possa assicurare che sono soddisfatte le condizioni dei
§§ 34 o 35 o del § 37 tanto rispetto agli infinitesimi dei determinanti A o P
quando, essendo nei casi dei §§ 34 o 35, non sono identicamente nulli qua-
lunque sia 2, quanto rispetto alle corrispondenti condizioni (55) o (68)3 o
ammesso pil generalmente, e allora anche pel caso che fra @ ¢ b (¢ e & incl.)
a, non sia sempre diverso da zero, che ci si possa in qualche modo assicurare
che esiste un integrale normale della equazione data che & funzione intera
di 2, e che nello stesso intervallo da @ a & (gli estr. incl.) & regolare fino
alle derivate terze o quarte, allora i risultati ottenuti nei due ultimi paragrafi
mostrano intanto che almeno per le equazioni del terzo e quart’ordine vi sono
sempre molti easi nei quali il teorema del § 40 & applicabile; e vengono
determinati questi casi.

La ricerca di casi simili per le equazioni di ordine anche pih alto pud
farsi al modo stesso, ma i calcoli diventano sempre pilt laboriosi.

& notevole perd che nel caso delle equazioni di ordine pari ma qua-
lunque n, per le quali il primo membro della (64) viene ad avere la prima
delle forme (65), se il numero delle condizioni per uno dei limiti p. es. b
sara il numero massimo » — 1, per modo cioé da poterle trasformare in n — |
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alire che determinano i valori di n—1 delle y, ¢/, y”,... y»-* per x=1>
per la rimanente di esso y(®, con formole della forma y® = h;, y@®, allora
il termine della espressione stessa (65) corrispondente al limite &, in seguito
a queste condizioni applicate alle s, e sy verra identicamente nullo, e quindi
in questo caso pel limite 4 non si avrd nessuna condizione ng fra i coeffi-
cienti delle equazioni ai limiti né fra 1 valori per x == dei primi n coeffi-
cienti della equazione data e delle loro derivate, e rimarranno solo le con-
dizioni per x =a che saranno conseguenza dell’unica condizione al limite
stesso @ che si avrd in questo caso, e che potranno trovarsi in modo ana-
logo a quello tenuto pel caso delle equazioni di 3.° e 4.° ordine.

E nel caso delle equazioni d’ordine dispari # quando il numero delle
condizioni al limite b sia ancora il numero massimo n—1 come nel caso
precedente, per modo che n—1 dei valori delle y, ¥/, y”,... y®-2 si espri-
mano per la rimanente, e cosi pure nel caso delle equazioni di ordine pari n
quando il numero delle condizioni al limite & sia % — 2, per modo da potere
esprimere n— 2 dei valori delle y, 4/, y”,... y(*-) per x =120 per quelli delle due
rimanenti y@ e y() per mezzo di equazioni della forma y) = h,, y© + by,
con h,, e h,. costanti, allora in seguito a queste condizioni applicate alle
Sp € 8¢ si troverd che onde la parte relativa al limite 4 nel primo membro
della (64) o nella espressione (65) corrispondente, siano nulli bastera che sia
soddisfatta una sola condizione (che si troverad facilmente) fra i coefficienti
delle condizioni limiti per w==0, e i valori pure per x ==> dei primi n coef-
cienti della equazione data e delle loro derivate, e si avranno poi soltanto le
condizioni che saranno conseguenza di quella o di quelle condizioni al limite
stesso @ che dovranno esservi in questi casi, e che potranno ancora trovarsi
coi processi precedenti, supposto sempre sl in questo caso che nel precedente
che, ove dovesse essere zero a, a uno o a tutte e due gli estremi a e b, gli
integrali da considerarsi non cessino per questa circostanza di essere regolari
fino alle derivate ne.

Pisa, agosto 1003,
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Teoria delle trasformazioni
delle superficie applicabili sui paraboloidi.

(Di Luiat Biaxcul, o Pisa.)

PREFAZIONE.

Oo]la presente Memoria riprendo e conduco a termine gli studi: Sulla
deformazione de: paraboloidi, da me pubblicati due anni or sono in questi
medesimi Annale (Tomo IX della Serie 3.7, 1903). Il risultato principale al-
lora ottenuto consisteva in un metodo che permetteva di trovare con sole
quadrature gli elementi intrinseci di quante si volevano superficie applicabili
sui paraboloidi. Fino da allora aggiungevo perd che tale risultato era da con-
siderarsi solo come un primo passo nella teoria di queste classi di superficie
applicabili, rimanendo ancora insoluta la questione del passaggio dalle equa-
zions intrinseche delle deformate dei paraboloidi alle loro forme effettive nello
spazio, e principalmente poi quella di trovare l'interpretazione geometrica del
metodo di trasformazione, la quale avrebbe forse permesso di costruire per
le deformate dei paraboloidi una teoria perfettamente analoga a quella delle
trasformazioni delle superficie pseudosferiche. Col presente Javoro viene in ef-
fetto raggiunto il perfezionamento della teoria nel senso ora indicato.

Gli studi che passo ad esporre sono cosi strettamente collegati colle mie
ultime ricerche sulle deformate delle quadriche rotonde (¥*), che converra prima
brevemente parlare del principale risultato conseguito in questa Memoria.
Quivi sono stato condotto a riconoscere come elemento geometrico per le tra-
sformazioni delle superficie applicabili sulle quadriche rotonde: certe partico-
lari congruenze rettilinee W (generalizzazione delle congruenze pseudosferiche)

~(*) Teoria delle trasformazioni delle superficie applicabili sulle quadriche rotonde, Me-
morie della Societd Italiana delle Scienze (detta dei XL), Tomo XIV, Serie 3.2 (1903).

Annali di Matematica, Serie III, tomo XIL 35
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264 Bianchi: Teoria delle trasformazioni

le cui due falde focali sono applicabili Uuna sull’alira e sopra una medesima
quadrica rofonda. Con questo nuovo elemento geometrico tutta la teoria delle
deformate declle quadriche rotonde viene ad assumere 1'aspetto stesso, e rag-
giunge il medesimo grado di sviluppo, come quella delle superficie a curva-
tura costante, positiva o negativa. Ne risulta una divisione delle quadriche
(rotonde) in due specie: le deformate delle quadriche di prima specie si com-
portano come le superficie a curvatura costante positiva (deformate della sfera
reale), quelle delle quadriche di seconda specie si comporiano invece come
le superficie a curvatura costante negativa (deformate della sfera immagi-
naria). Nel corso delle indicate ricerche varii altri risultati complementari mi
avevano gia condotto a ritenere come probabile che le medesime circostanze
geometriche dovessero presentarsi e serbare il loro significato fondamentale
nello studio delle deformate delle quadriche generali. Nella presente Memoria
intanto si troverd la conferma completa di queste previsioni per le deformate
dei paraboloidi generali, ellittico ed iperbolico; ed anzi si vedra che in questo
caso delle quadriche prive di centro tutto si comporta come nel caso pilt sem-
plice delle superficie pseudosferiche, dopo di che non vi ha maggiore diffi-
coltd per costruire quante si vogliano deformate dei paraboloidi che per le
deformate della pseudosfera.

Affatto analogamente come per la deformazione delle quadriche rotonde
(m. e¢.), fonderemo qui tutta la nostra teoria delle trasformazioni per le sn-
perficie applicabili sui paraboloidi sulla proposizione principale seguente, che
diremo il:

Teorema A). Ogni superficie S applicabile sopra il paraboloide generale,
ellittico od iperbolico, appartiene come prima falda focale ad una doppia in-
finita di congruenze rettilinee W (*), la cui seconda falda focale S, é appli-
cabile sul medesimo paraboloide.

Il passaggio dalla deformata S del paraboloide alla nuova S,, che in-
sieme con S forma le due falde di una congruenza W, costituisce una delle
oo® trasformazion: della superficie S.

Precisamente poi come per le trasformazioni di Backuuxp delle superficie
pseudosferiche, le operazioni analitiche da compiersi per trovare le oo® tra-
sformate S, di una data deformata S del paraboloide consistono in quadra-
ture e nell'integrazione di un’equazione differenziale del 1.° ordine del tipo

(*) Ricordiamo che col nome di congruenze TV si indicano quelle sulle cui falde fo-
cali si corrispondono le linee assintotiche, o, cio che € lo stesso, i sistemi coniugati.
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di Ricearr. Nei coefficienti di questa equazione di Riccatr entra gid una prima
costante arbitraria che indicheremo con o, e la trasformazione stessa si indi-
chera col simbolo B,; questa B, contiene inoltre una seconda costante arbi-
traria (che non importa porre in evidenza) proveniente dalla integrazione.

Una trasformazione B,, a costante fissa o, fa nascere da una deformata S
di un paraboloide una semplice infinita di tali deformate S,. Ad ogni punto
M di S corrisponde per ciascuna S, un punto M,, situato nel piano tangente
in M alla S. Quale & il luogo di questi oot punti M,? Troviamo che esso &
sempre una conica a centro, variabile bensi col variare del punto M di con-
tatto, ma la cui forma e giacitura nel piano tangente di S non cangiano
quando la superficie S si deforma seco trascinando 1 suoi piani tangenti. Tale
risultaty & da vavvicinarsi all’analogo per le trasformazioni di Bicknuxp delle
superficie pseudosferiche, ove il luogo corrispondente & un circolo (di raggio
invariabile) col centro nel punto di contatto del piano tangente.

L’analogia colle trasformazioni di Bickrunp delle superficie pseudosferiche
si spinge pol apcora pill in la, sussistendo anche qui il feorema di permuta-
bilita, la seconda proposizione fondamentale della teoria, che diciamo il:

Teorema B). Se da una superficie S applicabile sul paraboloide generale
si ottengono due nuove superficie S,, S, applicabili sul paraboloide stesso me-
diante due trasformazioni B, , Bs, a costanti o,, a, differenti, esiste una
quarta superficie S' della medesima specie, pienamente determinata e costrui-
bile in termini finiti, che ¢ legata alla suu volta alle medesime S,, S. da
due trasformazions B's, B's colle costanti a,, o, invertite.

Da questo teorema si traggono ora le medesime conclusioni come nella
teoria delle trasformazioni delle superficie pseudosferiche, fra le altre questa
principale che: nell'applicazione successiva ed illimitata del metodo di tra-
sformazione basta aver integrata la prima equazione di Riccarr pel pas-
saggio dalle S alle oc2 superficie contigue, perché il processo di trasforma-
zione possa applicarsi indefinitamente alle nuove superficie ottenute, con soli
caleoli di derivazione. Un esempio effettivo in cui le circostanze qui da ul-
timo accennate si presentano si ha nelle deformate di traslazione dei para-
boloidi (efr. § 29).

Colle nostre due proposizioni fondamentali 4) e B) la teoria delle su-
perficie applicabili sui paraboloidi & portata, come si voleva, allo stesso punto
della teoria delle superficie pseudosferiche. B ora necessario che aggiungiamo
alcune osservazioni complementari allo scopo di precisare [’estensione delle
classi di superficie a cui si riferiscono 1 nostri teoremi, in particolare il teo-
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rema A) (*). Nell’enunciato di questo teorema la denominazione di superficie
applicabili & intesa nel suo senso generale analitico, dicendosi applicabili (o
meglio secondo Voss ¢sometriche (*¥)) due superficie quando le due forme dif-
ferenziali che ne rappresentano i quadrati degli elementi lineari sono equiva-
lenti, cioé trasformabili I'una nell'altra per mezzo di formole di trasforma-
zione reali od immaginarie. Ora perd se, restando nel campo reale, si con-
frontano fra loro due superficie reali S, S, che soddisfino alle dette condi-
zioni di applicabilita, pud darsi che alla regione reale considerata di S cor-
risponda una regione reale di S,, ovvero una regione immaginaria. Nel primo
caso Papplicabilita si dird dentro ai limiti o pit brevemente propria; nel
secondo caso diremo invece che la S & applicabile sulla S, fuori dei limiti,
ovvero impropriamente (**¥).

Venendo ora al caso nostro speciale dei paraboloidi le cui equazioni
seriveremo sotto la formola normale

x? A : "
— 4 = =22 (paraboloide ellittico),
P q
ax? 2y? . . .
T —q— =— 22 (paraboloide iperbolico),
ove p, ¢ indicano i parametri (positivi) delle due parabole principali, noi in-
trodurremo come coordinate curviline «, & le due

a:i; 3:1
\p \q
ed avremo cosl per 1 loro rispettivi d s®:
ds*=(*+p)da* +2afdadfs+ (B2+q)dB... (@)
dst =(a*+p)de*—2a’dadB+ (B +q)dE. .. (b)

Una superficie reale S definita dalle equazioni
x =a (s By y=yle B), z=2(a f)

(¥) Cf. le osservacioni analoghe per le quadriche rotonde nella prefazione alla Me-
moria citata.

(**) Questa seconda denominazione sarebbe veramente preferibile; ma luso ormai
invalso rende difficile 'abbandonare I'altra meno propria di applicabili,

(*#*¥) L’opportuna distinzione dell’applicabilita dentro o fuori dei limiti (propria od
impropria) fu introdotta la prima volta da PETErsoN, particolarmente nella Memoria: Sur
la déformation des surfaces du second ordre. Traduit du russe par M. E. Davaux, An-
nales de la Facullé de Toulouse, 2.2me Série, Tome VII, :
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che, in un campo reale per le variabili «, 3, abbia I’elemento lineare (a)
o (b), sard applicabile propriamente sul paraboloide ellittico o cul paraboloide
iperbolico rispettivamente.
Ma se nella (a) cangiamo a, £ rispettivamente in 5\-—1, «, abbiamo
il nuovo
dst=(o'+q)da’*—2afdadf + (5 —p)d G, (@)

equivalente nel senso generale analitico al primitivo (a\. La (a,) & una forma
definita positiva nel campo reale per a, 5 limitato dalla disuguaglianza

g2 —pat—pqg>0,

e possiamo quindi considerare una classe di superficie reali d’elemento li-
neare (a,) che dovremo dire applicabili impropriamente sul paraboloide el-
littico.

Similmente se nel ds* del paraboloide iperbolico, dato dalla ()), can-
giamo p. e. 8 in BJ— I, avremo il ds* equivalente

dst=(*+p)de*+2aidadB -5 q)df, (0:)

e le superficie reali con questo elemento lineare dovranmo dirsi applicabili
impropriamente sul paraboloide iperbolico. '

Cid posto, precisiamo ulteriormente la proposizione fondamentale .4) per
le deformate dei paraboloidi aggiungendovi il complemento seguente :

1l teorema A) vale indistintamente per tutle le quatiro classi (a), (b),
(ay), (b)) di superficie applicabili propriamente od impropriamente sui para-
boloidi ; ma nel caso del paraboloide iperbolico le due falde focali S, S, delle
relative congruenze W sono applicabili propriamente Uuna sull'altra, cioe ap-
partengono tutle due insieme alla clusse (b) o tulte due alla (b)), laddove
nel caso del paraboloide ellittico Uapplicabilitey, dell’ una fulda sull’altra ¢
sempre tmpropria, cioé Uuna appartiene alla classe (a), Ualtra ulla classe (a,).

Nel caso adunque del paraboloide ellittico una sola trasformazione B, fa
passare da una deformata propria (impropria) del paraboloide ad una impro-
pria (propria), sicch® occorre eseguire un numero pari di tali trasformazioni
successive se si vuole che la superficie finale sia applicabile propriamente sulla
iniziale *).

(¥) Circostanze analoghe si presentano per le (uadriche rotonde (¢f. m. ¢.). sccondo
che si tratta dell'iperboloide rigato o dell’ellissoide schiacciato,
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Riguardo poi al paraboloide ellittico & necessario ancora di avvertire che
il teorema A) non & applicabile al caso del paraboloide rotondo. Per questa
speciale forma del paraboloide spariscono le oo® congruenze W del teorema,
o meglio si riducono ad un’unica congruenza formata dalle tangenti alle de-
formate dei meridiani del paraboloide, onde la scconda falda focale S, di-
venta la complementare di S. B questo del resto 1'unico caso in cui le no-
stre congruenze W sono normali.

Per Vesposizione della teoria che c¢i occupa ho trovato opportuno di far
precedere allo studio delle deformate degli effettivi paraboloidi reali quello
delle superficie reali applicabili sopra un particolare paraboloide immaginario,
tangente al circolo assoluto, col ds® dato dalla forma

dst=do* 4 2adadfp+28d6 (*) (c)

Esse derivano immediatamente, per quadrature, dalle superficie pseudo-
sferiche secondo il nuovo metodo di WeinaarTEN per la ricerca delle super-
ficie applicabili. Anche per le deformate reali di questo paraboloide imma-
ginario valgono i teoremi A4) e B), e le formole relative alle corrispondenti
congruenze W si deducouo in questo caso con facilita dalle formole della tra-
sformazione di BickrLunp per le superficie pseudosferiche. I risultati cosi ot-
tenuti per le superficie d’elemento lineare (¢) ci indicheranno la via da se-
guirsi per arrivare alle formole, ben pil riposte, per le trasformazioni delle
superficie applicabili sui paraboloidi reali, formole che, una volta ottenute,
offrono del resto lo stesso grado di semplicitd e consentono senza grandi dif-
ficolta le relative verifiche.

Da ultimo si trovera considerata nel presente seritto una classe ulteriore
di superficie applicabili sopra quadriche a centro (immaginarie), tangenti al-
Passoluto che gia incontrai in altri miei studii come collegate alle superficie
pseudosferiche (**). Le dette superficie sono coniugate in deformazione alle
deformate della regione ideale del paraboloide iperbolico, cioé corrispondono
individualmente a queste deformate per sistemi coniugati e per linee geode-
tiche. Le proprietd geometriche che si presentano per le congruenze W re-
lative alle due classi di superficie coniugate in deformazione (§§ 23, 24) sono

(*) Questa forma del ds? fu rilevata anche da Perersox (m, c.) come appartenente
ai paraboloidi ad un parametro immaginario (Vedi § VI, formola 19) m. e,).

(**) Vedi la mia Memoria nel Tomo VI di questi .1anali (1901): Sulla deformazione
delle congruensze, ecc., od anche i §§ 307-308 delle Lezioni (Vol. 1I, pag. 236).
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interessanti per s¢ ed offrono molto probabilmente soltanto un primo esempio di

proprietd analoghe che dovranno presentarsi per le quadriche generali a centro
nelle ricerche successive.

§ 1.

LE SUPERFICIE D’ELEMENTO LINEARE (¢): d$*—da*+2adad B+ 2pdp

Se scriviamo il ds* dato dalla (¢) sotto la forma
ds*=da*+ (2ada-+23dB)dp,
vediamo subito che ponendo
riy=p x —ty=o®-+ £, 2=oa,

il punto di coordinate x, y, 2 deserive una superficie immaginaria con
questo d s

Abbiamo cosl la quadrica di equazione
(@ +iy)r + =2 —1y, (1)

che & appunto un paraboloide tangente al circolo immaginario all’infinito. Se-
condo 1 risultati esposti nella mia Memoria nel Tomo IX di questi Annali (¥),
la determinazione delle superficie reali S d’elemento lineare (c) si ottiene nel
modo seguente. Introduciamo i parametri u, v del sistema coniugato (v, v) a
cui corrisponde un sistema coniugato sul paraboloide immaginario (1), e sia @
una funzione di w, v che soddisfi all’equazione fondamentale delle superficie
psendosferiche :

— =—=sen 4 cos . (A4)

Indicando poi con o, &, 2, u quattro funzioni incognite di u, », si con-
sideri il sistema illimitatamente integrabile dato dalle equazioni simul-

{*) Nel seguito, dovendo sempre riferirei a questa Memoria, la citercmo con (M).
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tanee :
do 0B !
3—1_—7\sen0, a—a__lcose,
or 06 dv. 00
ﬂ_ﬂy—i—usen@—]—cose, a—u——%l, 5
ao‘——ycos@ aﬁ——psené
o Le0sh Gy esent,
ox 00 dp. 006 ,
P e ﬂ_——é-u?«—acosf—ksenﬁ. )

Questo sistema lineare possiede l'integrale quadratico
224 pt 4 o — 2 f=cost.,

e noi scegliamo 1 valori iniziali di «, 8, 2, » per modo che la costante del
secondo membro si annulli, che si abbia ciod:

2 02 ==2 8. (B¥)

Dopo cid alle cinque funzioni 6, «, 8, 7, p di v, v corrisponderd una
superficie d’elemento lineare (c), determinata intrinsecamente dalle sue due
forme quadratiche fondamentali:

Edw +2Fdudv+ Gdv, Adw+2A dudv-+A"dv (¥),
dove i sei coefficienti hanno 1 valori seguenti:
E={[sen*d —2asenfcosd -+ 28 cos®6] 1
F—=]—sentcosd -+ a(cos®f -—sen® ) 4 2 Bsen §cos’]-hp s (2)
G =[cos*5 | 2asenécosd 4 2 Bsen’d| p?

A , . u.
x A'=0, A" =— A

A:——o’ E—
V2 — V20— a2

(2%
Ricorriamo ora al metodo di WemearTEN (**) applicato alle superficie =
1 cui raggi prineipali di curvatura r,, », soddisfano all’equazione

aﬁcp' a?
9?717"2‘*‘917

-G

7%
(ri 7)) + 8_1)2:0’ (3)

O

9

(*) Nel corso della presente Memoria indicheremo con A, A’, A" | consueti coeffi-
cienti D, D', D".
(**¥) Acta Mathematica, Bd. 20, Cf. il § 201 delle mie Lezioni.
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dove ¢ (p, ¢) & una funzione fissa di p, g, avendo p, q il significato loro at-
tribuito da WemearTex (*¥). Da queste superficie 3 si deducono con quadra-

ture le superficie S d’elemento lineare

Tt =24 -2—2)2—{—2p(d-g—§\)(d'g~g)+(d-g~§)l (4
mediante le formole di WEriNeARTEN :
di:xd.%g+)\’d-%‘§
dy_:yd«?—g—}— Yd-g—g (5)
a7=20-35 4+ 7372,

dove z, y, z indicano le coordinate di un punto mobile sopra 2, X, ¥, 7 i
coseni di direzione della normale a 3, ed «, y, z le coordinate del punto
corrispondente sopra S.

Ora, se poniamo ?:% (p® 4 ¢2), le superficie X integrali della equa-
zione a derivate parziali (3) sono le superficie pseudosferiche: #, 9, —=—1, ¢
le superficie S derivate hanno I'elemento lineare

dst=2qdp*+2pdpdq+dg,

forma che coincide precisamente colla (¢), ove si ponga p=243, ¢ =a.

§ 2.
PARAGONE DEI DUE METODI E SIGNIFICATO GEOMETRICO DEL SISTEMA (B).

Andiamo ora a confrontare 1 due modi di determinazione delle super-

ficie S applicabili sul paraboloide immaginario (1), il primo per mezzo delle
loro equazioni intrinseche (2), (2*), il secondo per quadrature dalle (5) col

(*) p distanza algebrica dell’origine dal piano tangente a ¥, 2 ¢ quadrato della distanza
dell’origine dal punto di contatto.

Anaali di Matematica, Serie I, tomo XIL 36
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metodo di WeiNaarTEN. Per cid cominciamo dal ricordare (Lezions § 373) che
alla soluzione 4 (u, v) dell'equazione a derivate parziali (4) corrisponde una

determinata superficie pseudosferica =, che riferita alle linee di curvatura w, v
ha I'elemento lineare

ds®—cos*0dut+ sen*6d vt
ed 1 raggi principali di curvatura
ry=—1tg b, r,=coté;
dimostreremo che applicando a questa 3 le formole (5) di WEINGARTEN, si ot-

tiene appunto la superficie S definita dalle equazioni intrinseche (2), (2¢).
Per ¢id, mantenendo per la 3 tutte le consuete notazioni, ricordiamo che
valgono le formole fondamentali del citato § 373 delle Lezioni :

8:0 9Xxﬁ8_ﬁ

5—1‘:0086-X4, W—ang—senﬁ-X3,
0X: 09 0Xs
au._—a—in, 67__sene-Xl, , .
D 90X 90 0Xe 20 (
,(-)—v_senﬁ-Xg, W-—a—;}gz, —87_—~9—”X,+cos€-X3, g
a_X?:-—cose-Xg.
0w

1

Con queste formole & facile trovare il significato geometrico delle equa-
zioni del sistema completo (B). Poniamo a tale scopo

Wa:xXx+yY1+ZZ1
W,:xXg—l—ng—l—S?g
WgZxX3+yY3+ZZ3,

siecche W,, IV,, W, rappresentano le distanze algebriche dell'origine dalle tre
facce del triedro principale col vertice nel punto (x, y, z) della superficie
pseudosferica X. Se formiamo le derivate rapporto ad u, v di W,, W, W,,
osservando le (6), otteniamo subito le formole seguenti:

9W1__80 3Wz__.36 aWs—_
W—%Wz—sene.W3+cos§, = 'a—vW" W—Senﬁ-Wi
W, _ 90 oW, 99 oWs_
dv _i)_dW"’ 20 du 1+ cosé - W; - sené, Sy = cosé . W,.
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Queste si identificano colle formole del sistema (B) relative alle funzioni
%y ¢y «, ponendo

)‘::Wi; {/,:Wz’ a:—W3,
Se poniamo di pit

1 1 2 2 2
P:?(x2+y2+ze):?(Wx+Wz+W3)a

abbiamo

l_oJ

=cos6.W,, a—‘O:sene.WZ,
% 0v

<

e queste corrispondono nel sistema (B) alle equazioni per 5 fattovi f=1p. In
fine I’equazione in termini finiti (B*) combina precisamente coll’identita

Wi Wit Wi=2,,

e vediamo quindi che: Nel sistema differenziale (B), e nella equazione in
terming finiti (B*), le funzioni )y p, — «, B rappresentano ordinatamente le
distanze dell’origine dalle tre facce del triedro principale col vertice in un
punto (z, y, 2) della superficie pseudosferica =, ed il semiquadrato della di-
stanza dell’origine stessa dal vertice del triedro. Si osserverd anche che le oo®
soluzioni del sistema (B), (B*) per una data superficie pseudosferica 2 cor-
rispondono semplicemente a spostare l’origine.

C10 premesso, dimostreremo che le formole (5) di WEeiNearTEN, le quali
diventano nel caso nostro:

dr=2df—Xsda, dy=ydp—Y,da, de=2dB—Z,du

danno appunto, per quadrature, la superficie S colle equazioni intrinse-
che (2), (2%). Intanto abbiamo immediatamente di qui:

déti’—l—d\?’—l—dgz:daz—}—2mdadﬁ—|—26dﬁ2,

il che da per la prima forma quadratica fondamentale di S la verifica ri-
chiesta. Per ottenere anche le altre, osserviamo che dalle precedenti e dalle (B)
seguono le formole :

0x

oy — (@08 64 Xysend). 2, ?)—%:(xSﬂw;X? c08 ) - ) (M
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colle analoghe per y, z. E derivando nuovamente si ha:

atd 0 . 90

D u? —(xcosﬁ—i—Xssenf)ﬁ —(xsene——};scose)ﬂ.x_}_;{hz
3u30—(xcos6+Xasen§)—a” —(xsene—Xacose)a—o.x

0w 20

iz — (x cos § + X, sen 6)

0p
0 -‘u.+(xsena—chosa)ﬂ—ng.g.A

0o

Formando di qui i tre determinanti di 3.° ordine che definiscono i coef-
ficienti A, A’, A" della seconda forma fondamentale di S (Lezioni, Vol. I,
pag. 114), ove si tenga conto dell’identitd: & G—F*=—\2—a?. kp, che
segue dalle (2), facilmente si verifica che sussistono le formole (2%), c. d. d.

§ 3.

LA TRASFORMAZIONE DI BACKLUND PER LE SUPERFICIE D'ELEMENTO LINEARE (c).

Alla superficic pseudosferica 3 applichiamo ora una trasformazione B,
di Bickrusp che la cangi in una nuova superficie pseudosferica =, d’elemento
lineare
d s} —cos?f,du -+ sen?d, d v,

essendo 6, legata a 5 dalle relazioni (Lezioni, § 373):

cos f sen §, | sen ¢ sen 6 cos 0,

¢h 06
0w +5—L_

oS G
, ‘ (8)
06, 06 _  senfcosf f senccosfisenfs |
do T ouw oS G !

Indicando con w,, y,, 2:; XO, XU X gli elementi velativi alla X,,
abbiamo le formole (Lezioni, 1. ¢.):

€, =2 + cos s (cos 4, . X, - sen 6, . X)) 9)
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XW—=A4X,+BX,—cosasend.X, )
XD =CX, +DX,—cosacos§.X, (10)
X —=cosasend,. X, —cosacosb, . X,—senc.X;, ecec, )

dove i coefficienti 4, B, C, D rappresentano le espressioni seguenti formate
con 0, 0,:
A ==cos 9 cosf, —senassenfsenb,, \
B=cosfsenf, { senosenfcosb,, /

11
C=senbcosf, - senocoshsenb,, (11)

D=—=senfsenh, —-sens cos b cos h,.

Ora indichiamo con S, la superficie d’elemento lineare (¢) dedotta dalla £,
come prima la S dalla 3, ciod colle quadrature :

de,=uw,d pr+ X dwy), ece, (12)
dove abbiamo posto

1. ; } ]
pr=ry 22}, WI=Za,XP, WPH=3z XV, WP=3z X{

Dalle formole (9%, (10) noi deduciamo in primo luogo che le funzioni

o W e g

) 3
si esprimono linearmente per

w,, W

2

Wsy o
colle formole :

WY =AW, + BW, —cosasenf.W, + cosacos
Wt — CW,+ DW, 4 coso cosb.W, + cosq sen f

W -=cososenfh, TV, —cosccosh W, senc.W,

1
pi==cosacos, . W, + coszsen 5, . W, + p + , C0S* 3.

Di qui, rammentando le formole del § 2
=W p =Wy a==—1MN% f-=p,

deduciamo intanto 1l risultato seguente che imjorta fissare:
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Se le funzioni A, p, «, B di u, v soddisfano il sistema differenziale (B)
e Uequazione in termini finiti (B*), si otterra una quaderna corrispondente

)\1, My &gy ﬁi

che soddisfa alle medesime equazioni (B), (B,), sostituitavi al posto di 9 la
sua trasformata 6, di Backrnunp, mediante le formole di sostituzione lineare:

y=AXr+ By +cosasenf.a 4 cosocosb
wpi =0k Dp—cosacosh.a - cosasent /

a,=—coscsenf, .2 4 cosscosh,.u—senag.o (C)

R 1 .
Bi—=—cosacosf, ..+ cosasenfd, . v+ 54 o COSP0,

dove © coefficienti A, B, C, D hanno il significato loro attribuito nelle (11).

§ 4.
OONGRUENZE W GON FALDE FOCALI APPLICABILI SUL PARABOLOIDE IMMAGINARIO,

Prendiamo ora a considerare la superficie S, definita con quadrature dalle
formole corrispondenti alle (7):

ox
“—=(»,co80, - X senf,). 1,

du 3%1 = (z,senf,— X{Vcos )., . (T%)

0

Mentre le superficie pseudosferiche 2, Z, hanno nello spazio una posi-
zione relativa perfettamente determinata, come le due falde focali di una
congruenza pseudosferica, invece le due superficie S, S,, applicabili sul pa-
raboloide immaginario, sono definite ciascuna dalle rispettive equazioni (7), (7¥)

solo a meno di una traslazione. Cerchiamo se & possibile collocare S, S, in
tale posizione relativa nello spazio che le congiungenti i loro punti corri-

spondenti generino, alla loro volta, una congruenza colle falde focali S, &S, .
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Se questo & possibile, dovremo avere le formole

w:x—*—Z@&—f—m@v
0y
yl:y+lay+v -
- .0z 0z
z._z—kla—” ma

dove I, m siano convenienti funzioni di u, v. Servendoci delle formole sopra
sviluppate, facilmente si trova che /, m debbono avere i valori seguenti:

t Yy
——» M —=—=C08T - —>

{=cosq-
P B

e le formole domandate si scriveranno quindi:

- = M 0T 21 ox
Zy=x 4 cosa Ta—u+ ‘U’ Bv)’ ecc. , (13

ovvero anche, per le (7):
:Z:x{-cosv(xcosG—{-Xs sen 6). 2 +coso (z send — X, cos 6) . u,, ece. (13%)

Ed ora si vede che con questi valori di @,, y., 2, le (T*) sono in ef-
fetto soddisfatte; di piu si ha identicamente :

(rcos® -+ Xysens). 2 + (xsen— Xyc080) ., =
= (xycos B, 4- X{senh,). % 4 (z,sen b, — XV cos ;). » (*), ecc.

Segue di qui che le (13) possono anche scriversi sotto la forma

- A dm , p 0
=7, — oS5

- ecce.
M lu oy 90)’ !

e quindi, collocate le due superficie S, S. nella posizione relativa fissata

(¥) Nel modo pin semplice si verificano questa ¢ le due analoghe per y, z, molti-
plicando una prima volta ordinatamente per X;, ¥;, Z; e sommando, indi operando nello
stesso modo con X,, ¥,, Z, ed una terza volta con X3, Y3, Zz, cio che da tutte tre le

volte un’identita,
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dalle (13), la congiungente due punti corrispondenti
]WE({L‘, Y, z), ME(EH yﬂ ;i)

di S, S, tocea in M la superficie S ed in M, la S, come si voleva, Inoltre
la congruenza generata da queste congiungenti & una congruenza W, perche

le due seconde forme quadratiche fondamentali di S, S, sono proporzionali
fra loro ed alla differenza d u* — d 2

Supponiamo ora data la prima superficic S e saranno con cid fissate le
funzioni 9, «, B, %, u di u, v. Poiche nella trasformata 9, della & per una
trasformazione di BicrLunp B, entra, oltre o, una seconda costante arbitraria,

esisteranno oo superficie trasformate S,, ciascuna delle quali formera con S
le due falde focali di una congruenza W. Cosl per le superficie applicabili
sul paraboloide immaginario (1) & dimostrato il teorema A) della prefazione.
In simil modo, dal teorema di permutabilita per le trasformazioni di Backvusp,
si trarrebbe il teorema B) di permutabilith per le attuali trasformazioni.

con
&t

LE DEFORMATE DEL PARABOLOIDE ELLITTICO.

Per procedere ora alle ricerche analoghe per i paraboloidi reali occorre
in primo luogo che riprendiamo dalla Memoria al Tomo IX le formole che
servono a definire intrinsecamente le singole deformate dei paraboloidi. Co-
minciamo dal paraboloide ellittico e supponendo p <<q (coll’escludere per ora
il caso p = ¢ del paraboloide rotondo) sostituiamovi un paraboloide simile per
modo che sia soddisfatta la condizione

1.
p q

Distinguendo allora i due casi delle deformate proprie od improprie, ab-
biamo i risultati seguenti:

1.2 caso. Deformate proprie:

dst=(a2+p)da+ 2apdadB+ (£ + q)d (14)
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Essendo » (%, v) una soluzione dell’equazione a derivate parziali:

02w |, 0%e

pur T 52 = S€N @ COS 0, (I)

si consideri il sistema completo per le quattro funzioni incognite «, 8, A, u
di u, v dato dalle equazioni differenziali :

0o 0B .
a—u:——ksenw, g he0sm,
?—:—@H—%S%’o-i—cosﬁ)-g, @-:-—?—e),
0 ov p g du 0v 17
0% o 0F _sene, 0200 )
dv VOB ey G, TE A P S
op.  duw o g
a”——-ﬁk-{—cosw-p—{—senm-?,
coll'integrale quadratico
H
P2t ="= | cost. 15
¢ pg T 00t (15)
dove
H=pp +qo+ypyq. (15%)

Scelta una quaderna («, 8, 2, ¢) di soluzioni delle (II) per modo che
si annulli la costante del secondo membro della (15), cio2 si abbia:

por=t=t g By, (IT%)
ne resta definita intrinsecamente una deformata propria S del paraboloide el-
littico mediante le sue due forme quadratiche fondamentali
Edw +2Fdudv 4 Gduv, ‘Adu2—|—2A’dudv—+-- A" d v
i sei coefficienti avendo i valori seguenti:

E = [(a® 4 p)sen*w — 22 Bsen w cos w + (B + q) cos® w] . 72
F=[—(a®+ p)sen wcos w + o B (cos? @ — sen? w) +
+ (B + g)senwcos w] . A p
G =1[(a®+ p)cos* v + 2 & B 8en w cos w + (82 + q) sen® o] . p® /
Annali di Matematica, Serie 1lI, tomo XII. 37

(16)
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L]

A=t Py, N0 A x VEL, ) 17
TR ; i (%) (17)
2.2 caso. Deformate improprie :

dsf—_—(a?+q)da?—2a1ﬁidoudﬁi+(ﬁfﬂp)d5;-

Dalle formole al § 7 (M), caso ¢), scambiandovi (per effetto delle nuove
notazioni) p con ¢, deduciamo che ogni deformata impropria S, risulta de-
finita intrinsecamente da cinque funzioni 6, ay, 8., %, p, di u, v assogget-
tate alle condizioni seguenti. La 6 & una soluzione della equazione a deri-
vate parziali :

026 020

ﬁ+—a72:senhecoshe, (I111)

e le «, 21, A, yo danno una quaderna di soluzioni del sistema illimitata-
mente integrabile :

Bal__ 3@:__~
aw——licoshg, ﬁ*/.,senhﬁ,
Bh____a__e % By 81_89
vl 8Q’p1—cosh6~——{-senh9?, ’a;—a—v/q .
T senhd, 2P, ooshg 2N __08 -
go M A PR " 9e ouh
ay.l_ 86._ 221 Ei_
5o = senh9—9-+cosh6p,

quando siano scelti i loro valori iniziali in guisa che nell'integrale quadratico
H,
ALl :5—5 + cost,,
ove Hi—=¢q B —pa}-—pq, si annulli la costante, ciod si abbia:

2 2
%—%—)f—-pf:l. (IV*)

Allora la corrispondente deformata S, della regione ideale del parabo-

(*) Ool doppio sezny in queste formole si lasoia libera la scelta fra la superficie S
ed una seconda inversamente congruente alla S.
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loide ellittico viene definita dalle equazioni intrinseche:

E, = [(«? + q) cosh®6 — 2, 5, senh 6 cosh 6 + (5} — p) senh®6] . 2

F, = [(ai 4 ¢)senh 6 cosh § — «, B, (cosh? § + senh® 6) + / 18
+ (61— p)senh s.cosh 8] . hup | (18)
G.= [(«} + gq)senh® 6 — 2 o, #, senh 6 cosh § -+ (B} — p) cosh? 6] u}
Vrg : \Pg
Ai:i—:-k‘ 1y e ,/’:A‘:i —')\l 1 19
i A 0, A N n (19)

§ 6.

LE DEFORMATE PROPRIE DEL PARABOLOIDE IPERBOLICO.

Le deformate proprie S del paraboloide iperbolico col d s* dato dalla

formola
dst=(*+p)da?—2aBdadf+ (*+ q)d B, (20)

dove supporremo scelte le dimensioni del paraboloide per modo che si abbia:
1 | 1
— 4 = =1, 20*
> T3 (20%)

debbono distinguersi in due specie secondo che il sistema coniugato comune
(u, v) alla deformata S ed al paraboloide & costituito da due sistemi di linee
reali e distinte ovvero coniugate immaginarie; le prime diciamo deformate di
1. specie, le altre di 2.* specie. Propriamente dovremmo aggiungere una
classe di deformate di 3.* specie, quelle delle rigate nelle quali i due sistemi
di linee del sistema coniugato comune coincidono nelle generatrici della ri-
gata; ma noi qui trascureremo queste rigate applicabili sul paraboloide che
gia si conoscono tutte in termini finiti, sicehe il loro studio offrirebbe per il
problema d'integrazione un interesse ben secondario.

1.2 caso. Deformate di 1.* specie. Una tale deformata S & definita in-
trinsecamente (cf. (M) § 7 8)) da cinque funzioni 6, «, 5, 4, n di u, v delle
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quali la prima & una soluzione dell’equazione

826_826
0 v? o u

= senh 6 cosh 4, (V)

e le altre quattro danno una quaderna di soluzioni del sistema completo :

S—Z:). cosh 6, »27%::)‘ senh 6, \
gl:@‘u—cosheﬁ—senh&—ﬁ—’ Qﬁ—_—_a—ek
w v P q Jdu 0dv VI)
aa:psenh&, —B:Hcoshe, Q:aoy
oo oo ov oOu'’
dp. 06 B

. 2%
Tt P +senh9;+cosh9?:

quando di piu i valori iniziali di «, 3, A, p siano scelti in guisa che nel-
I'integrale quadratico

N H
pE—— A== cost.
Iy + )

ove
H=pF +qea+py, 21)
riesca nulla la costante, ciog si abbia
» . o2 pe
= —=1 VI*
pre— (VI

Abbiamo allora una corrispondente deformata propria S del paraboloide
iperbolico colle equazioni intrinseche :

E = [(«® + p) cosh® £ — 2 & 5 senh 6 cosh 6 - (8% + ) senh? 6] . 22
F — [(2* 4- p) senh 6 cosh 6 — « B (cosh?® 6 + senh §) +-

(22)

+ (8* 4- q) senh 6 cosh 6] .2 p.

G = [(® + p) senh® 6 — 2 « Bsenh 6 cosh 6 + (B* + ¢) cosh?6] . p2
A=+ \_(%97\#, AN=0, A =—A==7 \f_f’l_i_qu., (23)

2.2 caso. Deformate di 2.% specie. La determinazione di una tale de-
formata S, riferita ai parametri w, v delle sue linee assintotiche, dipende da
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cinque funzioni ¢, «, 8, #, ¢, di cui la prima & una soluzione della equa-
zione
0% 8

1
3@;31)_‘—5_0081]26:0 (VII)

e le altre quattro soddisfano al sistema completo :

% =1 cosh 4 -+ usenh 4, ?—Z:Z senh § — p cosh 6,
98 _ ) senh hg, 2F
7, — senh ¢ - pcosh 4, ﬂ)zkcosh ¢ — psenh 6,

g}::g—zp—coshﬁi —senhg 2,
P . 986 , (VD
o &
a—v————a—vp-—senh 6?? —cosh&—q—,
bu. 06 . g
Pl vl -+ senh 4 n -+ cosh&—q ,
B_u:_a_% cosh 8% —senho £,
0v ov P 9
essendo di pilt i loro valori (iniziali) vincolati dalla relazione
PRI T Y (VIII*)

p q

La deformata S & allora definita intrinsecamente dal suo d s* dato dalla
(20) ed espresso per u, v e dalla condizione che le linee », v siano le as-
sintotiche della superficie.

§ 7.
LE DEFORMATE IMPROPRIE DEL PARABOLOIDE IPERBOLICO.

Di queste deformate coll’elemento lineare
ds*=(*+p)da*+2afdadf+ (*—q df by)

non ¢ trattato esplicitamente nella Memoria del Tomo IX. Perd vediamo su-
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bito che questo caso rientra nel secondo del § 4 (M), avendosi qui

‘ 1 0
(o 0o —
e inoltre
H=ppF—qe*—pq, Adn=-—¢q, ds=p, An=0. (24)

Applicando le formole del citato § 4 (M), vediamo che queste deformate
sono di una sola specie, e ciascuna di esse dipende da cinque funzioni

8y ay B, A

delle variabili %, v, la prima delle quali & una soluzione della equazione per
le ordinarie superficie pseudosferiche :

020 00

a—m—ﬁzsenecosg, (IX)

mentre «, 3, %, u soddisfano al sistema differenziale completo :

oo op
= — A send, %_lcos‘), \
or 86 B 0 1 a0 .
i 00,
5 p—{—senﬁ —+ cos P ap) / .
%— cos f 8__?»__ sen 0 ?77\_@ )
o EUT G TEEED T hu
. 00 g
0y cos0E 4 sent
7o aul co0s » = sen)q

coll’'integrale quadratico
yi|
2+ p? = — I cost.
oy +

Al solito sono da scegliersi 1 valori iniziali di «, 8, &, » per modo che
la costante del secondo membro nella formola superiore si annulli, e risult:
quindi
; (X*)
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allora la corrispondente deformata S & definita dalle equazioni intrinseche :
=[(a® 4+ p)sen*h — 2« Bsen B cos b + (82— q) cos® 0] .22
F=][—(«®4 p)sentcost + a«f(cos?h — sen®0) 4

25
+(ﬁ2——g)senecos9].7;p ®5)
G=/[la*+ p)cos* ¥ I 2o Bsenbcosf + (5 —q)sen®H].p
e
A::!- VP9 gy, A'=0, A= —A~~”’91 (26)

E l

\H

Appoggiandosi ora sulle formole sviluppate dal § 5 in poi per le equa-
zioni intrinseche delle deformate delle varie specie dei paraboloidi, noi an-
dremo a cercare di estendere nei singoli casi i risultati ottenuti ai §§ 3, 4
per le deformate del paraboloide immaginarie. Ci occuperemo prima delle
formole, analoghe a quelle del § 3, che ¢i definiranno intrinsecamente le tra-
sformazioni richieste, indi ne daremo Iinterpretazione geometrica del tutto
analoga a quella sviluppata al § 4, e perverremo cosl al nostro scopo finale
di dimostrare i teoremi 4) e B) della prefazione.

§ 8.

LE TRASFORMAZIONI INTRINSECHE PER LE DEFORMATE DEL PARABOLOIDE ELLITTICO.

Confrontando le deformate proprie del paraboloide ellittico colle impro-
prie, abbiamo ricordato al § 5 che le prime dipendono dalla equazione a de-
rivate parziali (I)

0w . 0o

avu2+avzzsenwcos% 1)
le altre dalla (I11)

06 —|—@:senhecosh6 (I11)

dur ' 0ot )

Ora noi sappiamo ((M) § 9) che si passa dalla soluzione » della (I) alle
soluzioni 0 della (ZII), e viceversa, nel modo seguente. Indicando con o una
costante arbitraria, si consideri il sistema delle due equazioni simultanee del
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1.° ordine:

a—b—)—a—Q:COSGcoswsenh‘)~—senosenmcosh6
du Ov
(27)

2—0:)+g-t-(i:senacoswsenh9 -+ cos ¢ sen w cosh 6,

Queste danno un sistema illimitatamente integrabile per 6, ove per w si
ponga una soluzione della (I), e I'integrale generale 6 delle (27), contenente
una nuova costante arbitraria oltre o, & una soluzione della (III); inversa-
mente ponendo per 9 nelle (27) una soluzione della (III), il loro integrale
generale » contiene una seconda costante arbitraria ed & una soluzione della (I).
Di due tali soluzioni o, 9 delle (1), (I1I) rispettivamente, che siano legate
fra loro dalle (27), diremo che sono #rasformate U'una dell’altra per wna tra-
sformazione B, .

Siano w, 9 due tali soluzioni delle (1), ({II) e consideriamo 1 rispettivi
sistemi completi delle equazioni (II), (II*) § 5 cui debbono soddisfare le
funzioni «, B, 7, © per definire con w una deformata propria S del parabo-
loide, e Valtro delle (IV), (IV*) cui debbono soddisfare «,, £,, %,, w, per
definire con 9 una deformata impropria S, del paraboloide stesso. Se ricor-
diamo i risultati del § 3, si prescnta ora naturale Ja domanda: E possibile
passare, con formole di sostituzioni lineari, come le (C) § 3, della prima
quaderna (a, 8, 2, p) ad una seconda corrvispondente (ayy By, 21y p.)?

Osservando attentamente il modo di composizione delle citate formole (C),
siamo condotti a rispondere in modo affermativo alla domanda colle formole
seguenti. Poniamo

A — cos o cos »senh & — sen ¢ sen w cosh 4

B ==cos o sen w cosh 5 + sen o cos wsenh 6

28
C == co0s o ¢0s » cosh § — sen o sen » senh 4 \ (28)
D = cos s sen w senh 6 + sen ¢ cos  cosh 4,
ed introduciamo inoltre la costante % data da
1 . 1 e . c
k= ?+sen~a: ?——cos v (29)
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le formole richieste sono allora le seguenti:

koy--—sens.8 —cosh6.i 4 senh§.p

kB8 =—=——coso.a-—senh§.% -+ coshdg.p [

. .
k)%:—senw-%ﬁ—COSw-‘—g———Dl—i—BH

ky-¢:COS(‘)~Z%:—}—Senw- s + 41— Cyp.

Si verifica infatti lacilmente che ove «, B, A, n soddisfino al sistema (IT)
§ 5 e w, 6 siano legate fra loro dalle (27), le «,, B, A, p date dalle (30)
soddisfano alla loro volta il sistema (IV') § 5. Ma inoltre se dalle (30) for-

miamo l'espressione

o B e s
j-;‘erer,

troviamo che si ha identicamente

a_f__?+12_{_yf:£+_@i —{—7\2—5;2 (31)
g » P9 ’
e per cid, soddisfacendo o, 5, A, p la (II*), le «y, B, %, 14, calcolate dalle
(30), vengono a soddisfare alla loro volta la (IV¥).

Osserviamo ancora che le (30) possono risolversi rispetto ad «, B, 2, u

e danno le equivalenti:
ka=—=cosc.fB,—senw. + cosw.y,

kB——senc.a, - cosw.X + senw.p,

kx:_coshg-“?‘+senhe%—1)z,+Ag. b (307
]{’51.—:~——S6nh9.%l— - coshf.i)1 — Bu+ Cu,

colle quali passiamo inversamente da una quaderna (o, 8, %, u,) soluzione
delle (IV), (IV*) ad una quaderna («, 8, A, ) soluzione delle (1I) (II1*.

Dopo cid & chiaro come, data una deformata propria S del paraboloide
ellittico, e fissate quindi le funzioni w, a, 8, 4, p di u, v (cf. pilt avanti § 17),
I'integrazione delle (27) ci fard conoscere la funzione 6, contenente due co-
stanti arbitrarie, dopo di che dalle (30) avremo, in termini finiti, le funzioni
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a1y Biy My o, le quall insieme con ¢ definiranno intrinsecamente una doppia
infinita di deformate improprie S, del paraboloide stesso. Cosi da una defor-
mata propria S otteniamo oo? deformate improprie; e similmente da una de-
formata impropria S, avremo oc* deformate proprie S. L'esistenza delle no-
stre trasformazioni per le deformate del paraboloide ellittico & cosl, dal punto
di vista delle equazioni intrinseche, perfettamente stabilita. Notiamo poi che,
per definire intrinsecamente le oc® trasformate di una assegnata deformata
propria S, non abbiamo altro che da eseguire l'integraziene delle (27) rap-

porto a 4, essendo data w. Ove si prenda per incognita tgh%@, le (27) as-

sumono la forma di un’equazione ai differenziali totali del tipo di Riccari.
Affatto analogamente si dica ove sia data invece una deformata impropria e
se ne cerchino le oo® trasformate proprie.

§ 9.

Le TRASFORMAZIONI INTRINSECHE PER LE DEFORMATE DI 1.* SPECIE
DEL PARABOLOIDE IPERBOLICO.

Le deformate di 1.% specie del paraboloide iperbolico dipendono dalla
equazione a derivate parziali (V) § 6:

22762 — gig — senh § cosh 7 (V)

e dalla integrazione del sistema (VI), (VI*) ibid. per le funzioni «, f, 3, p.
Indichiamo con ¢ una costante arbitraria e consideriamo il sistema di
equazioni simultanee :

2 Z‘ + = & — = — (cosh o senh ¢ cosh ¢, + senh a cosh ¢ senh ¢, )
90 .
3 v‘ + 9 = == (cosh o cosh 6 seub 5, 4 senh o senh 6 cosh 6,). s

Supposto che 6 sia una soluzione della (V'), queste sono compatibili in 6,,
e il loro integrale generale, che contiene una costante arbifraria oltre ¢, ¢
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alla sua volta una soluzione della (V') stessa. Diremo anche qui che 4, de-
riva da 6 con una trasformazione B, .

Ed ora ci proponiamo la questione analoga a quella risoluta colle for-
mole (30) al paragrafo precedente, domandando se & possibile passare, con
formole di sostituzione lineare, da una quaderna («, £, %, p) che soddisfi
le (VI), (VI*) § 6 ad una quaderna corrispondente («,, B, 7,, w.) che sod-
disfi 1] sistema stesso ove la 6 sia sostituita da una sua trasformata 4, se-
condo le (32). Rispondiamo affermativamente a tale domanda col dare le for-
mole effettive per tale passaggio. Poniamo per c¢id:

A == cosh o senh 6 senh 9, - senh s cosh 6 cosh 6,

B — cosh o senh 0 cosh 6, - senh ¢ cosh 4 senh 9,

33
C — cosh o cosh 9 senh f, 4 senh ¢ senh % cosh 6, (33)
D — cosh o cosh 9 cosh 0, - senh ¢ senh 9 senh 0,
e introduciamo la costante & data da
e b ep 1.
k== \/senh”a + y = \/cosh T (34)
le formole domandate si serivono:
kay =cosh 6, . % + senh §,. p —senho .« \
k3, —=senhf, . % + cosh6,. s 4 cosho.p (
k)\i:—A).—By—cosh()-%—senh()-% \ (35)

kpy =Cx -+ Du -+ senh . ; + coshe.%.

Si verifica infatti derivando che, ove , 8, A, p soddisfino le (VI), le o,,
31y Ay po cost definite soddisfano il sistema analogo, postovi 6, per 6. Di pit
segue dalle (35) l'identita :

0B e e B e :
p T T Ty Ty T #9

onde quando l'equazione in termini finiti (VI*) sia soddisfatta da «, 8, %, v,
lo sard pure da a,, B,, 2y, py.
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Insieme alle (35), conviene tener presenti anche le formole inverse:

ka=——coshd.2 —senh f.u, —senhs.a, \
k5=—=—senh 0.7 —c¢osh 6y, 4 cosho.p,
/f7~:—A7-.——CH1+cosh91~%+senh6,-% (35%)
kp.— B -+ Dp,—senh F)ic; —cosh 9, Bq‘ .

Con queste formole vediamo che da ogni deformata S di 1.* specie del
paraboloide iperbolico, corrispondente alle cinque funzioni 9, «, 8, 2, ¢, si ot-
tiene, dopo l'integrazione del sistema (32', una doppia infinitd di nuove de-
formate S, della stessa specie, definite intrinsecamente mediante le cinque
funzioni %, a,, B;, A, p,. Come nel caso del paraboloide ellittico, diremo le
S, le superficie trasformate della S.

§ 10.
CASO DELLE DEFORMATE DI 2.% SPECIE DEL PARABOLOIDE IPERBOLICO.

Per le deformate di 2.* specie del paraboloide iperbolico I'equazione a
derivate parziali & la (VII) § 6:

g2 1
duds T §0051129~0. (VII)
Come per le precedenti equazioni abbiamo anche qui per le soluzioni

della (VII) le trasformazioni B, corrispondenti al seguente sistema di equa-
zioni simultanee

o(hi—0) @

——— = tg 5 cosh (0, 1 0) .
S ] -

= cot 5 senh (9, — ),

dove ¢ & una costante arbitraria.
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Se 0, 9, sono due tali soluzioni della (VII), da una quaderna (%, %,
3, 1) che soddisfi 1l sistema (VIII), (VIII*) § 6 si passa ad una quaderna
corrispondente (asy B, A, ¢,) che soddista il sistema analogo, sostituita 9, a
colle formole che andiamo a scrivere. Poniamo

A= senh 6senh 9, — cos o cosh 9 cosh 9,
B = —senh 6 cosh 6, 4 cos o cosh % senh 9,
38
C ==  cosh 0senh 7, — cos 5 senh 4 cosh 6, (38)
D = — cosh 6 cosh , -+ cos o senh ) senh 4, ,
e introduciamo la costante k& data da
V/bOS 0+%en G—_\/lqgﬂl (38*)
le formole richieste sono allora le seguenti:
k a, —sen g senhf,.).—senocoshd, .u—a
kB —senacoshf .%—senosenh” .2 —cosqs.f
7c>\i:A)\+By._senasenh‘)-%wsencooshf) (39)

kp,=C)+ D, —senccosh 0. I—)—senosenhf)

< ]'@ = |

Le verifiche si fanno nel solito modo per derivazione ed osservando che
si ha l'identita:

A8 w=2 e B e (40)

p 9
Scriviamo ancora le (39) risolute rapporto ad o, g, %, p
ka=—-—senosenh .2, +senocoshl.p, —g
k3—=—sengcosh?.2, + senasenh®.p,— cogo.p, 1
k= AX—Cpy,+sengsenh?,. % -+ sen g cosh 9, - q‘— [ (39%)
kp=-—DB? 4 Dy, + senccoshd, - ;I + sengsenh 0, . g .

q

Anche per questo caso troviamo adunque che da una deformata S (di
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2." specie) del paraboloide iperbolico, integrando le equazioni (37) per 8,, si
ottengono oo® superficie trasformate S, della medesima specie individuate me-
diante le loro equazioni intrinseche.

§ 11.
CASO DELf‘E DEFORMATE IMPROPRIE DEL PARABOLOIDE IPERBOLICO.

Veniamo all’'ultimo caso che ci resta da trattare per le trasformazioni
intrinseche, quello delle deformate della regione ideale del paraboloide iper-
bolico. Secondo il § 7, esse dipendono dalla equazione a derivate parziali (IX)
delle superficie pseudosferiche

20 B0
du 00°

==sen 6 cos 0 (IX)

e dalla successiva integrazione del sistema simultaneo (X) (X*) per la qua-
derna di funzioni incognite «, 3, 4, (. Ora, come al § 3 per le deformate
del paraboloide immaginario, passiamo, con una trasformazione B, di BackLunp,
dalla soluzione 6 della (IX) alla nuova soluzione 6,, legata a 0 dalle solite
formole (8) § 3.

Costruito il sistema (X), (X*) ove per § si ponga f;, e per «, §, 4, p
rispettivamente «,, 3,, 4, ¢, noi passeremo dalla quaderna (a«, B, %, p) ad
una quaderna corrispondente (e,, B, %, p,) colle seguenti formole di sosti-
tuzione lineare.

Abbiano 4, B, C, D il significato loro attribuito nelle (11) § 3, e si ponga:

k:\/"‘“sz +senza—\/1—‘ﬁ’i, (41)

le formole domandate si scrivono :

koy—-—cosagenh .AJ-cosocosh,.p—seno. «

kEBi=— cosacosh .2+ cosasenl,.p + (8 . é

ki = A>\+B[«L+COSO’SGIIO'-§-I—COSO'OOSG-% (42)
o= 07\+D1L—cos<rcose-%—{—cosasene.%.
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Le verifiche si fanno anche qui come nei casi precedenti, osservando
che dalle (12) segue 1'identita :

H o] . p2 %2 .
b e e — 22— 2, (43)
q P q 14
In fine converrd scrivere le (42), risolute rapporto ad «, £, 7, u:
ko= cososenf .’ —cosccosf.u, —sens.a
kfB——cosccosf.l —cosasenf.u, +— f, é
R . o 5 *
k7 —  A) -+ Cy, -cosasenf, - ' —cosc cosb, - b (42%)
P q \
%y @1
kp— Bl + Dup, 4 cosocosb, - , —cososenly - o
q

Dopo cid vediamo che anche per le deformate improprie del paraboloide

iperbolico vale una teoria delle trasformazioni intrinseche come per gli altri
casi.

§ 12.
DESCRIZIONE DEL METODO PER LE RICERCHE SEGUENTI.

A questo punto abbiamo gia esaurita la prima parte della ricerca, pro-
posta alla fine del § 7, stabilendo che per le deformate di tutte le specie dei
paraboloidi sussiste una teoria delle trasformazioni, per modo che da ogni
tale deformata .S, integrando un’equazione differenziale del tipo di Riccarr,
troviamo éndividuate intrinsecamente oo* superficie trastformate S, ancora ap-
plicabili sui paraboloidi. E con questo, ove ben si osservi, si & gia ottenuto,
con maggiore semplicita, pit di quanto trovasi esposto nel seguito della Me-
moria al Tomo IX.

Ma ora dobbiamo passare alla seconda e piu importante parte della ri-
cerca, dove dovremo dimestrare come le superficie trasformate S, possano de-
terminarsi non solo intrinsecamente, ma ben anche per la loro posizione nello
spazio in relazione colla primitiva S, sicche, conosciuta la S, si hanno sen-
z’altro in termini finiti le trasformate S,.
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Per cid partiamo dall’osservazione che fra i punti di una deformata S
dei paraboloidi e quelli di una sua trasformata S, & gia stabilita una legge
di corrispondenza, corrispondendosi due punti M, M, di S, S, ai quali com-
petano i medesimi valori delle coordinate curvilinee #, v. La proposizione
fondamentale, affatto analoga a quella stabilita al § 4 per le deformate del
paraboloide immaginario, che dobbiamo ogni volta dimostrare & la seguente:
Le due superficie S, S, possono collocarst in tale posizione relativa nello spazio
che ogni retta congiungente due punti corrispondenti M, M, tocchi in M la S
e M, la S,.

Per dimostrarlo noi cercheremo, nell’ipotesi che la proposizione sussista,
le formole effettive di passaggio dalla S alla S, e sulle formole trovate fa-
remo poi le opportune verifiche.

Denotiamo con z, y, 2 le coordinate del punto M mobile sopra S e con
X, Y, Z i coseni di direzione della normale alla S, e siano z,, y., 2, le coor-
dinate del punto corrispondente M, di S,. Poiche M, deve per ipotesi gia-
cere nel piano tangente in M alla S, sussisteranno certamente formcle del
tipo seguente

o 0x
x‘_x—i-lau—{—mﬂ

- 0y 0y
Y, _/—}—lau—f-ma—;

0z 0z
z’:z.+lazc+mav’

dove I, m sono appropriate funzioni di u, v da determinarsi in guisa che Ja
superficie S, luogo del punto (r,, y., 2,) soddisfi alle condizioni seguenti:
1.° abbia le equazioni intrinseche assegnate, 2.° la retta congiungente i due
punti (z, y, 2) (z., ., 2) giaccia nel piano tangente di S,. S’intende fa-
cilmente che tali condizioni, se compatibnli, determineranno wunivocamente I, m
ma noi urteremmo in rilevanti difficoltd ove volessimo cosi procedere diret-
tamente alla ricerca di queste incognite I, m. Lasciandoci invece guidare
dall’analogia col caso gia trattato al § 3, possiamo congetturare la forma
probabile di queste funzioni ed il successo dimostrera che lo scopo viene cosl
effettivamente raggiunto. Pei casi che vogliamo trattare direttamente (gli altri
deducendosi da questi) basterd assumere I, m proporzionali, per un fattore

)\1 {J.i
- ?

costante, ai quozienti T come avviene in effetto nelle formole (13)
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§ 3 (*), cosl le formole domandate si scriveranno
T, =2+ a (k 0@ + y" 9:}:) (a costante), (44)

colle analoghe per y,, 2,, e restera solo da determinare in modo conveniente

la costante a.
Ora le formole fondamentali dalla teoria delle superficie danno:

2z (11 )0x , | 11)0=
dur |1 E@u—{l 2 ‘37+AX
2 0x ox
_ ( v& 4
Buav—’ 1 ﬁau 3 z8v+AX
0z ;22}596 ,
302 ? ou f 2 iﬂ+A X,

dove i simboli di Caristorrer sono relativi al ds? della S, e A, A, A" sono
i coefficienti della seconda forma quadratica fondamentale della S, e quindi

(*) Non & fuor di luogo l'osservare che le formole (gia richiamate nel testo al § 3),
che danno il passaggio da una superficie pseudosferica 2 ad una sua trasformata di BAck-
LuNp X, offrono anch’esse la circostanza qui osservata, B infatti se nelle formole al § 3

poniamo
A=cosb, p=send; I =cosb, p, =senb,

le A, u soddisfano il sistema lineare

9 9° ov _ 90
ou 7ut fu au)‘
R g0 o _ 08

e analogamente le 3;, u,. Di pit A, »; dipenlono linearmente da }, u colle formule

M=AM+Cyu, py,=Bri+Dyp

e le formole (9) § 3 pel passaggio da £ e X, si scrivono cosi

AT
w gof

@ _w+cosc()\12‘z—|—

queste hanno appunto la forma (44) del testo. Cosi le ricerche seguenti della Memoria sono
da riguardarsi come una diretta estensione alle deformate dei paraboloidi delle formole
per la trasformazione di BAckLunD per le superficie pseudosferiche.
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nel caso nostro A'= 0. Se formiamo dalle (44) le derivate parziali di z,,
Y., 2, come occorrono nel seguito per le verifiche, troviamo le formole se-
guenti :

%:L%+Mal+a%A.X / )
%_?_Paﬁg’a +atan X, S
avendo posto
meh ()5 e o
R AL PR A B
O R R

Q:aa_i;(&)+“%i 122 €+“%i 2 EJF I

Per le ricerche ulteriori diventa cra necessario, separando i singoli casi,
sostituire nelle (46) per le derivate di A, g3 A, @, i valori che seguono dalle
rispettive equazioni differenziali e pei simboli di Crisrorrer i loro valori ef-
fettivamente calcolati.

§ 13.

VaLor! pE1 siMBonl DI CHRISTOFFEL PER LE DEFORMATE
DEL PARABOLOIDE ELLITTICO.

Cominciamo le ricerche indicate seguendo I'ordine stesso tenuto per le
equazioni intrinseche nei paragrafi precedenti, ed occupiamoci dapprima delle
deformate del paraboloide ellittico. Per quanto abbiamo detto sopra, converra
prima di tutto calcolare i valori dei simboli di CrristorrFer per la prima forma
quadratica

Edw +2Fdudv+ Gdoe (@)

di una tale deformata, definita dalle formole (16) ovvero dalle (18) § 5, se-
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condo che la deformata & propria od impropria. Sia in primo luogo S una

deformata propria e teniamo presente che la forma differenziale (@) & equi-
valente all’altra

(a*+p)do*+2aBdadB+ (8 + q)d g, (a)

ricordando inoltre che «, 5, 7, v sono tali funzioni di u, v da soddisfare le (I])
§ 5. Applichiamo allora le formole di Crisrorreu per I'equivalenza delle due
forme, secondo le quali (Lezioné, Vol. I, pag. 64) le derivate seconde delle «, /
rapporto ad wu, v si esprimono per le derivate prime. I valori dei simboli

1l ( per la forma (a) sono semplicemente

L
1121 ‘ 2222 ;’:%i’ {122 E’:O

(H=pp +q2+py)

I

I

sicch®, applicando le dette formole di Carisrorren e le (II) § 5, abbiamo le
seguenti:

i e
aau_z;’:;_—_—_zlzg.)\senmﬁ—jlf . 1. CO8 @
ga“ig'_v: 31125-)‘0050)—}—)122‘-(,csenw

§2a+ _52122.1senm—1-j222§-y.cosuz

802_{_1’@ 22]2g-);008w—{—3222<-psenw.

Risolviamo ciascuna di queste coppie di equazioni rispetto ai due simboli
Curistorrer che vi figurano, ponendovi per le derivate secondo i loro valori
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che si traggono dalle (II) § 5, ¢ troveremo per le formole domandate:

11 ld)\ phcosw—qgasenw . \
l 1 I du 7 T
ill ):_B_w.l_}_p{isenw—}-gasenm_x_?
2 | ou p ] H v
12 1o)_0do v 12 1ov do A
= ) == = b(47
j 1 t Adv du X z 2 E v 0 iv (47)
122‘_3 ¢, pBeoso —gaseno p? \
1 {T e T H 2
22 1 9v | pPseno-+ gacoso
z 2 E p?}v+ H dey

Questi sono i valori dei simboli di Curisrorrer per la deformata propria S
del paraboloide ellittico, definita intrinsecamente dalle equazioni (16), (17) § 5.

Similmente se S, & vna deformata impropria, corrispondente alle fun-
zioni 8, a,, B,, M, p e alle formole (18), (19) § 5, per 1 corrispondenti sim-
boli di CarisToFFEL, troveremo con calcolo analogo al precedente i valori:

1( 1 Z)h_i_qplsenh(i—paicos»ex

M Ou H, b
311 § _@1_1+palsenh6~gfncosh€£
—3uy.; H, P
12(_1 0\ aelu (12 1 8;1_60)\
j A VY PR P W [ 2 L—E—a—a—a_—— (48)
'22{ 09 po gqPuisenh b — p o coshf |
} 1 31)7\1 H1 "
)22‘__ia_yq_pousenhe_—gﬁlcoshe
2 1—}“ v H, s

essendo
H=qp —pai—py.
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§ 14,
CONGRUENZE W COLLE DUE FALDE FOCALI APPLICABILI SUL PARABOLOIDE ELLITTICO.

Prendiamo ora a considerare due deformate S, S, del paraboloide ellit-
tico, la prima propria e la seconda impropria, corrispondentl rispettivamente
la § alle cinque funzioni (w, «, 5, A, ), la S, alle cinque (4, ay, B, 24y 74)
legate alle precedenti dalle formole della trasformazione B, al § 8. Vogliamo
dunque dimostrare che S, S, possono porsi in tale posizione relativa nello
spazio che vengano a costituire le due falde focali di una congruenza retti-
linea W, i cui raggi siano le congiungenti dei loro punti corrispondenti. Per
cid, secondo il metodo generale descritto al § 12, cominciamo dal calcolare
dalle (46) i valori dei coefficienti L, M, P, @ nel caso attuale. A tale og-
getto sostituiamo in queste formole pei simboli di Curistorrer 1 loro valori (47)
e per le deyivate di 4, u, 7,, », le espressioni date dalle rispettive equazioni
differenziali (IT), (IV') § 5. Avendo inoltre riguardo alle formole del § 8
per la trasformazione B,, ed effettuando semplici riduzioni, otteniamo cosi
dapprima :

L:""Z—{AW—‘COShG- %+senh9-%+%]+
+ al’@cosw—l-{qasenw Y
lM:“_ME[P@SGHngacosw}\ﬁ A]
P:a;\p,‘[pﬁcosw;lgusenwy+B] \ (49)
Q:%[*Bl.—senhe-% +cosh9.%—+%}+
_}_al’@sellw;qacOSmHh

Come si vede, M contiene il fattore ,, P il fattore ., ed, osservando le for-
mole (30%) § 8, risulta che i coefficienti estremi L, @ conterranno pure in fat-
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tore il primo 7, 'ultimo p, se si da alla costante a il valore: a :_It - Dimo-

streremo che questo & in effetto il valore conveniente per la costante «, sic-
ché: le formole definitive pel passaggio dalla superficie S alla S, sono le
sequenti:

- 1 (W 0z | pa 0
.’Y'l—f*k (); au—l-zﬁ)ecc., (50)
e non ci restera altro che eseguire le dovute verifiche. Intanto, con ¢ = —llc ) 1
valori (49) di L, M, P, @ diventano:
oM gaseno —pPcoso .
‘“m[ D+ ==
MM [A~ phsenm -t gacosa ./»]
kyp H
n B8 eo (49%)
I gzseno—pplcoso
l—k)\[ B—+— i !J.J,
. senw 4 g 2 cos o
Q:%[c_p‘3 +g .:,.].

D1 pil, se nelle (45) sostituiamo per a il valore _llc e per A, A" 1 loro

valori
,_\pq
A:[S/:T1
\/H Py
abbiamo:
dr. 0w 2z \pg ‘
E T T FRREWS LR
) (51)

do__ ple  plz  \pa,
ao_Pa«ﬂLQav k\/H‘(L"Xi}

Da queste formole calcoleremo 1 valori dei coefficienti della prima e se-
conda forma quadratica fondamentale della superficie S, luogo del punio (z,,
Y., 21), definjta dalle (50). Indicando con

E?, Fi) 5;7 A, A,e, A,/i

questi coefficienti, dovremo dimoestrare che essi eguagliano rispettivamente i
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coefficienti 17,, F,, G, A, A',, A", dati dalle (18), (19) § 5. Dopo cid con-
verrd ancora provare che il piano tangente alla S, nel punto M, contiene la
retta M M, e lo scopo nostro finale sard raggiunto.

§ 15.
VERIFICHE RELATIVE ALLA PRIMA FORMA FONDAMENTALE DI Agi .
Dalle (51), formando le espressioni

e e 7 s 0m 8004 e 0 a4
By= (3u) z, Za_u 0’ 6= ( )’

deduciamo :

T — T . Pe 2
I, —=FL 1—2FLM+GM2—1—]C2HM)\

F,:EL ~{—ﬁ LQ MP)‘FGMQ‘{“I&HX‘U. Ri{Ji
G—=EP:+2FPQ+ G +I£%IA2H"

Se poniamo, secondo le (49%):

]J,:_D_}_gasenw—};pﬁcosml’ M,__:A__pﬁsenco-lltj-lqoccou)1 )
(52)
%senow —pfcosw , sen w o« COS ®
Po—pyrumespime, oo phenefeseme, |

le precedenti possono scriversi:

k}f“___Lz_i_g_L’M__;_ Me+pg.y2

S I P +M Py + M Q8 ;<53>

kgé:_E . £ / 4 ¢ 2712 i
*T~7\;P’+2”‘P Q +§A_202+H)L.

i
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I

-~ F G . . .
In queste sostituiamo per g y-—21 loro valori dati dalle (16) § 5

e, raggruppando quindi i termini contenenti rispettivamente in fattore

+p, af, £ q

troveremo :

/621571 = (o + p) (L'sen w — M’ cos w)* —

—2af8(L'senw — M cosw) (L cosw + M senw) +
+ (8 + 9) (L cos o - M sen (;))2—l— p‘I{qP'Z

Zc; f‘ — (e 4 p)(L'seno—M cosw) (P senw— Q cosw) —
—af[(L'senw— M cosw) (P cosw+ @ senw) + (54)
+ (L' cosw + M senw) (P senw — Q cosm)] +
+ (L2 q) (L cosw + M senw) (P cosw 4 Q senw +§Iq 2
klf' = a®+ p)(P’'senw -— Q cosw)?—
—2aB(P'senw — Q cosw) (P cosw+ @ senw) -+
+ (£ 4 q) (P cosw + @ senw) —}—2};] PAR
Ora dai valori (52) di L', M, P, @ deduciamo le formule
L' senw— M cosw== 9%1 — cos o senh 6,
L cosw + M’ sen m:;p@l—senacoshe /
H
(55)
Pseno—Q cosw="1 ;ly'——coswcoshe,
P cosw + @ sen o — — p%"'—sen a senh 6.

Introduciamo questi valori nelle (54), ed avendo riguardo all’identith (IT*)§ 5.

)

2 __y2—_P7¢
P A 57
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trasformeremo le (54) nelle altre:

k;E‘ — (a* + p) (q Zl ——¢0s o senh 0)2-|—

+ 2ac,6(gJCl—cosasenhﬁ)(pzx +senocosh6)—{-

+ (£* +9) (LI-I + sen o cosh 0)2+ 1;79 241

k?ﬁ
Ap

at ) p)(qT—comsenhe)( H—”~cowcosh0)+

—{—aﬁ“%—-cosasenhé)(’)gp —|—senocosh6) +

+ (qHﬂ—cos o cosh 6) ‘1—.% -+ sen o cosh 6 ]—I"

@

+ (B +¢) (Mj —{—senacoshe)( H“L—{—senaserjh&){—%qky.

it =l o) (L — coss cosb o)+

—l—Z«ﬁ(w%—cowcoshe)(pg—y'—{—senasenh9)+ )

(6 ) (1% 4+ sen ' senh 9)2+ ”—I} ut—1.
Dobbiamo ora dimostrare che questi tre valori coincidono ordinatamente
con quelli dati dalle (18) § b per
k2 B, ke Fy k* Gy

’ ) ) )

A2 Ap B

che si ha ciod:
k2 Ei 2 2 2 ® < 3 2 2

= (B al k*q) cosh*9 — 2 ka, . k B,senh 6 cosh 6 - (k22 —k p) senh? ¢
k? F( .
SV —= (k*a® + k* q) senh G cosh§ — ko, . k B, (cosh® 4 - senh?6)

+ (k* B — k* p) senh 6 cosh ¢

kepfi = (k*ai + k®q)senh* @ — 2k a, . k 5, senh 6 cosh 6 + (k% B2— k* p) cosh? 6,

Annali di Matematica, Serie IlI, tomo XII. 10
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o, sotto altra forma:

Lg‘»fgi = (k ysenh § — ko, cosh 6)* |- k* g cosh® 6 — k2 p senh*¢.
h;# = (k B, senh 6 -— k «, cosh 6) (k B, cosh 6 — I =, senh ¢)

+- (k*q — k* p) senh 6 cosh 6
k?(’?’ =k B,cosh § — k a,senh 62 4- k* ¢ senh® § — k2 p cosh® 4,

Ma, a causa della (30) § 8, si ha

kB senh6 —ka coshd—=—2%-—cosssenhd.a -+ senccoshs . g

kfB.cosh§ —k a, senh § —=p. — cos o cosh 5 - a + sena senh 6 - 3,
e per la (29) ibid:
k*q=gsen*s + 1, kp—=1—pcosts,

onde le identitd da dimostrarsi diventano:

2 F.

kkf':(l—cosmenhe.a+senocosh9.ﬁ)2+
+ ¢ sen® g cosh® § - p cos® ¢ senh® 6 - 1

ke Fy

. = (A — . ¢ . L—0 g . 5

= cososenh§.a + senacosh 5.8)(»—cosocoshd.a+ 7
+ senosenh . B) + (¢ sen®c 4 p cos® o) senh § cosh 6

2 T

k(}f‘:(u——cosccoshﬁ.a-}- sengsenh §.3) 4

+ ¢ sen® g senh® 6 + p cos® g cosh® 6 — 1.

Se nei primi membri delle (57) sostituiamo 1 loro valori dati dalle (56),
dall’'una e dall’altra parte delle identitd da dimostrarsi abbiamo nella prima
e nella terza funzioni intere di 2.° grado di 2, p rispettivamente, nella se-
conda funzioni bilineari di ), p, e basta calcolare i singeli coefficienti, ri-
cordando che si ha: H=p B + g ' + pgq, per vederle identicamente veri-
ficate, c. d. d.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



delle superficie applicabili sui paraboloidi. 305

§ 16.
VERIFICHE RELATIVE ALLA SECONDA FORMA FONDAMENTALE DI S, .

Procediamo ora alle rimanenti verifiche nel modo seguente. In primo
luogo dai valori (49*) di L, M, P, @, avendo riguardo alle formole (30) § 8
ed all'identita

H

pt— A= —,
. pq
deduciamo le formole:

A W . M
A (58)
At gt
)\il w, Q I S

Formando dalle (51) le espressioni: L K > ne segue ora:

M Ou va 0w

ANow  pdm  Mdw | wmdw

W ow i 90 %ow Tg gv’ %%

dopo di che possiamo scrivere le (50) sotto I'altra forma:

g (2 0m g O
r=2x, + P (h 5 Eav)’ ece., (59)

Queste servono al passaggio inverso dalla S, alla S e dimostrano intanto
che S, S, sono le due falde focali della congruenza formata dalle congiun-

genti 1 loro punti corrispondenti. Resta ora soltanto da dimostrarsi che sus-
sistono le formole

- — Ip g -
Al:A”i:i\\/pﬁqk,‘ul, Ay=0 (Hi=qB —pai—pgq). (60)

Per questo cominciamo dall’osservare che, derivando rapporto ad u, v
le (59), avremo formole della specie seguente (cf. § 12):

dw  ; 0m ox | Lix = w— )

du—TLigy +M‘a—v+?(h A‘_@A‘) X, 61
B_x_ 3::”1 3.’(:1 1 7\1 -, ¥ oo
av—Pia—u+Qla—v'+I(7Al—&T‘Ai )'X‘)
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dove X,, Y,, Z, indicano i coseni di direzione della normale alla S,, ed L,,
M,, P,, Q, sono coefficienti di cui non importa calcolare i valori (*). Dalle (C,)
deduciamo:

‘);K‘—'_V;ZI‘:’CZX| a_‘li )
A 1 ou
x 5 S (62)
~/ “ &
AT A=k X
Ora si ha
. 1 ou Ou
CVEG—=Ti| 2y 022
ov 0dv |

colle analoghe per Y,, Z,, e poich¢ E,, F,, G, hanno precisamente, per

quanto si & visto sopra, i valori (18) § 8 ne segue l'identita:
E,G,—Fi=H,.\pi, o E, Gi— Fi=2p \ 1, ;

per c¢id si ha

8_3/1 321

I ou Ou

U NpVE | g 0m

ov 0w

e ne risultano le formole :
dw 0y Dz
ou Ou OJu
dx 1 Om O0yv 02
2 T | 7w ou du |

dv 0v 0Ov
0z Dy Oz
ov O0v Ov
3.27__ 1 RN 83/1 021
RS Fiatws- A DI il
Om 0y 0
ov Ov 0w

(*) Questi si troverebbero del resto facilmente dalle (48) § 13 (cf. paragrafo pre-
cedente),
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day 0w . .
=5 = ecc. i loro valori (51), si vede in
du " dv

ciascuna comparire il prodotto di due determinanti di cui uno comune alle

due formole & dato da:

Da queste, ponendovi per

22 2y 0
du du Ou
b 0y 22| = EG—F =ruyT;
dv Ov 0w
X Y Z

cosl si traggono le altre:

1, 0, 0
7| L, M, —2L >
sx, lo i | By My =g ek
ou PVRTPRYY: )
P — 29,
> 9 PNy
0, 1, 0
7| L, M, —2Lu,
ZX,S—E—_—-“ X}L\/fi ) ’ k\/HP' 1
4 7\1!14,_1‘11 .
P, @, _kp\/i[)'y‘

Le (62) diventano quindi, a causa delle identitd (58):

;A‘ —‘_‘—le- \: —\{Z_)_gly-,
Ay P H,
VA, (63)
Ao pws . \pg
MA’ WA‘_ \/Hiy-h,
che possiamo scrivere sotto 1'altra forma :
( ‘/IO_A,H,)———A,JL——_—O
VA - (63%)

= A A 1 -
Ai')\—l—(A 4 + \/p_q. Aipl)ﬁ—zo,
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e da queste segue la formola

N

Ei—{— :-Z;I—il Ay .‘"1)(1,/1 + ://Z—;I—lq )‘19‘1‘)—‘&,?:0' (64)

D’altronde 1’elemento lineare ds, della S, essendo dato, come si &
visto, da

dsi=(a;+¢q)dea;—2a Bida,dB+(B—p)dg,

indicando con K, la curvatura di S,, avremo (cf. (M) § 1)

K1:L7

-

e per ¢id dalla formola di Gauss

Aig/ri_Af:Ka (Ei Gl"—Ff):Ki Hi-)\?{ﬁ,
trarremo

aa —at=Ed 0

Sottraendo quest’ultima dalla (64) deduciamo

\/T’Q)\ ) (_/ \JJ—Q« )_
l(’-;)‘{“ Aa+\/EA!Hi =0,

(A‘ + VA,

indi moltiplicando la prima delle 63*) per l{ » la seconda per %1 e sot-

traendo, viene

—, )\2 p'2
A= +—=51=0
‘(li T V-i) ’

quindi A', = 0. Dopo cid le (63*) danno

K|:E”| —_— m

VF )‘I H’l,
i

e le nostre verifiche sono cosi compiute.
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§ 17,
I. TEOREMA A) PER LE DEFORMATE DEL PARABOLOIDE ELLITTICO.

Sard bene ora che per questo primo caso delle deformate del paraboloide
ellittico riepiloghiamo i-risultati ottenuti, aggiungendovi alcune osservazioni
complementari.

Supponiamo data una superficie .S applicabile propriamente sul parabo-
loide ellittico e cerchiamo di determinare le oc? congruenze W (di cui ab-
biamo ora stabilito P’esistenza), ciascuna delle quali ha per prima falda fo-
cale la S e per seconda falda una superficie S, applicabile (impropriamente)
sul paraboloide stesso.

La prima questione che dobbiamo risolvere a tale oggetto & quella di
determinare il sistema coniugato (w, v} comune alla S ed al paraboloide. Noi
abbiamo percid da integrare I’ equazione differenziale del [." ordine e del

gu che si ottiene eguagliando a zero il Jacobiano delle duce se-
v

conde forme quadratiche della S e del paraboloide. Cominciamo dal dimo-
strarc che bastano per cid quadrature, che si ha cioé il teorema: Nota una
superficie S applicabile sul paraboloide ellittico, il sistema coniugato comune
alla S ed al paraboloide si determina con quadrature (*).

Siano

Ddw4+2Ddudv+ D' dv, D,dw +2D,dudv+ D ,dv?

le due seconde forme quadratiche del paraboloide e della sua deformata S, ri-
ferite ad un sistema curvilineo qualunque (u, v., e sia

Edw+2Fdudv+ Gdv?

2.% grado in

la prima forma quadratica comune alle due superficie. Se poniamo

1 .D du+D dv, D du+ D dv
VE G —F: Didu-+ D, ,dv, D,du+ D ,dv ’

Q==

(*) La dimostrazione che segue nel testo ¢ perfettamente analoga a quella di Wain-
GARTEN per la determinazione con quadrature delle linee di curvatura di una superfici> 11°
(ef. Lezioni § 131, Vol. I, pag., 284).
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sara Q un covariante irrazionale simultaneo delle due forme, che eguagliato
a zero dard l'equazione differenziale del sistema coniugato comune. Calco-
lando questo covariante Q prendendo per variabili «, v quelle del sistema
coniugato comune (u, v), abbiamo (cf. (M) §§ 3, 4):

\/EGAF“’:)(J-\Ey
e quindi
b9
Q=—"=71_(®—p)dudo
2.1l ( #*) ’
che, per 1 identita: yz—ﬁzl—{i, sl scrive

__dude

Q= -
WA

Risulta di qui che: ¢l covariante Q moltiplicato per VH=—=\p B+ qa*>+pq
¢ una forma differenziale indefinita a curvatura nulla. Bastano dunque in
effetto tre quadrature per integrare I’equazione differenziale Q =0 (Lezioni
§ 37, Vol. I, pag. 78). La proposizione cosi dimostrata, che si ripete inva-
riata per gli altri casi delle deformate dei paraboloidi, ¢ da raffrontarsi col-
Panaloga che fa conoscere per quadrature le linee di curvatura di una su-
perficie nota a curvatura costante.

Cid premesso, noi conosceremo con sole quadrature i parametri «, v del
sistema coniugato comune (, v) alla S ed al paraboloide, e quindi anche le
cinque funzioni w, «, B, y, » di u, v che soddisfano alle equazioni del § 5.
Supponiamo ora di pitt di sapere integrare 'equazione di Riccatr da cui di-
pende la ricerca della soluzione generale 6 delle due equazioni simultanee (27),
§ 8, per la trasformazione B,, e ricordiamo che 6 dipende da due costanti
arbitrarie, ¢ compresa.

Allora, colle formole (30) dello stesso § 8, calcoleremo la nuova qua-
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derna a,, B8,, M, p. e le formole (50), § 14:

MOx  pdx
xi_x———()\ 3u+y %)

LMy Mv) (_\/L _\/I_ )
=y k(xau 5o \E=\ o heente =\ —cosa)  (50)

¥

L MOz y._iaz)
=R (l du T v odo

ci faranno conoscere, in fermini finiti, la deformata impropria S, del para-
boloide, corrispondente secondo il § 5 alle funzioni: 6, a,, i, 2y pi. Preci-
samente dalle (50) viene assegnata alla S, quella posizione nello spazio che
rende S, S, le due falde focali della congruenza W, formata dalle congiun-
genti 1 loro punti corrispondenti.

Supponiamo ora invece data la deformata impropria S, e note quindi.

6, o1y By, M, p.. L’integrazione dell’equazione di Riccart per tg%w, equi-

valente al sistema simultaneo (27) § 8 per la funzione incognita w, ci fard
conoscere  con due costanti arbitrarie, e dalle (80*%) ibid. calcoleremo «, £,
A, p. Dopo di cid s’intende che le formole (59) del paragrafo precedente:

A dx v Ox

1
2=z + _k_(ﬂ I av)ecc,

daranno in termini finiti la corrispondente trasformata S. Per dimostrare questo
basterebbe invero ripetere calcoli simili a quelli eseguiti nei due paragrafi
precedenti; soltanto bisognerebbe scambiare dappertutto S con S, e in par-
ticolare ricorrere alle formole (48), § 13, che danno i valori dei simboli di
CuristorrerL relativi alla S,. Cosi abbmmo perfettamente stabilita la proposi-
zione seguente:

Ogni deformata propria (impropria) del paraboloide generale ellittico
appartiene, come prima falda focale, ad una doppia infinitd di congruenze
rettilinee W, la cui seconda falda é alla sua volta una deformate impropria
(propria) del paraboloide stesso. Le operazioni analitiche necessarie per co-
striare, assegnata la prima falda focale, le oo® congruenze di questu specie
consistono in quadrature e nell’integrazione di un’equazione differenziale del
1.° ordine del tipo di Riccar
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Come si vede, & questo pel caso delle deformate del paraboloide ellittico
il teorema fondamentale A4) della prefazione precisato, nel senso che gid in-
dicammo, rispetto alla specie opposta delle due falde focali.

§ 18.
LiE oo! SUPERFICIE TRASFORMATE PER UNA Dy.

I risultati e le formole che abbiamo trovato per le trasformazioni delle
superficie applicabili sul paraboloide ellittico presentano evidentemente una
perfetta analogia con quelli relativi alle trasformazioni di Bickrusp per le
superficie pseudosferiche: e c¢id tanto dal punto di vista geometrico, quanto
da quello analitico delle operazioni d’integrazione necessarie per costruire le
trasformate di una data superficie dell’'una o dell’altra classe.

Vogliamo ora osservare un altro notcvole ravvicinamento fra i due casi,
che si ottiene proponendosi la questione seguente. Se di una superficie pseu-
dosferica data S si considerano le oot trasformate di Bickrusp per mezzo di
una B, a costante fissa ¢, 1l luogo dei punti della S,, corrispondenti ad un
dato punto M della S, & un circolo (di raggio costante) tracciato nel piano
tangente in M alla S e col centro in M.

Ora ci domandiamo: Quale é ¢l luogo corrispondente se prendiamo per S
una deformata (propria od impropria) del paraboloide ellittico e consideriamo
le oot superficie trasformate S, della S per mezzo di una B, a costante
fissa a2 Tale luogo & evidentemente, per ogni punto M di S, tracciato nel
piano tangente in M alla S e noi dimostreremo che : il luogo in discorso ¢
una conica C a centro, di forma iperbolica od ellittica secondo che la defor-
mata S del paraboloide & propria od impropria; la forma della conica C nel
piano tangente in M alla S e la sua giacitura rispetto agli elementi di S di-
pendono solo dalla posizione del punto M sulla superficie e restano invariabili
quundo la superficie S si¢ deforma seco trascinando i suoi piani tangenti.

Per dimostrare questa proposizione supponiamo dapprima che la defor-
mata S del paraboloide sia propria e ricorriamo alle formole (50) § 14, che
danno le oo' superficie trasformate S,. Fissato il punto M=(z, y, 2) di S
che si considera, tutte le quantitd che figurano nel secondo membro delle (50)
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saranno fisse tranne 7,, u, che, secondo le formole (30) § 8, contengono il
parametro ¢ variabile con S,. Gia dal fatto che 2, uy, e per cid a,, y,, 2,
dipendono linearmente da cosh 6, senh ¢ risulta che il luogo descritto, nel
piano tangente di S, dal punto (x,, y., 2,) sard un’iperbola. Per vedere
meglio ]a forma e la giacitura di questa conica C sostituiamo in primo luogo
nelle dette formole (50) alle derivate di x, y, 2 rapporto ad u, v quelle rap-
porto ad «, 8 secondo le formole che risultano dalle (I1) § 5:

x 0x
——(—senm 4+ cos w 6[3) A

:( COS(«)a—-l—Sen(m)a ){l
) 0« oB)"?
ed avremo cosl:

x,:x—}——;()&,senm—{iiCOSw)g—‘:——i

? (A cosw -+ p senw) - s

op

Riferiamo ora il nostro luogo C, nel piano tangente in M, ai due assi
cartesiani obliqui dati dalle tangenti alle linee coordinate (a, 8); se indi-
chiamo con £, n queste coordinate di M, = (r,, y,, 2,) riferite ai due detti
assi, e ricordiamo che si ha

» ecCcC.

[0 x\® . L 0x\ .
231)—0‘ + p, z(.ﬂ)—ﬁ + 9,
ne dedurremo subito:

5=_Vﬁzqu()icosw+wsenw)

\/“2+p(
k

Ay S€N w — py CO8 ).

Sostituendo in queste per A,, ¢, i valori tratti dalle (30) § 8, ne dedu-
ciamo :

2 F
ke -————E+senacosh9.l—senasenh6
VB2 + ¢ q
k2 o
— — ~ —cosogsenhf.A 4 cosacoshd.p
\ % 4 p

2 2
ed eliminando 6 col ricordare che si ha p?— ' — — + £ -+ 1, abbiamo
¢ P 7 )

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



314 Bianchi: Teoria delle trasformazions

I'equazione del luogo C:

1 k2 ale 1 k& B\
coszc(\m+ P senze (ﬁz+p+ ) + +l

La C & adunque un’iperbola la cui forma e giacitura nel piano tangente
di S sono invariabili per le flessioni di S, come si era enunciato. Si osservi
che le direzioni delle linee coordinate («, #) risultano parallele a due dia-
metri coniugati delliperbola. Notevoli sono poi i casi particolari in cui ¢ abbia

. . . ™ . . - . . .
i valori estremi ¢ —=0 0 ¢ == . riducendosi allora il luogo rispettivamente

alle rette

=—B\V+q, n=—aVa+ p.

Similmente se consideriamo Je oo' trasformate S di una deformata im-
propria del parabololde ellittico, ricorrendo alle formole inverse (59), § 16,
troviamo che la conica C & a]lma Iellisse rappresentata dalle formo]e.

k2 B
e = —+ cosg (sen ® A, — €08 w )
Vei—p P

k20 oy

—— — -~ — —8en o (CoSmA; | sen cos u,
e 7 ( 1 1)y

ove » & il parametro variabile. L’equazione di questa ellisse & quindi:

1(kzz @,)z l(kn a_l B o

cos2 g L osento\/al 4 g ] P q

Vm—p+?

In fine poiche le coordinate di un punto mobile sulla conica C si espri-
mono nel primo caso razionalmente per tgh 6, nel secondo per tgi w, ©

queste sono le incognite rispetto alle quali le equamom di trasformazione (27),
§ 8, assumono la forma di Rrccarr, ne deduciamo: Le coniche C, tracciate
net piant tangenti di una deformata S del paraboloide, sono incontrate da
quattro delle superficie trasformate in gruppi di quattro punti il cui birap-
porto & costante.

Non ritorneremo piu sulle identiche circostanze che si ripetono nei casi
seguenti per le deformate proprie od improprie del paraboloide iperbolico, e
solo diremo che anche qui le coniche C sono iperbole per le deformate pro-
prie, ellissi per quelle improprie.
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§ 19.
IL CASO SINGOLARE DEL PARABOLOIDE ROTONDO.

Dalle nostre ricerche sulle deformate del paraboloide ellittico noi abbiamo
fin qui escluso il caso del paraboloide rotondo. Dimostreremo ora che questo
& in effetto per la nostra teoria generale un caso d’eccezione, perchd le oco®
congruenze W della nostra specie, aventi per prima falda comune una de-
formata del paraboloide ellittico, si riducono allora ad una sola congruenza,
quella delle tangenti alle deformate dei meridiani, e per c¢id le oo® trasfor-
mate della superficie primitiva vengono a coincidere nella sua complementare.
Dal nostro punto attuale di vista (delle trasformazioni per congruenze W delle
superficie applicabili sulle quadriche) si comporta dunque pill semplicemente
il generale paraboloide ellittico che non quello rotondo (*).

Per dimostrare quanto abbiamo asserito riprendiamo le formole del § 8

relative al paraboloide generale ellittico, ma non supponiamo pid —;— — % =1,
bensi, supposto sempre p <g¢, poniamo

1 1 — Rz

p q

e modifichiamo in corrispondenza le formole. Facendo poi convergere E verso
lo zero, otterremo il paraboloide rotondo come caso limite. Intanto la modi-
ficazione che si introduce per cid nelle formole del § 5 & questa soltanto che
a quelle equazioni (I), (II) si sostituiscono ora le altre.

g%":—i—%:R?senwcom

(«)
gju—ez + g%z == R?senh 6 cosh 0,

(¥) Come si sa (cf. la mia Nota nei Rendiconti dei Lincei, settembre 1899) anche nel
caso del paraboloide rotondo si puo costruire una teoria delle trasformazioni partendo dal
legame che il teorema di GuicHARD stabilisce fra le deformate del paraboloide e le super-
ficie d’area minima, Ma qui, essendo gid note in termini finiti tutte le deformate (Dar-
Boux), la teoria & ben lungi dall’offrire I’interesse del caso generale dove si tratta di veri
e proprii metodi d’integrazione.
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restando immutate le rimanenti. Per la trasformazione B, del § 7 le for-
mole (27) diventano

a—m—a—e:R(coso'cosm;enh‘)—seno'senmcoshe,
du 0o
) (6)
(O]
av+au—R(senaGOquPnhG%—cowsenmcosh(j) s

e le (30) si cangiano nelle altre
kay—-—Rseno.8—coshf.i 4 senh§.p
kBi—=—Rcoss.a—senh6.2 4 coshf.p
kkiz—senm%—%—comﬁ‘z—RD.).—{—RB.y \ (7)

kg =cos w;——l—senm%—}—RA.)\——RC.y

(k :\/% + Risen*oc — \/% — R? cos? a)-

Passando al limite per B =0, le funzioni w, 4 diventano, secondo le (8),
0t¢ , %0
0 u? + o

— (), cui s1 riducono

due soluzioni coniugate dell’equazione A*¢ —

le (), e le (y), ponendo per semplicith p =g =1, danno le formole

a,=—cosh0.%. fsenh§.p, B, —-—senh@.2 + coshf.pu
ho=—=-—senw.a +cosSw.B, p = COSw.az 4 senm.f.

Ora le linee inviluppate sulle deformate S del paraboloide rotondo dai
raggi di una delle nostre congruenze hanno, per le (50) § 14, 1’equazione

differenziale

A ]
du:dv="% 2,
A .

ovvero, per le formole superiori:
A(cosw.a +senw.fB)du + o (senw.a—cos».B)dv=0.
A causa delle (I1) § 5, questa si serive in coordinate «, §:

ad,@-—ﬁda:O;

le linee integralli sono dunque precisamente le % = cost., cio¢ le deformate

dei meridiani, e. d. d.
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TRASFORMAZIONI DELLE DEFORMATE DI 1.% SPECIE DEL PARABOLOIDE IPERBOLICO.

Passiamo ora a considerare le deformate del paraboloide iperbolico, co-
minciando da quelle (proprie) di 1.* specie. Secondo il § 9, supponiamo di
conoscere, mediante le loro equazioni intrinseche, due tali deformate S, S,
corrispondenti ai due sistemi di funzioni :

(6, o, By % P‘); Oiy oy By )‘17 i),

legate fra loro dalle formole della trasformazione B, al § 9. Si tratta anche
qui di dimostrare che si possono rendere S, S, falde focali di una con-
gruenza W, generata dalle congiungenti i loro punti corrispondenti. Per cid
applicando al solito il metodo descritto al § 12, partiremo dall’ipotesi che le
formole di passaggio dalla S alla S, siano le (44) § 12:

MOz {1-13.1‘
A i)_u+ u 0w

M

aq:.vﬁ—a( )ecc.,
e cercheremo di determinare la costante a in modo conveniente. Prima di
tutto occorre caleolare i valori dei simboli di CuristorreL per il d s? della S,

e questi si trovano dati, con calcoli analoghi a quelli eseguiti nel § 13, dalle
formole seguenti:

2] A

)11 ) 1 ax+q_occosh6+1JBse11110
L1ty 2w

{11 ) 0% % qoasenhf + pBeoshb 2

l 2 V7 2u 1 v’
12)__1Lox_ 096 p {12 ) 1 0u_ 0612 .
) 1 %—T_v“ﬁx’ U2 {7 wiu Gy’ .
{22) 00y gxcosh® +pBsenhf u?
| 1 2_8 S H a7

22 __ldy._*_qocsenhe—l—pﬁcoshe

z 2 ‘—*P-M H # |
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Derivando allora 2., y., 2., per le formole corrispondenti alle (45) § 12
risulta :

LRy T T +a“”%x X

(65*)
VED \/pq
av—PaquQa» aig tee S

dove 1 coefficienti L, M, P, @ hanno i valori:

h 6 senh 6
L=2% [Cpti——coshe1 ?—qenhe f;‘ a]+ q = cosh —]{}PB enh )

M:a_h[o_gocsenhe—{—p(icoshex]
-

a occosh0+ B senh 0
e tpfpizemtjprent)

_al_ L By B
me.[ Bk,—l—senhﬂ,.p +—cosh9,.q a]+

senh ) + pf£ cosh 6
4 el HpL o

Anche qui il valore conveniente da darsi alla costante « & quello che,
in base alle (35*) § 9, rende L divisibile per 2, e @ per p,; questo & il va-

lore 7=
Le formole definitive pel passaggio dalla S alla S, si serivono cosi:
. M O fJi 0x .
xiﬁx—}_lc(l 8u+ ¢ a_;)ecc., (66)
e i valori di L, M, P, @ sono i seguenti:
g cosh + pP senh ]
L= M[ A+ o 2|5 \

’

M:li_[c—q“senheZpBCOShO)\]

(67)

6
P [ +gacosh +'p B senh 6 },

If:)\

o . qeasenh6 + p @ cosh 6
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Ora andiamo rapidamente a verificare che la superficie S, data dalle (66)
ha precisamente le equazioni intrinseche (22), (23) § 6, ove 0, o, B, %, p siano
rispettivamente sostituite da 9,, «,, 8, 2,, pi, ciod le seguenti:

B, = [(«} + p) cosh® §, — 2 o, 5, senh 6, cosh 6, - (5] + q) senh®§,] . 33
F, = [(a} - p) senh 6, cosh 6, — «, 3, (cosh® §, - senh®¢,) |

(68)
+ (B} + ¢) senh 6, cosh 6.] . &, g, \
Gy == [(a3 + p) senh® 6, — 2 o, 8, senh 6, cosh 6, -+ (8: + ¢) cosh® ,] . 3
Aizi@'lg A,1:0 A//l— @')" te 69
\/H1 ' ’ i \}HI * ( )

Dopo c¢id sard dimostrato il teorema A) anche per le deformate di
1." specie del paraboloide iperbolico e le formole (66) serviranno per passare
da una tale deformata S nota alle sue ~* trasformate S,.

§ 21.
VERIFICHE RELATIVE ALLA SUPERFICIE Si .

Con notazioni perfettamente analoghe a quelle usate nel § 15, troveremo
dapprima :

szl"—:%le"_ L/M/_{_MeMz_}_pq ]

PR_Zrp4 LQ+MP)+GM’Q’——£I§ML (70)
LU {

kzx . e P95,

dove, in corrispondenza alle (67), i coefficienti L, M, P, @  hanno i
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valori : ‘
, cosh 6 - senh 9
I/=—A4+ 1% };pﬁ %,
M,:C__gasenhOH—!,—pﬁcoshO)\,
11
, g « cosh O -+ pf senh 6 ‘)
P'=—B— H ]

Q' =D + gocsenhO}i{—pﬁcoshOy.

Sostituendo nelle (70) per E, F, G i valori dati dalle (22) § 6, indi
raccogliendo 1 termini contenenti rispettivamente

+p, B, B g,

si trovano formole analoghe alle (54) § 15, ove figurano i quattro binomii:

N
cosh I, |-senh 6 M =17 —senh o cosh 4, ,

1
senh6 L' -|-cosho M = —p—%X <+ cosh o senh ¢, ,
/ q (7.{}.
cosh§ P 4 senh6 Q@ — — I —senh o senh 6,

senh® P’ 4 cosh § Q@ — p;’}y. + cosh o cosh 6,

le eguaglianze scritte deducendosi dalle (71). Dopo c¢id, tenendo conto della
identitd :

in modo affatto simile a quello tenuto nel § 15, si dimostrano le identith
ETl:Eis F'n:Fi, a:GL,

compiendo cosl le verifiche per quanto riguarda la prima forma fondamentale
della S, .

Procedendo ora alle verifiche rimanenti, osserviamo che dai valori (67)
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di L, M, P, Q seguono le identita:
A w _)\1
o L + o P=5

A .

w
w M E 0=y
e quindi dalle (65*) le altre
MOm B M bw o
Mou g dv  Adu | g dv

Ne segue che le (66) possono scriversi sotto la forma equivalente:

. 1 (20w | p 0xt
rX=x, — k‘ ()\1 ‘87 + g a—v) ecc.,

e queste dimostrano (cf. § 16) che S, S, sono le due falde focali della con-
gruenza generata dalle congiungenti i loro punti corrispondenti. Ed ora, come
al § 16, si traggono di qui per i coefficienti A,, A,, A, della seconda forma
fondamentale di S, le equazioni:

\ Hu 19
N l {_ AI( + \/;?I A 1 __O \ )
‘).1 ( ! \ IT( :L —

e quindi la relazione

(-A-i*—- \_I')—j }\1 {/1) (&”‘ + \p g )1 ‘U-{) —Slf — O‘
\]11 / \ Hi

D’altra parte, per la formola relativa alla curvatura K, (cf. § 16), si ha
Boan—ay— =P,

che sottratta dalla precedente da:

Lo \PY - Vpg
A-NPDy = - YOy .
\/]11 1 1+\/H1 1
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Dalle (72) si trae ora
— e .2
&)=

i

e poiche, colle formole al § 9, facilmente si esclude che possa aversi — =

ne segue A', =0, indi dalle (72):

Vpy, < \P9q
P » —— A
N7 N T

conformemente alle (23) § 6, ossia alle (69) § 20; cosi & completata la nostra
verifica.

§ 22.
TRASFORMAZION[ DELLE DEFORMATE DI 2.a SPECIE DEL PARABOLOIDE IPERBOLICO.

Siano S, S, due deformate di 2.* specie del paraboloide iperbolico, de-
finite dalle loro equazioni intrinseche, e cmrispondenti 1ispettivamente se-
condo il § 6, ai due sistemi di funzioni (9, «, B, %, u), (6:, i, Biy *iy )
legate fra loro dalle formole della trasformazione B, al § 10. Vogliamo di-
mostrare anche per questo caso la proposizione generale enunciata al § 12.
Ma qui, volendo condurre 1 calcoli nel modo stesso come ai §§ 14, 16, con-
viene riferirsi, anziché ai parametri reali u, v delle linee assintotiche, alle
variabili coniugate

Uy =u-+ v, v, —uU—1i0

In queste variabili le equazioni differenziali fondamentali (VIII) § 6 di-
ventano:

da 1

pu, — g (ooshO-—isenht) (A 4 dp), 37:——(008h0—l—tsenh9 ) (A )
o 1 : e 0B . .
a—v:E(coshﬁ‘l—z'senhé?)(/.—z,.t), 5 :g(cosh’i*zsenhe)()\——zy)
L i
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%ai;;—p'):—(coshe——isenhﬁ)%%—z'(cosh@—}—isenh&)—i +
09 L 00 —iv) .90 ‘
+la—m(l-—z£'-)7 T__‘ﬁ(k_"”")
o 0 . 0(h—1 1) .
(Btlz )“25—1(7 —pl, -(—av—lz—:——(coshﬂ—}—zsenhe)%-_

., . [ .00
— ¢ (cosh® — ¢ senh 0) — . ‘am (X1

e pel valori dei simboli di CHRISTOFFEL troviamo:

(11 (— 1 00 +ip

L1 7 Fip om +
0—; i /senh 6 .
+qa(cosh i senh B)Qépﬁ(coshﬂ—{—zsenh )()\'{‘H’-)
jllf—‘_ @_A—qu
2 ) dur h—ip.
AL (cosh § 4 isenh 8) 4 p B (cosh h — isenh ) (1 +iu)e
oH A—iu
122__ 1 8(7\+iu)_i997\—i(¢
1) Xddp  doe T v dw Atip
12!_ 1 __8_(7\—5,&1.) 861+z;
ﬁ 2 ) h—iv 0w 37)17\—-zu
22) .00 A—ap
1 1 1~1?3—7‘t{—iy.+
+ga.(coshﬁ—isenhb)—z'p{i(coshﬁ—}-isenhf)) (A—ip)
2 ]I %t ip

(22) 1 20 —ip)
[ 2 g_l——iy. 0 v T

. 9+ isenl 6) + ¢ b —1is ;
4 g « (cosh 6 4 i senl );I}P@(COSh iseuh ) (A—ip.

Facendo uso di queste formole, i calcoli procedono nel modo stesso come
agli indicati paragrafi, e si trova che le formole pel passaggio dalla S alla S,
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debbono assumere qui la forma

h—{—iyxax 7\1——1(.!18.%) (73)

x‘:x+a(l+iy due  r—ip 0vi)

X . . i : .
dove a & una costante pel cui valore trovasi a=—- Le verifiche si fanno

allora affatto analogamente come ai §§ 15, 16 e la proposizione & cosi di-
mostrata. Ed ora se ripristiniamo nelle (73) i parametri reali assintotici «, v,
abbliamo le formole di passaggio dalla data deformata S di 2.* specie del
paraboloide iperbolico alle sue oo® trasformate S, sotto la forma definitiva
reale :

At ppadx

FOT T p3) 700 O (74)

{17\1—7\51-15&2

xizx‘i_k()\g_{_uz)au

_)L_

Cost per le deformate proprie, tanto di 1.* quanto di 2.* specie, del pa-
raboloide iperbolico abbiamo dimostrato il teorema A). Per completare le ri-
cerche converrebbe esaminare se anche nel caso delle deformate rigate (di
3." specie) sussistono le medesime proprietd, come appare probabile da quello
che accade nel caso analogo delle deformate rigate dell’iperboloide rotondo (*).
Noi perd qui tralasciamo tale ricerca secondaria pel nostro scopo.

§ 23.
TRASFORMAZIONI DELLE DEFORMATE IMPROPRIE DEL PARABOLOIDE IPERBOLICO.

Per le deformate del paraboloide iperbolico non c¢i resta piu da consi-
derare che V'ultimo caso delle deformate improprie. Siano S; S, due tali de-
formate, definite intrinsecamente dalle formole (25), (26) al § 7 e corrispon-
denti rispettivamente ai due sistemi di funzioni (6, «, B, A, ), (9., o, Biy Ay £20)
legate fra loro dalle formole della trasformazione B, di BackLusp al § 11.

Calcolando in primo luogo 1 valori dei simboli di Curistorrer per il d s

(*) Vedi i §§ 22, 24 della mia Memoria citata nel Tom. XIV degli Atti della So-
cield dei XL.
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della prima superficie S, troviamo (cf. § 13):

11)__18k pﬁcose-}-gasenf).
{ 1T %5 T H h
(11)__ 262  pPBsenf—qgacosbh 3
I 2V Bup v H T
o] _10_pbp  igg 10k 203
31)_7\ v ou A 2§__(/.8u‘ 82)(}.’
§22z__39y.+pﬁcose+qasen0 ¥
1) 7902 JZ] T
22 ) _10p  pPsenb-—qgacosd
; 2 i——y 7o T H ¢

Anche qui il passaggio dalla S alla S, si effettua, in termini finiti, con
formole come le (44) al § 12, ed il valore conveniente per la costante a &

dato da
cos ¢

== ’

k
sicche le formole definitive si scrivono:

L COSG (M 0 | pu O
r=ux+ e (7\ 8u+y. v), ecc. (75)

Per compiere su queste le dovute verifiche, si cominci dall’osservare che
le (45) § 12 diventano qui:

ey AL L +”’k9\/°i”w X .
=Py 05— %M“X’ | |
coi valori seguenti per L, M, P, Q:
L=%[A+cos ﬁcOSO—Eqasene ],
Jl[:_-Z—;L[C #costﬁseiE-qacosfjk],
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11

o , szenG—gacosGl )
Q =, [D -+ coso 17 ‘;.}

o pheos+gasent
P-——k)\[B-}-OOSa v,

Dopo ¢id, con un calcolo come al § 15, si constata che la superficie S,
definita dalle (75) ha la prima forma fondamentale data dalle (25) § 7, ove
si pongano 6y, a,, By, ,, w, al posto di 6, «, B, A, ¢ Poi dalle identita

)\ y. __./;1
M L+}IP' x
lM_l_i L

si vede che le (75) possono scriversi anche

Cose, A 0. v 0
T, — — — -} = 21, ece. 5*

T k (?4 cu P 80\) O (757
e ne risulta al solito che S, S, sono le due falde focali della congruenza for-
mata dalle congiungenti i loro punti corrispondenti. In fine, con un procedi-
mento come al § 16, si verifica che anche i coefficienti della seconda forma
fondamentale di S, hanno i valori prescritti

]

\
\

, Vp g
Ay =—=Z)pu,.
‘ \ Hi L

=
N
=
|
=
J

A=

I

ll;u'l)

—

1

-

Cosi anche per quest’ultimo caso delle deformate improprie del parabo-
loide iperbolico sussiste il teorema A) della prefazione.

S 24.
LE SUPERFICIE CONIUGATE IN DEFORMAZIONE DELLE PRECEDENTI.

Prima di chiudere le nostre ricerche sul teorema A4) vogliamo trattare
ancora di una classe di superficie reali applicabili sopra quadriche (immagi-
narie) a centro che spontaneamente si collegano alle deformate improprie del
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paraboloide iperbolico come loro coniugate in deformazione (*). Sono queste
le speciali quadriche, tangenti al circolo immaginario all’ infinito, che gia si
presentarono nei miei studi sulla deformazione delle congruenze rettilinee al
modo di Riaucour (*¥), come collegate alle superficie pseudosferiche.

Noi lasciamo cosi per un momento il soggetto speciale della deforma-
zione dei paraboloidi; ma le notevoli relazioni che troviamo fra le defor-
mate delle due specie di quadriche meritano tanto pitt una breve digressione
che esse indicano come probabile 1'esistenza di relazioni analoghe pei casi
superiori.

Per compiere la ricerca che abbiamo in vista, riprendiamo a considerare
il sistema differenziale (X), § 7, da cui dipendono le deformate improprie del
paraboloide iperbolico corrispondenti ad una data superficie pseudosferica 3,
definita da una soluzione 9 dell’equazione (X ) ibid. Noi riconosciamo facil-
mente che, sotto altra forma, questo sistema coincide con quello delle equa-
zioni (6), (6*) al § 310 delle Lezioni (Vol. II, pag. 244), ove si faccia

(I):@, W:——a’ 7:%, 1—7:_.

Risulta di qui € dai teoremi al Cap. XX delle Lezioni che la super-
ficie S inviluppo dei piani normali alle linee 8 = cost. della superficie 3 ha
un elemento lineare fisso, esprimibile pei parametri o, 3, che appartiene ad
una quadrica a centro (immaginaria) tangente all’assoluto, quadrica che indi-
cheremo con Q. Ogni deformata impropria S del paraboloide iperbolico de-
termina cosi univocamente una deformata S di questa quadrica Q. Fra i
punti di S, S & stabilita una corrispondenza (corrispondendosi i punti di eguali
coordinate curvilinee u, v); e siccome questa corrispondenza conserva i sistemi
coniugati, ovvero le assintotiche, ne deduciamo che ad ogni sistema di assin-
totiche wirtuali di S corrisponde sopra S un sistema della stessa natura, onde
ad ogni flessione della S ne corrisponde una della S come sua coniugata in
deformazione (n. c.). Segue di qui che alle geodetiche di S corrispondono le
geodetiche di §.

(*) Pel significato di questa denominazione vedi la mia Nota dell’aprile 1902 nei Ren-
diconti dei Lincei: Sopra un problema relativo alla teoria della deformazione delle su-

perficie,
(**) Vedi la Memoria nel Tom, VI di questi Annali (1901) e le Lezioni § 307.
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Diamo ora una conferma diretta di questi risultati. Se indichiamo con

x, y, z le coordinate del punto di contatto della superficie S col piano nor-
male nel punto (x, y, 2) alla linea 8= cost. sulla superficie pseudosferica X,
dalle formole (6) § 2, e dal sistema differenziale (X') § 7 facilmente rica-
viamo le formole seguenti:

— )\ 1
x:x—%Xi——%P-Xz-l-%Xs ecc., (77)
che derivate danno

or % ( . ‘ g )
A:p—i«qcose(l&—{—{xXz)+(ﬁsen6~——cos9)X3}, /
au Y ( )
A (18)
dx ®

Di qui si caleola subilo, in coordinate w, v, il quadrato ds® dell’ele-

mento lineare di S, che, espresso per mezzo delle (X) § 7 in coordinate «, 8,
diventa :

I — DB de F2gufd2dbto(pBr—wt—pgd* g
pE
Se poniamo
. 1 . 2 | g2 "
x~|—zy:—p, x—zy:g‘%ﬂ, Z:g,

il luogo del punto (z, y, 2) & una quadrica ¢, a centro, di equazione

(@—iy)(@+iy) ¢ @ +iy)+g2+9=0
e coll’elemento lineare

dst={dzx+idy)(dr—idy) -+ dz

dato appunto dalla (79). Paragoniamo ora il ds* di @ coll’altro
ds*=(a®*+p)da*+2afdadB+ (B*—q)d B (79%)

delle deformate improprie del paraboloide iperbolico ed indicando per cid

con 3 ilk g i simboli di CarisTorreL pel d s* e con i ilk Z quelli pel ds, tro-
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veremo @
e (]

) 121 E:Z 222 gzz}—lp’ 1 122 KZO

<]
[

g 21}273’ 312 EZO’ 3 22§:£f7_?'

Sono dunque soddisfatte le quattro condizioni

Ve =t b T

L) = e

12
2§’

i 22;_2} 112§=§22—2§~2§ L

—

[\

le quali esprimono (n. c.) che i due ds* si corrispondono geodeticamente. Di
pil, se con
K:—— % H T: '——_i
P ¢

indichiamo le loro rispettive curvature, troviamo

_m -_1n
P=Tng P pE
indi
i:\/—éﬁz.
e Ve
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Ne segue che sono ulteriormente soddisfatte le due condizioni

L2
2 0«

12, (12 1 9 p__§12 _51_2)

2 i2;’ ?T@log;— 1( 1§

le quali, unite alle precedenti, esprimono appunto che i due elementi lineari
sono coniugaic in deformazione (n. c.).

log & — )
Og‘o ?

§ 25.

CORRISPONDENZA DELLE CONGRUENZE W PER LE DUE CLASSI DI SUPERFICIE.

Dimostriamo ora che anche per le superficie S applicabili sulla quadrica
a centro @ sussiste il teorema A) della prefazione. Come al § 3, prendiamo
per cid una trasformata %, di BickLunp della superficie pseudosferica ini-

ziale S e sia S, quella deformata dalla quadrica @ che si deduce dalla Z,,
come prima la S dalla %, secondo le formole corrispondenti alle (77):

B e 2
deducendosi le «,, 8, %, 1, dalle a, B, %, p colle formole (42) § 11. Le due
superficie S, S, hanno cosi nello spazio una posizione perfettamente determi-
nata e fra i loro punti M, M, & stabilita una legge di corrispondenza che
conserva 1 sistemi coniugati. Dimostriamo ora che: le congiungenti due punti
corrispondents M, M, generano una congruenza W, di cui S, S, sono le due
falde focali. o -

Bastera provare che la retta M M, tocca in M la S e, per ragione di
simmetria, sard anche provato che essa tocca in M, la S,. Ora, secondo le
(78), i coseni di direzione X, Y, Z della normale alla S sono proporzionali
al tre binomii

= A . 3
m=,— L X TR XD 4 % . X9, (80)

["'XI_XXM (}'Yl—‘)‘Yz, f"Zl——)\Zzo
La nostra proposizione equivale quindi all'annullarsi della somma

2X,—2 X,) (z —w),
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che facilmente verifichiamo aver luogo sostituendovi gli effettivi valori (77),

(80) di z, x,, ed avendo riguardo alle (10) § 3, (42) § 10. Cosl & dimostrato
il teorema A) per le deformate della quadrica @.

Ed ora paragoniamo la congruenza W, colle due falde foculi (S, S,),
coll'altra avente le falde focali (S, S,) rispettivamente coniugate in deforma-
zione delle precedenti. Le quattro superficie si corrispondono punto a punto,
e noi vogliamo dimostrare che: ¢ raggi corrispondenti delle due congruenze
sono condotti in direzioni corrispondenti. Per ¢id, ricordando che le linee in-
viluppate sopra la S (o la S,) dai raggi della seconda congruenza hanno
'equazione differenziale

A "1
du: dv:T : m

’

basterd provare che alla medesima equazione differenziale soddisfano le linee

inviluppate sopra la S (o la S)) dai raggi dell’altra congruenza. Ora, a causa

della relazione fra S, ., sussistono certamente fra le coordinate dei loro punti
corrispondenti relazioni del solito tipo

— ow o.r
_— X ! l— m —
! T 0u + ov

dove I, m sono convenienti funzioni di w, v. Sostituendo in queste i valori
dati dalle (77), (78), (80), facilmente troviamo

Z_Bcosa M _ peosa
TR TR
. A o . .
e percid l:m = Tl : L;— » il che dimostra appunto la nostra asserzione.

Riassumiamo 1 risultati ottenuti nella proposizione seguente:
Le superficie S applicabili sulla regione ideale del paraboloide iperbolico

hanno per superficie S coniugate in deformazione quelle applicabili sulla qua-
drica a centro Q, e ad ogni coppia (S, S,) di superficie della prima classe,
costituenti le due falde focali di una delle nostre congruenze W, corrisponde
una coppia analoga (S, S,) della seconda classe, dove S, & nuovamente con-
iugata in deformazione di S, come S di S, ed i raggi delle due congruenze
sono tirati in direziont corrispondenti.

Queste proprietd geometriche rendono palese la ragione che rende equi-
valenti i due problemi della ricerca delle trasformate della S o delle trasfor-

mate della sua coniugata in deformazione S.
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§ 26.
IL TEOREMA DI PERMUTABILITA PER LE EQUAZIONI INTRINSECHE.

Esaurite le ricerche sulla prima proposizione fondamentale 4) della no-
stra teoria, volgiamoci ora alla seconda, al teorema B) di permutabilita. Ma
qui basterd che dimostriamo come si sviluppano i calcoli relativi ad uno dei
casi; un procedimento affatto analogo si applicherebbe in tutti gli altri. Sce-
gliendo il caso delle deformate (proprie) di 1.* specie del paraboloide iper-
bolico, supponiamo di passare da una tale deformata S a due contigue S, S,
con due trasformazioni B.,, B.,, le cui costanti o,, ¢, siano diseguali, se-
condo le formole dei §§ 9 e 20. Indichiamo ordinatamente con

0y @y By 2y 1)y (94, auy By Aiy 1)y (85 asy Boy Roy 122)

1 tre sistemi di funzioni a cui corrispondono S, S,, S, secondo le formole
del § 6.

Le tre soluzioni 9, 4,, 0, della equazione (V) § 6:
0*0 020
a—w—é—u—zzsenhﬂcoshe (V)

sono legate fra loro dalle formole delle rispettive trasformazioni B.,, B, che
fanno passare da 6 a 0, e 6,, sicche per le (32) § 9 abbiamo:

g ?{‘ + B - = — (cosh o, senh 8 cosh 8, + senh o, cosh 4 senh 4,) )
00 o
. v’ + 07& (cosh o, cosh 6 senh §, 4 senh =, senh ¢ cosh 6,) s
00 |
94 —|— (’) == — (cosh o, senh 6 cosh 8, 4 senh o, cosh § senh 4,) )
o (81%)
3 02 + 6 - = (cosh g, cosh @ senh 6, + senh o, senh 6 cosh 4,). S

Per il teorema di permutabilita relativo a queste trasformazioni delle so-
luzioni della (V'), di cui gid ho fatto uso nella mia prima Memoria (M) § 9),
esiste allora una quarta soluzione 9" della (V') univocamente definita dalla
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formola

0 —96 . Gy — G2 H, — b,
tgh(——g——)__tgh( - )coﬂl( . ), (82)

o dalle equivalenti

cosh (61 — 62) cosh (A, — 0:) — 1
cosh (A1 — 02) — cosh (61 — 62)

cosh (" —6) =
(82%)

senh (51 — 62) senh (B — 6:)
cosh (6, — 6:) — cosh (6 — 62)

senh (6 — 0) =

Questa quarta soluzione 6 & legata alla sua volta alle medesime 6., 0,
da due trasformazioni B’,,, B';, colle costanti a,, o, invertite, secondo le for-
mole corrispondenti alle (81), (81%):

% + 276) = — (cosh o, senh &' cosh 4, 4- senh o, cosh ' senh 4,)
B, 96 , | (83)
55 T3, = (cosha,cosho senho, + senh o, senh ¢ cosh 6,)
26, 90 " Lo coh ) T
7a 55 — — (cosha,senh¢ cosh 6, + senho, cosh ' senhf,)

’ (83%)
g% + % —  (cosh g, cosh %" senh 6, 4 senh o, senh 6" cosh®,).

Siccome colla B';, passiamo dalla 6’ alla ¢,, cosi dalla quaderna («,, 8,
Jy, 1) che soddisfa alle (VI) § 6 relative a 6, dedurremo una quaderna cor-
rispondente (o', £, ¥, ') nella medesima relazione con 9, mediante le for-
mole corrispondenti alle (35*) § 9) che si scrivono:

koo =— —cosh 6 .2, —senh 6 .p, —senha,.q
kyB = —senh 6.2, — cosh 6. 1, 1+ cosha,.p, [
uxz_Am—01+w@w%+%mm% (84)
ko= B} —{—D'p,—-senhe,.%—coshe,%,

1

dove si & posto

k., :\/senh2 o, -+ 1 =\/cosh’a,— 1
P q
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A" = cosh o, senh 4 senh 7, 4 senh o, cosh 6’ cosh 6,

B’ = cosh o, senh §' cosh %, + senh o, cosh ' senh 6, (84)
C' == cosh o, cosh 6 senh 4, -+ senh 5, senh 6" cosh 6,

D' = cosh o, cosh ' cosh 8, + senh o, senh ' senh 6,.
D’altra parte, siccome si passa dalla medesima 9 alla 6, colla By, se
- invertiamo nelle considerazioni e nelle formole precedenti o, con o, € 6, con B,

saremo condotti ad una seconda quaderna («, 8, 2, u') relativa ancora a ¢';
ma noi vogliamo dimostrare che queste due quaderne («', £/, %, ¢),
@, B, %, &) comcldono, per la qual cosa basterd provare che: le «, 8, ¥, ¢’
definite dalle (84) si compongono simmetricamente colle coppie di quantita
(a1, @e)y (81, 9,). Per cid prendiamo le formole che seguono dalle (35) § 9:

kyay=cosh§,.% 4 senh §,.p -—senho,. _
kiﬁirzsenhf)i.l—}—coshel.y+coshoq. é
P

m,:—Au.—Bm_coshe.%—senho.? (85)
kyp, — C{).+Dipn+senh6.%-{—coshe.-z—,
dove si & posto:
k, :\/senh' g, + 1 :\/cosh” o, ——;-
A4, = cosh o, senh 0 senh #, |- senh o, cosh 6 cosh 4, \
B, = cosh o, senh 9 cosh 0, h o, cosh 6 senh 6
cosh o, senh 8 cosh 6, 4- senh 5, cosh 6 senh 9, (85%)

C, = cosh ¢, cosh  senh 9 -+ senh o, senh 6 cosh 4,
D, = cosh o cosh 0 cosh 0, senh o, senh 6 senh 4,.

Se si moltiplicano le due prime (84) per F. e se ne eliminano colle (85)
i valori &, «;, kB4, ki %0, k. p., avendo riguardo alle (82), si trovano le for-
mole seguenti:

, __ senh (61 — a62) [cosh 61 cosh 62 — cosh 62 cosh 04]
ik ol = cosh (61 — 02) — cosh (6; — a2) A

+

senh (6; — 62) [cosh 6, senh 6z — cosh ¢: senh 6,] I
cosh (68 — f2) — cosh (a1 — o2)
. ] § —
c__“______osh (8 ) -+ senh ¢, senh ai} o«— senh (¥ — (; 0) B,

+
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, __senh (61 — a3) [senh o2 senh 6, — senh ¢, senh f]
- A
ki ke B cosh (8; — 62) — cosh (5, — o) +

senh (61 — 62) [senh 62 cosh 6: — senh o, cosh ;] w4

+ cosh (0; — 6:) — cosh (5. — 63)
+ senh (% —0 (2 =9, + [cosh s, cosh 5, — cosh (¥ — 0, (Z — O)] B.

Ora i valori (82*) di cosh (6’ — ), senh (9 — ) restano invariati per-
mutando ¢, con g, e 6, con f,, e la medesima simmetria offrono quindi i va-
lori precedenti di «', 8. Che la stessa cosa abbia luogo anche per %, p’ si
pud constatare in modo simile con calcolo diretto, ma segue ora subito dalle
formole (VI), § 6, secondo le quali si ha:

yo— L g, 1 0«
" T ceosh0’ dw’ * T senh® v

Cosi & stabilita la proposizione enunciata.

§ 2T.
DiMOSTRAZIONE DEL TEOREMA B) DI PERMUTABILITA.

Colle considerazioni superiori noi abbiamo dimostrato, per le trasforma-
zioni delle deformate di 1. specie del paraboloide iperbolico, il teorema di
permutabilitd limitatamente alle equazioni inérinseche. Resta ora da fare I'ul-
timo passo per avere questo teorema sotto la sua forma definitiva B) enun-
ciata nella prefazione.

Per questo osserviamo che, secondo il § 20, alla quaderna (', 8, 2, 12 )
corrisponde una deformata S’ (di 1.* specie) del paraboloide iperbolico, di
posizione perfettamente determinata nello spazio rispetto ad S,, come seconda
falda di una congruenza W che ha per prima falda la S,. Per le for-
mole (71*) § 21, le coordinate #', %', 2° di un punto di S’ sono date dalle
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formole
, _L(W 0y | 1" Oy

wie T a—v), ecc. (86)

Ma per le (65%), (66) § 20 abbiamo:

- 1 (Mdx | pa 02
T=0 A+ o (Xﬂ u@v)

E)m_ 9;%’ \pq
o Lyt M aﬂrkl\ wh- X

8.2‘1__ )ax 3_.%'__ \/i)Ag
_3“17—18u+Q8v kl\'ﬁxp"'X’

onde, sostituendo nelle (86), abbiamo un risultato della forma:

— 0z \P9_
x x—{—U(m{—V +k‘k2\[(y =2 . X, ece.,

dove 1 coefficienti U, ¥ hanno le espressioni seguenti:

1 A '
U:k_L 2 ke ( U ) ’

1 gy 1 (W v/ " (88)
Vw H‘*E(W“ﬂ’)‘

E chiaro che nel secondo membro delle (87) 1l coefficiente di X & sim-
metrico in (s,, a;), (6, ¢,), poiche tali sono %, 1, come si & visto. Se dimo-
striamo che la medesima simmetria offrono U, V, sard dimostrato il teo-
rema B) di permutabilitd, poichd, risultando la S" costruita simmetricamente
rispetto alle S,, S,, sard legata alla S, dalla B, come alla N, dalla B,.

Ora se sostituiamo nelle espressioni (88) di U, V i valori effettivi di L,
M, P, Q, dati dalle (67) § 20, e ricordiamo che per le (35) § 9, si ha:

kedj =— 4’V — B w — cosh§’ Z%— senh 6'%

kvpy= CNV+D y’+senh9’%-{—cosh0’§,
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ne deduciamo

- ! A Vo — ! 0(.'— ﬁ'
U__k‘kzl[(A‘_A)l +(B.i—B) ¢ —cosh 6 — — senh § q]+

g o coshf - p@senhb ST ’

1 p % (89)
=i (e =00 — D)y e e_]_
V=5 .U'[(C C)» + (D' — D)y’ + senhé » + ensh ;
__gqosenh 4 pLeoshb .
ks ke p. 11 (u Ad). ‘

La nostra dimostrazione sara al termine se proviamo che ciascuna delle
quattro differenze: 4, — A4’y B,— B, C,— C, D, — D ¢ simmetrica nelle
due coppie di quantita (s,, @), (6, ;). Per cid formiamo queste quattro dif-
ferenze dalle formole (84%), (85*), e sostituendovi per cosh 4, senh ¢ 1 valori
che seguono dalle (82%), troveremo le formole seguenti:

A, — A" = K | (senh o, senh 9, — senh o, senh 4,)senh 6
+ (cosh o, cosh 6,
B, — B'= K | (senh o, cosh 6§, — senh 7, cosh 6,) senh 6

cosh o, cosh 6,) cosh ¢ |

+ (cosh s, senh 9, — cosh o, senh 6,) cosh 6 | (90
C,— C = K | (cosh o, cosh 6, — cosh 5, cosh 0,) senh 6 4 )
-t- (senh o, senh 6, — senh o, senh 8,) cosh 6 |
D, — D' = K | (cosh o, senh 6§, — cosh s, senh 9,) senh 4
-+ (senh o, cosh 4, — senh o, cosh 6,) cosh 6 |, I
dove si ¢ posto
o senh (51 — o2) )
~ cosh (8 — B2) — cosh (61 — 6e)

Queste formole presentano, come si vede, la voluta simmetria ed il teo-
rema di permutabilita & cosi dimostrato.

Similmente, colle formole date ai §§ 8, 9 (M) per il teorema di permu-
tabilita relativo alle soluzioni delle tre equazioni:

2o |, 0o

W a—vzzseanOSm
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g—z—;+?£:senhecosh9
0t

+%cosh20:0,

duodv

si dimostrerebbe il teorema stesso per le deformate proprie ed improprie del
paraboloide ellittico e per quelle proprie di 2." specie del paraboloide iper-
bolico. In fine per le deformate improprie di quest’ultimo paraboloide baste-
rebbe ricorrere alle ordinarie formole del teorema di permutabilitd relative
alle superficie pseudosferiche.

S 28.
CONSEGUENZE DEL TEOREMA DI PERMUTABILITA.

Come per le trasformazioni di Bicerunp delle superficie pseudosferiche (*),
cosl anche nel caso attuale il corollario pit importante del teorema di per-
mutabilita & dato dalla proposizione seguente: Se di una deformata iniziale S
di un paraboloide si conoscono tutte le oo trasformate, I'applicazione succes-
siva ed illimitata del processo di trasformazione alle nuove superficie via
via ottenute si compie con soli calcoli di derivazione.

Indichiamo rapidamente la dimostrazione, simile alla corrispondente per
le superficie pseudosferiche (Lezioni, § 385, Vol. II, pag. 417). Riferendoci
sempre all’esempio scelto delle deformate di 1.% specie del paraboloide iperbolico,
supponiamo data la deformata iniziale S, e supponiamo di conoscere l'inte-
grale generale

9 (u, v, ¢, C) (C costante arbitraria)

delle equazioni (32) § 9:

% + % — — (cosh ¢ senh 6 cosh ¢ 4 senh ¢ cosh 6 senh ¢)
oe , 00 b
T + P (cosh ¢ cosh 6 senh ¢ - senh o senh & cosh ¢),

(*) Vedi anche le ricerche analoghe per le trasformazioni di DarBoux delle superficie
isoterme nel Tom, XI di questi Annali,
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e sia S, una particolare trasformata di S corrispondente alla soluzione par-
ticolare
91:?('“, ?}, 0‘, Ci\)‘

Se caleoliamo 9" dalla formola (82) del teorema di permutabilita

gh ("' - 6) — igh (2;) coth (9‘ =1t (91)

e facciamo le sostituzioni corrispondenti nelle formole (87) che danno la quarta
superficie S', supponendovi soltanto s ==5,, noi avremo {utte le trasformate
S’ della nuova S, per trasformazioni B. con o differente da o,, come segue
dal teorema stesso di permutabilita. Ma & facile ottenere un risultato analogo
anche pel caso escluso, servendosi di un opportuno passaggio al limite.

Percid nella ¢ (v, v, ¢, C) prendiamo per C una funzione C(s) di 5,
soggetta alla sola condizione di ridursi a C; per ¢ =g, e del resto arbitraria,
onde sara

(2 (4, v, 9y C)]oze, = 8.

Passando nella (91) al limite per ¢ =¢,, il secondo membro si presenta
sotto la forma indeterminata 0 >< oo, e calcolandone il valore limite colle note

regole si ha
— 0 (0o  d9dC
COth( 2 ,)_(3G+50d6)a:a1’

0ovVvero

9 — 8\ (09 , 00 9

COth( 2~)_(ﬂ + oC ¢ \]czal ! (9“)

indicando con C' una nuova costante arbitraria. E qui si potra anche veri-

ficare direttamente che la funzione ', determinata dalla (92), & in effetto una
soluzione della equazione

22062 — 21-32 =senh 4 cosh g,

legata alla 6, da una B,,. Conoscendo cosi questa trasformata & della 6,,
avremo senz’altro in fermini finiti la trasformata generica S della S, per

la B,.
La nostra proposizione ¢ dunque stabilita.
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§ 29.
APPLICAZIONI ALLE DEFORMATE DI TRASLAZIONE DEI PARABOLOIDI.

Da ultimo per dimostrare, almeno in un esempio, I’ efficacia dei metodi
di trasformazione, considereremo la seguente classe di deformate dei para-
boloidi.

Come tutte le superficie di traslazione con curve generatrici in piani
perpendicolari (Vedi Lezioni, § 252. Vol. II, pag. 35), 1 paraboloidi sono
suscettibili di una deformazione continua ad un parametro in cul si conser-
vano superficie di traslazione della medesima classe; allora il sistema coniu-
gato formato dai due sistemi di curve congruenti per traslazione alle gene-
ratrici si conserva coniugato.

Troviamo subito le deformate di traslazione dei paraboloidi, procedendo
nel modo seguente, che descriviamo in particolare per le deformate proprie
del paraboloide ellittico.

ay Deformate proprie del paraboloide ellittico. Affinché la deformata S
di questo paraboloide corrispondente, secondo le formole del § 5, alle fun-
zionl w, a, 8, 7, p sia una superficie della specie voluta, occorre e basta che

si annullino per essa i simboli 1 112 E, § 122 ( Dalle (47) § 13 scgue allora

che deve aversi

cioé w — cost., quindi per le (I) § 5: @ =0. Dopo ¢id le formole (II) di
questo paragrafo dimostrano che f, A saranno funzioni della sola u, ed «, p
della sola v. L’integrazione delle corrispondenti equazioni differenziali & im-

. U v
mediata, e ponendo: u, =-=, v,= _ porge:
Vg \ P

h==a,cosu, -+ aysenu,, B=\/q(a;senu, — a,cosu,)

u.=b, cosh v, + b,senh v,, o ==\p (b, senh v, + b, cosh v,)
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con a., d, b, b, costanti che, a causa della (II*) § 5, dovranno essere le-
gate dalla relazione

B—bi=alaf+ L.

Ora, aumentando, come & lecito, u, » (e u,, »,) di convenienti costanti,
si pud fare, senza alterare la generalita, b,—a, =0 e porre quindi

a,=—=senh ¢, b, =—coshe¢ (c costante).
Resta quindi

?==senh ccosu,, s = cosh ¢ cosh »,

a==\pcosh¢senhv,, [=\gsenhecsenu,,
onde per le (16) § 5:

E = ¢ senh? ¢ (senh® ¢ sen® u, | 1) cos® u,

F =\/p ¢ senh? ¢ cosh® ¢ sen u, cos u, senh v, cosh v,
G = p cosh? ¢ (cosh® ¢ senh? v, 4+ 1) cosh® v, ,
e inoltre per le (17) § 5
’ A=A", A =0.

Dopo cid si trova (¥) che le equazioni in termini finiti della S sono le

(*) Indico brevemente come si arriva alle (93) del testo. Le equazioui della .S hanno
certo la forma

2=U, y=7T, s=U0,+1]
con U, U, funzione di u, e V, V; di v. Le condizioni relative all’elemento lineare danno
U+ UY=E U, T, =F T247V"2=¢G
e dalla media si ha

U,=k Vg senl? esenwycosu,, Jj= /IT\IE cosh? ¢ senh ¢, coshv; (% cost.).

Sostituendo nelle altre due e osservando che la condizione A — A'" si serive

v I
%’- Uil — U”l J— 1]?’__ ]’f’l — I’/V’

se ne trae k==cothe, indi le (93) del testo,
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seguenti :
x:qS()'%(‘zu, + sen 2 u,), y:pcfhc@ v, + senh 2v,),
(93
senh ¢ cosh ¢ ¢ 3)
z = 7] (pcosh 2 v, —q cos 2 u,).

Ora se a questa superficie S applichiamo la trasformazione B, § 8, le
equazioni (27) (essendo w=0) diventano '

dh

00
—_— =~ — 9
g, sen asenh 4, 55 cos 7 senh 0,

e il loro integrale generale & dato da
tgh%: C evseno—veoss (I costante). (94)

Conosciamo dunque in termini finiti (§ 17) le oo® trasformate S, della S,
e il teorema del paragrafo precedente & immediatamente applicabile.

Si osservi in particolare che se nella (94) si prende C =0, indi V =0,
anche la trasformata S, & una deformata (impropria) di traslazione del pa-
raboloide ellittico.

Analogamente, come sopra per le deformate di traslazione proprie del
paraboloide ellittico, si procede negli altri tre casi seguenti.

b) Deformate improprie del paraholoide ellittico. Le superficie di tra-
slazione di questa classe corrispondono alla soluzione 6 =0 della (I1I) § 5
e sono date dalle formole:

— L:hc (2u, —sen2u,), y= p C(;Sh ¢ (senh 20, — 2 0)),
— Sin}—l%osk(p cosh 2 v, — q cos 2 u,), (95)

(n=gtr u=2
Upy=—=—» V4= —=|"

Vg \ P
Le oo® trasformate o della 6 sono date dalla formola

tg % o C greoso—useno
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¢) Deformate proprie (di 1. specie) del paraboloide iperbolico. Le de-
formate di traslazione corrispondono alla soluzione 6 =0 della (V) § 6 e
sono date dalle formole:

=" se;nh ¢ (2w, +sen2u,), y= 1 cZSh ‘2, + senh 2v))

2= M(pcos?m + q cosh 2 vy) \ (96)

4
( u ) )
Uy — 77— > Vg — _ |-
Vo Vg
Le oot trasformate 6, della ¢ si hanno dalla formola

tgh %l — (0 gvsenho—ucosho (96%)

d) Deformate improprie del paraboloide iperbolico. Le superficie di
traslazione di questo tipo corrispondono anche qui a # =0 e sono date dalle

formole :
x=1 C(;Sh °(senh 2w, — 2 W), Y= p Si"h ¢ (2v, —sen2v,)
@ gnlc‘iLshc (g cosh 2u, + pcos2v) 97)
/ % v )
(“, —_ v, = /—' .
Ve \'p

Per le oo* trasformate di BickLusp g, della 6 si ha

u—vaenas

tg % =Ce (97*)

Ne concludiamo: Per ciascuna di queste deformate di traslazione dei
paraboloidi si conoscono, in termini finiti, le oo® superficie trasformate e il
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processo di trasformazione si applica quindi llimitatamente senza alcun cql-
colo d’integrazione.

Come nel caso delle superficie a curvatura costante (Lezioni, §§ 387, 406),
cosl anche nell’attuale delle deformate dei paraboloidi otteniamo dunque un
gruppo di infinite tali deformate (dipendenti da un numero grande ad ar-
bitrio di costanti), le cui equazioni si hanno in termini finiti per sole fun-
zioni circolari ed iperboliche.

S.t Marcel (Aosta), Settembre 1905,
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Sulla costruzione dei campi fondamentali
di un gruppo discontinuo.

(Di Guwo Fusmm, a Genova.)

Sia dato uno spazio S, in cui z,, @,,..., ¥, sono coordinate omogenee;
e sia X a; ;2 la pilt generale forma quadratica in queste variabili. Sia
lo spazio, in cui le a;z sono variabili coordinate; e sia R quella regione di 3,
che corrisponde a forme definite positive. In una mia Memoria: Sulla feoria
dei grupps discontinui (¥) (Annali di Matematica; 1905) 10 ho dimostrato che
ad ogni gruppo proiettivo in S e privo di trasformazioni infinitesime corri-
sponde in = un gruppo I' proiettivo, propriamente discontinuo entro E. Nella
stessa Memoria ho dato molti altri teoremi generali, che conducono a nuove
ed estese classi di gruppi propriamente discontinui. Ho dimostrato poi che
tutti questi gruppi si possono considerare come gruppi di movimenti in una
metrica conveniente, la quale ammette un gruppo continuo transitivo di mo-
vimenti. Cid mi permise di estendere a tutti questi gruppi il concetto di campi
fondamentali normali, che Kueiv e Fricke diedero per 1 gruppi poligonali e
poliedrali di Poivcarg, partendo dalle metriche a curvatura costante negli
spazii di due o tre dimensioni. A
Ora il prof. Hurwirz, in una recente Memoria pubblicata nei Muthem.
Annalen, dd un metodo assai semplice per definire, mediante infinite disu-
guaglianze, il campo fondamentale di uno dei gruppi ', pitt sopra citati, nella
regione R di Z, e dimostra, in un caso particolare, che 1 campi fondamentali
da lui definiti coincidono coi campi fondamentali normali.
§ 1. To voglio qui dimostrare che noi possiamo sempre definire con
infinite disuguaglianze il campo fondamentale di un gruppo di movimenti in
una metrica qualunque, privo di trasformazioni infinitesime. Con cid otterremo

(*) Citero questa Mem, con la lettera (A).
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la pitt grande estensione dei risultati dell’Hurwirz, pure usando una tratta-
zione forse pilt semplice; e nello stesso tempo daremo una esposizione pre-
cisa, e non soltanto intuitiva, della teoria dei citati campi normali.

Ecco i principii del metodo da usare. Sia H una regione di uno spazio S;
con W indicherd le regioni limiti di H. Dird che una regione R di H ¢& tutta
a distanza finita, se tutti 1 punti di R sono a distanza finita dai punti di W.
Sia K () una funzione delle coordinate x dei punti di S, che sia sempre
finita, continua e positiva per i punti di H, e tale di pit che la disugua-
glianza

K(r)y=a (e == cost.)

determini una regione R di H, a distanza finita.

Sia G un gruppo continuo di trasformazioni in S, regolari in H, e tra-
sformanti la regione H in sé stessa. Ne sia I' un sottogruppo infinito discon-
tinuo, il quale sia privo di trasformazioni infinitesime, e sia propriamente di-
scontinuo in H. Supponiamo di pil che il gruppo di punti, formato da un
punto 4, di H e dai suoi punti equivalenti 4,, A4,,... non ammetta punti
limiti interni ad H, ma soltanto punti limiti posti su W. To dico che, presa
una qualunque costante «, esiste soltanto un numero finito di punti equiva-
lenti ad 4,, tali che il valore assunto in uno qualunque di essi dalla fun-
zione K & minore di «. Infatti i punti di H, in cui K = «, costituiscono una
regione a distanza finita; e, poiche i punti A,, A,, 4,,... non hanno che
punti limiti posti su W, & ben chiaro che in una tal regione non possono
cadere infiniti punti A. Consideriamo ora le infinite quantitd K,, K,, K,,...,
dove con K; indico il valore di K nel punto A;.

Queste quantitdh hanno un limite inferiore, positivo o nullo, A, Questa
quantitdh A godra di una delle seguenti due proprietd :

1.°) Esiste un numero finito di punti A, p. es. i punti 44, 44),... 4s,
tali che K;, — K;,—---=K;, — %, mentre il valore di K in tutti gli altri
punti A ¢ maggiore di 2. (Non pud darsi, per quanto dicemmo, che K abbia
lo stesso valore in infiniti punti 4.)

2.%) In nessun punto A4 la funzione X ha il valore &; ma, se ¢ & una
quantita positiva piccola a piacere, esistono infiniti punti A, in cui il valore
di K & minore di X + .

Questa seconda ipotesi & da escludere, per quanto noi abbiamo detto piu
sopra; e noi dovremo quindi adottare la prima. Noteremo anzitutto che I'in-
tero m varierd in generale al variare del punto 4. Ora, dato un numero finito m
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di punti, di cui I'¢¥mo abbia per coordinate non omogenee u;,, x;,...,
x;, (=1, 2,..., m), potremo sempre definire in un modo qualsiasi, ma de-
terminato, il primo di questi punti. Cost p. es. noi potremo dire che il punto
Zhyy-.+y Tk, & 11 primo degli m punti precedenti, se, preso un altro punto
qualunque @, *j,y.e., xj, (=1, 2,..., k—1, k4+1,..., m) tra gli m
punti considerati, distinto dal punto ax,, Tksy..., Tk, la prima delle diffe-
renze :rjl—a'k”’:rj, —®k_,..., Xj,— Tr,, che non & nulla, & minore di zero.
Questo punto viene cosi definito senza ambiguithd, mediante disuguaglianze.

Consideriamo ora l'insieme P dei punti 4,, i quali godono di una delle
seguenti due proprieta :

1.°) Il valore di K in un tal punto 4, & minore del valore di K nei
punti A,, A,,... equivalenti ad 4,.

2.%) 11 valore di K in un tal punto A, ¢ minore o uguale ai valori
di K nei puntt equivalenti. Di pi, se 4, 4,,..., Au_, sono quelli tra 1 punti
equivalenti ad A4,, in cui K assume lo stesso valore che in 4,, allora A, &
il primo dei punti A4,, A4,,..., 4,,-, (nel senso teste definito). (Volendo, po-
tremmo considerare la precedente proprietad come caso particolare di quest’ul-
tima, in cui si supponga m = 1.) L’insieme P di punti A4,, cosl definito me-
diante disuguaglianze, si pud assumere come campo fondamentale del nostro
gruppo in H. Esso gode infatti delle seguenti due proprietd: Un punto qua-
lunque di H ha uno e un solo punto equivalente, che appartiene all'insieme I’;
due punti distinti di P non sono mai equivalenti.

Sarebbe impossibile, e del resto forse non di importanza fondamentale,
studiare in generale come varia m al variare di 4,, di che natura & l'in-
sieme P, ecc. Be noi ammettiamo che K & una funzione analitica delle r,
regolare in H, si pud dimostrare che i punti per cui m —1, e i punti equi-
valenti formano un insieme ovunque denso in II, ece.

§ 2. Noi applicheremo ora quanto abbiamo svolto teste al caso parti-
colare di gruppi discontinui di movimenti in una data metrica. E ricorderd,
che tanto i gruppi I', studiati da Hurwirz, come gli altri svariati gruppi
proiettivi studiati in (A), si possono sempre considerare come gruppi di mo-
vimenti, mentre non ogni gruppo di movimenti si pud considerare come un
gruppo proiettivo. Il nostro studio ha percid una grande generalita (*).

Sia definita una metrica reale in una regione H di S, che ammetta un

(*) Per esseré completo, ricorderd brevemente il significato della parola: metrica. Sia
F(dx,, day,..., dxy) una forma differenziale, di grado 2% pari, con coefficienti funzioni
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gruppo di movimenti, regolare in H e transitivo. I punti di W siano i punti
singolari, e all’infinito della metrica stessa. Per un teorema generale, dimo-
strato in (A), un gruppo I' di movimenti, privo di trasformazioni infinitesime,
& propriamente discontinuo in H. B poi ben evidente che nessun punto in-
terno ad H, non appartenente a W, pud essere punto limite di punti equi-
valenti, rispetto al gruppo I', ad un punto 4, di H. Se ¢id infatti avvenisse,
vorrebbe dire che si possono trovare in H due punti distinti 4;, A4j, equi~
valenti ad 4,, la cui distanza geodetica & minore di un numero ¢ piccolo a
piacere. Quella trasformazione di T, che porta A4; in 4,, porta 4; in un
punto .4;, equivalente ad 4, e tale che la distanza geodetica A4; A, & minore
di e In ogni intorno di 4, cadrebbe quindi un punto equivalente ad A4,: cid,
che & impossibile, poiche ' & propriamente discontinuo in H. Prendiamo ora
come funzione K (z) la distanza geodetica di un punto (x), mobile in H, da
un punto C,, scelto arbitrariamente in H, ma fisso. B ben chiaro che in ge-
nerale la disuguaglianza H = « (a=rcost.) determina una regione, tutta a
distanza finita in H, e che quindi, per quanto abbiamo detto piu sopra, pos-
siamo applicare le precedenti considerazioni. Siano C,, C;, C,,... i punti
equivalenti al punto C,. Sia 4,, 4,, 4,,... un sistema qualunque di punti
equivalenti in . Osserviamo che il movimento di T, il quale porta 4; in 4,,
portera U, in un punto Cj, cosicché la distanza geodetica A4;C, & uguale
alla distanza geodetica 4, Cp da 4, ad un punto (, equivalente a C,. Pos-
siamo quindi definire l'insieme P, campo fondamentale di I' in H, nel se-
guente modo: :
Diremo punto ridotto di prima specie un punto A,, tale che sia
A, Co<< 4, Cr(h=—=1, 2,...). Sard pure in tal caso: A,C,<< 4;C,(i=1,
2, 3,...). Se invece la distanza geodetica B, C, da un punto B, al punto C,
& uguale alla distanza geodetica da B, ad un numero finito (cfr. pilt sopra) di
punti C (p. es. C;, Cy,,..., C;,_,) ed & minore della distanza di B, da ogni
delle stesse variabili «. Si dice lunghezza di un arco (nella metrica definita assumendo F'

come elemento lineare) il valore dell’integrale f’VF, esteso all’arco L. La metrica si
dice reale in una regione R, se ogni arco continuo tracciato in R, possiede una lunghezza
reale non nulla, Condizione necessaria e sufficiente a tale scopo é che la forma F sia po-
sitiva in R, e a coelficienti reali. Si chiama movimento ogni trasformazione, che lasei inal-
terate le lunghezze, ossia che muti in sé stessa la forma F. Si dice geodetica congiun-~
gente due punti 4, B la linea di minor lunghezza terminata ai punti A, B e distanza
geodetica A B la lunghezza di questa linea. Un movimento porta le geodetiche in geode-
tiche, ecc.
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altro punto C, esistono m — 1 punti B,, B,,..., B,-, equivalenti a B, e tali
che la loro distanza geodetica da C, & uguale alla distanza geodetica B, C, .
il primo dei punti B., B,,..., Bn_, (nel senso sopra definito) si dira punto
ridotto di seconda specie.

L’insieme P si pud definire come I’ insieme dei punti ridotts di prima e
seconda specie: esso resta univocamente determinato, appena venga dato il
punto C,, cosicché noi gli daremo il nome di campo fondamentale normale
di centro C,.

Le trasformazioni di T" permutano in modo transitivo 1 campi fondamen-
tali normali, che hanno rispettivamente per centri i panti C,, C,, C,,... Tutti
questi campi non hanno due a due alecun punto comune, e riempiono sempli-
cemente la regione H.

Per veder bene la natura di questi campi fondamentali, p. es. del campo P
di centro C,, noi dimostreremo i seguenti due teoremi:

Se un punto A, di P & un punto di prima specie, esiste un intorno a,
di A,y cui punti sono punti ridotts di prima specie (e appartengono quindi a P).

Infatti sia o tale che A C,— 4, C,>d per h=1. Per le ipotesi fatte,
si potra supporre ¢ positivo e differente da zero. Indichiamo con r; la di-
stanza geodetica C, 4; e con «; il luogo dei punti, la cui distanza geodetica

da ; non supera Z . Gli intorni «; sono tutti equivalenti fra loro: la di-

g » 13 —g- . E
percid la distanza geodetica da un punto B di «, a C, & minore della di-
stanza geodetica da C, a un punto qualunque equivalente a B. E per quanto
abbiamo detto pilt sopra, se ne deduce che tutti i punti di «, sono punti ri-
dotti di prima specie. c. d. d.

In una regione L, a distanza finita, limitata da un contorno 1, esiste
al pit un numero finito di ipersuperficie, su cui cadono punti ridotti de se-
conda specie.

Sia infatti 5 la massima distanza geodetica da C, a un punto di L: un
punto ridotto di seconda specie, che giaccia entro L (dovendo per definizione
essere equidistante da C, e da almeno uno dei punti equivalenti a C,) sard
equidistante da C, e da uno dei punti equivalenti a C,, posti a una distanza
geodetica da C, non maggiore di 2 . Ora i punti equivalenti a C,, che
soddisfano a questa ultima condizione, sono, come sappiamo, in numero finito.

Siano essi p. es. i punti C, C,,..., Cpn—,. I punti ridotti di seconda specie,

stanza geodetica da un punto di «; a C; & compresa tra r; +
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eventualmente esistenti in I, possono esistere soltanto sulle m — 1 ipersuperfi-
cie ¥, luogo dei punti equidistanti da (/; e da uno dei punti C;(¢=m-—1).
Da ¢id si pud dedurre:

Se una regione L, a distanza finita, non é tutta formata di punti ri-
dotti, allora, o non esistono in L punti ridotti, oppure ¢ punti ridotti, ap-
partenenti a L riempiono una regione R; questa regione é il luogo dei punts
di P, appartenentc a L. 11 suo contorno pud essere formato soltanto da pezzi
del contorno X di L, e da pezzi delle citate ipersuperficie V (*).

La teoria dei campi fondamentali normali & cosl portata su basi pre-
cise, Naturalmente si deve, nei singoli casi, verificare se sono soddisfatte le
condizioni necessarie affinché si possa parlare di geodetiche, di distanza geo-
detica, ecc.

Queste condizioni sono soddisfatte nei casi studiati in (A), che, per la
loro intima connessione con la teoria dei gruppi proiettivi, sono i pilt impor-
tanti in questo ordine di ricerche.

(¥) Infatti un punto ridotto di prima specie; esistente in R, non puo, per il primo dei
nostri teoremi, giacere su una varieta limite di B; e cid non pud neppure avvenire per
un punto di R, che non sia ridotto. (Infatti si vede facilmente che, se A é un punto non
ridotto, esiste un intorno a di A, tutto formato di punti non ridotti.)
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