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Sopra una delle esperienze del Plateau. 

(Di E. ALMANSI, a Gellova.) 

1. II PLATEAU, in una delle sue celebri esperienze, esamina le conôgu- 
razioni d'equilibrio di m a  goccia d'olio, immersa in un liquido di ugual 
densità (acqua ed alcool, in proporzioni convenienti) e appoggiata a dei so- 
stegni rigidi fissi. 

Sia W il potenziale delle. forze agenti sull'intero sistema (forze di gra- 
vità e forze capillari). Condizione necessaria e sufficiente per l'equilibrio sarb 
che per ogni deformazione infinitesirna della massa liquida, il differenziale 
di W sin nul10 O positivo. 

Se per una data configurazione d'equilibrio W è minimo, l'equilibrio è 
stabile. 

Limitando il nostro studio alle configurazioni d7equilibrio della goccia 
d'olio, possiamo supporre di mantenere inalterata la superficie libera dell'in- 
tera massa liquida. Allora quella parte di My che é dovuta alle forze di gra- 
vità si inantiene costante: potremo quindi considerare W corne il potenziale 
delle sole forze capillari. Esso è dato dalla formula : 

ove (I e t denotano, rispettivamente, le superficie di separazione della goccia 
d701jo col liquido circostante, e coi sostegni : m ed n sono delle costanü. La 
costante m è positiva. 

In  particolare il PLATEAU esamina il caso che i sostegni siano cosfituiti 
da due dischi circolari, d i  ugual raggio, orizzontali, e con i loro centri situati 
sopra una retta verticale. 

Diciamo H la distanza fra i due dischi, R il l o r ~  raggio. 
Una configurazione d'equilibrio si presenta qnando la goccia d'olio abbia 

la forma di un cilindro di raggio R, colle basi a contatto coi dischi. 
Annali di iWatematica, Serie III, tomo XII. 1 
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2 A 1 m a n s i :  Sopra. una delle esperienxe 

In  ta1 caso il PLATEAU h a  osservato che l'eyuilibrio è siabile O instabile 
secondochè H è rnino~e O maggiore d i  2 ~c R. 

Questo fatto, constatato sperimentalmente, è i n  relazione col seguente 
Teorema : 

u L'area di una superficie cilindrica a, limitata d a  due circonferenze di 
raggio R, situate in  piani normali alla retta che congiunge i 1oro centri, è 
minima rispetto all'area di tutte le superficie o', infinitamente vicine, che 
passano per le stesse circonferenze, e racchiudono, insieme a i  cerchi di base, 
Io stesso volume, purclzé lu distanza H fia i dzie cercki sia nzinore d i  2 n R. 
Se H è maggiore di 2 i;. R, esistono delle superficie a' aventi un'area mi-  
nore di o. n 

I n  questa Nota io do una dimostrazione del teorema enunciato. Dimo- 
Etro poi un altro teorema, più generale. Valendomi di questo sccondo teo- 
rema, faecio vedere clle quando H è minore di 2 c R Ia variaaione del po- 
tenzinle W è positiva per qualunque deformazione infinitesirna data alla goccia 
d'olio: mentre se H è minore di  2 ir R, pub esser negativa. 

L a  questione di cui mi occupo era già stata esaminata dallo s t e m  
PLATEAU, da1 MATHIEU e da1 Polac.s~$, ma, non, a mio pareie, in modo esau- 
riente. Il POINCAR& (Capillrrrité, p. 102) si limita a considerare quelle defor- 
mazioni infinitesime per le quali varia la  superficie di separazione o della 
colonna d'olio col liquido circostante, m a  non la superficie di contatto r della 
colonna d'olio coi sostegni. Con questa limitazione il potenziale W assume la 
forma m o + cost., e la sua rariazione, a meno del fattore positivo m, è uguale 
alla variazione di O.  Posta cosi l a  questione, è sufficiente a risolverla il teorema 
sopra enunciato. Di questo teorema il PO IN CAR^ dà  infatti una dimostrazione 
(affatto diversa d a  quella che io do in questa Nota). M a  col supporre inva- 
riabile l a  superficie r si viene, in sostanza, ad  introdurre un nuoro vincolo, 
cib che non apparisce giustificato. 

Tenendo conto anche di quelle deformazioni per le quali varia l a  su- 
perficie -r, si B condotti ad  imporre dei Iimiti al yalore della costante n che 
figura nell'espressione di W: essa deve esser conipresn f i a  O ed 3n.. Qiiesta 
condizione porta corne conseguenza che, in genrrale, se è possibjle l'equilibiio 
di una colonna cilindrica, costituita di un certo liquido L, immersa in un l i -  
quido Id', non è possibile, inversamente, l'equilibrio di una colonna costituita 
del liquido L', immersa ne1 liquido L. 
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del Plateau. 3 

2. Diamo una dimostrazione del Teorema enunciato ne1 paragrafo pre- 
cedente. 

Sierio A B, C D  (Fig. 1) le due circonferenze di raggio R che limitano 
la superficie cilindrica m. Consideriamo poi una superficie a', infiniLte vicina 
a a, limitata dalle stesse circonferenze, e Che racchiuda, 
con113 a, un volume uguale a s: RZ H. 

Possiamo supporre che G' sia una superficie di ri- 
voluzione, giacchè l'area di una tal superficie è minore, , 
corne osserva il PO IN CAR^, dell'area di qualunque altra 
superficie le cui sezioni parallele alle basi siano uguali 
alle sezioni corrispondenti della superficie di rivolu- 
zione. 

Una superficie a' di rivoluzione possiamo indivi- 
duarla iu questo modo: detto r il raggio della sezione 
di G' che dista di x da1 cerchio A B, poniamo 

A - 
re = Re (1 + u), (2) 

ove u è una funzione della variabile x, definita fra x = O ed x = H. Ad 
ogni funzione u corrisponde una superficie of. 

La superficie 5' deve pnssare per i due circoli A B, C D ;  dunque per 
x = O ed x = H deve essere r = R, quindi u = 0. 

Inoltre la superficie of deve racchiudere insieme ai due ceïchi un volume 
uguale a quel10 racchiuso dalla'superficie a, vale a dire deve essere: 

J n r 2 d x = i l  R S H ,  
O 

e sostituendo ad r2 il suo valore 

Noi supporremo che la u, oltre che della z, sia funzione di un para- 
metro t ,  e che col tendere di t a zero, u tende uniformemente a zero. 

P e r  la natura stessa del problema la u deve essere una funzione con- 
d u  

tinua della x. Ammetteremo che anche la sua derivata -- sia una funzione 
d x 
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4 A 1 m a, n s i  : Soprn  una del le esperiercxe 

continua della x ,  e col tendere di t a zero tenda uniformemente a zero. 
Questa limitazione è pienamente giustificata da1 fatto che, a rigore, basterebbe 
(corne fa il PO IN CAR^^) confrontare la superficie u  colle superficie di rivolu- 
zione a curvatura costante: classe ben nota di superficie per le quali si rico- 

d u  riosce facilmente che la condizione relativa a - è soddisfatta. Perb, la con- 
d x  

siderazione di questa sola classe di superficie ut non apporterebbe nessuna 
semplificazione nei nostri calcoli. 

Si tratta di dimostrare che quando H è minore di 2 sr R, qualunque sia 
la funzione u ( x ,  t), purchè soddisfi le condizioni poste, si pub trovare un 
numero t, tale che per ogni valore di t compreso fra O e t, (O escluso) sia 
u t >  O ;  mentre se H è maggiore di 2 ir R ,  a' pub conservarsi sempre mi- 
nore di o. 

3. Cerchiamo un'espressione della superficie G'. 
Detto d 1 un elemento della linea A C che r8tando genera la superficie of, 

avremo 
1 

quindi : 

e per la formula (2) : 
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del Plateau. 5 

Introduco la variabile : 

Potrb allora, per ogni valore del parametro t ,  corisiderare la ec come una 
funzione di 6 deônita fra 8 = O e 8 = 2 a. P e r  8 = O  e 6 = 2 r; sarà u = 0. 

H Sarà poi d x = - d 6 ;  onde la formula (3) diventerà 
2 x  

Pih semplicemente, ponendo 

scriveremo : 

d u  Col tendere di t a zero, 9 ehe B uguale ad c9  tende uniforme- 
27i d x  

d u  mente a zero, come - : 10 stesso avverrà di q, ed anche di u + q .  
d x  

Ora osserviamo che 

1 - 
2 1 1 

( l + & )  = i + T E - - ~ " ( i +  8 E'), 

ove E' tende a zero con E.  Percib potremo scrivere: 

ove r' sarh u n a  funzione di 8 e t che col tendere di t a zero tende unifor- 
memente a zero. 
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6 A 1 ma f i  s i :  Sopra una delle esperienxe 

Sviluppando (zc + q)', e ponendo, per semplicità, 

avremo : 
1 

Anche e" tende uniformemente a zero con t. 
Sostituisco nella formula (6) : 

~ B = ~ T c  R H=u, ud8=O. Dunque: 
O O 

Osservando che y ed u 9 0 n o  quantità sempre positive O nulle, potremo 
scrivere : 

ove e' ed et '  rappresenteranno dei valori medii di E" ed E' fra O e 2 TC: sa- 
ranno percib funzioni del solo parametro t ,  che tendono a zero con t .  

Ora torniamo a sostituire a q il suo valore dato dalla formula (5). Avremo: 

h questa l'espressione di of  che volevamo stnhilire. 

4. Prima di andar più oltre esaminiamo un caso particolare. Sia 
u = t sen 8. Si riconosce imrnediatamente che questa funzione ec ( 5 ,  t )  sod- 
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del Plateuu. 7 

2ir 

disfa a tutte le condizioni volute : infatti 14 (0) = 0, u (2 x) = O ,  ud e = 0, J' O 

d u  inoltre u e - sono continue, e tendono uniformemente a zero con t. 
drj  

L a  formula (7), osservando clie i due integrali del secondo membro sono, 
in questo caso, uguali a 7~ t2, diventerà: 

Poichè e' ed e" tendono a zero con t ,  la  qunntità entro le grandi parentesi 

tendeïà al valore - 1 : dunque, per t  abbastanza piccolo, saïà Ü' G 

secondochè H è minore O maggiore di 2 ~r B. 
Cos1 intanto vediamo che quando H è maggiore di  2 7;. R, o' pub tendere 

verso a conservando, per valori abbastanza piccoli di t, un'area minore del- 
l'area di a. 

5. Dopo cib ritorriiamo al caso generale. 
La funzione 11 (0, t), per un determinato valore del parametro t ,  sarà. una 

certa funzione U(B), definita tra O e 2 ir, che soddisfa a queste condiziorii: 
dU 1) è finita e continua insieme alla sua derivata -, 
d o  

2) si annulla per e = O  e G = 2 n, 
Zn 

3) verifica l'equazione U d  0 = O. J 
O 

Supponianzo d i  saper dimostrare che per qualzcnque funzione di ta1 fia- 
turu s i  ha: 

Sarà, per tutti i valori di t :  
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8 A 2 m a n s  i : Sopra una delle e s p e ~ i e n z e  

per qualunque valore di t compreso fra O e t, la quantità racchiusa dalle 
grandi parentesi, nella formula (7)) sia positiva. Sarà allora G') o. 

La questione, corne si vede, è ridotta a dimostrare la formula (8). 

6. Supponiamo da prima che la funzione U sia rappresentata da una 
serie finita di FOURIER: sia cioè : 

N, u= 3 1 an sen (n 0)  + b, cos (n 8 )  1 
1 

ove N B un nurnero intero e positivo, a, e b, (n = 1, 2 ,  .. ., N )  sono delle 

costanti. Ho tralasciato il termine costante, dovendo essere Il d 0 = O .  Af- i" 
O 
N 

finchè per O= 0 ed 8 = 2 n sia U =  O ,  basta supporre 2; b, = O : ma di 
O 

questa condizione non occorrerà tener conto. 
Dalla formula precedente si ha : . 

ove ): T rappresenta una somma di termini, ciascuno dei quali, per proprietà 
ben note, verifica l'equazione : 

O 

Essendo poi 
2 z Er6 

sarà 

du Calcolando - si troverà analogamente 
d Y  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



del PEa teau. 9 

Da1 confronto di questa formula colla precedente, la (8), per la  classe 
speciale, ma pur vastissima, di funzioni U che considerianio, resulta senz'altro 
verificata. 

7. Sia ora U unn funzione qualunque che soddisfi alle condizioni l), 
d u  2),  3). InoItre supponiilmo che la sua derivata - assuma gli stessi valori 
d  9 

per O z 9  e 5 ~ 2 7 7 .  
Allora, per un Teoiema di Analisi dovuto al PICARD (*), potremo rappre- 

d u  
sentare la funzione - con U f ?., ove U' è una serie finita del FOURIER, 

d 9  
e ). una funzione d i  6, la quale, prendendo abbastanza grande il niimero di 
termini di  U ' ,  pub rendersi, in tutto l'intervallo fra O e 2 ir, minorc., in va- 
lore assoluto, d i  un numero assegnato, piccolo ad arbitrio. 

d Ui Evidentemente potremo porre U ' =  - 4 c, c essendo il termine co- 
d 9  

stante di U', ed D, un'altïa serie finita del FOURIER, il cui termine costante 
si pub supporre nullo. Avremo percib 

d l !  dUi - -- d o -  d o  + C + i .  

Moltiplico per cl e e integro fra O e 2 r. Poichè U ! 2 ~ j =  U (O), U, ( 2 ~ )  = Ul (O) ,  
otterrb, risolvendo rispetto a c: 

Questa formula mostra che la costante c pub rendersi, in valore assoluto, pic- 
cola ad arbitrio. Pongasi allnra c + 1 = p: avremo: 

(lit) 

ove p è una funzione che potremo rendere, in valore assoluto, piccola ad ai-- 
bitrio, i n  tutto l'intervallo fra O e 2 TC 

(*) Traité d'Analyse, Tome 1, p. 257. 

Annali ch ;Ilute~~znticcc, Serie ILI, tom0 XII. 
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10 A l m  a lz s i : Sopra una delle esperienxe 

Integrando fra O e 6' si ottiene 

ove p i  = p d 5 e c ,  è una nuova costante. S .  
O 

U, d B = 0, dovrà essere c i  = - y ,  d 6. Ponendo 
u O O 

pi + ci = u, avremo : 
U - U ,  + Y  

ove Y è una funzione che al pari di p e pi si pub reridere, in valore asso- 
luto, piccola ad arbitrio, in tutto I'intervallo fra O e 2 n. 

Dalle formole (10) e ( 1 1 )  si riconosce che i due integrali U; J 8,  J 
O 

[ (%p 6 si possono far differire di tanto poco quanto si vuole dagl'inte- 
O 

grali analoghi formati colla funzioce U. Ma per l a  funzione U,, che è una 
serie finita del FOURIER senza termine costante, vale una formula analoga 
alla (8): dunque per la funzione U vwrà  la formula (8). 

8. Osa, finalmente, sia U una funzione che soddisfi alle sole condi- 
d U  zioni l), 2), 3) : la  sua derivata - non assumerà, in generale, valori uguali, 
dY 

per 8 = 0  e 9 = 2 . ~ .  
I?3 facile ~ e d e r e  che si pub sempre costruire una funzione U' che sod- 

d U'  
disfi, corne la U, alle condizioni l ) ,  2), 3), la cui derivata - 

d 0  
assuma va- 

2 2  

luri uguali per 0 = O e 6 = 2 r, e sia tale che i due integrali 1 UIP d 8, 
O 

2n 

j" (gp 8 differiscano di tanto poco quanto si mole  dagl'jntegrali aneloghi 
U 

formati colla funzione U. Ma per la funzione U' vale una formula analoga 
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del Plateau. 11 

alla (8) (5 7 ,  : questa formula dovrà dunque essere verificata anche dalla 
funzione U. 

II Teorema pertanto è dimostrato. 

9. Si noti che nei paragrrafi precedenti non abhiamo tenuto conto della 
condizione U(U) = 0, U (2  x) = O ,  ma solo della condizione meno restrittiva 
U (O) = U (2 z), la qude potrà percib esser sostituita alla 2). 

Cod la formola (9) varrà quand'anche u (O) e z~ (Zn)  non siano uguali 
a zero, purcliè, per qnalunque valore di 1, siaiio uguali tra loro. 

Cib porta coine conseguenza che il teoreina dimostrato (G' < T , se 
H< 2 1: R) sussiste anche se, col variare di t ,  le sezioni estreme di  of va- 
riano, purcliè l'area dell'una sia sempre uguale all'area del17altra. 

Se perb le due aree non sono uguali tra loro, potrh accadere che, pur 
essendo If< 2 z R, la superficie o', col tendere di t a zero, si conservi sempre 
minore di o. 

Consideriamo infatti una speciale superficie o', di rivoluzione, definita 
dalla formula 1." Rz (1 + U)  (3 2)) ove 

L a  condizione u cl 6 è soddisfatta : dmque il volume racchiuso da questa S 
O 

superficie è sempre uguale a x R W .  Ma le due sezioni estreme non sono 
ugutlli: infatti per 8 = O abbiamo zc = - 2 IT t, quindi n = n R2 (1 - 2 K t ) ;  
per 0 = 2 z, zc = rJ e T r2 = 71 R: Le due aree differiscono di 2 n2 R2 t .  

La  formula (7) sussiste indipendentemente dai valori che assume zl per 
8 = O e 6 = 2 n. Calcolando i due integrali che vi figurano, troveremo: 

La  quantità entro le grandi parentesi, col tendere di t ,  e per conse- 
guenza di e' ed e", a zero, tende al valore 
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12 A l m  a tz s i  : Sopra una delle esperienze 

2 
che pub esser negativo se H è minore di 2 n R, giacchè 1 + - 3 t;? è rnag- 

giore di 3. 
In  ta1 caso, per t abbastanza piccolo, 5' è minore di 0. 

Qualunque sia il  valore del rapport0 ------ la formula (12), indicando 
2 n R  

con a la differenza 2 n q R "  t fra le sezioni estreme di or, si potrà scrivere: 

- Q = Q a', 

ove Q è una quantità clle si conserva sempre finita. 
P iù  avanti ci sarà utile questo resultato. 

v essendo una funzione di û e di t che tende uniformemente a zero con t ,  
2% 

d v 
insieme alla sua derivata - 9 e soddisfa alla equazione u d e = 0, ma pub 

d 8 s 
O 

non assumere valori uguali per 0 = O e 9 = 2 n. 

10. Noi vogliamo ora dimostrare un teorema pih generale di quello 
di oui abbiamo dato la dimostrazione nei §s 2-8 : un teorema. cioè, relativo 

ad una superficie qualunque o', limitata da due 
C Y B piani paralleli X, Y, (Fig. 2), la quale, col 

6- 

tendere R zero di un parametro t ,  tenda vcrso 
la superficie cilindrica o di raggio R, iimitata 

6- dagli stessi piani, togliendo le condizioni che le 
sue sezioni estreme siano uguali tra loro, e che 
essa racchiuda un volume uguale a 7 ~ .  R2. 

La distanza H fra i due piani X ,  Y sia 
minore di 2 i: R. 

Il nostro scopo è quello di stabilire un 
X limite inferiore di o.', tenendo conto del volume 

n B che essa racclliude, e della differenza fra l'area 
Fa. 2' delle sezioni estreme. Percib potremo supporre 

che o' sia una superficie di rivoluzione ( 5  2). 
Sia n RIP H il volume raochiuso da or, R' denotando una quantità che 

col tendere di t a zero tende verso B. 
Invece della formula (2) si potrà scrivere: 
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del Plateau. 13 

Invece della formula (7) ,  ove a vale 2 IT R H, avremo: 

Siano Si ed I;, le sezioni estreme della superficie o', vale a dire, per la 
formula (1 3): 

Poniamo 

ovvC?ro 
a =S,- S , ,  

a = n  RIe I V  (2 X )  - v (0) 1. 
L a  quantità a tende a zero con t. 

Consideriamo la nuova funzione di 6 e t :  

Essa soddisfa la condizione d 8 = 0, ed assuine valori uguslli per 8 = O e 
O 

5 = 2 n .  
n d u  a; Sostitueiido, nelln formula (14', u + - ( 5 - x )  a v, e + --- 

2 x"'" dB 2ï;""a 
d v 

a -, otterremo: 
d f l  

ove y E la somma di più termini che contengono corne fattori quantith infi- 
nitesime, e quindi tende a zero con t. 

Se H è rniiiore di 2 n R, per t abbastanza piccolo sarà anche minore 
di b n R', giacchè R'  tende verso R. Inoltre il primo dei due integrali che 
figurano nella formula precedente è maggiore del secondo od uguale (for- 
mula (9)). Sarà dunque, per t abbastanza piccolo: 
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14 A l m  a n s i: Sopra una delle tqerienxe 

ovvero : 
a ' - o > 2 x H ( R ' - R ) + q a  ( o = 2 z R H ) .  

1 n Rrz H - 7 R2 H 1 = - G w, w rappresen- Ma 2 n H ( R r - R ) - -  
R + R' 

tando la diffeienza is Ra H - ir R H fra il volume racchiuso dalla super- 
ficie o ,  e quel10 racchiuso dalla superficie o', e G una quaritità sempre 
finita. Avremo percib 

a ' - o > - G z o + g a .  (15) 

Questa formula esprime il teoreina che volevarno dimostrare. 

11. Torniamo ora a considerare la  goccia d'olio in equilibrio sotto la 
forma di una colonna cilindrica d'altezza H, li- 

rametro t. 
Consideriamo l a  variazione A W.= rn h - n A .r ( 5  1) del potenziale ET. 

c" *\ mitata dai bordi A B, CD dei due disïhi di 

Sarà evidentemente : 

A o = ~ ' + i - o ,  A r = -  @ 4- Y I  

quindi 
A W=m (a' + 1. --- g) - n (- u + y) ,  

2--Y raggio R (Fig. 3) .  
Diamole iina deformazione infinitesima, in 

modo che essa lasci scoperta cornplessivamente 
una certa porzione u \B B' -+ D D') dei cerchi 

6 
.4 B, CD, e vengs a coprire una porzione y 
( A  A" + C Cu)  della superficie laterale dei dischi. 

Indichiamo con a' 4- A la nuova superficie 
di separazione fra l'olio e il liquido circostnnte, 

6 
intendendo cbe o' rnppresenti quella parte della 

--- - superficie che è compresa fra i due piani X, Y 
a in cui si trovano i cerchi A B, CD. 

C' 

S 

A' 

ovvero : 
~ w = m ( o ' - o ) + m h  f 

Si suypone che a, y e A tendano a zero, e 
4.8 of tenda verso o, col tendere a zero di un pa- 

c 

O-. 
t 
5 

B', .A . 
AL/ 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



del Plateau, 15 

In  particolare possiamo supporre che la goccia d'olio deformata non esca 
fuori dei piani X ,  Y. Sarà allora y = A =O,  e 

Se H è maggiore di 2 n 11, supponendo u = O, of < O  ( 5  4), sard 
A W< O. L a  variazioiie di W pub dunque esser negativa. 

Sia invece H < 2 n R. Esaminiamo da prima una deformazione speciale: 
la superficie a' sia quella considerata ne1 5 9. Si è trovato 

ove Q è una quantità finita, ed a rappresenta la differenza fra x Re ed una 
delle sezioni estrerne di 5': l'altra era uguale a x Re. Dunque a non è altro 
che U ;  e potremo scrirere (poichè in questo caso 7 = À =- 0) : 

Affincliè possa aversi l'equilibrio, stabile O instabile, è necessario che sia 
A W r 0, quindi n f m Q cr 7 0, ovvero, t( essendo uns  quantità infiniteaima, 

Consideriamo ancora una deformaxione particolare : y . ,  3' - a e 1. - y 
siano infinitesime d'ordine superiore rispetto a 7. Cib è possibile, giacchè per 
uii dato valore di 7, possiamo rendere a e O' - Q  piccole ad arbitrio, e 1. 
vicino a y quanto si vuole. 

Avrenio allora, per la  formula (16) : 

ove E è una quantità infinitesima d'ordine superiore rispetto a y. 
Per  l'equilibrio dovrà essere ?î2 - n 2 0. 
Noi escluderemo il caso che aia esattamente n = O od n = m. Dovremo 

supporre pertanto 
O < n < m .  

12. Riprendiamo la formula generale (16). Pongasi n2 =n$- 2 p  (p>O). 
Sarà m 1 = n h f 2 p 'A, quindi 

e poichè 1 . 5  y ( y  essendo la proiezione su1 cilindro di raggio R della super- 
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16 A 2rn a n s  i i :  Sopra urta delle esperienze 

ficie esterna A )  : 
A w7m(u1-O) + 2 p A + r , a ,  

Diciamo p la  proiezione ( A  A' + C C') di 1 sui piani X, Y. Sarà 
Az=p, 2 p i ~ p l  + p P ,  onde 

e chiamando q la minore delle due quantità p ed n : 

A W F ~ ( O ' - G )  + p l  + q (O! + B).  

Ora teniarno conto della formula (15). In  essa w rappresenterà il volume 
di  quella parte della goccia d'olio che si trova fuori dei piani X ,  Y: a è la 
differenza fra le sezioni estreme di a'. Avremo : 

Il volume w è racchiuso dalla superficie f l  + y + ?. 3 1%. Il massimo 
3 

2\/; T 
volume che pub racchiudere una snperficie uguale a 3 i. è A (caso 

\ 3 
della sfera). Dunque w è infinitesirno d'ordine siiperiore rispetto a i .  D'altra 
parte p, m e G sono quantità finite, e p è positiva. Quindi sarà, per t ab- 
bastanza piccolo, p 1 - m G w s 0. 

Ora consideriamo le sezioni estreme della superficie G' (A' B' + C' D'). 
Ciascuna di esse è uguale a .rr X? - una parte di a + una parte di P :  è 
dunque compresa fra ;: R2- CI e T RR? f 0. La loro differenza a ,  in valore 
assoluto, sarà minore di a + B. Poichè q ed m sono quantità finite mentre g 
è infinitesima (8 IO), per t abbastanza piccolo sarà 

q ( a + F ) + n a y a ~ O .  
E per conseguenza : 

h W > %  

cib che appunto volevamo dimostrare. 

13. 11 potenziale W= m 5 - fz r si riferisce ad un sisteina costituito 
dei sostegni rigidi e dei due liquidi. 

Supponiamo di scambiare tra loro i due liquidi, e cerchiamo il nuavo 
potenziale W', analogo a W. 
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del Ylatetr~l. 14 

Indicando con t + r' la superficie totale dei sostegni rigidi, basterà so- 
stikuire r con t ' ;  avrerno dunque : 

ovvero, a meno di una  costante: 

W' = In. c + n r ; ( r  + r' = cost.) 

vale a d i re :  passaildo da  un sistema all'altro il coefficiente di O non varia, 
quel10 di  r cambia di  segiio. 

Ma per l'equilibrio del primo sistema si è veduto clie deve essere 
n 9 0 .  P e r  l'equilibrio del secondo si dovrà dunque avere n =z 0. 

Tal i  condizioni non sono compatibili tra loro se non quando sia ta= 0. 
P a t t a  dunque eccezione d a  questo caso speciale, possiamù dire che se è pos- 
sibile l'equilibrio di  una colonna cilindrica costituita di un certo liquido L, 
immersa in un altro liquido L', non è possibile l'equililorio del sistema otte- 
nuto invertendo i due liquidi. 

L'annullarsi di n lia un significato fisico assai semplice. Supponiamo d i e  
la superficie dei sostegni, lungo la linea d'incontro colla superscie o che se- 
para i due liquidi, ammetta un piano tangente unico (condizione che non è 
verificata ne1 caso dei diechi) : se 92 è uguale a zero, le due superficie s'in- 
contrano normalmente, giacchè, detto cp l'nngo2o di raccoido, si ha dalla Teoria 
di G-nuss 

n 
COS pi = - 1))  . 

Amdl i  di Malannticn, Serie III, tomo XII. 
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C o m p l e m e n t i  a l l e  r i c e r c h e  
sulle superficie isoterme. 

(Di Lurar BIANCHI, a Pisu)  

N e 1  presente lasoro, continuazione della Mrrnorin pubblicotn ne, (orno XI, 
serie 3.") di questi AnnaLi (1905)) mi propongo di esporre alcune ricerclie 
complementasi sulle trasformazioni delle superficie i so te~mc,  i n  ~mrt icolare di 
studiare le proprietà di una  nuova classe di trasformazioni di  queçte super- 
ficie che si collegano alle trasformazioni di DSRBOUX. I l  punto d i  p n t e n z a  
delle nuove ricerche si trova nelle osservazioni seguenti. Consideriairio una 
coppia '(S, Si) di superficie isoterme che siano le due falde di uii inviluppo 
conforme di sfere, tali cioè che, secondo le notaziorii della Memorio, si passi 
dall'una superficie S all'altra 8, mediante iina trasforrnazione L>,, di DARBOUX. 
Dinlostreremo che questa coppia (5, 8,) determina intr.insecamente un7altra 

coppia (2, y) di superficie isoterme che si corrispondono per parallelisnio delle 
normali in una rappresentazione conforme e sono quindi trasfoimate l ' m a  
dell'altra per la trasformazione C di CHRISTOFFEL. Il passaggio dalle super- 

ficie S, Si della prima coppia alle corrispondenti 2 ,  C della seconda si di& 
la  trasformaziuize Tm associata alla D, di DARBOUX. Queste trasformazioni Tm 
cangiano adunque le due falde isoterme di  un inviluppo conforme di sfere 
in due superficie isoterme trasformate di CISRISTOFFEI, e viceversa, trasformaiio 
cioè una trasformazione di DARBOUX i i i  una di CHRISTOFFEL, e viceversa, ci6 
che si pub esprimere simbolicamente cos1 : 

Suppongasi in particolare cbe la  coppia (S, Si) sia costituita d a  due su- 
perficie isoterme speciali complementari ((M) § 14)  (*); allora anche le su- 

(*) Le citazio~i corne questa s i  riferiscono alla Mernoria ne1 tom0 XI, 
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perficie (2 ,  L), dedotte d a  (S, S,) mediante la trasformazione Tm associata 
alla corrispondente D,,,, sono iso.ternie speciali, m a  di classe diversn dalla 
primitiva. Secondo i teoremi di DARBOUX, ad ogni coppia di superficie iso- 
terme speciali complementari & coordinats una superficie applicabile sopra 
una quadrica ((ICI) 5 1 5 ) ;  le trasformazioni Tm danno pertanto il pascaggio 
d a  una classe di superficie applicabili sapra una quadrica a quelle applicabili 
sopra una seconda quadrica. Queste due quadriche sono co~ziugate in defor- 
mazione ne1 senso stabilito ne!la mia Nota jnserita nei Rendz'conti dei Lincei 
(aprile 1903) cioè si corrispondono in una projettività che conserva le linee 
geodetiche. U n  caso particolare notevole gi ha  quando la coppia (8, S,) è 
formata da  due superficie parallele a curvatura media costante; l a  Tm cor- 
rispondente non é aitro ailora che l a  trasforinazione di HAZZID~KIS (Tedi le 
mie Lezioui, Vol. II, 5 393) e le  due quadriche coniugate sono u n  ellissoide 
allungnto ed un iperboloide a due f d d e  di rotazione. Co4 l a  trasformazione 11, 
delle coppie di superficie isoterme speciali complementari pub iiguarclarsi come 
uria generalizzaziorie della trasforinazione di  HAZ~IDAKIS. 

Data una coppin (S, S,) di superficie isoterme trasformate per una Dm 
di DARBOUX, per costruire le superficie 1, 1 trasformate per mezzo della TjM 
associata occoïre in generale integrare un'equazione di I~ICCATI. Ma vi h a  un 
caso molto notevole in cui basinno qzra&uture per trovare in termini finiti' 
le superficie trasforinate. Questo caso si presenta quando S, Si sono due su- 
perficie a curvatura media costante O nulla, clie formano le due falde di un 
inviluppo conforme di  sfere coi centri distrihuiti sopra una  deformata di una 
quadrica di rotazione. I n  ta1 caso le superficie trasformate per mezzo della 
corrispondente Tm sono esse stesse isoterme speciali, e precisamente danno le 
immagini nello spazio euclideo delle superficie a curvatura media costante 
del10 spazio jperbolico. M a  la  conseguenza più importante che si pub trarre 
da1 legame cosi stabilito fra i teoremi di GUICHARD relativi alle superficie di 
curvatura media costante del10 spazio euclideo e lc  superficie analoghe nello 
spazio iperbolico coiisiste in cib che basta conoscere una delle trasformate S, 
a curvatura media costante d i  una superficie iriiziale S per trovaie tutte le 
aitre oce con sole quadrature. Ne segue clle: Nota srna de fo~mata  d i  una 
quadrica di rotuzione se ne otlengono con sole yuatl~uture m2 wove  e  COS^ 
d i  seguito illimitatamente. 

11 seguito del presente lavoro conduce ad  una geiieralizzazione delle tra- 
sformazioni Tm fondata sulle considerazioni seguen ti. Una  trasformazione D m  
di D-~RBOUX di una superficie isoterma S è definita ((M) t j  1) da cinque fun- 
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szille superficie isoternze. 21 ' 

zioni trasforrnatrici A,  p, w, cp, 5 assuggettate a soddisfare al sislerna di equa- 
zioni differenziali (1) di DARBOUX, che qui trascriviamo : 

a G 
= e-e  1, 

a - 
a u  G- 

ed inoltre all'equazione (II)  in termini finiti 

Ora basta conoscere cinque fuiizioni 1, p ,  t c ,  $, G che soddisfino al si- 
stema digerenzialt: (1) s e w a  cet-ificare l'er~u«ez'orze ( I I ) ,  perchè ne risulti de- 
terminata irztvinsecanzenfe una superficie isoterma la  quale perb, in I U O ~ O  che 
nell'euclideo, esiste in uno spazio di cur ra tura  costante. Esrongo un breve 
studio di queste trasformazioni Tm generalizzate, estendendo agli spazî di 
curvatura costarite la teoria delle trasformazioni delle superficie isoterme 
svolta nella Memoria per il caso euclideo. 

L.4 TRASFORMAZIONE Tm -4SSOCIATA ALLA Dm DI DARBOUX. 

Abbiasi una superficie isoterma S (per la quale manteniaino t ~ t t e  le no- 
tazioni della Memoria) e si conosca una superficie irasfoimata s,, derivata 
da  8 pet- mezzo di uria Dm di DARBOUX. Siano 

le corrispondenti funzioni trasformatrici, cl-ie soddisferanno dunque al sisterna 
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22 B i a n  c h i : Com.plementi alle ricerche 
- 

differenziale (1) ed all'equazione (II). Dimostreremo 1s proposizione fonda- 
mentale seguente : 

Esiste una superficie isoterma 8, il cv4i elernento Eineat,e d s, riferito alle 
Zircee d i  curvatura u, v, ha la forma 

1 1  mentre le curvature principal2 - - di 2 sono date dalle form.ole 
P i  Pr 

Per cib basterà provare che coi valori (2) delle curvature principali ven- 
gono ad essere soddisfatte le equazioni di CODAZZI e l'equazione di GAUSS, 
relative all'elemento lineare (1). 

Se poniamo 

le equazioni di C o ~ ~ z z r  si scrivono : 

e l'equazione di G~uss diventa 

Ora se deriGarno la (3*', tenendo conto delle equazioni differenziali (1), 
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sutle superficie i so t eme .  2 3 

onde il primo mernbra della prima,delle (4) divcnta 

a w  a ?  sostituendo per - - i loro valori dati dalle (1), troviamo 
a u  a z c  

espressione che è identicamente nulla a causa della prima equazione di Co- 
DAZZI per l a  S. Del tutto analogamente si prova che anche la seconda delle (4) 
è soddisfatta. 

, 
Procedendo ora. alla verifica della equazione (5)  di GAUSS, derivando 

le (6) ed avendo riguardo alle (I), deducianio dapprima: 

E qui, per unn futura generalizzazione, è importarite osservare che fino 
a questo punto le nostre deduzioni si appoggiano soltanto sulle equaziorii dif- 
ferenziali (1) e nulla affatto sulla equazione in termini finiti (II) 

Tenendo ora conho d i  quest7ultima, la (7) diventa: 

D' altra parte, 

onde la precedente 

per l'equazione di  

diviene 

Gauss relativa alla superficie S, si ha  

Ne concludiamo che anche 17equazione (5) di Gauss B soddisfatta e la 
nostra proposizione é stabilita. 
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2 4. Bi a n c  h i :  Comp Iernenti aile ricerche 

La superficie isoterrna 3 di cui ahbiamo dimostrata l'esistenza Q definita 
solo intrinseca~nenie dalle formole (l), (2). Per  trovare la superficie stessa in 
termini finiti r imarri  da integrare la corrispondente equazione di RICCATI ed 
in questa integrazione non semhra ohe possano introdursi in genemle sempli- 
ficazioni. 

Il passaggio dalla superficie isoterma S, O meglio dalla coppia (S, 8,) 
di trasformate di DARBOUX, alla nuova superficie isoterma 2 si dirà la trasfor- 
nzaxlone Tm associata alla Dm che fa passare da S ad Si. 

EFFETTO DELLA TRASFORMAZIOXE Tm SULI,A COPPIA ( S ,  Si). 

Consideriamo ora la superficie isoterma S, trasformata della S mediante 
la Dm di DARBOUX. Sappiamo ((a) <j 4) c.he i valori delle funzioni trasfor- 
inatrici ne1 passaggio inverso dalla S, alla S sono dati dalle formole 

Possiamo quindi applicare alla SI la medesima traaformazione Tm, e in- 
- - -  

dicando con % la superficie trasformata, con w, ,  p,, pr gli elementi della 5 cor- 
iispondenti rispettivamente a e, Y , ,  Y, della S, avremo in primo luogo dalla (1) : 

In  secondo luogo le formole (2) ci danno 

che per le (8) si scrivono 
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1 1  e sostituendo per ;, , ;, i loro valori dati dalle (11) (M) €j 2, troviamo 
i 4 

O in fine per le (2) 

Queste e la (9), confrontate colle formole del €j 3 (M), dimostrano che 
la niiova superficie isoterma 5 non è altro che la trasformata di CRRISTOFFEL 
della prima 8. Abbiamo duiique il teorema: 

L a  trasformaxione Tm, associata alla Dm d i  DARBOUX, che fa pussare 
dalla superficie S alla Si, cangia p e s t a  coppia (S ,  Si) in una nuova coppia 
( 2 ,  5 )  d i  superjicie isoternie trasforrnate d i  CHRISTOFFEL 1'una dell'altra. 

EPFETTO DELLA TRASFORMAZIONE Dm SULLA COPPIA (S, 3). 

Delle due superficie isoterme 8, Si prendiamo ora le rispettive trasfor- 
- - 

mate di CHRISTOFFEL S, Si; queste sono, alla loro volta, legate da una tra- 
- - A - -  

sformazione Dm di DARBOUX ((11) § 3) e i valori 1, p, w, y, o delle funzioni 
trasformatrici ne1 passaggio da ad Si sono dati dalle formole 

Per quanto si è visto al paragrafo precedente, la trasformazinne Tm, 
- - 

applicata alla coppia (S, Si), la cangierà in una nuova coppia di  superficie 
trasformate di CHRISTOFFEL, che indicheremo rispettivamente con X i ,  1,. Gli 
elementi relativi alla superficie S sono dati dalle formole 

Annali di Matematica, Serie III, tomo XII. 
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26 B i a n c  h i :  Complementi alle ricevche 

e quindi se indichiamo con 

gli elementi analoghi per la Xi, dalle (l) ,  (2) ossert-ando le (Il), avremo: 

1 - - - w - & = - w - - -  
- 

Yi 'ri 
lie 1 

Dimostriamo ora che si passa dalla superficie isoternia 2 del !j 1 alla 2, 
attuale mediante una trnsformazione D-, di DARBOUX a costante - rn, dopo 

- - 
di chc Io stesso varrà naturalmente per la coppia (2 ,  2,) .  Per  cib osserviamo 
che se con 

A ,  M ,  W ,  , = 
si indicano i valori delle fiinzioni trasformatrici per una trasformazione D-, 
della 2, le equazioni diflerenziali (1), avendo rjguardo alle (l), (2), (6) ed al 
cangiamento di m in -m., assumono la forma seguente: 
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L'equazione (II) in termini finiti si scrive poi: 

Ed ora osserviamo che si soddisfano tanto le equazioni differenziali (14), 
come la (15) in  termini finiti, ponendo 

onde queste formole ci danno le effettive funzioni trasformatrici per una 1)-,, 
applicata alla superficie isoterma 2. Calcolando poi, colle formole (9), (11) 
del 2 (M), gli elementi relativi alla superficie trasformata troviamo precisa- 
mente che essi coincidono con quelli della 2 ,  individuati dalle (12), (13) del 
paragrafo precedente. Abbiamo dunque il risultato : La t ~ .a s fo~maz io? t e  Tm 
cangia la coppia (S ,  g) d i  tt.asfor.mate d i  CRRIBTOBFEL nella coppia (2 ,  2,) 
d i  superjicie trasformate per una  D-, d i  DARBOUX, e s i vdmen te  la coppia 

- 
(Si, K)  nella (2, 2,). 

Segue ancora di  qui che la trasformazione T-, associata alla D-,, che 
dà il passaggio da  Z a Z , ,  trasforma inversamente la coppia (2 ,  8,) nella 
primitiva (5, 3 ) ;  percib la T-, è da riguardarsi come la inversa della Tm. 

È da notarxi poi che, rnentre per trovare la prima superficie trasformata Z 
occorre in generale integrare un'equazione di RICCATI, nota che sia la Z si 
avrà senz'altro la 2 ,  in termini finiti, poichè dalle (16) sono note le relative - - 
funzioni trasformatrici; e in fine per trovare le due nuove superficie Z, 2, ba- 
steranno quadrature. 

L a  proprietà ora dimostrata delle trasformazioni T,,, prova quanto è 
asserito nella prefazione, che cioè esse trasformano una trasfoïmazione di CHRI- 
STOFFEI, in una di DARBOUX, e viceversa. 

Colle considerazioni seguenti dimostriamo poi che l'attuale trasforma- 
zione Tm pub riguardarsi altresi come una generalizzazione della trasforma- 
zione di HAZZIDAKIS per le superficie di curvatura media costante. Prendasi 
infatti una superficie S di curvatura media costante H definita dalle formole 

e si consideri la superficie parallela Si colla stessa curvatura media costante, 
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2 8 B iunc  hi: Complementi alle rieercl~e 

la quale è ad un tempo trasformata di CHRISTOFFEL e trasformata di DARBOUX 
della S per una Dm corrispondente ai valori 

H 
delle funzioni trasformatrici ed al valore m =- - della costante rn.. La su- 

2 
perficie I trasformata di S per la corrispondente T,, risulterà definita, secondo 

le (l), (2) 1, dalle formole 
,ru = ,ze 

Cosi S, 2 sono applicabili con conservazione delle linee di curvatura ed 
hanno in punti corrispondenti le medesime curvature principali, ma permu- 
tate ; esse sono dunque irasformate di HA~ZIDAKIS 1' una dell' altra (Lezioni,  
Vol. II, pag. 438). 

LE TRASFORYAZIONI Tm PER LE COPPIE DI SUPERFICIE ISOTERNE 

SPECIALI COMPLENEITARI. 

Consideriamo una superficie isoterma speciale S della classe ( A ,  B, C, D) 
ed una sua complementare S,, ottenuta da  S mediante una trasformazioiie Dm 
di DARBOUX, la costante nt essendo una delle radici dell'equazione cubica 

e colle funzioni trasformatrici date dalle formole 

le costanti a, b, c avendo i valori 
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s d l e  superficie isotemne. 2 9 

L a  trasformazione Tm associata a questa Dm cangia la S in una super- 
ficie isoterma X definita dalle (l), (2) § 1; noi vogliamo ora provare clle 
la  2 è alla sua volta una superficie isoterma speciale. Indicando con Ho, 
L,, Mo i valori d i  H, L, 2Cf per la 3, dalle citate formole (l), (2) abbiamo 
subito 

e sostituendo per w, y i loro valori (18): 

Dal paragrafo precedente sappiamo che le funzioni tritsformatïici pel pas- 
saggio dalla 2 alla trasformata Z, mediante la D-,, di DARBOUX sono date 
dalle (1 tj), onde risulta in particolare 

queste per le (20k) possono scriversi 

Siccome la funzione trasformatrice 2 è una funzione lineare intera della 
curvatura media Ho, da1 teorema al § 13 (M) deduciamo che la superficie 2 
è alla sua volta una superficie isoterma speciale, cioè le sue curvature prin- 
cipali soddisfano iina relazione della forma 

con A,,  Bo, Co, Do costanti che. si tratta di determiriare. Per cib osserviarno 
che se con a,, b, ,  co indichiamo i valori delle costanti che per la trasforrna- 
zione D- ,  della 2 sono le analoghe delle a, b, c, dalle (21) abbiamo 

onde, mutando iielle (19) m in - nz, abbiamo 
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cioè 
~ , = - 2  m ---a, Bo=m, Co = ( 3  a + b c )  m. 

I n  fine l'equazione cubica (17), mutandovi n t  in - nz e 8, B, C, D in 

A , ,  Bo, Co, Do, ci dà 
2 Bo Co Da=(2  tn + 
m 

Esprimendo le nuove costariti pei. A ,  R, C, D. m, abbiamo cos;: 

N e  conrludiamo : 
La tmsfomuxa'one Tm ussociuta alla D,, d i  DARROUX, d e  f i l  pussare 

da unu szrperjkie isotewza specinle S dellu classe ( A ,  B, C, D) ad zi11a sua 
coirnplementare S , ,  caszgiu la S i n  unu nuova superficie isoterma Z della 
classe (A , ,  Bo,  Col D,) individziatcc dalle formole (22). 

Si  osserverà che la nuova classe ( A , ,  Bo, Co, Do) é i n  generale distinta 
da  quella della S O delle superficie omotetiche ad IS, Cosi le attuali trnsfur- 
mazioni Tm conducono d a  una classe d i  superficie isoterme speciali ad  una 
classe diversa, ovvero, pei teoremi di DARBOUX, dalle deformate di  una qua- 
drica alle deformate d i  un'altra quadrica. 

LE QUADRICHE Dl  DARBOUX COBIUGATE I N  DEFORMAZIONE. 

Ricerchiamo ora in quale relazione geometrica stanno le due classi di 
superficie applicabili sopra quadriche. Ricordiamo per cib che i circoli rior- 
mali in punti corrispondenti alle coppie di superficie coriîplementari (S, S,) 
gene rmo  un sistema ciclico ed i Ioro piani inviluppano una superficie che 
iiidicheremo con S,, il cui elemento lineare dipende esclusiva~nente dalle CO- 

stanti A ,  B, C, D della classe di S, S, ed appartiene ad  una quadrica (im- 
niaginaria) di L)ARBOUX ((M) 15). Similmeute i piani del sistema ciclico 
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sulle superficie isoterwe. 3 1 

normale alle due superficie complementari 8, 1, inviluppano un'altra siiper- 
ficie 2, applicabile sopra una seconda quadrica. Riguardando conle punti cor- 
rispondenti sopra s,, 2, quelli che corrispondono ai medesimi valori dei pa- 
rametri isometrici 24,  v di S, 2, dimostreremo la proprieth seguente: Sopm 
le due superficie S,, 8, si co~rispo?zdono ad z o z  tempo i sistenzi coniugati e 
le lin.ee geodetiche. Secondo le denominazioni introdotte in due mie Note nei 
Rendiconti dei Lincei ( " 1 ,  le due superficie S,,  2, sono eo~tiuyate in defor- 
mazione e i due prohlemi di trovare tutte le deformate dell'una O dell'altra 
superficie si equivalgono perfettamente. 

L a  corrispondenza dei sistemi coniugati sopra S,, Po è un corollario del 
teorema gih segnalato da1 DARBOUX (**) : Ad ogni sistenza ortogonale d i  S 
(O 8)  rorrisponde un sistewa coniugato d i  S, (O  Y,). Noi qui ne omettiamo 
la dimostrazione che si potrebbe t rame facilmente dalle formole del €j 15 (M). 
Della corrispondenza delle linee geodetiche sopra S,, 8, ci accertiamo poi 
ne1 modo seguente. Prendasi un'altra superficie isoterma speciale qualzique S' 
della classe ( A ,  B, C, D) e corrispondentemente si avrà una seconda super- 
ficie isoterma speciale Y' della classe (A,,  Bo,  Co, Do) di 8. Indicando con 
S',, 2', le superficie dedotte d a  S', 8' corne Sol 2,  lo sono d a  8, 2, sarà. SI, 
applica,bile sopra Su e 8', sopra Z,; inoltre, prendendo opportunamente S', si 
potrd far coincidere S', con una deformata qualunque di S,. P e i  risultati 
della mia nota a )  nei Rendico~ti dei Lincei, sarb provatn ln corr i~pondenza 
delle geodetiche sopra Sol 2,  quando si dimostri che al sistema coniugato 
comune di Bu, SI, corrisponde il sistema coniugato comune di Z,, 8', . P e r  
questo indichiamo con (u', v') i parametri isometrici delle linee di curvatura. 
sopra S', C' e con 

H' (u', v )  L ( u ,  v ) ;  H o  ( u ,  V )  Lf0 (ut, v') 

le quantità che per 8, 2' sono le analoghe delle H, L; Ho, Lu per S, 2:. 
Da1 S 15 (M) segue che le formole dell'applicabilità di Su sopra S ,  sono date 
dalle seguenti : 

H' (u', d) = H (u, v), L' ( t i f ,  v') = L (u, v), (4 

(*) a) Sopra un  problemn ~elrctivo alla teorin della defor)îzazione cZelle sq~er f ic ie  
(6 aprile 100'3). - b) Sulle quaclriche coniugate in Sefol-mazion~ (aprile 1903). 

(*:) Vedi la fine de!la nota: S u r  les surfaces isothernziqz~es (Comptes Rendus f20 Mai 150!3), 
ove il teorema B enunciato sotto la forma equivalente: Alle  Einee asslitoticlze d i  S,, cor- 
~ïspondono le linee di lunglzezaa nulla s o p n  S. 
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e similmente quelle per I'applicabilità di Io, Y ,  si scrivono 

H', (a', V I )  = Ho (u, v ) ,  Il', (u', d) - Lo (u, 0). ( f i !  
Ma, secondo le (20") 5 4, si ha 

L H o = 2 a - b H ,  L,=-- L' ITfO =,2 a-  b H', LIo = -, L - b '  LI-b 

onde le (a), ( b )  coincidono. Ne segue che la corrispondenza stabilita fra i 
punti di S,, Io, conservante i sistemi coniugati, si trasforma per la defor- 
mazioiie simultanea di S, in S', e di 2, in 2', nella corrispondenza ana- 
loba per S ' ,  , 2,; dunque al sistema coniugato comune di S,, S' ,  corrisponde 
il sistema coniugato comune di L,, ZfO, c. d. d. 

Si osservi che nella dimostrazione superiore è sottinteso escluso il caso 
delle superficie a curvatura media costailte; ma allora le due superficie Sa, x, 
sono rispettivamente applicahili l'una sull'ellissoide (allungnto) l'altra sull'iper- 
boloide (a due falde) di  rotazione, che gih sappiamo essere quadriche coniu- 
gate in deformazione. 

LE TRASFORMAZlONI Tm DELLE SUPERFICIE A CURVATURA MEDIA COSTANTE. 

Si è già detto (§ 1) che per t r o v ~ r e  la trasformata 2 di una superficie 
isoterma S mediante una ir, occorre in generale integrare iin'equazioiie di 
RICCATI. Veniamo orn a considerare un caso particolare ben interessante in 
ciii I'integrazione si compie con sole quadrature. & questo jl caso quando 
8, Si sono due superficie di curvatiira media costante non parullele costi- 
tuenti le due falde di un inviluppo conforme di sfere, coi centri distrihuiti 
sopra la deformata di una quadrica di rotazione (teoremi di GUICHARD). 

Sia dunque S una superficie di curvatura media costante H, il cui ele- 
mento lineare, riferito alle linee di curvatura u, v,  avrà la forma 

le curvature principnli avendo i valori 

1 H + e-26 -- 1 H - e - 2 0  --- - 
2 ' -  

- 
'ri r2 a 
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e la funzioiie 9 essendo una soluzione dell'equazione a derivate parziali : 

Se 1, 9, w, y,  CT sono le funzioni trasformatrici della Dm ne1 passaggio 
dalla S alla S,, il sistema difkrenziale (1) d i  DARBOUX possiede I'integrale 
prima 

O - H g, + 2 zu = cost., 

e qui, avendo S, la medesima curvatura media di S, la costante del secondo 
membro B nulla, cioè 

O =  H r p - 2 ~ .  

Introduceiido questo valore di O nelle equazioni differenziali (1) di DAR- 
BOUX, queste diventano: 

Tnoltre I'equazione (II) in termini finiti si traduce qui nell'altra 

Osserviamo che, restando ne1 campo reale, la forma qiiadratica del se- 

condo memhro della (26*) 

2 m H y* - 4 tn g, w - zd9 = 2 m (2 m + I I )  cp" (w + 2 nz y)' 

deve avere un valore positivo e per cib la costante 112 deve verificare la di- 
suguaglianza 

2 m (2 m + II) > 0. 

Considerialno ora la trasform~zione Tm associata all'attuale D m ;  per la 
superficie 2 trasformata dalla S abbiamo dalle (l) ,  (2)  § 1: 

Aw~al i  di Matematica, Serie III, tom0 XII, 
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Ora diciamo che : Se s i  colloca convenientemente la  superficie 2 nello 
spnxio, Z'ordinata x d i  zrn suo punto mobile (u ,  v )  ed i l  coseno Z dell'angolo 
che la  szcu normale fa coll'asse delle z so3o d a t i  dalle formole 

dove k ha il v a l o ~ e  costunte 

reale a causa della (27). 
Secondo i principii fondamentali della teoria delle superficie, basterà di- 

mostrnre che coi valori precedenti di z, Z sono soddisfatte le equazioni 

dove xii ,  xi,, x,, significano le derivate seconde covarianti e A, x il para- 
metro differenziale primo di x mentre D, D', Dr' sono i coefficienti della se- 
conda forma quadratica fondamentale di A'$ cioè 

Cod le formole da dimostrarsi diventano le seguenti: 
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QUADRATURE. 

Per verificare che sussistono le formole superiori cominciamo da 11 for- 
mare dalle (29) le derivate della x, osservando la (26). Abbiamo in primo 
luogo 

Per  la (26") possiatno scrivere 

e la (30*) è cosi verificata. Derivando ora nuovamente le (31), osservando 
le (26), trovjamo: 

D'altra parte i valori dei simboli di CHRISTOFFEL per l'elemento lineare 
della 2 

d s2 = e2' ( d  u2 f d v2) 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



3 6 Bian c h i :  Cor~qdement i  alle rirel-che 

sono i seguenti: 

e costruendo ora le derivate seconde covarianti x , , ,  x , , ,  z,, troviamo verificate 
le (30). Della superficie incognita conosoiamo dunque, in termini finiti, I'or- 
dinata z e il coserio Z dell'angolo della normale coll'asse delle x. I n  queste 
condizioni è ben noto come bastino quadrature per determinare completamente 
la superficie; e noi vogliamo qui ulteriormente specificare le quadrature a cib 
necessarie. 

11 quadrato d s'Z = d X 2  + d YZ + d Z e  dell'elemento lineare sferico di  2 
è dato da 

1 1  avendo - 9 - i valori (28). L a  funzione Z  essendo già nota, per determi- 
P l  P> 

nare X ,  Y introduciamo uii angolo ausiliario +, ponendo 

X= Rcos+ ,  Y= R s e n + ,  R=\ / I -Z2 ,  

e la precedente diverrà 

d R 2 - +  . 

d 2 2  Ma si h a :  R d R = - Z d Z ,  d R 2 + d Z P = - - ,  e ptx ci6 
RZ 

Ora, a causa di 
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l a  precedente pub scriversi 

ed abbiamo dunqiie rl/ con una quadratura dalla formola 

Dopo cib, essendo noti X, Y, avremo con altre due quadrature x, y 
dalle formole : 

L e  superficie isoterme 2, che abbiamo ora dedotto con tre quadrature 
d a  una coppia nota di superficie a curvatura media costarite (s, 8,) derivate 
l'una dall'altra per una trasformazione Dm di DARBOUX, possono essere ri- 
guardate sotto un ~ e c o n d o  aspetto. Prendiamo il piano z=O corne piano li- 
mite d i  una metrica iperbolica, definita dall'elernento lineare 

e quindi di curvatura ho = - 1. L a  nostra superficie 2 sarà l'iinmagine di 
una  superficie dcllo spazio iperbolico, che indicberemo con C ; l'elemento li- 

I neare d s' e le curvature principnli (ridotte) , 3 ' di 8' wrnnno dati dalle 
p i p'z 

forniule (Lezioni, Vol. 1, pag. 514): 
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le quali per le (28)) (29) si mutano nelle altre 

1 P e r  la  curvatura niedia II = + ! della 2' segue di qui 
8 1  Q z  

onde vedianio clle : L a  szrperjcie 8' del10 spazio iperbolico ha la czwvatum 

media costante II' = - 4 Il2 + H -. Si osserverà che si h a  111' 1 > 2 
\ 2 r p z  (2 In $- I I )  

per I I = / =  0 ed 1 H' j r= 2 per 15- 0. II legame cos1 ritrovato fra  le super- 
ficie a cnrvatura media cos tan te  1 11' 12 2 dello spazio iperbolico colle su- 
perficie a curvatura niedia costante O nulla dell'ordinario spazio euclideo era 
già  noto per la  parte che rigu:irda la  deterniinazioiie intri?wectr di queste 
superficie. Ma ora vedianio di più che la conoscenza di uiia coppia (N, S,) 
di  superficie ordinarie a curvatura media costante, trasforniate di DARBOUX, 
ci procura con sole qzraclmture l a  conoscenza di una corrispondente super- 
ficie 2' a curvatura media costmte dello spazio iperbolico ( e  della sua pa- 
rallela). Importa poi osservare che inversariiente, rlote le superficie S, 8' a 
curvatura media costarite l 'una rie110 spazio euclideo l 'a l t ra  nell'iperbolico, 
definite intrinsecamente la prima dalle (23)) (24), l a  seconda dalle (33), (34), 
se ne iledurranno i valori 1, p, zr, pi del18 funziorii trasformatrici per una  
trasformazione D, di DARBOUX della S e si avrà quindi, in termini finiti, l a  
superficie derivata S ,  colla medesima curvatura media di S. E irifatti, noti i 
valori dell'ordinata x e del coseno Z per lit superficie 2 immngine di 8', le (29)  

r\ a a faranno conoseere p, ru e le forrnole i = e , p z e-O 2 d:iraiino i va-  a I L  a v 
lori di i., p. Questi valori di j . ,  p ,  11 , y verranno appurito a soddisfare le 
equazioni differe~ziali  (26) e l'eyuazione (26"),  coine si prova senza difficoltà 
nyplicando al caso attuale le forniole generali del $ 165 delle Lex ion i  (Vol. 1, 
pag. 359). Ma la conseguenza piii jnteressante clle si trae d a  queste co~isi- 
derazioiii risulta dall'osserrare che nelle foimole (::3), (34 1, che defiriiscono 
iiitriiisecameiite 2, figurano solo l a  costante rrn e gli elernenti della superficie 
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prirnitiva ,Y, non quelli della trasformatm 8, . N e  risiiltn che se,  tenendo 
fissa S e ' l a  costante nt delln trasformazione Dm, si fa variare S' ,  entro la 
doppin infinità di trasformate della S: l a  s ~ r p e r j r i e  2' sub2j.Ù so l fan to  ~ 1 2 0  

spostanze?zto vigido nello spuzio.  Basta dunque conoscere la 2 in una parti- 
colare posizione e,  colle forniole di PO IN CAR^ pei movimenti rigidi dello spazio 
iperbolico (Lex ion i ,  Vol. 1, 5 189)' conosceremo 2' in tutte le sue posizioni. 
Ritroviam.0 cos1 la seguente notevole proprietà del sistema differenziale (26) 
per la  trasformazione delle superficie di curvatnra media costarite: N o t a  u?za 
put.ticolu~.e quudevnn ( 2 ,  p ,  go, y )  d i  soluz ioni  del  sistenza (26\ ,  (26*), s i  trovu 
l ' integvnle gene?.ale con i re  qzcadvature. 

S e  ricordiamo poi le relazioni stabilite dai teoremi di GUICHARD fra le 
superficie a curvatura media costante e le deformate delle quadriclie di ro- 
tazione, possiamo. dare a questo risultato la forma. geometrica: 

Nota u n a  superficie applicabile s o p w  zt~zu quadvicn d i  1-otuxione se ne  
dedncono, con sole qundruture ,  mg nuove szrperficie ~ p ~ ~ l i c n h i l i  s d l a  puad?.ica 
stessa e cos1 d i  seguito i l l imitafamertte.  

L e  trasformazioni T, delle superficie isoterme studiate fin qui, conie as- 
sociate alle Dm di DARBOUX, si fondavano sulla conosceriza di un sistema di 
fiinzioni trasformatrici 

4 P7 w, Y7 O,  

che soddisfacessero dunque le equazioni differenziali (1) di DARBOUX ed insielne 
l'equczzz0ne ( I I )  i n  t e rmin i  fitziti. Siipponendo ora fioltanto di conoscere 5 fun- 
zioni h ,  pl y ,  w, o che verifichirio il sistema diffei-enziale (1) m n  flou Z'eyua- 
zione ( I I ) ,  dimostreremo clie se ne pub trarre  ancora la conoscpnza (intrin- 
seca) di una nuova superficie isoterma. P e r  dimostrarlo bnsterà ripreridere i 
calcoli del 5 1, ricordando che il sistema differenziale (1) poseiede l'integrale 
quadratico 

he + p2 + to2 - 2 m y G .-  COS^. ; 
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indicarido con -- 16 il valore della costante del secondo membro, avremo 
dunqiie 

i . ' + p ~ + v e = 2 m c p o - K , .  (35) 

L e  deduzioni sviluppnte al principio del 5 1 fino all'eqiiazione (7) sus- 
sistono ancora attualmente, come ivi fu osservato. Ma, a causa della (35), 
la (7) diverita ora: 

e quindi 

ossia 

Il primo membro è la curvatura K dell'elemento lineare 

1 
e si lia percib - = IC- IC0. Ora questa è 1' equaziorie d i  Gauss per 10 

P i  P Z  

spazio di curvatura costante K,; e poichè, come già si è verificato :il 8 1, 
coi valori 

sono inoltre soddisfatte le equazioni di CODAZZI, abbiamo il tecirema: 
Se le funxioni A, p, zo, y ,  a soddisfmzo le equazioni défevenziuli (1) di 

D A R R ~ U X  e clanno ull'esp~essione costante: i." pz + tu2 - 2 In (p o i l  valore 
- K0,  ne ~ i s u l t a  individuda nello spaxio di  cu~catura costante K, ,  una su- 
peqfkie isoterma 2, che 9.ifetita alle linee di  czrrvatura u ,  v ha l'elemento 
Zitzeare 
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Rnppresentando ne1 noto modo conforn~e Io spnzio O cnrvatiira rostante 3\;, 
sul17euclideo, nelln superficie Z irnmagine di  Z si lin un3 nilova siiperficic iso- 
terma. Cos: per In ricerca di nuove supcrficir isoterme da nna inixinle dntn S 
possono utilizxarsi anche quelle funxioni l,, p, u., y ,  o clie socldisfnno soltaritn le 
equazioni differenziali (1) senzn veri ficnre In (II). L e  trasformazioni cosi otte- 
nute dicinmo t m s f o m a x i o n i  T,,, g e t z e t d i x z a k ,  O anche trnsformfixioni T ,,, 

Se  applichianio la  T', nnzichk alla, superficie isotermn S, alln siin. t r n -  

sformnta S Ai CHRISTOFFEL, otterremo ncllo spazio d i  ciirvnturn R iina wcondn 
superficie isoterma 8, col17elemento lineare : 

e colle curvature principali 

F r a  breve vedremo ( 5  13) che le due superficie 8, 2,  sono trasforninte 
di DARBOUX l'una dell'altra. 

Notiamo in fine che mentre ne1 caso delle trasforniazioiii di DARROUX 
doveva escludersi il cnso 112 - 0, qui con Ku =;= O è aminissibile anche il va- 
lore nz = O. Allora In costante Tco nella (35) è necessarinmeiitc iwgntira, e 
se poniamo K0 = - 1, il sistema differenziale (1) coincide colle fomolc  (II  
5 1 (M), ove si sostituisca R O., p, .lil, $) rispettivnmentc (X,, X2, Z3,  2). Tri 

particolare l a  funxione rf diventn Z'o~.cli~lntn x delln siiperficie primitivn S P 

In superficie isoterma 1 del10 spazio ipei*bolico è prccimneiitc qiirlln c h ?  lin s 
per irnmagine. 

LE TRASPORMAZIONI DI DARDOUX IN OCOVETRIA EliLlTTIC.4 EP IPFRROTICA. 

L e  riccrclie prccedenti ci hanno condotto nii iiitrodiirre in considern- 
zione le superficie isoterrne dcgli spnxi di c i i rva t i i r~  costantr NI è orn 011- 

portrino far conoscere il sistenia di foriiiole rclnt i~i ,  n\lc trasfornimioiri c l i  
D s ~ n o u x  delle superficie isoterme in qiicsti spazî. OssPrvinino siihito clie per 

Amcili di ~lIntenzriticn, Serie III, tomo XII.  C.i 
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ta1 modo non si viene R cangiare il conteiirito del metodo di Dan~orrx, poichè 
le consiiete rappresentazioni conformi cangiano ogni inviliippo conforme di 
sfcre dello spt-izio a ciirvatura costa.nte in un inviluppo conforme di sfere dello 
spazio eiiclideo, e viceversa. h r b  la forma mutatn sot,to ciii si presentnno le 
formole condiice a trovare nuove npplicazioni del metodo di trnsformneione. 
Ci liiniteremo qui a dar le nuore forrnole ed a compiere sopra di esse Io op- 
portune verifiche, senna esporne la deduaione facile a ristabilirsi. 

Consideriarno uno spazio di curvaturn costante liT,, e poniamo per sem- 
plicità JiO = * 1 secondo che 10 spazio è ellittico ovvero iperbolico. Ahbinsi 
in questo spazio una superficie isoterma S ,  riferita alle sue lincc di curvn.- 
tara w, v ,  e mantenendo le nostre solite notazioni (Cf. Leziowi, Vol. 1, pa- 
gina 497 e segg.) indichiaino con 

1 l'elemento linonra di 8, con - ' le sue curvnture principali (ridotte), Il 
9-1 1'2 

sistemn delle equaxioni differenziali (1) di DARBOUX prenderh qiii In forma 
scguente : 

Corne si vcde, esso non differisce dall'analogo 
(Ji', - O) d i e  per il termine -ri, e", dovuto slln 

aggiunto alle espressioiii di - 9  II sisteina (1*), a u  

pei. IO spazio eliclideo 
ciirvatiirn dello spazio, 

in forza clclle equazioni 

di C o n ~ z z ~  che hanno ancora la solita forma e di quella di GAUSS clic att,iial- 
mente si scrive 
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i: un sistenia illimitatamente integrabile e possiede l'integrale quadratico 

Per trovni'e le trasformate di  DARROUX della superficie isotermn 8 con- 
viene scegliere i valori iniziali di i, pl M, y, l j. in guisa c h  si aiiiiulli la co- 
stante del secoildo membro e si abbia quindi 

Supponiaino o m  iiiversm-ieiite di conoscere cinque fuiizioni i., p, w,  i, 7 
clle soddisfi~io il sisteriia differenziale (1") e l'equazione in teimiiii finiti (II*). 
L)eclucirirno dalla S una seconda. superficie isoterma Scol le  formole segueiiti : 

sigmificando s,, x,, x., i3 le coordiiiate di  W ~ r ~ n s m n s s  del punta P di s clic 
corrisponde al punto P = (x, , x ,  , x9, . c~)  della S. 

Derivando le (38) rapport0 ad zc, 1) coll'osservnrc; le (l*) e Ic formole 
alla pag. 498 delle Leaioni (Vol. 1), troviamo : 

l'cr l'elaniento liiieare d s della superficie deduciwiiio quiildi 

- @--?O 0 2  

d s k d  X ;  + d X: -t. dx3 -+ rio d X: = ( d  UV- a v?), 
(39 

il clie prova jntanto che le duc superficie S, S sono rappresc~itide coiifoi.iiie- 
- 

iiierilc l'uiiu sull'ultra. Dalle (391, iridicando con q ,  <, 2 le quiiiitità che per 
la Ssor io  Ic atialoglie dcllc y ) ,  5 ,  5 per la h', troviarno: 
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Iiifine derivando rapporto ad U, v le ) i l  si ~011~tati l  clle sulla 8 le liiice 
21, v sol10 ~ n c o r a  1c l inw di curvatura cd i valori delle curvature principali 
1 1  , - soiio dati dalle foraiole stesse d i e  sussistevario ne1 caso euclideo 
ri 1'2. 

(CM, 2) : 

Si vt~ifica iiioltre facilmciite, collc formole preccdenti, clle le due nor- 
- 

mali alle superficie S, b' in punti corrispondcnti P,  Y si iiicoiitrano in un 
l ~ ~ n t o  JI,, ad eguale distanza 3 da l', P e si ha 

O (9 
tang 6'= 7 per K, = f 1 ; tangh a '=  -, per Ko = - 1. 

Z D  20 

L a  efera che ha il centro iri III,, e raggio = ; tocca quindi S ,  c n e i  

~ m l i  P, 7, onde segue che S, 15' sono le due falde di un inviluppo conforme 
di sfei-e. Si osscrverà poi che nello spazio iperbolico quando sin y > tu, sarà d 
puraincnte itniiiagiriario e quindi le sfere inviluppate avranno il centro ideale. 

SUPEKPICIE ISOTERNE SI'ECIBLI NEGLI SPAZ! DI CUICVATURI COSTBNTE. 

Iiiateiidiamo ora agli spaxî di curvatui*a costante le riccrclie relative alle 
sul~erficie isvterrne speciali ((M) $ 12 e segg.). 1 calcoli da eseguirsi soiio 
solo lcggieriiionte dilYcreriti da quelli particolari al caso euclideo e basterà 
quindi rayiclameiitc indicarli. 
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Ricorriamo per cib alle equazioni (32) (M) § 12 : 

le quali, dipendendo uriicainente dalle formole di Cou~zzr ,  sussistono ailcura 
nello spazio curvo. 

Ricercliiamo ora se esiste un sistema ( j . ,  p ,  K ,  p ,  5 )  di soluaioni delle 
equazioni fondameiitali (I*), (Tl*) in cui la  quiiitn fui-izjoiie trasformatricc 5 

eguagli una funzione lineare intera della curvaturn media 11. Yrescilidciido 
d a  un  fattore costante, ed escludendo il caso ovvio di coppie di supcrfioie a 
curvatura, media costante parallele ((Mi 5 13, nota), potrenio supporre : 

5 = El $ c (C costaiite) 

e osservnndo le (41) e le (1*), ne dedurremo, corne ilel cas0 cuclidco: 

essendo a, b due nuove costanti. Sostituendo questi valori di i,, p ,  t o ,  y ,  a 

nella ( I IX)  troviamo 

[(ag)z +- 
dove .4, B, C, D hanno i valori costanti seguenti 

A - 2 m - a ,  B - - b m ,  C = c m -  K,, t ,  I 

D = K ,  b v  a2 - 2 112 b c. \ 
( 43) 

Se iina superficie isoterma S del10 spazio di curvatura costante I(, sud- 
disfa ad  una relazione della forma (A*), con A ,  B ,  G,  D costanti, direnio 
corne ne1 caso euclideo clie essa è jsoterma speciale della classe ( A ,  B, C, D). 
Cod adunque: condizione necessaria affincliè esista uiia soluzione delle eyua- 
zioni fondamentali (I*), (II*) con G = H + c è clie l a  superficie S sis iso- 
terma speciale. Inversaaiente, supposto che cib avvenga, prendiamo secoiido 
le (43) 
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dove m è una radice (non nulla) della equazinne di quarto grado 

Allora le formole (42) daranno un sistema di soluzioni della (IX), (II",, 
come si dimostra in modo del tutto analogo a quel10 tenuto per 10 spazio 
euclideo (CM) $ 13). Ed anche ne1 medesirno modo si dimostra che ln su- 
perficie trasformata S é isoterma speciale della stessa classe ( A ,  B, C, D), 
yoichè le formole della precedente Memoria (15) 3 4 e (37) fj 14, sulle quali 
e ra  fondata la deduziorie valgono inalterate ne1 caao attuale. Se chiamianio 
co~nplementari due tali superficie isoterme speciali S, x, abbiamo dunyue il 
risultato : 

Ogni stye@x'e isoteiwzu speciale del10 spcczio d i  c u ~ ~ u a t z n ~ u  costnîzte K,, 
possiede quattvo supe$cie coniplementcwi, covrispo~tdenti ulle quccttro rudici 
tlell'equaxio~ze d i  4.0 grado (45). 

Ne1 caso euclideo h', = O  l a  (4.5) possiede sempre una radice nulla, clle 
non lia significtito pel nostro yroblema, e l e  superficie comylementari si ri- 
ducono a tre. 

T~B~WORMAZIONI DELLE SUPEICFIClE ISUTEIiRîE BPECIALI. 

Estniidiaiiio ora al cas0 :~t tuale  i risultati dei 17, 18 (M) rclativi al - - 
caso euclidco, P e r  ogni superficie isoterma S l a  curvatusa media sotldisfa al- 
I'ecluuione 

a9n a 0  au a e a r r  -+-  ,-=O 
a r ô v + ~  ô. a t b  7 

clie si pub scrivere sotto le due forme ecluivalenti : 

Suppoiiiaixo ora di più clle la  S sia una. superficie isoternia speciale e 
sia qliindi soddisfatta uiin relazione della forma (A*). S e  escludiamo il caso 
che la S abbicr costaute l a  curvaturs  media o ohe siu una superficie Ji rq- 
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t az inn~ ,  derivando le  (A*) rapporto ail s r ,  v c4 nss~rvnnrlo I P  (a), ot t~ i i iamo 
le nltre 

Orn se cniisiderinrno iinn qiinliinqiie trnsforninxionc D,,, dcllla 8 ,  cni.i-i- 
spnndr i i t~  alle f~~nz ion i  ti'nsforinntrici 2 ,  p, II!, y ,  5 ;. poninnio 

formando le derivate di 4 rapport0 2d 1 1 ,  v ,  coll'osscrvnre le (I*) e le ( O ) , '  

( B ) ,  troviamo : 

nnrlt? rlediiciamo i l  tcorema : 
Fer o q j ~ i  s r ~ p ~ f i ~ i e  i s o t ~ m a  s)wcinle S delltr classe ( A ,  R, (I, D) i l  si-  

stcmtc differenziri le (T*) delle eytrcrzioni di i~wsfwmaz iow poss i~de  l ' inteqm le 
p M z o  : 

+=eA-,/.- a H *  e R - p - ( r n ~ i + ~ ~ o ~ ~ ~ ) y +   JI 1 
b Z d  a v 

I cn l 
+ ( 2  wt - A. - M )  w + (m L f B) a = cost. , 

Ora fra le cio3 trasformazioni D,, della superficie isoterina S conside- 
riamo qiiella doppia infinità che si ottieiie vincolando i valori inizinli dellr 
fiinxioni trasformatrici in guisa che la costante del secondo membro ncll'in- 
t eg rde  primo (Il) risulti nulla, e dimostriamo clle ogni voltn la  supei4icic 

trasformata 8 s a r à  essa stessa isoterma specide della classe ( A ,  B, C, D) di S. 

(+) Questa verifica, coine le a l t re  che seguono ne1 testo, s i  cornpie rapidnincntc ri- 
ferendosi al ralcolo ,ai% eseguito ne1 cnso eiiclideo eil osscrvnndo che i niiovi tcrinini doviiti 
alla ciirva+ura dello spazio s i  elidono fra loro. 
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Dobliiamo per cib dimostrnrc! clie th11n (A*) e clalla + = O segiie l'alt,rn 

tale verifica si cornpie precisainente corne ne1 caso euclideo ((M) $ 18). Ab- 
hinrno diinque il teorema: 

Fra le ao3 sztpe~firie isoteune dedotte du zoza s z p r f i c i e  isoternztc spe- 
ciule S con uizn t ~ m f o r m u a i o n e  Il,, d i  Dannoux (ï cos tade  ,fissa m ?le esi- 
stono w2 i s o t e m e  specinli della classe stessa d i  S. Qzieste s i  ottengono vin- 
colccnclo i valori  itzixinli delle funxioni t m s f o r ~ n a t r i c i  i ~ z  guisa clre l n  cosfafzte 
del secondo m e t h o  t t e l l ' i n t e g ~ d e  p h z o  iB) r i s u l t i  ~zu l la .  

Dopo (pes te  ricerclie siille trasfoi.maxioni di  DARBOUX delle superficie 
isotcrme ncgli spazî di ciirvatura costante, ritorninmo ni risultati del 8. 

Qiiivi  nbhinmo visto che c h  una soliixione qunlsiasi (L, IJ., w, s, 0) delle 
~qi inzioni  diEerenzidi (1) di DARROUX, indicando con - IL  il valore costante 
clelln espressione j.2 + pz + 11." 2 2112 y a,  restano individuate due corrispondenti 

superficie isoterme 1, 5 del10 spazio a curvatura. costante Ir',, coi rispettivi 
elementi lineari 

e colle rispettive ciirvatiirc principali 

- 

Orn sinmo in grado di dimostrnre che :  L e  chte superficie S, 1 sofzo t m -  
s f o m n i e  I'trnn dell'alfra 2 1 w  t41za D-,, d i  DARBOUX. 
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Si prendano infatti le formole stesse !16) 5 2 

e si osservi che esse danno una soluzione delle equazioni (I*) p r  la  trasfor- 
mazione D--, della 2. Queste formole sono invero le stesse (14) $ 2, . o r e  

an a~ e" soltanto alle espressioni di - 7 - si sottragga il termine 6, - - (b doviito a u  a v  L 
alla curvatura dello spazio. Basta allora tene i  conto clie attiialmente I n  rc- 
lazione in termini finiti fra i., p, zo, y,  c è l a  

per dedurne la. verifica ri chi est^. D'altronde, in forza delln (48), si lia 

che è precisamente In (II" in termini finiti per la trasformazione D-,,,. NP 
concludinmo che le funzioni A, Jf, TV, ((I? 2, definite dalle (47), dnnno lin si- 
stema. d i  funzioni t r~sformatr ici  per una D-, di 2.  E d  ora se colle formolc 
del S 9 calcoliamo I'elemento lineare e le  ciirvatare priilcipali delln superficie 

- 

trasformata, troviamo che questa coincide con 2. 
Concludinmo clie le nostre trasformazioni T',, cangiano iinn coprin di 

superficie isoterrne del10 spaxio euclideo. trasformnte di CHRISTOFFRI, in iina cnppia 
di trnsfoiornate di DARBOUX ~1~110 spnzio di ciirvatiirn costniite. 

Qui si presenta n a t i l r a i ~  ln doma.ndn se 12, relnzionc: 11ltimnnlPrite nsser- 
vata sis invertibile erl n tale domandn risponde nffermatirnmmte ln p r o p s i -  
zione seguente : 

AbOictsi lzello spazio di c u r v n t ~ c m  costante K,, m t r  supe~j ic ie  isot~~.nîcl  z 
che, ~ i j é r i i a  alle l i m e  d i  rzcrvntu?.a 14, v, nbbin l'elevzento liaecrw 

Annnli cli iMnlernaticn, Serie III, toino XII. 7 
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La verifian, procetle qu i  piwisarnente comc a1 ?J 1 per le equazinni d i  
CODAZZI. 

Per  dirnostrsre poi clle anche l'cqunzioiic d i  GAUSS è sotl(lisf:itt,fi, par- 
tiamo nricorn dalle formole (6) § 1: 

2%~ ' a e o  
e formin,ino I'cspressionc 2-2 + a;;, osservnndo le (I*) fj 10; troviamo cnsi : 

Ma si lia 
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szdle superficie isotemze. 5 1 

questa è appurito l'equazione di GAUSS per lo spazio euclideo ("). L e  formule 
stcsse (17) danno poi ne1 caso attuale le funzioni trasformatrici per una D-,, 
della superficie S. 

Suppoiiiamo in particolare che le due superficie (2 ,  8,) siano isoternio 
speciali complementari. 1 calcoli stessi del fj 4 dimostraiio allorlz clle lu su- 
perficie isoterma S delio spazio euclideo derivata da 2 mediante la T', snrà 

.:illn sua volta una supei-ficie isoterma speciale. Coêi le trasformazioni T', 
danno il passaggio dalle superficie isoterme speciali dello spazio di curvatura 
costante a quelle deilo spazio euclideo, e viceversa. Spingendo più oltre la 
1-icerca si vedrehbc risultarne il legarne fra le deforrnate di una superficie dello 
spazio euclideo e le deformate di una superficie corrispondente del10 spazio 
ellittico od iperbolico. L a  corrispondenza fra Ic due superficie è talc da coii- 
s c r v ~ e  i sistemi coniugati e le linee geocleticlie. Pe r  ta1 modo la nozioiie di 
superficie conizgate in deformazione vicne a ricevere u n  più ampio sigriificato 
clie iiierittt di essere approfondito. 

APPLICAZIONE ALLE SUPERFICIE DI CURVATDRA MEDIA COSTANTE. 

Termirieremo col generalizzare le proposizioni dei $5 6-8 applicando i 
risultati conseguiti alle superficie 2 di curvatura media costarite 11 immerse 
nello spazio di curvatura costante Ko . 

(") Si pub notare clie se le fuiuioni y, p, ~ c ,  y, o soddisfttccssero seuiprv il sistei~a 
dilferenziale (1") m a  non la (11%) e rendessero 

e la superhio S esisterelribe nello spszio di curvatura costante K I .  
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12ifcrendo la superficie 2 alle 8ue liiiee di curvatura zl, v ,  avrerno 

dove 0 è una soluzionc! dell'equazioiie a derivatc parziali 

Coiisideriamo uiia scconda superficie 2, colla stcssa curvatui.a media  CO- 

!;taute H clie si ot tenga dalla L per uiia trasf'ormazioiie D, di DARBOUX. Se 
2, p., zo,  pi, cr oono le F u n ~ i o n i  ti-asforniatrici, la costante del secondo rnembro 
iiell'integrale primo del sisterna (1") 

Dupo cib i l  sislema differenziale (1*), clitiiinaiidone cr, diventa: 

e l'equaxione (IIK) in termini finiti prende la forma:  

hz + ,!A2 + w1 + I$ 5 2  - 2 rn y ( I l  (p - 2 w). (49') 
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segue c h ,  per restaie ncl campo rcale, dobbiamo aitribuire alla cosiante nt 

ut1 tale valore da soddisfare la disuguagliaiiza 

Il teorcma del paragi-afo preccdente ci assicura clie miste ullosa nello 
spazio euclideo uiiu superficie i so t cmn  8 clie riferita alle liiiee di cu ivn -  
tura 26, v ha l'elemeiito liiieare 

La superficie ,'.' è cosi definita diipprima solo iritriiisecameiite da cliiestt' 
hrniole. Ma, generalizzando i rkultati  dei SS 6-7, possianio dimostra1.e d i e  
bastano ne1 easo attuale t l - e  qzladmtzwe pei. trovare S. Si vede infatti clie 
I'ordinata x di S e il corrispoïiderite coseno Z della normale possoiio nssu- 
mersi dati  dalle formole 

che è reale per  l a  (50). 
Ora  riguardiamo, come al $ 8, la superficie s come immagine di una 

superficie S' dello spazio ipeîbolico definito dall'elemento lineare 

Troviaino allor:~: La supev$cie S del20 spazio ipevSolico n ctcrvntzcm 
Ilo = - 1 ha l'eletnento Iineare 
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Le considerazioni superioini stabiliscono legami notevoli fra le superficie 
di uiirvati~ra media costante negli spazî d i  ciirvatura costaiitc. Comc ncl caso 
euclideo i s  3) la. conseguenza più irnportaiite si trac da1 fatto clie gli cle. 
menti  della superficie S' restano invnriati se si tiene fissa la siiperficie 2 c 
costaiite nz e si fa variare Xi entro la  doppia infinità di ti-asformate della y;  

l a  superficie S' si sposta allora rigidamente ne110 spazio. 
Ne  seguct coine al $ 8 pel caso K, = O, d i e :  izotn uizn solzazione pwt i -  

colare (A, ), %O, 9) delle eqzcn,~io~i i  d i  t t ~ a s f o ï ~ ~ î a x i o n e  (49), (49" )  bustaito qua- 
clrntzcïe per declzwîze la sotzrzio~ze generale. 

Ricorïendo poi all'estensione de i -  teoremi d i  GUICHARD ngli spazî di cura 
vatura costante j* ) ,  ne  deduciarno che il teorema finale del § 8 vale non sol- 
tanto nello spazio euclideo ma in qualunqiie spazio di curvatiira costante. 
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Il teorema d'Abel sulle superficie algebriche ('). 

(Di FRANCESCO SEVERI, CI Pamw.) 

portante 
sportnto 

noto clie il concefto d ' idegrnle ahelinno, che lia u n  ufficio cos1 iin- 
iîelln teorin delle funzioni algebriche di i n n  vwinbile, è stato tra- 
in due incidi ne1 campo delle funzioiii algebriclîe di due variabili : 

(ln un lato, con CLEBSCII e N O T I ~ R ,  si sono coiisiderati g l ' i i~ tegrdi  doppi di 
pi.iina speoie, e con PICARD (molto più receriteniente; gl'integrnli dopyi.di se- 
condn specie; da r i n  altro lato, si sono cmsidoi.ati, col10 stesso sig. PICARD, 
gl'iritegrnli cli differenziali totnli O in tegrd i  semplici (delle t re  specie), clic 
ormai, giustamente, a ricordo delle belle ricerclie dell'einhente geometra f r m -  
cese, si chiamano in t eged i  di PICARD. 

Ma rnei-itse pochi sono per ora i legami tra  gl'integrali doppi e la geo- 
rnetria sulla superficie algebrica, immagine della funzione (**), nunierosi si 
sono fatti, specialmeiite in questi ultirni mesi, i legami tra le proprieth tra- 
scendenti degl1intcgrali di PICARD, e le  proprietà geonietriche dei sistemi li- 
nenri di curve, traccinti sopia la' superficie. 

Questi risultati, di cui discorrerb diffusamente più t,ardi, hanno posto in 
luce c h ,  prendendo corne annloglii degl'iiitegrali nbeliani, gl'integrali di PICARD, 
il genere dell'ente dgebrico oct viene ~d avere per andogo  I'irregolarith 
pg -Pa (cioè la diff2renza trn i l  gerzere geo~îzet&o ed il genere aritnzelico) 
dcll'ente m2. CosicchE, da qiiesto punto di vista, le sz~perficzé ?.egolari 

("1 uii riassuiito dei principali risultati di yuesta -Ilernoria, è gili. apparso nei Conaptes 
~ C I L ~ L C S ,  sot,to Io stesso titolo: Le tlzéoldnze d'Abel sur Ics surfaces alg2bripe.s ( 3  avril 1005). 

(**) fi nnoto clle il nuinero dejli integrali doppi di 1." speeie, tra loro ii~dipéndenti, 
ngun~l ia  il genere geometrico dclla, superficie. Soltanto da poco il sig, PICARD lia trovnto 
iin legaine t r a  il nuinero degl'iiitegrali doppi dietinti di 2.a specie e i caratteri geoinetrici 
della siiperficic: questo numero si esprime inediante l'i~zcm-imte di ZBUTHEN-SRGRR, l'ir- 
regolnrit,:i pg -21, della siiperficie, e il iluinero dei sistemi contiiwi clie costituiscono In bnse. 
Qacsto risiiltnto dovrA coildurre ad altre itnportanti proprietà delle superficie algebricliel 
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5 6 S e v e r i :  IZ teovema d'Abe2 

( p g = p a )  vengono ad essere analoghe alle curve r a x b t z a l i ;  e corne queste. 
ultime son curatterixzate da1 fatto di non contenere sistemi continui com- 
pleti, non lineari, di gruppi di piinti; cos1 le prime son canxt te t izzatc  dalla 
mmcanza di sistemi continui cornpleti, non lineari, di curve algebriche. 

Si presenta allora naturale l'estensione del teorema ~ ' A B E I . ,  che esprime 
la più importante proprieth degl'integrali abeliani. 

Sopra una curva di genere p )  O, il teorema  A AR EL dà la condizione 
necessaria e sufficiente, affinchè un sistema continuo di gruppi di punti ap- 
partenga ad una serie lineare (cioè sin costituito da gruppi di livello costante 
d i  una data funzione razionale dell'ente). Dunque, da1 puntn di r ista da cui 
ci poniamo, la guestione analoga sulle superficie pub presentarsi c o d :  u As- 
u s e p a r e  una condizione necessaria e sufficiente afinchè un sistema continuo 
u di curve algebriche, sopra una superficie d'irregolarità pg - p u  > O, sia con- 
u tenuto totalmeiite in un sistema lineare (*). n 

Orbene, in qiiesto lavoro io diinostro che l a  co~zdixiotze richiesta é clre 
rinzungano costanti ,  per zinn variaxiotze continîia d i  due c w v e  del sistema, le 
sonzwe tlegl'i?ztegmli d i  PICARD della 1." specie, nppartenetzti a l la  superficie, 
fzei pzmti  conzwzi alle due c t w e  vuriabil i .  

È questa proposizione ch'io chinrno i l  prirno teof.ema #ABEL szille szr- 
pevficie (**). 

Successivamente trasformo il teorema, rendendolo più espressivo e più 
utile nelle applicazioni. 

Ne1 n.' 8 di questo lnvoro deduco, da1 1.' teorema TE AB EL^ che uila su- 
perficie algebrica d i  generi ,  geometrico e at.itntetico, p,, ila, possiede pg -p. 
in iegra l i  semplici  d i  1." specie, e 2 ( p ,  - y,) in tegra l i  d i  2." speczé. 

Questo teorema, che trovasi enunciato con un'esposizione sommaria della 
dimostrazione (diversa da  quella che si legge a1 n." 8 della presente Me- 
rnoria!, in una Nota del sig. C a s ~ ~ r , ~ u o v o  (Comptes  retzdus, 23 janvier 1905), 

;*) Vernmente il teoreina  ABEL EL d i  di più la condizione perché duc gruppi di un i i g i d  
nurnero di punti (cioé apparteiicnti ad un inedesimo sistema conlinno), sieno t r a  loro e p i -  
unlmti. Siccliè, sulle superficie, converrehbe proporsi di ricercare 1% condizione affinchi. sicno 
eq~iivalenti due curve di uri mcdesiino sistema continuo; ma di questn mnggiore detcr- 
1nin:xzione della questione, mi  occuperb in un altro lavoro. 

(**) Non mancano estensioni del teoremn d ' A m ~  in al t re  direzioni; cosi in Hu;\rnsn~ 
(Sur le thBor2mc d'Abel et yzcelqztes unes de  ses applicalions u Zn Géonzétrie, Joiirnnl de 
Mstli. 1889), trovnsi un'estensione del tcoreina ngl'integrali doppi, ed anche ngl'iiitegrnli 
di differenziali totali (ma in unn direzione diversa dalla nostra). 
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è il risultato complessivo di varie ricerche, che si sono succedute rapidnmentc 
in questi ultimi tempi. 

I n  una Nota inserita ne1 settembrc del 1904 trn. i Reitdicoldi dei Lincei, io 
ho dimostrato che (1 ogrii superficie la quale posscgga integrnli (trasccndmti) 
u della 2." syecie (in particolare di laa), cioè clie abbia 1'01-dine di conncs- 
u sione lineare p ,  > 1 ,  è irregolare ( p ,  >p,) n (*). 

Questo teorema ha stabilito un primo legame qualitativo tra l'esist~iizn 
d'integrali di PICARD della ~ipecie e I'irregolarità della siiperficin. 

Ma nella stessa Nota io ho dsto la disugunglinnz,z 

ove Y, q denotano i numeri degl'integrali iiidipendenti dell:~. 2." e della 
1." specie apparterienti alla superficie di generi pg, 11,. 

Qiiestn disugu aglianza, combinata coll'altra 

clie si ottiene con facilità (**), e clle del resto è stata (la tempo rilevata 
esplicitnmente, p. es. da1 sig. PICARD (***), dà gi2i : 

2 L P g  - Pa (3), 1 ' 5  2 ( p y - ~ a )  (4). 

II sig. F ~ R I Q U E S ,  climostrando poco dopo (Retzd. delln R. Acc. di Bo- 
logna, decembre 1904) l'importante teorema che u sopra una siipei4kie ogni 
ii sistema algebrico coriipleto di curve (alget)riche), ha In seïie caratteri- 
u h c a  (""""1 completa E ,  ne deduceva In carnttcrizzazione geometrica delle 
superficie irregolari; stahilivn cioè che ogiii ta1 superficie é caratterizzatn dalla 
presenza di sistemi continui non lineari. 

D a  cib, in base al teoremn che 3 sopra iina superficie priva d'integrnli 
u finiti di PICARD, ogni sisternn algebrico completo è linenre n, tcorema dimo- 

(.*) Un lavoro piii k p i o  attorno a questo teorema, lia g i i  preso da varî  inesi il s ~ i o  
turno di stampri, pei Mnthe1nntisc71e Annalen. - Il caso di iina superficie dotata di p in- 
tegrnli semplici s 3.p periodi, e r a  s ts to t rat ta to da1 sig. ENRIUUES (Annnlcs de Toulouse, 1901). 
- Vedi pure  l a  min Nota, Osserücxaioni sui sistemi coiitiiuci.. . (Atti della R. hcc .  di To- 
rino, 100 i). 

(*") Vedi ad  es. il n." 3 della min Nota, Sulla tlifferenza t ra  i numeri ck~g2'ii~teyi~nli 
di P I C A R D . .  . (Atti della R. Acc. di Torino, 2",ennnio 1905). 

(***) Journal  de Math., 1855, pag. 335. 
(**"*) P e r  la definizione di serie caratteristicsl vedi il nao 5 della prcscnte Mernoris. 

Annali di ~Matematiccr, Serie  III, tom0 XII. 8 
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strnto da1 sig. I ~ M ~ E R T  in iina bella Mernoria del 1894 (Jowml de Math.) 
(nclla quale trovririsi considerazioni che ricorrono frequentemente in 1nvoi.i più 
rccenti), il sig. ENRIQUES poteva dedurre.l 'inversiorie del tcorerna da me rlato 
in settembre. Restava cosi stabilito clie ogni  superficie irregol:ire p:&edc,in- 
tegrali di PICARD della l.a e della 2." specie, e quindi la disugunglianza (1), 
e le (3) ,  (4), che ne derivano, veiiivano ad acquistarc validità per ttttte le 
superficie irregolari. 

Ne1 gennaio decorso il sig. PICARD cd io siamo giunti, per vie diverse, 
al I'uguaglianza 

y - q = p g  -Ils (*) ; ( 5 )  

ma per ottenere il risultato definitivo mancava una disuguaglianza in senso 
contrario, l a  quale permettesse di  trasformare in ugunglianxe le (3), (4). Il 
sig. CASTELNUOVO potè fare quest'ultimo passo importante, e tutt'altro che age- 
vole, mercè l'introduzione e l'uso irigegnoso del gruppo pcrmutabile d i  trn- 
sformazioni birazionrili, che mutano tra  loro i sistemi lineari di un sistema 
continuo conîpleto, di  c u i r e  algebriche (**). 

Ne1 n." 8 di qiiesta Meinoria il lettore ~ e d r à  come la  disuguaglianza del 
sig. CASTE~,NUOVO, possa stabilirsi pure coll'aiuto del primo teorema  A AR EL. 

H o  citato poc'anzi il sig. PICARD, a proposito della relazione (5): delibo 
aggiungere che i n  uiia Nota inserita iiello stesso numero dei Con-tes i.eizdus, 
jn cui trovasi un riassunto del presente lavoro ( 3  aprile 1905), egli, coriti- 
nunndo nello stesso ordine di idee svolto nella Nota citata del 16 gennnio, 
:iccenna ad iiri'nltra via per arrivarc alle iiguaglianze 

Tl metodo del sig. PICARD h a  un indirizzo completamente diverso dn 
cliiello del sig. CASTELNUOVO e da1 mio: nssunta come immagine p o i e t t i r a  
clell'cnte ao3, una superficie Ir' d'ordine lîz, le cui sezioni piane appartengslno 
nd lin sistema lineare regolare, l'irregolarità della 3' entra negli sviluppi del 
sig. PICARD, mediante la  deficienza della serie staccata sopra una sezione pinna 
generica, dalle superficie aggiunte d'ordine In - 3 ; dopo cib tutto procede 

(*) Vedi le  Note dei sigg. PICARD ed ENRIQUES inserite nei Conzptes rendus del 16 gen- 
nnio; nonclib ln inia Nota citata di  Torino, Sulla cliflerevtza t m  i numeri clegl'i~ztegrali., . 

("+') [Il sig. CASTELNUOVO lia sviluppato diKusainente la sus dimostrnzioiie nella Nota, 
Sugli integrnli seiuplici nppnrteneizti ncl z t m  superficie irregolare (Rcndiconti dei Lincei, 
i-riaggio-giiigno ZQOS)] (9 ngosto 1905). 
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coll'uso sistematico dell'eqiiazione differenziale liiieare E, di oui il sig. PI CAR^, 
profittb costaiiteniente e in un i ~ o d o  C O P ~  mirabile, 11~11a Sun teorin clclle fun- 
zioiii algel)i.iche di due vwiabili, fin d a  quando stabil'i il teorenia foi~clamcii- 
tale clie rr i l  iiumero degli iritegrali distiriti di 2." specie, uguaglia il iiiiiiicLro 
u dei 101.0 periodi. n 

Sinora 110 parlato del p.in20 teorenia TE AU EL siille supei.ficie. Cib pcrcliè, 
considcrando il teoreina d 'Au~r,  sulle curve di geiipre > O coine cspriiiieiito 
uiia condizione nffinchè uii'i?zvolluiom di gruppi di puiiti, sia liiieare, si pix- 
scnta, sopra le superficie iri.egoltiri, la. questioiie di u ricercare qiiaiid7è clic 
u uiia data  involuzione di  gruppi di punti, è regolare. n 

11 secotzdo teorettza CJ'ABEL, di eu i  tratto nella 2.' parte di questo IBVOI'O, 
nfferma. appunto che l n  condix io~ie  ~zecessaria e sziflicien te pewhic 2111' i112;olLd- 
z i m e  d i  g r i q y i  d i  pzmti, d a t a  s o p l ~ t  .zbwu superJicie, s iu  ?*egolare, 13 c l ~ c  le  
soi lme dt.gl'i?zteyî.ali $?di di PICARD, apparte?ze?z ti a l l n  sîiper$cie, ?lei pzm f i 
di 2111 g 1 y p o  de l l ' im io l~ t z ione ,  î.imanga?lo costcmti a l  v a l - i w e  contimro d i  
questo g ~ ~ u p p o .  

Si deduce, da1 2 . O  teorenla DE AB EL, che sapa r i m  superficie, p i v a  di 
fnsci i v a z i o ~ z u l i ,  o p i  i~zvolzixione d l  zrna serie conti?tzru è ?.egolare. 

Ma tuttavia la portata del 2.' teorcma  A AB EL è irifeibioibe alla portata 
del 1.": basta a provar10 il fatto clie, sopra iina superficie iiwgulare, è cc- 
cezionale l'esisteiiza di involuzioni irregolari; meiitre ~4 esisto~io senipre si- 

stenli completi nori 1iiieai.i) di curve nlgebriche. 

1. Un le?n?~la soprn le serie mi d i  g ~ z h p p i  di p w t i  n,npc~~.le~ie,tti c c d  
filin cu7.va n l g e b ~ i r a .  Pei. r:içioni d i  chiarezza ginva staccare dalla diniobtra- 
zioiie del 1.' teorema DE AB EL alcune questioni nccessorio, clle, del resto, sono 
gik interessanti di  per si?. Di tnli questioiii iiitendinmo appu~i to  occuparci in 
questo iiumero e ne1 successivo. 

TEOREMA 1. Sopra uncc czirva algeb~iccc ( iwidzic ibi le)  I', si ctbbia ulza serie 
algebrica mi (iî*t-irlz~cibilei 5 di g r q ~ p i  d i  v pu~i t i ,  tale clie l ' imie~rte  deg l i  11 

grzlppi d i  L clte pnssafzo per zlrt p m S o  x variahile s u  r (i~tclzrsovi i l  p m t o  x 
cot~ta to n volte),  s i  ? ~ z i o v a  eri t ro  uitn serie li~zcc(ve (d'orcline tt u) : ccllorn t t d t i  
i g r z s ~ p i  d i  2 appat9engotzo ad tcna nzedesij)3a sevie l i n e a ~ e  (d'ordine v ) .  
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Fissiamo infatti l'attenzione sopra un gruppo G 5 (yI x2 . . . xU) del si- 
stenia 2,  c, detto 26 un iiitegrale nbeliano di 1.'' spcçie, appartenentc a ]', 
foriniaino la soriima zc (x,) -+ ZL (x?) + . - . + 21 (ru). 

Se entro alla superficie di R I E M A ~ N  r, il punto xi di G descrive il ciclo 
lincare U, partendo dalla posizione iniziale fissata e ritor~iandovi,  t r a  gli lz 

grup1)i di 2: che passano per 2, si produrrà u n s  c e h  pei-mutazioiie, d clic, 
iii generale, R circolazioiie avveii~ita,  il g r~ ippo  G si s a 1 4  mutato in uii altro 
di tali gruppi. M a  è certo clie se x, d e s c r i ~ e  11 ! volte il ciclo O, dopo uii 
ccrto iiuinero 911 di circolazioni D jwz esserido i ir i  divisore di n ! )  s ' i~con t r a  
la  sostituzioiie identica, siccliè anche la  circolazione w ! a non produr~-à  al- 
ciina pwrnutuioi ie  tra i gruppi suddetti. 

Ne  deriva clie, dopo tale ciicolazione, la somma 1 4  (x,) + . . . + 21 (r,) 
aumeiitata di una coinbiriazione lineare a coefficieiiti ,i)lteri dei periodi, 

l~wclii! si è prodotta - al più - iina periiiiitazioiie t r a  i punti x, x? . . . r,. 
Se  cira il ciclo c si deforma con contiiiuità, assumendo un% qualiinqiie delle 
hr i i ic  ad  esso ep ivnlcn t i ,  l'iiicremerito della sonIrna zt (xi) + . . . + zc (ru) per 
l a  ciscolazioiie 1 2  ! a, dovià variare con contiiiuità; e poichè i coeficienti dei 
pcriodi, clie sono le sole quaiitità variabili tliirantc questa deformazione, deb- 
i~oiio mantcnersi interi, si conclude che l'iiicremento stesso dovrà rilnaiiere 
costniitc. 

I n  ta1 niodo ad ogni ciclo o, che abbia l'oiigiiie e il termine in un 
p u ~ ~ t o  ri del gruppo G ,  vieiie associato un incremento della somma 
21 (xi)  . . + 21 (J,), il quale pub bensi dipendese dalla posizioiie del piiiito Xi 
clitro a G, nia iioii muta se ai sostituisce a un ciclo equivalente. 

S i  p b  oiaa frtr variare cor1 coiitiiiuità il gruppo G, a partire dalla po- 
sizione iiiiziale fissata e sitoriiaiidovi, di guisa che il punto x i ,  p. es., 
vada ne1 posto di urio qualunque dei punti rimaiienti 3,. . . a,. Conside- 
i-ando sopra la superficie d i  RIENBRN 1' una faniiglia di cicli equivalciiti a, 

clefiniti in modo ben deteriniiiato, p. es. rispetto ai tagli normali, se ne 
1-ilev:~ clic I'iiicrenieiito della somrna zi (T,) t- a . + il (.ru\, associato ad  iir i  

ciclo a clie passi pcr r , ,  i: ugualc d l '  incremento associato ad un ciclo o 

clic passi pi ri (i = 2,. . . , y), perclié, iiella ~as iaz io l ic  continua di G, qiiel- 
I'iiicreinciito uoii pub variare, semprc a causa del suo particolai leganie coi 
pwiodi. 

I)uiîque, nllorquaiido uii puiito dcl gruppo (J, r o .  . . xv) traversa 18 ! volte, 
col incdcsiirio cniniiiino, iiii dctern~iiiato taglio iioriiiale, ritornaildo alla posi- 
zioiic di ynrtciiza, la sunima 21 h i )  -+ . . - + lx,) subisce un iiicrenieiito iri- 
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d i p e ~ i d e t ~ l e  dalla posizione iniziale del gruppo e dalla scelta eiitro al gruppo 
stesso, del punto clle si fa  circolarc. 

Vetliamo ora a quale conclusione più precisa conduca l'ipotesi cl-ie l'in- 
sieme dei gruppi di c uscenti da1 punto variabile su r, si muova cntro una 
sesie linenre d'ordine I$  v .  

Rappresentando i gruppi di 2 coi puriti  di u1i':ilti.a curva algcbrica C, 
verremo ad a r e r e  ti-a r e C u n s  corrispoiidenza (y, 1 8 ) .  Quaiido j l  puiito y 
clie rappresenta il gruppo (Y, x, . . . x,), descrive v ! volte l in  ciclo t, i piiiiti x 
iiori si perrnutano t ra  loro, cosi che i l  punto x , ,  ad es., descrive un ciclo U ,  

ritorriando alla posizione di parteriza. fie, duiique, u è l'incremeiito di 
t h  (CC,) + . . - 4- 11 ;x,) quand0 xi descrive il ciclo î t  ! U ,  per la  stessa c i iwla-  
xioiie n ! u la somnia U dei valori di 21 nei punti di tutti i gruppi di ';, clie 
escono d a  x , ,  aumontei4, di 1% a. 

Non pub quindi essere a =l= 0, percliè altrimenti 1:i somma U non se- 
sterebbe costante per la circolazione n ! a : contrariamente al tcorenia d i  
ABEL. 

Si  coiicludt: pertaiito d i e  la somina 2 4  (x,) 1 . . . + u (x,) è fuiizione mi- 
f omie ,  dovunque finita, del piinto y ; e quindi che, al variare coiitinuo di y, 
rssa rimane costante. I n  fosza della sufficienza della coiidizione data da1 teo- 
reiiia  ABEL EL, ciO significa clle il gruppo (x,  . . . +, varia in una serie li- 
iieare, c. d. d. 

2. Le??zma sulle com'spotzdenxe a vlrle?txa zero ira rrua c w v a  ed t w c ~  
szrpevficie. T r a  i punti di una curva algebi-ica r ed i p n t i  di una superficie 
algebrica F, s'immagini uria corrispondenza algebrica. che associ a d  ogiii 
purito 5 di l?, tutti i punti di uria curva algebrica C di F, in guisa clic, al 
variare del purito F ,  la C descriva un sistema algebrico mi (iri.iduciliile) S, 
di grado ?z e indice v.  

Ogni curva C p r o v e ~ r à  da k (m 1 )  punti di 1'; cosi clie, al variare di C 
cntro ad  S, questi k punti desci.iveranno su r un'involuzione di grndo IL, c 
le v curve di S uscenti d a  un punto di  F, saraiiiio rappresentatc su r d a  un 
gruppo di 12' = k v punti. Il sistema Z di questi mg gruppi di ?2' puiiti, sarh 
birazioiialmente identico ad F O a d  uii'i~ivoluzione iv i  esisteiite, secondo che 
le v curve di S passanti pel punto generico z di F, non pnssano O passario 
di consegueiiza per altri puiiti della superficie, ~ a r i a b i l i  con x. Se il sistema S 
è cowposto con iin'involuzione di gradu 1 (i l\,  per diie punti geiierici di J? 

n passeranno v' =- gruppi di 2 ;  cioè il sisteilin S avrà l'indice v ' .  
1 
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Corne naturale estensione delle corrispondenze a \~alenza zero trn due 
curve (*), possiamo definire le cowispont7enze n vnle~axcr zevo ttSn zincr czirva 
ed zoza sqxvf icie .  

Data una corrispondenza, ohe faccia passase dai punti di r ai ~wi i t i  
di F, direino che essa è a valenza zero, qunndo le curvo C c,rnologlic clci 
piinti di r, appartcngoiio ad  un inedesimo sistema line;ir(:; e clii~eriio clie E 
:i. vnlenza zero la coi~i~ispondenza (inversa della precederi t~) ,  clie fa 1l:lss:ii.e 
dai punti di I;' a qutilli di r, nlloiquando appaitengono ad una n~eclcsini:~ 
serie lineare, i grnppi di I, oniologhi dei punti di 3'. 

Premesse queste definizioni, pnssiamo a dirnostrnre il 
TEOREMA II. T v a  urm c w v n  r ed zoia superficie F' 2111n C O ~ ~ I ~ ~ S ~ I O I ~ L ~ ~ ~ L ~ ~ ~  

rhe sin a valenzn zero in  2 / 1 2  S ~ ~ I S O ,  10 è plire uel seîzso opposto. 
Siipposto infatti che le C, di cui B O ~ I ' R ,  appartengano cid uii rncdesinio 

sisteinx lineare 1 C 1 ,  preiidinrno coine inmngine di F una superficie li' (wm- 
plice o inultiplu), le cui sezioni ipci-yiane sieno inimagini del sistenia 1 CI ; 
e diciamo S' il sistema degli mi iperpiaiii coivkliondeiiti p ro i e thamen te  
nlle C del sisterna S. 

P e r  un p n t o  di I;' paswno v iperpi:iiii di S : e 1)oicliè la E' noii fa 
parte rlell'inviluppo del sistcm:i S' (chè altrimenti ogni ipei-piano di S' toc- 
clierebbe la F'  in irifiniti punti),  si conclude che per ogni punto dello spnzio 
passano viperpiani  di S (''1, cioè clic gli co2 griippi di v iperpiaiii usceiiti 
dai piinti di F ' ,  appai.tengono alla seiie liiieare, d'ordine Y ,  stxccata enti.0 
all'ente S '  dai puiiti dello spazio. E sicconic! il sisteina S è birazioiialrnente 
identico alla curva r (o ad  un'involuzione ivi esistente, se 1 ; )  l ) ,  i gruppi 
del sisterna 3 dovranno appartenere ad  una medesiina serie lineare. 

Suppongasi, viceversa, ehe i griippi di ï. appartengano ad utin rnedesiinn 
serie lineare g,,', e si prenda conie immngine delln curva r, una  curva r 
(scrri~~lice o :nultipla), le cui sezioni iperpiane sieno imningini dei gruppi 
di y,,#. Ai gruppi di 2 vcrranno n corrispoiidere proicttivamentc cu>? ipciyiaiii 
costituenti un sistems 8 ' ,  talc clie per due piinti generici di r '  passeranno r 

iperpiatii del sisteina. 
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Si vede, in primo luogo, clie il sistcma degli ooi iperpiani di z usceriti 
da  un punt0 g ~ n e r i c o  di r ' , è di classe Y '  (per la  solita considernzione di 
SE GR^); e, in secondo luogo, clie è di  classe v '  il sistema degli infiniti iper- 
piani t l i  Z' clie escoiio d a  u n  punto generico dello spazio. Onde, entro nl- 
l'ente 8', il sistema delle varietà mi stncctate dai siiigoli punti di l", appar- 
tieiic totalmente al sistema liiieare d i  tutte le varieth cd, d i  ugz(~i1  classe, 
staccate dni singoli punti dello spazio. Tenendo conto del fatto che 2 è bi- 
razionalmente identico alla superficie P ( O  ad  un'involiizione ivi esistente, 
se 2 > l), si conclilde clle le curve C appartengono ad  un medesirno sistema 
1' inenre. 

OS~ERVA~IOSE.  11 coiicetto di valeriza nulla e il relativo teorema II, s i  
esteritloiio subito al le  cor?ispo~zdenae t r n  z t m  czwvn ec i ! '~ma varieth algebricn 
d i  dimensione y t ra /u t zpe .  

D a  tale estensione distende p. c. il 
COROI~LBRIO. S o p n  ulza v w i e t d  algebrica a IL diwertsioni V ,  uiztr vcwieth 

ruxiotzale ciûl d i  Mjz- ,  è s e m p e  c o ~ l t e ~ ~ u t a  tofn/?nerzte i t h  zru sistema 1ilzea.e j*). 
Basta percib rappresentare le J f h - ,  coi punti di una curva ~az iona l e  1'; 

osservare clie sopra r tutti i griippi di un iigiial riumero di punti, appnrteri- 
gono a d  una medesima serie lirienre; ed applicare i l  teorema II estoso. 

3.  11 pviîno teorema d 'Abel  sltlle s q w f i c i e .  Passiaino ora n dimo- 
strare qiiello che io ho chiamato il pi-imo teorema. ~ 'ABEI ,  siille superficie. 
Eccone l'enunciato : 

TEOREMA III. Sieno 1, 1, . . . Iq g l ' i l î t e y a l i  senzplici d i  1 . a  specie (t?-ci 
loro ittcliperzdetiti~, che nppal.te~zgo~zo ad zrua szrpef-ficie algebrica 3'; e s i e m  
x, x, . . . r,, i p m t i  cot~îzrni n dite curce alyebriclle, trncciate szclla superficie, 
e v twiabi l i  con cordifl zlitir, entl.o z i m  mxi'esi?lrtc s w i e  algebrica S: a l l o m ,  ln  
comliaior~e izecessal*ia e suffcieizte of1211c7d p e s t a  serie s ia  confenzlta totnlweute 
i u  2111 sistellzu l i ~ m r e ,  è che le s o n m e  

ves f iuo  costalzti. 
L a  lieressith della condizione è un'ovvia conscgucnza dell'oidiiinrio tco- 

rems d ' d e a ~ .  Invero, se il dato sisterna S appartient totnlmcntc ad un si- 
stema lineare, gl'iiifiniti gruppi segati sopra una curva C di S, dalle a1ti.e C 

( 8 )  Cfr. I ~ N R I ~ J U E S ,  U~L>osser~nzione mlntirn niln rnppresentnzione pnrnmelricci d d l e  
curve algebriche (Rendiconti di Palormo, 18%). 
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del sistema, appartengono ad una niedesima serie lineare ; e quindi la somma 
dei vnlori di un integrale abeliano di l .aspecie disteso sullx C, nei punti di 
uno di qiiesti grrippi, resta costanté a1 variare contiriiio di ' i d  griippo. Ciù 
accnde in particolare della somma dei valori di un integrale Ih ,  perchè que- 
st'integrale dà luogo sulla C Sssata, ad un integrale abeliano (riducibile). 

Passiamo a stabilire la sufiicienza della condizione. 
Senxa alciina restrizione possiamo supporre clie il sistema S si% mi (e  

irriducibilc). Ne indicheremo con u l'indice; e, per evitare comp1ic;izioni di 
forma, supporremo dapprima che il sistema .S sia setriplzée, cioè che le v 

curve C di S uscenti da un puiito generic,o x di P, rioii passino in conse- 
gueiiza per altri punti di F, variabili con r. 

Rappresentati birazionalmente gli elementi (curve) di S coi punti di una 
curva algebrica pinna 

r ([ ?) = O, 

su r 'verremo ad avere al solito oce gruppi di v punti (immagini dei gruppi 
di curve C uscenti dai punti di J') costituenti un sistema 2,  d'indice n. Tale 
sisterna sarà birazionalmente identico ad E'; onde, detto u un integrale abe- 
liano di 1." specie, appartenente a l', la somma zi (5,) + . -f- th ( tg) ,  relativa 
ai v punti 5,. . . 5 ,  che corrispondoiio al punto x di F, si trasfornierh in un 
integrale fiiiito di PICARD, J, apparteiiente ad P ('). 

Siccliè, se z assume successivamente le posizioni x i ,  x,, . . . , :rn, in modo 
clie .il griippo ( i ,  5,. . . 5,) assuma successivamente le posizioni : 

ove ad es. E t'Il . . . G ;*y , ç r q  5" 2 -  = . - . tg ((Il , :'P deilota~ldo 
i punti iiiimagini di due C che s'intersechino secondo il  gruppo x ,  . . . z,,), la 
somma 

e quindi (per l'ipotesi da cui partiamo) rinîarrà costante, al variare continu0 
dei piinti E r i ,  <', . 

(*) Questa feconda considermione è dovuta al sig. HUMBERT: Sut- quelques points de 
la théorie des courbes et des surfaces algé6riques (Journal de, Matli., (4), t. X, 1894). 
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I n  virtù dell'ordiiiario teorema ~'ABEI,, se ne deduce chc I'insierne dei 
gruppi di 2 uscenti da due punti vnrinbili su r ,  vnrin entro uiia serie li- 
rieare (d'ordiiie n y). 

Applicnndo il teorenia 1, si trae. da cib che gli mi gruppi di  1 iiscenti 
da. un punto fissato di r, nppnrtengono ad una medesinla serie lineare; e 
poichè le serie lirieari complete clie si ottengorio a partire da due punti di- 
versi di r, contengono entrnrnbe gli ?z gruppi di 2 clie escono d a  questi piinti, 
esse dovraniio coincidere: cioè tu t t i  i grtippi d i  2 a p p a ~ t e w m ~ ~ ~  ad UIKI  

medesima serl'e linewe. 
L a  corrispoiidenza t ra  F e r è percib a valenza zero, e quindi (tco- 

rerna II) le curve G apparterranno ad un medesimo sistema linenre. 
S i  è supposto fin qui clle il sistema S sin semplice. Se,  al contrario, S 

é cornpoeto con un'involuzione di grado 1, rappresentnndo i gruppi di questn 
coi piinti di una nuova superficie F', evrenio t r a  F, F' una corrispondenza 
(1, l), che finrà passare da1 sistema S ad un sistema seniplice S '  di c i m e  C ' .  

Dicasi J '  un integrale finito di  PICARD appartenente ad  3" : mediante In 
sostituzione razionale che lega le  coordinate del punto z di J' , alle coordi- 
nate del punto x di P, l'integrsle J' (x) si muta in u n  integrwle di l.a spccie 
J ( x ) ,  che appartiene ad  F erl nssuine Io s t w o  valore, J '  ( r  ), jn tutti gli Z 
punti x corrispondeiiti ad  x'. Siccliè l'ipotesi che sicno costariti le sornmr 
Ih ( x , )  + . . + 1lb(x,,), si iraduce in cib: che, dicendo 

i punti conluni n due curve C' ,  ed J' un integrale qiinliinqiic di 1." spclcicl 
appxtenerite ad  F ' ,  la somma Z U, ove si è posto 

rimane costante, a1 variare coiitiniio clclle d i i ~  C'. 
Se  ora si fanno vnriare con continiiità le due C , ritornnndo iii finc nlle 

posizioni iniziali, e s'indica con a l'incremento di U dopo questn circoln- 
zione, sarà Za l'incremento corrisponrlentc d i  Z U; e poiclii? 1 a 0 ,  dovih 
essere n = O :  cioè la  somma U sarà fiinzione tuzifomze, oviinqiie finitn, del 
gruppo (x', x', . . . x',). 

S i  conclude pertanto clie U =cost., e quindi, pel raqioiinniento precc- 
dgnte, che le curve C '  appartengono a d  un inedesimo sisteinri. lincare C 1. 

Ne deriva che le C eppwrtengono al sistema litteare trnsformeto d i  1 C 1. 
AnnaEi di  Matematica, Serie III, tom0 XII. 9 
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O s s ~ n v ~ z ~ o w s .  In  particolare, quando la F sia priva di integrali finiti di 
PICARD, la  condizione richiesta, da1 teorema III è senz'altro ~oddisfal tn,  e si 
lin il tcorema di RUXBERT (*, : 

Sopra  2 1 1 2 ~  szcperficie priva d i  i n t a g i d i  filtiti d i  PICARD,  oglli sisfeiltn 
ulyeb~.ico ( iw iduc ib i l e )  d i  curve u l g e b ~ i c h e ,  è co~îtenzdo fo tal ine~i te  i?z un si- 
s t e m  lijzeare. 

4. Un leyame t r a s c e d e n t e  f i a  t re  czrwe d i  zuz ~)?edesin?o sister~zn cou- 
t inuo. A1 teorema  ABEL EL ora dimostlxto, si posson dare a1ti.e foiame, che Io 
rendnno più espressivo e più utile. Unn di queste forme si ottiene mediante 
I'applicazione del seguente 

TEOREMI IV. Siel?o C, Cl,  C f ,  ive  cttr.oe ulgebnèlte d i  z r l z  medesimo si- 
s t e m  codinzro S, u p p w t e n ~ n t e  ncl una superficie fi'. Al lora ,  se le C,, G 
r e s f a m  jîsse e la C var ia  cota cotz.tintiit& eutro  a l  s is tema,  la d i f f e r e w a  t r a  
le soi~zme de i  valor i  d i  z ~ l z  in tegrale  d i  La specie nei  pmzti  de i  Y I - u p p i  ( C  Cl', 
( C  C2) (**), s i  nzmztie~ze costantp. 

Siipposto, com'è lecito, cho i l  sisteina S sia mi (irriducihile), di grado 
e indice Y, s i c o r r i ~ m o  alla solita rappreseiitazione delle curve di S coi punti 

- .- - 
della curva piann 1'. Detti ( r i  Y, .  . . r,,) i p n t i  del g i ~ p p o  ( C  C,), (Y, x 2 .  . . 2,) 
i p u t i  del gruppo ( C C ? ) ,  ed T un integrale qunlunque di l.a specie, appnr- 
tenente ad F, forniinino l'espressione 

Al variare della soln curva C, questa differenza risulta evidentemente 
u g u d e  al valore di un certo integrale abel imo (di l.%pecie) della curva l', 
ne1 punto 5 clie coriispoiide a C'; onde avremo: 

ove 11, , I I , ,  . . . , un sono i ;: integrali normali di 1 .' specie appartenenti a r, 
e le 1. son costanti. 

Fnceiido circolare E in modo che traversi il taglio che corrisponde al pe- 
rioilo 1 di u , ,  il primo inemhro aunienta di uria coinbinaziorie lineare a coef- 
ficietzti i d e r i  dei periodi d i  I; mentre il 2.O membro aumenta di i., . Sicchè j ,  

(*) Loc. citato. 
(*+) Con ( C  C,) si rapprcsenta il griippo dei punti comuni d l e  curve C, Cl. 
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risulta uguale ad una cornbinazione lineare a coefficienti interi dei pesiodi di 1; 
e analoghe espressioni si hanno per 1,. . . Z,. 

Se ora facciamo variare con continuità una delle C,, C,, O entrambe, 
le h  arian no con continuità; e siccome nelle espressioni delle i., , i.2,. . . , 1, 
le sole quantità che a priori risultino dipendenti dalla posizioiie delle Ci, Cg, 
sono i coefficieiiti interi delle combiiiazioni lineaii, si conclude clie le ;,, 
l.,,... , j, si mantengono costanti (mentre A pub effettivamente variare). 

Sicchè 1' integrale 

risulta indipendente dalla posizione delle C,,  Cy entro a1 sistema S. 
Faccndo tendere con continuità la curva Ce alla C,, e tencndo fissa la 

- - - 

C, i l  gruppo (xi n., . . . xn) tenderà ad ( x i  x,. . . x,); siccliè, per un70pportuiia 
scelta del cainmino che porta C, in Ci, il 1.' rnembro delln relazione (1) ten- 
derà a zero, mentre ne1 2.' membi-O varie& soltanto I ,  teiidendo ad un ccrto 
limite i,. 

Al limite avremo dunque: 

E poichè tale relazione vale per qualuiique posizioiic della curva C entro 
ad S, cioè per qualunque yosizione del punto 4 siilla r, e d'altrn parte gli 
iritcgrali u ,  u, . . . u, sono linearniente indipendenti, si conclude che le 1. son 
tutte nulle. La (1) riducesi percib alla . 

la quale diinostra i l  teorema. 
5. Utza seconda forma del teorema d'Abel.  Averidosi sopra una su- 

perficie $' un siatemn coiitinuo di cuive C, per serie curatteristica di unn 
curva generica del sistema, s'iritende la serie lineare di gruppi di  punti sc- 
gati sulla curva fissata, dalle C che sono infinitamente prossime ad essa *). 

Cliiarneremo, pcr brevità, somme caratte?.istiche relative ad unci C dcl 
sistema 8, le snnime dei valori nasuiiti dagli iritq.y.ali di 1." spccie T, T2. . . Iq, 
appaitenenti ad F, nei punti di un gruppo carattei.istico di C. T a 1' I somme 
risultano definite a meno di multipli dei periodi. 

(") Vedi 1s min Nota, Osser-unzioni sui sistemi cotztimci di c l m e  nppnrtmott i  no! tcnn 
siy)erficie alyebricn (.-UA d c l h  R. Acc. di Toririo, 1001). 
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Orbene, mediailte la  proposizionc del numero precedente, il teorema di 
ABEL (11.' S )  si trasForina uel modo scgueiite : 

r 1  
~ E O R E M A  V .  La condizione ~zecessa?.ia e szrficienie afinc11è le curce d i  2111 

s i s t e l m  corltinzto trctcciato solwa ulrn szrperjcie algebrica, sielio ira lol.0 q u i -  
vu lo~t i  (ci& apptri*teltgatzo ad ern ?îtedesinzo sistema l i ~ i c w e ) ,  è che siel20 tcguctli, 
n ~ m z o  d i  11?211ttjdi dei  periocli, le corr i spo?de~t t i  somme c a m t t e k t i c h e  di due 
cirrve qzialzrytre del  sistenta. 

L a  necessità della condizione esseiido evidente, occupiamoci di stabilirne 
la sufficienza. 

Se C,, C, son due curve del sistenia, e G , ,  G ,  due loro gruppi carat- 
tciktici, segaiido le C,, CE, una. volta con uiia curva infinitamente prossima 
u Cl, e un7altra volta coi1 uiia curva infiiiitameilte prossima a C,,  avremo 
(teor. I V ) :  

GI  - x ( C , L (C, C,) - 2: G2 zs II. ( modd. periodi), 

ove 1 G, ,  5 (C, C,), .. . indicano le somme dei valori assunti da un inte- 
gralc I di 1 .a specic, nei puiiti dei griippi G , ,  (C, C,) ,. .. Sommnndo membre 
:L nienibro, e ricordando l'ipotesi ': G,  - r G,, si ottiene 2 k = 0. 

Ora, quando C, tende coi1 continuità a C, ,  la Ic, essendo esprimibile me- 
diante unrt combinazione Iineare rr coefficienti interi dei semiperiodi di 1, rion 
pub variare; e poichè quando C", coiiicide con Cl si lia k = 0, dovisà risultare: 

Dunque al variare conthzro delle curve (:, C,, rimane costaiite la z: ( C i i  Cz). 
Cib prova che i l  sistemn Sappartiene totalmente ad un sistema linenre (teor. III). 

6. Un c ~ i t e î - i o  d i  epuivulenxa per clw curve tfeacciate s o y a  unn su- 
perjc ie .  Prima di passare ad esporre unn terza forma sotto cui pu6 presen- 
tarsi i l  prinio teorema  ABEL, EL, dimostreremo una proposiziorie che pub rie- 
soire utile anche in altre circostanze. 

Ecco di cosa si tratta : 
TEORENA VI. Se due czwve C l ,  C, ts-crcciate solma ujla superficie F, se- 

gcivo p i p p i  equivalenti  s o p a  le c w v e  -4 d i  2112 fascio irridzicibile ( raz io -  
nule O iwnxior lnle) ,  esse sono equiculenti  o d i f f e ~ i s c o n o  per c w v e  del fascio. 

1nvei.o i gruppi equivaleiiti ( A  Cl) ,  [il C,) individuano sopra la curva A 
uiia serie liiieare g:,, clle li co~zyizmge. Al variare della k otteiiiamo una 
seinplice i~ifinità di questc g,!,b. 1 loio giuppi si possono percib rappresentare 
coi punti di una iiiiova superficie Q, la q u d e  verrh a contenere un fascio 2' 
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di curve razionali A',  immagini delle singole g,',, . 1 gruppi segnnti siille 
C,, C, dalle curve A del fascio dato 8, verranno sappresentate dai puiiti di 
due curve C',, C',, zi~aisecanti l e  A.'. 

Si pub ora costruire in infiniti modi (p. e. aggiungendo ad una delle 
unisecanti note, un gruppo coriveniente di curve A ' )  una terza unisecante D', 
clie non contenga come parte nè C', nè Cf,. 

Mediante l a  corrispondenza (1, nt)  'che si Lia t ra  (I> ed F, alla D '  cor- 
risponde su F una  c u r r a  D, secante ciwscuna A (fuori degli eventii;ili punti 
base) in  un gruppo della relativa y,',, ; sicchè mediante le terne di gi.uppi 
segati dalle tre curve (',, C,, D sopra due qualuiique .4,  resta individuata 
iina proiettività t r a  le relative y,!,, . 

Fissato un gruppo di una y:,,, gl'infiniti griippi delle altre, omologlii al 
gruppo fissato nelle suddette proiettività, riempiono una curva L, clle, al va- 
riare del griippo entro l a  propria g:,, , descrivc un fascio lineare 1 L l ,  le cui 
curve segnano sulle A (fuori dei punti base) i griippi delle y:,, . Al fa- 
scia 1 L 1 appartengono come curve parziali O totali le (',, C,, D; ed E cliiaro 
che la diflerenza t ra  1 L 1 ed una di queste curve non pub che equivalere ad 
un insieme di curve A. 

Si conclude che le (', , C, sono equivalenti O differiscono per curve del fascio. 
OSSERVSZIONE. Se il fuscio dato  è litzeare e le czrrce C,, C', sotz del10 

stesso orditte, la seconda alter).cutivu clell'enw~aciato è eviclerzte~ne~zte impossi6ile. 
7. La terza  forma del teovema d'Abel. Premesso il teor. VI,  consi- 

derianio ancora su F un sistema algebrico coi S (non composto con un'in- 
voluzione) di curve C, e (come al  n.O 3 )  rappresentiamo le C coi punti di 
una curva piana I', conservnndo le stesse riotazioni del n.' 3. 

1 gruppi di v curve C uscenti dnl puiito x varinbile sopra una curva ir- 
riducibile A della F, son rappresentati su t' da  una od irriducibile, Y', di 
gruppi (ti 5, .  . 5").  

Diciamo (x, x, . . . x,,) i l  gruppo dei punti segati sulla A dalla curva C' va- 
riabile entro a d  S. 

Poichè la somma dei valori di un integrale abeliano di  1." specie 21 

della r, nei punti del gruppo ( E ,  . . . Sv), corrispondente al punto x di A ,  è 
iigunle (come abbiamo ossersato al n.O 3 )  a1 valore assunto in r da un certo 
iritegrale J, di 1." specie, appartenente ad Ir'; se si ainmette che la  soinina 
dei valori assunti da un iritegrale finito della 17 nei punti xi, x, ,. . . , x,, si 
nmntenga costante al variare continu0 del gruppo ( C A )  (cioè al variare con- 
tinuo della C), riprendendo il rngioiiainento del 11.' 3, si perviene alla con- 
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clusione che la  somma dei valori assunti da zc nei piinti dei gruppi di T, clle 
passano per un punto di r, resta costante a1 variare continuo di questo punto. 

Cib significa (in virtù dell'ordinario teorenra CO AB EL), che I ' i~~sienle dei 
gruppi di T uscenti d a  un piinto ,' varinbile si1 r (conipresovi il punto 
contato nt volte), varia entro una serie lineare jd70rdine ln y). 

Applicando il teor. 1 si conclude che i gruppi di T apparteiigono a d  
una medesima serie lineare, cioè d i e  l'a corrispondenzn (m, v )  t r a  i piiriti 
di A ed i punti di r, è a valenza zero in un senso, e quindi (teor. II) anche 
nell'altro. Dunque i grnppi segnati su A dalle curve C, appartengono ad una 
medesima serie lineare. 

L a  s t e m  conclusione vale quando il sistema S sin composto con uii'iii- 
voluzioiie di grado 1. Rappresentando i gruppi dell'involuzione coi punti di  
una iiuova superficie FI, se la A non appartiene, neanche parzialmente, al- 
l'involuzione, se cioè gli Z - 1 coniugnti di un puiito generico di  A ,  sono 
tutti esterni alla curva s t e m ,  la curva A di F '  corrispondente a d  A ,  sarà 
segata precisamente in nt punti dalle ciirve Ci immagini delle C; e la somma 
dei valori di un integrale di l.a specie J', relativo ad F', nei punti di un 
gruppo ( C '  A') ,  risultando iiguale alla somma dei valori del17integrale trasfor- 
inato J, nei punti del gruppo omologo ( C A ) ,  resterà costante a1 variare con- 
tinuo di C'. Poichè il sisterna delle C' è semplice, si conclude che i gruppi 
(C'  A') ,  e quindi i gruppi ( C A ) ,  appartengono ad una médesima serie lineare. 

Se poi A appartiene all' involuzione (parzialmente O totalmente), si appli- 
cheranno a questo caso le considerazioni colle qiiali si chiude il n." 3, e si 
concluderà ancora corne sopra. 

Supponendo ora che la curva A sin variabile entro un fascio lineare 1 A [ ,  
sii vede in primo luogo, clie i gruppi segati d a  due diverse A sopra una C 
sono eqiiivaleiiti, e quindi che un iritegrale qualuiique di 1." specie apparte- 
nerite ad  P, dà  in quei gruppi le steese somme (a ineno di multipli dei 
periodi). 

Se dunque le somme cui dànno luogo gl'integrali di 1." specie della P 
i n  un gruppo (0  A), rimangono costanti a l  variare continuo della C:, quando 
la. A ha  una  posizione fissata entro a l  fascio, Io stesso accadrii per ogni  alira 
posizione della A ;  e quindi le C segheraniio gruppi equivalenti sulle curve 
di  1 A 1: donde segue (numero precedente, Oss.) che il sistema S è contenuto 
totalmente in un sistenla lineare. 

Viceversa, partendo da  quest'ultimrt ipotesi, si vede subito clie le somme 
degl'integrali di 1." specie nei punti di un gruppo (C,4), rimangono costaiiti 
a l  variare continuo delle curve C, A. Arriviaino cos) al 
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s u  Ele stcperjîcie algebriclie. 7 1 

TEOREMA VIT. Lu condizjofîe necessaria e suficie~zte afinchè u?z sistema 
cotztinuo d i  c z w e  algebriche C: uppadenente ad zinu supeyficie F, sin conte- 
nul0 totalt~îente e n f ~ o  2112 sistelna lz$ileap*e, è che la s o f n m  dei v o l m i  d i  ogui 
integrule senzplice di 1.a specie della nei p m t i  cumuni ad U~II C e a d  wzn 
cztrvn irriducibile -4, fissuta entro ad un fascio liaeure, resti  costmzte a l  zltr- 
r i w e  co.ntinuo della C. 

8. Determinazione del nutnero degli integrali d i  1'icut.d dellu l a  (e 
della 2.") specie appartenelzti ad una supel$cie algebrica. Come app1ic;tzione 
notevolissima del primo teorema  ABEL EL, possiamo determinare i iiumeri degli 
integrali di PICARD delle prime due ~pecie,  d ie  appartengono ad una super- 
ficie Y, di geiicri pg, y o .  

A ta1 uopo prendiamo su F un sistema algebrjco completo ) C 1, di dimen- 
sione pg -p,, la cui curva generica sia isolata. I n  base al  teorema di EN- 
RIQUES, che afferma la completezza della serie caratteristica di un sistema al- 
gebrico comyleto ("), possiamo ottenere un sis teina sodtlisfacente alle condi- 
zioni richieste, imponendo d punti base generici ad un sistema nlgebrico re- 
golare W ~ + P J - P S ,  ci06 ad un sistema la cui curva generica iiidividui un sistema 
lineare regolare d. 

F'issiamo su F un fascio lineare irriducihile 1 A 1 e coiisiderianio le somme 
c i ,  c,, ..., cq (definite a meno di multipli dei periodi), cui tlAnno luogo gl'in- 
tegrali di 1." spccie I , ,  I,, ... , Iq appartenenti ad F, ne1 gruppo ( C A ) ,  co- 
mune ad una A fissata e ad una C variabile eiitro al dato sistema. 

Voglianio provare anzitutto che non possono esservi infiiiite C che dieno 
le stesse somme d i  utia Co generica, Consideriamo percib entro a 1 C 1 ,  un si- 
stema algebrico (irriducibile) mi, S; che contenga Co; e rappresentiamo al 
solito le curve di 8 coi punti di  una curva piana r; cosi che il gruppo delle v 
curve di S che escono da1 punto x variabile su A ,  venga rappresentato da un 
griippo di 2 punti ([,5,. . . 5,) di 1', variabile entro un sistema cro' T. 

Tenendv senipre conto del fatto clle la somma dei valori assunti da un 
iiitegrale qualungue di 1." specie della r, nei punti del griippo (T i  t 2 .  . . E,), è 
uguale al valore assunto ne1 punto x, da un integrale di l.a specie della su- 
perficie F, si vede che, se le curve Co,  C, del sistema S, dànno luogo agli 

(*) EXRIQUXS, Szdln poprietd carattel-istica clclle sziperficie alyebriclie in-egolari (Rend. 
della R. Acc. di Bologna, decembre 1904). - Per un'altra diinostrazione del teorema di 
ENRIQUES, ved. la mia Nota, Intomo allu cash-uziolze dei sistemi complcti  no^ 1irzctz1.i. . . 
(Rendiconti di  Palermo, 1905.) 
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7 2 S e v e r i :  I l  teoremu d'Abe2 

stessi valori per le somme c ,  c ,  . . . c,, l'insieme Go dei gruppi di T che escono 
da1 purito 5" di r ornologo di Co, dovrà essere equivalente all'insieme G, dei 
grlippi di T clle escono da1 punto t ' ,  oinologo di c;i. 

O r a :  O tutti i gruypi G (ciascuno dei quali è costituito rlall'insieme dei 
gruppi di T uscenti da un punto di I') sono equivalenti t r a  loro; oppure vi 
è soltanto un nlrmero finit0 di gruppi G equivalenti a. (:, . Nel 1." caso tutti 
i gruppi di T sono equivalenti (teor. 1), e quindi Io sono pure tutti i .griippi 
segati su A dalle curve di X jteor. II), cioè S é contenuto totalmente entro 
un sistema lineare (teor. VII). Ma cib deve escliidersi, per I'ipotesi clie la 
corva generica Co sia isolata. 

Resta dunque possihile soltaiito i l  2.' caso; e quiridi m t r o  ad S non 
potrà aversi che un  numero finito di curve C, che dierio per le sornrne c , ,  
c,,.. ., rq valori rispettivamente uguali n quelli dati  d a  Co. 

Ne deriva che la varieth V di tuttc le curve di 1 Cl che dànno le stesse 
somme di Co, h a  comune un w~îze î .o  $lzito di curve con ogni sisterna a lge -  
brico ool contenente Co : dunqiie T' è ulgebricct. 

Ogni parte infinita della V, ppcl tcor. VII, dovrebbe esser costituitn da 
cu r r e  tra loro equivalenti. M a  cib è incoiieiliabile coll'ipotesi che In curva. 
generica di CI sia isolata. Sicchè la V non potrh contenere infiniti elemeriti. 

Si  conclude pertarito che, a l  wu-iare clellu C e n t m  U I  sistenza j C 1 , le 
som~îze c,, c,,. .. , cq C ~ S S U I ~ U I Z O  ocPg-Px grzippi distinti di valori. Ci6 porta d i  
necessità la  disuguaglianza 

Inclicando con Y. il numero degli iritegiali distinti di 2." specie nppar- 
teiienti ad  F,  avremo : 

9 ' -  4 5 Ps - Pa ( * I l  (2) 
e inoltre : 

1.1-2 pi (3) 

corne si vede osservnndo clle i 2 q in tegrd i  di ?." specie a v m t i  per periodi 
le pml'ti reali e le parti immagiiiarie dei periodi di T L ,  12, .. . , Iq, sono trn 
loro tlistinti (**). L e  disuguaglinnze (11, ( 2 \ ,  ( 3 )  non possono coesistere, fie 

(*) Cfr. In niia N o t a  citntn, Sulle stq~et-Pcie nlye6riclie che posseggoizo ititegrali di Pr- 
CARD . . . , n." 3 (Itendiconti dei Lincci, 190 i). 

(*)!Jedi ad es. l n  min Notn, Siilln cli/~et.enza Ira i nzwze~i  t l q l i  Uztey~.ali di PI- 
CARD . . . , n.O 3. 
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Si perviene cos1 al 
TEOREMA VIII. Utza szlperficie alyehl-ica di getzeri p g ,  p, possizde pg -y, 

i n t e y ~ a l i  d i  PICARD della 1.0 specie, e 2 ( p p  - p,) itztegvali d i  PICARD clella 
Baa spscie (*). 

9. A l c u n i  c o ~ o l l a ~ i  geotnetvici de i  teoremi pmcedenti. 
a) Una conseguenza immediata del teor. VII, che per quanto con- 

tenga assai meno di questo teoreina, giova tuttavia rilevare per la sua forma 
geometrica, è la seguente: 

Se sapa u n a  s z ~ p e r j c i e  F le czwve d i  zllz s i s tema c o t ~ t i m ~ o  S s e g a m  g twppi  
equivalenti  sopra UNA C Z ~ ~ ~ V U  iwidzrcibile, In qztule i n d i v i d z ~ i  u n  s i s t e î m  Zilleare 
cdmeno ooi, i l  s i s t e i m  S s a h  cotlte~zulo totalmente in 2112 s is temu 1inem.e. 

Qiiesta proposizione ha una certa arialogia col teor. VI ;  ma mentre ne1 
caso attuale, trattandosi d i  curve C di un sistema coiitinuo, basta soltanto 
verificare I'equivalenza dei gruppi segati dalle C sopra zmn curva irriducihile 
di un sistema lineare infinito; tiel caso trattato a1 n." 6 occorseva verificare 
l'equivalenzn dei gruppi segati dalle cllie date cur've C,, C,, sulle c i m e  di 
tutto un fascio. 

b) Il teor. II pub pure eniinciarsi sotto la forma seguente: 
La condixione ?zecessa~ia e suficiente a f inchè  un sistema a l g e b ~ i c o  wl, S, 

d i  c u w e  cJ tracciilte sopra u n a  s u p e ~ f i c i e  F, s ia  contenuto totalwente i n  tnt 

sistelnn l i n e a ~ e ,  è che entro  all 'enfe S, clppurte~zgatzo ad utln ?~zedes i~na  s e ~ i ~  
l ineare i gvupp i  d i  c u w e  C usceîzti d u i  pzlnti d i  F. 

c) Dato sulla superficie F un sisteinsr algebrico c~', S, di curve Cl di- 
cansi C,, C,, ..., C, le Y cuïve di A' uscenti da1 punto x di  F, e suppongasi 
che, variando x, la cur'va composta CL + C2 + - . . + Cv varii entro un si-  
stema lineare. 

Presa su F una curva irriducibile ,4, si consideri il sisteun cci, U ,  di 
gruppi di punti, segato eu A dalle C. Quando x si muove sulla .4, l'insiemc 
dei Y gruppi di U che passano pel punto x, si muove nella serie lineare se- 
gata su A da1 sistema 1 Ci + C, f . . - + C, (; onde (teor. 1) i gruppi di  U 
apparterranno ad una medesimn serie lineare. 

CS) P e r  le citazioni relative n questo teorema, veggasi l l i ~ i t r o d i ~ ~ i o ~ ~ ~  al piwentc, 
lavoro. 

Annalà di Malema6ica, Serie I I I ,  tom0 XII. 1 O 
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Suppouendo clie A sia una curva di un sistema linpare infinito, mediante 
l'applicazione del Corollario a ) ,  si giunge al teorema: 

Sr! s o p ~ a  ulza superficie F s i  hn zrn sistema alycbrico mi, S, d i  czrme C, 
tale cAe la cîrrva composta dalle u C chc escom d a  u n  p n t o  v w i u b i l e  SU F, 
s i  mziovn entro un  sistelna lineare, allora il sistevza stesso è contamito 
totul~neute  in ufz sisterna liaeure (9). 

S 2. IL SECOND0 TEOREMA D'ABEL 
E LA SUA APPLICAZIONE ALLE SERIE CONTINUE DI INVOLUZIONI. 

1. Involzuiotzi s o p m  u n a  sziperficie algebrica. - II s e c o d o  teorema 
d'Abel s d l a  supe~Jicie.  Sopsa una superficie algebrica Ir', une serie algebricrt mW 
di gruppi di n punti, tale che 1. punti generici d i  F appartengano ad  un sol 
gruppo, si dirà ~ i i ' i t z ~ o l ~ z i o ~ z e  d i  gi.ado l z  e specie 2 r. U n a  tale involuzione 
si riguarderà come ~ e g o l n ~ e ,  quando l a  varietà VgC/',, i cui punti rappresentano 
i gruppi dell'irivoluzione, è segolare, cioè priva di integrali finiti di differen- 
z i d i  totali. 

U n  particolare interesse offre Io studio delle involuzioni doppiamente infinite, 
le quali si chiamano semplicemente irivolueio~zi, sottintendendo rc dj  specie 2 n. 

U n a  tale in~oluz ione  si rappresenta coi punti di una superficie, ed è noto ( * * )  
che Ia regolarità della superficie imn~ngine  si pub pure esprimere geometsi- 
camente col17uguaglianza dei generi, aritmetico e geometrico, od anche col 
fatto clie la  superficie è priva di sistémi completi d i  curve, non lineari. 

In opposizione alle involuzioni regolari delle varie specie, si parlerà di 
i~ tvo luz ion i  ii.rego1u1.i. 

Cib premesso, i l  secondo teorernn d'Abel si enuncia come appresso : 
TEOREMA IX. Se I I I 2  . . . Tq sorz g l ' i n t e g ~ a l i  setnplici d i  1." specie, t r a  

loro itzdipetzdetzti, che appartengono ad ttna slbperjicie F, En condixione ne- 
cessariu e sz@icie&e af inchè ~ ~ ~ ' i w o l u z i o n e  d i  gvado 9a (e  specie quals iasi )  
data sztlla F, sia ?.egolare, è che la sommu dei valori assun t i  da cictscuno 

(*) [Di questo teorema lia profittato il sig. CASTELNUOVO a pag. 656 della sua Nota 
lincea citata] (9 agosto 1905). 

(**) Cfr. coll'introduzione al presente lavoro, 
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s d e  superficie algebriche. 75 

dei suddeiti infegrali,  nei pwzti d i  un g r t q p  dell'i?zvoluaione, les t i  costanfe 
a l  vuriare co~zfitzuo d i  yuesto gruppo. 

L a  riecessità della condizioiie si  stabilisce in modo irninediato. Iiifatti 
rappreseiitando i gruppi dell'involuzioile coi puriti della varietà V,  le somme 
suddette risultano integrali di differenziali totali della V,  e poichè, per ipo- 
tesi, questa varietà è priva d i  tali integrali finiti (trascendeiiti), ne deriva che 
le somme stesse riducoiisi a costanti (*). 

Suppoato, viceversa, che si ribbia : 

ove le ch non mutano vnriando con continuità i l  gruppo (x, x, . . . x,,) entro 
alla data involuzione y, si rappresentirio aiicora i gsuppi della 7 coi punti di 
uiin varietà V,, . 

L e  aoP(r-1) involuzioni di 2." specie, ciaccui~a delle quali si ottiene con- 
siderando i gruppi della. y dei quali fanno parte r - 1 punti fissati su F,  
hanno per immagini su V le superficie cti di un sistema algebrico 2 ,  di di- 
rriensioiie 2 (7. - 1). 

Un integrale di  differenziale totale J, che resti finito in ogiii punto di V, 
considerato come funzione di  un punto [ scorrente soyra una (P, d i  luogo i v i  
>id un integrale semplice di  l.a specie; e poiclié il punto 5 è furizione sa- 
zionale del punto z variabile si1 E', mediaiite la  corrispondenza (1, I Z  -Y $- l), 
clie passa t ra  (D ed F, l'integrale J si muta in un integrale Z di l.a specie, 
che appartiene ad F e che assume i l  valore J(Q in c i a~cuno  degli n -- Y + 1 
punti di F corrispondenti n 5 .  

Ma dall'ipotesi (1) segue che la somma dei valori di  I in questi 
n -Y + 1 punti, si conserva costante al variare coiitinuo del puiito di a; 
durique l'integrale (11 -Y $ 1 )  J(<) si conserva costante al variare continuo 
di 5.  Ne segue che dovrà esser nul10 il valore di J lungo un ciclo 1iiieni.e 
quaalsinsi di cD, e quindi l'integrale J di V dovrà esser costante sopra ogni 
superficie di 2. 

Da cjb si irae facilmente che J è costante su tutta la V. Invero, se Q , ,  

(") Pel caso di un ' involuhne  rnz io i ia l~ ,  costituitn clai gruppi comuiii alle coppie di 
curve di un  sistemn liiieare, ln necessita della. conilizione enunchta  trovasi i n  Poixcink 
(SU,. les inté,qrnles de difirenlielles totales, Comptes rendus, déc. 1581). Vedi pure l 'altrn 
Nota, Su r  unli yénéralisaliorz dt6 théol-dme d'Abel (Comptes rendus, janvier 1885). 
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cD, son due superficie di  2 passanti pei punti (,, F, di V, e se inoltre 5 è un 
p n t o  comune alle due superficie, sarà : 

S e  le due superficie non s'incontrano, come accadrà per posizioni gene- 
I I I  i~iche dei punti E l ,  c , ,  diciamo (il x', . . . XI,-,), (X , x , . . . x " ~ - , )  i punti fissi 

rispettivi degli oce gruppi di 7 rappresentati dalle @,, CD,, e prendiamo a 
considerare le superficie (V, (1) ', . .. , @ T - O  immagini dei gruppi di y che pas- 
sano rispettivainente pei puiiti fissi : 

L e  superficie Q , ,  Q I ,  (P  ,.. ., ar (Pz son evidentemente tali che ciascima 
incontra l a  successiva, onde trovei~emo ancora J(5,) = J(5,). 

Si  conclude pertanto clle ogni integrale finito di differenziale totale, ap- 
parteneiite a V, riducesi ad una costante; cioè clle la V è regolare, c. d. d. 

OSSERVAZ~ONE. In particolare si lia che è regolare ogtzi i~zz;olzczione esi- 
s t en fe  s o y a  z m t r  superficie wgo lare ,  il clle del resto si stabilisce anche con 
un noto ragionamento geometrico (&). 

2. Su l l e  serie continue d i  i iwoluzioni  appaldenenti  ad unn superficie 
a1,yebrica. Giovandosi del teorema stabilito ne1 numero precedente, si pub di- 
mostrare la proposizione clle segue : 

TEOREMA X .  S e  s o p m  zlrtrt s î lpe~f ic ie  nlgebvica esiste zcn'infinitù, colztinzra 
d i  i ~ ~ v o l z ~ z i o ~ z i  i w e g o l a r i  (doppiait fente i i~f i t z i te) ,  esse r isul tano c o n y o s f e  con 
u?, medesilno fascio it.mzio?zale d i  cztrve. 

Prima. di esporrr: la dinostrazione, preciviamo che cosa deve intendersi 
per iwolzczione c o n t ~ ~ o s t a  con z c f z  fascio. 

Avendosi sopra una. superficie un'involuzione x2 y, di grado 9 2 ,  ed un 
fascio r di curve algebriche C, privo di parti fisse, si dirà clie la  y è composta 
col façcio, quando ogni cu r r a  C appartieiie totalmeiite all' involuzione; cioh 
quarido ogni C che passi per un punto r della superficie, passa in conseguenza 
per tutto il gruppo di  y ,  individuato d a  x. 

Se  le curve C sono irriducibili, è ben chiaro che la  y si genera come 
Iiiogo di un'involuzione mi staccata razionalmente sulla C variabile; se la C 

(*) Cfr. CASTEL\UO\ O ,  SuL//i /'~iiot~OlitCi delle i ~ ~ o h z i o t ~ i  piane (Slatliematisclic Ail- 

d e n ,  I3d. 14, 1894); 11.' 10. 
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generica è riducibile, dicendo D, D,. . . Dt le sue parti ii~iducibili - neces- 
sariamente variabili in un fascio di curve D - sopra le Di D, . . . Dt la y 

n subordinerà altrettante involuzioni c d  di grado -, riferite biunivocamente 
t 

tra loro : onde anche in ta1 caso risulta chiara la genesi della y. 
Tornando ora alla nostra superficie F, contenente un'infinità continua di 

involuzioni irregolari 7, osservianio anzitutto che, senza alcuna restrizione es- 
senziale, si pub supporre che quest'infinità sia semplice e algebrica, in guisa 
da poterne riferire gli elementi jinvoluzioni) ai punti di una curva algebrica 
irriducibile y. 

Detti Xi 12. . . Iq i q integrali indipendenti di 1." specie, appartenenti 
ad F, si consideri la somnla Ik (x,) + . . . + Ik (x,), (k = 1 ,. . ., q), estesa ai 
punti del gruppo (x, x,. . . x,) variabile entro ad una delle involuziorii y. 
Questa somma risulta uguale al valore assunto ne1 punto xi da un certo in- 
tegrale J, di l.* specie, appartenente ad F;  e poichè, quando x, si porta 
in x,, la somma non s'altera che di multipli dei periodi, si conclude che 
J ( x )  assiirne 10 stesso valore in ciascun punto del gruppo (xi x,. . . Y,). 

Cib posto, si esprima J come combinazione lineare degl'integrali Il me- 
diamte la formola : 

ove le 11, . . . i., son q + 1 costanti relative all'involuzione ; e si osservi clie, - 
nl variare contjnuo dell'involuzione, le ?$, 1,. . . ?., (ma non gih 2.) risultano 
funzioui razionali del punto i scorrente sulla 7, perchè il gruppo (xi x, . . . r,) 
dipende razionalrriente da  x, e d a  5,  e quindi i coefficienti dei differenziali 
delle variabili indipendenti nell'integrale J, risultano funzioni razionali di x, 
e di :'. 

Ma per J'indipendenza lineare di 1,. . . Tq, le A ,  . . . ?.q non plmon mai 
divenire infinite ("): dunque esse rimarranno costanti al variare dell'involu- 
zione y. L'integrale 

K=I, Il + $- AqTq, 

(*) Se  infatti nell'intoi,no del punto 5, di y, 10 sviluppo i n  ser ie  di LAURENT della 

funzione ai contenesse il termine ai (s 2 1), affinchè restasse finita la somma 
(5 - &)a 

hl Il + . . . + ln Iq , dovrebbe risultnre u, T! + . . . + O, I ,  =O; contro I1ipotesi che gl9is- 
tegrali 1, . , . Iq sien0 indipendenti, 
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risulta cos) indipendente dall'involuzione considerata, e, in  virtù della rela- 
zione clie 10 lega a J, assume Io stesso ralore nei punti di un gruppo ap- 
partenente ad una y quutsiasi. 

Fissiamo ora l'attenzione sugl'infiriiti gruppi delle y che passaiio per un 
punto generico x di F, e diciamo C, la curva (algebrica) luogo di tali gruppi. 
Se, al variare d i  a, le curve C, che si o t tengon~~,  si segaiio a due a due iii 

un punto almeno, poichè l'iiitegrale I< è evidenteniente costante soprn ogni C,, 
avremo, su tutta la F, Ki- cost. Onde l'integrale J, relativo ad una y fis- 
sata, si ridurrà piire ad una costante, cioè la y sarà regolare (teor. IX): contro 
il suyposto. 

Bisognerà dunque che due Ca qualunque non si taglino. Ora, se la C, 
generica è irriducibile, il sistema di tutte le Cz snrà un fascio r (senza punti 
base) e ognuna delle y risiilterà composta con questo fascio. Di più I'invo- 
luzione di grado n subordinda da una -/ sopra una C,, appartenendo ad una 
iiifinith continua, per un noto teoreina. (*), sarà lineare; onde la superficie rap- 
present~tiva della y conterrà un fascio d i  curve razioiiali, e sarà percib ri- 
feribile ad una rigata (*", avente i moduli indipenderiti dall'iiivoluzione con- 
siderata. Inoltre il fascio r sark irrazionale, perchè altrimenti ogni y i'isulte- 
rebbe razionale e quindi regolare. 

In conclusione le y vengono generate iritersecaiido le curve di  un fascio 
irrazionale, colle curve di un fascio lineare, vaiiabilc i i i  un sistema continuo. 

Senza difficoltà, si presenta pure la ciiscussione del caso in cui la curva C, 
geiierica si spezza in  t curve Di, D,, ..., Dt,  varjübili certanierite in  lin fascio A, 
senza piinti base, perchè due C, non si tagliano. 

18 La curva D di A, uscente da un punto x di F, conterrà - punti di 
t 

ciascuiio di quei gruppi delle 7, di ciii fa parte il puiito z; cosicchi.: le C, 
risulteraiino composte mediante i gmppi di un'involuzione di grado t del fa- 
scia A. 

Ora, se n > t, le infinite involuzioni subordinate dalle y sopra una D, 
dovranno essere lineari, e quindi le y si potranno generare intersecando le 

(*) Cfr. CASTELNUOVO, S~l l la  123zen~itd clelle involuaioni più colle inmite appmteneh '  
ad zinn c w v a  Q e h - i c a  (rltti della R. Acc. d i  Torino, 1593); HUJIUERT (Comptes ren- 
dus, 1893) e Sio. r/zcelyzces p o p r i i t ~ s  cles courbes. . . (Journal  de '\lath. 1894). 

(*") ENRIQUES, Sep-n le sry~erficie nlyebriche che coizbizgoizo un fclscio di caurve t .nzio~~nl i  
(,\I:ttli. rlnnaleii, Bd. 5'2). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



curve composte dai gruppi di un'involuzione (irrazionale) fissata entro al fa- 
scia A ,  colle curve di un fascio lineare variabile. 

Se invece 12 = t, t ra  due curve D costituenti una parte di una Cs, si 
vengono ad avere infinite corrispondenze birazionali, onde ciascuna D sitrà 
razionale o ellittica. Sicchè in ta1 cnso le -/ risulteranno coinposte con un fa- 
scia irrazionale, la ciii curva generica si spezza in 1% curve razio~iali  O el- 
litiche. 

II teorema é cos1 completamente dimostrato. 
OSBERVAZIONE. II teor. X si pub pure enunciare sotto l a  forma seguente: 
S o p a  u u a  szcpevficie aIgeb?.ica, prica d i  fusci irrazionali, o p i  iwolzc-  

zione d'zcua serie continua è ?.egolare. 
Si noti l'analogia t ra  questa proposizione e quella dei sigg. HUMBERT e 

CASTELNUO~O, che afferma l'iinpossibilità, dell'esisteiiza di uiia serie contiiiua 
di involuzioni (mi) irrazionali, sopra una curva algebrica qualunque. 
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Sugl' integrali primi 
dell'equazioni del moto d'un corpo pesante 

intorno a un punto fisso. 

(Di PIETRO BURQATTI, a Roma.) 

- 

L a  rieerca degli integrali prirni 

f (p, q, r,  a, b, c )  = cost. 

( p ,  q,  compoiienti della rotazione rispetto agli assi fissi; îr, h, r coseni degli 
angoli di questi assi con la verticrile) per i l  problemn che ci occupa, diperide 
da  una equazione differenziale lineare del primo ordine con sei variabili iii- 
dipendenti, la cui integrazione presenta dificoltà insuperabili ; oiide è neces- 
sario, per avanzare di qualche poco, introdurre delle ipotesi atte a semplifi- 
care la  questione, e riguardaiiti l a  formd di f. 

Il sig. R. LIOUVILLE, in una Memoria piibblicata ne1 tom0 XX di Acta 
Mathenzatica, espose alcune ricerche i*iguardanti la determinazione dei cnsi in 
cui esiste un quarto integrale primo algebiico. Supponendo, pei  iin teorcma di 
POINCARES, che I'ellissoide d'inerzia sia di rotazione, egli h a  trovato clie esistc 
I'integrale in parola quando il centro di gravità è ne1 piano equatoriale, e 

2 C A = B = - (92 intero) ; 
n 

e in questi clksi soltanto. Perb  tale integrale, per n diverso da  1 c d a  2, noii 
è stnto trovato ancosa. 

Io mi sono pi-oposto uria ricerca rioil molto diversa negli scopi da qiiella 
di LIOUVILLE: d a  un lato perb assai più particohre, in quarito considera so- 
Idmerite iiitegrali che noii coriterigono tutti e sei gli argomeriti 11, q, Y, a, b, c ;  
dall'altra più generale, perchè non si limita ngli integrali algehrici, ma con- 
sidera integrali qua lunqu~ ,  e Iascia arbitraria la posizione del centro di gra- 
vità e le costanti A,  B, C dell'ellissoide d'jnerzia. Benchè questa ricerca non 
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m'abbia condotto alla scoperta, di nuovi casi d'integrazione, ho creduto tut- 
tavia utile d i  rendeda  nota al pubblico matematico: prima, percliè cornpendia 
in un'analisi unica, sistema.tica e non priva d'eleganza i caçi di  completa iii- 
tegrazione finora conosciuti ; poi perchè, frn tutti gli integrali primi, quelli 
che dipendono d a  cinque al più degli argomenti p, q ,  r ,  a, h ,  c sono i soli, 
dopo gli algebrici, che offrono mezzo di sfuggire le difficoltà g r a ~ i s s i m e  che 
la sicerca generale presenta. 

CAPITOLO 1. 

1. L e  equazioni differenziali del moto del corpo pesante intorno al punto 
fisso, supponendo per ora il centro di grnvità ne1 piano (x,, y,)  (*), sono 

B - C  !LE'=- 
d t A q r + ? c  

ove 5 e c sono proporzionali alle coordinate del centro di gravità, e le altre 
lettere hanno il significato ben noto. 

Proponiainoci la ricerca degli integrali primi della forma 

f ( p ,  9 ,  r ,  a ,  6)  =cost., 

che non contengono cioè il c. È chiaro che quella funzione f dei cinque as- 
gomenti p ,  q, Y, rr, h deve soddisfare a.lle due e q u ~ z i o n i :  

B - C  2 f  C - A .  
qr.-+-- 

R A p q + < h - - - ; l a  Q-+ 
02' B c' c ) a r  

(*) Questa restrizione s a r i  p i  dimostrata necessaria nell'ultimo paragrafo. 
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detl'eqztuziom' del mofo d'un corpo pesante inlo~no a  un punto fisso. 83 

Operiamo il cambiamento di variabili definito dalle formole : 

nelle quali si dovrà supporre 5 e ? diverse da zero, affinchè il determinante 
funzionale lion sia nullo. 

Allora la seconda delle (1) si riduce a 

a f  e la prima, dopo mer  annullato in essa la --7 diventa lineare del 2.' grado a Q, 
rispetto a qi. Perchè sia soddisfatta dovranno quindi annullarsi le espressioni 
che moltiplicano le varie potenze di q , .  Per ta1 modo si giunge ad ottenere, 
dopo alcune semplificazioni, le equazioni seguenti : 

3 ( A - B )  a f  2 ( C - A ) + B  a f  2 ( B - C ) + A  a f  -- c z+ B 2-z +, A az \ 
~ - 2 ~ a f  c - ~ + ~ a f  

c a;;+ B G +  

C - A X  a f  B E P ,  
7 jp2ap;+[ach(F-bi  

ove pz =pi e r,  = r: . Affinchè I'integrale f esista è necessario e basta che 
cpesto sistema aia completo. Ma esso è tale certarnente, perchè esiste l'inte- 
grale delle forze vive che non dipende da c ;  per conseguenza altri integrali 
primi della forma cercata non esi~tono. 

Se si osserva che al sistema (2) si pub sostituire il seguente : 

si vede subito che l'integrale è 

f = B a , + A b i f  Cr,; 

pioè quel10 delle forze vive espresso colle nuove variabili, 
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84 B u r g a t t i :  Suyl'integrali pr'imi 

Per  completare il caso che ci occupa, bisogna ora supporre q o 7 ugunle 
a zero Sia ad esempio 7 = O. Operiamo allora su1 sistema (1) il cambia- 
ment0 di variabili seguente : 

L a  seconda della (1) diventa ancora 

L a  prima invece diventa una espressione del secondo 
onde, uguagliando a zero le espressioni chc moltiplicano 
di q , ,  si trovano, dopo facile riduzione, le t ie  equaziorii 

grado rispetto a q , ;  
le diverse potenze 

seguenti : 

avendo posto per brevità pz = p i  , 9#, = Y:. Qui due casi son da  distinguere : 
a f 2 ( B -  C)-A =!=O, O 2 ( B -  C)- A = O .  Ne1 1.' caso sarà - = O ,  e a bi 

il sistema (3)  si riduce facilmente al seguerite : 

rhe  dk soltanto l'integrale delle forze vive, se B - C== O ;  ma anche l'inte- 
gi-ale 21- = cost., se R = C. Quest'ultimo caso è quello ben noto di LAGRANGE. 

Supponiamo osa 2 ( B  - G )  - A = O ;  il sistema (3) si riduce allora alle 
due ultime equazioni. Affinchè esista l'iiitegrale cercato, oltre qiiello delle forze 
vive, bisognei-à clie tale sistema sia completo. P e r  vedere cib, formiamoci 
l'equt~zione E [G ( f  )] - G [ E  ( f  )] = O ; si trova subito 

la quale, non potendo essere un& cornbinnzione lineare delle altre, dovrà an- 
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dell'equazioni del moto d'un corpo p e s a d e  intorno a un punto fisso. 83 

nullarsi identicamente ; dunque deve essere 

Questa condjzione unita all'altra 2 ( B  - C) - A -1 O dB 

the è il caso della KOWSLEVSKI. II sistema (3) diventa 

il qude dunque, essendo completo, ammette due soluaioni distinte, di cui una 
iiguagliata a costante dà l'integrale delle fosze vive. Per trovare subito I'altra, 

basts osservare ohe facendo in ( 4 )  :[= 0, il sistema 
d Y2 

che ne risuita, è ancora completo. La  sua soluzione evidente è 

che uguagliata a costante dà il ben noto integrale della KOWALEVSKI, 
Cull'ipotesi (= O ( * )  saremmo giunti agli stessi risultati. 

2. Cerchiamo adesso gl'integrali della forma 

f ( p ,  q ,  y, b, 4 = cost. 

cioè quelli che non contcngono n. Tale f dov& essere una soluzione del 6- 

(x) Lascicremo da parte  il caso ~ ' E U L E R ~ ,  eioe non s i ippo~remo mai che sia contein- 
poraneamente 2 = q = 0. 
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8 6 B zl f .ga t t i : Sugl'integrali primi 

A-Il 1 Supponendo yi =1= 0 e ponendo - - - , operiamo il cambiamento di 
C A 

variabili definito dalle formule 

pi=p,  q i = q ,  r b i ~ i r e - 2 6 ,  e l - = I q r + e .  

La seconda equasioiie diventa 3 = 0 ;  e la prima, dopo aver annullato a Y, 

ris~ilta lineare del terzo grado in r,; onde uguagliando a zero le espres- 
8; 
sioni che moltiplicano le varie potenze di r i ,  si ottiene il sistema: 

ta;=(), ( ~ p ,  + t ~ q d  ::=O 

A - B  
2 C 

a f a f A - B  a f >ic i - - - t e , -  + ( h  - -  piq:-Az Bb,pi +y,)z- a P[ a Yi C 2 C 

ove L è proporzionale a 2 (C- A)  - B, e M a 2 C + B. 
Se  E =(= O, de ve essere necessariamente 
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il quale non ha  soluzioni coniuni, a meno che lion sia A = B =  C ;  caso 
questo ben conosciuto. 

Supponiamo orrt < = 0. L a  1." equazione è una identità, e la seconda 
a f si riduoe a L - - O. S e  è L =:= O, dovrà essere - = O ; e in ta1 caso il a c a Ci 

sistema diventa 

il quwle è completo, ma  conduce soltarito all'integrale delle forze vive. S e  
fosse poi A = C, si otteirebbe anche I1integi.alo 9, =cost. È il caso di Ln- 
GRANGE, 

Resta dunque a supporre L = 0, cioè 2 (C -- A )  - B = O. Allora il si- 
sterna si riduce alle due equaziorii 

A - B  b a f -  

avendo posto p, = p: , q ,  = qi , c, = c l  . Corne a1 paragrafo primo, questo 
sistenia è completo se insieme alla relazione 2 (C -- A )  - R = 0 sussiste 
1'alti.a 2 ( A  - B) + C = O ;  e si ricade ne1 caso della I<OWALEVBICI. 

La ricerca di  integrali 'della forma f (p, q, Y, (1, c )  = cost. si srolge i n  
modo aualogo, e conduce agli stessi risultati. 

3. Restano d a  considerare gl'integrali indipendenti d a  una delle coni- 
ponenti d i  rotazione. Cerchiamo gl'integrali della forma 

f ( q ,  r ,  a, b, c )  = cost. 
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88 B u r g a  t t i :  $ugl'integdi pl'iv2à 

Questa f deve soddisfare alle due equazioni 

le quali sono più ookplicste d i  qurtlls considerate finora. 
Per poter procedere speditamente è necessario valersi dell'osservazione 

che segue. 
Abbiasi il sistema 

E ( f i + a L ( t ) = G i f ) = O  ) 
F ( f )  =O, I (0) 

in cui E ( f ) ,  F (f), L ( f )  sono espressioni lineari e omogenee del 1." ordine 
con coefficieriti indiperidenti da a; dippiù F ( f ) ,  L ( f )  non contengono la de- 
rivata rispetto ad a. Affincbè quella equazioni abbjano soluzjoni comurii è 
riecessarin anzitutto cbe abbiano ~ o l u z i o n i  çornuni F (f ) = O e I; ( f )  = O. In-  
fatti, 

non pub essere una conihinazione lineare delle altre due, se non è (L, F) 
una coinbinazione lineaie di .l, (f) e F ( f ) .  Duiique, affinché il sistema dato 
sia completo, deve essere anzitutto completo il sistema L I f )  = O, F ( f )  = O .  Se 

è distinta dalle altre due, si vede, con ragioiiamento analogo, che il sistema 
E ( f )  =O,  F ( f )  = O ,  Gr ( f )  = O  non pub essere completo, se non è tale il 
sistema L ( f )  = O, F i f )  1 -  O, L' if 1 = O ;  e cos1 via. L'asserto è dimostrnto. 

Cib posto, osservjanio cbe il sistema (1) è della forma (0); onde quelle 
equazioni non potranno avere soluzjuni comunj, se non ne hanno le equazioni 
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Esaminiamo dunque questo sistema, supponendo per orsi A =I= C. Ope- 
rando il cambiamento di variabili 

la prima equazione diventa 

Tenendo conio di questa, la  seconda equazione diventa lineare del se- 
condo grado in ?.,; onde uguagliando a zero le espressioni che moltiplicnno 
i coefficienti delle diverse potenze di v , ,  si ottiene il sistema 

in cui y, = q : ,  c, = c i .  Se 2 ( G -  A )  - B =\= O, esso non nmmette soluzioni 
non costanti. Sia dunque 2 (C- '4) - B=O; per modo che la prima equa- 
zione B una identi'tà, e il sistema si riduce a l'insieme delle altre due. Il 
quale è completo, corne si vede facilmente, quando risulti 

( C - A ) @ - B )  A - B - C  
B + 2 

= o.  

Questa condizione unita alla preccdente dà B = C =  2 A .  
P e r  l'osservazione fatta in principio di  qiiesto paragrafo, possiamo dunqiie 

ronclridere che l'equazioni del sistema (1) (supposto =\= O, A =I= C )  non pos- 
sono avere delle soluzioni coinuni, se non è B = C-= 2 A .  Siarno riuovnmente 
rie1 caso della KOWALEVSRI. 

Sia ora v = O ,  e A diversa da  C O anche uguale. I n  ta1 caso il si- 
stema (2) h a  evidentemente delle soluzioiii comuni; percib bisogna esaminare 
il sistema (1). Notiamo intanto che esso ha la soluzione a? $ b2 t cP, che è 
del tipo di quelle clle noi consideriaino; ma a noi importa di vedere se ne 
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ha dclle altre distinte da quella. A tale scopo scriviamo il sistema 

e foriniamoci I'equazione G (F) - F (G) - O. Valendoci di una osservazione 
già fatta, si vede subito che essa è della forma 

L ( f ) = E , ( f )  + a K ( f ) = G ( f )  f 

e che non pub essere una combinazione ljneare delle altre due. Dobbiamo 
dunque sostituire al sistema dato il seguente: 

G( f )=O,  F ( f ) = O ,  L ( f ) = O ;  

il quale dovrh essere completo, afinchè esista una seconda soluzione diversa 
dnll'altra gi8 nota f=u2 f 6" cc". Ne segue che I'equazioric 

ove N e M dipendono da A ,  13, C, dovrebbe essere una combinazione li- 
neare delle altse; ossja, per la sua forma speciale, di G ( f )  = O e L ( f )  =O.  

Ma II2 i f )  si pub dedurre da II, ( f i  e I I i f )  per c,ombinazionc liiie,zïe; 
quindi anche E, ( f )  dovrebbe essere una combinazioiie di E, ( f )  e E ( f ) .  Cib 
non é, se C=I= B (#) .  Infatti, si r ics i~a  

(?) Avendo supposto T, = 0, s'intenle clie 5 é diversa da zero ; perché il csso d'Eu- 
LERO è stato escluso fin da principio dalle nostre coiisiderazioni. 
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ove 
U - C + S  A - B f C  , p ( C - A ) - x B  

B 
, ,3 =: 

C 
9 a =  

B 

e formando il determinairte dei coefficienti di E ( f ) ,  E, ( f )  e E, ( f ) ,  si vede 
facilmente che esso è zero identicamente ne1 solo caso d i  R = C. Si ritrova 
dunque il caso di LAGRANGE. 

Resta infine a supporre v ={= O A = C. In  questo caso il sistema 

deve essere completo. Ripetendo qui il ragionamento precedente, si vede che 
cib avviene soltanto ne1 cas0 di 5. = 0, cioè ne1 cas0 di LAGRANGE. 

La  ricerca degli integrali primi della forma 

si svolge come la precedente, e conduc,e agli stessi risultati. 

4. Abbiamo supposto finora che il centro di gravità fosse sopra un 
piano principale dell'ellissoide d'iiierzia. Dirnostreremo adesso die questa re- 
strizione è necessaria per l'esistenza degli integrali in parola. 

Sia 
f (p, q, r, a, b) -cost. 

v u  integrale primo cbe non cont ie~e c. Questa f deve soddisfare al si- 
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ste ma 

ove 5 ,  q ,  < sono proporzionali alle coordinate del centro di gravità e diverse 
da zero. Col carnbiamento di sariabili 

a f  l a  seconda equazione diventa - = O ;  c la prima si trasfornia in  un'altra 
a  qi - 

the contiene un termine in q i ,  il quale uguagliato a zero, dà 

Ma se f è indipendente da a,, essa è anclie, in particolare, indipendente 
da  u. P e r  conseguenza a l  sistema (1) possiamo sostituire il seguente : 

Y C - A  
B 

Ti a f  5 a f  a f  --- - + p - 7 0 ,  
A B~ B a q  a b -  

il quale dovsà essere conipleto, affinchè esista l 'integrale in parola. Operiamo 
il cambiamerito di variabili definito dalle formule 

L e  due ultime equazioni si riducono a 

e la priiria, tenuto w n t o  di quest'ultinie, si scinde in molte altre equazioni 
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che contengono soltanto le derivate rispetto a b, e a q , .  Basta considerare 
due di quelle equazioni per veder subito che risulta necessariamente 

Dunque l'integrale cercato non esiste. L a  simmetria rispetto ad a, b, e c  
delle equazioni del moto permette seiiz'altro di concludere c h  non esistono 
rieypure integrali indipendenti da n e d a  b. 

Supponiamo adesso che f non contenga una delle componenti di rota- 
zione, per esempio la  p. Dovrà essere 

8 f a f - 9 . a - + q a - = O  a zl a c 
c - A  a f  A - B  a f  a f  af 

B r G + - C q a ; . + c a - b - = O .  a 

Ma, per una osservazione fatta al  terzo paragrafo, queste 
possono avere soluzioni comuni se non hanno soluzioni comuni 

c a f  -4 a f  a a j  
B a g - ( I z  - 9 . -  + q -=O 

a b  a  c 
c - A  6! r a p + C - q a , + ~ a b - b - = O .  a f  A - B  a f  a f  a f  

a 

equazioni non 
le seguenti : 

Aiializziamo dunque questo sistema. Col cambiamento di variabili espresso 
dalle formule 

l a  prima equaeione ai riduce a 2 = O ,  e la  aecoridn, in virth di qiiestn, si a 
scinde nelle seguenti : 

a f a f [ B - 2 ( C -  A)] a - - [ C +  2 ( 8 - D ) ]  r n = O  
CI 
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le quali evidentemente non possono avere soluzioni comuni non costanti, pur 
supponendo R - 2 ( C  - A )  = O e C + 2 ( A  - R) =O.  Dunque anche le (3) 
non hanno soluzioni coniuni. 

L o  stesso dicasi per gl'integrali indipendenti d a  p O da  r. 
Dalle cose dette si conclilde che, all'infuori dei casi già conosciuti, non esi- 

stono degli integrali primi algebrici O trascendenti dipendenti al più d a  cjnque 
argomenti. I n  particolare gl' integrali algebrici, che secondo R. LIOUVILLE esi- 

2 C stono quando A -  B = - ( n  =[= 1 ,2 ) ,  devono durque contenere tutti e sei gli  
n 

argomenti p, p, r,  a, b, c. Cib dà  ragione della difficoltà della loro ricerca (*). 

CAPITOLO II. 

una soluzione invariante per il moto d'un corpo pesante intorno a un punto 
fisso ; tale, cioè, che sia soddisfatta sempre quando sussiste nell'istante ini- 
ziale. S e  la funzione f di p, q, Y ,  a ,  b, c soddisfn l'equazione 

ove p è un moltiplicatore che resta in gcnerale finito, è chiaro che 

f (p, q, Y, a, b, c) = cost. 

è un integrale primo delle equazioni del moto per tutti quei moti che sod- 
disfano la relazione invariante Il= 0, e per questi soltanto. Si dirà che 

,f - cost. è lin itztegrale priwo associato al la  relaxione inauriante IJ= O. L a  
determinazione di qiiesti integrali dipende dall'integrazione dell'equazione ( I ) ,  
che è alle derivate parziali del 1." ordine rispetto alle eei variabili p, q, Y 

(") Il sig. APPELROTH, in una Meinoria scritta in lingua russa (Uosca, 1893), si pro- 
pose di  deterininnre tutti i cnsi in cui gl'integrali delle eqiiazioni del moto sono uniformi, 
c ritrovb i casi noti di EULERO, LAGRANGE, della KOWALEVSKI, e questi soltanto. (Vedi 
la Stereodinnmicn del Prof. D ~ A G G I  O la Meccanica raaiona2e del prof. MARCOLONGO, Vo- 
lume II, pag. i93.) 
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n ,  b, c, lineare e non omogenea; integrazione che non si sa  effettuare in ge- 
nerale. P e r  ottenere qudche  risultato bisogna dunque fare delle ipotesi re- 
strittive sull'ellissoide d'inerzia, sulla posizione del centro di gravità, O sulla 
forma della funzione f i  

1 sigg. GORIATCHOFF e TCHAPLIGUINE (*) hanno aperta l a  via a questo 
genere di ricerche colla scoperta di un integrale associato alla relazione in- 
variante 

A p a  + B q  b + (:rc=O. (2) 

Essi, iiifatti, hanno dimostrato che se A = B = 4 12 e il centro di gra- 
vit& B ne1 piano eq:iatoriale, sussiste l'integral primo 

Y (pz $. 4') + x p  c = cost. (a = costante) 

per tutti qiiei moti pei quali è nulla la costante delle aree. 
La conoscenza di quell'integrale permette di ricondurre alle quadrature 

la deterininazione di tali movimenti. 
L'interesse che presenta questo caso particolare d'integrazione mi h a  

indotto a sviluppare l'idea generale che ho esposto più sopra. 
P e r  ridurre alquanto la generalità della ricerca supporremo che il centro 

di gravità sia sopra un piano principale dell'ellissoide d'inerzia, per es.: il 
piano (x, y,!, e che la f sia indipendente da uno degli argomenti p, q, t . ,  

a ,  b, c, per esetnpio da c. Allora, ritenendo anche 2 indipendente da  c e as- 
suinendo per relazione invariante la (2;, la f deve soddisfare alle due equazioni 

the si ottengono svjluppando la (1) per mezzo delle equazioni del moto ri- 
cordate ne1 primo capitolo. Si potrebbe fare lino studio di qiiesto s i s t ~ m a  at- 
tribuendo a p espressioni particolari; ma questo modo di procedere conduce 
a tentativi lunghi e laboriosi, che io non ho ancora completamente esaminati. 

(*) R. ~IARCOLONGO, Ossel'vazioni intol'tzo alla Nota del sig. KOLOSSOPF, erc. Rendi- 
conti  Circolo hlatemntico di Palerrno, 1909. 
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Lasciando invece il p indeterminrtto, e eliminandolo tra quelle diie equa- 
zioni, si è condotti a considerare la sola equazione 

ove ri = rZ. Qui, per poter procedere più oltre, bisogna diminuire sncora la 
generalità di f. Supporremo che sia iiidipendente da an altro nrgomento, per 
esempio da  a. Per ta1 modo la ricerca jn quistiorie è ridotta alla determina- 
zione degli integrali primi associati alla relazione invariante (2) e dipendenti 
da  quattro argomenti al più. 

Nell'jpotesi enuuciata, l'equazione precedente si decornpone nelle due 
seguenti: 

Operiamo il cambiamento di variabili espresso dalle formule 

supponendo ~i =I= O. La seconda equazione diventa 

e la prima, ordinata rispetto R p', risulta del quinto grado in p'. Poichè la f 
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non deve contenere p', tutte le espressioni che moltiplicano le diverse potenze 
di p' dovranno essere nulle. Il termine indipendente da p è 

per oonseguenza a! = 0. Il coofficiente di si riduce a ar 

. a f  quindi ---O, oppure 5 = O. Ne1 primo cas0 la  f dovrebbe essere funzione a b1 - 
soltanto di q' ; ossin, 5 p  + r ]  q dovinelhe essese soluzione del sistema (3 ). Cid 
avviene, corne si vede subito, quando A = û = C ;  caso questo ben noto. 
Supponerido invece 5 = 0, la f potrh essere funzione soltanto di y '  e di b ; 
quindi non ne  pub esistere più d'una. Unn soluzione esiste infatti: è il primo 
memhro dell'integrale delle forze vive, il qusle diperide soltanto da q '  e d a  h ,  
ed è associato a qualunque relazione invariante (7. 

Esaurito cos) il  caso degli integrali indipendenti da c e da a, p~ss i amo  
a considerare quelli della forma 

f ( p ,  q, Y, a )  = cost. 

E ~ s e n d o  la  f indipendente d a  b, I'equazione (3)  si decoinpone nelle se- 
guenti : . 

' C - A  
qr l - ' i  A p a  a f  

A );;+(,cf B P'., + 5 A p a ) à  L' + 
A - B  af a f 

+ 2 ~ ~ ~ ( ~ ~ q - v ~ a ) ~ +  A p p a a a = 0  

(*) S e  q -0, bnsta effettuare il cainbiamento di variabili 

per  vedere facilmente che si ha soltanto la soluzione f =p'  q~iando B - C. E il caso di 
LAGRANGE. 
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Se E ='= O, tutto procede come ne1 caso precedentc: è quiridi inutile in- 
sistere. Sia  dunque ,'= O. Effettuando il cambiamento di variabili espresso 
dalle formule 

a f l a  seconda equazione si riduce a ---O; e la pr ima,  ugungliando a zero 
B pf  - 

i coefficienti delle diverse potenze di p', si scinde nelle seguenti :  

B-C C -- 
a f  2 ~ ~ ~ a f - ,  

A 
9' ( C r ' + R q 2 ) - , - - - -  a n  ~ p '  a / -  

a t' Se  il coeficiente di nell'ultima equazione è diverso d a  zero, ne ri- a a 
a f a f' sulta - -O, ed anche - =O.  Il sistema si riduce a a a' - a r 

a f ( C - A )  a - O ;  
q' - 

che aminette la soluaione q' quando A - C. È il solitv caso di L n o s a a a ~ .  
a f Suppoi~iamo dunque riullo il coefficiente di nell'ultima equazione. Deve a a  

essere B - C e C =  4 A.  Allora il sistema si riduce a 

che amniette la soluzione f = ut.  h il caso di GOR~ATCHOFF e TCHAPLIOUIRE 
ricordato più sopra. 

Bisognerebbe ora considerare gl'integrali indipendenti da  a e d a  b ;  ma 
si ripeterebbe gran parte di cib che è stato detto, e si ritroverebbe il caso di 
GORIATCIIOFF, quand0 ï~ = 0. Passiamo dlunque a considerare gl'integrali in- 
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dell 'equaxioni del mofo d'zut c o y o  pesmzte h t o t ~ z o  a un punto f isso. 03 

dipendent,i dn ilno dei coseni a, O, c e da una delle componenti di rotazione 
p, q, r. Supponiamo anzitutto che in f manchi la  c :  essa allora soddisferà 
a,lla (3). 

Se è anche indipendente d a  y,  i coefficienti delle diverse potenze di p 
2 f nella (3) devono anriullarsi. Ma il coefficiente di pg è - per conseguenza f a c) 

non deve dipendcre da  b. Ricadiamo cosi in un caso g.ià contemplato. L a  
stessa conclusione vale qaandn si suppone che f non contenga p. 

Se  poi f è indipendente anche da  Y, oltre che da c, si vede subito che 
nelle (O) il p deve essere nullo; e torninnlo allora ai casi studiati riel primo 
capitolo. Si ottengono conclusioni analoghe suppoiieiido successivamente la f 
indipendente da una delle coppie d'argomenti (a, p), (a, y), (a, Y) ( h ,  p),  
(b ,  q ) ,  (6 ,  y)- 

Restano infine da considerare gl'integrali indipendenti da due compo- 
nsnti di  rotazioiie. Supporicndo anzitutto f e p indipendenti da p, si trova, 
sviluppando le ( l ) ,  che la f deve soddisfare alle equazioni 

dalle quali, eliminando p, si ottiene una sola equazione a cui devono sodtli- 
sfare tutte le f che non contengono l'argomeiito p. Se  ora ~i suppoiie che f 
s i s  aiiche indipendente da r,  quell'cquazione si scinde ilelle, tre seguenti: 

a f a f a f 
o n  8 b 

af 2 t A a c - + -  A a c -  + B b c - - - ( B O Z +  A a 2 ) - - = O ,  
a 91 a c 

ove y ,  = y2. Qui due casi son d a  distinguere: C =\= A O C - A .  Ne1 1.' cas0 
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1 O0 B u r g a  t ti: Suy l'infegrali primi, ecc. 

il sistema. si ridiice alle due equaziotii 

a f af 0 f A a c -  a cc + B b c a 6 - ( B h 2 +  A d ) - = O  a c  

ahe ammettono una sola. soluzione c o m m e  (ben nota) f - u2 $ E S  + ce. 
Ne1 2." caso il sistema diventa 

il quale ammrtte  ancora la  soluzione f = a" L2 + cZ. Perchi: ne abbia iiii'altra 
distirita da. questa è iiecessnrio e basta che sia completû. Se 5 = O, esso è 
completo; e la  seconda soluzione è f =: q, .  Ritroviamo cos) I I  solito cnso di 
LAGRANGE. Se  invece supponiamo 5 =1= 0, è facile vedere che l'equazione 

non è 
non è 

una combinazione liiieare delle altre due;  quindi il sistema precedente 
completo. 

Si  ottengono le stesse conclusioni supponendo che l a  f sia indipendente 
da q, oltre che d a  p ;  oppure d a  y e da  r. 

Dalle cose dichiarate in  questo cepitolo emerge che, nelle ipotesi fatte, 
il Cas0 di GORI-~TCHOFF e TCHAPLIGUINE è il S O ~ O  (8 p ~ 1 . k  qllell0 di LAGRANGE) 
in cui esiste, oltre gl'integrali noti, un  i~i tegrale  primo associato alla relazione 
invariante A p a + B q b f C r  c = O e dipendente al più da quattro ar- 
gomenti. 
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Sur les séries de fonctions de Stirling. 

(Par NIEL$ NIELSEN, à Copenhagw.) 

D a n s  mon Mémoire : Kecherîhes sur les nombes  e t  les polyilomes de - - 
STIRLINB (*) j'ai défini la fonction +, (x) du rang n de STIRLIN~ Comme le po- 
lynome entier de x qui satisfait à cette équation aux diffhences finies par- 
tielles 

avec la condition initiale (**) 

(1 bis) 

J'ai introduit les polynoines +, ( x )  pour pouvoir calculer directement les 
nombres de STIRLINB de premikre et de seconde espèce, savoir les nombres 
positifs entiers et  Bi+* définis comme suit: 

CL+, est la somme des ( p) produits possibles qui contiennent r facteurs 

djfférents pris parmi les nombres 1, 2,  3 ,..., n ,  tandis que 

E n  effet, supposons connus les polynomes +, (z), nous aurons ces deux 

(*) Annuli di Mutemnticu, t. 9, p. 287-318; 1904. 
(*%) Les conditions relatives aux valeurs de + % ( O )  indiquées dans le Mémoire susdit, 

p. 300, sont superflues. 

1 
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102 Niels  N ie l sen :  S211' les séries 

formules 

6 ;;+l = (-- 1 jr - 
( u  + Y) ! 

( - - 1 ,  Y > 1 .  
(n - l ) !  

( 2  bis) 

I)aix mon autre  Mémoire sur cette matière:  Note sur qzcelqztes. applica- 
tions a~lulytipces de polynomes de Stirli?zg i*) j'ai introduit la série de puis- 
saric,es 

qui joue u n  rôle assez fondamental dans plusieurs questions de l'Analyse. 
E n  effet, dans mon troisième Mémoire sur ce sujet : Ueber die Stirlirzy- 

sclieta Polyîzo~tze zcnd die Ga?nnzlrfunktio?z (**) j'ai exprimé sous forme très 
simple, à l'aide des polynomes ), (XI I ,  les coefficients des séries de faciorielles 
de BINET concernant la fonction gamma. 

Posons particulièrement dans ( 3 \  x = n -- 1, où n d6signe un positif en- 
tier plus grand que l'unité, l a  formule (2) nous conduira immédiatement à 
un résultat indiqué par SYLVESTER (***). 

Dans  le second des trois Mémoires susdits j'ai considéré aussi l a  série 
de puissances 

où les coefficients X, (x) sont très analogues aux  polynoines de STIRLING. 
E n  affet, posoiis 

nous aurons 

(") L l n i ~ n l i  di Xaternnticn, t. O ,  p. 310-3525; 1'301. 
(**) illona~shefte fiir Mnthemztik ~ind Physik, t. 16, p. 132-140; 1003. 

,***")c~fil-6uch i)Der die firt.sclwitte der Afathelnntik, t. 15, p. 1%; 1883. 
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de fonctiotzs de Stir l ing. 1 0 3  

Dans le Mémoire que voici je  doterinine les valeurs de +,(Y) e t  X, (z) 
pour n extrêmement grand, ce qui nous conduira à. des résultats singuliers re- 
latifs a u x  séries de fonctions +, ( r )  ou de X, (x), séries parmi lesquelles (3) 
e t  (4) sont des exemples. 

Or, tous les résultats que nous venons d'indiquer rendent très désirable 
une connaissmce approfondie des propriétés des deux groupes de polynomes 
Jin (x) e t  Zn (x);  c'est pourquoi je me suis proposé de donner dans les deux 
p ~ a g r a p l i e s  suivants un nombre de  relations élémentaires entre +, (x), z, jx) 
e t  les polynomes y, (x) de BERNOULLI, formules qui nous seront litiles dans 
nos recherches suirantes. 

$ 2. LES POLYNOMES DE STIRLING ET DE BERNOULLI. 

Étudions d'abord la  formule (3), appliquons l'identité h i d e n t s  

puis introduisons au  lieu des quatre fonctions qui y figurent les séries de  
puissances correspondantes, les multiplications s'effectueront d'après la  règle 
de CAUCHY, e t  nous aurons, en comparant les termes des deux membres 
de l a  formule ainsi obtenue qui contiennent la puissance &nti, cette première 
formule 

de laquelle nous avons à étudier les trois cas particuliers suivants: 
1." y = O, ou bien y = - x - 1, ce qui donnera ces deux formules 

(7 bis) 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



104 Nie ls  N i e l s e f i :  Sur. les séries 

xZP - 1 1 ~ = 2 p - 2  (-- 1)- ( x ~ p - s - i  - 1 . -  - 2 ) $ 8  (4. (8 bis) 
z + Z ( 2 p ) ! -  s=i, ( 2 p  - s -  111 

3.' y = - xfi ; supposons impair l'indice n ,  l a  formule ainsi ob- 
2 

tenue se réduit à une identité formelle, tandis que l'hypothèse n = 2 p  
donnera 

formule qui est très remarquable en comparaison avec  (7). 
Prenons ensuite comme point de départ l'autre identité évidente 

puis appliquons cette série de puissances 

où les y ,  (x) sont les fonctions de BERNOULLI avec IR définition que j'ai pro- 
posée dans le premier de mes Mémoires susdits (*);  le même procédé donnera 
cette autre  formule générale: 

de laquelle nous avons à étudier ces trois cas particuliers: 
1 . O  y =- 1; nous aurons, en mettant x + 1 au  lieu de  x, 

(*) Loc. cit., p. 291. 
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or, la formide (10) donnera 
(x + 1)j"-' , 

y v ( x  $- 1)- ' fv (x) = - -  
(Y - l)! 

appliquons ensuite les deux formules (7) puis In définition ( l ) ,  nous trouverons 
entre les polyriomcs (le STIR~~ING et ceux de BERNOULJ~I cette relntion élégante: 

2 . O  y =-- x - 1, ce qui donnera 

3.' y = O nous aurons, en vertu de (12), la formule récursive pour le 
calcul successif des polynomes #,(x) que je viens de démontrer daris mon se- 
cond Mémoire (*) en applicant l'identité 

5 3. LES TROIS POLYNOMES y, (x), $, (x) ET x,  (b). 

Quant à la formule (4),  appliquons l'identité 

il r4sulte la formule générale 

(*) Loc. cit., p. 321. 
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ce qiii donnera pour y = O  et en mettant n + 1 RU lieu de n: 

(. -f- 1)" (- 1)s ($ + ~ ) l t - Z s - i  
2.+' . q, (x) = x s  (y), (1 5 )  

Appliquons ensuite cette autre identité 

nous R , I I ~ O I E  de même 

Posons donri (17) . / = O ,  il résiilte 

L'hypothèse y = r + 1 noiis conduira à (15) ; posons enfin x = - 1, 

(*) Loc. cit., p. 3% 
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de fotzctions de Stirling. 107 

puis rcninryuoiis q u e  la furniule (3) nous donne inmédiatemeiit la valeur de 
$, ( 2),  noiis aurons, en mettant 2 .2: i tU  lieu de y, ce développcnient trCs 
ColIllu 

3 4. LES POLYNOMCEI q f ~ ~ ~  (x) et xn (xi POUR 11 TREE GRAND. 

Pour déterminer maiiitenant la  valeur des deux polyiiomcs $,t (1.1 ct 
L,, ( X I   OUI' 11 très grniid, considérons d'abord $, ix). 

A cr:t cll'et, siilqmoris 97 1x) < - 1, puis cl6sigiioiis !Jar C la circoiil6- 
rsiicc d u  cerclc 1 x 1 - 2 TC,  prise dans le sens direct, lc t l ih rèn ie  foiidnirienta1 
de C,iucri~ tloiinera ( * )  

ccrr 1'1iypothèsc~ :V (z) < - 1 nous permet de faire usage d u  clieiiiiii cl'inté- 
gration C: quoiqu'il contient les d e u s  points singuliers z = f 2 x i .  

Or, In fortnule (3) donnera, en vertu de ( Z O ) ,  

posoiis eiisuite 
z = 2 ii . eoi, 

oii 0 d6sigiie un angle r6d,  i l  résulte 

uii 6, d é s i p e  un aiigle réel convenallc; car l'intégrale qui figurv au secoiid 
membre de (21 est une fonction multiforme, dont la valeur dbpend de m. 

(:) On voit q u o  la formule (20) est nliplical,le si nous supposons :1{ (J) < O  ~oulc i~ le i i t ,  
4i:lis cette Iiypotlieso iic suliisc pas pour  d0noiitrur l'iii6galit6 (2). 
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108 M i e l s  Nielse ta:  S w  les séries 

Ces réductions faites, une intégration par parties donnera, en  vertu 
de (21), cette proposition, essentielle dans ce qui sui t :  

Supposons 9î (x) < - 1, i l  est possible de choisir le positif entier ~z si 
grarzd que 

i ( 2  71% nP . +n (xi 1 < 5, (22) 

09 a désigne une quafziité positive, donnée azqwavaf i t  et étant aussi petite 
qu'on le veut, tandis que p < 1. 

Dans ce qui suit nous désignons toujours par  le symbole 

qu'il est possible de  choisir le positif entier rz si grand que la  valeur ab- 
d u e  / f ( t11 ( ne dépksn  pas à une certaine quantité positive, donnée aiipar- 
avant  et étant  aussi petite qu'on le veut. 

Cela posé prenons comme point de départ ces deux raleurs  limites (*) 

puis appliquons la formule suivante (**) : 

où nous avons posé pour abréger 

mettons ensuite 

de sorte que nous :tui.oiis, pourvu que x soit n i  iiulle ni negatif entier, cette 

(*) Loc. cit., p. 296. 
(**) Loc, cit., 305. 
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valeur limite 
r n  (x) = r (2) 4- R n  , R n  < g ;  

la formule (24) s'écrira, après un simple calcul, sous cette autre  forme plus 
coinmode pour les recherches qui nous occupent ici : 

Supposons maintenant - 1 > 92 ( x )  >- 3, la formule (22) montre qu'il est 
possible de choisir n si grand que la  valeur absolue de second membre de (25)  
deviendra plus petits que g. En effet, les valeurs absolues de tous les termes 
possèdent l a  propriété susdite e t  c'est l a  même chose avec les termes multi- 
pliés par  n, le premier e t  le dernier exclus. 

Cela posé, appliquons la  formule eulérieme 

nous aurons, en vertu de (23), ces deux formules aiialogues 

Revenons iiiaintenant h la définition ( l ) ,  nous aurons 

i s  + 2) +,, (x + 1)  (2  r,n+i , ta x-i = 
- 

. ( 2  x p  
1t 

+ 2 z ( x ? :  l )  
( 2  rjn. n-S. JI,-, (x 

ce qui doniicra, en vertu de 122), cette valeur limite 

valable, pourvu que 3 (x) < - 1, c'est-à-dire que les forniules ( 2 4 )  sont 
vraies aussi dans ce cas. D e  plus, nous verrons que les forinulcs (26)  soiit 
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vraies encore POUS R (3) < 0 et ainsi de suite, c'est-&-dire que nous avons 
d&monti.é ce théorème général : 

Les vulews li»iitcs (26)  sont vruies potw zme ~aZeur j t ~ i e  qz~elco?qzte dc x. 
Qunnt au polynome X, (x), appliquons la forrnule (16 bis), u ~ i  sirriple 

calcul d ~ ~ i i l e ~ ~ ~ ,  en veiStu de (26), ce théorème analogue ,211 pi'BcEdeiit: 
Sz~pposotas x $ni, ?tous azwons Eu valeur limite: 

5. S ~ l t  LES SÉICIEB DE VONCTIONS #,, (2) ET )',, ( T ) .  

Les v d e u w  limites qiic iious venons dc dCvrlolqm iioiis pesinetteiit de 
dSdui1.c quclques pro piété^ des &ries infinies des formes ~uivantes, où les 
ooefficieiits a, et b, sont i~idépendaiits de x :  

s=Xi 

6 (x) - 2 b, X, (x), 
8 =O 

séiies de poly~iomes qui  présentent des analogies avcc les séries de faoto- 
rielles, ce qui est très siiigulier, ce nie semble. 

En effet, il est évident qiie les formules (26)  et (27) iious doiiiiei~t cette 
première proposition : 

Stqyosons ;fil& tous 2es l e m e s  de 8 (x) ou de fi (z), les séries c l  (y) 
ou (-, ( y )  swo~zt ce~.tainewzent absolu?îzerat co~zverge~ztes,  pozwvu que 

De plus, supposons cowergentes les deux sh-ics 

puis dés ig~io~~s  par j. une quantité i4elle et tzégutive, il est hide i i t  quc ces 
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tle f o w t i o n s  d e  S t i ~ l i n g .  111 

deiix autres séries 

s~roi i t  c o ~ z u e ~ ~ p n f e s  iiiissi. Iir~ersemeiit, siipposoiis que les séries (24) soicn t 
r l iue~ .pn te s ,  taiidis que i. soit une quantité réelle e t  positive, les deux sérics (30) 
seroiit d icerge~ l t e s  aussi, d'où la proposition suivante : 

L e  rlonzaiue de  coltvejsgence absolue d'utae sévie Z ix) oz4 6 ( r )  es t  u j k  

d e lu i -p lm  s i t u é  h gnztcke rl'zlize certniue l igue clroite, 1let~pet~clict~2ait.e i~ l 'are  
des n o m b ~ e s  w'els. 

Cela posé, les formules (26) ( 2 7 )  nous doiment iinmkliatenie~~t ces deus  
coiiditions siiffisaiites et iiécessaires pour la convergence de s 6 i . i ~ ~  qui rions 

occupent : 
1." Szipposons que  les séries de puissauces 

uyon t  S E S  P W ~ O I Z S  de  corwevgence p h s  g r a n d s  que 2 n, f.espectivement zY,  les 
deux  s(.i.ies 4 ( r )  et  (3 ( r )  s e r o ~ t t  conve?.gew!es pozw m e  vtrlezu $?zie quel-  
eortyue tlc r ,  de s o d e  que cf (x) et @ (%), sont des  folictiotls t~ .a~tscendtrntes  
enti?ws.  

2." ,%rpposoizs que  les m y o m  de  cowuergelzce des  séries dr p i s s a w e s  (31) 
soiei,t 2 x ,  ?.espertiwize,zt nS, l a  coauelsgeizce de  l ( c  série ;\- ( r ) ,  ?.e.cl)ectizienletzt 
i3 ( X I ,  m i g e  que  les co~f ic ierz ts  a ,  et b, s a t i s f o d  a u x  condit ions 

où R c7ésigne u n  ~ m l z b ~ e  pos i t i f  fitzi, t and i s  que  l 'exposa~z: rd es t  m e  pmz- 
fiid w'elle ,fi?zie; d a n s  ce cas  fios de t i r  séries 2 i r )  et  (3 ( Y )  sotit certnirreme~zt 
r~hsolzn~zcnt co~zz~evgett fes,  potwon pue M (T) < -o -- 1. 

11 est <vident que les deux fosrriules (3) (4)  nous fournissent l'excniplc 
le plus simple d'une sorie G (x), respectivemeiit (9 (Y), savoir 

sin a -"-' ç = m  ( ) = i + ( r + l ) . ~ ~ , ( ~ ) . a ~ ~ + ~ ,  a1<.1 
s=O 
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11 2 Nie l s  N i e  l s e  f z  : Szw les sdrles de fonct iom dc Sti.i.hg. 

Étudions maintenaiit ces denx séries pour , a  ' : 2 n, rcspectivemcnt, 
I a 1 - n, il résulte de (26) (27) : 

Supposons 92 x) < - 1 ,  les deux sdries (3)  (4) soli t nhsolzrnzent conver- 
jerztes dans t o z ~  ZCS points des circo~zfive?wes d e  l e w s  cercles de cowergerlre. 

Supposolzs, nu c o n t ~ n i r e  O > iit (xi > - 1,  les S ~ ~ P S  (3) e t  4 sero?~t  cou- 
z ~ ~ r p l z t e s  mais  mm nbsolzmzetzt, d a ! ~ ~  les p o i d s  szlsdits ic l'exceptio~i des poinfs  
si?igziliers a = & 2 n i, 1.espectivenzetzt tr = + K. 

Posons dans (3) r=  + 2 ;: i, nous aurons ces deux autres developpenients 

séries qui sont converge~ites, e t  cela absolument, pourvu que rl? ( x )  < -- 1. 
L n  formule (34) montre évidemment que les séries (r (x) admettent, en 

toiis CRS,  un d&eloppevie?zt de zéro. 
Posons encore clans (4 )  x = -t i;, i l  1-ésiilte une formule tinnlogac & (33), 

savoir 

qui est applicable, pourvu que 'nt (x) < - 1. 
II est digne de  remarque que plusieurs des formulcs éI6nientnires dérc- 

loppés dans le 5 2, 3 nous donnent, comme des limites, les trois formules 
particulières (33), (34) e t  (35). 

Colicnliayue, le Y0 janvier 1905. 
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Surfaces Analogous t o  the Surfaces of Bianchi. 

(By LUTHER PFAHLER EISEHIIART.) 

G i v e n  a pseudospliericnl siirfnee referred to its lines of curvnture. T h e  
paranieters of these lines can be so chosen that  the linear elenient of the 
~ u r f a c e  takes the form 

and the linear elenlent of the sphrrical representation is 

where w satisfies the equation 

Moreover, every solution of this equation g i w s  a pseudospherical sur- 
face with the corresponding forins (1) and (2). 

We consider now the trihedi-on v i t h  vertex at the origin and rotating 
in such a way that its axes a re  nlwxys parallcl to the tangents to the lines 
of eurvature nnd' thc normal of the nbove surface. Every soliition of equa- 
tion (3)  gives ri e to such a tiiiiedron which we  sliall cal1 the fur~danze?ztal 
trihedron of the solution and  we shall denote by the fmdanzental plane that 
plane of this trihedroii which is pnrallel to the tangent plane to the above 
surface. The line iii this plane wliich passes thraugh the oi,igin ~ n d  is par- 
nllel to the tangent to the lirie of curvature v - coiist. wc cal1 the itzitial 
l i ize.  In  the fundamental plane we  draw through the vertex O of the trihe- 
dron the linc O AT which malies witli the initial line the angle 8 ,  where 8 

A ~ m n l i  di  BInle~mticn, Serie I I I ,  tom0 Si[. 15 
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114 Eis  e lz Au Y t : Swfaces A ~ d o g o i r s  

is the angle determining a BACKLUND transformation of the given pseudospher-, 
icnl surface witli the liiiear element (1). This  function 0 must be a solution 
of the equations 

= - cos 6 sin w $ cos w sin 0 cos o, 

tvhere a denotes the constant angle between the tangent planes to the pseu- 
dospherical surface and its transfom. 

Let  S be any surface whose lines of curvature a re  represented on the 
sphere by the parnmeter lines in terms of which the linear element is given 
by (2). Denote by M the point of contact of the tangent plane wliich is pa- 
ixllel to the fiindnmentnl plane under corisiderntiori. In the plane through III 
normal to the l ine O N  we draw the line which makes the angle G with the 
fundiimental plane and denote hy P its point of intersection wich the latter; 
furtlicr we deiiote by R the point of intersection of the plane through M 
aiid the line 0 1V. W e  designate by 1 1 ,  p ,  Y the respective lengths OR,  
IL) Y, P 21. Frorn ille conditions of t h e  pi~oblern i t  is foiirid thnt these three 
fiinctioiis rnust satisfy a system of four linear partial differential eqiintions of 
the fii-st order. In tliis pnper we arc coiiceimed with the determiiiation'of 
certain pnsticular solutions of thesc equatioris and the study of the corre- 
sl)ondiiig A-surfaces (*). I n  $ 2 we find the general equatioris of the 
prololein. 

- 
In 5 3 we consider tiie case O =  '" and p = O ,  and find that  the cor- 

Y 

rcsponding surfaces form one of the classes of surfaces wliich ~ N C H I  called 
sui.faces (2)  of the parabolic t j p e  in his Memoir : Aruoî;e r i c e m h e  strlle su- 
1w:ficie pse~idosfri.ic~11e (Antztrli d i  AJatenaatica, IF96) .  When ,O is n coiistniit 
the surfaccs satisfy the condition given by B ~ A K C I ~ I  for his so-called sur- 
faces ( 8 )  of the Iiyperbolic type, but their coordinates have a forin iirilike 
any  found by BIANCHI. If a correspondence is established between points on 
one suiracc of' the first chss  and one of the latter class such tli:it Ille tangent 

(*) Surfaces willr t l ~ e  snme spherical vepresetîtntion of thcil. l i t m  of cwwatu?.e as p e u -  
clospher-ica2 suvfaces. Amer. Journ., vol. 27, p. 113. - We have calleci surfaces of tli iu 
IiinJ A.i-siirf:~ccs, for th. mire of brcvity. 
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to the Swfaces of U i a d i .  115 

planes a t  these poiilts are  p a i d e l ,  the locus of the point cutting the join i n  
coristant ratio is a surface of the hyperbolic type, 

Tn § 4 we fiiid tlint we inay tnke for p the firiictiori 7. for aiiy A-sur- 
face S,,  with tlie spherical representation determined by a solution e of 
equatioiis (4: in wliich a is a riglit angle, and tlien the other fuiictions 11 and r 
for the corresponding surface with the spherical representation (2) a re  de- 
termilied by quadratures. Wlien, in particular, one takes for S4 a sui.fiice 
analogous to a surface of BIANCIII of the p:irabolic type discussed in 3 3, one 
finds t'tiat the corresponding A-surfaces a re  surfaces of BIAYCI-II of elliptic, 
liyperbolic and parabolic types (*). Again, whcn the surface S, is of tlie Iiy- 
perbolic type, as  previonsly discussed, a c:lnss of new sui.fitces entirely distiiict 
frotn the former is found. Furthermore, i t  is shown tha t  the surface for 
which p = O is a sphere of r a d '  tus Y .  

When o is a n y  angle whatever and y = O ,  the determination of tlic 
fiinctions p and r requires the solution of a partial differeiitial equfition and 
quadratures. His  shown in 5 that  the surfaces correspondjng to eacli set of 
solutions have the following property. W e  draw tlirough thc point il4 of the 
surface and in its tangent plane thé line M S parallel to O N ar;d in the - 
plane normal to M S a t  M i re  draw the line makiiig the angle a - o with 

the normal;  upon this line we projcct the segment of the normnl to the 
sui-face between the centres of durvature ; the spliere erected upon tliis pro- 
jected segrnelit a s  diameter passes through 0. W e  cal1 tliese siirfares ihe 
A-surfaces of tlie parabolic type, for they reduce to surfaces of BIANCHI of 
this type when a is a right angle. I f  one applies a generalized BACKLUND tram- 
formation (**) to such a surface, the  new surface is of the same kind. 

I n  § 6 we prove by g e o m e t i h l  considei~ations that  the functiori r for 
any A-surface, Si, with the spherical representation deterniiried by n solri- 
tion B of equations (4) may be takcn for a solution p of the geiieriil equa- 
tions of condition. I n  particular, we consider the  case whe.re S is a surface 
of the parabolic type, as  defined in the preceding sectioii. T h e  cori~esponding 
surfaces are completely determiiied by quadratures and are of three kinds ac- 
cording to  the  value of a certain constant of integration k. If spheres a r e  de- 
scribed in a manner somewhat similar to those in § 5 ,  tliey cut the spliere, 

(*) L. c., p. 367. 
y") For definition see § 5; also Amer. Journal, 1. c., p. 145. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



of radius \ E  and centre a t  O, in great circles, when k is positive; they cut 
the sphere with the centre O and radius \'- k ,  orthogonally, when 1; is ne- 
gative ; and when k is zero, the spheres pass through O. As thcse surfaces 
are a generalization of the surfaces of BIABCHI, we refer to them as A-sur- 
faces of the elliptic, hyperbolic and parabolic types ~espectively. Iii 5 7 we 
have shown that these surfaces possess another property siinilar to one known 
for the surfaces of BIANCI-~I. 

BIANCHI has shown that the circles of the cyclic system for which the 
cyclic congruence is composed of the normals to a surface of RIANCW of the 
parabolic type pass tlirough a fixed point. I n  $ 8 we show that  the iiormnls 
to such a surface are the only-ones whose circles pass through a fixed point. 
The  paper choses with a discussion in $ 0 of a certain transformation by 
means of which one can determine from an A-surface another A-surface 
with the same spherical representat,ion of its lines of curvature. 

From the definition of the functions pl q, r,  it follows that the coordi- 
nates of M with respect to the axes of the fundamental trihedron are 

p cos 6 - ( p  f 1. cos G )  sin O, p sin O f (,a f r cos 5) cos O, r sin o. ( 5 )  

Froni (2) i t  follows that the projections of a displrtcement of M upon 
the axes ( " j  are  

d [ p  cos Q - (? f 1. cos o)  sin 61 f i' siii o sin w dzd - 

s i n a d r -  cos w [pcoso- (p  + rcoso)s in8]  dzi + 
+ sin w [p sin 8 + ( p  f r cos O )  cos 61 d v. 

- -- 

(*) DARBOUX, Leçons, vol. 2, p. 355. 
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to  the Surfaces of Bianchi. 11 7 

In ci~nscquciicc of eyiintiolis (4) and  silice S is a n  A - ~ ~ i f i i ~ e  (*) w i t l ~  
tlie giveii representntion of its lines of curvature, it follows from (6) l h a t  tlie 
fiinctions p ,  p, 1. rriust satisfy the equations 

siii D sin O + sin .i cos 8 + a tc a 
+ sin B cos o [ p  cos 6 - ( p  + r cos o) sin 81 .= O, 

a p  . a ;  sin o cos 6 - - sin G sin O - $ a v a u 
+ cos 5 sin w [ p  sin 6 + ( p  + r cos o )  cos 61 = 0, (7 )  

a r sin CT - - sin IJ, [ p  cos O - ( p  f r cos O) sin 61, a u  
a 

 sin^ - =-- - cos w [ p  sin 8 + jp + r cos O) cos 61. a v 

I t  is found also that  the coefficients of the linear elenient of S are  
giveii by 

a p  . a p  A = c o s 6 - - s m - - -  
a u  a u  

p sin' 4 cos w - (p cos G + r )  siil w + (p + r cos G) sin 0 COS 4 cos w --- - 

sin G I 

- p cosZ il sin 63 + (p cos G + r) cos w - (p + r  cos c)  sin 4 cos 6 sin w 

sin G 
where 

d se = A2 d u2 + C 2  d v2. 

If we denote by Xi, Y,, 2,; X,, Y,, 2,; X, Y, Z the direction cosines 
of the axes of the fundamental trihedron with respect to a fixed trihedron 
with the same vertex, the rectangular coordinates of the point ,If with re- 
spect to the fixed fixes a re  of the form 

x = [ p  COS 8 - ( p  t- 1' COS O)  sin 61 Xi f 1 
+ [ p  sin 8 + (p + r cos 5 )  cos B ]  X ,  f r sin a X, ) 

(9)  

and similar expressions for y aild x .  

(*) A sztrface witla Ihe same sphZricnl repl-ese~atntion of its lilzes of cul-vature as n 
pseudospherical surface; see article i n  Anze1.icn12 Joiri nal, 1. c. 
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Moreover, from the charactes of the preceding discussion it is quite rlear 
that  if we have any set of solutioris wliatever p,  p, r of equstions (7), tlien 
the expressions (9) will clefiiie nri A-surface whose linear element will have 
the coefficients given by (8) and the spherical representation of its lines of 
curvature will have the linear elernent (2). 

When  cr is a i,ight angle, equations (7) reduce to 

a P ai3 sin O - + cos9 - f sin O cos w (p cos 6 - p sin 6) = 0, \ 
a u a l4 I 
a P a P cos0 --sin&-+ c o s B s i n o ( p s i n 0  + p c o s 6 ) = 0 ,  a v a v 

a r - = sin w ( p  cos 9 - p sin O ) ,  
a u  
a r - - -- - cos w (p sin B + p cos 8 )  ; a v 

and by means of the above the coefficients A and C can be seduced to  

We consider first the case where p is zero and put 

p ~ e - ~ ,  p a = y ,  

Then equations (10) reduce to 
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which are  readily found to be consistent. We have then a n  A-surface wi th  
the coordinates (9) 

x = e-d (cos B Xi + sin O X,) f y X (14) 

and similar values for y and z. From (1 1) we get  

-4 = - (e-" COS w - y sin w),  C = - (e-" sin w + y cos w). (15) 

If one denotes by 2 d the distance from the origin to the point M of 
the above sui,face and by 8 the distance to the tangent plane at M, it is 
found from (14) that 

2 d = e - e d  f yZ, d = y. 

From (2) and (15) it is seen that the priucipal radii of curvature have 
the expressions 

p ,  = - e-a cot w + y, pz  == e-a  tan w + y. 

Hence tbese functions satisfy the equation 

which is the condition that  the sphere described on the norm:d to the sur- 
face and witli the segment between the centres of principal curvature a s  
diameter passes through the origin. Therefore, the surface defined by (14) 
is one of the surfaces considered by BIANCHI (*) ; in fact, the expressions for 
the coordinates are the very ones wliich he  has given. Elsewhere (**) we 
have called the surfaces satisfying conditions (16) surfaces o f  BIANCIII of flie 
parabolic type. 

W e  consider riow the case where p is n constant different from zero, 
say c, and introduce an  auxiliary fiirictioii ,d defiiied by 

3 = eu cos w sin 8, a - - 
a 24 a v 

- ea sin p cos O, 

wliich are fouiid 10 be corisistent. By means of this function ,4 and Y ,  defined 

(") Nuove ricerche sulle superficie pseudo.sferiche. Annali di  Mat., 1896, vol. 2-1, 
pgs. 347-386. 

("*) Awericnîz Journal, 1. c., p 115. 
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by ( ln) ,  the first two of equations (10) can bc integrated. The integral is 

p = e-" (p  c + h), 

where h is the constant of integration. Now we introduce the function r 
defined by 

8 7 - 2 r - - ( y  ea COS w $- sin (A) sin 8 ,  -- 
G- ( y  ea sin U) - cos w)  cos 6'. a u  

T h e  integrnl of the last two of equations (10) is found to be 

T h e  additive constaiit of integration has  been neglected in this case for 
i t  only tends to replace the surfir~e, with the above value of Y, by a parallel 
surfiice. From (9) we have for the coordinates of this new surface 

and similarly for y and x .  T h e  coefficients of thc linear element a re  

A = -- e-a (3  c -+ h) cos w 4- ( f i  c + I L )  - c r] sin o, 
(19) C = - e " iP c 4- k )  sin u - ( B  c + h )  - c i )  cos o. j 

If one gives to the letters d and $ the same interpretation as in tlie 
former case, one finds that for the above surface 

This  is the condition necessary and sufficient that the spheres descrjbed 
oii the normal with tlie segment betweeii the centres of curvature a s  dia- 
meter cut orthogondly the sphere 

BIANOHI ( * )  has considered certain surfrices which have this property and 
referred to tliem as of the hyperbolio type. W e  have given to al1 surfaces 
with this property the name surfuces of RIANCHI of the lrzjpe~bolic type. 

(*) L. c., pg. 357 
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W e  denote for the moment by 5 ,  ;1, the coordinates (14) and write 

Z, = e-a ,5 (cos 8 Xi f sin 9 X,) + (-sin 8, f cos 9 X,) -f- ( y  ( - r )  X 322) 

and siinilarly for y, and 2,. Now the expressions (18) may be written 

Hence we have the theorem : 
T h e  segnzents joi~zitzy poitrts 0th u szrrface of BIANCIII o f  ille parcrbolic 

t ype  (14)  und t h e  cowespolzdircg points on t he  szwface o f  BIANCHI of the //,y- 
perbolic t y p e  (22)  are  cu t  in ro,rstntlt ra t io  by  a f a ~ ~ i l y  of szwfuces o f  the  
hyperbolic type. 

If we introduce the functions a and into the first two of equatioiis (IO), 
they can be giveri the form 

T h e  condition of integrahility of these equations is reducihle to 

rnoreover, every integral of ttiis equation leads to a surface of the kind sought 
and the further determination of the functions fixing the surface requires quad- 
ratures only. W e  have seen elsewhere (*) that this equation admits a s  a pal.- 
ticular integral the expression for the distance from the origin to the tan- 
gent plane of ariy surface wliose liiies of curvature a re  represented on the 

(*) -4îne1.. Journ.; 1. c., p. 11 S. 

Annnli di Efalemntica, Serie III, tom0 XII. 
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- 
sphere hy the parametrio lines for which the liiiear element is 

Hence every surface with this representation of its lines of curvature 
leads by quadratures to a. surface with the sphericnl representatiori (2) .  I t  is 
clear that the surface wit.h the representation (25) which gave rise to the 
surface with the coordinate values (18) is the sphere of radius c and centre 
a t  the origiii. 

Consider now the A-surface S, witli the spherical representation (25) and 
ari:rlogoiis to the surface defiiied by (14). For the general surface of this 
Icirid the functicins cc, and 7 ,  would be given by equations of the form (13) 
and obtained froni the latter b y  replacing o aiid e by 0 and y respectively, 
where y is any solution of the equations 

A solution of tliese equatione is y. = w + n; we take the surface S ,  cor- 
responding to this value of y ,  then 

Hence the coordinates of the surface S, are of the form 

xi i - eu (COS o X!i + sin w X',) - P X ' ,  i 25") 

where the primed functions are the analogues for S, of the saine functions 
witliout primes for S. The distatice froni the origin to the tangent plane to Si 
is evidently - P ,  so that - B is a solution of eqiiation (24). Wlien this 
value for p is substituted in equations (23) and they are integrated, one finds 

where k denotes the constant of integration. Theii 9- is giveri hy the quad- 
rature 
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to the Surfaces of Bianchi. 123 

From (9) it is seeii that the coordinates of the new surface are 

1 x-- lea-e-"(p2+ k)l ( c o s $ X ,  + senOX2) f 1 
2 

1) 

(27) 
+ B (sin O Xi - cos 0 ,Y,) + r X, 

and siniilarly for y and z. When the above values are  substituted in ( i l ) ,  
it is found that 

1 A e-e (p.+ k)l  e o s r  + r s i n w ,  

1 C = lea + ela  (,eP + k)I sin o- r  coso.  
2 

One finds without difficulty that for the surface defined by (27) the fol- 
lowing condition is satisfied 

a ive When le is zero, this equation reduces to ( lô) ,  and when Ic is neg t' 
it can be written in the forrn (20). When k is positive, the sphere described 
as in the two former cases cuts the sphere, with radius \ k a n d  centre at  the 
origin, a l m g  a great circle. 

Henoe equations (27) dcfine surfaces of BI.mcw of the elliptic, parabolic 
or hyperbolic type accordirig as  h is positive, zero or negative: to within 
slight changes in notation they are the expressions given by BIANCHI ("). 

If we denote hy x,, y,,  2,; 5,  q ,  the coordinates of the surfaces S,, 
Sro of the parabolic type definecl by (27)  and (14) respectively, the coordi- 
nates of the surfaces of the elliptic and hyperbolic types as given by (27) 
may be written 

Hence we have the theorem: 
The locîcs of the point which divides internally in consfant mtio the 

segment joining the corresponding points on the surfoces & attd S', is a 
surface of BIANCHI of the hyperbolic type; when the division is  extemal, the 
locus is of the elliptic type. 

(*) Loc. cit., p. 368. 
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W e  shnll consider the surface, with the spherical representation ahose 
linear element is of the form (25\,  wliich is analogous to the surface defilied 
by (18) and corresponding to the solution w + z of the system (25'). If we 
denote by the same letters but witli subscript une the functions for this sur- 
face similar to those appearing in (18), we find that 

ai =- a, Pi=-y, y i = - B  
and 

" os 0 - sin 8 )  sin w d - ( P  e-" sin 0 + cos 8 )  cos o d .v. d r ,  = ( p e -  c 

The distance from the origin to the tangent plane to tliis suiface is 

P (ri y + hi)  - c i  ri  . 
Substitutiiig this value in (23) in place of p, we firid 

where t is given by the quadrature 

from (26) it is seen that  t is equal to the function r for a surface of BIANCHI 
of the parabolic type. The function r for the present sii~face is given by the 
quadrature (10) after 11 and p have been given the above values. The coeffi- 
cients of the linear element of the new surface are rendily found fronî (11) to be 

1 A = - -  
2 

cos o 1 eu (c,  y + hi) + e " [(ci y + il,) OP f k - 

- 2 ci/3 T l  - 2 ci t I  + ( r - C )  sin r3, 

1 .  C 7.: - - sin w 1 e" (ci y 4- h l )  + e " [(c, y + hi) 8' + Ic - 
2 

- 2 ci r i  - 2 c ,  t 1 - (r  - c) cos M. 

I t  can be stiown without difficulty that this surface satisfies equation (29) 
only in case c is zero. Bg continuing the foregoing proccss we can find by 
quadratures alone a large member of A-surfaces with the given spherical 
representation. 
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We coiisider iiow the case where p = O. Then  the. first two of equa- 
tioris (10) are  satisfied by p = O and the last two give r = const ; the cos- 
responding surface is evidently a sphere with centre nt O and radius Y. Ex- 
cluding the case w11ei.e p is equal to zero, the fiiast two of equations (10) 
mav be written 

- COS w a log + cos 8 cos o = - 
3 u C O S  (i ' 

a log p -- sin 0 + sin 8 sin o = a v sin 4 

From (13) i t  follows that these equatioiis a re  consistent only in case 

Oiie finds readily that tliis condition is not a result of equatioiis (4) 
with a a right-angle; heiice we have the theorem : 

T h e  sphere o f  radizts r i s  the oîzly surface d e t e m i m i  by  so lu l iom of 
eqirutiotls (10)  tahem p = 0. 

In a similar mauner it cnn be shown that for p to be zero in the gen- 
eral equations (7) we must have p + s  cos^ equal to zero. Then Y is n 
constaiit and so also is p. One remarlis that  this gives the same result as the 
prereding case if we replace r in (10) by Y sin a. From this fact it follows 
that the necessary alid stificient condition tha t  tzuo surfaces he d e t e m i n e d  
O,y'fhe sanze f~rnctions p i s  that  the tzoo szwfaces be paî.alle2. 

W h e n  5 is any angle whatever and  p is a constant, say c, equations (7) 
reduce to 

a~ sino. + c o s o [ p c o s 6 - ( c + r c o s o ) s i n 6 ]  = 0 ,  
d u  

a p  s i n r a + s i n w [ p s i n 5  v f ( c + r c o s ~ ) c o s 6 ] = 0 ,  

2 1. l 
(30) 

sin u - - sin o [ p  cos '1 -- (c + r cos D) sin 61 = 0, a u  
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These equatioris can be shown to be consistent without any difficulty. 
The  expressions for A and C may be reduced to 

p COS w - (c cos G + y) sin o A = -  
sin G ? 

p sin o -t ( c  cos G + r )  cos w C =  -- - 
sin G 

Wben c is equal to zero, the coordinates of the surface are  

x - ( p  cos 0 - r cos o sin 8) X ,  + ( p  sin 0 + r cos u cos 6) X ,  + r sin u X (32) 

and similar expressions for y and x .  From these expressions and (31) we 
find that this surface satisfies the condition 

In order to give a n  interpretatiori to this equation we recall that  from 
the  general definition of the A-surfaces, as given i n  § 1, it is clear tbat  
foi. the surfare under discussion the point M lies on the line wliich is per- 
p(wdicu1ar to the initial line in the fundamental plane and is inclined a t  the 
angle o to the latter. T h e  length of the projection iipon this line of the seg- 
ment of the normal to S between the centres of curvature is evidently 

T h e  coordinates of the middlc point of tliis segment vit11 reference to 
the fixed axes are 

x, = x - t cos u sin B X, -t t cos o cos 8 X,  f t sin cr X, (35) 

and similar expressions for y, and x , ,  where we have put 

t -- sin a ( p i  + pz) 
2 

If we denote by A the distance of this poiiit from the origin, we get 
in corisequence of (32) 

mhich reduces by means of (33) and (34) to  

A* = Rz. 
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Hence the spheres described on the projected segment as  a diameter 
passes through the origin. W e  shall refer to al1 surfaces satisfying the equa- 
tion (33) as  A-surfaces of the pamholic type for they are  surfaces of BIABCHI 
of this type when a is a right angle. 

WH have shown (9 that if one draws in the tangent plane to an -4-sur- 
face a line, which passes through the point of contact M and malces an  
angle O, with the direction of the liiie of curvature v = const., and through 
tbis line passes a plane inclined at  a constant angle 5 to the tangent plane, 
the former plane well envelope a new surface ( A , ) ,  provided O, is any so- 
lution whatever of equations (4). T h e  parametric lines on the new surface 
are the lines of curvature whose spherical representatioii is suc11 that  the 
linear eleinent of the latter is 

T h e  coordinates of the surface ( A , )  are  of the form 

xi= x + (A cos 8, -p cososin Oi)  X, + (1 sin 8, + p cos5 cos 8 , )  X ,  + p. sin5 X, (38) 

where 

and the coeficients of the linear elenient have the expressions 

a + 1, cos 8, - p. COS G sin C J i  
a, sin G 9 1 

a x sin o1 + [J. COS .; COS 6 ,  ( 40) 
c , = s i n g ( F - - ~  ,) + siil G 

We now apply this transformation to the surface defined by (32) and find 
for the coordinates of the new surface SI the values 

x ,  = [p  (COS 6 - cos 5 , )  - 1' COS 5 (sin O - sin O , ) ]  X, A- 

$ [ p  (sin 8 - sin B,) + r cos a (cos 0 - cos Oi\] ?& 

and similar expressions for y, and x i .  T h e  coefficients of the linear element are 
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128 E i s e n ? !  a r t :  Surfaces  Analogous 

reducible to 
p (cos F) - COS 6,) - r cos G (sin 9 - sin 4,) A ,  =- sin a 

p (siil 0 -- sin 4,) + r cos G (COS 6 - COS 4,) Cl =- 
sin G 

Denoting by dl  and 8,  the quantities for this surfrice analogous to ci and 3 
for 8, wwe find 

di = [l -- cos ( 6  - f i l ]  ( p" P cosL a), / 

8, = p sin z sin ( 5  - 5 , )  - 1 .  sin s cos o [l - cos (6  - O,)] ,  ) 
( 4 3 )  

for i t  c m  be shown that  the following rel:itions obtain between the func- 
tions Xi, X,, X for S and the analogous functions X ' , ,  X',, '0 for S, 

X' ,  = - cos w (X, cos 0 + X, sin 8 )  f \ 
+ sin m [sin G X -+ cos o (--- sin û X, + cos 5 X,)], 

X ' ,  - - sin w (Xi cos û $- X ,  sin 5) - 

X' = sin o (- sin 6 X ,  + cos B X,) - cos o X, I 
1 

and similar relations between the Y and 2. 
One findv now that  the functions d , ,  a,,  p', and p'p satisfy a n  equation 

of the form (33), hence the theorem which is a gerieralization of a resiilt 
we have found before (*), 

T h e  most  gelzeral BACKLUND tvansfo?-m o f  i n 2  A-suj.face of the  parabolic 
type i.9 a szwfuce o f  the  same kind. 

We have now to determine the liiies on whicli to project the segment, 
between the centres of principal curvature, upon which the spheres a re  to be - 
described as i n  the case of the surface S. W e  denote by rp + the angle a 
which the projection of this line upon the tangent plane to Si makes with 
the direction G = coiist. at the point. T h e  coordinates of the middle point 
of the projected segment a re  of the form 

xi, =x i  - f i  COS o sin p, XI, + ti cos o cos X', + t ,  sin o X', 

(*) Amer. Journ., 1. c., p. 161. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



to  t he  Szrrfaces of Rinrichz'. 129 
L 

where we have put 

I n  conseqiience of the relations (44) tlie above expression can be written 

x j O  = X, + ti COS a [(sin (ri - ei) cos 8 + cos o COS i g  - w )  sin 5 )  x, + 
+ (sin ( I  - W) sin û - cos a cos ( y  - w) cos 6) X,] + t, sin o X . 

If we denote by A,  the distance fsoni tliis middle poiiit to  the origiri, 
we  find 

vhe re  we have put; 

If iiow we put 
2 R I  - sin o 1 - p', 1 

and recall thn t  an equation of the f o m  (33) is satisfied by S1 i t  follows t h a t  
when is so chosen that  I, vniiishes we have 

But Il vanishes when y = o + x,  so that we  a,know exactly how to 
describe for S, the spheres which pass through the origin. 

I n  considering the particular case where a is a right angle, i t  was found 
that  the expression for the distance froni the origin to the tangent plane to 
a surface Si with the spherical representation ( 25 )  aEorcls a solution p of 

Annali di i\.latematica, Serie III, tom0 XII. 17 
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equations (10) and then the other functions are  given by quadrature. This 
property c m  be shown to exist for the cases arising for any value of o 

and for the following reason. Given a surface S with the spherical repre- 
sentation (2) and effect upon i t  a generalized B~CKLUND t ransform~tion of 
angle e a s  previously explained. Denote by M T the line of intersection of 
the tangent planes to the two surfaces. From our definition of sucli a trans- 
formation it followa that  the distance fiom the origin to the tangent plane 
to Si is the projection of the length p for S upon the plane through the 
line ,If T and perpenclicular to tangent plane to Si. Since the angle between 
these planes is constant, it follows that  p is a solution of equation (24), 
when e in any  solution of the system (4). Hence if we have a surface S, 
in whose definition the same value of the angle u enters which we  put in 
equations ( 7 ) ,  and if we denote by ri the function for S, analogoua to r 
for S, a solution of (7) is given by 

and t h e  complete determination of the other functions p and r requires a t  
most the solution of a partial differentjal of the first order and quadratures. 
We have seen that  when 3 is a right-angle this determination requires qua- 
dratures only and wc shall fund presently a case where u is not a right- 
angle but for which the determination is of the latter kind. However, before 
we proceed to this investigation we want  to cal1 attention to the fact that  it 
has just been shown that  when one gives an  8-surface Si and choses the 
value of the angle u tliere are an  infinity of A-surfaces of wliicli the former 
is a transform by means of the generalized RACKLURD transformation. 

T h e  equations siinilar to (4)  when the spherical representation of the 
surface Si is wiitten in the form (25) are  

sin u -- + - = sin cp cos 8 - cos c cos cp sin 8, ( a :  a r i  i % (45) 
- cos; sin 8 $ cos u siri g, cos !. 

A solution of this system is w + T. In terrns of this solution the equa- 
tions similar to (7) for the determination of the functions p , ,  p , ,  T ,  which 
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determine a surface SI with the representation (25) are  

. a p l  a P I  sin o sin w -- + sin o cos w -- - a zc a zc 
-sin w cos 8 [pl cos o - ( p ,  -+ Y, cos T )  sin o] = 0, 

a p ,  . . a O, sin u cos w --- -sin a sin o i - a v a u  
- COS w sin 0 [p, sin w + (p,  + ri cos a) cos ci] = 0, 

' 
- a?", sin u -- = - sin B [pi cos w - ( p ,  f r ,  cos u) sin w], a u  
. 3 ri fiin a -- = COS S [pi sin w + ( p ,  + Y, cos a )  cos u)]. a v 

Suppose now tliat we have given a surface Si determinecl by functioris 
satisfying these eqiiations. As  we have seen the function ri may be siibstituted 
for p  i n  equations (4 ) .  When  this substitution has been made and p,  has been 
replaced by ea in the third of equations (46), by means of the latter the 
first of (4) may be written 

3 01 
- ea sin a COS w 2 - ea sin w cos o sin 6 (ri f r cos o) = O. au 

By means of the third of eqiiations (4) this can be reduced to 

1 
sin w - e a p  - - e e a  a a [  21 2 

+ 2 + ( p ,  + r, eus G) Y + 1 
a pl  f [cos ~ ( p - e a )  - r  sin W] -=O. a u  

Iri R similar manner the second of equations (4)  can be given the form 

W e  remark that when p, is constant, the above equatiûn can be re- 
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where k is the constant of integration. Now r is given by 

a sin tr - = sin [ p cos O - (ri + r COS O )  sin O], a 
. a r  

? 
\ (43) 

s ina- - -cosw[ps inO+ ( r ,  + r c o s o ) c o s 8 ] ,  a v 

with p hnving tlie value (47); it is evident that 1. is given by two quadra- 
tures. Thus by quadratures alone one finds a large group of A-surfaces. Of 
particular interest are those for which p, js zero, that  is the surface S, is of 
the parabolic type. W e  shall consider these a t  greater length. 

F o r  the salie of brevity we put 

T h e  rectangular coordinates of the surface are the11 of the form 

where r is given by (48). Tlie coefficients of the linear element of this siir- 
face are 

F r o m  these expressions one finds that the folluwiiig relation liolds 

2 0 + k -  ( p ,  + p z )  d' + pl pe  sin2 G = 0. (52) 

In  order to give an  intcrpretation to this equation, we  draw in the tan- 
gent plane to the surface S defined by (50),  and through the point of con- 
tact M the line which nlakes the angle rp with the tangent to the line of 
curvature v-const., where the angle rp has an interpretation to be given later. 
At LM we erect the normal plane to this line and in it take the line through N 
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134 E i s e n  h a  r t :  Surfaces Analogous 

where now t is given by two quadratures from 

. a t  sin a - = sin IL) Ica- e-a (Y: + 2 r ,  t cos o l  cos -9 - a 14 

- (ri f t COS o) sin 9 

. a t  
(57) 

sin u - = - cos w 1 ea - e - a  (1': 4- 2 ri t cos a) 1 sin 8 $ a v 

+ (ri + t cos U) cos 5 

One finds without difficulty tliat a solution of equations (30), in which c 
is zero, is giveii by 

(08) 

Hence a surface S ' ,  of the p~i.abolic type is defined by 

and simjlarly for y', and z',, where s is given by 

. a s  
a a = sin o [- e a (Y, s cos s + cos 6 - s cos a sin 0 

a s  s ina  =-cosw s i n s - + s c o s ~ c o s O  a v 

A comparison of the expres4ons (56) (59) shows that equations (50) 
may 'ne replaced hy 

provided Y is equal  to t + k s,  whicli condition is seen to be satisfied iii con- 
sequence of (57), (60) and (48). W e  have iiow the following theoreiri: 

The locus o f  the  point w h i c h  divides i n t e r m l l y  in constant  m t i o  the  
segment joi i l ing cor~.esponding points o n  the  tico szwfuces o f  t he  parabo7ic 
type S, and S' ,  is a sur face  o f  the elliptic t y p e ;  aizd zvhen t h e  d iv is ion  is 
e x t e r d  the locus i s  of the lryperbolic t ype .  
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Let  us consider an  A-surface of the parabolic type 9, with the spherical 
representation ( 2 5 ) ,  where 6 is ariy solution of equations (4J and such that p,  

is zero. Such a surface may be defilied by 

ri = - (pi cos w - y i  cos D sin w) X', - 

- (pi sin o + ri cosa cos w )  X', $ Y ,  sin o X ' ,  (61)  

and similar expressions fur y, and z , ,  where pi and v ,  are  any solutions of 
equations (46) after p, has  been put equal to zero. By means of the reln- 
tions (44) the expression (61) can be reduced to 

. . 
x ,  = ( p i  cos 8 -ri sin O )  Xi f .  (pi sin O + r, cos 8 )  1,. (62) 

From the form of this expression it is seen that the point Xi lies in the 
fundamental plane deterrriined by o. 

In  this fundamental plane we draw a circle of radius R and centre a t  
the point No ( r , ,  y,, 2,) which passes through LM, where the values of R and 
the coordinates of Mo will be deterrriined by suhsequent consideidions. We 
dcnote by 1 the projection of Mo 31, upon the line in the fundamental plane 
which passes througli the origin and rnakes the angle 5 with the direction 
v = const.; the 8 used in this connection is the function determining the 
spherieal represeiitation of SI. In consequence of ( 6 2 )  it follows tliat 

r,  -= [ ( p ;  4- 2) cos 8 - ( r ,  -+ ln) sm 81 X ,  + ) 
+ [(pi + 1 )  sin 19 + ( Y ,  + l n )  cos 81 X ,  (63) 

and siiuilarly-for y, and. x,. T h e  necessary and sufficient condition that  the 
above circle cuts a fixed sphere, witli centre at  the origin, in diametrically 
opposite points or orthogonally is 

. 

where k is positive in the former case and negative in the lat ter ;  further- 
niore, nhe re  k is zero the circle passes through the origin. Replacing 1 1 ,  
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in (63) by ea as formerly, we can put (64) in the form 

Now the coordinates of Mo are of the forni 

VT7e sliall subjeet these oircles to the fiirtlier limitation that  their axes 
foi-rn a normal corigruerice, and denote by T, y, x the coordinates on one of 
the orthogonal surfaces, which evidently a re  A-surfaces. The coordinates of 
this surface are 

where t is determined by the condition 

When the above values for Y,, y,, x ,  are  ~ubst i tuted i n  this equation, 
i t  is found that 

From our definition of t and 1. i t  is evident that  

t = sin o r .  (69) 

If me substitute the values for Y,, y,, x, and this value for t in (67) 
and compare the r e s d t  with the geiieral expression (9), we see that  

p + 1. cos o = r ,  $ ai. 

W e  introduce an auxiliary function fi, defined by 

p = T ,  + n, = 1. cos o + I I .  (7") 
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For this surface me have 

If these values for p, p and r he substituted i n  the first two of equa- 
tions (71, we are bi~ought to the equations 

a 72 a lL (ea COS 0 - ri sin 8) - - O,  ( ea  sin B + 1.1 cos 8) = O ; a a v 

from this it follows that tz is a constant. If we take 12 equal to zero, the 
expressions (67) are the same as (50). 

Suppose now that ?z is different from zero and consider the surface par- 
allel and at  the distance tz tan from the surface, for which p,  p and t have 
the values given by (69), (70) and (71) Denoting by v' the function r for 
this new surface we have 

and the coordinates can be got from (517) by replacing r by 1 . ' .  Hence the 
variation of the constant 12 gives only parallels of the surface (501, and as 
tliese are evidently surfaces of the saine type, we have shown that the A-sur- 
face of al1 three types, as defined by (50), can be got from an A-surface 
of the parabolic type in  the same way that BIANCHI has fourid his surfaces 
of al1 three types fïoni n surface of the parabolic type. 

If we iiitroduce the angle a in such a way that the line O Mo malies 
the angle a + û with the direction v = const. of the fundamental trihedron, i t  
is seen from ( 6 6 )  that 

1 
- ( eu - e-u (ri + 2 Y, cos G $ k) ) 

ri + r COS 6 2 sin a = 9 
N 

9 COS a = . 
N 

where 

Now equation (55) becomes 

r COS 5 sin ( a  + 6 - = - . 
N 

Annali di Matsinlcticn, Serie III, tomo XII. 
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Hence to construct the angle rp we draw through O and within the 
angle + 6 a line upori which we take a segment of such length that it 
and a segment of length r cos are the sides of a right-angled triangle whose 
hypothenuse is O Mo. Then rp is the angle whicli the former segment nlakes 
with the initial line v = const. 

As we have pointed out before (*), it follows from the expressions (39) 
for A and u that for al1 of the A-surfaces Si, o'ntained from a given A-sur- 
face S by means of the generalized BACKLUND transformations of the sniiie 
angle O, the points of coritsct corresponding to a point M of S lie in a circle 
whose axis is normal to S at  M. Hence the circles cut the surfaces S, uricler 
the constant angle u. Wheii G is a right angle these circles form a cyclic 
system; and cyalic systems of this kiiid are the only ones for which the as- 
sociated cyclic congruence is normal (**). 

BIANCHI has estahlished the following theorem (***) : 
Avzong the  cyclic colzgruemes with a conzmon spherical 1.epesetztation 

o f  their  deuelopables there are  an  itzfitzity W ~ O S S  ussociuted c i ~ c l e s  p a s  t h ~ o z q h  
a $fi:ced poifzt. 

We shall determine the normal cyclic congruences whose circles have 
this property and for convenience we take the origin for the fixid point. I f  w 

determines the representation of these congruences, then al1 these congruences 
are  known when we have found al1 the surfaces with this representation of 
their lines of curvature, that is, when we have solved completely equations (10). 

Suppose that we have such a surface; from (11) it is seen that the 
transformation functions 1 and p. have the values 

(*) Amer. Joum., 1. c., p. 152. 
(**) BIANCHI, Lezioni, pag. 333. 

(***) Tb., p. 3?5. 
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As al1 of the circles a re  to pass through the origin, it must be looked 
upon as a degenerate transform and the circle must lie in the fundnmental 
plane; consequently p must be equal to -Y, so that  p must be a solution 
of the equation, 

a P cos 6 sin w - 4- sin 8 cos <a !-! = 0. a  zc a u  
This equation is satisfied when p is a constant, Say c. From (72) we  

have that À is equal to - p ,  so that if we denote by M I  the point on the 
transform corresponding to d l  on the given surface, the projection of O Mi 
on the axes of the fundamental trihedron are  

p  (cos 8 - cos 6,) - c sin 8, p (sin 8 - sin O,)  + c cos O, 0, 

where 8, denotes the angle of the transformation. In  order that the circles 
may pass through the origin there must be a value for 8,  such that these 
projections an  always zero. If we put them equal to zero and elemente p ,  
we get 

c [COS ( e  6,) -- il  = O,  

from which i t  follows that  c is zero. Hence the surface of B i s ~ c n i  of the par- 
nbolic type (14) is the only surface furnishing a solution when p is con~tant .  

I n  consequence of (17) the above equation can be give the form 

aP a p  a P a L o ,  
- - y  

a u  a z c  a z d  F i -  

so that when p is not a constant it is a function of p, s sy  

P - Y ( f i ) .  

We have seen that p must satisfy equation (24) and also that is a 
particular solution of this equation ; hence we must have 

so that 

where c,  and c, are constants. From the form of equations (23) it is seen 
that by changing c, we get a hotnothetic system, and consequently these is no 
lose of generality, if we take 
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When this value is substituted in (23), we get 

From (72) it follows that  

As  in the preceding case, we determine the condition that tliere m a y  
exist a function 8, so that  projections of O M ,  mRy be zero; this gives the 
equations 

1 1 
- e e ( c o s 8 - ~ 0 ~ 8 , ) -  e - " ( , Y +  2 / 3 c  + k)(cos4 -1 cos8,) + 
2 2 

+ ( f i  + c )  sin 0 - 0, 

1 
- ea (sin 8 - sin Qi) - - e-a 
2 

l i ~ ? + 2 p e + I r ) i s i n O + s i n O , ) -  
2 

- ( f i  $- C )  COS 9 = 0, 
which may be replaced by 

1 
P t e ,  ~ { e ~ - e - ~ ( p 2 $  2 $ c  f k ) ]  

s i  (O - O ,  cos ( 9  - 8,) - 
1 

- ( e x +  e - a ( p 2 f - 2 p c  + k)] 
2 

For  the sum of the squares of these two functions to be equal to unity 
i t  is necessary that  k he equal to c z ;  then 

Wlien c is taken equal to zero, this gives the surface of BIANCHI of the 
pnrabolic type (27). From (25") and (27) it is seen that for values of c differ- 
ent from zero, the surface determined by this value of p is the surface of 
BIANCIH of the pitrabolic type derived froni the surface parallel to  the one 
giveii by (25") and a t  the distance c from it. We have theri the theorem:  

Giverz the spherical representatiolz o f  the d e v c l o p b l e s  o f  a no~wzal cyclic 
congmetzce; the infitzity o f  cyclic congvztetzces îo i t l~  this  wpwsent tr t ion of their  
developables a d  f o ~  zohicl~ al1 o f  the ussociuted c i d e s  y s s  t h ~ o u g l t  rr Jixed 
point a?*e cowposed o f  the  ?zornzals to szirfaces o f  BIANCHI o f  the par~lbol ic  
t ype  zoliose Eines o f  curvc~tzwe have the givefz sphet.icul veyrese~ttutioiz. 
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T h e  coordinates of a n  A-surface SI with the spherical representation of 
its lines of curvature determined by a solution 8, of equations (4) are  of the 
form 

2, =[-pl cos w $. ( p l  -1 1.1 cos 5 )  sin w] X', - 

- [pi sin o f (p i  $ Y, COB o) COS w] X + r i  sin O X , 

where pi, pl and r ,  are  solutions of equations (46) in which 5 has the par- 
ticular value e, . B y  means of relations of the form (44) the above expres- 
sion can be reduced to the form 

xI = [pi cos O, - ( p i  cos G + Y,) sin 6,] _Yi + 
) 173) + [pi sin 8, + ( p l  cos CJ + I. ,)  cos 5 , ]  X ,  -+ pl  sin 5 'i: 

From this i t  is seen that when p l  is zero the points of the surface S, 
lie in the fundamental plane of the corresponding position of the trihedron 
determined by W. But we fouiid in considering equations (7) that when p is 
zero, the corresponding surface is of the pnrabolic type. Hence we have the 
theoreiii : 

T h e  A - s w f a c e s  toith the  s ~ h e ~ i c a l  t.epesentatiotz o f  ticeii. litles o f  czwv- 
atzwe determined by  alzy solutiotz o f  equations ( 4 )  a d  whose points lie i~2 
the cowespotzding positiotzs of  the  fundavzental plane d e t e m i u e d  by w are  
s w f a c e s  o f  the  pwabol i c  type. 

W e  have seen that the A-surfaces of the parabolic type (32) are  trans- 
fi,rmed by ineans of the  generalized B~CKLUND transformation into the sur- 
faces defined by 141) T h e  latter surfaces a re  of the class just considered and 
consequently are of tlie p a r a b o h  type, as we showed before in considering 
tliem in particular. From the result obtained a t  the end of § 5 arid the fact 
just noted, namely thnt pl is zero for these transforms, it follows that tlie line 
dïawn through JI, arid upon which the centre of the sphere lies is the line 
nlong which the distance Y, is measured, wlien tlie surface is considered a s  
obtained from tlie fundamcrita1 triliedron determined by 6 , .  Hence the R i c a ~ u m  
transforrn of an  A-surface of tlie parabolic type (32) is n surfacc of the par- 
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a b o l i ~  type and  the  associated spheres for the two surfaces 
in the same rnanner. 

a re  constructed 

A comparison of (41)  and (73) in which pi is zero gives the following 
values for the p ,  and q,  determining the siirface (41) : 

p = p  [ c 0 s ( 6 - 9 ~ ) - 1 ]   cosasi as in (O-O,), , 
Y, = p  sin (8 - 6,)  + 1. cos 0 [cos (6 - 8,) - 11. \ (74) 

T h e  results of $ 5 suggest a transformation which changes any  A- 
surface S into an  A-surface S' with the same spherical representation of its 
lines of curvature. Le t  x, y, a denote the coordinates of S; we denote by Sr 
the surface vhose coordinates a re  of the form 

x' = x + ( p  COS 8 - r cos D sin 6) X ,  + ) 
+ ( p  sin 0 + Y cos a cos 8) X, + 1 .  sin o X, (75) 

wliere p and 1. are ariy solutions of equations (30) in which c has the  value 
zero. The coefficients of the linear element of this surface a re  

pcosw-rs inw p s i n o  + rcosw A f = A -  7 C 1 = C -  sin G sin 6 (7'3) 

F o r  convenierice we shall refer to the above transformation as the pa- 
rallel transformatiotz. 

Denote by ?,' and the BACKLUND transformation functions for the  sur- 
face S analogous to the functions 1, p for S. From (39) it fullows that  

a relation which is evidently independent of the angle 5 determining the 
BACKLUND transformation. Wc effect upon S a BACHLUND transforination of 
:ingle fi,, whicli is a solution of equations (4) other than the function 8 ap- 
pearing in equation (75\; the coordinates of the new siii,f;ice S', may be re- 
rliiced by means of (77) to the form 

x', = x + i (COS Q i  Xi + sin 8, X,)  - 

- y COS (sin 6, X ,  - cos 8 ,  XI) + p sin G X + I 
(78) + [ p  (cos 6 - cos 0 , )  - 9. cos a (siil 6 - sin hl)] X', + \ + [ p  (fiin 5 - sin 6,) + Y cos u (cos 8 - cos O , ) ]  X I .  
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to thcl Surfaces of  B i a w h i .  143 

This expression 
by effecting upoii S 

reveals the fact thnt the surface S ,  can be obtaiiied also 
the generalized BACKILJND transformation of angle 8 ,  and 

tlien by applying to its transform SI the parallel transformation of angle o: + i: 
a n d  the values (74) of p ,  and Y,. Hence we have the theoreni: 

T h e  sz~ccessive apylicativn of  a paralle1 t m n s f o w n a t i o n  of  atzg7e 8 c d  
a BACKLUND t r u n s f o ~ ~ m a t i o ) ~  o f  angle e, i s  eprivalent to n RACKLUND t~arzs for -  
niatio~z o f  the same angle am! a paralle1 t r a t t s f o m a t i o n  o f  astgle o + ;r. 

When in particular 8, and 8 are equal, the expressions for the coordi- 
iiates of surfaces S', are  independent of p aiid Y ,  so that  we  have theorein: 

A l l  the purallel t rans forms  of  a s w f a c e  f o r  u;l~ich the tYaszsfo?xzation i s  
cletermined b y  a certain afigle e are t rumformed  ifzto the sanze s w f a c e  b y  
the getzerulized BACIILUND t ransfo~mutiorz  o f  the scme angle. 

By geometrical considerations one sees that this result is an  evident con- 
sequence of the respective transformations. 

In  closing we state the following theorem which follows immediately fi.oni 
the form of equatioris (7 J :  

T h e  siecessnry a d  suficietzt condition that  two A-stwfaces roith the swize 
sphelical representation of their lines of czcrvutut.e ulve dètemirzed by the 
sanie fîuzctions p nrid 0 i s  that  the one i s  a p a d l e l  t t a n s f o r ~ ~ z  o f  the o f l ~ e j -  
b y  meuns o f  th is  function 8. 

Princeton University, May, 1003. 
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Sur les équations indéterminées 
xA + yA - c xA. 

( T r o i s i è m e  Note )  (*). 

(Par M. EDMOND MAILLET, 6 Roiwy-lu-Reine.) 

INTRODUCTION. 

J e  me propose ici : 
1. de compléter un certain nombre de résultats obtenus par  moi an& 

rieurement sur  l'impossibil~té en nombres entiers réels différents de O des 
équations intléterminéeç xA + y'. = 1.p z' ( A  premier iiori exceptionnel, r pre- 
mier, 1 < p  < ;.\, en indiquant des catégories étendues de  valeurs de ?- et !J. 

pour lesquelles i l  y n une infinité de valeurs de 1. doriiiant lieu à cette im- 
possibilité : 

II. de démontrer l'impossibilité en nombres entiers rdels =:=O des équa- 
tions indéterminées de la forme 

pour une série de ~ R l e u r s  de a e t  b qui ont toujours en commun un fac- 
teur > 2. Parmi  les résultats obtenus, je mentionnerai particulièrerrient les 
suivants : 

(*) C'est la suite de deux Notes antérieures parues, l'une dans les Métn. de Z'Assoc. 
fi-nnç. pou)- l'avant. des sciences, Congrès de S.t Etieizne, 1897, p. 156, l'autre dans les 
Acta dfdh., 1900, p. 247. Sa lecture exige au minimum la connaissance, par exeinl~lc, 
d'un _11éinoire de I < u . \ I ~ R  (J. de Math., 185l), de la Zohle~ztlzeorie de DUichlet et Dede/iir~tl 
(ilon cornpriv la fin de la tliéorie des idéaux), de die Lehre von del- fieislhei1z~n.u de 
BACHMANN, et, bien entendu, de mes deux Notes précités. 

AnnaEi di Matematica, Serie I I I ,  tomo XII. 10 
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146 M a i  11 e t :  Szrr les équutions i?~déterminées 

L'équation indéterminée 

est impossible en nombres entiers réels différents de O : 
1." quand a est divisible par 4 ; 
2.' quand a est pair et divisible pa.r un nombre le' 4 k + 3 ; 
3.' quand 2 < a  r 100, a n'étant aucun des nombres 37, 59, 67 

6 1  74 ; 
4.' quand a n'a aucun diviseur premier > 17 (*). Les r6sultats 1." 

et  2." subsistent pour ( e )  quand b = b' a, avec b' premier à a. 
On peut donc en conclure que, vraisenzblablement, l'équation (E) ci-dessus 

est impossible en ~zombras entiers réels =:=O quand a > 2  (probablement aussi ( e )  
qiiand b = 2 u > 6 ou b = 3 a > 9). C'cst une propriété analogue à. celle 
qu'exprime le dernier théorème de FERMAT (xa $ yu  =:= za), non encore com- 
plètement démontré, malgré les efforts de nombreux géomètres. 

l."e PARTIE. 

J'ai établi antérieurement (**) le théorème suivant: 
Théorème 1. V d q u a t i o n  indéterminée 

(*) On trouvera un résumé plus détaillé des cas  d'impossibilité dans mes corninuni- 
cations du 8 Mai 1905 à 1'Acad. des Sciences de Par i s  (Comptes rendus) e t  du 1 s  Mai l'JO5 
à l'Académie des Sciences, Inscription e t  Belles-Lettres de Toulouse (Mémoires, 1002). 

Dans ce qu i  suit, j'appelle, d'aprhs KUMMER (J. de Mall., 1851, t. 16) nombre premier 
non e.xceptionne1 (régulier dans la  terminologie de M. HILBERT, Die Tlzeorie der alge- 
braischen ZahlkGrper, Jahresbericlzt der Deutsch. Math. Vei-eimgzcng, 4.ème vol., 189 1-1593, 
Berlin, Q. REIMER, 1897, p. 439) tout  nombre 1"' 1 5  5 qui ne divise le numérateur  d'aucun 

1-3 
des - 

2 
premiers n o m l m s  de BERNOULLI. D'nprbs KUMMER, tout  nombre premier  s 5 

e t  -L 100 au t re  que 37, 59 ou 67 es t  non exceptionnel. 
("") Acta i%falh., 1000, p. 235, tliéordme [II. 
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(1. le'" non exceptionnel au sens de KUMMER et > 3, r ,  premier, p < 1) est 
impossible en ~zomh'res entiers d e  2s : 

1.0 q r i m d  1.; - - 1 $ c ,  i. (mod i2), ci étant uu au moins des noulbres 
1 ,  2 , .  . . , i. - 1, qui  dépend de 7. ; 

2 qtm~zd 1, = 5, 7 021 17, et 1.:' 4 (vrod iZ)  ; 

4.0 quand 1 = 13 et r: - 1 7  ( n i o d ~ ' )  . 
Qiiand p. = 1, on sait qu'il y a une infinité de valeurs de ri auxquelles 

ce théorème est applicable; mais peut-on affirmer la même chose quand 
p > 1 ? De ce qui suit résultera que l'on peut très-souvent répondre affirma- 
tivement; il en est ainsi, par  exemple, dans ' le  cas du  ler alinéa du théo- 
rème 1 quand p est impair, quel que soit 1, (non exceptionnel et > 3). 

II. 

J e  vais ni7appuÿer sur le. lemme suivant: 
Lemme 1. La eoizdition nécessaire et sufisnute polir qzte ln prop.ession 

arithmétiyue a x + b (a, b premiers entre eux) renfernze utze iflfinité de  puis- 
sances $lnes  (p> 1)  de nombres prenziet-s est que b so i t  un résidu de puis- 
same pènie (mod a ) .  

Ce lemme a-t-il 6té h o n c é ?  Je  pense que non. saris pouvoir le certifier. 
Mais sa  démonstration est assez facile, et j'en ai besoin pour ce qui suit. 

011 sait que la progression arithmétique a , x  + b, (a , ,  b, premiers entre 
eux) renferme une infinité de iiombres premiers: cette proposition, que LE- 
QENDRE a essayé en  vain de démontrer, a été établie en génbral, quels que 
soient a e t  b, par LEJEUNE-DIRICHLET (*). Soit donc un nombre premier 

p i=a ix  + b,; 

yf = (ai x + b , ) ~  =: hf + a,  X. 

(*) DIRICHLET-DEDEKIND, Vorlesunqen Über Zahlentheorie, 3.hme édit., 2.te Abtheilung, 
Braunschweig (Brunswick), F. Vicweg, 1881, p. 342. Voir encore DIRICHLET, Berlin. Ab- 
handl., 1837, p. 4 3 ;  Oeuwes, t. 1, p. 313. 
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145 M a  il l e t  : Sur les dquutz'ons indite'te,vniîrées 

Soit b, le plus petit résidu de b l  (mod a , ) :  py est contenu dans la  pro- 
gression arithmétique b, + a, X, . Toutes les puissances pèmes des nombres l e r 3  

de la  progression a, x -+ b sont contenues dans la mème progression b ,  f a, X,. 
Donc la condition énoncée R U  lemme 1 est nécessaire. 

Inversement, si b, est un résidu de  puissance ! J - ~ ~ ~  (niod a,), on peut 
trouver 6,  tel que bf" = b, (mod a , )  : tout nombre premier de la forme a, x $ O, 
a sa  puissance ,uPm"e la forme a ,  X + b; = a ,  XI + b,, et 1st progression 
u, Xz :,f b, contient une infinité de puissances pètne"O nombres 1."" 

R e n z a q u e  1. Ce qui précède donne même un moyen d'avoir, d'api-ès les 
résultats coniius pour le nombre des nombres premiers inférieurs à N con- 
tenus dans la progression arithmétiqne a ' ~  + b' (a ' ,  b' premiers entre eux), 
une limite inférieure ou une valeur asymptotique du nombre des nonibres p p  

( p  premier) contenus dans une progression arithmétique u z + 6. 
Les  puissances pème8 des nombres premiers, avec pl" < N,  de la  progres- 

sion a, X + b, sont tels que p, appartient à une des progressions a, x + O , ,  
1 - 

a r e c  p, < N "  ; e t  réciproquement. L e  nonihre des progressions u, x + b, telles 
que les puissctnces phmes de leurs nombres premiers soient de la forme 
u, Y +  b, est alors 6gal ail nombre v des solutions de b4 - b, (mod a,) ,  
nombre que l'on sait calculer ; par exemple (*), soit a, = 2.P e t  A premier 
impair, J le p. g. c. d. de p e t  (1 - 1) ).P - I :  on n v = 3. Chacune de ces 
progressioiis a d'ailleurs asymptotiquement (*+), c. à d. pour N suffisamment 
grand, 

1 

m N u  
( 1  j- E ) ,  (tn constante convenable indépendante de b,) 

nombres premiers inférieurs à 
1 

N". Donc a, X + b, (a,  le' à b,'i renferme 

log N P  

(*) SBRRET, ,4ly?6,-e supérieure, t. I I ,  5.ème édit ion,  Paris, 1883, p. Sa. 
(**) DE LA VALLÉIS-POUSSIN, Aîmt. de ln Soc. Scient. de Bruxelles,  t. X X ,  2.ème par- 

tie, 1806, p. 85 d u  Méinoire; HADA~IARD,  Bull. soc, Math., 1896, p. 215-219; E ,  E ,  ont pour  
liinites O quand iV croît indéfiniment. 
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puissances pè lncs  de noiribres premiers inférieures à A', B l a  coiidition néces- 
wi re  et suffisante que b, soit résidu de puissances pèmc (mod a,). 

Remarque II. - Quand a ,  = ?.p 0;. premier), la condition liécessaire e t  
sufisarite pour que b, premier à h soit résidu dc puissance ~ . ~ ~ e  (mod a,)  est 
que b, = b i  (niod h p ) ,  ct, si cl  est le p. g. c. d. de p e t  ; p  ' ( h  - 1), 

%p-'(L - 1) 

b J  
a-- = 1 jmod @) Lorsque p ,  e t  par suite 8, sont premiers à )., 

As-' %-1 - 
d 

0, - 1 (rnod i ~ )  
entraîne 

1-1 - 
<I O, = 1 (mod i.), 

et inversement. P a r  conséquent: 
La condition ndcessait.~ et sufisante pour que la progression arithmétiyzte 

).P x + 6 ( b  1 er h I L ,  i premier impair, p 2 1 j 7.enferme une infinité de puis- 
salzces Iè'nes (p p~ernier à ?.) de t ~ o t n b ~ e s  prernie~.s est que b soit résidu de 
pissanre pème (md A j. 

Qiiaritl p est premier B A 0, - l), ; = 1 ; donc : 
Toute progression a~ithvzé' t i~ue j.P z + b ( b  l e r  à j . ,  I ler impair., 

p + 1 )  conlient ut2e infinite de puissataces ,uèm"" de noiubr-es praern,iers, pou?'u~6 
que p. soit p~emier  à 1 ( A  -- 1). 

J e  considére d'abord la progression arithmétique - 1 + ci ii + ihe z ( A  
premier impair\, où c i  est un  quelconque des nombres O ,  1,  2 , .  .. , A - 1 ,  
et je cherche ]a condition nécessaire e t  suffisante pour qu'elle renferme une 
infinité de puissances ,uème"e nombres premiers, avec p premier à A. Soit 5 
le p. g. c. d. de p et h - 1, e t  p = p, 8, il faut e t  i l  suffit 

2-1 - 
d 

(- 1 = 1 (mod  A), 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



150 M a i  1 le t :  Sw. les Éyuations ifidétcorminées 

A -- 1 
alors p i  est impair, puisqu'il est premier à -- 8 = 2  y. Donc: 

La condition nécessaire e t  suffisante pour que la progression arithmétique 
7.' x + ci 1, - 1 ,  o ù  est le' impair et c, un quelconque des nombres O, 1, 
2,.  .., i - 1, renferme une infinité de puiss-ances pèmea de  nombres premiers 
(,u premier à 1.). est que A soit de la forme 1 + 2 cC y, 6 étant le plus grand 

r. cornmiin diviseur de p e t  h - 1 - est impair.  6 
Ainsi, quand p = 2, il faut et il suffit Z = 4 y $ 1. Quand !I. = 2!z p', 

(p' impair), il  faut et i l  sufiit d = 9 d', A - 1 = 2n+i d' y' ; soit 1 un nombre 
premier quelconque de la forme 1 + 2"t1z: ori peut toujours, si d" est le 
p. g. c. d. de e e t  [J.', le mettre sous la forme 1 f 2n+i d" z', où 2n à" est 
le p. g. c. d. de  p e t  A -- 1; la  condition énoncée pllis haut  est alors tou- 
jours remplie. Dès lors : 

Lemme II. Soit A un nombre premier impair, c, un quelconque des fiom- 
bres 0 ,  1 , 2 , . . . , h - 1 choisi arbitrnkremetzt, p = 2% ,A' (p'  impair) un nombre 
prernier à 1.. La condition néce,waire et suffisntzte pour que la progression 
arithmétique A* x f ci A - 1 renferme ztne infinité de pzlissclnces pèmes de nonz- 
bves pverniws est que i, soit de la forme 1 + Zn+ y, ce qui a tozljows lieu 
pour n = O ,  c. h. d. ,U impair. 

D'après cela, le l e p  alinéa d u  théorèrne I s'applique pour une inJinit8 
de valeurs de r p  : 

1.0 quand p impa i r  < h ;  
2.0 quand p = 2 (:J.' impair, p. < A ) ,  i. = 4 h + 1 ; 
3.0 quand :J = 4 il.', (p'  impair, p < A) ,  1. = 8 h f 1 ; e tc . ,  1 étant un 

nombre ler non excepfionnel, en prticulier s i  2 r 100 est =1=37, 59 ou 67 
et 5 5. 

IV. 

Je passe a u  Z21ne alinéa du théorème 1. 
Soit 1% = 5, 7 ou 17, 1.f 4 (mod L2), 8 le p. g. c.  d. de p. e t  1, - 1, 

Lq =,IL' 8 : il faut et il suffit, d'après le lemme 1 et l a  remarque TI, pour que 
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la progression arithmétique 4 + i.e n: renferme une irifiiiité de puissances p.+mea 

de nombres premiers (p lei à 2 \ ,  que 4 soit résidu de puissance ,uèmC (mod 16!. 
11 f m t  donc 

2-1 - 
0' 

4 r l  (modi.). 

et  cette condition est suffismte. 
4 4 
9- S 

Quand A = 5, 4 r 1 - (- 1 t (mod 5), d' = 1 O U  2, p = p' d et im- 
pair, par  suite p =p' oii 2 p' ; pour p < 5, p = 1, 2 ou 3. 

1 G  - 
d 16 

Quand h = 1 7 , 4  ~1 (rnod17), - 2 4 ,  d = 1 ,  2 ou 4, ~ = ~ ' d  etp' 8 
impair;  pour p < 17,  p est un des nombres 1' à 1 5  sauf 8. 

R 

<Y- 6 
Quand 1 = 7, 4 9 1 (mod 7) ,  d = 1 ou 2, p =pl 8, et p' l.er à - ; 6 

pour p <  7, p=1, 2, 4 ou 5. 
En  résumé, le 2."lfe alinéu du théorème I s'uppliqzie à une infinité de 

puissances rèn"s d'un nonzbre premier : 
1 . O  quand h = 5, pouw p. = 1, 2 ou 3 ; 
2.0 qziund i, = 7, pour p = 1, 2, 4 ou 5 ; 
3.0 qzlami 1. = 17, pour p = un des ~zon~bres 1 à 15 sauf 8. 

J e  m'occupe maintenant du Pm alinéa du  théorème 1. 
- 2  

Soient i = 11,  E 5 (mod 11 ), 8 le p. g. o. d. de p. ( le '  à 11) e t  
1 - 1 - 10, p = !pi J. Pour que la progression arithmktique 5 + à x2 ren- 
ferme une infinité cle p i s sances  phntB de noinbres premiers, i l  faut e t  il suffit 
que 5 soit 14sidu de puissance (mod. i .), c. H d. 

10 
h - 

5 = i (mod 11), 

1 O 
d = 1 ou 2, p.=p' d, avec, p' le' à -; quand < 11 et  $ =  1, p - 1, 3, 8 
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152 Ma i l  l e t :  Sz4r les équations indc'terminées 

7, ou 9 quand p < I l  et d = 2, p = 2, 4, 6 ou 8: est un des nombres 
1 à 9, sauf 5. 

10 
,Y- Le cas de Y: - 47 [mod. 11') conduit & 3- - 1 (rnod I I)  et donne les 

mêmes valeurs de p. 
Le 3 è m e  alinéa du tl~e'orèluze I s'appliyue à une in jn i t é  de puissances phmes 

de n.ombres 1"'" qzmîd :J. est î i ia  des nombves 1 à 9 autre que 5. 

VI. 

J e  passe enfin au 4ème alinéa. 

Soient i = 1 3 ,  Y<-17 (rnod fi2), d le p. g. c. d de p e t  1- 1 = 1 2 ,  

p = k on est conduit à la condition nCicessaire et suffisaiite 

12 12 
7 1 r G 4 r 1 (mod 13), 

pour que la  progression arithmétique 17 + i.' x contienne une infinité de puis- 
sances p h e s  de ilombres premiers. 011 a, pour < )., 3 = 1 ou 2, ;J. = 1, 2, 5, 
7, J O  ou 11. 

Le 4"n"aiinka du théorème I s'applique à une inJinite' de puissances 
Fèl"es de nombres pi-enziers quand p est 2412 des nombres premiers 1, 2, 5, 7, 
10 ou 11. 

2.èmc PARTIE. 

Lemme I I I .  Soit E une unité complere formée avec une racine ipnle {mu- 
ginail-e r. de l ' ? m U  (). = 3 ou 1. non exception~zel). Si E = Ic nzod (1 - E)"W i ) ,  

'"8 

ozi lc et nz soizt cles e~ztiers réels, on aîwa E = E,: , c m  é t a f ~ t  utje t lnifc' CO?]?- 
. ". 

ptexe; w'ciproqzremnt, si E = €1 , O I Z  a E G k mod.  (1 - a;nl('. 1). 
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En effet, pour m= 1, le résultat est vrai, d'aprés KUNMER(*); j 'admets 
qu'il le soit pour m = i - 1 r 1 ,  et je vais niontrei- qu'il est vrai pour In = i. 
Donc, si E- Ir: mod (1 - a,('-i)(" -') I 

Tout  nombre complexe If non idéal est de la forme 

N =  A,  + 4 ,  cc + . . f d l - 2  r l - I - 2 ;  

je pose 
y=1-cc, a=1-  Y 7 

si 8, est le' à 1, autrement dit si N =, O (inod y), je dis que l'on peut choi- 
sir l'entier 1 de façon que 

a1 fl G Bo (mod f ) ,  (2) 
autrement dit  de façon que B, G O  (mod X); quand cette congruence sera 
satisfaitt?,.je dirai, avec M. HILBERT (**), que crz N est semi-p~imaive. Un nombre 
complexe semi-primaire est ainsi un  nombre premier à y et congru (mod Y')  
A un nombre nori complexe. 

E n  effet, 

U ~ N = ( ~ - ~ ) ~ ( B ~ + B , ~  f - 6 . )  = B o + y ( B , - 1 B , ) + y ? C , + - . . ,  

et je puis prendre t de façon que 

BI - 1 Bo = O (mod A). 

J e  clioisis alors E de façon que == a z  E i - ,  soit semi-primaire (***\, ce 
qui est possible puisqu'une unité complexe, dont la norme est 1, ne peut être 
divisible par  y ,  dont la. norme est A. 

D'après (1) 

puisqu'on suppose E = k (mod 4)). 

(*) J. de Math., 1831, p. 487; à l'avant-dernière ligne de l'énoncé de KUAIMER il faut 
lire a nombre non complexe P a u  lieu de << nombre complexe ». 

Quand X =3,  6 = k (mod 3) entraîne E = f 1, comme on le vérifie de suite (voi r  Bacir- 
IIAXN, Die Lehre von der Kreistheiluny, p. 186). 

(**) Loc. cit., y. 368. 
y'%*) Cette condition n'est pas indispensable. 

AmaZi di Malenzatica, Serie  III, t. XII. 20 
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Soit Cj le premier des coëfficients rdels C2,. . . , Cl ., qui soit 1: O (mod h),  
au cas où il y en aurai t  lin: on a j r i - 2, et, puisque 1. est divisible 
par  ?I-j, 

~ f - l  + hi - ,  BF-I (0, y + f Ci-, + .-, k (mon 

avec w e t  hi-i - o =:= 0, est toujours divisible par i i -1,  e t  l a  plus petite puis- 
sance de 7 qui divise 

j é t a ~ ~ t  5 À - 2. D'abord 

B$-'- k est un nombre réel de la  fornie 

avec ao, a , ,  . . , a,. . . . positifs et < h ,  ce qui exige a,, a,, .. ., a,, . . . nuls 
tarit que n <i ;  par  suite, B:-'- k est divisible par  7%' ou par  - L a  
congruence (4) montre ~101- s  que A i - i  Cj.yj est divisible par y j + l + ( i - l ) ( A - i ) ,  c. à d. Cj 
divisible par y ;  Cj,  étarit réel, serait divisible par i., contrairement h l'liy- 
pothèse. 

I l  en résulte que, dans (3), Ci,. . . , CI-, sont divisibles par I ,  B ' ~ . - ~  = Bo 
(mod ?), et, d'aprés KUMMER, cli- est la  puissance Xéme exacte d'une unité com- 
plexe c i  (ce qui a encore lieu pour h =3) .  D'après (l), 

Réciproquement, si E est de  cette forme, en mettant e i  sous la forme N 
on voit que E est congru B un nombre entier non complexe (niod Ai) ou 
(mod y(L-l)i), e t  même (mod yl+i('i- ')). 

c. q. f. d. 
Lemme IV. Lu forme 18 + di ( i ) O ,  1 p y e ~ i e r  impair), 02 u et v sont 
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xa + y'. = c x i .  165 

des n,ombres d e Z s  oii complexes véritables (*) prei~ziers entre ezrx et à A formés 
avec une racitze A$l"Girnagitaait-e a de l'urzité, ne peut être divisible yaî.  y -- 1 - a 

que s i  elle l'est par f+ i ( l - l ) ,  1. pouvant être e x c e p t i o n d  ozc non. Si même zb 

et v s m t  réels, cette forme n'est divisible p a r  y que si elle l'est par y(i+ 
En effet, on a 

l'un des facteurs du 2 & m e  membre est divisible par y;  

ont leur p. g. c. d. qui divise (UV-as) vLi ' et  (a"-as)  uai-l, par suite 1 - a = y 

(Y nul ou non);uPi1+ arvPi-' est donc divisible par yquelquesoit 1 . ~ 0 ,  1, ..., 1.- 1, 
puisqu'il l'est pour une valeur de 1.. D'ailleurs (az u)l =ua, (az' v))' =va;  on 
pourra donc encore supposer 

où a et b sont des entiers non complexes, Q, R des entiers complexes, c.  à d .  u, 

v semi-primaires. Alors 
& -' + v p i  = -0  (mod y). 

Quand i =  1,  

u + v = a + 6 + y 2 ( & +  R ) = O  (mod y), 

d'où u + b r 0  (mod y )  et a +  b=O (mod A); 

il en résulte zc + v - O (mod y", 

ua + va = O (mod ; 
le théorème est vrai pour i =  1. 

J'admets qu'il le soit pour rn = 1, 2 ,... , i - 1. On a 

et puisque uad-'+ ar d-' est divisible par y, 

La démonstration eat presque la même quand u et v sont réels; alors 
u + v = 0 (mod. o. q. f.  d. 

(*) C. à d. non  idéaux, au sens de Ku.\r.\r~n. 
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VIII. 

Ces lemmes III et IV permettent de généraliser un résultat que j'ai ob- 
tenu antérieurement (*) : 

Thkorènie II. Soit A un nombre premier non exceptionnel: l'équation 

est i?liposs.lOle en ,zombres entiers =I= O rbels 024 conzplexes u ,  v, to (u,  v n'étunt 
pus idéuux) lers entre eux 2 à 2 et à A, et fornzëk avec wze ~acine l,èl"e ima- 
ginaire a de l'urzifé, E (a) étant zrne unité colnplere, et A un nombre entier 
complexe let" à X 'et égal à 1 ou de lu forme q:. . . qp, oh q ,  ,.. ., q, sont des 
fadeurs premiers différents, idéaux ou non, mec p 5 1. - 3. 

Si en pwticzdier i 3 1 - 1, (5) est impossible quel que soit p X - fi > 0. 
Ce t l~éod t~e .  reste v m i  pour h = 3, A = 1. 
J'ai établi ailleurs ce résultat pour i= 1; grâce aux deux lemmes pré- 

cédents, le même méthode rAussit pour i >  1. On peut toujours supposer u, 
v semi-primaires. 

D'après le lemme IV, ,U h - P  étant > O ,  il faut supposer 

On a ici pour 2 valeurs au moins r ,  s différentes de 0, puisque p r A - 3 (**), 

(*) Acta Math., loc. cit., p. 348 (cas où i =  1). 
(*%) Soit encore h = 3, A = 24; les nombres complexes sont ici formés avec une ra- 

cine cubique imaginaire de l'unité, e t  ",este premier (c. à, d. es t  indécomposable en 
facteurs complexes). L e s  mômes raisonnements sont encore applicables à moins que l'on 
ait, au lieu de (7) e t  (S), 

3i-l 3i 
u + ar .si-' = y e, ?f t, , 
U3i-4 + C<S 2j3i - ' 3; 

'= Y es t ,  , (7 bis) 

lt$-l + f3;- 1 3f~-l)-p+1 E I  t1;r3i ,  
='r 
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oh a, e, sont des unités complexes, t?, t j i  des puissances Aièmcs exactes non 
idéales, puisque les 2 premiers membres de (7) ont le p. g. c. d. y ;  'A n'étant 
pas exceptionnel, f i ,  tî<-',. . . , t!, t ,  existent (c. à d. ne sont pas idbaux); 
de même t,  existe, car h n'est pas exceptionnel. 

d'où 

où E e t  El sont des  unités coinplexes. 
On a p S O ;  si  $ 2  - i > O, p = i ou i - 1, i 6 3, (13) doit encore avoir lieu, e t  E  CS^ 

In puissance 3ième d'uiie unité complexe; l'on es t  r:mené l'éqi~ation 

d'après (13). J e  puis encore admettre, u, e t  vl é tant  premiers à y, que 

avec O, R entiers  complexes, c,, do entiers non complexes égaux à 1 ou 2, C. d. que 
u, et  v, sont semi-primaires (p. 9). C)n en conclut: 

(S entier complexe),. ou 

2 f  c y - / - d f ~  O (mod O), 

dès que p = O  ou dès que i % 2. O r  cy, d r  sont (rnod 9) d'une des formes 1 ou - 1 ; 
quand f = 3 rz + b > O, avec b = 1 ou 2, a entier, 2f es t  (mod 9) d'une des formes f 2, 
f 4 ;  donc 2f c r  -+ d r  est  (mod 0) d'une des formes + 1, k 3 ,  f 5. Il y a alors impossililit6. 

On en conclut, coinine dans le cas  général, YimpossibiIité pour i= 1 quand P - 0, 
pour i = 2  quand P - 0, 1 ou 2, e t  pour i >  2. Donc 

Théorème 11 bis. L'équation u3' + v3" E ((a) y ~ l - P  23at-b ~ 7 3 ~  (p > O, P f 2, 1 - P > 0 ,  
b = 1 ou 3, 3 a f b h 0) est impossible en nombres entiers el= O &els ou complexes formé8 
avec une racine cubiqiie imaginaire de l'unité premiers entre eu$ 2 à 2 et au nom6re 3: 
1.0 quand i 2 2 ;  2.0 quand i = 1, P - 0). 

Remarque. On sait que x3 f y3 = 9 z3 a des solutions =I= O e t  premières entre  elles . 

2 j 2 e t  a u  nombre 3 (Nouu. Ann., 2ème série, t. 17,1578, p. 434). De mème s3 + ~ 3 ~ 2 . 3 ~ 2  
a la solution 17, 37, '7 (id., pag. 425; P. PEPIN, J. de Math., t. 15 2,ème série, 1870, p. 217)' 
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En même temps 

ZLii + v ~ i  i ~P).-P à +  i E 1 (a) A ,  wT (8) 

où E' est une unité complexe, A ,  zu' (a)" un nombre complexe véritable (ou 
existant) A, diviseur de A ,  t,, t,, w' premiers entre eux 2 à 2 et  à 1'. De (7) 
et (8) on tire, Qljminant u et  v :  

et, en développant, 

OU encore 
t? - E tt = Ei A i  - / (P-')~-B (Il) 

E et E, étant des unités complexes. Les nombres t,, t, sont des nombres com- 
plexes véritables, cn sorte que 

où c, ci sont des entiers non complexes. D'ailleurs, on a 

( p - l ) l - p ? i ( l - l )  (13) 
dès que 

p i . - - B  ~ i ( l - 1 ) f  l=(i+ 1);-i. 

J e  suppose (*) 4 + 2 - i >  0, ,3 étant r O: d'après (6), 

dès que ,û 5 i ;  or fi > i - 2 ; donc (1 3) a lieu quand 

D = i  ou i-1, i r p +  l ~ h .  (14) 

(1 1) entraîne alors, d'après (12) 

c - E c i  z O (mod y"i i ) ) ;  

(0 Si p f 2 - i ~ ~ O e t  i -P-3<X30na  ?si; ( F - 1 ) X - $ ? ( i - l ) A - p  n'est 
2 i (1 - 1) que si i 2 + p. Si i - p - 2 > h ,  i > A. Lc cas o ù  i> A est disxté  plus loin. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



d'après le lemme III, e est la  puissance ni""" d'une unité complexe ci. Posant 

équation de tous points analogue à (5),  mais où l'exposant de 7 est diminué 
de 1,. L'exposant de (15) doit satisfaire à (6);  le même raisonnement conduit 
à une équation analogue à (15) où ,u. - 1 est remplacé par p- 2;  et ainsi 
de suite. On finira par trouver une équation analogue à (11) où l'exposant 
ne peut plus satisfaire aux conditions (19\ ,  et l'on est conduit à une absur- 
dité quand (14) a lieu. 

Ceci posé, on remarque, si 

que (5) donne 
UA'+ ~ l j = : E ( z )  A wAi, j<L- 1. ( 1 7 )  

D'après ce qu'on vient de voir, cette équation est impossible pour = j 
ou j - 1. Donnant B j les valeurs 1, 2 ,... , i - 1, on en conclut que (.5) est 
impossible quand /3 a les valeurs O, 1, 2 , .  . . , i (i 4 1 - 1), et  le théorème 
est établi pour i 5 ?. - 1. 

En particulier 
zl~'.-i+ V ~ a - l  = E ( , )  y p I . . Q  A (1 8) 

est impossible quel que soit B, (F < p 2). 
Enfin, soit i % 1.: on fera encore dani, ( 5 )  le changement de variables (16\ ,  

mais cri supposant j = h - 1 ; l'équation (17) obtenue est de la forme (lS), 
qui erit impossible qiiel que soit B. c. q. f. d. 

Corollaire. T o u t  étant posé comfne dans l'énoncé du t h é w è m e  II, l '&~zrntio~z 

est  impossible.  

Voici, en nombres entiers réels, une consSqiience du théorème pr6ci.doiit: 
Théurknie III. Soi t  i. u n  noîîzbre premier  n o n  exce l~ t ion~ te l :  1'6quatio1t 

ind  ét e m  inée 

Xi" A"= -4 h k ~ t  8 , ( k i , + . j l : l  et-[=O (mod-hi), J = O , l ,  ..., o u i ) ,  (191 
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est impossible en nombres entiers réels x, y ,  z =:= O (pre?rziers entre eux 2 à 2 
ou non) puund ,4 est riel e t  6-qnl à 1 ou F F I . .  . p ,,..., pP étant des nom- 
bres premiers réels différents, différents de A ,  et appartenant (mod A) à des 
exposu~tts fi,. . ., f,,, tels que 

L'éyuation ( 1 9 )  est encore impossible sous les mêmes conditions quand 
X =  3 et que l'orz a 1.0 soit A = 1 ,  2.0 soit A - 2f avec f= 3 a + 2 , )  0,  
b = 1 ou 2, i t 2. 

E n  effet, on peut toujours supposer z, y, a premiers (') à ;,; j'admets 
A - 1  

d'ahord qu'ils soient premiers entre  e u s  deux à deux:  p, possède -- fac- 
fnî 

teurs premiers (**), idéaux ou non;  par suite les conditions supposées dans 
l'énoncé du théorème II (ou II bis) pour le facteur A sont ici remplies, d'a- 
près (20). D'autre part  le second membre de (19) est divisible exactement 
par la, puissance 7(k"+Q(<L-i) de  7, e t  

(kh + ;)(A--1)--8 (mod A); 

si l'on prend 8 = 0, 1, 2 , .  .. , ou i, l'exposant de y rem!)lit les conditions spé- 
cifiées pour l'exposant in h - 8 dans l'énoncé du théorème II (ou II bis). L e  
théorème II (ou II bis) est donc applicable à (19), e t  cette équation est im- 
possible quand x, y, z sont premiers entre eux  deux à deux. 

J e  suppose maintenant que deux des nombres CI:, y, et x aient un facteur 
premier (réel) commun, non diviseur de  A ;  il diviye le 3"["", e t  IR suppres- 
sion de la plus haute puissance de ce facteur qui divise à la fois x, y, x 
donne une équation analogue h (19) où un xu plus de ces ~ o n i b r e s  est divi- 
sible par ce facteur; on peut donc regarder r ,  y, x comme ne pouvent avoir 2 
à 2 d'autres facteurs communs que ceux de A .  
- - 

(*) Si m est  divisible par  1, il en est de même de y ;  on peut supposer z premier 
à 1, c a r  si z = z, Àf, où  z, premier c i  A, on obtient une équation e n  z, y, z ,  de même 
forme que (10), sur  laquelle on peu t  raisonner. La plus haute puissance h g  de À qui di- 
vise a la fois z e t  y est  < AkLfd ,  puisque k A $ 6 =\= O (mod Y); on pose x: = c,P, 
y =y, ;Y, d'où 

ni ni - xi + y ,  - A  l k 1 ~ @ . z f ;  

a,, par exemple, é tant  premier a 1, il en es t  de même de y,. 
(**) KUMMER, J. de Math., 1851, p. 431 e t  sniv. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



J 'admets enfin que deux des trois nombres a, y,  x aient un facteur le' 
coinmiin p, diviseur de  A ;  si c'est z e t  x, ce facteur divise y ;  il sufi t  par 
suite de considérer le cas où s e t  y sont divisibles par ps.  Soient 

avec x,, y,? x ,  premiers A p,, e > O, > O, z 0, et, par exemple, E Z E , .  (19) 
donne 

. . . . 
r i '  .i.' + ,@' y"'- b,f y.' A hkl+d P. 4 1 -p. , , bs > 0. 

Dellx des trois exposants E hi, E ,  Os + E n  7.i doivent être égaux, le troisième 
ne leur étant pas inférieur. 

Si i Ai = E I  Ai 6 h ,  + c, ii, nprès si1pprcf;sion du  facteur ,$", (19) donne 
. . 

une équation aiialogiie où .?: et y sont premiers R p,. Si E, / .Z  = 6, + E ,  À i  5 E l.;, 

npr8s suppression du facteur F,"'i, on a I'Cquntion 

où 2, - x i  p: ' l .  Cette équation est analogue à (19), car  A ,  renferme un 
facteur premier de moins, e t  y ,  et xi sont premiers A p,; (20) a lieu a for- 
tiori ( * )  c. y. f. cl. 

Corollaire. T o u t  é t u ~ t  posé comme  d a w  I'ét~otacd du tlte'o'ol.èaie III, E'éqzta- 
tiori i n d é t e r m i ~ d e  

I À - I +  ?/2A-i -- 
5 - A ;?z - l  

es t  imposs ib le  quatzd n es t  quelconyire > O e t  7: O (~rzod  7."-j). 

IX. 

J e  vais établir I;t propriété siiivai-ite en nombres eiitiers réels. 
Théorénie IV. L'éqztatioiz i t t dé t e tw iw ie  

(") 011 voit cil nit:ine temps que le t l i éo~ème ci-dessus pocr  i =  1 eut un p c ~ i  liliis 
coinplet lorsque l't X + 6 ri= O (mod 11, E -- 1, que celui que j'nvais Cnoiici. aiitCricurc- 
ment (Acta M(ith., loc. cit., p. 250). L e  tliéorèine ci-iiessiis reste vrai yuanci l'i h + 8 = 0 
(inod P), à condition de suppospr x, y, z lireiiiiei,~ i X. 

Awzali di Mntemntica, Serie III, tomo XII. 2 1 
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( I c  A f 8 > O et -1 O (mod Ai), 8 = O, 1,.  . . , ou i, v premier à 2, A 2 5 ) ,  cù h 
est u n  nombre premier non exceptionnel, v l ' m i t &  ozc 2112 ~ z o n h e  de ln f o m e  
&.. . pid,, ( P i  ,. . . , pP nombres premiers réels distincts dif férents de  A )  est irn- 
possible en nombres entiers réels diffe'yents de O p a n d  le produit  r ,  . . . ~p des 
plus  petits résidus en valeur absolue de p ,  , . . . , pp (nzod ? ) est < L,  chacun 
de ces résidzls étant > 1 (*). 

On en déduit ce  corollaire iminédiat: 
Corollaire. ?ozd étntz t posé cowiwe ci-dessus, 1'4quution indéter?ninée 

est impossible en ~zonzbres e~at iem d e l s  qztund t ~ .  est de la forme 

oh  12 est quelco~zqzre > O et v = l 'unité ou pf l .  . . p? est preinier ic )., p , ,  . . . , pp  
sat is faisant  a u x  conditioilzs ci-desszts. 

J'appliquerai le thgorènie III: l'équation (21) est impossible lorsque v = 1 
h ou lorsque 1; = p j l .  .,. pl,~l, p i , .  . . , p p  étant des nombres premiers réels différents 

appartenant (mod 1) à des exposants f ,  ,..., fp tels que 

" 1 1 , - 3  
2 , 1 2  - 5 -- 
1 f i n  1-1 

Quand p = 1, il y a toujours impossibilité dès que p l  -jE î (niod i), car 
1 1-3 

alors f ,  t 2, - L - dès que 1 . 5  5. 
2 A - 1  

J e  suppose maintenant que ri,. . . , .rp soient les ~ a l e u r s  absolues des plus 
petits résidus positifs ou négatifs (mod 2 )  de p l  ,.. ., p p ,  supposés tous > 1, 
R,, . . . , Rp étant les plus petits r6sidus positifs (mod I L )  des mêmes nombres; 
de plus 

? . , Y 2 .  . .  r p < L  
On a 

(22) 

rw= R, ou Rm + rm = A. (23) 

Dans le premier cas, 

al d 6 j i  établi cette p rop r i é t é  p o u r  !e cas oii v = 1, i == 1, li X + 8 = 1 (Acta (" J' ' 

Jfatli., 1000, p. 236, t l iéorème V). On r e m a r q u e r a  qiic l 'équation x3 1- y" 66î3 admet, 
d 'après le P. P ~ I N  (lot. cit.) e t  E. Lci,.\s (i\ozcv. A w . :  2,ème série, t. 17, 1878, p. 4Z), 
ln soliition x - .  17, y = 37, z = 41. 
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dans le second, 
Rfil = (1. - r , ) f j ~ *  = 1 (mod i.), 

? - s " = s m I f  1, s m 2 1 :  

le signe - n'est possible que si f, est impair. 
Donc, en général, 

fm log Y,,-= log ( s ,  A & 1 ) ,  

P 1 p l o g t h  
V-= 

f i ,  $ log  S.,^ h  k 1) 

et l'impossibilité de (21) sera établie si l'on montre que 

(24 bis) 

ler eus. 
S, 3 2. - On n'a s, = 1 

que si 
1 * 1, ,.Pt, l=): 

Si 

on voit, 1, 6taiit premier, que Y,, = 2. 
Si r p  + 1 = 1, d'après (24 bis), f,, est impair, 1.n + 1 est divisible 

par r ,  + 1 et n'est pas premier, par suite ne pent être Bgal à 1.. Si donc A 
n'est pas de la forme 2 a -  1, on a Sm 1 2 ,  et, quand h -. 2a- 1, on a en- 
core s,  h 5 - 1  2 1  + 1. 

Ceci posé, j'admets d'abortl que l'on ait, quel que soit m., s,, + 2 ;  il 
suffit pour l'impossibilité de (21), d'après (22) et (26) 

P h g r ,  log Y , , .  log(A-1) L- 1 - 3  - -1---- 2 
1 - 1  

(26 bis) 
I i o g ( h h  + 1 ~ ~ ~ i o g ( a ~ - ~ ) 4 1 ô g ( 2 h -  l ) - ~ - l  

2 log (A - 1) 
y / A ) = l - - -  5 o. 1 log(21-1)  

Posant t = À - 1, il suffit a fortiori 

$ ( t )  = ( t  - 2 )  log 2 - 2 log t ': 0. 
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-- -- 

o r  
2 

+' ( 1 1 )  = log 2 - - t 

est 1 0  dès qiie 2t 2 e2, t 2 4, 1 , s  5. Quand 1. s-. 5 ,  + i t )  croît avec t ;  mais 
-2 + ( lO) - l0g2~- log  10 > O ;  

donc (21) est impossible quand s, sl 2 pour i. 2 I l .  
Quand 1. = 5 ,  Y,. . . ~p < 5 donne p r 2, Ri = 2 ou 3, R, = 2 ou 3, 

1 1 A - 3  
f ,  = 4 ,  f, = 4, 2 - ; (2 1 )  est impossible. 

f,ll 

Quand i. == 7, Y,. . . .11, < 7 donne p 5 2, R,  et B, égaux à 2, 3, 4 ou 5, 
1 1  1 2 A - 3 .  

f ,  ou f z = . 3 ~ ~ 6  7 2 p T ~ h 7  (21) est impossible (même si s,, = 1). 

Finalement l'impossibilité de (21) est établie quand r ,  r ,  . . . ? p  < A,  pour 
le cas où les s,, sont tous 2 2, pour le cas où v ,  Y,. . ..Y, est impair, pour 
le cas où i. + 1 =:= Ta, enfin pour les cas où 7. = 5 ou 7. 

2.di1ie cas. 
1 $ 1 = 2". 

D 'aprème  qui pdcède, on peut supposer Y, r 2  . , . rp pair et A 2 3 1. 
Soient 

D'après (20) et (26) il suffit pour l'impossibilité de (21), puisque 

2, 

ai log 2 2) log rl)% 
n',+l 1-3 

L- 
2 =I.--, 

log (A + 1) + log (2 a - 1) - À - 1 A -- 1 

ou, puisque, d'après (27), 

P 
;i, log Y, r log (A - 1) - a ,  log 2, 

a ' l t l  
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il suffit 
al log 2 log (1 - 1 ) - ai log 2 2 L I - - - .  

log (1 + 1) + log (2 1. - 1) A - 1  

Posant t - i; -- 1, il suffit a fortiori 

ni log 2 log t - il1 log 2 cri (log 2 ) 2  + (log t ) 2  
- -- - - 2 

log t ~ 1 -  , + log t f log 2 log t (log t + log a)  - t 

2 log t log 2 - ni  (log 2)2 . 
-d 

t -  log t log (2 t )  ' 
Or a ,  log 2 < log t ;  il suffit donc 

log 2 log t log 2 t 
i-- -. 

2 - log t - ( 8 ,  log 2 

aj Soit d'abord 2@t i  = i. f 1 ,  2 a 1 =  " - l ; alors tous les facteurs 
2 

r ,  . . . ?> sont de la forint: 9, d'après (27);  d'après (28) 

Il suffit, d'après i,20), pour que (21) soit impossible, 

2 1 
- L - - log 2 , 0, + l)% 5 2 L - i .  
1-1 - a i +  l - l o g ( l + l )  , 

ceci a lieu pour A 2 31, coinme on le voit directement et comme on va le 
montrer tout-à-l'heure. 

A + 1 
p )  Soit encore 2 a 1 + - ~  = 1. + i ,  Za1 = -- 

4 
; Y, Y ? .  . . rp= 2a19> < 1,; 

dans le cas le plus défavorable, on a f p  = 3, d'après (27); d'après (28) 

a l+2Llog (A+  11, 
fm 5 -- A 

3-m j m  log 2 

log (2 1 - 1) . 
f p  2 logrp ' 
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il suffit 

1 j.1 8 - r E . -  f 1% 3 - al log 3 2 
d 1 - --- 

fh a , + 2  l o g ( 2 ~ - 1 ) - a i t 2 + ~ ( ~ ~ - i ) -  1-1 9 

2 2 2 log 2 log 3 - -  log 3 - 
1 - 1  - - @ i - f 2  log (2 À - 1) log (1 + 1) -- log (2 A - 1) - (3.0 

On remarque d'abord que 

log 2 -- log 3 

log (À -t 1) log (2 A - 1) 
est < O si 

3 log (2 A )  log 2 - log 3 log n = (log 2 y  - log - log À < 0, 
2 

ce qui a lieu pour 2 2 31. Si donc on établit que (31) n lieu pour A 2 31 
on établit en même temps que (30) a lieu. - 

(31) équivaut à 

1 - 1  
' r  log (1 + 1) log (2 À - 1) 

2 d 2 ~ o g 2 ~ o g ( 2 ~ - 1 ) - 1 ~ g 3 1 0 g ( ~ + 1 ) '  

Le dénominateur du 2 è m e  membre a pour dérivée 

ce dénominateur croît avec i, et n sa plus petite valeur M, quand À -: 31, 
pour A = 31 : 

6 1 M =  2log  2 log 61 -log 3 l o g 3 2 = 2  log 2 log - .  
9 \ 3  

Il suffit donc, pour que (21) soit impossible, 

À - 1 log (À + 1) log (2  A - 1) - 5 - ----- 
2 - J l  

7 

ou a fortiori 
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est positif dès que 

ou, a fort,iori, dès que 

ce qui a lieu pour j. 31, puisque, les logarithmes étant ici népériens, JI 
est > 1; pour i. t 31, l a  plus petite valeur de X(1) est alors 

~ ( 3 1 ) = = d  1 5 M - l o g 6 1 ,  
qu i  est i O si 

6 1 15  M= 30 log 2 log -- 1- (log 61j2, 
9 \ 3  

ou (les logarithmes pouvant ici être pris vu1gnii.e~) si 

3 0 .  O, 301 . O, 53 2 (1, 7 g i 2 ,  

ce qui a évidemment lieu, et (21 )  est encore impossible. 
Soit enfin c h + 1  = 2", 

(a, + 3) log 2 5 u log 2 = log (i. + l),  

a ,  log 2 =z log (1 + 1) - 3 log 2. 

Il suffit, d'après (29), pour que (21) soit impossible, 

15 
3 1 0 ~ 2  5 log 

il sufi t  alors 
1% t !@ - log t log (2 t )  3 0, 

2 
ou, a fortiori 

1 
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est positif dès que 

ce qui a lieu pour A h.31 ,  t 3 30, puisque, les logarithmes étant ici nhpé- 
riens, Mi> 1 ;  pour h 2 31, la plus petite valeur de X, ( t )  est 

-- 
X ,  (30)  = i.15 M ,  log 2 -log 60, 

qui est positive si 

1 5  M, log 2 = 15 log 2 log 7, 5 2 (log 60)', 

ou (les logarithmes pouvant ici être pris vulgaires) si 

15 . O ,  3 . 0, 875 s (1, 761e, 

ce qui a lieu, et (21) est encore impossible. 
L'irnpossibilité de (21)  est ainsi établie pour A f 1 = 2a. c. q. f. d. 

Incidemment, je crois bon de formuler le lemme suivant qui  a été établi 
par moi ci-dessus indépendamment de la considération des nombres complexes, 
et, évidemment, quel que soit le nombre i. impair 2 5 (même exceptionnel): 

Lemme V. Soierzt p , ,  f;-zr..., ,op des nonzbres premiers d is i i i t c t s ,  d i ' e l z f s  
de (h  n09izb1.e p?.etniev q u e l c o ~ ~ q t ~ e  > 3)) aypartenwzt (mod A )  à des e r p o s a ~ t t s  
fi, f i , .  .., f m ,  et ayn~zt  T , ,  Y ,,..., Y ~ ,  pour plus petits ~ k s i d u s  eft vuletu' 
absolue j~nod 7.): si r , ,  Y , ,  . . . , Y, étagzt > 1, le produit Y, r ,  . . . t p  est < l ,  on a 

Renzavque 1. Il y a d'autres nombres v = pf l  pl.. . . pp que ceux indiqués 
dans l'énoncé du  théorème I V  et auxquels un th4orbme analogue est sppli- 
cable d'après le théorème III. Déjà j'ai signalé le cas oh v = p?, pi = lc, ?, - 1, 

1 1 1-3 car alors - = - 5 . Plus généralement on pourra prendre 
f i  2 A - 1  
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J e  ne veux pas refaire pour ce CRS une discussion niialogiie à la précé- 
dente. Ori a encore (comp. 125)) 

P 1 log 1.m 

- + log ( s ,  1 5 1) 

dès que 

ce qui a lieu quel que soit 1, (exceptionnel ou non) par exeniple dès que 

Quatzd j. est  =:= 2 a -  1 e t  tzo?z exceptio?z?zel, on eu déduit d ' a p è s  le fhéo- 
dine 111 un théorème analogue au thdo?.éme IV et yue je me dispease 
d'éno?lcer. 

Remarque II. J e  crois utile d'indiquer tout ce que peut donner le tliéo- 
rème III pour À = 5 au 7. 

1.' Soit A=5 et  R,  = 2 ,  a,-3, B,=4, f ,==4,  fe=4, f 3=2 .  

Si p q ,  . . . sont des nombres premicrs distincts ayant pour plus petit résidu 
positif Bq [mod ;'), il y a impossibilité de (19) quand A est d'une des formes 

2." Soit A = 7 ,  et R , - 2 ,  R , = 3 ,  R g = = 4 ,  R,=5, R s = 6 ,  fii-3, 
f 2  = 6, f3 = 3, f4  = 6/ f 5  = 2. II y R. impossibilité de (19) quand A est 

- 
2 

(*) ilsy~nptotiquement ('1 très-grand) 1s limite supérieure est (5 1 - 1) (1 - e ) ,  E >  0, 
liin 3 2  O ;  avec les hypothéses d u  théorème I V  (formule (26 bis)), la h i t e  sup6rieur.e 
analogue est ('2 h - 1) (1 - i). 

Annnli di Matematicn, Serie III, tom0 SI[. 22 
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170 illn il 1 e 2: Siw les équations itzditert~zitzées 

d'une des formes 

On pourrait continuer de la sorte pour toutes les valeurs de i non excep- 
tionnelles connues, en particulier pour toutes les valeurs des nombres pre- 
miers < 1C0 autres que 37, 59 e t  67 ,  et faire la nomenclature des formes 
de '4 correspondantes, en nombre très-considérable, auxquelles le tiiéori?me III 
est applicable, chaque forme contenant d'ailleurs une infinité de nombres, d'une 
part parce que la progression aritmétique R,,, + h x, R,,, < 1, contient uiie 
infinité de nombres premiers, d'autre part  parce que les valeurs des expo- 
~ a n t s  B,,, b',,, ... sont arbitraires. 

Remalyue III. J e  reprends (20) en supposant que p,, p z , .  . . , pp (énoncé 
d u  tliéorènie III) soient des racines primitives (mod 7): 

et (19) sera impossible tant  que p 1, - 3. 
Plus généralement, si p, ( m  = 1, 2 , .  .. , p) appartient (inod 1,) k un expo- 

sant  km d multiple de d, d étant un diviseur de 1. - 1, f,, = km d, 

dès que 

A - i  
Quand d = l s  - 1 ,  1 7 5 )  - 3, résultat déjà trouvé ; quand d r - 

2 
2 d r h - 1, il suffit p L d - 1. On obtient ainsi cette propriété: 

Théorème Y. Tout étant posé comme au tlléol-ènle III, l'équation (19) 
est in~possible e n  tzombres ediers  véels: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



1." quand p,, p,, . . . , pp sont des ?sacines p r i ? ~ i t i v e s  (î,zotl ii), p0111*vu 

que p 6 A-- 3; 
2.' qziaizd p,, p,, . . . , p?, nppartientze~zf tows (?notl I J  ii d t s  e r p o s m t s  

mzclliples de (7, d étant u n  clivisezcr qz4elcoqîte > 1 et < 1. - 1 de i. - 1,  
powvw que p 5 d - 1. 

Corollaire. L'éqzmtion i?zdL:tevn~itze'e 

est impossible e7z tzonzbves e l z t i e ~ ~ s  d e l s  =I= 0 :  1." quafzd p. PL2 P3 ; 2.0 qzia~icl 
p. = PI>L P3 P$, Pi, P z ,  P3 étant  d a m  les cleux cas des novlOr.es pbemiers  
clisZZncts dont  le plzis g7.am-l 3 5 n'est pas  exceptionnel; 3." qua?ld le y l ~ r s  
grand diviseuv premiej. de  p est > 3 et r 17. 

Si P, > P, > Pi par exemple, P, 2 5 (ce qui a toujours lieu dans le 
second cas), on prend P, = 2,  et l'on applique le théorème ci-dessus pour le 
le' cas; pour le second cas, on remarque que t J 2  - 1 - O (mod ).) a. pour ra-  
cines -4 1 (mod l )  et que P , ,  P, appartiennent à des exposants 2 3 ;  alors 

La même méthode r h s s i t  encore fséquernnient quand p contient plus de 
3 facteurs pemie r s  distincts, il en est ainsi par exemple quand p est u n  
nombre quelconque dont le plus grand diviseur premier est 7, 11, 13 ou 17, 

1 5-1-3 2 4 5 5 car alors z - ne peut dépasser , 3 , ou - , , O U  - Rien 
fm 3 5 6 8 - 1 - 1 - 3  5 6 8 

ne sera plus facile que d'étendre ces résultats en tout ou en partie aux  cas 
où jr. a son plus grand diviseur premier = 19, 23, .  . . à l'aide des tables d'indices 
de JACORI (Canon n ~ i f h m e t i c u s )  e t  de WERTHEIN (Acta Mutlt., t. 17, 20) 22) (*). 

On peut se demander d'après les corollaires des théorènîe~ I V  et V, si 
l'équation 

xi" + yi" = p X" (32 

(*) O n  pourra tenir coinpte, pour simplifier, d u  corollaire du  tliéoréine YI, d u  c - 
rollaire I l  d u  théorèinc VII, enfin d u  tli0oréine \'III établis plus loin. 
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172 M u  il le t : Sur les équations ziad6terminées 

n'est pas impossible en nombres entiers réels =I= O dès que (*) ,v. > 2. J e  ne 
prétends pas rksoudre ici complètement cette question : la démonstration en- 
tière de cette propriété, à supposer qu'elle soit exacte, est peut-être aussi 
difficile, si non plus compliquée à certains égards que celle du dernier tliéo- 
rème de FERHAT, A cause de la présence du facteur y. Mais l 'on peut se 
proposer de vGrifier l'imposeibilité de (32) en nombres entiers réels =:= O pour 
la plupart des valeurs de [J. r 100, par exemple, comme E ~ U N M E R  a vérifié 
l'impossibilité de x p  + y p  = 2r  ̂pour 2 < p 5 100. 

J e  laisserai de côté les valeurs de IJ. divisibles par u n  nombre premier 
exceptionnel, B savoir !J. = 37, 59, 67 ou 74. L'application des corollaires 
des théorèmes IV et V montre que (32) est impossible quand p < 2 et 5 100 
n'est pas un de ces nombres ou de la forme 2f 3s. 

D'après le tliéorèrne III et son corollaire, 

. x3 + y3 = 3 3 k t i z 3  23" $ y3*=3nz3"  

sont impossibles en nombres entiers réels différents de O quels que soient Ic 2 O 
et n >  0. On n'a donc plus à examiper que les cas où ft 1. 

Quand y 2 2, f prcmier 3, le théorème 111 et son corollaire mon- 
trent que 

3" - 2 f .  3n X3n x3'" y - 

(12 2) est inipossible en nombres entiers réels =:= 0. On peut donc supposer f 
divisible par 3 et > O, ou y < 2. 

Avant d'élucider ces cas, je vais établir encore en nombres entiers réels, 
et sans intervention des nombres complexes, les propriétis suivantes: 

Théorème VI. L'équatz'otz indétermifiée 

est impossible en nombres entiers ~ é e l s  =I= O quel que soit 17e~ttiev impair B. 
Dans la démonstration on peut supposer 2 impair, car si x - 2" z, (z, im- 

pair), 
2m B zz'' = 2mtay"  B z:" = g-, B z:, 

(*) J'ai déjà établi ce tlièorème cluniid ,u est  u n  n ~ i n l i r e  premier non exceptionnel > 3 
(Acta illc~th., 1900, p. 236, tlihorbiue T). 

L'équation s2 t y 2 = 2 z 2  possède les solutiorie (x, y, a )  = (1, 1, 1)' (1, 7 ,5) ,  (7, 17, 13)' .. . 
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o ù  119, = Zn + 1. 
Si x est pair, y l'est aussi, et inversement: soient 

x = = = 2 ' x , ,  1 /=2"q  . , x,, y ,  impairs, E 1 E ,  > 0, 

par exemple. Deux des termes de (33) sont divisibles par la même puissance 
de 2 ;  donc 

e P = c i  2% 5 ml ou E L  2 n  = m r E 2n. 

Le second cau est impossible; le premier, après suppressioii du facteur 2E2" , 
donne une équation analogue à (331, avec x,,  y, impairs. 

Finalement on peut supposer xi ,  y , ,  x ,  impairs. Alors, nz 2 2 donne 

x;"+ = O (mod 41, 

ce qui est absurde, puisque le lSer membre est 2 (mod 4) (9. c. q. f. d. 

Corollaire. L'équntio?z 

%Z"+ z"= 2 n  B 22n 

est intpossible elz nombres etztiers véds =:= O q1~e2 que soit tz 2 2 et R impair. 
Il en est de même p o w  l'équatio~z 

E n  eEet, on peut tonjours supposer z impair; si  y, ,... , yj sont tous pairs, le mime 
raisonnement conduit i une équation analogue oh un, p a r  suite deux des nombres . c l , .  ., 05 

sont impairs; alors le le' membre est  = i c j (mod 21) e t  le sccoiid = 0 ;  d'où l'on con- 
clut l'impossibilité. 

Ainsi, quand rz = 2, vt = 4 Ic + 2 ou  4 1~ + 3, j = 2 ou 3, on voit que les  équations 

sont impossibles en nombres entiers réels =j= O. 
iippiiciition a t i t re  d'exemple: il y a une infinité de iioiiilircs qui ne sont pas soin- 

ines de moins de ? = 1% puissances 8.Gmes =)= O (coinp. question 272 i de l'Iizte~.médiai>-e 
des Mathémnticieizs, 1904, p. 33). 
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174 M a i  l l e  t : Sur les A p a t i o ~ ~ s  i n d é t e r m i d e s  

Pour  la lire équation m = n = 1 < 2"; pour la 2èn10, on peut mettre 4 I,A, 

sous la forme 2n B. 

( t ~  > O et Q (wod À 2 p ) ) ,  024 29 est la p lus  haute puissartce de 2 qui 
divise A-- 1, B un entier quelcompe premier ic 1. est impossible el5 ?zo?nb?.es 
entiers rdels = : = O ,  1. étant  u?z .nombre premier absolzlme?zt qzrei'corzque 2 3. 

Qzratzd 
1 = 4 k ,  + 3, ? = l ,  

(m > O et non divisiOle par 2 A )  est impossible quel que soit B prenziet. h A. 
On peut encore supposer dans (34) z premier à 2, p i s  x et y premiers 

à A (mêmes raisonnements que précédemment). 
Soient c,, do les plus petits résidus positifs de x et y (rnod A): 

1-1 puisque - est impair, e t  l'on arrive à un résultat absurde. c. q. f. d. 
21 

Corollaire 1. L'équation indéterminée 

est z;llzpossibZe en nombres e w ! i e ~ s  =I= O quel que soit p. E)2 pwticulie?. pour 
p i = l ,  1=3 ,  cp=l 

~6 + y6 -= 6 ,$ 

est inzpossible. 
Car si Am--' est la plus haute puissance de A qui divise pi, O < 4n < im, 

e t  le cas où x ou y serait divisible par  A conduit à une équation de  même 
forme qua (34), mais avec wi quelconque e t  x e t  y premiers h A, équation à la 
quelle on peut appliquer le même raisonnement que ci-dessus quel que soit m. 

Corollaire II. L'équation irzdhterminde 

xzO $ yzO = 2 w x2' 
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est impossible etz ttonzbres etztiers véels =;=O quand w possède wz facteur p e -  
?nier A de la forme 4 Ir, + 3. 

Ce dernier corollaire et, au I~esoin, celai di1 théorème V I  suffiseiit à 
mnntrer à eux seuls I'iinpossibilité de 

quaid p=-2f3g ( p > 2 )  avec f i l ,  y ?  1. 
On a vu qu'il y a encore impossibilité quand f = 0 ;  enfin dans le cas 

où y = O, l'iinpossibilité résulte du corollaire du tliéorèmo YI. On obtient 
ainsi ces résultats: 

Théorème VIII. L'éqttntiotz i~zde'tertninée 

est irnpossible etz t ~ o ~ b r e s  entiers réels =]= O y zrnnri p. est t u t  des noudr-es ,> 2 
et r 100 tzort clivisibles p a ~  lm des ~zot,zhres exception?lels de I i r r ~ n i e ~  37, 59 
ozc 67, c. à cl. quatzd p est > 2,  =:= 37, 59, 67 ozi 74, et r 100. 

II est intéressant de remarquer que, d'après ce qui précède, les seuls cas 
où l'impossibilité en notnbres entiers réels =:= O de xa + pa = a za pour a > 2 
n'est pas complètement prouvée sont ceux où a est impair et oii a = 2 (2 O + 11, 
2 b + 1 n'ayant d'autres diviseurs premiers que des nombres 4 Ir: + 1 (corol- 
laire d u  théorème V I  et corollaire I I  du théorème VII). Encore dans ces deux 
derniers cas connaissons-nous des formes très-variées de u pour lesquelles il y a 
iinpossibilité (c,orollaires des théorèmes I V ,  V, théorèmes VI11 et IX). 

1." D'après le corollaire du théorème VI, 

x4P1 + y4P1 = 4 p, ( 2  w + 1 )  z4Pi, ( p , ,  w quelconques) 

est i~npossible en novtbres entiers réels =I= 0, car on peut mettre 4 p, (2 6) f 1) 
sous la forme 2% B. 
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176 M a i l  t e t : Sirr les éguatz'ons ilzdétermittées 

2." D'après le th6orème VI, 

%2"+ y?'1 - - 2'Wi B z?", ( n  + 2 ,  B impair quelconque) 

est imnpossible, car 
m = k . 2 ? t +  1-n+ 1 

donne, puisque ?z + 1 < 2n, 1 < Z = n + 1 / 2n. Donc 

est impossible, puisqu'on peut mettre 8p1 ( 2  w f 1) sous la forme 2'"' B. 
3." Soient 

X" + y2" z 2 (LI ,p, 

o étant divisible par un  facteur premier 1 = 4 h + 3, e t  im la plus haute 
puissance de A qui divise 2 0 ;  l'équation s'écrit 

2.L'i +. - - 2 h m + p  p l  X?L"" 
? 

où B ,  est premier h 1,. 
Si x, par exemple est divisible par  j . ,  y ,  l'est aussi; si l'on ri'a pas 

9 1 1  + p = O (mod Am), ce q u e  je suppose, la suppression de la plus haute puis- 
saiice de A qui est en facteur commun conduit à une équation de m6me fornie 
avec x,, y, premiers à A. 

Soient donc x i ,  y, premiers & ;.: si c o l  cl, sont les pliis petits résidus 
positifs de x,, y ,  imod A), 

ce qui est absurde. Or on n'a 

m+p;O (mod k m )  que si p ? i m - m ~ l . - l ? 2 ;  

d'où p 5 2 si 1, = 3, p s 6, si h 2 7, etc. Par consequent 

w étant divisible pur tua f c ~ t ~ ? z w  prenaies. A = 4 1; + 3, est itnpossible etz 110111- 

hres entiers d e l s  =\=O quand ,d n'est pas divisible pozw 1."-'. 

On en corxlm! aimi  l'impossibilité en tzornbres entiers m.éels = I =  0 de 

x a f  y a = b a z a :  
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1." qzlanri a est divisible par 4 sans  que b le so i t ;  
2." q z t a ~ ~ d  a est  de la f o m e  4 k ,  + 2 et  divisible par un  fuctezir p w -  

rniev A -= 4 h f 3, b d é f a n t  pas divisible par A2- i ,  

En partictt l ier,  quand b est pvernier à a ,  cette 4 p n t i o n  est inzpossible 
s i  a est  divisible par 4, ou  ' s i  a est  pair  et divisible par zoz nombre pre- 
mier  4 E + 3. 

E n  se  servant de l a  théorie des nombres complexes et des nombres idéaux 
de KUMMER on peut obtenir d'autres cas d'impossibilité de la tnême équation; 
ainsi (Théorèmes IV e t  Y), si a = 2.i ( A  nombre premier 2 5 non exceptionnel 
au sens de KUMMER), cette équation est impossible en nomhses entiers Gels  =I= O 
quand b est ( 1 , ;  de même (Théorème III) si a = 3i, b -- 2 ou 4, i 2 ;  
au contraire x3 +- y+ 6 z3 a des solutions (P$PIN, E. LUCAS). 

Ceci détermine en particulier des cas étendus d'impossibilité de 

pour a > 3 (*), et l'on peut croire que, pour a > 3, 2 ' i ~ q o s s i b i l i t é  de  cette 
équcctiotz a lieu quel que soit a ,  de même que, vraisemblablement, pour a > 2, 
celle de xa + ya  = zu (dernier théorème de FERNAT) e t  ru  + ya = a za. 

J e  me reporte à la démonstration du théorème II où j'avais supposB 
p r A - 3, e t  je  prends i 2 2. 

Quand p = A -  2 ,  on aura encore de la même manière deux équations 
analogues h (7), s'il n'y a pas A - 2 des quantités di' + ar vi:-' de la 

forme 7 e,  (a) A' t; (tc), A' étant un facteur de A différent de 1, et l'on pourra 
raisonner comme a u  théorème II; sinon (8) sera remplacée par  

li-1 ZC + 2)8i-i  = y(p-l)n-p+i E' W1i.A. (8 bis) 

Soit i - 1 =ii 1, puisque i 3 2 ;  on peut appliquer h cette équation 
ion (8 bis) le théorème II; posant p - 1 = f i ' ,  on voit encore que cette équqt' 

(*) De même pour xa + ga = 3 n za  , (n  > 3); x3 + y3 = 9 z3 au contraire a des so- 
lutions (p. 13). 

Annali di Matematica, Serie III, tom0 XII. 23 
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178 Ma i l  1 et : Sur les éqtratiotzs i~défevminées XA f y" = c 2". 

est impossible pour ,b = O ,  1, 2 ,..., i - 1, f i  = 1, 2 ,  ..., i. On ne peut plus 
rien dire pour B = O ,  à moins que i lie soit 2 A. Donc: 

L'énonce! du théorème II szibsiste quand i t 2,  p -- 1. - 2, S = 1, 2 , .  . . 7 

ou i; mais on ne peut a f i m e r  l'i~npossibilité de ( 5 )  quel pue soit ;J. 7% - fi > O 
que si i 2,. 

On en coricliit que le théorbtrie ILI subsiste alors quand A satisfait à In 
condition 

(20 bis) 

et que d =  1, 2 ,  ..., ou i, avec i? 2. 
L'équation indéterminée x p  $ y(" = ,U x", avec p = 7." v ,  ( v  premier B A). 

comme dans l ' é ~ i o ~ ~ c é  du corollaire du thkorèrne IV, est de la  forme 

si n est 2 2, elle est alors impossible quand les facteurs premiers réels de  u 
satisfont à la  condition (20 bis); car cette équation est impossible pour lz 5 l., 
et pour la < r., on applique la modification du théorème III indiquée ci-dessus. 

Bourg-la-Reine (Seine) Mai 1905. 
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Studii sulle equazioni differenziali lineari. 
Loro integrali normali. 

] l a  presente Meniorin, che già annuliaiai in priiioipio dcll'alira pubbli- 
cata alla pag. 283 del volume preccdente di questi ,4~z?tali, pu& considerarsi, 
almeno in parte, conle una continuazione di quella, e di altre due, collo stesso 
titolo, pubblicate nei Vol. II e III (Serie III) di questi Anmli. 

I n  questa io coiisidr~i.ci% i l  cnso in cui iiella eqiiazione lincnre da ta  

alcoiii o tutti i coefficienti a,, a , ,  a ,,..., a ,,_,, a, e X oltre alla solita va- 
riabilc r, che, salvo avvertenzn. iri contrario, siipporremo reale, contengono 
uiia variabile x che pub preridere anche valori complessi, e ne  stu&eremo 
gli integrali valendoci ancora delle forrnole gencrali che trovansi ai SS 1 e 2 
della stessa Memoria, tna che a1loi.a furono richiamfite dalle altre due Me- 
morie ricordnte sopra. 

1. Premetterb percib alcune osservazioni gei~eral i ,  del resto molto 
ovvie, e certo gih applicate, se non già  fatte esplicitamente, d a  altri, sopra 
le funzioni f ( ~ ,  z )  che considerate pei valori d i  x in un campo Cl e pei va- 
lori reali di x: in  un intervallo (a, b) ,  sono firiite e continue corne funzioni 
di .?: e ü; e coine funzioni di 2. sono anche olomorfe nello stesso canipo C. 

E incomincierb col dimostrare clle u tanto gli integrali sc?mplici o mul- 
31 3: 31 

u tipli della nostra funzione f (z, z )  d r ,  d x ( f i ~ ,  2) d x , . . . pei va1ol.i 
CI ,i' a 

u di x ,  a, P ,. . . nell'intervallo ((4 , b ) ,  quanto le derivate rispetto ad z della 
u funzione stessa pei valori di x in quelle porzioni del17intervnllo stesso nelle 
u quali le derivate che si vogliono considerare esistono, e S O H O  firiite e continue 
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u considerate come funzioni di x e z insieme, sono semprc funzioni olomorfe 
u di x nello stesso campo C. n 

Indichianio infatti con x' un valore q u a k a s i  di z preso nell'intenzo di C, 
e immaginiamo un campo C, tutto i t z t e t w  a C C X )  e di contorno a , ,  che 
nbbia ne1 suo interno il punto x ' ;  per ogni valore specinle di x frn n e b 
(gli ests. incl.) avremo la  formoln seguente 

q u m d o  con z ,  s'intendano indicnti i valori di z su1 contorno O , ;  e qiiesta, 
quando s'jndichino, per semplicitB di ~ c r i t t u ~ ' n ,  con f (.T, z ) ,  f '  3c ( T ,  z ) ,  ... 
f Z '  (x, x), .. . le successive. derivate di  f (a, x) rispetto ad Y, pw le ipotesi f:ittc 
su f (z, x), oltre a dar  luogo evidentemente alle a1ti.e 

per tutti i valori di a ,  a ,  P , .  . . f ra  a a b (gli estr. incl.), dà liiogo altresi 
alle seguenti 

quando x B compreso in quelle porzioni dell'intei~vallo (a, b )  nelle quali si 
suppone clle esistano e sinno finite e continue, conie funzioni di x e z in- 
sietne, quelle derivate di f (Y, x) rispetto ad x che si considerano; c queste for- 

(') Uii campo Cl di  contorno G, si dicc clie é tzitto interno 3 un c m ~ p o  C di contorno a, 

q ~ ~ n d o  Cl e tutto contenuto in C, e cr, é tutto intowo a C, per  modo cioè clie l e  distanzc 
dei punti di o, da quelli di a non scendm~o mai al disotto di unn lungliezza data, ma  co- 
iuiinque piccola -. E un punto 111. s i  dice inferno a un ce111po C quando col centro i n  )n si 
pub dcscrivere u n  cercliio di r n j ~ i o  sia pur  piccolo, ma firiito, s chc sin tutto contc- 
nuto in C. 
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rnolc diaiostrano appunto che sotto le condizioni iridicate gli integsali e le 
derivate rispctto a x della riosti~a funzione f ( x ,  x )  per gli indicati valnri di i;r 
sono funzioni olomorfe di x per qunlsiasi punto x entro C. 

Oltre a questo poi si pub nggiungere che se iina funzione f (Y, z) di x 
e x è firiita e continua rispetto ad rc iii tutto un intcrvallo dato, e per ogni 
piiiito x di questo iritervallo, salvo tutt'al più un punto U ,  è anche funzionc 
oloinorfa di a finch8 x  è in un campo C, menti'e col teridere di z ad u tende 
~rnifirnzemente, qualunqrie sia z ne1 solito campo interno C i ,  verso uria certa 
fiiiizione cp (z), allora anche questa funzione cp ( z )  s ~ r h  olomorfa in C n. 

Avendosi infatti, per x hersa da cc, 

e a1 tendere di .x ad o: le f ( x ,  2') e f (z, a , )  tendendo respettivamcnte in modo 
iiiiiformr. verso (a ' )  e verso y ( x i ) ,  ne risulterà che 

c questo mostra appunto che y ( x )  sa14 uiia fuiizione olomorfa di x, e la for- 
nioln precedente (2 )  vnri?i anche per x = z quaildo per valore di f ( x ,  2 )  

per x = si prendn p (z). 
Al modo stesso si proverà che sono funzioni olomorfe di x aiiclie per 

:c = z gli iritegrali relativi ad s di f (x, z ) ,  e cosi pure quelle derivntc. ri- 
spet t l~ ad x di f ( r ,  s) che esistono e sono finite e continue ne1 punto a. 

2. Osa se y è :in valore qualunque di z intemo a C, la  nostra fun- 
zione f ( Y ,  a) sarà 3viluppabile i n  serie di CAUCHY della forma 

pei valori d i  x entro un  cerchio O col centro in  y e con un raggio dipeii- 
derite pure da1 valore di y,  e per tutti i valori di 3: fra  a e b ; e se preii- 
diamo un cerchio G, interno a ci, col centro in y, e che abbia. ne1 suo interno 
il purito z che si considera, per modo quindi che il suo raggio Y, sia minore 
d i  quel10 di a e maggiore della distanza di x da y, i coefficienti An saranno 
funzioiii finite e continue di x, percliè per esse avremo 
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e quiildi, cotisiderando una  poizioiie qualsiasi r dell'iiitei~:illo ( n ,  7)) ilella qiiale 
le derivate di f (r ,  x) rispetto ad r almcno fino a quella di ordine i siriio finite 
e contiiiue rispetto a z e x fiiichè 2 è ne1 cercliio a ,  O su questo cerchio, l)er 

iiiodo clic si abbia senipro nlod (" ') < d, esseiido d titi iiuinero fiiiito e a 
p f i, d o r a  nella indicatii porzionc r dcll'iiitcrvallo (a, b )  le A ,  aminette- 
i.aiiiio aiiclie le derivate rispetio ad  x altiiciio fino a quelle tlell'ordiric i ,  e 
qiieste sarnniio date dalla forrnola 

t l p  A, ,  1 ' f :' (x, 2%) 
- =-(  - t l  x, ; 
CE xll 2 5 i , (.zi - -, 914 1 

"1 

r 1 

rE" An d 
e avremo seinpine niod - 

(1 c" < ??,, per 2' f 1. 
1 

Segue di qui erideiitcmeiite che 1 : ~  seric formata colle derivate pe rispetto 
ad  x dei termiiii delln sei.ie preccdeiite pei valori di x iiella stessa porzioiie t 
dcll'iriter~~allo (.a, b )  snrà conveige~ite  iii egual grado, e quindi rappr~sente ih  
la dei-ivata pa iispetto ad  x della somma della serie siessa; e questo meiitix: 
coriferina l a  osservazioiie precedentcl, tlell'essere cioi: le derivate di f ka, z )  

fuiizioni oloinorfe di x iiel cam!)o C fiiicliè x è iiella detta porziorie r ,  porta 
anche a dire che u questc derivate potimiin anche otterici-si colla derivazionc 
u rispetto ad x termine a termine delle serie d i  CAUCHY coi-i~ispotidcnti alla iio- 
u s t ra  funzioiie f (x, z )  per ogiii puiito 7 entro C da1 quale si pni-ta n .  

A l  modo steeso si vede clle gli iiitegi-ali i-elativi ad x di f (x, x)  finchi: 
le integrnzioiii si faniio nell'iiitervello (cl, b)  poseoiio ottenersi colla integinri- 
zioiie per seiG delle iiidicate serie di CAUCHY. 

E se maiiteiiendo f ( x ,  x )  le stesse particolarith rispetto ad  :c e ~ i spc t lo  
a x, per unn circostaiiza qualsiasi un suo sviluppo ( 3 )  per scrie di CAUCHY 
sia stato dirnostrato valido aiicora pei vnlori di x entro il cercliio o, tria sol- 
tanto pei valori di x viciiii quanto si vuole a un certo punto a ,  eiitro la por- 
zioiie t dell' iiitervallo ( 0 ,  O) che si considertl, e non  PI puiito a ,  allora è 
facile vedci-e clie a esso vai.1-B anche per questo puiito, e a r r à  ai1coi.a le stesse 
u ~)ropiiet?i che nvevn ilegli altri puiiti d i  r per ciO clie rigunrdn la dcrivazioiie 
u 1)cr serie n. 

Infatti, pei nostri dati  iiitorno a f (r, x), uno sviluppo di CAUCHY dovrh 
esistcre aiiche pcl punto x = a, e 10 potremo serivcre sotto la fornia 
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essetido in  generale 

e questo mosti*a subito qunnto abbiamo enuricinto, perché, potendo certameiite 
i cw&icieriti A, della serie (3) per x diverso da a scriversi ancora sotto la 
forma (4) qualunque sia il proc,esso col qliale Io sviluppo saià stato trovato, 
(: risultando queste espressioiii (4) funzioni continue di x anche per z = o: a 
causa della contjniiità che supponjamo ancora in f (z, ~ ) ' ~ e r  x=cc qwtlunque 
si)% z entro C, è certo che i valori di A,,, vengono ad  essere appunto quelli 
di A ,  per rr: = o.. 

3. 1 risultati otteiiuti valgono se f (x, a), considerata corne funziûne 
di T,  pej valori di 1: iiell'jnterrallo dato (a, b) e mentre x è ne1 campo C, 
è sernpre finita. 

Se poi essa divierie infinita in  qualche punto fra  a e b, O h a  qualche 
n1ti.a singolerità, ma tolto questci punto con un piccolo intorno, per tutti gli 
:iltri i-estano eoddisfatte tutte le altre condizioni, allora per cib che r iguarda 
le sue derivate rispetto ad x nulla è d a  aggiungere, perchè queste già ab- 
ùiamo detto di considerarle solo pei valoii di x c h  cadorio nelle porziorii 
di  (a, b)  nelle quali esse esis tmo.  e sono finite e continue jnsieme il z, s e m a  
cscluderc che per altri valori di  x possano essere infinite O anche non esi- 
stere affatto. 

P e r  quel10 poi d ie  riguarda gli integrali relativi ad x di f (:c, z) si pub 
osservare chc i risultat,i ottenuti ne1 S 1 continuano a sussistere, cioè gli in- 

tegrali stcssi f ( x ,  a) d x contiiiunno ad essere funzioni olomorfe di z ne1 ( 
campo C anche se ne1 punto a l a  funzione f (r, x )  diviene infinita O ha 'a l t re  
singolxi,ità, purchè nell'intorno di questo punto essa sin tale che il suo inte- 

.z 

grale 1 f (x, zz) d z oonservi un sigiiificato qualunque sin il valore di z clle ai 
a 

considera entro C, e gli in tegrd i  j ( x ,  x )  d x col tendere di E a zero con- I 
a+& 

X 

vcrgano in ugual grado verso il loro valore f (x, z )  d x qualicnque sia z J 
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entro ogni campo deteimiriato d i  coiitorno 5 ,  i n t e rno  a. C e su1 suo coii- 
torno a, ; e qiiesto perchè, avendosi ancora 

[f (r,  2,)  d s  . "  
d z , =  l .  l u  

z i - z  2 7 2 .  
, d z , -  

al limite per E = O  si h a  ancora la forrnola 

la quale niostra appunto clie l'integrale f ( x ,  z )  12 x è iina fuiizioiie di z J 
a 

sempre finita e oloniorfa anche qunndo x  = a ;  e 0i.a da  qiiesto si deduce sii- 

bito d i e  Io stesso accade anche per gli iiitegrali doppii, tripli, ecc. 
Coiisiderando poi la  serie 13), e ossci.vaiido clle per quanto dicemino ilel 

pni-agrnfo precedente si avrA certainente 

si vede clie l'iiitegrazione per serie rispetto ad x è applicnbile anclie dn a 
X 

;,il z, qusodo gli integrali [ A ,  d x Iianno tutti u n  significnto e al ternlm 
J 
u 
x 

05 

strsso la  serie 2 i z  -7," J'A. CE I: conaiderata corne funzione di E converge 
O 
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m 

in ugual grado nell'intorno d i  E = O, O I'altra 2 ( z  - y)+t A ,  d z converge 
U 

in ugual grado nell'intorno di a.  

E si pub anche notare, per qucst'ultimo caso, clie quando siano soddi- 
.z 

sfatte le condizioiii qu i  indicnte per gli integrsli 1 A, d r ,  e per la serie 

m 
a' f , ,x - y), [A, d T ,  l a  funzione f @, z )  i.iene di suo in tegra lde  da  a a d  x 
U 

(* 
pei valori di x entro il cerchio di convergenza che si lia per la serie (3 )  re- 
Iativa al punto di partenza y qixando x è diverso da  a. 

4. E a yroposito delle seric ordinate per le potenze di 2 -7  e i cui 
cnefficienti contengono O no altre variahili, giova di fare anche un'altra os- 
servnzicine che presenta in alcune occasioni la sua utilità. 

Indichiamo con R il ragçio del suo cerchio C di convergenza, supposto 

finito; e scrivendo l a  serie sotto la  forma Z A ,  (' II ?)17 iiidiehinmo con A' ,  

i modiili (O i valori assoluti) dei coeffinientii A,'che, se contengono altre ~ s -  
riahili, s'intenderà d i  considerarli per valori determinati di esse. 

Questa serie nell'interno del cerchio di convergenza C rappresenterà una 
funzione olomorfa tu (x) di z ;  e su1 cerchio la serie stessa potrà essere conver- 
gente indipendentemente dall'ordine dei termini O no, cib che equivale a (lire 
che la serie 1 A', dei rnoduli dei coefficienti potrà essere convergente o divergente. 

Comunque sia questa serie 1 A' , ,  noi ammetteremo che per essa il 
A17z+i rapport0 -- di un termine al precederite possa porsi sotto In  foima 
A',t 

1 $ p, dove p,, ilon cresce indefinitamente con n almeno negativameiite; e 
1 L  

c sotto questa ipotesi dimostreremo clie derivando wxess ivamente  la serie da ta  
u rispetto a x, almeno d a  un certo ordine i di derivazione in pni la  serie delle 
u dcrivate non solo cessera di essere convergente indipendentemcnte dall'or- 
n dine dei tormini siil cerchio di convergenza se anche l a  serie primitiva Io era, 
u ma i rnoduli dei suoi termini wesceranno indefinitamente con 9 1 ;  e i moduli 
u delle derivate della funzioiie w !z) coll'avvicinarsi indefinitamente di x al cer- 
tr cliio di convergenza prendermno anche valori grandi  quanto si vuole ( * )  n.  

( - )  N~itiirsliizente i p o t r i  talroltn csserc zero, c allora Ic particolnrità (lui indicnte 
vnrr:~,i-ino miche per la funzionc TG (L). 
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Si osservi infatti che, per la derivnta di ordinc i, entro il cci.(~liio di  
convergenza avremo 

e la  serie dei modiili su1 cerchio d i  convergenza sarà 

e in essa il rapporto di un termine a l  precedente sarà 

essendo E,, una  qunntità clip, tcnde a zero al crescere indefinito di ÎZ; quindi 
poichè, per l a  ipotesi clie abhiamo fatta intor-no a p,, quando i sarh nbha- 

1 stanza grande il coefficitwte p,, + i + E,  di  -lion solo siipererà sempre l'unità 
12 

negativa, ma. sr7rà anche sempre discosto da  zero e positivo, per teoremi noti 
si potrà iritanto affermare non solo che aliora la serie stessa sarà divergente, 
Inn anche che, almeno d a  un certo valore d i  n in poi, i suoi teïmini cresce- 
ranno indefinitamente con n, e anche continuaniente. 

Cib posto, si osservi che, pi'eso un cerchio cr di raggio p niiiiore di R 
ma vicinc) ad IZ quanto si vuole e col centro in y ,  pi' la forinoln precederite 
avrelno 

c quindi anche 
A'n ~ z ( n  1 1 i n - 2 )  . . . (  n - - i + 1  --= M I L  

eçsenclo x - -/ = p e i e ;  e da questa nvrenio I'altrn 

nelltl quale abbiamo indicato con W , ,  il modulo massimo di I U ( ~ )  (2) su1 cercliio 
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di raçgio p, e cor1 ?il,,, uri numero positivo non superiore ad  uno;  e per 
R questo, e perchè -> 1, sarà evidentemeiitc 
iJ 

ossendo h un numero comunque grande iiiferiore ad n, e un altro nuinero 
positivo non superioie ad  uno. 

D'altra parte, per quanto già diceinmo; se i sarà abbnstanza grande ba- 
steià prendere Ii (e quindi n) al di là di un certo nuinero percliè ogni ter- 
mine ne1 primo membio d i  questa formola sia superiore a un numero A che 
potrà pure prendersi grande qiinnto si ~ u o l e ;  e allora la somma del primo 

niembro sarà superiore a (12 - I& + 1) l ,  e si avrà quindi 1, < vlcp (y! 
nicntre per essere indipendente dn 11, per quanto gimide sia 92 si pot& 

sempre supporre p talmente vicino ad R che ($)n-i sia viciiio ad un0 quanto 

si vuole; dunque evidentemente W,,  coll'avvicinarsi indefinito di p ad  R dovrà 
crescere indefinitamente, e questo bastn per poter concludere quanto abbiamo 
enunciato. 

A1?i+i Inversamente, sempre sotto la nostra ipotesi intorrio al  rapporto - , 
Ain 

si potrebhe vedere al modo stesso che a,pplicando nella serie data  l'integra- 
xione successiva da  un punto interno del cerchio di convergenza, per es., da1 
punto y, fino ad  un altro punto qualsiasi x interno al cerchio, tr dopo un suf- 
(1 fic,i~nte numero d'integrazioni successive si giungerà sempre ad una serie clie 
u sard convergente indipendentelriente dall'ordine dei termini anche su1 cerchio 
tt di convergenza, se anche la prirnitira non 10 e r a ;  e quindi la  serie ottenuta 
u sarà convergente in ugual grado in tutto il cerchio di convergenza (il con- 
u torno incluso), e ad  essa si potranno applicare integrazioni successive fincliè 
u si vorrà, anclie arrivando fino al contorno e sopra di questo 77. 

Ne1 caso particolare poi in  cui i coefficienti A ,  della nostia serie 

2 A , ( z + r  sono reali e finisoono per essore sempre del10 stcsso segno, 

p. es., positivi, considerando ancora la serie delle derivate i , con i abba- 

Annnli di Jlnt~rnrctz'c~. Serie III, toino X I I .  '2 
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stanza grande, si pub osservare che movendosi su quel raggio del cerchio di 
convergenza che è parallelo all'asse reale ne1 senso positivo (per modo cioè 
che z - - y  sia reale e positivo), l a  sominn di un numero sufficientemente 
grande (ma  finito) di termini della s t e m  serie a iricominciare da1 primo, col- 
I'avvicinarsi indefinitamente al cerchio, finirà per essere positiva e grande 
quanto si vuole; e per questoi e perché i termini seguenti della serie saranno 
tutti positivi, si pub affermare che avvicinandosi indefinitamente al cerchio di  
convergenza lie1 modo indicato (cioè 'su1 raggio parallelo all'nsse reale e ne1 
senso positivo) le derivate ie di tu (2) finiranno per crescere indefinitamente 
essendo sempre positive, e su1 contorno saranno + m. 

Se invece i coefficienti A ,  snranno a;ternativament,e positivi e negativi, 
una particolarità simile si a v à  per le derivate ie di i o  iz) movendosi ancora 
su1 raggio parallelo xll'asse reale :na ne1 senso negativo; le derivate perb 
allora, coll'avvicinnrsi indefinitarnente al contorno, esselido + ro O - cr, se- 
condochè i termini della serie per x -- y renle e negatiro finiranno per es- 
sere tutti yositivi O tutti n e g ~ t i v i .  

5. Premesse yueste considerazioni generali, preiidiaino a considerare 
la equazione (1) nella quale ~ u p p o ~ r e m o  che alcuni O tutti i coeacienti dopo 
il primo, cioè a,, a ,,.. ,, a ,,-,, a,, e S contengano anche m a  variabile com- 
plessa x ,  e per ogni valore di re fra a e b (a e b incl.) siano furizioni olo- 
morfe d i  s in un campo C, e oltre a cib per ogni valore di x in questo campo 
siano regolari rispetto ad r ,  cioh siano seiapre finite e continue insieme a 
quelle delle loro derivate relative ad z che occorrerà di considerare nelle 
nostre forrnole, e il coefficiente a, contenga la  sola z, e sia anch'esso finito 
e continuo insieme alle sue prime n - 1 derivate nell'intervallo (a, b), e ' l e  
sue derivate nC a l~biano  la stessa particolarità, O almeno siano finite e atte 
alla integrazione d a  a a b (*). 

E per una tale equazione proponiamoci di  studiaine gli integrdi ,  par,. 
tendo per questo dalle loro espreesiorii per mezzo delle ricordate f o r i n o l e ~ p -  
iicrali, in serie d'integrali multipli, che si dettero per essi nelle Memorie ci- 

(%) Cosi q,, a, ,  a,, ... an - 1  devono aminettere le derivate rispetto ad x fino agli 
ordiiii n, n - 1, n -2 ,  ... 1 respettivamente, le ultime derivate perb e cosi a, e X ba- 
stando anche che, senza essere necessnriamente sempre continue, siano finite e atte alla 
integrazione pei valori di x fra n e b ;  e propriamente queste ultime derivatc e ait e X 
potrebbero anche essere infinite, purché atte alla integrnzione anche ridotte ai valori 
assoluti. 
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Loro in fegvci l i  n o m u  27'. 189 
< 

tate, e in particolare nei $3 1 e 2 della Mernorin del Volume prccedente di 
questi A ~ i m l i ;  e supponendo che in quelle formole le costanti c , ,  c , ,  ... c,, 
clie vi figurano O non contengano x, O contenendoln sinno anch'esse funzioni 
olomorfc di z ne1 campo Cl e le fanzioni ausiliarie z , ,  r ? , . .  . z , ~  siano iiidi- 
pendeiiti da  z (*), e come furizioni di x fra a e b siano fuiizioni regolnri, e 
precisaniente siano finite e continue esse e le loro derivaic fino alla (11 - 1 
c ninmettano anche le derivate ne finite e integrabili. 

Allora, conservando le notazioni delle Meniorie suddette, e suplionendo 
sempre in cib che segue, quanclo non si avverta espressamente i l  contrario, 
che iii tutto 1' inteiwtllo da  a a. I, (gli estr. incl.) O, e Q siano scmpre di- 
verse da  zero ; e osservando che in ogrii termine delle srrie che danno le 
espresaioni degli integrali della (1) i coefficienti a , ,  a,,.  .. a ,-,, a,, e X vi 
conipnriscono sotto forma intera insieme alle loro derivate risyetto ad  x, c 
le derivazioni rispetto a questa sariabile possoiio farsi fino all' na inclusive 
almeno, basta tener conto delle osservazioni geneiali che abbiamo fntto al 
$ 1 per poiere dire subito clle essi e le loro derivate rispetto ad x fino alla na 
sono funzioni olomorfe di z ne1 campo C ;  e se d è un nuniero positivo del 
quale sono sempre i i ~ f ~ r i o r i  i modoli ( O  i vnlori nssoluti) 

x 

delle quantità 

O ( a  e b incl.) 

e per x contenuto in un campo C, tutto interno a C, evideiitemente i mo- 
duli dei termini della nostra serie saranno inferiori ai ~ ' a l o r i  assoluti dei ter- 

dl(+' (x - % ) j l  

mini - che sono quelli di una serie esponeriziale, e quindi le serie 
z (12)  

steese considerate come funzioni di x riel canîpo C saranno evidenteinente 
convergeriti in ugual gratlo ne1 campo C, per ogni valore spccialc di x fra 
a e b clle si consideri (gli estr. n e O incl.). 

Segue da  questo intaiito, a causa di un teoreriia iioto sulle funzioni di 
variabile cornplessa, che sotto le ipotesi fatte intorno alle costanti c , ,  c,,.. . c,, 

(*) Il supporre che le z, , z, ,... zin non contengano z ,  alineno finclie il loro detcr- 
ininante Q e a. sono diversi da zero per x compreso fra  a e Ii (a e b incl.,', non porta  
alcuna liinitazione nell'integrale, perche per  quanto si disse al 5 9 de!la prima delle Me- 
morie citate, coinunque sinno prese l e  dette funzioni nusiliarie zl, a , ,  . . . a,, purch6 soddi- 
sfino alle condizioni sopra indicnte, basterà  prendere opportunnineiite le  costanti c l ,  c Z ,  ... 
per ottenere che le nostre formole diano qualunrliie integrale della nostra equazione (1). 
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l a  somma della nostra serie, e quindi l'integrale della nostra equazione, sarh 
una fiinzionc olomorfa di x ne1 campo C,,  e quiildi anche in C (escl, tutt'al 
più il contorrio), per ogni d o r e  di x fra a e b (a e b incl.); e questo, sempre 
Pei. le osseivaxioni fatte ne1 $ 1, basta a n d i e  per poter dire clie le sue de- 
rivate y', y", . . . rispetto ad  x fino a quell'ordine (non inferiore ad n)  pel quale 
potranno aversi, saFanno esse pure funzioni olomorfe'di z ne1 campo C finchè x 
si mantiene nell'intervallo da  u a b (gli estr. incl.). 

E siccome derivando termine a tesmine rispetto a d  x le serie che rap- 
presentano gli integrali della equazione data, si otteiigono serie per Io quali, 
colle corisiderazioni stesse che abbiarno fatto sopra, si vede clle oltre ad es- 
sere conaergenti in ugunl grado rispetto a x ne1 campo C,  sono convergenti 
ii-i ugual grado anche rispetto ad  z nell'jntcrvallo (a, b), cod midentemente, 
oltre a ritrovare con questo le indicate particolarith rispetto alle derirate y', 
y", . . . dell'iritegrale, si t r o ~ ~ a  anche ohe queste derivate possono aversi colla 
derivazione per serie rispetto ad :r; applicatci alla serie che rappreeenta l'in- 
tegrale stesso. 

In particolare duiique se pei valori di x fra a e h (gli est,r. inclusi) olti-e 
ad essere, come già supponemmo, u, sempre diverso da  zero, i coefficienti a , ,  
a,,  . . . a, e X della nostra equazione ( 1 )  sono funzioni intere di x ,  e tali sono 
pure le costanti c , ,  c,, . . . c, quando sono funzioni di z, d o r a  tanto gli in-  
tegrali (*) della nostra equazione, quanto le Ioro derivate rispetto ad x sn- 
raiino sempre funzioni intere di x ;  e le nostre serie rie daranno la espres- 
sione analitica, valida in tutto il piano, per serie di funzioni intere di x, e 
a queste serie p o t ~ a n n o  essere app1icat.e anche le derivazioni rispetto ai3 x 
fino a quell'ordine (non inferiore ad  a)  pel quale esistono le derivate y', y", .. 
dell'integrale, e per tutti i valori di x fra u e b (a  e h inclus.). 

E naturalmente, in questo caso, con processi convenienti l ' integi~de poti2à 
anche svilupparsi in serie di CAUCHY per potenze d j  x - y pai'tendo da  un 
punto y qualsiasj, e qiieste serie varranno in tutto il  piano x ' e  per quaiunque 
valore di x fi-a a e b (a e b incl.); e le derivate come gli integrali rispetto 
ad  x dell'integide medesirno per quanto dicemmo ci1 tj 2 poti-anno ottenersi 
colla derivazione O integrazione per serie rispetto ad x applicate alle serie 
stesse di CAUCHY. 

(*) Questo teorernn f u  dato già da1 PICARD ne1 tomo III del suo Traité d'AnaZyse 
(Paris 1896) a pag. 02, supponendo i coefficienti a, n,, .. . a, e X polinomii i n t e r i  i n  z, 
e no = 1, 
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I I ~  ogni cils0 poi, se anche a, contenesse x, e se? corne potrebbe sempre 
farsi, anclie per le funzioni ausiliarie xi ,  x,, ... x, fossero prese funzioiii che 
dipendano anclie da z, i risultati ora ottenuti continiierebbero a sussisterc per 
quei campi C relativi a x pei quali a,, z , ,  x,,  , .. x,, sono funzioni olomorfe 
di x, e a, e Q sono diverse da  zero ; ma, malgrado questo, noi, per sernpli- 
cità, ammetteremo sernpre che a,, x,, z,, . .. z, siario tutti indipendenti da1 
parametro z. 

6. 1 risultati qui otteriuti vnlgono ricl supposto che le a , ,  x- ,  . .. x, 
siano regolari fino allc loro derivnte ?ze, c a, e Q siano diverse da  zero pei 
valori di .zr clie si coiisiderano fra a e b (a e b incl.). 

Se poi u, O & per alcuni valori di x frn a e b fossero zero, c ~ l c u n e  O 

più delle funzioni ausili;ii.ie x , ,  z , ,  . . x, O delle loro derivate rispetto ad  .?: 

fossero infinite, allora quando, conle potrà sempre farsi, gli integrali multipli 
che figurano nelle nostre foruiole generali si facciano partire d a  un punto a 

frn n e 1) pel quale queste circostaiize eccexionali non si presentiiio, le nostre 
foi-mole, e tutti i risultati qui indicati varranno per ogni valore di x da  r. 

fino a punti vicilii quant0 si m o l e  ai primi valori a, O a, di x jnferiormente 
O superiormente ad  o! pei quali tutte O alcune delle iiidicate circostanze si 
presenteranuo. 

E in parlicolare gli integrali della nostra equazione e le loro derivaté 
rispetto ad  x fiiio all'ordine no almeno, come i loro integrali si manterraniio 
funzioni oloniorfe di z ne1 campo. C pei valori di x firio a punti vicini quanto 
si vuole agli stessi punti a, e a , ;  e Io stesso avrer rà  anche in questi punli n, 
e a ,  per yuegli integrali della nostra equazione e per quelle loro derivate 
rispetto ad x che si m a n t e n p n o  fiiiite e continue anche negli stessi punti 
fissi a, e a, (S 1). 

7. Indipendentemente poi da  queste considerazioiii si potrebbe anche 
in altro modo vedere che i n  alcuni casi, anche se pei limiti inferiori dei no- 
stri integrali, O pei valori di  ;c clie si considerano si presentano le indicate 
circostanze eccezionali, i risultati ottenati ne1 pnragixfo precedente continuano 
pure a sussistere, almeno in parte, anche agli stessi ljmiti O pei detti valoii 
eccezionali di x per alcuni cl~gl i  integrali della equazione data  (1 j, e talrolt;i 
anche per tutti. 

Ili particolare per le equazioni oinogenee, e nei casi considerati nelln 
Mernoria. del Volume precedente pei quali, malgradc? la  presenzn di Lin iiifi- 
nitesirno di tr,, per u n  valore cc di r fra a e 6, si lia nncorn lin integi~ale rc- 
golare y della nostra equazioiie, si pub ~ f f e rmare  clle l'integrale che allora 
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trovainnio sarà uns  funzioiie oloinorfa di x ne1 campo C rie1 qiiale sono d o -  
nîorfi i coeficienti a,, a,, ... a, qutindo x è nell'intervallo da a a b (gli 
estremi incl.), pcrchè per le considerazioni clie facemmo ai $5 12  e 14 della 
stessa Memoria si vede clie la serie che rappresenta quell'integrale, oltre ad 
essere ancora l a  stessa, e avere i suoi termini funzioni oloinorfe di z ne1 
campo C, è ancorn convergente in ugual grado rispetto a z in ogni campo G, 
interno a C; e qiiesto bacta al solito per potere concludere che la sua somma 
snrà una  funzione olomorfa di z 1x1 canipo C ;  rna rispetto alle derivate y', 
p", ... dell'integrale non si potrà. affeirnare nulla senza fare priina gl i  studii 
a i  quali acceniiamnlo in modo generale ne1 $ 19 della siessa Memoria, e clic 
f:icernmo poi in p i i c o l a r e  pel caso delle equazioni del second'ordiiie a1 5 22. 

E cosi in  pzrticolare per quelle equazioni del secorid'ordine 

iielle quali a, e a, pei valori di x ne1 campo C sono funzioni olomorfe di z 
fincliè x è compreso fra a e (a e O incl.) e a, è unn funzione di x clic 
diventa infinitesima in un punto a di questo intervallo (a ,  6 ) ;  e a l  tempo 
stesso i coefficienti a,, a , ,  a, per ogni valore di x entro ogni cnmpo C, in- 
terno a C, e pei valori di x in un certo intorno di a  soddisfano alle condi- 
zioni indicate ne1 $ 21 della Memoria ridetta, per modo ci06 d i e  si possn 
p r r e  

a , = ( x - a ) P û , ( r ) ,  a,=(:c - u ) P - ~ O , ( X ,  z), 

essendo 0, e G ,  funzioni regolari di x riello stesso intorno di u fino alle deri- 
w t e  seconda e prima rispettivamente, e 5, (O.) esseiido finita e diversa da  zero; 
e inoltre per ogni valore di x f ra  a e 2, diverso da a,  il limite superioie L, 

del modulo del rapporto per z cornpreso ne1 campo 6, B tale clle i pro- 
ao 

dotti L, (x - a), O L, ((1: - a) log (x - a) risultano atti all'integrazione nel- 
l'intorno di cc, allora, sempre pei risultati ottcnuti nella stessa Menioria, si 
pub affermare che In stessa equazione ammetterà sempre un integrale y chc, 
oltre ad essert? regolare come funzione di x qunndo x si inantiene in un in-  
torno suficientemente piccolo di a,  sa& a m h e  una funzione olomorfa di x ne1 
campo C per gli steçsi valori di x, e la sua derivata y'  godrà sempre delia 
stessa proprietà pei valori di x diversi da  a ;  e rie godrà anche per x = o! 

x x 

î1 a 

tcranno infinitesimi almeno del prim'ordine al tendere di  x ad  U. 
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8. Tornianio ora ad  aininettere che a,, e Q siaiio sempre diversi da  
zero fsa a e b (a e b inol.); e osserviamo che un cas0 più specialmente no- 
tevole è quel10 rie1 quale nella equizione lineare genesale (1) i coefficienti 
a,, a-,.. . a,-,, a, e X sono polinomii razionali interi rispetto a x, O anche' 
più generalmente rispetto a una stessa funzione (x) di x, cioè sono ,della 
forma 

A f % y ( $ ) +  CsZ(x) t -+I ' rp1 (x ) ,  

essendo ,4, B, C l . .  . K funzioni regolari della sola x. 
In  questo caso, indicando con k.i il grado di rq (x) in X, e con 1; il grado 

massimo pure di rp ( 2 )  nei varii polinornii che corrispondono ai coefiicienti 
a,, u; ,... u , ,  e supponendo che le e , ,  c ,,... c, siano indipendenti da  x, si 
vede subito che l a  serio clle rappresenta il nostro integrale è una serie di 
polinomii in rp (x) dei gi-adi rispettivamente b., , k ,  + k ,  Ir, + 2 k, I r - ,  + 3 Jb , .  . .; 
e cos1 in particolare se X non conter14 2, e i coefficietiti O,, a,,.. . a,, che 
conterigono y (x) la contersanno soltanto al 1.' grado, allora nelIa serie che 
rripp~eseiita I'integrale della nostra eqiiazione di n: fra  a e 6 (a e O incl.) e 
per ogni valore reale O complesso del paraineiro a, cioè 

A, 
dove in generale LO = E , - ,  - e 

(a0 Qb 

x 

con A, = Q, +I &, y,,, d û, , il psi rno termine L, ss rà  indipendente da z ,  
a 

e gli altri Li,  L,, . .. L ,,,. . saranno polinomii in 1 ( 2 )  dei gradi 1, 2 , .  . . nz, .. . 
successivamente, cioè l'integrale s a r i  sviluppato in serie di polinomii in 1. (2) 
di questi gradi. 

9.. E se s ~ r à  in generale a, = y, g, ( z )  + l , ,  essendo y, e 2, funziorii 
della sola z, metteiido i n  evidenza nelle nostre notazioni il parametro x, col- 
I'indicaïe ci06 con E (y, z ) ,  2, ( a ) ,  e q,,, (x) il primo niembro della equazioiie 
data e i soliti valori di Zr e q,,, quand0 nei coefficienti i l  parametro 2: ha 
il valore x, e indicando inoltrc con G (y)  I'esps(:ssione 

11 3 9,. y (n - r )  = 9 ,  y(n-O 
1 

+ g2 + . . + y, y, (6) 
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c con Z g ,  il valore di 2, cosrispondente a queda  espressione G (Y!, 

Zg,r = on (g.1 i, + ( 9 2  z ~ ) ( ~ - ' )  + . . + c i  ( g ~  X V ) ,  ( 7 )  

e con y un valore particolarc fiiiito (ma qualsiasi) di x, avrerno evideiiic- 
mente 

E ( y ,  x )  = WY, Y) + [Y. (5) -I(Y)I G (Y), 

2, (4 = z. ( y )  + [y (2 )  - y ,  ( Y ) ]  z g , l . ,  

essendo qg ,,,,, ciO clle diviene q,,s, quôndo al posto dclle Z , ,  Zz, ... Z,, si 
porigono le ,!Tg>,, Zg,P, ... Zg,n nelle qiiali sia cambiato x in T ,  . 

Si supponga ora clie per le solite fiunzioiii ailsiliarie x,, ce,.. . X,I sian0 
prese quelle di un sisteinn d'integrali foiidarnentiili della equaxione nggiuiita 
d d h  E (y, r )  - O corrispondente al valore 7 di x ;  queste fiinzioiii, se a,, non 
si annullerà mai nell'interrallo (a, b ) ,  avranno ôncora la particolarith voluta 
di essere regolari almeno fino alle derivate ne in questo intervallo; e aven- 
dosi d o r a  Zr (y) = O e quindi anche q,,, i r )  == 0, è certo che, fiticliè restiiio 
le c i ,  c,, .. c, indipendenti da  x ,  le nostre serie corrisponderlti all'iiitegrale 
della equazione data  E (y, x )  = X saranno serie ordinate per le potenze di 
y ( x )  - y (y), cioè s a r m n o  della forma 

essendo 

e A , ,  ,4,, . . . A,, , . . . funzioni dclla sola r detei~ninate dalla formol:; g.eiiei.de 

essendo u 1,111 puiito qualsiasi fra a e b O urio di qiiesti cstreirii a e 6;  e in 
particolare se cp ( z ) =  2, esse saraniio ordinate per IO poteiize di x -7 ,  ciob 
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corrisponderanno agli sviluppi di CAUCHY 

pei nostri integrali. 
E se si ricorda che la  equazione aggiunta A (<, y) = O della E (y, y) = O 

è la segucnte 

dove a, ,  a, , .  .. a, ,, a,, indicano i valori di a , a , ,  . . . un ,, a ,  per x = y, 
applicaiido uiia nota formoln di LIOUVILLE si vede subito clie pei denomiria- 

- J je (lx a,  5 0. tori Q si lia cr ,  Q - Ic a, e = X - Q ~  " e , essei~do li una  co- 
stnnte; per modo che Q s a r i  fiiiito e direrso d a  zero f1.n a e b, e se per la 
equazioiie data  sa14 a, = ( f i  - 1) a', (come potrà scmpre ottenersi moltipli- 
cando ln  eq~iazioiie stessa per un fattore convcniente) avrenio a, Q = k ;  e i 
ralori di A, e A,,  verimrio più semplici quaiido col moltiplicare le z,, 
z ,,.. . z,, per cwtaiiti adattate sia ridotto a, Q r= 1. 

E si pub : i nch  aggiungere che se y,, 9 2 , .  .. sono tutti zero, ciob 
se y ( z )  figura soltanto riell'ultiino coeffickiite a, della iiostra equazione 
E(y,  z) = x, a1loi.a qgs,Lç, si l-idilce a -y, q (2, Y,). 

Se poi, contrariamente a quanto ora suppoiievrimo, le funzioni ausiliarie xi, 
x,, . . . n, non saranno gli in tegrd i  della eqiiazione aggiurita della E (y! =f 0, 
per modo clie non sia. q,,,, (Y) =O,  allora le serie (8) e (12)  clie qui ab- 
bianio scriite sarnnno precisamente quelle formate dai teimiini di grado più 
nlto in (p (z) -- y ( y )  O in x - 7 dei singoli termini della serie generale (5), per 
polinomii in cp (2) - y f 7 )  O in 2 - - y ,  che si avrà allora per rapyresentrire 
I'integrnle ?j della equazioiie E (y, X) = X. 

10. Questi risultati poi clie dan110 un processo genei.de per trovare 
gli sviluppi in serie di potenze iiitere e positive O di polinomii interi in  
cp ( z )  - y (Y) O iii x - y per integrali della nostisa equazioiie E (y, z) = S 
quando il  primo coefficiente a, i, sempre diverso da  zero nell'iiitei~vallo (a, O)  
che si corisidera, val-rnnno niiclie quando Io stesso coefficiente cr ,  divienc in- 
finitesirno iii uii punto x = r. nell'iiitei~vallo (,n, b),  per quegli integrali rego- 
lari della stessa. equazione clle, coine nei casi considerati nelln Meruoria. del 
Volume precedeii tc, talvolta esistono, e possoiio ,aricorn. rapprescntarsi per 
mezzo delle nosti-e serie çeiierali, colla introduzioiie di funzioni ausiliarie par- 
ticolari z , ,  z ,,... 2, e pcr valori particolari delle c , ,  c ,,.. . c,, . 

Annnli di Matetnatica. Serie III, tom0 XII. 26 
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Perb  bisognerh naturalniente che queste funzioni ailsiliarie particolari x,, 
x,, . . . xN siano integrali particolari della equazione aggiunta della E(y ,  y )  - O, 
sc si vorsà cile le serie corrispoiideiiti agli integsali della eqiiaziorie datd 
E (y, 2) = X siano delle fosme (8) O (12), s e m a  di clie rientreranno soltarito 
nella forma generale ( 5 )  di serie di polinornii interi in  y ( 2 )  - cp O i n  x- y, 
nei quali i termini di grndo più alto saranno appunto queIli cosrispondeiiti 
delle serie (8) O (12). 

Indipendentemente poi da questo, per quanto si disse in generale in fiiie 
del 5 2 si pub nfferinare che çli sviluppi precedenti per potenze intere e po- 
. . 

sitire di p ( 2 )  - y O di e - y trovati soltanto pei valori di x in qualuiique 
porziorie iltternn a lin i i ~ t e i ~ ~ ~ a l l o  (CI, b )  ne1 quale a, diviene infiiiitesimo a urio 
O a tutti e due gli estremi a e b varranno anche in questi estremi, salvo a 
prendere allora pci loso coeficienti i valori limiti ( d i e  certo dc-vono esistere) 
dei coefficienti che si avevano per x diverso dnll'estrcmo cosrispondente e 
vicino quanto si vuole all'estreino stesso, p u i ~ l i è  si trntti d'iiltegrdi pei q u d i  
si sappia i n  qualclie modo clie anche quando x è in questo estrerno sono 
funzioni olomorfc di y (x) O di x. 

11. Tutto questo perb quarido le ci, c,, .. . c,, oltre ad esseie coçtariti 
rispetto alla variabile a, siano jndipeiideriti da  x. 

Quando poi anche queste quantità c l ,  c,, ... c, dipendaiio da  x, allora 
se a, sarà sempre diverso da zero f1.a a e b (a e b incl.), comunque siano 
scclte le fiuizioni ausi1iai.i~ x,, z,, .. r,, e quindi in particolare ariclie quando 
siano prese per esse iritegrali fondamentali della ~ o l i t a  equazione nggiunta 
della E ( y ,  y )  = 0 ,  le nostre formule condorratino ancorn, a qualsiasi inte- 
g s d e  y della nostra equazione E (y, x) = _17, ma questo non sarS più in serie 
di potenze intere e positive di p (x) - y  ( y ) ,  O di x- 7, O in aerie di poli- 
riomii interi di qiieste quantità. 

Pcrb  siccorne, sotto la nostra ipotesi clie fina a e O ( a  e b iiicl.) il coef- 
ficiente a, non divenga ~ n a i  iiifinitcsimo, le c l ,  c , ,  ... c, possono prendei-si 
corniinque, indicando con ul, , zu , ,  . . , tu, gli iiitegrali particolari della equa- 
nioiie ornogmea E (y, x) = O d i e  vengoiio dalle formole precedenti faceridori 
XI= O e prendendo le c l ,  c,, ... c ,  tuttc ~ ç u a l i  a zero tranne respettivninente 
la  psima, ln seconda ,. . . la lia che si psciideranno invecc uguali ad uno, e 
indicando inoltre con Y I'intepsale particolare della nostra equazione com- 
pleta E (y, X) == X corrjspondente ni valori della c,, c,, . . . c, tutti zero, cEie 
gode della pnrticolarità di cssere zero insienie alle sue prime n-  1 derirate 
per z = a, ed è unico e determiii:ito, è noto clie toi, zo,, ... za, costituiranno 
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Loro integmli noruzati. 197 

un sistema d'integrali fondarncntali della equazione omogenea E (y, a) = O, e 
le stesse zu, ,  zo,,. .. w,, e Y verrniino aucosa dalle forme precedenti (5), (8) 
e (12), e si otterranno da  queste col sostituire ad A ,  xspet t ivamente 

x 
n 

( Xf, q , x ,  a XI 

(?,~,n k Q l P  Q v  , . . , 9 -  essendo Qi ,,,, Qr,,, ,... Q?,,,, i coin- 
(a0 Qb (00 &), (no Qb ( ~ o  (Sb 
plementi algcbrici degli elementi dell'ultima colonna ne1 determinante O,, 
O Q ;  e per ogni integrale y della equazione data  E ( y ,  x )  = X ayremo evi- 
dentemente l a  formola seguente 

per la  quale 10 stcsso integrale, se non viene piii sotto le forme dei 39 8 e 9 
quand0 le c i ,  c,,.. . c, coritengono x, dipcnde perb da  queste forme (5\, (8) 
O (12) in modo inolto semplice. 

E se u0 o Q diverranno infinitesimi in qualche puiito diverso da1 punto a, 
questo risultato varrh per ogni valore di x: a partire da  a finchè non si ar- 
i-ivi ad un punto d7infinitesimo di a, O di Q, o ne1 quale si abl inno singo- 
larith per  gli altri coefticienti e Lier le funzioni x,, r2,. . . r n .  

, 12. I n  paiticolare dunque, quando le c l ,  c,, . . . c, siano potenze O po- 
linomii interi O funzioni intere iii rp (2) o in a, le formole precedenti daranno 
sempre l'integrale y in serie di potenze O polinomii O funzjoni intere di 
y (2) - y  iY) O di x- y ;  ma evidentemente non si pub dire che si otterranno 
con questi processi tutti gli jntegrali della riostra equazione E (y, 2) = X ch" 
sono sviluppabili in serie di potmze iiitere di rp ( z )  - y  (y) O di x y pei 
valori di x  fi'^ a e b. 

P e r  questo noi prenderemo ora a considerare in modo grnerale i l  caso 
in cui, indipendentemente anche dalle considerazioni precedenti e dalle nostre 
forrnole geiierali, e seguendo un  processo qualsiasi, sia stnto determiiiato, O 

riiichc soltanto si sappia che esiste un integsale y della nosfra equazione 
E (y, x) = X che, come funzione di r, in tutto l'intervalle da  a a b (questi 
estremi inci.) è regolare- fino alle derivate ?ze le quali sono ancora finite e 
atte alla integrazione, senza escludere ora che cr,  fi-a a e b, O i n  qiiesti punti 
stcssi possa anche divenire infinitesimo; e inoltie l'integrale medesimo è svi- 
luppabile in  serie d i  potenze intere e positive di y (2) - ( y )  in un campo C 
relativo a z chc potrà anche cssere tutto il piano, per modo che in questo 
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campo C e per x compreso fra  a e b ( a  e b inclus.) si abbia 

essendo le B,, funzioni di  x che potranno essere diverse dalle ,4,, date dallc 
formole (9) e (IO). 

Si osservesh pe i  prima cosa che per qunnto si disse in gcnerale al 5 2, 
le funzioni R,,, avianno le derivate rispetto ad  x deteinminate e finite fra a 
e b (a e b incl.) almeno fino alle ne, e all'iiitegrnle y sarà  applicabilc la. cle- 
rivazione per serie rispetto ad x riello s t e ~ s o  intervallo (gli estr. inclusi) 
sempre fino d e  dei i rate  9le altneno. 

E oltre a cib se, tenendosi ora colla x in una porzione qualsiasi (a', b') 
deil'intervallo (a, b), in  ogiii punto della qunle (a' e 6' incl.) il coefficiente a, 
sia sempre diverso da zero, e clle polrà quindi essere anche Io stesso intiero 
intervnllo (a, b) qiiando in esso a, non sin mai zero, interidesemo presi per 
le x , ,  x, , . . . x, i soliti integrali fondamentali della equazione aggiunta della 
l< (y, -/ - O, e introdrirremo ancora. gli iritegr:ili t r i ,  w,, . . . w, e Y del pa- 
ragsafo precetlcntc, clie snianno nltiettantc serie d i  p o t ~ n z e  di rg (2)-y 

a1loi-a per x conipreso frtt a' e 6' (CC'  e O' i i l ~ l . )  potremo senipse scrivere la 
equazione 

per valori convenienti delle costanti c , ,  c2 , .  . . c,, (che saranno indipentlcnti 
da X, ma. poti'anno contenere x )  percliè nt:ll1iiitervallo (u', b ' )  le t ~ , ,  v,, ... ~ r , ,  
saranno integrali fondamentali della equnzione omogenca E ( y ,  x) = O. 

E queste c,, c,,. . . c, si pcitranno deterininare fncilmeiite, perclii: In stesan 
equazione, insieme alle altre 72 - 1 che se ne deducono colla derivazione 
successiva rispctto ad .r, dà luogo ad un sistenia di  ?t equazioni l i n ~ a r i  ri- 
spetto alle stcvse c, ,  c , ,  ... r,,; e queste eqiiazioni, col da i e  ad r il valorc a, 

che ora si intcii~lerh p e s o  nell'intervnllo (a', O), O un altro ~ i i l o r e  spwinle 
qunlsiasi p in questo iiitervnllo, deteirnineraiino subito i valori delle c ,  , c,,.  . . 
r, mediante i quali il nostio integrale y fsn a' e O '  si esprirne per gli irite- 
grali zo,, zu , ,  . .. zo,, della E (y ,  x) = O e per Y; e questi valoi~i c i ,  c ? ,  . .. 
r,,.,. c, risulteranno espressi yer  quozienti di serie ordinate per le potenze 
di rp (2) -- rp (-/) nei quali il dcnominatore c o r n u e  D sslrh, il determinante fon- 
damentale deqli integrali tu , ,  tu,, . .. tu, della E (y, x )  = O per x = p ,  e il 
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numeratore per U I I ~  qualu~lquc di esse c, sa rà  il determinaute che vieiie d a  D 
sostitueudo agli elernenti u;,, w', ,  tu",, . .. ~r ly -~ '  i valori di y - Y, y' - Y' ,  
y'' - Y", y("-1) - Y(n-1)  per z = p che sono natriralrnente aricli'essi espressi 
per serie di potenze di (2) - y  (./!, e potranno anche talvolta ridursi a po- 
linomii, o anche più semplicerriente a qiiantità costanti. 

Qucsto denominatorc D, quando pel valorc speciale p d i  3: sin preso il 
 alo ore J. ohe figura come limite inferiore negli integrali delle forrnole (9) 
e (IO), vedremo frn breve clie si riduce a un polinornio in  7 (x) - rp (-/) cho 

12(% - 1) sa13 tutt'al pi& del grado 
2 

e si riduce sempre a u n 8  costante qilando 

le  g , ,  g, ,  . . . g n - ,  sono tutte zero, cioè quando g, (x) Figure14 soltanto nell'ul- 
timo coefficiente a, della riostra equazione, e allora le stesse e , ,  c , ,  ... c,  sa- 
ranno funzioni intere d i  rp (2) - ? i y )  ne1 campo C, e precisa.mcnte si avrà 
pcr una qualunque d i  esse c, 

essendo le 7 1  ,,., y2 >,., . . . , 711,,. qrinntitk costanti rispetto ad x e i%qietto a x. 
I n  ogni caso poi, noi possinino orn affermare che coi valori trovati per 

c,, c , ,  . . . c, il nostro integrale dato y, qunlunyue sia stato il processo che 
svrh  servito O che ~ e r v i r à  poi a deterrninarlo, poti% scriversi sotto ln forma 
ci 2i7, + C, 20% + . . . + en zo,, + Y, e si e ~ p r i m e r à  quiridi aricora sot,to la 
fornia (8) senipre pei valori di LC fra a' e b' (a' e O' incl.); ma in questa 
espressione, yer le c , ,  c,, . .. c, che f igu~nno in A ,  nelle formole (9) e (10) 
che daiino i coefficient! sttuali A, ,  A , ,  A ,,... A ,,... delle (8) stessc, do- 
vranno preiidersi le funziorii di x dederminate testè come quozienti di fun- 

8 
zioni intere in p (2 )  -- ( y )  fincliè x è ne1 campo C ; e quindi la  serie 
stessn. (8) darà  ancora u n a  espressione dell'integrale dato y, ma questa non 
sarà più i n  serie ordinata per le potenze di q, (e) - g, (?), a meno che i valori 
trovati peï  c l ,  c,, ... cn non risultino indipendenti da  x ,  O sotto altre forme 
specialissime. 

13. Ferniandoci ancora su  quegli integrali y delln nostrn cquazione 
E(y ,  x)=X che in tutto il piano a O i n  una  porzione C d i  esso e per x 
compreso fra a e h (a e 6 incl.) soi10 funzioni regolari di x almeno fino alle 
derivate ?le  in questo iiitervallo (gli estr. incl.), e sono sviluppabili in seric 
di potenze intere e positive di (p ( 2 )  - s  (y), peï  modo che si ha  
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qualunque sia del resto il processo col quale vengono determinati, e quand0 
anche in u e b O in alcuni puriti posti fisa yuesti a, sia zero, troviamo al- 
cuite partioolarità dei coefficienti BI, che sono funzioni delle sole x. 

Poniamo percib, per abbrcviare, E (y, y )  = E, (y), e ricordianio il signi- 
ficato dato a G (y)  rie1 $ 9. 

Siccome, per quanto dicemmo al tj 2, per ogni vnlore di x fra a e b (a 
e b incl.) le B,, snranno derivnbili fiiicb all'ordirie fa nlnieno, e alla seiie clle 
d à  l'iiitegrale y clie si conside1.a sono applicabili le derivazioni r e l a t i ~ c  ad x 
altneno fino al10 stesso ordine n, si vede subito che Fer gli stessj valori di x 
avrerno 

ed essendo y un integrale della equnzione data E (y ,  z )  = X, per una nota 
proprietà delle serie di potenze di fiinzioni d i  vaiiabile complesea si vede 
subito che le B o ,  B,, R ,,... B,,. .. dovranno soddisfare alle equazioiii 

EI(B,)  + G ( B , ) = O  ,... E, (B,) + G(B, ,  , ) = O  ,..., 
8 

cioè Ie BO, B I ,  R 2 , .  . . BI,, , . . . dovranno essere integrali delle successive equa- 
zioni 

E (Bo  , 1%) = .Y, 

E (Di, h )  = - G (Bo) ,  
E ( I l 2 ,  IL)--- G ( B , ) ,  

che risulteranrio siiccessivamente determinati quando sia stato fissato il primo 
di essi Bo,  se corne ne1 caso della serie (8) dove le A ,  e A ,  sono date 
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dalle (9) e (IO), i coefficienti Bi, B,,.. . B,,, ... dell'integrale dato conten- 
gono in modo determinato le costanti che figurano ne1 coefficiente Bo.  

Del reato poi comunque si determinino successivan~ente i coefficienti Bo, 
B,, B ,,... B ,,,... per mezzo delle equazioni precedenti, la serie 

ci darà sempre un integrale dclla nostra equazione X(y, X) = X,  per tutti 
quei valori di x e x pci quali risulti convergente e derivabile alineno fino 
all'ordine rz rispetto a d  x ;  e al loi~i  in tutte le porzioni di (a, b)  nelle qiiali a, 
sniA diuerso da  zero, per quanto dicemmo ne1 paragrafo precedente, essa si 
eslwirncrà anche per mezzo della serie (8), colle A ,  e A ,  deteriiiinate 
dalle (9) e (101, m a  nelle quali le ci,  c,, ... c,, sinno funzioni fi-ntte d i  
(z) -y ( A )  clle si determinano coi processi del paragrafo precedente. 

14. Oi-a rispetto a. queste quantith , lm,  c h  prenderemo sempre come 
date dalle (9)  e (10), sia chc in  esse le ci ,  c,, ... c, siano r e re  e proprie 
costnnti anche rispetto a 2, cioè clie non dipendano affatto d a  X ,  come aiT- 
viene ne1 caço degli iiitegrali coiisiderati al tj 9, sin clie esse coiiterigario ,- 
conîc avvcrrà ordinariamcnte per gli integrnli piii generali seinpre ordinati 
per le potenze di rg (x) -y (y )  clie abbiamo considerato nei due ultinii parn- 
grwfi, e clie nbbiaino visto potersi seriipre porre essi pure sotto l a  forma (8) 
in tutte le poi~zioni (a ' ,  b') di (a ,  b)  nelle qiiali a, sa14  diverso d a  zero, os- 
serviorno chc dalle loro forme (9) e (IO),  per uiezzo d'integrali defiiiiti da  a 

ad r ,  si ~ e d e  subito clie per essere a, senipre diverso d a  zero fra a' e 7,' 
(a' e O' incl.), coi1 clie Io sarà anche Q (S 9), le . . i l ,  A ,,.. . A ,,... pcr 

x = a  sono tutte zero, mentre la prima A,  è uguale a , e dipen- 

de14 quindi ordiriarjamcnte da 8 se le ci,  c,,.. . c,, ronteiigoiio questa va-  
riahile. 

Deri~rando poi successivameiite le stesse espressioiii di A , ,  A ,,... A ,,,... 
rispetto ad x, colle regole note, fino a quel l7~rdine  pel quale le derivazioni 
sono ammissibili, si trova clle, per x = a ,  A,  ha  scmpre uguale a zero 
almeno ln, prima d.esivata, A ,  lia sempre zero la prima e la seconda, A ,  
lia sempre zero la prima, In seconda e la terza, e in generale A ,  ha sempre 
zero le prime u2 - 1 derivate. 

E poicliè, avendo riguardo alla espressione per determinanti di r1g,2,z, e 
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a quelle delle sue derivate rispetto a d  x, si trova che col farvi x,  = x 

il qeZ,., diviene r,, , g, Q, diviene ( - 1 y + t -  Q, . . . a x 

e in gerierale qg,xa diviene una espressione lineare delle quaiitità g,, a X. 
g,, ... g,.,, e delle loro derivate, CO$ avendo riguardo ancora alle formole 
che si t r ovmo  per le successive derivate rispetto a d  x di A , ,  A ,,... A ,-,,. .. 
si vede subito che se g,, y,,. . . gh-c  s a i m n o  zero, cioè se rp ( z )  incomiiicierh 
a figurnre nella equnzione data  soltnnto al coefficiente t rk ,  allorn per ciascuno 
degli intc.grali A , ,  A , ,  .. . A ,,,, . . . vi sararino nltre k. - 1 derivate per x =- cr 

clie si annullci~niino oltre a quelle che gih dicemmo essere sciiiprc nulle; c 
iri particolare, se y (2) figuie1.à neIla. equazione data  soltnnto nell'ultiino cocf- 
ficiente a,, le A , ,  A,, A ,,... A ,,,,... per x = a  saranno zero jnsieme re- 
spettivaineiite alle loro prime I Z  - 1, 12,  12 -f 1 ,... in -+ 12 - 2 derivate. 

È al seguito di qucsti risultati clic costriiendo il detcrmiiiante D rela- 
tivo ngli integrali w, ,  t u , ,  .. . zu, del qii:tle pai,lammo ne1 § 12 si trova d i e  

12 (n  - 1) 
il silo vi~lore per x =-a è un polinomio del grado -- 

2 
a l  più i n  

y (x) - 9 e si riduce indipendente da  z quando iiella eqiiazione data  il 
cp (2) figura soltt~n to nell'ultimo coefficieri te a,, , perchè allorn gli stessi jntc- 
grali zo,, w,, . . . tu, e le loro prime 12 - 1 derivate risultano tutti iiidipen- 
denti da  x per x = a. 

E per questo appurito, e percliè l'integrale Y per x = a  è seinpre zero 
esso pure inaienle alle sue prime n -- 1 derivate, resta ora dimostrato quanto 
tliceinmo al fj 12, cioè clle in qucsto caso le ci ,  c , ,  .. . c, del paragrafo stesso 
vengono tutte della foimn y,,, y, f y,,, y, -f . - .  + essendo le y,?, 
7 ,,,.,... y,?, iiidipendenti da. x. 

E del resto poi, teneiido conto della osservazione fntta jntorno alle de- 
i.ivnte di A , ,  A , ,  . . . A ,,,. .. c senîpre pel caso in cui si suppone clie y (x)  
figiiri soltaiito i n  a,,, si vede subito per la ( 8 )  clle per uii integi.de qua1- 
sinsi y della nostrn equazione i valori di esso e delle sue prime I Z  - 1 dc- 

rivate per x - a sarnnno respe t t i~nmcnte  ugilali a quelli di 

il, n i ( )  , (--) per x = a ;  e qiiindi quando l'integrale stesso y, e le 
(10 Q 

siie deïivate y ' ,  y",. . . y(" l )  per x = a dcbbano averc vnlori dati  y,, y', , 
Xy",,... y:-'), le costaiiti c,, c,,. .. c?, ad esso cori~ispondenti nella (8) ,  an- 
zichè coi procemi del § 1 2 ,  potrarino essere determinate col mezzo delle 
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equazioni 

che sono lineari rispetto alle stesse c i ,  c,,. . . c,, . 
E queste costanti risulteranno ancora naturalnieiite funzioiii intere d i  

y (x), O di rp ( 2 )  - g, ( y ) ,  se tali sarnnno i valori dnti di y,, y', , y", , . . 7 

e risiilteranno indi1)endenti d a  x se tali saranno gli stessi vnlori y,, y',, 
y",,.. . y?-'); e l'integrale y poi sarà quello che verrà dalla serie (8) po- 
nendovi per le c , ,  c , ,  .. . c, i valori cos1 t r o ~ a t i  per esse, Fer modo che ne1 
caso in cui le y,, y',, .. . y:-') siano indipendenti da  x, 10 sviluppo dell'inte- 
grale per potenze di y (2) - rp r y )  alrneno pei valori di x nelle porzioni del- 
I'intervallo (a, O )  nelle quali O, è sempre direrso da  zero, conîbinerà preci- 
samente con quelIo diito al $ 9, per valori delle c,, c,,  . . . c,  iiidipeii- 
denti da  z ,  

15. Prinïa di procedere oltre in questi studii gerierali vcgliamo fare 
una applicstzione dei 1-isultati ottenuti al caso delle equazioiii del secondo 

quando in esse y (2) figura soltanto ne1 coefficiente a,, e si pub quindi scri- 
vere a, =-y ? (2) + 1, O a, = y x + 1, essendo g ed 1 funzioni della sola x. 

Pr ima perb osserviarno rhe  in questo caso moltiplicandola per 
ai 

l e S  c 4 0 d c ,  la  .equazione data si riduee alla forma 
a0 

senza che s'introducano singolarità nei coefficient;, a meno che non si passi 
con x per punti nei quali già si avesse la  singolarità derivante dall'essere 
a, = 0 ;  quindi, volendo, le equaziorii d a  considerarsi potremo sempre inten- 
derle trasforrnate nell'altra 

sotto la  quale del resto bene spesso si presentano da  se nelle applicazioni; e 
allors la equazione aggiunta di quella omogenea corrispondente ha  la parti- 
colarità di coincidere colla equazione stessa. 

Annali di Mntcirnatica, Serie ILI, tom0 XII. 27 
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bltr t !  trasformazioni poi, e molto notevoli, potranno anche farsi come 
mosti~animo dettagliatamente ncl 5 21 della seconda frn le Memorie citate 
pubblicata ilel Pol .  III di qiicsta serie degli Amal i ;  qiiali trn~foirnaz'oni si 
h i n o  coll' applicnre u n  cairi tiiarnento di variabili pcr niezzo della fo i~~ io lû  
11.7: = f ( t )  cl), dove f \:') pub essere scelta a piacere, e poi col faie  aiiclic un 
ca~nbi:imeiito di funzioiic colln formol n y = t 11.  

Si giungc subito allora alla equazione 

nella quale le varie derivazioni si jntendono fatte rispetto alla nuova varia- 
bile E ;  e con questa, profittando della indeterminazione rhe  si ha  in f e in [, 
si ottengono varie forme sotto le q u d i  la equazione data pub porsi. 

Cod per fare sparire il  secondo termine si vede clie basta prendeie 

21, con k costaiite, i.iduceridosi alloi-a la  equaziorie alla 

forma 

nella quale f resta ancora indeterminata, e pub prendersi in modo da  fare 
acquistare alla eqiiazione certe a1ti.e particolarith; come, ad esempio, quando 
sia a, = g y (x) + 2, e g non si'a mai zero, si potrà sceglieie f i n  modo che il 
coefficiente di i. (2) iiella equazione trasforrnata precedente sia uno, poichè ba- 

t U sterà piendere f = - e quindi y --, per far si che la nostra equa- 
h o  .9 . - 

zione si  riduca alla fornia 

21'' + ; 'P ( 2 )  f LI = X, , 
esserido osa 

E senza fare sparire il secondo termine nella (14),  e ancora ne1 sup- 
posto che sia a, = g y ( 5 )  f 1, basterà dividere la  (14) stessa pcr g f t, e poi 
determinare t in modo clie i l  coefficiente di zl' sia la derivata rispetto a 5 di 

,- 

quel10 di ut', cioè basterà prendere t = - con c costante, per ridurie la 
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stessa equazione alla forma 

talcbè, profittando di quelkt indeterrninazione che resta ancora in t per la 
presenza in t di f (t),  potremo fare in modo che il coefficiente di u sia Sem- 
plicemente y ( x ) ,  e la equazione si riducri. alla forma 

bastando per questo prendere per t uri integrale particolare della equazione 

omogenea fz (a. i:) + 1 t = 0, che è q u d l a  d i e  viene dalla eguazione data (13) 

riducendola omogenen e sopprirnendovi il termine in y (2); e allora determi- 
C t2  

nato questo valore speciale to di t, si avrà f =- d $ = fi d x, cioè 
4 a 

s tD c 
l y -= t, zr ,  essendo 5 = - 1 y t: d Y la nuova vasinbile. 
C L  

16. Cib premesso, prendiamo a considerare la eqiiazione omogenen del 
second'ordine a, y'' -t a,  y '  + a, y = O, nella qiiale supporremo no e a,  fun- 
zioni della sola x, e a, funzione di x e x di primo gsado in rp (2)' per modo 
che la equazione stessa possa senipre intcndersi ridotta alla forma 

sotto la quale appunto la prenderemo senîpre; F! di questa cercliiamo gli in- 
tegrali y che sono funzioni iritere di yl (x) pei valori di x in  un intei-vallo 
(n,  b )  ne1 quale a, non è zero, snlvo tutt'al più ngli estsemi. 

Essendo a un punto di questo intervalIo ni1 quale a, non è zero, avrerno 
per l 'integrale cercato 

Z 
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essendo Q, = c,  z ,  - c,  x , ,  Q = x i  x' ,  - x i  x', , q (x, x,) = x i  z, -2, z ,  dove z, 
e z, sono i valori d i  x ,  e x ,  quando in essi si cambia x in x i ,  e x i  e x ,  sono 
due integrali distinti della equazione aggiuiita di quella data per x - y ,  clie 
non sarà altro chc la  equazione steasa, cioè 

per  modo che sarà Q = c e 
- J p X  - k - - con k costante che potrà. prendersi 

no 
uguale ad  uno scegliendo opportunainento le costanti che figurerarino in x ,  
e x , ;  e avremo quindi più semplicemeiite 

e con questa quando siano stati determinciti gli iritegrali x, e x, della equa- 
zione particolare (16) si determineranno gli integrali (17) della equnzioiie ge- 
nerale (15), percliè i varii coefficienti risulteraniio ognuno da1 precedente Cori 

una riuova iiitcgrazione rispetto nd x i  dopo avervi cambiato x in x ,  e averlo 
riioltiplicato per g,, q ( r ,  x,). E qiiesto integrale (17) sa ià  funzione inters di 
y (2) quando Io siano le c, e c , ,  e in particolare quando le c, e c, siaiio indi- 
pe~identi d a  z. 

Cos1 in particolare se saiA 1 = 0, cioè se la  equazione data sarà la se- 
guente 

a0 y'' $- a', y' + g rp (2) y = O, 

alla qualc del resto noi già vedenimo che la (15) pua sempre ridursii, e se 

sarà rp ( y )  = O ,  cioS se y sarà un infinitesirno di y ( x ) ,  allora la  ( 1 6 )  si ri- 
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durrh all'nltra seniplicissimst a, <" + a', 5' = O ,  e potremo prcndere xl = 1 ,  

a rr ( 6  a 21 

l ' i n t ~ g r d e  (17) ver14 a presentarsi sotto uiia forrna più semplice, che in 
questo caso delle equazioni del second'ordine si ha subito anche da  quella 
che detti al €J 20 della Meiiioria citata del Vol. III d'i queati Ajzrzali, perchè 
le x, e x, clle vengnno cos1 a prendersi ora sono 2ppunto quelle stesse che 
furono prese allora. 

E cosi, fermandosi in particolar modo sulla equazione 

che si riduce a quella delle funzioni di LEGENDRE Xn qiiando il parainetro x 
h a  i valori particolari n,  O - (n + 11, essendo n un numero intero O positivo, 
avremo 

d x  1 1 + x  1  1 + x i  1 1 + x  
i-nz- 2 l o g =  9 qz,s i= A L> lob-- 1 - x i  - a log 1 - x  - 

quando si parta da1 punto a = O ; e l'integrale y sarà 

ci l t x  
$1 = - ]OLT - - ( 2  + 1 )  ( 1 +r i  1  t xi 1 4  x 

2 c 2  + -2- 2 
log -- - c, 

1 - 3  1 -x i  ) (log zi - log =) d ri r 
O 

e questo per qualunque valore reale O complesso di x ;  talchè in particolarc 
per x = n O x = - (12 -t 1) questa formola ci dard una forma nuova ordi- 

nata  per le potenze intere e positive di (n + l) per l'integrele geserale 
2 

della equazione delle funzioni 'di LEGENDRE X n .  
P e r  x qualunque questo integrale della equazione (18), che corrisponderà 

cos1 a nuove funzioni più generali della Xn (*), sarà in serie ordinata per le 

(*) In un'altra mernoria, che spero di potere pubblicare fra breve, mettero in  evi- 
denza anche l'iinportanza speciale che, specialuiente in vista delle rappresentaziorii ana- 
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208 D i ~ t i :  Stiidii sutle eqtraxiotii clifferenxiali lineari. 

poteiize di ' (' I '  quando le c , ,  e2 siano costanti, e sarh seinpre funsione 
2 

intera di '(' + l) quando l e  stease r ,  e c, siano funzioiii intrra di puesta 
2 

2 ( X  + 1) quantità ---- . 
2 

In particolare, quando sin c,  = O, c,  = - 1 1'intcgr.ale corrispondente 
avrà l a  forma più sernplice 

Quando poi per le z, e x, si prendano altre fuiizioiii ausiliarie, allora, 
come dicernmo al  $j O ,  i sar i i  terrnini d ~ l i a  serie corrispondente agli integrali 
della nostra equaxione riel caso di ri e c, costanti saranno funzioiii jiitere 

di " (' 2 l)  e successisamente dei prndi O, 1, 2, 3 . . . 
17. Tornando ora a considerare le equazioni lineari di ordine qua- 

lunque che oltre alla solita variabile x contengono un altro parametro varin- 
bile reale O coniplesso x, passianio ad esteiidere a queste equazioni generali le 
corisiderazioni gencrali e i risultnti relativi alle equazioni liiieari del second'or- 
dine ottenuti d a  STURM,. e completnti poi negli ultiini aiini, senza perb r q -  
giungere ancora tutta 1% generalità di cui sono suscettibili, dai signori KNESER 
e STEKLOFF. 

Prendiamo percih, i n  modo anche più geiierale, una equazione diffeïen- 
ziale dell'ordine n della forma 

nella quale la. f sia uiia funziune qualsiasi che, oltre alla variabile x e alla 

liticfie delle fimzioni di una variahile reale, presentano le funzioni piii generali  della X, 
che qui si introducono, come al t re  clle vengono dalla integrazione di a l t re  equazioni lineari 
del second'ordine. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



funzione y ,  contenga tutte O alcune delle derivate y' ,  y", . . . y(n) di questa fun- 
zione, e alcuni parainetri reali o cornplessi <, , c,,. .. ci indipendenti da x, 
clle per  ora arnmetteremo che possano trovarsi anclie in a, e n i .  

Indichiamo con y , ,  y,,  . . . y, un sistema di l z  integrali particolari di  
questa equnzione coirispondenti a uno stesso sistema di valori dei parametri 
c i ,  c t .  .. ci, O anche a sistemi differenti, purchè in quest'ultimo caso questi 
parametri iion compariscano in a, e a,; e foimiamo il solito determinante 

Indicando con f , ,  f,, .. fn i valori che preride la  funzione f in corri- 
spondenza dei 1va10ri scelti pei parumetri c , ,  c,, ... c; e di questi integrali, 
avremo le formole seguenti 

e mol ti~)licaiidole per  gli elemeiiti reciproci D,,, , D,,,, , . . . D,,, di quelli del- 
l'ultima colonna di D, e sommandole coll'osserva!-e clie la derivata D' di D 
E i l  determinante che viene da D sostjtuendo agli elementi dell'ultima CO- 

lonna gli altri y',"', 1/2),. . y?', a w e m o  

a , D ' $  a , D  + n=o, 

qiiando s'iridichi con D il determinante 

a l  quale si riduce D quando agli clementi dell'ultima colonna si sostituiscono 
f i ,  f 2 , - . .  fn 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



210 Dini:  Studii s d e  equaxioni difer.enxiali lz'iwm'. 

Ponendo per semplicitb di scrittura 

(love c è un valore qiialsiasi di z frn n e b pel qualc a, e a, 'non hanno 
singolarith, e a, non è zero, e moltiplicando la  equazione ottenuta per @,, si 
ottiene l'altra 

e da questa iiitegiaiidola f1.a a e b,  quniid'anclie i n  questo intervallo a, e a ,  

iresentino qunlclie singolarilà, e O, divenga zero in uno O più punti, purchè 
anche allora le foi.miile continuino ad avere un significato, si otterrà la for- 
mola s e p e n t e  : 

e quiiidi, col1'osserv;ire che sviluppando il determinante D secondo gli ele- 
menti della colonna p,, qualunque sia p, si ha 

(! per s diverso da  p - 1 , coi] s scelto pure fra i numeri O ,  1 , 2 ,. . 9% - 1, 
si hanno altre a - 1 equazioni tutte della fornia 

troveremo subito la formola notevole 
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dove le h , ,  h, ,  . .. A,,  e cos1 le k , ,  k,,  ... k ,  sono quantità costanti, e sono tutte 
qudsiasi meiio I R  hq- i  pel primo termine, e la kP-, pel secondo che devono 
essere iigunli nd uno, p e q del resto eesendo due qualunqiie dei numcri 1 ,  
2 ,  .. . 12 differenti O anche uguali fra loro. 

h 

18. Di qui i.isultn siibito che onde sia 0, D d x = O bisognerà che il 1 
n 

pi-inio niernbro dcll'ultima. foimola six zero; e per questo potranno presen- 
tnrsi w r i i  C R S ~ ,  fra i quali, qiiaiido si continui ad  ammettei-el corne Fernprr! 
d'ai-a innanzi fareino, che a, e a l  nel l l intei~~al lo (a, 6) non abbiiino siiigola- 
rità, sono (ln distinguersi più specialnlente i tre segiienti : 

T 

f a n  (7% 
J 0, 

1." qiiello in cui il faitore e " S zero, cioè si ha  - d x = - CQ i :: 
e 

taiito pei- x = a clle per x = b, ne1 qua1 caso per gli i n f eya l i  y , ,  y?,.. . y, 
resta ~ol tar i to  I R  condixione che cssi siai10 finiti anche pei. .r = n e u = B  iri- 
sieine nlle loro derivate fino nlle ( I I  -- I,e inclusive; ma siccome, qiiando, cornc 
ora supporremo, u, nei putiti i~rle~xz' del iiostro intervallo (a ,  b) iion sia mai 

T 

J- d.'! 
au 

mi-o, perchè l'esponenziale e possa essere zero, O l l integrale d z  i.: 
~ O S S F I .  esscre - oo per cr: = n e x = ZJ bisognerà che a, divenga infinitesimo 
in nmbeduc que:ti punti (a,  O\, cos1 in qiiesto cas0 onde essere sicuri che 
gli integrali chr: si considerano y,, y?, . . . y, sinno regolari anche per x = n 
o x = O almeno fino :~l le  derivat(.! ( 1 1  -- l,e, bisognerh clie i coefficienti della 
nostra equnziono per qiiesti ~a1oi.i a e 6 di :r, e pei valori di c i ,  C,, ... ci 
cori.ispoiidenti ai rispettivi integrali y , ,  y , ,  .. y, soddisfirio a condizioiii spe- 
ci:ili, corne in particolaie per le equazioni 1ine:ii.i fu. detto diffiisamerite ilella 
Meinoiin del Volume prc>cedeiite di questi An)lali; e quiiidi gli integrali 
stessi non sempre vi saranno ("). 

(*) dn notare clie qunndo si s ia  ne1 caso delle equazioni linenri, e uri sistema, 
cl'integrnli y,, y,, ... y,, debhano appnrtenere tut t i  a una unicn equazione con coeffi- 
rienti dctcriniiiati, p e r  inoclo cioé clie s e  questi contengono dei parametr i  variabili 
r $,, T .,,... c i  rl:~c$i iiitegrali debhnno corrispondere tutti  a uno stesso sistemn di vnlori di 

q u ~ s t i  parninetri, O a sistemi di vnlori che conservino inalterati i coefficienti della equa- 

Annali di Afatematica, Serie  I I I ,  toino XII. 28 
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< O 
5 3 .  

2. che essenrlo zeiw 1' esponenziale e , O - oo l'integrale 
c 

soltanto per uno dei diie valori n e O di x, p. CS.: per .r = a ,  sia  zero In 
quantità fra parentesi del primo termine delle (23) per .r = ZJ, i,estnritlo 01.2 

gli iritegrnli y , ,  y , ,  . . . 11% r e g o l ~ r i  anche per x =a ,  nlmeno fino alle tleiivnte 
dell'ordine fz - 1 ; e qiicsto, per essere allorn a un punto d'irifinitesirno di a,, 
porterh mcorn  clie d e b t m o  essere soddisftitte condizioni ~pecial i  pei coeffi- 
cienti della nostra equazione per x =a ,  come si disse pel caso precedente, 
tnlchè anche in qiiesto cnso gli intcgrali non sernpre ci sarnnno. 

7 r - <lx 
J <JO 

3." che essendo finita l'esponenxiale e b e r  x = ( 1 ,  c 2 = b, pure 
esseiido O no cliversa da zero !con chè non si escliide clie u, pçssn niiclie 
esseine zero fra a  e b o per x = cc e x = b), sinno zero separatamente le 
quaiitith fra  pnrenteei nei due ternlini per :r: = O  e x = n respettivnmente. 

19. Fermandoci orn più specialmente sugli ultimi due casj, osservinn?~ 
clie la forma notevole sotto In quale si sono potute mettere le quantith fia 
puei i tcsi  nella (23) mostra che le condizioni clic si hmi io  ne1 3.' cas0 sn- 
ranno iii pnrticolni,e sodtlisfritte quando pei singoli integrali y,, y, . . . y,, si 
abbiano i due sistemi di equazioni 

zione stessa, nllora SC in iin punto, p. W.: LL O. b,  no s a r i  zero e nl tempo stesso l'inte- 

d x  snr3 - no, uno o piii dcgli iiitcgrnli incdcsiini O delle loro prime n - 1 

derivûte dovranno divenire infiiiiti in quel piinto, percliè, come é noto, pel loro determi- 
x 

J ;:.; 
iiante D si lin. ln, forinola h = Bc B con D, diverso d2 w r o ,  e (luesta porta  clie D 
dehba essere infinita nello stesso punto. 

Del re j to  p ~ i  questo cnso di .y,, y,,, .. p,, tutti  iiitegrnli di iina stessn erliinzione l i -  
nsnrc con cocflicienti detcrininnti non lin, qiii ncssiiiin iinportsi~.~n.,  perclie nllora il deter- 
miiinntc D ~ i c i i e  i lciiticninentc zcro. 
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essendo nncora le Ir, e Ir, costaiiti qualsiimsi, delle quali basta ora ch(: una al- 
meno delle prime e uoa  nlmeno delle seconde sia diversa da  zero; e ilel se- 

3- 

per x = a, si av14 so1t:ir;to il secoiido di questi due sisteirii di equazioni, cib 
clie pet4 equivale a consitlerarli aiicora tutti e due, ma suppoiienclo in qucslo 
caso tutte le Iï, ugunli a zero; per modo che, con p e s t a  o~servaziorie, vo- 

, lendo, i due casi potixriiio :inclle trattarsi iiisierrie. 
Tenendvli perb alicora separati, rioi vediamo di qui clic ne1 trrzo cas0 i iio- 

stri integiali y , ,  y , ,  . . . y, sono sottoposti c ia~cui io  n unn stessa coridiziorie ini- 
ziale per x = a ,  e a una per x=b,  nè si richiedono p i .  essi altre condizioni; e 
si coniprende quiridi, corne del resio t i8o~erenio  effettivameiite più oltre tiattnndo 
delle equazioni linsai-j, che per gli iiitegrali niedebimi, alrrieno quando a,  non i! 
mai zero nell'intervallo (a ,  hi, resta seni11i.e uii:~ grande iiideterminnzioiic, salvo 
pel caso delle eqiiazioni del second'ordine, n ~ l  qua1 paso le condizioni poste soprn 
si riducoiio alle due clie ordinasiamerite si dsinno sotto la forma Ky ' -h ly=O 
per 2-a ,  e Ky'- h y  -O per x=6, partendo dalla equazione 

Ne1 seoondo caso poi le condizioni precedenti (24) sottopoiigono gli in- 
tegrali soltanto a una stessa condizione iniziale per x = O ,  c parrebbe quindi 
che dovesse restare per essi anche niaggiore iiideterininazione; perb le con- 
dizioni clie verigoiio da1 doversi inariteriere regolaii siiio alle derivate ( n  - 1 ,e 

ne1 punto a, ciie allora è necessariainente un infinitesirno di a,, potranno anche 
fare inancare gli integixli medesimi; c quindi convcrrà lirnitarsi ai casi riei 
quali integrali regolari in n esistono, e coiisidesare allora soltinto quelli fin 
questi in tegrd i  che possoiio soddisfare nlle condizioni (24)  i da t i ve  a1 limite b 
con vnlori detei~n1iii;iti delle A , ,  A,, . . . II , ;  nin i n  ogni iiiodn risultn di q u i  
che, per Io meno ne1 terzo caso, qiiaiido a, non sia mai zero nell'iiitervallo 
( ( 1 ,  O) ,  e sia 12 > 2, alrneno ordinariamente vi sai-aiino senipre irifiriiti sistemi 

b 

d'integrali pei quali si avrA 1 Oc D d 5 = O, esseridu il il de t eminan te  (SO), 
n 

e O, la  eepressione (21 j ; e questo dà una proprietà gcnerale e notevole degli 
integrali delle equazioni differenzidi di qualunque ordine. 
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20. S e  poi si osserva che, sviluppando il solito determinaiite L) per gli 
elementi della linea ra, si pub scrivei.e 

D = y, Dr,, + y',  Dr,, + y", Dr,, + . . + yji" " D r,n 7 

e per s divei-so d a  r. si hanno n - 1 equazioni della forma 

si vede subito clie la (22) dà luogo anclie nll'iiltra 

e questa ci mostra che ai sistemi di condizioni (24) potrnnrio a~icl ie  sostituirsi 
i seguenti 

nei quali il primo membro di  ciascuna equazione è la derivata del primo 
rriembro della precedeiite per x = a O x = b respettivamente. 

Perb  mentre le equazioni di ciascuno dei due sistemi (24) danno cin- 
scuna condizioni iniziali relative a ogni singolo integrale separatamerite, le 
precedenti legano fra loro contemporarieamente tutti gli integrali ne1 punto a 
O ne1 punto b ;  e del resto, alrneno in generale, dalle une si pub passare fa- 
cilmente alle a1ti.e; noi percib non ci fernieremo sulle equazioni precedcriti (25), 
e ci limiteremo a considerare il caso delle eqiiaxioiii (24). 

21. Con queste condizioni, quando, come il più spesso nvrerrà, sarcrrio 
ne1 3.O dei casi del tj 13, si comprende, come già dicernmo, clle se ?z è superiore 
a 2, e se a, non è mai zero nell'intervallo (a, 6) i singoli integrdi  y , ,  y ? ,  . . y?, 
che possono considerarai, e cos1 i loro sisterni non risultano affatto detemiriati;  
e quindi per ogtii equaziune di ordilie supei.iore al secondo, se non si pon- 
gono altre coiidixioni esisteranno iufiniti sistemi di questi integrali;  mentre 
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se esscndo riel secondo dei casi del $ 18 sarà p. es.: - d x  = - ao per !- :: 
x = a, bisognerà clic per llequazione data  e pei coefficienti h o ,  h i ,  .. . h ,  della 
condizione al limite O si verificliiiio condizioni speciali percliè gli integrali 
regolari possaiio esistere; come dovrnnno verificnrsi condizioiii speciali Fra i 
coefficieiiti d ~ l i a  eqriazione ] )c id i& possano esistere i~i tegral i  regolari quarido 
saremo rie1 primo dei casi del €j 18. 

Liniitiamoci senipre d'ora iniiaiizi alla considei-nzione delle equazioni li- 
iieari; e esteiidendo utia denominazione gih iiitsodottn nell'Analisi pel caso 
delle equazioni del second'cirdine, cliiaminmo i n t e g r a l i  uornzali delle iiostre 
equazioni quegli integrali y che soddisfano a date condizioni ai limiti ta e 0 
clie sono relazioni lineari e omogenee fra i valori dell'iliteg~.ale e delle suc 
prime 11 - 1 derivnte a questi liniiti, cioè sono della forma 

k ,  ya $ Ic, y r a  f Ic, y", $ . + ka-, z/:'-') = O quelle per x - a, 

e 

II, + 11, yfi, + 72, $ . . - $ Iln-, yp. l )  = O quelle per x - 6 ;  

e queste relazioiii saranno almeno le due qui scritte se  sarenio rie1 3.' dei 
c a i  del €j 18, e almeno una, p. es. la  seconda se saremo ne1 secondo degli 
stessi casi, e non potranno niai essere più di îz. 

E fra gli integrali che chiamiamo norrnali compreridereino (quando esi- 
stano e vogliano considerarsi) anche quelli coi-sispondenti a1 primo dei casi ri: d e l §  18 ne1 quale si ha  a,=O, e - d z = - o o  t anto per x - a quaiito 

C 

per x = b ; ma allora potrà non essere data  nessuiia condizione ai  lirniti a e b, 
e anzi bene spesso se saraniio date alcune di queste condiziorii, come anche 
se non saranno date, gli iiitegrali regolnri non esisteranno. 

I n  ogni cnso poi delle condizioni ai limiti, volerido, poti-emo scïivei.iic 
sempre $8 iiitroducendone, per arrivare a qucsto numero, alrune coi coefficieiiti 
tutti zero; ma  quandlanclie questo talvolta si faccia, iioi naturalmente par- 
lando di coridizioni date ai limiti a o O, salvo che non si avvertit espressa- 
mente il contrario, intenderemo senipre di riferirci a quelle pei. le quali uiio 
almeiio dei coefficienti h e k è diverso da  zero;  e di queste iiegli studii che 
ora farerno arnmetteremo semyre che ve ne sia almeno una, riferendovi cosi 
soltanto al 2.' e 3.' dei casi del €j 18. 
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Cib premesso, consideriamo ora d a p p i m a  il caso delle equazioni oino- 
genee 

a ,  y(n) + a ,  + - . + a, , y' + a, y = 0. (28) 

Si coinpreiiderà subito intaiito clie qualunque eia il nuniero delle con- 
diziorii date a i  liiniti (che,  corne nbbiamo det to,  intendiawo clle alubiano 
almeno un coefficiente diverso da  zero , lier ogni sistenin de te~wi?zn to  di va- 
lori dei coefficiciiti a,, a , ,  a,, .. . a,, (*) non poiralino esistere sisielni fo l~da-  
nzenttzli compieti d'integrali, pci quali ciasouno di questi integrali soddisfi alle 
condizioni ai limiti clie si sni~anno poste (cioè clie siano tutti in tegrd i  nor- 
rndi), O anclle soddisfiiio soltanto a uiia di queste coiidizioni clic sin la  stessa 
pcr tutti, cc ?neno che il l u ru  deterniimrute Dl clie dovrcbbc esscre diverso da 
zero negli altri puiiti, s i  crnnzilli al l im i t e  a o b co~.~.ispo?zde~zte; percliè, 
se tali sistemi di iiitegrnli esistessero, sc+i.i~eiidu per ci:iscuno di  e ~ s i  qucsta 
equazione al limite a O O clie dovrebhe essere soddisfattn, si forinerebbe un 
sistenia di 11 eqiiaziorii lineari e omogenee relative tutte allo ho ,  h , ,  A,,,.. Ir,, 
o tutte alle Ir,, k , ,  k,, . .. k,,, il deterrninante delle quali sarebbe alipunto il 
valore di D per x =l, O peï  x = a ,  e dovrcbl~e essere zero perclk le cor- 
rispondenti l z ,  e k ,  non fossero tutte nulle. 

E questa condizione che sia D = 0 per x = n O per x = b ,  quando gli 
integrali sono fondanientali, porta che ne1 purito corrispondente ~ i a  zero il 

t 

coefficiente a,, e a1 tempo stesso s i s  f CO I'iritegrale - dx, perchè, appar- s a: 
teneudo quegli integrali a una stessa equazione, si h a  D = D, e " , con 
D, costaiite diveisa da  zero, e percliè sia D - 0 per x - a O per x - b bi- 

x 

sogna clie sia - d x = + m. 
00 S "' 

G 

22. Perb  se, sotto le ipotesi ora indicate, non possono esistere per una 
s t e m  equazione omngenea (28) sistemi completi d'integrali fondarneritali clie 

( 5 )  Con rlucsto si vienc a dire, comc ncll:l Notn :il 5 18, clic se in alcuni o in tutti  i 
coefficicnti cro ,  a, ,  a,, . .. a,, oltre alla, varinhile x figureranno altri  parametri T l ,  <,; ... q i ,  
questi psrümetr i  per  tut t i  gli integrali che ora  s i  considerano dovrnnno avere çli stussi 
valori, o almeno valori tnli che anche passando da$ un i  agli a l t r i  di essi restino inal- 
terat i  i coeffioienti ao, a,, n ,,.. . a,, della nostra equnzione. 
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siano a l  tempo stesso tutti integrali normali, ponendo ora senz'altro, per sem- 
plicizzare, la condizione che a, non sia mai zero nell'intervallo (a,  b) ('), 
con che verremo a porci necessarian:ente ncl 3.' dei casi del €j 18,  che porta 
nlmeno due condizioni ai limiti come le (27); e limitandoci dapprima a1 cas0 
in cui non si abbiano altro clie queste due condizioni (27) ,  sarà facile ve- 
dere che esistono sempre sistenii d'integrali fondamentali clie contengono 
11 -- 1 O sr - 2 integrali norinali, secondochè sarnnno soddisfatte O no certe 
condizioni, clie poi indicheremo, frn i valori dei coefficienti c x , ,  a , ,  a , ,  ... a, 
della equazione data  lier x = O,  e x = I) e qiielli Ir e IL delle stesse coiidi- 
zioni (27). 

Indichiamo infatti con z u , ,  t u , ,  .. . lu, gli integrali di un sisteinn fondn- 
mentale della equazione data  (28)  d ie ,  sebbene potrebbe scegliersi comunqiie, 

, quando, come orn supponiamo, a, non sia mai  zero nell'intervallo (O, b\, po- 
tremo iritendere sempre che sia quel10 format0 dagli n integianli particolari 
cllie vengono dalle nostre formole ger,erali relative al cas0 delle equnzioni 
oinogenec facendovi tutte le costanti successiv~mente ugunli al10 zero, fiiorché 
una che sarà presa uguale a d  uno. 

Qiresti integrali saraniio finiti e continui insieme alle loro derivate fino 
alle ne inclusive in tutto I'inteïvallo d a  it n b (gli estremi inclusi), perchè (1,  

non è mai zero in questo intervalle; e per ogni integrale y, della (28) avremo 

essendo le cp , ,  c ~ , ~ , .  . . c ~ , ~  costanti qualsiansi; qiiindi se queeto integrale dovrà 

(*) P e r  semplicizznre supponinmo o r a  clie 0, non sia mai zero nell'intervallo (a,  O ) ;  
perb propriamente, colla dirnostrnzione clie facciamo, bnsterebbe ancora, limitarsi a slip- 

X 

porre clle l ' integrale (lx noii I'ossc + bo né per  x = a, né pcr  x: = O, qunndo, corne 

( in cer t i  casi avviene, l'essere a, = O senza perb che sia ' drc = - m p e r  qiianto os- JE, 
e 

servainmo in Nota nl 18 non escliide che esistano ancora n i n t e p l i  fondnmentnli zl-, , 

IL., ,. . . w, rcgolari anche nei puiiti n c O fino alle derivate (n - l i e  incl. Solo bisogne- - 
rebbe porre  d t r e  condizioni, o fare studii specinli qiinndo qucsti la integrnli r e g o h r i  fino 
nlle derivnte (12 - I ) e  i n  n e O non esistessero, O s i  fosse incerti sullh loro esisteiizn. 
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essere un integrale normale pel quale sinno soddisfatte le condizioni (27), si 
dovranno avere le formole segiienti 

e siccorne ora nè le 77, nè le X., possono essere tutte nulle, in qiieste eqiin- 
11-1 . . zioni riè le 12 somme 2 (16, I V ! ~ ) ) ,  corrispondenti ai valori 1 ,  2,. . . , 11 - 1, 12 di 1 ,  

O 

t ic:  le 11 a1ti.e v h ,  wjs) potranno essere tiitte zero, perchè gli integrali w,, 1, 
I P ~ ,  . . . t r n  co~t i t i i i s~ono un sistema fondamentale, e 0, noIl E zero nè per x ==a, 
i i è  pcr x -=h; e qiiinili nessiina dellc due eqiiazioni precedenti (30) potrh e:- 
sere unn iderrtith, e scrivendo la mgtrice 

qiiesta R V I ~  necessariamente la caratteriçtica uguale a 1 O a 2. 
Supponinmo ora dapprinîn che questa cnratteristica si2 1, ne1 qua1 caso 

i coefficienti della (28) e qiielli delle (27) dovrnnno essere tali che pei vnlori 
rlie ne verranno per ~c,, LU, ,  ... 20, e per le loro derivate per x= a e r-b 
risultino soddisfatte le condizioni clie vengono dnll'eguagliare a zero i d e -  
terminaiiti d i  2.' ordine ai quali d B  luogo lit nostra matrice (31), e conse- 
p e n t e m e n t e  le  coridiziorii (30) si ridurranno in questo caso ad una sola. 

1 1 - 1  

Allora, se p. es. : 1'; i l ,  w:')k snrà diverso da  seso, doiendo essere 
U 

si vede chiaro clie pren(1erido per le ( r z  - 1 , 2  costnnti vp,?, rp,,, . . . c ~ , ~  corri- 
sponderiti agli 12 - 1 vnlosi 1 ,  2 , .  . . , lz - 1 di p valor'i qufllsiansi pei quali 
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il loro determinante 

.... sia diverso da  zero, e contemporaneamente determinando le c ..., c,,, cn -,,, 
colla (32) ,  e poi prendendo le c , , ,  cn%,, ... cn,, in modo c!ie u o n  resti sod- 
disfatta la condizione cui si ridurrebbe la (32) stessa per p = I Z ,  è certo che 
il determinante formato da questi valori delle cp,i sarà diverso da zero, perchè 
si potrà subito ridiirre all'altro 

essendo y u n  numero diverso d a  zero (*); quindi, ricordando quanto dicemmo 
al tj 3 della prima delle solite Memorie più volte citate, si conclude che gli l z  

jntcgrali y,, y .,... y,,b-, , y, corrispondenti ni valori precedenti delle co- 
stanti cp,i costituirmno un sisterna fondamentale, e d i  essi i primi 12 - l sa. 
ranno integrali normali perchè soddisfaranno nlle condizioni (271. 

Se poi la  matrice (31) avrà la caratteristica 2, e p. es.: il determinante A 
formato dalle due prime verticali sarà, diverso da zero, allora perchè risul- 
tino soddisfatte ambedue le condizioni (30) dovremo a\7ere due formole della 
forma 

,*) Il modo più semplice di soddisfare a qiieste condizioni s a r i  qiiello di prendere 
. .... ... le cP,8, c ~ , Q ,  cP,,, per  p = 1, 3, 3 n - 1 tiltte eguali a zero fuorclié l u  ci,g, C2,3,.. 

c,,-1, che potranno prendersi iiguali a d  uno, e le c, , ,~, ~ n , 3 ,  ,. . c, , , ,~ esse pure tiitte eguali 
5 zero e l a  c , , ~  ujuale  ad  uno. 
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nelle quali le ?\,, i , ,  . .. A, e le p , ,  p ,,... p, all'infuori del segno sono i de- 
terininanti del second'ordine ai quali dà luogo l a  matrice (31) combinando 
respettivamente l a  seconda e la prima verticale colle verticali 3a7 4", . . . na, 
e precisamente si ha 

quindi se la equazione data, (28) sarà di ordine superiore al  secondo, pren- 
dendo ora per le (9% - 2)' costanti cp,, , c ~ , ~  ,.. . cp,, corrispondenti agli f a  - 2 
valori 1, 2 , .  .. ta - 2 di p altrettanti valori ad  arbitrio, ma pei quali il de- 
terminante 

sia diverso da zero, e determinando in corrispondenza per ognuno degli 
fitessi valori 1, 2 ,  .. . 1% - 2 di p i valori di c p , ,  e di cp,,  colle formole (33), 
si vede che prese comunque anche le c ,-,, 3 ,  c ,,-,, , ,... r ,  ,,, e le c , , ~ ,  c ,,,,... 
c n ,  baster& poi, corne sarà sempre evidentemente possibile, prendere le c , , - , , ~ ,  
c ~ - , , ~ ,  e en,, in modo che coi valori cosi scelti per le c ,-,,, e c , ,  le dif- 
ferenze i , i ,  y,-,,s7 yn, , ,  ;/n,z fra i due niembri delle formole (33) per 
p = 12 - 1 e p = 12 non solo non vengano tutte zero, ma neppure risulti~io 

yn-1,~ yn-1,3 tali che venga zero il determinante 1 , per essere oerti clle il 

determinante formato da  tutti i valori ;os1 determinahi delle cp,i venga diverso 
da zero ("i; e allora gli in tegrd i  y , ,  y , , . .  . y ,-,, y , - , ,  y ,  corrispondenti a 
qiiesti valori delle costanti costituiranno un sistema fondamentale, e di essi 

(") Anclic qu i  il modo più sem$ice di soddisî'are a queste condizioni s a r i  quelIo di 
prendere le cp,3, cp , l r . .  . c ~ , ~  per p = 1, 2 ,... pz- 2 tut tc  eguali a zero fuorcliè le ci,3, 

~ 2 , 4 ,  ... ~ , ~ - 2 , , ~  clie si yrenderanno uguali a d  uno, e lc C,,-I,I ,  c,i-23, .., cl,-il, ,  e Cn,i, C n , Z , . .  

c,,,, tut te  egiiali a zpro esse pure all'iiifuori delle c,,-i,i e c , , , ~  clle s i  prenderanno u ~ u n l i  
ad uiio. 
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Loro i n t epa l i  ~aormali. 

soddisfaranno alle condi- 

t rora  clic in questo caso 

i primi n - 2  saranno iiitegrali nosmali perché 
zioni (27). 

Si aggiunge clie con questo stesso processo si 
in cui la  matrice (31) è di caratteristica 2, nei sistemi fondamentali non po- 
tranno esservi mai più di 12 - 2 integrali normali che soddisfino alle condi- 
ziorii 12Ï", e ne1 caso delle equazioiii del second'ordine non ve ne saranno 
affatto; e cosi si pub ora affermase clle, per ogni equazione omogenea (28), 
firichè non mutino i suoi coefficienti (pel cambinrnento dei parametri C , ,  
c,, . . . che in essi figurino) esistono sempre infiniti sistemi d'integrali fonda- 
inentali dei quali fanno parte ~z - 1 o 12 - 2 iiitegrali normali che soddi- 
sfano alle condizioni (27) e non più, secondochk l a  caratteristica della ma- 
trice (31) sai?i l O 2 respettivnmente. 

Qucsto evidentemente porta anche a dire che per ogni equazione orno- 
genea (28), e cosrispondentemente a uno stesso sistema d i  due sole c0ndizior.i 
ai limiti (27), rie1 caso in cui LI, sia diverso da  zero in tutto I'iriter~ailo (a, b), 
e la matrice (31) sia di caratteristica 1, esisteranno sempre n- 1 integrali 
nosniali, e non più, linearmente distinti, cioè non legati fra loro da  equazioni 
lineari I) omogenee; e ne1 cnso clle l a  matrice (31) sia d i  caratteristica 2 ne 
esisteranno soltanto n - 2 ; e c m i  in particolare, ne1 caso delle cquazioni del 
second'ordirie non si avranno integrnli riormali altro che qiiando il deterini- 
nante del second'ordine, cui allora si riduce la  matrice (31), sia zero, e al- 
lora se ne avrà u n ~  solo. 

23. FJ si pub aggiungere infine che quando non si deblm considerare 
che una sola delle condizioni ai  Iiiniti ( 2 7 ) ,  p. es. : l a  seconda relativa al 
punto b, d o r a  amiriesso sempre che a, per x = b  non sia zero, O anche am- 

P 

fli mettendo ora. che se a, è zero per x = 6, l'integrale - d z  non sia + w 1 a0 
C 

per x = b ,  e w,,  w 2 ,  ... un si mantengano ancora regolari fino alle derivate 
n-1 

(n  - l y  yer x = b, é certo che le somme 2 (11 ,  zo~)) ,  per i = 1 , 2 ,. . . n 
9 

11 1 
non potranno essere tutte nulle; e se p. es. : l a  \' ( h ,  w ? ) ~  non sarà uguale 

d 
a zero, coi ragionarnenti stessi che si fecero ne1 caso in cui la caratteristica 
della matrice (31) si suppose essere 1,  si ~ e d e  che si avranno sempre n - 1 
iiitegrali linearmente distinti y,, y,, . . . y, che soddisfaranno alla indicata con- 
dizione al limite 6, e che insieme con un altro integrale y, che non ri sod- 
disfa costituirà un sistema fondamentale della equazione data, 
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E questi integrali y,, y,, ... y, noii saranno linearmeiite distiiiti d a  quelli 
che si harino ne1 caso di due equazioni a i  limiti (27) quando, qualunque sia 
la  coiidizione relativa al punto a, quella relativa al puiito b è la stessa, e la 
matrice (31) ad essa corrispondente è di  caratteristica 1 ; perchè in questo 
caso per c i a m m o  degli stessi integrali y,,  y,,.. , y, sarà soddisfatta anche 
la  prima delle (30) per essere questa coiiseguenza della seconda. 

Osservando poi che ora non si tiene conto qui altro che della seconda delle 
condizioiii (Yi), si pub dire che i risultati qui ottenuti si applicheranno niiclie 
a l  2.' dei casi del S 18 quarido pel punto a i l  coefficiente a, sia zero e sia 

d z = - oc, ne1 qua1 caso perb uno o pih degli integiali fondamcniali 
C 

ZC,, wP, ... ton,  e bene spesso anclie uno O più degli integsnli suiridicati y,, 
y,,. . . y,, cesseranno di  essere regolari fino allc derivate (n -- 1 ) e  iiel puiito n 
(v. nota al 5 1 8 ) ;  e si appliclieraniio anclie al 3.' dei casi dello stesso $ 18 quando 
la prima condizione ai limiti (27) risulti identicainerite soddiçfiitta per qualunque 
integrale, cib che del resto porterà ancora clie per s. = (1 sia a, -O, ma con 
n 

ai 
- d x = $ oo se i c i ,  tu,,. .. zr, devono mantenersi regolari firio alle deri- ! .O 

vate (tz - l)e per x = a. 
. 24. Se  perb In equazione data  invece di essere oinogenea sarà com- 

pleta, cioè se sarà la segueiite 

allora Fer ogni suo integrale yp avrenio 

essendo Y un suo integrale particolare, pel quale potremo fissare di preiidere 
quel10 che si annulla insieme alle sue prime n - 1 derivate per x= a, e d i e ,  
comunque si determini, quaiîdo a, è diverso d a  zero ne1 punto a è unico e 
determinato per yuantv possa prcsentarsi sotto forme diverse (v. Mem. del 
Vol. preced. al 4);  e quindi volendo che l a  cspressione (35) di ?/p sia un  
integrale norrnale della 1341, sempre pel caso che si abbiano le due sole con- 
dizioni ai limiti (27), bisogiierà clie le cp,, i n v ~ c e  di soc1disfai.e alle equa- 
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zioni (30) soddisfino alle due 

i primi inembri delle quali daranno ancora luogo alla matrice (31) ; e se 
questa matrice sarà di caratteristica 1, queste due equazioni, dovendo ridursi 
a una sola, porteranno di necessità che la  qu21itità 

per x = b debba essere zero, cioè bisognerh clle 1' integrale particolsre Y 
della (34) che abbiamo scelto sia esso stesso ulz in tegrale  ~zormale; e in 
questo caso, ripetendo i ragionameiiti fatti pïeccdentemente, o anche, più 
semplicemente, osservando che allora la parte cp,, uqi -1 cp,? 1i3, $ - . . $ Cp,n wn 

delle (35) deve essere un integrale normale della equazione otnogenea, si 
trova che vi saranno sisterni di tz integrali della (34) diversi d a  Y clie col 
toglieïvi Y si riducono a integrali fondamentali della equazione omogenea 
corrispondente, e sono dotati della particolarità che di essi tz - 1, e non più 
di 12 - 1, sono integrali normali della equazione stessa (34). E questi inte- 
grali saranno linearmente distinti, perchè se esistessc fra  Icro una relazione 
lineare e omogenea, in questa a causa della (34) la somma dei coefficienti 
dovrebbe essere zero, e quindi con semplici sostituzioni essa condurrebbe alla 
stessa relazione fra  gli integrali della equazione omogenea. 

S e  poi la stessa matrice (51) sarà di caratteristica 2, e a d  es. il de- 
terminante À formato dalle due prime verticali sarà diverso d a  zero, allora 
le (36j daranno luogo alle due 

nelle quali le 1,) )., ,.. . ln, p,, / . id ,  .. . saranno ancora i detcvminanti del secondo 
ordine che figurano nelle formole (33); e degli ultinii termini dei secondi membri 
uno almeno sarà diverso d a  zero se Y b  non sarà zero; quindi se Y b  sarà  zero, 
cioè se il nostro integrale particolai-e Y della equazione data (34) sarà un 
suo integrale normale, avverrà, come ne1 caso delle equazioni omogenee, clle 
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2 24 D in i: Studi i  sutle equaxiorzi differenxiali 1ineai.i. 

vi saranno sernpre sistemi di 12 integrali diversi d a  Y, che col togliervi Y 
si riducono a integrali foiidamentnli della equazione omogenea corrispondente, 
tali che di essi n - 2, e non più di n -  2, sono sempre integrali normali 
della equazione da t a ;  nlentre se Yb non sarà zero, cioè SC Y che pure è un 
iritegrale delle (34)  non sarà  un suo iritegrale normale, a1loi-a si potranno 
ripetere le considerazioni fatte per le equazioni omogenee, prendendo ad es. 
le (n - 2)"uantità c,,,, c ~ , ~ , .  . . Cp,, per p = 1 ,  2 , .  .. n - 2 in modo che 
il loro determinante sia diverso da  zero, e le c, ,,,, en_,,, , . . . en_,,, e cosi le 
Cn,s 7 c,,,, . . c,,, prendendole tutte uguali alIo zero, e deternîinando poi le 
cp,, e c ,,,, per p = 1, 2 ,  ... n - 2, 12 - 1 per mezzo delle formole (38) ;  e 

c~l-l,l C n - 1 , z  per p = n determinandole in modo che il determinnnte 1 non 
C12,i C17,i 

fosse zero; e cosi facendo troveremo subito che in questo caso vi saranno 
sistemi di n integrali clie col togliervi Y danno luogo al solito ad u n  sistema 
di  iritegrali fondamentali della equazione omogenea, e sono tali che di essi 
l z  - 1, e non più di f z  -- 1, sono sempre integrali normali della equazione 
data  (34)  ("); e cib a differeiîza di quanto abbian:~  visto che accade quando 
la rnatiice (31)  è di caratteiistica 1, ne1 qua1 caso non pub esistere nessun in- 
tegrale normale quando non 10 é Y; e questi n - 1 intcgrali normali della 
equazione (34), corne gli n - 2 del caso precedente saranno ancora linear- 
mente distinti. 

E cosi, riassumendo, si pub dire clle ne1 caso delle equnziorii com- 
plete (34), se I'integrale particolare Y, che è quel10 determinato dalla condi- 

(*) Cosi prendendo le  cp,3, cp,4 ,... c,,,, per  p = 1, 2 , .  .. n - 1 tut te  eguali a zero, 
all'infuori delle e f ) ,~+2 clle saranno prese uguali ad uno, çli  integrali  normali corrispon- 
denti y,, y, ,... y,-1 saranno dati dalle formole 

9,-1 = Vl 20, -4- v2 W 2  + Y, 
essendo vl e v2 gli ultimi termini dei secondi membri delle (38) respettivamente, 
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zione di essere nullo insieme alle sue prime n - 1 derivate per x = a, oarà 
un integrale normal?, allora, oltre x qiiesto integrale n o r m n l ~ ,  ne avremo 
altri 11 - 1 O 11 - 2 linearmentc distinti secondochè la matrice (31) sark d i  
criratteristicn 1 O di caratteristica 2 ;  e se Y non sarà un  integrale normale, 
rtllora non nvremo affatto integrali normali quando la detta matrice aarà  la 
caratteristica 1, e ne avremo s o l t ~ n t o  12 - 1 linearmente distinti quando la 
stessa inatrice avrà la caratteristica 2 ;  O, in altri termini, se la matrice (31) 
sarà di caratteristica 2 avremo sempre - 1 ilitegrali normali linearmente 
distiriti, e non più, nno dei yuali sarà Y se anche I7 sarà un  integrale nor- 
male; e quando la stesw matrice sarh di caratteristica 1 avremo ancora 
~z - 1 integrali normali linearmente distinti e diversi da  Y, e non più, se Y 
saiA iin integrale normale, e non n e  awemo nessuno se Y non sa& un inte- 
grale normale. 

E cosi in particolare ne1 caso della equazione completa del second'or- 
dine, se Y sarà un intcgrale normale ne avremo sempre un altro e uno solo 
qiiando il determintinte di second'ordine al quale allora si riduce la mn- 
trice (31) sarà zero, e non 10 avremo quando questo determinante sia di- 
verso da  zero; mentre al contrario, se Y non sarà un integraln normale al- 
lora non lie avremo nessuno quando l'indicato determinnnte sia zero, e ne 
nvremo uno quando sia d i ~ e r s o  da  zero; O in altri termini se 1'indic.rito de- 
terminante del second'ordine sa ià  diverso d a  zero avremo sempre uno e un 
solo integrale normnle che sarà Io fitesso Y quarido Y sia un integrale nor- 
male; meiitre se l'indicato determiiiarite sa14 zero ne  avremo ancora uno e 
iino solo, diverso d a  Y, se qiiesto integrale Y SRI% un integrale normale; e 
non ne avremo riessuno se P non sarà un integrale normale. 

25. E sempre ne1 cnso che ora considsriamo delle equazioni com- 
plete (34), tenerido conto di quanto si disse per le equazioni oniogenee al 
5 23 si pub osservare clle, anche sotto le ipotesi più geiierali del paragrafo 
stesso intosno a d  a, e agli  integrali tu,, us,, ... t~~~ nell'intorno di b, per ln 
equaziorie omogenea corrispondcnte esisteranno sempre n - 1 integrali liriear- 
mente distiriti y,, y,, ... y, che soddisfano alla seconda delle condizioni (27) 
relativa al limite 15, e che insieme ad  un altro y, che ?ron vi soddisfa costi- 
tuiscono un  sisteinn d7integrali fvndamentali della equazione omogenea stessa; 
e potremo prendere 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



essendo D il solito determinante del sistenia d'integrali della equazione orno- 
genea y i ,  y',. . y,, e Dl,,, D,,, ,... D,,, gli elementi reciproci di quelli del- 
l'ultima colonna; e quindi avuto riguardo ai  valori di Y', Y", . . . Y(,--" cbe si 
ottengono d a  Y colla derivazione si giunge subito ad  una conclusione notevolis- 
sima, quella cioè che la coizdizione fiecessaria e suficiente pevcl~è Y riszil t i  U I I  

in tegrale  ~zormale  del la  equlrxiolze completa d a h  (34) è che s ia  xero Z'i~ztegrale 
x 

n a 
2 

-J%zZ 00 

si ha D = D, e "ove D, è il valore di D ne1 punto c che colle no- 
stre ipotesi sa& diverso da zero. 

E,  in questo integrale, D,,, snrh il determinante del sistema degli inte- 
grali linearmente distinti y,, y,,.. . y, della equaziorie omogenea che soddisfano 
alla seconda delle condizioni (27) relativa al limite b, e pei quali potranno 
anche scmpre prendcrsi gli integrali normali della equazione omogenea stessn 
relativi ad  ambedue le condizioni ai limiti (27) quando la matrice (31) ad 
esse corrispondente sia di caratteristica 1 ;  e per semplicizzare d'ora innanzi 
qucsto detcrminante Di,,, sarà da  noi indicato con A .  

E ricordiarno esplicitamente che questo teorema vale anche quando a, ne1 

punto b diveiiga zero, purchè l'integrale d x non sia $- w,  e gli inte. 

grali t r i ,  zo, ,. . , w, si mantengano ancora regolari fino alle derivate (72 - l ) e  

nello stesso punto h. 
26. E infine, in seguito a tutto questo, si pub anche aggiungere che ?z 

funzioni linearmente distinte, e fra le quali, ne1 caso delle equazioni lineari 
complete (34) non figuri l'integraie Y, non potranno mai essere tutte inte- 
grali normali corrispondenti a uno stesso sistema delle due condizioni ai li- 
miti (27) per unri. stessa equazione lineare omogeiiea O no, quando a, non 
sia mai zero nell'intervallo (u, b), e, sotto certe condizioni che abbiamo in- 
dicato nei singoli casi, neppure quando a, sia zero in uno O in tutti e duc gli 
estremi a e O ;  e quindi, sotto queste ipotesi, ammettendo che in alcuni O in 
tutti i coefficienti della nostra equazione fiburino uno O più parametri variabili 
C i ,  Tz,. . . c i ,  se vorremo considerare 1.1 integrali normali linearmente distinti, 
e chc, ne1 cas0 delle equazioni complete siano anche diversi d a  Y, hisognerà 
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prcriderli in parte fra gli integrali normali di una equazione corrispondente 
a certi valori dei coefficienti O dei parametri variabili ora indicati, e in parte 
fra gli integrali normali di altre equazioni; c tutt'nl più, a ceconda dei casi, 
?z - 1 di quelle funzioni potranno appartenere ad una stessa equazione o 
corrispondere a uno stesso sistema di  valori d i  quei parametri, e una ad  
un'altra eqiiazione O ad un nltro sistema di valori degli stessi parametri. 

27. Cib preinesso, e restanclo sempre ne1 caso delle equazioni lineari 
gefierali, supponiamo che le n funzioni y , ,  y,,,.. y,, yi+*,  Y i t P ,  ... Y n  siano 
tutte integrali normali pei quali si abb imo  le stesse condizioni ai linîiti (27), 
ma. le prime i corrispondano a una  equazione 

e le rimanenti corrispondano ad  un'altra equazione 

nella qunle alcuni coefficienti dopo il secondo, p. es. a,, a,, ... differiscano 
dai corrispondenti a,., a , ,  . .. della prima, e anche i secondi ineinbri A' e X 
possano differire fra loro; e esarniniamo il detcrmiiiante D corrispondente a 
queste funzioiii y , ,  Y ?  ,... Y i  ~ i + ~ ,  ~ i + ~ , .  .. Y n  che figura nelle formole del 

.F 

n 

Toglieiido in questo determinante D dagli elemen ti dell'ultima coloriiia 
quelli corrispondenti delle colonne precedenti a incorninciare dalla prima, 
moltiplicati respettivamente per a,, O,-, , . . . a,, esso si trasformerà nell'altro 

Y i  Y ' ,  . . . Y(71 , - 21 (a,. - a )  y -  + ( a  a,) y?l-Y) + . . - X 1 

Y t  YI*  . .  . YP-~) (a,. - a,) y?-') + (a, - a,) + . . . - X 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
D r- Y i  

l 
y'i . . . ( a ,  - n,) yil1 ,') + ( a s  - a,) yill $1 + . . . - x 7 

Y i + i  ~ ' i ~ i  - . y,:;" -S 

e quindi sviluppandolo rispetto agli elementi dell'ultima colonna, e indicandu 
al solito in generale con Di,", D,,fl, ... Di,", . . D ,,,, gli elementi rc- 
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228 Dina': Studii szdle eqzcazioni differenziali 1iizeni.i. 

ciproci di quelli della stessa colonna, sotto Te. fatte ipotesi avremo la formola 
seguente 

. . .  + j 0. (a, - a,) ] y?-s' D i ,n + y!'-" D 2,n + + Y!'*-") D i,n 1 d x + 
f . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  - 

che nei casi particolari dà luogo a risultati molto notevoli. 
28. Cosi, supponendo in particolare che le equazioni (39) e (40) siano 

omogenee, se sarà i =  1 ,  cib che richiederà che la matrice (31) corrispon- 
dente alle equazione (40) sia di caratteristica 1, avremo la formols 

essendo A, colla notazione del $ 25, il determinante Di, degli integrali nor- 
mnli y,, y .,... y, della (40), cioè essendo 

e se sarà i = 2, ne1 qua1 caso tz dovrà suyporsi superiore a 2, e la ma- 
trice relativa alla stessa equazione (40) potrà essere l O 2 ,  avrerno l'altra 
formola 

h \ 
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quando si ponga 

1 y. y'2 - . . ' y, y', . . . y(-2) i 

e se saremo ilel caso delle equazioni dei §Fj 9 e seg. per le quali si abbin 
in generale per > 1 a,. -y,. cp (x) $- l,, con g, e 7, funzioni delln soln x, 
e z essendo il pararnetro variabile che col cambiarsi da x, in x ,  fa pas- 
sare dalla equazione (39) all'altra differente (40) (*), allora, dividendo per 
y (x,) -- y ( z * ) ,  ne1 caso di i = 1 avremo la formola 

e ne1 cas0 di i =  2 avrerno l'altra 

E più particolarmente ancorn se il parnmetro x comparirh solttlnto nel- 
I'ultimo coefficiente a, dell'equazione data, e si avrà a, = g y (2) + 1, allora 
per i = 1 avremo la formola 

e per i = 2 avremo l'altra 

(*) Si  slippone nnturalmente che i valori z, e z, d i  z che corrispondono alla (30) e 
alla (10) non rendnno p (2,) = cp (z2), d t ~ i m e i i t i  le d u e  equazioni snrebbero le stesse e non 
potreiimo dividere per p ( a , )  - p (3). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



la prima delle quali è ln generalizzazione di quella che si ha ne1 caso degli 
iritegrali iiormali delle equazioni del second'ordine perchè allora A -y,, e 
la seconda pel sigiiificato cht! in essa liarino y, e y, non pu6 aversi che per 
le equazioni di ordine superiore al  ~econdo. 

29. E qui giova anche fare rilevare esplicitamente che tutte queste 
formole oltre a valere ne1 caso in cui si aùbiano effetti~ainente le condizioiii 
ai lirniti (27), corrispondentemente cioè al 3." dei cnsi del $ 18, per la os- 
servazione che facemmo al $ '23 variaanno anche ne1 secondo dei casi del10 
stesso 3 18, quando gli integrali normali che i n  esse figurai10 siano scelti 
fra quelli (supposto che esistano) che si inaiiterigoiio regolari fino alle deri- 
vate (1, - 1)" iiiclusive anche in quell'estremo a O b, p. es. a, pel quale, in- 

x - 
vece della aolita coridizione ('27) corrispondente, si ha I'altra - d x: = - oo ; J a: 
e inoltse le formole stesse varranno anche pel primo dei casi del 5 18, cioè 
quando non si avrauno le coiidjzioni ai limjti (27), ma irivece I'integralc 

p2 d r r a d  -CO ai due estrerni n e h, purch& perh gli integrali y ,  e y 
1: 

delle equazioni (39) e (40) che figurano nelle formole stesse siano di quelli 
che si manteiigono regolari fino alle derivate (?z - 1)" inclusive anche ai due 
estremi a e b, siipposto che e,sistano (*). 

E essendo ne1 3.' dei casi del $ 18, la  foi*mola (48), corne le due (42) 
e (46) noii potranno aversi, conie già iiotamrno, altro che pei valori di a pei 
quali ln  matrice (31) sia di casatteristica 1 (**), per modo cioè clie per 
ognuno di questi valori d i  x la cquazione corrisporidente (40) rjdotta omo- 
g-enea col farvi X = O abbia n - 1 integrali riorrnali y,, y,, . . . y ,  i l  cui 

§ 18, regolari fino alle derivate 
in Nota a l  § 18, non potrebbero 
s tessa equnzione; ma  poichè ora 
alla equazione (40), pub dnrsi 

(*) Gli integrnli corrispondenti ai casi 1 .O  e 2.O del 
(12 - l ) e  inclusive anche in n e in 6, p e r  quanto dioemmo 
esistere in numero di îz s e  dovessero corrispondere a una 
devono cqrrispondere par te  alla equazione (39), e parte  
benissimo che se ne possano avere  R t u t t i  regolari, scegliendone aleuni f r a  que l i  re-  
golari della prima equazione, e gli a l t r i  f ra  quelli pure  regolnri della seconda. 

(**) Questi valori di z s i  troveranno t r a  quelli clie rendono nulli i determinanti di- 
stinti del second'ordine ai quali d i  luogo la matrice (31), ma non seinpre esisternnno 
quando sia  n > 2. 
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determinante sin A, e che insieme a un altro integrale y, (che non sarà un 
integrale norinale) costituiscano 1111 sistema fondamentale della. equazione orno- 
genea stessa (*). 

(*) S e  di uria equazione liiieare omogenea di ordiiie n s i  conoscono n - 1 int,egrali 
clie facciano parte  di un sisteina fondainentale (cioè clle non siano legnti frn loro da rp- 
lazioni omogenee e lineari), è noto che pli0 aversi sempre l'no integrale con sole qua- 
drature. 

Un modo semplice per trovarlo pub essere il seguente. 
Esseiido 

a, y(g2) + a, y(fl-1) + . . . + atr - y' + a,  y - O (@) 

la equazione omogenea data, e y,, y,, . . . ylr gli n - 1 i n t e p d i  di essa che si conoscono, 

clie lia gli integrali noti y,, y, ,.. . y,, ; e per inezzo di questa, avendo riguardo alla espres- 
sione di DI,,, si t roverà  subito intanto l a  forrnola notevole Bri,,, = - Di,,,-1. 

D'altra par te  avendosi 

si indichi con P il determinante 

se si suppone clle y sia un integrale qualeiasi della equazione data  (a) si vede che avremo 

P= 

- Jp 
n 1~' = - 2 P, e quindi per questo valore di y snrà  P= k e , cioé si avrà 
flo 

y y' 3'' . . . y'*-') 

Y2 Y'% ~ " 2  . . . y("-') 2 

y, y', y", . . . y!-') 
. . . . . . . . . 
y ,  zj'n 2/"n . . . g ! ; -~ )  

esserido JZ una costante; e evidenteinente questa equazione per h = O oondurrà agli inte- 

Questo uguagliato a zero d a r i  la equazione 
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30. Rispetto poi al determinarite A O Di,, clle figura nelle nostre for- 
mole (46) e (48) si prih fare I'osservazione generale seguente. 

Osserviamo ci& che data una equazione 1ineai.e e omogenea E== O, se 
di essa si forma la sua aggiunta A =; O, 'l'aggiunta di questa riprodiice la 
primitivn E = O; e quindi se corisideriamo la detta equazione aggiunta A = 0, 
e le applichiamo le nostre solitc formole generali per determiriarne gli inte- 
gidi, prendendo, nelle stesse forinole, per le fuiizioni ausiliarie x , ,  z,, . . . x, 
un sistema d'integrali fondarnentali A , ,  ), , . . . 1, della prin~itivn, e indicando 
con A il determinante fondamentale corrispondente, si vede subito che gli 
elementi reciproci A,,,, A, , ,  . . . A , ,  di quelli dell'iiltiina verticale moltipli- 

x sz d z  
1 cati per 0, - - ec daraiino un sisteina fondamentale d'integrali della 

a0 
equazione aggiurita. A = 0. 

E osservando ora che quando sianio ne1 cnso di equaziuni omogenee (28) 
e di  condizioni ai limiti (27) per le quali la casatteristicn della matrice (31) 
è 1, O anche quando siarrio ne1 caso del S 23, pel sistema testè indicato l,,, 
?,,,. . . In d'integrali fondamentali si pub prendere quel10 del quale parlavarno 
sopra format0 dagli n - 1 integrali y , ,  ys, .. . y, della (28) che figurano 
in  A, O da queIli del $ 23, e dall'altro integrale (rioii normale) y, al quale 
pure acceiinanirno sopra e al 8 23, basterà tener coiito della osservazione 
generale che ahhiamo fatta per poter dire che nelle nostre formole (46) O (48) 
il prodotto 0, A rappresenta u ~ i o  degli iritegrali z della equazionc aggiunta 
c:he i.isulteimno determinati ne1 modo testè indicato per mezzo degli integrali 
normali 35, y3,. . . e dell'altro y, . 

grali noti y,, y, , .. . y$$, e per W diverso da zero sarà una equazione coinpleta, della quale 
il solito integrale particolare derà con sole quadrature l'no integrale cercato y, della (a). 

La eqi~azione omogenea corrispondente a questa equazionc completa essendo la  (F), per' 
iiitegrali fondamentali della quale possono prendersi gli 12 - 1 integrali iioti y,, y,, . ... y,, , 
si vede subito che per  l'integrale cercato 9, avremo 

esscndo (Di,lI)i,,,-1, (Dl,l,'2,n-l , . . . (Bl ,n) , z - l , i , - l  gli elernenti reciproci di qiiclli della co- 
loiin,z ( i l  - l)" l1el determinante 
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E la condizione che trovammo ne1 5 24 come condiziolie nccessaria e 
siifficiente perchè l'integrale particolare Y della solita equnzione completa (34) 
che si annulla per z = a insieme alle sue prime derivate sia un integrale 

h 
P 

normale, si pub OIX trasformare nell'altra che l'integrale X z  d x sia zero. J 
a 

31. l3 tornando ora a considerare le forrnole (22) O (23) del 3 17, 
osserviamo che se saremo ne1 primo dei cnsi del 5 18,  cioè se snrà 

h 

1 "' dx- -N ad  ambediie gli estremi a e b, avrerno sernpre @ , D d  s=O, 
. a0 .i' 
c a 

qualunque sia il sisterna d'integrnli p, ,  y, ,  . . . y, che si considerano, purcliè 
siano regolari fra n e b e anche a questi estremi fino alle loro derivate ne 
incl., il che, per quanto fu  detto in nota nl § 18, non potrà avvenire a1ti.o 
che quando gli integrali stessi appartengano a equazioni diverse, cioè corri- 
spondano a valori diversi dei parametri che vi figurano, pei quali alcurii dei 
coeflicienti della equazione abbiano va1oi.i diff~renti.  

3: 

S c  poi l'integralc ( - d 2 non sarà - ia a nessiino dei due limiti ri O b ,  
. 0 0  

c~ 

O 10 sarà soltanto ad  uno di essi, che allora supporremo essere p. es. il li- 

mite n, l'integrale 0, U d x non sarà zero altro che quando per ciascuno degli j 
integrali y , ,  ye, y3 , .  . . yn siano soddisfatte le condizioni dei casi corrispondenti 3.' 
O 2." del $ 18 respettivamente, O altre condizioni speciali; e noi ora suppor- 
rem0 appunto che per n - 1 di questi integrali y,, y,,. .. y, siano soddisfatte 
ai limiti a e b le indicate condizioni del 3.' dei casi del $ 18, quando non 

x 
ai d x = - m per x =a, e siano soddisfatte le condizioni relative al 

limite b, seiiza curarci di quella relativa al liniite a quando sia - d x  = -. oo J :: 
per x = a ;  e per l'altro integrale y, arnmetteremo che i parametri <, , <?, . . . 

restino indeterminati, e per esso siano soddisftltte O no le condizioni a i  li- 
niiti ; e infine sia pPr questo che per gli altri integrali y,, y,,  . . . y, ammet- 
teremo che essi siano sempre regolari almeno fino alle derivatc (12 1 incl. 
anche agli estremi a e b ;  e supporremo inoltre che y ,  e le sue derivate aiii- 
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mettano anche alnieno le derivate prime rispetto a i  parametri variabili, e 
qiieste pure siano finite e continue. 

Allora non 

in ogni caso la 

avremo sempre la formola 63, D d :c = O, ma  avrenîo ancora i 
(1 

formula (22), la quale ci darà ln segucrite 

dove ai termini del secondo meinbro abbianio posto i diviso1.i kp e hq 
perchè nella (22) i coefficienti di 3 ( p )  e p ( q )  nelle condizioni a i  limiti n e b 
respettivamente erano supposti uguali ad uno;  e ora s'interide naturalmente 
che k,  e Aq siano diversi d a  zero, cioc'i che nelle condizioni ai liniiti a e O 
figurino effettivarnente i termini con y ( ~ )  e g(q). E in queçta formola, p. es. 
il primo termine del secondo rnembro mancherà se a, sarà, zero per z = a ,  

e se al tempo stesso si avrh - d n: = - CO, O se l'iiitegrale y, che abbiamo 1.1 
introdotto soddisfarà alla condizione (27)  relativa a1 limite n qualunque siano 
i valori dei parametri c i ,  C 2 , .  .. C i .  

Questa formolci, sotto le nostre ipotesi, potrà derivarsi rispetto a iino 
qualunque dei parametri c l ,  e le derivazioni potranno farsi sotto l'integrale; 
c qiiindi esça d a d i  luogo all'altra 

dalla quale poi altre formole simili potranno ottenersi con nuove derivazioni, 
se y, avïà  finite e continue anche le derivate seconde rispetto a i  parametri 
variabili, ecc ...; e tutte qiieste formole serviranno a determinare gli i n t ep .d i  
dei primi membri, e daranno luogo ad altre particolarmente notevoli qiiando 
in esse si suppongn d i e  alcuni degli integrali y , ,  y ,,... y,,, fsa i quali y , ,  
appartengano alla (39), e gli altri appartengano alla (40) e si tsasformi 
il 1) coi processi dei $§ 27 e 23, e segnatamente con quelli del § 23 relativi ' 

al caso di i- 1 per le equaxioni oinogenee. 
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32. Cosi, supponendo che nella (40) i parametri c,, <, ,. . . abbiano va- 
lori determinati, in corrispondenza della formola (42') si trova la seguente 

b a a  a YF a Y:'-" + 
, * d = + 4 y;~-sl -+ - . . + ( a ,  - a,) a + ( a s  - a,)  a C E  a ta 1 

e ammesso ora che nella equazione data dei paranietri c i ,  c , ,  ... C; non ve 
ne sia che uno x, e 5 sia il valore di questo parametro che corrisponde alla 
equazione (40) O agli integrali normali che figurano ne1 deterniinante A ,  se 
farerno tendere x a C, con che a , ,  a  ,,... tenderanno a a , ,  a ,,..., basterà 
supporre che allora y ,  tenda uniformemente fra a e b a uno degli integrali 
iiormali y,, y ,,... 3, della (40) che figurano in A ,  p. es. tenda a I/,, per 
giungere alla forrnola 

n \ 

dalla quale ne1 cas0 che si abbia in generirle a, z y,. rg ( z )  + I V ,  essendo y, 
e Z, le solite funzioiii della. sola x, e y ( z )  una funzione d i  x che non si an- 
nulla per z -- (, avreiuio I'altra 

e ne1 caso, più particolare ancora, che rf ( 2 )  figuri soltanto in a, e sin 
dnnali  di Matematica. Serie III, tom0 XII. 3 1 
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236 D iîz i: Sf udii sulle eqmzioni differenxiali Eineari. 

a,  = y cp (x)  + 1, avremo l'altra 

e queste formole servono di complemerito alle (42),  (46) e (48). 
In particolare ne? caso di n = 2 questa formola (53) ci dà il valore del- 

b 

I'integrde 10, g y: d z per gli integrali normali delle equazioni omogenee del 
n 

second'ordine. 

In queste formole poi, in luogo di -- Dix' e - potrenio sempre mettere 
k p  11, 

A A 
- e - quando k ,  , e h,-, non siano zero, cioè qiiaiido nelle condi- 
kn-4 hu-L 
zioni date ai limiti a e b figurino i termini con y(,-'). 

Derivando aricora rispetto a x la (50)) e poi facendo tendere x a 5, si 
otterranno altre formole pure notevoli che potrarino eervire specialmente ne1 
caso in cui c f1  ( z )  si annulli per z = <. 

E ricordiamo, corne già dicernmo, che in tutte queste foinmole uiio dei ter- 
mini del secondo inembro mnnclierà se saretno ne1 secondo dei casi del $ 18, cioè 
se a urio degli estremi a o b i l  coefficiente a.,, sarà zero, e al tempo stesso sarà 
X 

n 1 - d x = - CO; e mancherà pure se al limite a o b corrispondente l'irite- J ., 
C 

grale y ,  che B stato introdotto soddisfarà anchleeso, e qiiwlunque sia x, alla 
condizione relativa al limite stesso. E cib, ben s'intende, ne1 supposto sempre 
che siano verif i~ate le coiidizioni poste per la regolaiità dei varii integrali 
g,,  yo , .  . . y, non solo fra a e b, nia anche agli estremi, e quella relativa al 
tendere uniformemente di 9 ,  a y, quando z tende a <, ecc.. . . 

33. Se poi a,, oltre ad essere zero ad uno degli eçtremi a O b, e 
.T 

d x = - oo, corne già abbiamo ammesso che possa es- 
e 

sere, presenterà questa particolarità anche all'altro estremo, venendo cos1 ad 
essere ne1 1.' dei casi del 5 18, allora, se potessero continuare ad essire ve- 
rificate le condizioni ora ricordate rispetto agli iiitegrali y , ,  yz,. . . y, WC., 
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Loro integrali nwmali. 237 

l a  formola (22) coridurixbbe a quelle che verigorio dalle precedenti col farvi 
i secoridi membri uguali a zero; ina poichè in pai*ticolare ne1 caso delle equa- 

b 

zioni del second' ordine ci daiebbe 18, g y: d a: = 0, cib che è inammissibile 
a 

quando u, sia continua fra  a e b e non si aiinulli d i e  agli estremi, e y non 
cambii mai segno fra a e O e non sia d'integsale nullo in nessuna porzione 
di (a, 6); cosi, almeno in certi casi, e in particolare per questo delle equa- 
ziorii del second'ordine, le varie coiidizioni che abbiamo poste pi nostri in- 
tegrali non potraniio coesistere. 

E per gli iiitegrali norrnali d i  queste equazioni, come avvieiie ad  es. pel 
cas0 delle furizioni di LEGENDRE X,, per potere calcolare i nostri integrali, 

come ad  es. 1'integi.de oc g y: d x, bisognerà spezzarli in due parti, l'uua 1 
da  ( E  a a ,  e I'altra da Ü a h,  essendo a un punto intermedio fra a e b ,  e 
calcolare poi i due integrali separatamente colle forn~ole precedenti per le quali 
allora. il più spesso non si preseiiteraiino più le indicate difficolth; O bisognerà 

b-  s, 

calcolare l'integrale O, g d x, e poi ce rca im il limite al tendere a zero 

di E e di c l .  

34. Premessi questi studii generali sugli iiitegrali normali delle equa- 
zioni differenziali liiieari, poniamoci seiripre d'orn innaiizi ne1 caso in cui 
nella ~ q u a z i o n e  conzpletcc che ora coiisidereremo E ( y ,  z ) = X ,  o 

alcuni O tutti i coeficienti dopo il primo e X sono funzioni i n t e ~ e  di un 
solo pararnetro reale o compleeso x; e lirnitnndoci, per semplioizzare, al caso 
in cui u, è sempre diverso da zero f ia  a e b e anche a questi estremi, cib 
che ci pone ne1 3.' dei casi del ij 18 (*), prendiamo a studiaie gli iiitegrali 
norrnali, considerati come funeioni d i  questo parametro x. 

(") Molti dei risultati ctie o r a  otteniamo valgono, con leggiere modificazioni, anclie 
pel caso in cui a, si  xnnulla a uno degli estreini n e O, e con maggiori limitazioni anche 
quando no s i  annulla a tutti  e due questi es tremi;  ina noi ci riserviaino di t ra t tare  a parte  
questi casi in altro lavoro, onde non coinplicare di troppo le nostre considerazioni attuali. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



238 D i  n i: Studii szclle equaxioni differetzziali linenri. 

Supponiamo ancora dapprima che si ahbiario soltanto le due solite con- 
dizioni a i  limiti (27)  rielle quali i coefficienti h e k siano costanti anche ri- 
spetto a. z ;  e ricordiamo le solite nostrc espiwsioni generali in serio per gli 
i n t e g r J i  fondamentali w,, w,, . . . w, della equazione omogenea corrispondente, 
qualunque siano in queste espwssiorii i valori scelti per le funzioni ausiliarie 

Xi 1 x,, . . . n,, purchè indipendenti da x, e regolari rispetto ad x f r : ~  a e b fino 
alle loro derivate ne. 

Dall'esnme di queste espressioni risulterà subito, come del resto già di- 
cemmo al $ 5, che gli stessi integrali w,, w,, ... w, e le loro derivate fino 
alla na inclusive saranno funzioni intere di z ;  e per le nostre formole gene- 
rali Io stesso sarà dell'intcgrt\le Y che si annulla insieriie alle sue primo 
n - 1 derivate per r =a .  E cod pure sarrtniio funzioni intere di x anche tutti 
i determinanti del secoiid'ordjne ai quali dà  luogo la matrice (31); e quindi 
per quelli fra questi determinanti che non saranno identicamente iiulli qua- 
lunque sia z, come per l 'integrale Y, gli infinitcsimi dovranno essere tutti 
di ordine intero. 

Incomincieremo ora da1 considerare il caso in cui fra  questi determinanti 
ve ne sono alcuni (se non tutti)  che non sono identicainente nulli qualunque 
sia z,  e supposto ad  es. che uno di qiiesti (non identicamente nulli) sia il 
determinante 1. forinato dalle due prime verticali della matrice (31), ammette- 
remo senz7altro che i suoi infinitesimi :i distanza finita a , ,  a ,,..., 7,). . . (quando 
vi siano) siauo tutti del prim'ordine. 

Allora pei ~ a l o r i  di z diversi d a  questi infinitesimi a , ,  a,, ... , a,,,. .. la 
matrice (31) sarà di caratteristica 2 ;  e quindi, per quanto si disse a l  24, 
per gli stessi valori di x si avranno sempre n - 1 iritegrali normali, urio dei 
quali sarà appuiito l 'integrale Y quando esso sia un integrale normale. 

Questi integreli normali potranno irovarsi coi processi generali  del 5 24, 
prendendo cioè per le cP," cP,, ,. . . c ~ , ~ ,  per p = 1, 2 , .  .. n - 2 ,  quan- 
tità costaiiti, O funzioni qualsiansi di x, che potremo supporre intere e tali 
che, eccettuati tut t7al  più alcuni valori particolari di 2, il deterniinwnte da  
esse forrnato sia sempre diverso da  zero, e prendendo inoltre per semplicità 
le c ,-,,,, c ,-,,,, .. . c ,-,, tutte uguali al10 zero, e determinando poi la rp, ,  e 

c p ,  per p == 1,  2 ,  ... n -- 1 colle formole (38); ma se  le somme ('8' k ,  
.. - 

e 2 '  h ) ,  o i determinanti i ,  i,, A,, .. . L n ,  p,  p , , .  pn e 19integrnle Y 
O 

non soddisfaranno a condizioni speciali, O se non saranno scelte opportuna- 
mente le prime cp,i, evidentemente le cp,, e cp,, e quindi gli integrali norniali 
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corrispondenti, mentse saranno funzioni uniformi di z e col carattere di fun- 
zioni intere in ogni p u t 0  z diverso dai suddetti punti d'infinitesimo a, ,  a,,. . . , 
a , , . .  . , potranno presentare delle singolarità coll'a~vicinasai di z a questi punti; 
e solo per l'integrale Y, quando esso sia fru gli i~ategrali novmali pei valori 
d i  x diversi da a i ,  ccz  ,... cc ,,..., saremo sicuri che non avrà singolarità 
negli stessi punti a,, a s , .  . . a,, . .. e in essi sarà ancora un integrale normale 
perché, come già notammo, esso è una funzione intera di x. 

Se perb, essendo n > 2, gli steshii infinitesimi a,,  a,, ... , a,, . .. del determi- 
nante A apparterranno tutti anche a quegli altri fra i determinanti l , ,  i.,,. .. IL,,, 
p3 , p4,. . . pn che non sono identicamente nulli, per modo che uno qualunyue 
di essi si potisa porre sotto la forma A +, essendo + una funzione intera di x 
che potrà variare dit determinante a determinante; e in ogni modo, sia che 
la circostanza cira indicata si presenti O 110, prendendo le cp,+, per p e i 
uguali ai numeri 1, 2 , .  . . n - 2 ,  tutte sotto la forma Cp,i = A  cJp.i, dove le 
cIp,i abbiano le particolarità che avevamo indicato sopra per le cp,i, cioè di 
formare un determinante diverso da zero, allora è certo che le c,,, e cp, ,  che 
si otterranno dalle formole (38) per tutti i valori 1, 2 , .  .. rz - 2 di p risul- 
teranno tutte funzioni intere di x ,  e tenderanno verso limiti determinati e 
finiti al tendere di s verso quei punti d'infinitesimo a, di 2 che abbiano al 
tempo stesso la particolarità di far si che I'integrale Y sia un integrale nor- 
male; e Io stesso avverrà evidentemente anche ne1 caso di n = 2, perchè sl- 
lora la matrice (31) si riduce al determinante 1, e non si hanno più i de- 
terminanti A,, A ,,... l,, ps, p4 ,.,. p,; n~entre se fra gli stessi punti d'infi- 
nitesilno a,, a ,,.. ., a,, . .. Te na saranno alcuni cc, pei quali l'integrale Y cor- 
rispondente a questo valore ci, di x non sia un integrale normale, allora a 

meno che le due somme ( $ 1 ~ ~  ( $ 1 )  non siano ambedue zero 
a . - 

per quel valore a, di x, le quantità stesse cp,,, cP,, col tendere di x ad a. 

non si manterranno finite altro che moltiplicandole per s - a,. 

E s'intende anche che pet- quelle cp,i che nelle (381 moltiplichino determi- 
nanti li e pi per ambedue i quali si alnbia Ai = Z. $, ( x ) ,  pi - 1, B i  (2) con 
+i (8 )  e (x) funzioni intere di x, non importerà prendere come dicevan10 
poc'anzi cP,i = 1 ~ ' p , ~ ,  ma basterà prendere per cp,i una costante O una funzione 

- 
intera qualsiasi cfp,i di x ;  e anche più geiieralrnente se sarà A i = l  +i(z ) ,  

- 
' h l  pi=Aei (2) essendo 1. un fattore intero di l, hasterd prendere cpSi  = = c p , i .  
A 
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zione ornogenea E(y, a,) ==O corrispondente alla equazione data  pel valore 
ci, di z si trovar!o i suoi n - 1 integrali liiiearrnente distinti y, ,  y,, . . . y, che 
per x = 6 soddisfario alla secoiida delle condizioni a i  limiti (27),  e sfindica 
con A i l  loro determiiiaiite, la cnndizione perchè i l  solito integale Y pei. x = a, 

sia un integrale n o r m d e  è espressa dalla formola 

dunque si pub  orn evidentemente afl'e~mare d ie  seguendo il processo indicato 
per la determinazione delle cp,i per p e i uguali ai iiumeri 1, 2 , .  . . uz 2, 
lz - 1, quarido uno almeno dei determinanti di secondfordine 2 ai quali dà 
luogo la matrice (31) non è ideriticamente nul10 qudunque  sia x, e ha  i siioi 
infinitesimi a distanza. finita a , )  u 2 , . ,  . u m 7 . .  . tutti di pritn1oi<diiie, gli n -- 1 
iiitegrali normali che per x diverso dai  detti puriti tl'infinitesimo a,, a , ,  . . . 
a.,,... riaulteranno cod  determinati, considerati in tutto il piano x saranno 
funzioni uniformi di z che se la (55) sarà sempre soddjsfatta per tutti gli 
infinitesimi a, di 1. saranno anche funzioni intere di x, meiitre se per alcuni a, 
di questi infinitesimi la stessa condizione (53) non sarà soddisfattn, questi 
punti a, saranno altrettanti poli di prim'ordine dei detti i n t e g i ~ l i  normali, :i 
meno che a, non sia  al tempo stesso un infinitesiino di ciascuna delle due 

somme (':$ hsru:s)); (%lkstop)iri) ne1 qua1 caso a. ss rà  un punto ordinario. 
a 

Supposto poi che 0, sia uno dei punti d'iofinitesimo del determinante 2. pei 
quali l a  condizioiie (55) è soddisfatia,, è certo che ciaecuno y, degli integrali che 
abhiamo trovati corne integrali normali pei valori di  x diversi dai detti infini- 
tesjmi e quindi anche da a,, quando si consideri anche per x = a, non è altro 
in sostanza cbe il valore che, indipendentemente dalla considerazione degli 
integrali normali, viene dato dalle nostre formole generali per quell'integrale 
particolare della equ~z ione  data  corrispondente a x - a ,  pel qtiale le c , ,  
c,, . . . e, che figurano nelle formole stesse han110 i valori l imjti  ( c ~ , , ) ~ ~ ~ ,  
( P ~ , ~ ) ~  r , . . .  ( cp ,Ja ,  ai quali tendernnno le c ,,,, c ,,,, ... c , ,  coll'approssim~rsi 
indefiriito di  x ad a,; mentre poi non vi ha dubbio che esso pure soddisfa 
alle condizioni limiti ( 2 7 1 ,  perchè queste per y, erano soddisfatte per valori 
di x prossimi quanto si vuole a a,, e gli iiitegrali che  vengono dalle nostre 
espressioni generali sono funzioni cor~t~inue di x anche ne1 punto a, insieme 
alle loro prime n - 1 derirate  rispetto ad x ;  dunque evidentemente il nostro 
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integrale yp rimarrà un integrale normale anche quando si consideri per 
z =  ap,  e si pub quindi ora rigorosamente affermare che per ogni equazione 
completa 54) esistono sernpre n - J integrali normali che sono funzioni uni- 
formi di x in tutto i l  piano, e che non possono perdere i l  carattere di fun- 
zioni intere altro che per quei punti d'infiiiitesinio del determinante ?. pei 
quali non sia soddisfatta la condizione (551, e saranno quindi funzioiii intere 
di x senz'altro quando la stessa condizione sia soddisfatta per ciascuno degli 
infinitesirni rnedesinii. 

3,;. Questo ne1 caso che ora abbianio considerato in cui fra i de- 
terminanti di second'ordine ai quali dà liiogo 1:i matrice (31 i ve ne siaiio 
alcuni, uno dei quali abbiamo supposto essere quel10 i. forniato dalle due prime 
verticali, che non sono identicamente ri i i l l i  qualunque sia z. 

Qunndo poi questi determinaiiti siario tutti identicamente iiulli, allora la 
matrice (31 1 sarà, necessariamente di caratteristica 1, e per questo e perchè 
nella prima delle (36i, per l'ipotesi fatta che a, nori sia zero neppure per x -- a, 

k,w(S) non possono essere tutte nulle, il solito integrale Y dovrà es- la 
sere necessariamente un integrale normale della equazione data qualurique 
sia 2, cib che porta che allora la condizione 155) dovrà essere soddisfatta per 
qualsiasi valore di z. 

Riducendosi poi allora le equazioni (36) ad una sola, p. es. alla seconda, 

e neppure le somme per i = 1, 2,. . . ?t potendo essere coritem- 

poraneamente zero per nessun ralore di  x perché a, non contiene x e per 

x - b è diverso da zero, ne viene che se ad es. la prima somma Lw:) , ("a: )* 
che ora indicheremo con 1, non è identicamente nulla qualurique sia x, e i suoi 
infinitesimi a djstanza finita sono /:,, Pz, .. ., P m , .  .., basterà prendere oppor- 
tunamente le cP,,, c ~ , ~ , .  . . c ~ , ~  per p = 1, 2 , .  . . n -- 1, come ad esempio 
prenderle tutte della forma A c ' ~ , ~ ,  i c ' ~ , ~ ,  . . . A c ' ~ , ~ ,  essendo le c ' ~ , ~  qiiantità 
costanti O funzio'ni iiitere di z tnli che il loro determinante, eccettuati tutt'al 
più alcuni valori particolari di x ,  sia sempre diverso da zero, per giungere 
a trovare tz - 1 integrali nosmali diversi da Y che per x diverso dai punti 
Pi, P2,.  .. , f im, .  . siano linearmerite distinti, e clle considerati in tutto il 
piano x siano come Y funzioni intere di x; e qiiesti integrali anche pei punti 
B i ,  Oz, .  . . , P m , .  . . sar:tnno integrali norrnali, ma allora potranno non essere 
più linearmente iiidipendenti. 

36. Cosi in particolare se la equazione data sarà quella generale del 
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second'ordine 
u0 y" + a, y' + a, 9 = X,  

per la quale ammetteremo che  a, fra a e b (gli estr. incl.) sia sempre di- 
versa d a  zero, e tutte O almeno una delle a , ,  a,, X contengano il para- 
rnetro x essendo funzioni intere di questo parametro, si osserverà per prima 
cosa che in questo cas0 18 matrice (31) si riduce al determinante 

e se questo deteiminante (56) non sarà identicamente nul10 qualunque sia a, 
e avrà i suoi infiriitesimi a , ,  a ,,.. ., am ,... tutti del prim'ordine, allora quando 
avvenga che, indicando con y quell'integrale dell'equazione omugenea corri- 
spondente a ciascurio a ,  di questi infinitesimi preso come valore di x, che è 
determinato dalla condizione al limite k, y + k, y '  = O per x = b, e che non 
pub differire dall'iiitegrale normale corrisporidente altio che per un fattore 
costante, si trovi che la funzione X è tale che resta sempre soddisfatta la 
condizione 

b 
P 

si potrà senz'altro affermare che esisterà sompre un integrale normale della 
nostra equazione che sarà una funzione intera di x. 

E se yuesta condizione (57) sarà soddisfatta soltanto per alcuni degli in- 
firiitesimi del determinante (56) e non per altri a,, as,. . . , l'integrale normale 
sarà soltanto una  funzione uniforme di  x che in questi punti a,, ag, ... avrà 
dei poli di prini1ordine tutte le volte che in questi punti non siano infinite- 
sime anche le due'  somme (k, zu, + k ,  Z L ~ ~ ~ ) ~ ,  (k, ,  tu2 + I d 1  dt),  . 

S e  poi il determinarite (56) sarà identicamente nul10 qualunque sia z ,  
esisterà ancora un integrale normale della nostra equazione che sarà fun- 
zione intera di  2, ma cib ne1 caso soltanto che il solito integrale Y sia 
esso stesso un integrale normale per qualsiasi valore di x ,  cioè quando la 

b 

condizione Oc Xy d x = O sia soddisf'atta per  ogni valore di x. !' 
Questi risultati ci danno, corne cas0 particolare di  altre osservazioni molto 

più genesali, un teorema dimostrato da  KNESER nei Math. Annal., Vol. 58, 
pag. 113, che in sostanza, come fa rilevare 10 stessci KNEBER, trovasi conte- 
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nuto anclie in un precedente lavoro di STEKLOFF pubblicato negli A9z~ales de 
la Fuc. des Sc'cieuces de Toîrlnzcse. 

37. In  cib clie precede abbiaino sempre supposto clle le  condizioni date 
ai limiti siano soitarito le due (27). 

Quando poi queste condizioni siano più di due, il che naturalmente esige 
che l'equazione data sia di ordine 12 siiperiore al secondo, limitiamoci per 
semplicità al caso in cui esse siano precisamente in numero di tz; e di queste, 

.due siano ancora le (27) che indiclieremo ora con -4, - O e Bo = O, e delle 
r im~neri t i  alcune, p. es. i chc iridiclieremo con Il, = O ,  Bn = O, . . . Bi = O 
s i ~ n o  corne la seconda Bo = O  delle (27) stesse e relative al limite b, e le altre 
12 - 2 - i clie indicheiemo con A,  = O ,  A ,  = O , .  . . A,, , ; = O ,  siano corne 
la prima A ,  = O e relative al limite a. 

Allora oltre nlle due equazioni (36) corrispondcnti alle (27), ne avremo 
altre n -2 delle quali i saranno perfettamente simili alla seconda delle (36) 
medesime, e le altre saranno simili alla prima; e quindi considerando il de- 
terminante P format0 dai coefficienti delle c,,,, c,,,, .. . c p ,  in queste equazioni, 
che sarà certo u n s  funzione intera di x, e limitandoci al  caso in cui esso 
non sarà identicamente ZPPO quslunqiie sia x, si riscontrerà subito che, indi- 
cando con u, ,  a,,  . . . , am,. . . i siioi punti d'infinitesimo a distanza finita quando 
vi siano, le equazioni stesse pei valori di x diversi da questi infinitesimi CC,, 

a 2 , .  . . , a m , .  .. di P determineranno perfettamente tutte le costanti c ~ , ~ ,  cp,?,. . . 
cp,,, sotto forma di altrettnnti quozienti di funzioni intere che avranno tutti 
per denominatore comune il determinante P ;  e cos1 ora per questi valori di z 
diversi da  a , ,  u ,,..., a,,, . .. l'integrale noi-male sarà unico e determinato. 

Ne  segue che al  tendere d i  z a quei valori particolari a,, a,, u 3 ,  .. . che 
rendono P infinitesimo, onde le cp,!, fp,% ,... cp,= cosi determinate in funzione 
di z si mantengano finite, bisognerà che anclie le funxioni intere P,, P,,.. . 
Il, che figurera,nno nei loro denominatori tlivengano infinitesime del10 stesso 
orcline di P O di ordine siiperiore pei vnlori di a , ,  u,, a,,.. . clie sono infi- 
nitesimi di P, potendo poi esse diwtiire infinitesime anche pe ï  aItri valori 
d i  x; e in questo caso l'integrale normale corrispondente ai valori trovati 
per le c , , ,  c,,~, ... c , ,  sarà una funzione intcra di 2; mentre se per alcuni 
degli infinitesimi v., , cc ,,..., a ,,... di P le indicate funzioni intere di x Pl,  
.-,..: 2'n non divengono tutte infinitesime, e della stesso ordine almeno, 
qiiesti punti corrisponderanno ad  nltrettanti poli di alcune O di tutte le stesse 
'epll, Cp,n,. . .  cp,, e quindi anche, almeno ordinariamente, dell'indicato integrale 
normale. 

Amtnli di i\lntemnticn, Scric III,  t .~rno XII. 32 
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Ora avendo riguardo alla forma delle funzioni Pi, Pz,. .. P, per mezzo 
di determinanti si vede subito che esse hanno tutte per fattore inter0 Yb, e 

-quindi la circostanza ora indicata che un infinitesimo a, di P sia un infini- 
tesimo, del10 stesso ordine almenn, di queste funzioni, si presenterà in parti- 
colare quando per P Io stesso infiiiitesimo sia del prim'ordine, e oltre a cib 
il solito integrale Y della equazione completa E (y, a,) = X corrispondente 
a x = a, sia un integrale norinale. 

D'altra parte se presa una qunlunque B1 = 0 delle i + 1 equazioni a1 
limite b, e per ogni infinitesimo a, applicato il processo dnto al $ 23, si tro- 
treranno gli n - 1 integrali y , ~ ,  y,,~,  . . . y,,l linearmente distinti della eqila- 
zione omogenea corrispondente E (y, a,) = O pei quali l a  condizione al li- 
mite b BI = O è soddisfatta, d o r a ,  indicando con AI il loro determinante, per 
quanto si disse a l  5 25, onde il nostro integrale Y soddisfi alla condizioiie 

BI = 0 ~1 limite b bisognerà che si  abbia O, XAl  d x = O ; quindi eviden- i 
temente onde Io stesso integrale Y clle soddisfa nattiralmente alle ?t - i -  1 
equazioni A , =  O, A , = O , . .  . A, ,-;-=O relative a l  limite a soddisfi anclie 
alle altse Bo = O ,  Bi = 0 , .  . . Ri = O relative al limite b, e sia quindi un 
integrale normale, bisogcerà clie si abbiaiio le i + 1 condizioni 

corrispondenti a ciascuna delle condizioni al limite b. 
E cos1 si pub ora affermare che in questo caso in cui si henno le ~z 

equazioni ni limiti A ,  = O ,  A ,  = O , .  . . A n - 2  i L- O ,  Bo = O, R i  = O ,. , . 
Bi=O, e il determinante P non è identicamente nullo qualunque sia x, va- 
renio certi della esistenza di un integrale normale funzione jntera di x che 
soddisfa alle condizioni indicate ai limiti, quando P sia tale che i suoi infi- 
nitesimi O , ,  cc,,. .., anz ,... a clistanza finita, se vi saranno, siano tutti del 
prim'ordine, e per ciaocuno di questi infinitesimi u, il solito integrale Y che 
si annulla insieme alle sue prime 9a - 1 derivate per x = a  sia un integrale 
normale, O, il che è Io stesso, quar:do per ogni infinitesimo a, siano' soddi- 
sfatte le i + 1 condizioni (58). 

38. Senza serie difficoltà potremmo anche considerare il caso in cui 
il deterininante P è identicamente nullo qualunque sia a, e quel10 in ciii le 
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equazioni ai  limiti, pure essendo in  numero maggiore di due, sono in nu- 
mero inferiore all'ordine ?a (> 2) della c*quazione data, pel qua1 caso dovreb- 
bero farsi considerazioni simili a quelle fatte ai $5 34 e 35 pel caso di due 
sole equazioni a.i liniiti (27); ma poichè ci siamo già dilungati d'assai, la- 
 cia ai no di trattare dettagliatamente anche questi casi. 

Anche i risultati qui esposti del resto sono già assai interessanti, ed 
estendono grandemente quelli che abbiamo ricordato sopra di KBESER-STEI~OFP 
relativi alle equnzioni del second'ordine, in quanto che ci nssicurano che, 
sotto certe condizioni speciali, anche per Io equaziorii generali lineari (54) d i  
ordine superiore al secondo, quando in tutt i  O alcuiii dei coeffioienti dopo il 
pi:imo a, (che si suppone sempre diverso d a  zero), O in X figura un para- 
metro x sotto forma intera, possono aversi integrali normali clie siano fun- 
zioni intere di z. 

E quando quelle condizioni speciali che per questo abbiamo date non 
risultino soddisfatte, si avranno integrali normali che se non saranno funzioni 
intere di x saranno perb funzioni unifornii di x con sole singolnrità polari a 
distanza finita i n  punti che sa rmno  tutti 'O parte  di quelli d'infinitesimo del 
determinante A del ij 34, O del determiminte 9 del paragrafo precedente. E 
cib ne1 supposto che i determinanti del second'ordine ai quali .dh Iiiogo la  
matrice (31) non siano tutti  identicamente nulli qualiinque sia x ,  e cos1 non 
sia identicamente riullo il determinante P. 

39. L e  condizioni speciali che abbiamo trovato per assicurare l'esi- 
stenzn di integrali normali che siano funzioni intere di x ,  oltre a quella clie 
i determinanti ). O P dei $5 34 O 37 (che si suppone che non siano identi- 
camente nulli qualunque sia x) abbiano i loro infinitesimi a distanza finita 
tutti del prim'ordine, O non li abbiano affatto, si riducorio alla condizione ( 55 )  
O a i  sistemi di condizioni (58) che devono essere soddisfatto per tutti i puiiti 
d'infinitesimo d i  A O d i  P. 

E anche ne1 caso del $ 35 in cui, avendosi le due sole equazioni ai li- 
miti (27), i determinanti del second'ordine ai quali dà  luogo l a  matrice (31) 
sinno tutti identicamente nulli qualunquc sia x, si ha ancora la  condizionc (55) 
la quale perb allora deve essere soddisfatta per qualunque valore di x .  

Perb  quando ci si limiti a considerare le equazioni (54) nelle quali il 
parametro z figura soltanto ne1 coefficiente a,, di y e per modo che si abbia 
a;=g y (2) + I ,  con y e 1 funzioni della sola z continue O no ma finite e 
abte alla integrazionc fra  a e b, e y (2) fiinzione intera di 2, allora, suppo- 
nendo anche che g sia sempre dello stesso segno fra a e b e tutt'al più 
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possa prendere il valore zero senza perb essere mai  d'integrale nullo in nes- 
suna porzione di (a, b), è facile sedere clle, come avviene aempre per le 
equazioni del second'ordine, cosi in casi speciali assai estesi anche per quelle 
di ordine superiore, il verificarsi delle condizioni s t e m  (55) O (56), O anche 
più generalmente il fatto coinunque accertato dell'esistenza di un integrale 
normale della (54) che sia funzione intera di x ,  porta di nccessità che debba 
essere X=  O in tutto l'intervalle (a, O). 

La dimostrazione di questo teorema, che pub riguardarsi sia come reln- 
tivo agli jntegrali delle equazioni differenziali lineari e complete, sia corne 
relativo agli integrali normali delle equazioni lineari omogeriee e alle fun- 
zioni X che soddisfano alle condizioni (5,5) O (581, fu datn gi$ in quest'ul- 
timo senso, pel cas0 delle equazioni lineari del second'ordine, d a  STURM 
ne1 1846 ne1 Vol. 1 del Jozr~.~znl de Math. d e  I~ioz iv i l le ,  ma con condizioni 
molto restrittire per l a  fiinzione stessa X ;  e negli ultirni anni fu estesa rigo- 
rosamente d a  STEKLOFF e KNESER nelle Memorie citate, senipre per le sole 
equazioni del second'ordirie, m a  per casi molto più geneiali di quel10 d i  STURM 
rispetto alla funzione -Y; perocchè invece delle condizioni clie vengono dalla 
dimostrazione di STURM essi posero soltnnto quella che ,Y dovesse essere finita 
e continua jnsieme alle derivate prima e seconda fra a e b. 

Qui perh, pure segiierido in sostanza il processo di KNESER opportuna- 
mente esteso, dimostreremo il teorema, oltre che peï  le equazioni del secondo 
ordine, anche per alcuni casi, molto estesi, di equaziorii di ordine superiore, 
e sempre non facendo su X altra ipotesi che quella di essere finita e atta 
alla integrazione fra a c b ,  O che se diviene iiifinita resti a t ta  alla integra- 
zione anche quarido si ricluce ai suoi valori assoluti, O qunndo si moltiplica 
per funzioni finite e continue. 

40. Limitiamoci perc,ib, come già abbiamo detto, a supporre clie nella 
nostra equazione completa (54) il parametro x figuri solt:into ne1 coefficierite 
I I ,  di y, e per modo che si abbia a, = y  (p (2) -+ Z, O a, =y  x + t cam- 
biando senz'altro per semplicith rq (2) in x ;  e inteiidendo che y e 1 siano fun- 
zioni della sola x, continue O no ma finite e atte alla iiitegraziorie fra a c 6, 
l a  prima delle quali supporremo anche clle iioii cambî mai segno, e non sin 
d'integrale nullo in neesuna porzione d i  (ci, b).  

Siccome quando no si mantenga diverso d r  zero fia n e 1) e anche a questi 
estremi e siano soddisfatte le varie coiidizioiii clie abbinino poste relative ai 
determinanti 1. a P, e alle condizioni (55) O (58), la nostm equazione, che 
d'ora iiinanzi scrivererno sempre sotto la  forma E ( y ,  x )  = X, ammette uri 
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integrale normale y che è una funzioiie intera di x, cosi in questi casi, e anche 
più generalmente ne1 caso in cui in qualsiasi modo sia assicurata la esistcnza 
di un tale integrale regolare y fino alle derivate ? l e  per ogiii valore di x fra a 
e 2, (u e b incl.), ne1 qua1 caso noli è pi& neppzwe ~zecessai.io di  st~ypoi~re 
che a, sin s e n z p e  diverso da zero  ?aell'intervallo ( a ,  O\, questo integrale y 
potremo intenderlo sviluppato per le potenze intere e posj t i~e  di x - y ,  dove -J 

è un numero reale O conlpleeso qualsiasi; e quindi potrerno sci*ivere 

essendo so,  s,, s,, ..., sp,.  .. funzioni della sola .L: diliendenti da1 valore di y ;  e 
queste funzioni, per quanto si disse in generale ai $5 12,  13 e 14, quand'nnche cc, 
non sia sempre diverso da zero fsa a e b ( ( t  e b incl.), soddisfaranno succe~si- 
vaniente alle equazioiii 

e ~iccome y è integrale normale qualunque sia x, evidentemente queste fun- 
zioni s,, s,, s ,,..., sp,.. . soddisfaranno alle stesse condizioni ni limiti per 
x = a c x = b alle quali soddisfa y quando siano date (*), cioè saimanrio tutte 
iiitegrali noirnali delle respettive equazioni alle qudi  soddisfano: e colle stesse 
condizioni ai limiti a e O. 

Si prenda ora a considernre la equaziorie generica E (s,, '/) =-g sP 
nella quale, quando g non sia mai zero fiaa a e b ,  potrerno coinprendese 

anche la prima delle (60) col porre s , = -?; e rnoltiplicando i ~ i  essa i due 
9 

merribri per sq, si filcciano poi i i i  ogni termirie integrazioiîi pcr parti suc- 
cessive da a ad x, come al $ 1 della prirna delle mie Memorie più volte 

(+) Nûturalmente, siccome pnrtendo o r a  clalla ipotesi che sia assicurata in qualsiasi 
modo la esistenza di un integrale normale (50) clie é fanzione intcra  di  z ,  s i  f,i astrn- 
zione dsgli studii dei p a r a g a f i  precedenti, e non s i  esclucle quindi clie no possa cssere 
zero a uno O anche a tutti  e due gli estremi n e b, cosi le coiidisioni ni !iiïiiti po- 
trLanno ora  essere aiiclic quelle clic si Iiiiiilo riei cnsi t)." O 1 . O  del $ 18, cioè che si& 

h 
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248 D in i: Studii sulle equuaioni diffet.enxiali linenri. 

citate; si otterrà lit forrnola seguente : 

nella. quale E ~ + ,  Z è il solito polinomio aggiunto del primo mernbro della 
equazione E (y,  y )  = X ,  c ~ , ~  è una costante che è uguale al valore del primo 
membro per x = a ,  e per le p, ai  h a  in generale 

per modo cioè che p,  all'infuori del fattore E,  è il solito polinomio aggiunto 
corrispondente a1 primo inembro dellst equazione d'ordine î. 

e sviluppcindo si potrà scrivere 

essendo 

Valendoci ora della forrnola (61) si potsebbero trovare varii casi nei 
quali sussiste il teorema enunciato sopra, cioé che sotto le condizioni poste 
si lia .K= O per tutti i valori di x fra  a e b ; noi perb ci limiteremo a 
considerare il cascl in cui la equazione data  pel valore particolare y  d i  2, 
cioè l a  E ( y ,  y )  =,Y, è di quelle per le quali la equazione aggiunta di  quella 
oniogenea corrispondente E (y,  y )  - O coincide colla primitiva, ne1 qua1 cas0 
per n = 2  si comprendono anche le equazioni di STURM e di KNESEQ- 
STEKLOFF. 
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Allora, siccorne sarà  Z (sq) -- c n + ,  E (sq, = E?,  y sq-, , I R  forinola pre- 
cedente qoando si esclude il  caso di = q  = O  darà  sribito luogo all'altra 

il cui primo mernbro col calcolo effettivo per mezzo delle (62) e (63), O anche 
coll'osservare che mutando p in q e q in p il secondo membro cnmbia segno 
se 12 è pari, e resta inalterato se n è dispari, potsà anche porsi sotto le 
forme 

secondochè n è pari O dispari, le somme essendo estese alle combinazioni 
(i, Z) dei numeri O ,  1 , 2 , .  . . , 92 - 1 per le quali i $ 1 non supern n -- 1, e 
inclusa quella di i=  Z ne1 caso della seconda somma; e le B d l  ecsendo filri- 

zioni di x che dipendono dai primi n coeffioieriti cr , ,  a,,  n,, . .. cl, , clella. 
equazione data e dalle loro derivate, e quindi considerate per z = a  e x - b 
dipendono soltanto dai loro valori per questi valori estremi di  r ;  tnlchè quando 
avvenga che dipendentemente dalla equazione data e dalle condizioni ai li- 
miti a e b che fissano i nostri intcgrali normali, i l  primo membro della (64J 
O la corrispondente della espressioiie (65) sia zero qualunque siano s, e sq, 
avremo la formola 

b h 

che, ne1 cas0 in cui g sia sempre diverso d a  zero d a  a a b (a e O inc.), varrà an-  
X che quando uno dei nurneri p e q sia zero, intendendo allora che s-, sia -- . 
9 

Giunti a questa formola i l  processo di KRESER viene del tiitto applica- 
bile, salvo le leggerissime varianti clie prvvengono dalla presenza del fattore 

P e r  questa formola infatti si vede che, sotto le condizioni poste, l'inte- 

s, s, d x ne1 qiiale p e v sono numeri interi, e di essi uno solo pot14 

essere negativo e uguale a - 1 quando g sia sempre diverso da  zero fra a 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



e b (a e b incl.), è una  espressione che in valore assoluto si mantiene sempre 
inalterata a1 mutare degli indici p e v quando resti l a  stessa l a  loro somma, 
e puh quindi indicarsi col simbolo fi,+,, per modo che, quando p e e viano 
numeri positivi O nulli, O tutt7al più uno di essi sia uguale a - 1 e l'altro 
allora sia zero O positivo, potremo scrivere in valore assoluto 

con E n  = 1 O E,,=- 1 secondocliè 12 è pari O dispari. 
Ricordiamo ora l'osservazione fatta d a  SCHWARZ, cioè che se a e P sono 

quantith r ~ a l i  indipendenti da  x  si ha  in g ~ n e r a l e ,  qualunque siaiio le fun- 
zioni 24 e v purchè atte alla integrazione 

b b 6 h 

J g ( a u  ~ ~ ) ' d r = ~ ~ J ' ~ t i ~ d ~  + : ! c t f i r S t ~ ~ d ~  + ,G21-g~ 'dr ,  
n n (6 a 

e in conseguenza se, come appunto abbiamo supposto, g non cambia mai 
segno fra  a e Ei ,  la forma di 2.' grado in a O B del secondo membro di 
quesia formola deve essere sempre positiva O iiulla, O sempre n e g a t i v ~  O 
nulla, e sarà quindi 

e di qui prendendo 16 = sp. !, e u = sp b l  con p > - 1 (") si troverà che le 
nostre quantità Il,, in  valore assoluto devono soddisfare alla relazione 
Q & <  1 3 ~ ~ - ~  dalla quale apparisce che le quantità stesse fi,, .Q,, fi,, 
f!,, ... O saranno tutte zero O saranno tutte diverse da  zero, e in quest'ultimo 
caso avremo di necessità in  alo ore assoluto 

Rzn1 cioè i rapporti - in tialore assoluto non andrailno mai decrescendo, e nes- 
Rzm-2 

Re suno d i  essi sarà inferiore a l  valore assoluto di - - 
0 0 

(") Si e s c h d e  qui il cnso di p = O perché, potendo 9 i n  rliinlche p u n t o  essere zero, y s.?, 

pub essere infinito. 
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Loro integvali notwiali. 25 1 

Ma d'altra parte, moltiplicando la  (59) per y s, e integrando frn a e b, 
si trova la formola 

nella quale la serie del secondo rriembro deve eclsere convergente per qua- 
lunque valore di x ,  rnentre quando le il,, fossero diverse da zero i risultati 
precedenti porterebbero che la  seric formata coi termini di posto pari fosse 
divergente per valori di x- y di inodulo Y sufficientemente grande, percliè 
in  essa il rapport0 di un termine nl precedente avrebbe un modulo non infe- 

b 

non sarebbe una funzione intera di x; dunque bisogna di necessità ammet- 
tere che le il,, I l , ,  II, ,  Q ,,... siano tutte zero, e nllora. venendo ad essere 

b 

zero l'integrale g s',a x, anche s, dorrà. essere sempre zero perclik si è con. ,r 
tinua, e g non canibia mai segno fi-a a e b e non è d'integrale nul10 in 1 1 s -  

suna  porzione d i  (a, b ) ;  e questo per la prima delle (60) porta subito a con- 
cludere che anche IY deve essere zero per ogni valore di  a fra n e b. 

E coui, quando si tratti  di equazioni (54), O E (y, x )  = X, nelle qiiali il 
parametro x figuri soltanto ne1 coefficicnte a,, di y, e sia a,, == y p (x) + 1, o 
a, ==y x + 1, con g e 1 funzioni di x fiiiite e at te  alla integrnzioiie fia a 
O b, l a  prima delle quali non cambii mai s e p 0  in questo intervallo, e non 
sia d'integrale nul10 in nessuna porzione del10 stesso intervallo, e inoltre i 
primi membri di queste equazioni siano tnli che almeno per un valore spe- 
ciale y di x la equazione E ( y ,  = O si riprodcica nella sua aggiunta, e per 
le condizioni date ai limiti u e b per gli i n t e g ~ a l i  il primo nîen-ibro della (64)  
O la  espreseione corrispondente (65) si anriulli indipendentemente dai ~ n l o r i  
delle funzioni s, e sq che v i  figurnno, allura si pub evidentemente affesniare 
che di uecessità dourù essere X -  O per  agni valose cli x ~le l l ' î i z ferval lo  (a,  6) 
quando ci si trovi in uno del due casi seguenti, cioè: 

1.' che, essendo u, sempre diverso da zero fra n e b (a e b incl., la 
condizione (55) ne1 cnso del 5 34, e i sistemi di condizioni (58) in qiiello 
del f$ 37 risultino soddisfatti pei valori d i  x corrispondenti respettivainente 
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252 D i  n i:  Stntdii sztlle eqziaxioni differetzxiali lirzewi. 

agli infinitesimi a distaiiza fiiiita che si abbiano pel determinante A ne1 primo 
caso e pel determinnnte P ncl secondo, supposto anche che questi infinitesimi 
siano tutti del prim'ordine; e ne1 cas0 del § 35 la  stessa coiidizione (55)  ri- 
sulti soddisfatta per qualsinsi valore di z ;  

2." che in qualsiasi modo sia assiciirata la esistenza di un integrale 
normale della (54) che sia iina funzione intera di z e sia regolare rispetto 
ad x fino alle derivate ?aCn tutto l'intervallo da  a a b (gli estr. incl.), quan- 
d'anche in questo caso il coefficiente a, non sia sempre diverso da zero nello 
stesso intervallo. 

E avendo riguardo alle espressioni nelle quali X è vcnuto a figurare in 
tutto i l  corso di questi studii, si vede che onde questi risultati valgano bnsta la  
sola coridizione clie X fra a e O sia at ta  alla integrazione, e che se non è 
sempre finita resti a t ta  alla integrazione anche ridotta ai suoi valori assoluti. 

41. Mesita poi di esscre ncitato che, per la forma generale sotto la  
qunle il teoreina ora dimostrato i: stnto enunciatn, si pub anche dire clie per 
la  solita iiostra equazione completa Eiy, 2) = X  per la quale siano soddi- 
sfatte le condizioni poste ne1 paragrafo precedente rispetto alla equnzione 
sggiuntn delle E ( y ,  7 )  =O, e iispetto :il primo membro della equazione (64)  O 

alla espressione corrispondente (65) ,  sc X non snrà sempre zero nell'intervallo 
(a, b), non potrà mai esistere un integsale normale clie sia r'egolare rispetto 
ad x fino alle derivate nB nell'intervallo da a a b (gli estremi incl.), e sia 
funzione intera di x. 

E in quedo caso quando fra  a e b (questi estsemi incl.) a, sia sempre 
divesso d a  zero, e le condizioni a i  l i~ni t i  siano soltanto le due (27) conle ne1 
$ 34, O siano precisamente in numero di 91 uguale all'ordine della equazione 
come riel 5 37, e ne1 primo caso f ra  i determinanti della corrispondente ma- 
trice (31) ve ne sia almeno uno A che non sia identicamente nullo qualunque 
sia x, e cod pure ne1 secondo caso il solito nostro determinante P del § 37 
non sia ideiiticarnente nullo, allora esisteranno sempre integrali normali fun- 
zioni uniforrni di  z in tutto il piano che avranno necessariamente alcune sin- 
golarità a distnnza finitn; ma queste saranrio soltnnto singolarità polarj e non 
potranno essere altro che nei punti a, d'infinitesirno di 1% O di P cho vi fos- 
sero di ordine superiore al primo, O pei quali il solito nostro integrale Y 
della equaz:o;ie E y, a,) = X che si annulla insieme alle sue prime ?z - ï 
derivate non fosse un integrale normale, O, i l  che è 10 stesso, la  condizione ( 5 5 )  
ne1 primo cilso, O i sistemi d i  condizioni (581 ne1 secondo non risultassero 
sodclisfatti. 
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42. A proposito poi delle altre condizioni clic: si hnnno pel teorema 
dimostrato, aggiungereino che, coiiie avvieiie sempre per le equazioni del 
secoiid'ordine, cosi anche per quelle di ordiiie superiore, la condizione che qui 
abbiamo che la eqiiazione E y, y )  -1 O si riproduca iiella sua aggiunta pu6 
rendersi soddisfatta in inolti casi sostituendo alla equnzioiie data  54) O 

E ( y ,  x) = Y  quella che se ne tleduce iiioltiplicandola per unn furizionr con- 
veiiieiite, e poi talvoltn anche scegliendo opportunameiite i l  ;/; e con questo 
le condizioni (53) O ( i8) ,  comc la matrice (31) e i deterininniiti 1% O 1' non 
vengono evidentemente n eambiarsi, e solo vengono talvoltn a cambiare il 
primo membro della (64) O le espressioni (G5) per cnmbianîenti che si nvraiino 
nei coefficienti y-,,, dati dalle (63 . 

E in generale poichè ci sarà sempre la  possibilith di ralersi della inde- 
terminazione di y, e di fare la  indicata trasformazione della e q u ~ z i o n e  data 
col moltiplicarla per una funzione conveiriente, cosi evidentemente la  indicata 
condizione per l a  E(y, y) = O ,  mentre non porta affatto restsizioni per le 
equazioni del second'ordine, ne portcrà soltanto un iiuinero più lirnitato di 
quello che a prima vista potrebbe apparire, ne1 caso delle equazioni di or- 
dine superiore. 

Altre trasformazioni poi del genere di quelle indicate a1 3 15 possoiio 
serviie a togliere anche altre restrizioni. 

43. Passando ora a trattare di casi particolari, incomincianio d a  quello 
delle equazioni del second'ordine clie (corne già. dicemnio potersi sempre fare 
colla trasformazione precedente) le intenderemo ridotte alla fornia 

(a. $z)'+ a2 y -1 ,Y, 

che si riproduce nella sua aggiunta. 
Si osserverà che allora il primo menil~ro della (64) o la  espressione cor- 

rispondente (63) si riduce alla espressioiie semplice [a, (sa s', - sp s ' ~ ) ] !  che, 
per le condizioni ai limiti Ic, y f k ,  y' = O per x = cc e Ir, y 1 Ii, y' = O per 
r= b che ora si abbiario! O quando sia a, = O  a uno O a tutti e due gli 
estremi, viene zero senz'altro ; e qiiesto ora basta per potere subito conclu- 
dere che per le equazioni generali del second'ordiiie 

nelle quali a,, a , ,  g e Z sono funzioni della sola x che soddisfano alle solite 
condizioni più volte indicate, si avrà sempre X= O quando in qualche modo 
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sia assicurata I'esistenza di  un integrale normale deHa stessa equazione, re- 
lativo alle condizioni ai limiti date 

clle sin una funzione intera di a, e rispetto ad x sia regolare in  tutto l'in- 
tervallo da a a b (a e b incl.) fino alle derivate seconde, e cib quand'anche, 
in questo intervalle, n, non sia  sempre diverso d a  zero; e in particolare si 
avrh sempre X=O fra cc e b quando fra a e b (gli estremi inclusi) a, sia 
senipre diverso d a  zero, e il deterininante (56), cjoè 

cui ora si riduce la matrice (31) corrispondente alle condizioni date ai limiti, 
non sia identicamente zero, e i suoi iiifinitesimi a distanza finita, quando vi 
siano, siario tutti del prim'ordine, e per ciascuno di essi a, sia soddisfatta la 
condizione (55) che ora si ricluce all'altra 

J :'lx 
1 essendo al solito Q,= - e \ e essendo y quelllintegr:tle della equazione 

no 
omogenea corrispondente E (y, a,) = O relativa al valore O, di a, che sod- 
disfa alla coirdizione data al limite 6; O, il che i! Io stesso, eçsendo y l'inte- 
grale normde della stessa equazione omogenea E (y,  a,) = O ;  e cib quando 
non si abbiano per S altro clie le solite condizioni d'iiitegrabilità iiidicate 
sopra, il che cste~ide assai il teorema di KNESER-STEKLOFF anche per le equa- 
zioni del socond'ordine. 

In  questo caso poi, di a0 sempre diverso da zero f ra  a e b (a e b iiicl.), 
il teorema continua a sussistere anche quando il determinante (67) sia iden- 
ticamente nullo, purchè allora la condizione (68) si verifichi per qualunque 
valore di x.  

E avendo riguardo più specialmente alla condizione 2.' dell'enunciato 
del teorema del S 40, e alla circostanza che ne1 caso della equazione del 
second'ordine la espreesione (65) si riduce a [a, (s, s', - sq sfp)]:, si pub anche 
dire che se cr ,  sarà zero in  anibedue gli estremi a e b, basterà che in qualche 
modo sia assicurata l a  esistenza di un integrale della equazione completa data 
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the corne funzione di x sia regolare da  a a b (gli estr. incl.) fino alle derivate 
seconde, e sia funzione intera di x, per potere affermare chc si avrà sempre 
X=O, e cib senza hisogno di avere condizioni a i  limiti a e b; e se a, sarà 
zero soltanto in un estreino, p. es. in a, l a  coiidiziune al  limite basterà averla 
per I'altro estreino b, e l 'integrale indicato dovrà esistere con questa condi- 
zione al limite. 

41.  Quanto poi alle equaxinni di ordine superiore a1 secondo, quando 
gih siano date sotto quella forma che, almeno per un valore particolare y 
di x, si riproduce nella equazione aggiunta, O quando si possario ridurre a. 
una tale forma moltiplirandole per una funzione conveniente, corne si disse 
a1 5 42, bisognerh sempre trovare i casi nei quali i l  primo mernbro della 
espressione (64)  O la  corrispondente (65) siano zero in conseguenza. delle 
eqiiazioni ai  limiti a e b che sarannb statc date per gli integrdi  noi,inali, e 
dei valori pure per x = a e x = O dei primi 12 coefficienti a,, a , ,  a ,,..., a,., 
della eqiiazione data e delle loro derivate. 

L e  quantità cos1 da  studiarsi sono sempre le differenze di due espressioni 
perfettamente simili, l ' m a  relativa a1 punto O, e l'altra relativa al pnnto a, 
o se circostarize speciali non dnranno subito il valore di una di esse (*), O 

se, corne ordinariamente avverrà, non si avranno legarni speciali fra quel10 
che accade per x = a e quel10 che nccade per ..r: = O, conversà studiarle se- 
paratamente, cercando i casi nei quali ciascuna di esse è zero di peï  s&; e 
le ricesche che faremo per l ' m a  di esse, p. es. pe i  quella relativa al purito b, 
serviranno naturalmente anche per l'altra mutando soltaiito O in u,  e mu- 
tando i coeflicienti delle condiziorii ai lirniti; e queste considerazioni varranno 
anclie se saremo nei casi nei quali a, sia zero a u11o O a tutti e due gli 
estrenii a e 6 ,  pure inantenendosi senzn singolarith i nostri integsali. 

Tal i  ricerche si fanno ognor più laboiiose al crescere dell'ordine rlelln 
equazione; perb in sostanza non presentano serie difficoltà; e qui, per dare 
un  cenno del metodo da  seguirsi, tiuatteremo il caso delle equazioni del terzo 
e del quarto ordine. 

(*) Cosi nd es. se per  qiialclie circostanza s i  sapesse clle l'integrale norinale (09) del 
quale si aininette l'esistenza è qiiello clle s i  ottiene dalle solite nostre forrnole generali 
del 5j 9 per  valori indipenderiti da  z delle c,, ci ,. . ., c, , allora per  qiianto si disse a l  
5 14,  tiitte i e  s, per  p > O sarelibero zero per  x = n insieme alle loro prime n - 1 de- 
rivate, e qu indi  le diltérenze da studiarsi (65) si ridurrebbero a l  solo termine relativo a1 
plirit0 O. 
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Incorninciando d a  qiielle del terz'ordine, osserveremo per prima cosa che 
bisognerh limitarsi a quelle che sono g ià  della forina 

3 
a, y"' $- - a', 9" $- a2 9 '  + (g z + 1) y - X,  

2 

o clie vi si possono ridurrc moltiplicandole per un fattore conveniente come 
si disse al 3 42; e bisogiierà inoltre che esista un  valore specinle y di x pcl 

1 1 
q u d e  si abbia g y + 1 = 7 a', - - a"' 

4 
, , il che avverrà quando le funzioni 

2 a', - aU'o - 4 2 
' O  7 a,,  g e 1 siano tali che il rapport0 sia costante; e ci6 

4 g  
per potero essere ne1 caso delle equazioni che si riproducono nella loro ag- 
giunta quando x = y ;  ma  qaesto, come si vede, lascia ancora molta arbi- 
trarietà nella equazione d a  considerarsi. 

Calcolato ora il primo membro della (64), e postolo sotto l a  seconda 
forma ( 6 5 ) ,  si vede che esso sarà la differenza dei d o r i  per x= 6 e n: = a 
della espressione 

e questa differenza dovrà essere zero in conseguenza delle condizioni date 
per I'integrnle ai limiti a e b, e dei valori, pure Fer z = a  e x = b ,  dei 
coefficienti a, e a, della equazione e della derivata di LI, .  

Le condizioni a ciascuno dei lirniti a e b per gli iiitcgrali della (69) 
potranno essere una O due, e cornplessivamente non più di t re;  e cosi, rife- 
rendoci p. es. a quelle relative a l  limite b, dovremo considerare i casi nei 
quali per questo limite le condizioni sono una O due, e sempre ciascuna della 
forma ho y + 12, y'  + 12, y" = O per x = b. 

Supposto dapprima che di queste se ne abbia una  soln, e che in essa ho 
non sia zero, potrerno sempre scriverla per semplicità sotto l'altra. forma 
y = h, y' -1 h, y" (supponendo cioè ho = - 1) , per niodo che avremo 
sp = 72, slp + h? s ' ' ~  e s, - I I ,  s ' ~  + h ,  s", sempre per x = 6, e con h i  e Ir ,  
cnstanti che potranno anche eçsere zero. 

In yuesto caso dunque la espressione (70) si ridurrà a1l'alti.a 
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e quindi, perchè sia zero per x=  b quando restano iiitleterminate le s i ,  
s'p, siq e s",, bisognerh che si abbiaiio le equazioni 

nelle quali deve intendersi che i valori dei coefficienti a, e a, e delle deri- 
vate di a, sono quelli che essi Iianno per x = b. 

Orn l a  seconda di queste equazioni porta che non possaiio aversi altro 

che i due cati  di h ,  = O, O li, = - 3 il secondo dei quali esclude 

b 

1 che per x = b sia a, - - a", = 0 quando non sia anche a, = O ;  e con 
2 

questa esclusiorie si vede che le  sltre due equaziorii poi.tano di necessith c h  

debba essere sempre a, = O per x = 6, c A,  - O, O h i  = - 9 e 

b 

1 ,, quiiidi sernpre h,  = 0 ; rnentre quando sia a ,  -- - n , = O  pcr x = 6, si vede 
2 

che dovrà essere a, = O per x - b, e h,  == II, = O se a', per x = O  non sarà 
zero, e potrclnno essere h i  e It, qualsiansi se a, e a', saimanno ainhcdue zero 
per r = b ;  quindi, quand0 non si ha clie uria condizioiie al limite b pei iio- 
stri jntegrali nornialj nella quale il coefficieiite A, di y d e l h  essere diverso 
da. zero, questa non pub essere clie una delle tre seguenti 

a", e i n  a', s'intende clie x debbn avero il vnlore b ,  e nelle quali in  a, - - 
2 

ilel supposto che nei primi due casi u, sia zero per x = b, e ne1 secondo çr',, 

1 1, 1 ,  e a, - - a , non siano zero, e ne1 terzo siano zero a,, a', e u, - - a , 
2 2 

sen:pre per x = b, restando allora Ir, e I I ,  qualsiansi; e cib quaiido in qualclie 
modo si sappia che l'essere a, = O per x = b non porterà siiigolarità nell'in- 
tegrale normale da considerare. 

I n  modo similû si trattano i casi nei quali, esseiidovi ancora una  sola 
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coiidizione ho y + hi y' + h, y'' = O  al  limite b,  le ho e k ,  possono essere zero 
senza che lo sia I I , ,  o le ho e h ,  possono essere zero senza che Io çia IL,. 

E se invece di una sola condizione al limite b, se n e  avranno due 

e in queste per es. il determinante I I ,  h', - h ,  h', non sa14 zero, per modo 
che a qucste condizioni possano sosti tuirsi le altre y = h,, y" , y' = lz,,, y", 
d o r a  la  (70) si trasforma nell'altra 

la  quale n~os t r a  che in questo caso f ra  i valori di h e k e quelli dei coef- 
ficienti a, e a,  e delle derivate d i  a, per x - b deve sussistere la relazione 

Una relazione simile si trovercbbe quando nella matrice dei coefficienti 
delle due coiidizioni a i  limiti (71) il determinante direrso da  zero, invece del 
primo 11, h', - h ,  h',, dovesse essere uno degli altri due I I ,  l t ,  - I l ,  h', , 
12, h', - k ,  hl, ; e ora. basta comhinare qiiesti risultati con quelli simili pel li- 
mite a ,  per avere tutti i casi possibili per l'npplicabilità del teoremn alle 
equazioni del terz'ordin(? quando le sp per x = a  e x = b restano assoluta- 
mente indeterminate. 

Cos1 a d  es. quando si debbano avere due condizioni 9 = II,,, y", y' = h,,, y" 
per x = b, e uiia 9 = k,,, g' + ka,,, y'' per x a, si vede che dovremo avere la 

relazione 2 a, + a', h,,, h,,, + h!,, - a, h:,, = O per x - b, e 

uno dei t re  casi seguenti per x = a  
I . O y = O ,  a , = 0 ;  

1 
O (  a , 

1 
2- a2 - - dJo) y + a', y' = O, a,=O, con a', e a, - - 2 a", diversi 

da  zero ; 
. O I I  1 3. y = l ~ ~ , ~ y ' +  k,,,y , a,=O, a',=O, u2- -  2 u",=o; 

e queste condizioni si invertiranno quando si debbano invece avere due con- 
dizioni a i  limiti per x = a e una per  s = 6 .  

45. Infine trattandosi delle equazioni del quart'ordiiie, osservercmo 
priiiia che per queste bisogiierà limitarsi a quelle che sono già della forma 

a, yIV0 f 2 a', y"' + CI* Y" + ( a f p  - a'",) y '  + (9 x $ 1 )  y - X ,  (73) 
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O che vi si possono ridurre moltiplicandole per un fattore conveniente, come 
si disse al § 42, il clle del resto lascia ancora molta arbitrarietà. nelle equa- 
zioni da considerarsi. 

Calcolando ora i l  primo membro della (64), e ponendolo sotto la prima 
forma (65) si trova che esso sarà la differenza dei valori per x - O e x = a  
della espressione 

a, (sq  s"; - sp s'Iiq) + a' ,  (sq s ' p  - s, s",j + 
+ (a3 - a",) (sq s i  - sp sJq)  -- a, ( s tq  s'Ir> - sip s'Iq) ; (74) 

) 

e noi dovremo trovare i casi nei quali questa espressione sarà zero pei. x = a, 
e x = b  in conseguenza delle condizioni date ai limiti a e b per gli inte- 
grali normali, e dei valori per x = a, e x = b dei coefficienti della equazione 
e delle loro derivate. 

Le  condizioni ai limiti a e b ne1 caso attuale potranno essere uns, due 
o tre per ciascun limite, e cornplessivamente non più di quattro, e noi stu- 
dieremo ora i tre casi che possono aversi pel limite h pel quale le varie con- 
dizioni saranno sempre della forma 

ho y + h ,  y' + h, y" + h3  y"' = 0. 

Supposto dapprima che ve ne sia una sola, e che ad es. ho sia diverso d a  zero, 
potremo per semplicità intenderla ridotta alla forma y - h ,  y' + IL, y" + h, y"', 
con che allora avremo s,= hi s> -t h,sl', + h, s"', , S ,  = h i  s fq  + h s  s'la + Il3 s'l , 
sempre per x= h ,  e l'espressione precedente (74) ri ridu1.i.à all'altra 

I , a -  hi- (n,-a",) h, 1 (s', s"',-s', s'",) + (a ,  h,-a', A , )  ( s r f p .  s", s " ' ~ )  + 
+ [ar,h,-(a,-a",) A,-a,/ (s',s",-sl,s",), 

che darà luogo alle tre equazioni 

a0~~,-(a,-a",)7~,=0, ook,-a',h,==O, a',/&,---(a,-al',)h,-a,=O, 

nelle quali si deve intendere che nei coefficienti a ,  e a, e nelle derivate di a ,  
sia fatto x - b ;  e ora studiando queste equazioni si vede subito che esse por- 
tano per prima cosa che debba essere a, = O per x = O ;  e sotto questa con- 
dizione, yuanclo possa essere soddisfatta seriza che ne vengono singolarità nel- 
l'integrale normale da considerarsi, i soli casi possibili per la condizione ai  
limiti y = hI y' + h2 y" + hJ y"' per x = b vengono ad essere i tre seguenti 

I ,  ne-cc O 
1 1 = ( a,o Ib h g ,  con h, = O e A, qualuique, e a', diverso d a  

zero per x = b, 

Annali di Matematica, Serie III, tom0 XII. 
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2.' 12, qualunque e h2 = IL,  = 0, con a', = O per x = 6, 
3.' I l 1 ,  h ,  , e h3 qualunque con a', = O e a, - n", -- O per x = b. 

In  modo siniile si studierebbero i casi nei quali, essendovi ancora una 
sola condizione limite ho y 4- h ,  y' + 11, y" + h3 y'" - O per x = 6, si sapessc 
solo clle h , ,  O h,,  O h3 rispettivamente hailno un valore diverso da zero. 

Ne1 caso poi che invece di una sola condizione ai  limiti per x = b se 
ne abbiano due 

ho Y + hi y' .+ y" + h3 y"' = O ,  h', y + hi, y' + h12 y'' + hi3 y'" = O, (75) 

e si sappia ad  es. clie il determinante ho h', - hi h', non è zero, per niodo da 
potere scrivere per semplicità le due condizioni sotto la  forma 

allora l a  (74) si ridurrà all'altra 

1 a, (IlP,, f h3 ,1)  - a' ,  h , ,  + (a2 - a",) ( h , ,  h3,, -- h,,, 1 (s",. s " ' ~  - s ' ' ~  st irQ),  

l a  quale, per potere essere zero per x = b indipendentemente dai valori delle 
derivate seconde e terze di s, e sq,  richiederà che fra i aoefficienti lz,,,, A,,,, 
h , ,  e IL,,, delle coiidizioni ai  limiti, e i valori dei coefficienti a, e a,  e delle 
derivnte di a, par x = b  sussista la relazione 

e in modo ~ i m i l e  si studierebbe il caso in cui si sapesse che dei varii deter- 
ininanti cui dà luogo la matrice dei coefficienti delle condizioni (75) quel10 
certamente diverso d a  zero non è il primo 11, !a', - 12, h', ma uno degli altri 
cinque. 

Infine se le condizioni ai Iiiniti samnno le t re  
i l /  - h , y + 1 ~ , y 1 + I ~ , y " + h 3 y  -O, 1~ 'oy+h ' iy1+l~ ' zy"+h '3y 'J '=0 ,  ' 

h", y + 1&", y' f h'Is y" f hrJ3y"' =O, j (76) 

sia diverso da zero, siipposto ad  es. clie il determinante 

per modo che le condizioni stesse si possano sidurrc alla forma y = 11, y ', 
y' = h', y", y" = h ', y"', si vede subito che la (79) viene soddisf;itta. seii- 
z'altro, e cos] in questo caso non si hanno condizioni ri6 fra i coefficienti 

ho h i  h2 

h', Iz', h', 

I o  lb l ' ,  1P2 
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dclle condizioni al  limite O, ni: f i~a  i valori dei coefficienti della equnzione e 
delle loro derivate per x = b. E Io stesso avvervebbe qunndo ilelln niatricc 
(Ici coefficienti delle condizioni al limite (76) fosse un altro il detemiriante 
d i  terz'ordine diverso d a  zero. 

Condizioni simili si avrebbero per x =a,  e coii ad  es. ne1 caso plie si 
debbano nvere per 2 = a  le due condizioiii 

e per r -- b le due 

basterh clie frit i vavii coefficienti d i  queste condizioni e i valori dei coefii- 
cienti a, e a, della. equazione data e delle loio deïivate si abbiano le due 
relazioni 

a, (kz,o + IcS , , )  - a', Ir:,,, + (a, - a",) (k , ,  k,,, - k,,, Ii,,,) - O per x = a, 
e 

O,, , + h i )  - a '  i n  - ( a  -- a , )  ( I O  1 - 1 ,  1 ,  O per x = h. 

46. Ammcsso rlunque p l i e  essendo a, sempre diverso da zero d a  a e b 
(u e b incl.) ci si possa assicurare che sono soddisfatte le condizioni dei 
$§ 34 O 35 O del 5j 37 tanto rispelto agli infinitesirni dei determinanti A O 1' 
quaiido, essendo nei casi dei 34 O 35, non sono ideriticamente nulli qua- 
lunque s i ~  X, quant0 rispetto alle corrispondenti condizioni (55) O (58); O 

aminesso più generalmente, e allora anche pel caso che fra a e b (cc e b incl.) 
O, non sia seinpre diverso d a  zero, clie ci si possa in  qualche modo assi(.urare 
clie esiste un integrale normale della equazione data che è funzione intera 
di x ,  e che nello stesso intervallo da a a b (gli estr. incl.) è regolare fino 
nlle derivnte terze O quarte, allora i risultati ottenuti nei due ultimi paragrafi 
mostrano intanto che almeno per le equazioni del terzo e quart'ordine vi sono 
senipre molti casi nei quali il teorema del 5 40 è applicabile; e vengono 
determirinti questi casi. 

La ricerca di casi simili per le eqiiazioni d i  ordine anche pih alto pub 
farsi al modo stesso, ma i calcoli diventano sempre pih laboriosi. 

h notevole perb che ne1 caso delle equazioni di ordine pari ma qua- 
lunque n, per le quali il primo membro della (64) viene ad  avere la prima 
delle forme (65), se il nuinero delle condizioni per uno dei limiti p. es. O 
sarà il numero massimo n- 1, per modo cioè da poterle trasformare in n - 1 
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altre che daterminano i valori di n - 1 delle y, y', y", . . . y(n-i) per x - b 
per la rimanente di esso y(tl, con formole della forma y(') = ht,, y(t), allora 
il termine della espressione stessa (65) corrispondente al  limite b, in seguito 
n queste condizioni applieate alle sp e sq verrà identicamente nullo, e quitidi 
in questo caso pel limite b non si avrà nessuna condizione né fra i coeffi- 
cienti delle equazioni ai  limiti nè fra  i valori per x = b dei primi n coeffi- 
cienti della equazione data e delle loro derivate, e rimarranno solo le con- 
dizioni per x = a  che saranno conseguenza dell'unica condizione al  limite 
stesso a che si avrà  in questo caso, e che potranno trovarsi in modo ana- 
logo a quel10 tenuto pel cnso delle equazioni di 3." e 4.' ordine. 

E ne1 caso delle equazioni d'ordine dispari 18 quando il numero delle 
condizioni al limite B sia ancora il numero massimo n - 1 come ne1 CRSO 

precedente, per modo che n - 1 dei valori delle y, y', y", ... si espri- 
rnano per la rimanente, e cos) pure ne1 cas0 delle equazioni di ordine pari 11 

quando il numero delle condizioni al limite b sia ?z -- 2, per modo da  poteie 
esprimere 12- 2 dei valori delle y, y', y'', . . . ~ ( n - i )  per x = b per quelli delle due 
rimanenti zJt) e y(') per mezzo di equazioni della forma y(r) = h , ,  y( t )  + I I , ,  y('), 
con e Ir,, costanti, allora in seguito a queste condizioni applicate alle 
s, e sq si troverà che onde In parte relativa al limite b ne1 primo merribro 
della (64) o nella espressione (65) corrispondente, siano nulli basterà clie sia 
soddisfattit uiia sola condizione (che si troverà facilmente) fra i coefficieliti 
delle coiidiziorii limiti per z -- 6, e i valori pure per x = O dei primi 11 coef- 
cienti della equazione data e delle loro derivate, e si avranno poi soltnnto le 
condizioni che saranno conseguenza di quella O di quelle condizioni al  limite 
stesss a che dovranno esservi in questi casi, e che potranno ancora ti,ovarsi 
coi processi precedenti, supposto sempre si in questo cas0 che riel precederite 
che, ove dovesse essere zero a ,  a uno o a tut ts  e due gli estremi a e 6, gli 
jntegrali da  considerarsi non ceesino pey questa circostanza di essere regolari 
fino alle derivate ne, 

Pisa, agosto 1005, 
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Teoria delle trasformazioni 
delle superficie applicabili sui paraboloidi. 

(Di LUIGI BIANCHI, (;1 Pisa.) 

PREFAZION E. 

C o l l a  presente Memoria riprendo e conduco a termine gli s tudf:  S u l l a  
deformazione dei  p a ~ a b o l o i d i ,  d a  me p:ibblicati due anni or sono in yuesti 
medesimi A n n a l i  (Tomo IX della Serie 3.", 1903). Il risultato principale al- 
lora ottenuto consisteva in un metodo che permetteva d i  trovare col6 sole 
qzindj.ature gli elementi intrinseci di quante si volerano Superficie applicahili 
sui pa~alooloidi. F ino  da  d o r a  aggiungevo perb che tale risultato e ra  da con- 
siderarsi solo come un primo passo nella teoria di queste classi d i  superficie 
applicabili, rimanendo ancora insoluta l a  questione del passaggio dalle e p a -  
xioni intrinseche delle deformate dei paraboloidi alle loro forme effettire nello 
spazio, e principalinente poi quella di t r o v ~ r e  l'interpretazione geometrica del 
metodo di tr~sformazione, la quale avrebhe f o r ~ e  permesso di costruire per 
le deformate dei paraboloidi una teoria perfettamente analoga a quella delle 
trasforrnazioni delle superficie pseudosferiche. Col presente lavoro viene i n  ef- 
fetto raggiunto il perfezionamento della teoria ne1 senso ora. indicato. . 

Gli studî che passo ad esporre sono cos1 strettamente collegati colle mie 
ultime ricerche sulle deforrnate delle quiidriche rotonde (*), che converrà prima 
brcvemente parlare del principale risultato conseguito in questa Memoria. 
Quivi sono stato condotto a riconoscere come elemento geometrico per le t ra-  
sforinazioni delle superficie appliciibili sulle quadriche rotonde: certe yartico- 
l a r i  congrzcewe rettilirzee W (generct l ixzaxio~~e delle congrue~zxe psezidosferiche) 

(") ï'eoria delle tl-nsfornznzioni delle superficie npplicnbili sulle quncliiche rotonde. Me- 
morie della Società Italiann delle Scienze (detta dei XL), Toino XIV, Serie 3." (1005). 

Annali di A4atemntic0, Serie I I I ,  tomo XII. 35 
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le cui due falde foctrli sono applicabili l ' u m  szcl1'al:m e sopra lrnn medesima 
quaddlcn rotondu. Con questo nuovo eleniento geometrico tut ta  la teoria delle 
deformate dcllc: quadriche rotonde viene ad  açsumere 17aspetto stesso, e rab- 
giunge il medesimo grado di sviluppo, come quella delle superficie a curva- 
tura costante, positiva O negativa. N e  risulta una  divisione delle quadriclie 
(rotonde) in duc specie: le deformate delle quadriche di prima specie si com- 
portano coine le superficie n curvatura costante positiva (deformate della sfera 
reale),  quelle delle quadriche di seconda specie si comportano invece corne 
le superficie a curvatura costante negativa (deformate della sfera immagi- 
naria). Ne1 corso delle indica te ricerclie varii altri risu1 ts t  i complementari tni 
aveyano già  condotto a ritenere come probabile clie le medesime circostanze 
geonietriche dovessero preseritarsi e serbare il 101-0 significato fondameiltale 
nello studio delle deformate delle qzcadriche ge?ievnli. Nella presente Memoria 
jnt;into si troverà la conferma completa d i  queste previsioni per le deformate 
dei paraboloidi generali, ellittico ed iperbolico; ed anzi si vedrà che in questo 
caso delle qzandricAe p . i v e  di centro tutto si comporta come ne1 cas0 più sem- 
plice delle superficie pseudosferich~, dopo di che non vi h a  maggiore diffi- 
colth per costruire quante si vogliano deformate dei paraholoidi che per le 
deformate della pseudosfern. 

Affatto analogamente come per la deformazione delle quadriche rotonde 
(m. c.), fonderemo qui ta t ta  la  iiostra. teoria delle trasformnzioni per le si]- 
perficie applicabili sui pnraboloidi sulla proposizione principale seguentc, clie 
direino il : 

Teorenla A). O p i  supevuficie S cclîplicclbile s o p m  i l  patxboloide genet-ale, 
ellittico od iperboliro, appartiene come pri?tza fnltla focale ad  zwa doppia i?z- 
finità d i  cong?-uenze qsettilinee TV (*), ln c u i  seconda fnlda focale Si è crpp7i- 
cobile su1 nledesiwo 21ctrctboloide. 

11 passaggio dalla deformata S del paraboloide alla n u o w  Si, clie in- 
sieme con S forma le due falde di una congruenza TF, costituisce una  delle 
oo2 t m s f o ~ ~ i ~ z a x i o n i  della super fici e S. 

Precisamente poi coine per le trasforinazioni di  BACICLUND delle superficie 
pseudosfericlie, le operazioni analiticlie da compiersi per trovare le cio-ra- 
sformate S, di una  data deformata S del paraboloide consistono in quadra- 
ture e ncll'integraoioiie di  un'equazione differenziale del 1.' ordine del tipo 

(*) Ricordiaino clie col nome di congmeizce TV si indicano quelle sulle cui falde fo- 
cali si corrispondono le linee assintoticlie, o, cib d i e  é Io stesso, i sistemi coniiignti. 
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di Rrcca~r. Nei coefficieiiti di questa equazioiie di RICCATI entra già una prima 
costante arbitraria che iiidicheremo con G, e la trasformazione stessa si indi- 
clierà col siinbolo H o ;  questa Ba contiene iiioltre iina seconda costante arbi- 
traria (che riori importa poi'i'e i n  evidenza) proveniente dalla integrazionc. 

Una trasformazione Ba,  a costante fissa 5,  fa nascei'e da iina deformata S 
di un paraboloide una seinplice infinità di tali deformate Si. Ad ogni punto 
M di S coriispoiide per ciascuna S, un puiito ,If,, situato ne1 piano tangente 
in Jf alla S. Quale è il luogo d i  questi ciol piiiiti ML? Troviaino che esso è 
sernpre una conica a centro, variabile bensi col variare del punto ili di con- 
tatto, ma la cui forma e giacitura riel piano tangente di S non cangiaiio 
quando la superficie Y si deforrna seco tsasciiiando i suoi piani taiigeriti. Tale 
risidtato è da rnvvicinarsi all'analogo per le trasform:izioiii di BACKI~UMD delle 
superficie pseudosferiche, ove i l  luogo corrispondente è un circolo (di raggio 
invariabile) col centro ne1 punto cli contatto del piano tangente, 

L'analogia colle trasformazioni di B i c ~ r . u a ~  delle superficie pseudosferiche 
si spinge poi ancora più in là,  sussistendo aiiclie qui i l  teorema cli pemzu ta -  
b i l i tà ,  la seconda proposizione fondamentale della teoria, clic: diciamo i l :  

. T e o r e m  B 1. S e  da zma strperjkie S c~pplicnbile sul  parabdoide geizerale 
s i  otte?zgono due 1211ove superficie S , ,  S, applicnhil i  sir1 pa~abo lo ide  s t ~ s s o  me- 
tlimate clzre t~ .us fo~wtaz io i l i  Bo,, B,, n: costmzti G , ,  ( i n  diffe?.ereti, esiste u m  
q u a r t n  mper$cie S '  della 111edesifnn specie, pienametzfe d e t e î . m i d a  e c o s t ~ w i -  
bile ir~ termin i  Jilziti, che è l eya ta  a l la  suci voltu alle medesime S , ,  S, d u  
due tras fornzuxioni  B ',', B ',, colle cos ta~z t i  a,, a ,  inverti te.  

Dn questo teoreina si traggono ora le niedesime conclueioiii corne nella 
teoria delle trasformazioni delle superficie pseudosferiche, fra le altre questa 
piiicipale che : ?zeZl'appbicaxione s z ~ c e s s i v a  ed illimitcitn: de2 metodo d i  2î.n- 
s f o t w a z i o n e  bastn uver i n t t y r a t n  Iu pr ima  eqtrazioîte d i  RICCATI pel lm- 
suygio  dallrt S ulie cu;s s t ipe~f ic ie  cotztiyzte, pemhé i l  p o c e s s o  d i  t ) ~ a s f o ) w t n -  
zione passa applicaî.si inclefi~aita~rze~zte a i le  tlziove superficie otte)iute, colt soli  
ca l (~o l i  d i  derivlcxio~ze. Un esempio effettivo in cui le circostanze qui da ul- 
tiino accennate si presentano si ha nelle deforinate di trasltuioiie dei para- 
boloidi (cfr. $ 29). 

Colle nostre due proposiziorii fondamentali A )  e B) la teoria delle su- 
perficie applicabili sui l~araboloidi é poi*tata, corne si voleva, al10 stesso punto 
della teoria delle superficie pseudosferiche. fi ora necessario clie aggiungiarno 
alcune osservazioni complementari alIo scopo di precisare l'estensione delle 
classi di superficie a cui si riferiscono i nostri teororni, in particolare il teo- 
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rema A )  (*). Nell'enunciato di questo teorema la denominazione di superficie 
applicabili è intesa ne1 suo senso generale analitico, dicendosi applicahjli (O 
meglio secondo Voss isomet~iche (**)) due superficie quando le due forme dif- 
ferenziali che ne rappresentano i q u a d r ~ t i  degli elementi lineari sono equiva- 
lenti, cioè trasformabili l'uca nell'altra per mezzo di formole di trasforma- 
zione reali od immaginarie. Ora perb se, restando ne1 campo reale, si con- 
frontario fsa loro due superficie renli S, Si che soddisfino alle dette condi- 
zioni di applicabilità, pub darsi d i e  alla regione reale considerata di S cor- 
risponda una regione reale di S , ,  orvero una regione immaginaria. Ne1 primo 
cas0 l'applicabilità si dirà dentrv  ai Iiollziti O più brevemente p~opr ia;  ne1 
secondo caso diremo invece che la S è applicabile sulla Si fziwi dei linziti, 
ovvero impro2winmente (***). 

Venendo ora al caso nostro speciale dei paraboloidi le cui equazioni 
soriveremo sotto la formola normale 

= 2 x (paraboloide ellitticoi, 

--- "' = 2 z (paraboloide iperbolico), 
23 

ove 17, q indicano i parametri (positivi) delle due parabole piincipali, noi in- 
trodurrenio coine coordiiiate curvilirie u ,  ,5 le due 

cd avieino cos) per i loro rispettivi d se:  

Uiia superficie reale S definita dalle equazioiii 

x - , , 21 =Y t u ,  B),  z - z (a, fi), 

( '2) Cf. le os>ervuioni a11dog+11~ per le quadriclic rotonde iielln prefazioiie alla Me- 
nioria citata. 

(*y.) Questa seconda denorninazione snrebbe verainente preferibile; m a  l'uso ormai 
invnlso rende difficile l7dd~ai1d0nare l'altra meno propria di applicabili. 

(*'$*) Ii'opport~~n3, distinzione dell'applicabiliti dentro O fuori dei liiniti ( l ~ ~ o p r i a  od 
impropria) f u  introdottû, la prima volta da PETERSON, particolaririente nclla Memmia: ,Yur 
la déformcitio)~ cles surfitces dit second ordre. Traduit du russe par AI. E. Davmx. Al$- 
1mlc.s de lu L"rrcuElé de Toidozue, ".;me Série, Tome VII, 
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che, in un campo reale per le variabili a ,  0, ahbia l'elemento lineare ( u )  
O (b ) ,  sarà applicabile pl.opriamelzte su1 paraboloide ellittico o iul paraboloide 
iperbolico rispettivamente. 

Ma se nella (a) cangiarno a, rispettivamente iii ,5 i- 1, a ,  a l ~ b k r n o  
il nuovo 

t l ~ " ( ~ . ' $ - q ) d a ' - 2 a f l d a d @ + f ( F - p ) d f i ~ ,  cal) 

equivaleiite ilel senso generale analitico al prinîitivo (a'. L a  (a , )  è uiia forma 
definita positiva ne1 campo r e d e  per a, 3 lirnitato dalla disuguaglianzn 

e possiamo quiiidi considerare uiia classe di superficie 1-eali d'elemeiito li- 
neare (a,) che dovremo dire applicabili i m p o p i a w e n t e  siil paraboloide el- 
littico. 

Siinilniente ue ne1 d s Y  del paraboloide iperbolico, dtito dalla i l ) ) ,  can- - 
giaino p. e. B in  @ \j- 1 ,  avremo il d s 2  equivalente 

e le superficie reali coi1 questo elemerito l i i i ~ a r e  dovranno dirsi applicabili 
impropriamente su1 paraboloide jpei.bolico. 

Cib posto, precisiamo ulteriornîente la proposizione fondamentale ,4 ) per 
le deformate dei paraboloidi aggiuiigeiidovi il corriplemento seguente : 

I l  taol.e?îza A )  vale iml is t in ta~~zerz te  yer  tzctte le qzratiro c lass i  ( a ) ,  ( b ) ,  
( a ,  i ,  ( h l )  d i  supevficie applicnbil i  propviame?zfe od i n ~ p o p i a m e ~ ~ t e  s u i  yura- 
boloidi;  vta fzel caso del p r n h l o i d e  iperbolico le chce fo lde  focnli S, SI delle 
9-elative c o n g w e m e  TV sono app l i ra l i l i  p - o l ) ~ - i a ~ ~ w ~ l t e  Z'zcila su1 l1« l f i~u ,  ciuè ap- 
partengo?io tzitie due insievle a l l a  d u s s e  ( b )  o f u i t e  duri a l la  ( b , ) ,  laddotje 
ne1 caso del paraholoirle ellitlico l 'applicaùil i tà dell'zinn fiilda s î r l l ' n l t ~ ~ o  è 
s e m p e  i m p r ~ p ~ ' i u ~  cioè l'lem nppartiene a l ln  clcrsse (a) ,  Z'altrn ul la  classe ( a ,  r. 

Ne1 caso adunque del paraboloide ellittico 11920 sola trasformazione B, fa 
passare da  una deforninta propria (iinpropria) del paraboloide ad  untl impro- 
pria (propria), siccliè occorre eseguire un nuinero par i  di tnli trasformazioiii 
successive se  si vuole clic? la superficie firide si;i applicabile proprianiente sulla 
lniziale $1. 

(') Circostaiizc niinloglie si presentniio per  1c i~r id r ic l i e  rotonde (CL in. c.). sccciiidu 
clie s i  tratta dell'ipcrboloidc rigato O dell'ellissoide scliiacciato. 
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Riguardo poi al paraboloide ellitkico è neceesario ancora di avvertire che 
il teorema A )  non è applicahilc al caso del y w a b o l o i d e  ~oto t tc lo .  P a r  questa 
speciale forma del paraboloide spariscono le w2 congruenze TV del teorcma, 
o megliv si riducoiio ad uii'uiiica congruenza formata dalle tangenti alle de- 
formate dei nieridiani del paraboloide, onde la scconda falda foc:ile S, di- 
venta l a  complementare di S. È questo del resto l'unico cnso in cui le iio- 
stre congruenze W sono n o r w a l i .  

P e r  l'esposizione della teoria che ci occupa ho trovato opportuno di far 
precedere allo studio delle deformate degli effettivi paraboloidi reali quel10 
delle superficie reali applicabili sopra un particolare paraboloide i ? ~ z m n g i ~ z a r i o ,  
tangente a.1 circolo assoluto, col J sS dato dalla forma 

Esse derivano imrrietliatamente, per quadrature, dalle superficie pseudo- 
sferiche secondo il riuovo metodo di WEINGARTEN per la, ricerca delle super- 
ficie applicabili. Anche per le defoi-mate reali di questo paraboloide imma- 
giuario valgono i teoremi A )  e B), e le forrnole relative alle corrispondenti 
congruenze TV si deiiucoiio in questo CRSO con facilità dalle formole della tra- 
sformnziorie di BSCKLUND per le superficie pseudosfei.iche. 1 risultati cosi ot- 
tenuti per le supei,ficie d'elemento linesire (c) ci indicheraiino la  via da  se- 
guirsi per arrivare alle formole, ben più riposte, per le trasformazioiii delle 
superficie applicahili sui paraboloidi reali, formole che, una volta ottenute, 
offrono del resto Io stesso grado di semplicità e consentono senza grandi dif- 
ficoltà. le relative verifiche. 

D a  ultimo si troverà considerata ilel presente scritto una  classe ulteriore 
di superficie applicabili sopra qzindnkiîe a ce?it?.o iimniaginarie), tangenti al- 
I'assoluto che già incontrai in altri miei studii corne collegate alle superficie 
pseudosferiche (**). L e  dette superficie sono coniz~yafe in d ~ f o m z a x i o n e  alle 
deformate della regiorie ideale del paraboloide iperbolico, cioè coi~rispondono 
individualmente a queste deformate pey sis tenzi  co?ziziynti e per  linee geode- 
ticlte. Lf: proprietà geometriclie clle si presentano pela le congruenze TV re- 
lative alle due classi di superficie coniugate in deformazione ($§  23, 24) sono 

(%) &iiesta f o r a  del c l $  fu  rilevata anche da PETBI~SON (m. c.) corné apparteneiite 
ni parnboloidi ad il?& pam~ize t~ .o  inimaginario (Vedi 5 VI, for ino ln  19) m. c.). 

(**) Vedi la min lleinosin ne1 Toii io YI ili questi -1rznali (1901): Sulla de~ormazio,~e 
dclle coiigmeizze, ecc., od anche i $9 307-308 delle Lezioni (Vol. II, pag. 236). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



delle strperficie applicabil i  s u i  pnraitoloidi. 269 
-- -- - -- - 

interessanti per sè ed offrono molto probabilmente soltanto nn primo esempio di 
proprietà analoghe che dovranno presentarsi per le quadriche generali a centro 
nelle ricerche successive. 

S e  scrivinrno il Cl sP dato dalla ( c )  sotto la forma 

d sq = d a' f ( 2  u d u + 2 fi d B )  cl B, 

vedinino subito che poneiido 

il punto di coordinate x, y, x desc ive  una superficie immaginaria con 
qiiesto d s?. 

Abbiaino cos1 la  quadrica di equazione 

che è appunto un paraboloide tangente al circolo immaginario all'infinito. Se- 
condo i risultati esposti iiella mia Memoria ne1 Tomo TX di questi A.nnnli (*), 
ln determinazione delle superficie reali S d'elemento liiieare (c) si ottiene ne1 
modo seguente. Introduciamo i parametri zi, v del sisteina coniugato ( z r ,  v) a 
cui corrisponde un sistema coniug-ato su1 paraboloide immaginario (l), e sia û 
i_iiin. funzione di Z r ,  v che saddisfi al17equazione fondamelitale delle superficie 
psrudosfericiie : 

Indicando poi 'con o, 8, )., p quattro funzioiii incognite d i  u, v ,  si coii- 
sideri il sistema i l l imitntnnzenfe integrabile dato dalle equazioni simul- 

(7 Ne1 seegiiito, doyendo sempre riferirci n p e s t a  Meinorin, la citercmo con (Ji). 
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a K 
- --Asen9, - = à cos O, 
ô ,, a 21 

a l  - a s  ar.  - -- a e 
C G - G ~ ~  a- h - u cos 5 + sen 8. a u  

Questo sistema lineare possiede l'integrale q u a d r ~ t i c o  

e noi scegliamo i valori iniziali di cc, 0, 1,) p per modo clic! la costante del 
secondo rnembro si annulli, che si abbia cioè: 

?.' + P2  + o.* = 2 2. (B*)  

Dopo cià alle cinque funzioni 6 ,  a ,  8, i., p di  z r ,  v corrjsponderh una 
superficie d'elemento lineare (c), detefniinata intrinsecamente dalle sue due 
forme quadraticlie fondamentdi : 

E a u g +  2 F d 2 4 d u +  G d u Z ,  A d z ~ ~ + 2 ~ ' d u d u  - + A " ~ v ?  i*), 
dove i sei coefficienti lianno i valori seguenti : 

E = [sen? 0 - 2 u sen 9 cos 61 + 2 B cos? 61 j.? 

Ii' = [ - sen 6 COS 9 + u (cos2 9 -- sen2 9) -+ 2 sen 61 cos 51  . 1. ,K ( 2 )  
G = [cos4 5 2 u sen B cos û $- 2 sen2 O ]  p2 

1 P A y, 
A= , A'=O,  A " z -  

d 2  p.- a2 1 2 1 : - x 2  
(2") 

Ricorriamo ora al metodo di WEINQARTEN (**) applicato alle supei+icie 2 
i cui raggi principali di curvatura Y,, y., soddisfano all'equazione 

('!:) Ne1 corso del la  presente Memoris indiclicremo con 4, Ar,  A" i consueti coeffi- 
cienti D, D', D". 

("1 Actn iitlzematicn, Bd. 30. Cf. il 5 291 delle mie Lezioiti. 
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dove g, ( p ,  9) è unn fiinzione fissa. di p, q, avendo p, q il sjgnificato loro at- 
tribuito da ~TEINGARTEN (*). Da queste superficie 2 si dducono con quadra- 
k ~ e  le superficie S d'elemento liiieare 

mediante le formole di WEINOARTEN : 

dove x, y, z indicano le coordinate d i  un punto mobile sopra 2, X, Y, Z i 
coseni di direzione della. normale a 3, ed G7 y, z le coordinate del punto 
corrispondente sopra s 

1 Ors, se poniamo y = - ( p O  + qe),  Te superficie 1 integrali della equa- 
2 

zione a derivate parziali (3) sono le superficie pseudosferiche : r,  Y, = - 1, e 
le superficie s derivate hanno l'elemento lineare 

forma che coincide precisamente colla (c), ove si ponga p = f i ,  q = a .  

PARAGONE DEI DUE METODI E SIGNIFICATO OEOMETRICO DEL SISTEMA (B). 

Andiamo ora a confrontare i due modi di determinazione delle super- 
ficie S' applicabili su1 paraboloide irnninginaiio (l), il primo per mezzo delle 
loro equazioni intrinseche (2), (2"' il secondo per quadrature dalle (5) col 

(*) p distanzn algelirica dell'origine da1 piano tangente a. Y, 2 q qundrnto delln distanzz 
dell'origine d d  punto d i  contntto. 

Annnli di hcinlematica, Serie (II, tom0 XII. 36 
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metodo di WEINGARTEN, Per  cib coiniiiciamo da\ ricordare (Lezioni $ 373) che 
alla soluzione 5 (21, 0) dell'equazione a derivate parziali ( A )  corrisponde una 
determinata superficie pseudosferica 8, che riferita alle linee di curvatura. u ,  v 
h a  l'elemento lineare 

d sg = cos2 0 d ue + sene 0 (1 v s  

ed i raggi principali di curvatura 

dimostreremo che applicando a questa 2 le formole (5)  di WEINGARTEN, si ot- 

tiene appunto la superficie 3 definita dalle eqiiaxioni intrinseche (21, (27. , 

Per  cib, rnantenendo per la 2 tutte le consuete riotazioni, ricordianio che 
valgono le formole fondamentali del citato 3 373 delle Lexiovzi: 

Con queste foimole è facile trovare il significato geometrko delle equa- 
zioni del sistema completo ( B ) .  Poniaino a tale scopo 

sicchè W,, I t : ,  W, rappresentano le distanze a l g e h i c k e  dell'origine dalle tre 
facce del triedro principale col vertice ne1 punto (z, y ,  x) della superficie 
pseudosferica 2. Se formiamo le derivate rapport0 ad 2 4 ,  v di W,, W,, W,, 
osservando le (6), otteniamo subito le formole seguenti : 
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Queste si identificano colle formole del sistema (R) relative alle funzioni 
i ,  ,u, a,  ponendo 

l,=wi, p=W*, " Z - w 3 .  
S e  poniaino di più 

abbiamo 

e queste corrispoildono ne1 sistema (B) alle equazioni per f i  fattovi F = p .  In 
fine l'equazione in termini finiti (R'I  combina precisamente coll'identità 

e vediamo quindi che:  Ne1 sistenza differetzxiale (B) ,  e taella equazione in 
tevnziizi Jifziti ( B " ) ,  le funxioni 4 p, a ,  vappresentatzo o?d ina tamènte  le 
distalzze dell'origitze du lle tve facce del triedvo principale col vertice ila un 
punto  (x, y ,  x )  della superficie psezdosferica 8, ed i l  semiquadvato del la  di- 
s t a w a  dell'origitze stessa da1 vevtice del t r iedro.  Si  osserverà anche che le ooe 

soluzioni del sistemâ i B I ,  ( B * )  per una data  superficie pseudosferica 2 cor- 
i.*ispondono semplicemente a spostare l'origine. 

Cib premesso, dimostreremo che le formole (5) di  WEINGARTEN, le quali 
diventano ne1 cas0 iiostro : 

daniio appunto, per quadrature, la superficie S colle equazioni intrinse- 
che (2) ,  (2*). Intanto abbiamo immediatamente di  qu i :  

il che dà per In prima forma quadratica fondamentale di  S l a  verifica ri- 
chiesta. P e r  ottenere anche le altre, osserviamo che dalle precedenti e dalle ( B )  
seguono le formole : 

a G a x 
a; = ( X  COS 0 -+ X, sen O )  . ?., - a v = (x sen B - X3 COS 8) . p,  (7) 
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- 
colle analoghe per y, x. E derivando nuovamente si h a  : 

- 

a 2  a 1 a e 
- = (X COS 0 f X,  sen 6)  - - (x sen 8 - X3 COS 8) - . 1 $ X I  . 1 a ue a u  a 

2 2  a 1 
- = (x COS 0 + X3 sen 5 )  a 9 

a v - ( x  sen 6 - X3 cos 6) - - 1 at4 a u  a v 
- 

a e x  a O 
- = (x COS 8 f X3 sen 6) . p f (x sen 0 a vz a v 

Pormaiido di qui i tre determiriaiiti di 3.' ordine che definiscono i coef- 

ficienti A, A', A" della seconda forma fondamentale di S (Lexio~li, Vol. 1, 
pag. 1141, ove si teiiga contu dell'jdeiitità : \ E G - E l 2  = \ 2 P  - a' . 1. p, che 
segue dalle (21, facilmeiite si verifica clle sussistoiio le foi*rnole (2*),  c. d. d. 

§ 3. 

LA TRASFORNAZIONE DI BACKI~UND PER LE SUPERFICIE D'ELENENTO LINEARE (c). 

,411a superficie ps~udosferica 2 applicliiamo ora iina trasformazioiie B, 
di BACKLUND che la cangi in  una riuova superficie pseudosferica 8 ,  d'elemento 
liiicaie 

d sf = COS- 8, d ZL? + sen2 Bi d v2, 

essendo 6, legata a 5 dalle relazioiii (Lexioni ,  3 373) : 

2 0 ,  3 6  COS 4 sen 9i + sen G sen 6 cos f i i  
a. +fi= COS G 

8 6 ,  , 8 0  sen 9 cos 9( + sen G cos 9 sen 8, 
i (8) 

- 
a v  a f 6 -  COS l7 

- \ 
Indicando con x,, y , ,  xi; X','), Sy), Xi1) gli elementi relativi alla Li, 

nbbiamo le formole (Lexioni, 1. c.1 : 

X, = x f COS CJ (COS 8 ,  . Xi -1- sen 6, . X2) (9 
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dove i coefficieiiti A, B, C, D rappresentano le espressioni seguenti formate 
con 0, 0,: 

A = cos 0 cos 4, -- sen a sen 9 sen O , ,  \ 

B = cos 6 sen 9, + sen o sen A cos O , ,  / 
C = sen 8 cos Oi + sen a cos 5 sen O , ,  i (11) 

D = s e n  Q sen 0 ,  -- seno cos 8 cos 9 , .  

Ora iiidichiamo con la  superficie d'elemento lineare ( c )  dedotta dalla Z, 

corne prima la 3 dalla 2, cioè colle quadrature : 

d Gi - xi cl pl + Xi1) d w:), ecc., (12) 
dove abbiaino posto 

- - .z x , wil) = z ri xp, WV:Q = z X i  S ~ J ,  J J ~ ~ = I  X, 
p - 2  

Dalie formole (9\ ,  (10) iioi deduciamo in prirho lungo che le funzioni 

v ,  wp, T V '  p, 

si esprimono linearinente per 

, J J  J J  p 
colle formole : 

W,') .= A IL< -t BU< - cos o sen O . TV' f cos o cos 4 

Tl$" = C W ,  $- D JI', + cos u cos O . FJr3 + cos O sen 8 

T'il) = cos o sen 9, . TVi - cos o cos 4,Tt . i  sen o .  IV$ 

1 
pl = cos o cos q! . TV, + cos s seri 5, . TI$  $ p + cos2 T 

2 

Di qui, raniinentando le formole dcl  S 2 

) . = w , ,  p .-JV2, a = - j J r  37 P = P '  

deduciamo intniito il risultato segueiite clie iinloi.ta fissare : 
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-- 

Se  le funzioni  À, p, cc, /3 d i  2.6, D soddisfcuzo i l  sisternu differe»xiule ( B )  
e l ' e q u a z i o ~ ~ e  i n  t e r m i n i  finiti (B*) ,  s i  o t terrà una qziuderna cor&pondente 

che soddis fa  a l l e  medesime equaxio~zi  ( B ) ,  (B,),  sos t i tu i tuvi  a l  posto d i  fl l a  
sua t ras fovmuta  8,  d i  BACKLUND, mediante  le formole d i  sostitz~xiotze l i f teare:  

i,, = A A + B p + cos o sen 4 . u + COS 5 COS O \ 

pi = C A + D p. - cos o cos 0 . u + cos 5 sen 9 I 
a, = - COS c sen 4 , .  1. + cos 5 COS . p - sen o . a ( C) 

1 
pi = cos o cos O , .  7. + cos G sen O,, p. + f i  + cos? o , 

2 
\ 

dove i coeficienti  A ,  B,  C, D hanno il significato i o ~ o  attvibuito mdle  (11) .  

Prendiamo ora a consideraïe la superficie Si definita cnn quadrature dalle 
formole corrispondenti alle (7)  : 

Mentre le  superficie pseudosfeïiclie 2, Y ,  hanno ne110 spazio una posi- 
zione relativa perfettamente determinata, corne le due falde focali di una 

- - 
congruenza pseudosferica, invece le due superficie S, S,, applicabili su1 pa- 
raboloide immaginario, sono definite ciascuna dalle rjspettive equazioni (7),  (7*) 

- - 
solo a meno di una traslazione. Cerchiamo se è possibile collocare S, S, i n  
tale posizione ïelativa nello spazio che le congiungenti i loro punti corri- 

- - 
spondenti generino, alla loro volta, una congruenza colle falde focali S, Si. 
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S e  questo è possibjle, dovremo avere le formole 

dove 1, 112 siaiio coiivenienti funzioni di  u, o. Servendoci delle fornlole sopra 
sviluppatc, fitcilnieiite si t r o r a  clie I ,  nz dcbbono asere i valori seguenti : 

e le formole domandate si scriveranno quindi : 

ovvero anche, per le (7 )  : 
- 

X I = X  + COS O (x COS 4 + X3 sen 6) . ?., +  cos^ (x sen 9 - X3 COS 0 )  . p4, ecc. (13*) 
- - -  

E d  ora si vede che con questi valori di x i ,  y , ,  xi  le (7#)  soiio in ef- 
fetto soddisfatte; di  più si ha  identicamente : 

(z cos 8 + X, sen 6) . i., + (x sen 4 - X3 COS 0 )  . p i  = 

= ( x ~  COS O i  + Xi1) sen 4 , )  . ii + (x, sen 6, - X3) cos 4,) . ;J, ('), ecc. 

Segue di qui che le (13) possono ~ n c h e  scriversi sotto l a  forma 

- - 
x = x, - COS O , ecc. ,  

- 

e quindi, collocate. le due superficie S, SI nella posizione relativa fissata 
- 

(:) Ne1 modo piu seniplice si verificano questn e le due analoglie per  y, a, molti- 
plicnndo ilna prima volta ordinatninente per  XI, Y,, Z,  e soinmando, indi operando nello 
stesso modo con 4, Y 2 ,  Z2 ed m a  terza volts con X,, II,, Z,, ci0 che da tut te  t re  le 
volte un'identita. 
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dalle (13), la, congiungente due punti corrispondenti 

di S ,  tocca in M la supwficie S ed in E, la corne si voleva, Inoltre 
la congruenza generata da queste congiungenti è una congruenza W, perchè 

- - 
le due seconde fornie quadraticlie fondamentali di 8, S, sono proporzionali 
fisa loro ed alla differenza d z i '  - d vz. 

Supponiamo ora data la prima superficie IS' e saranno con cib fissate le 
fuiîzioiii 9 ,  a,  p,  l . ,  p di 2 1 ,  t3. Poichè nella trasformata fl, della 0 per una 
trasforinazione di B ~ C K L U N D  R, entra, okre o, una seconda costante arbitraria, 
esisteranno cro2 superficie trasforinate Si, ciascuna delle quali formera con ?? 
le due falde focali di una cfongriienza Cos1 per le superficie applicabili 
su1 paraboloide inimaginario ( 1 )  é dimostrato i l  teorema A )  della prefazione. 
In  simil modo, da1 teorema di perniutabilità per le trasformazioni di BACICLUND, 
si trarrebbe il teoreina B) di perrnutabilità per le attuali trasformazioni. 

Pe r  procedere osa alle ricerclie analoghe per i paraboloidi reali occorre 
in  primo luogo che riprendiamo dalla Memoria al Tomo IX le formole che 
servono a definire intrinsecarnente le singole defarrnate dei paraboloidi. Co- 
minciamo da1 paraboloide ellittico e supponendo l~ < q (coll'escludere per ora 
il caso p = p del paraboloide ïotondo) sostituiamovi un paraboloide simile per 
modo che sia soddisfatta la condizione 

Distinguerido allora i due casi delle deformate proprie od irnproprie, ab- 
biamo i risultati seguenti : 

1 . O  cuso. D e f o ~ m a  te p.oprio : 
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Essendo 61 (u, v )  una soluzione dell'equazione a derivate parziali : 

a Z o  a Z o  

O 2b2 
+ a;, = sen w cos a, 

si consideri il sistema completo per le quattro funzioni incognite a ,  P ,  A ,  p 
di u, u dato dalle equazioni differenziali : 

coll'integrale quadratico 

dove 

Scelta una quaderna (a, 9, 2, ,K) di soluzioni delle (II) per modo clie 
si annulli la costante del secondo membro della (15), cioè si abbja: 

ne resta definita intrinsecamente una deformata propria S del paraboloide el- 
littico mediante le sue due forme quadratiche fondamentali 

i sei coefficienti avendo i valori seguenti : 

E = [(a2 -+ p) sen3 w - 2 a p sen w cos o + ( P 2  + 9 )  cosr bl] .;.l 

F= [- (a2 + p) seri w COS w + a /3 (cos2 61 - sen2 w )  + 
+ (PP + q )  sen w cos m] . I p 

G = [ (a2 + p) cosg IJ + 2 ,Z ,3 sen w cos o + ( B 3  + q )  sent o] . pz 1 
Annali di Mateml~tica, Serie III, tomo XII. 37 
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Dalle formole a1 €j 7 (M), caso c),  scambiandovi (per effetto delle nuove 
notazioni) p con q, deduciamo che ogni deformnta impropria SI risulta de- 
finita iritrinsecamente da c,inque funzioni 8 ,  a,, pi,  ?,, p ,  d i  u ,  v assogget- 
tate alle coiidizioni seguenti. L a  6 è una soluzione della equazione a deri-  
vate parziali : 

a' a;;.+=' senh 0 cosh 8 ,  i I I I )  

e le a,, p i ,  h l ,  y., danno una quaderna. di soluzioni del sistema illirnitata- 
mente integrabile : 

a a ,  - a Bi = ; l  senh O ,  a2C - 1, cosho, - 
a 9  

a xi a e --- -- X l  
cl .. . -. pi - cosh 8  - $ senh 6 - PL , a ~ -  cl - -  - 

quando siano scelti i loro valori iniziali in guisa che nell'integrale qiiadratico 

Ove Ht = q f i :  - p a: -- p q , si annulli la costante, cioè si abbia : 

Allora l a  corrispondente deformata Si della regione ideale del parabo- 

(*) Col doppio segii, in queste formole si lasoin lihera la sceltn fra la superficie S 
ed una seconda inversamente congruente alla S. 
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loide ellittico viene definita dalle equazioni intrinseche: 

Ei = [(a: $ q) cosh2 B -- 2 p l  f i i  sen11 8 cosh B + ( f i :  - p) senhe 81 . h i  

Fi = [(ai + q) serih e cosh B - a, pl  (coshz e + senhz 6) + 
+ (0: - p) senh e cosh 81 . A, pl 

Gi = [(a: + q) senh2 6 - 2 a ,  pi seiih 6 cosh e $. (p i  - p )  cosh2 O ]  p: 

LE DEFORMATE PROPRIE DEL PARABOLOIDE IPERBOLICO. 

L e  deformate proprie S del paraboloide iperbolico col d sg dato dalla 
formola 

d sP = (a2 $. p )  d ct2 - 2 o: ,O d a d /! + (Pt + q )  d OP, (20) 

dove supporremo scelte le diinensioni del paraboloide per modo che si abbia: 

debbono distinguersi i n  due specie secondo che il sistema coniugato comune 
(u ,  u)  alla deformata S ed al paraboloide è costituito da due sistemi di linee 
reali e distinte ovvero coniugate immaginarie; le prime diciamo deformate di 
1." gpecie, le altre di 2." specie. Propriamente dovremmo aggiungere una 
classe di deformate di 3." specie, quelle delle rigate nelle quali i due sistemi 
d i  linee del sistema coniugato comune coii-icidono nelle generatrici della ri- 
ga ta ;  ma rioi qui trascureremo queste rigate applicabili su1 paraboloide che 
già si conoscono tutte in termini finiti, sicchè il loro studio offrirebbe per il 
problema d'integrazione un interesse ben secondario. 

1." caso. Deformate d i  1.a specie. Una tale deformata S è definita in- 
trinsecamente (cf. (M) $ 7 b)) da cirique funzioni e, a, p, À, p di u, v delle 
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quali la prima è una soluzione dell'equazione 

a 2  e a z  e -- = senh e cosh 8, a v2 a U~ 
e le altre quattro danno una quaderna di solnzioiii del sistema completo : 

a- = 1. senh e, a u  

a y. - F 
- - a . + senh 0 5 + cosh 6 - 9 
a v  a z c  P 4 

quando di più i valori iniziali di a, P ,  A ,  [J. siano scelti in guisa che nel- 
l'integrale quadratico 

ove 

riesca nulla la costante, cioè si abbia 

Abbiamo a1loi.a una cosrispondente deformata propria 8 del paraboloide 
iperbolico colle equazioni intrinseche : 

E = [ ( a e  + p) cosh" - 2 2. 5 senh e cosh 0 + ( B 2  + q) senh2 61 . l o  , \  
F = [(as $ p )  senh 6 cosh e - u B (coshL e + senhz e) + 

(22) + (B2 f q )  senh e cosh 61 . h p. 

G = [(d + p) senh2 e - 2 cr B senh e cosh e + (pz + q) cosh2 61 . p2 

2." caso. Deformate d i  2.a specie. Ls determinazione di una tale de- 
formata S, riferita ai paratnetri u, v delle sue linee assintotiche, dipende d 8  
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cinque funzioni O ,  a, p ,  ;., p ,  di cui la  prima è una soluzione della equa- 
zione 

ô 2  e 1 
mf a  COS^ 2 e = O ( 

e le altre quattro soddisfano al sistema completo : 

a - a =  = l cosh 5 + p senh 8, - =. 1, senh 8 - p cosh 8, O ZL a v 

a p - = 1 senh e + p cosh 8, 
2 u 

= A cosh 8 - p senh 8, 

ah a e  y. - - B 
- - p - cosh B - - senh 8 - , 

~ Z C  a u  P g 

a ;l a 9 O: 

àv=- av P 

! 
- s e ~ h  e - -  COS^ 8 1, 1 ("") 

ô (J. - F " À + s e n l i B ~ +  cosli8- , z - G' P 2 

a y. - a o K - -- - F 1 cosh e - - senh O  - , a v a v 23 9 

essendo di più i loro valori (iniziali) vincolati dalla relazione 

L a  deformata S è allora definita intrinsecamente da1 suo d s X  dato dalla 
(20) ed espresso per u, v e dalla condizione che le linel: u ,  v siano le as- 
sintotiche della superficie. 

LE DEFORMATE INPROPRIE DEL PARAEOLOIDE IPERBO1,ICO. 

Di yueste defurmate coll'elemei~to 1iiieni.e 

d ~ ' = ( a ~ + p ) d a ' + 2 a p d a d f i ? -  ( 6 ' - q ) d F '  (bJ 

non B trattato esplicitameiite nella RIeinoria del Torno IX. Perb vediamo su- 
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bito che questo caso rientra ne1 secondo del $ 4 (M), avendosi q u i  

=-pp<O, 

e inoltre 

Applicando le formole del c i t ~ t o  S 4 (Ml, ~ e d i a m o  che queste deformate 
sono di una sola specie, e ciascuna di esse dipende da Cinque funzioni 

0 ,  a, P ,  1, P 

delle variabili zc,  u ,  la prima delle quali è una soluzione della equazione per 
le ordinarie superficie pseudosferiche : 

a 2  9 a 2  O --- = sen 8 cos 9, a 2 t t a  V~ 

mentre c c ,  p ,  ?., p soddisfano al sistema differenziale comyleto : 

P- -- i sen 0, 2 = A cos 4, a zc a zc 

ô 9 O! a ? - - -  - A - cos 4 - 4- sen 4 - I), a v a ti P 4 

coll'integrale quadratico 

H 1' + p' ri-- - + cost. 
P !i' 

Al solito sono da scegliersi i valori iiiiziali di cc, B ,  1, y per modo che 
la costante del secondo rnerribro nella formola supeiioi'e si annulli, e risulti 
quindi 
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d o r a  l a  corrispondente deformata S è definita dalle equazioni intrinseche : 

E = [(a2 + p) sen' 9 - 2 a f l  sen 9 cos 9 + (B2 - -  q )  cosP O ]  . k2 \ 
F = [- (a2 f p) sen 9 COS 8 + a (cos2 B - senP 9) -+ 

$ ( f i Z  - q )  sen 8 cos 91 . 1. 

G = [Ic? f p) cos? 9 f 2 a p sen O cos 0 f ( f i 2  - q) sen2 F I ]  . p2 

dfi A - & - .  A p ,  A r = O ,  A " =  - A = -  i- v6) 
\ 11 

Appoggiandosi ora sulle formole sviluppate da1 kj 5 iri poi per le equa- 
zioni intrineeche delle deformate delle varie specie dei  paraboloidi, noi an- 
dremo a cercare di estendere nei singoli rasi i risultati ottenuti ai $5 3 ,  4 
per le deformate del paraboloide immaginario. Ci occuperemo prima delle 
formole, analoghe a quelle del $ 3, che ci definiranno int~.insecamente le trn- 
sformazioni richieste, iridi ne  daremo l'inteip~etaziorie geometsica del tutto 
analoga a quella sviliippata a1 3 4, e perverremo cos1 a1 nostro scopo finale 
d i  dimostrare i teoremi A )  e B) della prefazione. 

Confrontando le deformate proprie del paraboloide ellittico colle impro- 
prie, abbiarno ricordato al 5 5 che le prime dipendono dalla equazione a de- 
rivate parziali (1) 

a 2  u as a;;. + a D2 = sen O COS O), 

le altre dalla ( I I I )  
ô2 O a 2  0 
-- + - = senh 0 cosh 9. 
a u 2  a v =  

Ora noi sappiamo ((M.) S 9)  che si passa dalla soluzione w della (1) alle 
soluzioni O della (III), e viceversa, riel modo seguente. Indicando con u una  
costante arbitraria, si consideri il sistema delle due equazioni simultanee del 
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1.' ordine : 

c3w a 0  
au-Ti = COS G COS w senh 9 - sen o sen o cosh 0  

a u  a e  
fi + = sen o cos o senh 9 + cos o sen C,I cosh 6. 

Queste danno un sistema illimitatamente integrabile per 8, ove per o si 
ponga una soluzione della (i), e l'integrale generale 8 delle (271, contenente 
iina nuova costante arbitraria oltre a, è una solrlzione della (III); inversa- 
mente ponendo per 9 nelle (.27) una soliizione della ( I I I ) ,  il loro integrale 
generale w contiene una seconda, costante arbitraria ed  è una soluzione della (1). 
Di due tali soluzioni o, 9 delle (i), (III) rispettivamente, che siano legate 
fra loro dalle (27), diremo che sono t~asfo+nzate E'utza de2l'altt.a pe+ una t m -  
s foswaxione B, . 

Siano w, 6 due tnli soluzioni delle ( I ) ,  ( I I I )  e consideriamo i rispettivi 
sistemi completi delle equazioiii ( I I ) ,  (II*) 5 5 cui debbono soddisfare le 
funzioni a ,  p, ;., p per definire con w uiia deformata. propria S del parabo- 
loide, e l'altro delle ( I V ) ,  (IV*) cui debbono soddisfare K,, fi,, A , ,  p,  per 
definire con 6 una deformatn impropria S, del paraboloide stesso. S e  ricor- 
diamo i risultati del $ 3, si prescnta ora natuiale la ùomsnda: È possibile 
passare, con forrnole d i  sostitzl,yioni litz~nri, coule le ( C )  €j 3 ,  della p~inzu 
quaderna ( a ,  0, l ,  p) ad una seconda cor?.ispo?zdente (a , ,  fi,, lti, p,)? 

Osservando attentamente il modo di composizione delle citate forrnole (C), 
siamo condvtti a. rispondere in modo affermativo alla domanda. colle formole 
seguenti. Poniamo 

A = cos o cos w senh e - sen o sen o cosh 6 

B = cos G sen w cosh 5 f sen o cos w senh 0 

C = COS o COS o cosh e - sen o sen o senh 6 
i 
\ (28) 

D = COS g sen w senh 6 + sen o cos w cosh 8, 

ed introduciamo jnoltre la costante k data d a  
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le formole richieste sono allora le segiienti : 

J y O l i = -  sen n . 9 - cosh 8 .  À + senh 8 . p. 

Si verifica irifatti l'acilmeiite che ove a, P, 1, p  soddisfino al sistema ( I I )  
5 5 e w, 6 siano legate fra loro dalle (27) )  le a l ,  P, ,  A,, pi date dalle (30) 
soddisfaiio alla loro volta il sistenia ( I V )  $- 5 .  Ma inoltre se dalle (30) for- 
miamo I'espressione 

troviamo che si ha identicamente 

e per cib, soddisfacendo cc, P,  1, ,IL la  (II"), le cri, @, , L,, !J., , calcolate dalle 
(30), vengono a soddisfare alla loro volta la (IV*). 

Osserviamo ancora che le (30) possono risolversi rispetto ad a, P ,  )., p 
e danno le  equivalenti : 

IL a = cos a .  F ,  - sen I,,. I L ,  + cos o. pi \ 
k P = - f i e n a .  a., + cosw. ),, f s e n o . p i  I 

X l  F 1 LA=-cosh5. -  + s e n h o .  --DA, $- A p ,  
P P 

a 1 li. p  = - senh 8 . -- + cosh 5 . 
4 

- B i * +  C p , ,  
2' 

colle quali passiamo inversaniente d a  una quaderna ( O , ,  Pi ,  Z,, pl) soluxione 
delle (IV), ( I V * )  ad una quaderna ( a ,  /3, A ,  p )  soluzione delle (II) (I l*).  

Dopo cib è chiaro corne, data una deformata propria S del paraboloide 
ellittico, e fissate quindi le fiirizioni o, a., ,û, A, 0. di 21, v (cf. più avanti 5 17), 
I'integrazione delle (27) ci farà conoscere la funzioiie 8, contenente due co- 
stanti arbitrarie, dopo di che dalle (30) avremo, in terinini finiti, le funzioni 

Annali di ilrintematica, Serie III, tom0 XII. 35 
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X I ,  Pi,  l i ,  p i ,  le quali insieme con e definiranno intrinsecunzente una doppia 
infinith di deformate improprie S, del paraboloide stesso. Cosi da iina defor- 
mata propria S otteniarno nû2 deformate improprie; e similinente da una de- 
formata impropria S, avremo me defvrmate proprie S. L'esistenza delle no- 
stre trasformaziorii per le deformate del paraboloitlc ellittico è cosi, dal punto 
di vistn delle equazioni intrinseche, perfettamente stabilita. Notiamo poi che, 
per definire intriiisecameiitc! le me trasforinate di uiia assegnata deformata 
propria S, non abbiamo altro clie da. eseguire l'integrazime delle (27) rap- 

L 
porto ;t 8, essendo data W. Ove si prenda per iiicognita tg11 - O, le (27) as- 

2 
sumono la forma di un'equazione ai differenziali totali del tipo di RICCATI. 
Affatto analogamente si dica ove sia data invece una deformata impropria e 
se ne cerchino le ooE trasformate proprie. 

DEL PARABOLOIDE IPERBOLICO. 

Le  deformate di 
equazione s derivate 

1." specie d d  paraboloide iperbolico dipendono dalla 
parziali ( V )  § 6 :  

3 0  a 2 0  

aV; - a N 2  -- senb 6 cosh 5 

e dalla. integrazione del sistema (VI) ,  (VI*)  ibid. per le fiirizioni a, f l ,  l,, p. 
Indichiamo con o una costante arbitraria e considei,iamo i l  sistema di 

eqriazioni siinultaiiee : 

a o ,  a 0  
- + - = - (cosh o seiili 6 cosli O, + seiih a cosh 6 senh O,) a z c  a u  
a e ,  a n  

i 
$ - - (cosh CJ cosh 0 seiih 5 ,  + seiih G senh 6 cosh O , ) .  

a u  a z l  

Supposto che 6 sia una soluzione della ( V ) ,  queste s o ~ o  compatibili iii 6,, 
e il loro integrale generale, che contiene uiia costante arbitraria oltre G ,  è 
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alla sua volta iina soluzione della ( V )  stema. Disamo anche qui che 8, de- 
riva da e coi1 uiia tsasformnzione B,. 

E d  ora ci proponiamo la questione aiialoga a quella risoluta colle for- 
niole (30) al paragrafo precedente, domandando se è possibile passare, con 
formole di sostituzione lineare, da una quaderna (a, P ,  I l ,  p )  che soddisfi 
le ( V I ) ,  (VI*) 5 6 ad una quaderna corrispondente (a,, Pi ,  7,  , che sod- 
disfi il sistema stesso ove la 0 sia sostituita da uiia sua trasformata 8, se- 
conrlo le (32). Rispondiamo affermativamente a tale doinanda col dare le for- 
mole effettive per tale passaggio. Poniamo per cib : 

A = cosh o senh 8 senh 4 ,  + senh cr cosh rj cosh 6, 

R = cosh a seiih b cos11 6 ,  $ serih a cosh Y senh 9, 

C = cosh a cos11 f) senh 4 ,  + senh a senh Sr cosh 6, 

D = cosh o cosh 9 cosh O, $. sen11 a senh 9 senh O , ,  

e introduciamo la costarite k data da 

le formole domandate si scrivoiio : 

le a l  = cos11 O ,  . ;i + senh 9,. p - senh o . a. \ 
Ie pi = senli 9 ,  . i, + cosh 4 , .  ,u + cosh a .  

C( k2, = - A A - H F - c o s h o .  - senh 4 . - Ij. 
P l 

Si verifica infatti derivando che, ove 7 ,  P ,  A, p. soddisfino le ( V I ) !  le a , ,  

$,, A , ,  p l  cos1 definite soddisfano il  sisteina analogo, postovi 6 ,  per 8. Di più 
segue dalle (35) l'identità : 

onde quand0 l'equazione in termini finiti (VI*) sia soddisfatta da c r ,  P,  A, p, 
10 sarà pure da cc,, B I ,  ?#,, p, . 
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Insieme alle (35), conviene tener presenti anche le formole inverse : 

k u = - cosh 0 . h ,  - senh 9 . y ,  - senh u . U ,  

k t3 = - senh O . i., - oosh O p, + cosh o .  @, 

k ? ,  = - A I . , - c  a 1 Fi 
p ,  +  COS^ 0 , .  - + senh O, . - 

P 9 
m. 1 

k p. = B A ,  + D p., - senh 4, -cosh 8, 
P 

Con queste formole vediamo che da  ogni deformata S di l.a specie del 
paraboloide iperbolico, corrispondente alle ciiique funzioni ri, z, 0,  A, p, si ot- 
tiene, dopo I'integrazione del sistenia (321, una doppia irifinità di nuove de- 
formate S, della stessa specie, definite intrinsecamente mediarite le ciiique 
funzioni O,, a,, B I ,  A,, p , .  Come ne1 caso del paraboloide ellittico, diremo le 
S, le superficie trasformate della S. 

P e r  le deformate di 2." specie del paraboloide iperbolico l'equazione a 
derivate parziali è la ( V U )  €j 6 : 

Come per le precedenti equazioni abbiamo anche qu i  per le soluzioni 
della (VII)  le trasformazioni B, corrispondenti al  segiiente sistema di equa- 
zioni simultanee 

a ( O 1  - e, = tg cosh ( O ,  f 8) a zc 2 

a (ei + O )  - d 

a v 
- cot - senh (8, - O), 

2 

dove a è una costante arbitraria. 
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S e  4, 9, sono due tali soluzioni della ( V I I ) ,  da  una quaderna ( x ,  s ,  
A, p )  che soddisfi il sistema (VI I I ) ,  (VITIX)  3 6 si pasqa a d  una quaderna 
corrispondente (a,, Pi, A,, P , )  che soddisfa il sistema analogo, sostituita 4,  a 0, 

colle formole che andiamo a scrivere. Poniamo 

A = sen11 0 senh 0, - cos u cosh 9 cûsh Y, 

B = - senh 8 cosh 0, + cos G cosh 4 senh 4 ,  

G - cosh O senh 0, - cos o senh 9 cosh 4 ,  (38) 

D=- cos11 f) cosh Oi + COS G senh Q senh 0 ,  , 
e introduciamo la costante k data da  

le formole richieste sono allora le seguenti : 

k ai - sen a senh 8, . 1. - sen a cosh 9, . ?  - a 

k B, = sen a cosh 9, . ;i - sen senh 0,  . :J. - cos u . p 
V. e 

Ic ?$, = A i, + B y - sen cr senh 9 . - - sen u- cosh O . - (39) 
1' 4 

Le verifiche si fanno ne1 solito modo per derivazione ed osservando clie 
si ha l'identità : 

Scriviamo ancora le (39) risolute rapport0 ad  a, P ,  A, p : 

JC a = - sen o seiili 9 . i., + sen o cosh 0 . p., - a, 

f i $ = -  sen o cosh 9 . ?!, + sen u senh 0 . p., - cos G . p, 
KI P L  
P 

(5'1.) f i l =  A A , - C y - i + ~ e n u s e n l i ~ , . -  +senocos l14 , .  - , 
9 i 

Anche per qiiesto cas0 troviamo adunque clie dit uiia deformata S (di 
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2." specic) del paraboloide iperbolico, integrando le equazioni (37) per O,, si 
ottengono me superficie trasformate S, della medesirna specie individuate me- 
diante le loro equazioni intrinseche. 

CARO DELTdE DEFORMATE IMPROPRIB DEL PARABOLOIDE IPERBOLICO. 

Veniamo all'ultimo caso che ci resta da  trattare per le trasformazioiii 
intrinseche, quello delle deformate della regione ideale del paraboloide iper- 
bolico. Secondo il  § 7, esse dipendono dalla equazione a derivate parzisili (IX) 
delle superficie pseudosferiche 

a? 4 as Q - - = sen 0 cos 4 f i  i3vo 

e dalla successiva integrazione del sistema simultaneo (X) (X*) per l a  qua- 
derna di funzioni incognite a, B,  À, p. Ora, corne al $ 3 per le deformate 
del paraboloide irnmaginario, passianîo, con una trasformazione R, di BACKLUND, 
dalla soluzione 8 della ( IX) alla nuova soluzione O, ,  legnta a 0 dalle solite 
formole (8) $ 3. 

Costruito il sistema (X) ,  ( X " )  ove per 4 si ponga f i , ,  e per a, P,  A ,  11. 
rispettivamente u , ,  O,, l , , ,  p, ,  noi passeremo dalla quaderna (a, B, 1, p.) ad 
una quadema corrispondente (a,, O,, 2. , ,  p,) colle seguenti formole di sosti- 
tuzione lineare. 

Abbiano A ,  B, C, D il signifioato 1oi.o attribuito nelle (1 1) $ 3, e si poriga : 

cos" 

le formole domandate si scrivono : 

k a, = - cos a sen 4, . 1 f cos c cos 8, . p - sen o . a 
k pi = cos a cos 4, . h + cos o sen 8, . p. f p . 

u B 
k l , =  A A f  B / n + c o s a s e i i O . - f c o s o c o s 4 . -  

P a 
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L e  verifiche si fanno anche qui conie nei casi precedenti, osservando 
che dalle (12) segiie l'identità : 

In fine convwrà scrivere le (42), risolute rapport0 a d  a ,  P,  1 ,  : 

1, p - - cos s cos 9 . l., - cos 7 sen 9 . :J., , pl 
1 k 7. - A i.* $- C - coso sen 8, . - C O S G  COS o i  . 

2' 
9.1 

I c p =  BIs I   DO.^-+ C O S D C O S R ~ .  - C O S  o seil O ,  . 
I' 

Dopo cib vediamo che anche per le deformate improprie del paraboloide 
jperbolico vale una teoria. delle trasformazioni intrinseche come per gli altri 
casi. 

DESCRIZIONE DEL METODO PER LE RICERCIIE SEGUERTI. 

A questo punto abbiamo gi8 esaurita la prima parte della ricerca, pro- 
posta alla fine del s 7, stabilendo che per le deforniate di tutte le specie dei 
paraboloidi sussiste una teoria delle trasfoi~mazioni, per modo Che da ogni 
tale deformata S, i n t ~ g r a n d o  un'equazione differenziale del  tipo di Rrccs~r ,  
troviamo irzdiviclziute i~h . iwsecawe~z fe  & s u p e r f i c i e  trasformate S,  ancora ap- 
plicabili sui paraboloidi. E con questo, ove ben si osservi, si è già ottenuto, 
con maggiore sempliaità, più di quanto trovasi esposto ne1 segiiito della Me- 
rnoria al  'I'orno IX. 

Ma ora dobbiamo passare alla seconda e più importante parte della ri- 
cerca, dove dovremo dimcstrare come le superficie t ra~formate  S, possano de- 
terminarsi 11011 solo intrinsccamcnte, ma heri anche per la loro posizioiie nello 
spazio in relazione colla primitiva S, sicchè, conosciuta la S ,  si hanno sec- 
z'altro i n  temzini  finiti le trasformate Si. 
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Per  cib partiamo dall'osservazione che f ra  i punti di una deformata S 
dei paraboloidi e quelli di unn sua tresformata S, z! già stabilita una legge 
di corrispondenza, corrispondendosi due piinti M, 31, di S, S, ai quali corn- 
petano i medesimi valori delle coordinate curvilinee u ,  u. La proposizione 
fondamentale, affatio analoga a quella stabilita al $ 4 per le deformate del 
paraboloide inimaginario, che dobbiamo ogni volta dimostrare è l a  seguente: 
L e  dfie szq~el-jcie S, 8, possono collocarsi i n  tale posMio?ze relativa nello spaxio 
rlre o g n i  w t t a  c o n g i z t y e n t e  d u e  p m t i  cowisyondenti M, M,  tocchi in M la 8 
e i l 1  Mi la Si . 

P e r  dimostrarlo noi cercheremo, riell'ipotesi che la proposizione sussista, 
le formole effettive d i  passaggio dalla S alla Si e sulle formole trovate fa- 
rem0 poi le opportune verifiche. 

Denotiaino coi1 r ,  y, x le coordinate del punto M mobile sopra S e con 
X ,  Y, Z i coseni di direzione della normale alla S, e siano x,, y,, x ,  le coor- 
dinate del punto corrispondente III, di S, . Poichè M, deve per ipotesi gia- 
cere ne1 piano tangente in Ai alla S ,  sussisteranno certamente formule del 
tipo segiwnte 

dove Z, m sono appropriate funzioni di u, u da determinarsi in guisa che la 
superficie SI luogo del piinto (Y,, y , ,  x i )  soddisfi alle condizioni seguenti : 
1." abbia le equazioni intririseclie assegnate, 2.' la retta congiungente i due 
punti (x, y, z )  ( x i ,  y , ,  z , )  giaccia ne1 piano tangente di 8,. S'intende fa- 
cilmente che tali condizioni, se compntibili, determineranno urzicocamente 1, m ;  
ma noi urteremmo in rilevanti djfficoltà ove volessirno cosi procedere diret- 
tamente alla ricerca di queste incognite 2 ;  In. Lasciandoci invece guidare 
dall'analogia col caso già trattato al 9 3 ,  possiamo congetturare l a  forina 
probabile di queste funzioni ed il successo dimostrerà che 10 scopo viene cod 
effettivainente raggiurito. Pe i  casi che vogliamo trattare direttamente (gli altri 
deducendosi d a  questi) basterà assumere 1, nt proporzionali, per un fattore 

A l  pl costante, ai qiiozieiiti - 7 -, come avviene in effetto nelle formole (13) X [J. 
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§ 3 ("), cos) le formole domandate si scriveranno 

A i a x  p i a x  
x I = x + n  ( A  - -  a u +  -à;) ( a  costante), 

colle analoghe per y,,  x,, e reaterà solo d a  determinare in modo conveniente 
l a  costante a. 

Ora le formole fondamentali dalla teoria delle superficie danno : 

dove i simboli di CHRISTOFFEL sono i.elativi al d s2 della S, e A, A', A ' sono 
i coefficienti della. seconda forma qiiadratica fondamentale della S, e quindi 

(*) Non é fuor di luogo I'osservare che le formole (giA richiamate ne1 testo a l  § 3), 
che dànno il passaggio da una superficie pseudosferica 8 ad una sua trasformata di BACK- 
LUXD X, , oîfrono ancli'esse la c i r c o s t a n ~ a  qui osser iata .  E infatti se  nelle formole al 9 3 
poniamo 

h = c o s b ,  y = s e n O ;  A,=cosO,, y, =senO,, 

le A, p soddisfano il sistema lineare 

a a 0 a t . - a b  A -=-- 

a 17 a u b  ' a u  
e analogamente le  A,, p, . Di piii h l ,  ul dipen lono linearinente da 1, p colle formule 

À , = W X + C p ,  p l - B h + D p  

e le formole (9) § 3 pel passaggio da E e XI si scrivono cosi 

queste hanno appunto la forma (44) del testo. Cosi l e  ricerche segnenti della Mernoria sono 
da. rigunrdarsi come una diretta estensione alle deformate dei parnboloidi delle formole 
per  la trasformazione di BACKLUND per  l e  superficie pseudosferiche. 

Aîznali di il.lalemnticn, Serie  III, tom0 XII. 39 
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ne1 caso nostro A' = O. Se formiamo dalle (44) l e  derivate parziali di x i ,  
y,, z, corne occorrono ne1 seguito per le verifiche, troviamo 
guenti : 

a a ; r = L - + M a ; + a - A . X  a x 8 x li 
a A 

a x L -  a x 6 z 
1 

--pz+ a v &a; + ~ - A , < . X ,  
IJ. 

avendo posto 

a A{ ~ , - a  ( i ' ' ) +  a i l  l 1  1 4 -  aI* I  
a u  A 1 \ P 

"pi) 1 'pl 1 + a 1 ] M = a -  - + a -  a u  p. 

1 2  ' 2 2 

le formole se- 

Pe r  le ricerche iilteriori diventa ors necessario, separando i singoli casi, 
sostituire nelle (46) per le derivate di 2 ,  p ;  h i ,  p, i valori che seguono dalle 
rispettive equazioni differenziali e l ~ e i  simboli di CRISTOFFEL i 101-0 valori ef- 
fettivamente calcolati. 

VALORI DEI SIMBOLI DI CHRISTOFFEL PER LE DEFORMATE 

DEL PARABOLOIDE ELLITTICO. 

Cominciamo le ricerche indicate seguendo I'ordiiie stesso tenuto per le 
equazioni intrinseche nei paregrafi yrecedenti, ed occupiamoci dapprima delle 
deformate del paraboloide ellittica. Per  quanto abbiamo detto sopra, converrà 
prima d i  tutto calcolare i valori dei simboli di CHRISTOFFEL per la prima forma 
qundratica 

E d u ~ 2 F F u d v +  Gdv2 (a)  

di una tale deformata, defiiiita dalle formole (16) ovvero dalle (18) $ 5, se- 
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condo che la deformata è propria od impropria. Sia in primo luogo S una 
deformata propria e teniamo presente che la forma differenziale (a) è equi- 
valente all'altra 

(a2  + p)  d fiz + 2 a p d a d B + (B2  f p) d F2, (a') 

ricordando iiioltse che a, f i ,  i., p. sono tali funzioni di u, v da soddisfare le (II) 
$ 5. Applichiamo ~ l l o r a  le forrnole di CRISTOFFEL per l'equivalenza delle due 
forme, secondo le quali (Lexiotzi, Vol. 1, pag. 64) le derivate seconde delle a, :; 
rapport0 ad u, v si esprimono per le derivate prime. 1 valori dei simboli 

1' per la forma (a ) sono semplioemente z 

sicchè, applicando le dette formole di CHRISTOFFEL e le (11) $j 5, abbiamo le 
seguenti : 

a z B  - + - - i k  P B  [ a u z  H 
1 i . i . c o s o +  \ 1 l e  1 . p sen 

a 2 p  - -- - ( l ! - j.Co6 rd a u a v  i l )  + [ 1 - p sen O 

Risolviamo ciascuna di queste coppie di equazioni rispetto ai due simboli 
CHRISTOFFEL che vi figurano, ponendovi per le derivate secondo i lvro valori 
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che si traggono dalle (II) tj 5, e troveremo per le formole domandate: 

Questi sono i valori dei simboli di CHRISTOFFEL per la deformata propria S 
del paraboloide ellittico, definita intrinsecamente dalle equazioni (16)) (17) €J 5. 

Similmente se S, é u.na deformata impropria, corrispondente alle f u n -  
zioni O, a , ,  f i , ,  A , ,  p, e alle formole (18)) (19) $ 5, per i corrispondenti sim- 
boli di CHRIBTOFFEL, troveremo con calcolo analogo al precedente i valori: 
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CONGRUENZE w COLLE DUE FALDE FOCAL1 APPLICABIIJ SUL PARABOI,OIDE ELLITTICO. 

Prendiamo ora a considerare due deformate S, Si del paraboloide ellit- 
tico, la prima propria e la seconda iinpropria, corrisporidenti rispettivamente 
la S alle cinque funzioni (o, a, 3, 1, p), la SI alIe cinque ( O ,  al, F I ,  L ,  
legate alle precedenti dalle formole della trasformazione B, al $ 8. Vogliamo 
dunque dimostrare che S, Si possono porsi in tale posizione relativa nello 
spazio che vengano a costituire le due falde focali di una coiigruenza retti- 
linea W, i cui r,iggi siano le congiungenti dei loro punti corrispondenti. Per  
cib, secondo il metodo generale descritto al § 12, cominciamo da1 calcolare 
dalle (46 )  i valori dei cnefficienti L, M, P, Q ne1 caso attuale. A tale og- 
getto sostituiamo jn queste formole pei simboli d i  CHRISTOFFEL i loro valori (47) 
e. per le derivate di À, p., i , ,  !J., le espresvioai date dalle rispettire equazioni 
differenziali (II), ( I V )  8 5. Avendo inoltre iiguardo alle formole del 5 8 
per la trasformazione B,, ed effettuando semplici riduzioni, otteriiamo cos1 
dapprima : 

t a p (3 cos o - q a sen  w 
H 

+ q u c o s o .  
H A -  A ]  '" 1 

(49) p f3 cos w - q a sen w 

H , + B]  

+ a  p sen w - q cc cos o 

H Pi 

Corne si vede, M contiene il fattore A,, P il fattore pi ed, osservando le for- 
mole (30*) § 8, risulta che i coefficicnti estremi L, & conterraiino pure in  fat- 
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tore il primo i ,  l'ultimo pi se si dh alla costante a il valore: a = - . Dimo- 
k 

strereino che questo è in effetto il valore conveniente per l a  costante u,  sic- 
chb: le formole definitive pel passugyio dalla superJirie S alla Si sono le 
seguetzti: 

1 e non ci sesterà altro che eseguire le dovute vesifiche. Intaiito, con u = - , i 
k 

valori (49) di L, M, P, Q diventano: 

q a sen o - p F cos w 
---- - /. 9 Ic h *Fi - 1 

ra 
Q=-[c- Ic !) 

P F sen w t p COS - O. 1 . 
H 

1 
Di più, se nelle (45) sostituiamo per a il valore -- e per A, A" i loro 

k 
valori 

abbiamo: 

D a  queste formole calcoleremo i valori dei coefficienti della prima e se- 
conda forma quadratica fondamentale della superficie Si luogo del punto (x, , 
y,,  z,), definjta dalle (50). Indicando con 

questi coefficiriiti, dovremo dimnstrare che essi eguagliano rispettivamente i 
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coefficienti IC,, Fi, G,, A , ,  A',  , A", dati dalle (18), (19) 5. Dopo cib con- 
verià ancora provare che il piano tangente alla S, ne1 punto Mi contiene l a  
retta M X ,  e Io scopo nostro finale sarà raggiunto. 

Dalle (51), forrnando le espressioni 

S e  poniamo, secondo le (49") : 

le precedenti possono scriversi : 
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If,' F G In  queste sostituianio pe i  - , - , - i loro valori dati  dalle (16) Ej 5 
12 1 p.e 

e, raggruppando quindi i termini contenenti rispettivamente in fattore 

a" $ 1  a B, P2 - 1  2 
troveremo : 

- 

k2 
= (a2 + p )  (LI sen w - M' cos w ) ~  - 

1 2  

- 2 u ,3 (L ' sen  o -M '  cosw) ( L ' c o s  w + M sen w )  + 
+ , f i 2  + p) (L ' cos  w +- M sen m j 2  + 

H 

k z  Fi = (a2 + p) (L '  sen w - M cos o) (P' sen w - Q cos p) - 
1 r. 

- a  6 [ ( L ' s e n  o - M  coso)  (P cosw + Q'sen w) + 
4- (1,' cos w + M sen w )  ( P '  sen w - Q cos m)] + 
+ ((:2 + q)  (L cos o + M sen o) (Y coi, w + Q sen o + ?, p 

ko = a2 + p )  (PI sen r -- Q cos oJ2 - 
rd2 
- 2 u ,3 [ P' sen o - Q' cos w) (P cos w + Q sen w )  + 

\ 
+ ( f i z  + q ) ( P 1  cos m + Q +yA2. 

Ora dai valori ( 5 2 )  di Il', M ' ,  P', Q' deduciamo le formule 

L' ren w - M' cos rJ = = q C C  - 
H COS o senh 8, 

p Q Â  L' cos rù + LM' sen I,, = - 
H 
- sen o cos11 O 

P seri w - Q cos u = .r. CL - COS 5 cash 13, 
H 

p $ p  P cos w + Q sen w = -- --- - R sen O senh 6. 

Introduciamo questi valori nelle (54), ed avendo r i g ~ ~ a r d o  all'identità (II" )g 5 .  
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trasformeremo le (54) nelle altre: 

-- cos O senh O)'+ 

+ 2 a g ( P  - cos o senh 8) ('2 + sen n cosh 6 

- 
a A kx = (az + -  p)  (% - cos , sen11 8 )  j q z  - cos o cosh e) + 

A P  H 
Cr A + a i j [ [ ~ - c o s o s ~ n h 5 ) ( p # + s e n o c o s h 0 )  H + 

(56) 

+ ( y  - cos 0 oosh O )  (P+ + sen O cash 8 )  1 + 
p s p  + ( f i y  + q )  + sen o cosh 8 )  (H + sen o aeiih G ) + Y - I p 

- 

= ( t ig  + p )  (q3 - COS O cosb 6)<+ 
A2 H 

+ 2 ctp (q$ - cos o cosh 8) (P* + sen u senh O )  + 1 

Dobbiamo ora dimostrare che questi tre valori coincidono ordinatamente 
con quelli dati dalle (18) 8 5 per 

ko El - kz Fi k2 Gi 
1 2  

7 -  7 - 9  

1 PA r.2 
che si ha cioè: 
- 

ks = (kP + kt  p) coshf 9 - 2 k a, . k ,8, senh e cosh e 4- (k2fi: - k 2 p )  senh2 O 
À2 

k2 Ft -- - ( k 2  a: + kP q )  senh 8 cosh 8 - k  a ,  . k f i ,  (coshe 6 $- senhg 8 )  $ 
" r. + (k t  f i :  - kt  p )  senh 6 cosh 8 

-- lCz Gi - (kg a: f kt  p) senh' e - 2 ka, . k f i ,  senh 0 cosh 0 + (k2 fi;- k 2 p )  cosh' 8, 
r-" 
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O, sotto al t ra  forma : 

- 
''3 = (L a, senh e -- k a, cosh 6) (k pl cosh 6 - 1; 2, senh 8) -/- 

A p. 
+- (k2 q - k2 p ,  sen11 0 cosh 6 

- 

''2 = , k pi cosh e - k a ,  senh ej1 3- ks p senlig 9 - k z p  cosh2 8. 
ve 

Ma7  N. causa della (30) 5 8, si ha  

Ic pl senh 6 - Ic a, cosh O = À -- COS T senh 9 . a + seii a cosh O . B 

k B,  cosh 0 - k al senh 9 = 11. - cos 5 cos11 9 a + sena senh e . 0, 

e per la (29) ihid : 

k ? q = q s e n %  of, k r p = l - y c o s 9 5 ,  

onde le identità da dimostrarsi diveritano : 

- 
k* E; = (1 - cos o senli 8 .  a + sen o cosh B . + 
1 2  

+ sen o senh 0 . f i )  f ( q  sen2 o + p cos2 a) senh e cosh B I 
k' Gi = (v. - COS 5 cash 4 . a + sen o s ~ n h  9 . ,3 ie + 

,v-Z 

+ q sen* a senh2 8 + p cosP o cosh2 O - 1. 

S e  iiei primi membri delle 157) sostituiamo i loro valori dati dalle (56), 
dall'una e dall'altra parte delle identità da dimostrarsi abbiamo nella prima 
e nella terza funziorii iritere di 2.' grndo di A, p. rispettivamente, nella se- 
conda funziorii bilineari d i  1, p, e basta calcolare i singoli coefficient;, ri- 
cordando che si h a  : H=p ,û"k 4 a? $ p y, per vederle identicamente veri- 
ficate, c. d. d. 
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Procediamo ora alle riinanenti verifiche ne1 modo seguente. In prinio 
luogo dai valori (49*) di L, M, P, Q, avendo riguardo alle forrnole (30) fj  8 
ed all'identità 

H 
V.8 - 12 = - , 

deduciamo le formole: 

l a x ,  p . a x l  Formando dalle (51) le espressioni; - T- - - - ne segue ora:  
AI d z4 pi a 

dopo di che possiamo scrivere le (50) sotto l'altra forma: 

1 A a x i  x = x i + -  ----- ( ecc., 
k l i a u  p i a u  

Queste servono al passaggio inverso dalla S, alla S e dimostrano intanto 
che S,  S ,  sono le due falde focali della congruenza formata dalle congiun- 
genti i loro punti corrisponderiti. Resta ora soltnrito da dimostrarsi che sus- 
sistono le formole 

- 

Per  questo cominciamo dall'osservare che, derivando rapport0 ad u, v 
le (591, avremo formole della specie seguente [cf. fj  12):  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



306 Bila in c hi: Teoria delle trasformaxioni 

dove Xi, Y,, 2, iiidicario i coseni di direaione della normale alla SI, ed LI,  
M l ,  P,, Q, sono coefficienti di cui non importa calcolare i valori (7. Dalle (C,)  
deduciamo : 

A -  y * -  a s 
- A',-- - A",= k 2 X , - - .  
11 ,V a v 

Ora si ha 

colle analoghe per Y,, Z , ,  e poichè El, F,, G, hanno precisamente, per 
quanto si è visto sopra, i valori (18) 8 8 ne segue I'identità : 

per cib si ha 

e ne risultano le formole : 
a 3  a~ a n  i 

(*) Questi si troverebbero del resto faciluente dalle (48) 3 13 (cf. pitragrafo pre- 
cedente). 
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a xi a xi D a  queste, ponendovi per -, -- ecc. i loro valori (51), si vede in a u  a u  
ciascuna cornparire il prodotto di due determinanti di cui uno comune alle 
due formole è dato da :  

X Y Z  

cos1 si traggono le altre : 

L e  (62) diventano quindi, a causa delle identità (58) : 

che pos~iamo scrivere sotto l'altra forma: 
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e da  queste segue la formola 

- 
(h, f ;g 1, i i ) ( ~ ' l t  f -= 1, y, - 8.: = 0. 

- \l Hi 

D'altroride l'elemento lineare d s ,  della S, essendo dato, corne si è 
visto, da 

d S? = jcr; + q )  d a: - 2 ai pi d a ,  d Pi + ( P i  -- p )  d p i ,  

indicando con K, ln curvatura di S, , avremo (cf. (Ml 5 1) 

e per cib dalla formola di Gauss 

Sottrnendo quest'ultima dalla (64) deduciamo 

À i  u.1 indi moltiylicando la prima delle 63*) per , la seconda per - e sot- r- 
traendo, viene 

quindi ' ,  = O. Dopo cib le (63') danno 

e le nostre verifiche sono cosi  cornpiute. 
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IL TEOREMA A )  PER LE DEFORMATE DEL PSRABOLOIDE ELLITTICO. 

Sarh  bene ora che per questo primo caso delle deformate del paraboloide 
ellittico riepiloghiamo i - risultati ottenuti, aggiungendovi alcune osscrvazioni 
complementari. 

Supponiamo data una superficie S applicabile propriamente su1 parabo- 
loide ellittico e cerchiamo d i  determinare le oc2 congruenze W (di cui ab- 
biamo ora stabilito l'esistenza), ciascuna delle quali h a  per prima falda fo- 
cale I R  Y e pcr secoridn falda una superficie Si applicabile (impropriamente) 
su1 pa ra ldo ide  stesso. 

La prima questione ohe dobbiamo risolvere a. tale oggetto è quella di 
determiriare i l  sistema coniugato ( z r ,  v7 comune alla S ed al paraholojde. Noi 
abbiamo pet-cib d a  integrare l 'equazione differenziale del 1." ordine e del 

cl u 2.' grado in che si ottiene eguagliando a zero i l  Jaco l iano  delle duc se- 
dv 

conde forme quadratiche della S e del parliboloide. Comincinmo da1 dimo- 
strarc che bûstano per ci6 quadrature, che si ha cioè il teorema: Nota ztna 
superyficie S applicabile su1 pnmboloide ellittico, i l  siatetmc cotzilrgufo cornune 
alla S ed al paraboloide si de t e rn t i~~a  cotz quadrature (*). 

Siano 

D d t i 2 + 2  D 1 d z c d v +  D ' d v Z ,  D , d u $ - 2  D ' i d u d v +  D , d v 2 ,  

le due seconde forme quadratiche del paraboloide e della sua deformata S, ri- 
ferite ad un sistema c u i ~ i l i n e o  qualunque ( u ,  E ; , ,  e sja 

E d  N' + 2 E d  zi d v + G dv'  

la prima forma quadraticn comune alle due superficie. Se poniamo 

(*) La dimostraaione clle srgue ne1 testo è perfettamente analoga a quella di \T'EIY- 
GARTEN per  la, determinazione con quadrature delle linee di curvatura, di una superfici. TT '  
(cf. Leziotzi Lj 131, Vol. 1, pag. 284). 
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sa& IZ un covan'ante iwazionale simultaneo delle due forme, che eguagliato 
a zero darà l'equazione differenziale del sistema coniugato comune. Calco- 
lando questo covariante II prendendo per variabili r 4 ,  v quelle del sistema 
coniugato comune (u, v), abbiamo (cf. (M)  $5 3, 4) :  

n clie, per 1' identità: pZ - Le=  - si serive 
P Y 

Risulta di qui che : i l  covai.iante Q moltiplicato pev H=\ p pz 4- q a' f pq 
è uns forma differenziale ideJ in i ta  a c w v a t u ~ a  nulla. Bastano dunque in 
effetto tre quadrature per integrare I'equazioiie differenziale Q = 0 (Lexioni 
§ 37, Vol. 1, pag. 78). L a  proposizione cosi dimostrata, che si ripete inva- 
riata per gli altri casi delle deformate dei paraboloidi, è da raffrontarsi col- 
I'arialoga che fa conoscere per quadrature le linee di curvatura di una su- 
perficie nota a curvatura costante. 

Cib premesso, noi conosceremo con sole quadrature i parametri 1 4 ,  v del 
sistema coniugato oomune (u, v) alla S ed al paraboloide, e quindi anche le 
cinque funzioni 61, a,  f i ,  y, p di u, v che soddisfano alle equazioni del 3 5. 
Supponianio ora di  più di sapere integrare l'equazione di RICCATI da  cui di- 
pende la ricerca della soluzione generale 8 delle due equazioni sirnultanee (27), 
5 8, per la trasformazione B,, e ricordiamo che 8 dipende da  due costanti 
nrbitrarie, 5 compresa. 

A l l o r ~ ,  colle formole (30) del10 s t e m  3 8, calcoleremo la nuova qua- 
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ci faranno conoscere, in ttrlnini finiti, la  deformata inipropria S, del para- 
boloide, corrispondente secondo il § 5 alle funzioni: 8, a,, 13,, ?.,, pi. Preci- 
samente dalle (50) viene assegnata alla SI quella posizione nello spazio che 
rende S ,  3, le due falde focali della congruenza TV, formata dalle congiu~i- 
geiiti i loro punti corrispondenti. 

Supponiamo ora invece data ' la  deformata impropria S, e note quindi : 
1 

8 ,  04, pi , A,, pi .  L'integrazione dell'equazione di R ~ c c a ~ r  per tg - o, equi- 2 
valente al sistema simultaneo (27) 8 per la funzione incognita a, ci farà 
conoscere w con due costanti arbitrarie, e dalle (30") ibid. calcoleremo a, 6 ,  
A? p. Dopo di cib s'intende che le formole (59) del paragrafo precedente: 

daranno in terniini firiiti la corrispondente trasformata S. Pei, dimostrare questo 
basterebbe invero ripetere calcoli simili a quelli eseguiti nei due paragrafi 
precederiti; soltanto bisognerebbe scambiare dappertutto S con S, e in par- 
ticolare ricorrere :ille formole (48), § 13, che dànno i valori dei simboli di 
CHRISTOFFEL relativi alla 8,. Cosi abbinnio perfettaii~ente stabilita la  proposi- 
zione seguente: 

Ogni defownata propria (impropria) del paraboloide generale ellittico 
appartiene, corne prima faida. focale, ad una  doppia infinità d i  congmeme  
rettilitzee W ,  la czci seconda firlda è alla sua volta una  drformata inzp~opr ia  
(pro2~ria) del pnraboloide stesso. L e  ope~axioni  nnaliticlze necessarie per co- 
strrcire, assegnata ln prima falda focale, le rne congrzretzze d i  questu specie 
consistono i i b  quadl-atzcre e ne12'integraxione d i  un'eqztaxione differenxiale del 
1 . O  ordine del tipo d i  RICCATI. 
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- 

Come si vede, è questo pel caso delle deformate del paraboloide ellittico 
il teorema fondamentale A )  della prefazione precisato, ne1 senso che già ir i -  

dicammo, rispetto alla specie opposta delle due falde focal;. 

LE 00' SUPERFICIE TRASFORIIIATE PER UNA B,. 

1 risultati e le forniole che abbiarno trovato per le trasformazioni delle 
superficie applicabili su1 paraboloide ellittico presentano evidentemente una 
perfetta analogia con quelli relativi alle trasformazioiii di BACKLUND per le 
superficie pseudosferiche: e cib tanto da1 punto di vista geometrico, quanto 
da quel10 analitico delle operazioni d'integrazione necessarie per ccksti,uire le 
trasformate di una data superficie dell'una O dell'altra classe. 

Vogliamo 0i.x osservare un altro notcvole ravvicinamento fra i due cas;, 
che si ottiene yroponendosi la questione seguente. Se di una super,ficie pseu- 
dosferica data S si considerano le ooi trasformate di BACKI~UND per rnezzo di 
una B, a costante fissa o, il luogo dei punti della Si, corrisponderiti ad un 
dato punto M della S, è un circolo (di raggio costante) tracciato ne1 piano 
tangente in M alla S e col centro i n  M. 

Ora ci domandiamo : Quale è i l  luogo cwv i sponde~l t e  se pvendiamo per S 
t w a  J a f o ~ m t u  ( p ~ o p ~ i a  od i n z p r o p i u )  del paraboloide ellittico e cotisideriuwzo 
le mi szrpe~ficip t ~ ~ a s f o ~ w u t e  8, della S per mezzo  d i  u n a  U ,  a costante 
,fissu a ? Tale luogo è evidentemente, per ogni punto M di S, tracciato ne1 
piano tangente in 11 alla 5' e iioi diniostreremo che : i l  Euogo in discorso è 
u n a  conica C a centro, d i  fovma ipevbolica od ell i t t ica secondo clze la defor- 
m a t a  S del pavaboloide è propria  od impropr ia ;  lu fortna del la  conica C tael 
p iano tangente i?z M a l la  S e la sua  g i a c i t u ~ a  ?%petto a g l i  e l e ~ n e n t i  d i  S di-  
pendono solo da l la  posizione del punto M su i la  supm-Jicie e vestmzo ircvariabili 
quundo la szcperficie S s i  d e f o m u  seco trascinando i suoi p iani  fangenti .  

Per dimostrare questa proposizione suppuniamo dapprima che la defor- 
mata 5' del paraboloide sia propria e ricorriamo alle formole (50) 14, che 
danno le mi superficie tsasforrnate S, . Fiesato i l  punto M =  (x, y ,  x) di S 
che si considera, tutte le quantità che figurano iiel seoondo membro delle (50) 
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saranno fisse tranne l , ,  p, che, secondo le formole (30) 5 8, contengono il 
parainetro 0 variabile con S, . Già da1 fatto che I , ,  pi, e per cib x , ,  y , ,  xi 
dipendono linearmente da cosh 0,  henh O risulta che i l  Iiiogo descritto, ne1 
piano tangente di S, da1 punto (x,, y , ,  2,) sarà un'iperbola. Per  vedere 
meglio la forma e la giacitura di questa conica C sostituiamo in primo luogo 
nelle dette formole (50j alle derivate di x, y, x rapport0 ad u, v quelle rap- 
porto ad U, B secondo le formole che risultano dalle (II) $ 5 : 

a x a x 
a A cos w - + sen w - p, a a a a $1 p 

ed avremo cos1 : 

1 a x  i a x 
x, = x + - (1, sen w - pi cosw) - - - (1, cos w + pi sen o) - 

k a u  k a P ' 
Riferjarno ora il nostro luogo C, ne1 piano tangente in M ,  ai due assi 

cartesiani obliqui dati dalle tangenti alle linee coordinate (a, f i )  ; se indi- 
chiamo con t;, q queste coordinate di 11, ( x , ,  y , ,  xi) riferite ai due detti 
assi, e ricordiamo che si ha 

ne dedurremo subito : 

Sostituendo in queste per A , ,  pi i valori tratti dalle (30) 5 8, ne dedu- 
ciamo : 

kz 5 -- - - - + sen a oosh 8 .  1 -sen a senh 6 . p 
\ p 2 + q  9 

kt -0 a -= - - cos F senh 5 .  A + cos a cosh o .  p 
\ x 2 + p  P 

x2 p" 
ed eliminando 8 col ricordare che si ha P"-À' = - + - + 1 , abbiamo 

P 9 
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l'equazione del luogo C:  

L a  C è adunque un'iperbola la  cui forma e giacitura ne1 piano tangente 
di S sono invariabili per le flessioni di S, cnme si era enunciato. Si osservi 
che le direzioni delle linee coordinate (a ,  k )  risultano parallele a due dia- 
metri coniugati del17iperbola. Notevoli sono poi i casi particolari in cui P abbia 

7i i valori estremi P = O O o = , riduceiidosi a l lora  il luogo rispettivamente 
2 

alle rette 

5 - - p \ I p 2 +  q ,  r l = - u \ / u z +  p. 

Similmerite se ccinsideriamo le cd trasforinate S di una deformata irri- 
propria del paraboloide ellittico, ricorrendo alle formole inverse (59), 9 16,  
troviamo che la conica C è allora 17ellisse rappreseniata dalle formole: 

ove w è il parametro variabile. L7equazione di questa ellisse è quindi: 

I n  fine poichè le coordinate di un pimto mobile sulla conica C si espri- 
1 1 mono ne1 primo cas0 razionalmente per tgh - 8, ne1 secondo per tg - w ,  e 
2 2 

queste sono le incognite rispetto alle quali le equazioni di trasformazione (27)) 
§ 8, assumono la forma di RICCATI, ne deduciamo: Le conicke C, tracciate 
taei piani tangenti di m a  deformata S del p w  aboloide, sono incontrate da 
quattro delle superficie trasformate in gruppi di quat t~o  punti iZ czci bimp- 
porto k costante. 

Non ritorneremo più sulle identiche circostanze che si ripetono nei casi 
seguenti per le deformate proprie od irnproprie del paraboloide iperbolico, e 
solo diremo che anche qui le coniche C sono iperbole per le deformate pro- 
prie, ellissi per quelle improprie. 
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IL CAS0 SINBOLARE DEL PARABOLOIDE ROTONDO. 

Dalle nostre ricerche sulle deformate del paraboloide ellittico noi abhiamo 
fin qui escluso il caso del paraboloide rotondo. Dimostreremo ora che questo 
è in effetto per la nostra teoria generale un caso d'eccezione, perchè le ao2 
vongruenze W della nostra specie, aventi per prima falda comune una dc- 
formata del paraboloide ellittico, si riducono allora ad una sola congruenza, 
quella delle tangenti alle deformate dei meridiani, e per cib le w2 trasfor- 
mate della superficie primitiva vengono a coincidere nella sua complementare. 
Da1 nostro punto attuale di vista (delle trasformazioni per congrupnze W delle 
superficie applicabili sulle quadriche) si comporta dunque più semplicen-iente 
il generale parabdoide ellittico che noil quel10 rotondo (*). 

Per  dimostrare quanto abbiamo asserito riprendiamo le formole del $ 8 
1 1  relative al paraboloide generale ellittico, ma non supponiamo più - - - = 1, 
P q 

bensi, supposto sempre p < q , poniamo 

e rnodifichiamo in corrispondenza le formole. Facendo poi convergere R verso 
Io Zero, otterremo i l  paraboloide rotondo corne caso limite. Intanto la modi- 
ficazione che si introduce per cib nelle formole del €j 5 è questa soltanto che 
a quelle equazioni (1), ( I l )  ai sostituiscono ora le altre. 

a z w  a Z o  
-- + -- = R2 sen w cos w a uz a v 2  i 
a z e  a 2 9  + - = RZsenh 0 cosh 9, a> a 

(*) Come si s a  (cf. la mia Nota nei Reizdiconti dei Lincei, settembre 1899) anclic ne1 
cîço del paraboloide rotondo si pub costruire una teoria delle trasformazioni partendo da1 
lepame che il teorema di GUICHARD stabilisce f r a  l e  deformate del paraboloide e l e  super- 
ficie d'area minima. Ma qui, essendo già  note in termini finiti tut te  l e  deformate (DAR- 
nous), l a  teoria è ben lungi dall'offrire l'interesse del cas0 generale dove si t ra t t a  di  ver i  
e proprii  metodi d'integrazione. 
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restando immutate le rimanenti. P e r  la  trasformazione B, del § 7 le for- 
mole (27) diventano 

3~ a e  -- 
a u  fi = R (COS a COS w ~ e n h  9 - sen a sen r3 cosh O ,  

a6)  a b  
- + a = R ( s e n a c o s a s e n h 0  + coso  senocoshh) \ a u th 

e le (30) si cangiano nelle altre 

k a, = - R sen o . p - cosh 9 . A + senh 8 . p. 
k 6 ,  = - R cos a . a - senh 0 . i. + cosh o .  p 

CI k h i = - s e i i o -  + cosw -RD.).+ R B . ~  
P 9 

1 
i 

Passando a1 limite per R = O, le funzioni w, 6 diventano, secondo le (a), 
a z y  

due soluzioni coniugate dell'equazione A2 p. = a ,bz + = 0, cui si riducono 

le (a), e le ( y ) ,  ponendo per semplicità p = q = 1, danno le formole 

a ,  -7 - cosh O .  j. + senh 9 .  p , 0, = - senh 8 .  h + cosh 8 .  p 

2 ,  =-sen o.^ + cosw . f i ,  p i =  c o s w . ~  + s e n ~ 1 . p .  

01-a le linee inviluppate d e  deformate S del paraboloide i-otondo dai 
r;iggi di una dclle nostre congruenze hanno, Fer le (50) 5 1 4 ,  l'equazione 
tliiferenzinle 

ovvero, per le formole superiori : 

A (cos o .  CI + sen w . f i )  d u + ,u (sen o . a - cos . p) v = 0. 

A causa delle (II) 5 5, questa si scrive in coordinate a, 0 : 

a d p - - / 3 d a = o ;  

B le liiiee integrali sono dunque precisaniente. le - = cost., cioè le deformate 
a 

dei meridiani, c. d. d. 
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Passiamo ora a considerare le deformate del paraboloide iperbolico, co- 
minciando d a  quelle (proprie) di l." specie. Secondo i l  s 9 ,  supponiamo di 
conoscere, mediante le loro equazioni intrinseche, due tali deformate S, S, , 
corrispondenti ai due sistemi di funzioni : 

legate f1.a loro dnlle forinole della trasformazione B, al 5 9. Si tratta anche 
qui di dimostrare che si possono r ~ n d e r e  S, Si falde focali di unn coii- 
giauenza W, genernta dalle congiungenti i loro punti corrispondenti. P e r  cib 
applicandn al solito il metodo descritto al 5 12, partirerno dall'ipotesi che le 
formole di passaggio dalla S alla Si siano le (44) 5 1 2 :  

r , = r + a  y-+ Yi (?2 $ 3 ,  ecc. , 
e cercheremo di deterniinare la costante a in modo conveiiieiite. Pr ima di 
tutto occ0ri.e calcolare i valoïi dei sirnboli di CHRISTOFFEL per il d s P  della S, 
e questi si tïovano dati, con calcoli analoghi a quelli eseguiti ne1 $ 13, dalle 
for mole seguenti : 

cosh 4 + p F seiili O 
H 1, 
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Derivando allora x i ,  y , ,  x , ,  per le formole corriepondenti alle (45) $ 12. 
risulta : 

dove i coefficienti L, M, P, Q hanno i valori: 

p i  A 9 K cos11 4 + p P seih 4 L= ~ [ c ~ . , - - c o s ~ B , .  h -- "' senh Bi. - + --] + a - JT IL, 
P 4 

-- C- 
ali[ 

q cc senh 8 + p F cosh 6 
P H 

+ a  
q cr senh 0 $ p I: cosli 9 

H IJ- 1 . 

Anche qui il  valore conveiiiente da darsi alla costante a è quel10 che, 
in base alle (35") $ 9, rende L divisibile per A ,  e & per p, ; questo è il va- 

l ]ore n = - - 
k 

Le formole definitive pel passaggio dalla S alla Si si scrivono cos): 

e i valori di L, 1% Y, Q son6 i seguenti : 

L=- - A - + -  " [ q cc cosh 6 + p P sen11 Fj 
k I R 

q a senli 8 + p (3 cos11 9 
H 

q a cos11 4 f ' p  P senh 6 p z - -  H 

q o! senh 6 + p F cosh 8 Q = e [ ~ + -  H P ]  . 
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Ora andiamo rapidamente a verificare che la superficie Si data dalle (66) 
ha  precisamente le equrizioni intrinseche (22), (23) 9 6, ove 0, a, P ,  A, p. siano 
rispettivamente sostituite da O , ,  a,,  p , ,  2 , ,  p i ,  cioè le seguenti : 

Xi = [(a: + p) cosh2 8, - 2 a ,  hl senli 8, cosh 8, + (6; + q )  senhe O, )  .ii 

Fi = [ (a:  + p) serih 8, cosh 8, - LX, p ,  (cosh2 8, f senhz 6,) $ / 
+ (8 :  + p i  senh 8, cosh 8.1 . h i  pi \ (68) 

Gi = [(a: + p) senhe 8, - 2 a ,  6, senh e, cosh 8 ,  +. (p i  + q )  cosh2 el] . p: 

- 
\ P P  A , = d Z . A , ,  * , , = O ,  ani-  + -.i 

dB1 d H ;  
i p i .  

Dopo cib sarà dimostrato il teorema 8) anche per le deformate di 
1." specie del paraboloide iperbolico e le formole (66) serviranno per paçsare 
da iina tale deformata S nota alle sue c d  trasformate S,. 

Con notazioni perfettamente nnaloghe a quelle usate ne1 5 15, troveremo 
dapprima : 

dove, in corrispondenza alle (671, i coefficienti 1. , III ,  I' , Q '  hanno i 
Annali di Makmnticn, Serie III, tom0 XII. 42 
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- --- - 

valori : 

L ' = - A  + q a cosh 6 4- p f~ senh 0 
H - 4 

M ' = C -  q o! senh G + p p cosli O 
H , 

Pl=-B-  q a cosh 0 + p eenli 9 
H EL7 

& ' = D  + q R seiih O + p p cash O 
U 

Sostituendo nelle (70) per E,  F ,  G i valori dati dalle (22) (j 6, indi 
raccogliendo i termini contenenti rispettivamente 

+- P, 0, F2 t q, 

si trovmo foi~nole m d o g h e  nlle 154) 15, o17e figurano i qurittro binomjj : 

q a h  
cosh O 11 1- senh 4 M = 11 - senh 5 cosh O , ,  

2) P 'h senh 6 L' 3- cosh 4 M '  = - - -f cosh o senh 6,, 
H 

senho Pl + costi 9 Q - = P ' ; ~  + coshocosli O , ,  
11 

le epagl ianze scritte doducendosi dalle (71). Dopo cib, tenendo conto della 
identitti : 

i n  modo affatto simile n quel10 tenuto ne1 § 15, si dimostrano le identità 

coinpiendo cos1 le verifiche per quanto riguarda la prima forma fondamentale 
della S,  . 

Procedendo ora d l e  verifiche rimanenti, osserviamo che dai valori (67) 
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di L, M, P, Q seguono le identità: 

1 'J. V. M +'&=A 
'hl [J. i pi 

e quindi dalle (65*) le altre 

Ne segue che le ( 6 6 )  possoiio scriversi sotto la forma equivalente 

e queste dimostraiio (cf. 5 16)  clle S, SI sono le due falde focali della con- 
gruenza generata dalle coirgiuiigenti i loro punti corrispondenti. Ed orfi, come 
al § 16, si traggono di qui per i coefficienti A,, A , ,  A ', della seconda forma 
fondamentale di S, le equazioiii: 

D 'd t ra  parte, per la forniola relativa alla curvatura Ii, (cf. 8 le), si ha 

che sottratta dalla precedeiite dà: 
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Dalle (72) si trile ora 

' h a  , , 2  
e poich8, colle formole al C; 9, facilmeute si esclude cile p o s a  aversi jy = !,:~ 

i 

ne segue A ,  = 0, iiidi dalle (72)  : 

conformemeiite alle (23) 5 6, ossia alle (69) 5 20; cos1 è completata la nostra 
verifica. 

TRASFORMAZIONI DELLE DEFORMATE DI  2.a SPECIE DEL P~4RABOLOIDE IPERBOLICO. 

Siano S, SI due deforniate di 2." specie del paraboloide iperbolico, de- 
finite dalle 101-0 equazioiii iiitrinseche, e corrisponùeiiti rispettivamente, se- 
condo i l  § 6, ai due sistemi di funzioiii (6, x ,  B, I ,  p ) ,  (Oi, a,, Pi,  J i ,  p,) 
legate fra loro dalle formole della trasformazione B, al 10. Vogliamo di- 
mostrare anche per questo caso la proposizione generale enunciata al § 12. 
Ma qui, volendo condurre i calcoli ne1 modo stesso corne ai $5 14, 16, con- 
viene riferirsi, anzichè ai parametri reali u, v delle linee assiritotiche, alle 
variabili coniugate 

v i = u +  i v ,  0 , - U - i v .  

I n  queste variabili le equazioni differenziali fondamentali (VI I I )  $ 6 di- 
ventano: 

a u  1 i 
- - (cosh 8 -- i senh 8 )  (1 + i p) ,  a p  =-- a ?(, - 2 a; 2 

(cosh 8 + i senh 0 )  (1 +i p )  

a u  - 1 
- - a p  i - (cosh 0 + i senh 8) (1. - i ?), a. = - (cosh 9 - i senh O )  (1 - i p )  a u ,  2 i 2  
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a (1 4- i (1.) - 
-- B 

a m  ( o o s h 0 - i s e n h 8 ) ~ + i ( c o s h 0 + i s e n h 8 ) -  P !? + 
ô 9 . a ( h - i # , )  + i - 0% -- t p.), - a o - i - ( À + i p )  a 0, a Ili a 

a()\  t i l ) -  . a  9 -- . a(1-i  1 )  - - z - ( A  - z /A), - -(cosh4 f isenh0):- ii V l  a 2 4 ,  a a, 2) 

i a e  ~ , + i p ,  -- i (cosh4 - i senh O )  - - 
q a Il l  

e pei valori dei sirnboli d i  CHRISTOFFEL t roviamo:  

( 1 1  1 8 (1 + i p.) i- 

+ q cr. (cos11 9 - i senli 9) - ip P (cosli F) + isenli 4)  
2 H  P + i P.) 

q 2 (cosh 4 + i seiili 6) 4- i p 1J (cosli 9 -- i seiili ri) ( h  + i u.)t +- - 

2 H  h - i ;J. 

+ q r. (cosli 4 - i senli 6) - i p  p (cosli 9 + i senli 0) ( h  - i p)2 
2 IZ 1. + i y. 

+ q or jcosli f) + a' senli 4)  + i p  p (cos11 9 - i seiili 9) 
2 H  

(1- i r \ .  

Facendo uso di queste formole, i calcoli procedoiio ne1 modo stesso coine 
agli indicati paragrafi, e si t r o v a  che le formole pel passaggio dalla S alla Si 
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debboiio assumere qui la forma 

i dore a è una costaute pel cui valore trovasi a = - Le rerifiche si fanno k 
allora affatto analogamente come ai  SS 15, 16 e la proposizione è cosi di- 
rriostrata. Ed ora se ripristiriiamo nelle (73) i parametri reali assintotici zc, v, 
abbiamo le formole di passaggio dalla data deformata S di 2.a specie del 
paraboloide iperbolico alle sue noe trasformate S, sotto la forma definitiva 
reale : 

Gosi per le deformate proprie, tanto di 1." quanto di 2.' specie, del pa- 
raboloide jperbolico abbiamo dimostrato il teorema A ) .  P e r  completare le ri- 
cerche converrebbe esaminare se anche ne1 caso delle deformate rigate (di 
3." specie) sussistoiio le medesime proprieth, come appare yrobabile da quel10 
che accade ne1 caso analogo delle deformate rigate dell'iperboloicle rotondo (7. 
Noi perb qui tralasciamo tale ricerca secondaria pel nostro scopo. 

TKASFORMAZIOKI DELLE DEFORMATE IMPROPRIE DEL PARABOLOIDE IPERBOLICO. 

Pe r  le deformate del paraboloide iperbolico non ci resta pih da  consi- 
derare che I'ultimo caso delle deformate improprie. Siano & SI due tali de- 
formate, definite intrinsecamente dalle forinole (25), (26) al § 7 e corrispon- 
denti rispettivainente ai due sistemi di funzioni ( 8 ,  a ,  P, A, p), (Oi, a,, f i , ,  A, ,  p,) 
legate fra loro dalle formole della trasformazione B, di BACKLUND a1 11. 

Cdcolando i n  primo Iuogo i valori dei simboli di CHRIBTOFBEL per il d s2 

(") Vedi i 53 2, 24 della mia IIemoria citata ne1 Tom. XIV deyli Atti delln So- 
ciela dei XL. 
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della prima superficie S, troviamo (cf. $j 13) : 

Anche qui i l  passaggio dalla S alla S, si effettua, in termini finit;, con 
formole corne le (44)  a1 Cs 12, ed i l  valore conveniente per lx costante a è 
dato drt 

COS G 
a= 

k 9  

sicchè le formole definitive si scrivono : 

COS G 1' a . ~  p, 2.x 
T i = x +  -- -- 

k O, ecc. 

Pei. conipiere si1 qiieste le dovute verifiche, si cominci d~ll'osservare chc 
le (45) 5 12 diventano qui : 

coi valori seguenti per L, M, P, Q :  

p p cos O + q cr sen 8 l 5  
rr 1 

^' I p P sen 9 - q a cos 6 
A[==- k [J. c tCOSo --- H 11, 
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p F cos Q + q cz sen 9 
11 

p F sen O - q a cos 9 Q = [ : [ D  + cos. II !,.] 

Dopo cib, con lin calcolo come al kj 15, si constata che la superficie S ,  
definita dalle (75) ha la prima forma fondamentale data dalle (25) 7,  ove 
si pongano O , ,  a,, O,, ?>,, p i  al posto di 8 ,  a ,  fi,, 1, p. Poi dalle identità 

si rede clle le 175) possono scriversi anche 

e ne risulta al solito clle S, Si sono le due falde focali della congruenza for- 
mata dalle congiungenti i loro punti èorrispondenti. In fine, con un procedi- 
mento coine al $ 16, si verifica clie anche i coefficienti della seconda forma 
fondamentale di S,  hanno i valori prescritti 

Cos1 anche per quest'ultimo caso delle deformate improprie del parabo- 
loide iperbolico sussiste il teorema A )  della prefazione. 

Prima di chiudere le nostre ricerche su1 teorema A )  vogliamo t r a t t ~ r e  
ancora di una classe di superficie reali applicabili sopra quadriche (immagi- 
narie) a centro che spontaneamente si collegano alle deformate improprie del 
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paraboloide iperbolico come loro co~ziugate  i f z  defovmaxione (*). Sono queste 
le speciali quadriche, tangenti al circolo immaginario all'infinito, che già si 
presentarono nei miei studî sulla deformazione delle congruenze rettilinee al 
modo di Rrsaucou~ (**), come collegate alle superficie pseudosferiche. 

Noi lasciamo cos) per un moment0 i l  soggetto speciale della deforma- 
zione dei paraboloidi; ma le notevoli relazioni che troviamo fra le defor- 
mate delle due specie di quadriche meritano tanto più una breve digressione 
che esse indicano come prohabile I'esistenza di relazioni analoghe pei casi 
superiori. 

Per  compiere la ricerca clle abbiamo in vista, rjprendiamo a considerare 
il sistema differenziale ( X I ,  7, da  cui dipendono le deformate improprie del 
paraboloide iperbolico corrispondenti ad una data superficie pseudosferica 2, 
definita da una soluzione fj dell'equazione ( I X )  ibid. Noi riconosciamo facil- 
mente che, sotto altra forma, questo sistema coincide con quel10 delle equa- 
zioni (6). (6') al S 310 delle Lezioni  (Vol. II, pag. 244), ove si faccia 

Risulta di qui dai teoremi al Cap. XX delle Lexioni  che la super- 
ficie Sinvi luppo dei piani normali alle linee @ = cost. della superficie 2 lia 
un elemento lineare fisso, espritnibile pei parametri u ,  8, che appa&iene ad 
una quadrica a centro (immnginnria) tangente all'assoluto, quadrica che indi- 
cheremo con Q. Ogni deformata impropria S del paraboloide iperbolico de- 
termina cos) iinivocamente una deformata s di questa quadrica Q. F r a  i 
punti di S, S è  stnbilita una corrit;pondenza (corrispondendosi i punti di egutili 
coordinate ciirvilinee t i ,  v ) ;  e siccome questa corrispondenza conserva i sistemi 
coniugati, ovvero le assintotiche, ne dedilciamo che ad ogni sistema di assin- 
totiche v i h a l i  di S corrisponde sopra un sistema della s t e m  naturn, onde 
ad ogni flessione della S ne corrisponde una della 3 come sua coniugata in 
deformazione (n. c.). Segue di qui che alle geodetiche di S corrispondono le 
geodetiche di 

(*) Pel significato di questa denominazione vedi la mia Nota dell'aprile 1902 nei Ren- 
diconti dei Lincei: Sopra un probleina velrctivo al la  teoria della cleformaaione tEe2le su- 
pevficie. 

(**) Vedi la Meinoria ne1 Tom. VI di questi Annali (1901) e le Leiioni  § 307. 

Annali di ililatematica, Serie III, torno XII. 4 3 
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Diamo ora una conferma diretta di questi risultati. Se  itidichiamo con 
- - - 
x, y, x le coordinate del punto di contatto della superficie S c 0 1  piano nor- 
male ne1 punto (x, y, x) alla linea = cost. sulla superficie pseudosferica 2, 
dalle formole (6) S 2, e da1 sistema differenziale (X)  7 iàcilrnente rica- 
viamo le formole seguenti: 

9 1  Y 9 %  X = X - -  X ,  - - X ,  + - X 3  ecc., 
F P P P (77) 

che derivate danno 

a - = L ( q ~ ~ ~ e ~ ) . ~ , + i * ~ 2 )  G + ( p s e n e - - c o s e  x3 
at' pe i p ) 1 ,  j 
a G  
- = - 1 sen e (1 Xi + p X,) - (6 cos 0 + ' sen 0 X3 , ecc. au  $2 p 1 1 \ 

Di qui si cnlcola subito, in coordinate PI, v ,  il qiiadrato cl s' dell'ele- 
mento lineare di che, espresso per rnezzo delle (X) S 7 in coordinate a, P, 
diventa : 

- . - p F 2 d u P + 2 p a P d z d ~ + g ( p F ' - t c "  
d s  - P 9 )  d Pz 

pP4 . 
(79) 

Se poniamo 

il  luogo del punto (x, y, x) è una quadrica &, a centro, di equaziorie 

e coll'elemento lineare 

d s 2 = ( d x  + i d y ) ( d x - i d y )  + d x P  

dato appunto dalla (79). Paragoniamo ora i l  fi di Q coll'altro 

delle deformate improprie del paraboloide iperbolico ed indicando per cib 

con 1 i: 1 i sirnboli di CHRI~TOPFBL pel d s2 e con 1 7 1 quelli pel 6, tro- 
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veremo : 

Sono dunque soddisfatte le quat t ïo  condizioiii 

le quali esprimono (n. o . )  che i due d s2 si corrispondono geodetieatnente. Di 
più, se con 

indichiamo le loro rispettive curvature, troviamo 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



330 B i a  jz c IL i : Teor ia  delle t ras formax ion i  

Ne segue che sono ulteriormente soddisfatte le due condizioni 

Ic quali, unite alle precedenti, esprimono appunto che i due elcmenti lineari 
sono coniugaCi in deforrnaxione (n. c.). 

CORRISPONDENZA DELLE CONaRUENZE w PER LE DUE CLSSSI DI SUPERFICIE. 

Di~nostsiamo ora che anche per le superficie S applicabili sulla quadrica 
n centro Q sussiste i l  teorema A )  della prefazione. Corne al 3 3, prendiamo 
per cib una trasformata 2, di BACKLUND della superficie pseudosferica ini- 
ziale 1 e sia quella deformata dalla quadrica Q che si decluce dalla Xi, 
come prima la F d a l l a  2, secondo le formole corrispondenti alle (77): 

deducendosi le a , ,  O,, A,, pi dalle a, P, A, p colle formole (42) § 11. L e  due 
superficie S, hanno cos) nello spazio una posizione perfettainente determi- - -  
nata e fra i loro punti M, Jl, è stabilita una legge di corrispondenza che 
conserva i sistemi coniugati. Dimostriamo ora che: le co?lgiutzgenti due p u d i  
cowispondent i  M, Aii getzeruno u n a  congruetam W ,  d i  czii S, S, sono le  due 
fa lde focali. - - 

Basterà provare che la retta MM, tocca in la S e, per ragione di 
simmetria, sarà anche provato che essa tocca in M la SI. Ora, secondo le 

- - -  
(78), i coseni di direzione X ,  Y, Z della riormale alla S sono proporzionali 
ai  tre binomii 

p X i - A X P ,  11 Y4-À Y2,  pZi-AZ2. 

La nostra yroposizione equivale quindi all'annullarsi della somma 
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che facilmente verifichiamo aver luogo sostitueudovi gli effettivi valori (77)) 
- - 

(80) di x, r , ,  ed avendo riguardo alle (10) 8 3, (42) § 10. Cos1 è dimostrato 
il teorema A )  per le deformate della quadrica Q. - - 

E d  a ra  paragonianio la congruenza W, colle due falde focdi  (S, S,), 
coll'altra avente le falde focali (S, Si) rispettivameiite coniugate in defornia- 
zione delle precedent!'. L e  quattro superficie si corsispondotio punto a punto, 
e noi vogliamo diinostrare che: i m g g i  cowispo~zdeizti  delle dire congvuenxe 
sotzo condotti i f 2  d irexioni  cowispondent i .  P e r  cib, ricordando che le linee in- 
viliippate soprn l a  S (O la  S,) dai raggi della seconda congruenza hanno 
I'equazione differenziale 

basterh provnre che alla medesima equazione differenziale soddisfano le liiiee 
- 

inviluppate sopra la S (O la s) dni raggi dell'altra congruenza. Ora, a causa 
- - 

della relazione f in  8, S ,  , sussistono certamente fra le coordinate dei loro punti 
corrisporideriti relazioni del eolito tipo 

dove 1, m sono convenienti funzioni di 24, v. Sostituendo in queste i valori 
dati dalle (77) )  (78), (80)) facilmente troviamo 

X i  p i  e percib 1:  nt = - : - il che dimostra appunto la  nostra asserzione. 
1 rd 

Riassumiamo i r i su l t~ t i  ottenu ti  nella proposizioiie segiiente : 
L e  super$cie S applienbil i  szdla regione ideale del pnraboloide ipe?402ico 

hanno  per superficie co~z iugu fe  in d e f w m a z i o n e  quelle applicnbil i  s îd la  qun-  
&Sica a ceritro Q, e ad  ogfzi  coppicc (8, S,) d i  superficie della y r i ~ w a  clnsse, 
costituenti le  due falde focali d i  zula delle uostre cor~gruewxe W, cort.isponde 

- - 
u n a  c 0 ~ 3 ~ i a  analoga ( S ,  8,) del la  seconda classe, dove Si è ~luova~i jen te  con- 
izcgata i sz  d e f o ~ m a x i o n e  d i  S,  coîne % d i  S,  ed i ~ v a y g i  delle due  congrzienze 
sono t i ra t i  i n  d irexioni  cowispondetz t i ,  

Queste proprietà geometriche rendono palese la ragione clic: rende equi- 
valenti i due problemi della ricerca delle trasformate della S O delle trasfor- 

innte della sua coniugata in deformazione 
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IL TEOREMA DI PERMUTABILITÀ PER LE EQUSZIONI INTRINSECBE. 

Esaurite le ricerche sulla prima proposizione fondamentale -4) della no- 
stra teoria, volgiamoci ora alla seconda, al teorema B)  di permutabilità. Ma 
qui basterà che dimostriamo corne si sviluppano i calcoli relativi ad uno dei 
casi; un procedimento affatto analogo si applicherehbe in tutti gli altri. Sce- 
gliendo il caso delle deformate (proprie) di 1 .hspecie del paraboloide iper- 
bolico, aiippaniamo di passare da unzl tale deformata S a due contigue S,, S, 
con due trasformazioni B,,, BQ,, le cui costanti u,, a,  siano diseguali, se- 
condo le forniole dei 55 9 e 20. Indichiaino ordinatamente con 

i tre sistemi di funzioni a cui corrispondono S, Si, S,, secondo le formole 
del 6. 

L e  tre soluzioni 0 ,  6,, 0, della equ;izionc ( V )  6 : 

a 2 e  a 2 0  

au2 - = senh 4  cosh 9 

sono legate fra loro dalle formole delle rispettive trasformazioni B,,, B,, che 
fanrio passare da 8  a O, e O,, sicchè per le (32) €j 9 abbiamo: 

a s ,  a s  
- $- - = - (coah a ,  senli 13 cosh e ,  + senh a ,  cosh 6 senh 8,) a z 1  a u  
a e ,  a e  
-- + , = (cos11 u, cos11 8 senh 8, + senh T, senh 8 cosh e l )  a v  o u  

a o z  a e  + - = - (cosh a ,  senh 6 cosh 8, + senh oz cosh 6 senh 8,) a t l  a u  
a o o  a e  

i 
av + a = 

(cosh a,  cosh 0 senh 8, + senh o, senh 8 cosh 8,). 
21 

Per i l  teorema di permutabilità relativo a queste trasformazioiii delle so- 
luzioni della ( V ) ,  di cui già ho fatto uso nella mia prima Mernoria ( (M)  $j 9), 
esiste allora una quarta soluzione 8' della ( V )  univocamente definita dalla 
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formola 

tgh  (y) = tgh (y) coth (Rq) 3 

O dalle equivalenti 

 COS^ (GI -- G Z )   COS^ (Qi - 92) - 1 
cosh (9' - 9) = 

 COS^ (oi - 8%) - CO SI^ ( G ,  - GZ) 
senh (ai - cn) sen11 (91 - 82) senh ( 0  - 8) = 

 COS^ (61 - 82) -  COS^ (ai - GY) 

Questa quarta soluzione 9' è legata alla sua volta alle medesime 91, 8, 
da  due trasformazioni Br,,, B',, colle costanti u , ,  a ,  invertite, secondo le for- 
mole corrispondenti alle (a l ) ,  (81*) : 

a 0 ,  a e l  
=+TT=- (  cosh un senh 8' cosh 8, + senh a? cosh e' senh 8,) 

a fi ,  a e l  + - =   COS^ o2 cosh e' senh 8, + senh O, senh 8' cosh 8,) 
1 (83, 

aü al' 
a O, a 41 
-- $- - = - (cosh a ,  senh O' cosh 8, + senh cr, cosh 9' senh O,) a z 4  a u  
a 6 %  a 91 

@3*) 
$- -- =   COS^ oi cosh 9'senh O, + senh o, senh 8' cosh6,). a; a t 6  

Siccome colla B',, passinino dalla 8' alla 81, cos] dalla quaderna ( a , ,  O , ,  
l , ,  p,) che soddisfa alle (VI)  § 6 relative a 8, dedurremo un& quaderna cor- 
rispondente (a', F ' ,  A', !') nella medesima relasione con 9', mediante le for- 
mole corrispondenti alle (359 ) 99) clle si scrivono: 

kp a' = - cash 0'  . h i  - senh 8 . pi - senh a,. ai 

k2 B' = - senh 9 ' .  l ,  - cosh O' . p, + cosh o, . p,  
0.1 Xa,hr=-A'1,-C' , + c o s h 9 , . - + s e n h F 1 ,  
P 
a 1 knP '=  B ' A , + D r p , - s e n h 6 , . - -  cosh B r  - !l ' 
23 P 1 

dove si è posto 
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A' = cosh o, senh 8' senh 9, + senh O, cosh 0' cosh 8,  

B' = cosh a, senh 9' cosh 9, + senh g, cosh 8'senh 8,  

C' - cosh a, cosh 9' senh 8 ,  + senh CJ, senh O' cosh 6, 
(849  

D' = cosh oz cosh b' cosh 8 ,  +- senh a, senh 8' senh O , .  

D'altra parte, siccome si passa dalla medesima 8' alla 6, colla B',,, se 
invertiamo nelle considerazioni e nelle formole precedenti o, con o, e O ,  con 0,)  
saremo condotti ad una seconda quaderna @, @, A', T )  relativa ancora a 8 ' ;  
ma noi vogliamo dimostrnre che queste due quaderne (a', F' ,  i', p'), 

- - 
(2, ,@, hl, coincidono, peï la qua1 cosn basteià provare che: le a', @', ;\', P' 
definite dalle (84) si compongono simirietricamente colle coppie di quantità 
(oi, tp)) (Ri, 4,). Per cib prendianio le formole che seguono dalle (35) 3 9: 

IL, ai r= cosh 0 , .  A + senh O, .  p -- senh o, . a 

IciPi==senh9,. A + cosho,. p. + coshvl. B 1 

k, ,, = P .  1 CJ+ D,p +senho.: +cosh9.  - 7  

P 4 
dove si è posto: - 

1 

P 9 
Ai = cosh o, senh senh 9, + senh o1 cash 0 cosh ûi \, 

R I  = cosh O, senh 4 cosh O ,  + senh 0 ,  cosh 0 senh O i  i P5*) 
CI = cash oi cosh 9 senh 9, + senh 0, senh e cosh 8, 

DI = cosh ci cosh 9 eosh ri, + senh U, senh 0 senh 0, .  1 
Se si moltiplicano le due prime (84) per k ,  e se ne eliminiino colle (85) 

i valori kl ai, kl Pi,  ki j . , ,  IV, pi, avendo rjguardo alle (82), si trovano le for- 
mole seguenti: . 

senh (rii - GZ) [cos11 G~ cosh 6 2  - cash u2 cos11 Fli] k, kz a' =  COS^ (8i - 02) -  COS^ (ci - CS) , 

A +  

+ senil (BI - GZ) [cos11 senh R e  - cosh iie senh + 
 COS^ (81 - 92) -  COS^ ( ~ i  - GZ) IL 
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se1111 (G, - Q) [seul1 02 sen11 8, - senli GI senh fi2] k, k, p' = 
 COS^ (0, - 6 2 )  - COSII (04 - 6%) -t 

+ senh (cii - oz) [senli 02 cosh O! - sen11 G, cosh 821 
 COS^ pi - 0,) - cosil (CL - G*) P + 

senli (O' - 0)  

P 
[cosh 

Ora i valori (82" di cosh (O' -O), senh (4' - O)  restano invariati per- 
mutando c, con 0, e Fi, con O , ,  e la, medesima simmetrih offrono quindi i va- 
lori precedenti di a', P'. Che la stessa cosa abbia luogo anche per l., r.' si 
pub constatare in modo simile con calcolo diretto, ma segue ora subito dalle 
formole (VI ) ,  S 6, secondo le quali si ha:  

Cosi è stabilita la proposizione enunciata. 

DIMOBTRAZIONE DEL TEOREMA B )  DI PERMUTABILIT~.  

Colle considerazioni superiori noi abliamo dimostrato, per le trasforma- 
zioni delle deformate di l.a specie del paraboloide iperbolico, il teorema di 
permutabilità limitatamente alle eqzrazioni zizt~irzseche. Resta ora da  fare I'ul- 
timo passo per avere questo teorema sotto la sua forma, definitiva B) enun- 
ciata nella prefazione. 

Per  questo osserviamo che, secondo il 3 20, alla quaderna (a', P',  i.', p. ) 

corrisponde una deformata S' (di 1." specie) del paraboloide iperbolico, di 
posizione perfettamente determinata nello spazio rispetto ad Si, come seconda 
falda di una congruenza TV che ha per prima falda la Si. Per  le for- 
mole (71*) § 21, le coordinate x', y', x'  di un punto di S' sono date dalle 

Annuli di ~Vutematica, Serie III, tom0 XII. 1 4 
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formole 

Ma per le (65*), ( 66 )  $ 20 abbiamo: 

onde, sostituendo nelle (86), ahbiamo un risiiltato della forma : 

dove i coefficienti U, V hanno le espressioni seguenti : 

È chiaro die  ne1 secondo rnernliro delle (87) i l  coefficiente di X è sim- 
metrico in (g,, s2), (Oi, l e ) ,  poichè tali sono l ' ,  p', come si è visto. Se climo- 
striamo che la  medesirna simmetria offrono U ,  V ,  sarà dimostrato i l  teo- 
rems R )  di permutabilità, poichè, risultando l a  S' costruita simmetrjcamente 
rispetto alle S,, S,, sarà iegata d a  & dalla R',, come ~ 1 1 %  ,qi dalla BrO2.  

Ora se sostituiamo nelle espressioni (88) di U, P i valori effettivi di L, 
M, P, Q, dati  dalle (67) <3 %), e ricordiamo che per le (35)  9, si 11a : 

t 
, O :  F' k, 1, = - .4' 2' - B' - cosh e - - senh 8' - 
P P 
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ne deduciamo 

- q cr. seiili B $ 21 j: cos11 F1 , ( p  ;J. - i l ) .  
ki h o  p. Il l 

La nostra diinostrazione s a r i  al termine se proviaino clle cinscuna delle 
quattro differenze : il, -- A' ,  Bi - B',  C, - C , D, - Il è simmetrica nelle 
due coppie di quantità (a, ,  a,), ( O , ,  6,). P e r  cib foiminmo queste quattro dif- 
ferenze dalle formole (84*), (85*), e sostitueiidovi per cosh 6 ' ,  senli 8' i valori 
che seguono dalle (82*), troveremo le formole seguenti : 

A l  - A' = I;i j (seiih a, senh 0, - sen11 o, senli 6,) seiih 4 + \ 

Di - D' =: K j (cosh 0, senli O,  - cosh a, senli 9 , )  senh 5 + 

Ii ,  - B' = li i (senli o, cosh 8, - senh cri cash O i )  sen11 4 + 

dove si è posto 

+ (cos11 5 ,  senh 6, - cosh D, seiili 8 , )  cosli 6 1 
Ci - C '  = I !  1 (cos11 cr, cosh 6 ,  - cosh 5 ,  cosli 9,) sen11 e + 

$- (senli a, senh 8, - senli 0 ,  sen11 6 , )  cosli 8 

sen11 (ut - un) K= 
~ 0 ~ 1 1  ( 9 1  - O n )  -  COS^ ( ~ i  - ce) ' 

190) 

Quede  formole presentano, corne si v e d ~ ,  la  voluta siinnietria ed il teo- 
rema di  permutabilità è cos1 dimostrato. 

Similmente, colle forinole date  a i  !jS 8, 9 (M) per i l  teorema di permu- 
tabilità relativo alle soluzioni delle t re  equazioni: 

a e O  ;pu + = sen O cos O 
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a 2 9  a 2 0  + - = senh 4 cosh 8 TG U2az 

a 8  F) 1 + cosh 2 9 = 0, a z c a  v 
si dimostrei-ebbe i l  teorema stesso yer le deformate proprie ed iinproprie del 
paraboloide ellittico e per quelle propsie di 2 . h p e c i o  del paraboloide iper- 
bolico. In fiiie per le deformate improprie di quest'ultimo paraboloide baste- 
rebbe ricorrere aile ordinarie formole del teorema di perinutnbilità relative 
alle superficie pseudosferiche. 

Come per le trasformazioni di BACKLUND delle superficie pseudosferiche (*), 
cos1 anche ne1 cas0 attuale il corollario più iinportante del teorema di per- 
mutabilità è dato dalla proposizione seguente: Se di ztnn deforrnata inixinle S 
d i  iriz paraboloide s i  conoscono tutte le oo2 t i .asfor~~îate, l'applicazione succes- 
siva ed illinzitata del processo d i  tmsfornzaziolie crlle nuove superficie via 
via ottenzite si covzpie con soli calcoli d i  derivaxione. 

lndichiamo rapidamente la dimostrazione, simile alla corrispondente per 
le superficie pseudosferiche (Lezioni,  385, Vol. I I ,  pag. 417). Riferendoci 
sempre all'esempio scelto delle deformate di 1." specie del parnboloide iperbolico, 
supponiamo data l a  deformata iniziale S, e suppoiiiamo di conoscere l'inte- 
grale generale 

rp (u ,  v, 5 ,  C )  (C costante arbitraria) 

delle equazioni (32) 5 9 : 

a O 3 + - = - (cosh o senh 0 cosh ip f senh o cosh O senh y )  a u  a u  
a e 9 + a = (cash o oosh 0 senh y -t senh o senh 8 cosh y ) ,  a v z4 

(*) Vedi anche le ricerclie analoglie per  le  trasformazioni di  DARBOUX delle superficie 
isoterme ne1 Tom. XI di questi Annali. 
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e sia Si una particolare trasformata di S corrispondente alla soluzione par- 
ticolare 

O , = ' P ( U ,  V ,  a i ,  Ci). 

Se  calcoliamo fi '  dalla foi.mola -(82) del teorema di permutabilità 

4' - O Cl - C 1-9  
tgb  (,) = tgh ( coth (ea)7 

e facciamo le soutit~izioni corrispondenti nelle formole (87) clie danno la quai t a  
superficie S', supponendovi soltanto o = I = G , ,  noi avremo tutte le trasformate 
S' della nuova S, per trasfomazioni B, rolz o diffetsetzte da a , ,  corne segue 
da1 teorema stesso di permutabilità. Ma è facile otteiiere un risultato analogo 
anche pel cas0 escluso, sel-vendosi di un opportune passaggio al limite. 

Percib nella cp ( z i ,  v ,  a, C) prendiamo Fies C una funzione C (o) di 5, 
soggetta alla solri. condizione di ridursi a C, per G = a ,  e del i-est0 arbitraria, 
onde sarà 

[ y  (td, 0 ,  0,  C)]s=al = 0 , .  

Passando nella (91) al limite per o = a , ,  il secondo membro si preseiita 
sotto la forma indeterminata O x oo, e calcolandone il valore limite colle note 

iiidicando con C'  una nuova costante arbitraria. E qui si potrà anche vei-i- 
ficare direttarnente che la  fuiizione O', determinata dalla (\92\, è in effetto iina 
soluzione della equazione 

legata alla 8,  da una B,, . Conoscendo cos1 questa trasformata 6' della O , ,  
avremo senz'altro in t e r m i n i  jiniti l a  trasformata generica. S della SI per 
l a  B,. 

La nostra proposizione è dunque stabilita. 
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APPLICAZIONI ALLE DEFORNATE DI TRASLAZIONE DEI PSRABOLOIDI. 

Da ultinio per dimostrare, almeno in lin esempio, l'efficacia dei nietodi 
di trasformazione, considerereino l a  seguente classe di deformate dei para- 
holoidi. 

Corne tutte le superficie di traslazione con c u r r e  generatrici in piani 
perpendicol~ri  (Vedi Lexioui ,  $ 232. Vol. II, pag. 55), i paraboloidi sono 
suscettibili di uns  deformazione continua ad un parametro in cui si conser- 
vano superficie di traslazione della medesima classe; allora il sistema coniii- 
gxto format0 dai due sisterni di curve congruenti per traslazioiie alle gene- 
ratrici si conserva coniugato. 

Troviamo subito le deformate di traslazione dei paraboloidi, procedendo 
ne1 modo seguente, che descriviamo in particolare per le deformate proprie 
del paraboloide ellittico. 

a )  Deformate  proprie del pwalioloide ellittico. Affinchè la deforinnta S 
di questo paraboloide corrispondente, secondo le formole del F, 5 ,  alle fun- 
zioni fi+ a, ,O, i., p si, utla superficie della specie voluta, occorre e basta che 

si annullino per essa i simboli 1 Il2 1 ,  1 1 - Dalle (47) 5 13 segue alloril 

che deve aversi 

cioè o = cost., quindi per le (1) 5 5: o = O. Dopo cib le formole (II) di 
questo paragrafo dimostrano che B, 1 saranno funzioni della sola u, ed u ,  p. 

della sola v .  L'integrazione delle corrispondenti equazioni differenziali è im- 
21 v 

mediata, e poneiido: u, = - , Y, = porge: 
44 \ 27 

). = a, cos u, + a, sen 2 1 ,  , P - (ai sen uL - a2 COS u,) 
- 

;J. = b, cos11 v, + 6 ,  senh v, , c! = \ p  (b ,  senh v ,  + O, cosh v,) 
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con a,, a,, b , ,  b,  costanti che, a causa della (II*) S 5 ,  dovranno essere le- 
gate dalla relazione 

b;'. - b: = a: + a: + 1. 
Ora, aumentando, come è lecito, u, v (e u , ,  v,) di  convenienti costanti, 

si pub fare, senza alterare la generalità, b,  = a ,  = O  e porw quindi 

a, = senh c, hi = cosh c (c  costante). 

Resta quindi 

)$ = senh c cos u,,, . p = cosh c cosh v, 
- 

cc = ,ij.icosh c senh v, , P = \ 'q senh c sen u, , 
onde per le (16) § 5:  

E = q senh2 c (senhz c sene a, + 1) COSV~, 

F = \IFq senhz c cosh2 c sen zc, cos u, senh v, cosh v ,  

e inoltre per le (17)  S 5 
A = A", A' =o. 

Dopo cib si trova (*) che le equazioni in termini finiti della S sono le 

(*) Indico brevemente corne si a r r iva  alle (93) del testo. Le equazioui della S hanno 
certo la forma 

a: = L- , y = 1 ;  z=L7,+I-, 

con U, U, funzione di u, e V, V, di v. Le condizioni relative all'elemento lineare dinno 

Ulz + Ur:  = E, Ur,  T-', =- F', T"2 + V rs = G 

e dalla media si lia 
.- 

( i l ,  = k V g  senli2 e sen i i ,  cos u, , IV', = J p  cosh2 e senli r, cos11 u, (k cost.). 

Sostituendo nelle al t re  due e osservando che la condizione A - 1'' si scr ive 

se  ne t r a e  k = cotli c, indi le  (93) del testo. 
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seguen ti : 

q senli c p cos11 c 
$=- 

4 
( d u ,  + sen 2 u, ) ,  y=- (2 v, + senh 2 v , ) ,  

senh c cosli c 
X = 

4 
(23 cosh 2 vi - q cos 2 u,). 

Ora se a questa ~uperficie S a,pplichiamo la trasformazione B, Ej 8, le 
equazioni (27)  (essendo w = O)  diventano 

a e - = sen u senh 8 ,  a b  
ao- - COS a senh 8, au 

e il loro integrale generale è dato da 

8 tgh - = C euseno-ucos(ï 
2 

( C  costante). (94) 

Conosciamo dunque in termini finiti (S 17) le oo2 trasformate Si della S, 
e il teorema del paragrafo precedente è immediatamente applica.bile. 

Si osservi in particolare rhe  se nella (94) si prende C =  O, iridi O = 0, 
anche la trasformata Si è una deformata (impropria) di traslazione del pa- 
raholoide ellittico. 

Analogamente, corne sopra per le deforinate di traslazione proprie del 
paraboloide ellittico, si procede negli altri tre casi seguenti. 

b )  D e f o ~ n z a t e  i m p o p r i e  del paraholoide ellittico. Le superficie di tra- 
slazione di questa classe corrispondono alla soluzione 8 = 0 della (III) 5 5 
e sono date dalle formole: 

q sen11 c ' p cos11 c x=- 
4 

(2 u, - sen 2 u,), y = - 4 
(sen11 2 v ,  - 2 v,), 

senli c cos11 c 
X Z -  

4 
( p  cosh 2 v, - q cos 2 u,), 

Le ciog trasformate o della 8 sono date dalla formola 
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cj Deformate p r o p i e  ( d i  1." syecie) del paraOoloirle ipedol ico.  Le de- 
formate di traslaxione corrispondono alla soluzione 6 = O  della ( V )  $ 6 e 
sono dote dalle forinole: 

21 sen11 LI q cos11 c x= 
4 (2 21 ,  + sen 2 u , ) ,  y = 4 

( 2  t a ,  + senh 2 v , )  

se th  c cosli ( &  

x =  
4 

/ 
( p cos 2 14 ,  + q cosli 2 v , )  196) 

i 

L e  ao2 tra~foiwmte 8 ,  della G si hanno d:~lla foi'moln 

d )  Deforma te impvopvie de2 pa?.aholoide iperbolico. Le superficie di 
traslazione di qiiesto tipo corrispondono anche qui a 9 = O e sono date dalle 
formole : 

q cosli c p seiih c 
2=r: 

4 
(senli 2 21, - 2 11,) , y = - 4 

( 2  v ,  - sen 2 v , )  

senh c cos11 c 
X - -  

4 
/ i q  cos11 2 ( 4 ,  + r) COS 2 v,) (97) 
I 

P e r  le oo2 trasformate di BACKLUND Bi  della e si lia 

N e  concludjamo: l'el. ciasczrna d i  queste d e f o m u t e  d i  trcrsInzio?ze dei 
yuraboloidi s i  conoscofzo, i n  ter-mini finiti, le cioP szqerficie t w s f o w z a t e  e i l  

Annnli di iMnlematicn, Serie II[, toino XiI. 45 
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yrocesso d i  t ras for înazione si applica q u i n d i  i l l im i ta  fanaente s e w a  a l c m  cal- 
colo d' integ~am'otae. 

Corne ne1 caso delle superficie a curvatiira costante (Lex ion i ,  $5 387, 406 1, 

cos1 anche nell'attuale delle deformate dei paraboloidi otteniamo dunque iIn 

gruppo di infinite tnli (leformate (dipendenti (ln un numero grande ad ar- 
bitrio di costanti), le cui equazioni si hanno in termini finiti per sole fun- 
zioni circolnri ed iperboliclie. 

S.t Alarcel (Aosta), Settembre 1905. 
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Sulla costruzione dei campi fondamentali 
di un gruppo discontinuo. 

(Di GUIDO FUBINI, a Ge?toz.a.) 

S j a  dato uno s p ~ z i o  S, in  cui r , ,  a, ,. . . , 2, sono coordinate ornogenee; 
e sia Z aik x i x k  l a  pih generale forma quadratica in queste val-iabili. S ia  2 
10 spazio, in  cui le a i k  sono variabili coordiiiate; e sia R quella regione d i  2, 
che corrisponde a forme definite positive. I n  una mia Memoria: SzcZZa teoria 
dei grzcppi discot l t im~i  (*) (Amzali d i  ~Uatematiclr; 1005) io ho  dimostrato clie 
ad ogni gruppo proiettivo i n  S e privo di trasforniazioni infiiiitesime corri- 
sponde in 2 un  gruppo r proiettivo, psopriarrieiite discoiitiiiuo entro R. Nella 
stessa Memoria lio dato molti altri teoremi geiiernli, clie conduco~io a nuove 
ed estese classi di griippi propriamente discontinui. Ho dimostrato poi che 
tutti questi gruppi si possono considerare come gruppi di movimeiiti in una 
metrica conveniente, l a  quale ammette un  ginuppo continuo transitivo di mo- 
vimenti. Cià mi permise di estenderc a tutti questi gruppi il concetto di camyii 
fondamentali ~zormali,  ohe KLEIN e FRICHE diedero per  i gruppi poligonaii e 
poliedrali di POINCSR~, partendo dalle metriche a curvatura costante negli 
spazii di  due O t re  dimensioni. 

Ora  il prof. HURWITZ, i n  una recente Memoria pubblicata nei Muthem. 
Amaletz, dB un nietodo assai semplice per definire, inediante infinite disu- 
guaglianze, il campo fondamentale di uno dei gruppi I', più sopra citati, nella 
segione R di 2, e dimostra, in un caso particolare, che i carnpi fondamentali 
d a  lui definiti coincidono coi campi foridainentali normali. 

5 1. Io  voglio qui dirnostrare che noi possjamo semyre definire con 
infinite disuguagliaiize il campo fondamentale di un gruppo di  rnovimenti in 
una metrica qualunque, privo di trasfor~nazioni infiiiitesime. Con cib otterremo 

(*) Citerii questa Mem. con 13 lettera (A). 
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la più grande estensione dei risultati de i l 'Hu~wi~z ,  pure usaudo uila tratta- 
zione forse più semplice; e nello stesso tempo daremo una esposizione pre- 
cisa, e non soltanto intuitiva, della teori:~ dei citati campi riormali. 

Ecco i principii del metodo da usare. Sia H uiia regione di uno spazio S; 
con TV iridicherb le regioni limiti di H. Dirb che uiia 1-cgioiie R di H è tutta 
a distanza finita, se tutti i punti di R sono a distanza finita dai putiti di W. 
Sia K ( x ,  una funzione delle coordinate x dei punti di S ,  che sia sempre 
finita, continua e positiva per i yunti di H, e tale di più che la disugua- 
gliaaza 

I< (x) f sr ( a  == cost.) 

determini una regione R di H, a distanza finita. 
Sia G uii gruppo c o ~ t i t w o  di trasformazioni iii S, regolari in H, e tra- 

sformaiiti la regione H in sè stessa. Ne sia r un sottogruppo infinito discon- 
tirzuo, il quale sia privo di trasformazioni infinitesime, e sia propriamente di- 
scontiiiuo in IT. Supponiamo di più che il gruppo di punti, forniato da un 
punto A ,  di H e dai suoi puiiti equivalenti A , ,  A , , .  . . non ammettn punti 
limiti interni ad H, ma soltanto punti limiti posti su TV. Io dico che, presa 
una qualunque costante 1, esiste soltanto un numero finito di punti equiva- 
lenti ad A , ,  tali che il valore assunto in uno qua1ui:que di essi dalla fun- 
zione R è minore di a. h f a t t i  i punti di H, in cui K r  a, costituiscono uria 
regione a distanza finita; e, poichè i punti A , ,  A,, A,, ... non lianno che 
punti limiti posti su W, è ben chiaro che in una ta1 regione non possono 
cadere infiniti punti A .  Consideriamo ora le infinite quantità K,, Ki, K g , .  . . , 
dove con Ki indico il valore di K ne1 punto Ai. 

Queste quantità hanno un limite inferiore, positivo O nullo, 1. Questa 
quantità 1 godrà di una delle seguenti due proprietà: 

1.") Esiste un numero finito di punti A ,  p. es. i punti Ai,, Ai,, .. . Ai,, 
tali che Ki, = Ki, = . . . =Ki,,, = 1, mentre i l  valore di IL in tutti gli altri 
punti A è maggiore di i.. (Non pub darsi, per quanto dicemino, che Ii abbia 
10 stesso valore in infiniti punti A . )  

2.') I n  nessun punto A la  funzione K lia il valore 1; ma, se E è una 
quantità positiva piccola a piacere, esistono infiniti punti A ,  in cui il valore 
di I< è minore d i  I $ E .  

Questa seconda ipotesi è da escludere, per quanto iioi abbiamo detto più 
sopra; e noi dovrerno quindi adottare la prima. Noteremo anzitutto che l'in- 
tero ?n varierà in generale al variare del punto A.  Ora, dato un numero finito m 
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di punti, di cu i  l'ies"o abbia per coordinate non omogenee r i , ,  xi,, .. . , 
xi,, (i = 1 ,  2 , .  . . , ru), potremo sempre definire in uii modo qualsiasi, ma  de- 
terniïnato, il primo di qucsti punti. Cosi ;). es. noi potremo dire clie il punto 
xk, ,. . . , xk,, è i l  primo degli n~ punti precedenti, se, p e s o  un d t r o  puiito 
C ~ U E ~ I U I ~ ~ U ~  Xj,, Y j 2 ) .  .. , Tj,$ ( j  = 1 , 2 , .  .. , k - 1 , h" -f 1 , .  .. , ? I / )  t r ~  gli fil 

puiiti coiisiderati, distirito da1 puiito xk,, a k ? ,  . . . , r k , ,  la prima delle diffe- 
renze ~ j ,  - 3 ' k i ,  -xj, - xk., . . . , xj, - xk,) che ilon è iiulia, è minore di zero. 
Questo punto vielle cosi defiiiito seiiaa ambiguità, niediante disuguagliaiize. 

Cousideriamo ora 17iiisieirie P dei puiiti A,, i quali godono di una delle 
seguenti due proprietà : 

1.") Il valore di JiT il1 un ta1 punto A, è nti~lore del valore di Ti iiei 
punti 8 1 ,  A ,,... equivalenti ad  A, .  

2.") Il valore di I< in u n  ta1 punto A ,  è ~lzitiore O tcgtrule ai valori 
di k' nei puiiti eqiiiralenti. Di più, se A , ,  A , , .  .., A ,,-, soiio quelli i r a  j punti 
equivalenti a d  A , ,  in cui I !  assume 10 stesso valore clle in A , ,  allora A, è 
il primo dei punti A , ,  A ,,.. ., ,4,-, (ne1 senso testè dcfinito). (Volendo, po- 
tremrno considerare la  precedente proprietà conie caso particolare di quest'ul- 
tima, in cui si supponga nt .= 1.) L'insieme P di  puiiti A , ,  cos1 definito me- 
diante ~Iisuguaglianze, si pub assumere come campo fondtrnte)&.de del nostro 
gruppo in H.  Esso gode iiifatti delle seguenti due proprietà: Un puiito qua- 
lunque di H h a  uno e un solo puiito equivalente, clie appartiene nll'insieme 1'; 
due punti distiiiti di  P non sono mai equivalenti. 

Sarebbe impossibile, e del reato forse non di iiriport,znzn fondanientale, 
st:idiare in generale come varia lit al variare di A,, di clie na tura  è l 'in- 
sieme P, ecc. 6 e  noi ammettiamo che K è uiia funzioiie nnalitica delle s, 
regolare in H, si pub dimostrare clie i punti per cui m - 1, e i punti equi- 
valenti formano un insieme ovunque denso in II, ecc. 

5 2. Noi applicheremo ora quaiito abbianio svolto test6 al caso parti- 
colare di  gruppi discontinui di movimenti in una da ta  rnetrica. E ricoi.derb, 
che tanto i gruppi I', studiati da  HURWITZ, conie gli altri srar iat i  gruppi 
proiettivi studiati in (A),  si possono sempre considerare coine gruppi di ino- 
vimenti, mentre non ogni gruppo di movimenti si pub considerare come uii 
gruppo proiettivo. II nostro studio ha  percib una  grande geiierdiià (") .  

Sia definita una metrica reale iii una regioiie H di S, clie ammetta un 

(*) P e r  essere completo, ricorderb breveiliente il sigriificato della l ~ a r o l a :  mctrictl. Sia 
F ( d x l  , d x, , .. . , d x,,) una forma differenziale, di  grado 2 k pari, con coefficienti fun~ioi i i  
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gruppo di movimeiiti, regolare in H e transjtivo. 1 punti di W siano i punti 
singolari, e all'infinito della metrica stessa. Pe r  un teorema generale, dimo- 
strato in (A), un gruppo r di moviineiiti, privo di trasforrnazioiii infinitesirne, 
è propriamente discontinuo in H. È: poi ben evidente che nessun punto in- 
terno ad H, non apparteiiente a W, pub essere punto limite di punti equi- 
valenti, rispetto al gruppo r, ad un purito A, di H. S e  oib infatti avvenisse, 
vorrebbe dire clle si possono trovare in H due punti distinti Ai, Aj, equi- 
valenti a d  A , ,  la  cui distanza geodetica è minore di un numero E piccolo a 
piacere. Quella ti.asforinazione di r, che porta A i  in A,,  porta A j  in un 
punto .dl, equivalente a d  .4, e tale che l a  distanza geodetica Al '4, è minore 
di E .  In  agni intorno di A,.cadrebbe quindi un punto equiialente a d  A,:  cib, 
che è impossibile, poicliè r è propriamente discontinuo i n  H. Prendiamo ora 
come funzione R ( x )  la distanza geodetica di un punto (x), mobile jn FI, da  
un punt.0 Co, scelto arbitrariamente in H, ma fisso. & ben chinro clle iii ge- 
nerale l a  disugunglianza H r  u ( U  = cost.) deterniiiia una wgione, tutta a 
distariza finita in H, e che quindi, per quanto abbiamo detto più sopra, 110s- 
siamo applicare le precedenti considerazioni. Sian0 Ci, C, ,  C,, . . . i punti 
equivaleiiti a1 punto Co. Sia A,, .4,, A , , .  . . un sisterna qilalunque di punti 
equivaleiiti in H. Osservianîo clie il movimento d i  r, il quale porta A i  in 9,, 
porter& Co in un punto Cl,, cosicchè la. distanza geodetica ili Co è ugualc 
alla distanza geodetica A,, Ch d a  A,, ad un punto Ch, equivalente a Co. Pos- 
siamo quindi definil-e l'insienîe P, campo fondamentale di 1' in H, ne1 se- 
guente modo : 

Diremo punto ridotto di p ~ i m a  specie un punto A, ,  tale che sia 
il,C,<AoCh(h=l, 2 ,... ). Sarà  pure iii ta1 caso: A , C , < . 4 i C , ( i = 1 ,  
2 ,  3 ,. . .). Se iiivece l a  distanza geodetica Bo Co da un punto R, al punto Co 
è uguale alla distanza geodetica da  Bo ad un numero finit0 (cfr. più soprtt) di 
punti C (p. es. Ci,, Ci,, . . . , Ci ,,,-,) ed è ininore della distaiiza di R, da  ogni 

delle stesse variabili S. Si dice lunghezza di un arco (nella metrica definita assumendo F 
corne elemento lineare) il valore dell'integrale 1'73, estes0 all'arco L. La metrica si 
dice reale in una regione R, se ogni arco continu0 tracciato in R, possiede una lungliezza 
reale non nulla. Condizione necessaria e sufficiente a tale scopo è che la forma F sia po- 
sitiva in R, e a coefficienti reali. Si chiama movimento ogni trasformazione, che lasci inal- 
terate le lungliezze, ossia che muti in sè stessa la forma li: Si dice geodetica con,' "iun- 
gente due punti .A, B la linea di rninor lunghezza terminata ai punti A, B e distanza 
geodetica ,4 B la lunghezza di questa linea. Un movimento porta le geodetiche in geode- 
tiche, ecc. 
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altro punto C, esistono m - 1 punti BI,  B ,,..., Bm-, equivalenti a Bo e tali 
che la  loro distanza geodetica d a  Co è uguale alla distaiiza geodetica Bo C o .  
11 pl.imo dei punti B , ,  B I , .  . . , B,-, (ne1 senso sopra definito) si dirà punto 
ridotto d i  seconda specie. 

L'insieme P si pub definire come l ' insieme dei pzwti r idot t i  d i  p r i f ~ c a  e 
seconda specie: esso resta univocamente determiiiato, nppma  ve1ig.a dato il 
punto Co,  cosicchè noi gli daremo il nome di campo JQndamentale normale 
d i  c e n t ~ o  Co. 

Le trasfoi*mazioni di r permutano in modo transitivo i campi fondamen- 
tali iiormali, che haiino r i spe t thmen te  per ceiitri i punti C o ,  Cl, C , , .  . . Tut t i  
questi campi non hanno due a due alcun punto comune, e riempiono sempli- 
cemente la regiorie B. 

Per  veder bene la  natura di questi carnpi fondameiitali, p. es. del campo P 
di centro C o ,  noi dimostreremo i seguenti due teoremi: 

S e  zin punto A .  di P è un puuto d i  pîirnu specie, esiste U ~ Z  intorno a ,  
d i  A, ,  i cui  pzinti soîw p u d i  r idot t i  d i  pr ima specie (e apyurtengono quitadi a P). 

Infatti sin $ tale che A h  Co - A ,  C,, > 8 per h 2 1. Per  le ipotesi fatte, 
si potrà mpporre $ positivo e differente da  zero. Indichiamo coi1 1.j la  di- 
stanza geodetica Co Ai e con ai i l  luogo dei punti, l a  cui distanza geodetica 

da  di  non supera Gli iiitorni cri sono tutti equivalenti fra 101-0: la di- 
2 '  

d d stariza gêodetica da un punto di cri a Co è compresa t ra  ri + 7 Y i  - .  E 
2 2 

peicib la distanza geodetica da  un punto B di a, a Co è minore della di- 
staiiza geodetica da  Co a un punto qualunque equivalente a B. E pela quanto 
abbiamo detto più sopra, se ne deduce che tutti i punti di a ,  sono punti ri- 
dotti di prima specie. c. d. d. 

In u n a  vegione L, n d i s t a m a  fim'tu, l imi ta tn  d a  zw contorno A, esiste 
al  pi& un wutnel-O liiiito d i  iperstcperficie, s u  cui cadono p u n t i  r idot t i  d i  se- 
conda specie. 

Sia jnfatti f i  la  massima distanza geodetica d a  Co a un punto di L: un 
punto ridotto di seconda specie, che giaccia entro L (dovendo per definizione 
essere equidistante d a  Co e d a  almeno uiio dei punti equivalenti a Co) sarà 
equidistante d a  Co e d a  uno dei punti equivalenti a C o ,  posti a una distanza 
geodetica da Co non maggiore di 2 P. Ora i punti equivalenti a Co,  che 
soddisfano a questa ultima condizione, sono, come sappiamo, in  numeso finito. 
Siano essi p. es. i punti Ci, C,, . . . , Cm-, . 1 punti ridotti di seconda specie, 

.-lmzcrli di Jfale~nnticn, Serie I I I ,  t om0  XII iü 
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eventualmente esistenti in L, possono esistere soltanto sulle m- 1 ipersuperfi- 
cie V, luogo dei punti equidistanti da C, e da uno dei punti Ci (ic m -- 1) .  
Da cib si pub dedurre : 

S e  u n a  ~ e g i o n e  L, a distan.za f inita,  non  è tu t ta  formata d i  p t ~ n t i  ri- 
dotti ,  a l lora,  o non esistono i n  L p u n t i  t-idotti, oppzwe i punt i  vidotti, ap- 
partene?tti a L viempiono unu regione .R; yuesta regione è i l  2uogo dei pun t i  
d i  Y ,  appavtenenti  a L. II szto co~zto?-no pub essere format0 soltanto da pexxi 
de2 corztomo A d i  L, e da pezxi del le  citate i p ~ ~ s u p e r f i c i e  V (*). 

La teoria dei campi fondameiitali normali è cos1 portata su basi pre- 
cise. Naturalmente si deve, nei singoli casi, verificare se sono soddisfatte le 
condizioni necessarie affinchè si possa parlare di geodetiche, d i  distanza geo- 
detica, ecc. 

Queste condizioni sono soddisfatte nei casi studiati in (A), che, per la 
loro iiitimli connessione con la teoria dei gruppi proiettivi, sono i più irnpor- 
tanti in questo ordine di ricerche. 

(*) Infatti un punto ridotto di prima specie, esistente in R, non puo, p e r  il primo dei 
nostri teoremi, giacere su una varietà  limite di R ;  e cib non pub neppure avvenire per  
un punto di R, che non sia ridotto. (Infatti si vede facilmente che, s e  A B un punto non 
ridotto, esiste un intorno cr di A, tutto format0 di punti non ridotti.) 
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