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Sur les fonctions de variables réelles. 

( P a r  R. BAIRE 21 Bade-Duc.) 

INTRODUCTION. 

L e  mot fotzction, qui a servi primitivement à désigner les diffërentes 
puissances d' une m&me quantite, a pris une signification de plus en plus 
étendue, jusqu'à ce que DIRICHLET ait donné à ce mot le sens qu'on lui at-  
trihue aujourd'hui. 

I l  y a fotzction, dès qu'on imagine une correspondance entre des nom- 
bres, qu'on convient de considérer comme les états de grandeur d'une m i h e  
variable y, avec d'autres nombres, tous distincts, qu'on convient de considérer 
comme les états de grandeur d'une même variable x. On ne s'occupe pas, 
dans cette définition, de rechercher par quels moyens la, correspondance peut 
t t re  effectivement établie; on ne cherche même pas s'il est possible de I'éta- 
Mir. L a  notion de fonction, entendue de cette manière, est entibrement con- 
tenue dans la notion de de'teminatio~z; ce point de vue s'oppose à celui qui 
consiste à partir de certaines fonctions sirnples, et  à considérer des expres- 
sions composées avec ces fonctions simples, en réservant le mot de fonction 
aux expressions ainsi obtenues. 

Après avoir défini, d'après DIRICIILET, la fonction la plus générale, on 
cst conduit à distinguer les fonctions en différentes catégories, suivant qu'elles 
possèdent ou ne possèdent pas telle ou telle propriétb; c'est ainsi, par exemple, 
qu'une fonction peut être continue ou discontinue, ponctuellement ou totale- 
ment discontiniie, intégrable ou non intégrable, possdder ou non une déri- 
vée, etc. . . . Chacune de ces distinctions conduit à une étude particulière, ct 
toutes ces études présentent le caractère suivant: on recherche si le fait d'im- 
poser à la fonction la plus générale telle ou telle restriction s'exprimant par 
une définition simple entrairie d'autres conséquences sirnples. 

P a r  exemple, on a reconnu, contrairement à ce qui avait 6th longtemps 
admis, qu'il existe des fonctions continues n'admettant pas de dérivée. Ce 
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2 Ba ir e: Stw les fonctions 
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résultat doit être entendu de la manière suivante: le fait d'imposer à une 
fonction la continuité n'entraîne pas comme conséquence l'existence d'une dé- 
rivée; il en résulte que les fonctions continues qui admettent une dérivée ne 
forment qu'une classe particulière dans l'ensemble des fonctions continues; 
autrement dit,, c'est par exception qu'une fonction contineie admet zme dérivée. 

Indiquons un autre exemple: on dhiontre qu'une fonction co&hue est 
zcniformément contiwe; ces deux propriétés, la continuité et la continuité 
uniforme, sont définies d'une manière différente l'une de l'autre; on pouvait 
croire. a priori que l'une n'entraîne p x  l'autre, c'est-h-dire qu'il existe des 
fonctions continues, mais non uniformément continues; le théorème que je 
rappelle montre que cela n'est pas. 

D'une manière générale, étant donné un ensemble de propriétés bien 
définies qu'on impose B une fonction, il y a lieu d'étudier aussi complètement 
que possible les propriétés qui sont des conséquences nécessaires des premières. 
C'est, à ce qu'il me semble, la manière la plus nette d'interpréter les résul- 
tats des différents travaux entrepris sur les fonctions de variables réelles; 
parmi ces travwux, qui sont nombreux, je me contenterai de citer le mémoire 
de M. DBRBOUX: u Sur les fonctions discontjnues n, et l'ouvrage de M. DINI: 
u Pondamenti per la teorica delle funzioni di variabili reali n. 

L e  présent travail est conçu dans cet ordre d'idées; je vais indiquer 
brièvement la nature des questions que je me suis proposé de résoudre. 

Aprés avoir, dans le premier chapitre, exposé quelques considérations 
g8nérales qui s'appliquent à toutes les fonctions, et donné des définitions dont 
j'ai besoin dans la suite du travail, j'aborde, dans le chapitre II, l'étude des 
deux problémes suivants : 

1. Une fonction de deux variables x e t  y etant assujettie à être con- 
tinue par rapport & chacune d'elles, les valeurs qu'elle prend sur une ligne 
quelconque forment une fonction d'une variable qui peut être discontinue: 
je me propose d'en déterminer la nature. 

2. Quelles sont les fonctions discontinues qu'il est possible de repré- 
senter par des séries dont les termes sont des fonctions continues? 

J e  suis parvenu à résoudre complètement ces deux problèmes, qui se trou- 
vent admettre la même solution, ce qui m'a conduit à les traiter simultané- 
ment: il existe une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction 
discontinue puisse être obtenue, soit dans les conditions du premier problème, 
soit dans les conditions du second; le chapitre II est tout entier consacré à 
l'établissement de  c ~ t t e  condition, que j'ai été conduit h énoncer ainsi: i l  
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fuzd et i l  szif i t  que la fotzction dorznie soit porzctuellemelzt disco&inue relative- 
ment à tout ensemble puyfuit .  

Les questions traitées dans les deux chapitres suivants, qui sont des go- 
néralisatioiis en divers sen5 des questions précédentes, sont loin d'être réso- 
lues d'une nianière aussi complète. Dans le chapitre I I I ,  où il ne s'agit que 
de fonctions d'une seule variable, je définis, en particulier, les foszctions dkve- 
loypcrbles en skries doubles de fomtions continues; n'étant pa i  parvenu, en 
ce qui concerne ces fonctions, à trouver une condition caract-éristique aussi 
complète que celle du chapitre II, je me suis contenté d'exposer les résultats 
partiels que j'ai obtenus sur la question. Dans le chapitre IV, je donne 
quelques propriétés des fonctions de plusieurs variables, continues par rapport 
à chacune d'elles. 

Enfin j'étudie, dans le chapitre V, une question en apparence assez di- 
stincte de celles qui précédent. J e  fais remarquer tout d'abord que les raison- 
nements par lesquels on intègre les équations aux dérivées partielles les plus 

a f  af  simples, par exemple l'équation: - + - = 0,  introduisent 1' hypothèse de a x  a u  
la continuité des dérivées qu'on emploie. Il est donc légitime de se proposer le 
prohlSme suivant: rechercher toutes les fonctions assujetties seulement aux 
conditions indispensables pour que les éléments qui entrent dans l'équation 
donnée aient un sens et  vérifient cette équation. P a r  exemple, en ce qui 

a l ?  a f  concerne l'équation : - f - = O ,  on sait que, si l'on assujettit une fonc- 
d x  d z t  w 

tion à être continue ainsi que ses dérivhs, et à satisfaire à l'équation, elle 
doit être constante sur chaque droite : x - y =  Constante; il s'agit de sa- 
voir si, lorsqu'on supprime I'hypotlièse de la continuité des dérivées, le ré- 
sultat subsiste ou non. 

D'une manière générale, il arrive très souvent qu'une question d'analyse 
étant posée, on introduit, pour traiter cette question, des hypothèses plus re- 
strictives qu'elle n'en comporte par elle-même; on peut donc dire qu'on laisse 
inachevée une partie du problème; il s'agirait de traiter, au moins dans 
quelques cas simples, cette partie de la question qu'on a,  pour ainsi dire, 
abandonnée en chemin; c'est ce que j'ai essayé de faire pour l'exemple traité 
dans le chapitre V;  je suis arrivé, comme on le verra, à résoudre en partie 
la question. 

Les principaux ré~ultats contenus dans ce travail ont été communiqués 
à l'Académie des Sciences dans les seances du 8 novembre 1897, du 
21 mars, des 6 et 13 juin 1898. 
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4 Bu ir e :  Sur les fonctiotzs 

Généralités sur les fonctions de n variables. 

1. Considérons une fonction quelconque des tz variables x,, rc,, . . . x,, ; 
cela veut dire que, dans un certain domaine D de l'espace à in dimensions, 
nous supposons qu'à chaque système (x,),, (x,),,. . . (x,),, appartenant au  do- 
maine D correspond un nombre, que nous désjgnoiis par f ((x,), , (x,),, . . . (x,),). 

Soit un point P du domaine D, de coordonnées (x,),, (x,), ,... (x,),; con- 
sidérons la sphère à tz dimensions de centre P et de rayon p , ,  c'est-à-dire 
l'ensemble des points pour lesquels on a : 

L'ensemble des valeurs de la fonction en tous les points dont les coor- 
donn6es satisfont à cette condition a une limite supérieure (ou maximum) II!,. 
Prenons une suite d6croissante de nombres positifs, tendant vers O. Soit: 

On prendra successiven~ent les sphères de centre P et de rayons p , ,  p,,.. . 
pp ,...; soient JI,, M , , .  .. JIp ,... les limites supérieures de f dans ces sphères; 
chaque sphère étant comprise dans la précédente, on a évidemment la suite 
d'inégalités : 

M l * M 2 t : n  . . % M p t . . .  ( 1 )  

L a  quantité Mp, qui ne croît jamais, a une limite détermiriée quand p 
croît indéfiniment; je désignerai par M [(x,), , (x,), , . . . (x,),] ou JI,, cette li- 
mite, et  je dirai que ,Ho est le nzaxitnu~n de Eu fonc t ion  au poitzt P. 

2. On sera conduit au  même nombre Mo, si au lieu d'une suite de 
sphèlres, on considère une suite de  domaines de fornie quelconque Di, D,, . . , 
D,, ... pourvu qu'ils satisfassent aux conditions suivarites: 

1." Le point P est intérieur à chacun de ces domaines, en eiiten- 
dant par là qu'il existe une sphère de centre P et de rayon positif dont tous 
les points intérieurs fout partie du domaine. 

2.' L a  plus grande dimension de D,. tend vers O, en entendant par 
là que,  si petit que soit p ,  il existe une valeur de p telle que D, est con- 
tenu tout entier à l'intérieur de la sphére de centre P et de rayon p. 
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Supposons en effet ces deux conditions remplies, et soient AI', , JI'?, , .. 
Brq ,... les limites supérieures de la fonction dans D,, Dr ,  ... Dq ,... Er1 
vertu des deux propriétés prhcédentes, il existe pour tout nombre M r q  deux 
nombres Mpv, Mp.f de la suite (1) tels que l'on a : 

et de plus, p', et par suite pu, croissent indéfininient avec q. Donc JI', a 
pour limite Mo. 

3. Les propriétés fondamentales du nombre No, qui résultent imriiédia- 
tement de' sa définition, sont les suivantes: 

1." Si petit que soit le nombre positif E ,  il existe un nombre positif p 
tel que, dans la sphère de centre P et de rayon p, on a en tout point: 

2." Si petits que soient c et p, il existe dans la spliére de rayon p 
nu moins un point pour lequel on a: 

4. Etant donnée une fonction f ,  j'aurai souvent besoin de coiisid6rer 
simultanSment, d'une part la limite supérieure de f dans un certain domaine 
continu à 92 dimensions, d'autre part le maxitnum efz utz point, tel quo je viens 
de le définir. J e  préciserai, lorsque cela. sera nécessaire, en désignant par 
M [f i D] le maximum de f dans le domaine D, et par N [ f ,  Y ]  le maximum 
de f au point P. 

Remarquons que, d'après nos définitions, si un point P est il l'intériezw 
d'un domaine D (c'est-à-dire s'il existe une sphère de centre P contenuc 
dans D), on a certainement: 

5. J'appelle l'attention sur un cas particulier intéressant. Supposoiis 
qu'en un point P on ait: 

M [f, Pl = f i  
Alors, si petit que soit le nombre positif E ,  on peut trouver un nombre p 

tel que, dans la sphkre de centre l' et de rayon p, on ait en tout point: 

La 'fonction possède donc au point P l'une des deux propriétés dont l'ensemble 
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6 B a  i r e :  Szw les forzctiotzs 

constitue la continuitd; l'autre serait exprimée par la condition: 

Nous conviendrons de dire que la fonction possède au point P la setkri-con- 
titzuité sup&ieure. Si la propriété a lieu pour tous les points d'un domaine, 
nous dirons que la fonction, dans ce domaine, est semi-continue suphviezcl-e- 
went. On peut dire aussi qu'elle est toujours égale à son ~îzaxiozum. 

6. Pour donner tout de suite des exemples de fonctions possédant la 
propriété précédente, partons d'une fonction quelcoque f (x, , x, , . . . Y,), et 
appelons cp (x,, x,, .. . x,) la fonction qui a pour valeur en chaque point le 
nmximurn en ce point de f i  

La première des propriétés indiqudes au § 3, peut s'exprimer de la ma- 
nière suivante : 

Etant don& E ,  on peut trouver un domaine D entourant le pojnt Po, 

Si maintenant nous prenons dans D un point quelconque P, on a en ce point: 

C'est la propriété qui caractérise les fonctions que j'ai ayyelées senzi-co?itinz~es 
supérieurement. 

0ii peut faire la démonstration d'une manière un peu différente. J'énonce 
d'abord quelques remarques sur les domaines à n dimensions. 

Etant donné, par exemple, une sphère de centre Y,, je considère, d'une 
part, l'ensemble S des points pour lesquels: 

d'autre part l'ensemble S' des points pour lesquels: 

J e  dirai que S est une sphère fermée, S' une sphére ouverte. L a  différence 
essentielle entre ces deux ensembles réside dans le fait suivant: 

Etant donné un point quelconque de S', il existe une sphère ayant ce 
point pour centre et de rayon positif, dont tous les points font partie de S'. J'ap- 
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pelle d'une manikre générale domaine oucert à n dimensions tout ensemble 
de points possédant cette propriété. On voit que l'ensemble S ne rentre PAS 

dans cette catégorie de domaines. 
Cela posé, je dis que, dans tout domaine ouvert, les deux fonctions f 

et rp ont même limite supérieure; cela tient S ce que, 1. étant un nombre 
quelconque, si l'une des deux fonctions peut d6passer dans le domaine In 
valeur A - E ,  quel que soit E, cela est également vrai pour l'autre fonction. 
(On voit aisément que le raisonnement ne s'applique plus si le domaine n'est 
pas ouvert.) 

Ce point 6tant étaldi, pour d6finir le maximum en un point de f et de y ,  
nous pouvons employer une suite de domaines ouverts Dl,  D,, . .. D4,. ,, ; 
les limites supérieures de f et rp dans chacun de ces domaines sont bgales; 
par suite, les mnxima de f et rp au point P sont définis comme limites de 
suites identiques; il sont donc égaux. Ainsi, on a, en tout point P: 

W f ,  Pl = M [ f ,  Pl, 
et comme, par définition, on a :  

on voit que : 
'P ( P )  = Cf, Pl, 

WY 7 Pl = rp (P), 
c'est-Mire que la fonction cp est égale à son maximum, autrement dit, elle 
est semi-continue supérieurement. 

7. De même que nous avons défini M[f],  nous définirons, en cliaqiie 
point P, le miniinum nz de la fonction f (z,, x,, .. . x,); ?n sera la limite vers 
laquelle tend le minimum de f dans un domaine entourant P, lorsque la plils 
grande dimension de ce domaine tend vers O. 

Si en un point P on a :  

?fi [f, pl = f ( n  
on dira qu'en ce point la fonction possède la .se&-contintiité inférzéiwe. 

E n  partant d'une fonction q'uelconque f (z , ,  z?, ... z,), et en appelant 
+ (x,, rr,, ... x,) la fonction qui a pour valeur en chaque point le minimum 
de f, on reconnaît que + est semi-continue infkrieurement. 

8. Remarquons tout de suite que si une fonction + est semi-continue 
inférieurement, la fonction - + est semi-continue supérieurement; à toute pïo- 
priété de l'une correspond évidemment une propri6ti: de l ' a u t r ~ ;  il noils suf- 
fira dons d'ét~idier les fonctions de l'une de ces catbgories. 
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8 Raire  : 521~ les fo?zctio?zs 

Donnons, 5t titre d'exemple, quelques propriétés simples de ces foi~ctions. 
L a  somme de plusieurs fonctions semi-continues supBrieurement, est une 

fonction semi-cont,iiiue supérieurement. 
Si, dans un certain domaine, une fonction semi-continue supérieurement 

a pour limite supbrieure 2, elle atteint, en u n  certain point du domaine, la 
valetir 1,. Il sumt, pour s'en rendre compte, de reprendre le raisonnement 
qu'on emploie lorsqu'on suppose la fonction continue : on divise le domaine 
donné en un nombre fini de domaines partieIs; dans l'un au moins de ces 
domaines la limite supérieure, est 1; on démontre ainsi l'esistence d'un point 
où le nmximup de la  fonction est I ,  et où par suite In fonction est elle-même 
égale à 1- 

Indiquons enfin une propriété qui est, en un certain sens, 1% propriéti. 
caractdristique des fonctions semi-continues supérieurement. 

Soit P,, un point limite de points P,, P,, . .. P,,. ..; supposons que ln 
suite f ( P , ) ,  f (P,), .. . f (P,) ,.. . ait une limite cc, ou, plus ghéralement , 
soit o: un nombre tel que, si petit que soit E s~~pposé  positif, les quantités de 
In suite précédente surpassent, B partir d'un certain rang,  u - c ;  on pciit 
affirmer que l'on a: 

f (Po) z a, 

CRI' si l'on avait f (Po)  <a ,  la fonction ne poss&derait pas nu point Po la soini- 
continuité supérieure. 

Sons une autre forme, nous pourrons dire que s i  une fonctiolz f est serni- 
centime s~ipériezwetnent, t'ensemble des points oh l'on a f 2 cc est toujozws tnz 
enseinhle f e r d ,  c'est-à-dire un ensemble contenant son ddrivé. 

De même, s i  zoze fonction est semi-co~ztinzie infé~iewement, l'e~asemble 
des poi9tts O& f 5 P: est esselatielletnent fej'mé. 

9. Soit f une fonction qvelconque, rp son maximum, 4 son minimum, 
et soit y une fonction cufati~zue. Je  dis que la fonction f -+ g n pour mm+ 
m u m  y + g et pour minimum (I/ -J- g. 

Démontrons par cxemple que f + g a, au point P,, son maximum égal 
A p, 3 T/D .  En effet, si on se donne un nombre positif c, on peut cl6terminer 
niitaur de '  Po iui damnine en tout point d q t i e l  on aiir;i h la fois : 
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et  par  suite : 
f-tY < ' p o + Y o + f -  

I l  est donc certnin qu'on a :  

W f + g ,  ~ 0 ] 4 ' p u + y u .  

E n  secoiid lieu, on peut trouver un domaine autour de Po où l'on aura 
partout : 

Dans ce domaine, il y a ni4 moiizs ufl point où l'on a : 

e t  par  suite : 
f+.4>'po + % - - E .  

ce qui montre que l'on a : 

M [ f + g ,  Po] = ' p o - i - g o .  

10. Continuons à employer les notations f ,  y,  S, pour designer respec- 
tivement une fonction quelconque, son mnximum et son minimum. On a, en 
tout point : 

y > f z $ .  

Cliacune des deux fonctions y -  f, f - + est positive ou nulle. 
J e  dis que, dans tout domaine à .n dimensions, g, - f a pour limite in- 

férieure 0. J e  peux toujours, dans le domaine donné, prendre un  domaine 
ouvert; il me suffit donc de démontrer la chose pour un domaine ouvert. 
Supposons donc que l a  limite infhrieure de  cp - f dans le  domaine ouvert Il 
puisse être un nombre positif A. On aurait, en chaque point de ce domaine: 

' f - f h l ,  
ou : 

~ f k f + A .  
On pourrait en conclure: 

J%J, Dl k M [ f  + 4 Dl, 
et  d'après le 3 9, on a :  

il1 [f + A, Dl = Jf [f, D] + A. 
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1 O Ba i r e :  Sur les fonctio?ls 

Donc on aurait  : 
M 1% Dl 5 M if, Dl + ?, , 

ce qui n'est pas possible, puisque nous savons qu'on a : 

M [T, Dl == M [f, Dl. 

On reconnaît de même que f - + a poiir minimum O dans tout domaine 
;i dimensions. 

On peut aussi conclure de là que cliacune des deux foiictions y - f ,  
f - +, n pour minimum O en tout point. 

11. E n  chaque point P je  pose : 

a (x , ,  x2,. . . = y (ri, 2.2,. .. xn)- + (G, x* , a . .  za), 

et; je conviens d'appeler w l'osci2lation (EU point P; c'est aussi, comine on Ic 
voit, l a  limite de I'oscillation de la fonction dans un domaine contenant P B. 
son intérieur e t  dont l a  plus grande dimension tend vers O. 

Comme poiir M et m, nous emploierons les notations o [f, Dl e t  w [f, P] 
pour dksigner l'oscillation de f daris le domaine D et  I'oscillation au point P. 

De  par  sa  nature même, la  fonction o est positive ou nulle. En un point 
où elle est nulle, l a  fonction f est continue; au contraire, en un point où 
elle est positive, i l  y a une discontinuité pour f. On peut dire, en  quelque 
sorte, que la fonction w [f] relative à la fonction f caractérise le d ~ p é  de 
discontinuité de  f a u x  différents points. 

J e  dis que r,, [ f ]  est semi-continue supérieurement. En effet, si on se 

donne u n  nombre positif E ,  on peut trouver autour de tout point Po iin do- 
maine oh l'on aura. partout: 

inégalitbs d'où l'on conclut, par  soustraction : 

On pourrait d'ailleurs démontrer la chose directement, en employant 1111 

raisonnement analogue à celui du 5 6. 
E n o n p n ~  la remarque suivante, qui résulte immédiatement de ce qui 

précède : E t a n t  donnée une fonction quelconque, l'ensemble des poig?fs où I'o- 
scillntion d e  cette fonction est sl a est f emé .  
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12. J e  vais consi(iérer une catégorie particulière de fonctions, celles 
pour lesquelles l'oscillation w a son minimum nul dans tout domaine à pz di- 
mensions, et par  siiite en tout point. L a  considération de ces fonctions s'in- 
troduit d'une manière naturelle; on peut dire en effet que, pour une fonction 
de cette nature, il y a ,  dans tout domaine, des points où eile se raypochc 
autant qu'on veut d'une forzctio~z continue. Mais nous allons préciser cette 
idée un peu vague, en niontrant qu'il existe effectivement dails tout domaine 
des points où la  fonction est continue. 

J e  vais d'abord établir un théorkine qui me sera souvent utile dans la 
suite. 

Si tuze fonction est semi-cotztinue supériezwewterzt, et si elle 16 en tout 
poid son minimum nul, il existe, dans tout domaine, des poids O& x est 42211. 

E n  effet, prenons un  domaine D quelconque. Puisque, dans ce domaine,. 
z a son minimum nul, si or1 se donne un nombre positif E ,  on peut trouver 
lin point P à l'intérieur de  D où l'on a : 

Ensuite, à cause de la semi-continuité supérieure, on peut trouver un da- 
maine D, entourant P où I'on aura partout:  

Noils voyons ainsi que, dans tout domaine D, et quel que soit 6, oii 

peut trouver un domaine D, où 1'011 a partout: 

% < E S  

Preiions maintenant une suite décroissante de nombres positifs tendant 
& & 

vers 0 ,  par exemple E 9 2 ) " '  F~ " e s  

Dans D, nous trouverons un domaine D, où l'on aura  partout : 

dans D, un domaine D, où I'on aura :  

etc, 
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Les domaines D, , D2,. . . D Î l j . ,  . dtant tels que chacun d'eux est contenu 
clans le précédent, il existe au moins un point limite contenu à l'intérieur dc 

O 
tous les D,. On doit avoir, en ce point, o < G,  quel que soit n, c'est-&-dire 

w = O, ce qui démontre le théorème. 
Il n'est pas inutile de remarquer que les deux conditions données dans 

l'énonc; du tliéoïème sont indispensables. E n  effet, il est bien Evident d'une 
part qu'une fonction peut avoir en tout point son minimum nul, sans jamais 
atteindre la valeur 0 ;  citons, par exemple, la fonction f (x) qui est égale à 1 

1 23 pour x irrationnel, et à pour les valeurs de la forme z = -. D'autre part, 
!l 

une fonction assujettie à être semi-continue supérieurement, peut ne jamais 
atteindre la valeur O, et ceperidant avoir son minimum nul en un point, ou 
même en tous les points d'un certain domaine & 12 - 1 dimensions, s'il s'agit 
d'une fonction de n varial)les; pour former un tel exemple, prenons dans le 
plan un arc de courbe A B ,  et formons une fonction continue ayant l a  vn- 

leur O aux points de cet arc, une valeur positive ailx autres points du plan;  
remplapns ensuite les valcurs aux points de 1'ai.c ,4R par une si~ccessioii 
continue de valeurs positives; la nouvelle fonction est semi-continue supérieu- 
rement en tout point; elle a ,  en chaque point de AB, son minimum nul, et 
cependant n'atteint jamais la valeur O. 

J e  vais maintenant tirer une coriséquence du théoréme que je viens dc 
démontrer, ou, pour mieux dire, énoncer ce théorème sous une autre forme. 
Nous reconnaissons que ei x est semi-continue supérieurement, et si l'on a partout : 

les points où le minimum de x est nu l  ne peuvent pas former un domaine 
continu à ?z dimensions, car alors il existerait, d'après la démonstration que 
nous venons d'exposer, des points où l'on aurait % = O .  L'ensemble de ces 
points est d'ailleurs fermé; il ne peut donc pas être dense (*) par rapport à 
un domaine à n dimensions; je déduis de cette remarque l'énoncé suivant, 
qui est une transformation de celui de tout à l 'heure: 

Si  une fonction x est semi-continue supé~.zéurement et est toujours yosi- 
the, il existe dans tout domaine à n dimensio?zs un dornaitze de 1n2rne ~ a t w e  
dans lequel x a son minimum positif. 

(*) On dit qu'un ensemble est  clense par rapport Ü, un domaine s i  son eusemble dé- 
rivC contient tous les points de ce domaine. Voir ,  par exemple : BOREL, Leçons sew ln 
IhBorfe cles fonctiom, page 38. 
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Revenons aux fonctions pour lesquelles w a son minimum nul cil tout 
l x~ in t ;  d'aprés ce qiie nous venons de voir, il existe dans tout domaine à 11 

dimensions (autrement dit, au  voisinage de tout point) des poiiits en chacun 
desquels on a w = O, et où par suite In fonction est continue. 

Une telle fonction est dite ponctaiellenze~zl discontinzie; toute fonction qui 
n'est pas ponctuellement discontinue est dite totalemetzt clisco~ati?zz~c. 011 voit 
que, si une fonction est totalement discontinue, il existe nécessnircrneiit un 
domaine à n dimensions dans lequel l'osrillutio~z en  chaque point de cette 
fonction a son minimum positif. 

Les fonctions ponctuellement discontinues sont caracturisées par  cc fait 
que, en tout point, e t  dans tout domaine, le minimum de w est nul. 0x1 peut 
oncore dire que l'enseinhle des points oii w k c r ,  5 étant un nombre ~ ~ o s i t i f ,  
~i'est dense dans aucun domaine à n dimensions. 

Montrons qu'une fonction semi-continue, supérieurement par exemple, rentre 
dans cette catégorie de fonctions. Soit en effet f la  fonction coiisidi;rée; en re-  
prenant les notations déjà emplogdes aux § 9 et  10, on a ,  dans le cas actuel: 

Y = f ,  
et  par  suite : 

= y - - + f - +  ? 

or, nous ~ ~ 0 1 1 s  montré qiie, dans tous les cas, f-  $ a son minimuni nul par- 
tout. Donc w n son minimum nul en tout point, et f est ponctuelleinent dis-- 
continue. 

13. Pour terminer ce chapitre, je vais donner un  tliéorèine sur les 
fonctions qnelconques, qui comprendra comnie cas particulier le théorbine connu 
relatif a u x  fonctions continues : La cont i~zui té  est w z i f o m e .  

Soit f (x , ,  x,, ... x,) une fonction que!conque. Considérons un point P, 
ct  une sphère à tz dimensions de centre P et de  rayon p ;  dans cette sphère 
(considérons la sphère ferrnks, par exemple), la, fonction a une oscillation d4- 
terminée W ;  si je  fais varier p, j e  pourrai considérer w cornme une fonction 
de p dsfiriie pour les valeurs positives de p. Pour  p = O, j'attribuerai à la 
fonction w ln valeur limite des raleurs qu'elle prend lorsqu'on fait tendre p 
m r s  0, c'est-à-dire ce que j'ai appelé l'oscillution au point P. 

Cela posé, donnons-nous un nombre positif 1; le seul fait que w est iiiit: 

fonction de  p non d&roissaiite suffit pour qu'on soit assuré de l'existence d ' u ~  
nombre Y parfaitement déterminé, tel que : 

pour O c p < r  on a :  ~ ( ~ ) r  1. 

pour p > Y on a :  o ( ~ ) > l .  
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Pour p  - Y, on peut avoir, soit w (1 . )  < h ,  soit o (r)  = 1: soit w (Y) > 1.. 
Nous pouvons definir Y comme la limite supériewe des nonzbres p pour les- 
que Es on a : w (?) 6 1. 

On peut être conduit, par la définition précédente, à attribuer à 1. la 
raleur + cio; cela ne créera, d'ailleurs, aucune difficulté dans les appli- 
cations. 

On reconnaît tout de suite que si l'on avait pris des sphères ouvertes 
RU lieu de sphères fermées, on aurait trouvé le même nombre limite r ;  il 
suffit de remarquer que toute sphère ouverte de rayon <Y est contenue dans 
une sphère fermée de rayon <Y, tandis que toute sphère ouverte de rayon 
> r  contient une sphère fermée de rayon >Y. 

Au lieu de considérer des sphères de Centre P et de rayon variable, 
on pourrait considdrer des domaines de forme quelconque, mais assujettis aux 
conditions suivantes : l'eiisemble des points qui constituerit le domaine va- 
riable est déterminé par la valeur d'un paramètre unique p ,  qui prend les 
valeurs positives et nulle; si l'on a <,nu,  le domaine D' qui correspond 
ù pl est contenu tout entier dans le domaine D" qui correspond à p " ;  enfin, 
si p tend vers 0, 1s plus grande dimension du domaine tend vers O. Dans 
ces conditions, le raisonnement précédent est applicable, il existe un nom- 
bre ?. tel que, pour p <?*, l'oscillation dans le domaine correspondant à p 
cst G ?., tandis que pour p > r,  cette oscillation est > 2. 

Reprenons le cm où les domaines considérés sont des sphères, et soit 1. 
1111 nombre positif déterminé, que nous laissons fixe, tandis que nous faisons 
varier le point P; r devient alors une fonction du point P; je vais dérnon- 
trer que cette fonction est continue; il suffira, pour s'en rendre compte, dc 
reprendre un raisonnement employé par M. LÜROTH dans le cas où f est unc 
fonction continue (Muth. Annalen, Bd. VI). 

Il s'agit de démontrer que, au voisinage de Po, r (P) est aussi voisin 
qu'on veut de r (Po) = r,. Pour cela, considérons la sphère 8, de centre Y, 
ct de rayon Y,; en supposant d'abord r, positif, prenons un point P h l'in- 
térieur de 8,) et soit Po P= d. Décrivons de 1' comme centre les sphères S, 
et Si de rayons respectifs ro - d et  r,  + 8; tous les points de S, appartien- 
nent h 8,, et tous les points de 2, appartiennent à S,. 

Considérons maintenant toutes les sphères S décrites de P comme centre, 
avec le rayon variable p. Si p <Y, - 3, la  sphère S est comprise ic Z'inté- 
rieur de Si, et  par suite à 2'intérieur d'une certaine sphère 8, de centre Po 
et de rayon inférieur à r,; donc 170scillatiou dans S est -i 1.. On déduit 
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Si l'on a p > r ,  + 8, l a  sphère S contient à son intdrieur &; par suite 
elle contient aussi à solz intérieur une sphère 5, de rayon szcpériezw Li. T , ;  

l'oscillation dans S est donc > 1. On a par suite: 

E n  réunissant ces deux résultats, on voit q u e  si on se donne u n  nombre 
positif E quelconque, il suffit de prendre P à l'intérieur de la sphère de c m -  
tre Po et de rayon E pour que l'on a i t :  

l+-(Pl-r(P, , ) l<~.  

Dans le cas où l'on aurait r (P,) = O,  il suffirait d'appliquer la seconde 
partie du raisonnement pour voir que l n  concliision reste la  même. 

E n  rQsumé, r (P) est une fonction continue du point P. Donnons uiic 
application de cette propriété. 

Etant  donnée la fonction f ( x , ,  x,, ... r,), nous avons défini la fonction 
w (x,,  x 2 ,  ... r,) qui représente en chaque point l'oscillation (le f. Soit D un 
certain domaine; appelons 1. le maximum de w dans ce domninc, et  prenons 
un nombre A' supérieur à î.. 

Puisque, en chaque point, on a w < A', la fonction r relative à 1.' n cn 
cllaque point une valeur positive (jamais nulle). Ainsi r est une fonction 
continue dans le domaine, toujours positive; son minimum dans le domaine 
est donc un certain nombre positif U. Nous déduisons de  1B le résultat suivant: 

Si A' est zm nombre su péri eu^ au înaximum d e  w dans le douzaine, il 
exisle un nombre positif a tel que, clans toute sp1h.e de rayon & p l  oz4 in- 
fbriezw à. a ,  l'oscil2atio~t est 27zfériezu.e ou égctle 21 1.'. 

Sous une autre forme, on peut dire qu'il existe u n  nombre positif 13 fel 
que, si deux points P et  & sont à utze distnizce p l'un de l'autre, on n :  

Ce théorème doit être considéré comme la géiiéralisntion di1 théorème: 
La continuité est uniforme. E n  effet, appliquons notre résultat à une fonctim 
continue ; il suffira de  faire À - O, A' = E ; on voit qu'on retrouve l'énonci: 
connu, 

14. J'ajoute, pour terminer ce premier chapitre, que beaucoup des ré- 
sultats qui précédent peuvent s'étendre au cas où l'on étend encore la  notion 
de fonction, en considérant des fonctions multii'ormes. 
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Supposons qu'au lieu de considérer un seul nombre f ((x,), , (x,),,. . . (x,),) 
attaché au point [(x,),, (x,),, ... (x,),], on en considère plusieurs, ou même 
une infinité pouvant former un ensemble d'une nature absolument quelconque. 
Le seul point essentiel que nous avons besoin d'admettre est que la question 
suivante ait un sens précis: Un nombre donné y, est-il, oui ou non, une vn- 
leur de la fonction f au point (x,),, (x,), ,... (x,),? 

Pour une fonction de cette nature, on peut définir, comme pour une 
fonction uniforme, les limites sup6rieure et inférieure dans un domaine, puis 
en partant de là le maximum, le minimum, l'oscillation en un point. Les 
fonctions y ,  $, w, qui représentent respectivement ces trois quantités en chaque 
point, possédent les propriétés que nous avons étudiées dans ce chapitre, eri 
supposant qu'on etait parti d'une fonction uniforme. Enfin, les résultats du 
5 13 sont applicables aux nouvelles fonctions que nous considérons mainte- 
nant. S'aurai occasion, dans la suite, de faire usage de cette remarque. 

CHAPITRE II. 

Fonctions discontinues développables en sér ies  de fonctions continues. 

1. E N O N C ~  DES PROBL~MES.  

15. Quand on considère, au point de vue de la contiriiiité, une fonction 
de plusieurs variables, i l  y a lieu de distinguer la continuité par rapport à 
l'ensemble de ces variables et la continuité par rapport à ces variables con- 
sidérées séparément. On sait, en effet, qu'une fonction des deux variables 
réelles x et y peut être, en tout point, continue par rapport à chacune d'elles, 
sans Btre toujours continue par rapport à leur ensemble; cette remarque est 
énoncée depuis longtemps par M. DINI dans ses cours à 1'Uni~ersité de Pise. 

Citons, comme exemple, In fonction qui est é g d e  à O pour l'origine, et 
z y :i- 

s2 + y' 
pour les autres points du plan; on voit qu'en tout point distjnct de  

l'origine, la fonction est continue, au  sens ordinaire; ?I l'origine, elle est eii- 
core continue par rapport h x et par rapport B y ,  puisqu'elle est nulle sur 
chacun de ces deux axes;  mais elle Iprnuve une discontinuité si on déplace 
le point de cnordonn6es (r ,  y) suivant une direction oblique; suivant I i i  d i -  
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rection J: =y, par exemple, elle saute brusquement de la valeur O à la va- 

l leur - . 
2 
Eii partant de cet exemple ou d'autres exemples analogues, on peut 

former une fonction qui sera toujours c,ontinue par rapport h chacune des 
deux variables, et telle cependant qu'il n'existe aucurie aire où elle soit torr- 
jours continue par rapport à leur ensemble. Pour cela, rangeons tous lcs 
points du  plan dont les deux coordonnées sont rationnelles en une suite s im-  
plement infinie (a , ,  a,), (a , ,  0,) ,... (a,, O,,) ,.., ce gui peut se faire, puisque 
ces points forment un ensemble dénombrable. Soit u,,,,p,, une fonctioii telle 
yue la précédente, discontinue par rapport à l'ensemble (x, y) au seul poiiit 
(a,, O,), où elle est continue par rapport à x et par rapport à y, et de plus, 
inférieure en valeur absolue à u i ~  nombre fixe. Si Ç a, est 'une &rie absolu- 
ment convergente, B a,ua,,,p,, sera une fonction possédant les propriétes indi- 
quées : elle sera partout caritiriue par  rapport R chacune des variables, et 
dans toute aire il existera des points de discontinuité pcir rapport à l'en- 
semble (x, y). 

16. On est ainsi conduit à se poser les questions suivantes. En pre- 
mier lieu, si l'on assujettit une fonction de deux variables à être coritinuc 
par rapport à chacune d'elles, cette condition eiitraîne-t-elle des conséquences 
simples relativement à Ia manière d'être de la fonction? E n  particulier, et 
c'est l'une des questions qui feront l'objet de ce chapitre, la succession de 
valeurs prises par la fonction sur une courbe du plan, par exemple sur la 
droite x =y ,  constitue une fonction d'une variable qui, nous venons de le 
voir, n'est pas nécessairement continue; cette fonction est-elle assujettie à 
des conditions, et quelles sont ces conditions ? 

E n  se plagant au point de vue en quelque sorte rkciproque d u  précédent, 
on se donnera a prior.a' une  succession de valeurs sur x =y, et l'on cherchera 
s'il est possible ou non de former une fonction de x et y, toujours continue 
par rapport à chacune de ces deux variables, et  pre~iant  sur la droite x = y 
les valeurs dontiées. Ce sera le problème 1. 

17. Indiquons maintenant une autre question d'analyse dont Je rapport 
avec la préc.édente est très étroit. 

Supposons qu'on ait une fonction continue par rapport 21 (z, y) h 1'2tzte'- 
rieur d'une aire A limitée par un contour C,  et supposons qu'eu chaque poiiit 
de C il y ait conti~tuité suivant la t z o m a l e ;  j'entends par là que, lorsque le 
point M se rapproche indéfiniment du point M, de C en suivant In normnlc 

An?z~li di hfaleincitica, Seric III, toino 111, :3 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



18 Bail. 9 :  S16~ les fonctt'ons 

h C en M o ,  la fonction f ( M )  tend vers une limite déterminée, qui est égale 
à f (M,,). La succession des valeurs f ( M o )  prises par la fonction sur la courbe C 
peiit être discontinue, comme on en trouve des exemples dans des questions 
classiques d'Analyse; nous nous proposons d'examiner si cette succession de  
valeurs est assujettie à certaines lois. 

J e  fais remarquer tout de suite que nous nlenleverons évidemment rien 
à la généraliti, de la question en supposant que le contour C est constitué 
par une portion de l'axe U x. Nous supposerons donc que, dans le rectangle: 

a x p  

on a une fonction continue par rapport à l'ensemble (x, y) en tout point 
sauf aux points de O x, où elle est seulement continue par rapport à y. Il 
s'agira de savoir ce qu'est ta f~nct ion sur O x. Ce sera le problème II. 

18. Nous verrons dans la suite qu'il y a lieu de traiter simultanément 
les deus  problèmes3I et II. Montrons d'abord qu'on peut les considérer tous 
deux comme cas particuliers d'un troisihme problénie, dans lequel les condi- 
tions imposées à IR fonction sont un peu plus générales. 

Supposons une fonction f(x, y )  définie dans le rectangle : 

en tout point, il y a continuité par rapport à y ;  en ce qui  concerne l'autre 
variable x, nous supposons seulement que, entre deux droites parallèles i3 O x, 
y == y , , y  = y,, il existe toujours une droite y = y,  sur laquelle il y a con- 
tinuité par rapport à x ;  en d'autres termes, il y a un ensemble de parallèles 
h (1 x sur chacune desquelles 1% fonction est continue par rapport à z, et cet 
ensemble est dense par rapport B l'ensemble de toutes les parallèles à O x. 
On se propose de voir ce qu'est la  fonction sur une courbe du plan. Ce sera 
le problème III. 

Il est bien évident que les conditions des problémes 1 et II rentrent dans 
les conditions du problème III. 

19. Passons maintenant à un autre ordre de questions, relatives à la 
théorie des s6ries. 

Reprenons le cas du problème II, indiqué au $ 17, où l'on suppose que 
la fonction f (x, y )  n'a de discontinuitds qu'aux. points de O x;  i l  y a, en chacun 
de ces points, continuité par rapport à la variable y. 
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Prenons une suite décroissante de quantités positives et tendant vers 0 ;  
soit y , ,  y,, ... y., ... , et traçons dans le plan les parallbles h O x ayant pour 
ordonnées ces noinbres y , ,  y ,,... y ,,.. . Chacune des fonctions de x: f(x, y,), 
f  (x, y?), . . . f (x, y,) ,. .. est une fonction continue de x ,  tandis qu'au con- 
traire la fonction f (x, O )  peut être discontinue. D'aiitre part, si on donne à x 
une valeur fixe, la suite f (2, y ,), f (x, y,), . . . f (x, y,), . . . a pour limite f (x, O). 

Il'uiie manière gdnérale, nous dirons qu'ztrie fonctiou f (x) est l u  limite 
de lu suite de fonctiotzs f ,  (x), f, (x), ... fi, (x),.. . dans 1112 certaill champ de 
variutioîz de x, si, pour chnqzie valetw x, appartenant & ce cllawzp, lu suite 
de qtrantités f ,  (x,), f, (x,) ,. .. f, (x,), . . . a pour limite f  (lr,). 

On voit, d'après cette définition, que dans la question précédente, l a  
fonction discontinue f (x, O) est la Zimite de la suite de jorzctions cotztiwes 
f (x ,  y,), f (x, y*), ... f(r, y,) ... ou, ce qu i  revient au niême, la s o m m  de 
la série de fonctions continues : 

série qui est convergente pour toute valeur de x, au moins dans un certain 
intervalle de variation. 

Ces remarques nous conduisent tout naturellement à étudier le prohlème 
suivant. Etant donnée une série, dont les termes sont des fonc:tions continues 
de x, et que nous supposons convergente pour chaque valeur de x (dans un 
certain intervalle de variation), la somme de cette série est une foriciion dé- 
terminée de x ;  on sait que, lorsque la convergence est uniforme (ou mêtrie 
uniforme simplement, au sens donné à cette expression par M. DINI (*)), cette 
fonction est coritinue; mais si on suppose seulement la convergence, la fonction 
peut être discontinue, comme la théorie des séries trigonométriques en fournit 
des exemples; il y a donc lieu de rechercher quelle est la nature de cette 
fonction; en d'autres termes, existe-t-il lin critérium précis, caractérisant les 
fonctioîzs qui peuvent être représentées par des scieies de fo?zctions contiîtues? 

20. J e  veux montrer ici comment ce problème se ramène complète- 
ment s u  problème TI ($ '17). Soit la série : 

ai, (x) $. ec, (2) + . * . + un (x) + . . 

Posons : sa (x) = 24, (x) $ . . 21, (2) 
s (2) = U ,  (2) -1- . - - + U, (2) + . . 

S (x) est la limite de Sn (x). 

(") U. DINI, Fondamenti, etc., page 103. 
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Prcnons. comme plus liaut, une suite décroissante tendant vers 0 : y,  , 
y ,,... y n ,  .. . et  traçons dans le plan les droites: y  = y , ,  y  == y? ,... y = y n , .  .. 
E n  supposant que la &rie soit convergente quand x varie de a à 0, consi- 
dérons le rectangle A B A ,  E ,  limité par les droites x - a, x = B ,  y = 0, 
y  = y ,  (fiç. 1 ) ;  appelons A ,  B,, etc.. ., 8, B,, ... les droites y = y ,,... 
y  = y * ,  .. . J e  définirai dans cette rt5gion une fonction f (x, y) de la manière 
suivante. 

Sui. chacune des droites y = y,, js pose : 

f (r, Y n)  = S n  (XI, 
e t  sur l'axe O x : 

f (r,  O) = s (x). 
Cela. fait, cliacun des points où la fonction n'est pas encore définie se trouve 

situé entre deux droites y  = et  y = ~ / p + ~ .  Soit (:c, y)  un tel point. Eii 
supposant : 

c'est-%-dire que, sur le segment parallèle B O y qui joint les deux points (x, y,) 
e t  (x, fi+,) je fais varier la  fonction linéairement. 

D'après cette définition, la fonction sera continue par rapport à I'en- 
semble (x, y)  dans chacun des rectangles partiels tels que A ,  R, A, B , ,  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



de variatiles réelles.  2 1 

A, B, A ,  R,, etc ... . En effet, les différents termes qu i  figurent dans le second 
membre de 1:t formule (1) sont des fonctions continues de  l'ensemble (x, y). 

J'énonce à ce sujet une remarque. J'aurni souvent occasion, dans In 
suite, de définir une fonction continue dans une aire A limitée par un con- 
tour C, en supposant que, sur C ou sur certaines portions de C, la fonction 
doive prendre des valeurs formant une succession coiitinue donnée; il est 
bien &vident que l a  chose peut toujours se faire; j'ajoute qu'on peut s'assu- 
jettir à ce que les limites supérieure et inférieure de la fonction dans A 
soient les mêmes que les limites supérieure et infkrieure de  l a  fonction donnée 
sur C. C'est ce qui a lieu, par exemple, pour chacun des rectangles partiels 
A ,  BI A ,  B,, etc .... d'api.& l a  manière dont nous avons défini f (x ,  y). 

J e  dis que f ( r ,  y?, qui se trouve définie   nain tenant dans tout le rec- 
tangle A  B A ,  B,, satisfait aux  conditions du problème II. D'abord, en tout 
point pour lequel y >O, il y a continuité par rapport à l'ensemble (x, y), 
d'après ce que nous venons de voir. Si maintenant nous considérons un point 
de l'axe O x, je dis qu'd y a en ce point continuité par rapport à y. D'urie 
part en effet, la suite f (r, y,), f ( x ,  y,) ... f(x, y,). . . tend vers f (x, O);  
d'autre part  la quantité f(x, y), lorsque y est compris entre y, et y,+,,  est 
comprise entre f (x, y,) et  f (a,  y,+,); il en résulte que, quelle que soit la 
manière dont y tende vers O, f (x ,  y) a pour limite f ( x ,  O). 

21. Nous voyoiis en résumé: qu'il y a identité complètc entre les fonctions 
discontinues qu'on peut obtenir comme fonctions limites, dans les conditions 
du problème II, et celles qu'on peut représenter par des séries de fonctions 
continues. 

Nous reconnaîtrons que ces fonctions sont aussi celles qu'on peut obtenir 
sur l a  droite x = y, quand on suppose une fonction continue par  rapport à 
chacune des variables, comme dans le problème T. 

J e  m'occuperai d'abord de  trouver des propriétés générales que possbdent 
les fonctions assujetties a u x  conditions du problème III et  a f0rtiot.i les font,- 

tions assujetties aux  conditions des problèmes 1 et  I I ;  nous obtiendrons ainsi 
des conditions nécessaires; nous démontrerons ensuite que ces conditions sont 
suffisantes; nous aurons alors compléternent caractérisé ces fonctions. 
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II. CONDITIONS NÉCESSAIRES. 

22. J e  suppose donc une fonction f (x, y )  satisfaisant aux conditions du 
publème III, c'est-à-dire qu'elle est partout continue par rapport à y, et  que, 
entre deux droites parallèles à O x, il en existe toujours une troisième sur la- 
quelle la fonction est continue par rapport à x. Nous pourrons énoncer cette 
seconde condition de In manière suivante: si on représente chaque parallèle B 
O x par son point d'intersection avec O y, il existe sur O y un ensemble du 
points, dense dam toute yortiogz de O y ,  tel que, y' étant l'ordonnée d'un de 
ces points, la fonction, en tout point de coordonnées (x, y'), est continue par 
rapport & x. J'appellerai E l'ensemble des points qui appartiennent aux droiios 
y = y ' ;  ainsi, en tout point de E, il y a continuité par rapport à 2. 

J e  vais définir, en chaque point, une fonction qui jouera un rôle ini- 
portant dans l'étude que je me propose de  ftijre. 

Pour cela, prenons un poirit A ,  de coordonnées (x,, y,), et considérons, 
sur la droite x = zo, un segment B C doiit le milieu soit -4, et de longueus 
variable 2 p; soit donc BA = A C = p. 

Appelons ( p )  l'oscillation de la fonction dans le segment B C; c'est 
une fonction non décroissante de p ;  de plus, puisque la fonction, considérée 
sur la drojte x = xo, est continue, on a : 

0 (O) = O 

011 peut reiiiwquer en outre que w (p) est fonction continue de p. 
Soit rritiiiitenaiit D un nombre positif; j'appelle a, la lintite supérieu~.e des 

v t r l e u n  de p telles que o if) . c m .  Le nombre a, est ainsi completement ca- 
ractérisé par ce fait que: 

pour p G CI,, on a w (,O) 5 CJ 

pour p > CC, on a GI ( p )  > O .  

Si dans la prcinikre de ces inégalités je peux écrire p r  a, et  non pas seu- 
leinent p <a, (*), c'est à cause de la continuité de w (p)  par rapport à p, 
q u i  provient elle-même de la continuité de la fonction sur x = x,. 

E n  supposant la définition précedente faite pour chaque point du plau, 
nous aurons ainsi défini une fonct.ion a, (x, y) parfaitement déterminée, et  qui, 

(*) Cf. g 13. 
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d'après l'hjpothèse de In corzti~zuiM par rapport & y,  a en chaque point 
valeur positive. Je  vais démontrer, en faisant usage de l'autre conditjon 

une 
im-  

posée à f (x, y), que a, (r, y) est semi-centime supc+iezlrernent par m p p t  
h l'ensemble (x, y). 

23. 11 faut montrer pour cela que, si je considère un point quelconque 
A, Lx,, y,], et si je prends un nombre positif quelconque E ,  je peux déter- 
miner autour de  A, une aire assez petite pour que, A [x, y] étant un  point 
quelconque de cette aire, on ai t :  

4, (x, y) < a0 @ O ,  y,) + E 

-3 X 

Fig. 2. 

Prenons jfig. 2) : 
Bo A, = A, Co = cl3 (T,, y,), 

prenons ensuite : 
c 

Bi A, = '4, C, = ~ , ( a , ,  yo) + - -  
2 

D'après la  signification de a, (z,, y,), l'oscillation de ln fonction, dans le seg- 
ment 13, C,, est un  nombre supérieur à G ;  je  peux le reprrlsenter par  G + k. 
Si je  prends u n  nombre positif k ,  inférieur B. A-, je peux certainement trouver, 
entre Bi et C , ,  deux points M et  N tels que l'on ni t :  

1 f ( M )  -. f ( N )  1 > 4- X.1 (1) 

De plus, je  peux supposer que ces points M et N sont situés sur deux 
parallèles à 0 1i: sur lesquelles il y a continuitt; par r a jyo r t  h x, autrement dit 
font partie de I'ensen~ble E. Nous savons en effet que E est dense dans toute 
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portion de B, C, ;  si donc le point III de l'inégalité (1) ne fait pas partie 
de  E, je peux le remplacer par un point M, faisant partie de E et suffi- 
samment voisin de df  pour qu'on ait encore: 

I f ( M , ) - f ( X ) l > a + k .  

J e  suppose donc que dans (l), les deux points 21/1 et  N soient des points de E; 
considérons maintenant les parallèles à O x menées par ces points BI et N ;  
la fonction étant continue sur chacune de  ces droites, on peut déterminer 
deux segments M' M " ,  N '  N u ,  parallèles à O x, ayant pour milieux M et AT, 
et de mérne longueur 2 dl tels que, si P et (? sont deux points quelconques 
pris respectivement sur ces segnients, on ait: 

De ces inégalités et de l'inégdité (1) on déduit: 

I f (0 - f (QI 1 > 07 
P et Q Etmt deux points qirelconques pris, le premier sur Al'  M", le second 
sur N '  4". 

Prenons maintenant le carré de centre A,  et dont les côtés parallèles aux 
axes sont ZL une distance de A ,  égale à q, Q étant inférieur au plus petit des 

E 
nombres - et  6'. Dans ces conditions, 5i A est un point quelconque pris dans 

2 
ce carré, I R  distance de A à chacune des droites M ' M " ,  N' N" est moindre 
que a, ( .~ , ,  y,) + E .  Menons alors par A la parallèle à O y, et prenons sur cette 
droite le segment dont A est milieu et dont In demi-longueur est cc, (x,, y,) + E ; 
ce segment trnuersera M ' M "  et N' N " ;  il contiendra donc un couple de 
points P et Q satisfaismt à l'in6galité (2); par suite, l'oscillation dans ce seg- 
ment est supérieure à a; donc la fonction a ,  relative au point A est inf6rieui.e 
h & , ( x 0 ,  y,) + E ;  c'est-h-dire que a, (a, y) est senzi-continue szcpérieurenmt 
par urppor-t Ù(x, y); c'est la propri6té que je voulais établir. 

24. J e  vais maintenant tirer des conséquences du résultat précédent. 
Considéroris une courbe quelconque C coupant toutes les parallèles B O y, 

ou, avec précision, l'ensemble des points représentés par l'équation : y = yp (Y), 

rp (x) étant une fonction continue quelconqiie définie dans un certain intervalle. 
En cliacun des points de cette c o u r l ~ ,  a, n une valeur d4terminée; jo coii- 
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sidère a, comme fonction du point variable de la coiirbe C; cette fonction a, 
en chaque point, un wziniaum par rapport à la  courbe; on peut dire aussi 
que, dans les conditions où nous nous plaçons, a, est une fonction de x; je 
considère en chaque point le minimum de cette fonction, tel que je l'ai dé- 
fini au $ 7. 

En premier lieu, je dis que, si en uu point A,  (r,, y,) de C, la fonction a, 

a son minimum par rapport à C positif, l'oscillation de f (x, y) en ce point 
par rapport à l'ensemble (x, y) est r 2 o. Soit en effet y ce minimum et  soit 7, 

- I 
O ] x 

Fig. 3. 

un nombre positif inférieur ?a y. J e  prends d'abord, autour de x,, un inter- 
valle (2, - 9, x, + 8) assez petit pour qu'on ait dans cet intervalle : 

je réduis ensuite cet intervalle, s'il le faut, de maniére que, en tous les points 
de C correspondant aux valeurs de x qui s'y trouvent, on a i t :  

L a  chose est possible, puisque j'ai choisi 7, inférieur a u  mini~~zusz de a, nu 
point A ,  relativement ù C. 

Yrenons alors (fig. 3) le rectangle R :  

Y a.-Jez~x.+ d ,  y,- T s y ~ y o + i l .  

Annali di Malematka, Serie III, tom0 III. 4 
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Sur tout segment tel que P Q, parallèle h O y, et joignant les deux bases di1 

rectangle, l'oscillation de la fonction est 5 O ,  car il y a sur ce segment un 
point A de la  courbe C, et le segment de milieu A et de demi-longueur 
i, ( A )  > contient tout le segment P Q. 

J e  dis maintenant qu'étant donné E ,  on peut trouver une aire autour 
de A ,  dans laquelle l'oscillation soit 2 7 + o. J e  prends pour cela, pur l'or- 
donnée de A ,  et dans le rectangle R, un point AI(xo, y,) où il y ait conti- 
nuité par rapport h z; puis, sur la droite y = y,, un segment BI C, [x, - a', 
x, + d'], où l'oscillation soit < E, en prenant, de plus: 8' 5 8. Si on considère 
la portion du rectangle R 1imité.e par les droites 2 = x, - d', z = xo + d", 
c'est-à-dire le rectangle R' : 

l'oscillation dans ce rectangle est < 2 0 + E .  Soit en effet M et N deux points 
quelconques pris dans ce rectangle, projetons-les en 3fl et N, sur Bi Ci,  on 
aura : 

d'où nous déduisons : 
l f ( M ) - f ( N ) I < 2 ~  f E -  

Comme le raisonnement s'applique, quel que soit E, on voit qu'au point A ,  
l'oscillation par rapport h (x, y) est ci 2 5. J'emploierai ce résultat,  oit sous 
Ia forme que je lui ai donnée plfis haut, soit SOUS la forme suivante. Si au 
point A, l'oscillation est > 2 a, on peut afirmer qu'en ce point le ?nitzimuw 
de ua, par rapport à C est n d .  

25. Rapprochons les deux propriétés de la  fonction a, (x, y) considér& 
sur la courbe C, d'être positive et d'être semi-continue supérieurement. D'après 
le 8 12, il existe dans tout arc D de In courbe C un arc D, où cc, a son 
minimum psitif. 

Prenons maintenant une suite décroissante de quantités positives et ten- 
dant vers O ;  soit o, G , ,  oo ,... on,. .. Dans l'arc Dl il existe un arc D, sur 
lequel a,, a son minimum positif, dans D, un arc D, où cc, a son minimum 
positif, etc.. . . On voit de cette manière que, dans l'arc D, et par suite dans 
toute portion de la courbe C, il existe un point où a, a son minimum positif 
par rapport à In courbe, si petit que soit o. En ce point, l'oscillation par 
rapport à (a, y) ne peut &tre que 0, puii'qu'elle doit être inférieure ou égale 
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B 2 q, quel que soit 5 ;  on a donc là un point de continuité par rapport it 
(x, zj), et nous pouvons énoricer le résultat suivant: 

Dans toute portion de cozrrbe veprésedable par  une équatio~t de  la fo~wze 
y = y (x) ,  y (x) étant fonction continue, il existe des points ozi f (x , y )  est 
continue par rapport à l'ensemble (x, y). 

On peut dire, n fortiori, que, dans toute aire, il existe des points J e  con- 
tinuité, c'est-à-dire que la fonction f (z, y )  est ponctzdlement d i sco~z t iwe .  

En ayant plus spécialement égard aux valeurs priaes par la fonction sur 
la courbe considérée, ce qui est mon principal objet, en ce moment, on voit 
aussi que la fonction d'une varia'tile ainsi déterminée est ponctuelletttent 

4 discontinue. 
C'est là un premier résultat sur la nature de cette fonction. Pour en 

obtenir d'autres, je commencerai par poser de nouvelles définitions, q u i  me 
permettront d'étendre une partie des résultats déjà acquis. 

26. Soit une fo~iction de la variable 2 &finie dans un certain intervalle; 
comme toujours, j'imagine qu'on représente t par un point variable sur un 
segment de droite. Prenons, sur ce segment, un ensemble de points E, que 
je supposerai parfuit, c'est-à-dire coïncidant avec son dkrivé Et.  Consid&rons 
une portion B C du segment, contenant h sot3 intdrzézw au moins un point 
de E, et par suite une infinité. Les valeurs que prend la fonction en tous les 
points de E qui font partie de B C ont une limite supérieure M; une limite 
inférieure m, et une oscillation w = M -  rn. Soit maintenant A Cio] un point 
quelconque de E; l'intervalle ( t ,  - ct, ta + a), si petit que soit a, contient des 
poiiits de E; les trois nombres précédents relatifk $ l'intervalle (& - a,  t,, + a), 

quand a tend vers 0, tendent vers des limites déterminées, que j'appellerai le 
nzaxzilmm, le minimuin, I'osciliatiotz de la fonction en A relutiveme?~t à l'en- 
semble parfait E. 

On voit que ces définitions sont toutea semblables à ceIIes que nous avons 
données dans le premier chapitre; la seule différence consiste en ce que nous 
nous occupons seulement des valeurs de la fonction en certains points, négli- 
geant complètement les autres points. Il est bien évident d'ailleurs que ces 
mêmes notions peuvent être définies pour un ensemble E absolument quel- 
conque; si je ne considère que des ciiseinbles parfaits, c'est parce qiie c'est 
seulement dans ce cas que ces notions me seront utiles. 

Lorsqu'jl y aura lieu de préciser, je désignerai pal. il1 [f(t), E, a ,û] le 
maximum de f (z) aux différents points de E contenus dans l'intervalle a p, 
et par M [f ( t) ,  E, P] le maximum en P de f ( t )  relativement à E. 
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27. Nous pouvons, grâce aux définitions précédentes, dcfiiiir la conti- 
wité et la discontinuité  elu ut ive ment à l'ensemble E. 

J e  dirai qu'en un point A où l'on a o = O ,  w étant l'oscillation en ce 
point par rapport à E, la fonction est c ~ ~ t i n u e  par rapport à E; si au  con- 
traire on a w) O ,  nous dirons qu'il y a discontinuité par rapport à cet 
ensemble. 

D'une manière générale, trois cas sont possibles: 
1.' On a, er, tout point de E (dans l'intervalle qu'on considère) : 

w = O ;  dans ce cas il y a continuité en chaque point; nous dirons alors que 
la fonction est continue relativement à E. 

2.' I l  existe des points où l'on a w >  O ;  mais, dans tout inter- 
valle a p  contenant à son intérieur des points de E (autrement dit, au voi- 
sinage de tout point de E), il existe des points de E pour lesquels = 0. 
P a r  analogie avec une notion que nous avons dhjà étudihe, nous sommes 
conduits à dire que, dans ce cas, la fonction est ponctueldernent disco~ltinzie 
relativement à X. 

3.' Si l'on ne se trouve pas dans l'un des deux cas précédents, c'est 
qu'il existe un intervalle a ,d contenant à son intérieur des points de E, w étant 
positif en chacun de ces points; nous dirons alors que la fonction est totale- 
ment discontinue relativement ia E. 

J'emploierai également la notion de fonction semi-com%aue s w  un en- 
sernble parfait. I 

28. Ces nouvelles notions étant acquises, nous pouvons généraliser un 
certain nombre de résultats précédemment obtenus. J e  commencerai par le 
suivant, démontré au § 12 : Une fonction positive, semi-continue supérieure- 
ment, ne peut pas avoir son minimum nul en tous les points d'un segment. 

Cet énoncé va devenir un cas particulier du suivant: Une fonction, d~' -  
finie aux points d'un ensemble parfait E, positive et semi-continue supérieu- 
vement, ne peut pas avoir solz minimum (par rapport Ù E) nul en tous les 
points de E. Il nie suffira de reprendre, avec quelques modifications, la dé- 
monstration du théorème qui précède. 

Supposons d'abord une fonction définie sur E ,  positive ou nulle, semi- 
continue supérieurement, et ayant, en tous les points de E (au inoins entre 
deux limites déterminées), son minimum nul. J e  conviendrai, pour abréger, 
de dire qu'un intervalle est velatif à E s'il contient à son intérieur des points 
de E; dans ce qui suit, je considère exclusivement des intervalles satisfaisant 
à cette condition. D'après la dernière hypothhse faite sur notre fonction, on 
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voit que, dans tout intervalle a relatif à E, et si petit que soit E ,  il existe 
un point A de  E où l'on a :  

f ( 4 < + .  

E n  vertu de l'hypothèse de la semi-continuité supérieure, on peut d6terminer 
autour de A un intervalle a, où l'on aura partout, c'est-à-dire pour tous les 
points de E contenus dans a, : 

f<fW +$ <&. 

On peut donc trouver, dans tout intervalle a un autre intervalle a,  où l'on 
aura partout : 

f < & ,  
dans a, on trouvera a, où l'on aura : 

et  ainsi de suite; chacun des intervalles a, étant contenu dans le précédent, 
et  l'ensemble E contenant tous ses points limites, i l  existe au  moins un point 
de E contenu dans tous ces intervalles; on a nécessairement en ce point: 

f=O.  

On déduit de là que si une fonction &'finie sur E est positive (jamais 
nulle) et selni-continue supéî.ieu~ement, E'ense~îltle des points oh cette fonction 
a son mi9zimuvz nzd, ensemble qui est essentielleinent fermé, fze peut coïtz- 
cid,er avec l'ensemble E dans avczcne portion du segment. 

29. Ceci nous amène à poser quelques nouvelles définitions au sujet 
des ensembles. 

Nous dirons qu'un ensemble F contenu dans un ensemble parfait E est 
dense par rapport à E, dans une certaine portion de droite, si le dérivé de P 
comprend tous les points de E situbs sur cette portion de droite. Si cette con- 
dition n'est remplie pour aucune portion du segment considéré, c'est que, dans 
tout intervalle relatif à E, on peut trouver un intervalle relatif à E ne con- 
tenant aucun point de F'; dans ces conditions, nous dirons que E' n'est dense 
nulle part par rapport h E, ou plus brièvement que F est ?ton dense par i.ap- 
port à E. 

On peut dire que si une fonctiojz est positive et senzi-continzte supérieu- 
rement sur l'ensemble E, l'ensemble des points O& le m i n i m m  de lu fonction 
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est nul est un ensemble non dense par rapport à E ;  sous une forme diffé- 
rente, nous dirons que, dans tout intervalle relatif à El i2 existe U I ~  inter- 
valle relatif à A', dans leyuel le nzinimum de la fonction par rapport h .E 
est positif. 

Comme application immédiate de ce théorArne, on. recoiinait que si une 
fonction est totalement discontinue par rapport à un ensemble parfait, il existe 
certainement un intervalle relatif à cet ensemble, dans lequel o a son mi- 
nimum positif. 

30. Reprenons maintenant la fonction f(x, y), assujettie toujours aux 
conditions du problème III; soit iine courbe y = rp (x); prenons un ensemble 
parfait E de points sur cette courbe, ou, ce qui revient au même, un ensem- 
tde parfait de  valeurs de x. 

Remarquons d'abord que, en un point de E où a, a son minimum par 
rapport à E positif, I'oscillation de la fonction par rapport à E est 5 2 o. Il 
suffit, pour le voir, d'appliquer le raisonnement du 5 24, en considérant seu- 
lement les parallèles à O y sur lesquelles se trouvent des points de E. 

Cela pos6, d'aprhs les propriétés de a,, on peut trouver dans tout inter- 
valle relatif à E un autre intervalle où a, a son minimum positif, dans celui-ci 
un autre où a, a son minimum positif, etc.; on démontre ainsi l'existence - 

2 

d'un point de E où us a son minimum positif par rapport à .E, quel que soit a,  , 

et où par suite l'oscillation par rapport B E est 0. Ainsi, il existe, au voi- 
sinage de tout point de E, des points de continuité par rapport à E; en 
d'autres termes, la fonction est ponctuellesnent discontinue reiativeazent à tout 
ensemhle pa~.fait E. 

Ce résultat comprend 6videmment comme cas particulier celui du 5 25, 
qu'on obtiendra en supposant que E est une portion de courbe continue. On 
voit, que, dans les raisonnements que nous avons employés, les propriétés es- 
sentielles du continu sur lesquelles nous avons raisonné, sont celles qui ap- 
partiennent aux ensembles parfaits en général: le continu n'est qu'une espèce 
particulière d'ensemble parfait. 

Tous les résultats obtenus jusqu'à présent sur la question qui fait l'objet 
essentiel de ce chapitre peuvent se résumer de la manière suivante: . 

Une fonction qui peut être obtenue dans les conditions du problème I I I  
(et a fortiori dans les conditjons des problèmes 1 et II)  est ponctuellesnent 
discontiilzue relativement à tout ensemble parfait. 
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31. J e  vais suivre maintenant la marche inverse de celle que j'ai suivie 
jusqu'ici. J e  me propose d'étudier la  nature de la. condition que nous venons 
de trouver, et de montrer que toute fonction qui la  remplit, c'est-8-dire qui 
est po~zctucllenzent discontinue relativem,ent à tout ensenzble parfait,  peut être 
obtenue dans les conditions des problèmes 1 et II. Pour cela, je m'occuperai 
d'abord de construire a priori  une catégorie de fonctions présentant des dis- 
continuités de pllis en plus compliqiiées, mais satisfaisant à, la condition pré- 
cédente, et je  démontrerai pour ces fonctions la possibilité des problèmes. 
J'aborderai ensuite le cas général, que je parviendrai ii traiter compléternent 
en le ramenant B celui des fonctions de cette catégorie particulière. E n  outre, 
la mdthode que je suivrai nous permettra de transformer la condition fonda- 
mentale, et nous donnera un moyen en quelque sorte prat,ique de reconnaître 
si une fonction donnée satisfait; ou non à cette condition. 

J e  rappelle que les problèmes B étudier sont les suivants : 
Problème 1. Que doit être la fonction rp (x) définie pour a 6 x 5 P, pour 

qu'il soit possible de déterminer une fonction f (x7 y) définie dans le carrd : 
a 6 x f p, u r y 6 P, continue en tout point pnr rapport à x et  par rap- 
port à y, et égale sur x = y à y (x)? 

J e  conviendrai de dire qu'une fonction p (x) est représe&ble dans les 
conditions du problème 1, si le problème précddent est possible pour cette 
fonction. J'énonce tout de suite Zi ce sujet une remarque qui me sera souvent 
utile. 

~ u ~ ~ o s Ô n s  p (x) représentable. Si  f(x,  y) est une solution, on en aura 
d'autres en ajoutant 9 f (x ,  y) une fonction f, (r, y) conticue partout par 
rapport à (x, y), et égale à O sur x ==y. On peut évidemment choisir f ,  de 
manière que f + f ,  prenne sur le pétimètre du carré une succession de  vn- 
leurs continue donwée à l'avance, assujettie seulement aux conditions : 
f i  (a, a, = 07 f i  (B, BI =o. 

Problème II. Que doit être rf (x) definie pour a r x 5 0, pour qu'il existe 
une fonction f (x, y) dkfinie dans le rectangle: a r x r f i ,  O r y r y,, con- 
tinue par rapport à (z, y) en tout point pour lequel y > O, continue par rap- 
port .à y aux points de y - O, et égale sur O x à y (x) ? 

Nous dirons que (x) est représentable dans les conditions du problème II, 
si ce problème a une solution. 
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Remarquons, comme dans le cas précident, que si cela a lieu, on peut 
se donner arbitrairement les valeurs de f (x, y) sur le périmétre du rectangl~,  
moins le côté y = 0. 

32. J e  vais, comme je l'ai dit plus haut, former a p r i o ~ i  des fonctions 
(liscontinues représentnbles. Pour prendre d'abord le cas le plus simple, jc 
considère une fonction y (x) définie pour O s x r 1, et qui n'a de disconti- 
nuité qu'au point x = O. J e  rappelle à ce propos qu'une telle discontinuité est 
dite de première ou de seconde espèce (*) suivarit que y (x) a ou non une limite 
déterminée quand x tend vers O ;  mais il n'y aura pas lieu, dans I;r question 
dont je m'occupe en ce moment, d'insister davantage sur cette distinction. 

Considérons d'abord le problème 1. J e  prends le carré O A R C (fig. 4) : 
O r x r l ,  O _ c y s l .  

Fig. 4. Fig. 5. 

J e  définis d'abord la fonction sur la diagonale O C par la condition: 

f (x, x> = I9 (x). 
Sur l'axe O x, c'est-&-dire sur O A, je place une fonction continue quel- 

conque, assujettie seulement à la condition d'être égale à rp (O) pour x = 0. 
Pour les points du triangle O AC, on a :  y < x ;  je prendrai en ces points: 

Autrement dit, sur tout segment M N  parallèle à O y et reliant les droites 
O A et O (7, je fais varier linéairement f (x, y). Enfin, je complète la défi- 
nition de f (x, y) par symétrie autour de x= y. Tl est évident que f(x,  y) 
satisfait aux conditions du  problème. 

L a  solution du probkme II est analogue. Soit (fig. 5) A B A' Br le rec- 
tangle où il s'agit de définir la fonction f(x, y). On a, sur A 3, une fonction 
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continue en tout point, sauf au point A. J e  trace dans ce rectangle une 
courbe quelconque partant de A, par exemple la diagonale A B';  je définis, 
dans l'aire A' A B', une fonction contiiiiie de (x, y), la seule condition imposée 
étant que cette fonction prenne en A la, valeur donnée; cela fait, sur chaque 
segment MN reliant A B et A Br, je fais varier la fonction linéairement de 
f ( N )  à f ( N ) ;  f (x, y) est alors partout définie, et cette fonction constitue une 
solution du problhme. 

33. On conçoit tout de suite que le résultat s'étend à une fonction qui 
présente un nombre fini quelconque de discontinuités. J e  donne à ce sujet le 
théorème g h é r a l  suivant : 

Ufze fonction étant définie dans l'intervulle a r x 6 P, si on peut partageis 
cet inte~valle en n portions par des points de division a , ,  a,, . . . a,-, , de 

Fi;. 6. Fig. 7. 

telle sorte que, sur chaque portion ai 6 x G ai+, , la fonction soit représentable, 
la fonction, considt.'rée daus l'intertialle entier, est veprésentable. 

I l  suffira évidemment de vérifier ce théoïéme dans le cas de fz  = 2. 
S'il s'agit du problème 1, considérons la fig. 6. 
On suppose que, sur chacun des segments O C, CF9 la fonction est re- 

présentable; on peut donc définir dans chacun des carrés O A CR,  C G F H, 
une fonction f(x,  y) satisfaisant aux conditions du problème; il  suffit alors de 
définir dans A D  G C une fonction continue prenant sur ,4 C et C G  une 
succession continue de valeurs, qui se trouve d6terminée par la définition 
précédente; il en est de même pour B CHE. On voit alors que la fonction 
donnée, ccînsidéréc sur O B, est représentable. 

Dans le cas du problème II ,  je considère la fig. 7. Le probléme est sup- 
posé: possible, si on considère la fonction, seulement sur A C, ou seulement 
sur C B. Donnons-nous sur C C' une succession continue de valeurs arbitraire. 
D'après l'hypothèse et d'après une remarque faite au § 31, on peut achever 

Amccli di illcttemtrticn, Serie III, toino III. - 
3 
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la définition de f (x, y) dans A CC'  A' et dans C B B' Cr,  de maniére que, 
dans chacun de ces deux rectangles, les conditions fondamentales soient vé- 
rifiées; considérons alors la fonction qui se trouve définie dans tout le rectangle 
A B B' A';  elle constitue une solution du problème proposé. 

En résumé, nous connaissons, jusqu'à. présent, comme fonctions représenta- 
bles, toutes les fonctions dont les disco~zlinzdks sont etz ~ma6re j%i. 

34. Pour passer au cas où les discontinuités peuvent être en nombre 
infini, je vais démontrer un autre théorhm géiiéral. 

Supposons qu'on ait, sur le segment où la fonction est définie, une suite 
de points A , ,  A,,  . . . A,, . . . d'abscisses r i  > a - .  . . > x, . . . , ayant pour li- 
mite un point A, de telle sorte que, sur chaque portion A ,  A,-, , la. fonc- 

Fig. S. Fig. 9. 

tion soii reprdsentable ; je dis qu'elle sera représentable sur le segment 
total A A , .  

Prohlbme 1. Soit A B A ,  C le carré où il faut dbfinir f ( x ,  y) (fig. 8 ) ;  
à cause de la symétrie par rapport à x  = y, je considérerai seulement le trian- 
gle A B A , .  La fonction est donnée sur A A l ;  je me donne sur A B une 
fonction continue; puis, je définis f (r, y) successivement dans les aires sui- 
vantes: triangle Tl,  rectangle R ,  , triangle T?, rectangle R,, etc. J e  peux 
d4finir f (x, y) dans chacun des triangles Tl, T,, etc.. . ., en observant, bien 
entendu, les conditions de continuité, parce que, d'après les hypothèses, la 
fonction donnée est représentable sur chacun des segments 8, A,,  A ,  A,, etc. 
Si on imagine l'opération prolongée indéfiniment, la fonction f (x, y) se trouve 
définie en tous les points du carré et satisfait à toutes les conditions du 
probkme. 

Problènle II. ConsidSrons la fig. 9. J e  définis d'abord la fonction dans le 
triangle A A' A', , puis je mène les droites A,  A',, A, A',, etc.. .., qui relient 
A A, et A A',, et je définis la fonction successivenient dans chacun des tra- 
pèzes formés: A, A', A ,  A', , A ,  A', A, A', , . . . etc. .. . Il est évident quo cha- 
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cune de ces opérations est possible, puisque, sur chacun des segments '4, -4,, 
A ,  A , ,  etc., la fonction est représentable. E n  tout point qui n'est pas sur le 
côté d A , ,  il y aura continuité par rapport à (rc,  y), et en tout point de ce 
côté, il y aura continuité par rapport à y. 

35. Le théorème est donc démontré; je vais en transformer l'énoncé 
de la manière suivante. Supposons que nous prenions sur A A,  un point A' 
différent de A ,  mais aussi voisin que nous voulons de A;  si nous considérons 
alors le segment A' A , ,  le théorème du 5 33 suffit pour nous apprendre quc 
la fonction est représentable sur ce segment, car il est décomposable en un  
nombre fini de portions sur chacune desquelles la fonction est représentable. 
On voit alors que nous pouvons donner au théorènie que nous venons d'éta- 
blir l n  forme suivante : 

Si une fo?zction est t.e]~~réseîitabie dmzs tout seglnelzt A' B' intdriezcr ù A f%, 
elle est rep~ésentable srw le segrnent A B. 

Enfin, en combinant ce résultat avec celui du 5 33 que je viens de rap- 
peler à l'instant, on obtient l'énoncé suivant, qui résume l'étude que je viens 
de faire : 

Théorème 1. Etant do~z~zée une fomtio~c définie sur un seg~ne~lt  A B, s'il 
existe sur A B un nombre fini de points, tels qu'en entouraizt ces points d'in- 
tervalles aztssi petits qu'on veut et en retmnckant ces inteî.va1le.s de  A B, 211 

fonctiofi) szw chncun des segmemb qui rpsterzt, est représentable, elle est 9.e- 
prtsentable sur le segment A B. 

36. Nous pouvons déjà, à l'aide de ce théorème, obtenir une catdgorie 
étendue de forictions discontinues représentables. 

Supposons d'abord que yl (x) ait des discontinuités en noinbre infirii, mais 
que l'ensemble P des points où ces discontinuités ont lieu n'ait qu'un nombre 
fini de points limites; en adoptant pour les ensembles dérivés les notations de 
MM. CANTOR et BENDIXSON (*), nous dirons que Y' se cornpose d'un noinbre 
fini de points. Dans ces conditions, si nous entourons ces points de P' d'in- 
tervalles très petits que nous retranchons de l'intervalle total, la fonction, sur 
chacun des segments qui restent, n'a qu'un nombre fini de discontinuitbs, ct 
est par suite représentable; donc, d'après le théorème 1, elle est représentable 
sur le segment total. 

On voit tout de suite comment, en appliquant de nouveau le théorilme 1, 
on passera du cas que nous venons d'examiner au cas où il existe un en- 

(*) Acta Matherrzatica, Tome II. 
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semble P" composh d'un nombre fini de points, puis au  cas oh il existe pour f' 
des ensembles dérivés d'ordre 3 ,  4 ,... lz, etc.. . . 

Pour voir exactement jusqu'où nous pouvons aller dans cette voie, rap- 
pelons brièvement les définitions de M. CANTOR relatives aux ensembles dérivés 
d'ordre supérieur (*). Si un ensemble P est de telle nature que le dérivé 
d'ordre rz ,  Pl&, existe, quel que soit n ,  il y a des points qui appartiennent 
à Y", quel que soit n ;  on désigne l'ensemble de ces points par Pm, et l'on 
convient de dire que P* est l'ensemble dérivé de P d'ordre W. On désigne 
les ensembles dérivés successifs de P" par la notation Pu+', Pm+?, . . . Pa+", . . .; 
s'il en existe, quel que soit n, les points qui appartiennent à tous ces en- 
sembles forment un nouvel ensemble qu'on appelle Py*, etc.; on est ainsi con- 
duit à l a  notion d'ensemble dérivé d'ordre a, u étant un quelconque des sym- 
boles définis par M. CANTOR et qu'il appelle nombres de la deuxième classe. 

J e  ferai remarquer à ce sujet, une fois pour toutes, que nous n'aurons 
jamais à nous préoccuper des difficultés que peut comporter en soi la notion 
abstraite de nombre iransjîn< bien que cette expression puisse être employ6e 
par nous dans la suite de ce travail. Dans le cas actuel, par exemple, l'en- 
semble Pa, u étant un nombre déterminé de la deuxième classe de nombres, 
représente quelque chose de parfaitement déterminé, indépendamment de toute 
considération abstraite relative aux symboles de M. CANTOR; il n'y a donc, 
dans l'usage que nous pourrons faire de la locution ?zonzbre t~arzsfini, rien de 
plus que l'emploi d'un langage commode. I l  en sera toujours de même dans 
la suite. . 

Rappelons encore quelques résultats. I l  existe des nornbres transfinis de 
deux espèces différentes; a est un nombre de première ou de seconde espèce, 
suivant qu'il existe ou non un nombre qui le  précède immédiatement. Au 
point de vue des ensembles dérivés, qui nous intéresse ici, on peut dire que, 
si a est de première espèce, Pa est l'ensemble dérivé de Pu-'; si u est de 
seconde espèce, Pa est par définition l'ensemble des points qui appartiennent 
à tous les ensembles Pa', U' étant un quelconque des nombres inférieurs à cc. 

Si O: est de seconde espèce, et si Pu est nul, il existe certainement un nom- 
bre a' de première espèce, infhrieur à a, et tel que Pa' est nul. 

Nous pouvons maintenant étendre les résultats obtenus sur les fonctions 
représentables. J e  dis que, en appelant P l'ensemble des points de disconti- 
nuité d'une fonction et a un nombre quelconque de la première ou de la 

(%) Voir Acta, Tome II, 
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deuxième classe, s'il est démontré que toute fondion pour laquelle P a  = O 
est représentable, une fonction pour laquelle Pu se compose d'un nombre fini 
de points est aussi représentable. E n  effet, j'entoure les points de Pa d'in- 
tervalles très petits que je retranche de l'intervalle total; dans chaque por- 
tion qui reste, on a Pu = O, la fonction est donc représentable dans cette 
portion ; comme les intervalles retranchés peuvent être pris aussi petits qu'oii 
veut, la fonction, d'après le théorème 1, est représentable sur tout l'inter- 
valle donné. 

Nous savons déjà qu'une fonction est représentable si, en appelant cc le 
plus petit nombre pour lequel P" = O, on a :  a = 1, ou a -= 2. L e  théorème 
qui précède montre que le résultat subsiste si l'on a n = 3, 4, ... n ,  ... a, 
o $. 1 , .. . 2 w ,. .. etc., de sorte qu'on peut énoncer le résultat suivant : 

T o u t e  fonction pour  laquelle P a  est nu l ,  é tant  un nombre quelcoitqtce 
de la  pt.enzière ou de ZG deuxième classe, est  rep~ésen tab le .  

Il est bon de faire voir qu'il existe effectivement des fonctions représen- 
tables pour lesquelles Pu existe, CY étant un nombre donné arbitrairement. 11 
suffit de rappeler qu'on sait former un ensemble P pour lequel Pa existe (*); 
si on prend une fonction égale à 1 aux points de Pl à O en tous les autres 
points, les points de discontinuité de cette fonction sont les points de I"; on 
a donc là un exemple d'une fonction représentable pour laquelle Pa existe. 

On peut dire que les fonctions représeritables que nous connaissons jusqu'à 
présent sont celles pour lesquelles l'ensenzble P des  points d e  discontinuitd n 
son dér ivé  P' dhzornbrable, autrement dit est un ensemble rédzcctible. 

37. Nous allons chercher maintenant B construire des exemples de fonc- 
tions représentables pour lesquelles l'ensemble des points de discontinuité no 
sera pas dénombrable. J 'aurai besoin de rappeler d'abord quelques résultats 
sur les ensembles p a r f a i t s  lindaives q u i  n e  sntzt denses clans auczclz intel-ualle. 

Soit donc P un ensemble parfctit lzo~z dense p a r  ~ a p p o ~ t  a u  cont inu;  cela 
veut dire que, dans toute portion de segment, on peut trouver une autre por- 
tion qui ne contienne aucun point de P. Soit 111 un point ne faisant pas partie 
de P; il n'est pas non plus point-liniite de Pl puisque P est parfait; donc 
on peut trouver un intervalle contenant 31 à son intérieur, et dont aucun 
point itatériew ne fait p ~ r t i e  de P; si les points extrêmes de cet intervalle 
lie sont pas des points de P, on peut reculer les limites de l'intervalle d'une 
loiigueur finie; on voit donc qu'on peut attribuer un sens précis à l'espression; 

(") Voir CANTOR, Acta Matl~ernntica, Tome II, page 360, 
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prendre l'.intewalle précédent aussi ymnd pue possible; ce sera déterminer un 
intervalle A B  contenant M, et  ne contenant aucun point de P si ce n'est 
A et B, qui devront être des points de cet ensemble. 

On reconnaft ainsi que l'ensemble parfait P peut être défini de ln nia- 
nière suivante: Il existe, sur le segment de droite qu'on considère, une infinité 
dénombrable d'intervalles A, B, ,  A, B,,  . .. A, B, ,... tels que deux quelconques 
de ces intervalles n'ont aucun point commun, et tels que toute portion de 
droite contient un de ces intervalles ou fait partie de l'un deux; l1ensem1)le 
complémentaire de P est constitué par les points intérieurs aux intervalles; 
l'ensemble P comprend des points de deux espèces distinctes: en premier lieu, 
les points A , ,  A , , .  .. A,,.. . Ri, B,, .. . B, ,... qui sont les extréniit6s des 
intervalles précédents, et qui forment un ensemble dénombrable; en second 
lieu, l'ensemble non dénombrable des points C tels que chacun d'eux est ex- 
térieur à tous les intervalles A, B, . 

Etant donné un ensemble parfait nolt dense, nous imaginerons que les 
intervalles A ,  B, dont nous venons de rappeler la définition, et qu'on peut 
appeler intervalles contigus S P, sont rangés dans un ordre détermin6, par 
exemple dans un ordre tel que chacun d'eux ne surpasse en longueur aucun 
de ceux qui le précèdent. Concevons que, de l'intervalle total, on retranclie 
successivement A, B,: puis A, B,, A, B,, etc.. . .; au  bout de ?t opérations, 
l'intervalle total se trouve partagé en i~tervalles partiels, les uns ïetrancliés, ce 
sont précisément A ,  B,, A, B ,,... A, B,, les autres conservés; soit ?., la plus 
grande longueur d'un segment conservé; je dis que, si ?z croît indéfiniment, 
j., tend vers O; si en effet cela n'était pas, h, aurait une limite positive 1,; 
on démontrerait l'existence d'une portion de droite de longueur 1 dans laquelle 
i l  n'y aurait jamais de segments à retrancher, par suite dont tous les points 
feraient partie de P;  cela est impossible, puisque P est non deszse. 

Remarquons aussi que, si l'on effectue l'opération précédente, les points 
de P de la deuxième espèce sont ceux qui se trouvent, quel que soit t t ,  

l'intérieur d'un intervalle conservé. 
Comme type d'ensemble parfait non dense, citons celui qui est obtenu 

comme il suit: on retranche de l'intervalle (0, 1) l'intervalle 
1 2  

on opère sur chacun des deus  intervalles restants comme on vient d'opérer sur 

( 9  Y )  (3 ~ + f ) , e t d 7 u n e r n a -  (0, 1), c'est-à-dire qu'on retranche - - et  - + - - 

nière générale, aprhs un nombre dlc&rations annl&ues, on opère 
sur chacun des intervalles conservés comme on a o p h é  sur (0, 1). Tous les 
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points de l'ensemble P ainsi défini sont ceux qui correspondent à une va- 
leur de x donnée par In formule : 

le nombre des fractions étant fini ou infini, et  chaque quantité c ~ O U V R ~ ~  

prendre l'une des valeurs O ou 2. 
38. Ces notions étant rappelées, considérons un ensemble parfait non 

dense P situé sur un segment A B, en supposant, pour plus de commodit6, 
que A et  B appartiennent à cet ensemble. Imaginons une fonction définie 
sur A B et satisfaisant aux deux conditions suivantes: d'une part, les discon- 
tinuités n'ont lieu qu'en des points faisant partie de P ;  d'autre part, la fonc. 
tion, considérée sur l'ensemble P, est continue. Un exemple de ce cas nous 
sera fourni par la fonction qui est égale h 1 aux points de P, 21 O aux 2u- 
tres points. J e  me propose de montrer qu'une fonction qui satisfait aux deus  
conditions précédentes est représentnble. Cela résultera, comme cas particu- 
lier, du théorème g8néral suivant : 

Theorèrne II. S'il existe un ensemble parfait non dense P  su^ lequel 
la fonction est continue, el; si, SUT tout segment contigu à P, la fo~zctiorz est 
~eprésentable, elle est reprdsentable sur l'intervalle total. 

J e  ferai une remarque géa6rale très simple au sujet de la notion de 
fonction continue relativement à un ensemble parfait non dense. Soit rp (x) une 
telle fonction, que nous supposons continue sur P. J e  dis qu'on peut trouver 
une fonction + (x), définie en tous les points de l'intervalle, égale à rf (x) aux 
points de Y ,  et  partout continue. 

Il s'agit de définir + (x) aux points qui n'appartiennent pas à P, c'est-h 
dire aux points qui sont situés à Z'intériezir des segments A, B, contigus à P. 
Il sufiira par exemple d'adopter la  loi suivante: dans chaque segment A ,  B,, , 
oii fera varier linéairement + ( x )  depuis + (A,) jusqu'à + (B,). J e  dis que, 
dans ces conditions, la fonction 4 (x) est continue; la chose est Bvidente pour 
1t.s points qui ne font pas partie de P; soit maintenant M [x,] un point de P. 
D'après l'hypothèse faite sur y (x), à tout nombre E correspond un nombre a 

tel que, en tous les points de P compris dans l'intervalle (x, - a, r, + a), on a : 

Diminuons, s'il y a lieu, cet intervalle, de manière que ses points extrêmes 
fassent partie de P. Si alors rious considérons dans cet intervalle un point 13 
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quelconque, il se trouve sur un segment A, B, contigu à P, et + (A) est 
compris entre + (A, )  et $J (B,), c'est-l-dire entre y (,4,) et s (B,). On a donc, 
pour tous les points de l'intervalle: 

ce qui exprime la continuité de s (x). 
Reprenons maintenant la fonction assujettie aux coiiditions du théorème II 

qu'il s'agit d'établir ; soit cp (x) cette fonction; nous pouvons, d'après ce qui 
précède, ddfinir une fonction S (x) continue partout, et égale Ci > (x)  aux points 
de P. Posons alors: 

ri (4 = ip (2) - S (4- 
La fonction y ,  (x) sera dans les mêmes conditions que > (x); car, puisqu'elle 

. ne diffère de g3 que d'une fonctioh continue, elle est  présentable sur tout 
segment contigzc à P; mais elle présente cette particularité d'avoir la valeur 0 
en tous les points de P. 

Le théorème II sera démontré pour cp (xj, si nous le démontrons pour 
y ,  (x), qui n'en diffère que par une fonction continue; le fait que y ,  est nul 
aux points de P rendra plus claires nos démonstrations. 

39. J e  me place donc dans les hypothèses suivantes: Sur A B on a 
un ensemble parfait non dense P, dont A et B font partie; on a une fonc- 
tion 9 (x) égale à O aux points de P, et qui, sur chacun des segments A ,  B,, 
contigus à P, est représentable; il faut montrer que (f (2), considérée sur A. 3, 
est représentable. 

Problème 1. Soit A C B D le carr6 où il s'agit de définir f (x, y) satis- 
faisant aux conditions du problème 1 (fig. 10). La  fonction a ,  en &4 et B, 
la valeur O ;  je lui attribue la valeur O sur tout le périmètre A C B LI. 
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Je  supposc, coinine plus haut, que les segments A, ,  B,, cont iyz ls  h P sont 
rririgéç dans iiii ordre déterminé; soit ,1, R ,  le premier d'entre cils. Meiioiis 
par A ,  et B,  les pnrall8les B O x et h O y ;  nous divisons ainsi le carré donné 
en plusieurs nires partielles, que je distingiie en trois c:itilgories : 

1.' Le carrC d i  F Ri If7 qui a pour diagonale A ,  B I ;  sur le ph.iiiiètre 
tlc: ce carré je donne B la fonction la vnleur 0, et je définis, l'inthrieur, iinc 
fonction coiitiiiw par rapport à c l i q u e  vari:ible, cc qui est possible, puisqiie 
d'après l'li~potiièse la foiiction est représentnble sur d l  R , .  

2.' Les carrés A K A l  E, B, 1 H Il, qui  ont pour diagonales A .Il et 
13, U ;  pour lemotnerit, je m e  boriie h définir la fcmction sur le contour de 
clixcan de ces cnrrés : je Iiii attribue la lialeur O. 

3 " Il reste les deus ailes D E A ,  H B, L,, A ,  I< C I  3, F; sur cliaciiii 
(les deus  coritours de ces aires, la foiiction a In saleur O ;  je lu i  attribue ln 
~ a l e u r  O en tous les points intérieurs. 

Cette première opération &talit effectuCe, la  fonction se trouve définie 
partout, sauf h l'iiithjeur des cai'i'ds qui ont poilr diagonales A A ,  et B, B ; 
et on reconriaît que cllacun de ces cari'és se trouve esactemciit dans les m h e s  
conditions que le carré primitif ,l C R  D. 

Supposons que le second segment contiyzc à P, .I, B,, se trouve sur la. 
portioii d A,. 011 14pétera l'opération précédente, A ,  Il, jouant dails le carre 
de diagonale d A ,  le même rôle que A l  B, dans le carré A C B D. On con- 
tinuera ensuite de In niênie manière, en opi.rant silccessiveineiit sur 13, &,. .. 
A,, B ,,,... Quand on x en!evE de il U les segments A l  BI, '1- B ,,... i l n  B,,, 
il reste sur d B  des segments conservés; les seuls points où la. fonction ne se 
trouve pas dtfinie sont ccus qui soiit h l7intéi.jeicr d'uii carrE ayant pour din- 
gonale un segment conservé. 11 résulte de là qu'en répétant l'opération pr& 
cèdente indéfiriimerit, la fonction se trouvera définie en tous les points qui 
lie se troiircnt pas sur la diagonale d U ;  en effet, la  distance d'un tel point 
à. A B est un  iiombre positif 1 ,  et il  existe un entier tel que, aprls  .il 

op4ratio1is, In plus grande longueur des segments conservés est infdrieure 
B 2 1.; à ce nioriient, il est certain que la fonction se trouve ddfinie au point 
considéré. D'autre part la fonction est donnée sur if R ; elle est donc d6finie 
dans toute la région ,1 C 3 D. 

Démontrons maintenant que les conditions de continuité soiit remplies. La  
chose est évidente pour tous les points situés en dehors de A B, car la fonc- 
tion est définie en un quelconque de ccs points au bout d'un nombre fini 
d'opératioils; et  d'après la construction, elle est continue par rapport n x r t  

Aimali di Moleiunticn, Scric III, toino III. Ci 
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par rapport à y. Pour un point de  A B ne faisant pas partie de P, le fait 
est aussi certain, car un tel point se trouve A l'intérieur d'un cnrrA ~ y n n t  
pour diagonale un segment A, B,, . 

II reste à étudier les points de P. Remarquons que, d'après la construc- 
tion, les seuls points où la fonction n'kt pas la valeur O sont ceux qui soiit 
à l'iiitérieiir d'un carrb, ayant pour diagonale un segment A,, B,. Si donc JI 
est un point de P, et si l'on mène par II1 les parallèles à O x et  à 0 y, 1% 
fonction a, en tous les points de ces droites, la  valeur O ;  il y a donc conti- 
i i ~ i i t 6  en il1 pas rnpport à x et R y, ce qui achève de démontrer le pro- 
position. 

Or1 peut rPaunier la construction de f (z ,  y) dans le carré il C B D de la 
manière suiwnte:  on prend les carres C, , C7,, . . . G,. . . qui ont pour cliago- 

nnles les segments A, R, ,  A ,  B ,,.. . A,, B ,,...; sur les périmètres de ces 
earrés, on pose f = O, et  on définit f à l'intérieur de chacun d'eux en ob- 
servant les conditions de continuité; enfin, en tous les autres points du carré 
A C B D, on pose f = O. 

Problème II. Soit (fig. 11) le rectangle A B  A'B': a g x ~ p ,  O &y 5 y,,. 
Imaginons qu'on trace toutes les parallèles à O y menées par les points de P; 
sur chacune de ces droites, j7at8tribue à la fonction la valeur 0, ainsi que sur 
A' B'; de cette manière, i l  y aura certainement, en tout point de P, conti- 
nuit6 par rapport & y. 

Considérons le rectangle A, B, A', B', , correspondant nu segment Bi BI ; 
puisque, par hypothhse, la fonction donnée rp (z) est ïeprésentable sur A, B,, 
je peiis, dans ce rectangle, définir f (x,  y) continue par rapport B (x, y) en 
tout point, s ~ u f  en ceux de ,4, B I ,  oh i l  r aiirn senlement continiiité par rap- 
port h y. 
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de va~iaC les réelles. 

!/O . Traçons maintenant ln droite A" 3 ' : y = - ; si nous consid6roi1s 
2 

rectangle A' E' A" B", la fonction se trouve actuellenient définie, d'une part 
dans l a  portion A', B', A", B", , d'autre part sur toutes les paraIlEles à O y 
dont le point d'intersection avec A B  est un point de P; j'acliéve In defini- 
tion de f (x, y) dans ce rectangle, en donnant à f la valeiir O en tous les 
points où elle n'est pas encore définie; on voit a1oi.s que f aura la valeur O cn 
tous les points de cliacun des deux rectangles A' A', A'' A", , Rfi  Br B'Ii B"; 
et, dans tout le rectangle A' B' A" B", ce sera une fonction continue. 

Prenons maintenant le segnient A, BO, supposons qu'il soit sur ,l di , 
par cxemple ; coiisid6rons le rectaiigle A, B. Arz Br, ,  lirriitc'! sul~Crieiirement à 

110 la droite : y = + ; dans ce rectangle, je peux dhfiiiir f (x, y), puisque la foiic- 
2 

$0 tiou y($) est rcprésentable SUI A, B?; je trace ensuite la droite A'" B ": y = - 
4 

et j'achéve la définition de f (z, y) clans le rectangle A'' B" A"' B"', en doii- 
liant à f la valeur O en tous les points où elle ne se trouve pas clicore dé- 
finie. On voit aisément comment le procédé de définition se gén&i.,zlise pour 
ce qui concerne les segments A,  B,,. . ., 14,, R ,,,.. . E n  tout point où l'on n 
y > 0 ,  la foiiction se trouve définie au bout d'un nombre fini d'op6rations, 
et par conséquent, d'après la coi~structiûii de f, il y a continuit6 en ce point 
par rapport à (x ,  y); nous avoils remarqué en comiiienqant qu'aux poiiits 
de P il y avait continuité par rapport à y ;  il reste à considérer les points 
de A B qui ne font pas partie de P: chacun d'eus est interieur à un seg- 
ment -4, B,; d'après la construction prbcédente, il y a encore, en uii tel 
point, continuité par rapport 2~ y. 

Eii résumé, le théorèine II est établi d'unc mauiére complète; on voit 
que c'est pour une simple raison de coiilmoditi! que j'ai ramen6 le cas gé- 
néral à celui de l a  fonction qui est nulle en tous les points de P; oii aurait 
pu faire la démonstration directement pour le cas général. 

40. Appeloi1s toujours P l'ensemble des points de discontinuit6 de la 
fonction donnée (x); je supposerai toujours, dans ce qui suit, que P cst iiii 

ensemble fermé; si cela n'était pas, il suffirait d'adjoindre à P ses points li-  
mites; autrement dit, on remplacerait 1s considération de P par In considé- 
ration de l'ensemble formi: par la réunion de P et de Y'. 

11 résulte des raisonnemeiits de M. BENDIXSON exposés daus les Ach6 
1Mathematz'ccr. (Tome II) que, si Y est un ensemble f e r d  ~ z o n  dense, il peut 
se présenter deux cas : 
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1." 1' est dénombrable; alors il existe un nombre a (le In pren~ihre ou 
de la deuxième classe, tel que P" = 0. 

2." P n'est pas déiiombra1)le; la c,oiidition préccderite n'est reniplie pour 
aucuu nombre a ;  mais il existe un nombre a tel que : 

p"=p"tl= . . .  
011 est conduit B dire qu'il existe dans tous les cas un ensemble I'", dbrivt': 

d'ordre de P, !Z représeiitniit le premier nombse transfini de la troisième 
classe de nombres; clans le premier cas, 011 a PL!= O ;  ( 1 ~ 1 s  le second : 

pa. = p w  = , . . = p-'. 

L'équation Pf2 = O caractérise les ensembles pour lesquels P est déiiom- 
brable; on dit encore claiis ce cas que f' est d t l w t i h l e .  

Daiis le second cas, PL! est 1111 ensemble parfait, et P est constitiid dc, 
l i i  inmiéïe suivante: daiis chaque intervalle co?zfiyu it PL', P forme un eii- 
semble réductible (*). 

Nous avons appris juaqu'ici à former des fonctions discontinues reprbsen- 
tables de deus sortes : celles lmir lesquelles IJ est w'dzutible, et  celles pour 
lesquelles P est paf.fuit, la fonction étant conti~~zce szir P; nous pouvoiis tout 
de suite eii former une troisiknie cntt:gorie, compren:iiit les deux premières. 
Supposonsque P soit uiz ensemble non dense, et qu'il esiste un dérivé d'or- 
dre !], PL'; nous prendrons une fonction conthle  su). P", et, dans chaque 
intervalle colztigu Ù PL', nous dBfinirons la. fonction de maiiibre qu'il y ait 
des discontinait~s ai ls  points de P (qui forment, dans uii tel intervalle, ut] 
ensemble réductible). L e  tliGorènie II montre que la foiiction ainsi définie sera. 
repi$sentable, car elle est continue sur l'ensemble parfait PL', et  elle est re- 
lwésentd.de sur tout segment contigu à P". 

41. Nous sommes conduits B une extension des remarques faites au 5 37 
sur les eiiscmbles. Etant  donné sur d B uii eiisem1)le P fermé et 92on d e m e ,  
il existe sur d R (les iiitervalles parfaitement déterminés, dont les points e s -  
trêixes sont des poiiits de P, et dont aucun point iiit&ieur ne fait partie 
de P ;  deux qiielc~onques de ces segments n'empiètent pas l'un sur l'nuirc, 
inais ils penveiît moir une estrémité commune; comme cas particulier, on 
voit que si cette derniére condition n'est jamais remplie, l'ensemble P est 

. - 

(") Les d C i l ~ o ~ i s t r ~ t i c ) ~ ~ ~  dc CM tllCor&mes be trouvent daus le 1Ii.iiioirc dc 11. Biss- 
DIXVON T. II). J'mrai d'nilIcnw occnsioii 1A1s loin (5 4T), d'Ctnldir siir les msem- 
1 ~ 1 ~ s  dcs tliborèiiics qiii coiiq~renilront c ~ i i s - c i  coinmc cas pri-iciilii~rs. 
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parfait; au contraire, si 
par ses points extrêmes, 

Réciproquement, si, 

un quelconque des  segment,^ en touche deus  autres 
l'ensemble P est reductible. 
par un moyen quelconque, on arrive à ddfiiiir sur 

une droite une infinité d(4noinbrzlble d'iiitervalle~, dont deus  quelconques ri'eni- 
pietent jamais l'un sur l'autre, et tels que, dans toute portion de la droite, 
il y ait des points appartenant à ces segineiits, l'ensemble P formé par leurs 
extrémitas et par les points limites de ces extrémjtés èst un ensemble fermb, 
non dense. Nous dirons encore que chacun de ces jiitervalles est cotztiylu Cd P. 

Le dernier r&dtat obtenu sur les fonctions représentables est celiii du 
5 40, qu'on peut énoncer ainsi : S'il existe un ensemble 1' fermé et  non 
deiise, tel que ln fonction est continue sur P" et continue dans tout seg- 
n~ent  i~rte'riezw à un segment contigu à P, elle est ïepréseiitable. 

Ce résultat n'est qu'un cas particulier d'un tl\6orème général, qui sera 
une combinaison des théorkmes 1 et II et qui résumera toiit ce qui pr6cède. 

Gbnéralisons d'abord les résultats o\-henus au  9 36; iious y avons reconnu 
que si, en dehors de tout point d'un ensemble P pour lequel Pa = O, In fonc- 
tioii est continue, elle est représentable. Cet énoncé peut C.t,re considéré comme 
cas particulier du suivant: Si, dans  tozrd seylnent co~ztigzc h P (en supposant P 
réductjble, c'est-Mire Pa = O pour une certaine vdeiir de a),  ln fomtiotz est 
~epréscn tnb le ,  elle est r e p ~ ~ é w z t n b l e  dcms tord Ie segnzent. La démonstratioii 
est identique k celle da S 36; le tli4orkine a cléjh été démontré pour le cas 
de a'= 1, o! = 2 ;  on a, dans ces cas, les propositions des § 33 et 34. Il suffit 
de montrer que si le tliéorème est vrai quand P est dr: telle nature que I'" = 0, 
il est encore ~ r n i  si Pa  comprend un iionïbre fini de points; en effet, si on 
entoure ces points d'intervalles trè3 petits qu'on retraiiclir: de l'intervalle toti~l, 
la fonction, dans cliaque intervalle restant, où l'on a Pa, = O, est représen- 
table; le tliéorènîe 1 montre alors qu'elle est relîréseiitable sur tout lc segmcnt. 

Nous soinines maintenant cil incsure d 'honcer le théorème géiidrnl s u i ~ o n t  : 
Th6orèine III. S'il existe zm e)isenzble P, fernu! et nolt d e m e ,  t e l  qzce 1 ( ~  

fouctiolz est conti~zue S U T  PL' et est ~.elm'se~ttnOle szw tout s ~ g w e a t  c o t z t i p  2 
P, elle est re2wésentable sur le seyrmetzt total. 

En effet, dans tout intervalle contigu à l'", la fonction est rep&seiiti~lile, 
d ' apès  ce que nous venons de voir; le tliéorème I I  iious montre qu'elle l'est 
siis I'iiitervalle total. 

Pour que le tliéorMine III rEsunie tout ce' qui a été dEiriontré jusqu'ici, 
nous coiiviendrons de faire rentrer le cas de PL? = O dans celiii où, 1':' exis- 
tant effectivement, la, fonction est continue suia cet ensenible. 
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41. Grâce nu tlidorème I[I, nous allons pouvoir donner une extensioii 
considérable aux résultats acquis. Supposons que l'en~emble des points de discon- 
tiiiuité P (complété, s'il y a lieu, par ses points-limites) soit non a n s e ,  coii- 
tienne un ensemble PL?, niais qu'il existe sur PQ un nombre fi~zi de poiiitu 
qui soient points de discontinuité par rapport ic P"; le tlikorèrne 1 suffit pour 
iiiontrer que la fonction est représentable, car en isolant ces poi~its de discoil- 
tiiiuité par de petits intervalles, la fonction est repr~seiitable sur cliaqiie por- 
tion restaiite. Nous avons donc là 1111 nouvel exemple de fonction représeii- 
table que nous n'avions pas obtenu jusqu'ici; inais on peut tout de suite donner 
;L cette remarque toute sa portée, en introduisaiit d'une manière systcmatique 
la. considération des points de discontinuité par rapport à P". 

J 'ap~ellerai  d'une maiii8re générale Pi l'ensemble des points de Y'? qui 
soiit points de discontinuité par rapport B P", ou qui sont points limites de 
poiiits dc discontinuité, de telle sorte que Y, sera esseiitiellemeiit fermé. Nous 
venons de voir que si P, est fini, la fonction est représeiitable. D'une nia- 
iiière plus çi.nérale, siipposoi~ que P, soit, ou bien un ensemble rfiductible, 
oii bieii uii ensemble non réductible, mais tel que, sur P;" (dérivi d'ordre 12 
de P,) In fonction soit coiitinue. Nous pouvons, dans ces conditions, aypli- 
quer le tli6orème III, en faisant jouer h l'ensenilile Y, que nous veiions de 
dofinir le rôle de I'ensemble Y dont i l  est parlé dans ce théorème; en effet, 
Pl ,  d'après sa définition même, est d'une iiatiire telle que, dans tout inter- 
valle co?ztigzc h Pi, la fonction est représentable, puisque, si dans cet inter- 
valle il existe ilne portion de  P", i l  y a, en cliaque point de PL? inf&!riezcv 
à l'intervalle, co~itinuité par rapport B P". On reconnaît ainsi que le tliéo- 
&nie III est applicable à l'ensemble P,; il eii resulte que la fonction est 
ïeprésentable. 

Montrons coininent on pourra effectivemeilt foriner des exen~ples de foiic- 
tioiis pour lesquelles Pl existe. Prenons un point A ,  juxtaposons des seg- 
ments qui auront ce point pour limite, soient ,4, A,,  A,  A, ,  . .., A,-, A,,, . . .; 
daiis chacun des segments de rang impair, je placerai un ensemble parfait, 
où je donnerai à cp la valeur 1, tandis que je donnerai à g, la vtzleiir O aux 
autres points du segment; au contraire, dans chacun des segments de  rang 
pair, je donnerai à cp la  valeur O aux points d'un certain ensemble parfait, 
et la valeur 1 aux autres points; en chacur, des points A , ,  A , , . . .  A,, .. . , A, 
je donne arbitrairement à la  fonction l'une des valeurs O ou 1. On voit que, 
dans un tel exemple, il y a pour la fonction des points de discontinuité for- 
mant un ensemble parfait I', identique à P-<; de plus, il y a des points 
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de Pn qui sont points de dz'sco~ztlmité puy rapport à PL': ce sont les points 
A , ,  A 2 , .  .. A ,,..., A ;  dans le cas 'actuel, I', se compose donc d'une infinité 
de points ayant un point limite. 

On conçoit tout de suite comment, en partant des mêmes principes, on 
pourra construire des exemples où PI aura des ensembles dérivés jusqu'ii 
l'ordre 2 ,  3 ,... t z , .  .. w, o $- 1 ,. . . 2 w , . .  . a ,... , en d'autres termes, 
sera un  ensemble réductible quelconque. Enfin, pour former un exemple 
où P;" existe, prenons u priori un  ensemhle parfait, qui sera P;"; dans 
chacun des intervalles coîztigtls à Pi?, placons une fonction de la catégorie 
pr6cédente, en ayant soin que les points extrêmes de ces intervalles soient 
effectivement des points limites de points de discontinuité relatifs à PL!; de 
plus, prenons la fonction continue sur P:: on aura ainsi une fonction re- 
présentable. 

Il est utile de remarquer que, dans tous ces exemples, l'ensemble P, est 
?tolfi dense par ~ a p p o ~ t  à Pa. 

43. Les notions nouvelles introduites par la considération de l', se 
pr6teiit à une généralisation immédiate. Etant donnée une fonction y (x), nous 
appellerons P, l'ensemble des points de P;" qui sont, pav vapport à l'y, points 
de discontinuité ou points limites de tels points. Nous définirons ainsi sucoes- 
sivement P, , P,, . . . P,, . . . , chacun de ces ensembles se déduisant du p ï h è -  
dent exactement comme P, se déduit de P. Nous serom conduit à dire que, 
~ ; i  Px- ,  est rédiictible, ou bien si .P:-,, 9011 dérivé d'ordre 12, existe, m s i ~  
si la fonction est continue sur Pz,, on a P, = 0. 

L'application du théorème III montre que toute fonction pour laquelle 
un nombre entier 72 existe, tel que I'% = 0, est représentable. On reconnaîtra 
d'ailleurs facilement qu'il existe des fonctions pour lesquelles P, comprend 
effectivement des points. 

J e  conviendrai d'appeler fonctions représentables d'ordre ta, celles pour 
lesquelles P,,-, existe, tandis que P, est nul. P a r  exemple, les fonctions dont 
nous nous sommes occupés en premier lieu, celles pour lesquelles P est ré- 
ductible, ou bien pour lesquelles P"- existe, la, fonction etant continue siir 
cet ensemble, seront des fonctions d'ordre 1. 

44. Iinaginons maintenant que la formation des eiisembles P I ,  P,, .. . 
P,,, , . . puisse se prolonger indéfiniment, sans qu'on rencontre jamais d'ensemble 
nul. On est conduit à introduire une notion analogue à celle que M. CANTOR 
n introduite dans la considération des ensembles dérivds, sous le nom d'en- 
semble dérivé d'ordre 6,. 
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Nous avons une suite d'erisembles fermés, tels qrie: 

j'espriine, par cette suite d'jiiégalittk, que cliacpe ensemble est tout entier 
contenu dnns le précédent. J e  dis qu'il existe au moins un point appartenant 

tous les Il2,; en effet, si on décompose le segment donné en p1~isieui.s por- 
tions, i l  y a ail moins un de ces segments partiels dans lequel P, r~iiferiiîc 
dcs points, quel que soit I I ;  prenons l'un d'eus, décomposons-le A son tour, et 
répétons cette o p h t i o n  inddfiniment en faisant tendre vers O la dimension d u  
seg~nent, nous nrons ainsi une suite de segments dont chacun est contenu 
dnns le précédent et coiitient des points de P,,, quel que soit 1 2 ;  il J a un 
point intérieur i tous ces segnients, il est donc point limite de P,,, et par 
siiite fait partie de I-',,, quel que soit n. 

Pour conserver les analogies arec  la théorie des eiiseinbles dér i~és ,  iioiis 
appellerons Pu l'enseinble des points q u i  appartiennent à tous les ensembles P,; 
Pu est un ensemble fermé. 

011 peut former une fonction pour lequelle P, se composera d'uii point A 
donné d'avance; je prendmi une suite de yoiiits A , ,  A , , . .  . A , ,  ... tendant 
vers A ,  et dans le segment A ,  A,+, je placerai une fonction d'ordre 1 8 .  Ilans 
ces conditions, il esiste, quel que soit 12, un ensemble P,,, qui comprend tou- 
jours le poiii t A .  Cette foiiction sera évidemment représentable. 

45. 011 définira de même l'enseinble Y,+,, déduit de Pu comme Pl dc 
I', p i s  les ensembles Pa+ ,,.. . Pm+ ,,... P,,,, . .. Pu., ... D'une inanière géné- 
ride, soit o: un iionibre de la première ou de la deusièine clriese de nombres. 
Si o: est de première espèce, c'est-à-dire si a - 1 esiste, I', sera l'ensemble 
des points de cZiscont2~zz~ité de  Y:, ynr ~ q ~ l ~ o ~ t  h P:!, (cornplété par ses points 
limites); dans le cas où Pi?:!_, n'existe pas, on dans le cas où 18 fonction est 
eontinue sur cet ensemble, iious dirons que Pa est nul. Si o: est de seconde 
espèce, P, est par définitioii l'eriseinble de tous les points coininuns à tons 
les ensembles Y,,, a' représentant un nombre quelconque infhieur à a ;  si l'oii 
n Pa= O, il existe certainement uii nombre o:' inférieur à a, et de première 
espbce, pour leqiiel on n Paf = 0. 

Nous pouvons maintenant démontrer la l~oposit ion suivante : S'il est dd- 
t r~o i~ t re '  qu'une fonctiori pour laquelle Pz-, est  ' 1 1 ~ 1  est r e p & n t u b l e ,  Eu chose 
est elzco9.e vmie  d'zclze fonctio~a pozw lcipzielle P. est ~ 1 .  E n  effet, puisque P, 
est nul, c'est que, ou bien P, , est réductible, ou bien Pi), existe, mais la 
fonction est continue sur cet eiisemhle ; de plus, si on considEre rin intervalle 
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contigu R Pa-, , comme il n'y a aucun point de Y,-, à l'intkrieur de cet in- 
tervalle, la fonction, d'aprhs l'hypothèse, est représentable dans tout segment 
contenu à l'intérieur de cet intervalle, et par suite dans cet intervalle lui- 
même; on peut donc appliquer le théorème III, ce qui montre que la fonc- 
tion est représentable encore dans le cas où Pa est, nul. 

On conclut de là que, en formant pour une fonction p (x) la suite d'eri- 
sembles : 

' P, P , ,  P2,... Pn ,... , P ,,,... P" a,... P a,... 

si,  pou^ u n  certain nowbre cc de la prenzière ou de la deuxiéme clnsse, 017 

n Pa = O ,  on peut a f l m e ~  que Zn fonction est représentable. 
46. Nous avons, dans ce qui précède, obtenu une première catégorie 

de résultats clans la voie que nous nous étions tracée, en ce sens que nous 
avons démontr6, pour certaines fonctions, In  possibilit6 d'être représentées dans 
les conditions des problèmes 1 et II. Notre but, est, je le rappelle, de dé- 
montrer que toute fonction qui est ponctuellement cliscontilzue relativement ii 

tout ensemble parfait, est représentable. Avant d'aborder le cas général, je 
commencerai par traiter complbtemeiit un cas particulier; on pourra se rendre 
compte d'une manière nette sur ce cas particulier de la, méthode que j'em- 
ploierai et qui est fondee sur la considération des ensembles à indices infl- 
rieurs, définis précédemment. 

Ce cas particulier est le suivant : on considère une fonction y (x) qui ne 
peut prendre que l'une des deux valeurs O ou 1. Il s'agit de savoir quelles 
sont les fonctions de cette nature qui sont représentables, de sorte que la 
question pourrait se poser dans les termes suivants : Décomposer le continu 
en deux ensembles, de telle sorte qu'en attribuant à une fonction la va- 
leur O aux points de l'un, la  valeur l aux points de l'autre, cette fonction 
soit représentuble. 

D'après la nature même de l a  fonction rp (le), l'oscillation en chaque point 
(par rapport au continu, ou par rapport à un ensemble parfait quelconque), ne 
peut être que l'un des deux nombres O ou 1; si, dans un intervalle continu, 
la fonction est continue, elle est nécessairement constante dans cet intervalle. 

Une première condition que doit remplir cp (x) est d'être ponctuellement 
discontinue; dans le cas général, c,ela veut dire que l'ensemble des points où 
l'oscillation est % a est no78 dense, a étant un nombre positif quelconque; 
dans le cas actuel, cela veut dire que l'ensemble de tozrs les points de dis- 
continuité est non dense. On reconnaît, par exemple, qu'une fonction égale 
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à O pour x rationnel, à 1 pour x irrationnel, n'est pas représentable, car en 
tout point l'oscillation est égale à 1: la fonction est totalement discontinue. 

Supposons donc que y (z) remplisse cette première condition, et soit Y 
l'ensemble des points de discontinuité. Formons, s'il y a lieu, P", et soit PI 
l'ensemble des points de Pa qui sont points de discontinuitd par rapport à P". 
L'ensemble Y,, comme P, est essentiellement fermé, car en chacun de ses 
points l'oscillation par rapport à PQ est égale B 1. Si, dans un certain in- 
tervalle, Pi est dense par rapport à Pi! (par suite coïncide avec PR), 1:~ 
fonction n'est pas représentable, car alors elle est totalement discontiiwe re- 
lativement à P", puisque, dans l'intervalle considéré, en chaque point de Y" 
l'oscillation par rapport k P" est 1. Construisons un exemple où cela a 
lieu: pour cela, prenons un ensemble parfait non dense P; les points de P 
sont de trois sortes : 1." les points A, extrémités gauches des intervalles con- 
tigus à P; 2." les points B, extrémités droites des miiimes intervalles; 3 . O  les 
points C, points exterieurs 8. tous ces intervalles; chaque point de l'ensemble, 
qu'il soit A, R, ou C, est point limite de points des trois catégories; nous 
attribuons à p (x) la valeur O en tout point, sauf aux points A où nous lui  
attribuons la valeur 1 ; dans ces conditions, la fonction est discontinue en tous 
les points de P, et de plus, si on considère cet ensemble, chaque point de P 
est point de discontinuité par rapport à P, l'oscillation étant 1; la fonction 
est donc totalement discontinue sur P. 

On voit donc que, pour que ~ ( x )  soit représentable, il est nécessaire 
que P, soit non dense par rapport à P". D'une manière générale, appelons, 
comme plus haut, Pa+, l'ensemble des points de discontinuité de P$ par rap- 
port à Pal.; nous reconnaissons que si la  fonction est ponctuellement discon- 
tinue relativement à tout ensemble parfait, P,+, est fion dense pur rapport 
à P:. Bien entendu, si a est un nombre de seconde espèce, Pz se compose 
des points qui appartiennent à tous les ensembles P,I dont l'indice est infé- 
rieur à a, de sorte qu'on peut écrire : 

47. J e  vais démontrer que, quelle que soit la fonction cp (x) (Agale 
à O ou 1) qu'on considère, jl existe uri nombre a de la première ou de ln 
deuxième classe de nombres pour lequel on a Pa = P, ,. , . Les raisonnements 
que je ferai sont imités de ceux que M. BEND~XSON a employés pour démon- 
trer ses th6orèmes relatifs aux ensembles dérivés d'ordre quelconque (Actu, 
Tome II). 
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aux 
D'une manière générale, supposons qu'on ait des ensenibles correspondants 
différents nombres de la première et de la deuxième classe, 

Pi, P ,,... Pa, . .  P,, ... P,, >... P, >... 

satisfaisants aux conditions suivantes : 
1.' Chacun de ces ensembles est fermé. 
2.' Si a ,  < a., tous les points de Pa2 :ippartiennent à P,, . 
3." Si un ensemble ne comprend qu'un nombre fini de points, l'en- 

semble suivant est nul. 
Ces conditions, qui se trouvent évidemment remplies par les ensembles 

dérivés d'un ensemble donné, suffisent pour qu'on puisse appliquer les raison- 
nements de M. BENDIXSON, que je reprends ici, avec quelques modifications 
de détail. 

Il est d'abord évident que deux cas seulement peuvent se présenter: ou 
bien il existe un nombre a tel que Pa = O ,  et alors, tous les ensembles qui 
suivent sont également nuls; ou bien, quel que soit a  pris dans la deuxième 
classe de nombres, P, contient des points. Dans le premier cas, on a évi- 
demment Pa = Pa+, ; il suffit donc d'examiner le second cas. 

Nous supposons donc que, dans le segment A B, l'ensemble P, renferme 
des points, quel que soit cr; on en conclut aisément, par un procédé que j'ai 
dbjà eu l'occmion d'employer, qu'il existe dans A B au moins un point M 
possBdant la propriété suivante: dans tout intervalle contenant M à son inté- 
rieur, si petit qu'il soit, l'ensemble P, renferme des points, quel que soit a ;  

ce point M fait donc partie de tous les Pa, puisque ce sont des ensembles 
fermés. Nous avons ainsi démpntré qu'il existe des points appartenant à tous 
les Pa; il est naturel de désigner l'ensemble de ces points par P2; nous 
savons déjà que Pa comprend un point au moins. 

J e  vais démontrer que P-Q ne contient pas de points i s o l k  Remarquons 
d'abord que si un intervalle ne contient pas de points de Pn (en comptant 
les points extrêmes), il existe un nombre a tel que Y, = O dans l'inter- 
valle; en effet, si cela n'avait lieu pour aucune valeur de a, d'après ce que 
nous venons de voir, PC contiendrait au moins un point daus l'intervalle. 
Supposons pour un instant que A soit un point isolé de PL,; soit B C un 
intervalle contenant A à son isztérieur et ne contenant pas d'autre point de 
Y f i ;  dans B C, prenons, à droite de A, une suite de points A i ,  A, ,... A,, . .. 
tendant vers A ;  dans chacun des segments A, A,+, , comme il n'y a aucun 
point de Pa, il existe un nombre a, tel que PGn est nul dans ce segment. 
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On peut de même diterminer i'i gauche de A une suite de ~egments  
A' ,  A ' , , .  .., A',  A',+,, ... tendant vers A ;  il y a, pour chacun d'eux, im 
nombre a', tel que Pa,,, est nul dans A', A',+,. Servons-nous maintenant du 
théorème de M. CANTOR : Une sziite ddrhombrable de nombres appartenant à 
2'ufie des classes 1 oz4 2 a une limite supérieure, qui est un ~zombre appar- 
tenant ic 1'me de ces minzes classes (*). On voit alors que les nombres a,, 

et a', ont une limite supérieure cc; dans l'intervalle B Cl l'ensemble Pa ne 
peut pris contenir d'autre point que A ;  par suite, Pa+, est nul, le point A ne 
peut donc pas faire partie de Pr!. L a  démonstration fait voir en outre que, si 
B C est un intervalle ne contenant à son intérieur aucun point de Po, les 
points extrêmes pouvant faire partie de PQ, il existe un a tel que Pa = O 
dans l'intérieur de l'intervalle. 

Il résulte d e  là que Po, qui ne peut pas contenir de points isolés, est 
un ensemble dense etz lui-même; il est d'ailleurs fermé, car si un point est 
limite d'une suite de points dont chacun appartient à tous les Pa, il a lui- 
même cette propriété. En résumé, l'ensemble PQ est parfuit. Considérons alors 
un intervalle contigu à Po (dont aucun point intérieur n'appartient à fi, 
les points extrêmes seuls en faisant partie). Dans cet intervalle, il existe un 
nombre 6 tel que Pp ne contient aucun point intirieur à l'intervalle. Il y a 
une infinité dénombrable d'intervalles analogues, et les points intériezirs à ces 
intervalles forment l'ensemble complémentaire de Po;' les différents nombres f i  
qui correspondent à tous ces intervalles ont une limite supérieure a, qui est 
un nombre de la première ou de  la deuxième classe, et l'on voit que l'en- 
semble Pa ne peut pas contenir d'autres pointa que ceux de Po; i l  les con- 
tient d'ailleurs tous, de sorte qu'on a : 

et cet ensenible est essentiellement parfait. 
48. Revenons maintenant à la  fonction rp (x), qui ne peut prendre que 

l'une des deux valeurs O ou 1; imaginons qu'on forme les ensembles P, P,, 
l:, . . . Pa,. . . que nous avons définis. I l  ne peut se présenter que deux cas : 

Ou bien il existe un ensemble Pa qui est nul. Dans ce cas, la fonction 
est représentable, d'après la conclusion qui termine le tj 45. 

Ou bien il n'existe pas d'ensemble de cette nature. Alors il existe uii 
nombre cc tel qu'on a :  

- 

(2) ,Ictn, Tome II, page 358. 
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d'où je dkduis, comme on a toujours: Pa 2 P a 2  P,.,, : 

Pa+, = P a ,  

ce qiii exprime que tous les points de l'ensemble parfait P: sont points de 
discontinuité par rapport à cet ensemble, l'oscillation étant égale à 1; autre- 
tnent dit, la  fonction est totalement discontinzre pals ?,apport à I'enseaable par- 
fuit P:. Elle n'est donc pas représentable. 

On peut exprimer le résultat d'une manière diffkrente ; convenons d'ap- 
peler, dans tous les cas, Pn l'ensemble des points qui appartiennent à tous 
les P,. La condition nécessaire e t  suf isante  pour que la  fonction y (x) soit 
?.eyésentable est que : 

Po = O. 

Le problème que nous nous sommes propos6 est ainsi complètement ré- 
solu dans le cas particulier que nous venons d'examiner. 

49. Pour passer à l'étude du cas g6néra1, j'aiirai besoin de quelques 
théorèmes auxiliaires sur les fonctions discontinues d'une variable. 

Soit une fonction g, (x) définie sur le segment A B, les extrêmes compris; 
supposons que le maximum de l'oscillation de f (x) en chaque point., dans 
cet intervalle, soit 1, et prenons 1') 1,. J e  dis qu'on peut poser: 

g (x) étant une fonction continue, et # (x) une fonction dont la valeur en clia- 
que point est comprise entre O et 1.'. 

D'après ce que nous avons vu au $ 13, puisque l'oscillation en chaque 
point est inférieure à A', on peut trouver lin nombre p tel que, dans toute 
portion du segment dont la longueur ne surpasse pas p, l'oscillation rehtive 
à cette portion soit 5 1,'. Partageons le segment en portions dont chacune 

O 
ait une longueur inférieure à 1; soit A, A, A, A, A;... la  suite de points de 

2 
division ainsi obtenue, à partir de l'extrémité A, que je désigne par A , .  

Considérons d'abord les segments suivants: A, A,, A, As,  A, d7,. . . Ln 
longueur de  chacun de ces segments étant inférieure à p, on peut certainenielit, 
dans chacun d'eux, déterminer un nombre m tel que la fonction soit, dans 
toute l'étendue du segment partiel considéré, comprise entre m et m + 1'; on 
peut par exemple prendre pour rn le miiiimum de la fonction dans l'intervalle; 
(mais il n'est pas toujours indispensable de choisir wz de cette manière). Soient 
m i ,  m,, m,,. ,. les quantités ainsi choisies, relatives aux segments A,  ,4,, 
A ,  A, ,  A, A , ,  . . . J e  représenterai g6ométriquement les choses en traçant dans 
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le plan x y  (fig. 12) les segments Bi B,, B', Br3, d'ordonnées m ,  et n t ,  + 1.' 
et correspondant 2 i  A, ri,, les segments C3 Cg, Cr3 Cl5, d'ordonnées m3 et m,+?.', 
correspondant à .4, A , ,  etc.. . . 

J e  prends maintenant les segments ilo A 4 ,  Al A c , .  . . dont chacun em- 
piète sur deux des précédents. Considérons, par exemple, A,  A,; si nous sup- 
posons, pour fixer les idées, mi < m,, comme dans le cas de la figure, on 
peut trouver nz2 compris entre lit, et m,, et tel que, dans 8, A,, la fonction 

soit comprise entre 112, et ?u9 + if. Soient E, E, , E', E', les segments corres- 
pondant à A, A 4 ,  d'ordonnées m, et m, + 1'. 

Traçons maintenant les lignes brisées parallèles: B, E3 C4,  B', E', C f 4 ;  je 
désignerai par g (x) la fonction continue qui est représeniée par la ligne 
-8, B,E3 C,, et qui est ainsi définie jusqu'à prèsent de A,  à A , ;  la ligne 
brisée B', B', E', C', représente évidemment la fonction g (x)  + A'. Dans le 
segment A, A,, la fonction donnée est comprise, d'une part entre m, et m, + )IF, 
d'autre part entre m 2  et nz, + A f ,  par suite entre m, et m,  + A', représentés 
par les segments E4 E,, B', B',; elle est donc a fortiori comprise entre les fono- 
tions représentées par B, E, et B', E', , c'est-à-dire entre y (x) et y (x) + A'. 
On voit de même que, dans le segment A3 A,, elle est comprise aussi entre 
g (x) et g (x) + h', qui sont représentés par E3 Cd7 E f ,  C', . 

Pour prolonger la fonction g(x) au dGlà de A,, on prendra le segment 
A4 A,, qui empiète sur A, A, et  sur A, A,, on opérera sur lu i  comme on vient 
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d'opérer sur A, A , ;  la fonction y (x) sera, dans ce segment, représentée par 
une ligne brisée telle que (7, F, D,; on continuera l'application de  l a  méthode 
jusqu'à ce que y (x) se trouve dkfinie dans tout l'intervalle donné; nous aurons 
alors, en tout point: 

9 (x> 'P ( 4  5 9 (4 4- 1 ' 7  

ce qui démontre qu'on peut poser: 

'P (x) = Y (3) + + (x), 
avec la condition: 

Or + (x) L A'. 

50. Dans le cas que je viens d'examiner, j'ai supposé la  fonction dé- 
finie sur tout un  segment, les extrêmes compris. J 'ai maintenant besoin 
d'examiner le cas où l'on considère l a  fonction seulement pour les points in- 
t4rieurs au  segment. On voit tout de suite qu'il y a une diffdrence essentielle 
avec le cas qui précbde: si l'on sait que, en chaque point intérieur à A B, 
l'oscillation est inférieure à h', on ne peut pas en déduire l a  possibilité de la  
division en  un nombre fini de segments partiels, dans chacun desquels l'oscil- 

1 lation serait inférieure à 1'; citons, par  exemple, la  fonction sin - définie 
x 

pour x > O ;  en chaque point où x > O la  fonction est continiie, mais, dans 
un intervalle comprenant le point x = O, la continuité n'est pas uniforme. 

Voici comment il convient de niodifier la méthode précédente, dans le 
cas où le point A, par exemple, est exclu. Si on remplaçait le point 1-1 par 
un point A' voisin, si petit que soit A A', les raisonnements que nous avons 
faits s'appliqueraient a u  segment A' B. Il résulte de là qu'on peut déterminer 
une suite infinie de points A, ,  A ,,... A ,,... tendant vers A, et tels que dans 
tout segment A, A,+, l'oscillation de  la fonction soit inférieure à 1'. E n  ima- 
ginant que l a  méthode indiquée dans le numéro pr6cédent soit appliqude 
A, A,, A, A,, . . . indéfiniment, on définira ainsi une fonction g (x), en tous les 
points intérieurs a u  segment considéré,' qui sera continue en chacun de ces 
points, et l'on aura: 

P (4 = Y (x )  + + ( 4  

+ (x) étant compris entre O et h' (en chaque point intérieur). 
51. Ces résultats suffiraient pour les applications que je me propose 

de faire; mais il n'est pas sans intérêt de montrer qu'on peut aller plus loin, 
et  s'arranger de manière que, dans la  décomposition de rp en g + +, la fonc- 
tion $J soit toujours comprise entre O et h. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Soit donc (x) la fonction donnée, définie, soit sur tout le segment A B 
comme au $ 49, soit seulement aux points i&+iezws, comme au $ 50; les 
raisonnements seront les mêmes dans les deux cas; si A est le maximum de 
l'oscillation en chaque point, je prends A'= h + 5 ;  d'après ce que nous vc- 
nons de voir, on peut poser: 

go (x) est continue en tout point où q (x) est définie, et  l'on a : 

O t $0 (x) 6 1% +o. 

Je  vais maintenant appliquer de nouveau la méthode, en mettant In 
G 

fonction +, (x) à la place de f ( A - ) ,  et  en reniplaçant 5 par - Faisons ic,i 
2 

une remarque : la fonction S,, qui ne diffère de y (x) que par uiie fonction 
continue, a, en tout point, son oscillation G h ;  de plus, elle ne depasse en 
aucun point la valeur h + cr.  J e  peux donc, en appliquant à 9, (x) la, mé- 
thode précédente, m'astreindre B prendre tous les nombres m l ,  m,, m,, etc.. .. , 

G positifs ou nuls et inférieurs oii égaux à 1 $ a - , c'est-à-dire à - 
2 

J'arriverai ainsi B mettre Ijl (x) sous la forme : 

g, (x) étant une fonction continue, et  +, (x) Btnnt compris entre O et h + . 
2 

On voit en outre que g, (x), qui reste toujours compris entre les valeurs es-  
G 

trêmes des quantités w,, rn, , Ins,. . . , est compris entre O et  - - 
2 

G G 
J'appliquerai ensuite la méthode B $, (x )  en remplapnt - par et 

2 4 '  
j'aurai : 

$1 (5) = Bs (XI 4- $2 ( 4 7  
y, (a) 6tant continue; de plus on a : 

G 
O 6 y, (u) EG - 9 

4 

On voit qu'au bout de n opérations analogues, on a l'identité : 
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Imaginons qu'on répète l'opération indéfiniment; la série de fonctions con- 
tinues : 

YO(X) + 9, (x) + ' + g n  (XI + ' 

est uniformément convergente, puisque les termes, à partir du second, sont 
positifs et respectivement inférieurs à ceux de la série: 

cette série représente donc une fonction continue g (x). 
Posons : 

Y (x) - Y = + W. 
Il est facile de déduire de l'égalité (1) que, pour chaque valeur de x, on a ,  
quel que soit n : 

0 L + (x) +n ($1- 
Par  suite, + (x) est une fonction déterminée de x qui est comprise entre O 

et h $. L, quel que soit n, par suite entre O et A. 
2 n  

11 est ainsi démontré qu'on peut effectuer la décomposition : 

g (x) (tant continue, et f(x) compris entre O et 1,. 
52. Ajoutons une remarque. Si, au lieu de supposer une fonction de- 

finie pour tous les points d'un intervalle continu (les extrêmes 6tant compris 
ou non), on suppose qu'elle n'est définie que pour les points d'un certain en- 
semble parfait (les points extrêmes pouvant être except&), des considérations 
analogues aux précédentes s'appliquent, et l'on peut énoncer le théorème 
suivant : 

Si A est le maximum de Z'oscilEation en un point de ln fonction par yap- 

port h l'ensemble, olz peut poser: 

g étunt une fonction continz~e 9-elativement à l'ensemble donlzé, du moins e?z 
tout point oh est définie, et rjl étant compris entre O et 1. 

On peut d'ailleurs ramener cette question à l a  précédente; soit yl la  fonc- 
tion, donnée seulement aux points de l'ensemble parfait P; je complèterai la 
définition de y aux points du continu qui ne font pas partie de P de la ma- 
nière suivante : sur tout intervalle contigu à P, tel que A, B,, je fais varier 
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linéairement (p depuis y (A,) jusqu'à y, (B,). 11 est facile de vérifier que pour 
la fonction ainsi définie, l'oscillation en chaque point (par rapport au continu) 
est L 1.; on en déduit immédiatement le théorème. 

Enfin, pour terminer cette étude, je ferai remarquer que les raisonnements 
que nous avons faits s'appliquent encore si y (x) -est une fonction mziltifow~2e; 
nous donnerons alors à l'expression: oscillation en un point le sens défini ail 
5 14; on pourra écrire: 

(x) = g (4 + S (33, 
9 (x) étant une fonction continue, et + (x) une fonction mltifomze comprisc 
entre O et 1. 

53. Abordons maintenant la  question qui fait l'objet essentiel de ce 
chapitre : Si une fonction est ponctuellenzent (Siscontinue relcctivernent Zc tout 
ensemble parfait, elle est repsésentable. 

J e  commencerai par démontrer le théorème suivant: Si zirze fonction y. (x) 
est po~zctueilement discontinue ~elativement à tout ensenzble patmfait, et si a 

est un nombre positif quelconque, o n  peut poser: 

y ,  (x) étant une fonction dont nous pourrons aflrmer qu'elle est ~.eprésentable, 
d'après les thiorèrnes donnés dans la première partie de cette étude, et + ( x )  
étant compris entre O et a. 

Soit P l'ensemble des points où l'oscillation de (p (x) est z o; fornloiis P"; 
soit P4 l'ensemble des points de P9 où l'oscillation par rapport à P" est 2 o. 

D'une manière générale, soit Pa+, l'ensemble des points de Pa où l'oscilla- 
fion par 1ypor t  à Pa est s O ;  si maintewmt a est un nombre de secondo 
espèce, Pm sera par définition l'ensemble des points qui appartiennent à tous 
les ensembles Pal, dont l'ordre a' est < a. 

Puisque, par hypothèse, y (x) est ponctuellement discontinue relativement 
à tout ensemble parfait, il en résulte que, quel que soit a, l'ensemble Pa,, 
(qui est d'ailleurs fermé) est non dense par rappo~t  ?i P(5; a fortiori cet en- 
semble ne peut pas coïncider avec P,, à moins que Pa ne soit nul. Il existe 
donc, d'après le 3 47, un nombre B de la première ou de la deuxième classe, 
tel que PB = 0. 

Cela posé, pour définir y, et J, de manière B satisfaire aux conditions 
imposées, je procéderai de la manière suivante. 

Considbrons d'abord l'ensemble P. Dans tout intervalle contigu A Pl l'oscil- 
lation en c l ique  point i~ztkriezu est un nombre < c. D'aprks le tliéorème du 
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§ 51, on peut, dans chacun de ces intervalles, effectuer la décomposition: 

y0 et + seront ainsi définis en tous les points du continu, que je représente 
par E, sauf en ceux de P, autrement dit aux points de E- P. En tout 
point de E - P, y, est continue, et + a une v:tleur comprise entre O et u. 

Il reste à définir rp, et  + aux points de P. Considérons, en supposant que 
P ne soit pas réductible, l'ensemble P- P"; cet ensemble est constitué par. 
les points de P qui sont à l'i.rzté~.iezw des intervalles contigus à l'ensenzble pcir- 
fuit P"; aux points de P- P2 je pose: 

Si A B est l'un qoelconque des intervalles contigus à PQ, P forme dans cet 
intervalle un ensemble ~écluctible; il en resulte que y,, qui, dans chaque in- 
tervalle contigu à P, est représentable, sera représentable dans toute l'étendue 
do l'intervalle A B, (ou, plus exactement, dans tout intervalle compris dans 
A B, puisque rpo n'est pas encore définie aux points A et B). 

L a  dAfinition de y, et # est maintenant faite partout, sauf aux points 
de Pbq ; j'ai appel4 P, l'ensemble des points de Y'l où I'osciliation par rai+ 
port à P" est 2 a ;  PI est non dense par rapport à P". Soit A B un inter- 
valle contigu à P,; cet intervalle peut contenir à son intérieur des points de 
P", mais nous savons qu'en chacun de ces points, l'oscillation par rapport 
à P" est <o. Il en résulte que, dans l'intérieur de l'intervalle, nous pourrons 
définir y,  et + aux points de P" qui s'y trouvent, de manière qu'on ait en 
tous ces points: y, = y, 4- +, que y. soit continue par rapport à P'" et que 
soit compris entre O et  a. Nous aurons, par cette opération supposée effectuée 
dans chacun des intervalles contigus à PI, défini 9, et # dans l'ensemble 
PR - Pi. Il ne restera plus à les définir que sur P, , et, dans tout intervalle 
contigu à P,, $, sera représentable. 

On voit que la marche à suivre est la  suivante: on effectue la décom- 
position de y en y, + + successivement dans les ensembles: 

Si on suppose cette suite d'opérations prolongée indéfiniment, la décom- 
position se trouvera effectuée en tous les points de E, sauf en ceux de Pu, 
qui est l'ensemble des points communs à tous les Pn;  de plus, dans tout in- 
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tervalle contigu à Pa, la fonction y, sera représentable. 011 continuera en- 
suite de la même manière, c'est-à-dire qu'on définira y, et + sur P, - P" CO) 

0 puis sur Po- P,,,, etc.. ..; après avoir appliqué cette méthode une infinité 
de fois, on aura défini y, et  + sur E - P,, . 

Pour justifier d'une manière complète et rigoureuse ce que je viens de 
dire, je suppose, d'une manière générale, que la décomposition soit effectuée 
sur I'ensemble E- Pa_, , et que, dans chaque intervalle contigu à Pa_, , 1s 
fonction 99, soit représentable. Considérons l'ensemble P;( ,; dans tout inter- 
valle coittigu à PEI, I'ensemble des points de Pa_, qui s'y trouvent est ré- 
ductible; en cee points je pose: 

la fonction y,, qui par hypothèse est représentahle dans chaque intervalle coiz- 
tigu à Pa_,, est encore représentable dans tout segment contigu à, P:-l!_,. Pre- 
nons maintenant Pa, qui est l'ensemble des points de P?, où l'oscillation par 
rapport à cet ensemble est 2 a. Dans un intervalle contigu à Pa, on peut, 
aux points de P:, qui s'y trouvent, effectuer la décomposition, de manière 
que 99, soit représentable dans tout cet intervalle. 

Il est ainsi démontré que, si y, et J/ sont définies sur l'ensemble E- Pa_, , 
elles peuvent être définies sur I'ensemble E - Pa, les conditions fondamen- 
tales étant encore observées. 

Si maintenant u est un nombre de deuxibme espèce, on peut toujours 
le considérer comme la limite supérieure d'une suite dénombrable de nombres: 

de telle sorte que u joue par rapport à cette suite le même rôle que w par 
rapport à la suite: 

1 , 2  ,... in ,... 
Imaginons qu'il soit possible de définir y, et J/ sur E' - Par,, sur E - Pal,, . . . 
et généralement sur E- Pal,; si on suppose cette suite d'opérations prolongée 
indéfiniment, la décomposition se trouvera effectuée sur tout l'ensemble E - Pa. 
Dans toute portion contenue à l'intérieur d'un intervalle contigu à Pa, il 
existe un nombre n déterminé tel que Pa;, est nul dans cette portion; y, est 
donc représentable dans cette portion, et par suite, dans tout intervalle con- 
tigu à Pa. 
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On voit ainsi que, quel que soit cc, il est possible d'effectuer la décoin- 
positioii sur l'ensemble E - Pa, de telle sorte que sur tout intervalle cotztigu 
h Ila la fonction ?, soit représentable. Or, il existe un nombre P tel que Pp 
est nul. Quand la décomposition se trouvera effectuée sur E- Y p ,  qui est 
identique à E, on aura, eu tous les points dtb segrrzent donné: 

y. (x) é t m t  vepherztable dans toute l'étendue d u  segwent, et  $ (a) ayafzt etz 
rllaqzie point une valeur coinp-ise e d ~ e  O et o. 

54. J'arrive maintenant à la démonstration du théorème général. E n  
supposant y (s)  po~zctuetle?tzent discontittue relativement à tout ensemble.paiS- 
fait, et en prenant arbitrairement un nombre positif u, nous venons d'obtenir 
l'égalité (2). Appliquons maintenant la  même méthode à la fonction $J ( z )  de 

G 
cette égalité, en remplaçant D par -. remarquons en outre que, comme on a '  
n : O r + O, on peut, en définissant y ,  et +, de manière que : 

s'arranger de façon qu'en tout point on ait: 

Cela résulte d'une remarque énoncée au E) 51; bien entendu, y ,  (x) est une 
fonction représentable. 

On posera ensuite : 

$1 (XI = Y e  (x) + # z  (x) 7 

avec les conditions : 
6 .  

O G ~ Z ( X ) G ~ ,  

D'une manière générale, on aura : 

+a-i (3) = (3) + $12 (XI , 
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avec : 
G 

O 5 y, (x) - - 2,' ' 

et y ,  (x) étant une fonction reprdsentable. 
Quand 1, croît indéfiniment, la fonction $, (x) tend uniformément vers O ;  

on peut donc écrire : 

18 série étant uniformément convergente. 
Chacune des fotictions qui figurent dans le second membre de l'égalité (3) 

est représentable dans les conditions des problémes 1 et II. Considéi.oiis, pour 
fixer les idées, le problème 1; il correspond à y,  (x) une fonction f, (x, y), 
continue en tout poiht par rapport h chacune des variables, et 6gale sur x = 21 
B y, (x); cela résulte de ce que (x) fait partie de la catégorie de fonctions 
que nous avons appris à construire dans les § 33 ?i 45; ce qui distingue 
ces fonctions, c'est que l'ensemble de tous les points de discontinuité relatifS 
à un ensemble parfait quelconque est non dense par rapport à cet ensemble. 
On reconnaft aisément que, dans tous les théoibmes qui ont été démontrés 
pour établir que ces fonctions sont représentables, on peut s'astreindre à ce 
que la fonction f (:c, y) que l'on définit, ait pour limites supérieure et infé- 
rieure dans toute l'aire les limites supérieure et inférieure de y (x). 

Nous supposerons donc que la fonction f, (x, y) qui correspond à y, (a) 
G 

compris entre O et %, est elle-même comprise entre O et 5- Nous pouvons 
21L 

alors poser : 

le second membre est une série uniformément convergente. 11 en résulte que 
f (x, y) est une fonction parfaitement déterminée, qui possède tous les caractères 
de continuité des fonctions f, (x, y), et qui, pour x = y, se réduit à y (x). I l  
est ainsi démontré que y (x) est une fonction representable dans les conditions 
d u  problème 1. L a  démonstration est évidemment analogue pour le pro- 
blème II. 

En résuiné, nous avons prouvé que la. conditiofi ~zécessaive et szcfisafitc 
pour qu'une fonction soit représentable, est qu'elle soit ponctuellement discon- 
tintle relativetnent à tout ensemble parfait. 
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Nous avons aussi donné un moyen de reconnaître si cette condition est 
remplie ou non. Etant donné un nombre positif o, on forme la suite d'en- 
sembles P, P,, P, ,... Pn,... P, ,... P, ,,.. . Pm ,... correspondant à cette 
valeur de o. Soit Pa l'ensemble des points qui appartiennent à tous les Pa. 

Il faut et i l  suflt, pozcr que la fouction soit représentnble, qu'on ait, qîre2 
q z i e  soit o : 

Pjr = 0. 

Si, pour une certaitze valeur de CS, on a P2> O ,  Za fotiction est totcdement 
discontinue sur cet ensemble purafnit, et  p a ~  suite n'est pas représentable. 

55. Nous avons, dans ce qui précède, caractérisé une catégorie par- 
faitement déterminée de fonctions discontinues, qui, entre autres propriétés, 
possèdent la suivante: U~ze quelconque de ces fonctions est représentabk par 
une série qui CL pour termes des fonctions continzces, et gui est cowvergentc 
pour chaque valezw de x. Nous avons déjà, fait observer que cet énoncé re- 
venait au suirant: la fonction est limite d'une suite de fo?zctioîzs continues. 

Servons-nous maintenant du théorème de WEIERSTRASS (*): si une fonction 
est continue, et si on se donne un nombre E, aussi petit qu'on veut, il est 
possible de trouver un polynôme qui diffère de la fonction en chaque point 
de moins de E. 

Soit f (x) une fonction discontinue limite d'une suite de fonctions conti- 
nues f ,  (x), f, (x), . . . f, (z), .. . Prenons une suite de quantités tendanis vers O : 
E ,  , E ~ ,  ... c n ,  ... NOUS pouvons, d'une manière génbrde, faire correspondre 
la fonction f i(x)  un polynôme y i ( . r )  qui en diffère de moins de ei. Dans ces 
conditions, la  suite de polynômes : 

a pour limite f(x), comme la suite des fonctions fi (x). Ainsi, une fonction 
qui est limite d'une suite de fonctions continues peut aussi être considérée 
comme limite d'une suite de polynômes, et par suite peut être développée en 
sbrie de polynômes. Nous pouvons donc énoncer ce théorème: 

(") Une démonstration très simple du théordine de WEIERSTRASS a 6th donnbc par  
11. LEBEÇGIJE ~ Z I I S  une Note : Sur l'(~ppro.~i,,inliC)n des fonctions. (Bulletin des scicnces 
iiiathbrnatiques, no\ embre 1898.) 
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La condition nécessaire et  sufisante pour qu'une fonction soit repr4s'sen- 
table par une série convergente de polynûnzes est qu'elle soit ponctuellenzent 
discontinue relativement à tout ensernbte parfait. 

56. Indiquons quelques exemples de fonctions ~ep?.ésentabbes; je dis 
que toute fonction semi-continue est 9-eprésentable; nous avons vu au 5 12 
qu'une fonction qui possède en tout point la semi-continuité supérieure, par 
exemple, est ponctuellement discontinue; on dcmontrera par la même méthode 
cet énoncé p l ~ s  gén6ral: une fonction serni-continue par rappod à un en-  
semble parfait, est ponctuellement discontinue sur cet ensenzble. 11 résulte de 
là que toute fonction semi-corctiwe satisfait à la condition d'être ponctuel- 
lement discontinue relativement à tout ensemble parfait, et par suite peut être 
considérée comme limite d'une suite de fonctions continues, ou de polynômes. 

57. Donnons une autre application dans un ordre d'idées différent. 
Supposons qu'une fonction continue f (x) ait en tout point une dérivée déter- 
minée f l ( x ) .  Cela, veut dire que la yuaritité : 

lorsque y tend vers O ,  tend vers une limite déterminée, qui est 
sidérons alors la fonction y (x, y) définie de la manière suivante 

pour y = 0  on a :  ~ ( x ,  O)=ff(x). 

Cette fonction des deux varia1)les réelles x et y est une fonction 

f '  (x). Con- . 

continue de 
l'ensemble (x, y) en tous les points d u  plan qui n'appartiennent pas à O x; 
de plus, en c.haque point de Oz, elle est continue par rapport à y. Donc Ta 
fo?action dérivée f '  (.x) est u?ie fonction repésentable par zme sérz'e de fom- 
tioîzs continues. 

On peut même remarquer que si l'on suppose seulement pour la fonc- 
tion f (x) l'existence en chaque point d'une dérirée à droite déterminée, fd (x), 
le raisonnement qui précède s'applique à cette fonction fd (x), qui est, par 
suite, une fonction représentable. 

58. Je  me propose maintenant d'approfondir la nature des fonctions 
représentables, en tirant des conséquences de la condition fondamentale qui 
IPS caractérise. 

Considérons d'abord une fonction f (x) que nous supposons ponctuelle- 
ment discontinue. L a  propriété caractéristique est que, dans tout intervalle, 
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il existe a u  moins un point où la fonction est continue; nous en avons dé- 
duit que l'ensemble des points où l'oscillation est % G, est un ensemble non 
dense. Prenons maintenant une suite décroissante de nombres positifs tendant 
vers 0, par exemple : 

G G G 
a, - 9  - , . . a  G , . . .  a 

J'appelle d'iine manière générale P, l'ensemble des points où l'oscillation w 

est 2 2 .  Si A est un point de discontinuité pour f (x), il existe un entier JI 
2" 

tel que A fait partie de l'ensemble P,, dès que n est égal ou supérieur à p. 
E n  appelant P l'ensemble de tous les points de discontinuité, nous sommes 
conduits à dire que P est  litnite d e  Z'wseîrrble P,, quand n croît indéfininient. 
L'ensemble P peut évidemment &tre d'une nature tout à fait différente de celle 
des ensembles IDn; en particulier, il peut être dense dans  tout u n  i n t e ~ w d l e ;  
de plus, il n'est pas nécessairement ferme', car ses points limites peuvent être 
des pointa de continuité pour la fonction. 

59. Mais on voit que ces remarques conduisent toiit naturellement à 
étudier les propriétés d'un ensemble linéaire P satisfaisant à la condition sui- 
vante : I l  existe une infinité dénombrable d'ensembles Y,, P,, . . . Pn,. . . dont 
chacun est non dense, et tels que tout point de P fait partie de l'un au moins 
des ensembles Pl, P2,. . . P,,. . . J e  dirai qu'un ensemble de cette nature est 
de p r e n d r e  catégorie. Tout ensemble qui ne possède pas cette propriété sera 
dit de deuxième cate'gorie. 

J e  commence par démontrer la proposition suivante : Si P est un en- 
semble de première catégorie, il existe, dans toute portion a fi du segment 
sur lequel il est défini, au  moins un point (et par suite une infinité) n'appnr- 
tenarit pas à 1'. En effet, d'après les hypothèses, on peut déterminer dans 
U B  un intervalle fini a, p, ne contenant aucun point de 1:; dans a, f i , ,  un 
intervalle a, 6' ne contenant aucun point de P,, etc ... .; dans a,-, &.,, un 
intervalle a, fi, ne contenant aucun point des f i  premiers ensembles Pi, P?, . . . 
P,; il existe au moins un point M compris A l'intérieur de tous les segments 
a,&; ce point M ne fait partie d'aucun ensemble P n  et  par suite ne fait 
pas partie de  P. 

11 résulte imm6diatement de lh que le continu co~zstitzre un ensemble de 
deuxième cate'go~zé; nous venons en effet de démontrer qu'on ne peut pas 
obtenir tous les points d'un intervalle continu nu moyen d'une infinité dénom- 
brable d'ensembles non denses. 

Annnli di Matemntica, Serie III, torno [II. 9 
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L'ensemble formé par. la réunion d'un nombre fini ou d'une infinité dé- 
nombrable d'ensembles de première catégorie est encore un ensemble de pre- 
mière catégorie; cela résulte de la définition même. 

Le  continu, dont on a retranché un ensemble de première catégorie, au- 
trement dit, l'ensemble complémentaire d'un ensemble de première catégorie, 
est de seconde catégorie. 

Si on a, d'une part, un ensemble E- P, complémentaire par rapport 
au continu E d'un ensemble de premikre catégorie, et d'autre part un en- 
semble Q qu'on sait être de deuxième catégorie, on peut affirmer que E - P 
et Q ont des points communs. Si en effet cela n'était pas, c'est que tous les 
points de Q appartiendraient à P, et Q serait alors de première catégorie. 

On voit la différence profonde qui existe entre les ensembles des deus 
catégories; cette diff6rence ne réside, ni dans la dénombrabilité, ni dans ln. 
condensation dans un intervalle continu, puisqu7un ensemble de première cn- 
tegorie peut avoir la puissance du continu, et peut aussi être dense dans 
toute I76tendue du segment qu'on considère; mais elle est en quelque sorte 
une combinaison des deux notions préc6dentes. 

60. Revenons aux fonctions ponctuellement discontinues; on voit que, 
pour une telle fonction, l'ensemble des points de discontinuité est de première 
catégorie, tandis que l'ensemble des points de continuité est au contraire de 
deuxième catégorie. 

J e  déduis maintenant de l'étude précédente un théorème donné par 
M. VOLTERRA en 1881 (*). Considérons un nombre fini, ou même une infinité 
dénombrable de fonctions ponctuellement discontinues, définies dans un même 
intervalle de variation de x. L'ensemble P des points où l'une au moins des 
fonctions est discontinue, est formé par la  réunion des ensembles Pi, P2 ,. . . 
PH, ..., P* étant l'ensemble desbpoints de discontinuité de f, (x). Donc: d7a- 
près ce que nous avons vu, P est un ensemble de première catégorie. On en 
déduit que, dans tout intwvalle, i l  y a des points oh toutes les fonctions 
considérées sont continues. 

Tirons une conséquence de la proposition qui précbde. Supposons qu'une 
suite de fonctions ponctuellement discontinues f i  (x), f ,  (x), . . . fn (x), . . . , tende 
z~lzifo~~nérnenit vers une limite f (x), c'est-à-dire que 1 f (x) - f, (x) 1 devienne 
inférieur à E ,  si petit que soit c ,  indépendamment de x ,  quand n est suffi- 

(*) VOLTERRA, Alcune ossevvnzioni sulle fu?zz%oni puutegginte cliscoiztitzus. (Gioriiale di 
Bnttagliiii, 1581.) 
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samment grand. Dans ces conditions, je dis que f (x) est ponctuellement dis- 
continue; il suffit de montrer que si A [x,] est un point de continuité .corn- 
muii à tous les fn (x), c'est encore un point de continuité pour f (x). E n  effet, 
E étant donné, prenons d'abord a assez grand pour qu'on ait en tout point: 

Puis, prenong autour de A un intervalle assez petit pour qu'on ait dans cet 
intervalle : 

On déduit de ces inégalités: 

ce qiii montre que f (x) est continue au point A .  
61. J e  fais remarquer maintenant qu7011 peut g6n6raliser les notions 

indiquées au 5 59, en prenant pour base un ensemble parfait, au lieu du 
continu. 

Soit G un ensemble parfait quelconque; je ne considBre dans ce qui suit 
que des ensembles qui ne contiennent que des points de G. Si P est formé 
par la réunion d'une infinité dénombrable d'ensembles P,, P,, . . . Pn,.. . , dont 
chacun est non dense par rapport à G, je dirai que P est de première ca- 
tégorie par rapport à G. On peut tirer de cette définition des conséquences 
en tout point analogues à celles qiie nous avons indiquées au $ 59. 

On reconnaît de même que si l'on a une infinité dénombrable de fonc- 
tions définies sur un ensemble parfait G, et si chacune d'elles est ponctuel- 
lement discontinue sur cet ensemble, il existe, au voisinage de tout point 
de G, des points de G où toutes les fonctions sont continues. Si elles tendent 
uniformément vers une fonction limite f(x), un point de continuité commun à 
toutes ces fonctions sera aussi point de continuité pour f (z). 

Supposons à prèsent qu'on ait une suite de fonctions représentables: f ,  (x), 
fi (x) , . . . fn (x) , . . . , tendant uni'fo~..~néw.e~zt vers une foriction limite f (x). Si 
on considère un ensemble parfait quelconque, d'après ce que nous venons de 
voir, la fonction f (x) sera, comme chacune des fonctions fn (x), ponctuelle- 
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ment discontinue sur cet ensemble parfait; il en résulte que f ( z )  est repré- 
sentable. 

Nous obtenons donc ainsi un résultat qui est à rapprocher du théorème 
connu : Une se'yie zcnifowzément convergente de fonctions continues 1-eprésente 
zme fonctioit continue, et qu'on peut énoncer sous la fornie suivante : 

Urze série uniformément convergente, doîtt les termes sont des fonctions 
représentables, est une fonction représentable. 

CHAPITRE III, 

Fonctions discontinues développables en séries multiples 
de fonctions continues. 

62. J e  me propose de définir et  d'étudier dans ce chapitre, certaines 
c,atégories de fonctions discontinues, dont on peut dire qu'elles se rattachent, 
en un certain sens, aux fonctions continues. J e  prendrai pour point de départ 
la notion de fonction limite d'une suite de fonctions. Nous venons de voir, 
dans le chapitre précédent, qu'il y a des fonctions discontinues d'une variable 
réelle qu'on peut obtenir comme limites de fonctions continues, et nous avons 
déterminé la condition nécessaire et  suffisante pour qu'une fonction possède 
cette propri6t.é. 

J e  conviendrai de dire que les fonctions continues forment la classe O, 
et que les fonctions discontinues limites de fonctions continues forment la 
classe 1. D'après cela, les fonctions de la première classe soiit les fonctions 
discontinues qui sont représentables par des séries convergentes de fonctions 
continues, et par suite, comme nous l'avons montré, par des séries conver- 
gentes de polynômes. 

63. Supposons maintenant qu'on ait une suite de fonctions appartenant 
aux classes O ou 1, et  possédant une fonction limite n'appartenant à aucune 
de ces deux classes. J e  dirai que cette fonction limite est une fonction de 
la seconde classe, et  l'ensemble de toutes les fonctions qu'on peut obtenir de 
cette manière formera la classe 2. On voit d'après cela qu'une fonction de 
la classe 2 est développable en une série, convergente pour chaque valeur 
de x, et dont tous les termes sont des fonctions de classe 1; en remplaçant 
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chacun de ces termes par la série de polynômes qui le représente, on recon- 
naît qu'une fonction de classe 2 peut être représentée par une série doiible 
dont les termes sont des polynômes. 

J'indique tout de suite un exemple simple de foiiction de classe 2. Il 
suffit de considérer la  fonction rp (x) qui, dans un certain intervalle, O _L x 6 1 
par exemple, prend la valeur O quand x est rationnel et la valeur 1 quand x 
est irrationnel. E n  effet, considérons la fonc,tion y, (x) définie de la manière 

P P suivante : pour x = - , si p r rt et si - est irréductible, on a rpn (x) = 0 ;  pour 
4 q 

toutes les autres v ~ l e u r s  de x ,  on a y,  (x) = 1. On voit que rp (z) est la  li- 
mite de y, (x) quand n croît indéfiniment; d'autre part, y, (x), n'ayant qu'un 
nombre fini de discontinuités, est de la première classe; il en résulte que y (x) 
est de classe 2. Cela nous montre 

les I'Q étant tous des polynômes, 

qu'il existe une série double : 

qui est convergente pour chaque valeur 
de x comprise entre O et  1, à condition que la sommation soit effectuée d'a- 
bord par rapport à 0, puis par rapport à a, et dont la somme est O quand x 
est rationnel, 1 quand x est irrationnel. 

64. De niênie que nous avons défini les fonctions des classes 1 et 2, 
nous pourrons définir les fonctions de classe 3 ,  4 ,.. . r z ,  . . . 

Une fonction sera dite de classe n, si elle est la, limite d'une suite de 
fonctions appartenant aux classes 0 ,  1 , 2 , .  . . , tz - 1, et si elle n'appartient 
pas elle-même à l'une de ces classes. Une telle fonction, s'il en existe, pourra 
se représenter par une serie d'ordre n, dont les termes seront des polynômes: 

On peut aller plus loin, en suivant une marche analogue à celle par la- 
quelle M. CANTOR arrive à définir les ensembles dérivés d'ordre d'un eii- 
semble donné, a étant un nombre transfini. Supposons qu'on ait une suite dc 
fonctions dont chacune appartienne à l'une des classes 0, 1 ,  2 , .  .. 1 1 , .  . . , e t  
qu'il existe une fonction limite ne faisant partie d'aucune de ces classes; nous 
conviendrons de dire que cette fonction limitc appartient à la classe w. Nous 
concevons de même l'existence possible de fonctions qu'on sera conduit à 
considérer comme faisant partie des classes o $- 1, o + 2 , .  . ., 2 o,. . . 
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Pour donner une définition générale, supposons qu'on ait défini les classes 
de fonctions marquées par tous les nombres a' inférieurs B un nombre cc. Si 
une suite de fonctions dont chacune appartient à une classe marquée par un 
nombre a' a une limite, et si cette fonction limite ri'appartient à aucune de 
ces classes, nous dirons qu'elle appartient à la classe cc. 

63. Il est naturel de chercher à voir jusqu'où peut s'étendre cette for- 
mation, ou tout au moins cette conception logique de fonctions discontinues 
de plus en plus compliquées, mais pourtant se rattachant toujours d'une ma- 
nière très précise aux fonctions continues. Nous allons tout de suite montrer 
que le procédé pricédent s'applique seulement pour les nombres transfinis de 
la, première et de la deuxième classe; cela résultera du théorème suivant: 

Considérons i'ensemble E des fonctions appartenant aux classes marque'es 
par un nombre de la première ozl de ln dezcxièwze classe de rzombres. Si utze 
suite de fo~dions appartenarnt à l'ensemble E a utze limite, cette fonction li- 
?nite appavtient aussi à l'ensemble E. . 

L a  démonstration de ce théorème résulte très siniplement du théorème 
de M. CANTOR dont j'ai déjà eu l'occasion de me servir: u n e  suite dénom- 
brable de nombres de la première ou de la deuxième classe a une limite 
supérieure, qui est un nombre appartenant à l'une de ces mêmes classes. 

Soit : f ,  (x), f, (x), ... f ,  (x),. . . la suite de fonctions; soient : 

les nombres qui marquent les classes auxquelles elles appartiennent; d'après 
le théorème de M. CANTOR, il existe un nombre B, de la première ou de la 
deuxième classe, tel qu'on a, pour toute valeur de 9 % :  

Donc, d'après la définition des fonctions de classe @, la fonction f (x), limite 
de fn (x), appartient certainement, soit à la classe P, soit à une classe infé- 
rieure; c'est donc une fonction faisant partie de l'ensemble E. 

Nous sommes ainsi parvenus à la définition logique d'un enseinble E de 
fonctions qui contient toutes ses fonctions limites, propriété que l'ensemble des 
fonctions continues, par exemple, ne possède pas. Ajoutons que chacune des 
fonctions qui font partie de l'ensemble E peut être d6finie par une infinité 
dénombrable de conditions (*); en effet, une fonction de première classe, par 

(*) Voir à ce sujet: BOREL: Lecons szw la théorie des  fonctions, Notes 1 et  III. 
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exemple, est définie si on connaît la  suite dénombrable de foiictions continues 
qui l'admet pour limite, et chacune de ces fonctions continues est définie au 
moyen d'une infinité dénombrable de conditions. L e  théorème s'étend facile- 
ment, par voie de récurrence, à toutes les fonctions de E. II résulte également 
de là que l'ensemble 8 a la puissance du continu; on sait d'autre part que 
l'ensemble de toutes les fonctions discontinues a une puissance supérieure ; on 
voit donc que l'ensemble de fonctions El tout en étant beaucoup plus étendu 
que l'ensemble des fonctions continues, ne forme qu'une catégorie très parti- 
culière par rapport à l'ensemble de toutes les fonctions qu'on peut concevoir. 

11 serait intéressant d'arriver à démontrer l'existence effective de fonctions 
appartenant aux différentes classes que nous avons définies logiquement, et de 
caractériser chacune de ces classes, comme nous sommes parvenus, dans le 
chapitre précédent, à caractériser les fonctions de classe 1. Les difficultés de- 
viennent très grandes dès qu'on aborde l'étude des fonctions de classe 2; je 
vais exposer les résultats obtenus en ce qui concerne les fonctions de  cette 
classe. 

II. POXCTIONS DE LA DEUXIÈNE CLASSE. 

66. Il me sera utile, pour 6tiidier les fonctions de deuxième classe, 
d'énoncer quelques remarques au sujet des fonctions de première classe; ces 
remarques résultent immédiatement des théorèmes généraux qui nous ont per- 
mis, dans le chapitre précédent, de caractériser complètement ces fonctions. 

Supposons que le segment A B puisse être divisé en un nombre fini de 
segments sur chacun desquels la fonction soit de première classe; elle est alors 
de première classe sur A B. 

Si l'on sait que, sur tout segment A'B'  intérieur à A B, si voisins que 
soient A' et  B' de A et B, la fonction est de première classe, elle l'est en- 
core sur A B. 

Il est bien évident que ces énoncés subsistent, si l'on y remplace l'expres- 
sion: fonction de première classe, par celle-ci: fonction de deuxième classe. 

Si une fonction est de première classe, on peut changer ses valeurs en 
un nombre fini de points d'une manière arbitraire, sans qu'elle cesse d'être 
de première classe; on peut de même modifier d'une nianière absolument quel- 
conque les valeurs de la fonction aux points d'un ensemble ddzcctible. 

67. Indiquons maintenant un  moyen d'obtenir une catégorie étendue 
de fonctions de deuxième classe. 
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Partons d'une fonction de première classe, et remplaçons par  des valeurs 
arbitraires les valeurs de cette fonction aux points d'un certain ensemble .E 
d4nombrable: je dis que ln fonction ainsi obtenue est de  deuxième classe 
au  plus. 

Soit en effet fjx) la  fonction primitive, Y ( x )  la fonction modifiée; nous 
supposons que y ( x )  ne diffère de f ( x )  qu'aux points A,,  A,,.  . . A,,. . . Dk- 
finissons une suite de fonctions de lit manière suivante: 

f i  (x) - f (x) sauf en A, où f i  ( x ) = ~ ( x )  
f2 ( x )  = f ( x )  sauf en A , ,  A ,  où f 2  (x) = y ( x )  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
f,(x)= f ( x )  sauf en  A ,  A , . . . ,  A où f,(x)=y(x). 

Chaque fonction f, (x) ne  différant de f (z) qu'en un nombre fini de points, 
est de première classe, comme f (x). I)'ailleurs il est h i d e n t  que f ,  (Y) a pour 
limite cp ( x ) ;  donc y (x) est de la  deuxième classe. 

J e  rais  m'occuper en premier lieu de cette catégorie particulière de fonc- 
tions, e t  je vais poser de nouvelles définitions qui me permet,tront de  donner 
une condition nécessaire e t  suffisante pour qu'une fonction ne diffère d'une 
fonction de première classe qu'en un ensemble dénombrable de points. 

68. Con~idérons une fonction quelconque; soit a B une portion de l'in- 
tervalle dans lequel cette foiictiori est définie; je désignerai par ,Mo (cc B)  et  
n t ,  (a  0) les limites sup6rieure et inférieure de la fonction dans a& 

Soit 1, un nombre quelconque inférieur à Mo; i l  existe dans a un en- 
semble bien déterminé de points où l'on a : f (x) 2 i., cet ensemble contenant 
R U  moins u n  point; il peut se prbsenter deus  cas: ou bien cet ensemble est 
dénombrable (ou fini), et alors la  même chose a lieu pour tous les nombres 
compris entre i et M o ;  ou bien au  contraire cet ensemble est non dénom- 
brable, et  la chose est vraie pour tous les nombres infhrieurs à 1.. 

Cela suffit pour qu'on soit assuré de l'existence d'un nombre que je dé- 
signerai par M ,  (a f i ) ,  qui sÉpare les nombres en deux catégories de  telle ma- 
n i h e  que : 

si I > Ml, l'ensemble des points où l'on a f ( x )  2 A (ou f (z) > A) cet 
dénombrable ; 

si  A < Ji!, , l'ensemble des points où f ( x )  s: A (uu f (a) > A )  n'est pas 
dénombrable. 

Il y a d'ailleurs doute pour A = M , .  On peut dire que M, ( a  fi) est la  
limite supévieure des nombres 1, tels que les points O& f (z) 3 A fownent un 
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ensemble nofa dénolrlbvable, et  la limite infkieure des nombres X tels que ces 
points forment un ensemble ddno~nbrable. 

De la même maniére, nous appellerons m, (a P )  l a  limite* infkr*ieu~e des 
nombres ?. tels que les points où. f (x) r A fortnent un ensemble non ck'?zofn- 
brnble. 

Il résulte rle ces définitions qu'on a certainement: 

Pour montrer qu'on a : M, ( a  fi) 5 wz, (a O), il suffit de faire voir que tout 
nombre qui est supérieur à Mi est aussi supérieur à m, ; soit donc A > M, ; 
l'ensemble des points où f (x) > A est dénombrable, d'après la définition de M , ;  
par suite, l'ensemble des points où f (x) 4 A, qui est le complémentaire du 
prhédent, est non dénombrable; donc, d'après la définition de ?ni ,  on a 
V I ,  5 A. 

Baisons une remarque importante. Si E est un ensemble dénombrable 
quelconque, mnis déterminé, on peut, pour definir Ml (a B )  et In, (a fi), faire 
complètement abstraction des valeurs de la fonction aux points de E; cela 
résulte de la propri6té fondamentale qui caractérise ces oombres. 

J e  poserai : 

(4) =Mt ( 4 ) - m ,  (a 6))  

et je dirai que M, (a  p), m, ( a  B), o, ( a  ,O), sont respectivement le maximum, 
le minimum, l'oscillation de f (x) dans l'iritervalle a 8, qumd olz néglige tes 
ensembles dénombrables. 

Si  maintenant, au lieu de considérer un intervalle fini, nous considérons 
un point x,, nous commencerons par prendre un intervalle autour de ce 
point, soit (x, - 8, z, + d); prenons, dans cet intervalle, les trois nombres 
que je viens de définir, et  désignons-les par Ml (a), rn, (d), w, (8); lo r~que  ô 
tend vers 0, ces nombres tendent vers des limites déterminées, que j'appelle: 

Ces nombres seront dits le ~laaxzinunz, le minimum, l'oscillatiola & pozht x,, 
en négligeant les ensembles dénombrables. On a : w, (x,) - M, (xo) - m, (x,). 

J'énonce les propriétés fondamentales du nombre Ml ( xo )  : 
1.' Si petit que soit E supposé positif, on peut déterminer un inter- 

valle (x, - d, x, + ô) dans lequel les points où f (x) > Ml (x,) + E forment 
un ensemble dénombrable. 

Anrruli di Matemutica, Serie III, tomo III. 10 
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2." Si petits que soient E et 3, dans l'intervalle (x, - 8, x, + d), les 
points où f (x) > M ,  (x,) - E forment un ensemble non dénombrahl~. 

On aurait des propositions analogues pour m ,  (x,) et ru, (x,); l'analogie 
des nouveaux nombres arec  les quantités Mo, nz,, o,, est évidente; citons 
encore une propriété qui nous sera utile. 

La fo~zction III, (x) est senzi-continue secpériewement. Pour dkmontrer cette 
proposition, remarquons d'abord que si un point z se trouve à l'intérieur d'lin 
intervalle u p, on a certainement : 

Cela posé, si ou considère un point x,, et si on se donrie un nombre E on 
peut trouver autour de x, un intervalle a f i  dans lequel on aura :  

Mi (a p )  < M, (xo) + E. 

si x est un point quelconque de cet intervalle, on aura : 

MI ( r )  < Mi (%O) + E, 

ce qui exprime l a  proposition. 
On voit de même que m, (x) est semi-continue inférieurement, w ,  (x) semi- 

continue suphrieurement. 
Enfin, des notions en tout point analogues à celle que nous venons d'B- 

t,ablir peuvent être définies, si on part d'un ensemble parfait quelconque G ;  
dans un intervalle a B  contenant des points de cet ensemble, on définira. les 
quantités : 

puis, en chaque point x, de G, les quantités : 

69. Considérons maintenant une fonction f (x) obtenue en modifiant 
d'une manière arbitraire les valeurs d'une fonction de première classe cp (x) 
aux points d'un ensemble dénombrable. D'après les remarques que nous avons 
faites, la fonction w ,  relative à f (x) sera en tout point identique à la fonc- 
tion w ,  relative à y (x), car on peut, dans la définition de w , ,  faire abstrac- 
tion des points où les deux fonctions ne sont pas égales, puisque ces points 
forment un erisemble dénombrable. 
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D'ailleurs on a, pour rf (x): 

Comme, par hypothkse, q, (x) est de première classe, c'est-à-dire dévelopj)able 
en série de fonctions continues, elle est ponctuellement discontinue, ce qu'on 
peut exprimer en disant que la fonction w, (z)] a son minimum nui en tout 
point; la fonction o, [p(x)], égale ou inférieure à la précédente, possède a 
fortiori la même propriété; on peut donc dire que f (x) est une fonction telle 
que o, [f (x)] a son minimum nul en tout point. 

L e  raisonnement est valable, soit quand w, est relatif au continu, soit 
quand o, est relatif à un ensemble parfait quelconque. Ainsi on peut dire 
que, G étant un ensemble parfait, la  quantité o, [ f  (x), G] a son minimum 
nul en tout point de G. 

70. J e  me prGpose de démontrer la réciproque de ce théorème, c'est- 
à-dire que si w, [f (x), G] a son minimum nul en tout point de C*, quel que 
soit l'ensemble parfait G, la fonction f (x) peut être obtenue en modifiant les 
valeurs d'une fonction de première classe aux points d'un ensemble dénom- 
brable. 

J e  commencerai par démontrer le théorème suivant: Si, en tout point 
d'un intervalle continu, on a: 

01 ( x )  = O, 

la fonction f ( x )  peut s'obtenir en partant d'une certaine fonction continue, et 
en changeant les valeurs de cette fonction aux points d'un ensemble dénom- 
brable. 

En effet, on a,  d'après l'hypothèse: 

u1 (x) = MI ( x )  - m, (x) = 0. 

Nous pouvons donc poser: 

L a  fonction g (x), étant identique à Mi (x) et à mi (x), se trouve être à la fois 
semi-continue supérieurement et inférieurement; c'est donc une fonction con- 
tinue. 

Soit c un  nombre positif; je dis que l'ensemble des points où l'on a:  
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est dénombrable. Si en effet cet ensemble n'btait pas dénombrable, il y aurait 
au moins un point x, tel que, dans tout intervalle entourant ce point, l'en- 
semble ne serait pas dénombrable. On peut choisir l'intervalle (x, - $, x, - d) 
assez petit, pour qu'on ait à son intérieur: 

et on aiira, daris cet i~itervnlle, et dans tout intervalle plus petit entouraiit s,, 
un ensemlile rzotz tlhorrdrable de points pour lesquels: 

G 
Par suite, la quantite Ml (XJ serait au moins égalu à y (3,) + 3 ce qui est 

impossible, puisqu'elle est identique à y (x,), 
Ainsi l'ensemble des points où l'on a :  

f@!> s (4 + a, 

est dénombrable, quel que soit le riombre positif a. Il en résulte que l'ensemble 
des points où l'on a: 

f (4 > 9 (4, 
qui est Jmite du précédent, lorsqu'on donne à a une suite de valeurs tendant 
vers 0, est aussi dénombrable. Il en est bvidernment de même pour l'ensemble 
des points où f (x) < g (x). 

En résumé, les points où l'on a:  

forment un ensemble dénombrable, ce qui démontre le théorème. 
71. Démontrons maintenant un autre théorème auxiliaire, qui sera 

analogue à ceux que nous avons établis aux $ 49, 50 et 51. 
Etant donnée une fonction f (x), appelons A le maximum de [f (x)] 

dans l'intervalle que l'on considère. D'après cela, on a, en chaque point: 

1 Mi (x) - ml (x) 1 5 1. 

D'ailleurs on sait que M, est semi-continue supérieurement, m, semi-continue 
inférieurement; si donc nous imaginons la fonction multiforme définie par la 
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condition d'avoir en chaque point deux valeurs, celle de $1, et celle de m i ,  
l'oscillation de cette fonction en chaque point (au sens du  $ 14) sera préci- 
s h e n t  égale à w, . 

On en déduit, d'après l'extension faite du théorème du $ 51 aux fonc- 
tions multiformes (5  52), qu'il est possible de déterminer une fonction con- 
tinue g(x) telle que, en chaque point, les deux nombres ,Mi et m ,  soient 
compris entre g (x) et g (x)+ A. 

D'autre part, en faisant un raisonnement analogue à celui que nous ve- 
nons de faire dans le S précédent, on voit que l'ensemble des points où 
l'on a : 

f (x! > s (4 + A + u, 
est dénombrable, ainsi que celui des points où : 

On en conclut que les points où la condition : 

n'est pas remplie, forment un ensemble dénombrable. Ainsi, à part un certain 
eizsetnble dénodwable E de points, la fonction f (x) reste comprise entre g ( x )  
et g(x)+I, 

Je décomposerai f ( x )  de la manière suivante : Aux points qui ne font 
pas partie de E, je poserai : 

Aux points de E je prendrai : 

(9 (4 = f (XI 
J/ (x) = o. 

En tout point, on aura:  
f ($1 = rp ($1 + iJ (4, 

avec : 
O 5 # (3) 5 1. 

p(x) ne; diffère d'une fonction continue qu'aux points d'un ensemble dénom- 
brable; ce sera donc une fonction pour laquelle o, [ ~ ( x ) ]  a son minimum nu l  
en tout point. 
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J'ai supposé, dans ce qui précède, que l'on considérait une fonction dé- 
finie sur un segment, en y comprenant les extrêmes. L'extension se fera, 
comme au 3 50, si l'on considère seulemeiit les points iîztériezcrs au segment. 

Enfin, une autre extension, analogue à celle du $ 52, peut se faire, si 
on remplace le continu par un ensemble parfait quelconque. On peut ainsi 
résumer tous les résultats que nous venons d'obtenir dans l'énoncé suivant : 

Si G est un ensemble parfait szw lequel la fonctiola f (x) est défi?zie, les 
poith extrames pozcvant être exceptés, et si le maximum de w, [ f  (x) ,  G, x] 
est A, 092 peut poser: 

f ( x )  = Y(") +w, 
t# (x) e'tatzt coînpris entve O et 1, et y (x) n e  différutzt d'une fonctioîz colttitzue 
sur -G qu'aux points d'un ensemble dértombrable. 

72. Supposons maintenant qu'une fonction f ( x )  remplisse la condition 
suivailte : Dans tout ensenible parfait G, la fonction o, [f(x), G] a son mi- 
nimum nul en tout point. 

Prenons un nombre positif o, et considérons l'ensemble des points où 
o, [f (x)] 2 a ;  il s'a.git, bien entendu, de la fonction o, relative au continu. 
Soit P cet ensemble; P est fermé, et d'après l'hypothèse, est non dense. Soit 
a @ un intervalle contigu à P; en chaque point intérieur à cet intervalle, on a: 

On peut donc, dans cet iiitervalle, poser: 

p (x) ne diffkrant d'une certaine fonction continue y (x) qu'aux points d'un 
ensemble dénombrable, et + (x) étant compris entre O et a. 

Il reste à définir y, 4, g, aux points de P. Considérons P"; dans un 
intervalle contigu à PQ, f' forme un ensemble réductible; aux points de P 
qui sont intérieurs à cet intervalle-, nous posons : 

Dans cet intervalle, la fonction y est de première classe, puisque ses points 
de discontinuité forment un ensemble réductible; rp ne diffère toujours de I/ 
qu'nuy points d'un ensemble dénombrable. 

Soit maintenant 9,' l'ensemble des points de P" où l'on a : 

wi [f (x), P"] r: a. 
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D'après l'hypothèse faite sur f (x), P, est non dense pnr rapport à P", et 
clans tout intervalle contigii .A P,, on a :  

., [f(x), P"] <G. 

Nous opérons la décomposition de f en cp + 4 aux points de P-"- qui se trou- 
vent dans un tel intervalle; ? sera identique à une fonction continue sur cette 
portion de P-'?, que je désignerai par g, sauf un ensemble dihornbrable; de 
sorte que si nous considérons et y dans tout l'intervalle continu contigu 
à P, (sauf les extrêmes), y est de première c h s e ,  et y, n'en diffère qu'aux 
points d'un ensemble dhombrable. 

On voit en résumé qu'en suivant une marche tout à fait analogve -à celle 
que nous avons suivie au 8 53, on arrive à. mettre f ( x )  sous la forme siii- 
vante : 

f (x) = cg0 ( 4  + $J ( 4 ,  

y ,  (x) ne différant d7une fonction de  première classe go ( r )  qu'en un ensemble 
dénombrable de points, et  $J (z) satisfaisant en tout point h la condition : 

Nous appliquerons ensuite 1:1 mêine mét,hode ?i + (z), en remplaçant a 
G 

par - . 11 faut, montrer d'abord que  Ijr (L) satisfait à la  condition que nous 
2 

avons supposée être remplie par f (x),  c'est-à-dire que w ,  [+ (r) , G] R HOH 

minimum nul en t m t  point de G;  cela résulte de  ce que + (x) est la diffé- 
rence de deux fonctiotx f jx) et cg, (x) pour chacune desquelles la condition 
est remplie. 

On peut donc poser : 

avec les conditions suivantes : 

O r y ,  (x) r O 

De plus, y,, ne diffère d'une certaine fonction de première classe y ,  qu'aux 
points d'un ensemble dénombrable. On a également pour g , :  
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G d 
On répétera la inêine opération pour +, en remplaçant - par -, et ainsi 

2 4 
de suite indéfiniment. On arrive ainsi h la formule suivante: 

cette série étant uniformément convergente, et chaque fonction y, (x) ne dif- 
fbrant qu'en un ensemble dénombrable En d'une fonction de première classe 

($1. 
Posons : 

Nous wons  là une série uniformement convergente dont les termes sont tous 
des fonctions de première classe ; donc g (3) est aussi une fonction de pre- 
m i h e  classe. D'autre part, l'ensemble E formé par la réunion de tous les 
ensembles dénombrables .En est encore dénombrahle. E n  toiit point qui n'ap- 
partient pas & E, f(x) est identique à g (2). Nous avons donc démontré le 
résultat annoncé au $ 70: la fonction f (x) ne diffère d'une certaine fonction 
de première classe qu'aux points d'un ensemble dénombrable. 

73. Dans l'étude que nous venons de faire, nous avons trouvi: une 
condition sufismzte pour qu'une fonction soit de deuxième classe: c'est que 
w ,  [ f ( x ) ,  G ]  ait son minimum nul en tout point de G, quel que soit G sup- 
posé parfait. Il est bien facile de montrer que cette condition n'est pas né- 
cessaire. J e  prendrai l'exemple suivant : 

Dans l'intervalle (0, 1)' prenons un ensemble parfait non dense El; pour 
fixer les idées, ce sera l'ensemble type du tj 37, dClfini par la formule: 

le nomhre des fractions étant fini ou infini, et chaque nombre c pouvant 
prendre la valeur O ou la valeur 2. 

J e  formerai ensuite un ensemble E, de la manière suivante: dans chaque 
intervalle contigu à El, je formerai l'ensemble qui, par rapport à cet inter- 
valle, a la même situation que E, par rapport A l'intervalle (0 ,  1); 110p6ra- 
tion étant supposée effectuée dans tous les jntervalles cotztigus à Ei, je dé- 
signe l'ensemble total par E,. 

J e  déduirai E, de E2 par le même procédé, c'est-Mire que dans tout 
intervalle contigu B E,, j'introduis un ensemble jouant le même rôle par rap- 
port à cet intervalle que E, par ,rapport à (0, 1). 
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J e  définis ainsi El , E,, ... En,.. . Chacun de ces ensembles contient les 
précédents, et est non dense par rapport au continu; mais si nous désignons 
par E l'ensemble limite de E,, il est facile de voir que E est dense dans 
toute portion du continu; il suffit de s'assurer, par exemple, qu'en désignant 
par a, le maximum de la longueur des segments cotatigus à E,, cc, tend 
vers O quand 9% croît indéfiniment. L'ensemble E est ce que j'ai appelé au 
$ 59 un ensemble de p?'eî~zière catégorie. 

Considérons alors la, fonction f (x) qui a la valeur 1 pour les points de E, 
la valeur O aux autres points; je dis que f (r)  est de deuxième classe. Pour 
cela, je prends f , ( ~ ) ,  définie par la condition d'être égale à 1 aux points 
de E,,, à O aux autres points. II est bien évident que f,(x) a pour limite 
f (x); d'ailleurs rn (x) est une fonction de première classe, car elle n'a de dis- 
continuités que sur l'ensemble parfait E,, et elle est continue sur cet en- 
semble; donc f ( :ç)  est de la deuxième classe. 

D'autre part, si nous appliquons à cet exemple les définitions que nous 
avons données des nombres M,, m,, ml (relatifs au continu), nous reconnais- 
sons qu'on a, en tout point: 

ce qui montre que la condition du num6ro précédent n'est pas remplie par 
cette fonction. 

74. J e  vais maintenant indiquer des conditions nécessaires auxquelles 
satisfont les fonctions de deuxième classe; il me faudra pour cela poser de 
nouvelles définitions. 

J e  rappelle qu'au $ 59 j'ai appelé ensemble de première catdgorie tout 
ensemble formé par la réunion d'une infinité dénombrable d'ensembles non 
denses. Considérons maintenant une fonction f (s) définie dans l'intervalle a P. 
II existe un nombre (a fi) qui est la limite inférieure des +aowbres ?. t e l s  
que les points O& f (z)) A forntent un ensemble de prelnière catégorie, et ce 
nombre est en même temps la limite supérieure des nombres A tels qzte les 
points où f (x) > h forment un ensemble da deuxième catdgorle. 

De même, il existe un nombre m., (a f i )  tel que, suivant qu'on a 1, > m, 
ou A < m,, les points où f (x) < ?, forment un ensemble de deuxième ou de 
première catégorie. 

Comme pour la définition de M, (a B )  et de rn, (3 O), il est indiff6rent de 
mettre f (x) 6 A ou f (x) < A. 
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On a d'ailleurs : 

Je me contente de démontrer l'inégalité : 

M2 (CL B )  2 m, (a B). 

Elle résulte de ce que, si on a : h. > M , ,  l'ensembla des points où f (x)? À 

étant de première catégorie, l'ensemble complémentaire, en chaque point du- 
quel on a : f (x)  < A, se trouve être de deuxième catégorie ; on a donc aussi 
Àsm,. 

Si on considère un point x,, nous appellerons M, (x,) et m, (r,) les li- 
mites vers lesquelles tendent respectivement M z  (a P )  et  In, (a P )  si on prend 
pour a P  l'intervalle (Y, - J, x, + 8) et si l'on fait tendre S vers O. 

Posons enfin : 
11, (CI B) = M2 (tl p)  - m, (a P )  

me ($0) = M2 (20) - m, ($0). 
Nous pourrons dire que les nombres M, , m,, m,, considérés, soit dans un in- 
tervalle u B, soit en un point x,, repdsentent le maximum, le minimum, l'os- 
cillation de f (x) quand on n4ylige les ensembles de première catégorie; il 
est évident que si E est un ensemble de  première catégorie, on peut, pour 
définir ces nombres, faire complètement abstraction des valeurs de la fonction 
aux points de E. 

Enfin on prouvera aisément, comme au Cj 68, que Mz (z) et w, (x) sont 
semi-continues supérieurement, ~ r c ,  (x) semi-continue inférieurement. 

75. Supposons à présent qu'on ait une suite de fonctions de première 
classe : 

YI(X),  (x),. . .  Y , ( x ) ~ - . .  

ayant une fonction limite y (x). J e  vais définir une fonction f(x,  y) de la 
manière suivante : je prends d'abord une suite décroissante de quantités po- 
sitives et tendant vers O : y,, 2/ ,,... y,, .. . et je pose : 

Sur chaque parallèle à O y ,  x =a,, la fonction se trouve définie en des points 
qui ont pour limite le point y = O ;  pour la définir aux autres points, entre 
(x,, y,) et (z,, y,,,) par exemple, je conviens de raccorder linéairement les 
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valeurs en ces deux points, c'est-à-dire que je pose : 

C'est le procédé que j'ai déjà employé au $ 20; on reconnaît que la fonction 
ainsi définie est, en tout point de x = x,, continue par rapport à y. 

Si maintenant on considère une droite parallèle à O x, et d'ordonnée po- 
sitive, la fonction, considérée sur cette droite comme fonction de x, est de 
première classe; cela a lieu, d'après les hypothèses, sur les droites y = y n ,  
et aussi sur les autres droites parallèles à O x (sauf y = O), où f (x ,  y) est, 
d'après la formule (l), une combinaison linéaire de fonctions de première 
classe. 

Rappelons un rbsultat obtenu au chapitre II: si on considère la suite de 
fonctions : 

(fi ($1, y 2  (x),... ~ n ( z ) , - * . ,  

l'ensemble P des points en chacun desquels une au moins des fonctions est 
discontinue, est un ensemble de première catégorie; en chaque point de l'en- 
semble complémentaire E - P (E représentant le continu), toutes les fonctions 
sont continues par rapport à x. Soit A (x,) un point quelconque de cet en- 
semble E -  P; je dis que, quel que soit y, pourvu qu'il soit positif, f (x,, y) 
est continue a u  point (x,, y) par rapport à z. Cela a lieu, d'après l'hypo- 
thèse, quand y fait partie de la suite : y,, y*, . .. yn,.. .; par suite, cela a lieu 
aux autres points de la droite x = x,, en vertu de la formule (1). 

Mon but est donc d'étudier la fonction: g (x) = f (x, O), sachant que f (x, y) 
est en tout point uoutinue par rapport à y ,  que, pour y, > O, f (x, y,) est 
de premiire classe par rapport à x, et que, pour toute valeur xo qui n'ap- 
partient pas à un certain ensemble de première catégorie Y, f(x,  y) est con- 
tinue par rapport à x au point (x,, y) si y est positif. 

76. Prenons sur Oz un point quelconque A, (x,), et considérons la  
droite x = x,. L a  fonction est continue sur cette droite; si donc on se donne 
un nombre positif o, il existe un segment A,  Bo (fig. 13) de longueur a, qui 
possède la double propriét6 suivante : dans A ,  Bo, l'oscillation de la, fonction 
est o; dans un segment A ,  B, de longueur supérieure à CC,, l'oscillation est su- 
périeure à o. L a  quantité a, est ainsi une fo~iction parfaitement dt5terrninée 
de x ,  qui a en chaque point une valeur positive. 

J e  vais démontrer que si A,  (x,) est un point de E - P, cca (x) est, en 
ce point, semi-continue supérieurement par rapport à x ;  la démoristration est 
tout à fait analogue à celle du $ 23. 
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Je  prends : 
A, Bi = a, (xo) + E .  

Dans le segment A, BI,  l'oscillation est un nombre supérieur B G ;  soit o $- Ir. 
Si je prends k ,  < k,  je peux trouver, entre A et B , ,  deux points 1' et Q  
tels que : 

If(y)-f(Q)l>.+/,.I. 

Comme, en cliacun des deux points P et 
à x,  on peut déterminer deux segments 

Q, il y a continuité par rapport 
P' P" et Q' Q", parallèles à O x, 

ayant pour milieux P et Q, de même longueur 2 d, tels que, si P, et QI sont 
deux points quelconques pris respectivement sur ces segments, on a : 

Des trois inégalités écrites on déduit : 

I f(P1) - f ( Q l )  I > o ,  

PI et  QI  étant deux points quelconques pris, le premier sur P ' P  ', le second 
sur &' Q ' l .  

Si alors on prend un point A ( x )  d'abscisse comprise entre x, - 8 et 
x, $- J, et si on considère le segment A B' correspondant à A et de longueur 
cc, (x,) $- E ,  on voit que dans ce segment l'oscillation est > o, puisqu7il ren- 
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ferme un couple de points Pi et Q,. Donc, toutcs les fois que : 

ce qui exprime la propriété que je voulais établir. 
Considérons maintenant la fonction ??z, relative à a,, c'est-à-dire le mi- 

nimum de a ,  lorsqu'on ~zégl ige  les etzsembles de  première catégorie. Je  dis 
que rn,(a,) ne peut pas etre nul pour tous les points d'un intervalle con- 
tinu A B. Supposons pour un i n s t a ~ t  que cela ait lieu, c'est-à-dire que, dans 
toute portion de l'intervalle, et si petit que soit E ,  les points où a, < E  for- 
ment un ensemble de deuxième catégorie; cet ensemble a certainement des 
points communs avec E- P ($ 59);  donc, dans toute portion de E- P, et 
si petit que soit E ,  ou peut trouver un point de E- P où l'on a : a,< E ;  

et comme, en tout point de E- P, a, est semi-continue supérieurement, il 
y a, autour de ce point, un intervalle où l'on a partout: 

cc, < 2 E .  

Ainsi, dans toute portion de A B, et si petit que soit E ,  il y a un intervalle 
en tout point duquel on a :  

a ,  < 2 E .  

On en déduit l'existence d'un point où a, = O, ce qui montre que l'hypothèse 
est inadmissible. 

En résumé, nz, (a,) lie pouvant être n d  pour tous les points d'un inter- 
valle continu, les points OU m, (a,) est nul forment un  ensemble non dense. 
Autrement dit, dans tout intervalle il existe un autre intervalle ( A  B) tel que 
l'on a: 

7n2 [a6,  A BI > O .  

On peut aussi conclure de là qu'il existe dans tout intervalle un point x où 
IH,  [a,, x] est positif, quel que soit o. 

Soit A B un jntervalle tel quo m, [a,, A BI soit positif; prenons un noin- 
bre positif y inférieur à ce nombre. Les points de A B  où l'on a :  

forment un ensemble de premibre catégorie Q. Traçons (fig. 14) le rectangle 
A B A' Hf gui a pohr base cl B et dont la hauteur est y. Si iT-l est un point 
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de A B n'appartenant pas B &, on a en ce point: 

Par suite, dans le segment MM' parallèle à O y et qui joint les deux bases 
du rectangle ,4 B B' A', l'oscillation est s a .  

Soit R l'ensemble formé par la réunion de P et de Q, P désignant tou- 
jours, comme plus haut, l'ensemble des points x, tels qùe, sur les points de 
x=x,, il y a continuité par rapport x. L'ensemble E- R possède la 
fois les propriétés de E- P et de E- Q;  c'est-à-dire que si III appartient 
à E-  R, l'oscillation sur MM' est 6 O, et en tout point de MM'  distinct 
de M, il y a continuité par rapport à x. 

Fig. 14. 

J e  dis que, si M (x,) est un point de A B appartenant à E- R, l'oscil- 
lation de la fonction en ce point par rapport aux points de E - R est r 2 o. 

En  effet, donnons-nous un nombre positif s; prenons sur MM' un point quel- 
conque P(x,, y,); nous pouvons déterminer un nombre ,G assez petit pour 
que, sur le segment P' P" (x, - p 6 x r x, +- p ,  y = y,), l'oscillation soit 
<c. Si Mi et M, sont deux points de .4 B appartenant à E- R et pris 
dans l'intervalle x, - f i  r x 6 x + p ,  et si P, et P, sont les projections de 
ces points sur P' P", on a :  

ce qui démontre qu'au point M, quand on ne considère que les points de 
E - R, l'oscillation est 6 2 5. 

D'ailleurs f l  est un ensemble de première catégorie ; si donc on considère 
tous les points du continu E, et si en chaque point on définit wz [ y  (x)], cette 
quantité sera r 2 o. 
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Ainsi, dans toute portion de l'intervalle considéré, et si petit que soit a, 
il y a un intervalle en chaque point duquel on a :  o, r 2 D. II en résulte que, 
dans toute portion de l'intervalle, il existe des points où l'on a :  w, = O .  Au- 
trement dit, si une fonction (p (z) est de deuxième classe, la fottction w2 (x)]  
a son nainilnecm lzul en tout point. 

77. On peut refaire un'e théorie analogue A celle que je viens d'exposer 
en partant d'un ensemble parfait quelconque G, qui jouera le rôle du continu 
dans les considérations qui précèdent. Nous définirons, dans tout intervalle a f i  
contenant des points de G, et en chaque point de G, les nombres: 

Par  exemple, M, (x), G, a O] sera la  limite supérieure des nomhres 1. tels 
que les points de G situés dans l'intervalle a p où l'on a:  f (x) > À, forment 
un ensemble de deuxième catégorie par rapport à G. 

Les raisonnements du num4ro précédent s'appliquent quand on remplace 
le continu par un ensemble parfait G ;  'on en déduit l'énoncé suivant: 

Si  une fonction est de deuxième classe, et si oit consid2i.e un ensemble 
parfait quelconque G,  lu fonction ü, [ y  (x), G] a son minimum ~zul en tout 
point de G. 

Nous avons ainsi obtenu des conditions nécessaires; mais il semble dif- 
ficile d'obtenir des conditions suffisantes. J e  bornerai donc ici l'étude des 
fonctions de deuxième classe. 

CHAPITRE IV. 

. Fonctions de plusieurs variables. 

78. Au sujet des fonctions de plusieurs variables, il se pose des ques- 
tions tout à fait analogues h celles dont nous nous somiiies occupés relative- 
ment aux fonctions d'une seule variable. E n  particulier, les notions indiquées 
au commencement du chapitre III sur les fonctions des différentes classes, 
s'appliquent mot pour mot, si l'on considère des fonctions de n variables. 
Nous appellerons classe O l'ensemble des fonctions continues, classe 1 l'ensem- 
ble des fonctions discontinues qui peuvent être considérées comme limites de 
fonctions continues, etc .... Il y aurait, comme pour le cas d'une seule varia- 
ble, & étudier les fonctions de ces différentes classes, en commençant par celles 
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de classe 1. On con~oi t  tout de suite que cette étude serait plus difficile que 
l'étude des fonctions d'une seule variable ; supposons, pour prendre le p r ~ m i e r  
problème qui se pose, qu'on cherche la condition nécessaire et suffisante pour 
qu'une fonction f(x,  y)  soit la limite d'une suite de fonctions f, (x, y) ,  
f 2  (x, y),.  .. fn (x, y ) ,  .. . , dont chacune soit continue par rapport à l'ensem- 
ble (x, y) ; les résultats que nous 'avons démontrés dans le chapitre I I  nous 
donneront bien aisément des conditions nécessaires, mais si nous cherchons des 
conditions suffisantes,' nous serons amen& A considérer des ensembles parfaits 
de points dans le plan ; or, ' il est plus difficile de raisonner sur ces ensembles 
que sur les ensembles parfaits linéaires. On peut dire que la théorie de ces 
derniers est complète: tous les points qui ne font pas partie de l'ensemble 
sont constitués les points intérieurs à une infinité d'intervalles parfaitement 
ddtermhés, qui sont les intervalles conti.qus à l'ensemble. Dans le ,cas du plan, 
les choses sont loin de se présenter d'une manière aussi nette; il faudrait 
donc en premier lieu chercher ce qui, dans le plan, remplacera la notion 
d'intervalle contigu à l'ensemble. Dans tous les cas, il faudrait faire, à un 
point de vue en quelque sorte géométrique, une étude de I'ensemble parfait 
à deux dimensions le plus général; c'est seulement alors qu'on pourrait aborder 
le problème relatif aux fonctions. 

E n  ce qui concerne les fonctions de plusieurs variables en général, je me 
bornerai donc à ces indications; je vais, dans ce chapitre, donner quelques 
résultats sur les fonctions de plusieurs variables continues par rapport à cha- 
cune d'elles. 

79. Nous avons déjà obtenu, dans le chapitre II, des résultats irnpor- 
tants sur les fonctions de deux variables, continues par rapport à. cliacune 
d'elles; je me propose de complèter ces résultats. 

Soit f (x, y)  une telle fonction; nous avons reconnu (3 25) que l'ensemble 
des points où l'oscillation par rapport B (x, y )  est k o  est un ensemble qui 
n'est dense nulle part par rapport au  continu, e t  qui n'est dense non plus 
par rapport à aucune portion de la courbe: y  = (p (x), (p (x) étant une fonction 
continue. Posons-nous maintenant la question suivante : soit un rectangle pa- 
rallble aux axes : 

c r f  X f  p, y 5 y - L J .  
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Parmi les segments parallèles B O y e t  contenus dans ce rectangle, o'est-&-dire 
parmi Ics segments : 

en supposant r,  compris entre a et 0, considérons ceux qui contiennent un 
point oh l'osciilation est 1- 5 ,  et  prenons leurs points d'intersection avec O x ;  
ces points peuvent-ils former sur O x un ensemble dense par rapport au  con- 
tinu? E n  d'autres termes, les segments en question peuvent-ils former un fais- 
ceau dense par rapport au faisceau de tous les segments parallèles à 0 y ?  
C'est la question que je me propose de traiter, et qui m7amSne tout natu- 
rellement à de nouvelles études sur la. théorie des ensembles. 

80. Supposons que, dans le rectangle : 

- 
il existe un ensenihle de points E: réparti de telle manière que, entre deux 
droites parallèles à O y :  z = n, t ~ :  = b ,  (supposées limitées aux bases du rec- 
tangle), il existe toujours une droite x = c contenant u n  point de E; je sup- 
pose de plus que E est fermé. 

Remarquons d'abord que ces deux conditions entraînent 1% suivante: Sur 
toute parallèle à O y, il y a au  moins un point de E. Cela résulte du théo- 
rème suivant: . 

Si une droite x = a est limite d'une suite de droites x =a , ,  x = a,, :. . , 
x = a,. . . , dont chacune contient un point de E, supposé fermé, elle contient 
un point de E au moins. Soit en effet P Q (x = a, y 6 y r 8) le segment li- 
mite de la suite de segments P, QI, P, Q,,. .. P?, Q,, [x = a,, 7 r y 5 81 ,...; 
cliacun (le ces segments coptient un point de E au moins. Partageons tous 

7 + 8 ces segments en deux par la droite. R, R,, . ... Rn,. .. R, d'ordonnée y - - . 
2 

J e  dis qu'un au moins des deux segments- P R, R Q, a la propriété que nous 
supposons appnrtenir $ P Q; en effet, ou bien, ~ a . r ~ i  les segments Pif?,, 
P, R,, ... P, Rn,. . ., i l  y en a une infinité contenant des points' de E et ad- 
mettant P R  comme limite, ou bien la chose a lieu pour R &; car si l a  pro- 
pribté n'avait lieu ni pour P R ,  ni pour R &, elle n'aurait pas lieu non 
plus pour le segment total P &. Supposons par exemple que P R  possède In 
propriété; on divisera P R  en deux segments, dont un  au moins la possèdern, 
et ainsi de mite indéfiniment. On arrive ainsi à la  démonstration de l'exis- 
tence d'un point M(y,)  de P Q, qui poaséde la propriété suivante: si petit 
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que soit P,  le segment: 

est la limite d'une nuite de segments: 

x=a.',, ~ , - E G X G Y ~ + E ,  (n==l,  2 ,  3 , , . . ) ,  

clont chacun contient au moins un point de E. Le point M est donc un point- 
limite de E, et par suite fait partie de E. 

Nous pouvons énoncer le r6sultat sous une autre forme: Si E est fermi., 
et si on projette cet ensemble sur une droite, l'ensemble projet6 est f~rmt!. 

81. Cette remarque 6tant faite, reprenons l'ensemble El supposé fermé, 
et réparti sur toutes les parallèles à O y dans le rectangle A R C D (fig. 15): 

a s x L p ,  y f y f  Q. 
Traçons la droite E F :  

q f  I -/- 8 
Y = -. 2 

J e  dis qu'il existe certainement un rectangle parallèle aux axes, ayant pour 
bases des portions de  A B et de E F, ou de E F  et de C D, tel que, sur 
chaque segment parallèle à O y joignant les hases de ce rectangle, il y a au 
nioins un point de E. 

Si en effet cela n'était pas, c'est que, en projetant sur A B (paralléle- 
ment à O y) les points de l'ensemble E contenus dans le rectangle A B F E ,  
ou ceux qui sont cmtenus dans E F  C D, on aurait chaque fois un ensemble 
12012 dense; on en déduirait que, dans le rectangle total A 3 CD, il n'y au- 
rait qu'un ensemble non dense de parallèles B O ?/ portant des points de E, 
ce qu i  serait contraire à. l'hypotlièse. 
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Il existe donc certainement un rectangle tel que A, BI CI D I  (fig. 15j, 
qui se trouve dans les mêmes conditions que le rectangle primitif A B CD: 
l'ensemble E est réparti sur toutes les parallèles à O y contenues dans ce 
rectangle; de plus, la hauteur de ce nouveau rectangle est la moitié de celle 
du rectangle primitif. Je désigne par a , ,  O,, y,, cl, les coordonnées qui 
jouent le même rôle par rapport à A, RI CI DI que a, P, 7, 8, par rapport à 
A B CD, de sorte que A ,  B, CI D I  peut être représenté par: 

et l'on a : 

Par  le même raisonnement, on voit qu'il existe dans A,  BI Ci D, un 
rectangle A, B, C, D, : 

possédant les mêmes propriétés que A B CD et A ,  BI Cl D,, et tel que : 

En répétant iiidéfiiiiment l'opération, on obtient une suite de rectangles dont 
chacun est contenu dans celui qui le précède; de plus, on peut s'assujettir 
à prendre toujours : 

a n > a i - ~ ,  & < & - 1 !  

les inégalités excluant les égalités. Dans ces conditions, il existe au moins 
un point P ( x o ,  y,) appartenant à E, et tel qu'on a, quel que soit n : 

Ce point possède la propriété suivante : Si on prend une uire quelcompe con- 
tenant P à son intérieur, s i  petite qu'elle soit, on peut trouver dans cette 
aive U N  rectangle de côtés parallèles aux axes, dans Jequel l'ensemble E est 
réjnvti sur toutes les parallèles h O y, P étant contenu dans ce rectangle, 
inais ne se trouvant pas sur l'un des côtds parallèles à O y. 

Si nous reprenons le rectangle A B CD, et si nous considéroiis deux 
parallèles quelconques a O y, le raisonnement s'applique aussi bien à la por- 
tion de A B C D  limitée par ces deux droites qu'au rectangle total; il existe 
donc, entre ces deux droites, un point de même nature que le point dont je 
viens de démontrer l'existence; je dirai qu'un point est un point P s'il pos- 
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sède la propriété fondamentale que je viens d'énoncer. Nous pouvons dire 
alors que l'ensemble des p a d l è l e s  h O y q u i  porteiht des poids Y est u12 elc- 
semble dense. 

. J e  vais montrer que l'ensemble des points P est un ensemble d e m e  e ~ t  
Ezri-même, c'est-à-dire qu'un point P rie peut pas être isolé. Supposons pour un 
instant qu'il puisse exister un point Po ( x O ,  y,) isolé; je peux alors déterminer 
un rectangle ,4 B C D  (fig. 16) contenant Po à son intéî*iezw et ne contenant 
pas d'autre point P. Soit: 

a f  $6 P ,  y 5 y f  8 ,  

ce rectangle. 011 a :  
a < x r , < S ,  ïS1 / , f  8. 

Menoiis l a  droite G H: 
X = X, - e. 

L e  rectangle A C G H rie contient, par hypothèse, aucun poiiit P; donc, ciitre 
A C et G H, il ne peut y avoir qu'un eilsemble n o n  deme de segments PR- 
rallèles à O y portant des points de l'ensemble E. Ce raisoiinenient s'appli- 
que, si petit que soit E ,  de sorte que, dans le rectangle A C E F ,  l'ensemble 
des segments q u i  portent des pointa de E est fzotê dense; cela est encore vrai 
pour le  rectangle E P R  D, et par suite pour le rectangle A B CD. Donc le 
point Po ne peut pas posséder la propriété caractéristique des poiiits P, 
puisqu'il y a des voleurs x' de x aussi voisines qu'on veut de z, et  telles que 
x = x' ne cotitient aucun poiiit de E. L'hypothèse faite sur Po est doric 
inadmissible: Po n'est pas un point isolé. 

E n  appelant G l'ensemble des points P, on voit donc que G ,  qui est 
contenu dans A', est un ensemble deme eja lui-uîême; l'ensemble G', dQrivé 
de G, est aussi contenu 'dans E, et  c'est un ensemble p a ~ f a i t ;  de plus, il 
est, dans le rectangle donné, réparti sur toutes les parallèles à O y. 
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Voici maintenant la  conséquence que je déduis de la propriété esseiltielle 
des points P. Supposons que, en chaque point 111 de 3, on construise le seg- 
nierit parallèle à O y, ayant ce point pour milieu, et de longueur 2 h ;  con- 
sidérons l'ensemble de tous les points qui se trouvent.nppartenir nux seginhts 
ainsi construits; prenons un point P(x,, y,); je dis que, si petit que soit h ,  
il existe une aire contenant P à son intérieur, et dont tous les poipts appar- 
tiennent à l'ensen~ble précédent. En  effet, traçons -les droites; 

D'après la pi'opriété de Y,  il existe certaineineiit un rectangle R ayant pour 
bases des portions de ces droites, comprenant P entrc ses côtés parallèles 
B O y, et '  tel que l'ensen~ble E' est ~6par t i  sur tous les segments parallèles 
à O y contenus dans R. Si, par chaque point (a,, y,) de .7Z contenu dans R, 
oii inhne le segment de longueur 2 h qui a ce point pour milieu, ce segment: 

contiendra tout le segment: 

On pourra donc afirmer que tout poiiit du rectangle R appartient à un seg- 
ment de lorigueur 2 k ayant pour niilieu un point de E. 

82. Considérons maintenant une fonction f (x ,  y )  continue par rapport 
B cliacùne des ~a r iab les ;  reprenons la fonction a, (x, y) définie au chapitre II:  
c'est la  demi-longueur du plus grand segment parallèle à O y et de milieu 
A (x, y), dans lequel 170scillation est égale à u. 

Nous savons que cc, est une fonction positive et semi-continue supé- 
1-ieureme~it; si on considère un ensemble parfait quelconque E, je dis qu'il est 
in~possible que, en tout point de E, a, ait son minimum nul par rapport à E. 
La dt5monstratiori a déjà été faite au cllapitre 1 ($ 12), quand on considère 
une fonction de 11. variables qui peuvent prendre toutes les valeurs comprises 
entre certaines limites; je l'ai étendue ensuite, au chapitre II (§ 28), au  cas 
où la fonction est seulement définie aux points d'un ensemble parfait linéaire. 
D'une manière plus gén&rale, le théorème est vrai si la fonction est définie 
sur un ensemble parfait absolument q ~ c l ~ o n q u e ,  dans, un domaine à n dimen- 
sions; il suffit, pour le voir, de reprendre avec quelques modifications de dé- 
tail, la  démonstration donnée au § 28; j'admettrai donc ce ré~ultat.  
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83. Cela posé, considérons la fonction f (x, y) dans un certain rectan- 
gle A B CD parallèle aux axes, et admettons pour un instant que l'ensem- 
ble E des points où l'oscillation est 2 a puisse être réparti dans ce rectangle 
sur toutes le3 parallèles à O y. 

L'ensemble E est essentiellement fermé; par le procédé du $ 81 je dé- 
duis de E un ensemble G, dont chaqiie point P possède la propriété étudiée 
dans ce paragraphe; j'ai fait remarquer de  plus que G '  est parfait, et réparti 
sur toutes les parallèles à O y. 11 est donc impossible que a,, considérée comme 
fonction définie sur G' ,  ait, en tout point de G r ,  son minimum nul par rap- 
port à G'. I l  est également impossible que ce minimum de a, par rapport à 
G' soit nul en tous les points de G, car alors il serait nul en tout point 
de G'. I l  existe  do^ certaineme?zt des points d e  G en chucun desquels a, n 
son .~nijzirnum par rapport à G' positif. 

J e  dis que, en un point P de G où a, a son minimum positif par rap- 
port h G', l'oscillation de la fonction par rapport à (x, y) est r 2 a. En ef- 
fet, prenons un nombre positif h inférieur à ce minimum. D'aprBs ce que nous 
venons de voir au  $ 81, si par chaque point de G'  on mène le segment pa- 
rallèle à O y et  de longueur 2 h qui a ce point pour milieu, il existe un rec- 
tangle contenant P à son intérieur, et dont tout point fait partie d'un de ces 
segments; par suite, sur chaque segment parallèle à O y contenu dans ce 
rectangle, l'oscillation est r CI. On en déduit, en raisorinant conime au $ 24, 
qu'au point P l'oscillntion par rapport à (x, y) est c 2 o. Nous dirons, sous 

G 
une autre forme: Si, en un point P, l'oscillation est 5 a, et si l'on a 5' < 9 

- 
la  forictiori asf a en Y son minimum nul par rapport à G'. 

Nous sommes maintenant en mesure de montrer que l'hypothèse faite 
plus haut aboutit à une contradictioii: l'ensemble E des points où w 2 CJ se- 
rait réparti sur toutes les parallèles à O y dans A B CD. Il en résulterait que 
a,, aurait son minimum nul en tous les points de G; nous avons vu que cela 
est impossible. 

E n  rdsumé, il est établi que, dans tout rectangle tel que A B CD, l'en- 
senible des parallèles à O y portant des points où CA 5, est un ensemble non 
dense. L a  conclusion de  cette étude est donc le théoreme suivant: 

Si f (x, y )  est une fonction continue par rapport à chacune des variables, 
,?'ensemble des points où l'on a :  w [ f  (x, y)] t O ,  se projetfe sur. chucutt des 
deux axes, parallèlement à l'autre, suivant un ensenzble ?ton dense. 

84. J'indique maintenant une autre propriété des fonctions séparément 
continues par rapport à .r et y, propriété qui a été remarquée par M. VOLTERRA. 
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Si  on considère un point .4 (x,, y,), et si on se donne un nombre E ,  on  
peut, dans tout cercle de centre A, trouver un autre cercle en tout poiiit du- 
quel on a:  

i f(X7 Y) - f ( ~ 0 7  Y,) I (Il 
En effet, nous pouvons prendre, sur O x par exemple, et Lt partir de A ,  

un segment A B contenu tout entier dans le cercle donné, et dans lequel 

l'oscillation sera inférieure à 5 .  Dans le segment A B, il exiate des points où 
2 

la fonction est continue par rapport à l'ensemble (x, y); prenons l'un de ces 
points; nous pourrons trouver un cercle C ayant pour centre ce point, et dans 

E 
lequel l'oscillation sera inférieure à - . Il est évident qu7en tout point du 

2 
cercle G, l'inégalité (1) a lieu. 

Remarquons la différence qui se présente entre les points de continuitk 
et les points de discontinuit8: si en A la fonction est continue, on peut tou- 
jours choisir pour cercle C un cercle contenant A ;  au contraire, s'il y a une 
discontinuité en A ,  lorsque E est suffisamment petit, on est obligé de prendre 
pour cercle C un cercle ne contenant pas A. 

II. FONCTIONS DE TROIS VARIABLES. 

85. Etuclions maintenant le cas d'une fonction de trois variables x, y, z, 
qu'on suppose, en chaque point, continue par rapport à chacune d'elles. 

Soit f (x, y, z) une telle fonction; soit A, un point (z,, y,, 2,); je con- 
sidère une portion de surface S passant par A , ,  et repiésentable par unc 
équation de la forme: 

x =?(Y,  2)) 

avec la condition : 
2 0  = rp (y,, 4. 

Soit, en chaque point A (x, y, x i ,  a,(%, y, X )  1% demi-longiieur du plus 
grand segment B C parallèle h Oz et de nlilieu A ,  dans lequel l'oscillation 
est r O ;  je vais étudier cette fonction a, (r, y, z), considérée comme fonction 
sur 1% surface S. 

Soit (hg. 17) : 
Bo A, A ,  Co a, (x0 y. 2,). 
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Prenons; 8 étant un nombre positif quelconque: 

Dans le segment Bro  C f , ,  l'oscillation est un  nombre supérieur à o, soit o + 1; 
si je prends: le' < k ,  il existe entre Bro et Cr, deux points Po et (Io tels que: 

l f (Po) - f (&O) I > o + k'. 

J e  vais considérer des points de  S voisins de A , ;  je m'astreins tout d'a- 

bord à faire varier y et x dans un champ suffisamment restreint autonr de 
y. et xo pour qu'on ai t  toujours : 

Menons par  Po et  Q, les plans parallèles au  plan des y x ,  e t  dans ces 
plans, les pa r~ l l è l e s  à 0 y, P, y', &,y1'; prenons, sur Po y' e t  Qo y", deux 
segments Po P, et  Q, Q I ,  dans chacun desquels l'oscillation soit inférieure 

lc' k -; nous les prenons en  outre assez petits polir que les valeurs de  y e t  x 
4 

correspondant a u x  points intérieurs à ces segments soient comprises dans le 
champ de variation de y e t  2, précédemment défini. 

Choisissons sur  Po Pl un point de continuité par  rapport A l'cnsernlrle 
(y, i) dans le plan P y' 2 ;  soit P' un tel point; prenons dans ce plan un 

/c cercle C de  centre P' e t  où l'oscillation soit nioindre que -. Prenons en- 
4 

suite, sur (S, O,, un  point Q' se projetant ti. l'intérieur du cercle C, r t  tra- 
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çons dans le plan O,, y"x t '  un cercle C' de centre Q, oh l'oscillation soit in- 
k ' férieure à - 
4 

Si  Y et  & sont deux points quelconques pris, l'un dans C et  l'autre 
dans Cr,  on a les différentes inégalités: 

D'après l a  coiistruction des cercles C et C r ,  ces cercles ont en projection 
(sur le plan y z) une partie commune; le cylindre projetant cette partie corn- 
mune decoupe sur la surface S une certaine nire G;  si A (x, y ,  u) est un 
point de cette aire, et si on trace le segment parallèle à O x de milieu A 
et de demi-longueur a , ( x 0 ,  y,, ,co) + E ,  ce segment contient certainement un 
couple de points P et Q, car l a  distance de '4 B chacun des plans menés 
par B', et  C', parallèlement au plan des y x est moindre que a, (z,, y,, 5,) + 6 ,  

d'aprks 17in6galité (1 ) .  Par suite, l'oscillation d m s  ce segment est supérieure 
. à D; on a donc, au point A : 

Ainsi, la fonction a, d6finie sur la surface S possède la propriété sui- 
vante : au voisinage de tout po in t  (x,, y,, z , ) ,  et si petit que soit E ,  012 peut 
trozweî. szcî. la swfrrce m e  aire 03, l'on a partout: 

Cette propriété, jointe à cet,te autre que cc, est posit,if en.tout point, con- 
duit à. celle-ci que a, ne peut avoir son minimum par rapport à S nul en 
tous les points d'une nire. Supposons en effet que ccla puisse avoir lieu; si 

E 
nous nous donnons un nombre c ,  nous pouvons prendre un point où a ,  < - 7 

2 

puis, R U  voisinage de ce point, une aire en tout point de laquelle on aura :  

Ammli di Xrlt ,mfltica, Serie ILI, tomo III. 
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De  m h e ,  dans cette aire, on en trouvera une autre où l'on aiira partout: 

e t  ainsi de  suite. 
On aurait  finalement u n  point où a, = O, ce qui est impossible. 
Ainsi, dans toute portion de S, il existe une autre portion dans laquelle 

le minimum de a, est positif. Soit C' une portion dans laquelle a, n son mi- 
nimum positif, et  soit y un nombre positif inférieur à ce minimum. 

Nous pouvons déterminer un domaine à trois dimensions, un prisme de 
cbtés parallèles aux  axes, par exemple, tel que, sur chaque parallkle S O .?: 

contenue dans ce prisme, il y ait  un  point de C, et dont la dimension pa- 
rallèle à Ox soit au plus égale à 7 ;  dans ces conditions, sur tout segment 
parallèle à O x et contenu dans le prisme, l'oscillation est 5 O. Prenons en-  
suite une section de ce prisme par  un plan parallèle a u x  y x, e t  dans cette 
section, une aire G dans laquelle I'oscill~tion soit 5 a. Considérons le cylindre 
qui projette G sur le plan des y z, soit L ce cylindre, limitt; aux  faces du 
prisme, e t  soit Cl In portion de C qu'il découpe sur l a  surfac,e S. J e  dis que, 
dans le cylindre L, l'oscillation de la fonction est 3 o. En effet, soient P 
et Q deux points quelconques pris dans ce  cylindre, et soient P' et &' leiii-s 
projections sur G. On a: 

d'où : 
i f ( P ) - f ( Q ) I r 3 g .  

En particulier, nous constatons que, en chaque point de Cl ,  I'oscillation 
par rapport l'ensemble (x, y, 2) est 3 a. 

Ainsi, dans' toute portion de la surface: x = (y, x), e t  si petit que soit a, 

il existe une aire en chaque point de laquelle l'oscillation par  rapport h 
(s, y, Z )  est 5 3 U. On déduit de la, par u n  procédé de raisonnerncnt que 
j'ni eu souvent l'occasion d'employer, l'existence, dans chaque portioii de In 
surface, d'un point de continuité par  rapport à l'ensemble (r,  y, x). 

On a, a fo~ t io r i ,  les résultats suivants: 
Dgns tozd domnit~e à trois dimensions, il  y a des  poilits de contimtifé 

par rapport  à l'ensemble (r, y, z ) ;  autrement dit, Zcc fonctiotz est ponctzrel- 
lemen t disrotttim~e. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Sur toute surface x = rp (y, z), la fonction donnée, considérée comme fonc- 
tion de y et z, est ponctuellen~ent discontinue. 

86. Nous voyons d'après cela que l'ensemble des points où l'on a :  
O [ f  (x, y, z)]  5 O ne peut pas être dense par rapport à un volume, ni même 
par rapport à une surface; mais cet ensemble peut conte?zir tous les p o i d s  
d'zlne ligne, comme je vais le montrer sur un exemple très simple. 

Prenons une fonction rp (x, y)  continue par rapport à chacune des deux 
variables x et y, en supposant que le point x = O ,  y = O, 'par exemple, soit 
point dc discontinuité. Nous définirons f (x, y, s) par la condition: 

de sorte que f sera constante sur toutes les parallèles à Oz. Cette fonction 
est continue partout par rapport à chacune des variables, et  l'on voit que 
tous les points de O x sont des points de discontinuité, la  valeur de l'oscilla- 
tion en tous ces points étant la même. 

J'indiquerai encore un autre exemple. J e  fais remarquer d'abord qu'on 
peut prendre, dans le plan (x, y), une fonction toujours continue sur les trois 
séries de droites suivantes: les parallèles à Oz, les parallèles à O y, et  les 
parallèles à une troisième direction telle que .celle de x - I/= O, cette fonc- 
tion pouvant être discontinue en certains points par rapport à l'ensemble (x, y) ; 
la fonction qui est égale à O pour l'origine, et  à:  

pour les autres points, possède ces propriétés. Prenons alors une fonction 
f (x, y, z )  qui sera constante sur toutes les parallèles à la  droite: 

et. qui, pour les points du plan x O y ,  sera égale à la fonction précédente. 
Sur la droite x - y = x, tous les points sont des points de discontinuité, la 
valeur de l'oscillation étant la  même en tous ces points. D'autre part, la  fonc- 
tion f, qui est 6gale à O pour la droite rc = y = x, et à: 

aux autres points, est partout continue par rapport à cliacuue des variables 
x, Y7 X .  
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S7. 11 y aurait lieu maintenant d'étudier la succession de valeurs que 
prend, sur une courbe quelconque de l'espace, la fonction f (x, y, x ) ,  continue 
par rapport à chacune des variables. J e  donnerai B ce sujet le r6sultat sui- 
vant: lu fonction d'une variable ainsi obtenue est uu plzis de la deîcxièlrze 
classe. 

J e  commencerai par démontrer le théorème suivant: Si une fonction de 
deux variables f (x, y) est coiitinue sur chaque parallèle à O x, et est de pre- 
mière classe sur ihaque parallèle à O y, ello est, sur une c o u h e  quelconque, 

de  deuxième au plus. J e  ferai la démonstration en considérant la droite 
x - y = O. Prenons la suite des droites (fig. 18) : 

a , ,  a ,,... ci ,,... étant une suite de quantités tendant vers O. 
Soient Al ,4', , A, A', , . . . ces droites. Entre une quelconque de ces droites 

et la droite voisine, par exemple entre A ,  Ar, et  A, A', ,  je peux tracer des 
segments parallèles à O y, tels que Pl Q , ,  P, Q,, etc. ..., de sorte que chaque 
parallèle à Ox contienne un seul point appartenant l'un de ces segments 
(sauf les droites QI P,, Q, P3)  etc. ...); l a  succession des valeurs que prend 
f (x, y) sur Pi QI (Pi compris, Q I  cxclus), puis sur Y, Q, (P, compris, Q, 
exclus), etc.. .. forme une fonction d'une variable, qui est de première classe, 
puisqu'elle est de première classe sur chacun de ces segments. En  supposant 
que cette opération soit effectuée entre A ,  A', et An+, Arn+,,  pour toutes les 
valeurs de 12, nous déterminons ainsi une suite de fonctions de première classe: 
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Si d'autre part rp (y) est la fonction donnée, considérée sur x - y = O, on re- 
coiinaît que cf (y) est la limite de y, (y). Ainsi g (y) est une fonction de la 
deuxième classe. 

Reprenons maintenant 1% fonction- f (x, y, x) ,  et soit C une courbe de 
l'espace. Projetons C sur le plan des (y, x )  suivant C', et imaginons qu'on 
développe sur un plan le cylindre projetant. Dans ce plan, aux paralléles à 
Oz de l'espace qui rencontrent C correspondent les parallèles B une direction 
O X: il y aura donc continuité sur ces droites. A C' et aux courbes parallèles 
à Cf situées sur le cylindre corresporident les parallèles à une direction O Y; 
or, dans chaque plan parallèle à y o x, cornine il y a continuité sur chacune 
des parallèles à l'un des axes O y et O O, la fonction est de première classe 
sur les courbes parallèles 5 C' et par suite sur les parallèles a O Y. Erifin, h 
C correspond dans le plan XO Y une courbe C, à laquelle Ic tliéorèine pré- 
cédent s'applique; donc, sur C, ,  et par suite sur CI, la fonction est au plus 
de deuxième classe. 

Le problème de l'intégration au point de vue des variables réelles. 

88. Lorsqu'on se sert de la théorie du changement de variables dans 
une question d'Analyse, on suppose implicitement la continuité des dérivées 
qu'on emploie. Pour prendre un exemple très simple, soit une fonction de 
deux variables f ( x ,  y); faisons le changeaient de variables: 

x = X + Y  

y=X-Y. 
Les formules connues : 

a f  a i  ne sont valables que si l'on suppose - et - contiiiues. Si 17011 supposc 
a x  a . ~  

seulement l'existence de ces dérivées en chaque point, il peut arriver que les 
formules ne s'appliquent pas; c'est ce qui  a lieu, par exemple, à l'origine, 
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x '! pour la fonction qui est égale à O en ce point, et à A aux autres points. 
\Ixo + Y P  

011 a, en effet, au point x = O, y = 0 : 

Si niairitenant on déplace le point (x, y) à partir de l'origine dans la direc- 
a f tion y = a x, on a ,  en appelant - la dérivée dans cette direction : 
8 nn 

Ainsi, A l'origine, il  y a une dérivée déterminée dans chaque direction, mais 
ces dérivées ne sont pas données par les forrnules ordinaires. 

Cette remarque correspond, au point de vue géométrique, à ce fait quc 
si on considère la surface x = f (x, y), cette surface n'a pas, au point r = y = 0, 
de plan tangent déterminé. 

89. Cela posk, considérons une équation aux dérivées partielles, et po- 
sons le problème de l'intégration de la manière suivante: 

Rechercher toutes les fomtions  de varicnbles ~ é e l l e s ,  assujett ies seulettzent 
aux c o d i t i o m  s tr ic teme~t t  i d i s p e m a b l e s  pour que les élét~zents qui etztrent 
d m s  Z'épatiolz aiertt wz sens d é t e ~ m i d  et  vérifieut cette dquation. 

Eri prenant comme exemple l'équation très simple : 

il faudra déterminer toutes les forictions de x et  y qui, eii chaque point, 
sont continues par rapport à chacune des variables, et possèdent des dérivées 
a f  af - e t  - satisfaisant à la relation donnée. a x  a y  

L e  problème étaiit ainsi posé, le raisonnement qui consiste à prendre 
coinme iiouvelle variable X = x -  y, et B constater que ia fonction ne doit 
dépendre que de X, est insuffisant, car il suppose l a  continuité des dé- 
rivées. 

Pour essayer de traiter la  question avec le minimuin d'liypotlièses pos- 
sible, il convient tout d'abord de faire une étude des conséquences qu'en- 
trafoe, pour une fonction de deux variables, l'hypothèse de l'existence de ds- 
rivées partielles en chaque point. 
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90. J e  commencerai par exposer quelques considérations g é n h l e s  sur 
les fonctions d'une seule variable. 

Soit une fonction quelconque f (x), définie dans l'intervalle A B. Prenons 
deux points 211, (x,) e t  M2 (x,) dans cet intervalle, et  fornions le rapport: 

n ion: J e  désignerai dans la suite ce rapport par la not t' 

rapport (x i ,  ~ 2 ) ,  OU (x, , x2!, OU vt (Ml M O ) .  

Il est indépendant de l'ordre dans lequel on énonce les deux points; on peut 
dire que c'est une fonction de l'ensemble des deux nombres (x i ,  x,), cldfiizie 
sedelnent pour x, 5 x,. 

Dnns le cas où l'on suppose In fonction f (x) continue, la fonction r t ( x l ,  x,) 
est, en chaque point (x,, a,) où elle s i  trouve définie, continue par ~ u p p o r t  
i5 l'e~lset~tble (xi ,  x,). 

J e  donne une proprit5té él4mentaire de cette fonction qui me sera utilc 
dans la suite. Consid4rons trois riombres x i ,  x,, .r3 , vangés p w  ordre de g i m -  
cleu?.. Soit : 

X ~ < X ~ < X J '  

On a évidemment: 

c'est-à-dire, en posant : 

T t  (XI , $3) = u r t  ('ri ) XI) + (1 - a )  y t  (&, x3). 
Comme on a :  

O < @ . < ] ,  

on en déduit que ?et(x,, x,) est compris eizbe yt (x , ,  XJ et tBt  (z,, x,). 
Nous empioierons quelquefois ce résultat sous une autre forme: Si x i ,  

x,, x, sont r a n g h  par orc21.e de grandeur, et si rt  (x,, x,) est supirieirr (in- 
férieur) & un nombre ?., l'un nu nzoins des deux ?zo?lzbres rt (x,, x,), T t  (x, , 2,) 
est supériezw (inférieur) à A. 

Enfin le résultat s'étend au cas où l'on considhe un nombre quelconque 
de quantités x :  Si x , ,  x,, r c , , . .  . z,, sovt t'm.gc% par ortl1-e de yrctî~clew, ln 
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qztantifé r t ( x , ,  Y,) est co~nprise etztre lu pltrs g m z d e  et la plzls petite des 
quctrt tités : 

91. Reprenons maintenant la  fonction r t ( z , ,  r2 ) ;  laissons ;r, fixe, et 
donnons à x, toutes les valeurs satisfaisant à l'inégalité: 

h étant un nombre positif. Les valeurs de ~ ~ ( x , ,  x,) qui correspondent à acs 
diverses valeurs de  x, forment un ensemble de nombres, qui a une limite su- 
périeure et une limite inférieure: soient Mh et  mh ces limites (qui peuvent 
d'ailleurs être infinies); si Ir. tend sers O, Mi, ed 11t1, tendent vers des limites 
déterminées Ad ed Ihd, qui sont les extrêmes oscillatoires de la foncfion ic 
c h i t e  (*); on définit de même les e x t r ê m s  oscillatoires h pwche  A, et  lb,. 
On a ainsi les quatre nonzbres dérive's, dont l'étude a fait l'objet de travaux 
(le plusieurs géomktres, en particulier de MM. DINI, VOLTERRA, L. SCHEEFPER. 

Remarquons que, si en un point les quatre nombres dérivés sont finis, i l  
est certain qu'en ce point la fonction est continue, mais la réciproque n'a 
pas nécessairement lieu. 

Si, en un point, les quatre nombres dérivds sont égaux, c'est qu'il t:xiste 
en ce p i n t  pour la fonction une dérivée déterminée f' (x) qui a pour vnleiir 
I R  valeur conimime de ces quatre nombres. 

Supposons qu'il en soit ainsi a11 point A ,  (x,). On peut alors, si petit 
que soit E ,  déterminer un intervalle B C [:co - a, x, + a], tel que, si M est 
un point quelconque de cet intervalle, distinct de A,, on a :  . 

Prenone! alors deux points P et Q dans l'intervalle R C, siifziés de part e t  
d'uutre de A,; dans ces conditions, d'après la remarque faite au $ 90, rt  P & 
est compris entre v tA0  P et r t  A, Q. On a donc: 

D'une manihre générale7 B C représentant un segment: de milieu A(x,)  
et de longueur 2 a, prenons, de toutes les manières possibles, un couple do 
points P et  Q situés dans cet intervalle et de part et d'autre de A ,  de telle 

(*) Cf. DINI, F ~ d l W ~ e l ~ t i ,  etc., page 190. 
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sorte qu'on ait toujours : 
x , - a f  X p f  II", ) 

r , & x g G X , + a .  ) 

D'après ces inégalités, il y aurait lieu de considérer l'expression rt(x,, x,), 
qui n'a pas encore &té définie; je poserai : 

De cette manière, pour tout système de valeurs de x p  et XQ satisfaisant aux 
inégalités (l), il existe une valeur de rt P Q parfaitement déterminée; l'en- 
semble de ces valeurs a un maximum M et un minimum m ;  posons en outre: 
w = M- ln. Si nous faisons varier a ,  nous pouvons considérer w comme 
fonction de a ;  c'est évidemment une fonction qui n'est jamais décroissante; 
de plus, si a tend vers 0, elle tend vers 0, car, d'après ce que nous avons 
vu plus haut, M et m tendent tous deux vers la même quantité f' (x,). 

Si donc on se donne un nombre positif a, il existe un nombre positif 
parfaitement déterminé, que je désigne par a,, qui est la limite supérieure 
des nombres pour lesquels w f c. Soit Bo Co le segment de milieu A ,  et 
de longueur 2 au(x0); dans ce segment, le nombre w est inférieur ou égal 
ù a (si on suppose la fonction continue); dans tout segment Bro C", de mi- 
lieu A ,  et de longueur supérieure à 2 a,, w est supérieur à a. 

92. J e  considère maintenant une fonction de deux variables f (x,  y), 
sur laquelle je fais les hypothèses suivantes: elle est continue par rapport 
à x) par rapport à y, et possède en tout point une dérivée déterminée par 

rapport à x, '. En chaque point A ,  je considère la  fonction a , ( z ,  y) d(.- 8 3  
finie comme au numQro précédent: c'est donc la demi-longueur du plus grand 
segment parallèle à Ox, et de milieu A, dans lequel la différence entre les 
valeurs extrêmes de r t  (P Q) [x, < x, < x,] est r a. J e  dis que a, (r ,  y )  est 
semi-cotztzi?ue supériezwement par rappo~t à (T, y). 

Pour le démontrer, prenons (fig. 19): 

Bo A0 = A, Co = au ( 5 0 ,  y,) 

Dans le segment Bro Cl,, le nombre w est supérieur à a ;  soit a + IC sa, valeur. 
En prenant Ic' < k ,  on peut déterminer, entre B', et Cr, ,  deux couples de 
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points P, QI ,  P, Q,, tels que : 

1 rt  Pi Qi - rt P2 Q2 1 > o + 7'. (1) 
On peut d'ailleurs s'astreindre à ce qu'aucun des quatre points Pi, Q I ,  Pz, Q,, 
ne coïncide avec A,; on aura ainsi: 

XP, < zo 7 X Q ,  > 20 

xP,<xo, X Q , > ~ O .  

Il existe un nombre positif P b l  que, dans l'intervalle (x, - 8 ,  x, + P), il 
n'y a aucun de ces quatre points. 

Fig. 19. 

La condition (1) s'écrit: 

J e  vais maintenant utiliser la condition imposée à la fonction d'être con- 
tinue en tout point par rapport à y. 

Considélrons les parallèles h O y menées par les points .P,, Q, ,  P,, Q,, 
et remarquons que, si dans la formule (2) on remplace y, par la quantité 
variable y ,  le premier membre de cette formule est une fonction continue 
de y ;  donc on peut trouver un nombre positif y tel que, quand y sera coni- 
pris entre y, - y e t  y, + y, on aura : 

& 
Appelons q l e  plus petit des trois nombres 4, y, a , e t  considérons le 

carré de centre A,  et de côté 2 Y], soit: 
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Si .4 (x, y )  est un point quelconque pris dans ce carrb, le segment parallèle 
à O Y, de milieu A et  de demi-longueur a,(&,, y,) + E ,  contiendra certaine- 
ment deux couples de points tels que: 

auxquels s'appliquera la  relation (3); de plus, les deux points de chacune 
des couples seront de part et d'autre de A. Par  suite, dans le segment de 
milieu A et de demi-longueur (a,, y,) + E ,  l'oscillation w des rt (Y Q), telle 
que nous l'avons définie, est supérieure à o. On a donc: 

ce qui montre que u,(x, y) est wze fonction semi-continue s~~pé~im-e?r te lz t .  
93. Rous déduisons de là que si E est un ensemble parfait quelcon- 

que, il y a, au voisinage de tout point de El des points de E où cc, a son 
minimum positif par rapport à E. 

Prenons d'abord pour E le continu à deux dimensions, c'est-à-dire une 
aire quelconque. On peut, dans cette aire, en trouver une autre où a, a son 
minimum positif, dans celle-ci une autre où a, a son minimum positif, etc. . . . 

- 
2 

On voit ainsi que dans toute aire il existe des points où cc, a son minimum 
par rapport à (x, y) positif, quel pue soit 5. 

Supposons que, dans une aire C, le minimum de a, soit positif. J e  dis 
a f qu'en un point quelconque A, (x,, y,) de cette aire, l'oscillation de - par 
a s  

rapport à (x, y) est r 2 5. En effet, prenons dans C un rectangle C, de 
côtés parallèles aux axes, contenant A , ,  et dont la dimension parallèle à O x 
soit inférieure au minimum de a, dans C; dans ces conditions, si P, Q, A, 
sont trois points situés dans ce rectangle C,, sur une même parallèle à O x, 
et de manière que P et Q soient de part et d'autre de A,  on aura: 

I , v t P Q -  a f  (A.) i 550. 
alç 

Donnons-nous un nombre E positif. J e  prends d'abord, sur la parallèle à O x 
meride par A , ,  et de part et d'autre de A, ,  deux points Po et Q, compris 
dans C,; puis, sur les parallèles à 0 y menées par Po et &, , je prends deux 
intervalles entourants ces points, assez petits pour que, P et Q étant deux 
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points quelconques pris respectivement dans ces intervalles, on ait: 

1 lS tp  - 'Yt Po & , I  < E. (2) 

On voit alors qu'on peut prendre autour de A ,  une aire assez petite pour 
que, A étant un point quelconque de cette aire, il y ait, sur la parallèle à 
O e menée par A, une couple de points P et Q vérifiant les inégalit6s (1) et 
(2); ajoutons l'inégalité : 

Nous déduisons de là: 

a f et comme E est aussi petit qu'on veut, l'oscillation de - en A ,  est 5 2 a. 
a x  

Nous avons reconnu qu'il existe des points où a, a son minimum positif, 
a f quel que soit a; en un tel point, l'oscillation de - est nulle, c'est-à-dire 
a x  

a f que - est continue. a x 
On reconnaît ainsi que s i  a f  existe en tout poilif, c'est t e  fomtio~z 2-i 

yo~zctz~elleme~ît disco~ztime. 
94. Supposons à prèsent que f (.ç, y) ait, en chaque point, des dérivées 

partielles déterminées par rapport à x et par rapport à y. Appelons 0, (.x, y) 
la fonction qui joue par rapport à y le même rôle que a, (x, y) par rapport 
à s. Dans toute aire il existe une autre aire où a, a son minimum positif, 
et dans celle-ci une autre où B, a son minimum positif; ceci ayant lieu quel 
que soit a, on reconnaît qu'il existe dans toute aire des poitzts en  cfîacz~jz 
desquels a,  et B, ont leur naini~îzzcm positif, p e l  pue soit a. J e  dirai qu'un 
tel point est un point rdgdier .  

Soit A un point régulier; d'aprbs la définition, quel que petit que soit o,  

les fonctions a , ( ~ ,  y), ,t?, (.G, y), ont en A leur minimum positif; je dis que, 
si petit que soit a, il est possible de déterminer autour de A une aire assez 
petite pour que, si B et  C sont deux points quelconques de m2me ordonnée ~ i -  
tués dans cette aire, on ait: 
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En effet, a, a son minimum positif en A ;  je peux prendre un nombre - 
2 

positif y inférieur à ce minimum, et déterminer autour de A une aire en 
tout point de laquelle on aura: cr, > y .  Dans cette aire, je prendrai un rec- 

- - 
3 

tangle de centre A et dont la dimension parallèle à O x sera plus petite que y ;  
enfin je diminuerai, s'il le faut, les dimensions de ce rectangle, de manière que 

a f G I'oscillation de - y soit inférieure à - Dans ces conditions, si nous pre- 8 x 2 ' 
nons, dans le rectangle obtenu en dernier lieu, et sur une même parallèle 
à O x, deux points quelconques R et C, on a, en appelant D le milieu du 
segment B C: 

inégalités d'où l'on déduit: 

On démontrerait de même que si l'aire considérée autour de A est suf- 
fisamment petite, et si on prend deux points quelconques B' et C' de nzêvze 
abscisse dans cette aire, on a:  

Etudions maintenant ce qui se passe quand on considkre deux points au 
voisinage de A, situés l'un par rapport à l'autre d'une manière quelconque. 
J e  suppose qu'on ait déterminé autour de A une aire (un carre de centre A, 
par exemple), dans laquelle les conditions précédentes, exprimées par les iné- 
galités (1) et  (2i, se trouvent remplies. 

Soient P et Q deux points quelconqyes de cette aire. J e  représente la 
longueur P Q par 1 ,  l'angle que fait la direction P Q avec O x par À ;  de 
cette manière, si les coordonnées de P sont x, ,  y , ,  celles de Q seront 
x, = z, + 1 cos A ,  yz - y, + 1 sin h. Considérons le point R qui a même or- 
donnée que P et  même abscisse que &, c'est-à-dire qui n pour coordonnées 
(xz, Y!). 
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J e  me propose de troiiver une expression de la quantité: 

rtPQ= f ( Q )  - f  (PJ 
longueur P Q ' 

Pour cela, j'écris : 

c'est-à-dire : 
1.1 P & = yt  P R  . cos 1, + 1 s t  R Q a sin 1. 

Rappelons maintenant qu'on a : 

w 

Nous avons donc : 

La quantité du second membre ne surpasse pas o .  VS. Nous pouvons tirer de 
cette étude la conclusion suivante : 

Si A est un point ~ é p c l i e r ,  à tout  nonzbre posit i f  E on peut fuire cor- 
respondre un cercle de centre A, tel que, P et  Q &tant deux p o i d s  quelcon- 
ques p r i s  d a n s  ce c e ~ c l e ,  et  A dtant l 'angle de  P Q avec 0 z, on a : 

95. 011 pourrait faire des raisonnements analogues aux précèdents, en 
consiaérant une courbe au lieu d'une aire. D'une manière plus générale, je 
passe tout de suite au cas où l'on considère un ensemble parfait quelconque E. 

Si on considère les fonctions a, (x, y) et B, (x, y) sur l'ensemble E, oha- 
cune d'elles étant positive et semi-continue supérieurement, il est impofisible 
que l'une d'elles ait, en tout point de E, son minimum nul par rapport à E ;  
par suite, au voisinage de tout point de E, on peut trouver un point de E 
où le minimum de ol, et celui de p, sont positifs. On déduit de là que, au 
voisinage de tout point de  E, il existe des points de E en chacun desquels 
le minimum de a, et de 6, par rapport à E est positif, quel que soit a. J e  
dirai qu'un point de cette nature est un point m'gulier par rupport à $7. 
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Nous allons voir qu'un tel point possède des propriétés tout à fait ana- 
logues à'celles que j'ai étudiées dans le nurriéro précédent. 

Soit -4 un point régulier par rapport à E; la fonction a ,  a soli mini- 
- 
2 

miim par rapport à E positif; soit y un nombre positif inférieur à ce mini- 
mum. J e  peux déterminer un carré de centre ,4 possédant les propriétés 
suivantes : 

1.' On a, en toiit point de E situé dans ce carré : 

2." Le chté du carré est inférieur à 7. 
G 3.' L'oscillation de - par rapport A E est infbrieiire à - il est a x 2 

a f possible de réaliser cette condition, parce que - est continue en A par ray- a x 
port h E. 

Dans ces conditions, si nous prenons dans ce carre un  point B appar- 
tenant.à E et un autre point C quelconque, mais de même ordonnée que B, 
110~s aurons : 

et par suite : 

Supposons qu'on ait d6terminé autour de A un carré remplissant les 
conditions qui précèdent et celles qu'on en déduit en permutant le rôle cles 
lettres z et y. Prenons dans cette aire deux points P et & appartenants à E'; 
soit 1S le point de même ordonnée que P, et de même abscisse que Q ;  (R 
n'appartient pas nécessairement à E). On peut, en raisonnant comme au nu- 
méro précédent, montrer qu'on a : 

a f - 1 iQ/rpO'P) - [& ( A )  cos A + - ( A )  sin A] 1 o - (i2. a Y 
1 représente, comme plus haut, l'angle de P Q avec 0 x. 
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J e  résume ces résultats dans l'énoncé suivant: 
Si E est tln etzsemble parfait, il existe, au voisinage de tozlt point de E, 

des points de E' que j'appelle réguliers par rapport à E ;  si A est un de 
ces points, tt tout ~zonzbre E correspond un cercle de cent9-e A tel que, s i  Y 
e t  Q sont deux poirzts de E pris dans ce cercle, on a : 

a f / rt P Q - [g ( A )  . cos (O s, P Q) + - ( A )  . siil (O .r, P Q)] 1 < E. a Y (1) 

Comme application de  ce résultat général, nous reconnaissons que si l'on 
considère une courbe, il y a, dans tout arc de cette courbe, des points où 

2 et 2 sont continues par rapport à la courbe. a x  ô y  
a f Nais il peut arriver que, pour tous les points d'un arc de courbe - , , a x  

par exemple, soit discontinue par rapport à (T, y). Citons la fonction qui, pour 
x - y = 0, est égale A O, et qui, pour .x - y i 0, est égale h : 

1 
(LE - yy sin - 

$-Y 

af af En tous les points de x - y = O, les dérivées - et - sont discontinues, a x  al /  
l'oscillatio~i étant égale à 2. 

96. Revenons maintenant au problème posé au § 89, à savoir l'inté- 
gration de l'équation : 

J e  viens de déterminer certaines conditions auxquelles satisfait toute fonction 
f (.r, y) qui possède en chaque point des dérivées dbterminées; j'fijoute main- 
tenant à ces conditions celle qui est exprimée par l'équation (2). 

Interprétons alors les résultats trouvés. Prenons une quelconque des 
droites parallhles à x- y = O ,  et sur cette droite un ensemble parfait quel- 
conque E (qui, en particulier, pourra être le continu). II existe, au voisinage 
de tout point de E, des points réguliers par rapport à E;  si A est u n  de 
ces points, à tout nombre positif 6 correspond un intervalle de milieu A, t ~ l  
que, si P et Q sont deux points de E pris dans cet intervalle, on a : 
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Dans le cas actuel, cette relation devient simplement: 

I r t P Q I < ~ .  
Nous sommes ainsi conduits à rechercher les fonctions d'une variable qui 

possèdent les propriétés exprimées dans l'énoncé précédent. J'aurai besoin, 
pour cela, d'exposer encore quelques considérations générales sur les fonctions. 

97. Soit uce fonction quelconque f (x);  considérons, dans l'intervalle 
A B où elle est définie, un ensemble parfait E, qui pourra être le continu, 
et prenons une portion déterminée de cet intervalle cc@, contenant des points 
de E. 

Soit un couple de points P et Q appartenant à E et situés sur u p ;  
considérons toutes les quantités : rt P Q; l'ensemble de ces quantités a une li- 
mite supérieure M et une limite inférieure W .  J e  conviendrai de  dire que M 
et m sont les coeficients vzazimum et minimum de variabilité de f ( r ) ,  pal. 
rapport à El dam l'intervalle c~ P ;  et je représenterai ces nombres par 

M [f (4 E? a Pl,  m Cf (XI> E, Pl .  
Si x, est un point appartenant à E, je prendrai, dans l'intervalle (x, - 8, 

x, + d), les nombres que je viens de définir; quand 0 tend vers 0, ces nom- 
bres tendent vers des limites détermin6es : M [ f  (r), E, x,) et m [f (.r), E, a,], 
qui seront les coeficier~ts maximum et minimum de vnriubilitt! de f (a) par 
rapport à E au point x,. 

Il est évident que si s, est compris dans a p ,  on a :  

On déduit de là que si on considère le coefficient maxiruium de variabilité cn 
un point M(.ç)  comme fonction de x, cette fonction est semi-continue supd- 
riezivemetzi. 

J'énonce encore une remarque qui me sera utile dans la suite. Si l'on 
a deux points P et Q tels que : 

r t P Q s I ,  
il existe certainement un point A situé entre P et Q ,  ou coïncidant avec 
l'un d'eux, et où l'on a :  

M ( A ) h I ,  
la fonction M étant relative au continu. C'est une consdquence directe d'une 
remarque faite au  § 90. 

J e  n'ai fait jusqu'à prèsent aucune hypothèse sur f (.y); je suppose main- 
tenant que cette fonction est continue. Soit a ,8 un intervalle contenant le 
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point A, (.r,). Pour définir M(f( .x j ,  E, a p), on peut, au lieu de considérer 
tous les couples de points A ,  (J-,) et A? (r,) appartenants à E et situés dans 
l'intervalle, considérer seulement ceux pour lesquels on n'a pas: x, = x, = ,ro, 

en d'autres termes faire abstraction du point Mo. E n  effet, dans l'hypothèse 
de la continuité, toute quantité telle qiie r t A ,  -4 peut être regardée comme 
limite d'une suite de quantités telles que rt A ,  A , ,  A ,  et A, Etant distincts 
de A , ;  par suite, que l'on tienne compte ou non des quantités de la forme: 
rt A, A ,  les limites supérieure et  inférieure resteront les m&mes. 

Prenons maintenant l'intervalle (.r, - 3, i~', + a), et considérons tous les 
points du continu C qui sont dans cet intervalle, en retranchant le poitd s,. 
L a  fonction M [ f  (.r), C, .TI a ,  en chacun de ces points, une valeur déter- 
minée; cet ensemble de valeurs a un maximum qui, quand à tend vers O, n 
une limite M i ;  je dis que, d a m  le cas OU In fonction est continzie, cette li- 
mite  M' est prhcisément Ji [ f  (.c), C, Y,]. 

Nous savons déjà qu'on a :  

M (x,) 2 W .  

Cela résulte de ce que l a  fonction M ( x )  est semi-continue supérieurement; il 
sufi3 donc de démontrer qu'on ne peut pas avoir: 

M (so) > JIf.  

Supposons que cela ait lieu; prenons un nombre 1 tel qu'on a i t :  

M (3,) > A > $1'. 
On peut trouver, aussi prEs qu'on veut de Y,, , deux points P et & tels que: 

rt P Q > A. 
On peut d'ailleurs supposer que P et & sont du même côté par rapport h 
A(x,); en effet, si cela n'a pas lieu, si l'on a, par exemple : 

il est certain que l'une au  moins des deux quantités .rt P A et f a t  A Q, est su- 
pdrieure à a ;  soit, par exemple: 

Nous pouvons, à cause de la continuité de  la fonction, prendre un point Q,  
du même cOté qiie P par rapport h A et  assez voisin cle A pour qu'on nit 
encore : 

rt P Q! > h. 
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Il existe, entre P et &, , un point B (x) où l'on a : 

ce qui est en contradiction avec l'hypothèse : A > M'. 
E n  résiirné, dans le cas où f(x) est continue, la  fonction M (x) relative 

au continu, possède une propriété caractéristique qu'on peut énoncer de l a  
manière suivante : 

La fonction M ( x )  est égale, en chayue poi.nt, a21 maximum des va1eut.s 
qu'elle a aux points voisitzs. 

Considérons maintenant une fonction f (x) contime, et non constante; 
cette dernière condition peut s'exprimer de la manière suivante : il existe deux 
points Y e t  Q tels que l'on a : 

, r t P Q z O .  

On aura, ou bien : 1.t P & > O, ou bien : rt P & < O ; il suffit d'envisager, par 
exemple, la  premibre hypothése. J e  suppose donc qu'il existe un nombre po- 
sitif o et  un couple P Q, pour lequel on a : 

D'après ce que nous avons vu, il existe certainement au moins un point x 
où l'on a : 

> 5, 

et, au  voisinage de ce point, il en existe d'autres poss6dant la même pro- 
pri8té: tout point où l'on a M ( x )  > o est poitzt limite d'une suite de points 
oh l'otz a aussi M ( x )  3 5. Autrement dit, en désignant par G l'ensenible des 
points où M (x) > o, l'ensemble G est d~nse  en lui-même. Son dériv6 G' est 
donc un ensemble parfait, et  en chaque point de G' on a : 

J!f(x) 2 0. 

98. J'arrive maintenant à l'étude des fonctions présentant la propriété 
indiquée au €j 96, propriété que je peux énoncer de la manière suivante: Si 
l'on considère w z  ensemble parfait quelconque E ,  il y a ,  au voisinuge de 
tout poirtt de E, des points oh l'on a :  

1M [f, E, r ]  = m [f, E, x] = 0. 

On peut dire qu'un point où cette double condition est remplie est un point 
stationnaire par rapport à E; au contraire, en un point où l'un des deux 
nombres M et  In est différent de O, on dira que la fonction est variable par 
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rapport à E. Nous somines conduits à dire, par analogie avec la notion de 
fonction ponctuellement discontinue, que la fonction dont nous nous occupons 
en ce moinent est ponctuellement variable relativement à tout ensemble parfait. 

D'après cette définition, le résultat du $ 96 peut s'énoncer dans les ter- 
mes suivants: Si une fonction f (x, y )  satisfuit en tout point à l'équation: 
af  a f  = 0, sur cliape droile x - y = C t e ,  elle est ponctuellement variable z+ay 
relativement à tout ensemble parfuit. 

Supposons qu'on impose à f (x ,  y) la condition d'être continue par rap- 
port à l'ensemble (x, y); dans ce cas, la  fonction d'une variable définie sur 
chaque droite x - y - C t e ,  sera à la fois continue et ponctuellenzetzt vu- 
riable sur tout ensemble parfuit. J e  vais dtmontrer qu'une telle fonction est 
nécessairement constante. 

J e  ferai voir pour cela qu'une fonction cunti?zue et tzon constante ne 
peut pas remplir la condition d'être ponctuellement variable sur tout ensemble 
parfait. 

Soit donc f ( x j  une fonction continue et non constante; j'ai moiitré plus 
Iiaut qu'il existe (soit pour f (x), soit pour cette fonction changée de signe), 
un nombre positif tel que l'ensemble G des points où M ( f  (x), C, ~r) > a, 

C représentant le continu, est dense en lui-même. E n  tout point de G' on a :  

M t o ,  

et en tout point qui ne fait pas partie de Gr, on a: 

M r  o. 

Si on suppose que f (x) est pomtzr.eilement variable ~elatizjetrzent .uu conti?zu, 
G (et par suite G') est ?ton dense par rapport au contirlu. 

Soit A (x,) un point de G'. J e  considère simultanément les deux nom- 
bres .&! [f(x), C, x,] et M [f(x), Gr, x,] ; je vais démontrer qu'ils sont 
égaux. 

D'abord on a certainement: 

car tous les couples de points qui sont à considérer dans la dufinition de 
l l i (GJ,  x,), le sont aussi dans la définition de M ( C ,  x,). 

J e  dis maintenant qu'on ne peut pas avoir: 
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Supposons 
qu'on ait : 

en effet que sela puisse avoir lieu; prenons alors un nombre 1 tel 

$1 (G', xO) < 1 < M (C, x,), 
et  en même temps: 

1 > o. 

On peut, d'après cela, déterminer un intervalle B B' contenant le point r l  (x,), 
tel que, pour tout couple H K  de points de G' contenus dans cet intervalle, 
on ait: 

~ r - t  HKI <À.  

Soit alors P Q (xp < xy) un couple de points qzcelconpues pris dans l'intervalle ; 
soit H le point de G' qui est le plus voisin de P, à droite de P, et Ir' le 
point de G' qui est le plus voisin de &, à gauche de Q;  on a ainsi: 

De plus, il n'y a, entre P et H, ou bien entre K et  &, aucun point de l'en- 
semble Gr. De cette manière, il est certain qu'on a :  

car si l'on avait, par exemple: rt P H )  o, il ÿ aurait entre P et H un point 
de G, ce qui ne peut pas être. On a en outre: 

Or, la quantité rb P & est comprise entre les valeurs extrêmes des quantités 
y t  PH,  rt H K, rt K Q. On a donc: 

Comme P et Q sont deux points quelconques de  l'intervalle B B', on devrait 
avoir : 

M [C, xol f 4 
ce qui est contraire à l'hypothèse. 

E n  résumé, on a: 
W G ' ,  $01 = W C ,  3-01, 

ce qui montre qu'en tout point de l'ensemble parfait G', on a :  

M (G', x,) 2 u. 
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Donc, sur l'ensemble parfait G', la  fonction considérée ne peut pas être ponc- 
tuellement variable; nous pouvons dire qu'elle est, sur G', totalenîent var iu-  
ble, ou même totale&nt croissanie.  

L a  conclusion de cette étude est, que, s i  une  fonction est c o n t i w e  e t  
est ponctuellement variable relativement à tout ensemble par fa i t ,  elle est  cons- 
tante. 

Pour se convaincre de la nécessité des rajsonnements que nous venons 
de faire, il siiffit de se rappeler qu'une fonction peut être continue, non cons- 
tante, et  telle que, dans tout intervalle, il en existe un autre où elle est 
constante (*). Autrement dit, une fonction peut être continue et  être ponctuel- 
lement variable relativement au continu, sans être constante. 

D'autre part, si on supprime la condition de l a  continuité, le théorème 
ne s'applique plus. Prenons par exemple la fonclion discontinue égale par- 
tout à O, sauf en un point, où elle a la valeur 1. Cette fonction, qui n'est pas 
constante, est ponctuellement variable relativement à tout ensemble parfait. 

99. L'application des résultats précédents à l'intégration de l'équation 

?f + ?-L = O  est imm6diate, et nous pouvons énoncer le résultat suivant: a %  a ? /  
Toute  futzctio~a f (z, y), contitzzte pav  apport à (x, y), et possédant en toztt 

a f  a r  poillt des dérivées - et  , sat is fa isant  à la relation: 
8% O(/ 

est de l a  f u m e :  

y (21) représentat~t  une fonctio~z coîttiîzue de u qui a utze dérivée d é t e r m i d e  en 
c h a p e  poirtt. 

Si on compare ce resultat avec les résultats courants, on voit que notre 
dkmonstration est plus complète que la démonstration par le changement de 
variables, en ce sens que nous ne faisons sur les dhrivées aucune autre hy- 
pothèse que celle de leur existence. 11 resterait, pour terminer la question, à 
voir ce qui se passe lorsqu'on n'assujettit plus la fonction à être continue par 
rapport à l'ensemble des variables, mais seulement par rapport à chacune 
d'elles. 

(*) L. SCHEEFFER,  Acta Mnthematicn, Tome V, page 289. 
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100. Les résultats que nous venons d'obtenir pour l'équation sirnple : 
a f  a f  - 0, s'étendent sans difficulté à toute équation de la forme : &a; - 

Lorsqu'on se place au point de vue ordinaire, on cherche d'abord les 
courbes satisfaisant à ln relation différentielle : 

Ces courbes sont les caractéristiques de l'équation (1); si l'on admet quo  
; f - et - sont des fonctions continues, ln fonction f (x, y) adrnei une différen - a x  a?/ 

tielle totale : 

On voit alors que cette fonction doit être constante sur les caractéristique?. 
Cherchons dans quelle mesure nous pouvons étendre ce iilsultat. 

J e  me place dans lm hypothèses suivantes : Dans une certaine aire S, 
il existe une famille de courbes : 

de sorte que, par tout pojnt de l'aire, passe une courbe et une seule de cettc 
famille; g, (3, y) a en tout point des dérivées contiriues par rapport à (x, 9 ) ;  
il y a ainsi, en chaque point (x,, y,), une tangente déterminée pour la courbe 
qui passe en ce point; l'angle a de cette tangente avec Ox est donné par 
la formule : 

cos O! sin cr - = -  = 1 
X (.LI,, y") 1' ( 2 0 '  go) V' jp + y; 

Enfin, X et Y sont l imi th  dans l'aire que nous considéroiis. 
Soit C une de ces courbes, E un ensemble parfait de points pris sur C ;  

je dis que la fonction f (x, y), relatiuement à E, est ponctuellement va~inble.  
Il suffit, pour le démontrer, d'interpréter le résultat général énoncé au Ej 9:: 

Il existe dans E ' d e s  points réguliers par rapport à E ;  si A est un de 
ces points, à E correspond un cercle de centre A tel que, si P et Q sont 
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deux points de E pris dans ce cercle, on a :  

8 f 
( A )  . cos (O r, P Q) + - ( A )  sin (O r, f' @] 1 < E.  (2) a Y 

nana le cas actuel, s i  u est l'angle de la tangente b C en A avec O x ,  les 
quantités c,os (0 x, P Q), sin (O x, P Q), sont infiniment voisines de cos a et 
sin a, qui sont proportionnelles à X(.4), Y ( A ) ;  donc, en tenant compte de 
l'équation ( l ) , l a  relation d'inégalité (2) donne lieu à celle-ci : 

c i  pouvant devenir aussi petit qu'on veut. Cette inégalité (3) exprime la pro- 
position que je voulais démontrer. 

On déduit de là que, si f ( x ,  y) est assujettie à être continue par rap- 
port à (x, y), elle doit être constante sur les caractéristiques, la chose étant 
démontrée indépendarnment de toute hypothèse su r  les dérivées autre que celle 
de leur existenre. 

101. Nous pouvons enfin donner encore une extension à ces résultats, 
en considérant le cas de l'équation à .n variables: 

E n  premier lieu, on fera une étude sur les conséquences qu'entraine, pour 
une fonction de n variables, l'hypothèse de l'existence de dérivées partielles 
en chaque point; dans le cas général, cette étude presenterait des difficultés, 
analogues à celles que nous avons rencontrées dans l'étude des fonctioiis de n 
variables, continues par rapport à chacune d'elles, di% que n est égal à 3. 

Mais si l'on suppose que f (x, , x, , . . . x,) est continue par rapport B l'en- 
semble des variables, on a immédiatement un résultat très simple; en effet, 
appellons a, (x,, x,, . . . xn) la fonction définie ail 5 91, et relative à x i ;  dans 
l'hypothèse de la continuité de f, c.ette fonction a, est semi-continue supém'eu- 
vernent par ~ u p p o r t  à l'ensemble (x,, x, , . . . x,); on en déduit que, sur toute 
courhe caractéristique de l'équation (l),  la  fonction f est à la fois continue 
et  ponctuellement variable relativement à tout ensemble parfait; elle est donc 
constante. 

Ici encore nous avons accompli un progrès: nous avons supprimé la res- 
triction de la continuité des dérivées. 

J e  ferai remarquer qu'il existe certainement des fonctions ?ton contintles 
par rapport à l'ensemble des variables et satisfaisant h l'équation (1); par 
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exemple, si nous envisageons l'équation : 

la fonction que j'ai dé$ considérée au $ 86, qui est égale à O pour les points 
de la droite x = y =a ,  et à: 

pour les autres points de l'espace, satisfait en tout point à l'équation aux 
dériv6es partielles (2); cela résulte de ce qu'elle est constante sur chaque pa- 
rallPle à x = y = x ;  mais on voit qu'elle est discontinue par rapport à l'en- 
semble (r, y, x). 

CONCLUSION. 

Dans l'introduction, j'ai montré comment les différentes questions traitées 
dans ce travail peuvent être considérées à un même point de vue. On voit à 
prèsent que les méthodes qui ont 6th employées pour les résoudre présentent 
aussi entre elles les plus grandes analogies. L a  théorie des ensembles de points 
joue un r61e trBs important dans ces méthodes; on peut m$me dire, d'une 
manière générale, que, dans l'ordre d'idées où nous nous sommes placés, tout 
problème relatif à la théorie des fonctions conduit à certaines questions re- 
latives li la théorie des ensembles; et c'est dans la mesure où ces dernières 
questions sont avancées ou peuvent l'être qu'il est possible de résoudre plus 
ou moins complètement le problème donné. 

Les questions dont l'étude fait l'objet de ce mémoire en appellent une 
foule d'autres. E n  ce qui concerne les fonctions d'une variable, il y aurait 
lieu de poursuivre l'étude des différentes classes de fonctions définies a u  cha- 
pitre III; il faudrait ensuite faire une étude analogue pour les fonctions de 
plusieurs variables, étudier en particulier, d'une manière plus approfondie 
qu'on ne l'a fait au chapitre IV, les fonctions de 18 variables, continues par 
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rapport à chacune d'elles; il y aurait lieu,aussi de chercher à résoudre, aussi 
complètement que possible, la question posée au chapitre V au sujet des équa- 
tions aux dérivées partielles. 

On voit qu'il y a là tout lin groupe de problèmes, dont quelques-uns 
seulement, choisis parmi les plus simples, ont été étudiés dans ce travaiI. 
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Studî 
sulle equazioni differenziali lineari. 

(Di ULISSE DINI, a Pisu.) 

- - 

1. 1 n una Menioria col10 stesso titolo pubblicata ne1 volume precedente 
di questi Annali, prendendo a considerare uiia equazione lineare : 

ho trovato una formola che dB in serie, e sotto infinite forme, l'integrale 
generale della equazione stessa in ogni tratto relativo alla variabile x ne1 quale 
.la funzione X e i coefficienti a,, a,, a ,,..., a ,-,, a, sono regolari (*) e a, 
è divereo da zero ; ed ora d i  questa formola farb alcune applicazioni notevoli 
che condurranno alla determinazione O alIo studio degli integrali di classi 
particolari di equazioni lineari, O di equazioni sgeciali. 

Richiamian10 le notazioni di quella Memoria ; cioè indichiamo con 
N C ,, , ,, , . . . , x, 92 funzioni di x arbitrarie, ma regolari pei valori di x in quel10 
dei tratti indicati che si considera, e tali altresi che ne1 
minante : 

I _ ; r  
121 2 ,  fi , . . ~ ~ ( n - 2 )  z, (n- i )  

tratto stesso il deter- 

(") Notiamo una volts p e r  tut te  che qunndo una funzione u clie non è costante è 
regolare ncll'intorno di un punto n a distnnza finita, e ammette dmeno l a  derivats  prima 
finita e continua, e3sa non pub fa re  infinite oscillnzioni in ogni porzione di quell'intorno a 
meno che queste porzioni non terminino a l  punto a. S e  le  fitcesse infatti, l a  sua  derivnta 
dovrebbe pnssare continuamente p e r  zero, e qiiesto non avverrebbe se m e s s e  alrneno u n  
punto ove fosse diversa da zero, perchè allora p e r  l a  continuità esisterebbe un intero 

Annali di Matematica, Ser ie  III, tomo III. 17 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



126 b i n i  : Stzrdz" szclle equaaioni 

sia diverso da zero; e indichiamo inoltre con s,+, Zr il polinomio aggiunto 
in x, del primo membro della (l), essendo in generale E ,  = (- 1)" e con 
Qc7 q,,,, e q , , ,  i determina.nti che vengono da Q sostituendovi agli elementi 
dell'ultima colonna le rt costanti arbitrarie c l ,  c , ,  . . ., c, qunndo si vuole ot- 
tenere il Q,, e le funzioni x , ,  z ,,..., x,, o le altre Zi, 2, ,..., Zn nelle 
quali sia cambiato x in x, quarido si vogliono ottenere q,,,, O q,,,; per modo 
che i ireterminanti stessi rientrano tutti iri quello che a1 5 17 della Memoria 
suddetta indieammo con 0, e che viene da Q ponendovi al posto degli ele- 
menti dell'ultima colonna quantità qualsiansi 8,,.-., 8,; e pel quale nei 
$5 17 e 18 della Memoria stessa abbinmo dato alcune particolarith notevoli 
che iri questa Memoria avrerno occasione di richiamare fra breve. 

X 

Con queste notazionj , e coll'altra A ,  = Q c  $- X,, q , , ,  dx, ,  secondo j- 
quanto si disse al § 9 della Memoria stessa, l'integrale y è dnto dalla, for- 
mola seguente : 

$12--1 AZ c21t-1 Aa, q9,Cît +- y i a ~ ~ , ~ ~  ( a ~  dxI + 

x x a., 
nl + 1 d s t j  . . . I <a. *>J? 

a 

t ra t to  ne1 quale sa reb l~e  seinpre positiva O sempre negativa e in quel t ra t to  l a  fuiizione 
non farebbe oscillazioni. L a  derivata dunque O sarebbe discontinua, e s l lo rs  1s fuiizione u 
non soddisfarehbe alle condiziorii poste, O sarebbe zero in tutto l'intorno di cc e la fun- 
zione sarebbe costante i n  qiiell'iiitorno. 

Non potendo poi la indicata, fuiizione u avere  eontiiiui cainbinmenti di segno in ogni 
porzione del17intorno di n che non termini ad  n, anche il suo integrsle dovrà compor- 
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ovvero : 
y = u 0 + u 1 + u , + . . . + u , + . . .  

essendo : 

nella quale a è un valore speciale di x ne1 tratto che si considera; e questa 
formola varrà anche quando a sia infinito, O quando per x = u le nostre fun- 
zioni non soddisfino più a tutte le condizioni anzidette, purchè allora si rientri 
nei casi indicati a i  5s 10 e 11 della Memoria citata, O in altri simili. 

2. Cib premesso, passiamo a fare alcune applicazioni della forniola (2) 
scegliendo in varf modi le funzioni ausiliarie z,, z,, ... , Zn, per le quali come 
abbiaino detto si lia. tanta arbitrarietà. 

Scegliamo in primo luogo per queste funzioni n esponeriziali distinte 
e o i X  e".X 

t , ... , e“,lx, essendo o,, w ,,..., w, quantità costanti (reali O complesse) 
delle quali indicheremo con o la somma A, + 0, + . . . + on, mentre, per 
abbreviare, indicheremo con a, la somma o, -+ w, + . $ w,-, + or+., + . - $ un, 
cioè G - a, , di tutte le stesse quantità meno la o,. 

Avremo allora Q = q e",essendo q il prodotto x , ,  (o, - w,) con r > s 
delle differenze delle w,;  e se indicheremo con: 

la equazione che avrà. per rndici le qiiantità stesse o,, w,,. .., a,, si avrà 
xi 

a = - e le z,,  ze, ..., Zn verranno ad essere un sistema d'integrali fonda- 
uo 

mentali della equazione lineare a coefficienti costanti : 

tars i  al modo stesso, e quindi, come l a  funzione u, l'integrale non potra  fare infiiiite oscil- 
lazioni a l t ro che negli intortu' di a, cioé nei trntti  a i  quali appartiene anche il punto a ;  
come avverrebbe a d  es. se si t ra t tasse della funzione: 

u = 3 (x - n)%en [log (a - a)] $ (x - cos [log (x - a)]. 

S e  poi ne1 punto a 13 funzione u divenisse infinita, pure essendo regolare neçli altri  
punti di un intorno di a, l ' intsgrale s e  anche fosse finito potrebbe a fortiori presentnre 
infinite oscillazioni in ogni intorno del punto stesso a, ma non in  porzioni di q u e l l ' i n t o r ~ ~  
che non terminino al punto a, 
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128 D i n  i: Studt su Ele eqzlclzioni 

Per  questo 'le formole (38) della stessa Memoria ci daraiino ora : 

. A, q , , ~  e se per abbreviare indichiamo con A x 7  e v,,,  i rapport1 -, e E, -, --- 
9 (a0 Q)x,  

, e 

con a,,,, il valore di a, quando per x vi si pone z,, e al tempo stesso os- 
serviamo che, a causa della (4) ,  2, si pot& considerare corne dato dalla 
forrnola : 

e cosi, sostituendo ne1 valore (2) di y, si troverà yer l'integrale della (1) : 

essendo A,, e v,,,,, e cosi in generale A,,,, e vm determinati dalle (5) 
e (6); e supponendo in questa le c, ,  c?, ... , cn (che figurano in A,) tutte 
nulle con X diverso da  zero, si avrà un integrale particolarc della equazione 
cornpleta (1) ; mentre se X =  O per ogni sistema di valori delle costanti 
c, ,  c,? . . . , G, si avrà un integrale della equazione omogenea : 

a, y(") + a,  y(n-'1 + - . . + a,-. y' + a,  y = 0;  (8) 
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e in particolare prendendo successivamente, sempre quando X = 0, una delle 
costanti c,  , c,, .., , G, uguale ad uno, e le altre uguali a zero si avranno n 
integrali fondamentali della equazione stessa (8) pei valori di x in tutti gli in- 
tervalli nei quali i coefficienti a,, u, ,  a,, .  . ., a,-., , un gono finiti e coiitiiiui 
insieme alle loro derivate sino agli ordini n, ?a - 1, n - 2,. . . rispettivamente, 
e a, è diverso da zero. 

E si pub notare che queste formole sono generali, e valgono comunquc: 
si prendano le costanti o,, w, , . . . , on, purchè diverse fra loro ; talchè pren- 
dendo queste, e quiiidi anche le o e o,, in modo particolare, si avranno 
espressioni speciali (sempre per l'integrale generale) che potranno dare luogo 
a risultati notevoli. 

3. Invece perb di darsi avanti le o,,  w ,,..., w,, gioverà darsi i coef- 
ficienti a,, a , ,  a, ,. . . , a, che figurano nella equazione (3) della quale le 
w,  , w,, . . . , un stesse sono radici, O quelli della equazione (4) della qualc la (3) 
viene ad essere la equazione crtratteristica, e le z, ,  x , . .  ., x, vengono ad 
essere integrali fondamentali, scegliendo i coefficienti stessi opportunamente 
in relazione della equazione data (1); per modo che la equazione c.aratteri- 
stica (3) venga ad avere le sue radici disuguali, e che al tempo atesso colla 
forrnola (7) si possano fare facilinente studî speciali intorno agli integrali 
della equazione data. 

Cos), supponendo in particolare che questa equazione (1) sia tale che i 
suai coefficienti a,, a , ,  a?, . . . , a, al crescere indefinito di x ,  ad es.: per va- 
lori positivi, tendano verso limiti determinati e finiti dei quali i l  primo (quel10 
di a,) sia anche diverso da zero, prendiaino questi limiti pei valori di 
a,, a , ,  a., , . . . , a,, che figurano nelle (3) e (4), ne1 supposto dapprima che 
per essi la equazione (3) venga ad avere le radici tutte diseguali; e indichiamo 
con a,, a , ,  a,, . . . , a, le loro differenze dai coeacienti corrispondenti, cioè 
poiiiamo : 

a ,=a ,+a , ,  a , - a , + a i ,  a,=a,+az ,..., a,=a,+a,, (9) 

essendo a,, a,, a ,,..., a, funzioiii di x che tendono a zero col crescere in- 
definito di x e che per ogni  alo ore finito di r al di là di un certo numero c 
sono derivabili alrneno fino agli ordini n, n = 1, n - 2 , .  . . ris~ettivamente. 
In altri termini ammettiamo che jl primo membro della equazione data (1) 
O la corrispondente omogenea (8) dia luogo a ilna equurione limite d'ordine n 
peï x: = + w; 
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(che abbia cioè per coefficienti i limiti, che supponiamo esistere, di quelli del 
primo membro della equazione data), e le funzioni ausiliarie a , ,  x , , .  . . , x, 
siano un sidema d'integrali fondament.ali e0lG, eod" ? . - a l  della equa- 
zione aggiunta : 

della indicata equazione limite, supposto dapprima che per essa la equazione 
caratteristica (3) venga ad avere le sadici W ,  , w,, . .. , w, tutte diseguali, e 
supposto inoltre che le funzioni a,, a , ,  a ,,..., a,, che rappresentano le dif- 
ferenze Q, - cc,, a, -a,, a, - a, ,. . . , a,  - a,  abbiano le proprieth indicate. 

Allora, considerando nella (7) il caso di a = + cq con cliè dovraniio 
essere soddisfatte le condizioni dei $3 10 O 11. della Memoria precedente o 
altre simili, potsemo colla formols stessa studixe il modo d i  comportarsi al 
crescere indefinito di x degli integrali della eqiiazione (1) per la qunle i coef- 
ficienti a,, a , ,  a ,,.. ., a, soddisfario alle condizioni suddette (*). 

4. Inconiinciamo iiifatti per sempliaità a considerare il caso delle equa- 
zioni omogenee (8), cioè supponiamo clie sia X =  O nella (1). 

. (*) Invece di studiare il modo di comportarsi degli i n t e g a l i  della e q u a ~ i o n e  data  (1) 
col crescere indefinit!, della variabile x, potrcmmo, lasciando a fiuito, studiare il loro 
modo di comportarsi coll'avvicinarsi indeiinitnmente di x a d  a, e per  questo basterebhe 
supporre che i coefficienti O, , a, ,. . ., a,t della (1) fossero finiti e continui e derivahili 
anche per  LE = cc, e a,, non fosse zero, e che i coefficienti cc,, a,, a, ,.. . , Ln delle (O) e (4) 
fossero i valori degli stessi coefficienti per CE = cc. 

E con queste condizioni, volendo ancora ammettere  dapprima che le radici della 
eqoazione (3) dovessero risultare disuguali, il punto rr: = a potrehbe esscre uno qualunque 
di quelli pei quali, oltre a d  essere regolari i coefficienti a,, a , ,  a,, ... , a,, nell'iiitorno 
dei punti stessi, e all'essere in essi e ne1 loro intorno no diverso da zero, si  ha altresi che 
l a  equazione : 

clie e l a  caratteristica di quella che viene dalla equazione data  (1) cambiandovi i segni 
alternativamente ne1 primo membro, e rendendola omogenea s e  già nori 10 6 col farvi il 

a @  secondo mernbro uguale zero, non h a  radici uguali, cioè non s i  h a  anche - = O  ; O in a Co 

a l t r i  termini sono esclusi i punti critici della funzione w definita da  questa equnzione, 
quando si considerino ol t re  ai valori reali  anche i valori complessi di x e OJ, ci06 i 
yunti pei quali a, = O ,  e quelli di diramazione (reali e apparenti) della Iunzione stessa (0. 

E quando s i  vogliano considerare anclic questi puuti x corne punti cc, d l o r a  biso- 
guer& tener  conto delle considerazioni fatte nei 5s 1 0  e 11 della Memoria precedente, 
O di al t re  simili. 
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Osservando che nelle somme: 

che figurano nelle espressioni (6) di V q q ,  le esponenziali eaazl a calcoli fatti 
vengono a sparire, si vede che al crescere indefinito di x queste somme tende- 
ranno a zero corne vi tendono le a i  e le loro derivate: e quindi, fatta astrazione 
da alcuni fattori sempre finiti, si pub dire che i varî termini della v,,,-,,,, si 
comporteranno come le esponenziali eG6(xfl--xljJ moltiplicate per le somme 
stesse (Il), mentre i termini delle A,,,, si comporteranno come quelle espo- 
nenziali eaax~fi che a seconda dei valori scelti per le  c, figureranno nelle somme 
che compongono le A,,, stesse; e pttr conseguenza infine i varî terrnini dei 
prodotti A,,- v,,,. , , , ,  che figurano sotto gli ultimi iritegrali nei vari termini 
della (7) si comporteranno corne le esponenziali ebsxln-1 e("*-".)"*n moItiplica.te 
per le somme ( i l ) .  E siccome le radici a,, a,, . . . , w, della (3) potranno essere 
reali O complesse, evidentemente nelle esponenziali qui indicate le radici reali 
e cos1 le parti reali di quelle complesse, quando non si distruggano nelle 
quantità u, O nella differenza w, - a,, figureranno in esponenziali reali della 
forma e X x  (1 seale), e quindi a seconda dei sepi della quantità h daranno 
luogo a esponenziali che crescono all'infinito O tendono a zero col crescere: 
indefinito di x, rnentre le parti immaginarie moltiplicate per la variabile x 
verranno a figurare soltanto sotto seni e coseni. 

5. Queste considerazioni f i~nno già comprendere che il verificarsi O n h  
delle condizioni generali del $ 10 O di quelle più particolari del $ 11 della 
Memoria precedente, e l'applicabilità quindi della formola (7) per la deter- 
minazione dell'integrale y della (8) anche ne1 caso di a = m, dipenderà da1 
modo di tendere a zero delle quantità a i  e delle loro derivate fino a quelle 
di ordine n - i col crescere indefinito di x, e dalla natura delle radici 
w,, w?,  . .., w, della (3)) e più specialmente d a  queste rndici stesse quando 
sono reali e dalle loro parti reali quando sono complesse. 

Cib premesso, s'indichino in generale con p, + i V, le radici o, della (3), 
comprendendo in questa espressione anche le radici reali (per le quali sarà 
v, = O); e distinguiamo il caso in cui tutte le radici hanno la stessa parte 
reale, come avverià in particolare quando le radici saranno tutte puramente 
immaginarie ( m a  potendo anche essere nulla), e il caso in cui questa parte 
reale non è la stessa per tutte le radici. 
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132 Din i :  StudS sulle eqt~azioni 

Prendendo ora a considerare il primo caso, e indicando con p la parte 
reale comune delle varie radici, si osserverà per prima cosa che allora nelle 
esponenziali easX- e("-."r)~~~ che compariscono nei varii termini dei prodotti 
AIL.,- us,,.,, gli esponenti (w, - w,.) xm della seconda esponenziale saranno nulli 
per r =s, e saranno piiramente immnginarî pei valori di r e s diversi fra 
loro; e quindi qrieste esponenziali non porteranno in campo altro che quan- 
titk finite. 

Cr Si indichi poi con !J il massimo modulo dei coefficienti p. - the figli- 

rano nei termini delle Axm e che saranno al più in numero di lz, e si sup- 
ponga che le funzioni a; e le loro derivate al crescere indefinito di z ten- - 
dnno a zero di un ordine non inferiore a quello di +), essendo r (x) una 

X 

1 
funzione positiva di x ,  come ad es. - 

1 1 
, . . . , c o n  

x' (log x)'+' ) log 2 (log' ,c)'+' 

v > O ,  per la quale la funzione viene integrabile fino all' infinito; 
x 

03 

con oh8 posto I'?) d x = 7, (x), a T ,  x )  Q una funaione che col crescere 
z 

indefinito di z tende a zero decrescendo continuamente. 
Allora, indicando con Q, un altro numero positivo e finito, evidentemente 

ogni termine di A,, v , , , - , , , ~  avrà un modulo non superiore a quello di 

fi n , esd mm-1 - (""'; e siccome questi 
.%ni 

du10 dell' integrale 
Xm- i 

termini sono al più in numero di ne, il mo- 

non supererà quel10 di neilQ,e5~m-l r i (xm-i), 

essendo G, una qualunque delle somme G , ,  O,,. .., O,, le quali evidentemente 
hanno tutte la  stessa parte reale p. 

ni qui risulta subito che il niodiilo dell'integrale doppio: 

non sarà superiore a quel10 di n3 9 f l ?  ,+X/II-~ J-T (xtn-;;, ) xm - ' d x m - , ;  I e c o d  
x m - ,  

continuando, si vede infine che i l  modula del termine generale del secondo 
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membro della formola (7) non sarà superiore a quello di : 

Ne segue che, fatta astrazione da1 fattore comune e Px, se sarà ad es. 
1 

r (z) = - , O r ( . c )  = 
1 

3 O r (2) = 
1 , . . ., il rnodulo del 

x7 (log x p v  log x (log2 x)'+' 
detto terinine gcnernle non supererà qiiello di una serie esponenziale, inentre 
in generale, indipendenteniente dnll'aversi O no per r (x) queste particolarith, 
si vede che in ogni caso il modulo del10 stesso termine gencrale non supe- 
rerà il numero nm+' Q r l  (x,", ovvero n jn Q ,  r l  (x)p, che per x supe- 
riore R un certo numero c è inferiore c7 quello di una progressione geome- 
trica colla ragione minore di urio, e quindi sotto le attuali ipotesi, astraziori 
fatta sempre del fattor comune e - P x ,  In serie che figura nella espressione (7) 
viene ad essere convergente in ugiial grado per ogni valore di x al di là 
del nurnero c. 

Tenendo dunque conto ora anche del detto fattore e - P x ,  e poi cnnihiando 
le variabili x ,  x , ,  z,, z ,,..., in x i ,  x,, z,, x ,,... , e dopo moltip1ic:ando tutto 
per q,,, O per Z, ,  e osservando che con queste moltiplicazioni le esponen- 
ziali reali relative ad x, verranno a sparire, si trova che rispetto a questa 
variabile r, la convergenza in ugual grado rimarrà, e si potrà applicare l'in- 
tegrazione anche fra x e oo; e questo basta ora per poter dire clle tutte Iri 

considerazioni dei $5 9 e 10 della Memoria precedente rirnangnno ap- 
plicabili. 

Da cib risulta che, sotto queste condizioni, la formola (7}, nella qu-ale sia 
fatto X = O, considerata anche per a = + cro rappresenta l'integrxle y della 
equaziorie omogenea (8) pei valori di x superiori a un numero sufficientemente 
grande c ;  e quindi, osservando che a,,, al crescere jndefinito di z tende verso 

a , ,  e a, diviene infinitesimo di ordine non inferiore a quel10 di T ' T )  - e quindi 
x 

r 'y  superiore a quello dell'iiitegrale - d .7: che si ha corne fàttore ne1 primo 
5 

integrale che figura nella formola (7), ecc., ecc., si conclude che, sotto le fatte 
ipotesi, yei valori di x al di là di un certo nuniero c si ha  : 

y = cri e "1% + + . . . + e-%X + 4 
Annuli cli Matematica, Serie III, toino III. 
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e ove con cl,  abbiamo indicato il rapport0 - , e con e una somma di ter- 
9' (0.1 

mini simili agli altri, m a  coi coeffioienti vnriabili e tendenti tutti a zero di 

un ordine non inferiore a quello di 7, (x) = dx ,  per modo cioé che si 

pub scrivere 8 = s e-Px con E = y -- d x, essendo g una quantità sempre S ' Z' 
X 

inferiore a un numero finito. (che pub anche tendere a zero) e p la parte reale 
comune delle varie radici w , ,  b i , , .  .. , on della (3j. 

Passianio ora a considesare il caso in cui le radici a , ,  WZ,. . . , un della (3) 
non hanno tutte la stessa parte reale; e indicando allora con o , ,  u p , .  . . , oh (JL<?I) 
quelle che hanno per parte ïeale ln massinia delle parti renli stesse clie in- 
dichererno pure con p, limitiamoci a cercare un integrale particolaïe della (8) 
col supporre cioè ora clie le costanti ch+,  , ch k,, . . . , c,  sinno tutte nulle, e le 
altre c l ,  c2, .  . . , ch restino arbitrarie. 

Allora nelle somnie che compongono le A,,,, l'indice Y prenderà soltanto 
i valori 1,  2 ,..., h ,  e nei prodotti A,,, v ,,,,-, ,,,, compariranno soltanto nlz 
esponenziali della fdrma e"bxl~l-l e("+~)xlll ovvero eU~X~,~-l  e ( * ~ - " ~ ) ~ ~ l ~ ;  e per ciascuno 
degli indicati valori di Y, iiella seconda esponenziale per s = 1 ,  2,  .. ., h un 
esponente (os - a,) x, sarà nullo, c! gli altri avranno nulla ln parte reale; e 
quindi la  esponenziale stessa per qucsti valori 1, 2,..  ., h di s si man- 
terrà sempre finita corne ne1 cnso precedente. Considerato poi pei valori 
h + 1, h + 2 ,. . . , 12 di s, 10 stesso esponente avrii la parte renle negativa, 
e l'esponenziale stessa a1 crescere indefinito di x per valori positivi tenderà a 
zero d'ordine esponenziale. 

Poste dunque per le ai e per le .loro derivate le stesse condizioni che 
si avevano ne1 caso precedcnte, e conservati ancora gli stessi significati a 12 

a3 

r n il,, si vede subito clie n ~ l l ' h i t e p l e  A ,,,, v ,,.-,, ,,,, d z,,, i terrnini corri- ! 
1: 

spondenti a s = 1, 2 , .  . . , h che sono in numero di he avranno un modulo 
non superiore a quello di fi 12, easx,+i t, (x), mentre per quelli corrispondenti 
agli altri valori h. + 1, h + 2, .  . . , 9z di s che sono in numero di h (12  - h) ,  
coll'applicare all'integrale il primo teorema del valore medio, si vede che 

awanno un modulo non superiore a quel10 di R il, *)eu ~~f i - ] e ("+<)~ .~~ - t ,  o.- 
x 
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differenxiali lineari. 135 

ver0 di 12 12, eqrz)ll 1 - ( )  ; e quindi evidentemente quell' integrale si potrà in- 
Z 

Ir 
tendere posto sotto la stessa forma 2, y,,, eg~.x~l+l di Axm-i, essendo il inodulo 

1 

di y,,, non superiore a tz il fi, r ,  (x). 
CO 03 

Ne segue clle per l'integrale 1 vx ..-,, da,-,JAS., v,,. do., potranno 
x»t a mm-i 

ora ripetersi le stesse considerazioni, e si troverà cos1 che esso pub intendersi 
b 

posto sotte la forma 2; y,,? ea*xlfi-a essendo i moduli delle y,,, non superiori a 
1 

n (n fi Q, r ,  (x)) r ,  (x) ovvero a 12 (n Q, r ,  ( x ) ) ~ ;  e cosi continuando si giunge 
a trovaie che il termine geiieralc del secondo membro della (7) si potrà 

h 7h 

intendere posto sotto la forma ecbS yy,, e"," ovvero e-px 3 yy,, e--~x, es- 
1 1 

sendo i moduli delle y,,, non superiori a fi (n 12, r i  (x))". 
Di qui si vede che astrazion fatta da1 fattore comune e-Px i moduli dei 

terinini della serie (7) pei valori di x superiori a un certo numero c saranno 
inferiori a quelli di una progressione geometrica colla ragione minore delle 
unità; e ora ripetendo i ragionamenti fatti pel caso precedente si conclude 
che sotto le fatte ipotesi rispetto alle quantità a;, se a , ,  w, ). . ., w,, (h  < n) 
saranno le radici della equ~zione (3) che hnnno la parte reale massima p, vi 
sarà sempre un integrale particolare della (8) (con h costariti arbitrarie) che 
per valori sufficientemente grandi di x prenderà la forma : 

easendo r = gF+ d x, con 9 quantith il cui mOdulo 6 sempre inferiore a 
x 

un numero finito. 
D'altra parte è da osservare che se si cambia o in - w nella (3), essa 

si trasforma subito nella equazione caratteristica della equazione limite (10) 
della (8), O ,  come direnio per abbreviare, nella equazione caratteristica limite 
della equazione stessa (8), e le sue radici A , ,  A,, .. . , A, vengono ad essere 
- o,, - w*,. .., - un per modo che le funzioni : 

con h = n ne1 primo dei casi considerati sopra, e h < sz ne1 secondo, corri- 
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spondono rispettivamente all'integrale generale, O a un integrale particolare 
con !a costanti arbitrarie della equazione limite (10); e per qiiesto riassu- 
mendo si pub ara  enunciare il teorema generale seguente : 

u Se la equazione lineare omogenea data (8) d'ordine n ha una equazione 
u limite (10) per x= oo pure d'ordine n ,  e se le differenze ai = ( ( i  - ai col 
u crescere indefinito di x tendono a zero di un ordine non inferiore a quello 

u di 9, essendo i (x) una funzione positiva tale che l'integrale 
Z .  

x 

u venga ad avere un significato, e se al tempo stesso le radici ?,, , h , ,  . .., 2, 
u della equazione caratteristica limite della stessa equazione sono tiitte dise- 
u gurtli, allora : 

u a) Se queste radici avraniio tutte una stessa parte reale A (corne 
u avviene ad es. quando sono tutte puramerite iminaginarie e una al piii di 
u esse & uguale a zero) l'integrale generale y della equazione data (8) pei 
u valori d i  x superiori a un certo numero ç prendei-à la forma : 

y = y0 + elx, 
w 

u doae y, è l'integrale generale della equazione limite, e E = g l $ d x ,  cs- 
x 

u sendo g una quantità il cui modulo è inferiore a un numero finito. 
u O) Se le radici 1, , A, ,.. ., A, della stessa equazione car;itteristica 

u limite della (8) non avraniio tutte la s t e m  parte reale, e di queste le 
u A , ,  A,. . . , AI, ( h  < n )  saranno quelle che liarino la parte reale minima A, vi 
u saï& un intcgrale particolare y della (8) con h costanti arbitrarie che pei 
u valui.i di x superiori a un certo numero c prendei-à la forma: 

u dove E ha 10 stesso significato che sopra, e y,, è l'integrale particolare 
u c', eh* + c', eh* + - - - + c f h  e A h s  della equazione liirii te. 77 

6. E poichè negli esponenti delle esponeriziali che figurano nella y, 
la parte reale è sernpre uguale a h x, e delle parti immaginarie vr x, se, corne 
sempre abbiamo supposto, la equazione data è a coefficienti reali, una pub 
essere zero, e le altre sono due O due uguali e di segno contrario, si vede 
subito che, prendendo complesse e conjugate le costanti che moltiplicaiio 
le esponenziali conjugate corrispondenti, la y, si porrà sotto 1st forma 
eA" (p. cos Y, x -+ 8, sen v, x) essendo y, e 8, costanti arbitrarie ; e quindi per 
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l'integrale y della (8) considerata sopra si avrà: 

Y - = E (y, cos Y, x f 8, sen Y ,  x) 1- E ,  
el$ 

Ca 

Y essendo E = g 1 -  d z ; cioè il rapporto - per vslori grandissimi di x si 
x e ' . ~  

X 

comporterà, come una somma di seni e coseni nella quale perb un termine 
potrà talvolta ridursi a una costante perchè una delle v, potra esserc zero. 
E valendosi della formola (7) si potranno determicare anche tanti termirii 
quanti si vorranno della parte E che tende a zero al crescere indefinito di x. 

Osservando poi che, come si disse al $ 13 della Mernoria precederite, 
alla serie (7) pub anche applicarsi la derivazione termine a termine, si vede 
che sarà y' =yr, + E~ el", essendo E ,  un'altra quantità che come E al crescere 
indefinito di x tende essa pure a zero di  un ordine non infei-iore a quello di 

Y k+ d r. E la derivata di per valori graridissimi di z si coinporteri 
e'x 

Z 

essa pure come una somma di seni e coseni. 
E siccome ogni termine y ,  cos Y,. x + 8,. sen Y, X ,  pub porsi sotto la forma. 

y', COS (v,. x + d",) eesendo y' ,  e 8', nuove costanti arbitrarie, si potrà anche 
scrivere : 

Y - = ', y',. cos (Y,. x f P,.) + E ,  ($!-y= - 1; y', v ,  sen (Y, x + JIr) + E ,  , 
e ) ~  

per modo che col crescere indefinito di z ogni integrale particolare 
yk = y'k COS (yk x + d l k )  che si ottenga col prendere zero tutte le costanti y',. 
all'infuori di una y'k,  si anriullerà infinite volte, e le distanze fsa le radici 

tenderanno verso 2, e Io stesso accadrà per le derivate del rapporto corri- 
Vk 

spondente - tendendo iiioltre le radici di gueste derivate a veiiire nei puiiti 
ehx 

medî fra le radici dell'integrale. 
Particolarità simili potrebbero trovarsi per le derivate di ordine su- 

periore. 
E ne1 caso particolare che la equazione caratteristica limite (10) della equa- 

zione data (8) abbia tutte le radici puramente immaginarie e una al più uguale 
a zero, O almeno ne abbia alcune puramente immaginarie. e una al più uguale 
a zero, e le altre abbiano la parte reale positiva, allora, siccorne in questo 
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Y cas0 sarà 1, = O, i risultati precedenti , anzichb pei rapporti e per le loro 

derivate, varranno senz'altro per gli integrali corrispondenti della equazione 
data e per le loro derivate. 

Questa osservazione mostra che i principali dei rjsultati ottenuti da1 
sig. KNESER~ nei Vol. 11 6 e 117 del Jou~nal für die ~ e i n e  und crngewandte 
Mulhenzutik di Crelle, per le equazioni speciali del second'ordine da lui con- 
siderate, sono tutti casi particolari di quelli che qui abbiamo ottenuti per le 
equazioni lineari e omogenee di ordiiie qudunyue. 

7. Questi risultati generali dànno il  modo di comportarsi, per valori 
grandissimi delle variabdi, degli integrali delle equazioni differenziali lineari 
e ornogenee di ordine n (8) d i e  per x= no hanno iiiia equazione limite (10) 
clie è pure di ordine .îz, e per le quali, oltre ad essere soddisfatta I R  condi- 
zione che l'equazione caratteristica limite ha tutte le sue radici disuguali, 
è soddisfattn anche l'altra che i coefficienti a,, a , , .  .., a; ,..., a, tendano 
verso i loro limiti a,, a,, ..., ai, ..., un in modo che le loro differenze 
ai = a; - ai da questi limiti tenduno a zero di un ordine non inferiore a 

quello della funzione TA), essendo r (z) unn funzione positiva tale clie l'in- 
x 

00 

tegrale (q) d x ahbia iin significato. E cib per gli integrdi generali della (8), 
x 

o soltanto per loro integrali particolari secondochè saremo ne1 caso a) o ne1 
caso b) di quelli dei quali S parola in fine del 5 5. 

Essi poi ne1 caso a) si estendono con tutta facilità e con leggiere mo- 
dificazioni anche alle equazioni non omogenee (1) quando la funzione X è 

tale che gli integrali X e - i l " d x  liannno un significato per ogni radice r 
2 

A , ,  A,,. . . , A, della equazione caratteristica limite (10) relativa alla equazione 
omogenea corrispondente. 

8. Bene spesso perb le due coiidizioni sopra jndicate, di essere cioè 
tutte diseguali le radici della equazione caratteristica limite, e di tendere a 

zero la differenaa a i  alrneno corne una funzione -ï! non saranno soddisfatte; 
x 

e allora per potere dire se e in quanto i risultati precedenti siann applica- 
bili, converrà evidentemeiite fare altre corisiderazioni. 

Sul caso perb in cui non fosse soddisfatta la prima condizione potremmo 
anche non soffermarcisi affatto, percliè fra hreve trattererno in modo generale 
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il caso in cui la  equazione cnrattctristica limite lia anche radici uguali; in ogni 
modo osserveremo intanto che quando I'una o I'altra delle due condizioni suin- 
dicate o tutte e due non siano soddisfatte, alla equazione data con opportune 
trasformazioni potranno in molti casi sostituirsene altre per le quali le condi- 
zioni medesime veiigano a verificarsi, e allora a queste nuove equazioni sa- 
ranno applicahili i iisultati precedeiiti. 

Fra. queste trasformazioni, quelle che più naturalm~nte si .presentano sono 
le due 6) e c) del § 16 della Nemoria precedente, cioè quella che consiste 
ne1 cambiare la funzione y in un'altra zc colla formola y = t u  prendendo 
per t una funzione converiiente d i  x, e quella che consiste ne1 fare un cnm- 
biainento adattnto della varinbile indipendente x. 

Cosi ad es.: se, essendo o no soddisfattn la condizione che la equazione 
caratteristicfi limite (8) abbin le sue radici disegunli, rxiancherà d i  essere sod- 
(1isf:~tta l a  condizione relativa ai coefficienti ai per qiialcuno di essi, colne ad 
es. pel solo coefficiente a, ,  allora si pub oseervare che poiiendo y = t u ,  e cal- 
colando le varie derivate di y, la equazione (8) si trasformerà in  un'altra in u:  

nella quale in generale si avrà : 

e se si determina t in modo che si annulli il coefficiente I l  di da-'), cioè se 
si prende per t la funzione clie soddisfa all'eqiiazione 1, = n a, t' + a, t = 0, 

al la  quale ci dà, t' = - - t, O t = e 
12 a0 

- S z d x  quando si faecia astrazione della 

costante arbitraria clie comparirebhe in t a moltiplicare, basterà intendere 
calcolate successivamente le varie derivate di t colle formole: 

per vedere che la equazione precedente in u viene tutta divieibile per t ,  e 
effettuata questa divisione i coefficienti della equazione stessa vengono tutti 
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espressi per quelli della equazione data e pei rapporti 5 e per le derivate 
vj a. 

di questi rapporti. 
E quindi se ad es. in particolare si avrà:  

essendo Y un numero fisso e positivo non supmiore ad uno, e p una qiiantità 
clic! per z = oo ha  un limite determinato po diverso da zero, d lo ra  se sarà 

1 
a,  = O e a1 tempo stesso si avrà Y > - evidentemente tutte le derivate di t 

2 
dopo la prima oltre a1 fattore t porteranno iiei varî terrnini il clivisore xi+" 
con a > 0 ,  meritre la prima yorterb soltanto il divisore x', e quindi i coef- 
ficienti della nuova equnzione in zd soddisfaraiino tutti alle condizioni volute, 
e iillora resterh solo a vedersi se ln equazione caratteiGtica limite di questa 
ultima avrà O n b  le ai le  radici diseguali fra loro, quando di questa condi- 
zione si voglia .tenere conto. 

Se poi a ,  sarà diverso da zero, allora per le derivate di t non si veri- 
ficheranno più queste particolarità, perb si comprende clle ir? casi speciali 
anche qiiando a ,  è diverso da zero potranno venire soddisfatte le condizioni 
volute pei coefficienti della nuova equazione in u. 

Co& ad eir. : per la equazione del second'ordine, siccome calcolando il 

valore di 1, si trova 1, = 1 o- (-7- (o)' [ q, t ,  si vede che la nuova 
a. 2 a, 2 no 

equazione in u non soddisfarà alle condizioni volute quando vi soddisfino a, 
l 

e a, e Y > a meno che non siamo ne1 caso precedente di a, = 0 ;  ma se 
2 

a2 a, o -.non soddisfaranno alle dette condizioni, allora basterà che si abbia 
ao 
' ae T ( X )  + - = - + k essendo k una costante qualsiasi diversa da zero per - (5;) a0 x 

emere certi che la equazione in u soddisfa alle dette condizioni, e cib anche 
1 

senza richiedere che sia Y ) - ,  ma ammettendo semplicemente che Y sia un 
2 

numero diverso da zero e positivo qualsiasi. 
Tl y. 1 9. E cos1 ne1 caso di a, = 0, cioh di a, = - a,, con 1 z r > -, mentre 
xY 2 

gli altri coefficienti no, a2 ,  ..., an-, , a, della equazione data (10) soddisfano tutti 
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-J$ az 
alle solite condizioni, se avverrà che ponendo y = e u, la nuova equa- 
zione in u abbia una equazione caratteristica limite per x = cio le cui radici 
siano tut te rlisuguali, d o r a  l'integrale generale o alcuni integrali particolari 
della equazione (10) stessa potranno porsi sotto la forma: 

avendo 1, e Y, i soliti significati dei paragrafi precedenti relativi alle radici 
della equazione caratteristica limite della equazione data (8). 

In particolare se i coefficienti a, e a,  della equazione data (8) saranno 
polinomî dei gradi m ,  e nt - 1 nei quali Zi, e b,  siano i coefficienti delle po- 
tenze di grado più alto In e m - 1, e se gli altri coefficienti a,, a,, . .. , a ,--, , a, 
saranno polinomi di grado non superiore a m e almeno l'ultimo dei quali sia 
di grado m, e divisi per a, soddisfaranno tutt,i alle solite condizioni, allora 

b, - - 
n b0 quando si riscontri che col porre y = x u la equazione caratteristira li- 

mite della nuova equazione in zc ha tutte le radici diseguali, si potrà affer- 
mare che l'integrale generale O alcuni integrali particolari della equaziorie 
data (8) si potrnnno porre sotto la forma: 

essendo le y, e 8, costanti arbitrarie. 
Cod, più pnrticolarmente ancora, per le equazioni di second'ordine della 

forma : 
(xm + b xmki + c xm- -t - -) y'' + (xm-a + k x " -~  + . - .) y' + 

delle quali le equazioni delle funzioni di BESSEL sono casi particolarissirni, 
quando p è un numero positivo v2 l'integrale generale pei valori di x siipe- 
riori a un certo numero positivo c prenderà la forma: 

, e qiiando p è un numero negativo - v g  un0 degli integrali prenderà la forma: 

Annali di Matematica, Serie III, tomo I[I. 
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con y e d costanti arbitrarie, essendo E in ambedue i casi una quantità che 
col crescere indefinito di x diviene infinitesima almeno del primo ordine. 

10. Talvolta poi quando per una equazione data (8) non siano sod- 
disfatte ie solite condizioni rispetto a tutti i coefficienti a,, a,,  a,, . . . , a,, O 

alle radici della equazione caratteristica limite, potrà avvenire, come già os- 
servammo, che colla trasformazione c) del § 16 della Memoria precedente, 
cioè con un cangiamento di variabile adattato, la nuova equazione in y venga 
a soddisfare alle condizioni medesime, O vi si soddisfi col fare al tempo stesso 
anche la  trasformazione precedente y = t u .  

Cos1 ne1 caso della equazione del second'ordine: 

se il cambiamento di variabile si farà mediante le formole d x -= f (5) d 5, 

o z = if (5) d 5 + cost , l'equazione trasformata sarà evidentemente : 

ovvero : 
a, f y "  + (a ,  ~ " - u o  f ' )  y' + at f3 Y = 0 ,  (13) 

ove le derivate ora s'intendono prese rispetto a 5, e nei coefficienti a,, a , ,  a, 

s'intende introdotta la variabile 5 colla formola x = f (5) d i  + cost; e potri I 
darsi che con una funzione f (5) scelta convenientemente questa nuova equa- 
zione soddisfi a tutte le condizioni volute, O venga a soddisfiirvi la equazione 
in u quando si faccia anche la trasformazione y = t 24. 

I l .  Cos? se si parte dalla equazione: 

dom p è una costante diversa da zero, y(x) è una funzione regolare di x 
1 clic: :il crescere indefinito di x tende a zero di un ordine superiore a - ma 
2 

iuferiore a quello delle solite funzioni - 9  e 0(x) invece diventa infinite- 
2 

sima di ordine uguale O superiore a quello di queste funzioni, non rientre- 
remo nei casi considerati nei paragrafi precedenti, e quindi potrà giovare d i  
applicare il cambiamento di variabile indicato ~iopra per mezzo della formola 
d x  = f ( 6 )  d5. 
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La niiova equazione diverrà allora: 

e se si ayplicherà a questa la trasformazione y = t ec con t = e - 
cioè col preridere ora t = \ f ,  O y = <ju, si passera all'altra equazione in a: 

e ara se in questa il coefficiente di u verrà della forma + UV 6, ( 5 )  con u 
diverso da zero, e 8 ,  ( 5 )  quantith che al crescere indefinito di 5 diventa infi- 

nitesima alnieno corne una funzione '4, potremo applicare a questa i risul- 
5 

tati dei paragrafi ~recedenti, e quindi ne1 caso di , = v2 + O ,  ( E )  avremo per 
I'integrale generale della (14): 

e ne1 caso d i  = - v g  f 9, (5 )  ci sarh un integrale particolare della forma: 

essendo r la solita quantità ehe tende a zero almeno dell'ordine di! y) d 4 

col crescere indefinito di 5.  
In questi casi perb volendo y espresso per x bisognerà avere anche la 

formula 5 = t(x) che esprime la nuova variabile 5 per x, o almeno dovremo 
cercare di avere 5 sotto la forma. E = t) (x) + a, esseiido t) (x) una funzione 
conosciuta di x, e una quantità che tende a zero col crescere indefinito 
di x ,  e poi, sostituendo negli integrali, dovremo conservare soltanto i ter- 
mini principali. 

Per trovare questa nuova funzione 5 (x) O la # (x), si pub anche osservare 
che, essendo f = xr(E), il coefficiente < di u nella (15) pub anche scriversi 
sotto la forma: 

e introducendo la funzione inversa 5 (x) si traeformerà nell'altra: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



144 D i rr i : Stud5 su1 le epuazioni 

le derivate ora essendo prese rispetto ad x ;  e se si porrà: 

10 stesso coefficiente & divesrà: 

Di qu i  risulta che se si prende ad es. = a $- b rp (x), con a  
stanti da determinami e a diverso da zero, siccome se ne deduce: 

e b co- 

e l'ultimo integrale per le ipotesi fatte su y (x) col crescese iildcfinito di x 
1 

non pub divenire infinito che di ordine inferiore a - , si vede subito che 5 
2  

e x vengono a crescere insieme indefinitamente e del10 stess'ordine, e quindi 
onde il .valore precedente di soddisfi alle condizioni volute rispetto a t ,  
hasterà che ne1 prodotto ] p + y (x) + 9 (x) 1 ( a $ b y (z) I g  manchi il termine 
che diverrebbe infinitesimo soltanto corne (p (x), cioè basterà che a e b siano 

b 1 prese in modo che si abbia a 2 + 2 a b p = 0 ,  O -=--. 
ar 2 P  

Allora il coefficiente stesso col crescere indefinito di x O di [ tenderà 

e quindi: 

esseiido: 

talchè, per quanto dicemmo sopra, si pub ora affermare c'rie se p è positive 
e = v2, cioè u per la equazione: 
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u dove le funzioni cp (x) e B (x) hanno i significati stabiliti sopra, l'integrale 
u generale pei valori di x superiori a un certo numero c prenderà la forma: 

u essendo E ,  e E quantith che col crescere indefinito di z diventano infinitesime 
u la prima almeno dell'ordine di p (x), e la seconda almeno dell'ordine di 

u E se p è negativo e = - Y', cioè u per la equazione : 

y " +  I - + ~ + ~ + W ~ Y = O ~  (18) 

u vi sarà un integrale particolare che pei valori di x superiori a un ce,rto 
u nun~ero c prenderà la forma: 

u ove E ,  e E hanno ancora gli stessi significati. a E volendo, di queste quan- 
tità E e E ,  si potranno costruire tanti termini quanti si vorranno. 

COSI supponendo in particolare y (z) =k con p costante, cioè supponendo 
x 

che le equazioni date siano della forma: 

i precedenti valori degli integrali y pei valori di x superiori a c prenderaiino 
la forma: 

(22) 

ove E~ in questo cas0 al crescere indefinito di x diverrà infinitesirno almeno 
del prim'ordine; e cosi per la equazione (20) si ritrovano i risultati ottenuti 
da1 sig. KNESER per altra via, e con studt tutti relativi a questa equazione 
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speciale soltanto, in una sua recentissima Memoria piibblicata ne1 Vol. 120 
del Journal für die reine, ecc., von Crelle. 

1 E supponendo y (x) = -!L con < Y, < 1, gli integrali precedenti pren- 
xvo a 

deranno la forma : 
Y. 

z'-'o f d) + c i  $ I ,  
2 v (1 - vo) 

dove ora E~ COI crescere indefinito di x diverrà infinitesimo almeno dell'ordine 

I l .  Yer dare un altro esempio, consideriamo anche l'equazione di se- 
cond'ordine : 

(a0 i- bo 2) y'' 4- (a ,  + bi 2) y' + ( 0 2  + b z  x )  y = 0, (25)  

nella quale le a,, a , ,  a,, ho ,  b , ,  b, sono costanti, e b, è diverso da zero, che 
è cas0 particolare di quella di ordine n coi coefficienti pure di primo grado 
considerata da LAPLACE. 

Essa sotto pesta. forma, e anche quando si divida per a, + bo x,  non 
rientra in nessuno dei casi considerati fin ora; ma se si fà la solita trasfor- 

_?f!!"+"" dx - b, aob,-aA -- 
2 ao+6.x 26, 260 mazione y = t zc con t = e , cioh y = e (a, + bo x) U ,  si 

trova che la equazione corrispondente in u è la seguente : 

az + be x (ai + bi x)P a0 bi - bi no - u=o,  
a, + 6 0  z 4 (no  + bo x ) ~  2 (no + bo x ) ~  

che pei valori sufficientemente grandi di z pub scriversi: 

dove : 
4 b,  (ar b,  - a0 be) + 2 bi (ao bi -ai 80)  - bo bi' 

IR.= 4 bo' 

e & ( x )  è una funzione che resta finita anche al crescere indefinito di x; e 
questa, quando si esclude il casa di 4 b,, b, -b,= = O, rientra nelle (20)  e (21) 
trattate ne1 paragrafo precedente, e si ha quindi oosi anche per le equazioni 
corne la (25)  il modo di comportarsi al crescere indefinito di x dell'integrale 
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generale quando 4 bo b, - bie  > O ,  e di un integrale particolare quando 
4 bo b2 .- 6,' 

4 6, b, - b," < O ;  e propriamente ne1 primo caso, se si pone = v2 , 
4 bO2 

si avrà per l'integrale generale della (25) per valori sufficientemente grandi 
di x:  

e ne1 secondo caso, se 

particolare della stessa 

4 bu bn - biP 
si pone - - ,,P, si avrà per un integrale 

4 bo2 
equazione : 

essendo ora E e E quantità clie al crescere indefinito di  x divengono infini- 
1 tesime almeno corne -. 
x 

12. Tornando ora alle equazioni lineari generali omogenee (8) che 
ammettono una equazione limite ( IO)  per x = oo, consideriarno il caso in cui 
la equazione caratteristica limite, e quindi la equazione caratteristica (3) della 
aggiunta della equazione limite hanno radici uguali. 

Indichiamo percib con a, b, c,. . . , h, k, 1 le radici della equazione (3) 
coi rispettivi gradi di multiplicitA a, B, y, .  . ., v ,  X, 1, essendo: 

x + P + y + . A - s + x + ~ = " ,  
e prendiamo: 

e applichiamo la  formola (40) del 5 18 della Memoria precedente, cioè la: 

intendendo che siano riprese le notazioni che allora si avevano. 
Essendo rJ/ (2) = b, x("-41 + 6, dn-') + . . . + bn-, z = O la equazione che 

ainmette gli integrali z , ,  z,, . . . , zn-, nella quale b, pub intendersi preso 
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uguale ad a,, la sua equazione caratteristica: 

avrà le radici a, b, c,. .., k ,  A-, 1 degli ordini di multiplicità a, f i ,  y , .  . . , r l ,  X, 1. - 1, 

respettirarnente, e se con o indichinmo ancora la somma 2 delle radici della (3), 
N o  

hi sarà - - = cr - 1, e per la fosmola citata avremo: 
O 0  

Ma in generale se f (O) è il primo membro della equazione caratteristica 
d i  uns  eqiiaxione linease omogenea qualsiasi : 

F ( y ) = B , y ( m ~ + p  4 Y (m-i )  $. . .  + / 3 m - - i y 1 + B m ~ = 0 ,  

si ha, corne è noto, l'identità: 

quindi, applicando questa formols alla determinazione di $ (2,) coll'osservare 
che yn-, (1) = ?ln-, (2) = * . = ?;!y2) (1 )  = O ,  si vede subito che si avrà: 

indioando con Li la quaritità costante -'a), per la quale si avrà anche: 
60 

perché essendo p ( w )  = In-, (o) (w - I ) ,  derivando A volte e poi facendo w = 1 
si h a  (a)  = l ?kl) (w).  

Trovata ora la formola (28), basta applicarla di nuovo cambiandovi n 
in n - 1, ecc. .  . , per ottenere : 
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essendo LI-, un'altra oostante - do 3 ovvero : 
6 0  

con : 

e dalla prima di queste evidentemente, con derivazioni e sostituzioni succes- 
sive si otterrh la formola : 

che si appliclierà in particolare ne1 caso IR equazione (3) ahbia una sola 
i-adice 1 multipla di ordine t z ;  mentre pel caso di più di una  rxl ice valen- 
dosi della seconda delle precedenti si troverh I'altra : 

L,,= Tll L, .  .. Li-, Ll= (- [v". (1 i l "  A - - - -  '' .$.!2.33...(l - 1)" -<Ai  

È evidente ora che questo processo pub ripetersi npplicando la  formol8 (23) 
alla esPressione e - ( " - " . k ) f l @ , - ,  coi debiti carnbinmenti nelle notazioni, e cod 
si avrh dappriina : 

(e . (a-Al-k)x Oj2- À)' = Kx e(' ' 1 -  2k)x On - , 
( p l )  

essendo K, la costnnte - -- y "  '161 , oviero I<~ = - (k - %, per essere 
a0 

ora q> (ü) - qi,2-~-l (o) (w - k )  (o - 1)'. ; e poi continuando si giungerh ad 
nvere : 

e ( h - k ) ~  (,-(a A l - k ) ~  On _ l ) ( ~ )  = & e-(O U - ~ k - l t ) ~  
n-À-p 

essendo ors :  

Ko = KI KZ . . Tc, = (- 
[y'" (k)]"  

lIP m$ [(k - lyjx 1 - 2 2  . P.. . (X - 1)'4 xX  ; 
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e cos1 infine sarà :  

dove To è una quantità conosciuta e diversa da zero clie, quando le radici 
a ,  b ,  c l . .  . , h ,  T c ,  1 della ( 3 )  sono pih d' una, non è altro che 1' espressione 
Lo Ka Ho . . . Co Bo Ao , che con semplici ricluzioni pub anche scriversi: 

. Ai 
To = t ,  [(b - a)"]f [(c - a). (C - b;P] 7 . . . 

, . . [( l  - a)" ( 1  - b)f (1 - c)' . . . (1 - h p ( 1  - k ) ~ ]  i, \ 

essendo t ,  un coefficiente numerico, e precisamente : 

ta = (- l p i  [x (a)]" [T (F)]p.. . [x ('h)]). -- 
1. 22. 35x. a" 1 . 22. 3 3 .  .. ~ p . .  . 1 . 2 2 .  3 3 . .  . hi. ' 

mentre quando le radici della (3) si riducono a una sola d'ordine n, a causa 
della (29) si ha  sempliceniente : 

Di qui integrando successivamcnte u - i volte, e poi dividendo per 
e(a-b)~ e integrando quindi di nuovo altre volte, e poi dividendo aiicora 
per e(b-c)z e integrando altre 7 volte, e cos: continuando, si trova per 0, una 
espressione della forma : 

dove la  somma si estende a tutte le radici a ,  6 ,  c l . .  ., h ,  k ,  1 della (3)) e 
le g, ,- , ,  ga,,-,, ga,a-3,. .. , g,,,, ya,, sono quantith costanti introdotte dalle 
integrazioni O dipendenti da quelle cos? introdotte, e che necessariamente 
coiiterranno le radici a ,  b, c , .  .. , h ,  k ,  1 e anche (linearmente) le quant,ità 
91, 9 2 ,  ..., en .  

S e  poi si h a  riguardo alle formole successive che hanno condotto alla (30), 
e alle prime a - 1 integrazioni clle su questa sengono fi~tte, si vedc subito cfie 
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To Oi per la  prima radice a il coefficiente g,,-, non è altro che e gli altri 
x ( a -  1) 

a- 1 coefficienti g,,-, , g,,-,,.. ., g,,,, ga,o all'infuori dei divisori 
n ( a  - 2 ) ,  n ( a  -- 3),  . . . , n (1) che provengono dall' integrazione successiva 
delle varie potenze di x, sono le costanti che vengono introdotte successiva- 
mente dalle dette prime a - 1 integrazioni, e corrispondono precisamente ai 
valori per x = O dei secondi membri delle ultime a  = 1 equazioni che hanno 
condotto alla (30) stessa, oioè sono i valori per z = 0 di : 

Ma pei risultati precedenti si ha : 

y a' (a) =- 7c (4 
A,?, =- - = - " ( a  - 2), 

uo (a - b)P (a  - c ) ~  . . . (a - Z)'. ( a  - 1 )  a  ( C I - 1 ) a  

e calcolando i deterqinanti successivi O i ,  O,, 0 3 , .  . . , 0, per x = O, si trova 
che essi sono rispettivamente uguali a :  

quindi, si pub senz'altro concludere che i coefficienti g,, , , g ,,_, , g ,,a_, 3 ,  . . . , ga,, 
relativi alla radice a sono respettivamente: 

To To 
O , ,  - ----- To . (1) 7r (. - 2)02, n (2) 77 (K - 3) e3 ,  ... 

x (O) z ( a  - 1) 

. . . , (- 1)"-' z ( x  - 1) Ï c  (O) 0" , 
e il gruppo dei termini relativi alla radice a ne1 valore (34) di 8, pub scri- 

u 

versi sotto la forma To e("-a)" V E 
4 ,$ 
-- ; e COS), osser- 

" ' + - 1 ) ~ ( * - S )  
vando che quel10 c,he accade per la radice a deve evidentemente accadere 
anche per le altre, e quei mutamenti di segno che possono aversi in T,, col 
cambiare di a in b O c , .  . ., si avrebbero pure col10 stesso cambiamento in On, 8i 
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differercziali lineari. 153 

essendo y e y, due radici uguali O diverse della equazione (3) degli ordini 
d i  multiplicità p  e p i ,  e s e t essendo respettivamente i numeri 1, 2, 3 , .  . . , p i  
e 1, 2, 3 ,  .. . , p ;  quindi, se anche ora consideriamo distintamente il caso in cui 
le radici cc, t ,  c ,  ..., h ,  k, 1 della stessa equazione (3) hanno tutte la stessa 
parte reale, e quello in cui non l'hanno tutte eguale, si vede che ne1 primo di 
questi casi l'esponente della esponenziale e(g-g,)xln O sarà zero O sarà piira- 
mente immaginario, e quindi questa esponenziale non porterà in campo che 
quantità finite; 

S'indichi ora con p il massimo fra i vari gradi di multiplicità delle ra- 
dici della eqiiazione (3), e si osservi che astrazion fatta dalle esponenziali, e 
dai fattori ai e dalle loro derivate le potenze di x, nei terrnini precedenti (36) 
non supereranno la (2 p - 2, ,a .  Ke seguirà che se col crescere indefinito di x 

T (z) le a i  tenderanno tutte a zero almeno dell'ordine di =, essendo r (x) n l  

solito una funzione tale che - sia integrabile fra s e m, e se nella deri- 
x 

vazione il loro ordine d7infinitesin10 non andrà diminuendo, allora nella (2) 
aÛ 

il modulo dell' integrale Im = j A;,qzr d x, sarà inferiore a quello di 
a-,>,-, 

n dg-dx-- l  r!;: 1 *- d z , essendo (2 un numero finito; e ora passando al- 
2 

I'integrale successive qJn'-'3'"a-1 I m d  x,,-, , e poi continuando come al  § 5 
(ao Q ) X ~ , - I  

lin-, 

si giunge a concludere che so!to le fatte ipotesi la  formola (2) è ancora ap- 
plicabile per ogni sistema di valori delle costanti c , ,  c,, . .. , c, qiiando x i: 
al disopra di un certo numeru finito c. 

Passando poi al caso in cui le radici a, b, c ,..., I l ,  k, 2 non hanno 
tutte la stessa parte reale, se s'indien con p, come ne1 § 5, l a  massima fra 
queste parti reali, con ragionamenti del tutto simili a quelli usati ne1 para- 
grafo stesso, si vede che, conservando le stesse condizioni rispetto alle quan- 
tità ai,  la forniola (2) sussiste ancora per quelli integrali particolari che si 
ottengono quando si suppongono zero le costanti c , ,  c,, ... che corrispondono 
in Q, a quelle linee nelle quali figurano le radici che non hanno per parte 
reale p ;  quindi, introducendo ancora in campo le radici della equazione li- 
mite col cambiarc w i i i  - w, si pub ora affermare che i teoremi del $ 5 re- 
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atano cos1 estesi anche al caso in cui questa equazione limite ha radici 
multiple, purchè se il massimo grado di multiplicità è y, le quantità ai ten- 

(4 dano a zero di un ordine- non inferiore a quello di - . 
2-P-1 

E cos1 in questi casi se A $- i v ,  sono le radici della equazione limite (10) 
o quelle fra queste che hanno la parte reale minima ?., e l., è il loro grado 
di multiplicith, allora pei valori di x superiori a un certo numero c si avrà, 
pcr l'integrale generale della (B), O per un integrale particolare secondo 
i casi : 

y = Y ~ + E X P - ~  elx,  

essendo p il massimo dei gradi 1, di multiplicità, e essendo y, l'integrale 
corrispondente della equazione limite, cioè avendosi : 

e E essendo una quantità che col crescere iudefinito di x diviene infinitesima 
-- 

almeno dell'ordine di '+ d .E . 
m 

14. S'intende che nei casi particolari le condizioni che abbiamo poste 
per le quantità ai potranno reniiersi spesso meno ristrettive. Di  questi casi 
particolari perb qui considereremo soltanto quello ne1 quale tutti i coefficienti 
della equazione omogeuea data (8) all'infuori del primo tendono a zero al 
crescere indefinito di x ;  per modo che la eqiiazione caratteristica limite (10) 
si riduce alla wn = 0, cioè ha una sola radice zero multipla dell'ordine n, e 
le z , ,  z.,. . . , 2% sono rispettivamente 1, x, xe,.. ., x ~ - ~ .  

Allora, supposto a, = 1 ,  se i coefficienti a,,  a,,. . . , a, della equazione 
data al crescere indefinito di x tenderanno tutti a zero di ordine non infe- 

' ") i risultati precedenti sussisteranno certarnente; ma riore a quello di =, , 
anche quando questo non accade è facile ora di vedere che esso continua a 
sussistere in molti altri casi. 

Si osservi intanto che in questo caso la espressione (35) di On si riduce 
all'altra più semplice : 
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e si h a  inoltre a, &= n (1) n (2) . . . n (r$ - 1 j ; e con queste le Q, , y , ,  e q,,, 
e la formula (2) che darà poi l'integrnle y prenderanno forme più semplici 
clie tralasciereaio di scrivere, ma che potrebbero subito essere scritte. 

Quantci poi ai terrnini (36) che, all'infiiori di certi coefficienti, compon- 

gono quelli Ax,n q~,ll.a,i, -1 che figurano sotto gli in t~gral i  della (2), si osservei-à 
(a0 4?)x,11 

che ora si riducono agli altri più semplici : 

e in quest,i t prenderà necessariamente tutti i valori 1, 2 ,.. . , n ,  mentre s 
potrà prendere essa pure questi valori, ma Isscierà certamente quelli pei quali 
la costante c, col10 stesso indice s sarà zero, per modo che se c, , c * , . .  . , CI-, 
saraiino nulle, e cl sarà la prima costante diversa da zero, s incomin- 
cierà da 1. 

Se  dunque ai al  crescere indefinito di x diviene infinitesinio di un ordine 
non inferiore a r;, c per ogni derivazione quest'ordine cresce di una unità, 
è evidente che l'ordine d'infinitesimo rispetto a x, degli stessi terrnini (38) 
non sarà inferiore a ri - t + 1 - i + s, O anche a ri - t + 1 - i + 1 se cl 
sarà la prima delle costanti c,, c ,,..., el ,, cl ,  ..., cn diverse da zero; e sic- 
corne il massimo valore di t è m, per essere sicuri che questi var! terrnini nl 
crescere indefinito di x, divengono infinitesimi in modo da  restare integra- 
bili bisognerh . intanto che t.; - TI $- 1 - i + 1 sia positivo e non inferiore a 
uno, e che le ai divengano infinitesime di un ordine non inferiore a quel10 

cl Zn+i-l essendo r ( r )  una delle solite funzioni dei paragrafi precedenti tôli 

che 71x) - sia intrgrabile col crescere indefinito di z. 
x 

Ora quando questo avvenga, è evidente che ogni termine di quelli che 
compongono il termine (38), e che certamente sono in niimero finito, diviene 

1 ~ ( x r n ) .  infinitesirno rispetto a x, di un ordine non inferiore a quel10 di --, 
», x m  

quindi, avendo riguardo ora anche all'altro fattore x ; , ~ :  che per ogni valore 
m 

di 1 figura nelln (38), si vede che l'integrnle 1, = 1 - Aû.11, q 3 - 1 1 1  i7.J-ln d x , ~  pren- . (a" Q)%, 
.Ti,.-, 

f ( ~ " ) d ~ , ,  essendo (2 e 0, qiiantitl dipendenti rrsprtti- derà la fosma !1Q ,  - 
. Z,,z 
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156 D i n  i: Stztdâ s d l e  equuzioni 

vamente dai termini di A,, e di q ,,,-,,,,,,, e i cui moduli non superano un 
nurnero finito, quando x sarà superiore a un certo numero c. 

00 

Passando qriiodi dl'integrale successiro qx"-P'"4 l- dx,-, , e osser- - (au Q J r j > i  - 1 
7 1 n  -2 

vando clie i termini di q""'-"x'n-' Im sono della forma x,-, t 4, . i ( a i x>,,-J t-i (n - i) Jm 7 
(a" QhIZ-1 . -  . 

si riscontra che essi divengono infinitesimi rispctto a y,-, di ordini non in- 
03 

$n-t , -9 7 (xm- i )  7 (xn) 
[ d x, , e quindi 1' integrale stesso feriori a quelli di fi 121 - - -- 

, x112-i " xm 

x 00 

avrà un modulo non superiore a quel10 di fi Q I z  

xm-e xin-1 

e ora continuando con questi processi corne si fcce nei casi precedenti, si 
vede che, sotto le fatte ipotesi rispetto ai coefficienti a;, ln forniola (2) resta 
completamente applicabile per le nostre equazioni pei valori di x superiori a 
lin certo numero finito c, e per I'integrale oi ha : 

esserido E una quantilà che al crescere indefinito di x tende a zcro alineno 
m 

dell'ordine di J--) d s . 
2 

& 

Questo integrale sar$ l'integrale generale quando sia 2 = 1, cioh quando 
i coefficienti ui tendano tutti a zero col crescere indefinito di s almeno del- 

l'ordine di -; p a n d o  tendano a zcro di ordine minore saranno soltanto 

integrali particolari; e cos1 ad es. quando tendaiio a zero almeno dell'ordine 
.r (2) di con p 2 O e si% F il massirno inter0 contenuto in p, allora esso sarà 

- 

l'integrale particolare pel quale 1 = n - I; cho conterrà quindi ;+ 1 costanti 
arbitrarie. E c h  senipre, bene inteso, quando le ai oltre a tendere a zero 
alaieno degli ordini indicati, siano tali altresi che ad ogni derivazione i 101-0 
ordini d'infinitesimo crescano sempre (corne nei casi ordinarî) di una unità. 

In particolare dunque se nella equazione di second'ordine : 
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differenxiali lineari. 157 

i coefficienti a,, a, al crescere indefinito di x diverranno infinitesimi di or- 
1 1 dini non inferiori a quelli di $ -  3 con n e e ,  positivi e diversi da  zero, 

i suoi integrali al crescere indefinito di x si ridurranno alla forma cl  x + c, + E 

essendo c ,  e c, costanti arbitrarie, e E un infinitesimo. 
Facendo poi anche in questi casi le trasformazioni dei $5 8, 9 e 10, si 

intende che potremmo giungere anche ad altri risultati molto notevoli. 
15. Lasciando ora queste applicazioni delle nostre formole generali alla 

ricerca del modo di comportarsi degli integrali delle equazioni lineari al cre- 
scere indefinito della variabile (*), facciamone altre scegliendo altri sistemi di 
funzioni ausiliarie x, ,  Z 2 , .  . . , zn.  

Continuiamo percib a prendere corne nell'ultimo caso 2, = 1 , 2, = x ,  
zs = x2,. . . , z,+, = x,-~, e lasciamo per ora indeterminata la r,. 

La equazione + (2) = O che avrà per integrali le x , ,  x,,. . ., 2,-, sarà la 
z(n-1) = O, e la formola (49) della Memoria precedente si ridurrà ora all'altra 
sernplicissima Ofn = - x,("-') O,-,; e siccome la (37) del paragrafo prece- 
dente si  applica evidentemente al caso delle attuali funzioni x , ,  x , ,  ..., 5,-, 
col solo cambiamento di n in n - 1, e si ha quindi : 

sarà : 

essendo k, una quantità costante rispetto ad x, ma che conterrà certamente 
I R  e,, perche questa deve fjgurare in O, col termine r ( l ) r ( 2 ) .  . . r (92-2)&, 
e potrà contenere anche le altre quantità O,, O,, . . , 8, -, a seconda delle co- 
stanti che saranno introdotte dagli integrali che figurano negli altri termini; 
ma evidentemente poichè la 0, non pub contenere le O , ,  9 , .  . ., 8, che al 
primo grado, e non moltiplicate fra loro, la k, non potrà essa pure conte- 
nere queste quantità. altro che nello stesso modo; e quindi oltre al detto ter- 

(*) Gli studî che abbiamo fatto su1 modo di comportarsi degli integrali delle equa- 
xioni lineari per valori grandissimi della variabile possono giovare moltissimo nelle ri- 
cerche sulle rappresentazioni delle funzioni di  variabili reali in serie di questi integrali. 
(Vedi ad es. il mio libro sulla Serie di Fourier e altre ~appresentazioni analitiche delle 
funzioni di variaWli reali. Pisa 1880.) 
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158 D i n  i: Studt sulle epuaxioni 

mine n (1) n (2). . . n (n - 2) en non potrà avere che termini di primo grado in 
O , ,  O,, .  . . , O n - ,  con coefficienti indipendenti da .zi e dalle z,, a',, x",, ... , ~ n ( ~ - ~ ) .  

D'altra parte, siccome per gli integrali che figurano in O, si h a  in gencrale: 

J ~ n - s - 1  zn(n--il d = X*I a-i z,(?b-2) - (n - - 1) $n-r - o  (n-31 
Y' + 

+ (n - s - l ) ( n - s - 2 ) ~ ~ - ~ - ~  z,(~-')  - . . . + E~ , A 1% - s - 1)  + hs , 
essendo le h, quantità costanti indipendenti anche dalle 8 , ,  O ,,..., Li, O,, 
potremo valerci di questa formola per esprimere 0, per gli elementi 

' I 
Zn, z n ,  2 n,..., z ~ ( ~  ?), 8,  dell'ultima linea, e avremo COSI : 

e se, corne evidentemente pub sernpre farsi, si fissa d'intendere clie gli inte- 
grali che figiirano ne1 valore precedente di 0, siano precisamente quelli che 
vengono pei varî valori di s dalla formola scritta sopra col fmvi le costanti 
h , ,  h ,,..., A,,, tutte uguali alIo zero, si vede che allora la Ir, non pub con- 
tenere affatto le O , ,  0 ,,... , 8, -,, perchè queste nello sviluppo di @,, rion possono 
comparirvi altro che moltiplicate per una delle quantith x,, z',, x",, ... , x,(n-P).; 
e quindi la stessa kn si ridurrà al solo termine n (1) n (2 )  . . . n (n  - 2)  O,, e 
per 0, avremo sempre le due espressioni seguenti : 
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quando ora, per semplicità di scrittura, si ponga 5,-, = n(1) x (2). . . x (n - 2)) 
e nella prima di queste s'intenda che se è data completamente x,, e quindi 
sono perfettamente determinate anche z', , x",, . . . , xn("-" e zncn-'), gli integrali 
che vi figurano siano determinati dalla formola seguente: 

pei varî valori 1 ,  2 ,. .. , ( n  - 1) di s; mentre se è data ,invece solt,anto 
la z,,(n-i) si deve intendere che le costanti che allora verranno a figurare in 
~ ~ ( n - 2 ) ~  xR(n-33,. . . , zlln, zrn , zn risultino successivamente determinate da queste 
formole (40) dopo che siano state fissate quelle che figureranno negli integrali 
dei primi membri. 

Con queste espressioni di On,  quando sarà stata scelta corne vorremo la 
funzione z,, avremo al solito i valori di Q,, q, , , ,  e q , , ,  col porvi per le 
d l ,  6 ,,..., O, rispettivamente c,,  c ,,..., c,, e i valori di r , ,  x ,,.. ., Zn O di 
Z, ,  2, , . . . , Zn per x = x,; e dopo, sostituendo nella formols (2), per ogni 
funxione che sarà stata scelta per z, avremo una espressione dell'integrale 
della (1) in quei tratti (cr, x) relativi ad z nei quali la 2% e i coefficienti 
u,, a , ,  a ,,..., un si mantengono regolari e a, è diverso da zero, e anche in 
tratti nei quali tutte queste particolarità non si verificano, purchè allora siano 
soddisfatte le condizioni dei $9 10 e 11 della Mernoria precedente o altre 
condizioni simili. 

16. Noi applicheremo questi risultati col prendere xn in modo da avere 
1 a,&= 1 (*), cib che avverrà quando sia z,(~-')=-- , giacehè evidentemente 

nn--t a0 
quando si prendono x,=l, z , - 2 ,  z3=x2 ,..., x ~ - , = J ; ~ - ~ ,  z n = z n  si ha 

(") È deglio di nota che se, senza particolarizzare affatto le funzioni xi, z, ,. . . , z n ,  
si richiede soltanto che sia a, Q = cost., indicando con : 

Io + Il An-1) + l2 z in-2) -+ . .. + ln-lzf+ lnz=O 

una equazione differenziale lineare e omogenea che abbia per integrali fondamentali un si- 
stema di queste funzioni che soddisfino alla detta condizione a, Q == cost., e ricordando la nota 

-J$ a. -J+dz 
formol3 di LIOUVILLE & =  COS^. e , si vede che dovrà essere a, e =CO&., 

( C I o  d x - log + cost. O anche I' = - , e viceversa; e si eonclude yuindi che 
/O 40 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



1 Q = 7Cn-* zn(n-*). Prenderemo cioè zdn-') = -- 
Zn-z @O Zn-2 

questi integrali essendo deterrninate corne meglio si crederà; e sostituendo 
ora questo valore di z, nelle espressioni precedenti (39) di O,, p. es. nella 
prima, si troverà: 

quando s'intenda che gli integrali che figurano in questa formola debbano 
essere determinati colla (40) in relazione coi ralori scelti per le costanti nei 
valori di x,, z',, ~ " n ,  ... , x,("-') ; e ora basterà calcolare con queste le 
Qc, 4m,x, e qS,,,, e poi sostituire nella (2) per avere una espressione in serie 
dell'integrale della (1) che varrà in tutti quei tratti nei quali a, B diverso da 
zero e regolare, e gli altri coefficienti a,,  a,,.. ., a, e X sono rcgolari, sup- 
posto, bene inteso, che anche il numero u che figura nella (2) sia preso nei 
tratti che si considerano. 

E in questi casi il valore del polinomio aggiunto E,+, Zn che corrisponde alla 
funzione attuale 2, si semplicizzerà alquanto, perché avendosi a, z(n-i) =  COS^. 
sarà (a, dn-'))' = O, ovvero a0 dn) = - a', dn-'1 (corne risulta anche da quanto 
si è detto nella nota della pagina yrecedente); O quindi basterà sviluppare 
colla formola di LEIBNITZ i primi termini di quel polinomio aggiunto per tro- 

i sistemi di funzioni z,, z ,,..., zn,i, z,, pei quali si ha a,, Q = cost. sono tutti e soli i 
sistemi d'intégrali fondamentali délia equazione : 

a. ,&) f afO ,dB-1) + 1, z(n-2) + la ~ ( n - 3 )  + . . . + Zn 12' + Zn 2 = 0, 

dove le 4 ,  S , . .  ., L i ,  Z, restano arbitrarie. 
Prendendo 1, = 4 = . . . = ln-i = ln - O, si  ha  il sistema : 

r, = 1, i2 = r, 2, = $5. .  ., in-i= ln-< Zn = cost.(d 3 f ciS. . . J 2,  
del quale ci occupiamo sopra. 

E ne1 cas0 di a, = 1, prendendo 1 2 ,  Z,, .. . , Z,-i, ln tutte quantità costanti e tnli che 
la equazione caratteristica corrispondente : 

ahbia le radici w,, w2, .  . . , wn , che potranno anche non essere tutte diseguali, saremo in 
quelli dei casi considerati nei paragrafi precedenti pei quaii la somma w1 + 0 0 , ~  + . . . + w, 
delle dette radici è uguale al10 zero, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



vare che ne1 cas0 attuale esso non conterrà affatto la derivata na di z,, e i 

terInini in ,c,(n-l) e 2n(n-2) verranno ad essere i due 

- (N - 1) a', + a2 :,(n - z ) ,  il primo dei quali si riduce anche a 

(98 - 1) a'(, - at 
- , e viene a mancare del tutto ne1 caso particolare di a,=(n-l)af,; 
Zn-i 0, .. . 

ne1 qua1 caso l'altro termine per le equazio~i d'ordine uz si riduce a 

(a. - (n - (n- a". z,(n-", e quindi in particolare per quelle del se- 
2 

cond'ordine si riduce a a,  a,, essendo allora a, = "vg. 
17. Se poi si ha riguardo ai valori precedenti di On, e a quelli che 

si arranno ora pei vari polinomî aggiunti E,+, Z,, E,+I Z,,  . .., E,;., 2%-, , en+, Zn 
che verranno a figurare fiella formola (2), si vede che per quelle equazioni 
speciali (1) per le quali il coefficiente a, sarà una potenza positiva di x ,  e 
gli altri coefficienti a, , a,,. . . , a, e X saranno polinomi razionali interi pure 
di x, l'espressione (2) che si avrà Fer l'integrale, quando in essa non sia 
presa uguale a zero, sarà in serie di somme di potenze intere positive e ne- 
gative di x, e di potenze intere e positive di logx;  e questa espressione 
varrà in tutti quei tratti che non comprendono il yunto x =; O neppure agli 
estremi. 

Più generalmente se, considerando x come una variabile complessa, a, e 
gli altri coefficienti a,,  a,, .. . , a, e X risulteranno funzioni olomorfe di x in 
un campo attorno al punto x = O ,  e in questo punto a. avrà un infinitesirno 

di ardine (intero) m, potremo intendere che ' e i vari coefficienti e X, o le 
0, 

funzioni di questi, siano sviluppati in serie di potenze di x colle formole di 
CAUCHY e di LAURENT, e allora i var? termini di O, corne quelli dei polinomi 
aggiunti e quelli della serie (2) verranno ad essere tutti integrali semplici O 

multipli di potenze intere positive O negative di x senza andare colle potenze 
negative di z al di là della potenza ma. Evidentemente dunque, sempre sup- 
ponendo che a non sia zero, la formola (2) in questo caso darh per l'inte- 
grale una somma di serie di potenze positive e negative di r, e di potenze 
intere e positive di log x ; ma, salvo il caso di circostanze speciali, i tratti 
di validità di questa formola per valori reali di x non potranno compren- 
dere, neppure agli estremi, nè il punto zero né gli altri punti diversi da 
zero nei quali a. si annulla, e i tratti stessi a partire da1 punto x = O non 
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162 D i n  i : Studz^ sulle equazioni 

potrsnno essere maggiori del minimo modtdo' delle radici diverse da zero 
della equazioae a. = 0, cioè non dovranno uscire da1 cerchio di convergenza 

1 
della parte clte resta di - dopo tolti tutti quei termini che l a  rendano in- 

"O 

finita per x = 0. 

cib che evidentemente potrà sempre farsi, si avranno sviluppi del10 stesso 
genere per Iïntegrale della (1) validi per altri tratti che partano da1 punto 
x = k (questo punto perà cscluso quando in esso a, sia zero); e cos] eviden- 
temente questi studî potrebbero collegarsi con quelli di tanta importanza ini- 
ziati da Fucris, e continuati poi da molti altii, sulle equazioni differenziali 
lineari. 

18. Le espressioni dell'integrale della (1) delle quali è parola nei due 
paragrafi precedenti sono dimostrate ora soltanto pel cas0 che nei tratti che 
si considerano non si trovino neppure ngli estremi dei punti nei quali il primo 
coefficiente a, sia zero ; ma valendosi delle considerazioni dei $5 10 e 11 della 
Memoria precedente O di altre simili, è facile vedere che i risultati stessi 
continuano spesso a sussistere anche quando questa condizione non è soddi- 
sfatta. 

Supponiamo senz'altro per semplicità ahe l'equazione data sia omogenea, 
cioè sia X =  O, e il punto ne1 quale ora amrnetteremo che a, possa anche 
annullarsi sia il punto ..c == O, pure essendo a, e gli altri coeficienti a,, a,, . . ., a, 
regolari in tratti che comprendono questo punto come punto interno, O come 
estremo; e in questi tratti a, lion si annulli mai, salvo tutt'al più ne1 detto 
punto x = 0 che ora prenderemo come punto a nella (2). 

M o r a  a seconda del modo di tendere a zero di a,. gli integrali in- 
d x d c  definiti ( - 9 p z  (-3 ldx [CZX(-,..~ o g l i  altri [FE [$, - Qo 3 a0 - a0 [cg , . - - che figurano nellc n,(?i-2), 3), r,(n- '1,. .. , e nella O, e 

quindi anche nella E,+, Z,, potranno tutti O alcuni divenire infiniti per x = 0 ;  
e propriamerite se a, per x = O diverrà infinitesimo di ordine uguale O su- 
periore a un numero i n t e r ~  h ,  i primi 12 degli integrali stessi potranno essere 
tutti infiniti per z = O, mentre se al tempo stesso l'ordine d'infinitesimo di a, 
non supererà ad es. il numero h + p con O < p < 1, 1' ( h  +- l)." di quegli 
integrali sarà certamente determinato e finito. 
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Di questi integrali in O ,  e ne1 valore di E,+, 2, ne figurano n- 1 ,  e 
oltre a cib in E ~ + ,  Zn, per quanto si disse in fine del 5 16 vi figura il ter- 

(n  - 1) a', - al milie da1 quale perb spesso potrerno anche fare astrazione, 
an 

perché, salvo qualche altra singnlaritR che talvolta potrà d o r a  venire a com- 
parire negli altri coefficient;, volendolo, potremo sempre fctrlo sparire col 
mezzo della trasforniazione a) del § 16 della Memoria precedente; quindi, 
salvo tutt'al più la presenza di questo termine, ne1 caso delle equrizioni di 

second'ordine in O ,  e in en+ ,  2, vi figurerà un solo integrale, cioè 

che potrà essere jniinito per x = O, e questo qualunque sia l'ordine d'infini- 
tesimo di a, per x = O; mentre se l'ordine n della equ:iziont? sarà superiore 
a 2 al in On che in e,+, Z,, salvo il caso di relazioni speciali fra i coeffi- 
cienti, rie figurerà sempre più d'uno, a meno che a, non divenga infinitesirno 
per x = O soltaato d i  ordine inferiore a1 secondo, e per modo che gl'integrali 
" x d ; ~  J a, 1.d x le siano deterrninnti e finiti (*). 

19. F e r  semplicizzare dunque i nostri studî, porremo orn la condizione 
cho la eqiiazione data sia del second'ordine, O, essendo di ordine superiore al 

xdz (") L'essere deteriniimto e finito per  a = O uno dei due integrali j,. pzj$ 
non porta  di necessità che Io sia anche l'altro quando non sono soddisfat,te a l t re  speciali 

E 

condizioni, perchh, siccome per  gli integrali definiti singolari con 6 < E s i  ha  soltanto 
6 

e E E - d m  xdx 
[ d x J $  = (iJ 

-J -, dalla piccolezzn di uno dei due integrsli  1. x$, e 
3 a, 

c 8 

non se  ne pub dcdurre quella dell'altro, a meno clie non si sappia clle il pro- 
a 

dotto x J" $ ha un limite determinato e finito p e r  r = O. 

P e r b  s e  si saprà  che i due integrali suddetti sono entrambi deterininati e finiti pe r  
dx 

r = O ,  allora siccome con r suficientemente piccolo e 6 < 5 la quantità ( 1 s a r i  
. .  - 

piccola quanto si m o l e  per  qualsiasi v d o r e  di 1 inferiore r r ,  il prodotto zJb-  a v r i  

certsmente un limite determinnto e finit0 p e r  x = O.  
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164 Dirz i : Stzldt sulle equazioni 

secondo, il suo primo coefficiente a. non divenga infinito per x: = O altro che 
5 di ordine inferiore al secondo e per modo che la funzione - sia atta alla 

CC0 

jntegrazione per x = O, e Io stesso avrenga anche per l'altra - e anche i" 
quando questa si riduca ai  valori assoluti; pure osservando che, volendolo, si 
potrebbero trattare con bastante facilità anche altri casi. 

Con queste limitazioni, se indichiamo yer semplicità con y (x) I'inte- 

grale J' 2 questa funzione p (x) potrà ancora divenire infinita per s = O, 

e il valore (41) di 0, potrà scriversi sotto la forma : 

avendo per semplicità limitati (corne evidentemente ora potevamo fare) gli inte- 
grali fra O e x, con cliè i valori di z, e delle sue derivate, a causa della (41), 
verranno essi pure perfe,ttamente determinati dalle formole z , [ ~ - ~ )  = y (x),  

e in questa espressione di On i primi n - 2 termini del secondo membro man- 
cheranno tutti ne1 caso delle equazioni del second'ordine, e saranno certa- 
mente determinati e finiti per le equazioni di ordine superiore. 

Ne segue che i valori di En-4 A= e q2,$, che figurano nella (2) prende- 
r m n o  ora. la forma seguente : 

e in questa espressione di q,,, I'ultimo termine, per quanto si disse in fine 
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del 5 16, si potrà scrivere sotto la forma: 

cn-, [ (n  - 1) @'O - ai + ( n  (f i  - 1) 
2 a';. - (n - 1) a', + a,) (s)] + 

a0 $1 

- + E n - (  [q3 dn-') + qq dn-') f- . -lx,, 
essendo p,, q,, ..., le quantitd determinate dalle formole (34 )  del 8 15 della 

q v ,  l'er 
- 

Memoria precedente; e oltre a cib il penultimo termine del10 stesso 
la solita formola di LEIBRITZ potrà scriversi : 

essendo le h ,  , h,, . . . , ln-, quantità finite composte coi coefficienti de !]la equa- 
zione data e colle loro derivate; e queste, come le q , ,  q, ,  . . ., mancheranno 
tutte ne1 caso delle equazioni del second'ordine. 

Ponendo dunque per abbreviare : 

n-2 
n f'x,x, = 2 Eh- i 

0 ~ ( h - l ) r ( n - h - 1 ) .  
O ( 44 )  

potremo scrivere : 

n (n - 1) +. en -P  a", - (n  - l )ar i  + a,] 1 Y ($1 -Y (x i )  I f- 
5 1  

j (45) 

[b - 1) a10-a1 

a0 lx,  

e in questa le quantità e p (2,) si annulleranno per x = O e x, = O ,  e 
mancheranno senz'altro ne1 caso della equazione del second'ordine. 

Perb, all'infuori di Pz,,, , i var! termini di qx,xl, come il penultimo di 
A,, per la  presenza di rp (x) O del divisore a,, potranno divenire infiniti 

per z = O O xi = O, e anzi I'ultimo termine di qsBX, Io diverrà sempre se a, 
si annulla per x = O, a meno che non sia a ,  = ( n -  1) a', O che la quan- 
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tità (n - 1) a', - a ,  non tenda a zero con z di un ordine non inferiore n 
quel10 di a,; quindi per la presenza di questi termini, O dei corrispondenti 
in x,-, e x,, nelle quantità Am,,, e 9, ,-,, &, che figurano negli integrali della 
formola (2), potranno aversi degli inconvenienti in questa formola quando vi 
si suppoiiga a = 0. 

Perb la difficoltà proveniente dalla presenza dell'ultimo termine in q,,, 
potrà togliersi col processo a) del 8 16 della Memoria precedente, perché 
moltiplicando la equazione data per un fattore conveniente si potrà sempre 
ridurlo a soddisfare alla condizione a, = (n - 1) a', , salvo perb allora a as- 
sicurarsi che non cessino di essere regolari gli altri coefficienti della nostra - 
equazione, e a m i  allora il penultimo termine di q,,, prenderà la forma p h  

( 
( n  - 1) (n - 2) semplice E,-, a, - a a",) ( y ( E )  - y (xi) 1; e quanto al penul- 

x, 
timo termine di en-, A ,  quando porti inconvenienti si potrà sempre farlo spa- 
rire prendendo c,-, = O, cioè limitandosi a considerare integrali particolari 
invece dell'integrdo generale. - 

Si aggiunga d'altra parte che, limitandoci ora anche per le equazioni 
del second'ordine al caso in cui ys (x) è integrnbile per x = 0 anche ridotta 

5 n.-. ... 

a i  valori assoluti, e considerando l'integrale Axm qxm- LX,,, d x, ne1 quale ora 

O 

si h a  a,& = 1 ,  si vede subito che, salvi seiripre gli inconvenienti che potrh 
portare I'ultimo termine di q, ,,,-,, ,,,, quando vi sarà, se snrà stato preso c,-, = 0, 
non cornparendo più allora il y (x) in E,-, A , ,  la presenza di y (z,-,) e y (x,,,) 
in qXe_,,,,% non porterà affatto altri inconvenienti, perchè per le nostre ipo- 
tesi si la funzione y (2,) che i prodotti di essa per funzioni firiite sono inte- 

Xm-1 

grabili anche per x, = O, e siniilmente i prodotti dalla forma y (2,-,) (x (z) d 2, 
O 

ore n (2) è finita (che proverranno da quei termini di qz,n-,,x,l che hanno il 
fatfore y (x,-,)) saranno finiti finchè x,-, non i: zero, e in ogni modo sa- 
rnnno sempre integrabili rispetto a x,,.., anche per r,,-, = 0 ; quindi,  ripe- 
tendo i ragionamenti fatti più ~ o l t e  nei paregrafi precedenti si vede che la 
formola (2) rappresenterà ancura lin integrale della nostra equazione,; e con- 
sepentemente si pub ora senz'nltro ~fformare che supponendo nella (2) a = 0, 
e sostituendovi per cn-, A m ,  e q,,, gli ultimi valori (12) e (45) trovati s0pi.a 
nei quali sia stato fatto r H - ,  - 0 ,  salvo, qunndo occoi~a,  ad  avere ri- 
guardo aile dificolth, che potranno provenire dall:~ presenza del termine 
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( n  - 
ai]ml in q , , ,  la forinola ( 2 )  stessa ci darà sempre integrali 

a0 

particolari con n - 1 costanti arbitrarie della eqiiazione data nei tratti che 
partono da1 putito x = 0, fincliè nei tratti stessi i coefficienti della equazione 
niedesima siano regolari, e no divenga infinitesimo tutt'al più peî :r: = 0 e di 

un ordine inferiore al secondo e tale che la funzione cp (z) = 

3: delle equazioni del second'ordine, e questa e anche l'altra - ne1 caso delle 
a0 

eqtiazioni di ordine superiore siano integrahili anche per x - O, e la y (x) si 
mantenga tale anche ridotta ai suoi valori assoluti, come appunto avverrà 
sempre nei casi ordinarî. 13 determinati cosi n - 1 integralj particolarj, si 
troverà poi coi metodi noti anche l'no con semplici quadrature. 

Se poi non si vorrà prendere c,. , = O, allora siccome, quando non sia 
a ( 9 0  - 1) sempre - 

2 
a", - ( n  - 1 )  a', + a, = 0, nei prodotti Ax, ,qx  ,,-,, %,, verranno 

a comparire anche i quadrati di ~ ( x , ) ,  per essere siciiri che la formola (2) 
contjnuerà ancora a rappresentare l'integrale della equazione data, che allora 
sarà I'integrale generale, bisognerà assicurarsi che insieme a rp (z) an- 
che y2 (x) è integrabile per x = 0, O almeno bisognerà, che la quantità 
71 (la - 1) 

a a", - (n - 1 )  a', + as senza essere zero tenda a zero in modo che 

il prodotto' di essa per (pz (x) sia integrabile per z = O. E ne1 cas0 partico- 

lare in oui si abbia n ( n -  a'', - (n - 1) a', + a, = O, d o r a  i risultati pre- a 
cederiti continueranno a sussistere senzlaltro anche quando c,-, non d a  zero, 
e quindi anche per l'integrale generale; e cià sempre colle sole condizioni 
precedenti relative alla integrabilità di if (x) per x = O,  e occorrendo anche 

x 
di -, e salvi sempre gli inconvenienti che talvolta potrà portare la pre- 

an 

senza dell'ultimo termine in q,,, quando non si sin fatto preventivamente 
sparire. 

Non è escluso poi evidentemente che in seguito a relazioni speciali fra 
i coe6cienti vi  siano ~ n c h e  altri casi nei quah i risultati precedenti conti- 
nuano a valeïe senza che siano soddisfatte tutte le condizioni indicate sopra. 
I n  particolare, 'pel caso delle equazioni del secondlordine potrà talvolta essere 
tralasciata la condizione che abbiamo posta soltanto in ultinio, quella cioè 
per la quale si richiede che I'ordine d'infinitesiino di a, per x = O sia, come 
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per le equazioni di ordine superiore, inferiore a l  secondo, ecc., ecc. Qoesto ad  
es. potrà farsi, ne1 cas0 delle equazioni del second'ordine, quando la quan- 
tith a", - -af ,  + a, che figura ne1 coefficiente di y (x) - y (xi) in q,,, anche 
s e m a  essere sempre zero ,  tenda a zero con x e di un ordine suffi- 
cientemente grande in relazione a quel10 di a,, come avviene ad esempio 
per la  equazione : 

con p > 1, e per altre eqiiazioni simili. 
21,. I n  particolare dunque se la equazione da ta  sarà del second'ordine, 

e come potrà sempre farsi moltiplicandola per un fattore conveniente, sarà  
ridottn alla forma: 

se sostitiiiremo nella (2) i valori (42) e (45) di E,-, A ,  e q,,, corrispoiidenti 
a questo caso, e cambieremo per comodo c,  in - c,, la (2) stessa ci  darà  
1' integrale : 

ohe quando si pongn [ ot,d r = $ (x), \a,,, y (x) d z = s (z), e in ogni ter- 

mine della serie si applichi l'integrazioiie peï  parti all'ultimo integrale col- 
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differenziali lineari. 169 

. 
l'osservare che + (0) e n (O) sono nulli, si trasforrna nell'altra: 

x 

oella quale y ( + ) ,  # (x) e n (x) rappre~entano gli integrali (d- , ( a , d z ,  
a0 

O 

b2 p (x) d x ,  e s'intende che a, per 1: = 0 se diviene infinitesimo Io divenga 
O 

in modo che la p (x) sin atta all'integrazione anche per x = O, e anche ri- 
dotta ai valori assoluti, salvo a doversi limitare a considerare soltanto l'irite- 
grale particolare : 

che corrisponde a c,  = O  (e c, = l), ne1 caso i n  cui la presenza dei terinini 
che contengono ci  faccia perdere alla forniola il suo sigriificato; e sempre ne1 
siipposto che nei tratti che si corisiderano, con un estremo ne1 piinto x = O, a, 
e a, siano regolari, e a, si annulli tutt'al più soltanto per x = O. E quando a, 
coll'avvicinarsi di x a zero tenda esso pure a zero in modo che, peso  an- 
cora ove occorra ci = O, la formola precedente conservi un significato anche 
se a, diventa infinitesimo per x = 0 di ordine superiore e tale che la fun- 
zione rp (x) non sia più integrabile per x = O, allora la stessa formola (47) 
continuerà a rappresentare ancora un integrale della (46) nello stesso tratto. 
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Cosi in particolare ne1 caso della funzioiie I (O 1") di BESSEL, per la quale 
cioè si ha : 

osservando che allora 

si vede subito che la 
lori che si prendono 

d a  si lia p. (r)  = (- = log x ,  e ehe u, tende a zero con r ,  
x 

formola precedente è applicabile qualunque siano i va- 
per le costariti c ,  c e ;  e cos) in particolare supponendo 

c ,  = O, c, = 1, cioè fermaudoci sull'integrale particolarc (481, e calcolando 
successivamente gli integrali che vi figurano, si giiinge subito alla formola: 

che dà il noto sviluppo di I in serie ordiiiate per le potenze di x. 
E ne1 caso della equazione: 

con Y costante diversa da zero, si porta a rientrare nella (46) moltipli- 
candola per x?' con chè a, = xeqti ,  allora supponendo 2 Y + 1 'L O ,  e osser- 

vando che si avrà p. (x) = e lirnitandoci ancora al  caso di 2 v x?'' 
c, = O, e c1 = 1, e osservando che la formola sarà applicabile anche se, 
per essere 2 Y % 1, rp (x) non sarà integrabile per x = O ,  basterà calcolare 
successivainente gli integrali della (48) per trovare subito l a  formola : 

che per Y = O t3i riduce al valore precedente di 1, e clie comc è facile a 
vedere vale anche quando 2 v + 1 < 0 purchè v non sia un numero intero 
negativo. 

Questn funzione y moltiplicata yer zv dh la funzione di BESSEL I., giacchè 
U 

se si pone y = - IR equazione precedente si riduce all'altra: 
xY 

che è appunto quella della funzione IV, ecc., ecc. 
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Similmente prendeiido la equazione : 

k ( 1 -  k') K t ' + ( l  - 3  k t )  KI-  k K =  O, 

dei periodi delle funzioni ellittiche considerati come funzioni del modulo k, 
s i  potrh applicare all'integrale l a  formola (47) per qunlunque valore dellc 
costanti c, e c, co11'osswvare che in questo caso sarà : 

3? x2 
?(")=log - 9  y (x) = - - 

\ 1 - x2 2 '  

1 x2 X 
r ( x )  = - log (1 - d )  + 7 log - 

4 \ l - x 2  

E cos1 in particolare per ci = O ,  c, = 1, cioè applicando la (48) si troverà: 

e questa potrh servire rt darci i valori di K per valori piccolissimi di k. Vo- 
lendolo poi, col valersi della (2) nella quale sia supposto a = l, si potrebbe 
avere anche la formola che darebbe Ti pei valori del modulo k vicinis- 
simi a 1. 

In modo simile si potrebbero trorare gli integrali della equazione: 

che trovasi considerata anche negli ordinal4 trnttnti di calcolo. 
21. Fermiamoci ora in modo anche più speciale a applicare questi 

studî alla equazione lineare generale del second'ordine che, intendendola al 
solito moltiplicata, ore  occorra, per un fattore conveniente, potremo sempre 
supporre ridotta alla forma : 

Applicando poi il cambiamento di variabile [fj 16. c )  Mem. prec.] colla 
formola d x = f ( 5 )  d 5 ,  ove f ( 5 )  potrà esscre sceltn a piacere, come facemmo 
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anche al  $ 10, potremo trasformarla nell'altra: 

d x  
clle quando si prenda f (6) = a,, O d S = - 2  diviene y" + a,a, y = a, X, in- 

00 

tendendo orn clie a, a,, e a, X s i ~ n o  espressi per 5. 
Indipendentemente da questo, applicando anche il canibiamento della 

funzione [§ 16. b) Mem. prec.] mediante l n  farmola y = t u ,  la (50) diverrh: 

le varie deriwte ora essendo prese rispetto a 5 ;  e quindi volendo che manchi 

i l  termine in 21' basteih che si abbia 

I>nsterh prendere t  = - con k costante ; e allora nvendosi 6 t ' ) '=  - (f t ) '  , /"ad 
il coefficiente di th diverrà ( a, f- (iy)'l ($1 t .  

Ridotta tiunque la nostra equazione alla forma (49) e poi alla (50), ba- 

sterà porre y = u, perché la equazione in  u prenda la forma: 

talc,hè con queste trasformazio~i successive ogni equazione lineare del se- 
coiid'ordine potrà ridursi sempre a dipendere da  un'altra della forma prece- 
dente (5 1), cioè del tipo : 

y'' + a, y = X ,  (52j 

c questo potrà farsi in infiiiiti modi, giacehè la funzione trasformatrice f ( E )  
i3 rimasta arbitraria. 

- . \  d .c Co& in particolare prendendo, con k = 1,  f = da,, cioe d 5 = = o 
\i ~0 

-, la equazione (51) in 21 sarà la seguente : 

1 - - .  
1 1 - 1 -- 

4 4 1  4 4 i + a -  ( a  ) a zc = uo X,  con y = a. 11 ; (53) 
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prendendo f = 1, cioé x = 5 1% equazione (51) in u sarà : 

1 1 1 -- 1 -- 
2 2 ufl  + I - - ( a ~ ) ' r a ~ a [ u = ~ a o  a0 , con y = a o  u, (54) 

d x  d x  e prendondo f = a,, ciob d E = - O 5 =J - 9 si avrà, come gi8 trovamrno : 
@O a0 

22. Partendo dunque senz'altro dalla equazione (52) alla quale, come 
ora abbianio visto, ogni equazione lineare del second'ordine pub sempre ri- 
dursi, potremo intanto deterriiinare una forma del silo integrale generale con 
una formola del tutto simile alla (47), poichè a causa della (2) basterà sosti- 
tuire per tutto in questa alla somma c ,  y(x) + c, (che in essa rappresenta 

x 

r,-, Ad la espreasione attuale di s-, A ,  cioè c ,  x + c, + ( XI (x - I,) d x; 
O 

e poichè ora a, = 1 non vi saranno altre eccezioni che quelle che proverreb- 
ber0 da1 non essere regolari in qualclie puilto a,, e X. 

E coei in particolare quando sia X =  0 ,  cioè quando si consideri l'equa- 
zione ornogenea : 

facendo una volta c ,  = O, c, = 1, e un'altra c ,  == 1, c, = O ,  avremo le due 
formole notevoli : 

Anntdi di Malematicn, Serie III, tomo III. 2 Y  
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174 î) in i :  Stu& s d t e  equdzioni 

che daranno gli integrali fondamentali della (56) nei tratti che comprendono 
il punto x = O e nei qiiali a, si mantiene regolare; e questi nei tratti nei 
quali a, ha sempre Io stesso segno, e quindi, nei casi ordinarî, almeno in 
intorni non troppo grandi del punto x = O  ne1 quale si suppone naturalmente 
che a, non abbia siiigolarità, con applicare agli integrali successivamente il 
primo teorema del valore medio, dànno le altre pure notevoli: 

x0 5' ." w y = 1 - u 2 , ,  -- -- - a:,, - + a:,, - - . . . ,. (2) + a:, ;; (4) 37 (6) \8) 

nelle quali an,, , a?,?, a.,s, .  . . , an,, , as,e, a3,3, .. ., sono valori inedî di a, in quei 
tratti, ma dipendono generalmente da  x. 

Chmiiando gli integrali estesi da O a x in altri estesi fra cc e z e anche, 
per semplicizzare, cambiando le costanti c ,  e c, col ridurre In espressione 
C ,  x + c2 in c ,  (x - a )  -+ c,, si ottiene una formola per l'integi.de della (52) 
che vale in qualsiasi intervallo ne1 quale a, si mantiene regolare, e al quale 
appartenga il punto a; e in questo intervallo si hanno in particolare i due 
integrali (58) nei quali sia cambiato x in x -  cc quando in essi a, abbia 
sempre 10 stesso segno; e di qui evidentemente risulta subito una generalizza- 
zione di alcuni dei risultati ottcnuti da KNESER nelle Memorie citate nl 8 6, 
cioE che quand0 a, al  crescere indefinito di x tende in lin t~zodo qzralsiasi verso 
un numero diverso da zero e negativo - v? ,  vi sono integrali fondamentali 
della (52) che tendon0 n cornportarsi corne seni e c.oseni iperbolici O come 
esponenziali di v z. 

23. Se poi invece di supporrc nella (2) x ,  = 1 ,  2, = x come erasi 
fatto in questo caso, si suppone z ,  = sen p T, z, = cosp x con p costante, il 
ch&, per yuflnto si disse nella nota al § 16 e come nnche si verifica subito, 
dh aiicora a ,& = cost; allora int~~oducendo, per cornodo, due d t r e  costanti A 
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diffe~ensiali lineari. 175 

e p, invece delle solite cl e c,, col porrc cl = 1. p sen p p: c, = h p cos p p, e 
osservando c h  sarà Q = - p, &, = A p sen p (x - r), y,,, = sen p  (z - x,), 
q, ,, = ( p g  - a,,,,) sen p (x - xi), troveremo per gli integrali della (52) la 
forma seguente ; 

x XI *a 

1 + p_ ( ( p z  - a d  senp  (x - xi) d xl((p2 -- a,,,) senp(x, - r,) d3-4 .  . . 

S m - I  Xili 

1 ... ([A senp (x,- F) + -(xCsenp(x,- ( )c l  F] (pz-ao,s,,Jseny ( ~ ~ & - ~ - r ' ~ ) d x ~ ~  + - -  
P 

a a 

e ne1 caso di X = O si avrà: 

e al solito queste formole varranno in tutti i tratti nei quali a, e X sono 
regolari, e nei quali si trova compreso il punto u. 

24. Cos1 volendo applicare questa formola al caso delle funzioni sfe- 
riche di LE~ENDRE X,,, per le quali si ha: 
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trasformeremo prima di tutto qiiesta.equazione col processo del f j  21 pren- 
- d x  dendo ora f (5) = $no = \ I l -  x2, O = = d 5, cioè ponendo x - cos 5 e 

\Il - $2 

24 x - -- - - , coi) chè bisognerà escludere i punti 5 = O ,  5 = n O x = -F 1 ,  
\ sen E 

e I'equazione in u sarà per la (53): 
1 - 1  

ovvero : 

1 quiiidi, prendendo ora per semplicità nella (59) p = n + - , e supponendo 
2 

a = -, si avrà la hrrnola data già da1 BONNET: 
2 

- / senp (El - p) sen p (i - 
4 n + 2 ,  sen2 tl dE, + 

7C - 

5 €1 5, 
A se11 p (5 - E i )  sen p (€1 - 5 0 )  

+ (- l)m G+T I El .f senPt. d t 2  1 
7c - JK - 7c 

3 2 2 

1 
dove p = f i  $ - ; e in quefite le costanti 1 e p dovranno determinarsi opportu- 

2 
namente percliè il secondo membro venga ad essere precisamente la funzione 
\/sent Xn (cos 5) .  Questo, corne è noto, si farà. ricavando da questa formola colla 
derivazione il valore di ut (il che per quanto dicemmo al f j  13 della Mem. preced. 
pub Eiempre farsi) e poi servendosi dei valori noti di Xn (x), e X', (x) per x = O, O 
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z n di 21 e ir' per 5 = - Si trova allora A è della forma -=, essendo cr. 
2 '  \ / I l  - 

uns q u ~ n t i t à  che al crescere indefinito di n tende verso \/ z ,  e p = - - . 
4p7 

ed è di qui che si conclude che la X,  (cos 51, per i diverso da zero e da  n, 

2 s e n ( p ~ + a )  
al crescere indefinito di n si comporta corne la  fiirizione essendo 

\ 2 12 7i sen 

25. Volendo invece applicare la  (59) al  caso delle furizioni di BESSEL 
In per le quali si ha:  

traçformeremo prima di tutto questa equazione ancora col processo del § 21 
U prendendo ora x = [, I, = - , con chè bisognerà escludere i l  punto x = O ;  
dx 

e poichi! allora la  equazione in u sarà la  seguente: 

prendendo per semplicità nella (59) p= 1, e ponendo per nbbreviare 
1 ( 2 n - l ) ( 2 n +  1) & = n t - -  = 
4 4 

, e intendendo che sr e x siano nurneri qual- 
~. 

siansi diversi da  zero e dello stesso segno, avremo l a  formola: 
. . 

Xl  

+ f sen  ( B  - O,) ' sen (x, - p) sen (xi - x2) 
-dx, J d ~ , + . . . +  

ai xe2 
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178 D i n  i :  Studz" sulle equaxiotai 

essendo ancora 1. e p quniitità da determinarsi; e in qiiesta il limite cr ne1 
caso che x sia positivo pub anche supporsi infinito, con chè si avrà: 

1) - sen ( x i  - p) sen (a -- xi) 
u = , z ~ = ) i s e n ( x - ~ ) + i ~  IP,,J 

xiz d G +  \ 
x 

00 

sen (x - TI) 
+ l n  x12 - X , J  sen ( x i  - p) xog sen (,xi - a) d x , + - . . +  

x X 

m w w 

e q u e s t ~  vari.& per qualunque valore diverso da zero e positivo di x. 
Questa formola evidentemente torna a darci il modo di comportarsi di 

In al cresceïe iiidefinito di x ($  9). 
Volendo si potrebbero applicare questi studî anche alla equazione dei 

periodi delle funzioni ellittiche già considerata al 5 20, e ad altre equazioni. 
26. Non lascieremo questi studî sulle equazioni differenziali lineari 

sema  fare anche le osservazioni seguenti che, sebbene semplicissime, mettono 
in evidenza, alcune particolarità, non tutte note, delle equazioni medesime. 

Ricordiamo che, secondo quant.0 si disse a1 $ 7 della Memoria prece- 
dente, quando si abbia la  solita equazione generale (l), dove X è una fun- 
ziont: data della x, se per le solite nostre funzioni ausiliarie z ,  , x, , . . . , x, si 
prendono fi integrali fondamentali della equazione aggiunta én+, Z .= O della 
equazione omogenen corrispondente : 

a,  y(n) + ai + . . + an-, y' $- a,  y - 0, (62) 
l'iritegrale generale della (1) medesirna viene dato dalla formola: 

3: 

dove Q, e q,,,, hanno i soliti sipificati. 
Ne segue che Ea espressione: 

E 
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che corrisponde ai valori zero di tutte le costanti c l ,  c , ,  . . . , c, sarà un in- 
tegrale particolare della (l), e l'altra espressione: 

darh llintegrale generale della equazione omogenea (62); e quindi ricordando 
la formola clle si dette per Q, al 5 17 della Memoria precedente si pub ora 
affermare che u se z, ,  z, ,. .. , zn saranno rz integrali fondamentali della equa- 

Q., Q., 
U. zione aggiunta En+! = 0 della (62), i rapporti - 9 - y - . - )  - 10 

00 Q a0 Q a0 & 
u saranno della (62) stessa; e per questi potremo preridere le Q,,, &,#, ... , Q,, 
u senz' altro quando a, Q sia costante n, cib che per quanto si disse nella 
nota al 3 16 avverrà sempre quando il coefficiente di An-') nella equazione 
aggiunta sarà la derivata di a,, cioè quando si abbia a ,  = (jz - 1) a', nella 
equazione data, il chè, come più volte abbiamo detto, potrà sempre ottenersi 
moltiplicando la equazione stessa per un fattore conveniente. 

27. i3 poi da osservare che la espressione (64) dell'integrale partico- 
lare y, della (1), mediante il quale col porre y = y, + y I1equazione stessa 
viene ridotta all' altra omogenea (62) in y ,  presenta unn particolarith che 
merita di essere rilevata, quella cioè che invece di darci un tale integrale sotto 
la forma che di solito viene data nei trnttati di calcolo, per mezzo degli in- 
tegrali fondamentali della equazione omogenea corrispondente, ce lo dh per 
mezzo d i  qzrelli della sua aggiunta, e sotto una forma assai semplice. 

D'altra parte avendosi per la seconda della (38) del 3 17 della Mem. 
preced. e per I1osservaziorie fatt a ne1 paragrafo precedente : 

E,L-s Qz,? quando con y, s'iildiclii l'integrale particolare - della (62), si vede che 
( @ O  Q;m 

la (64) pub trasformarsi nell'nltra : 

f i .  

yo=~n-i  X ,  ( z s , ,  ) d ~ i = ~ n - i  z y s  X Z , ~  X ,  
1 .  1 " J  

la quale, mostiaridoci clie col cambisire la  costante a il secondo membro s i  
muta soltanto di una somma della forma Les y,, ci spiega come mutando a 

ne1 sccondo membro della (63) si .ottiene ancora un iritegrde della (l), e ci 
mostra chc aetrazione faita da una somma finita, cioè da un integrale della 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 
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equaaione omôgeriea (62) si p&sa prende.re anche: . . . 

O anche infine : 

essendo ora in queste formole gli integrali che vi figurano definiti . O  indefi- 
niti qualsiansi. 

28. Dalle stesse formole poi se ne deducono altre con successive in- 
tegrazioni per parti che, in rnoltissimi casi, ci danno l'integrale y, per mezzo 
di serie che hanno esse pure forme molte notevoli. 

Si osservi porcib dapprima che, avendo riguardo alln espressione di qx,,l 
per mezzo di un determinante O al suo sviluppo dato al 5 17 della Mem. 
preced. si vede subito che le sue varie derivate rispetto a x,, e i suoi inte- 
grali successivi rispetto a x, presi fra e :cl saranno i determinanti che ven- 
goho da1 q,,,, stesso sostituendo respettivamente agli elementi del]' ultima 
oolorina le derivate del10 stesso ordine delle x , ,  x , ,  ..., ,c, nelle quali poi sia 
messo x, a l  posto di r ,  O gli integrali corrispondenti delle stesse x , ,  x , , .  .., xn 
presi fra gli stessi limiti c e x,.  

, E  quando, ne1 calcolare il primo di questi integrali di q,,,, rispetto n x, 
invece degli integrali di z , ,  x , ,  . . , , x, p ~ e s i  fra o. e x, si sostituiscano ne1 
determinante di y,,,, integrali iridefiniti qualsiansi di queste quantità nelle 
quali perb al posto di x sia sempre messo x i ,  i nuovi determinanti daranno - 
un integrale indefinito lqs,,, d r ,  che per le osservazioni fatte nei due pa- 

32 

I ragrafi precedenti non differirh da q,,,, d x altro che per una delle solite 
u 

somme C c, y,, cioè per un integrale della (62). 
Cib premesso, indichiamo per semplicità con q', q", y"',.. ., le derivate 

1'" 2'; 3',.. ., di  q , ,  rispetto alla variabile x , ,  e con q',, pux,, y"' ,  ..., . cib 
che esse divengono quando vi si fà x, -: x ;  è evidente che, corne la q , , , ,  
anche le prime rz - 2 di queste derivate si niinulleranno per x, = x ;  la (n - 1)" 
si riclurrà a Q;  la na a causa della equazione E%+,  Z= O si ridurrh a 
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- ( n  5 + g I  -) Q, e le seguenti ( 2 .  + 1 ,  ( + 2 .  , a causa delle equn- 
ao no 

zioni che vengorio dalla E , + ,  Z = O colla derivazione successiva, verranno dalla 
forma 9, Q, g2 Q, y, Q ) .  . . , essendo y , ,  g, , g,, . . . , fuiiziorii iiitere dei coefficieiiti 
della (62) e delle loro derivate fino agli ordini 2') 3 O ,  4O,. . . , respettivamente, 
c.he potranno essere successivainente determinate con tutta facilità. 

Indichiarno poi con (q) , ,  (q),, (q),, . . ., gli intcgrali successivi semplici, 
doppî, tripli ,..., di qX,%, rispetto a xi definiti O indefiniti, e con (q) ,,,, (q) ,,,, 
(q)3,m,. .., i loro valori per ri = x, e con (X),, (X),, . . ., (X),,.. ., gli inte- 
grali analoghi di X; e iiell'integrale che figura nella espressione (66) di y, 
spplichiamo successivamente l'integraziorie per parti col prendere per fattori 
finiti una volta la q X ,  e le sue derivate, e un'altra la XE, e le sue derivate. 
Si troveranno subito le due forino-le seguenti : 

e in queste quando gli ultimi integrali siano indefiniti potremo iiitenderli 
sempre limitati fra a: e z, giacchè questo, pei soliti sviluppi della q , , ~ ,  e delle 
sue derivate o dei suoi integrali rispetto a z,, equivarrà a aggiungere a y, 
una delle solite somme 2 c, y,, cioè un integrale della (62)) e quindi quaiido 

2 e 

1' uno O l'altro degli integrali stessi yinfs) (Xnts)x, d x i ,  ( z ) ~ + !  XT;" d X I  O J' J 
a a 

tutti e due, col prendere convenientemente le costanti negli integrali Xn+s O 

(q),+, quando siano indefiniti, abbiano per limite zero al crescere indefiriito 
di s ,  i valori di y, verranno espressi dalla serie corrispondente: 

AnnaEi di Matematica, Serie 111, tome III. 24 
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182 D i n i :  Stu& sulle equaxioni 

nella prima delle quali i coefficieriti delle Xn, Xn+, , XUt2, Xn4-3, . . . , sono Q, 

+ ) Q ,  , Q Q ,  . . . , ove y,, g,, . . . , sono fiinzioni intere 

dei coefficienti della (62) e delle loro derivate come diceinmo sopra, e cib 
bene inteso quando le serie precedenti risultino convergeiiti. E s'iiitende che 
questi valori di y, potranno differjre dalla espressione (66) per una delle so- 
lite somme 2: c, y,, cioè per un integrale della (62). 

29. Nei casi particolari queste forinole possono condurre a risultati 
riote\v~lissirni. 

Cod ad es. quando si abbia da integrare la equazione: 

dove p é una costante, siccome la equazione aggiunta della y" + p" = O 
è questa equazione stessa, e per suoi integrali fondamentali possono prendersi 
sen p x, e cosp x, si avrà Q = -p, q ,,,, = sen p (x - xi), e qiiindi la (66) 
ci darà per un integrale y, della s t e m  equazione (69): 

e le (68) ci daranno le altre : 

Z / ~ = X * - ~ ~ X ~ + ~ ~ X ~ - ~ ~ X ~ +  1 

ma mentre per la validità della (70) si richiede soltanto che -Ysia fiiiita e con- 
tinua ne1 tratto dove si deve considerare, per le (71) si richiede anche che le 
serie che in esse figurano siano convergenti, e per la prima di esse che tenda 

x 

a zero l'integrale j P q - i I  sen p (x - z,) (.X;,),, d r, ,  e per la seconda che tende a 

zero l'altro -- l ~ c o s p ( x - 5 i ) & , ( z s ) d x .  
pz"+' 

In particolare, se gli integrali X2,  X4, X s ,  . . . , che si sceglieranno non 
supereranno mai un numero finito, e al tempo stesso sarà p < 1, O se le 
derivate X", XIY, XV1, . . . , non supereranno mai un certo numero finito, e 
al tempo stesso sarà p > 1 ,  si avranno respettivamente la prima O la seconda 
delle formole (71). 
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30. In  ultinio, senipre a proposito della equazione lineare completa (l), 
facciamo una osservazione pressochè evidente ma che merita di essere segna- 
h t a  esplicitamente; cioè osserviamo che anche indipendentemente da1 processo 
che ordinariamente si segue nei trattati, O dai processi precedenti, la loro in- 
tegrazione pub ridursi a quella di una equazione li~ieare omogenea ma del- 
l'ordine n + 1. 

Basta infatti dividerla per _Y e poi applicarvi la  derivazione per trovare 
che tale equazione è la seguente: 

essendo (I> (y) il primo meinbro della (1); e poichS se y,, y,,. . . , y,, y,+, 
@(Y)' sono n + 1 integrali fondamentali di questa equazione (72) sarà (-g) = O, 

e quindi - "'Y') - - cost., è evidente che quando, come potrà sempre farsi, si 
X 

prendano per y,, y ,,... , y,, y,,, n + 1 costanti tali da far si che si abbia 

@ (Y'- = 1 , aiiora y ,  y! , 7. y., . . . , 7. y,, A+, ynti samnno altrettanti inte- 
X 

grali della equazione data (1)) e le funzioni: 

saranno 12 integrali della equazione omogenea corrispondente (62), e saranno 
fondamentali, perche se fra essi sussistessc una equa.zione lineare omogenea, 
altrettanto evidentemente avverrebbe per gli integrali y , ,  y,, . . . , y,, y,,., 
delln (72) i quali percib non sarebbero più fondarnentali, come li abbiamo 
supposti. 

Pisa, Aprile 1899. 
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Sulla teoria delle trasformazioni 
delle superficie a curvatura costante. 

(Di LUIGI BIANCHI, IC Pisa.) 

PREFAZIONE. 

P é r  descrivere Io scopo ed i risuliati delle presrnti ricerche conviene 
risalire ai  teoremi fondamentali, dovuti al sig.' GUICHARD, dai quali ripetono 
la loro origine. Questi elegantissimi teoremi, relat,ivi alla teoria della defor- 
mazione delle quadsiche di rotazione, furono fatti conoscere dall'autore, senza 
dimostrazione, 10 scorso gennaio nei Comptes Rendus de l'Académie des 
Sciences (*); da essi io 110 dedotto le nuove trasformazioni delle superficie a 
curvatura costante, il cui studio forma I'oggetto principale della presente 
Memoria (**). Si sarebbe potuto pervenire a risultati in intima connessione 
con questi, e precisamente a superficie aventi le stesse immagini delle linee 
di curvatura delle nostre superficie a curvatura costante trasformate, prose- 
guendo le anteriori ricerche pubblicate da GUICHARD stesso nei Comptes Retzdus 
del 1898 (***). Su queste ricerche che, per quanto riguarda la trasforma- 
zione delle superfic,ie ,z curvatura costante, furono appena accennate dall'au- 
tore, ritorniamo più avanti. 

Intendiarno meglio l'importanza dei teoremi di GUICHARD, collegandoli 
colla teoria della deformazione delle congruenze rettilinee normali e col ce- 
lebre teorema di WEIN~ARTEN, relativo alle evolute di quelle superficie i cui 
raggi principdi sono funzioni I'uno dell'altro (superficie W). Immaginiamo 
percib una superficie S,,, flessibile ed inestendibile, dai punti Mo escolio 

a 

(*) Sur la déformation des quadt5ques de ~évolictioon (23 janvier 1899, pag. 232). 
("y Vedi le mie Note nei Rendiconti della R. Accademia dei Liiicei: sedute del 

19 febbraio, Ci marzo, 23 aprile e 21 maggio 1809. 
(***) Vedi specidmente la Nota: 6 juin 1898, pag. 1617. 
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186 B i a n c  h i :  S u l l a  teoria delle t î .asfownazioni 

segmenti rettilinei M,, M norrnali nei loro estremi M ad une nuperfioip S e 
deformiamo comunque la superficie di partenza So, che seco trasporti i seg- 
menti Mo M, invariabilmente connessi nei loro punti di pertenza If,, agli 
elementi del piano tangente d i  8,. vil noto teorema di BELTRAMI (*) ci dice: 
i?a tu t t e  le defomnaxioni d i  Su i l  Izioyo S deg l i  est t .en~i M è costanternenfe zrnn 
szdperficie ortogonlrle ai r a g g i  Mo M. 

Supponiamo ora di più che, in una speciale configurazione della S,, la 
superficie S normale ai raggi della congruenza sia, una superficie W, cioé 
abbia i raggi principali di curvaturn Y,, r ,  l e g ~ t i  da iina relazione : 

e proponiamoci il problen~a fondamentale seguente, che diremo i l p rob lema [ A ]  : 
[A] .  Quando accadrh che itz tufte le defo~.nmr,iorzi del ln  So .i r a g g i  pr in-  

c ipal i  d i  czwvafura del lu  sz~pwfic ie  S r i m a n g n ~ z o  costu7zfewenfe Iegati da l la  
medesima ~ e l u x i o n e  ( a )  ? 

Il teorema di WEINGARTEN ci fa appunto conosc.ere utia classe assai estesa 
di siffatte congruenze, dalle quali anzi si ottengono tutte le possibili super- 
ficie 'Fr (**). Basta infatti che la superficie iniziaie ,!$ sia applicabile sopra 
una supei.ficie di  rotazione ed i segmenti JIo&! escano tangenxialwenfe  
alla S,, secondo le direzioni delle tangenti alle deformate dei meridiani ; 
allora una qualunqiie delle superficie S, tiormali ai  raggi, risulta una super- 
ficie W, i cui raggi principali di curvatura soddisfano sempre ad una me- 
desima equazione (a). 

1 teoremi di GUICI~ARD, riguardati sotto un coriveniente punto di vista, 
ci rivelano l'esistenza di soliizioni essenxialmente nuove del problema [A] , 
ove i raggi della congruenza non escono più, come ne1 teorema di WEIN- 
RARTEN, tangenzialmente alla superficie S, di partenza ("**). Possiamo itifatti 
enunciare i teoremi fondamentali di GUICHABD sotto la forma seguente : 

Teoreina 1. L a  superficie in i z ia le  So s ia  un p a r a h l o i d e  d i  ~ o t a x i o n e  ed 
i segmenti  M o  31 sialto dispost i  s u i  r a y y i  focali M o  F, tvovundosi g l i  es tremi  M, 

(*) Vedi pag. 237 delle mie Lezioni di yeomel~~ia differenziale (Pisa-Sporri, 1591). 
Nei frequenti richiami del testo a l  mio libro 10 citerb semplicemente con:  Lezioni. 

(**) Lezioni, Cap. IX .  
(**;) Un nltro caso assai ovvio, che conviene pero notare fin d'ora, si ottiene assu- 

mendo p e r  S, una superficie a curvatura costante e considerando la  congruenza delle sue 
normali; in ogni superficie S parallela alla S, si lin cosi evidentemente una soluzione 
del problema [A] .  
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nel la  configz~razione ini;iale,  1.iztniti nel  fuoco F. Deformundo comunque i l  
paratoloide  So, il h o g o  degl i  e s t remi  M d e i  segmenti, t rasportut i  da Sa 91e2le 
sue j e s s ion i ,  s a r à  sempre u n a  superficie d'area m i n i m a  ortogonctle a i  r a g g i  
Mo M. Ujia seconda superficie d'area ?nhzinza S s i  ott iene,  ogni  v o i t a ,  corne 
lzlogo del punto dl s i m z e t r i c o  d i  M rispetto a l  piano tangente in Mo a l la  So 
e le nownal i  della S sono i r a g g i  Mo rif lessi  de i  pr imi t i v i  sapa S,, , che 
costituiscono zcna seconda colzgruenxa n o m a l e  legnta z i~vur iub i l~~zen te  a l la  Sa 
lzelle sue jlessioni. 

Teorema I I .  La szqe?.ficie S, si% un ellissoide al lungato  d i  1-otaxione, 
ovuero un i'erboloide d i  rotaxione 18 due falde, d i  crsse principale ( m a g g i o ~ e  
o trasverso) d i  lunghexxa = 2 B e i r a g y i  M,'M s i  d ir igano vevso l'zcno o 
2'alt?o de i  due  fuochi, nel  q z d e  s i  trovi.izo inixialrnente rizbniti g l i  estrerni M. 
Deformando co?~zu?zque l a  quadricn Sol i l  Euogo J e g l i  e s t r e a i  Ji! 2 sen-re 

1 
Z M U  szlperficie a czwvatura media costante = - 9 orfogonale a i  ragg i .  

12 
Notiamo c h ,  secondo un noto teoreina di  BONNET (*), ogni superficie a 

1 
curvatura media costante = - ne ammette una parallela, alla distaiiza R, di 

12 
1 c,urv:itura costarite positiva = - sicchè ad ogni deformata della quadrica 
RZ 

di rotazione si collegano due superficie applicabili sulla sfera di raggio = R. 
Per  rneglio ordiilare le diverse ricerche contenute nella presente Me- 

moria, ho adottato una divisione per capitoli. Ne1 Capitolo 1, cornpletando 
le ricerclie delle quali nelle mie Note citate dei Rendicont i  dei Lincei ho 
dato un rapido riassunto, tratto i l  probleina fondamentale [ A ]  pel caso in 
cui la superficie S, ortogoiiale ai  raggi della congruenza che si deforma, 
debba laestare sempre ad area minima, orvero a curvatura costante. Ne1 caso 
che S sia una superficie minima, ovvero quando l a  sua curvatura è costaiite 
l~ositiva, dimostro che non esistono altre soluzioni olti-e quelle che i teo- 
renii 1 e II di G U I ~ H A R D  c i  fiil110 conoacere, quando naturalrnente si faccia 
astrazione dalle solueioni d ie  il teorema di WEIN~ARTEN ci fornisce nelle evo- 
lute So delle superficie d'area minima O delle superficie applicabili sulla sfera. 
Ma se facciamo ln medesima ricerca supponendo che la S resti costantemente 
superficie pseiidosferica di dato raggio , trovianio che (trascurando al solito 
le soluzioni fornite da1 teorema di WEINGARTEN nelle superficie non rjgate ap- 

(*) Lezioni, pag. 447. 
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plicabili su1 catenoide) esistono tre casi essenzialmente distinti. La super- 
ficie Sn risulta allora applicabile sopra una superficie di rotazione, la cui 
çurva meridiana pub offrire le tre forme seguenti: 1." la curva logaritrnica, 
2." la catenaria accorciata, 3." la sinusoide iperbolica. 

In tutti i casi i raggi della congruenza, che accompagiia nelle sue fles- 
sioni la superficie Sol sono normali ai paralleli ed i loro raggi riflessi 
sopra Sn soddisfano egualmente alle condizioni imposte, talcliè insieme ad una 
superficie S ad area minima, O a curvatura costante, se ne ottiene sempre 
una seconda normale ai raggi riflessi , due punti corrispondenti Ml % 
di S, S giacendo sirnmetricamente rispetto al piano tangente ne1 punto cor- 
rispondente Mo della superficie riflettente S, . 

11 Capitolo II tratta delle proprietà della corrispondenza clie vierie, dalla 
costruzione stessa, a stahilirsi fra i punti di S,, e di S ovvero fra quelli 
di S, 3, proprietà essenziali a conoscersi ljer venire poi nll'argomento prin- 
cipale e più importante, alla teoria delle nuove trasformazioni che ne deri- 
vano per le superficie a ciirvatura costante. Ogni volta la ricerca della pro- 
prietà in considerazione viene condotta in guisa d'a trovare nello stesso tempo 
tutti gli altri casi in cui essa si verifica, il che conduce a risultati per sè 
notevoli. 

Ne1 Capitolo III, che stabilisce l'esistenza delle iiuove trasformazioni delle 
superficie a curvatura costante, si parte dall'osservazione, già fatta sopra, che 
ad ogni deformazione della superfic.ie foiidanlentale di rotazione S, si coor- 
dinano due superficie a curvatura costante (*) S, l'una normale ai raggi 
primitivi, I'altra ai loro riflessi, essendo So la superficie riflettente. Importava 
anzi tutto risolvere la questione segucnte, ove si tratta, in certo modo, della 
i~tvem'one dei teoremi di GUI~HARD : 

Data una superficie S a cu?.vatura costante positilja O tzegativa, p i b  essa 
s e q w e  considevarsi conie devivala da euza superficie Sn applicabile s o p a  unct 
ddle nostre superJicie tipiche d i  rotaaione in. guisa che le nortîzaZi alla S 
costituiscano una delle due congruenxe collegaie, secondo i teoremi d i  Gur- 
CHARD, alle defo~maxioni d i  So ? 

(*) Qui abbandoniamo affatto il  caso del paraboloide di rotazione e delle superficie 
minime. Del resto anche in questo caso si trovano risultati affatto analoghi e si giunge 
ad  una trasformazione delle superficie d'area minima che si collega alle ricerche esposte 
da1 sig. THYBAUT negli Annales de tÉcob Normale (IIIème shrie, tom. XIV, 1897, pag. 45). 
Ma l'includere l e  relative ricerche ne1 presente lavoro mi  avrehbe troppo allontanato da1 
sog$etto principale. Di esse t rat terb in u n s  Nota a parte. 
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Se si pensa che la totalith delle flessioni della superficie fondamentale di 
rotazione. dipende da  due funzioni arbitrarie, xppunto corne la totalità delle 
superficie di data curvatura .costante, facilmente si prevede che alla domanda 
sa14 da rispondersi affermativamente. Ma la ricerca effett,iva, constatando l a  
verità della previsione, dimostra di più, cib che non era affatto prevedibile 
a priori, che ogni data superficie S a ciirvatura costante deriva in w2 modi  
d i v e m i  da superficie S,, applicabili sulla fondamentale di rotazione; per de- 
terminare queste w ~ c n f i g u r a z i o n i  della $ si ha da integrare un sistema di 
equazioni ai differenziali totali. 

D'altronde se per ciascuna delle me forme di So immaginiamo che i 
raggi normali alla S si rifiettano sulla S,,, fra le superficie normali ai  raggi 
riflessi ve ne s a r i  una determinata 8 (simmetrica di 8 rispetto n 8,) colla 
medesima curvatura costante di S. Se si osserva poi che già nella forma 
della superficie fondamentale di rotazione entra una costante arbitraria, se ne 
conclude: D a  ogni  stcperficie tzotcn S a CU)-vaturu c o s t a d e  derivano, colln in- 

dicata costrz~xiu~ze ,  003 12210ve superficie S colla ?nedgsima curva tura  costante. 
Per  ta1 modo si giunge ad una teoria di trasformazioni sempre rea l i  delle 
superficie a curvaturn costante posit iva,  O rzegativa. 

Ne1 Cap. IV, colla introduzione di convenienti funzioni ausiliarie sugge- 
rita dalla teoria dei sistemi ciclici, si cangiano le equazioni che definiscono 
le nojtre trasformazioni in un sistema differenziale l i n e w e  ed ornogetzeo, su1 
quale più speditarnente si fanno le verifiche relative alla illimitata integra- 
bilità del sistema e tutte le altre che si riferiscono alle superficie a curva- 
tura costante trasformate. Se ne deduce i n  particolare la notevole proprietà 
delle nuove trasformazioni di essere permutabili colla trasformazione involu- 
toria di H s z z r ~ s ~ r s .  Presentate le formole di trasformazione sotto il nuovo 
aspetto, facilmente si è condotti ad  una classe di superficie, che hanno a 
coniune con quelle a curvatura costante l'immagine sferica delle linee di 
curvatura, e i cui ïaggi principali di curvatura r , ,  r ,  sono legati alla di- 
stanza p dell'orjgine da1 piano tangente ed al quadrato 2 p della distanza 
dell'origine stessa da1 punto di contatto dall'equazione : 

k r ,  r,  - p (r ,  + Y,) + 2 q = O, (k costante), 

che appartiene a l  tipo di quelle considerate da  WEINQARTEN r~elle sue. ultime 
ricerche sull'applicabilitit. Sono queste le superficie a cui un ulteriore sviluppo 
delle anteriori riccrche di GUICHARD, già, sopra menziunate, avrebbe condotto. 
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11 Cap. V tratta delle relazioni che intercedono fra le nuove trasforrria- 
zioni delle superficie a curvatura costante e quelle già prima note nella tra- 
sformazione complementare e di BACKLUND (*). 

Si comincia da1 dimostrare che per le superficie pseudosferiche le tra- 
sformazioni che si otterigono, secorido il Czlp. III, in relazione colle superficie 
applicabili sn1l:i logaritmica di rotazione e su1 catenoide accorciato si ridu- 
cono alle antiche, potendosi comporre ne1 primo caso con due trasformazioni 
complementari, ne1 secondo col1 due successive trasformazioni reali di BÀCKLUND. 

Ne1 terzo caso, corrispondente alle flessioni del sinusoide iperbolico, pos- 
siamo bensi risolvere ancora la nostra trasformazione ?meule in due trnsforma- 
zioni di BACKLUND, ma queste componenti elementari sono necessariarricnte 
iinmaginarie (coniugate). Passando poi al caso delle superficie a curvatura 
costante positiva, caso che offre il maggiore interesse corne quello che era 
rimasto fino a qui inaccessibile alle trasformazioni veali, vediamo che h a  seni- 
pre luogo l'ultima circostanza cioè: la trusformaxione visulla da1 coiîlporre 
due trasfornzaxioni di  B ~ C R L U N D  (purumente) immagi?zarie conif.rgate e p r -  
t e d o  da elna superficie a curvutura costante pusitivu reale si perviene ad una 
superjîciejinale veule della medesitna specie, pussando per una supe~ficie au- 
silian'a imntaginaria. 

Ci è ora relativamente facile i l  dare le formole effettive per I'anzidetta 
composizione, con che si perviene i n  modo più rapido al sisultato finale. Non 
bisogria per altro dirnenticare che la nuova via più bseve f u  ritrovata sol- 
tanto dopo che le conseguenze dei teoremi di G U I C ~ A R D  ci Iianno fatto certi 
dell'esistenza delle nuove trasformazioni reali e clie per essa non riconoscinmo, 
i n  modo reale, tutte le iriteressanti circostanze geometriclie che accornpagnano 
la trasformazione. Mi piace qu i  ripetere cib che ebbi già ad osservare nelle 
Note preliminari citate (**) e cioè clie : le tzuove trasfo~.muxioni sono d i  ?tu- 

jura pi& complicata delle alzliclie e s i  t~isolvono in  tali trasfurmaxioni yiù 
sernplici solo ricowendo ad okpt.tzme componenti i ~ m a g i n a r i e .  E d  in questa 

(*) Quasi contemporaneamente a queste mie ricerche sull'argomento, e dopo clie le 
mie due prime Note sulle nuove trasformazioni erano già pubblicato, comparvero nei 
Coinptes Rendus de l'Académie (Séances du 27 mars, 4, 17 et 24 avril 1899) alcune Note 
del sig. DARBOUX, ove l'illustre geometra dimostra i teoremi di G U I ~ H A R D  ed altri più 
gcnerali ed, occupandosi delle trasformazioni delle superficie a curvatura costante, giunge 
per altra via a risultati equivalenti a quelli del presente Cap. V. 

(**) Vedi specialmente l a  Nota del 23 aprile. 
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oircostanza appunto che le aritiche trasformazioni soltanto in certo modo colln 
duplicazione dànno luogo alle nuove reali è da  ricercarsi, come parmi, la 
ragione per cui queste ultime trasformazioni sono rimaste cod a lungo 
nascoste. 

Dalla accennata composizione derivano. poi, COI sussidio del teorema di 
permutabilità, le conseguenze medesime che per le superficie pseudosferiche 
ho ampiamente svolto ne1 Cap. XVII delle Lexioni, in particolare questa prin- 
cipale: Se di  una superficie S a curvatirra costade positiva o negativa si 
satano deterrninare tzdte le trasfurînate d i  BACKLUND, Z'applica~io~ze suc~essiva 
ed illimitata delle nuove trasfonnaziolzi wal i  alla szîperJicie S ed alle sue 
successive t?.asfo~mute richiededi soktanto calcoli algebrici e d i  derivuxio~ze. 

I n  fine ne1 Cap. VI  dimostro che le nuove trasformazioni possono ap- 
plicarsi, oltre che a superficie a curvatura costante isolate, anche n serie ao' 
di tali superficie sppartenenti a sistemi tripli ortogonali (sistemi di WRINGAR- 
TEN). D a  ogni tale sistema si ottengono cosi ooS nuovi sistemi della medesima 
specie. 

Pe r  ta1 modo, dopo un lungo periodo di tempo, vengono completnte, an- 
che pei sistemi di WEINGARTEN a curvatura positiva, le ricerche contenute 
nella mia Memoria del 1885 (*). 

Chiuderh questo riassunto dei principali risultati stabiliti nella presente 
Memoria coll'annunziare che teoremi perfettamente simili a quelli di GUICHARD 
sussistono, insieme a tutte le loro conseguenze, anche nella geometria degli 
spazî a curvaturn costante positiva O negativa. Mi propongo di esporre queste 
nuove ricerche in una seconda Memoria, ohe tratterà appunto delle superficie 
ad area minima e delle superficie a curvatura costante nella geometria ellit- 
tica e nella geometria iperbolica. 

(") Questi Annali, tom. XIII, serie 2." 
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CAPITOLO 1. 

De l la  deformazione d e l l e  congruenze .  

Consideriamo una congruenza C di raggi ciascuno dei quali emani da 
un punto Mo della superficie So di partenza ed inimaginiamo la congruenza 
invariabilmente legata alla ,!JO, supposta flessibile ed  inestendibile. Se flettiamo 
cornunque la So, che seco trascini il sistema di raggi, diremo anche talora, 
per abbreviare, che deformiamo la congruenza C. 

A fondamento delle nostre ricerche poniamo le considerazioni e nota- 
zioni seguenti. Scegliamo sulla superficie S, un sisterna curvilineo coordi- 
nato (u, v), assumendo a linee 21 = cost. quelle linee di So che sono normali 
ai raggi della congruenza C (*), indi a linee v = cost. le loro traiettorie or- 
togonali. L a  &, in una sua speciale configurazione, sarà perfettrtmente defi- 
nita dalle sue due forme quadratiche fondamentali (**), che indicheremo ri- 
spettivamente con : 

cl si = E, d u? + Go d v 2  

Sappiamo che i coefficienti di quede forme sono legati fra loro unica- 
mente dalla equazione di GAUSS : 

(") Tali  linee cessano di essere determinate ne1 solo caso, privo d'interesse, che la 
congruenza C sia quella delle normali di So. Valgono del resto anche allora tut t i  gli svi- 
luppi del testo, ove soltanto res te rà  arbitrario il sistema coordinat0 (ortogonale). 

("") Lezioni, Cap. IV. 
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indicando con Ko la curvatura di S,, e dalle due equazioni di CODAZZI : 

Indichjarno poi con x,, y,, x, le coordinate cartesiane ortogonali di un 
punto Mo = (zc, v) mobile sopra 8, e con : 

rispettivamente i coseni di direzione della terna ortogonale uscente da Mo 
formata : 1." dalla tangente alla linea v = oost., 2." dalla tangente alla linea 
u = cost., 3.' dalla normale alla superficie. Avremo allora le formole fonda- 
mentali seguenti : 

e le analoghe che se ne deducono permutando circolarmente le lettere (Y, 

y, z)'(Xi, Yi, Zi) i = l ,  2, 3. Xia ora: 

l'angolo d'inclinazione del raggio della congruenza C ,  emanante da1 punto 
(u, v )  di X,,, sulla superficie cioè sulla linea v = cost. Inclicando con x, Y, Z 
i coseni di direzione del raggio, potremo porre: 

X = c o s ~ X , + s e n a X , ,  Y = c o s a  Yi + s e n a  Y,, ) 
Z = c o s o . Z i + s e n ~ Z 3 .  

(2) 

Annali di Matematicu, Serie III, tom0 III. 26 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



194 B i a  nc hi: Sulla teoria delle trasfovmaxioni 

Da queste formole derivando, coll'aver riguardo alle (l), deduciamo : 

Introduciamo ora per la nostra congruenza C le notazioni di KUMMER (*): 

e troveremo per questi coefficienti fondamental;, dalle (3), le espressioni se- 
guenti : 

COS G a \,G, - sen a D", 
VG 

- Do a e =- \ IEoseno (iE - +&)> f = - v ~ ( s e n o ~ + - - -  1 cos a tx) 
Go VG, J v  

- D', a - COS G a VG, sen G D", (5") 
f ' = - - \ i ~ ~ s e n D ( ~ + ~ ) ,  g = ~ ~ o ( y = - -  g o a u  

vZ$ 1' 
(*) Lezioni, Cap. X. 
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Per il seguito delle nostre ricerche ci conviene calcolare i valori delle 
quantità fondamentali: 

El G'-Pl" g E 1 - ( f +  ft)F1+eG', eg- f f ' .  

Ponendo per abbreviare : 

troviamo : 

Le tre quantith fondamentali (67 contengono tutte il fattore M e per 
semplificare i calcoli dei $5 seguenti, importa ami tutto che esaminiamo se 
pub darsi il cas0 che questo fattore M si mantenga costantemente nul10 i n  
tutte le defornzaxioni della coragruenxa C, ossia se pub darsi che sia sempre: 

questa ricerca conduce, corne si vedrà, a risultati per sè interessanti. 
Nella no~tra  ipotesi X,  Y, Z saranno funzioni l'uno dell'altro, sicchè la 

questione proposta equivale geometricamente alla seguente : Pub accadere che 
in tutte le deformazioni della congruenza C uno dei suoi sistemi di  svilup- 
pabili consti sempre d i  superjcie cilindriche? 
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Dovremo avere per tutte le flessioni di S,: 

se moltiplichiamo questa equazione per Do e ne eliminiamo Dlr, ricorrendo 
alla equazione di Gauss: 

Do Duo = 0'0 + Ko E, Go, 

la convertiamo nella seguente relazione fra Do ,  D'oz 

Ora noi facciatno qui 1' osservazione fondamentale anche per il seguito 
che: dovendo questa relaxione in  terrnini $niti fra Do, D'o sussistere (per 
ipotesi) in tzctte le flessioni di So sarà necessariamente una identità. Altri- 
menti, associandovi l'equazione (1) di Gauss, potremo esprimere p. e. Do, D", 
in funzione di Do, u, v e sostituendo nelle equazioni (II) di CODAZZI, se que- 

' ' espresse ciasouna per ste risulteranno indipendenti, ne dedurremo -O - 
au  a~ 

Do, u, v,  cib che lascerebbe sussistere a l  rnassimo nelle flessioni di  So una 
costante arbitraïia. E, pur supponendo il caso più sfavorevole, avremmo sern- 
pre zlna equazione a derivate parziali del 1." ordine per Do, risultato assurdo 
perchè la totalità delle flessioni di So dipende invece da  un'equazione del 
2." ordine. 

Dovendo dunqiie la (7) risultare un'identità in Do, Do', osserveremo in 
X 

primo luogo che se fosse 0 = - essa si ridiirrebbe a: 
2 

D - -- Do D'a L (D'i + Ko Eo Go) + - == O, 
i ( ~ o  Go dEo GO 

onde K, = O. Cib dà  la soluzione evidente del problema fornita dalla con- 
X 

gruenza delle normali di una sviluppabile. Supposto ora =I= - ed eguagliando 
2 '  
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a zero nella (7) i coefficienti di D:, D'i, otteniamo: 

perché rrnche per 5 = O la seconda di queste equazioni sussiste. Pe r  le (7'7 
la (7) diventa, sopprimendo il fattore Do: 

e si scinde nelle due : 

Ora s u d d i ~ t i o ~ u i a m ~  due casi secondo che I'angolo O, che è certamente 
funzione della sola v, è costante O variabile. 

1." caso: o costante. Allora le (7"), (8) ci dhnno: 

e cangiando i parametri zc, v possiamo fare sena'altro: 

onde 

L a  superficie So è in ta1 caso una rrviluppabile e le linee (u, v), disten- 
dendo S, su1 piano, si convertono in un doppio sistema di rette ortogonali, 
Viceversa se prendiamo una qualunque sviluppabile S, e tracciamo su di essa 
u n  sistema di geodetiche parallele, indi da ogni punto di tS ,  facciamo uscire 
un raggio normale alla geodetica del sistema che vi  passa e inclinato di un 
angolo costante o qualsiasi sulla superficie, avremo sempre una soluzione del 
problema, essendo verificate tutte le equazioni precedenti. È questo del resto 
geometricamente un caso assai ovvio ed anzi vediamo che i raggi della con- 
gruenza uscenti dai piinti di una medesima generatrice di So riescono fra 
loro paralleli. Notiamo che le equazioni differenziali separate delle sviluppa- 
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bili della congruenza sono ne1 caso attuale: 

D o d u +  D1,dv=O 

D , d ~ - D ' ~ s e n ~ o d u = O ;  

le prime sviluppabili segano appunto S, lungo le generatrici. Osserviamo an- 
cora che risultando qui f = f ' ,  la congruenza é normale (*) e le superficie 
ortogonali ai raggi sono esse stesse sviluppabili. Cosi abbiamo nello stesso 
tempo una semplice soluzione del problema [ A ]  della prefazione. 

2.0 caso: a variabile. Possiairio prendere senza alterare la generalità 
a = v e la prima delle (8) ci dà allora: 

integrando, col disporre convenientemente del parametro u, possiamo porre: 

JZ = cos v.  

L'ultima delle (8) diventa poi: 

ma essendo G, funzione della sola v ,  per la nota espressione della curva- 
tura si ha: 

onde la precedente diviene: 
a iogVG, a COS v - --- - - 

d v sen v 
e integrando : 

\I7& = k sen2 v, 

essendo k una costante. Sostituendo alla S, una superficie simile, possiamo 
fare k = 1 e l'elemento lineare di So diventa: 

d s,P = cosP v d u9 + sen4 v d v4. (9) 

È p e s t a  una ben nota forma di elemento lineare, appartenente a quella classe 

(*) Anche geometricamente la cosa B evidente solo che si assuma per configurazione 
iniziale di 8, quella di una superficie piana. 
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di superficie applicabili sopra una medesima superfich di rotazione che fil 

un:i delle prime completamente determinate da WEINGARTEN, come evolute di 
quelle superficie W i cui raggi principali di curvatura sono legati dalla re- 
lazione : 

2 (Y2 - r i )  = sen [2 (Y2 + ri)] (*) 

Viceversa da1 nostro calcolo risulta : se per i punti della superJicie So di ro- 
taxiolze d'elewiento lineare (9 )  si conducono le rette normali ai  meridiani 
ed inclinate sui paralleli dell'angolo v = arc cos r ,  in  qualunqzce flessione 
della So i raggi de2le congruenxe si disporranno in ;ni serie di raggi pa- 
ralleli. Si aggiunga che, l'equazione differenziale delle sviluppabili cilindriche 
della congruenza essendo : 

D0dzc+(D1,- cosv) d v = O ,  

che combina con quella delle assintotiche di un sistema, si ha I'ulteriore pro- 
prietà: in  tutte le flessioni di  So le linee lungo le qzlali i raggi della con- 
gruenza risultano fra loro paralleli sono le assidotiche di  un sistenza. 

Dalla nostra analisi risulta ancora che le uniche soluzioni del problema 
proposto al principio del paragrafo sono offerte dalle superficie sviluppabili e 
dalle evolute dalle superficie W corrispondenti alla relazione: 

k (r ,  - r , )  =sen [k (Y, + r,)]. 

L'un .cas0 poi si distingue dall'altro per questo ehe soltanto ne1 primo 
la congruenza è normale. 

TRATTAZIONE DEL PROBLRHA [ A ]  PEL CASO .ni UNA SUPERFICIE S 
D'AREA MINIMA. 

Veniamo a trattare il problema [ A ] ,  supponendo che la congruenza C 
che si deforma sia uns congruenza normale ed una delle superficie S ortogo- 
nali ai raggi resti in tutte le jlessioni della super$cie d i  pavtenxa S, super- 
ficie d'area tninima. 

(*) Lezioni, pag. 241. 
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I n  primo luogd l a  condizione chë la congruema C sia normale si tra- 
duce nella nota relaxione (*): 

f - f ' ,  
ovvero per le (5") nell'altra-: 

Le  coordinate x, y ,  x del punto M, ore il raggio uscente da1 punto 
Mo = (x,, y,, 2,) di S,, incontra normalmente la S sono date dalle formole: 

% = x O $  TX, y = y o +  T Y 7  x = x , +  TZ,  (11)  

ove T  indica una determinata funzione della sola u che soddisfa la condizions: 

d T  - 
- = - \I h: cos o (**). 
d u  

Peï la S indichiamo ora colle solite notazioni: 

337 7 G 

D, B' D", 

i coefficienti della prima e seconda forma fondamentale. Poichè dalle (11) de- 
rivando segue : 

colle analoghe peï y, x, ne deduciamo le formole: 

Ln somma r ,  + r, dei raggi principali di curvatura della S è data (***) 
da: 

(a) Lezioni, pag. 256. 
(w) Lezioni, ibid. 
y*) Lezioni, pag. 121. 
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e perb la S sarà ad area minima se si avrà: 

Sostituiamo in questa i valori ( 6 9  e sopprimiamo il fattore &if comune ai 
due termini, Cib invero è lecito poichè, se fosse M =  O in tutte le Jlessioni 
della congruenza normale, saremmo ne1 1.' cas0 del paragrafo precedente, ove 
non si ha una soluzione dell'attuale problema, le superficie ortogonali ai raggi 
essendo allora sviluppabili. La (13), liberata cos1 da1 fattore M, diventa: 

e deve, per ipotesi, sussistere in tiitte le flessioni di S, (*). Procedendo corne 
al paragrafo precedente, moltiplichiamo questa equazione per Do e sostituiamo 
poi D'Q + R, Eo Go in luogo di Do D", . Otteniamo per ta1 modo l'equazione : 

D, COS a a J7& sen a --- \ ~TI($+Z).[ @ au 
-g o (DI: + ~o GO)] + I 

che dovrà, per l'osservazione fondamentale 5 2, rkultare identica in Do, D', . 
Eguagliando a zero il coefficiente del prodotto Do D',, ottenirtmo intanto 
l'equazione : 

a d E ,  
COS 5 - a a + sen a - = 0, a 2: a v 

che associata alla (10): 

a dZ 
COS c - - sen o a U. 

a v a;-0, 

(7 Si potrebbs forse pensare alla yossibilità che per una parte soltanto delle fles- 
sioni fosse verificata, l'equazione del testo, annullandosi per l'altra parte il fattore M; 
ma allora le consideraziorii stesse del 3 2 dimostrano clle l'una O l'altra equazione deve 
riuscire identica i n  Do, Dro, eliminato che sia mediante l'equazione di GAUSS. 
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ci dimostra che si dovrà avere simultaneamente: 

- 
7C 

a meno che lzon sia u = - Ma .quest'ultimo caso si esclude subito perchè 
2 ' 

i-G allora il coefficiente di DO nella (14) sarebbe -= , né potrebbe annullarsi (*). 
d En . - 

Sussistono dunque le (14*), onde cangiando il parametro u possiamo fare 
Eo = 1 e adottando la notazione degli accenti per le derivate delle funzioni 
della sola u, scriveremo la (14) cosi: 

questa si scinde nelle tre separate: 

2 T o' sen u = sen2 U. I 
Ora noi qui trascuriamo naturalmente il caso u = 0, perchè allora i raggi 

della congruenza sarebbero tmgenti alla S, e troveremmo (dalle (15) stesse) 
la nota soluzione fornita da1 teorema di WEINGARTEN nella evoluta del cate- 
noide. Possiamo quindi dividere l'ultima delle (15) per sen O, onde si ha: 

e le due prime moltiplicate per o' che è, per ln (16) stessa, diverso da zero 

(*) Anche geornetricamente l a  cosa è evidence, p r c h è  allora l a  congruenza sarelibe 
quella delle normali a S, e questa dovrehbe avere  in tu t te  l e  flessioni i raggi  di curvs- 
t u r a  legati dalla relazione Y, + = cost., cib clie E assurdo. 
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diventano : 

Integrando la prima delle (1 7) otteniamo : 

indicando con V una funzione della v e, cangiando il parametro v ,  potremo 
fare V -  1, indi vG= cot a. La seconda delle (17) diventa in conseguenza: 

cioè : 
clr = 3 cot a . o'*; 

questa integrata porge : 
a' = JG sens a, 

denotando k una costante arbitraria e la (16) ci dà quindi per 2 T il valore: 

Cod la (14) è identicamente soddisfatta e resterà solo da vedere se col 
valore (19) per T si soddisfa anche la condizione (12): 

ci6 che si verifica subito aver luogo a causa della (18). 
Dalla nostra ricerca risulta che il problerna proposto ammette sempre due 

soluzioni: l 'ma  ci è fornita dall'assumere a superficie di partenza l'evoluta 
del catenoide e la congsuenza è allora quella delle tangenti ai meridiani: 
l'altra si ottiene prendendo per superficie S, di partenza una superficie d'ele- 
mento lineare: 

d G* a sp2 = 
k' sens G + cot2 a d v2, 
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-- 

the appartiene, corne si  vede, ad  una superficie di rotazione. Per conoscere 
v questa superficie scriviamo, cangiando v in -. 
k *  

e ponendo: 

indi : 

avremo : 

Questo è l'elemento lineare del paraboloide di rotazione, ln cui parabola 
ineridiana (assumendo ger asse ,Y l'asse di rotazione) ha I'equazione: 

k ra 
Z s - .  

2 
Di più dalla formola: 

che combina con quella che dà l'angolo d'inclinazione della tangente alla Pa- 
rabola sull'nsse, ovvero su1 raggio focale, vediamo che, quando la Se è con- 
formata a paraboloide di rotazione, i raggi emanano da1 fuoco ovvero sono 
paralleli all'asse di rotazione. Inoltre la (19) ci dà: 

ed il secondo membro rappresenta appunto la lunghezza del segmento focale. 
Cod la priina parte del teorema 1) di GUICHARD (prefazione) è completamente 
dimostrata. Per  vedere chiaramente corne sussista anche la seconda parte del 
teorema, facciamo uso delle considerazioni seguenti, che varranno poi anche 
senza che stiamo a ripeterle, negli altri casi. L'equazione fondamentale (1s) 
resta verificata cangiando o in - o e, per la (19), il valore di T resta il 
medesimo. 1 due sistemi di raggi che corrispondono ai valori opposti di a 

sono evidentemente riflessi l'uno dell'altro, la superficie riflettente essendo 
la S,; di più le due superficie (minime) S, S normali ai  due sistemi di raggi 
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date dalle rispettive formole (11): 

a--.x,+ T ( c o s ~ X ,  + s e n o X 3 )  

y = y o + T ( c o s o Y , + s e n c r Y , ) ,  x - z , + T ( c o s a Z , + s e n o Z , )  
- 
x = x, + T (cosp Xi -sen a X,), 

sono appunto tali che due loro punti corrispondenti Y, %? giacciono simme- 
tricamente rispetto al piano tangente ne1 punto corriapondente Mo alla super- 
ficie riflettente So, come è reso evidente dalle formole: 

- - - 
x - x = 2 T s e n a X 3 ,  y - y = 2 T s e n o  Y,, x - z ' = 2 T s e n u Z 3  

1 1 
- ( x + ~ ) = x , + T c o s = x , ,  2 2 - ( y + ~ ) = y o + ~ l c o s D  Y,, 

P e r  ta1 modo non solo abbiamo dimostrato completamente il Teorema 1) 
di GUICHARD, ma abbiamo provata d i  più clie : le unicha solzczioni del pro- 
bletna fondamentale (A) puando la superjcie S debba restare costantemente 
ad area minima, sono fornite da2 paraboloide d i  GUICHARD e dalla mo2uta 
del catenoide come superjcie d i  parbenxa; inoltre la congruenzu deve uvere 
îispetto (8 pes ta  superficie rispettivamente la gz'aeitzrrra assegnata da2 teorema 
stesso d i  GUICHARD, ovvero da quel10 d i  WEINUARTEN. 

TRATTAZIONE DEL PROBLEMA (A) PEL CASO DI UNA SUPERFICIE S 

A CURVATURA COSTANTE. 

Ci proponiamo ora di risolvere il problema (A) quando la superficie S 
debba mantenersi a curvatura costante, escludendo per altro il caso della cur- 
vatura nulla, che gih al 3 2 ha ricevuto la sua coiple ta  soluaione. 

Siccome si ha:  
D D" - D'e 

= E t  GJ - Fr2 
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ovvero, per le (12*): 

se indichiamo con A il valore costante del prodotto r ,  r ,  (inversa della cur- 
vatura), avremo l'equazione: . 

(TL A ) ( Z r  Gr- .F '2)+ T ( g  E r - 2  f F 1 + e  Gr)+eg- f e = O .  

I n  questa sostituiamo i valori (6") § 1 e sopprjmiamo il fattore M, ci6 
che è lecito, avendo escluso il cas0 del $ 2. 0tteni:imo coi4 l'equazione: 

J G ,  

- - sen o vEo Go = 0. 

Moltiplicando al solito per Do ed eliminando D",, abbiamo: 

c 0 (Dl' + Ko Eo Go) 

sen o DI, + - - ) D O ] +  cos a il \(E, 
@O a v  

+ ~1~~i.g  sen^^^ -- > (20) 

X 
e questa dovrà essere un'identità in Do, Dro.  Escludiamo il caso o = - ove 

2 
seguirebbe dall' identith (20)  : 

1 T=O, Roc-, 
A 

e ne risulterebbe l'ovvia soluzione, gih indicata in nota alla prefazione, che 
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1 si ottiene assumendo per So una superficie a curvatura costante = - e per 
A 

congruenza la congruenza delle sue normal;. Osserveremo che, escluso il caso 
7e 

O = -  
2 ) 

non potrà aversi Tg- A - 0, giacchè allora avremmo: 

Dopo cib, eguagliando a zero nella (20) il coefficiente del prodotto Do D',, ne 
deduciamo, precisamente corne al § 3 : 

e potremo fare ancora E, = 1 ; la (20) diventa allora: 

sene a - 
+-(DI: + K, ~ ~ / - s e n o q ~ . .  4 = 0 ,  

d ~ o  

e si scinde quindi nelle tre relazioni: 

a vG, - (~2-A)COSO-+ au  T ~ G - O  

a ( F  ( T I  - A ) ( ~ ' C O S  02 a u  - co sen a \IR) + 
- + - senovG0=O 

( T 2  - A) 0' sen o = T sen2 a. 

Escludendo nuovnmente il cas0 a = 0 ,  che riconduce alle soluzioni di- 
pendenti da1 teorenia di WEIN~ARTEN, avremo dunque : 

e sarà G' =)= 0. Moltiplicando !a prima delle (21) per G' ed osservando la (22) 
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deduciamo : 

e moltiplicando similmente la seconda delle (21) per 0' troviamo per le 

(221, (23): 
T (a'j - Ko sen4 O) = 01 sen a. (24) 

Ora dalla (23), integrando e disponendo convenientement.e del parametro v, 
potremo fare, corne al $ 4: - 

' VG, = cot O, 

e perb: 
1 r 

otg - K, senP o = 3 5'' - tg a . o , 
dopo di che la (24) diventa: 

G' COS a T e  
3  CO^ a or> - G" * 

Sostituendo questo valore di T nell'equazione (12) $ 3:  

T' + cos5 = 0, 

otteniamo per o llequazione differenziale: 

d d - log (3 cot o . ar2 - D") = - log (sen3 CT cos O), 
d zc d u  

da cui integrando abbiamo : 

3 cot 5 . o ' ~  - a'l - - c sen3 O COS O, (26) 

indicando c una costante. Per la (26) la (25) si cangia nell'altra: 

e rimane solo da soddisfare la (221, cioè I'equazione: 

Ma poichè questa produce appunto per derivazione la (26), possiamo 
trascurare questlultima e vediamo cos1 che anche questa volta il problema 
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proposto ammette sempre soluzioni. Queste, ove al solito si prescinda dalle 
soluzioni dipendenti da1 teorema di WEINGARTEN, si ottengono ne1 modo più . 
generale assumendo a superficie di partenza S,, la superficie di rotazione d'ele- 
mento lineare : 

d si = d ue + cote a d ut7 (29) 
e conducendo i raggi della congruenza normalmente ai paralleli ed inclinati 
sulla superficie dell'angolo o, essendo o una funzione della sola e!', unicamente 
assoggettata -a soddisfare I'equazione differenziale (28); in fine la lunghezza T 
dei segmenti da staccarsi sui raggi della congruenza, a partire da S,,, è data 
dalla (27). 

Esaminiamo ora quale è la superficie di rotazione che pub prendersi corne 
tipo della superficie di partenza della nostra congruenza. Dalla (28) abbiamo: 

onde l'elemento lineare (29), cangiandovi v in k v (k costante), pub scriversi : 

Peï  trovare l'equazioiie della curva meridiana corrispondente, conviene 
identificare la (29') coll'altra: 

d s; = Il + +'O (r)I d re + r2 d v2, 
col porre: 

= k cot a, 
indi : 

Annali di Matematica, Serie III, tom0 III. 
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e perb: 

Si noti che per la costante 7c possiamo prendere il valore che più ci 
piace, il cangiare di Ic avendo solo per effetto di sostituire alla superficie un'al- 
tra superficie egualmente di rotazione, applicabile sovra di essa- 

1 
Studiamo ne1 presente paragrafo il caso della curvatura -- positiva e 

A 
poniamo, come è lecito: 

A 5 1, 
indi : 

1 - P c  1 - /ce c ( c  + 1)  + - r2  
$ 1 2  ( r )  =- 

k g  p. 
k2 C ( C  + 1) + cr2 

Ora intendendo di considerare solo, come sempre faremo, superficie reali, 
dovrà la costante c,  del resto arbitraria, soddisfare la diseguaglianza: 

come risulta dalla (28) scritta sotto la forma: 

Possiamo quindi disporre della costante k ponendo: 

kt = 1 

c (. + 1) ' 
e otteniamo cosi: 

da cui integrando : 

z = + ( r )  = d l  + c rP,  

ovvero : 
Z* - c re = 1, 

come equazione della curva meridiana. 
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Se c è negativa pongasi: 
1 

C E - - ,  
ae 

e a causa di c ( c  + 1) > O sarà a < 1 ; la curva meridiana è dunqiie l'ellisse: 

il cui asse maggiore, di lunghezza = 2, coincide coll'asse di rotazione, mentre 
l'asse minore ha una lunghezza arbitraria. 

Quando invece c è positiva, pongasi: 

e la curva meridiana sarà 1' iperbole: 

il cui asse trasverso, di lunghezza = 2, c.oincide coll'asse di rotazione, rima- 
nendo anche qui arbitraria la lunghezza dell'altro asse (coniugato). 

La formola: 

confrontata con quella che dà l'inclinazione dei raggi focali sulla curva, di- 
mostra che i raggi della nostra congruenza si dirigono verso l'un0 O l'altro 
dei due fuochi. Di più se dalla (27) 'calcoliamo il valore di T in funzione 
di 1-, osservando la (28), troviamo: 

e quindi il valore di T+ 1 combina con quel10 che dà la lunghezza del 
corrispondente raggio focale. Ora se rammentiamo che, pel teorerna di BONNET, 
le superficie parallele ad una di curvatura positiva K= + 1, alla distanza + 1 
da questa, sono a curvatura media costante = 1, vediarno che i risultati ot- 
tenuti dimostrano completamente il teorema II) di GUICHARD, enunciato nella 
prefazione. Di più troviamo che le superficie applicabili sull'ellissoide allungato 
e sull'iperboloide a due falde di rotazione, insieme colle evolute delle super- 
ficie a curvatura costante positiva, dànno tutte le superficie &, soluzioni del 
problema [A] ,  quando si esiga ehe una delle superficie norrnali ai raggi ri- 
manga, in tutte le flessioni di So, a curvatura costante positiva. 
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1 TRE TIPI DI SUPERFICIE So PI ROTAZIONE CORRISPONDENTI 

AL CAS0 DI UNA So PSEUDOSFERICA. 

1 Veniamo da ultimo al caso della curvatura - negativa e poniamo sen- 
A 

z'gltro A = - 1. La (30) diventa: 

e notiamo che, a causa della (28) si ha:  

onde, per restare ne1 campo reale, dovremo supporre la costante c positiva. . 

Se volessirno anche qui annullare ne1 numeratore di + 1 2  ( r )  il termine costante 
col porre: 

otterremo ancora, come superficie tipica S, di rotazione, una quadrica; questa 
perb, risultando : 

sarebbe iminaginaria. Resteremo invece ne1 campo di superficie reali ponendo: 

e annullando cosi invece il coefficiente di r"l detto numeratore. Per  porre 
in evidenza che c è positiva, poniamo: 

ed avremo: 
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La curva meridiana ha forma diversa secondo che a2 - 1 ,è nulla, ne- 
gativa O positiva. 

1.0 caso: a = 1. Si ha : 

z = S, (r) =log r, 

e la curva meridiana è l'ordinaria curva logarittnica, l'asse di rotazione es- 
sendo l'assintoto. Osserfando poi le formole : 

vediamo che i raggi della congruenza emananti dai punti della S,, confor- 
mata a superficie logaritmica di rotazione, coincidono coi raggi stessi dei 
paralleli (ovvero coi loro riflessi) e i segmenti T eguagliano in lunghezza 
appunto i raggi dei paralleli. Troviamo cosi le seguente notevole proprietà 
della superficie logaritmica di rotazione: S u i  raggi dei paralleli d i  questa 
superficie S, si dispongano altrettanti segmenti terminati alla superficie ed 
al rispettivo centro. Si deformi cornunque la S, che seco trasporti i detti 
segr~zenti, invariabilmente lagati alla S, ; il  luogo degli est~enzi l i b e ~ i  dei 
segmelzti (estremi coincidenti inizialmente coi centri dei paralleli) sarà sem- 
pre utza setrperjcie pseudosferica S normale a i  seg~itenti stsssi. Una seconda 
superjcie pseudosferica S, normale ai  ruygi rifiessi s i  ottiene prelzdendo la 
simmetrica d i  S rispetto alla S, ("1. 

Del resto cpesto teorema, corne vedremo al Cap. V ,  non è nltro che 
una conseguenza delle proprietà della trasformazione complementare delle su- 
perficie pseudosferiche. 

2.0 caso : a < 1. Allora la (3 1 ) integrata ci dà : 

Questa curva meridiana dell'attuale superficie di rotaziorie S, deriva dalla 
catenaria comune : r = cosh x ,  accorciando ne1 rapport0 costante \Il - uz le 
ordinate normali alla direttrice; la diremo percib la catenaria accorciata, e la 

(*) Si osservi che quando la S, B conformata a superficie logaritmica di rotazione la 

superficie pseudosferica S si riduce all'asse e la simmetrica 3 è l'ordinaria pseudosfera. 
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superficie, generata da1 rotare della clirta a t t o r n ~  alla direttrice, il catenoide 
accorciato. 

Le formole: 

definiscono poi il sistema di raggi che colleghiamo alle deformazioni del cate- 
noide accorciato e la lunghezza T dei segmenti compresi fra S,, e la super- 
ficie pseudosferica S ortogonale ai raggi. 

Si osserverà che ne1 caso limite a = O i l  catenoide accorciato degenera 
nell' ordinario catenoide e i due sistemi di raggi (direntando o = 0) coinci- 
dono in quel10 delle tangenti ai meridiani. Otteniamo cosi, corne caso limite, 
la soluzione data da1 teorema di WEINGARTEN nelle evolute delle superficie 
pseudosferiche, cioè nelle superficie applicabili su1 catenoide. 

3.0 caso: a > 1. La  curva meridiana sarà allora la seguente: 

r = \lag- 1 senh 2; 

diremo per brevità la corrispondente superficie di rotazione il sinusoide iper- 
bolico. 

Cod adunque abbiamo trovato tre distinti tipi di superficie di rotazione S,, , 
cht! dàniio tutte le soluzioni del problema [ A ] ,  quando la superficie S nor- 
male ai raggi dehba rimanere a curvatura oostante negutiva. 

CAPITOLO II. 

La corrispondenza fra i punti della superficie riflettente S, e quelli 
delle superficie S, S normali ai raggi della congruenza incidente 
e della riflessa. 

Nelle ricerche seguenti, per esprimerci con maggiore brevità, indiche- 
retno col nome di superficie fondamentale di  rotazione una qualunque delle 
sei superficie di rotazione che abbiaino incontrato nelle ricerche del Cap. 1 
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e cioè: il paraboloide,*l'eHissoide allungato, l'iperboloide a due falde, la su- 
perficie logaritmica, il catenoide accorciato ed il sinusoide iperbolico. A cia- 
scuna superficie fondamentale So (O applicabile sovra di essa) sono collegate, 
come si B visto due congruenze, perfettamente determinate di raggi,  riflesse 
l'una dell'altra, che in ogni deformazione d i  So si conservano sempre normali 
a due superficie minime S, S s e  S. B il paraboloide, ovvero a due superficie S, 3 
colla medesima. curvatura costante negli altri cinque casi. Una qualunque 
delle due dette congruenze si dirà ln congruenxa associata alla .superficie 
fondamentale che si considera. 

Ora osserviamo che, dalla generazione geornetrica stessa di  S, 3, vjene 
stabilita una corrispondenza fra i punti Mo della superficie riflettente S, e 
quelli M, 2 della S O 3, ove i due raggi incidente e riflesso, uscenti da Mo,  
rispettivamente le incontrano. 1 due punti M, M giacciono siminetricamente 
rispetto al piano tangente in M, di S,; per significare brevemente questo 
fatto diremo che: le due superficie S ,  S' sono simmetriclie 17una del17altru 
rispetto alla superjcie riflettente So. 

Pel seguito del nostro studio h indispensabile conoscere le proprietR di 
queste corrispondenze e noi ci proponiamo di condurre la rherca in giiisa 
da riconoscere in pari tempo tutti i casi in cui h a  lnogo la proprietà in con- 
siderazione. 

Una  prima ed importante groprietà della corrispondenza fra i punti di 
S, %si ha ne1 teorema: 

a) Sulle due superjicie S ,  norrnali rispettivamente ai raggi inci- 
denti ed ai  riflessi si corrispondono le linee di  curvatura. 

L a  dimostriamo risolvendo il problema generale seguente: 
Una congruenxa normale di raggi si defornza fietiendo la superficie So 

d i  pnrtenza. Quale condixione deve aerificarsi aflnchè le svilcsppabili della 
congruenxa si lnantengano per riflessione sulla So, in  tutte le sue defor- 
mazioni? 

A tale scopo utilizziamo il noto teoretna di DUPIN (*), serondo il quale 
le sviluppabili della congruenza normale si mantengono per riflessione allora 
soltarito quando le linee da esse tracciate sulla superficie d'incidenza formaiio 
un sistema coniugato. Ora l'equazione differenziale delle sviluppabili della 

(") V. DARBOUX, Leçons, T. 11, p. 286. 
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congruenza, nelle notazioni del Cap. 1, si scrive (*): 

( f E f - e F ' ) d u e  + ( g  E ' - e  G')  d u d v  + ( g  F r - f  G1)d  vt=O; 

esse tracciano soyra So un sistema coniugato quando si verifichi la condizione: 

D 0 ( g F 1 - f G ' ) + D r , ( e G ' - g E ' ) + D " , ( f E r - e P 1 ) = O .  (1) 

Ne1 cas0 attuale di una congruenza normale (f= f'), i tre binomii che 
moltiplicano nella (1) rispettivamente Do,  Dro, D'Io, hanno secondo le formole 
fondamentali del 5 1, le espressioni segueriti: 

- sen a D', cos G 8 vG 
fE'  -eF1=-fE,seno +--)-M. 

Se le sostituiamo nella (1), dobbiamo osservare che In soppressione del 
fattore M comme ai tre termini sopprime attualmente un'effettiva soluzione 
del problema, perchè è facile vedere che ne1 caso della congruenza normale 
del 8 2 le sviluppabili si mantengono per riflessione sulla superficie svilup- 
pabile S, di partenza. E infatti le equazioni differenziali di queste sviluppa- 
ld i  sono ( 5  2) : 

# 

Dodu 4- D', dv = O 

e per la congruenza riflessa, che si ottiene cangiando 5 in - a ,  rimangono 
le stesse. 

Cercando orn le altre soluzioni del problema, scriviamo la (l) ,  liberata 
fattore M: 

- dq sen a Du, COS G a d E ,  

(*) Leirioni, pag. 252 formola (C). 
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Per  esprimere clie questa è soddisfatta in tutte le flessioni di S,, pro- 
cediamo al solito moltiplicandola per Do e sostituendo D'i + K0 Eo Go a Do Dr',; 
otteniamo cosi : 

cos G DO ô \I?& sen G . - D r ,  JE,senU ---- 
I V E ,  a u  

Ja; (W + TT, E0 Go) /  - 

sen G Dc0 cos G 8 il,) - 1% sen u (Dl: +- IC0 E, Go) +--- -0. \IG, a u  

Questa, dovendo essere un'identità in Do, Dr, ,  si scinde nelle tse : 
- a a VEo --=O, -- - O, sen G COS G a --- J Go + o r \ i ~ =  O, a v a v a 26 

da cui integr2ndo e disponendo convenientemente dei parametri u, v, abbiamo: 
- 

\ Ëo = 1, \ /G, = cot o. 

L a  nostra superficie S, è dunque necessariamente applicabile sopra una 
superficie di rotazione d'elemento lineare: 

d s i  = du2 + r2 d vP, 
e si ha  evidentemente: 

9- = k cot G (k costante). 

Ed osa se osserviamo che il caso, considerato a parte, della congruenza 
norinale da1 Ej 2 rientra in questo generale, poichè allora v e G sono costanti, 
potremo enunciare i l  risultato: 

AflZncld le suiluppabili d i  una congruenza nolwmle C s i  conservino per 
rifiessione sulla szyerJicie d i  partema S,, in tutte le flessioni della stzper- 
ficie d'incide~zza S,, è necessario e suficiente che questa sia applicabile s o p m  
una superficie d i  rotazione e i raggi  d i  C siuno condotti nomalmente  alle 
deformate dei paralleli ed im l ina t i  sulla strperjcir: d i  un ui~.qolo G clie sod- 
disfi allu condixione : 

r tg  G = COSI, 

2:lzdicando r i l  raggio del parallebo. 
In tutte le congïuenze associate alle sei superficie fondamentali 1a con- 

dizione ora scritta è soddisfatta; ne risulta quindi, conie caso particolare, il 
teorema a )  enunciato al principio. 

AnnaLi cli ~Matenzaticrr, Serie III, t'oino II[. '39 
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Vogliamo ora dimostrare in second9 luogo che sulle due superficie S, 
ad arcn minima O a curvatura' costante, derivate da  iina superficie Su appli- 
cabile sopra una delle sei fondamentali, si corrispondono altresi le  linee as- 
sintotiche reali od imrnagin:wie (*). Dimostreremo anzi di più che questa (n 
differenza di quella del psiragrafo precedente) è una proprieth caralterist ien 
delle congruenze associxte alle sei superficie fondament,ali, qiiando si trascuri 
il cnso delle congruenxe normali del €j 2, che del resto pub riguardnrsi come 
contenuto ne1 generale. Proponiamoci dunque di risolveine in genei.de il pro- 
blemn. seguente: 

Una congruenxa t l o m a l e  C s i  deforma petterdo la szlperjicie S,, d i  par- 
t e w a  e s i  considerano clzte strperJicie S, S ortogonnli  rispett iuamente a i  rctggi 
incide?i ti ed a i  r i j e s s i  e simmetriclie 1.ispetto alla s tyer j ic ie  viJlet tente So. 
Quando accaddz che, in tu i te  le flessioni della superJirie d ' incidenza Su, si 

cor)ispondano sopra S, 5 l e  Zinee assintotiche (i sistelni coniziguti)? 
Per  compiere la nostra riaerca osserviamo che, ritenendo per la super- 

ficie S tutte le nohzioni del $ 3 ,  avremo le formule corrispondenti per la 
simmetricaS solo che si cnngi G in - G, cib clie per la formoln.: 

T =  C -  c o s ~ d z r ,  J 
non fa cangiare T. Indicnndo xdunqiie con Ë', F',  G', < f, g le qiiantità 
che per la 3 sono le analoghe di: 

R' F' G', e ,  f, y, 

ne dctlurremo le espressioni dfiile (5), (5*) 9 1 cringiandovi o in -- G. 1 coefficienti: 
- - -- 
D, D', D", 

per la avranno quindi, per le (12") 3 3, le espressioni: 
- - - - 

- J J = T ~ + ~  - ~ l = ~ F ' + f r ;  - D " = T G ' + ~ .  

'(*) In quest'ultirno caso (quando cioé S ,  S sono a curvatura costante positiva) per 
espriinere la proprietà sotto forma reale hasterà parlare  invece della conservazione dei 
sistemi coniugati. 
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Per esprimere clle sopra S, S si corrispondono le linee assintotiche (i 
sisteiiii coniugati), abbiamo le proporzioni : 

ossia le due equaxioni seguenti: 

Ora se decvmponiamo le espressioni di E', E", e, f, g, date dalle (5), (5*) 
§ 1, ciascuna in due parti, l'una pari l'altra dispari rispetto a 0, abbiamo: 

e le espressioni di E', F', G', e,  f, y si dedurranno da queste ogni volta 
'cangiando di segno alla parte impari. 

Si osservi ora che ogni coefficiente nelle (2) ha la forma: 
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constando si a che d'una parte pari che diciamo rispettivamente a , ,  B, ,  e 
di una parte impari a,, talchè: 

Dopo queste osservazioni, calcolando per disteso la prima delle (2) si 
trova l'equazione seguente : 

DI', sen G COS G a d E ,  a ID,  a of,, a 
+ G,, ---)/+ 8 v ~ ~ ~ ~ , s e n ~ ~ ( ~ ~ - - k ~ - -  \/ho a 21 

- Dlo sen G cos G al & D'Io sen G cos G a -+  
,/ EG, a th Go a v 

a G a G sen2 G. D', U", cos2 G a \IË, a \IO,) + D,o +.a-+ sen G - + 
24 a a u  a z l  [i: 
a G se112 G D': cos G a ,a% 21% Do Ô G  

+(à")+ Go + ( x _ a ; _ ) L ] - 2 ~ ~ ~ s ~ - - -  a u  a t 4  + 
Deo sen G cos G 8 \I, a \ i ~  --  8 G 

+ Go 
-) + D, sen G cos G 3 - D'. \, Eo sen2 G - = 0'. a v a a II, 

Moltiplichiamo la precedente per D, e sostituiamo al solito D'i + K, E,  G, 
a1 prodotto Do Dr',. Basta eguagliare ti zero, nell'equazione che risulta e che 
deve essere un'ident,ità in D,, D',, il coefficiente di D: per dedurne: 

a G indi -- = O e potremo dunque fare: a v 
E " 4 ,  G = G ( u ) .  
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Dopo di cib l'equazione sopra scritta, soppresso il fattore D', coinune a 
tutti i termini, diventa: 

- 
sen G cos G 8, Go + 2 a' sent 5 Ko - orp 

G' sen2 G COS G a \'% + T 1 2 of2 sen 7 - -- Ko sen3 o 1 - o' sen2 o = 0. 
\Go a u  

Questa ci dimostra che deve aversi : 

onde si conclude al solito, cangiando il parametro v :  

dopo di cib la precedente diviene: 

2 G' (5" - 3  CO^ o .  5") T r  + sen G (5 cot o . O-'' - O")  T - o' sen 7 COS 0 = 0. (3) 

D'altronde anche la seconda delle ( 2 )  porta, corne subito si verifica, a 
questa medesima equazione (3), che si tiatterà dunque di soddisfare insieme 
all'altra : 

T f  + cos 5 = 0. (4) 

Lasciamo da parte il cas0 G' = O ove la (3) è identicamente verificata, 
cib che del resto è evidente geonietricamente perchè allora siamo ne1 cas0 
del 5 2 e sulle due superficie sviluppabili S, S'si  corrispondono le genera- 
trici fra loro (e a quelle di S,). 

II discriminante dell'equazione di 2" grado (3) in T è il quadrato di: 

Q" sen o - 5 ' 2  cos G, 

onde troviamo per T l'uno O l'altro dei due valori: 

sen a T=- 
20' ' 

G' COS G T = . 
3 cot G a'2 -- 0" 
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Ne1 primo caso la (4) ci dà subito: 

7'' = 3 cot 0. al2 (*), 

e i l  calcolo stesso del 5 4 ci dimostra che la S, C applicabile su1 paraboloide 
di rotazione e la congruenza C è una delle due associate. 

Quando si abhia poi la (6), basta ricordare il calcolo eseguito al $ 5 
sull'identica equazione ivi segnata (25) per dedurne che si avrà: 

3 cot G . ufZ - gr' = c sen3 5 COS 5, 

(con c costante), indi: 

essendo A una iiuova costante. Ne segue che la superficie Su è applicabile 
sopra una delle cinque ultime superficie fonclamentali e la congruenza C coin- 
cide con una delle congruenze associate. 

Abbiamo dunque il teorema: 
Se deformando comunpue la superficie S, d i  par tema d i  zma congrzienza 

n o r m d e  C avviene che sopîa due certe sujerficie S, Sor togonu1i  rispetliva- 
?nen,te ai ruggi della congruenxa C e della sua rifiessa sopra S, e s inme-  
triche rispetto a questa, si corrisponduno le litzee assiiatotiche, Ett super$cie S, 
snrà npplicnbile sopra una delle sei fondamerztclli e le due congrueme sa- 
vailno quelle associate. 

Ricerchiamo cra se pub avvenire che, deformando cornunque la  super- 
ficie S, di' partenza di una congruenza C di raggi normali ad una superfi- 
cie S, abbia sempre luogo la corrispondenza delle assintotiche sopra S,,, S. 

Perchè cib avvenga dovranno sussistere, in  tutte le flessioni di S,,, le 
proporzioni : 

(*) Si osservi che in questo casa! ed i n  questo soltnnto, la (3) scende al l0 grado in 1: 
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ovvero, psr le (12") S 3, le due equazioni : 

T ( E ' D f , - F ' D , )  J r e  D r o - f D p  = O 7  

T (G' Dro -- F' D'Io) + 9 Dro - f .D", = O. 

La prima di queste, sostitiiendo i valori effettivi (5) ,  (5*) 5 

sen o D', coso i3 D cos I; a \ ?!&, sen s 

. + T (  \ - GO +-=-)-[& G o  a u  
B o  --(-=(D':+IC,E~G,,)]+ a u  \ GO 

qucsta deve al solito essere identica in Do,  D',. Egiiagliando a zero jl coef- 
a 5 a ,i, - O e fatto quindi, corne è lecitn, ficiente di DU, si ha  - = O indi - - a v a v 

E, = 1 la precedente, divisa per Il',, si cangia nell'altra : 

Dobbiamo dunque avere : 

onde risulta che possinmo fare nuovamente : 

dopo di che, supposto or=:= 0,  avremo: 

T = 
6' COS a . 

3 cot ri 6 ' 9  - G I I  

Anche la seconda, delle' (7) risulta CO& soddisfatta e, poichS l'equazione 
ora otteniita coincide colla (6) del p~rngrnfo  precedente, valgono natural- 
mente le mdcsime coiicliisioni. Qiianto al cas0 escluso a' = O, esso corri- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



224 B icd f i  c la i : Sulla teoria delle tras formaxiolzi 

sponde al solito alle congruenze normali del § 2 che dhnno, come è già stato 
oaservato al paragrafo precedente, una soluzione dell'attuale problem.  

Si h a  dunque il teorema : Se  defor~nando comunqzie la szlpel-ficie Su d i  
partenxa d i  clna colagrttenxa C ?aor?nale ad un@ superficie 8, ha sempre liiogo 
lcc corrispondenxa delle assintotic?ie fra S,, e S, dovrà la S, esseye applica- 
bile s o p m  una delle cinque ultlrne (*) supe$cie forzdamentali e la congwenzn 
savà urza delle due associate, mentre la S sarù a czirvatzwa costaafe. Inten- 
dinmo inclus0 in questo teorema generale i l  cnso del 2 ove S,, e S sono 
sviluppabili e le generatrici si corrispondono. 

L a  proprieth, gih dimostrnta :il paragrafo precedente, clle sulle due su- 
perficie S, r a curvatura costante, simmetriclie rispetto alla riflettente s,, 
si corrispondono le assintotiche segue cos1 nniiovamente. Ma la proposizione 
attuale ci dimostra di più il teorema: 

Gl i  a r d i  cowispolzde~ati d i  assirztotiche sapra S ,  S hamzo e g m l e  ltrn- 
g hexxrr . 

E invero I'elemento liiieare della S è dato, per le (12") €j 3, da : 

clse=(-  T D +  T e + E o s e n 2 0 ) d u ? +  

e siccome lungo le assintotiche si ha:  

il quadrato del loro clemento d'arco sarà :  

Cangiando G in - 7 ,  si avrà l'elemento d'arco d s  delle assintoticlie di 
onde : 

Dalle formole (5") 3 1 risulta quindi : 
- 
O? se - d s" 2 2 sen 7 (Du (1 zr2 -+ 2 Dl0 d 21 d u + D'Io d vP), 

cib che per l'attuale proporzionalità di D,, Dro,  Dr', a D ,  D', D" dimostra. 
il teorema. 

(*) E r a  a priori evidente d i e  il paraboloide di GUICHARD non poteva dnre m a  solo- 
zione dell'attuale prohlema, le  sue assiritoticlie esscndo iiriinaginnrie mentre  sulla 3, clie 
é ad a r e n  minima, sono invece reali. 
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Si osserverà che questa proprietà della conservazione non solo delle as- 
sintotiche sopra S, % ma anche dei loro archi corrispondenti, distingue il 
caso delle superficie a curvatura costante da quel10 delle superficie minime; 
poichè dalla eqiiazione precedente, che vale per gli archi di assintotiche, se 
si suppone : 

ds2 = d s2, 

ne segue inversamente la proporzione: 

D, : DI, : D", = D : DI : nfl. 
U n  ultimo corollario del nostro teorema rnerita di essere rilevato. Sup- 

pongasi di conoscere una superficie S, applicabile sopra una qualunque delle 
cinque ultime superficie fondarnentali. Con quadrature si troveranno le con- 
gruenze associate e le corrispondenti superficie S, 3 e con quadrature altresi 
si otterranno le loro linee assintotiche (*) quindi quelle di Sa. Dunque: nota 
una superficie S, applicabile sopra utza delle cinqzce ultime superficie fonda- 
mentali d i  rotuxione, l'equaxione diferenriale delle sue linee assintotiche si 
integra con quadratzwe. 

CAPITOLO III. 

Le nuove trasformazioni delle superficie a curva tu ra  eostante. 

Nei teoremi di GUICHARD, e negii altri stabiliti al Cap. 1, si supponeva 
data la superficie riflettente Sa, applicabile sopra una delle sei superficie foii- 
damentali di rotazione, e se ne deducevano (con soli calcoli di quadrature) 
le due congruenze associate, indi le due superficie S, simmetriahe rispetto 
alla Si e normdi rispettivamente ai raggi delle due congruenze incidente e 

riflessa; queste due,  superficie S, S' risultavario ad  area minima ne1 caso del 
paraboloide, e colla inedesima curvatura costante nei rimanenti. Importa ora 

(") Lezionz', pag. 235. 

Annali di Matematica, Serie III, tom0 III. 
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procedere, in certo modo, alla inversione di questi teoremi e, supponendo data 
comunqiie una superficie S ad area minima, O a curvatura costante, domnn- 
dare se per la  congruenza C delle normali di S pub sempre scegliersi una 
tale superficie So di partenza che questa risulti applicabile sopra una delle 
sei superficie fondamentali e la  congruenza C sia una delle due associate a 
S, (Cfr. 8). Troveremo che la risposta è sempre afferrnativa ed anzi si 
vedrà di più (ed è questo yer noi un risultato della massimn importanza) che, 
data la superficie S, la rifiettente So non ne riszdta determinata, ma pztb 
scegliersi ad arbitrio in  unn tripla inJinith d i  superficie. 

Siccome poi, fissata la superficie riflettente S,, la  simmetrica S di  S rap- 
porto a S, viene ad essere cotne S ad area minima, ovvero ha  la medesima 
curvatura costante di S, cos1 vediamo come : dai teoremi d i  GUIC~L~RD sca- 
turisce un lnetodo m a l e  di  trasfwmazio~ze per le superficie d'area tnim'wzn 
e per quelle a curvatura costante positiva O negativa. Sviluppare ln teoria di 
queste trasformazioni, studiarne in particolare le relazioni colle trasforma- 
zioni già note è lo scopo delle ricerche seguenti. Perb,  per le rngioni già 
addotte nella prefazione, lasceremo qui completamente da parte il caso delle 
superficie S ad area minima. Supponiamo adunque data una superficie S a 
curvatura costante K positiva O negativn e facciamo per seniplicit8, seaondo 
il caso, K= + 1 ovvero R= - 1. Sulla normale ad S in ogni suo punto M 
portiamo, a partire da1 piedo M, un segmento: 

ove T sarA una conveniente funzione delle coordinnte ciirvilinee (.il, v )  di 21fi 
si tratterà di determinare T ir. funzione di u, v in guisa che la  superficie So 
luogo dell'estremo Mo rjsulti applicabile sopra una delle Cinque ultime super-, 
ficie fondatnentali di rotazione e ln congruenza C delle normali di S costi- 
tuisca, per la superficie $, una delle due congruenze associate. 

Basterà al nostro ~ c o p o  tradurre in calcolo le due proprieth seguenti che 
le ricerche dei precederiti Capitoli ci hanno tliniostrato dover aver luogo: 

1." 11 segmento T di normale della S compreso fra S e S, deve es- 
sere legato all'angolo G d'inclinazione del segmento sopra 8, dalla formola: 

che risulta da1 paragonare le due (27), (28) 5 5, il segno superiore valendo 
con K = + 1, l'inferiore con K -  - 1. 
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2.' Aile linee di curvatura di S deve corrispondere sopra S, un si- 
stema coniugato. 

Troveremo cos1 per la nostra funzione incognita T(u,  O) un sistema di 
due equazioni simultanee alle derivate parziali l'una del l.", l'altra del 2." or- 
dine le quali esprimono, come si vedrà, tutte le condizioni necessarie e suf- 
ficienti R cui T deve soddisfare, ove si eccettui u n  caso semplice e privo di 
interesse. D'altrpde si riscontrerà che il detto sistema è illirnitatanzcnte in- 
tegmbile di guisa che la soluzione più generale T aoilterrh, oltre c ,  due 
nuove costanti arbitrarie di iritegrazione. Per  ta1 modo si troveranno le for- 
mole per la nostra trasformazione e si dimostrerh di più che della superficie 
trasformatu si pub fissure ad arbitrio un punto %! corrispondente ad un 
dalo punto M di S ed il piano tangente in i@, purchè le duc normali in 
ill, M ai due piani tangenti d i  S, S si incontrino i n  u ~ t  punto Mo epuidi- 
stante da M, @; con cii, la sarù perfettumente determinata. 

Descritto il metodo generale che terremo nei paragrafi segirenti, pas- 
siamo ai calcoli effettivi, cominciando da1 cas0 di uiia superficie S a curva- 
tura positiva K = + 1. 

CSSO DI UNA SUPERFICIE S A CURVATURA POSITIVA K= + 1. 

Riferendo la S alle sue linee di curvatura (u, v), potremo dare all'ele- 
mento lineare di S la forma (*): 

dove e è una soluzione dell'equazione a derivate parziali : 

a 2 8  PO 
a;;, + + senh 6 cosh 6 = 0, 

e i raggi principali di curvatura Y , ,  r ,  di S saranno : 

~ , = c o t h 8 ,  r ,=tgh6.  
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Ritenendo le solite notazioni del § 1, avremo le formole fondamentali : 

ô x -- - senh 6 X ,  
a u  

a xi a  e 
--=i- 

a x, Xe-coshBX,, -= 
a e 
&Xi, - = cosh B X, a zc a v a u  a u  

a xi -= a  4 a x, a  e -=-- a  x3 
a u  a; X2, a v a u  a v  Xi - senheX, ,  --,=senheX,. 

Staccando sopra ogni normale di 8, a partire da M r ( x ,  y, x) il  segmento: 

M M o  = T, 
le coordinate x,, y,, xo dell'estremo Mo saranno: 

x , = x +  TX3, y o = y + T Y 3 ,  z O = = z + T Z 3 ,  

e derivando otterremo, per le (4): 

8 -=(senhe+TcoshB)X,  xo + -X3 aT 
au 82.4 

8 XO a T (5) 
- = (cosh e + T senh O) ,Y, $- - X3 , a v a v 

colle analoghe per y,,, 2,. Indicando con S,, Y,, 2, i coseni di direzione 
della normale alla So e ponendo per brevità: 

pe = (cosh e $- T senh + (senh 6 + T cosh 6j2 

+ (cosh 6 + T senh 8)' (senh 6 + T cosh 

avremo dalle ( 5 ) :  

p X, = (cosh e + T senh 6) (senh 6 + T cosh 8)  X, - 
a T - (cosh 6 + Tsenh 8) - Xi - (senh 0 + T cosh 8) - X,, au a u  

e analoghe per Y,, 2,. Di qui, essendo a l'angolo d'inclinazione del seg- 
mento MM, sopra S,, si trova : 

sen 0 = X, + Y, Y3 + 2, Z3 = (cosh 0 + T senti 8) (sen11 O + T cos11 8) P 
? 

e poichè, per le (a) 5 11, dobbiamo avere : 

1 -- 
sene G - c(T" l), 
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ne risulta intanto che T dovrà soddisfare l'equazione a derivate parziali del 
1." ordine : 

1 1 

(a  'y+ 1 =c(TZ- 1). (1) (sen11 6 4- Tcosh e)2 (cosh 8 + T senh 0)2  

Si noti che la costante c pub avere un valore arbitrario, purchè sia 
c (c + 1) )  0 (Cf. 8 6); dalla (1) si vede che per c>  O sarà Te> 1 e in- 
vece per c < O avremo T2 < 1. 

Esprimiamo ora inoltre, secondo quanto abbiamo detto al $ 11, che 
sulla 8"- il sistema (u, v) deve essere un sistema oonirigato; dovrà peroib an- 
nullarsi il deterniinante : 

Ma dalle (5) ,  avendo riguardo alle (4), si trae : 

per cib la detta condizione si traduce nell'annullarsi del determinante : 

a e (cosh e +- Tsenhe) - + cosh 8 - a e a~ a 2 ~  a (senh 8 + T cosh 6) - + seiih O -- a v a v a 24 a~ a ~ )  
senh e + T cosh Q 

cosh 8 + T senh 8 

ossia nella equazione del 2.' ordine (*) : 

c o s h O + T s e n h O ~ 9 ~ T  ser i l i9+Tcosl i9ûOaT - - .  + senhfl + TcoshY 5 au ' casliY + Tsenhfl a u  8 8  

(*) Si noti che non pub essere nul10 alcuno dei binomii senh0 + Tcosh8, cosh û f Tsenh0 
che allora la S,, sarebbe una delle falde dell'evoluta di S (caso escluso). 
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Queste due equazioni (1), ( I I ) ,  cui 2' deve soddisfare, forrnano appunto 
il sistema di cui è parola al 5 11. Esso, come ora dimostreremo, è illimita- 
tamente integrabile (*), sicchè la soluzione T più generale contiene, oltre c, 
due costanti arbitrarie. 

Per  dimostrare le asserite proprieth del sistema simultaneo (1)) (II) co- 
minciamo da1 derivare la (1) una volta rispetto ad u, una seconda rapport0 

a2 T a v e sostituendovi per -- il valore dato dalla (II), ne trarreino anche 
auav 

le due derivate seconde : 
a2 T a2 T 
87' ay 

espresse per le derivate prime e per Y'. 
Riunendovi anche la (II) stessa, otterremo il sistema seguente: 

2 T senli 9 cosh8 \aTaT, c o s l i 8 + T s e n h û a 4 8 T ,  

senli O + T cosh 8 8 8 a T + cosh 9 + Tsenù 0 

- senh 8 (cosli 9 + T sen11 8) 8 T senh 8 
( ~ ~ + c T ( c o s h ~  + Tsenh6)'. (sedi 0 + T cash O p  (au) ' cosli 8 -j- Tsenh 8 av I 1 

(*) È ben noto che due equazioni simultanee alle derivate parziali con due variabili 
indipendeiiti ed una funzione incognita, l'ma del la0 l'altra del 2.O ordine, possono avere 
al massimo una soluzione cornune contonente due costanti arbitrarie e allora il sistema 
dicesi illimitatamente integrabile. Naturalmente qui si esclude il cas0 che la seconda 
equazione sia una conseguenza della prima, chè allora tutte le soluzioni della prima 10 
sono anche della seconda. 
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Queste equazioni (III),  pel modo con cui le abbiamo dedotte, sono dunque 
conseguenze delle (I), (11). Siccome perb nello siabilire p. e. la prima delle (III) 

abhiarno derirnto lx (1) r ~ p p o r t o  ad t i  e diviso pi pev -, cod abbiamo â 24 

tacitamente supposto che non sia:  

Osa questi casi possono darsi effettivamente; ma la loro trattazione di- 
retta è cos1 ovvia che non importa tenerne conto. E inrero se si suppone 

8 T a - O ,  dovrh siiccedere, per la 1 , ehe si abbia O - = O o per es. - - a a 24 

a e - 0. L a  prima cos2 pub dnrsi solo per T costante ed eguale, per la (1)) av- 
a dl  + f ; ma non vi corrisponde aloi~na soiuzione dei nostro problema perche 

nelle relazioni studiate fra la superficie S,, applicahile soprn una delle cinque 
fondamentali, e le superficie n curvatura costante 27, S m a i  non avviene che T 

a 0 sia costante. L'altro caso - = O porta che 8 e T siano funzioni della sola 21 a v 
e percib tanto S quanto S,, hanno la forma di superficie di rotazione. Si ot- 
tengono tutte le soluzioni corrispondenti assumendo per S, ilna superficie di 
rotazione fsa le mi deformate dell'ellissoide e dell'iperboloide e applicando la 
costruzione dei teoremi di GUICHARD. 

Ora, se abbiamo riguardo alle (III), (1), troviamo che le condizioni d'in- 
tegrabilit,à : 

risultano, in forza delle equazioni stesse, identiramente verificate. Queste ve- 
rifiche si faranno più rapidamente, scrivendo le (III) sotto la forma equiva- 
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lente seguente, che ci tornerà utile anche più tardi : 

- cosh û 
1 

+ c  T ( s e n h 8 +  Tcosh O ) ,  (cos11 fi -+ Tsenli H a v 
a 1 1 aT 1 a T -) = senh 0 .  - .  

~ ( s e i i b H  + TcosliY au.  senhY + l'coslir) au cosli F) $ Tsenli F) -- 8 v -k 

- senh û 
1 + c T (cosh û $- T senh 8);  (sanli0 + Tcosh8 au 

(III*) 

lnnsterà allora derivare la 1." e 2." delle (III*), e cos1 la 3.a e la 4.', rispet- 
tivamente rapporto a u e ad u e sottrarre, avcndo rigiinrdo alle (III*) stesse, 
alla (1) erl alla (2), cui soddisfa 0, e si troveranno due identiti. 

Ne risulta chc il nostro sistema è illimitatamente integrabile e, per de- 
finire ne1 modo più generale una soluzione T delle nostre equazioni, potremo 
dare ad  arhitrio, per una coppia iniziale (u, v,) di valori delle variabili, i 
valori di  : 

purchè leg&i fra loro dalle (1). È cliiaro poi che, se non fissiilmo a priori il 
valore della costante c,  potremo prendere affiltto ad arbitrio i valori iniziali 
di T e delle sue derivate prime. 
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V E R I F I C ~ I E  RELATIVE ALLA SUPERFICIE RIFIJETTEKTE Su. 

Immaginianio scelta per T una determinata aoluzione del sisteniri. diffc- 
renziale .(I), (III), e considerando la superficie So luogo degli estreini dei seg- 
menti T, staccati sulla normale di A', andiauio a verificare che la S sarh 
npplicabile sull'ellissoide allungato O sull'iperboloide di rotazione a due faldc 
di semi-asse principale = 1 e che la congruenza delle normali di S sarà unn 
delle due associate a S,,, secondo il teorema di GU~CHARD. 

Giova nelle nostre verifiche tener presente l'equazione seguente, c h  è 
uria immediata conseguenza delle fondamentali (I), (III*, : 

1 sh9 + Tsenli FJ a T 
~ ( T ~ - I ) - L - s ~ I ~ ~ ~ + T c o s ~ O Z \ +  1 

1 sen110 + Tcoslib d T ( f i )  

+ k l c ( T 2  - 1) - 1 ooshY + Tseohl) au 

Dalle formole ( 5 )  troviamo iritanto pei coefficienti dell'elemento lineare di S,: 
d s ~ = E o d z r ~ + 2 P O d u d v +  Godv2,  

le formole : l& = (seph Q + T cosh 6)' + a T a T  

Go = (cosh û + T 
(6) 

indi per la (1) : 
A0 G ,  - F i  = c ( T g  - 1). (senh e + T cosh 8)' . (cosh 8 + T senh O)?. (6") 

1 
Ctilcoliamo ora la curvatura geodetica - clle hanno sulla S,, le lince 

PT 
T = cost. mediante la formola di BONNET (+) : 

a T a T F -- -- - 
" a v  r 0 a 2 L  

aT aT 
+ 

(') Lezioni png. 145. 

Annrili tli Afatemnticn, Serie III, tomo III. 
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Siccome dalle (6) abbiamo: 

= [c T L  ( c  + l)] . (sen11 6 + T cosh 8)' (cosh 6 $- T senh O)?, 

ne deduciamo per la ( P )  : 
1 -- -cT - -- 
PT \'C(T~ - 1) [c  T e  - (c  + l)] 

Cib dimostra intanto che sulla S, le linee Y'= cost. lianno curvntura 
geodetica costante. Dimostriamo ora di più che queste linee sono altresi geo- 
deticamente parallele fra loro e cosi sarà provato che la &, è applicalile 
sopra una superficie di rotazione. Invero l'equazione differenziale delle traiet- 
torie ortogonali delle T = cost. è data (*) da : 

ossia per le (7), da :  
a T a T (senh 0 + I'cosli 6)2 - d u - (cosh 0 + T senh -- d v - 0. a tJ au 

Applicando l'altra formola di BONNET a p ~ g .  146 delle Lexz'oni, per la 
1 curvatura geodetica - di queste linee troviamo : 
PY 

ci6 che dimostra I'asserto. . 
Per  trovare ora l'elemeiito 

è applicabile, bnsterà calcolare, 
lineare della superficie di rotazione su cui S, 
secondo la formola pag. 163 delle Lexioni, 
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I'arco w delle geodetiche ortogonali alle linee T=cost.,  il che dà: 

L'elernento lineare di S, prenderà dunque la forma: 

essendo p (T) una funzione della sola T, e a causa delle (9) dovremo avere: 

cioè : 

log y - l log jc' I I I 2  - (c + 1). 
d T  2 d T  

Possiamo dunque scrivere : 

ovvero, introducendo l'cingolo a colla formola (a) $ 11 : 

d rs2 d s i  = + cotSo d u t .  
c sen4 G (1 -t c sen") 

Si ha  poi: 

e il confronto di queste formole con quelle del 8 6 ,  congiunto coll'osserva- 
zione che i segmenti T7 essendo costanti lungo le linee T = cost. ed orto- 
gonali alla S risultano altresl ortogonali a queste linee sulla S,, basta per 
dedurne : 

1." che la  superficie 8, è applicabile sull'ellissoide allungato di rota- 
zione di semi-asse maggiore = 1 O sull'iperbolo'ide di rotazione a due falde 
di semi-asse travers0 = 1, secondo che c < O  ovvero c > O ; 

2.' che la congruenza delle normali alla S è una delle due asso- 
ciate a S,, . 

E questo B appunto quanto volevarno dimostrare. 
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- 
LE SUPERFICIE S A CURVATURA COSTAOTE POSITIVA TR.iSFOKD;IArïE. 

Ci occuperemo più tasdi della effettiva integraaione del sistcnin di cqun- 
zioni differenziali (1), (III). Supposto per ora di conoecertie unn soluzione par- 
ticolare T, nc dedurremo colle formole : 

la corrispondente superficie S, applicabile, corne si é visto, sull' ellissoide o 
sull'iperboloide di rotazione, D'altronde, per le osscrvazioni fondamentali dcl 
§ l:, se costruiamo la superficie 3 simmetrica di S rispotto alla S., riguar- 
data coine superficie riflettente delle normali di S, abbinmo nella S una sc- 
conda superficie di curvatura K = + 1. Si tratta ora di scrivere le formolc 
effettive che dànno le coordinate del punto 2 mobile sopra corrispondciite 
ad un punto M r ( x ,  y, x )  di S. 

Per  ci6 osseïviamo che, denotando con z,, y , ,  z, le coordinate del piinto 
medio Mi del segment0  MI^, il quale ha la. direzione della normale 
(X,, Y,, 2,) alla So e ponendo ICI MI - A, avïemo : 

colle. analoghe per Y,, 2, e poichè deve essere: 

ne deduciamo : 

A =  
T 

(C ( T Z  - 1) 
Dalle formole : 
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deduciamo percib le formole cercate : 

- -* 1 a T 
coshb + Tseiili Y X' 1 

I 
coslid 3- Tseiili 6 2 v 

Queste ci definiscono la superficie a curvatura K= $- 1 trauforiiiata 
della priiiiitiva S. Indicando coii x, Y,, 23 i coseni di disezione dclla nor- 
m;ila alla 3 qucsti snranno prqiorsionali nlle diffcrciize : 

- - - 
2-Ta ,  y-yo, 2-zo, 

e si avrà per cib: 

e le analoglie Y,, 23. Stwendosi delle (IO), (Il), non è difficile verifi- 
care che la 3 ha  effettivamente la curvatura K= + 1 e che le sue linee 
di curvatura sono le u, v. Differiremo queste ~erifiche, del resto non neces- 
sarie, al prossimo $ 21. 

Siamo cos1 giunti al risultato : Da o y n i  supar jc ie  S nota a c u v v a t u m  
costatzte positiva, i n t e g r u t d o  i l  s i s t e t ~ ~ a  delle eqîrazio~zi diflerenxz'ali (I), (III) 
$9 12, 13, deduciamo, niediartte le  (IO), unu t r ip la  in$nità d i  t a l i  nuove 
sopel-ficie S ed ancora utza t r ip la  it$witic d i  superficie applicabiii s o p u  el- 
l issoidi  a l l z ~ n g a t i  ed iperboloidi cli ~,otaziowe u due  falde. 

Se voglinmo poi conoscere il significato geonietrico delle tre costanti 
arbitrarie, vediamcr subito che, per fissare completamente i valori ini- 
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ziali di : 

e quindi la trasformnta di S, basta conoscere il punto di S che deve 
corrispondere ad un assegnato punto M di S ed in esso punto 2 il piano 
tangente di 3. Questi elementi possono, corne è chiaro, assumersi ad arbitrio 
purchè le due normnli in M, 2 si incontrino in un punto Mo erjuidistante 
da M, *%. Si pub anche dire che è lecito scegliere ad arbitrio, sulla normale 
in III, il punto Mo corrispondente di 1S, e fissare inoltre arbitrariamente il 
piano tangente in Ji!,, alla Ho. 

5 16. 

LE SUPERFICIE D'ENNEPER DERIYATE DALLA 

Per  dimostrare in un semplice esempio l'utilità delle conseguite trasfor- 
mazioni, pxrtiarno dalla soluzione evidente 8 = 0 (*) dell'equazione fonda- 
menlale (2) : 

a e e  a e e  

a;; + + senh e cosh 8 = 0. 

S'iritende che tutte le nostre formole dei $5 12-15 conserveranno la loro 
validità purcliè scegliamo : 

( ) (Xi, Yi, zi), (i= 1 ,  2 ,  3), 

in guisa che le (4) S 12 risultino soddisfatte. h tale scopo basterà assumere: 

x = O  y=o z-v \ 
X, = - sen u Y, = cos t h  2, - O 
x, = O Yz = O z* = 1 

X ,  = COS u Y3 = sen ZL Z, = 0, 

le quali formole ci mostrano che la superficie S si riduce in ta1 caso all'asse 
delle x e le sue normali alle normali di questa retta. 

(') Cfr. Lezioni, pag. 410. 
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L e  due equazioni fondamentali (1), (II) § 12 diventano ne1 caso attuale: 

L a  seconda di csse, integrata, porge: 

dove U indica una funzione della sola zs, 'Cl' della sola v, coll'avverlenzn perb 
che nessuna delle due si ridiicn ad una. costantc (v. § 13). Sostituentlo nella 
prima e indicando con accenti le derivate, abbiamo : 

onde segue : 

indicando con B una nuova costmte. Osserviamo che se si moltiplica U per 
un fattore costnnte e contemporaneamente si divide V pel medesirno fattore, 
cib che non altera T, veniamo ad alterare la costante b per un fattore qua- 
tlrato qualsiasi. L'integrazione del sistema (13) introduce $ndi due niiove 
costanti arbitrarie, ci6 clie è conforme alle nostre osservazioni generali; queste 
perb, essendo qui additive in u, v, non haniio evidentemente influenza sulln 
forma delle superficie derivate. 

Distinguiamo due casi a seconda del segno di c :  
1." cas0 c < O. - Poniamo : 

e potremo assumere : 
il - cc" 

14 (1 - a2 

Per  le (4), otterremo la corrispondente superficie applicabile sull'ellissoide 
allungato di rotazione di semi-asse maggiore = 1, di  semi asse-minore =a ,  
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colle formole seguenti : 

\ji - ae cos 11 
ro = sen(:), y.=. JE- ssen u 

-- sen ('1, z,, = v .  
dl --2 eosii (' a ) u i l - n 2  

eosù( a ) 
In cnordinate ciliiidriche : 

l 'equmione di que& superficie si scrive evidenteinente : 

le linee 1- - cost., cioè le intersezioni della ,Yo coi cilindri di rotwionc nt- 
torno dl'nsse delle 2, sono le dcformate dei pnralleli dell'ellissoide. 

Le (10) ci dànno poi per ln superficie ,g ~ppliciibile su lh  sfera di ~ g -  
gio = 1 le formole : 

\IG- - \II- senh (" a ') sen u 1 

- 2 n (1 - n" ssen 
z = v -  

2.' caso c > O. -- Poniamo : 

(") Si noti  che per 1s 2." delle (13, deve essere O <o .  
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e le (1 3) integrate dhnno : 

P e r  la superficie S, applicabile siill'iperboloide di rotazione a due falde 
si ha quindi : 

\ln2 + 1 . cos z( \la2 -+ 1 . sen u x, = 

ovvero in coordinate cilindriche : 

= Ja' + 1 cosh 

L a  superficie 3 applicabile sulla sfera è poi data dalle formole : 

- 2 a ,ia2 + 1 cosli -- (: 1 u \la2 + i l 
x= - 1 a n  a )eosu - ( 1  (~a-t 1) (a2 + 1) cos1i2 - - sen2 

-- 

- i a P  + 1 FOS jU Va: -I- l) sen s 1 , 
- 

- 2 a da2 + 1 cosh 
uda4 + 1 

I 
Y = 24 va- - [ a s e n (  ) s e n u +  \ (16) 

(a2 + 1) cosh~ (a) - sen9 ( a ) i 

Tanto nella superficie (15) qiianto nella (16) le linee di curvatura u = cost. 
sono evidentemente tracciate in piani per l ' m e  x e i n  conseguenza le altre 
linee di curvatura v-cost. sono sopra sfere ortogonali alla superficie col 
centro sull'asse. L e  superficie (15), (16) appartengono dunque alla classe d i  
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ENNEPER e precisamente a quel caso limite che, sfiiggito ad ENNEPER, fu av- 
vertito da I ~ E N  (*). Osserviamo da gl t imo chc : se nclla superjicie (16) si 

dà alla costafite + ' un valore commensurabile, le &es d i  cursntiim sfe- 
a 

riche v = cost. risulfano curve algebriclie vaxionali. 

Passiamo ora a considerare il caso d i  una superficie S a curvatura co- 
stante negativa K =  - l .  L a  nostra ricerca procederà, secondo le osserva- 
zioni generalj del $ I l ,  in rnodo del tutto analogo a quel10 del 3 1 2 ,  per 
cui potrenio qui limitarci a indicarla. sommariamente. 

Riîerita In. superficie pseudosferica S alle sue linec di ciirvatura 2 1 ,  v, il 
suo elemento lineare assumerà la forma: 

d sg = cos2 0 d u2 + sen2 8 d v2, (17) 

dove 0 è una eoluzione dell'equazione a derivate parziali : 

aee a z e  ---- a UV v 2  
- sen 0 cos 8, 

e i suoi raggi principdi d i  curvatura fiaranno dati dalle formole : 

r i  = - t g  8, r, = cot B. 

Colle solite notazioni, avremo qui le forrnolc fondamentali : 

a x G& = cos 8 X, a x a; = sen B X 2  

ax, a e  -- a x, a o X,- sen BA:?, -=-- X ,  au -G il u a v 

ax, a o  -- - -- a x2 -- --- 
a. G"' a v a a 21 ~ , + c o s ~ ~ , ,  

Stnccarido sulla normale i n  ogni punto M di S u n  segmento M Mo= T, per 

( x )  Sitzu1zqsl>eric7~te t k r  Akadewie zu Münclreiz, 1584. Heft II. 
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le coordiiiate x,, y,, x ,  dell'estrenio M, avremo : 

x o = x + T X 3 ,  y o = y + - T Y 3 ,  5, = x +  T Z 3 ,  
da cui derivando : 

indi pei coseni di direzione X, ,  Y,, 2, della normale alla superficie So luogo di 211,: 

a T p X, = (sen O - T cos 8 )  - X ,  + (cos 0 + Tsen O )  '?-? X t  - 
au a v 

e le analoghe per Y,,  Z,, avendo posto : 

a T a T pz = (sen B - T cosB)> (%y+ (cos 6 f T sen s)< (à;J + 
+ (sen 0 - T  cos 8)' (cos B + T sen O)'. 

Indicarido con l'angolo d'inclinazione del segment0 J i M ,  sulla S, avremo 
diinque : 

(sen 8 - T cos O) (cos 8 + T sen 8) sen a = X, X ,  + Y ,  Y,  + Z, Z3 = 
P 

D'altronde la formola (a) $ 11, valendo qui il segno inferiore, ci dà: 

1 dove porremo, come al 8 7, per la costante c positiva c = - - otteniamo 
a2 ' 

dunque per T l'equazione a derivate parziali del 1." ordine : 

1 1 1 + 1 = - ( T  + 1 )  (20) 
(cos 0 + T sen 8)e - T cos O ) 0  a u  aP 

Esprimiamo ora che il sistema ( e l ,  u) deve essere sulla So un sisteina 
coniugato e, procedendo come a1 § 12, troveremo per T  l'ulteriore equazione 
a derjvate parziali del 2." ordine : 

sen 8 
cos0 + ~ s e n b - s e n 0  
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Il sisteda delle (EO), (21) costitoisce on sisterna illimitatamente integra- 
bile e la soluzione più generale T contiene quindi, oltre a, due nuove costanti 
arbitrarie. La  dimostrazione si fa, corne al § 13, scrivendo irisieme alla (21) 

le altre due che seguono derivando la (20) ( esclusi nnclie qui i casi ovvii 

; si ha cosi il sistema seguente: 

- sen 0 
e 

1 -)'+ T 
(DOS 8 + T sen 6) s e n o - T c o s F ) ô v  a 

1 a T )  = -case 1 aT 1 a T - .  
T 1 s e n 8 Z  cos 6 f T'sen O a z c  sen Y - T cos Y - $  i? v 

1 (sen B - T cos 8). 
+ c o ~ ~ ( ~ ~ s U  + Tsau O 

È bene osservare che in forza di queste equazioni si ha identicamente: 

a ! 1 -- cos 6 + Tsen 4 8  T 
+ G [  pz+ I - a2sen6- TeosR 8v 
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VERIFICHE KELATIVE ALLA SUPERFICIE RIFLETTENTE 8,. 

Suyposta. scelta una soluzioiie T dellc nostre equazioni di trasforma- 
zioiic (2d), (22), verifichiamo ora che la superficie So luogo degli estreini Mo 
dei segmenti T lia I'clemento lineare dato dalla forinola ('29") $ 6; : 

Calcolando in primo luogo i cocfficienti Eo, F,,, Go dell'elemento lineare 
di S,,, troviamo : 

a T  a T  
E. = (cos e + T sen 6j2 + (SI, & = - - , a u  a v  

Go = (sen 9 - T cos $ - 
T V  1 Eo Go - F: = - (sen 9 - T cos 6)P (COS 6 4- 7'  en 9)B. 

a2 

Se  calcoliamo nuovamente, colla formola di BONNET, la curvatura geode- 
1 tica - delle linee T = cost. sulla So, troviamo per le precedenti e pe; 
PT 

Medesimamente si verifica che le loro traiettorie ostogonali sono linee 
geodetiche e l'arco w di queste geodetiche, contato da una curva fissa 
T = cost., é dato da : 

In  conseguenza l'elernento lineare di So assunie l a  forma: 
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auesta colla sostituzione : 

si cangia appunto nella (23). Paragonando le formola superiori con quelle 
del 5 7 vediamo che la superficie S, è npplicabile sopi-a una delle tre ultime 
superficie fondamentali di rotazione e la congruenza delle normali della su- 
perficie pseudosferica S è una delle due associate alla s,,. 

Ne segue che la superficie d normale alla congrucnza riflessa e simme- 
ti-ica di S rispetto alla superficie riflettente S, è essa stessa pseudosferica di - - -  
raggio = 1. Per le coordinate x, y, z di un punto 2 mobile sopra S t r o -  
viamo le formole (cf. § 15) : 

- 2 a 2  T I X3- 1 8 T 
x=x+- 

2'" 1 il cos b + ï 'sen b 8 u 

Applicheremo anche qui le nostre trasformazioni al caso particolare in 
cui si parta dalla noluzione 8 = 0 della (18). Le formole del paragrafo pre- 
cedente conserveranno la loro validità, ove si faccia: 

x = o  y == O Z = U  

X,=O Y4 = O Z,  = 1 
X2 = sen v ,  Y, = cos v ,  2, = O 
XI = COS v ,  Y3 =- - sen v Z3 = 0. 
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L e  eguazioni (20), (21\, la cui integrazione conduce alle superficie pseu- 
dosferiche S trasformete, diventano : 

Se ne trae T = U V con U funzione della sola a ,  V della sola v sod- 
disfacenti alle condizioni : 

dove b è una nuova costnnte. 
Lasciamo da parte i casi a = 1 ed a < 1 i qiiali dànno, corne si vedrh 

ne1 Cap. V, superficie pseudosferiche alle qudi  si perviene egualmente dalla 
soluzione O =  0 componendo due successive trasformazioni complementari O di 
BACKLUND (reali). Supponendo adunque a > 1, dovendo b essere manifesta- 
mente negativti, potremo fare O = - 1 e integrando avremo: 

\ l Z l  

a sen (' va: - l )  

P e r  la superficie S, applicabile su1 sinusoide iperbolico troviamo d o r a  : 

in coordinate cilindriche l'eqiiazione di questa superficie è evidentemente : 

- 
La superficie pscudmfrricn S, normale ai rnggi riflessi si trova poi data dalle 
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formole : 

- 2 n \/a2 + 1 cosh - (3 v \ln2 - 1 x= - [ a s e n (  a - )eosv-  
v \la2 - I (a2 - 1) cos112 (+ ) + <e2 sen2 ( ) 

- 2 a \lae - 1 cos11 - 
91 = (3 -. I n sen P \laPil ) sen w L 

+ \laP -- 1 cos (v y- l) cos v 1 
- 2 a (a2 - 1) senh 
2 = 2 1 -  

v \la" 1 
in2 - I) oosli2 (+) + a2 sen" 

a ) 
Le linee di curvatura v = cost. della S 'sono in piani per I'asse z e le 

zi = cost. sono quiridi tracciate sopra sfere ortogonali alla superficie coi centri 
iz sull'asse. Si osservi anche qui che, ove la costante - si% commensiira- 

11 

bile, qiieste ultime liriee di curvatura sono curve algebriche razionali. 

CAPITOLO IV. 

Le equazioni di trasformazione cangiate in un sistenia l ineare e d  oma- 
geneo. - Sua interpretazione geometrica. 

LE EQUAZIONI DI  TRASFORMAZIONE (I), (111) DEI $5 12,13 CANGlATE I N  UN SISTEMA LINEdRE. 

Al sistema di equazioni simultanee alle derivnte parziali per la funzionc 
T (20 v), che definisce le nostre trasformazioni, si pub dare una notevole 
forma l ineare ed enzogenen, di cui ci andiamo ora ad occupare (*). 

(9 Procedisino ne1 testo psr via purainerite anditica. Mn non b fuor di luogo il far 
notnre corne n questn trnsfmnnzionc delle erliinzioiii fondamentdi s i  è coiidotti da coii- 
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Cominciando da1 cas0 in cui la  S sia a curvatura positiva TC=-- + 1, 
pnrtiamo da1 sistema differenziale (1), (III*) $5 12, 13 che definisce le no- 
stre trasformazioni. I n  virtù delle (III*) ibid., vediamo subito che I'espres- 

senh 9 1 32 '  cos11 O 1 aT -- -- 
senti Y + Y'coshfl Y' 8 u 

" 
cosliti + Ysenlif i  2' a  v d v ,  

è un differenziale esatto. Possiamo quindi determinare una conveniente fun- 
zione 9 di u, v, che soddisfi le due equazioni: 

e formando di qui le derivate seconde di @: coll'osservare le dette (III*) €j 13, 
trovereino le formole : 

a* @ -- am@ a e  a @  
a  U~ - coth B - - - tgh 8 - - + a u a l l  a u  a u  

u, + 1 )  senh 6 cosh 0 - 
2' 

a2 a 0 8 4  a o a *  -co thB - - f t g h e - - 3  Mv - a u a u  a u  av 
a 2  (r, - -- ô o a *  aeas 
a  v 2  

- cothB- - + t ghe  - - + azc au  a u  a v  
ù> + c cosh2 0 (D + ( c  t : ) senh 0 cosh 6 - 

Introduciaino ora una seconda funzione incognitrt TV, ponendo : 

siderazioni geometriclic t ra t t e  dalla teoria dei sistcini ciclici. S e  consideriamo due su- 

perficie S, S n curvatura ccstante (positiva O negativn) trasformate l 'una dcll'altrs se- 

condo una delle nostre trasforinazioni, l e  normali in due loro punti corrispondenti Ml 
si incontrnno in un punto Mo, equidistante da  Ml z. Possinino q~iindi  descrivere un cir- 

colo c che incontra ortogonalmente S, S i n  M, M rispettivamente e poicliè sopra S, 3 
s i  corrispondono le linee di curvaturn, il sistema m2 di circoli c è un sistcins ciclico. 
Applicnndo le  formole genernli relative n questi sisteini (Lecioni, Cap. XII[) si a r r iva  
precisamente alla trasformazione di formole da ta  ne1 testo. 
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cd avremo Fer le funzioni incogriite cb, W il si~itetnn liuecrre ed omogeueo: 

a2 -- a e  a ( D  
- ~ 0 t h  e - - - a9 a ( p  t g h e  - - a 212 aua16  a v  a u  + 

+ c senh? 6 + (c + 1) senh e cosh 0 W, 1 
a2 CI, -- aeao aoaa 

- ~ 0 t h ~ - - +  t g h B z G 9  a u  ôv a v a z d  
a2 a) a o â ~  a w a  
a v2  .- 

~ ~ t h e  - - +- t ghe  + a 21 a 1L a u  a v  
+ c coshi 0 (D + (c + 1) scnh 0 cosh e TV. 1 

aw -- - - t g h e  - .  a v a v I 
È ben facile vedere che il sistema (A), (B), in forza dell'equazione : 

a2e a20  - + + senh 0 coshe = 0, a u 2  a v  
cui soddisfa 8, & illimitatamente integrcrbile. P e r  determinare, ne1 modo più 
generale, una coppia di soluzioni ((P, W) si possono assegnare ad  arbitrio, 
per un  sistema iniziale di valori u, v, delle variabili u, v ,  i valori di : 

Come dalle (III) O (III*) 5 13 abbinmo dedotto le attuali (A), (B), cosi 
jnversnmente, se CD, ?Y soddisfano le (A), (B), la funzione : 

soddisferà le iiidicate equazioni di trasforniazione (III). Ma ricordiarno che T 
deve inoltre soddisfare l1equmione del 1." ordine (1) $ 1 2 ;  questn, sostitiiendo 

0 
a T il qiioziente - diventa : 

W 

Ora se, per una, coppia qualsiasi a, W di soluzioni del sistema (A), (B), 
indichiamo per un moniento con A il primo membro della (C), troviamo su- 
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bito che, iri forza delle (A), (B) stesse, si ha : 

cioè A = cost. Bnsta dunque scegliere i valori iniziali di : 

in guisa da soddisfaw itzixiaZme?~te la (C) e quests sarà verificata per -tutti 
i valori di u, u. È cliiaro poi clle le tre costanti arbitrarie (oltre c)  che re- 

@ 
stano ne1 sistema integrale si riducono pel quoziente T = -, a causa della 

JV 
ornogerieità del sistema (A), (B), (C), a due soltanto. Cos1 troviaino nuova- 
mente tutti i risultati già stabiliti al kj 13. 

Scritte le equazioni di trasformazione sotto la forma (A) ,  (B), (C), fa- 
cilmente possi,zmo generalizzarle a coordinate curvilinee qualunque u ,  v ,  a 
cui la superficie S di curvatura K= + 1 si supponga riferita. Se, adope- 
rancio le consuete notazioni, i~idichiamo con : 

E d u 2  + - 2 F d u d u  + Gdv2,  

D d u P  + 2 D'dud v + D"dv2, 

le due forme quadraticthe fondamentali che definiscono S, le accennate equa- 
zioni generali si scrivono : 

a2 a l 2  I l 2  ô m + c ~ ~ - ( C + ~ ) ~ ~ ~  
m = l 1  la,+( 2 ]a, (A*, 

a2 a z a  as a 2  as - = j  a 1 1 - + j  a u  a + c a e - ( C + i ) ~ l / ~ .  a u  I 

i sinîboli di CHRISTOFFEL 1 ed il parametro differenriale primo A ,  B es- 

sendo calcolati rispetto alla prima forma quadratica fondamentale. 
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Si verificn agevolmente l'asserita proprietà osservando che le equnzioni 
scritte (A"), (B", (C*) Iianno carattere invariuntiuo e d'altronde ne1 caso 
particolare in  CU^ le u, v siano le linee di curvatura si riducono appunto alle 
(A), (B), (C). Non lasceremo di osservare che ove si facessc, IR costante 
ce- 1 (valore che iielle nostre attuali ricerche è per altro escluso) il si- 
stema (A*) verrebbe appunto a coincidere con quel10 che si prese~ita nelh  
teoria dei sistemi di WEINC~ARTEN (*) e si iritegra cornpletameiite appena si 
conoScono sopra S le linee geodetiche. 

FORMOLE PER LE SUPERFICIE 3 TRASFORYATE E REIATIVE VERIFICHE. 

Se facciamo uso delle nuove riotazioni e trasformiamo le (10) Cj 15, clic 
defiriiscono le superficie S' trasformate, troviamo : 

- 
z = x +  a @  I 1 a* i a @  

c (a2 - W2)  1 wx3---xi--- seiili 4 3 IL C O S ~ ~ F )  a v X+ (1) 
- - 

colle formole analoghe per y, z. Similmente le ( I l )  5 15 ci dànno p i  co- 
seni di direzionc z,, z, della normale alla g 1 a  forinola: 

e le analoghe. Se derivirimo le ( l ) ,  (2), ponendo mente alle (A), (B), noiicliè 
alle formole foiidainentali (4) 12, ne deduciamo : 

(") Vedi Lezioizi, png. 525, formole (1)). 
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Ora se poniamo : 

adottando la determinazione superiore od iriferiore di segno secondochè 
CD? > IVy ovvcro < W B  ne risulterà determinata 8, la differe~iza dei qua- 
drati dci secondi membri nella (5) essendo l'unità e il secondo membro della 
prima risultando inoltrc positivo. Dopo di cib, dallo (3) deducinnio per l'ele- 
mento lineare della 3: 

rnentre dalle (4) abbiamo : 

Queste forrnole ci dimostrano che sulle S le linee 2 1 ,  v sono quelle di 
- 

ciirvatura e poichè per i suoi raggi principali di curvatura r , ,  r ,  ahbiaino : 
- - - 
r ,  = -co the ,  t v , = -  tgh ë, 

troviamo conferrnato clie la 3 è a curvatura, K= + 1. 
Osserviamo poi che dalle (5) segue : 

- m2 + W 2  
cosh (O - O) = 

q,2 - w2 ' 

e perb, se valgono i segni superiori, vale a dire, se (D2 > I I r z ,  avremo : 

2 <i,2 cosh (s - O) + 1 - 
<1>2 
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indi dividendo : 

cioè : 

T=f coth ($ - 0 )  
2 

Che se invece valgono i segrii iriferiori s a r l :  

Ad  una inedesima soluzione B della equazione fondamentale: 

a 2 0  Pf) 
z2 + a;I + senh 8 oosh e = 0, 

corrispondono propriamentc, com'8 noto, due diverse superficie S, S' appli- 
cabili sulla sfcra, l'una S di elemento lineare (riferjto alle linee di curvatura): 

15 s8 = se1h2 0 d u2 + coshg 0 d u2, 

l'altra 5" d'elemento lineare : 

d srZ  = coshe O d uz + senh2 8 d ut. 

Le due superficie S, S' sono trasforniate l'una dell'altra secondo I R  tra- 
sformaziorie itzvolzr.toria di HAZZIDAKIS (*); le diciamo superficie coizizcgate. 
Esse si corrispondono per linee di curvatura e sistemi coniugati e alle geo- 
detiche dell'una corrispondono sopra l'altra le linee d'ombra. 

Ora sembra noteyole che, 
sistema di  equazioni siniultanee 
s t e m  analogo pe i  l a  coniugata 

integrato per una di esse, p. e. per l a  S, il 
che definisce le nuove trasforrriaziorii, il si- 
Y' risulta senz'altro integrato anch'esso. Sus- 
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siste infatti il scguentc teorcmn : S'e d a l h  sirpel$ficie S s i  oltiene, s e c o d o  l a  
11ost1-a costricxion~, zi?za s l i p :  firie ,C, applicabile sz~ll'ellissoide od ipe,eî.boloide 
d i  rotaziolze, conte luogo drgl i  est/-enzi dei s e g ~ ~ l e v ~ t i  - T ripotdati s d e  taor- 
i l d i  d i  S, basteric sulle cor~.ispor~deizti 9101.1nali della corzizigafa S riportare 

1 
un segment0 di  ltitzghexza inversa = - e nez Zuogo S',  clegli estrenzi dei Y' 
nuovi seglnew5 si avrà  m a  szqwfic ie  applicabile rispettivclnretzte szdl'iper6o- 
loide O sull'ellissoide di rotazz'oize. 

P e r  dimostrarlo, osserviamo che dalle (A) $ 20 seguono le equazioni sc- 
guenti : 

a2  TV -- aoaw aoaw - tgh8----~0th8---- a ?P 8 %  au  a v  a u  
- (C + 1) cosh" IV - c sen h e cosh e (D , I 

a2 w a m v  aoaw - + ~ 0 t h  6 - - m = ' g h %  a14 aw av 
a2 m a9aw asaw 

= - tg11 O, - + coth 8 - - - a V~ a u  a z l  a v  a u  

e le (B), (C) possono scriversi ; 

a* 
- 

aw 
au - - t g h e  -, 1 

Ora questo sistema (A'), (B'), (C') si deduce da1 sisterna (A), (B), (C) 
€j 20 permutando u con v,  ci con W e cangiando c in - (c + 1) (indi c + 1 
in - c), onde si vede che il sistcma (A'), iR'), (C') definisce le nuove trn- 
sformazioni per la superficie coniiigatn S'. D'altronde Io scamhio di (9 con W 

1 
muta T in -, cib che dimostrn il teorema. S i  osservi poi che delle due 

2' 
superficie S,, S', I'unn è applicabile sull'ellissoide allungato d i  rotazione, l'altra 
sull'iperboloide a due ftilde e se indichiamo con a il semiasse minore dell'el- 
lissoide, con h quel10 irnmnginnrio dell'iperboloidc si ha : 
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- - 
Prosegiiendo la nostra ricerca, considerinmo ora le due superficie S, S' 

npplicnbili sulla sfera e sirnrnetriche rispettiramente di S, S' rispetto nlle due 
- - 

superficie riflettenti S,,, S ' ,  e dimostriamo il teorema: l i a  coppia (S, S')  è 
ancora costituita da due superficie conizrgate d i  HA~ZIDAKIS. 

E invero il calcolo fiitto al paragrafo precedente ci lia dato per l'ele- 

mento linenre di S': 

avendo cosh ê, senh 5 i valori ( 5 ) .  L e  osservazioni fatte sopra dimostrano clie 
i l  medesimo calcolo, perniutato u con o,  e (1, con W, vale ancora per l'ele- 

mento lineare ds' di S' e, sicconie Io scambio di (f> con IV non muta i se- 
aondi menilri delle (5), abbiamo : 

cib che dirnostra il teorema. 

Osserviamo ora che dalla S si pub passare alla ;S' sin eseguendo prima 
la trasformazione che cangia S in 3 poi quella di HA~ZIDAKIS che porta 3 
in S'; ovvero possiamo eseguire prima la trasformazione di HAZZIDAKIS sulla S 
e canginrla in S r  poi su S' la nostra trasformazione, che la porta ancora 

in S'. Possiamo quindi enunciare brevemente il risultato conseguito cosi: Le 
nuove t ~ ~ a s f o m a x i o n i  delle superficie u c u r v a t u ~ a  costante positira sono per- 
mzctabili colla t~asforrnaxione involzdoriu d i  I-IAZZIDAKIS. 

Un'ultima conseguenza delle proprietà stabilite ne1 presente paragrafo 
merita di essere notata. Se partinmo da  una coppia iniziale nota (S, S') di 
superficie coniugate applicabili sulla sfera, trasformandole colle nostre trasfor- 
mazioni otteniaino le nuovc superficie a curvntura costante senipre a coppie 
- - 

(S, S') di superficie coniugate. E poichè le geodetiche dell'unx corrispondono 
alle linee d'ombra dell'altra e queste, corne aorrispondenti a i  circoli mas- 
simi della sfera rappresentativa, si hanno sempre in termini finiti, ne de- 
duciamo: 

Sul le  s z p r j i c i e  n czi1.2;attiru costnnte positivn t ~ a s f o ~ m u t e  della iraixial~ 
s i  c o ~ ~ o ~ c e r a m o ,  senxa alcrin culcolo d i  integraxione, le 7hee geodetiche. 
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RICERCHE ANALOUHE PER LE SUPERFICIE PSEUDOSFERICHE. 

Supponiamo ora che la  superficie S sia pseudosferica (di raggio = 1) e 
cerchiamo di cangiare alla loro volta le formole d i  trasformazione del § 17 
in un sistema lineare ed omogeneo. Procederido per cib affatto a n d o p m e n t e  
come al 5 20, osserviamo che per le  (22) 5 17 si h a :  

cos 8 1 8 T  8 sen 8 
cos9- t  i 7 s e n 9 T Z ] - G [ s e n ~ - i l o o s n  T a. 

onde potremo determinare una conveniente funzione cf, di u ,  v dalle equa- 
zioni : 

Ponendo inoltre : 

dalle (22) § 17 avremo le formole: 

sen2 9 1 +T (pz + ( U p  - 1) sen B cos c TT. 

Annali di Matematka, Serie I I I ,  tom0 IIL 
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A causa della equazione : 
a 2 e  a 2 e  ---- - sen 8 cos 6 , au2 a u 2  

cui soddisfa fi, si vede cho il sistema (a) (b) è illimitatamente integrabile, 
sicchè possiamo assumere ad arbitrio i valori iniziali di:  

Secondo la (20) $ 17, occorre inoltre che sia soddisfattit l'equazinne del 
' 

1." ordine : 

Considerazioni analoghe a quelle del 5 20 dimostrano chc basterà sod- 
disfare alla (c) coi valori iniziali perc.hè risulti sempre soddisfatta. 

Ed ora dalle (24) 3 18,  per definire la superficie pseudosferica 9 tra- 
sformata, avremo lit formola : 

- - 
colle analoghe per y ,  z e i coseni di direzione X 3 ,  E, della norrnale - 
alla S saranno dati dalla formola : 

e dalle analoglie. 
Derivando rispetto ad u ,  v ,  coll'aver rigunrdo alle formole precedenti, 

troviamo : 
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Se poniaino, indicando con ? un angolo coiiveniente : 

- (T1'2-@z)cos0 $ 2 @ W s e n 4  
cos 0 = @+W2 

- (CV2-@"sen4-2@TVcosO 
sen 9 = a2 $ IV2 

corne è lecito per essere la somma dei quadrati dei secondi menibri = 1, ne 

deduciamo per l'elernento lineare di 3: 
- 
d s" c o s ~ d u 2 + s e n 2 5 d  v 2 ,  

e inoltre : 

Queste formole corifermano che la S ha la curvatura K = - 1 e le linee 
u ,  v sono le sue linee di curvatura. 

Dalle (10) deduciamo inoltre : 
W2 - a2 

cos (S - 6) = 
0" +VZ 

iridi : 

cioè : 

LE SUPERFICIE INTEGRAL] DELLA EQUAZIONE D'AMP~RE : 
k r , r , - p  ( r ,+ r , )  + 2 q  = 0. 

Alla forma lineare data alle equazioni di trasformazione Fer le super- 
ficie a curvatura costante si collega una classe di superficie che hanno con 
queste a comune l'immagine sferica delle linee di curvatura e soddisfano ad 
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un'equazioiie ~ 'AMPERE della forma considerata da WEINUARTEN nelle ultime 
sue ricerche nell'applicabilità (*j. 

Consideriamo dapprima il caso di una superficie S a curvatura costante 
positiva e riprendiamo le equazioni (A'), (B'), (C') § 22. 11 sisteina (A') 
pub scriversi più brevemente cosi: 

W,,=-(c+l)coshVW-csenh8coshbO \ 

w,, = O (1 2) 

W,, = - (c + 1) senh" W - c senh 8 cosli 0 O, 

le derivatc seconde covarianti W r ,  della W essendo calcolate rispetto alla 
forma quadratica : 

d sf2 = cosht 5 d uP + senh2 8 d vg,  

che dà il quadrato dell'elemento lineare sferico rappresentativo della S. Si 
consideri ora la superficie inviluppo del piano : 

(indicando 6 ,  T ,  < le coordinate correnti di punto) condotto parallelamente 
al piano tangente di S alla distanza W dall'origine. A causa della inter-' 
niedin delle (12) la 2 avrà a comune colla S I'inimagine sferica. delle linee 
di curvatura; le coordinate E ,  0, t del punto di coritatto del siio piano tari- 
gente saranno date secondo le note formole di WEINOARTEN (**) da: 

ovvero da : 

colle analoghe per 0, <. 
Derivando le (13), si trova : 

(") Szw la déformation des surfmes (Xérnoire couronné p a r  l'Académie de Park). - 
Acta Mathem., tom. 20. Vedi anche DARBOUX, Le,roas IV, pag. 308 e segg. 

r*) Lezioni, pag. 137, formule (34). 
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le quali per I'elemento lineare d o  della 2 ci dàniio : 

d o2 = c' ] (W cosh 0 + Q senh 6)' d ua + (W senh 6 + O cosh 6))' d v2 , (13*) 1 
e paragonate colle altre: 

a 3 3  - =  COS^ 6 XI, - - a u  ax3 -. seuh r X , ,  a u  
confermano che le u, v sono sulla Z le linee di curvatura e di più i suoi 
raggi principali di curvatura p l ,  p, sono dati dalle formole : 

p l = - c ( W + @ c o t h 6 ) ,  

pz=-c (W+Qtgh5) .  
Se ne trae (*) : 

p i  po = cZ W+ ((tgh 3 + coth 6) Q W + fi?? 
e pero : 

I 
P I  pz + c W (pi + ~ 2 )  = cZ (Q' - TVz). (14) 

Ora introduciaino le notazioni di WEINGASTEN e indichiamo con p = 1Y 
la distanza dell'origine del piano tangente di l e con : 

il quadrato della distanza dell'origine stessa da1 punto di contatto. Dalle (13) 
ahbiaino : 

2 q - c (W -W'), (15) 
e la (14) divents per cib: 

(*) Queste medesime formole si possono stabilire direttamente dalle (12) facendo uso 
delle formole in coordinat0 tangenziali : 

P i  f pz=AzW+2W 

pi pz = AZ2 W + I.V A2 TV -1 W 2 ,  

dute a pag. 137-138 dalle Lezioni. 
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potremo scrivere la (16) sotto la forma: 

che è appunto la forma delle equazioni ~ ' A M P ~ R E  che si presentano nelle ac- 
cennate ricerche di WEINUARTES. COSI adunque le superficie 2 ,  definite dalle 
formole (13) hanno a cornune colle superficie S applicabili sulla sfera l'im- 
magine sferica delle linee di curvatura e soddisfano l'equazione (16) O (16") 
di WEINGARTEN. Non lascieremo di osservare ohe le formule (1) per le su- 
perficie % trasformate si possono scrivere : 

Per  le osservazioni fatte a l  $ 2 2 ,  ove si voglia considerare in luogo 
della superficie S primitiva l a  sua coniugata di HAZZIDAKIS Sr, basterà scam- 
biare u con v e cl, con F. La superficie Zr dedotta da  Sr corne B da S, 
soddisferà ad un'equazione della forma (16) ove perb c sia cangiata in 
- (c + 1). D'altronde il suo elernento lineare dedotto dalla (13") col detto 
scambio coincide con quel10 stesso della 2 ;  dunque : 

Le due superficie 2, 8' sono npplicaSili Z'una sull'altra con corrispon- 
denza delle linae d i  curvatura. 

fi noto che le superficie averiti a comune con quelle applicabili sulla 
sfera l'immagine sferica delle linee di curvatiira e peste soltanto (astrazione 
fatta dalle superficie modanate a sviluppabile direttrice ciliridrica) ainmettono 
una flessiorie che conserva le linee di curvatiira. Questo viene confermato ne1 
caso attuale delle superficie 2 integrali della (16); ma cib che vi si aggiunge 
di notevole è questo che anche dopo la flessione la superficie appartiene alla 
medesima classe (16) cangiatovi perb c in - (c  + 1). I n  fine osserviamo clie 
due pimti corrispondenti delle due superficie coniugate '2 ,  2' hanno costante 

ed = - il rapport0 delle loro distaoze dall'origine. 
C 
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CM0 DELLE SUPERFICIE PSEUDOSPERICRE. 

Sia ora 8 una superficie pseudosferica di raggio = 1. Dalle formole 
del tj 23 deduciamo che W soddisfa alle equazioni seguenti : 

1 sen2 6 W -  - sen Fi COS G @, 
a2 

wi, = O, 

w - -- 1 
, - ( 1) cos2 8 w + - sen 6 cos 6 cl), 

a2 

le derivate seconrle cuvarianti d i  W essendo calcolate rispetto al17elemento 
lineare sferico rappreseritativo : 

d s i  = senZ O cl ue + COS" cl v 2 ,  

della nostra superficie S. Ne segue che la superficie 2 invjluppo del piano: 

5 x3 + ? y3 + c 2 3  = TV, 

avrà le stesse immagini delle linee di curvatura della pseudosferica S. Per  
le coordinate E ,  r ] ,  < del punto di contatto del detto piano con Z troviamo: 

1 arv 1 aw 5=TVX3+- --Xi - - - sen9 8 %  cos0 a u  9 

.e analogamente per q, c. Derivando rapport0 ad u, u ne deduciamo: 

ai -- 17 cos F) + 9 sen 4 
G- a2 x2. 

Ne risulta confermato che le linee u ,  v sono siilla 2 linee di curvatura. 
Di più, indicando con p , ,  p, i reggi principali di curvatura di 8, da1 con- 
fronto delle precedenti colle altre : 

alx3 -- -senGX,,  --- 8 x 3  - - cos 4 X, , a u  a v  
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si trae : 
1 

pi  = - - (W+@tg8)  
ne 

1 
p , p * =  ,] W 2 + é W ( t g s - o o t q  - e21.  I 

Ne  deduciamo : 
1 1 

pi p. - , CC W (pi + p,) - - a' (W' + Q'), 

vediarno che le attuali superficie Z soddisfano l'equazione ~ ' A M P ~ R E :  

a2 pi p2 - 23 (pi +pz)  + 2 q = 0, (1 9) 

1 che è evidentemente la (16) stessa posto c = - - colla differenzcl perb che 
a2 

qui 9 $ pz è negntivo. Ponendo : 
c 

la  (19) si scriverà nuovamente sotto la forma di WEINGARTEN : 

Ne1 cas0 a = 1 la (19) esprime che per le corrispondenti superficie B il 
segment0 di ogni normale compreso fra i centri principali di curvatura è 
visto dall'origine sotto angolo retto. Sono queste le superficie coiisidcrate in- 
cidentalmente da DARBOUX ne1 Vol. IV delle Legofis (png. 321) e da. me più 
particolarmente studiate ne1 Vol. 21, Serie 2." di questi A n m l i  (189Gj sotto 
i l  nome di superficie 2 paraboliche. 

Molte questioni rimarrebbero da trattare in generale per le superficie 2 
integrali dell'equazione ~ ' A M P È R E  : 

k r ,  Y, - p ( r ,  $ rZ) + 2 q = 0, 
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che abbiamo cos1 visto collegarsi alla teoria delle trasformazioni delle super- 
ficie a ciirvatura costante; ma riserbandone l'esame più accurato ad altra oc- 
casiorie per non deviare troppo da1 soggetto principale contentiamoci qui di 
indicare le pi-incipali : 

1." Le congruenze delle normali a queste superficie X sono cicliche e 
nelle superficie normali ai circoli abbiamo superficie della classe medesima. 

2." L'inversione per raggi vettori reciproci rispetto all'origine cangia 
ogni siiperficie ': della nostra classe in un' altra della medesima classe. L a  
superficie 1 trasformata ha la medesima immagine delle linee di curvatura 
della superficie S a curvatura costante trasformata della primitiva S. 

3." Drille superficie 2 si ottengono, secondo il metodo di WEIN~ARTEN, 
con quadratiire clnssi di superficie applicabili sopra una medesima superficie 
di rotazione. L e  relazioni fra queste e le superficie fondamentdi (ellisaoide, 
iperboloide, ecc.) sono da studiarsi. 

CAPITOLO V. 

Composizione delle nuove trasformazioni mediante due  successive tra- 
sforrnazioni cmple inen ta r i  O di Backlund (reali od immaginarie). 

flonie abbiamo avvertito n e h  prefazione, le trasformazioni delle super- 
ficie a curvatura costante, cui siamo stati condûtti dai teoremi di GUIC~~ARD, 
solo in parte possono dirsi nuove. Dimostreremo invero che ne1 caso delle 
superficie pseudosferiche, se la costante indicda con n al S 17 ha il valore 1, 
la trasforrnazione per pasoare dalla S alla %'si compone di due successive 
trasformazioni complementari (*) e quando n < 1 risulta da1 comporre cliie 
successive trasformazioni (reali) di BACKLUND. Quarido invece siamo ne1 caso 
delle trasformazioni delle superficie pseudosferiche con a > 1 ,  ovvero quando 

(") Questa proprieti fu già avvertita da me nella mis prima Nota (Rentliconti Liiicei) 
del 19 febbraio, le segiienti nella Nota del 23 nprile. 

Anncdi di Malemntica, Serie III, tom0 III. 35 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



si tratti di superficie a curvatura costante positiva possiamo bcusi scindere 
ancora la trasformazione in due elementari di RACKLUND, ma queste compo- 
nenti sono sempre necessa~ia~rzente  immaginarie. Anche in qucsto caso ove, 
da1 punto di vista reale, abbiamo da fiire con trasforinazinni nuow, l'esamo 
delle effettive forrnole di cornposizione è somrnamente interessantc specialrnerite 
perch;? ci dimostra come alle nuove trasfortnazioni siano applicnbili le con- 
siderazioni stesse e tutte le conseguenze che ho dedotto da1 teorema d i p e r -  
nzutabilità per la teoria delle trasformazioni reali di BACRLUND (*). 

Volendo procedere alle attiiali ricerche, potremmo cominciare dallo stabi- 

lire che, prese due superficie S, S colla medesima ourvatiira costante e tra- 
sforrnate I'una dell'altra secondo una trasformazione del Cap. I I I ,  esistono 

sempre od superficie 2 ciascuna delle quali tanto con S quanto con forma 
le due falde focali di una congruenza IF (corrispondendosi cioè sulle due 
falde focnli le nssintotiche) e che h a  queste mi superficie 1 ve rie sono 
sernpre due reali od immaginiirie, e coincidenti ne1 solo caso delle superficie 
pseiidosferiche quando si2 u = 1, le quali hanno la medesima curvatura co- 

stnnte di S, LT sicchè le corrispondenti oongruenze lt7 sono pseudosferiche. 
Preferiamo un'altra via, mcno completa .ma più rapida, che ci conduce alla 
verifica delle proprietà cssenziali da stabilirsi utilizznndo il teorema di per- 
miitabilità. 

Cominciamo ne1 presente paiagraf; dallo stabilire che se si applica a d  
una superficie pseudosferica S una prima trasformazione coinplementare, indi 
alla nuova superficie pseudosferica ottenu ta Sr una nuova trasformazione com- 

plernentare, clie la cangi nellu questa superficie psc'iidosfmica finale S d e -  
riverà dalla iniziale S prwisamente c,on una trasforrnazione del 5 18 quando 
si supponga a = 1. Per  questn ragione la trasformazionc clic porta da S 
ad 3 si potrà dire Oiconzp1enze1zta1.e. 

Siano dunque S, % coinplementaii di  uiia medesima superficie pseudo- 

sferica S' e s imo Ml M, Mr tre loro punti corrispondenti. 1 raggi delle con- 
gruenze pseadosferiche 214' Jf, M' s sono rispettivamente tangenti a due si- 
stemi di geodetiche parallele sopra Sr. Ora consideriamo soprn Sr quella 
gcodeticn g, perfettamente individuatn, che è paraIlch in un sensu alle geo- 

(') Il teorema in questione f u  da m e  trovato ne1 1892 (Rendiconti dei Lincei, Serie  5.", 
Vol. 1, 2.' sein.) e trovasi ampismente discusso nei 257-260 delle Lezioni. 
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detiche del primo sistema, nell'altro senso n quelle del secondo. Se con u 
indichiamo la distanza geodetica sopra S' del punto varialoile JI' dalla detta 
geodetica, potremo dare all'elernento ljileare di S' 1:t nota forma iperbolica: 

d s'" a? u2 + coshZ u d v', (1) 

e per I'angolo cc di parallelismo, relativo al punto 11' ed alla geodetica g ,  
amemo (*) : 

cos a = tgh u. 

Se  ne1 piano M M '  3 tiriamo in M, &I Ie norinali ai  raggi M'M, Ji' 2, 
queste saraiino le normali rispettivamente di S ,  S e  si iucontreranno in un 
punto Mo tale che sarà : 

1 - coth zc. M'Mo=eosa- 

D'altra parte, se per la forma (1) dell' elemento lineare calcoliamo la 
1 curvatura geodetica - dei circoli (a centro idcale) u = cost., troviamo : 
Pu 

1 -=- coth u, 
P 

onde risulta c,he III, è il centro di curvatura geodetica in M' della linea 
u = cost. che vi passa e pcr ci6 : Ii luogo del purzto Mo è la superjicie 8, 
complernentarc della S' ~ispetto alle geodetiche normirli alla y. Questa su- 
perficie &, è applicabila sulla logaritmica di rotaziorie (**) e poichè la sua 
normale in Mo è la perpendicolare a M' Mo ne1 piano M JI' Aw vediarno 
che AI, ?il giacciono simmetricamente rispetto al piano tangente in X,, alla S,,. 
Di più il raggio î. del parallelo della superficie logaritmica essendo dato (vedi 
Nota precedente) da : 

1 
y = - - -  

senh u - tg a, 

(") Lezioni, pag. 4063. 
r") 11 suo elemento lineare è infatti (Lezioni, pag. 243) : 

d vZ 
d sO2 = ~ 0 t h ~  U d U' f - 

senil2 u ' 
1 

che, posto 9. = - pub scriverai : 
senh u ' 
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se confrontiarno le attuali formole con quelle del 3 7 vediamo che le due 
superficie pseiidosferiche S, Sder ivano  appunto, ne1 modo ivi assegnato, 
dalla S,, I'angolo O avendo qui evidentemente il valore complementare ad a. 

Cos1 abbiamo propriamente dimostrato che due successive trasforrnazioni 
cornplenientari si compongono in una trasformazione del $ 18 con a = 1. Che 
inversamente ogni tale trasformazione si componga di due successive comple- 
rnentari si vede subito, sia invertendo le considerazioni geometriche superiori, 
sia ricordando (§ 15) che la supcrficie S trasformata della S è pienarnentc 
deterininata quando di un dato punto M di S si conosca il corrisponderite %? 
supra S ed in @ il piano tangente della trasformata. 

1 

COMPOSIZIONE DI DUE TRASFORMAZIONI REAL1 OPPOSTE DI B~CKLUND. 

Per procedere all'esarne dei casi ulteriori conviene che ricordiamo bre- 
vemente l a  formole date da1 teoremit di pei-rnutabilità. 

Sia S una superficie pseudosferica di elemento 1ineai.e (riferito alle linee 
di curvatura) : 

CI s2 = cos2 9 d + sen2 6 CE v2, 

ove 5 è una soluzione dell'eyuazione : 

a20 a2 s 
= - 2 7  = sen 0 cos 8, 

e siano S,, & due trasfosmate pseudosferiche di S dedotte da questa rne- 
diante due trasformazioni di BACKLUED Ba,, B,, a costiinti O,, G, diverse e 
coi rispettivi elementi lineari ; 

L e  funzioni O , ,  62, soluzioni della (a), sono legate alla primitiva 6 dalle 
formole : 

86, 89  sen 8, cos 0 + sen ci cos 0 ,  sen (1 +--= a u  a v  COS G1 

a h  a0 --+-=- COS O, sen O + sen ai sen 5 1  cos 8 ! (2) 

a~ au  COS Gi 
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a 02 a 6 sen Ffo cos 9 $- sen Ge cos €Je sen 8 
a;;+a;= Cos Gp 

Il teorema di permutabilità stal~iliscc chc esiste uiia quarta superficie 
pseudosferica S,, d'elemento lineare : 

determinabile in termini finiti dalla formola : 

0 +.o 

tg (y) = COS(+) tgr4 y 0 2 1 ,  

sen ('T) 
che è legata alla SI da una trasformaxione B',, di BACKI.UND a costante a, e 
alla S2 d a  una trasformazione di BSCKLUND B',, a costante o,. Quattso punti 
corrispondenti qualsiasi M ,  M,, M2, M, delle qiiattro superficie pseudosferi- 
che S ,  S,, S, ,  S, segnano i vertici di un quadrjhtero sghembo di cui due 
lati opposti Jf M l ,  M, AI, serbano la luiighezza costante = cosal  e gli altri 
due la Iiinghezza cos G2; i due lati concorrenti in ogni veitioe giacciono ne1 
piano tangente della corrispondente superficie pseudosferica. 

Supponiamo ora in particolare che si abbia a, = - a,, cioè che le due 
trasformazioni di  RACKLUND siano opposte. Il quadrilatero sghembo M M, M, JI3 
diventa allora una l o s ~ n g a  e, a causa della sua simmetria, le normali in due 
vertici opposti, per es., AM, Al,  alle superficie S ,  S3 si incontrano i n  un 
punto M o ,  equidistante da III, 1%. Ponendo : 

dalle formole effettive che dànno le coordinate dei vertici (Lezioni, 1. c.) si 
trova fa.cilmente : 

Del resto questa forinola, prescindendo dalla precisa determinazione dei 
segni, si pub stabilire anche con considerazioni elementari. trigonometriche, 

(") P e r  far  coincidere questa formola colla (11) § 23 basta cangiare 8, in T+ TC. 
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osservando che i quattro lati della losanga sono di luiighezza = cos o, e l'an- 
go10 in Mo O M, è dato da O, - $, quel10 in Ji!, O M, da  8 ,  - $, . 

Dimostreremo che la  4 si deducc da  S precisamente colla trasformazione 
del 9 18, ove si dia alla costante a il valore a = cos CT, provando che la 
funzione T data dalla (4) soddisfa le eqilazioni fondanientali (20) (21) 5 17. 
E infatti dalla (4) derivando ed osservando le (2), (2*), dediiciamo: 

1 a T 
cos 4 + Y'sen 0 

- 
sen (y) 

d a  cui quadrando e sommando : 

che è precisamente la (20) $ 17 fattovi a  = coso. P e r  verificare similmente 
la  (21) del detto paragrafo, conviene scriverla. per es. sotto la forma della 
seconda delle (22) (ibid.) ed osservare che essa coincide con quella otteiiuta 
derivando la prima delle (5) rapport0 a v .  N e  concludiamo quiiidi : Ln su- 
perfirie pselidosferica &, che s i  ottiene da S con due trusforvzazioni di 
B~CKLUND sziccessive ed opposte Bu, B-, , deriva direttamente da S appl icado 
zuza trasfor??zazirone del $ 18 con a = cos o. 

Viceversa si vede subito che iutte le trasformazioni del $ 18 con n < 1 
si ottengono componendo due trasformazioni opposte di BACKLUND. 

Segue che la superficie S, descritta da1 punto Mo d'incontro di due nor- 
mali corrispondenti a 8, SS; è applicabile su1 catenoide accorciato, avente 1 i ~  
curva meridiana : 

r = sen c, cosli 2; 

di più il piano tangente in JIo alla S", è il piano di simmetria J I ,  JId 
della losanga. P e r  la  medesima ragione, anche le norrnali in M,, M, alle 
due superficie pseudosferiche S,, si incontrano in un punto M ' , ,  che de- 
scrive una seconda superficie s', applicabile su1 medesimo catenoide accor- 
ciato. D'altronde il piano tangente in Mio alla S', è l'altro piano d i  simme- 
tria 2Cf2M1, M ,  della losanga; dunque la retta Mo M',  che segna la  perpen- 
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dicolnre comune alle due diagonnli della losanga d e w i v e  una congruenza TB 
normale (i. due piani focdi essendo ortogoriali) colle superficie focali S,, SI,. 
*Arrivinino evideritemente a1 teorema : Una supeqîcie S,, applz'rabile sidl cn- 

temide accorciato Ira per complenzentare S' (rispetto a l f e  yeodetiche defor- 
mccte dpi mei.idia,ii) zina szrpe~ficie applirnliile su1 ~i~ellesiino cnteizoide. 

h facile del resto dnre di qiiesto teorema iina dimostruzione diretta, cib 
che conduce per altra via ai risultati ora stabiliti. 

COMPOSIZIONE DI DUE TRASFORMAZIONI PURAMENTE IMMAQINARIE OPPOSTE 

DI BACICIJND. 

1 risultati analitici, concernenti le soluzioni dell'equaziorie (cc) : 

a 2 e  a 2 4  
-- a a;j = sen 6 cos 6, 

forniti da1 teorema di permutabilità, sono naturalmente indipendeiiti dall'essere 
queste soluzioni e le costanti T,, o, reali O complesse. 

Suppongasi ora che, essendo sempre la 8 una soluzione reale della (a), 

si dia a a, un valore cornplesso qualsiasi; la funzions 0, integrale del si- 
- - 

stema (2)  sarh naturalinente cornplessa. Se indichiamo con a , ,  O, le quantità 
coniugate d i  a , ,  €,, vediamo subito che le (2") saranno soddisfatte ponendo : 

mentre la formula (3), elle diventa : 

1 
COS - (bi f i) 

2 
1 - 

sen - (cl - cl) 
2 

essenclo ~videntemente reale i l  secondo membro, ci dimost,ra che In qzini.fn 
soluxione 83 riszilta nuooumente yenle e realr: sarà quindi pure ln superficie 
pseudosferica S3 corrispondente. 

Ora dimostreremo che ove si prenda o, puramente immaginario, diciamo: 

a,  = i a (5 reale), 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



272 B i a  n c hi :  Sulla teoriu delle t m s f o r m a x i o n i  

lx  S3 si dedurrà dalla S precisamente con una delle nuove trasformazioni 5 18 
ove si faccia n = coeh o (a > 1); verrenio cos) a stabilire il teorema : 

L e  nuove t r c x s f o r m t i o n i  delle sziperficie pseudosferiche del  5 18, c o w i -  
spomzdenti rrd un valore > 1 del lu  cosiante a ,  si comnpongolzo di due surces- 
sive t r a s f o m a x i o n i  d i  BACKIJRD purumente imnzagina?.ie. e coniugate R i a ,  il i,. 

Sciiideiido in 6 ,  il renle dell'immaginario, poniarno : 

iiidi e2 = w + i g> e l a  (6) si scriverà, sotto forma reale : 

senh G 

D'altronde, separando nelle (2) il renle dall ' imrnaginari(~, pr~senterenio 
queste formole sotto l'aspetto seguente reale : 

3 o a 0 cos 8 cosli lg + senli G sen 6 seiili 19 a;+z= cos11 G - sen 0 
\ I 

8 w a 9 - sen 8 cosli y + senli G COS 4 senh cp -+-= - cos W. a v  a u   COS^ G 

8 1 cos 0 cosli cp + senh G sen 0 senh cp cos -- = - a u8  COS^ G 

a cp sen 4 senh p - senh G cos 9 cosh y -- - sen w. a v CO SI^ G 

Qiiesto è un sistema di  cquazioni ai differenziah totali per le dlle fiin- 
zioni reali w ,  y d i  z r ,  v ;  esso B illimitatamente integrahile come è chiaro a 
priori, pel modo con ciii f u  dedotto da1 sistema (2) e come si verificn del re- 
sto direttamente, ocserv~nclo I R  (a). 

Sarh  dirnostrato il nostro teorema quando si provi che assuniendo: 

T = cot (y) = sen11 o coth y ,  

saranno soddisfatte le (20) (21) 1 7  ove si faccin n = cosh G ;  e jnfatti gli 
sviliippi clel $ 23 provario allora clle la superfirie pseudosf~rica trasformata 
ha  precisamente 17elemento lineare : 

e coincide quindi con S3. 
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Ora dalla precedente, derivando, si trova per le (II): 

1 aT tgh G cos w -=---- 
cos0 $- T s e n R a u  senh 

1 aT -- -- tgh G sen w 
sen0 - Tcos 0 a v  senh 9 1 

onde : 

1 a ~ z  1 

(cos R + T seii RI2  (z] + (sen R - T cos R)P  

cosi la ,20) 3 17 è verificata. Similmente, derivando la l.a delle (7) r8p- 
porto a v col1'1)sservare le ( I ) ,  (II), si verificherà la 2." delle (22) $ 17, ossia 
la (21.). 

Per arrivare alle trasformazioni del 3 18 con a > 1 abbiamo composto 
due trasformazioni di BACKLUND Bi,, purantente immaginarie coniugate. 
Ma, come abbiamo avvertito al principio del paragrsfo, otteniarno egualmente 
trasformszioni reali componendo più in generale due trasformazioni di B~CKLUND 
cornplesse coniugate. In  quale relazione stanno queste più generali trasfor- 
mazioni colle speciali da noi studiate? Se ponendo a,==+ ia', 9, = w +ip, 
si separa nuovamente nelle (2) il reale dall'immaginario, si trova per le o, y 
un sistema di equazioni più generali delle (1)' (II), ma che a queste si ri- 
ducono con un mutamento lineare delle variabili u, v. Adoperando l'identico 
processo che al 256 delle Lexiotzi ci ha  servit0 per dimostrare come una 
trasformazione di BACKLUND si compone di una complemenbare e di due tra- 
sformazioni di LIE, si arriva ad un risultato perfettamente analogo e cioè a1 
teorema : 

Le trasformaxioni pi& gelzerali d i  cui si tf-atta si compongoi,o d i  2n1u 
nostra particolare p~.ecedutcc e seyuita da  due trasforwiazioni di  LIE inverse 
l 'ma  dell'ultra. 

Se anditicamente le trasformazioni più generali si riducono cos? alle par- 
ticolari e a trasformazioni di LIE, non se ne deduca che l'esanie diretto della 
loro natura geonietrica debba essere considerato come superfluo; a m i  è fa- 
cile prevedere che condurril a risultati interessanti, occupando le dette tra- 
sformazioiii, di fronte alle particolari di cui qui ci occupiamo, il medesimo 
posto come la trasformazione di BACKLURD di fronte alla trasformazione com- 
plementare. 

Annali di  Maternatica, Serie I I I ,  tom0 III. 3 cj 
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a 2 9  a 2 4  IL TEOREMA DI P E R M U T A B I J ~ I T ~  PER L'EQUAZIONE : aUp + a;1 + senh 9 cosh ri = 0. 

1 risultati conseguiti nei paragrafi precedenti per la composizione delle 
nuove trasformazioni delle superficie pseudosferiche mediante trasformazioni 
di BACKLUND sussistono ancora, conle ci proponiamo di dimostrare, per le su- 
perficie a curvatura costante positiva; soltanto qui le trasformazioni elemen- 
tari componenti sono sempre necessariamente immaginarie. 

L'equazione fondamentale : 

a 2 9  a 2 e  + a;i + senh 0 cosh R = 0, 

da  ciii dipende la. ricerca delle superficie a curvatura costante K= + 1,  si 
riduce subito, introducendo gli immaginarii, alla forma : 

a Z w  a 2 w  --- a a~ pz = sen GI cos GI, 

e da1 punto di vista analitico valgono quindi ancora tutti gli sviluppi relativi 
al teorema di permutabilità. Presentiamo qui le formole sotto In forma che 
meglio si presta ai confronti colle nostre precedenti. 

Sia 0 una soluzione qualsiasi (reale O complessa) della (P )  e indichi O, 
unn costante pure qualsiasi (reale O complessa). Denotando ron 0 ,  una con- 
veniente funzione di w,  v, si consideri il seguente sistema di equazioni si- 
multanee : 

. a e ,  a e  
+au = - senh o, senh 0 cosh O, - cosh 0,  cosh e sen11 8, 

queste costituiscono, a causa della ( f i )  cui soddisfa O, un sistema illimitata- 
mente integrabile di equazioni ai differenziali totnli per la funzione inco- 
gnita O , .  Di più, elin~inarido per derivazione O dai primi mcmbri delle (8l, 
si vede che ogni soluzione 0 ,  delle (8) è una nuova soluzione della (P): di- 
wmo clle la soluzione e, è ottenuta dalla 9 mediante la trasformazione B,,. 
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Prendasi ora per la costmte un altro valore o, e si determini similmente una 
terza soluzione 0, della (8)  dalle equazioni simultanee : 

a r ,  . a 9  
-- + z - = senh c, cosh 9 senh 8, + cosh o, senh 9 cosh 6, a z c  a v  

a ~ ,  a o  z + - = - senh 4, senh B cosh 6, - cosh O-, cosh 9 senh 6,.  a au 

Note che siano O , ,  O, ,  diinostriamo che si pub dedurre, in termini finiti, 
una quarta soluzione 0, della (6) che sia legata a O , ,  8, rispettivarnente dalle 
trasformazioni Ba:, Ba, colle costanti o invertite. Dovranno dunque sussistere 
insieme le equazioni : 

a h  8 0 ,  - f i - = senh c, cash 9, senh O ,  + cosh o, senh O, cosh 0 ,  a z6 a u  
. a e ,  a 0, 
z - + - = - senh o z  senh O ,  cosh 0, - cosha, cosh 0, senh (1, . a v au 

Sottraendo le (9), (9") corrispondenti e confrontando coi risultati ottenuti 
similmente dalle (8), (8*), facilmente si traggono le due equazioni : 

 COS^ ( O ,  - 0) = 
C O S ~  (ci - G,)  COS^ (O1 - 0 2 )  - 1 
 COS^ (9i - 0 2 )  -  COS^ (ai - Gr) 

senh (ci - 5%) senh (9t - 8 2 )  senh (_8, - 8) = -- - 

cosh (O, - OZ) - cosh (ai - az) ' 

le quali sono concordanti, esseiido = 1 la differenza dei quadrati dei secondi 
mernbri. Esse possono sostituirsi coll'unica formola ben semplice : 

tgh (O+) = tgh ('-1 ~ 0 t h  (O+) , 

e su questa facilmente si verifica che la funxione O, ,  cos1 definita, soddisfa 
effettivamente le (9), (9*). 

11 risultato cos1 conseguito per le soluzioni della equazione (P) indiche- 
rem0 nuoramente col nome di teoreuta di perrlzutabilità. 
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COMPOSIZIONE DELLE NUOVE TBASFORMAXION1 PER LE SUPERFICIE 

A CURVATURA COSTANTE POSITIVA. 

Suppongaai ora che la soluzione iniziale 0 sia reale e la costante a, sia 
- - - - 

complessa qualuiique. Indicando, come al 5 28 con o , ,  4 ,  le quantità coniu- 
gate di a, ,  9, si vedrà subito che le (8*) risultano soddisfatte se si pone : 

- - 
= - ai,  & = r i - 0 , ;  

d o r a  la formola (10) diveiita: 

0, +% 
tgh ("$1 = tgh tgh (T). 

Essendo il secondo membro reale e niinore, in valore assoluto, dell'unità 
vediamo che la quarta soluxione 8, risulta nuouamente reale. Vi corrisponde 
quiudi una superficie reale S, di curvatura K= + 1 e d'elemento lineare : 

d si = senh2 9, d uP + coshe O, d u 2 ;  

esya dipenderà da quattro costanti arbitrarie due .rappresentate dalla parte 
reale e da1 coeffieiente dell'immaginario in a, le altre due provenienti dai 
valori iriiziali della parte reale e della complessa in 8,. 

Al10 scopo p e h  di arrivare alle trasforrnazioni delle superficie a curva- 
tura costaiite positiva studiate al Cap. III, conviene particolarimare il va- 
lore della costante o, supponendola senz'altro reale = o (*). Scindendo nuo- 
vamente 9, nella sua parte e complessa col porre : 

0, = o + i Cf, 

le (9) ci dànno per le funzioni incognite reali o, il sistema simultaneo il- 
limitatamente integrabile : 

a m  - (senh o cosh 0 senh o + cosh o senh 9 cosh o) cos rp a- 
a m - = - (senh o senh 0 senh o + cosh CJ cosh 4 cosh o) sen y. a v 

(*) Anche qui, come ne1 caso delle superficie pseudosferiche, e da osservarsi che In 
piu generale trasformazione ottenuta col supporre o, complessa qualunyue s i  compone di 
una nostra particolare preceduta e seguits da due trasformazioni di LIE-BONNET inversa 
l'una dell'altra. (Cf. le osservazioni in fondo al 5 28.) 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



delle superficie u curvaturu costante. 277 

a'P a = (senh o cosh 4  cosh w + cosh O senh 9 senh o) sen p. 
a r + ~  

a ?  a 4  
(12.1 

---- - (senh u senh 6 cosh w + cosh o cosh 8 senh w) cos y ,  \ , a u  a u  
e la (11)  diventa : 

tgh (-$) = tgh u tgh o. 

Andiamo a verificare che la superficie S3, applicabile sulla sfera, cor- 
rispondente alla soluzione 0, dell'equazione fondamentale ( B )  definita dalla (13)) 
si .deduce dalla S appunto colla costruzioiie del 9 15, ove si riporti sopia 
ogni normale di S il segment0 : 

T = tgh ('3 ; O )  = tgh o tgh w. 

Derivando ed osserv2ndo le (12), troviaino infatti : 
rn 
1 al' - sen11 G C O S  - 

senli 9 + ï' cos11 'l a u cosh o 

da cui quadrando e sommnndo abbiamo: 
1 1 aT -- +-- - - -- senlit ~s +l=-- 

(senti Y + T eosh O). (oosh 4  + T senli O ) ?  ( 3  v ,! eoslig w 
+ l -  

b m - - coshZ o (T' - 1). 

Dunque T soddisfa all'equazione fondamentale (1) 3 1.2) ove alla costante 
c si dia iÏ valore negativo : 

C E -  c0s1i9 Q. 

Resta solo a dimostrarsi che T soddisfa anche 
O, cib che é 10 stesso, la seconda delle (III*) : 

1 
senhr) + Tcosh9 a u  

l'altra equazione (11) $ 12 

- - 

= senho 1 aT 1 ar ,  
sen11 8 $ T cos11 8 au ' cosh 8 + T senli Y a u  
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L a  verifica t: immediata, ove si derivi rispetto a v la prima delle (15) 
e si abbia riguardo alle (12), (12") ed alle (15) stesse. 

Da quanto abbiamo dimostrato risulta che il luogo So degli estremi dei 
segmenti T staccati sulle normali di S, è applicabile sull'ellissoide allungato 

1 di rotazione di semi-asse maggiore = 1, di serni-asse minore = -  COS^ o e> 'On- 

frontando le formole attuali con quelle del Ej 21, chiaramente vediamo c,he 
In superficie 3 simrnetrica di S rispetto a &, ha  precisarnente l'elemento li- 
neare : 

e coincide quindi colla nostra S3. 
Cosi mediante due successive trasformazioni immaginarie di BACKLUNI) 

abbiamo composto la trasformazione reale delle superficie a curvatura costante 
positiva del Cap. III, corrispondente ad un valore negativo della costante c. 
Per  considerare anche il cas0 della c positiva baita (come risulta anche a 
priori dalle osservazioni del 5 22) scambiare in tutte le nostre formole pre- 
cedenti, in particolare rielle (12), (129 ,  u con v. Assuinendo allora: 

T = coth o coth w, 

si ved1.à subito clle ne risultano soddisfatte le equazioni di  trasforma- 
zione (I), (11) S 12 ove si ponga: 

c = sen hz o. 

In  ta1 caso riportando sulle normali alla superficie iniziale S segmenti 
= T, il luogo So degli estremi sarà applicabile sull'jperboloide di rotazione 
a due falde colle lunghezze : 

1 a - 1 ,  b=- ,  
senh o 

dei semi-assi trasverso e coniugato. 
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Gli sviluppi analitici dei paragrafi precedenti relativi alle nuove trasfor- 
mazioni delle superficie a curvatura costante non hanno soltanto il vantaggio 
d i  risolverle in trasformazioni più semplici (immaginarie): essi conducono, come 
ora si vedrà, a dimostrare 1' importante teorema : 

Se per unu superficie a czrrvatura costante s i  sanno completamente inte- 
grare le equa,-ioni d i  trasfort~zaxione per tu t t i  i valori della costante che v i  
Jigzcra (*), I'appiicaxione successiva ed i l l imitatu delle nostre trasformazioni 
alle nuove superficie a curvatura costante via via ottenute richieder& soltanto 
calcoli dgebrici  e d i  derimzione. 

Procediamo infatti come al 5 239 delle Lezioni, utilizzando il teorema 
d i  permutabilith. Poniaino per es. che l n  superficie iniziale S sin n curvatura 
coetante positiva K= + 1 e cori.isponda alla soluzione 8 della (B). P e r  la 
nostra ipotesi, sapremo integrare complctanierite, per ogni valore della co- 
stante reale 5 (inclus0 o = O), il sistema : 

ao,  . a e  - $- t - - senh LT cosh senh O ,  $ cosh o senh û cosh 0,  
a n 4  au  

a 4 ,  a e -  
i z  +à;-- senh G senh 6 cosh O ,  - cosh CI cosh 0 senti O , ,  

e la soluzione pi& generale 9, c,oriterr&, oltre a, uua costante arbitraria com- 
plessa Cl sicchè potremo scrivere : 

0,  = 0, (u,  v ,  5, C). 
Si consideri ora una soluzione speciale fi', del sistema corrispondente a l  

valore o' di 5 ed  al valore C, di C, sia dunque : 

- O f ,  = 4, (u, v ,  O , ,  Ci). 

Basterà dimostrare che della 't', possiamo determinare, scnza calcoli d i  
integrazione, tiitte le soluzioni trasformate mediante una qualunque B,. In- 

(" Intendinino clle non sinno nemmeno esclusi i valori c = - 1, n = 1 delle costanti 
clle f i jurano nelle equnzioni di trusformnzione (1), (III) 3 12 e (20), (22) 8 17, cih clie 
sigiiificrt (Cf. S 20 in f'ondo) che della superficie iniziale S si suppongono note le  lime 
geodetiche. 
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tanto se o =:=a1, la formola del teorema di permutabilith: 

0-6 , - 8' 
tgh (2-1 = tgh ('G) coth ('+) , 

ci farà conoscere in terrnini finiti la trasformatn @ di 0 mediante la 3,. Se 
poi a = a' hasterà, come a1 fj 259 delle Lexioni, dedurre dalla precedente 
con passaggio a1 limite la formola : 

dove dopo la derivazione si farà o = o r ,  C = C, e con C' è indicatn iina nuova 
costttnte arbitraria; questa ci definisce la tr~lsformata della O', mediante la HG.. 

Come imrnediata consegueiiza del teorema, noteremo ancora che: Sulle 
successive sîrperficie rr c z ~ r v a f u r a  costanle t ras fomate  s i  o i t e ~ r à  i n  termini 
finiti i'eq«aziolte delle 1;nee geodeticlre. Cib risulta subito dall'osservazione i n  
nota al teorema. Direttarriente Io dimostriamo osservarido che per ciascuiia 
delle trasformate, che torneremo a indicare con 8, sapromo integrnre coni- 
pletamerite il sistema (12), (12*) anche per a = O vale a clare il sistem:i: 

a m  
ai = cosh w  senh 0 cos p , a -- -- cosh w cosli 8 sen y ,  

O v 

â a 9  a s  a-(+-=senh osenh f i s en? ,  -- - senh o cosli 6 cos y .  a l &  au a v  a i l  
Le prime due ci dimostrano che I'espresejone : 

d (*! senh 8 cos j cl u - cosh 9 sen d v = - 
cos11 w  ' 

(*) Si osservi clie anche l'espressione: 

cosh w (senli O sen y d zc t cos11 0 COS y du),  

e il differenzisle esntto di una funzione T; dalle due foririole : 

d T 
sen l iOser iydu  t c o s l i û c o s ~ d v = -  

cosh ' 
qusdrsndo e sommando si ha :  

e l'elemento lineare di S è cosi ridotto a forma geodetica isoterma. 
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è il differenziale esatto della funzione : 

+ = 2 arc tg  (eu), 
e poich8: 

1 

si ha una soluzione + dell'equazione A ,  S, = 1 con due costanti arbitrarie, cib 
che dà elementi sovrabbondanti per la determinazione in termini finiti delle 
linee geodetiche (*). 

Con queste ultime ricerche abbiamo evidentemente portato la teoi.ia delle 
nuove trasformazioni per le superficie a curvatura coctante positiva al punto 
medesimo di sviluppo che !a teorin delle trasforma.zioni di BACIELUND per le su- 
peïficie pseudosferiche nuove, col teorema di permutabilith, ha  da tempo rag- 
giunto. Cos), se ritorniamo ai risultati conseguiti al 5 16 e 19 partendo dalla 
eoluzione O = O, vediamo che alla superficie ~ ' E N N E P E R  tïovate e alle loro 
successive trasformate sapremo illimitatamente applicare le nostre trasforma- 
zioiii, con soli calcoli algebrici e di derivazione. 

CAPITOLO VI. 

Le nuove trasformazioni applicate ai sistemi tripli ortogonali contenenti 
una serie di superficie a curvatura costante. 

RICHIAMO DELLE FORMOLE RELATIVE AI SJSTENI DI WEINGARTEN 
A CURVATURA POSITIVA. 

Ci volgiamo ora alle ultime ricerche della presente Memorja, conside- 
rando non più superficie a curvatura costante isolate, ma serie oc+ di tali 
superficie, appartenenti ad un sisterna trip10 ortogoiiale. L a  ciirvatura delle 
superficie della detta serie pub avere il medesirno valore costante per tutte, 
ovvero essere più in generale variabile dall'una all'altra. Limitandoci a dare 
nei due ultirni paragrafi le form6le relative al cas0 generale, restringeremo, 

(*) Lezioni, psg. 165. 

Annali di Matematica, Serie III, tom0 III. 
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per ragioni di brevità, la trattazione dettagliata, al caso cioè di quei sistemi 
tripli ortogonali che ho chiamato sisterni di WEIN~ARTEN (?). 

È noto come pei sistemi tripli ortogonali pseudosferici (contenenti cioè 
una serie di superficie paeudosferiche) possedevamo, nella trasformazione di 
B ~ c s ~ o e n ,  un meszo per dedurre da un si8teina noto infiriiti nuovi sistemi 
della medesima specie. Ci proponiamo di far vedere come le nuove trasfor- 
mazioni permettono di raggiungere il medesirno scopo per tutti i sistemi tripli 
ortogonali con una serie di superficie a. curvatura costante positiva O nega- 
tiva. Cib è facile a prevedersi analiticamente, dopo i risultati conseguiti al 
Cap. V; ma la conferma diretta mediante formole definitive, libere affatto 
da imrnagiiiarii, presenta un effettivo interesse, specialmente ne1 caso che le 
superficie di una serie siano a c.urvatura costante positiva, poichè le nostre 
cognizioni su questi sistemi si limitavano fiii qui ai teoremi d'esistenza, come 
seguono dalla teoria generale delle equazioni a derivate parziali. 

Cominciamo da1 riprendere le formole fondamentali relative ai sistemi 
di WEINCISRTEN di cur~at11ra positiva K== + 1. Al quadrato dell'elemento 
lineare del10 spazio riferito ad un tale sistema triplo oïtogonale (u, v, w), le 
tu = cost. easendo le superficie di curvatura K= + 1, possiamo dare la 
forma (**) : 

dove O è una funzione delle tre variabili th, v ,  w ,  che soddisfa le equazioni 
caratteristiche : 

viceversa ogni soluzione 8 del sistema (2) definisce un corrispondente si- 
stema di % T ~ i r y . a ~ ~ ~ ~ ~ .  Oltre a queste equazioni di 2.' ordine, cui soddisfa 8 ,  
conviene tener conto pei calcoli seguenti anche delle equazioni del 3.' or- 

* 
(*) Vedi la mia Memoria ne1 Tom. XIII, serie %.a di questi Annal;, ovvero Lezioni, 

Cap. XX. 
(<'*) Lenioni, png. 530. 
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dine che ne seguono: 

Indichiamo poi con x, y, z le coordinate di un punto mobile dello spazio 
espresse pei parametsi zi, o, w del sistema trip10 ortogonale e con : 

j rispettivi coseni di direzione delle tangenti alle linee coordinate (u), (v): ( 2 0 ) ;  

avremo le formole : 

a x, -=- ax, a e  a o ~ , - c o s h ~ ~ 3 ,  a. =& X p ,  a> au 
8 Xr 
-= a5 a x, a O - ax? au", LY,-senh8X,, a 74 ô v a u 
a &  - = cosh O ,Y,, ,se,hgX,, ax3 - 1 a z e  ----- a u  a V' a~ senli 8 o" u a to 

e le analoghe per y, x ;  Yi, Zi (i= 1, 2,  3). 
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Richiamate le formole fondamentali che servono al nostro scopo, andiamo 
ora a trattare il problema della trasformazione. Di ciascuna superficie S a 

curvatura costante K =  + 1 del sistema w prendiamo una trasformata X se- 
condo la trasformazione del § 15 definita dalle formole (10) ibid. : 

- 
x=xf 

2 T 1 a T 
c ( Y ' 2  - 1) I X 3  - senhb + ï coshY 8 u 

- -. 1 a T 
coshb + l'senh Y 5 v 

dove c indica una costante assoluta e T sarà attualmente funzione di u ,  v 
e di w, la  quale dovrk intanto soddisfare le equazioni fondamentali (1) (II) $ 12: 

1 aT 1 - (a  'J+ I = c (TI - 1). (a )  (senh b + Tcosh O)2(z) (cosh b + T senh BI2 5 

1 a T - .  1 
= senh e senh b + Tcoslif) atc cos11 F) + Tseiili9 a v  

1 ô T -. 
u cosh C) + I'senli b 8 v 

Ora noi vogliamo esaminare se è possibile determinare ulteriormente T 
in guisa che le mi superficie <5, a curvatura K = + 1 , facciano parte esse 
stesse di un nuovo sistema di WEIN~ARTEN. Siccome sulle superficie 3 le linee 
di curvatura u ,  v si coi'rispondono, il teorema di DARBOUX-DUPIN dimostra 
che cib avrà luogo se ne1 sistema (u. v ,  w) definito dalle (5) le linee coor- 
dinate (w )  saranno ortogonali alle superficie cib che richiede la propor- 
zionalità delle derivate : 

ai coseni di direzione : 
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della normale alla Ora. per le (11) $ 5 abbiamo : 

e d'altronde, derivando le ( 5 )  rapport0 a w, otteniamo: 

ove si ponga per lurevità : 

- 2 T 1 a 2 0  1 a T -- -. 
c (T' - 1)  COS^ 6 a v a zu cosh9 f Tsenh O a u 

Per  espritnere le dette condizioni avremo dunque le proporzioni : 

L'eguaglianza dei due primi termini porge l'equazione : 

- 1 1 
senh8 $. 'I'coshcl coshb $ T senliF) a v 

e se a questa associamo la seguente che risulta da1 derivare la (a)  rap- 
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porto a w : 

possiamo risolvere queste due rapporto alle due derivate : 

e introducendo questi valori nella rimanente equazione (6), troviamo l'ulteriore 
equazione del 1.' ordine per T : 

D'altronde dalla (y) derivando segue la (7) che possiamo dunque tra- 
scurare; resta solo da determinare T in guisa da soddisfare le equazioni si- 
multanee (a), (@, (-/). Se prendiamo : 

corne funzioni incognite, le quali perb debbono essere legate fra lorv dalla 
equazione (a) in termini finit;, facilmente vediamo che dalle (a), (P), (y) de- 
rivando si ottengono le tre derivate rapporto ad u, v,  w di ciascuna di queste 
tre funzioni, espresse per le funzioni medesime; ahbiamo cioè per le nostre 
tre funzioni un sistema di equazioni ai differenziali totali. S i  pub verificare 
che questo sistema, in forza delle (2) (3) cui soddisfa 9 ,  è illimitatamente in- 
tegrabile. Differiamo la verifica ai  paragrafi seguenti dove si potrà fare in 
modo molto più semplice. Ne segue che non soltarito possiamo soddisfare al 
sistema (a), (fi), ma di più sono in nostro arbitrio i valori iniziali di T 

ÔT aT e di una delle due derivate , - per un sistema iniziale u, v, w, di va- 
o u  a v  

lori delle variabili. Geometricamente cib equivale al  teorema : 
Oyni sistema di  WEINGARTEX a curvatura gositiva ammette 003 sisterrzi 

della stessa specie t ras fo~mat i  secondo le wuove trasfot.mazioni; peî. indivi- 
duare i2 sistema t ~ a s f o ~ m a t o  basta fissare (ad arbitrio) d i  una delle super- 
ficie a curvatura costante del sistenza primitivo lu superficie trasformata. 
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Vediamo ora come anche le nostre trasformazioni reali dei sistenii di 
WEINGARTFN a curvatur:~ positiva si compongano con due trasformazioni im- 
maginarie successive di BACKLVND, nella qua1 cosa procederemo, come già al 
$ 29 per le superficie isolate, per via puramente analitica. 

Sia 8 una soluzione qualsjasi, reale o complessa, del sistema (2) e in- 
dicando con una costante arbitraria (reale O complessa) si consideri i l  se- 
g u e ~ t e  sistema di equazioni simultanee alle derivate parziali di l.' ordine 
per una funzione incognita 0 ,  di u, v, 20: 

a s, a e 
- + i - = senh G, cosh 8 senh 8, $ cosli a,  senh 8 cosh 8, a 21 a  v 

. a e ,  a O 
2 - + - = - senh a ,  senh O  cosh B i  -- cosh a, cosli 0 senh O ,  a v  a l6 

a & '  1 
(8) 

senh o,  -- - - - senh6, 4- aao senh8 a u a z o  

delle quali le prime due sono le equazioni stesse già considerate al 5 29. Si 
verifica subito che, in forza delle equazioni (2), (3) cui soddisfa O ,  il si- 
stema (8) è illimitatamente integrabile, sicchè possiarno assegnare ad arbitrio 
per una terna iniziale (u, v, w,) di valori delle variabili il valore di 9 , .  Inoltre 
la 8, soddisferà essa stessa al sistema (2), cioè si avrà : 

ad o ,  a= 9, - + - 4- senh 8 ,  cos11 8,  = O  a u 2  a v L  
(9) 

i 
I 

Quanto alla prima abbiaino già fatto la verifica al S 29 eliminando per 
derivazione 8 dalle due prime (8). Per verificare anche la seconda delle (9) 
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traggansi dalle (8) derivando le due formole: 

1 a2 e, --- a  el a e - cosh O, senh 8 - + senh o, senh 8 -+ senh oi 3 u a PU a 8 w 

1 ô 2 4  a' 
+senhoà;a;; cosh 8  senh 8, cosh 8  cosh 0, + - --- 

cash F) 8 v a zu 
1 a2 O ,  a  e, a e  - =icosha,  cosh 8 -  + isenho, cosh8-+ 

C O S ~ ~  0, a zc a  a tu a zv 

i a 2 e  1 a 2  e  
-+am senh 8  cosli 8, - - - senh 8 senh O , ,  coslit) a v a u, 

le quali quadrate e sommate, con riguardo alla teiza delle (8), dànno ap- 
punto l a  seconda delle (9). 

Diamo ora alla costante G, un altro valore O, e corne la 0, da1 si- 
stema (8) cos1 determinisi ora una terza soluzione 8, del sisterna (2) dalle 
equazioni analoghe : 

a e, a 4 
- + i - = senh a, cosh 8 senh 8, + cosh G, senh 6 cosh 6, a; a v  

a e ,  a s  
2 - + - == -- senh o, senh 6 cosh O, - cosh o, cosh 8 senh 8,  a v a tJ 

ô 92 
@*) 

senha,-- = - - senh 0, + 
820 senlit)ûuaw 

Sussiste ancora qui il teorema di permutabilità, cioè esiste una quarta 
soluzione 9, del sistema (2) deducihile in termini finiti dall' equazione solita : 

tgh (O*) = tgh r i )  ~ 0 t h  ( O ! ! )  ; 

la 8, è legata a O ,  dalle equazioni stesse (a), ove per 0 si ponga 8, e per 0, 
si ponga 5, e similmente a 8 ,  dalle (8*) cangiato 0 in O3 e o, in o,. L'age- 
vole verifica lasciamo al lettore. 
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L E  FORMOLE DI COMPOSIZIONE NEL CAS0 C < 0. 

Si supponga ora che la primitiva soluzione del sistema (2) sia reale. 
Essendo O ,  cornplessa O reale, sarà naturalmente 4, cornplessa; allora osser- 
viamo corne al Ej 30 che si soddisfano le (8" assumendo : 

- - 
indicando coine al solito a,, o, le coniugate di a,, O,. L a  soluzione 0, del si- 
stema (2) definita dalla (9) che diventa: 

Ci + il et +si tgh ( e y )  = tgh (-a-) igh (-a). 
è evidentemente reale. Vi corrisponderà quindi un nuovo sistema trip10 or- 
togonale di V r 7 ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ l  & curvatura positiva, che darà all'elemento lineare 
dello spazio la forma: 

d si = senh? o3 d uD $ O 3  d v 2  + (10) 

P:ii.ticolaïizziamo ancora supponendo di assumere a, reale = 5 e dimo- 
striamo che allora il sistema di WEIN~ARTEN corrispondente aila (13) non è 
altro che il trasformato del primitivo secondo una delle trasformazioni del 
5 33. Cos1 dimostreremo corne le trasformazioni reali ivi studiate si compon- 
gnno di due successive immaginarie coniugate di BACKLUND. Scindendo, corne 
al $ 30, in 9, il reale dall'immaginario ponendo : 

O ,  = w + i y ,  

e separando nelle (8) il reale dall'immaginario otterremo le formole: 

au - = (senh a cosh 9 senh o + cosh 5 senh 4 cosh w) cos rf a 2G 

a u  
au=- (senh o senh 6 senh w + cosh a cosh h cosh w) sen y 

a u  I. a e e  (11) 
senh 5 - = - - senh w cos rp - 

aw senhû auaw 

1 ô t e  --- 
C O S ~  O a a senh w sen p - cosha - 

Annnli di Matematica. Serie III, tomo III. 35 
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a?  a s  \ 

a;+Z = (senh a cosh O cosh w + cosh a senh 0 senh w) sen y l 
a? a 4  _--- a~ au - (senh o senh 0 cosh w + cosh D cosh 0 senh w) cos y 

1 a a e  
(12) 

s e n h g 9 =  - - 
~ L V  s e n h 8 ô u û w  cosh o sen rf + 

Quesio sistema di equazioni sirnultanee per le due funzioni reali inco- 
gnite o, (p è illiniitatamente integrabile e possono assumersi ad arbitrio i va- 
lori iniziali di o, y. Pongnsi ora: 

T = tgh'(--2) = tgh o tgh a, 

e facilniente si verificherà che con questo valore di T ,  ove si ponga: 

si soddisferanno le equazioni di trasformrizione (a), (P) ,  ( y )  
due equazioni (a) (p) abbiamo già fatta la  verifica al  $ 
anche la (y) che qui si scrive: 

S 33. Per  le prime 
30. Per verificare 

a~ a s  a e senh.0 ( a w  + a;o)- cosh' o T' -- - a lu 

---. -- 
senti 4 a u a w senh 4 + Tcosh 8 ~ Z L  

basta osservare le formole (8 30): 
1 a T senli G COS y T = tgh a tgho, -- - 

senli 9 + T cosh 4 8 u cosh o 

1 aT = -  senh G sen y 
cosh 9 + l 'senh 9 a v  cosli c 

e la precedente si muterà nella terza delle (I l) ,  che è soddisfatta. 
11 sistema trip10 di WEIN~ARTEN che si deduce secondo le formole ( 5 )  

5 33 da1 primitivo assumendo: 

T = tgh a tgh a, 

corrisponderà dunque appunto alla forma (10) dell'elemento lineare dello spazio. 
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Ci resta da vedere come anche ne1 cas0 c > O la trasformazione del 
5 33 dei sistemi tripli di WEINGARTEN a curvatusa positiva si componga con 
due iinmaginarie successive di BACKLUXD. A tale scopo, in luogo del sistema 
(8) del § 34, considereremo il seguente: 

. a o ,  a o  
2 - + - = - senh 5, senh 8 cosh 6, - cosh u, cosh O senh 8 ,  

~ Z L  a v  
a i l ,  a o  - + i - = senh Q, cosh 8 senh 9, + cosh u,  senh 0 cosh O, a v  a u  

a 9,  i a2 9 cos11 0, - = - - - senh 8,  - a w senhû a u  a w 
D 

1 a2 0 --- cosh 0, - senh a, - , 
CO SI^ 9 a a a 

ove O, indica una costante arbitraria e 9, una funzione incognita di u, v, W. 

Il sistema (14), a causa delle (2) (3), è illimitatamente integrabile ed un suo 
integrale 9, è una iiuova soluzione del sistema (2). Cangiando o, in a, e O, 
in 9? r a d  aiicora il teorema di permutabilità e avremo in termini finiti dalla 
solita formola (9) una quarta soluzione 9, del sistema (2). Facciamo nuovamente 
I'ipotesi del paragrafo precedente supponendo a, reale = ed assumendo : 

- 
O , = = w + i ( p ,  Q2 = z i - Q I ,  

con che 9 ,  viene a soddisfare alle equaziorii analoghe alle (14). Separando 
nelle (14) il reale dall'immaginario, troviamo per w ,  rp il segueiîte sistenia 
(illimitatamente jntegrabile): 

a - --  (senhu senh 8 senh w + cosh O cosh 9 cosh w) sen rp a 1 b  

a -- a v 
- (senh o cosh 8 serih o + coshu senh 0 cosh a)  cos y 

a i a 2  O cosh a - = - - cosh w sen rp - a w  senh8 a u a w  

1 a 2 e  --- cash o cos y - senh o - . 
cash 6i a a 
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a ?  a e  \ - - - = (senh u senh 8 cosh w + cosh O cosh 9 senh a) cos a, a u  a v  l 

a 
(senh a cosh 9 cosh m + cosh u senh B senh W) sen p z+z= 

i az e c o s h r 3 = - -  - senh o cos y - 
a u  senh9 8% a w 

L a  formola : 

tgh (%$) = tgh , tgh o, 

ci definirà ancora un nuovo sistema reale di WEINGARTEN, a curvtitura posi- 
tira, corrispondente all'elemento lineare del10 spazio: 

Verificheremo che esso deriva da1 primitive colla trasformazione del 5 33 
ove si assuma per T il valore: 

T = coth o coth w , 
e per la costante: 

c = senhO a. 
Q u i  si ha: 

1 aT cosh a sen cp -- - 
senli O + T'cosh 9 a u senh w 

1 ay - cash a cos cp 
cosh 8 + ~ s e n h  0 % -- senh w ' 

e con questi valori, tenendo conto delle formole precedenti, facilmente si re- 
rifica che le equazioni di trasformazione (a), (Pl ,  (y) g 33 sono identicamente 
soddisfatte. 

LE TRASFORMAZIONI NEL CAS0 GENERALE DELLA CURVATURA POSITIVA VARIABILE CON 20. 

Occupiamoci da  ultimo dei siatemi tripli ortogonali (u, v, zo) più gene- 
rali, contenenti una serie di superficie tu = cost. a curvatura costante, ma 
variabile perb dall' una all' altra superficie nella serie, e dimostriamo anche 
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qui corne possano applicarsi le nostre trasformazioni. Ci limiteremo per altro 
a dare le formole analitiche per le trasformazioni, le verifiche p w  la  effettiva 
costruzione essendo del tutto analoghe a quelle che superiormente abbiamo 
sviluppato pel caso particolare dei sistemi di WEINGSRTEN. 

Ne1 sistema trip10 ortogonale (u, v, w) abbiano dapprima le superficie 

' 3 dove attualmente R ,  anzichè unn w = cost. la curvatura K positiva = - R2 
costante, sarà una funzione di ul. L'elemento lineare del10 spazio, riferito ad 
un tale sistema, prenderà la forma caratteristica : 

a e d s2 = senh? 8 d us + coeh2 8 d v2  f R2 ja;)<é w 2 ,  

dove la funzione O (u, v ,  w) sarà legata alla R (w) dalle equazioni fondamen- 
tali (equazioni di LAMA) : 

Indicando con k ,  una costante arbitraria, si determini la  funzione U, di IO 

dall' equazione : 
cash r ~ ,  - k ,  R, 

e si consideri per una funzione incognita O, di u, v, w il seguente sistenia 
di equazioni simultanee (generalizzato dalle (8) kj 34) : 

a 0,  . a O senh ci cos11 4 senh Oi  + cosh G, sen11 8 cash 8, 
+ 2 - =  a u  a v  R 

I 
an ,  a e  i- + -=- senh GI senh 8 cssli 8 i  + cosh cl cosh Ij senh 4, a v  a t 6  R 

a O, senh o, - = - - senho,+ 
dw sent19 au ~ Z U  

iR a 2 û  
+-mm* cash O, - cosh a, - . 
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Questo sistemn, a causa delle (18), (19), è illiniitatamente integrabile, ed 
ogni sua soluzione 8, soddisfa alle equazioni stesse (18), (19). Diremo che 8, 
è derivnta da 8 mediante la trasformazione B,,. Si cangi ora k ,  in  k, e pren- 
dasi a, i n  guisa che sia cash 0, = kz R, indi si trasforrni la medesima 8 nel- 
l'altra soluzione O,, mediante la Ba.. Sussisterà sempre allora il teorema di 
permutabilità e la  soluzione O , ,  d i e  deriva da 8, mediante una Bec, da 8, 
mediante una Ba,, si calcolerà sempre dalla formola : 

Suppongasi ors  di partire da una soluzione 8 reale del sistema (18), (19) e 
si assuma k ,  reale = k ,  in guisa che risulti pure reale la fuuzione u di w, 
calcolata da  : 

cosh u = k R, 
e si faccia : 

a , = u l  a * = - O .  

Essendo 8, == w + i y una soluzione delle (20), sarh ; 

soluzione delle equazioni ottenute dalle (20) col cangiarvi O, i i i  8, e n, in - c; 

la formola: 

tgh j+) = tgh 7 tgh w ,  

darà quindi una nuova soluzione reale 8, delle equazioni (18), (19), alla quale 
corrisponderh un nuovo sistema trip10 ortogonale della medesima specie, che 
darà all'elemento lineare del10 spazio la forma: 

Con verifiche analoglie corne al 3 35, si proverà che ciascuna superficie 
a curvatura costante del sistema trasformato deriva dalla corrispondente del 
primitivo con una delle nostre trasformazioni 3 15, dando al segment0 T da. 
riportarsi sulla normale il valore: 

T =  R t g h a t g h  w. 

In  fine n o t i ~ m o  che, separando nelle (20) il reale dall'immaginario, po-. 
trerno porre ancora le equazioni di trasformazioni sotto forma reale. Queste 
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formole si otterranno dalle ( I l ) ,  (12) r j  35 modificando in ciascuno dei due 
gruppi i secondi membri delle due prime formole dividendoli per R e l a  terza 
di ciascun gruppo moltiplicandone per R i due primi termini. 

TRASFORMAZIONI DEI SISTEMI TRIPLI ORTOOONALI PSEUDOSFERICI. 

Veniamo infine a trattare delle nuove trasformazioni di quei sistemi tri- 
pli ortogonali che contengono una  serie di superficie pseudosferiche di raggio 
variabile O costante. Tralasciando di occuparci del caso in cui la  trasforma- 
zione si risolve in due trasformazioni reali  di BACKLUND, considereremo uni- 
camente il cas0 veramente nuovo in cui la nostra trasformazione reale si de- 
compone soltanto in due trasforniazioni di BACKLUND (puramente) inimaginarie 
coniugate. 

Assumendo un sistema trip10 ortogoiiale pseudosferico (tr, v ,  l u )  a sistema 
coordinato, l'elemento lineare del10 spazio prende la forma caratteristica: 

dove R, che è funzione della sola w, indica il raggio variabile della super- 
ficie pseudosferica eu = cost. L a  funzione 0 di  zl, v, tu é legata alla R (20) 
dalle equazioni fondamentdi (*) : 

a i a 2 0  1 a" aae 
- ( - - ) = - i z ~ ~ à n  a 24 se11 I a v a 70 

(*) Lézioni,  pag. 500, 
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296 B in nc h i : Sulla teoria delle trasfornzaxz'oni 

Viceversa ogni qualvolta 8 soddisfa le (22), (23) esiate un sistema triplo ortogonale 
pseudosferico corrispondente alla forma (21) dell'elemento lineare dello spazio. 

Essendo ora k ,  una costante, determinisi I'angolo ai (reale O complesso) 
in m i s a  che sia: 

e si consideri per una funzione incognita O ,  di zc, v ,  lu il seguente sistema 
di equazioni simultanee alle derivate parziali del 1.' ordine: 

8 0 ,  89 COS O i  sen 8 + six GI sen el COS 8 
-+a;;=--- - 
a v LI 

sen a ,  
a 0, ki a2 e  - -- .- 

ki a 2 0  
COS 8,  - - --- 1 z- sen 8, - - 

COS Y a ,, a senOav8w a w -  , 
Questo sistema, a ca.usa delle (22 ) ,  (23) cui soddisfa 9, è illimitatamente 

integrabile ed ogni sua sol~izione 9, soddisfa esaa stessa alle (22\, (23) ("\.  
Tale  ancor qui il teorema di perrnutabilità e se procediamo quindi conîe al 
$ 28 per le superficie pseudosferiche isolate, troviamo i risultati seguenti. - 
Prendasi a, puramente immaginario sia a,  = i a, in guisa n~tura lmente  che 
sia R cosh a = Ic ( I c  costante) e pongasi : 

ci definirà una nuova soluzione reale delle equazioni (22), (23) e quindi un 
nuovo sistema triplo ortogonale pseudosferico (21). Separando nelle (24) il 
reale dall'immagiiiario, troviamo per le funzioni reali W, g, di u, u, w il se- 
guente sistema di  equazioni di trasformazione: 

au a 8  i 
- + -- = - (cosh y COS 8 + senh a senh g sen 8 )  sen 
a u  a v  k 

a b )  a e  i 
- + = = - (- cosh y sen 0 -t senh a senh p, cos 6) cos w a v  d u  k 

au k a2e  senha,= - - senh rp sen w - -- a' ~ e n h  y DOS W. 1 
C m  c o s f ) a u a w  s e n ~ û v a z e r  I 

(*) Cf. Leaioni, pag. 501 S. S. 
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y = (senh y cos 0 + senh o cosh p. sen 8) cos w a u  k 

a ?  1 -- - - (senh y sen e - senh a cosh y cos 8) sen w 
a v  k 

a y  k a 2 e  Senh O - -2 - -- k a 2 9  cosh rp cosw + -- - am C O S O ~ U ~ W  
cosh y sen w + - . 

S ~ I - I O ~ V ~ W  a w  
Se ci fermiamo a considerare il cas0 in cui R è costante e facciamo 

R = 1, il nostro sistema diveiiterà un sistema pseudosferico di WEINGARTEN 
ed alle equazioni del 3.' ordine (23) potremo sostituire l'unica di 2.' ordine : 

essendo h una costante ("1. Si vede allora che le soluzioni trasformate O , ,  O , ,  0, 
soddisfano a questa meclesima equazione rimanendo h la stessa. Valgono 
quindi le considerazioni stesse svolte a pag. 516 S. S. delle Lezioni ,  in par- 
ticolare si vedrà che:  

L e  nostre tvasformaxioni  cnngiano i sistemi d i  WEINGARTEN a flessio~ze 
costante in sistemi delia medesima specie. 

Similmente si dimostrerà che : I sisterni ciclici s i  t ras forwar~o  i n  sistemi 
ciclici. 

Terminiamo con un'osservazione generale, che vale per le considerate 
trasformazioni di tutti i aistemi tripli ortogonali con una serie di superficie 
a curvatura c ~ s t a n t e  e cioè notiamo che le consegueiize dedotte al 5 31 da1 
teorema di permutabilità per le superficie isolate sussistono qui inalterate e 
per conseguenza : Se per uno dei  nostr i  sistemi t r ip l i  ortogonali s i  s u m o  
completamente integrare le equaxioni d i  trasfo~wzaziotze, l'applicaxione succes- 
siva ed i l l inzifatu delle trasfor.maxioni a i  lzuovi sistelni t r ip l i  ottenuti richie- 
derà soltanto culcoli algebrici e d i  derivaxione. 

Cascio, Luglio 1890. 
-- -- 

(') Lezioni, pag. 510. 

Annali di Matematka: Serie III, tom0 III. 
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Su.ll'operazione funzionale rappresentata 
da un integrale definito, riguardata 
corne elemento d'un calcolo. 

(Di ADOLFO VITERBI, .u Jlantova.) 

III (*). 

N P 1  preserite lavoro, col quale si chiudc la Nemoria dedicata al10 studio 
del calcolo, in cui sia elemento I'operazione funzionale rappresentata da un  
integrale definito, mi propongo di studiare anzitutto le equazioni fra opera- 
zioni 1. A quest'argomento è dedicata la prima parte del lavoro. Sul prin- 
cipio vengono esposte alcune generalità sulle equazioni fra operazione I; indi 
si d h  un concetto analogo a quello d'equazione algebrica. Si studiano poi le 
equazioni aventi forma d'equazioni differenziali linearj. Quando in qiiesta teo- 
r ia si considerino solo funzioni d' un' operazione I variabile, le quali siano 
rappresentate da  una serie di potenze a coefficienti costanti di quest'opera- 
zione, si possono, ne1 calcolo qui studiato, svolgere passo passo teorie analo- 
ghe a quelle che si hanno per le equazioni differenziali lineari studiate ne1 
caloolo ordinario, per le aperazioni rappresentate de  tali serie di po- 
teiize vale la legge distributiva. Cosi si dimostra il teoretna dell'esistenza 
delle soluzioni d'una data equazione, avente forma d'un'equazione differen- 
ziale lineare, rispetto a una funzione d' un'operazione I variabile, per un% 
funzione-oggetto assegriata, a cui si applichi l'operazione rappresentata da1 
primo membro dell'equaziorie stessa. Indi vengono svolte per le equazioni 
della forma accennata la teoria della scomposizione, in fattori differenziali del 
primo ordine, per il suo primo membro, e quella del moltiplicatore e dell'equa- 

(*) L e  prime d u e .  par t i  della preserite Nernoria furono pubblicate ne1 torno 36.O 
('2." serie) di questi Anncrli. In questo lavoro mi valgo di tut te  l e  notazioni e convenzioni 
introdotte nei due precedenti. 
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zione aggiunta, seguendo in cib passo pa.sao l o  SCHLESIN~ER (*). Nell'esposizione 
di queste teorie m'arrestai alle relazioni che stabiliscono la reciprocità fra gli 
integrali d' un' equazione digerenziale lineare data d'ordine qualunque (finito) 
e quelli dell'equazione aggiunta, percbè tali relazioni erslno necessarie per 
I'estensione che feci al calcolo qui studiato del metodo d'integrazione d'una 
equazione differenziale lineare non omogenea, mediante serie procedenti Fe- 
condo le. derivate successive della. funzione costituente il secondo membro del- 
l'equazione stessa, dato da1 prof. PINCEERLE. Qui appunto estesi detto me- 
todo alle equazioni tra funzioni d'un'operazione I variabile aventi la forma 
d'equazioni differenziali lineari non omogenee. 

Non mi fu yossibile estendere le mie ricerche alle equazioni tra funzioni 
d'operazioni I analoghe alle equazioni a derivate parziali, non potendosi esten- 
dere a tali equazioni le teorie che si hanno ne1 calcolo ordinario chè le 
operazioni 1 distjnte non sono permutabili. Riguardo ai concetti di questo 
capitolo va premesso che qusndo si dice che una data funeione che pub es- 
sere ; m c h  il risultato d'un'operazione 2- applicata ad una funzione sodisfi a 
certe coridizioni di limitazione, consistenti ne1 mantenersi inferiore, in modulo 
a un certo limite, deve intendersi che esiste almerio una porzione finita che è 
quella che si considererà, compresa nella regione in cui è definita la  fun- 
zione in discorso, nella quale sia sodisfatta la lirnitazione indicata. Non deve 
cioè intendersi che questa condizione sia sodisfatta, in tutta la regione i n  
cui è definita la funzione, il che urterebbe contro un teorema fondamentale 
della teoria delle funzioni. Nella seconda parte del presente lavoro djedi una 
applicazione del calcolo qui studiato. L'applicazione consiste in questo: avendo 
il prof. LEVI-CIVITA definiti e studiati gruppi d'operazioni I caratterizzati da1 
fatto che le operazioni onde sono costituiti Iasciaao invariate certe forme 
differenziali lineari, mi basai su questo per fitabilire una corrispondenza frn 
una forma differenziale lineare e le operazioni I che la lasciano inalterata, 
e, fondandomi poi sui concetti intorno alle funzioni d'operazioni I preceden- 
temente svolti, stabilii le formole indicanti il passaggio dagli integrali :ii 
coefficienti e reciprocamente dai coefficienti agli integrali d'un'equazione dif- 
ferenziale lineare non omogenea, vaiendomi anche qui di  risultati ottenuti 
da1 prof. PINCHERLE (**). 

(") SCHLESINGER, Handbuch der Theorie der tilzearen Dift!~*entialyleic7~unyen. Vol. 1, 
Lipsia 1895. 

(*") PINCI~ERLE, Sulle serie procedelzti secondo le derivate szcccessive d'una funxionee, 
Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo. Tom; XI! fasc. 4 . 9  5." 
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1. Prime yenemlità sulle equazioni fra operaxioni 1. Si consideri 1' e- 
quazione X f ( y  ,) = rp ( y 2 )  ove pertanto siano f  ( y , ) ,  cp (y,) funzioni assegnate 
e sia X' un'operazione I incognita dn. determinarsi in modo che sia sodi- 
sfatta l'equazione proposta. Si dia intanto alla linea d'integrazione d i  X iina 
determinazione speciale a nostro arbitrio che perb sottostia alla solita condi- 
zione rispetto a f (y,) ( I O  e).  Indi si deterinini 1:i funzione caratteristica di X 
in modo da sodisfare la relazione. Ci si varrà in cib del metodo dei coeffi- 
cienti indeterminati. L)icasi ora Z la linea d'integrazione attribuita a X e 
x (y, ,  y,) la funzione caratteristica da determinarsi. Si ponga: 

Y,=w,1'2=00 v=m 

x ((Y 1 ,  ys) = ?; h,,, y  :l y 2  ) cp (y,) =. Y hY y: ; 
l~,rO,v,=O v=o 

allora per i coefficienti k,,,, si hanno le relazioni : 

Cosi per 1' equazione: X f (y,) = p (y , )  che si dirà u Equazione algebïica 
lineare del 1." ordine nell'operazione X rispetto alla funzione f ( y , )  n si lia 
per ogni determinazione che si dia alla linea d'integrazione di X una sem- 
plice infinità di determinazioni per la funzione caratteristica. 

Abhiasi ora 1' equazione : (2) X m  f ( y , )  = rp (ym+,) essendo ancora f ( y  ,), 
y (yr) funzioni assegnate. Yer ogni determinazione Z assegnata alla linea d'in- 
tegrazione di X ,  si arrà,  usando ancora i 
caratteristica di X, il seguente sistema di 

simboli precedenti, per la funzione 
relazioni : 

Y, -CO l;=0il'2=30 

2 kg ,in('[* . [ ( y ~  krir, y*-i dy9-t 1 . .  . ] f ( u l ) d y i =  h m ,  . .  . , 
v1=0 v,=o,v,=x, 

ZmvH 1 

rivce~tenzci. - Collc citazioiii (Io) O (II0) intendo riferirmi rispettivameiite alla prima 
o alla seconda parte della preseiitc JIemoria. 
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da1 quale si ricava per i coefficienti k,,.,? un'infinità d'ordine m di  so- 
luzioni. 

E più in generale abbiasi 1' equazione : 

ove c l .  . . c,, siano coefficienti costanti: (il primo d'essi pub sempre supporsi 
= all'unità). L a  (3) si dirà: u Equazione algebrica lineare dell'ordine lîz nel- 
l'operazione X rispetto alla funzione f (y,) n. Ripetendo le considerazioni fatte 
per la (2) si vede che per ogtii speciale determinazione data alla linea d'in- 
tegrazione di X per la funzione caratteristicn si ha un'infinità d'ordine în 
di soluzioni, sicchè per le equazioni fra opernzioni I vale la proposizione se- 
guente : 

u Un'equazione algebrica lineare dell'ordine m in un'operazione I am- 
mette, per ogni determinazione data alla linea d'integrazione dell' operazione 
clie figura coine incognita, un sistema d'infinite soluzioni per la funzione ca- 
ratteristica il cui ordine è m. n 

Si possono considerare anche equazioni algebriche fra operazioni I in 
numero maggiore d'uno: ad es. si pub prendere in csamc l'equazione: 

X m  Yn f (y,) + c,  X m - i  Y'( f (y,). . + c,,i,-, X f  (y,) 3- ~ n ~ n  f ( . ~ m t n + i )  =O' 

lx quale si dirh u Equazione lineare algebrica d'ordine m in X, d'ordine n 
in Y rispetto alla funzione f ( y , )  n .  Per  ogni determiiinzione speciale data 
ad  es. a Y quest'equazione si riduce ad un'eqiinzione d'ordine ub in X ecc. 
Un'equazione algebrica in X rispetto a una data funzione f (y,) clie conte- 
liesse termini della fortna ( X v  f (y,) a ,  si direbbe u Equazione algebrica d'or- 
dine rn (se m è il silo ordine in base alla precedente definizione) e di grado 

p se p è l'indice della potenza più alta a cui compare in essa un'espres- 
sione della forma X v  f (y,)  ( v =  O ,  1 . . . 112) 1 in X rispetto alla data funzione 
oggetto f (y,) 

2. Serie geometricu d'un'ope~azione 1. Per  procedere nelle ,presenti 
ricerche è mestieri che consideriamo certe funzioni che diremo: serie geome- 
triche d'un'operazione 1. Consideriamo pertanto un'espressione rappresentata 
da1 risultato che s'ottiene applicando a una dntn funzione-oggetto un'opera- 
zione consistente in una serie di potenze d'un'operazione I avente la forma 
stessa d'una serie geometrica. 

Quest'operazione è precisamente quella che si dirà u Serie geometrica del- 
l'operazione 1 in discorso n .  
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L a  funzione in esame avrà dunque la forma : 

( 1  + X+ XZ . . . + XP+ . . .) f (yl) che ~criveremo brevemente F i X ) f (y ,). (4) 

Stabiliamo di considerare soltanto le deterniinazioni di  X comprese ne1 
campo di convergenza assoluta della serie F (X) relativamente ( Io )  alla fun- 
zione f (y,). Si dovranno pertanto prendere in esame soltanto quelle determi- 
nazioni di X tali clie sis  per ogni valore dell'jndice u : 

Detta quindi Sq la somma dei primi p (q  numero finito) termini delln 
nostra serie e posto : Sq+, = ,YSq, é chiaro che sarà : 

S4+, - s* = (X- 1) Sq = XP+' f (y,)  - I(y4ç2). 

Da cib risulta che Sq = al quoziente simbolico : 

Osa per ipotesi al tendere di q all'infinito Xqtl f (y,) tende a 0, talchè 
la somma della serie in clisco~so è precisamente il risultato (sempre a pre- 
scindere da operazioni 1 )  del17 inversa de1170perazione 1 - X applicata alla 
funzione f (y,) (ben inteso c-ib vale solo per le determinazioni di X comprese 
ne1 campo di  convergenza assoluta d i  F ( X )  relativamente a f (y,)). Ossia, 
in altri termini : 

u L a  serie 1 + X +  - . . $ XP -1 - è relativamente ad una qualsiasi 
funzione oggetto equivalente all'inversa dell'operazione 1 - X sotto la condi- 
zione di convergenza assoluta relativamente alla funzione-oggetto assunta in 
sgni singolo caso. n 

Applicando poi la regola di derivazione per le funzioni d'operazioni I ( I O )  

si ha, per una determiilazione generica di X sodisfacente all'accennata con- 
dixione : 

Cosi, se in luogo della serie geometrica di X, nella (4) figurasse la serie 
geometrica di X - f k  essendo k un fattore costante, la somma della serie jn 
discorso si trova essere, applicando le considerazioni precedenti, il risidtato 
dell'operazione inl~ersa a X - l k  - 1 applicato a f (y J operazione rappresen- 
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tata dalla funzione simbolica : 

- , equivalente all'altra: ( l k  - X)-i 
X - l k -  1 1 ' 1 - --- 

J k - X  

sempre a prescindere da operazioni J .  
3. Estensione del concetto d i  funxione algebrica al  calcolo qu i  siudiato. 

Sia I'equazione : 

ove sia f (y , )  sempre una funzione-oggetto nota e S0 (X), +, ( X )  . . . +,, (X) 
siano funzioni note dell'operazione variilbile X, aventi forma di polinomi ra- 
zionali interi. Si tratta di determinare la funzione F (X) ,  in modo da soddi- 
sfare l'equazione proposta. Si applichi pertanto il metodo dei coeffioienti in- 
determinslti ( I o ) ,  considerando cioè uno sviluppo di F (A') in serie di potenze 
di X a coefficienti costanti indeterminati: 

essendo v i  un numero intcro finito. Cib posto si soçtituisca Io sviluppo 2;- Ir, Xq 
v= m 

nella (4) a F (X): detto sviluppo renderà sodisfatta quell'eqiiazione, a patto 
che sussistano le relazioni : 

Cioè i coefficienti del10 sviluppo di F ( X )  sono dati da sistemi d'equazioni 
algebriche di grado m. Percib la (5) sarà sodisfatta da m sviluppi, in gene- 
sale distinti, di F (X). L'equazione in  parola si dirà: u Equazione algebrica 
di  grado m nella funzione F ( X \  dell'operazione variabile X relativamente 
alla funzione-oggetto f (y,) n : le m determinazioni di F ( X )  che sodisfano 
la (5) si diranno u L e  radici dell'equazione stessa n :  ed il loro insieme si 
dirà che costituisce u L a  funzione algebrica dell'operazione X definita dall'e- 
quazione in parola relativamente alla funzione-oggetto f (y,).  
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4. Equazioni diff erenxiali i inea~i  omogenee per una funxione d' utz'o- 
perazione 1: 

a) Esisfenxa delle soluxioni. Sia l'equazione : 

ove f (y , )  abbia il solito significato, e $1 (2) . . . +, (X) siano funzioni di X 
rappresentate da serie di poteiize intere e positive. Si pub sempre supporre 
che ne1 primo termine manchi il coefficiente cognito, perché se cosi non 
fosse, se cioè ad es. il primo termine anzichè aver la forma P(n) (X) f (y ,) 
avesse Ia forma F(n) (X) Y, (X) f (y,), ove sia Y, (X) unn funzione dell'ope- 
razione X della stessa natura di Y, (X) . . . Y, (X), l'equazione non subirebbe 
alcuna alterazione sostanziale quando a Y, (X) si sostituisse 1' operazione 
ideiitica a Y, (X) l'operazione rappresentata da 1 Y, (X) 1-1 Y ,  ( X )  . . . a 
1 Y, (X) si sostituisse f Y, (x) 1 - '  Y, (X),  perchS si tratterebbe d'eseguire la. 
divisione (simbolica) dei singoli elementi di cui si compone il primo membro 
della (6) per uno stesso fattore. Cib preuiesso, si tratta nella (5), di deter- 
minare la funzione incognita F ( x )  in modo da  rendere sodisfatta l'accen- 
natn equazione. Detta equazione si dirà poi: 

u Equazione differenziale lineare omogenea d'ordine n, nella funzione F (X) 
dell'operazione X relativamente alla funzione-oggetto f (y,) n. Una determina- 
zione di F ( X )  che sodisfi la (6) se ne dirà u Un integrale n .  A questo pro- 
posito sussiste anche qui i l  seguente teorema fondamentale analogo a quello 
che sussiste ne1 calcolo ordinarie : 

r< Ogni equazione differenziale lineare omogenea nella funzione F (x) 
dell'operazione X ,  nella. quale il coefficiente della derivata d'indice pib alto 
abbia 1-in valore costante arnmette sempre e soltante) un integrale che per una 
determinazione costante dell'operazione variabile X, ne1 cui contorno ( Io  e 110) 
i coefficienti +i (i = 1 . . . n) siano sviluppabili in serie di potenze convergenti 
assolutamente rispetto a f ( y , )  abbia insieme colle sue prime n - 1 derivate 
determinazioni assegnate. Di più la serie di  potenze che rappresenta que- 
st'integrale h a  rispetto alla funzione f ( y J  un campo di convergenza (IO) 
esteso almeno quanto quello tale Che, detta X la determinazione di X corri- 
spondente ai punti della superficie della sfera di convergenza assoliita (110) 
degli sviluppi delle Yi  (X) (i = 1 , 2 , .  . . , n), ogni determinazione di X com- 

Annnli di ~Vaternaticn, Serie III, tom0 III. 40 
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presa in esuo sodisfi la disuguaglianza : 

XP+' f (y*) XP+<f (y,) 1 1 < 4  ! X W y d  l 7  I - ipp(y . )  

da un certo d o r e  finito dell'indice p in poi (ri sia un numero positivo < 1). n 
Sia, detta @ (9) una funzione qualunque dell'operazione variabile X, svi- 

luppabile in serie di potenze, M una quantità in valore assoluto non minore 

del niassirno della funzione ('") entro il campo delle dcterminazioni 
J f (!fi) 

di X, ne1 quale è convergente assolutamente 10 sviluppo d i  (X) in serie 
di potenze di X- f k .  ( k  essendo al solito un fattore costante). Allora dalla 
formola di MAU LAURIN genernlizzata ( J O ) :  

@ (X) f (y,) = ( I k )  f(yi) $- (xd 'k) a' ('k) f (YI)  f 

1- 

risulta evidentemente : 

ove designi X ln determinazione di X corrispondente al limite di convergenm 
di (D (X) relativamente a f (y,) (Io). Cosi (v. 3) sarà, posto : 

c~ (X) convergente relativamente a f (y,) per tutte le determinazioni di X ,  
appartenenti al campo di convergenza di @, (X) (sviluppata in serie d i  potenze 
di X -  1 k) sempre rispatto a f (y,). Detto ora in generale Mi (i = 1 . . . PZ) jl 
numero che rispetto a Yi ( X )  ha 10 stesso significato che fu testè attribuito 
a M rispetto a @ (X) (sernpre riferendosi alla funzione-oggetto f (y,)) e posto: 

10 sviluppo in serie di potenze d i  X- Tk di Y; (X)  rispetto a fiy,) sarh 
convergente per ,tutte le determinaziorii di X comprese ne1 campo di conver- 

- 
genza del10 sv i lup~o  analogo di i (X). Oia tentisi di determiiinre U H R  fun- 
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v=m 

zione F (X - Ik) = 2 lz, (X - Ik)" tale da sodisfare la formola (6). Allora 
v=O 

per i coeflicienti FL., si h a  applicando ancora jl nietodo dei coefficienti inde- 
terminati la formola seguente : 

cioè nell'espressione di ciascuno di questi coefficienti h, figurano somme di prodotti 
delle determinazioni di F (X) per X= Ik e di prodotti delle sue successive de- 
rivate per le determinazioni dei coefficienti Y', . . . V,, delle loro derivate succes- 
sive pure per X = lh . Ora veniamo a considerare l'equazione differenziale 
lineare della forma deIla (6) e che differisoa da questa solo perchè ai coeffi- 
cienti Y si sostituiscano rispettivamente le funzioni di X7 Yi (X). Si tenti di so- 

v=03 

disfarla mediante 10 sviluppo in serie 2 h', (X - I$: i coefficienti h', di que- 
v=O 

sto sviluppo saranno costruiti mediante determinazioni del10 svlluppo stesso e 
delle sue successive derivate corrispondenti alla determinazione l k  di X e me- 
diante le determinazioni delle $i e delle loro successive derivate corrispondenti 
alla determinazione l k  di X ne110 stesso modo con cui i coefficienti h ,  sono co- 
struiti rispettivamente rnediante le F ( ' E J . .  . F(")(ik). .. e le Yi( ik) .  . . Yi(v) ( l k ) .  . . 
Ora s'è visto che le 'Iri (X) sviluppate in serie d i  potenze di ;Y - lk avevano i 
singoli coefficienti in modulo infeiioii ai coefficienti ornologhi dell'analogo svi- 
luppo delle Yi (X): cib avviene anche delle singole derivate rispettivamente 
degli sviluppi di queste funzioni: percib i coefficienti di F (Ik) ,). . . F (ik). . . ove si 

l'=Ca 

ponga brevemente 2 h',(X- Ik)= F( lk)  non saranno niai negativi. Se  non che 
v = O  

(*) Scrivendo a d  es. Ii Ik) s'intende che A,, è = (ne1 seiiso ordinario) al 

1 
fattore p e r  cui a prescindere da operazioni 1, - F(z')(Ik) moltiplica una data  funzione- 

In 
1, 

oggetto, fattore che evidentemente è il medesirno qualunque sia questa furiziono-oggetto. 
E quest'osservazione v a r r à  ogniqualvolta ne1 seguito si trovino uguaglianze di questa 
natura. 
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nelle formole che servono alla determinazione rispettivamente delle II,, h', ri- 
mangono arbitrarii gli n primi coefficienti d i  ciascuno sviluppo: cos\ prende- 
rem0 ad arbitrio h', . . . Ka-, e sceglieremo poi 12,. . . An- ,  in  modo che sja: 

hi < I hli 1 (i = 0 ,  1,. . . , n - 1). Ora, dalle precedenti relazioni segue altresi: 
hi < I hri I (i = n, n + 1 , .  . .), percib la serie F (x- T k )  h a  i singoli coefficienti 
maggiori dei coefficienti ornologhi di F ( X  - Ik), e percib qiiest'ultima serie 
relativamente alla funzione considerata convergerà sempre ogni yualvolta sia 
convergente relativamente alla stessa fuiizione I (X- 'k). Se non che posto bre- 

X - JI, 

X 
- Y,  IL', = h, X2, l'equazione differenziale h iea re  della vemente 1 - - -- 

forma (6), a cui sodisfa la funzione F (X  - Y k ) ,  diverrà, a meno d'opera- 
zioni 1 : 

Da questa si hanno, per la determinazione dei coefficienti h', le seguenti 
relazioni ricorrenti, le quali naturalmente equivalgono alle formole prima tro- 
vate per gli stessi coefficienti : 

(n + Y)! hl,+, - Y (n +- u - l)! hrn+v- l  = 

Per  il modo con cui scelsero A,, h ,,..., 12 ,-,, si ha: 

ove designi p un nuniero positivo. Ora, prendendo Mi abbastanza grande af- 
finchè sia :. 

Mi k > 92, 
(cib è sempre possibile essendo N ,  soggetto, sinora, all'unica limitazione d'es- 

sere rnaggiore del massirno m al ore assoluto di '' 'X)f(yl '  sviluppato in se- 
1 f (uld 

rie di pote~ize di X- Ik, ogniqualvolta : 

h'n+.-i < , hrw+9 > hln+.,-i, ossia - 
h'n+v 
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Posta la (7) sotto la forma: 

hln+v lim - = 1. 

Conseguenza di ci6 è che la serie che rappresenta F (Y) è convergente 
relativamente a una qualsiasi funzione-oggetto y (y,) per tutte le determina- 
zioni di Y, che sodisfano alla condizione : 

da un certo valore finito dell'indice p in poi. 
Ne viene che, per la funzione-oggetto da noi considerata il campo di 

convergenza è dato da tutte quelle deterrninazioni di X tali che : 

da un certo valore finito dell'indice p in poi, ossia per tutte le determina- 
zioni di X appartenenti, come si è visto al campo di convergenza dei coef- 
ficienti della (6) relativamente a f (y;). Di più per le relazioni stabilite fra 
le funzioni F ( X ) ,  F ( X )  risulta che nell'acoennato campo sarà a più forte 
ragione convergents relativamente a f ( y , )  10 sviluppo di  P ( X )  in serie di 
potenze di X - ~ k ,  sviluppo ehe rappresenta un integrale della (6). Detto 
integrale ha poi anche la proprietà che quando X assume la determiria- 
zione Ik,  esso assume, in un colle sue prime PZ - 1 derivate a X le deter- 
minazioni fisse, a meno d70perazioni 1 : 

Cosi il teorema enunciato risulta completamente dimostrato. 
b) Estensione del concetto d i  u co~tservaxione delle proprietà anal i t i -  

d i e  n. P e r  procedere oltre nelle ricerche sulle equazioni differenziali lineari 
t ra  funzioni d'un1oper,zzione I è necessario dare l'estensione al calcolo, in cui 
è elemento I'operazione I del principio importantissimo della conservazione 
delle proprietà analitiche che si ha  per le funzioni analiticlie studiate riell'a- 
nalisi ordinaria. L'accennato principio è riassunto ne1 seguente : 
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Teorenza. Se un elemento d'una funzione analitica d'un'operazione I va- 
riabile gode d 'ma certa proprietà (relativa a una data funzione-oggetto) tutti 
gli elementi dedotti da quel10 mediante la continuazione analitica ( I Io)  go- 
dono della stessa proprietà. 

Abbiasi pertanto un'equazione della forma: 

ove le )JI (X  - Ik,) . . . iJn (X- Ik,) convergono in una sfera comune il cui 
centro corrisponda a una certn determinaziune costante Ik di X' ( I Io) .  
F (pi . . . p,) sia sirnbolo d i  funzione avente rispetto alle funzioni di X :  
y , .  . .pn forma d i  funzione razionale intera O di serie di poteiize di tali ope- 
razioni variabili convergente entro un certo campo di determinazioni del loro 
insieme relativamente a f (y,). Ogiii termine del primo mernbro della (8) 
avrà la fornia : 

[Pi (X- Ik), 92 (X - Ik)) .., iln (Y-Ik)] f (YI), - 
( h ,  è un coefficiente costante, l'operazione applicata a f (y,) è u n  prodotto 
simbolico). 

Ora, per a re re  le pi ( X  - Ik) (i = 1 . . . 12) unit sfera cornune d i  conver- 
gmza  assoluta relativamente a f(',) ciascuno di q i i e i  termini si potrà svi- 
luppare rnediante un'unicn serie di potenze di X - Ik convergente nella sfeisa 
comune di convergenm delle Pi (A - Ik). Ora riell' ipotesi più generde 

3l (pi . . .y,) è una serie di potenze di queste n operazioni aventi un certo 
campo di convergenzà relativarnente a f (y,): di più per tutte le determina- 
zioni d i  X" corrispondenti a punti ( II0)  compïesi in una sfera di raggio, sia 
pure di quanto poco si vuole, iriferiui~e a quel10 della sfera di convergenza 
delle gi(X- Ik) e concentrica a questa, sarà convergente in ugual grado 
relativamente a f (y,). Potenclosene quindi ordiiiare i termini come si vuole, 
senza che venga meno la sua convergenza, pot& essere trasformata in un'u- 
nica serie di potenze : 

g (X - Ik', 

convergente per i punti interni all'accennata sfera relativamente a f ( y , ) .  
Preso ora un punto interno a questa sfera a cui corrisponda una deter- 
minazione costante di X :  Ik, ,  si esaminino le serie dedotte ( I Io)  dalle 
pi ( X  - Ik) rispetto a Ih,. Esse avranno una sfera di convergenza che pot& 
anche uscire dalla sfera di convergenza degli sviluppi loro in serie di po- 
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tenze di X-r- Ik. Il primo membro della (8) diverrà : 

Orn l'espressione (8') come si vedc ripetendo le considerazioni precedenti 
si pub trasfirmare jn un'unica serie di  potenze di X - III, : y ,  (X-  Ikl) con- 
vergente relativamente a f (y,) nella sfera comme di convergenza degli ele- 
menti dedotti dalle g ,  (X - Ik) rispetto n Ik i .  Ma per le determinazioni 
di X corrispondenti a punti interni ad entrambe le  sfere considerate, di 
centri corrispondenti a Ik,  Ik, , il primo rnembro della (8) e l'espressione (8') 
coincidono, percib le due espressioni ZJ (X - Ik) f (y,), 14 (X- Ik,) f (y,) sa-  
ranno per le determinazioni di X corrispondenti ~ g l i  accennnti punti, iden- 
tiche. Dovranno dunque essere identicamente nulle ambedue le serie relati- 
vamente a f (y,), e ciascuna d'esse sarà nulla per le determinazioni di S 
corrispondenti a punti compresi nella pr'opria sfera di convergenza. Con cib 
il teorema è dimostrato, essendo provato cbe se la (8) è soddisfattn dagli 
elementi Vi(X-Ik) essa sarà soddisfatta anche dagli elementi dedotti im- 
mediatamente da  questi colla continuazione analitica. Cos1 deducendo suc- 
cessivamente nello stesso modo dagli sviluppi : Pi ( X ,  Ik, ik,) (i = 1 . . . ta), 

altri elementi delle s t e m  funzioni analitiche, si scorge che questi pure ren- 
dono soddisfatta l a  (8). Naturalmente la deduzione dei nuovi elementi deve 
ogni volta essere fatto rispetto a una stessa determinazione di X, per cia- 
scuna delle .n funzioni. u 11 caso considerato racchiude poi in sè stesso tutti 
gli altri casi che si yossono presentare nello studio qui fatto nelle funzioni 
d'operaziorii 1: infatti esso, oltre a comprendere il caso delle equazioni al- 
gebriche studiate ne1 n.' 3, comprende anche quel10 delle equazioni diffcren- 
ziali lineari, potendo benissimo essere alcune delle Pi (X- Ik) (i .= 1 . . . pz) 

derivate di una O più delle altre di esse. n 

c) Estensione dei concetti d'equaxione riducibile e iwiducibile e ridu- 
xione d'un'epuaxione ~ iduc ib i l e  quando se ne conoscono alcz~ni integruli  pas- 
ticolari. Scomposizione d'zin'espressione di ferenxiale  d'orditze tz > 1 in e s p e s -  
sioni d i f e ~ e n x i a l i  del pn'mo ordine. Si consideri l'equazione differenziale li- 
neare : 

J""' (XI f (y,) + . . . F ( X  ) Yn--1 ( X )  f (y,) = 0, (6') 

analoga alla (6) salvo il mutainento d i  segno che si ha  per maggiore como- 
dità. Con un'ovvia estensione dei concetti del calcolo ordinario, una soIuzione 
dell'equaaione (67, l a  quale dopo aver fissate (il che abbiamo visto (a) essere 
in nostro arbitrio) le  determinazioni sue e delle sue prime n -- 1 derivate 
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per una certa determinazione costante Ik dell'operazione X che figura nell'equa- 
zione in parola, compresa ne1 campo di convergenza dei coefiicienti relativa- 
mente alla funzione-oggetto considerata, si ottenga mediante sviluppo in serie 
di potenze di X -  Ik, se ne dirà u un integrale particolare n. Che poi 10 svi- 
luppo cosi ottenuto sodisfi l'equazione studiata risulta da1 teorema testè di- 
mostrato (O). Per contro, detti F ,  (X) ... Fn (X), 12 integrali particolari 
della (6), linearniente indipendenti (v. Nota), la funzione di X :  

(dove v ,  , v ,  ,..., Y ,  sono altrettante costanti arbitrarie), che quando facciamo 
assumere a ciascuna delle y, . . .  un altrettanti valori assegnati B suscettibi!e 
di rappresentare qualunque integrale particolare della f 6) si dirà u L'inte- 
grale generale dell' equazione in parola n .  

Quando si abbiano n integrali dell'equazione (6) linearmente indipen- 
denti, detti questi Fi (X) ... Fn ( X )  è chiaro che al primo membro dell'e- 
qu~z ione  in  parola si potrà dar la forma: 

Fi ( X )  F'i (X) ... Fi(") (x) 

ri ( X )  P ' ,  ( X )  . . .  Pl(") ( x )  
. . . . . . . . . . . . . . . .  

... 1 F , ( x ) .  . . . . . . . .  ~' , (n )  (x )  f (y,> (i = 1 n). 

.... Infatti quest'espressione è evidedentemente nulla quando Fi (X), FIi ( x ) ,  
... lTi(n) (X) assumano rispettivamente le detwminazioni F, (X) Fi(,) ( X ) ,  

... ... ... F, (X) F,(*') ( X ) ,  Di più, detto brevemente D 1 F I  ( X )  Fn (X) ) i l  
determinante simbolico : 

. . . . . . . . . . . . .  7 / E", ( X )  ... Fn(a-3) (x )  

e Di 1 F i  ( x )  ... Fn ( X )  1 cib che esso diviene, quando ai singoli termini della 
sua icsima colonna si sostituisca rispettivamente E',(") ( X )  ... Fn(n) (X), me- 
diante 10 sviluppo dell'espressione (9) la (6) assumera la forma (intendendo 
di designare con Fi (X) uno degli integrali 3'; ( X )  .. . K  (X)) : 
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Cioè il coefficiente Yi  (X) (i = 1 . . . n) della (6) sarà dato da1 quoziente (siin- 
bolico) : 

(- 1)i Di {Fi ( X )  . . . En ( X )  ) 
D ~ F J X ) ,  . . . & (x) ) 

> 

Cosi t ( t  < 9 z )  integrali linearmente indipendenti della (6') sodisferanno 
un'equazione differenziale lineare della stessa forma d'ordine t. Detti cioè : 
Fi (X) . . . Ft (X) questi integrali, essi saranno altresi integrali d'un'equazione 
differenziale lineare d'ordine t, nella quale la funzione-oggetto è ancora la 
stessa f (y,) ed in cui il coefficientc del termine d'ordine i + 1 (incorninciando 
a contare da  quel10 contenente la derivata d'ordine t (i = 1 . . . t))  coefficiente 
che designeremo con X; ( X )  avrà la forma : 

(- 1); Di ( Fi (X) . . . Ft ( X )  ) 
D ( h  (X) ... Fc(X)j 

7 

ove le espressioni che figurano in questo quoziente simbolico hanno forma ana- 
1oga a quella che fu attribuita dianzi ai simboli Di 1 li', ( X )  . . . F,, ( X )  /, ecc., 
colla sola differenza che in luogo dell'indice n qui si ha l'indice inferiore t. 
Ora, detti bïevemente Y 1 F ( X ) ,  f ( y , )  j il primo membro della (6 ' ) ,  e 
Pt j F ( X ) ,  f ( y , )  1 il primo membro dell'equazione a cui sodisfano, Fi (X).  . . Fz (X) 
si avrà ponendo per F ( X )  uno qualunque degli integrali comuni alle due 

/ Fl ( X )  . . . ( X )  
= R 

ove evidentemente, in causa della forma stessa di P ( F ( X ) ,  f (y ,) 1, R sarà. 
un'espressione differenziale lineare simbolica (cioè un'espressione differenziale 
lineare in una funzione dell'operazione variabile ;Y) d'ordine n - t. Quando 
la (6 ' )  ammetta una scomposizione in fattori come quella rappresentatn. 
dalla (10) essa si dirà cr un' equazione riducibile n. Pe r  le equazioni della 
forma (6') riducibili si pub dare un metodo d'effettiva scomposizione dell'e- 
spressione differenziale (lineare) simbolica che figura ne1 loro primo membro 
in espressioni differenziali lineari del primo ordine perfettamente analoga a 
quella che si h a  per le equazioni differenziali lineari studiate ne1 calcolo or- 
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dinario. Anche qui perb per effettuare la scomposizione si riahiede la cono- 
scenza d'&lcuni integr ali particolari dell'equazione in discorso. Sia pertanto 
F, (X)  un integrale particolme qualunque (soggetto all'unica limitazione di 
non essere nullo in via assoluta) dell'cquazione (6') e ,  d d t o  3' (X) I'inte- 
grale generale della (6') si ponga, valendosi della rappresentnzione geomc- 
trica delle operazioni I già introdotta e delle consjderazioni che ne deriva- 
ronb (110) : 

F (x) = ( ((h (X) d X )  F, ( X ) ,  

e si sostituisca quest'espressione nella (6')' la. quale cos1 assumerà la forma: 

L a  (6') si trasforma dunque in un'equazione d'ordine rz - 1 in (D (x ) ,  
in il coefficiente dell' i+ le"'"" (i = 1 . . . rn - 1) termine ha  la forma, : 

Detto ora F2 (X) un integrale particolare della (Il) non i e rb  nul10 in 
via assoluta, e posto : 

@, ( X )  = (1% ( X )  d A) (X), 

e sostituendo qiiest' espressione di @, (X)  nella (1 1) questa si riduce ad un' ed 
quazione differenziale l i n e ~ r e  omogenea d'ordine n - 2 in a>, (X), i cui coef- 
ficienti sono costruiti niediante lo F2 ( X )  . . . IF,("-') (X) e i eoeffioienti della ( I I )  
secondo la stessa legge, colla quale i coefficienti della (11) sono costruiti me- 
diante F ,  ( X )  . . . (X) e i coefficienti della (6'). Cod procedendo si trova 
che dett,o (X) un integrale particolare qualunque, non nulln in via asso- 

luta del17equazione eosi ottenuta e posto : @, (X) = (!-@, ( X )  d X) F~ (x), ri- 

petendo le considerazioni precedenti si trova che (D, (X) è integrale d'uri'e- 
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quazione differenziale lineare d'ordine n - 3 i cui coefficienti si determinano 
secondo il metodo stabilito dianzi. Procedendo in questo modo si giiinge ad 
avere rappresentato mediante il prodotto simbolico: 

(dove @,-, (X), per il modo stesso con cui fu determinato, è integrale d'un'e- 
quazione differenziale lineare del primo ordine) , un integrale particolare 
della (6'1, corne sono integrali particolari della (6') : 

Tenendo per gli n integrali particolari della (6 ' )  che cos1 s70ttengono la no- 
tazione Fi (X) . . . F, (X), si h a  essi la seguente : 

Propos.ixione. Gli gz integrali in parola non possono sodisfare ad un'e- 
quazione lineare a coefficienti costanti sussistente in via assoluta (cioè indi- 
pendentemente dalla particolare funzione-oggetto a cui possa essere applicata 
170perazione rappresentata da1 suo primo membro). 

Se infatti si avesse una relazione della forma : 

da questa mediante divisione per (X) e derivazione, poi mediante divi- 
sione per ( X )  e derivazione, ecc., ecc., si giungerebbe alla relazione: 

la quale, per non essere (X) nulla i n  via assoluta porterebbe con sè che 
fosse c, = O : se non che 1' eqiiazione precedente alla (nesima) ottenuta col 
procediinento indicato è : ,. 

dalla quale risulta, se c, = O che anche c,-, = O. Ripetendo sempre questo 
ragionamento si giungerà facilmente alla conclusione che la  (12) pub sussi- 
stere solo a patto che siano nulli tutti i coefficienti ci (c = 1 . . . nj. 

Cib equivale a dire che : 
u Le funzioni: F, (X) . . . F, (X) costituiscono un sistema fondamentale 

d' integrali dell'equazinne (6') n, 
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Nello stesso modo si vede che le funzioni : 

costituiscono un sistema fondamentale dell'equazione d'ordine n - t ( t  = 1, 2, .  ..) 
alla quale soddisfa: Ft+, ( X )  e, mediante considerazioni di per sb stesse evi- 
dente si rappreseiita nella forma (13) qualunque sistema fondamentale, sce- 
gliendo opportunarnente l'elemento di questo sistema che si designa con 

- 
Pt+, ( X ) ,  assumendo per Ft+i (X) in modo opportun0 un integrale dell' e- 
quazione d' ordine f i  - I - t + l a cui sodisfa @t+1.-2 e scegliendo opportu- 
namente le costanti (rispetto ad X) d'integrazione che man mano si vengono 
a presentare. Cosi si pub riguardare Fi (X). . . Fn(X) corne un sistema fon- 
damentale arbitrario della (6'). 

Ora daremo alcune relazioni notevoli che esistono fra i determinanti sim- 
bolici dei sistemi fondamentali d'integrali delle equazioni della forma (11) che 
si vengono successivamente a ottenere. Detto D, il determinante del sistema 
fondamentale d'integrali (13) d'una di queste equazioni che è quella d'or- 
dine f i  - t e detto Tt (X)  il coefficiente della derivata d'ordine n - t - 1 in 
quest'equazione (quel10 della derivata n - te"ma si suppone = all'unità), è 

-Juq siax 
evidentemente : D, = C, e ove sia Ct un fattore costante rispetto a X. 

Detto quindi \Yt+, ( X )  il coefficiente della derivata d'ordine n - t - 2 
nell'equazione a cui sodisfa c P _ t L ,  (x) sarà corne risulta dalla (9'): 

da cui: 
ct+i 

= - Ct F S 1  (X) Dt 

(ove Dt+, abbia per l'equazione a cui sodisfa @,-, (X) 10 stesso significato 
che ha Dt per quella ;t cui sodisfa (X)), e : 

Costruendo le formole analoghe alla (14) per i casi di: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



du utz tktegrale defitzito, riguardata coîrce e?er)zelzto d'ut1 calcolo. 3 17 

-J 'I'.(x)~x 
e osservando che dai calcoli fatti risulta Et (X) = e ove Y.', (X) sia 

il coefficiente della derivata prima nell'equazione a cui sodisfa Tw(x) si 
giunge al risultato : 

Dl = C i  F?;: (X) . . . F, (X), 
e in particolare : 

Do=L'(Fj ( S )  ... F , ( X ) ) = C T , ~ ( X ) % - ~ ( X )  . . .  ,;(.XI, 

designando C un fattore costante rispetto a X. Di più:  

i F, (X) . . . F,(p-l) ( X )  1 - D ( FI ( X )  . . . F, ( X ) )  == . . . . . . . . . . . . - 

, Fp (X) . . . Fp(~- i )  (Y) j 

ove sia anche C1 una costante. Segue da queste ultime relazioni che, posto 
brevemente : 

Hi (X) = Fi ( X )  . . . Fi ( X ) ,  (i = 1, 2 , .  , . , n), (15) 

e scelti opportunamente i fattori costanti C, C' si ha l'uguaglianza siinbolica : 

D (Fi  (XI, Ft !X), . . . , Fr (X)) , 

Hu (" = D (FI (X), F 2  ( X ) !  . . ., F,-t ( X ) )  

Chiaramente ciaseuna delle funzioni HP (X) sodisfa l'equazione differen- 
ziale lineare (simbolica) del primo ordine : 

(quest'ultima trasformazione è lecita, trattandosi di serie di potenze di X a 
coefficienti costanti e l'equazione sussiste per una qualunque funzione-og- 
getto!. Solo H, ( X )  poi sodisfa l a  (6'1, il cui primo membro, designata 

('' F ( X )  brevemente con Q, ( F ( X ) )  assumerà la forma : - 

ove R, ( F ( X ) )  è un'espressione differenziale d'ordine lz - 1 nella funzione 
F ( X )  di X. Se  non che Q, ( F ( X ) )  f (y,) si annulla solo quando alla fun- 
zione incognita che in esso figura si dia la determinazione H, ( X )  e percib 
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deve essere : 
R, I Q i  (Hi ( X ) ) )  f (y,) = O, (i = 2, 3 . . . n). 

Possiamo p e r d  affermare che l'equazione: Ri  ( F ( X ) )  f (y,) = O anmette 
gli integrali He (X) . . . Ha (X), ossia : 

Cosi si vede che Ri IE'(X)I si pub rappresentare mediante un' espressiorie 
della forma: R, IQ, ( P ( X ) ) /  f (y,) ove designi Q, ( F ( X ) )  un'espressione diffe- 
renziale del primo ordine e R, ( F ( X ) )  un'espressione differenziale d'ordine 
12 - 2 tale che l'equazione : 

R2 ( f f ' (X) )  f (y,) == O ,  
ahbia per integrali : 

Cosi proseguendo, si vede che il primo memhro della (6') si pub rap- 
presentare mediante il prodotto simbolico di n fattori differenziali del primo 
ordine e pu6 cosi assuniere la forma: 

d  H tX) d F ( X )  
Pp (F ( X ) )  - Ha ( X )  (A ! %:;:)), . . . (- d X  HP(X) i) (- d X  Hi -) ( X ) ,  ' 

Cosi 1' equazione : 

ha  le soluzioni F, (il) . . . F, ( X )  e l'equazione : 

d  @ ( X )  
B~ (.Y) = (x)  . . . (- --) = O ,  

d X HP+ i ( X )  
h a  le soluzioni : 

Gosi, partendo dai p integrali particolari Fi (X) (i = 1, 2 . . . p) della (6') clie 
supporremo dati, pel primo mernbro della. (6') si ba una scomposizione della 
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forma: I;), ( F  (X)) Pp (F (S)) e ln corioscenza d' un sistemn fondamentale di 
integrali dell'equazione : R, (Ti' (X)) f (y,) = O, oltre qiiella degli accennati 
integrali particolari della (5') permette di determinare, mediante semplici in- 
tegrazioni, gli altri îz - p integrali della stessa (tif), i quali, insieme con 
F ,  (,Y) . . . F, (.Y), costituiscono un sistema fondamentale. 

c) Moltiplica tori. Equaxione aggiun ta. Applicando una fo~mola  gik 
stabilita (quella per l'integrazione per parti ( I o ) ) ,  dette F ( X ) ,  @ (X) due 
funzioni di ,Y, si lia, come si verifica agevolmente con un c;tlcolo materiale: 

dalla quale si ricava la relazione equivalente : 

( X )  ( X )  d X= 
16 =[1 1 

= A y (- 1 jh @ ( h )  (X) &7(,-h-4) (x) + (- II* \a@) (3)  v ( x )  d x. 
IL O 

Ponendo ora per F ( X ) ,  l'operazione rappresentata da1 primo ineniliro 
della (6') che si designerà brevemente con P 1 F t X )  1 si avrà:  

p=n h=p-1 
= 2 (- 1 )h fi7(r-h-4) ( X )  dh Yn-h ( X )  F ( X )  
d 

p=O h=O d Xk 
C 

Ora P r  @ (X) 1 evidentemente : 
7 ~ n  dh { y,,-h ( X )  @J (X) ) 

= 2 (- 1)" - - 
h=O d X h  

Proponiamoci ora ln questione seguente : 
u Sotto quale condizione il primo membro della (16) è iin'espressione dif- 

ferenziale lineare dell'ordine n - 1 in F ( X ) ?  n 

Anzitutto i l  primo termine del eecondo meinbro della ( i 6 )  è appunto 
un'espressione di ta1 natura, il  secondo termine si riduce esso pure ad uns 
espressione di ta1 fatta, solo a patto che sia F ( X )  P' 1 ('1) 1 la  derivata 
d'un'espressione dell'accennnta forma. Cib peï ~ l t r o  non è, in generale, pos- 
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sibile, talchè questo termine deve annullarsi affinchè il primo membro della (16) 
assuma la forma. t h  noi indicata. Ora in generale, non essendo F ( X )  iden- 
ticamente nulla in via assoluta, F ( X )  P' 1 @ (X) 1 s'annulla in via assoluta 
solo se è : 

P' ; 0 ( X )  1 = O, 

per qualunque funzione-oggetto a cui sia qpl icata  l'operazione che esso rap- 
presenta. Possiamo quindi affermare che : 

u I l .  primo membro della (16) si riduce ad un'espressione differenziale 
lineare d'ordine n - 1 quando per @ (X) si ponga un integrale dell'equazione: 

designando y (y,) una funzione-oggetto qualunque. n 

Una tale funzione che ahbia la proprietà, sostituita a @ (X) ,  di far as- 

sumere a (.Y) P F ( X )  l d X  la forma in disoorso si diià, con un'estensione 

d' un concetto del calcolo ordinario : u Moltiplioatore simbolico dell' equa- 
zione (6') n. E l'equazione (17) che definisce tali funzioni si dirà, adottando 
la definizione data da1 FUCHS per le equazioni differenziali del calcolo ordi- 
nario: u Equazione aggiunta dell'equazione (6'). n L'operazione rappresentata 
da1 primo membro della (17) si dirà: u Equazione differenziale aggiunta del- 
1' espressione P [ F (X) 1. n 

Derivando la (14) rispetto a X membro a membro si h a :  

ove sin : 
h=n k ? z - 1  

Q (E' ( X )  . (D ( X ) )  = ?., 2 (- 1)"("-"-') d" 
h=O Ic-O 

( X )  zj 1 "n-h ( X  ) ( X )  1 

Proseguendo a d  estendere le denominazioni che si hanno ne1 calcolo or- 
dinario, in base a queste & (F (X) !@ (X)) 1, si dirà: u Espressione differen- 
ziale bilineare (simbolica) iielle funzioni F ( X ) ,  @ (X) dell'operazione I va- 
riabile X, d'ordine ,n - l in entrambe. n Siamo quindi giunti al risultato 
espresso dalla seguente : 

Proposizione u Sia IN [<1, (S)I l'espressione differenziale aggiunta del- 
1' espressione differenziale P 1 F ( X )  ove siano E' (X), @ (Xj funzioni ar- 
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bitrarie dell'operazione 1 variabile X: 

la derivata rispetto alla stessa operazione X d'un'espressione differenziale bi- 
lineare (simbolica) nelle funzioni F ( X ) ,  (D ( X )  d X d'ordine tz - 1 in en- 
trambe. n 

Quando poi per @ (X) si ponga un moltiplicatore della (6'), risulta dalle 
considerazioni precedenti che detto M ( X )  questo moltiplicatore : 

è la  derivata rispetto a X dl un' espressione differenziale bilineare di F (  Y), 
M ( X )  d'ordine n - 1 i n  entrambe. 

Cosi si vede clie la  teoria del moltiplicatore delle equaziorii differenziali 
lineari s'estende completamente alle equazioni differenziali lineari in funzioni 
d'un'operazione I variahile, i cui coefficienti siano serie di potenze di que- 
st'operazione a coefficienti costanti. 

O?) Relaxione che v'è fra, un'espressione differenziale lineare in una 
fztnxione d'un'operaxione I varinbile e la sua aggiunta. Ponendo le ugua- 
glianze simboliche : 

- 1 - -- Hn ( X )  
B. (X) ( X i  (S. ' Hl.+i (X) 

Dalla (14) si ricava, posto breveniente: 

1 
"lp (X)  = 

..-. 
-y) . . ( l'Hl+i (') 

fin-p :-XI ( [Hn-p-I ( X I  Hi (X) 
2 ,..., n-A,  EIO(X) 

Annali di Maternatica, Serie III, tomo III. 42 
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è equivalente a SA (X)), il seguente sistema di relazioni : 

(intendendosi che Po 1 F ( X )  1 sia Io stesso P 1 F ( X )  1, ,IL = n - 1 . . . A). L'ul- 
Cima di queste relazioni è: 

e addjzionando queste equazioni membro a membro si ha : 

Ora dall'essere il secondo membro della (20) la derivata rispetto all'o- 
perazione X d'un'espressione differenziale lineare d'ordine n - 1 nella fun- 
zione F ( X )  dell'operazione X, segue che si (X) . . . E, (X)  sono da riguar- 
darsi corne moltiplicatori della (6'). Di più ddl'essere : 

d Hn-i ( X )  d Hn ( X )  
" * ( d 7 X m X ) ) (  d X  ) K ( x ) ?  

si hanno i coefficienti di quest'espressione differenziale in uria funzione d'una 
operazione I variabile rappresentati corne espressioni differenziali lireari del 
moltiplicatore. 

Ora per i rnoltiplicatori si diedero le espressioni rappresentate dalle (20): 
confrontando queste colle altre espressioni : 

si trae la seguente conclusione: 
u 1 moltiplicatori E, ( X ) .  . . Z n ( X )  della (6') si  traggono d a  Fi (X) . . . F, (X), 

sostituendo rispettivamente H, ( X )  . . . 11% ( X )  mediante : 

1 1 pi (X) = -. P , . & ( X ) =  - 
Hn (x) HI ( X )  ' 

e detti moltiplicatori Y i  ( X )  costituiscono un sistema fondamentale d'iote- 
grali dell'equazione differenziale lineare omogenea (in una funzione dell'ope. 
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razione I variabile X)  : 

d H'n-i (X)) ( - d H'n-z ( X ) )  
(- 

" l n  ( x )  (n Brn ( X )  d X a',,<~, 
(21) 

... -- -- ( H'i (Il) ( a @ ( X I  ) y (y,) = O ,  
d X H', ( X )  d X H 'i ( X )  

nello stesso modo con cui le Fi (X )  (i = 1 . . . n) hanno l'analoga proprietà 
rjspetto all'equazione : 

d P(X)  Rn (.K) (d Hw-i . . . (d (- -) y (y,) = O, d X Hn (X) d X Ho (X) O? X Hi (X) 

((y (y,), funzione-oggetto qualiinque). n 

Inoltre poichè l'equazione (16) ha fra i suoi integrali qualunque molti- 
plicatore della (6') e quindi le Si (X), dovrà il primo membro della (16) es- 
sere identico col primo membro della (20) in via assoluta. Dovrà percib 
sussistere l'uguaglianza simbolica (posto per le H'i (X) le loro espressioni 
equivalenti) : 

l ( Hi ( X ) ) .  . . ) (',Q, P I I @ ( X ) I = ( - 1 ) " -  -- 
HL ( X )  d X Ho (X) 

la quale ci esprime che: 
u L'espressione differenziale aggiunta a P ( F ( X )  1 s' ottiene sostituendo 

alle funzioni H, (X) . . . H, (X) dell'operazione I variabile X, le quali ser- 
von0 alla scomposizione di P F ( X )  j , le funzioni inverse a questa, prese 
con ordine di successione inverso, e moltiplicando il risultato per (- 1)". n 

Evidentemente 1' espressione differenziale aggiunta all' espressione diffe- 
renziale di primo ordine : 

1 d A f x ( X ) = -  - - 
Hx (X) d X 1 4 ( X P ( X >  1 -  

Abbiamo quindi la proposizione seguente : 
u L'espressione differenziale aggiunta dell'espressione differenziale lineare 

d'ordine n: P 1 F ( X ) ]  si pub rappresentare mediante il prodotto (simbolico) 
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delle espressioni differenziali aggiunte delle espressioni djfferenziali di primo 
ardine che servono alla rappresentazione dell'espressione P 1 F ( X )  1 mediante 
i l  loro prodotto (v. formola 14)  prese con ordine inverso. n 

Di questa proposizione si ha  il seguente: 
CC C'o?.olZario. L'espressione differenziale aggiunta d'un'espressione differen- 

ziale Iineare (in una funzione d'un'operazione I variabile), la quale sia rap- 
presentata rnediante il prodotto simbolico di  più espressioni differenziali li- 
neari, è data da1 prodotto simbolico delle espressioni aggiunte di queste espres- 
sioni-fattori prese con ordine inverso. n 

Cib si dimostra, scomponendo ognbna di queste espressioni differenziali 
che sono i fattori dell'espressione data in fattori del primo ordine si da ot- 
tenere l'espressione data rappresentata mediante un prodotto sirribolico di 
fattori differenziali del primo ordine e,  applicando poi la proposizione testè 
enuriciata. Poichè le Zi (X) ( i  = 1 . . . n) costituiscono un sisteina fondamen- 
tale d'integrali della (22), sarà integrale di quest'equazione anche ogiii loro 
combinazione lineare a coefficienti costanti. Cosi dalla reciprocità che sus- 
siste fra equazioni differenziali aggiunte e da1 modo stesso con oui fu  defi- 
nit0 il rnoltiplicatorc d'un'equazione differenziale lineare è lecito trarre la 
conclusione seguente : 

u 1 moltiplicatori dell'equazione differenziale (6') sono dati dalle solu- 
zioni dell'equazione differenziale aggiunta alla stessa (6') e reciprocarnente i 
moltiplicatori di quest'equ~ziorie aggiunta (22) sono dati dagli integrali 
della (6'). n 

Poniamo ora le uguaglianze simboliche : 

@. (X) = (- l ; n t a  
D (Fi ( X )  . . . Fa-i ( X ) ,  Fa+i (X) . . Fn (X)) 

D (Fi (X) . . . Fn ( X ) )  
- ( U  =. 1, 2,.. , n),  (23) 

ove al solito F, (5). . . F, (X) a'nbiano il significato d'un sistema fondainen- 
tale d'integrale della (6'). Ora si sa essere : 

P ( F ( X ) )  = (- 1y D ( F  (X), FI (X) . . . Fa (X)) 
D ( F I  ( X )  . . . F R  (X)) (24) 

di più evidentemente : 

Pertanto, posto per brevità : 
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si avrà: 
D (O, (X) . . . an ( X ) )  D(F, (x).. . Fn (X))= ---- 

Fi2 (X) 
9 

da cui : 
D (ne ( X I .  . . ( X I )  ( Fi (X), F, (X), F, (3)) = - -- 

Fi (XI 
( u = 3 ,  4 1 . . . ,  n ) ,  

e anche : . 

D ((2, ( X )  . . . n, ( X I )  = 
D { D (ne ( X ) ,  0, ( X ) )  . . . D (Qr (X), Q n  (X)) ) -- 

Fen-3 (X) 
quindi : 

D (Ti (X) . . . Tu--2 (Xj) 
( F z ( X ) " '  F n ( X ) ) =  =TF;(x), F2(x)>"-3 ' 

Abbiansi ora : p + u funzioni di X : 

AT% ( X ) .  . Np(?), P, ( X ) .  .. P, (X) :  

si verifica facilmente essere : 

ove si sia posto : 

(,O e o siano due numeri qualunque). Se pertanto a p s'attribuisce il valore 
p. - 1, a o il valore z e se si sostituiscono alle funzioni N(Y)  rispettim- 
mente le funzioni : F, (X) . . . FI-, ( X ) ,  Fx,., ( X )  . . . F, (X) e alle P (X) rispet- 
tivamente le funzioni : FA (X), F,+, (X), la (24) assume la forma : 

D (Fi ( X )  . . . Fx-i (X), FHL (X) . . . Fp (X)) D (Fi (X) . . . Fp+i (X)) 
- -- 

D (Fi (x)  IF, (X))' 

- d D (Fi ( X I .  . . FI-i (X), -- Fx+i ( X ) .  . . Fp+i (X)) 
pz ( (211) 

d X  D (Fi ( X )  . . - Fp ( X ) )  

Cib premesso, se nella (26) si fa A = a, p = n e si pone Fp+, (X) = F ( X )  
essa in virtù delle (23) e (24) si trasforma nella relazione aeguente: 
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ove si ponga : 

P ( F ( X ) ,  Qa ( X ) )  = (- 1)"-' D (Fi (XI . . Fa-i (X) '  Fa+i ( X )  . . Fn ( X ) )  
D ( F i  (X), Ft ( X ) . .  . Fn ( X ) )  

Colla (27) è espressa la proprietà delle Q>, ( X )  ( a  = 1 . . . P Z )  d'essere 
moltiplicatori dell'equazione differenziale ( 6 ' ) .  Ora sviluppiamo il determi- 
nante : 

F, ( X )  . . . Fi(n-f) ( X ) ,  Fi(ai ( X )  

F, ( X )  . . . F,(n-4) ( X ) ,  F,("J ( X )  
. . . . . . . . . . m . . . . . . .  

Fn ( X )  . . . Fn'n-" ( X ) ,  Fm'"' ( X )  

si avrà per la (23), facendo 10 sviluppo per l a  colonna d'ordine a : 

a=n 

2; F,('.) ( X  ) (Pa (X) = O in via assoluta 
a=l  

a=n 
2 Fa(*-') ( X )  @, (a) = all'operazione identica. 

a=l 

\ 
1 

Posto brevemente:ag Fa@) (X) bu(') ( X )  = S,,i (X) ,  per 1 = 0 le Sp,l ( . X )  
a=l 

sono tutte uguali a O in via assoluta al17infuori clie per p = rz - 1, ne1 qua1 
caso si h a  per S,,J (X) l'operazione identica. Si hanno poi le relazioni : 

Ora per p < n - 1 : S,,x (X) = O quando [L + À < n - 1, mentre per 
12 = [L - 1, si ricava dalle formole precedenti: 

con legge alternata e altrettanto si ha per p = n. Quindi : 

O per I + p < n -  1 
&A @- 1 = 

(- l)n-i per A + p < n -  1, 
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ossia ne1 cas0 particolare di p = 0 : 

a=* 

(X) Fa (X) = (- l)n-', Y 
a=l 

formola questa che in un colla (28) indica sotto una nuova forma la recipro- 
cita esistente fra le <Da (X), Pa ( X ) .  

5. E q u a x i o n i  d i f e renz ia l i  l i near i  non  omogenee irz ficnxioni d'un'ope- 
raz ione I variabile. 

a)  Ser ie  i roceden t i  secondo ie derivate successive d ' u n a  d a t a  fun- 
xione d'un'operaxione I variabile. 8i consideri ora la serie : 

ove F ( X )  sia una funzione data di X, analitica (II0) entro un certo canipo 
di determinazioni di detta operazione X rispetto a f (y,), la quale sia una 
funzione-oggetto qualunque. Le P, (X) alla lor volta ( n  - 0, 1, 2 . . .) siano 
fiinzioni della stessa X rappresentate da serie di potenze a coefficienti costanti 
di quest'operazione I variabile sodisfacenti alla condizione : 

per tutti i valori del17indice rz, e per tutto le determinazioni di X comprese 
in uri certo campo T, ove sia R (X) una funzione data di X,  analitica entro 
T rispetto a P(X) f (y,) e che di più sia tale che le : 

siano per tutte le determinazioni di X comprese in T, reali e positive per 
un certo insieme E di valori della variabile da cui dipende la funzione da 
esse rappresentata. Suppongasi inoltre che P (X) sia funzione analitica di X 
rispetto a f (y,) per tutte le determinazioni di X appartenenti a un in- 
sieme Ti compreso per intero in T. Ora si dirnostrerà come si possa deter- 
minare una porzione di T l ,  tale che per le determinazioni di X comprese 
in que~ ta  la serie (30) sia convergente assolutamente e in ugual grado. 
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Converremo pertanto di designare, dopo avere introdotta la rappresen- 

tazione delle operazioni I mediante punti dello spazio ( IP) ,  con D ( X )  f (yi) 
1 f (.YJ 

il limite inferiore della differenza, rispetto a f ( y , ) ,  fra una data determinil- 
zione di X corrispondente ad un punto interno alla regione costituita dai 
punti clie corrispondono alle determinazioni di X appartenenti a TI e le de- 
terminazioni di X che corrispondono ai punti situati su1 contorno della re- 

gione stesss. Questo limite inferiore: sarà una funzione che m- ' P ( P )  
rierà da uno all' altro punto dell' accennata regione, che diremo R: di più 
sarà nulla per i punti del contorno di R, mentre sarà reale, positiva e con- 
tinua per punti interni al contonio stesso (cioè D (X)) sarà per punti, ecc. ecc. 
continua rispetto a f ( y i \ .  Fissiamo ora un punto P interno a R, a cui cor- 
risponda una determinazione costante Jh  di X: dimostrererno questa propo- 
sizione : 

u Esista un punto di R, tale che, detta X la determiiiazione di X che 
gli corrisponde sia : 

per ogni valore dell'indice n da 1 in poi. In  questo caso, per la continuità 
di D, esisterà un' intera regione interna a R (IP),  tale che per le determi- 
riazioiii di X corrispondenti ai sirigoli punti iriterni a questa regione, clie 
designereino brevemente con R,,  sia soclisfatta la (31). Allora per i punti 
interni a R , ,  la serie (30) è convergente assolutamente ed in ugual grado 
sotto la condizione perb che entio R i  esista un punto tale che ad esso cor- 
risponda una determinazione costante Ih di X. n 

Infatti, per essere F ( X )  funzione analitica di X entro T rispetto a f (y,', 
e s a  sarà sviluppctbile in serie di potenze di X- J h  convergente nella sfera 
il cui ceritro sia il punto corrispondente a l h ,  e sulla cui superficie si tro- 

vin0 i punti corrispondenti a 11, + I,, posto brevemente a = D ( r d f  ( ~ i ) .  , ' f (91) 
Se ora indichiamo con t , ,  t,, t, tre numeri positivi (i quali per le ipo- 

tesi poste si potranno sempre assegnare) tali che : 
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(si noti che: 

sono fattori costanti, qualunque sia la funzione f (y , ) )  si pot& svjluppare la 
funzione P (X + I t y )  f (y,) mediante la formola del TAPLOR generalizzata, per 
le determinazioni di X sodisfacenti alla condizione seguente (per ogni valore 
dell' indice n) : 

si avr& cioè per queste determinazioni : 

(al solito con F(o)  (X) s'intende di rappresentare la stessa P (x)) ,  mentre 
d'altra parte per la continuità d i  R (X)  relativamente a f (y,) vi s a r i  un'in- 
tera porzione della regione R comprendente il punto corrispondente a llL, 

tale che per le determinazioni di X corrispondenti a'suoi singoli punti, R (A) 
continui a sodisfare la disuguaglianza (32). D ' a h  parte Io sviluppo (33) 
sarà valido certo per le determinazioni di X tali che siil sodisfatta la disu- 
guaglianza : 

per tutti i valori dell'indice rt e per tutti i valori della variabile da cui di- 
pende X n  f (y,) compresi in E:  e per le determinazioni di X comprese in 

questo campo, F ( X )  amrneiterà quindi un massirno (per tutti i valori 
J f (YI) 

della variabile da cui dipende la funzione in discorso compresi in E). Di- 
ciamo m questo massirno, sarh : 

'Ritornando ora alla serie (29) è chiaro che per tutte le determinazioni 
di X appartenenti al campo in cui sia: 

e sia contemporaneamente continua D (X) relativamente a f (y,), cioè per 
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tutte le determinazioni di X costituenti la porzione comune di questi due 
campi, si avrà : 

Ne consegue che la serie (31) è convergente assolutamente ed in ugunl 
grado per tutte le  determinazioni di X compreso ne1 campa in cui è con- 
vergente la (33) c. d. d. 

L'insierne delle funzioni di X tali che messe nella (31) al posto di F ( X ) ,  
rendano convergente questa serie si dirà, estendendo una definizione data da1 
prof. PINCHERLE 4 oampo funzionale di convergenza di questa funzione del- 
l'operazione T variabile in discorso n. 

b )  Intey~azione d'equazioni differenziali lineari non ornogenee in f i c ~ z -  
xiona' d'un'o~eru;ione I variabile. Ahbiasi ora l'equazione : 

ove i coefficienti 
serie di potenze 

Yi  (X)  e F ( X ' )  siano funzioni cognite di X, rappresentate da 
di quest'operazione I variabile, a coefficienti costanti e f (y,) 

sia al solito una funzione-oggetto assegnata. Si tratta di determinare la  fun- 
zione incognita @ (X) in guisa da rendere sodisfatta la  (34). Un'equazione 
siffatta si dirà : u Equazione differenziale lineare non omogenea in una fun- 
zione dell'operazione I variabile X,  rispetto alla funzione-oggetto f (y , ) .  n 

Formalmente la (34) sussiste indipendentemente da qualunque funzione parti- 
colare f (y,), ma è necessario prendere in considerazione la forma speciale 
che in ogni singolo cas0 pub presentarsi onde determinare il campo di con- 
vergenza della funzione @ (X) dell'operazione X che sodisfa la (34) (integïale 
di quest' equazione), Ora : 

u L'equazione (34) è sodisfatta da una funzione della forma (31), da una 
serie cioè procedente secondo le derivate successive rispetto all'operazione X 
della funzione F (X) f (y,) che figura ne1 secondo menibro dell' equazione 
stessa. n 

Infatti riguardiamo il primo niembro della (34) corne un risultato d'uri'o- 
perazione che desigiieremo con A 1 @ ( X )  f (yI) 1 applicata a (D (X) f (y,) ; al- 
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lora si potrà indicare @ ( X )  f ( y , )  col simbolo A-' ( F ( X )  f (y,)  1 , intendendo 
di rappresentare con A-' l'inversa dell'operazione A, poichè : 

Proponiamoci quindi di determinare la funzione A-' ( F (X) f (y,) 1 , rappre- 
sentandola mediante una serie della forma (31) in guisa da  rendere sodisfatta 
la  (34). Ora trattandosi di serie di potenze a coefficienti costanti di X, per 
le quali quando si faccia il prodotto simbolico d ' m a  per I'altra, vale la legge 
distributiva e poichè (Io) per la derivazione rispetto ad un'operazione 1 va- 
riabjle valgono le stesse leggi fondanientali che valgono per la  derivazione 
studiata ne1 calcolo ordinario, per l a  determinazione formale dell' integrale 
della (34) si pub applicare il medesimo metodo col quale il prof. PINCHERLE (*) 
determino formalmente 1' integrale delle equazioni differenziali lineari non 
omogenee che si presentano ne1 calcolo ordinario. Seguerido questa via si 
trova che la (34) è sodisfatta da una serie della forma: 

oo i=m dn F ( X )  
A-'IP(X)f(yi)I '; (-l)nRi(~)D-(~~~)[Mi(X)l d X ; I f ( y t ) ,  (35) 

n=O i=l 

ove le funzioni P i  ( X )  (i = 1 ,  2 , .  . . , m) siano un sistema fondamentale d'in- 
tegrali dell'equazione A 1 @ (X) f (y,) 1 = O e le funzioni Mi (X) siano il si- 
sterna corrispondente di moltiplicatori (v. 4) dell'equazione stessa mentre con 
D-n 1 Mi (X) s'intenda di rappresentare l'espressione: 

(per la formazione di quest'integrale r. (IIo)). Di più sia I h  una determiiia- 
zione costante di X tale che in tutto un campo che la comprende le $Pi (,Y) 
siano funzioni analitiche finite di x relativamente alle funzioni : 

dlt P ( X )  
d XI' f (y,) (ta = O, 1 . . .). 

Sappiamo poi (4) che fra l e  (x), Pi  (x) sussiste una relazione della 
forma (30) che è appunto una delle relazioni fondamentali nella determina- 
zione forrnale della serie (34) (v. PINCHERLE, ]OC. cit.). 

(*) Loc. cit. 
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Cib premesso passianlo a stabilire se si possa determinare un campo di 
convergenza per la serie : 

relativamente a f (y,). Anzitutto si sa (4) che ne1 campo di determinazione 
di X, in cui le funzioni Yi (i- 1 . . . 12) relativamente a f (y,) sono funzioni 
analitiche regolari di X, anche le serie che rappresentano le funzioni : 
Pi(X),  Ni (X) sono convergenti relativamente alla stessa f (y,) .  (Che questo 
sia anche delle Mi (X) si desume da1 fatto che per il modo stesso con cui 
si costruisce l'equazione aggiunta d'uii'equazione differenziale lineare data in 
una funzioiie d'un'operazione I varinbile, integrali e coefficienti dell'una sono 
convergenti relativamente a una data fuuzione-oggetto ne1 campo di conyer- 
genza che spetta a integrali e coefficienti dell'altra. Prendasi la determinazione 
costante Ir, ne1 campo di convergenzlz delle funzioni R i  (X), Mi (X) e si con- 
sideri un campo comprendente II ,  tale che le determinazioni di esso differi- 
scano da Ih relativamente a f (y,), di non più della funzione D (Ih) avente 
rispetto a Ih e al campo di convergenza delle Ri (X), Mi (X) la proprietà 
clie le si attribui in a). Dstto Ti il campo cos1 determinato, entro T, la 

funzione (!") avili per un certo insierne E di valori della variabile 
1 f (.Y4 

da cui dipende un massiino valore assoluto che diremo p i .  Posto quindi: 

m 

la funzione 2 ( X  - 11')" 'Y') , avrà pure entro T, un massiinu valore 
?&=O 1 f (yd 

assduto che diremo 7;. In virtù delle posizioni : 

sarà certo per tutte le determinazioni di X comprese in Tl : 
D-(ft+i) Ni ( X  j f (yi) yi 1 ( X  - 111) l*+l 

I*l f (Y 1). 

1 f (Y') 
Pertanto, valendo nella moltiplicazione delle funzioni dell'operazione X qui 
considerate la legge distribiitiva sarà nella (36) il termine : 

dl' F ( X  ) 1 E ( X  - i=m 

d X ~ L  
f (y,) < in m0du10 di - posta 2; yi p i  = E.  

12 n + l  i=l 
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Senonchè X -  ï,, è relativamente a f (y,) < D (Ih) onde la  condizione (33) 
essendo sodisfatta cos; per tutte le determinazioni di  X comprese in Ti, la 
serie (36) rappresenta l'integrale della (30), convergente rispetto alla funzione- 
oggetto f (y,). Essa rappresenta cioè effettivamente (rispetto a f(y,)) l'espres- 
sione A-i f F(X) 1, posta l'uguaglianza simbolica : 

+ O X '  + . . . (P ( X )  Y, ( X ) .  F ( ) = A ( X ) =  ,, 

II. 

1. Operuzioni 1 che lasciano invariata utla forma differemiale liweare 
dutu. Relazione f ra una forma differenziale lineare e le operuxiolzi 1 che l a  
lasciutlo inalterata. Sin la forma differenziale lineare d'ordine l z :  

ove i coefficieiiti Y,, P, . . . P, siano funzioni analiticlie della variabile y , ,  
uniformi e regolari in un certo campo E,, di valori di y , .  Il prof. LEVI- 
CIVITA (*J determinb le operazioni I che lasciano inalterata uns  forma diffe- 
renziale della natura della (1). Un1 operazione I che lasci inalterata la (1) 
soddisferà pertanto alle seguenti condizioni : 

a) L a  linea d'integrazione sia tale che in corrispondenza a tutti i va- 
lori della varinbile situati su essa, la funzione caratteristira sia regolare al- 
meno per qualche punto (e quindi area) compresa ne! campo di valori Ey,, 
della variabile d'integrazione yhti ( h  indice variabile a nornia delle conven- 
zioni poste (Io)). 

6) L a  linea s t e m  sia tutta interna alla regione Eh designandosi con 
yh, in generale, la variabile d'integrazione. 

c )  Questa Jinea sia chiusa o tale che ne'suoi estremi si annullino l a  
funzione caratteristica e le sue prime n- 1 derivate. 

d )  L a  funzione caratteristica di detta operazione, che designeremo 
con x (yh, yh+J (ne1 cas0 qui esaminato sarà h = 1) dovrà sodisfare l1equa- 

(*) LEVI-CIVITA, 1 Gruppi di operazioni funzionnli e 1' 2;12versione cleyli U~tegrali de- 
finiti. Rend. del R. Istituto Lombardo di Scienze e Lettere, 1895. 
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L'integrale generale della (2) contiene n funzioni arbitrarie : esso ha  ln 
forma (v. LEVI-CIVITA, ]OC. cit.): 

ove Io: Detto t un parametro X,('). . . XJ.1 sia un sistema fondamentale di in- 
tegrali dell'equazione : 

e Y,( ' ) .  . . Y$") si8 un sistema fondamentde di integrali dell'equazione : 

(La (3') è, a prescindere dai simboli, l'equazione aggiunta della prima e vi- 
ceversa.) 

II0: Y, (t). . .V,, ( t )  siano 11. funzioni arbitrarie della variabile in generale 
cornplessa t e l , ,  2, ,. . . , 1, siano tz linee, pure arbitrasie del piano com- 
plesso t. ~ chiaro ahe C XJ" Y@ (i, j = 1 . . . n) è un integrale particolare 
della ( Y )  e che facendo variare coinunque t la funzione C XtG) Y(j) si tra- 
sforma (v. LEVI-CIVITA, ibid.) in tanti integrdi particolari della (2) stessa. 

L e  operazioni I che lasciano jnrariata la (1) costituiscono gruppo: percio 
se è A un'operazione I che lascia invariata l a  (2), altrettanto avverrà delle 
potenze di A ,  delle serie di potenze a coeflicienti costanti della stessa A e 
delle operazioni X che si ottengono calcolando le derivate O gli integrali 
indefiriiti di F ( X )  ove P ( X )  sia una serie di potenze dell'accennata natura, 
per X= A. Di più (v. LEVI-CIYITA, ibid.) i soli gruppi d'operazioni I sono 
quelli defiviti dalla proprietà che le operazioni I onde sono costituiti lasciano 
invariatn una forma differenziale lineare. Cosi se X è un'operazione I va- 
riabile, e consideriamo 1-tn insieme di deterininazioni di questa, ciascuna delle 
quali lascia invariata una certa forma differenziale lineare d' ordine pz, po- 
tremo 'considerare ognuna di queste forme differenziali lineari in q u a n t ~  essa 
dipende dalla determinazione di X che la lascia invariata. Cosi se designiamo 
con A una forma differenziale lineare d'ordine n ,  variabile nella natura dei 
suoi coefficienti, snrh A una funzione di nell'insieme considerato di deter- 
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minazioni di quest'operazione. lnfatti in base a l  carattece d'un8 fwma differen- 
ziale lineare, di rimanere invariata per una certa operazione I si pub sta- 
bilire una corrispondenza reciproeamente univoea fra le determiaazioni di X 
comprese nell'insierne in parola e altrettante determinazioni che è suscettibile 
d'assumere A. Il  grnppo d'operazioni I che lascia invariata una certa forma 
differenziale lineare si di& : K Il gruppo d'operazioni 1 relntivo ad essa. n 

2. Fomole fondasnentalz' peî' il pussaggio d a g l i  integrali ai  coelcfcienti e 
rec@rocamente dai  coeficzénti ag  Hi in tegra l i  d'un'equaxione d i f e renz ia le  l ineare 
non onzogenea. Sia l'equazione differenziale fineare non omogenea, d'ordine n :  

(supporrerno per semplicità il coefficiente del 10 termine - all'unità), ove i 
coefficienti P, (y , )  . . . Pn (y,) e tV (y,) siano funzioni analitiche regolari di y ,  
in un certo campo Ti. Sia X un'operazione 1 variabile ehe qui supporremo 
soggetta ad assumere soltanto le deterininazioni appartenenti al gruppo d'o- 
perazioni I re l a t iv~  alla forma A u, suscettibile perb d'assumerle tutte. Sia A 
una qualunque di queste: già sappiamo (v. 1) a quali condizioni dovria so- 
disfare. Dato al solito all'indice h il significato, d'indice variabile a norma 
delle condizioni poste ( I O )  si considerino oltre A td, le forme: 

A A u ,  A A Z ~ .  . . ALn-, u ;  

Lzvremo aosi il sistemn d'equazioni : 

Sja zc (yh) un integrale conosciut0 dell'equazione (4): potremo allora, 
purcl& le funzioni u (yh). . . An-' u ( Y ~ - ~ + , , )  siano indipendenti, riguardando 
ne1 sistema (5) i coefficienti P, (y,). , . P, Oh) corne incognite , risolverlo ri- 
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~ p e t t o  ad esso. Si otterrà allora evidéntemente: 

e in generale : 

di*-i An-4 u (yli) dl& AjZ-* u (y,) , A'l-I Y (y,,)- . . 
d y,:+' d YhrL 
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(i = 2, 3 .  . . n). Cos1 si designi brevemente con D (za, A a . .  . An-' u) il de- 
terminante funzionale di zr,  A u . .  . An-'% che è il denominatore comme in que- 
ste frazioni, si designi con Di (21, A u . . . An-' u )  cib che esso diviene quando 
ai termini della sua n - colonna (i = 1 . . . n) si sostituisca ri~pettiva- 
mente : 

con Dili (zc . . . An-1 a)  il coefficiente (a prescindere da1 segno) dell' le~i7na 

( 1  = 1 . . . n )  termine della iesima colonna nello sviluppo di Di(u, A u . . . Atl-i 14). 

Si avrà cosi, sviluppando ciascuno dei determinanti Di (zc, A t6 . . . An -' zc) ri- 
spetto ai termini dell'ie"ma colonna: 

eve si ponga : 

designando con D (u . . . An-' 24) il determinante : 

Presa ora in esame, in particolare ad es., l'equazione: 

Pi = Xi,i An-' Y + X ~ , B  An-' Y + Xi,% + Xi.la+i , (6') 

vediamo come da questa si possa ricavare Y espresso mediante una funzione 
dell'operazione X, calcolata per X =  A,  applicata a Pi . Ci varremo in cib 
del metodo dei coefficienti indeterminati (IO). Riguardando cioè il secondo 
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metnbro della (6') come il risultato d'un'operiuione funzionale app1ic:lta a 'I', 
operazione che designeremo brevemente con F ( A )  (onde porre in evidenxa 
che si tratta d 'una funzione dell'operazione I variabile X calcolata pcr 
X =  A), ci proponiatno di determinare 1' operazione inversa a F ( A ) ,  clie 
designeremo con 1 F ( A )  j-I. Quest' operazione F ( A )  1 si ïappresenterà con 
una serie di potenze di A : si ponga cioè-: 

ove siano zo,,, x i , ,  , . . . altrettante funzioni d'una variabile da  designarsi con un 
simbolo che si stabilirh in base alle convenzioni poste (IO), le quali si do- 
vranno determinare in modo che si abbia: 

Sostituendo pertanto nella (6 ' )  a \Y l'ultimo membro della (7), avremo 
il seguente sistema di relazioni : 

Xi,% X O , ,  Pi + Xi ,n+i  Pi , 
Xi,,.-iAlo,i Pi f ~ i , n A x i , i  Pi=O, Xi,n-8AgX~,t Pi + Xi,~i-iAeXi,t Pi=', 1 

Con cib, dopo arere determinato x , ,  mediante la prima delle (S), la de- 
terminazione successiva di ciascuna delle altre funzioni x ,,,, x ,,,, x,,, ,.... è ri- 
condotta all'inversione d'un integrale definito, trattandosi ogni volta di de- 
terminare la funzione a,, = Pi xv, ( v  = l ,  2 , .  . .), tale che : 

Au z.,, = y v  , 
y ,  essendo una funzione cognita, perchè quando si giunge alla ricerca di x , ,  
sono già note le precedenti funzioni x sino a 2,-,,,. Cosi, purchè si presen- 
tino casi in cui l'inversione di integrali definiti ( I O )  sia possibile, giungeremo 
alla seguente relazione : 

v=m 

ove le x,, sono furizioiii cognite. Ripetendo questo pïocedimento per ciascuno 
degli altri coefficienti Pi (i = 1 . . . tz), perverremo ad altrettante relazioni 
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della forma : 

ove con x,, si designino le funzioni che hanno nell'espressione di \V me- 
diante P, 10 stesso ufficio che hanno le z,, nell' espressione di Y me- 
diante P, ,  ecc., ecc. 

Ora il prof. PINCHERLE (10~. cit.) (v. introduzione) diede il modo di rap- 
presentare la soluzione della (4) mediante iina serie procedente secondo le 
derivate succeusive di Ili, serie della quale dimostrb potersi determinare un 
campo di convergenza. Poniamo brevemente zc = D (V), intendendo di rap- 
presentare col secondo membro di quest'uguaglianza l'accennata serie proce- 
dente secondo le derivate successive di Y. Avremo allora, in virtù della (9') : 

(i = 1, 2 . . . n), cioè u espresso in funzione di ciascuna delle Pi. 
Cos1 In formola (6) e la (10) possono riguardarsi come formole inverse 

ne1 senso che: 
u La (6) dà il pnssaggio dalla .soluzione della (4) ai coefficienti della 

soluzione stessa: la (10) d B  il passaggio inverso dai coefficienti della (4) alla 
sua soluzione n.  

Quanto alla validità dell'espressione data per Y dalla (9') e quindi per 
zc dalla (10) è chiaro che il campo di convergenza d i  queste serie sarà dato 
dal campo, in cui la serie di potenze di y ,  che rappresenta 10 sviluppo di Y 
è convergente assolutamente ed in ugual grado. 

'Dn'altra osservaziaiie da f a r ~ i  B questa. L'espressione di zc data dalla 
(10) fu determinata, fissando una deterrninazionc speciale di X; ora, pongasi 
la convenzione di poter fnr assumere a X tutte e sole le determinazioni ap- 
partenenti al' gruppo d'operazioni I relativo a A zc, e si designino con 1,; 

(L = O, 1 , . . . , i = 1, 2 . . , pz), ancichè le fulizioni determinate delle (8) i i i  

base a un'operazione I assegriatn, i simboli di funzioni variabili che si de- 
terminano mediante le cquazioni analoghe alle (8) relative alle varie deter- 
minazioni che pub assurnere X,  Si potrà scrivere : 

S'è detto che se A app~rtiene al gruppo d'operazioai I relativo n A zc, 
altrettanta sczrebbe di F (A) ove F ( A )  designassc una serie di potenze a coefli- 
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cienti costanti di A,  e npparterrebtero pure al gruppo in parola le derivate 
successive e gli integrali indefiniti di F (X) calcolati per X =  A.  Pertanto 
consideriamo le rel~zioni : 

ove sis (- l)i+' (li = 1 . . . n) il quoziente di due determinanti costruiti 
con u ,  F (A) tc . . . $ ' ( f i - 1 )  ( A )  u le loro successive derivate, rispettivamente 
nello stesso nlodo con cui sono costruiti : 

Di,h (26, A 26 . . . 'qn-' th), e (U . . . An.-i u), 

con 21 . . . A m - '  2 1 ,  le loro successive derivate, mentre sia ti,p+, (- l)i il quo- 
ziente del determinante costruito con 2 4 , .  . . F(n-i)  ( A )  z6 come D ( 2 6 . .  . An-' u) con 
1 1 .  . . An-i 21 per 10 stesso determinante che figura al denominatore delle 

L a  (11') è cosi un'equazione lineare alle derivate di P ( X )  rispetto 
a X, calcolate per X e  A, i cui coefficienti sono funzioni ne1 senso ordina- 
rio. Questa relazione si pub invertire come si fece colla (ô'); valendosi cioè 
anche qui del nietodo dei coefficienti indeterminati si ponno dare per Y 
espressioni della forma : 

&'=Co 

2 F(') ( A )  qvi Pi + 9 Pi. 
v=o 

Si nvrà infatti per la determinazione delle funzioni q v i ,  e per ogni VR- 
lore di i compreso nella successione 1 ,  2 .  . . fi  il seguente sistema di rela- 
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zioni (ove sostituita a Pi nella (11) l'espressiorie (12) si uguagliano i termini 
contenenti derivate d' ugual indice di F ( X )  per X =  A):  

Per  ciascuiia di queste equazioni, dopo risoluta la prima, la  risoluzione 
é ricondotta all'inversione d'un integrale definito (*). Cod, dette ZVvi le fun- 
ziorii aventi rispetto alle ?,,; significato analogo a quel10 clie hanno le z,,; ri- 
spetto alle xi, i ,  si arranno le $2 equazioni (1 per ciascun valore di i) : 

Ora, considerando le equazioni analoghe alle (11) che si ottengono 
quarido a F ( X )  si sostituisca &" ( X ) ,  e dette 73, (i= 0 .  . - 1 1 ,  v = 1, 2 . . .) 
le funzioni (di yh) che hanno rispetto a F ' ( X )  significato analogo a quel10 
che hanno rispettivatnente le per F ( X ) ,  si potrà porre u sotto l'al- 
t ra forma : 

Cos), confrontando le due forme (13)) (12') sotto le quali si è posto zc 
(ossia Y) si avrà, per ciascun valore dell'indice i, l'equazione seguente: 

?=CO "" d Pcq' ( X )  ! 

q0,i Pi + 2 RF''' (X) Y/,,+ Pi = '3 Pi + L, - - 
d X  ?v,i Pi = 

,.=O ,,=O 

clie è un'equaxione funzionale nella funzione F ( X )  dell'operazione I varia- 
bile X ,  i cui coefficienti sono funzioni (variabili nella loro forma da una al- 
l'altra deterrninazione di X). In ultima analisi la (14) si potrebbe riguardare 
anche corne un'equazione differenziale di grado infinito (trascendente) in X. 

L e  considerazioni fatte per P ( X ) ,  si possono ripetere per le derivate di 
qualunque ordine di questa funzione, e pure per i suoi integrali indefiniti ri- 

(*) Corne si vede dunque l a  4 si determina da una semplice equazione lineare ed è 
soltanto p e r  de te ru inare  l e  ~ o , i  r,,,; ecc. che si richiedono inversioni di integrali definiti. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



312 V i t  et. b i :  Sull'operazion~ fimxionale rappresentata 

spetto a X ;  e si ottengono cosi fra due espressioni di Y ricavate sostituendo 
a F ( X )  una delle sue derivate o de'suoi integrali, relazioni della forma (14) 
che permettono di passare direttarnente dall'una all'altra. 

Nota. Siano n funzioni, FI ( X )  . . . F, (X) dell'operazione I variabile X;  
diremo che : u per una determinazione generica di questa che diremo an- 
cora X,  queste n funzioni sono linearmente indipendenti, quando non sia mai 
possibile trovare n fattori hl ,  h,, ..., 16, tali che sussista identicamente e in 
via assoluta una relaziorie della forma : 

hi F, ( X )  + h 2  Fz (x) +...  Jr hn Fn(X) = O. n (a> 
Una tale relazione equivale, sostituendo a ciascuna delle Fi (X) (i = 1 ,  

2 . .  . n) il suo sviluppo in serie di potenze di X, ad altrettante relazioni della 
forma : 

h, c ~ ~ ' ' )  + h ,  rht2) + . ' ' + hn = 0 (h = O, 1 . . OO), (a') 
fra i coeficienti d'una stessa potenza di X. (Cib in base alla teoria dei coef- 
ficienti indeterminati, v. IO.) Ora, se pub sussistere frrt Fi (x) . . . Fn (X) uua 
relazione della forma ( a )  si avrh anche : 

Ill l",(k) (X) $_ h, Fe(" (x) + . . . + Iln Fa@) ( x )  = O (k = 1, 2 . . . n - 1). (p)  
Le ( B )  si scindono esse pure in relazioni della forma (a'). Se  dalle (a) 

e (6) ricaviamo n equazioni, potranno sussistere le equazioni cos) ottenute in 
cui si riguardino le hi corne incognite (i = 1 . . . n) solo a patto che sia nullo 
il determinante dei coefficienti in parola, e viceversa, corne si sa dall'algebra 
l'sniiullarsi di detto determinante & condizione sufficiente, a clie sussistano 
tali equazioni. Cos1 pure potendosi raggruppase a n ,  a n le equazioni della 
forma (a') che s'otteiigono dalle (a), ( B ) ,  la possibilità che sussistesse la O: 

porterebbe con sè la possibilità che sussistessero rra i coefficienti degli svi- 
luppi delle FI (x) . . . F, (x) altri sistemi della forma ( f i ' ) ,  e che quindi quelli 
costituiti d'equazioni distinte slvessero il determinantre dei coefficienti nullo. 

Ora, convesremo di designare col nome di u determinante di ne funzioni: 
F,, ,  (X) . . . F i ,  ( X ) ,  F,,! ( X )  . . . F n ,  (X) dell'equazione x e di designare col 
simbolo : 
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da zltz integrale de jn i to ,  riguardata come elemento d'un calcolo. 343 

l a  funzione della stessa operazione X che s'ottiene combinando, mediante 
moltiplicazioni e addizioni simboliche queste nP funzioni, nello stesso modo 
con cui si combinano con moltiplicazioni e addizioni n2 quantità allorchè si 
v.oglia Io sviluppo del loro determinante n. 

Inoltre diremo determinante funzionale delle rz funzioni di X: 

Fi ( X )  . Fn (XI, 
il determinante simbolico : 

Fi ( X ,  Ft ( X )  a . Fn ( X )  
F', (X), F', (X) . . . Pn ( X )  

Ora considerando 10 sviluppo di questo determinante, il quale risulta unn 
serie di potenze di X ,  i cui coefficienti sono determinanti, ottenuti combinando 
in modi diversi i coefficienti che figurano negli sviluppi di Fi (X) . . . Fn ( X )  
e delle loro derivate di primo . . . n - lesirno ordine, è chiaro, in base a pre- 
cedenti considerazioni, che il determinante simbolico (y) sarà nul10 identica- 
mente, in via assoluta, sempre e soltanto quand0 siano soddisfatte le condi- 
zioni onde sussistano i suaccennati sistemi d7equazioni della forma (a ' ) ,  valc 
a dire quando fra Fi (X) . . . F, ( x )  passi una relazione della forma (a) .  Segue 
da cib la  proposizione seguente analoga a quella che si ha per le funzioni 
studiate ne1 calcols ordinario : 

u Condizione necessaria e sufficiente affinchè fra n funzioni : 

dell'operazioiie I variabile x non sussista una relazione lineare sodisfatta 
identicamente e in via assoluta è che il loro determinante funzionale (ne1 senso, 
in cui fu testè definito) non sia nul111 ideriticamente e in via assoluta. n 

Cod si dirà che rt integrali d'un'equazione differenziale lineare d'ordine 1, ' 

in una funzione d'un'operazione T variabile costituiscono. un sistema fonda- 
mentale di quest'equazione quando essi siano linearmente indipendenti, vale 
a dire quando sia diverso da O il loro determinante funzionale (simbolico). 

FINE DEL TOMO III (SERIE III). 
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